Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 3

8 Matrizen

Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 2, p. 181 (1.6.2011):
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soweit sie definiert sind.

Losung: Das Produkt zweier Matrizen ist genau dann definiert, wenn die Spaltenzahl des linken Faktors
gleich der Zeilenzahl der rechten Faktors ist. Dies ist hier nur der Fall fur

1 1 o0 3 5 4
0o 1 o|(23A _[2 2 2
1 0 -1|{222)=|2 2 of
0o 1 1 5 3 4

<1 2 1)(%33)_(000) .
11 2)\2272)= o7 8
Abschnitt 8.A, Aufg. 3, p. 181 (1.6.2011)

Far die lineare Abbildung: K[r] — K[¢], die jeder Polynomfunktion ihre Ableitung zuordnet, gebe man
die Matrix Mty (f) € My n(K) bzgl. der Basi® = (t');cy an. Man lose die entsprechende Aufgabe fiir die
K-lineare Abbildung : K[¢] — K[z]mit g(x(¢)) = y(¢)-x(¢) ,x € K[t], wobeiy(t) = ag+ait+---+a,t"
eine feste Polynomfunktion ist, bzw. di&lineare Abbildungi : x(t) — x(t + 1), x € K[¢].

0, furi#j -1

Losung: Wegen' f (/) = jt/=tist M(f) = (aij)i jen Mita;; = {j fr i — j—1

Wir setzena, = 0firk e Z — {0, ..., n}. Wegeng(t/) = y(t) t/ = agt’ + ait’t* + - - - + a,t/+" ist dann
im‘;(g) = (aifj)i,jeN-

. . i .
Wegenh(r/) = (t+1)7 = 3 () 1" ist ME ) = ((/)), ;en - .

i=0

Abschnitt 8.A, Aufg. 4, p. 181 (1.6.2011):

Seien2l € M; ;(K) undi € I, j € J. Man berechne;2l und2le; , wobeie; € K" als Zeilenvektor und
e; € KY) als Spaltenvektor zu interpretieren ist.

Ldsung: Sei = (Cl,‘j)(,',j)elxj unde,-o = ((Sigi)iel- Dann iSte,-le = (Zie] (Sioia,-j)jej = (aioj)jej die ip-te

Zeile von?l. Fur €j, = (‘Sjjo)jeJ ist fernerQlejo = (Zje] aija././o)iel = (a,-jo),-e] die jo-te Spalte voril. °

Abschnitt 8.A, Aufg. 5, p. 181 (1.6.2011):
Man berechne das Matrizenprodukt
ax
( : )(bl,...,bn),
am

wobeias, ..., a,, b1, ..., b, Elemente eines Korpers sind.

Lésung: Offenbar gilt
ap aiby -+ aiby,
(f)(bl,m,bn)—( ST ) .
a, anb1 --- aub,
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Abschnitt 8.A, Aufg. 7, p. 181 (1.6.2011);

Seienl, J endliche Mengen. Fur eine MatriX € M; ;(K) berechne maxt;;2 bzw. €, , wobei¢&;;
M;(K) undé&,; € M, (K) jeweils Elemente der Standardbasen sind.

Lbsung: Sei A = (aij)(i’j)elx‘]. Mit inojo = ((Sioigjoj)(i,j)elxl und erom = (Sroj(sSOk)(j’k)ejxj gllt dann:
Cigjo? = < Z (Sioifsjojajk>(i’ et = (Z 5:'01'%/{)([,’]()6[”
jeJ jeJ
ist die I x J-Matrix, derenip-te Zeile gleich derjp-ten Zeile vor®l ist und deren Ubrige Zeilen 0 sind.
AE, 50 = (Z aij(sroj(ssgk)(i’k)elxj = (Z airoasok)(i’k)elxj
JjeJ jeJ
ist die I x J-Matrix, derensyp-te Spalte gleich def-ten Spalte vorl ist und deren Ubrige Spalten O sind.

Abschnitt 8.A, Aufg. 8, p. 181 (1.6.2011):

Sei f:V — W eineK-lineare Abbildung dea-dimensionalen Vektorraumg in denm-dimensionalen
VektorraumW. Dann gibt es Basem, ..., v, von V undws, ..., w, von W, bzgl. dererf durch eine

Matrix der Form
1 ... 00 --- 0

10 --- 0
0 o0 . oM

.Oo e

O ..- 00 ---0

beschrieben wird. Die Anzahl der Einsen in dieser Matrix ist der Rangfvond daher eindeutig bestimmt.
Beweis: Wie der Beweis des Rangsatzes 5.E.1 zeigt, gibt es eine Basis , u,, v1, ..., v, vonV derart,
dassus, ..., u, eine Basis von Kerrf undw; := f(v1), ..., ws := f(vy) eine Basis von Bildf ist. Setzt
man danmn,,; ;= u; fir j = 1,...,r, so erhalt man eine Basis:= (vy, ..., v,), n:=r+s. AulBerdem
erganzen witw, . . ., wy zU einer Basiso 1= (w1, ..., w,) vonW. Dann gilt f (v;) = w; fur j =1,...,r
und f(v;) :=0flr j =r+1,...,n, dn.9 (f) hat die angegebene Form. — Hat anderers&ifs( f)
diese Form bzgl. irgendwelcher Basewmon V undto von W, so hat Bildf die Basisws, ..., wy, wos die
Anzahl der Einsen ist, und es gilt Rayig= Dim Bild f = s. °

Abschnitt 8.A, Teil vonAufg. 9, p. 182 (1.6.2011):
SeienV einn-dimensionalek -Vektorraum undf : V — V ein K -linearer Operator auy .

a) Genau dannist eine Projektion, wenif in einer geeigneten Basis vé@hdurch eine Matrix der folgenden
Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:

1
e M, (K).
0
b) Seil+ 1 +# 0in K, d.h. ChatK # 2. Genau dann isf eine Involution, wennf in einer geeigneten

Basis vonV durch eine Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen)
beschrieben wird:

1

eM, (K).

-1
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¢) Genau dann isf eine Scherung (vgl. 7.A, Aufg. 17), wenfin einer geeigneten Basis véndurch eine
Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:

10
11

1 eM, (K).
1
d) Genau dann st eine Dilatation (vgl. 7.A, Aufg. 17), wenjyi in einer geeigneten Basis véhdurch eine
Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:

A
1
eM, (K), re K, A#£0,1.
1
Beweis: a) Nach 5.G, Aufg. 25 isf’ genau dann eine Projektion, wenn es eine Basis(xy, ..., x,) von
Vgibtmit f(x;) =x;,i =1,...,r,undf(x;) =0, i =r+1,...,n. Dannistgenau dann der Fall, wenn

9 (f) die angegebene Form hat.
b) 1. Beweis:Genau dann isf eine Involution vonV, wenng := %(idv — f) eine Projektion istg? = g ist
namlich wegerg? = 1 (idy—£)? = 3(idy —2f + f?) = 3(2idy —2f) + 3 (f2—idy) = g + 3 (f2—idy)

aquivalent zuf? = idy. Nach a) istg genau dann eine Projektion, wenn es eine Basis (x4, ..., x,)
vonV mit g(x;) =x;,i =1,...,r,undg(x;) =0,i =r+1,...,n, gibt, also wegery = id —2g mit
fxi)=x;,—2¢; = —x;,i=1,...,r,undf(x;) =x; —0=1x;,i =r+1,...,n. Diesist genau dann
der Fall, wenn die Matrix vorf bzgl. der Basis;,, ..., x; die angegebene Form hat.

2.Beweis:Sei f2 = idy. Wir setzenV, :={xe V| f(x) =x}undV_:={xe V| f(x) = —x}.
DanngiltV, N V_ =0, dafurxe Vv, N V_gilt f(x) =xund f(x) = —x, d.h 2c = 0 und somitx = 0.
Ferner giltV, + V_ =V, dafirxe V gilt x = S(x+ f(x)) + 3(x— f(x)) mit 3(x+ f(x)) € V; wegen
FG+ fO0)) = (f@)+ f2(x) = f(x)+xund3(x— f(x)) € V- wegenf (x— f(x)) = f(x) — f2(x) =
f(x) —x = —(x — f(x)). Nach Korollar 5.F.4 is¥ nun die direkte Summe vovi, und V_. Nehmen wir
eine Basis vorV, und V_ zusammen, so erhalten wir eine Basis Worbzgl. derf eine Matrixdarstellung
der angegebenen Art hat. — Hat umgekehgine solche Matrixdarstellung bzgl. einer Basis. . ., v,, SO
ist f(v;) = £v; und somitf2(v;) = v; fur alle j, d.h. esistf? = idy.

c) Definitionsgemal isif eine Scherung, wenn der Fixpunktraukh := {x € V | f(x) = x} ein
(n—1)-dimensionaler Unterraum vovi ist und wenn fir ein (und damit fir jedes)e V — H die Spie-
gelungsrichtungf (x) — x in H liegt.

Istdies der Fall, sowahlenwirein € V — H und erganzemn, := f(x)—x # 0durchvs. .., v, zu einer Basis
V2, ..., v, VONH. Dannisty = (vq, ..., v,) eine Basis voiV, und es giltf (v1) = vi+(f (v1)—v1) = v1+v2
und f(v;) = v; fur j =2,...,n. M (f) hat also die angegebene Gestalt.

Hat umgekehrtf eine solche Matrixdarstellung bzgl. einer Basis. .., v,, so ist(f(v;) = v; fur alle

j=2,...,n,undf(vy) = v1+vg,alsoH :={xe V| f(x) = x} (n—1)-dimensionalund flx := vy ¢ H

gilt f(x)—x = v, € H, d.h. f ist eine Scherung.

d) DefinitionsgemaR ist ein Automorphismyseine Dilatation, wennH = {x € V | f(x) = x} ein

(n—1)-dimensionaler Unterraum voV¥i ist und wenn fiir ein (und damit fur jedes) V — H die Spiege-
lungsrichtungf (x) — x nichtin H liegt.

Ist dies der Fall, so setzen wif := f(x)— x und kbnnerv; durch eine Basiso, ..., v, von H zu einer
Basisv = (v1, ..., v,) vonV erganzen. Dann gilf|H = idy, undistf(x) = Ax +h mith € H, so gilt
A # 0, da andernfalls Bilg' im (n —1)-dimensionalen Unterraurl 1&ge im Widerspruch zur Bijektivitat
von f, und fernen. # 1, da andernfallg (x) — x in H lage. AuBerdem erhalt maf(vy) = f(f(x)—x) =
fOx+h)— fx)=rAf(x)+h—(Ax+h) =r(f(x)—x) =Avpund f(v;) = v; fur i =2,...,n. Daher
hatOt) (f) die angegebene Gestalt. — Die Umkehrung ist wieder trivial. °
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Abschnitt 8.A, Aufg. 10, p. 182 (1.6.2011) :
SeienV einn-dimensionalek -Vektorraum undf : V — V ein linearer Operator. Genau dann stimmen die

Matrizen vonf flr alle Baservs, ..., v, vonV Uberein, wenry eine Homothetie idy , a € K, ist.
Beweis:Ist f = aidy, ac K, undv = (v4, ..., v,) eine beliebige Basis voW, so gilt stetsf (v;) = av;
und somithity (f) = a€,.

Stimmen umgekehrt die Matrizen vohfir alle Basen vorV/ Uberein, so sed = (vq, ..., v,) €ine Basis

von V undMy (f) = (a;;). Es genlgt zu zeigen, dags = 0 unday, = ay, ist fur beliebigek # ¢. Dann
ist f(v;) = av; fur alle j, alsof = aidy, woa der gemeinsame Wert dey; ist.

Definieren wirw; := v; fir i # k undwy := v, + vy, SO sind diez Vektorenws, ..., wy, ..., w, ebenfalls
ein Erzeugendensystem von V (wegen= w; — w,) und somit eine weitere Basis van Wir berechnen
die k-te Spalte der Matrixb;;) von f bzgl. dieser Basis — nach Voraussetzung@ilt) = (b;;) — durch

n

fwe) = fe+v) = f) + f) =D auvi+ Y _awvi = Y _(ax + aie)v;
i—1 i=1 i=1

= Z (@ik + ai0)vi + (akk + axe) (vk + ve) + (aw + aee — ake — ake)ve
i=Lik .0

= Z (@ik + ai)wi + (ark + ake)wi + (ae + age — age — axe) we

i=1,ik, 0

und erhalten insbesondedig, = by, = ax +are UnNd ag, = bo = ap +aee — are — age - Die erste Beziehung
liefert a,, = 0 und dann die zweite,, = ay;, wie behauptet. °
Beweisvariante:Ist f keine Homothetie, so gibt es linear unabhéngige Vektorem, mit f (v1) = vy, val.
5.B, Aufg. 8. Bzgl. Basem,, vy, v, ..., v, bzZW. vy, v1 + vp, v3, ..., v, vONn V sind die ersten Spalten der
zugehdrigen Matrizen voii verschieden. °

Abschnitt 8.A, Aufg. 11, p. 183 (1.6.2011) :
Man folgere aus Aufg. 10 fur einen endlichdimensionateivektorraumyV:

a) Das Zentrum ZEndx V') der Algebra Eng V, d.h. die Unteralgebra derjenigghaus Eng V, die mit
allen Elementen aus Erd’ vertauschbar sind, ist gleich der Unteralgefarady | @ € K} der Homothetien
vonV.

b) Das Zentrum ZAutk V') der Automorphismengruppe AuV ist die Untergruppe der Homothetiend,, ,
ae€K*.

¢) Man bestimme die Zentren der Matrizenalgebren( Kl bzw. der Gruppen GLK) , I endlich.

Beweis: a), b) Fir beliebige € Endx V qgilt g (aidy) = ag = (aidy) g, a € K, d.h. das Zentrum enthalt
jeweils die angegebenen Homothetien.

Es genlgt, die Umkehrung von b) zu beweisen. Sei dazuZ(Autg V) und seil = (g;;) die Matrix von
f bzgl. einer Basisy, ..., v, von V, d.h. es geltef (v;) = ) a;jv;. Nach Aufg. 10 ist zu zeigen, dags

i=1
bzgl. einer beliebigen Basis,, ..., w, von V ebenfalls durck®l beschrieben wird. Gemaf Satz 5.D.3(3)
wird durchg(v;) = w; far allez ein Automorphismus voi¥ beschrieben, der nach Voraussetzungfnlt

vertauschbar ist. Daher gilf (w;) = fgg X (w;) = gfg " (w)) = gf (vj) = g(Za” i) = Zal]w, ,

i=1
2l ist auch die Matrix vonf bzgl. der Basisvy, ..., w,. °
c¢) Die Zentren von M(K) bzw. GL;(K), I endlich, bestehen genau aus den Vielfach€ép der Einheits-
matrix mita € K bzw.a € K*. Dies folgt aus a) und b) mit Hilfe der Korrespondenz aus Satz 8.A.%

Abschnitt 8.A, Aufg. 12, p. 183 (1.6.2011) :

V sei ein endlichdimensionaldf-Vektorraum, undq, ..., u,, w1, ..., w, Sei eine Basis voiv¥. Es sei
U=Kui+---+Ku,undW = Kwy +---+ Kw, . Fernerseif : V — V ein K-linearer Operator auf .
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a)Genaudannisf(U) C U,d.h.U invariant unterf, wenn die Matrix vonf bzgl. der angegebenen
Basis vonV die folgende Form hat:

aii -+ di C11 - Cis
ar1 c - App Crl * ¢ Cpg
eM, (K).
0 --- 0 by - by +5 (K)
0 --- 0 by --- by,
In diesem Fall sind
ap -+ ay byy -+ by
Do e M, (K) und Do € My (K)
apl - Apy bsl bss
d|e Matrix von f|U bzgl. der Basisy, ..., u, vonU bzw. die Matrix des vory’ auf dem Restklassenraum

= V /U induzierten Operatorg bzgl. der (Restklassen-)Bagis, ..., w, vonV.

b) Genau dann sind und W beide invariant untey’, wenn die Matrix vonf bzgl. der angegebenen Basis
von V die Form aus a) hat, wobei zusatzlich digalle gleich 0 sind.

Beweis(von a) und b)): Istf(U) € U, soistf(u;) = > ;_ 1 dijli +37..0-w;, j=1,...,r,und die
Matrix von f hat die angegebene Gestalt. Wegé;) = > ' a;ju; , j = 1,...,r, ist dann(alj) die
Matrix von f|U bzgl. us, ..., u,. Istfernerf(w;) = Y i_jciju; + > ;_ 1b,jwl, Jj =1...,s, so folgt
f@)) = Yot + 35 bijvi = 3y bijwi, j=1,....5, durch Ubergang zu Restklassen modulo
U, und(b;;) ist die Matrix vonf:V — V bzgl. der Basml, ..., w,vonV.

Gilt zusatzlichf (W) € W, soistauchf(w;) = Y1 0-u; + Y ;1 bijw; = Y i_bjjw;, j=1...,s,
und allec;; sind 0. — Umgekehrt implizieren Matrizen der angegebenen Form natifilich € U fur alle
j,alsof(U) € U, und gegebenenfallé(w;) € W fur alle j, also f(W) € W. °

Abschnitt 8.A, Aufg. 13, p. 183 (1.6.2011) :
Eine Matrix wie in Aufg. 12 schreiben wir in naheliegender Weise als Blockmatrix

0O B
Genau dann ist eine solche Matrix invertierbar, wenn die Matf2zend3 invertierbar sind. In diesem Fall

gilt
A ¢\t /At —tes?
0 B Lo Bt )
Beweis: Sind2( und‘B invertierbar, so folgt die Behauptung mit Satz 8.A.11 aus

A C (AT —ATEBTH) | (AAT —AATEB BT (€ 0
0 B/\ 0 B Lo BB ~\o ¢) T

Ist umgekehrt die angegebene Blockmatrix invertierbar und schreiben wir die inverse Matrix in der Form

o\ (€ 0) (A €\ W € (AW+ED AC+
o o) Mo ¢) o 8/l w)7 s By )

alsoBB’ = &, und*B ist invertierbar. Ebenso folIl’ = &, und die Invertierbarkef3 aus

¢ 0\ (A C\[/A C\ [AA AC+CB .
0 ¢) \» w)\o 8) \9a Det+ws

A ¢
< ) , AeM,(K), BeM(K), ¢ M, (K).
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Abschnitt 8.A, Aufg. 14, p. 183 (1.6.2011):

Genau dann ist die Matn(b d) € My (K) invertierbar, wenmd — bc # 0 ist. Ihr Inverses ist dann
1 d —c
ad—bc \ —b a)’
Beweis: Wir verwenden Satz 8.A.11. latd — bc # 0, so gilt
1 d —c a ¢\ _ 1 da—cb dc—cd) (1 O
ad—be \ —b a b d)  ad—bc \ —ba+ab bc+ad) \0 1)°

Ist umgekehr( ) invertierbar mit inverser Matr|>< y Z) , SO gilt

1 0\ (a c X u\_(ax+cy au+cv

0 1) \b d vy v) \bx+dy bu-+dv)”’
also insbesondete: + cy = 1 undbx +dy = 0. Multipliziert man die erste dieser Gleichung ritind die
zweite mit—c und addiert dann beide, so bekommt niasi— bc) x = d. Multipliziert man jedoch die erste
dieser Gleichung mit-b und die zweite mitz und addiert dann beide, so bekommt niaii— bc) y = —b.

Waread — bc = 0, so folgteb = d = 0 im Widerspruch zur sich ebenfalls oben ergebenden Gleichung
bu + dv = 1. (Diese Aufgabe wird in Korollar 9.C.10 und Satz 9.D.13 verallgemeinert.) o

b d

Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 15, p. 184 (1.6.2011):
Die lineare Abbildungf : R® — R? sei gegeben durch
fx1, x2, x3) i= (x1 + x2 — x3, —2x1 — 3x2+x3, X1 — X3) .
Geben Sie die Matrix voif beziiglich der Standardbasis d&Ssowie die Matrix vonf beziiglich der Basis
v1:=(1,25), v2:=(5,3,3), v3:=(1 1 2) vonR3an.
Losung: Die Spalten der Matrix@( = 9)t-<2¢( £) von f beziiglich der Standardbasisg e, e3 von R3

€1,€2,€3

sind die Koordinatenvektoren vofyey), f(e2), f(e3) beziglich der Basig,, e,, e3. Sie ist also gleich
1 1 -1
A = (—2 -3 1) )
1 0 -1
Die Ubergangsmatri$s von der Standardbasis auf die Basisv,, vs ist die inverse Matrix zur Matrix
1 51
B1= (2 3 1) ,
5 3 2

deren Spalten (die Koordinatenvektoren bezuglicte,, e3 von) vy, va, v3 sind. Wir berechnef3 mit dem
Verfahren aus Beispiel 8.B.7 durch elementare Zeilenumformungen:

1 51 1 00 1 5 1 1 0 O
(2 3 1)(0 1 o)ﬁ(o E _1)(_2 1 o>i,
5 3 2 0 0 1 0 —-22 -3

-5 0 1
1 0 o 10 2\|/-3 5 o0
1 2 _1 1 2 1
—22 =3/ 1\-5 1 00 7 7 —7 1
10 % -3 3 10 0\|/-3 7 =2
0 0 1 9 -22 7 0 01 9 —22 7

Die Matrix 2" = 9'+v2:v3( £) von f bezuglich der Basis, v,, vs ist daher

V1,V2,V3

-3 7 -2 1 1 -1 1 51 -7 =131 -19
A =BAB ! = (—1 3 —1) (—2 -3 1) (2 3 l) = ( -3 =55 —89) .
9 -22 7 1 0 -1 5 3 2 20 411 5
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Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 15, p. 184 (1.6.2011):
Die lineare Abbildungf : R® — R® sei gegeben durch

f(x1, x2,x3) == (x1 — x2+x3, —2x1+ 3x2 — x3, X1+ x3) .

Geben Sie die Matrix voIf beziiglich der Standardbasis d&ssowie die Matrix vonf bezuglich der Basis

v1:=(1,12), v,:=(2,14), vs3:= (11 3) vonR3an.
Losung: Die Spalten der Matrix@( := M:1¢2¢2 von f bezuglich der Standardbasis ez, e von RR3 sind

die Koordinatenvektoren vofi(e;), f(e2), f(€3) bezuglich der Basigy, ¢, e3. Sie ist also gleich

1 -1 1
A= (—2 3 —1) .
1 O 1

Die Ubergangsmatri®s von der Standardbasis auf die Basisv, vs ist die inverse Matrix zur Matrix

1 21
B1l= (1 1 1) ,
2 4 3
deren Spalten (die Koordinatenvektoren bezligéghe,, e3 von) vy, vy, vz sind. Wir berechnefs durch

elementare Zeilenumformungen:
1 0 O
(_1 y o) —
-2 0 1

1 2 1 1 0O 1 2 1

<111><010)=><0—1 0)

2 4 3 0 0 1 0O 0 1
1 2 -1
(1_1 o).
-2 0 1

1 2 0 3 0 -1 1 0O
(0 1 0) ( 1 -1 0) - (O 1 O)
0 0 1 -2 0 1 0 0 1

Die Matrix 21" = 91'%2.¥3( £) von f bezlglich der Basis, v, vz ist daher

V1,V2,V3

1 2 -1 1 -1 1 1 21 -3 -11 -5
m/:%m%*:( 1 -1 o) (—2 3 —1> (1 1 1):( 3 10 5).
-2 0 1 1 0 1 2 4 3 -1 -4 =2
Abschnitt 8.A, Aufg. 17, p. 184 (1.6.2011) :

Sei I eine endliche Menge. Die Abbildung:2 — ‘A~ die jeder Matrix2 € GL;(K) die zu%
kontragrediente Matrix zuordnet, ist ein Automorphismus von &L, der zu sich selbst invers ist.

Beweis: Mit 8.A.18 (4) und Eigenschatft (4) vor 8.A.15 sieht man
SEB) ='@AB) P ="(BAH ="AT B = (@A) f(B).

Ferner gilt £(f(20)) ="("~%) "t = (A1)~* = A wegen 8.A.18 (1) und 8.A.19, alst? = id. Daher ist
f ein zu sich selbst inverser Automorphismus von;GL). °

Abschnitt 8.A, Aufg. 18, p. 184 (1.6.2011):
Furallea € K* und allem € Z giltin M, (K):

a 1 --- 0 0O\" a™ (?)am*l . (nTZ)amfnJrZ (nrfl)amfn+1
0O a - 00 0 a™ . (nrf3)ain*n+3 (nrfz)am7’1+2
0O O a 1 0 0 am (’;)amfl
00 0 a 0 0 0 a™

Beweis: Wir bezeichnen mit9,, 1 := (§i+1,j)1<i,j<n = (6i,j—1)1<i,j<n € M,,(K) die (nxn)-Matrix, in deren

erster Nebendiagonale oberhalb der Hauptdiagonale Uberall 1 steht und deren tbrige Koeffizienten alle 0
sind. Allgemeiner se®, ; := (8i4«,j)1<i,j<n € M,(K) die (n xn)-Matrix, in derenk-ter Nebendiagonale
oberhalb der Hauptdiagonale tberall 1 steht und deren Gbrige Koeffizienten alle O sind. Dapp ist¢&,
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die Einheitsmatrix, und fiik € N gilt (D,.1)* = D,«. Der Induktionschluss voh auf k+1 folgt daraus,
dass das Element in déiten Zeile und¢-ten Spalte von®, )"t = (@, 0)f D1 = D,x D,.1 gleich
> 8itk,jSje—1 = itke—1 = Siyr+1,¢ , AlSO gerade das entsprechende Element®gp, , ist. Insbesondere
j=1
ergibt sich®; ; = ©,, = 0. Die zu potenzierende Matrix ist¢, +9, ;. Wir kénnen darauf Aufg. 1a)
und b) aus Abschnitt 1.A anwenden und erhalten:

@&, 42,07 = 3 (1)@t @, = 3 (1) D

k=1 k=1
Dies ist gerade die als Potenz angegebene Matrix. °

Abschnitt 8.A, Aufg. 19, p. 184 (1.6.2011) :
INM,(K) mitn —1 e K* qilt

1 1 .- 1 0\¢ 1 1 .. 1 2-n
11.-01 1 2-n 1
Cor e __1 : : . : :
1 0 1 1 e B T 1
0 1 1 1 2-n 1 .. 1 1

Beweis: Die zu invertierende Matrix isfl—8,_i41,),_, j<n+ ESIistzu zeigen, dass ihr Inverses die Matrix

(”—fl - 8,,,1_4+1)1<j v<n ist. Dies folgt daraus, dass in deten Zeile und-ten Spalte des Produkts der beiden
Matrizen folgendes Element steht:
n l n 1 1 n n n
> (A=81is1)) (=g = in—er1) = > 1T -1 D uivr =) Smerit Y it e
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
n 1

:n_l—n_l—l+8ig:8ig. °

Abschnitt 8.A, Aufg. 20.a), p. 184 (1.6.2011):
(Binomische Umkehrformel) Sai € N. Aus den Gleichungen

J

. j .
4_ J i ._ _ 4_ _ i ] i
L+ = E (i)t , tV=>0A4r—-1) = E (=1’ (i>(1+t) ,

i=0 i=0
j=0,...,n, folgere man, dass die Matrizen
© © - ¢ G -0 - D)
0 ) O] ga|® @ VO
0 0 - () 0 0 ..

aus M,;1(K) zueinander invers sind.

Beweis: Da die Koeffizienten der Matrizen ganze Zahlen sind, genlgt es, die Aussagefiip zu zeigen.
Nach Transponieren sind die beiden Matrizen die Ubergangsmatrizen von der Basis 1 ., (141)" zur
Basis 11, ..., t" und umgekehrt vo[¢],, und daher zueinander invers. — Will man Uiber einem beliebigen
Korper K rechnen, so hat man im Rauki{ X],, der Polynome im Sinne von Abschnitt 10.A zu rechnan.

Abschnitt 8.A, Aufg. 20.b), p. 185 (1.6.2011) :
(Fouriersche Umkehrformel) Seieane N* und¢ € K eine primitiven-te Einheitswurzel (d.h.
erzeuge irk * eine Gruppe der Ordnumg z.B.¢ := exp(2zi/n) € C). Dann sind die Matrize(@"")o<,.v<n

und%(;‘“”)ogwq zueinander invers. (Es ist#0 in K. Andernfalls wéare: = mp mit p = CharK > 0
und¢” —1=¢™ — 1= (¢™ — 1)? und daher bereits” = 1.)
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n—1 n—1 n—1
Beweis:Wir haben " ¢ 2 ;= = §,; zu zeigen. FUk = pgiltinderTat ) ¢ i¢-ve =% 2 =1,
v=0 v=0 v=0
n— n— _ n n —A
. . 11— ()" 1= 1o

0.0

e . v 1 —VA 1 -2V
Farx ilt py = == n == = = =
e ;; nt ”g(g ) SR o Tl T nd-o
(Wir zeigen noch, dass # 0 ist in K. Andernfalls hatteK Primzahlcharakteristip = CharkK, und p
ware ein Teiler vom, alson = pm mit m € N. Dann gilt, wie am Ende von Beispiel 5.A.8 bemerkt,
" -1pF =" -1 =1¢"-1= 0 also¢™ —1 = 0 im Widerspruch dazu, dagseine primitiven-te
Einheitwurzel war.)

Abschnitt 8.A, Aufg. 22, p. 185 (1.6.2011) :

Seiemq, ..., A, bzw. u1, ..., 1, jeweils paarweise verschiedene Elemente des Koiefsr die Gberdies
Ai+pj#Oistfurallei, j =1,...,n. Esseig(t) := (t + 1) - - - (t + ) UNd

£ g()\j)l_[,'#j([_)\i) i aij
j pr— = .
SOl —2) St

Dann sind die Matrizen

1 1

1 tm T Mt aip -+ any
( ) = und (aij):
Ai + W
1 1 apl -t App
At o Aty

aus M, (K) zueinander invers. Man gebe die Elementeexplizit an.

Losung: Zur Berechnung det;; verwenden wir die in Band 1 im Anschluss an Satz 11.B.2 beschriebene
Methode zur Berechnung der Koeffizientgn von 1/(t + ;) in der Partialbruchzerlegung vofy(z) und
erhalten unter Verwendung des Polynaigs) := (t + A1) -+ - (¢ + 1) :

b 8% egj(mi=to 1 g0y) (=D Thu) _ 1 gy)  h(w)
TG Tl Gy —2e) (it ay) &' (=) (CLER(=hy) (it ) /(=) W (=2y)
Nach Wahl deg;; ist das Element in det-ten Zeile und;j-ten Spalte des Produk($/(kk+ ,u,-)) (a;j) nun

“ 1 . . g()‘j) Hi;ej()‘k_)\i) .
;—MHHM ~aij = fi() = SO0 T, O —2) ki >

da Zahler und Nenner des Bruchs ki j gleich sind und bet # j das Produkt im Zahler verschwindet.

Abschnitt 8.A, Aufg. 23, p. 185 (1.6.2011):
Man berechne die inverse Matrix zu einer Heisenberg-Matrix der Form

1 a a --- a, c
O 1 0 --- 0 b
0 0 1 0 b
: Co D T eMu(K).
0O 0 0 --- 1 b,
O 0 0 --- 0 1
Lésung: Seivy, ..., v,41 €ine Basis einén+2)-dimensionalen Vektorraums. Wir betrachten die gegebene

Heisenberg-Matrix3 als die Ubergangsmatrix von einer weiteren Basjs. . . , w,1 auf die Basis
Vo, ..., Upe1, d.N. €S SEI

wo = vo+ aguy + -+ ayv, +cvpp1, w; =v;i +bhiv,g furi=1,...,n, w,1="v,41.
DannistB ! die Ubergangsmatrix von der Basis, . . ., w,1 aufdie Basisy, . . ., v,.1, berechnetsich also
ausv, 1 = Wyy1, Vi = W;i—bjv,p1 = wi—bjw, firi=1, ..., nundvy = wo—avi— - -—a, v, —CV11 =

wo—ar(w1—biw,y1 -+ - —a, (W, —bywy11—CcWy1 = Wo—a1W1— - - - — AWy +(@1b1+. . .+a,b, —c)wy 11 .
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Die gesuchte inverse Matri¥ ! ist also die Heisenbergmatrix

1 —a1 —a, --- —ay d
0 1 0O -~ 0 -~
0 0 1 -~ 0 -b
: : R : :2 . di=abi+--+ab, —c. o
0 0 0O -~ 1 -—b,
0 0 O --- O 1

Abschnitt 8.A, Aufg. 24, p. 185 (1.6.2011):

Seienv = (v;);e; undv’ = (v));e; Basen des endlichdimensional&rVektorraumsV undv* bzw.v'* die
zugehorigen Dualbasen vart. Ist2l die Ubergangsmatrix vom nachy’, so ist die dazu kontragrediente
Matrix '~ die Ubergangsmatrix vom* nachy’*

Beweis: 2 ist gleicht®, (idy) und die Ubergangsmatrix varf nacho’* ist imgfl(idv*) . Nach Satz 8.A.20

ISty (idy-) = M. ((idy)*) ="M (idy). Wegendy (idy) = (M7, (idy))~* ist dies die Behauptung.

Abschnitt 8.A, Aufg. 26, p. 186 (1.6.2011) :

A, B € GL,(R) seien zueinander inverse Matrizen, deren Koeffizientersallesind. Dann habe®l und
% in jeder Zeile und Spalte jeweils nur einen von 0 verschiedenen Koeffizienten.

Beweis: Sei A = (q;;) und B = (bj). Dann glItZ”_la,] ik = Oj fur alle i, k. Istbj, = O fur
festesk und aIIeJ, verschwindet also die ganzete Spalte vorfB so bekommt man den Widerspruch
1=6y = 1axibjx = 0. Analog sieht man, dass nicht eine ganze ZeileXorerschwinden kann. Aus
BA = ¢, bei<ommt man dann entsprechend, dass nicht eine ganze Spafiicod®t eine ganze Zeile von
B verschwinden kann. Sei nun # O fir ein j,. Da nach Voraussetzung alle Summande sind in

> -1 aijbjx = 8, folgt fur alle i # k bereitsa;;, = 0. Ware auch noch;,, # O fur ein weitere’ # k, so
erhielte man genausp;, = O fur alle i # k', also insbesonderg;, = 0, und die ganzg,-te Spalte vorl
wirde verschwinden. Damit ist gezeigt, dass es injgeen Zeile von genau ein Element0 gibt. Wir
folgern daraus, dasg # ji sein muss, wenn wir in entsprechender Weisé'z# k ein b, # 0 wahlen.
Die so erhaltene Abbildung +— j, von{l,...,n}in {1, ..., n}ist daher injektiv, also auch surjektiv. Aus
dem Gezeigten folgt somit, dass es in jeder Spalte und dann, da keine Zeb# verschwindet, auch in
jeder Zeile von3 genau ein Element 0 gibt. Die ensprechende Aussage Ufiefiolgt durch Betrachten
von‘BlA = ¢,. °

Abschnitt 8.B, Teil vonAufg. 1a), p. 191 (1.6.2011):

1 3 1 -2 -3

. 11 4 3 -1 -4

Man bestimme den Rang der Matri > 3 4 _7 _3

3 8 1 -7 -8
Lésung: Wir benutzen, dass sich der Rang bei elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen nicht &ndert.
Zunachst addieren wir das-1)-fache der ersten Zeile zur zweiten, das?)-fache der ersten Zeile zur
dritten und dag—3)-fache der ersten Zeile zur vierten. Dann addieren wir das 3-fache der zweiten Zeile zur
dritten und das 1-fache der zweiten Zeile zur vierten. SchlieZlich vertauschen wir noch die beiden letzten
Zeilen und die dritte und vierte Spalte. Dadurch erhalten wir bereits Dreiecksgestalt (mit 3Zdl)en

UberQ.

(1 3 1 -2 -3 (1 3 1 -2 -3
1 4 3 -1 -4 o 1 2 1 -1
Rangl 5 53 4 _7 _g|=Rangly 3 g 3 3|=

3 8 1 -8 -8 \o0 -1 -2 2 1
1 3 1 -2 -3 1 3 -2 1 -3
0 1 2 1 -1 o 1 1 2 -1

=Rangl o 9 o o o|/=Ra9y o 1 o0 of=% °
0O 0 0 -1 0 O 0 0 O o)
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Abschnitt 8.B, Variante zuAufg. 1a), p. 191 (1.6.2011) :

5 -3 3 2 4
3 -1 2 3 5
7 -5 4 1 3
1 -3 0 -5 -7
Losung: Wir benutzen, dass sich der Rang bei elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen nicht &ndert.
Zunachstvertauschen wir die erste und vierte Zeile, addieren datr8gfache der ersten Zeile zur zweiten,
das(—7)-fache der ersten Zeile zur dritten und dasb)-fache der ersten Zeile zur vierten. Schlief3lich
addieren wir das—2)-fache der zweiten Zeile zur dritten und dasg)-fache der zweiten Zeile zur vierten.
Dadurch erhalten wir bereits Dreiecksgestalt (mit 2 Zejef) :

Man bestimme den Rang der Matri UberQ

5 -3 3 2 4 1 -3 0 -5 -7 1 -3 0 -5 -7
Rang3_1235:3_1235:08218 26|

7 -5 4 1 3 7 -5 4 1 3 0O 16 4 36 52
1 -3 0 -5 -7 5 -3 3 2 14 o 12 3 27 3

1 -3 0 -5 -7

O 8 2 18 26

= Rang 0 0 0 0 0 =2. °
0O O O 0 0

Abschnitt 8.B, Variante zuAufg. 4, p. 191 (1.6.2011) :
Man berechne zu den folgenden beiden invertierbaren Matrizen die inversen Matrizen:

11 ... 10
1 2 3 4 11 ... 0 1
2 3 1 2 . .
1 0 -2 -6 10 11
0 1 11
1 2 3 41 22 -6 —26 1
N ) . 2 3 1 2 | 17 5 20 —-13 .
LOosung: Es ist 1 1 1 1 = 1 0 > 1 in Mg 4(R) .
1 0 -2 -6 4 -1 -5 3
Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchfuhrt, erhalt man namlich:
1 2 3 4 1 0 0 O 1 2 3 4 1 0 0O
2 3 1 2 0 1 0O N 0O -1 -5 -6 -2 1 0 O N
1 1 1 -1 0 01 0 0O -1 -2 -5 -1 0 1 0
1 0 -2 -6 0O 0 0 1 0O -2 -5 -10 -1 0 0 1
1 2 3 4 1 0 0O 1 2 3 4 1 0 0O O
0 1 5 6 2 -1 0 O 0 1 5 6 2 -1 0 O
003 1|]|/{1 -1 120 =00 12|t -1 Lo =
0 05 2 3 -2 01 0 0O % g _% _g 1
1 2 3 0 —-15 4 20 -12 1 2 0 O —-12 4 14 -9
0 150 —22 5 30 -18 N 01 0O -17 5 20 -13
0O 01 0 -1 0 2 -1 0 01 0 -1 0 2 -1
0O 0 0 1 4 -1 -5 3 0 0 0 1 4 -1 -5 3
1 0 0O 22 -6 -—-26 17
01 0O —-17 5 20 —-13
0O 01 0 -1 0 2 -1
0 0 0 1 4 -1 -5 3
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11 0 1 e =Y —i1 i
Fernergilt| - = .-° = = : : : : inM,(R) ,n>2.
1 n—2 1 1
10 11 n—1 = n-1 n—1 n—1
o1 --- 11 ) 1 1 L
n—1 n—1 n—1 -1
ndem man links und rechts diese eneementa en Zeilenum ormungen urchfihrt, erhalt man namlic
Ind links und rechts dieselb Zell f durchfiih hal lich:
11 ..-10 10 0 1 . 10 10 .- 00
11 ... 01 01 0 0 -—11 -1 1 ... 00
10 11 00 1 0 1 -1 0 10
01 11 00 0 0 1 -1 0 0 1
0 O 0 n—-1 -n+2 1 11
0O oO -1 1 -1 1 00
0 -1 0 1 -1 0 10
K—l 0 0 -1 0 0 1
10 0 -1 1 0 0o -1
0 1 0 -1 1 0 -1 0
= : : : : —
0 0 1 -1 1 -1 0 0
00 0 1 —n=2 L "
1 1 1 n=2
1 0 00 nzl nIl n—% nI1
01 00 o S e S
= | L : I
00 - L OfI| 2 a2y
00 .- 01 I "
n—1 n—1 n—1 n—1
Zu dieser letzten Matrix siehe auch 8.A, Aufg 19. °
Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011):
1 3 2
Man begrinde, dass die Matri := (2 2 2) nicht invertierbar ist.
3 1 2
Beweis: Die Summe aus erster und dritter Zeile \arist gleich dem Doppelten der zweiten Zeile. Daher
sind die Zeilen vor® linear abhangig, un@l ist nicht invertierbar. °

Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011):

Man begriinde, dass die lineare Abbildufgus der zweiten Variante zu 8.A, Aufg. 15 bijektiv ist, und geben
die Umkehrabbildung = zu f an.

Losung: Die Matrix 2 := 9tev¢2¢3( £) von f beziiglich der Standardbasis e,, ez vonR? ist die Matrix

€1,e2,e3
1 -1 1
A= (—2 3 —1) .
1 O 1

Sie ist invertierbar mit einer inversen Matrix, die wir folgendermaf3en durch elementare Umformungen
berechnen:

1 -1 1 1 00 1 -1 1 1 00
(—2 3 —1)‘(0 1 O) = (O 1 1)‘( 2 1 0) -
1 0 1 0 01 0O 1 O -1 0 1
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1 -1 1 00 1 -1 1 1 0 0
(o ] o)< 01):>( | o)‘(_l 0 1):\
0 1 1 1 0 0 1 3 1 -1

1 -1 O 2 1 1 1 0O -3 -1 2
<0 1 0) (—l 0 1) — <0 1 0) (—l 0 1) .
0O 0 1 3 1 -1 0 0 1 3 1 -1

Daher istf bijektiv, und es istf ~(x1, x2, x3) = (=3x1 — X2 + 2x3, —x1 + x3, 3x1 + X2 — x3) Wegen

X1 -3 -1 2 X1 —3x1 — x2 + 2x3
Q[_1<XZ>=(—1 0 1) ()Cz):( —X1 + X3 ) . °
X3 3 1 -1 X3 3x1 + x2 — x3

Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011):

Fir die folgenderR-linearen Abbildungery bestimme man jeweils die Dimensionen von Kern und Bild
und stelle fest, ob sie injektiv oder surjektiv sind:

a) f:R3— R3mit f(x1, X0, x3) := (x1 — X2 + 2x3, 2x1 + x2 — X3, X1 + 5xo — 8x3) .

b) f:R3 — R*mit f(xq,x2, x3) = (x1 — X2 +x3, 3x1 + X0 + Tx3, —2x1 + 2x2 — 2x3, X1 — 2X2) .

c) f: R* — R3 mit f(x1, x2, x3, x4) = (x1+ 2x2 + 3x3, 2x1 + 5x2 +4x3 — 3x4, 3x1+ 4xo + 6x3+ 6x4) .
d) f:R* — REmit f(x1, x2, x3, Xa) = (x1 4+ 3xp — 2x3 + xa, —x1 + X2 + 2x3 — 2x4 , X1+ 7x2 — x3) .
Losung: a) f ist nicht surjektiv wegen Dim Bilgf < Dim R3 = 3. Es ist namlich

1
1
2

(eoNe)

1 -1 2 1 -1 2
Dim Bild f = Rangf = Rang¢h o> (f) = Rang(Z 1 —1) = Rang(O 3 —5)

1 -1 2 1 5 -8 0 6 -10
:Rang(o 3 —5):2.

0O 0 O

Der Rangsatz liefert Dim Kerfi = DimR3 — Dim Bild f = 3 — 2 = 1> 0, d.h.f ist auch nicht injektiv.
b) f ist nicht surjektiv wegen Dim Bilf < DimR* = 4. Es ist namlich

1 -1 1 1 -1 1
Dim Bild f = Rangf = Rang;>¢  (f) = Rang _‘;’ % _27 = Rang 8 g g
1 -1 1 1 -2 0 0O -1 -1
0O 4 4
= Rang 0 0 0 =2.
0O 0 O

Der Rangsatz liefert Dim Kerii = DimR3 — DimBild f =3 — 2 = 1> 0, d.h.f ist auch nicht injektiv.
c) f ist surjektiv wegen Dim Bildf = Dim R® = 3. Es ist namlich

1 2 3 0 1 2 3 0
DimBiIdf:Rangf:Rangmg:ng'“(f):Rang(z 5 4—3):Rang<0 1 -2 —3)

1 2 3 0 3 4 6 6 0 -2 -3 6

= Rang(O 1 -2 —3) =3.
O 0 -7 O

Der Rangsatz liefert Dim Kerfi = DimR* — DimBild f =4 — 3 = 1> 0, d.h.f ist nicht injektiv.

d) f ist nicht surjektiv wegen Dim Bilgd < Dim R® = 3. Es ist namlich
1 3-2 1 1 3 -2 1
Dim Bild f = Rangf = Rang;hc2e>“(f) = Rang(—l 1 2 —2) = Rang(O 4 0 —1)
1

1 3 _o 1 7-2 0 0O 4 0 -1
=Rang(0 4 0—1):2.

0O 0O 0 O
Der Rangsatz liefert Dim Keryfi = DimR* — Dim Bild f =4 — 2 = 2> 0, d.h.f ist nicht injektiv. o
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Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011):

Man stelle fest, flr welche € R die folgenden Matrizen invertierbar sind, und berechne daftr jeweils die
inverse Matrix:

1 0 a 1 1 1 1 1 2
a) (l 1 —l) , b) (a 1 l) , C) (—2 -1 —4) .
0 1 1 a a 1 1 1 a

Lésung: a) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchftihrt, erhalt man:

1 0 a 1 0O 1 O a 1 0O
(1 1 —1) (0 1 0) == (0 1 —1—a> (—1 1 0) -
0 1 1 0 01 0 1 1 0 01

1 O a 1 0 O
(O 1 —1—a)‘<—1 1 0) .
0 0 2+4a 1 -1 1

Genau dann ist der Rang der gegebengi@-dMatrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
a+2#0ist, d..h.a#—2. In diesem Fall kbnnen wir mit der Rechnung fortfahren:

2 a a

1 0 a 1 0 0 1 00 a+2 at2 T a+2

= <0 1 —1—a) -1 1 0 — (0 1 0) _a_41_2 a_4l_2 Z__Té
o 0o 1 ST 00 1 2o '

a+2 a+2 a+2 e 3 )

2 a —a
Die gesuchte inverse Matrix ist dannl— -1 1 a+1).
a+2 1 .1 1

b) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchfuhrt, erhalt man:
1 11 1 00 1 1 1 1 00
(a 1 1) (0 1 0) = (0 1-a l—a) (—a 1 0)
a a 1 0 0 1 0 0 1-a —a 0 1

Genau dann ist der Rang der gegebengi3-3atrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
1—a # 0ist, d..h.a+# 1. In diesem Fall kénnen wir mit der Rechnung fortfahren:

1 1
111 L0 0 100 o "t O
:>(011> -t 1a 0 :><01o> 0o & -2

00 1/|\_ o L 001 0o L

1—a —a 1—a

1 -1 o0
: . . 1
Die gesuchte inverse Matrix ist darT_—a (_2 cl) —1) .
c¢) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchfihrt, erhélt man:

1 1 2 1 0O 1 1 2 1 0O
(—2 -1 —4) (O 1 O) == (O 1 0) ( 2 1 O) -
1 1 a 0 01 0 0 a-2 -1 0 1

Genau dann ist der Rang der gegebengi3-dMatrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
a—2# 0ist, d..h.a+# 2. In diesem Fall kbnnen wir mit der Rechnung fortfahren:

10 2 -1 -1 0 10 0\|/5 -1 4
:>(010> 2 1 0 :(010) 2 1 o] .
1 1

00 Vil 0 & 00 U\ o4

s Ll
Die gesuchte inverse Matrix ist dann 2 1 0]. °

1 o -L
2—a a—2
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Abschnitt 8.B, Aufg. 8, p. 192 (1.6.2011) :
Man beweise unter Verwendung von 8.A, Aufg. 8:
Satz 8.B.3Seien/ undJ endliche Mengen und = (g;;) € M/ ;(K) einel x J-Matrix. Dann gilt

RangRl = Rang’2l,
d.h. der(SpaltenyRang vorl ist gleich dem Zeilenrang vo#.

Beweis:Seif : K’/ — K! definiert durchf (x) = 2x. Dann ist2 die Matrix von f bzgl. der Standardbasen
von K’ bzw. K'. Nach 8.A, Aufg. 8 gibt es Basanvon K undw von K/ derart, dass die Matri® bzg|.
dieser Basen ausseiEinsen in der Hauptdiagonale nur Nullen als Koeffizienten hat, wobeRangf =
Rangl ist. SindB bzw. ¢ die zugehorigen Ubergangsmatrizen (méls Spalten voM undt als Spalten
von €), so gilt® = ¢~1AB nach 8.A.14. Mit 8.A.18 und 8.A.19 erhalt mah='D = “B'A'¢ 1, d.h.

D und’2 beschreiben die gleiche lineare Abbildukig — K’, nur bzgl. verschiedener Basen. Wieder mit
der obigen Aufgabe folgert man= Rang 2l, was zu beweisen war. °

Abschnitt 8.B, Aufg. 9, p. 192 (1.6.2011) :

Zwei Matrizen2(, A" € M; ;(K), I, J endlich, haben genau dann denselben Rang, wenn es invertierbare
Matrizen8 € GL,;(K) und€ € GL,(K) gibt mit 2’ = B

Beweis: Seienf, g: K’ — K die durchf(x) := 2x und f/(z) := A'r, ¢ Spaltenvektor ink’, definierten
linearen Abbildungen, deren Matrizen bezlglich der Standardbasef(digav. 2" sind. Sei Rangl =
Rang?l’ = r, also Rangf = Rangf’ = r. Nach dem Beweis des Rangsatzes gibt es dann eine Basis
v1,..., v, vOn K’ und eine Basig}, ..., v, von K’ derart, dassv; := f(v1),...,w, = f(v,) eine
Basis von Bildf undw} := f(v}), ..., w. := f(v,) eine Basis von Bildf" ist und dass,;1, ..., v, und
v..q4,...,v, Basen von Kerrf bzw. Kernf’ sind. Wir erganzen noch jeweilsy, ..., w, undwy, ..., w;,
zu Basenwy, ..., w, bzw. w, ..., w/ von K’. Nun definieren wir Isomorphismen: K’ — K’ und
g:K'— K'durchi(v;) :=v/,i =1,...,n,undg(w;) '= w},i = 1,..., m. Nach Konstruktion gilt dann
g(f()) = glw) = w; = f'(v)) = f'(h(v)) fari = 1,....,rundg(f(v;)) = g(0) = 0= f'(v)) =
f/(h(u))furi =r+l, ..., n,alsoinsgesangtof = f'oh, wobeidie Matrizer®’ := Mt (h) undB = M:(g)
invertierbar sind. Es folgB2l = ¢ (g) ME(f) = ME(go f) = ME(foh) = ME(f) ME(h) = A'¢ und
somitA’ = BAC mit ¢ := (¢)~L.

Definiert man beim Beweis der Umkehrung die Isomorphisgiand/ wie oben durchB bzw. ¢, so ist
natirlich Ran@l = Dim Bild f = DimBild g o f = DimBild f' o h = Dim Bild ' = Rang('. °

Abschnitt 8.B, Aufg. 10, p. 192 (1.6.2011):

2 sei einem x n-Matrix Uber dem KorpeK . Genau dann ist Rar¥f) < r, wenn es einen x r-Matrix
B und einer x n-Matrix € Uber K gibt, so das®(l = B¢ ist. Genau dann ist dabei Ra®lg= r, wenn
Rang® = Rang¢ = r ist.

Beweis: Seif : K" — K™ die durchf (x) := 2lx, r Spaltenvektor irk”, definierte lineare Abbildung, deren
Matrix bezuglich der Standardbasen afast. Sei Ran@l = r, also DimBildf = Rangf = r, und
seiwy, ..., w, eine Basis von Bilgf. Die lineare Abbildung: : K" — Bild f mit 4(x) := f(x) ist dann
surjektiv, also Bild: = Bild f, und die lineare Abbildung : Bild f — K™ mit g(y) := y ist injektiv, also
Kerng = 0. Ferner gilt(goh)(x) = g(h(x)) = h(x) = f(x) furallex € K", d.h.goh = f. Bund C

Standardbasen vaki” bzw. K™ bzw. der Basigq, ..., v, von Bild f beschreiben. Nach dem Rangsatz ist
Rang®B = Rangg = DimBild f — DimKerng = DimBild f = r. Ferner ist Rang = DimBild 7 =
Sei umgekehr®l = BE& mit einerm x r-Matrix 8 vom Rangr und einerr x n-Matrix € vom Rangr. Mit
g bezeichnen wir die durch(y) := By, y Spaltenvektor ink”, definierte lineare Abbildung : K" — K™
und mit# die durchi(x) := &, ¢ Spaltenvektor inK”, definierte lineare Abbildung : K" — K”. Die
Matrizen vong und 2 bzgl. der Standardbasen sind afBdozw. €, und2( beschreibt die Abbildungo A
bzgl. dieser Basen. Dann ist Dim Bitd= Rangh = Rang¢ = r, also Bildh = K. Ferner istg nach
Konstruktion injektiv. Nach dem Rangsatz gilt Dim Bgd= Dim K" — Kerng = r — 0 = r. Es folgt
Rang?l = Rang(go k) = DimBild (goh) = Dim g(Bild #) = Dim g(K") = DimBild g = r. °
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Abschnitt 8.8, Aufg. 11, p. 192 (1.6.2011) :

Seienay, ..., a, € K" Spaltenvektoren. Genau dann bildenie n-Matrizena;'a; € M,,(K), 1<i, j <n,
einekK -Basis von M/ (K), wennay, ..., a, eine Basis vork™” ist.
Beweis: Sei zunachsty, ..., a, eine Basis vorK”. Dann gibt es fir jedes € {1, ..., n} Koeffizienten

Lir € K derart, das$_"_; A;,a; = ¢, derr-te Standardbasisvektor vat" ist. Wegen Dim M(K) = n?
genligt es zu zeigen, das @i€Matrizen q; ‘a; ganz M, (K) erzeugen. Sei dazll = (a,5) € M, (K). Dann
gilt:

n n

n n n n n
Z ( Z ars)"ir)\'js) aitaj = Z ars(Z)"irai)(Z)\'js tﬂj) = Z Ay ertes = Z arsqzrs =2.
i=1 j=1

i,j=1 rs=1 rs=1 r,s=1 r,s=1
Ist umgekehrta; ‘a; eine Basis von M(K), so genligt es zu zeigen,dass digektorena;, i = 1,...,n,
linear unabhéngig sind ik". Aus_;_; »;a; = O folgt abery_"_, A;a;'a; = O fur jedes festg. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit der;‘a; erhalt man sa; = --- = 4, = 0, was zu zeigen war. °

Abschnitt 8.B, Aufg. 12 p. 192 (1.6.2011):

SeienP; = (ayj, ..., amj), j = 1,...,n, Punkte des affinen Raumé¢' (K) = K. Die Dimension des
von den PunkterPy, ..., P, erzeugten affinen Unterraums varf (K) ist der um 1 verminderte Rang der
Matrix
1 1 e 1
ailr a2 - diy
€ Mm+l,n (K) .
aml Am2 - Amn

Beweis: Indem man zuerst die 1. Spalte und dann geeignete Vielfache der 1. Zeile von jeweils allen anderen
subtrahiert, sieht man

1 1 ... 1 1 0 .. 0
ail aiz e ain ajn aijp—dail e aiy, —dail
Rang| . . ) = Rang| . . .
am1  Adm2 s Amn am1 Am2—Adml o App— apl
1 0 e 0
0 ap—0 - ay—an aip—ai1 - dip—ain
= Rang| . ) . ) = Rang : : +1
0 amo—ap1 -+ Gun—am1 A2 m1 = G Gt
=Dimg (KPP, + -+ KP1P,) + 1=DimgF + 1,
wo F der von den PunktenR;, ..., P, erzeugte affine Unterraum va@™ ist. °

Abschnitt 8.B, Aufg. 13 p.192 (1.6.2011):

Die Losungsraume der Gleichungssyst@pe= bund'y = b’ mit% € M, ,(K) ," € M, ,(K) und Spal-
tenvektorerb € K™, b’ € K™, m, m’, n € N, seien nichtleere affine Unterraume vikfi. Genau dann sind
diese Unterraume parallel, wenn die BIock—Mat(ﬁ%) € M1 (K) den Rang MaxRang2(, Rangl’)
hat.

Beweis: Genau dann sind diese affinen Unterraume parallel, wenn die zugehérigen Untervektorrdume, also
die Losungsraum& undU’ von2ly = 0 bzw. 't = Oineinander enthalten sind. Istetwa R&eg Rangl’,

giltalso DImU = n — Rang? > n — Rangl' = Dim U’, vg|. Beispiel 8.B.8, so ist dies genau dann der

Fall, wenn marU 2 U’ hat. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn das zusammengenommene Glei-
chungssystenti} )z = 0 ganzU’ als Lésungsmenge hat, also wenn Rgjy = n — Dim U’ = Rang2l’ =

Max (Rang?l, Rangll’) gilt. °



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 3 17

Abschnitt 8.B, Aufg. 14, p. 192 (1.6.2011) :

Seienr € N*, s € NundB € M(K). Genau dann gibt es zu jeder Matflk € M, ,(K) und jedem
Spaltenvektor € K" einen Spaltenvektay € K* mit 2dr + By = 0, wennB invertierbar ist. In diesem Fall
isty = —B~1Ar zu wahlen.

Beweis: Ist B invertierbar, so gilt offenba(x + B(—BAr) = Axr — Ar = 0.

Ist umgekehr®3 nichtinvertierbar, also Rariy < s, so hat die Abbildung : K* — K* mit g(h) = By den
Rang Ran@B < s, ist also nicht surjektiv. Sgie K*—Bild g. Definieren wir irgendeine lineare Abbildung
fiK" — K* so, dassf(r) := —;3 ist, und ist2 die Matrix, die f bzgl. der Standardbasen beschreibt, so
l&sst sich alse-2(r = — f(r) = 3 nicht in der Formg(y) = By schreiben, was zu zeigen war. °
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9 Determinanten

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 1, p. 214 (1.6.2011):

Fur die folgende Permutatian gebe man die kanonische Zyklendarstellung, eine Darstellung als Produkt
von Transpositionen, die Anzahl der Fehlstéande, das Signum und die Ordnung an:

a)12345678910111€6
3 29 10 8 12 4 6 1 11 7 12

Lésung: a) Die kanonische Zyklenzerlegung verist o = (1, 3,9)(2)(4, 10, 11, 7){5, 8, 6, 12), und die
resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist

o =(1,3)(3,9)(4,10)(10, 11)(11, 7)(5, 8)(8, 6)(6, 12) .

Daher ist Sigw = (—1)8 = 1. o besitzt 24 die Fehlstandd, 2), (3,5),(3,7),(3,8),(3,9), (3,11,
(3,12),(4,5), 4 7),(4,8), (4,9, (4,11, (4,12,(5,7),(5,8), (59, (5 11), (5 12), (7,9), (8, 9),
(8,12, (10,11), (10, 12), (11, 12). Damit bekommt man ebenfalls Sign= (—1)?* = 1. SchlieRlich ist
Ordo = kgV (3,1, 4,4) = 12. °

Abschnitt 9.A, Variante zvAufg. 1, p. 214 (1.6.2011):

Fir die folgenden Permutationene G, gebe man die kanonische Zyklendarstellung, eine Darstellung als
Produkt von Transpositionen, das Signum, die inverse Permutatibrdie Ordnung vor und die Potenz
o1 an:

a)12345678910111213141516171819O
15 8 17 4 7 14 20 19 18 13 10 6 11 5 3 12 1 9 2 )Jib

b)123456789101112131415161718190
17 19 11 6 12 2 20 8 10 18 1 13 5 15 9 4 3 14 16 )7

Lésung: a) Die kanonische Zyklenzerlegung verist
o =1(1,153,17)(2,8,19¢(5, 7, 20, 16,12 6, 14)(9, 18)(10, 13, 11) ,
und die resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist
o = (1,15)(15,3)(3,17)(2, 8)(8, 19)(5, 7)(7, 20) (20, 16) (16, 12) (12, 6) (6, 14)(9, 18)(10, 13)(13, 11).

Da dies 14 Transpositionen sind, ist Sigra= (—1)* = 1. (Dies ergibt sich natirlich auch direkt gemaf der
Definition 9.A.4.) Ferner liefert die kanonische Zyklenzerlegung

o™t =1(17,3,15,1)(19, 8, 2)(14, 6,12, 16, 20, 7, 5)(9, 18)(11, 13, 10)..

Nach Beispiel 9.A.2 ist Orad = kgV (4, 3, 7, 2, 3) = 84. Schliel3lich ist

o190 = (1,15, 3,17)19%2, 8,191%5, 7,20, 16, 12, 6, 14)1°%(9, 18)19°(10, 13, 11)1®°

= (2,8,19(5,7,20,16,12,6,14)2(10,13, 11) = (2, 8, 19)(5, 20, 12, 14, 7, 16, 6)(10, 13, 11) .
b) Die kanonische Zyklenzerlegung verist
o =(1,17,3,11)(2, 19, 16, 4, 6)(5, 12, 13)(7, 20)(9, 10, 18, 14, 15,

und die resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist
o = (1,17)(17, 3)(3, 11)(2, 19)(19, 16)(16, 4)(4, 6)(5, 12)(12, 13)(7, 20)(9, 10)(10, 18)(18, 14)(14, 15) .

Da dies 14 Transpositionen sind, ist Sigr= (—1)** = 1, was ebenso aus Definition 9.A.4 folgt. Ferner
liefert die kanonische Zyklenzerlegung

o 1=1(11 3,17 1)(6, 4, 16,19, 2)(13, 12, 5)(20, 7)(15, 14, 18,10, 9) .
Fernerist Ordr = kgV (4, 5, 3, 2, 5) = 60. Schliel3lich ist
o190= (1,17 3,112 19 16, 4, 6)1%9(5, 12, 13)1%90(7, 20)19%9, 10, 18, 14, 15)1%° = (5,12,13) . »
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Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 2, p. 214 (1.6.2011):
Fur die folgende Permutationengebe man die Anzahl der Fehlstande, das Signum und die Ordnung an.

a (15 "y ) e

0 (3505 TRl

c) <i‘ n—)};—kl n—£+2 ,,il)EGH,lfrgn,
9 (i Zi 3? 2(nil) 552(,1?2) 22’1)662,1.

Ldsung: a) Es gibt keinen Fehlstand der Foih j), genau einen Fehlstand der For&) j), namlich
(2, n+1), genau zwei Fehlstand der Fo@® j), nadmlich(3, n+1) und (3, n+2), usw., schlie3licle — 1
Fehlstande der Forrtr, j) und keine Fehlstande der Forth j) mit i > n+ 1. Zusammen sind dies

1+ 24 -+ (n—1) = "1 Fehlistande. Also ist das Signum gleichl) ="

b) Es gibt genau einen Fehlstand der F@imy) , ndmlich(1, n+1) , genau zwei Fehlsténd der Ford j),
namlich (2, n+l) und (2, n+2), usw., schlieBlich: Fehlstande der Forrte, j). Zusammen sind dies

142+---+n = " Fehlstande. Also ist das Signum gleichl) "z

c) Die Permutatlon beS|tzt genau die-1 Fehlstande der Forii, j) mit j =n—r+2,...,n fur jedes
i=1,...,n—r+21undKkeine Fehlstande der Fofim; ) miti > n—r+1. Also gibtes gena(r 1) (n—r+1)
Fehlstande und das Signum der Permutation ist folglieh) "~ =+

d) Es gibt keine Fehlstand der Foi@® +1, 2+ 1). Jedes Paar der For(@i, 2j) mit 1 <i < j <n ist ein
Fehlstand der Permutation. Dies sind ge@LStUck.

Wir zéhlen noch die Fehlstande s), bei denen eine Komponente gerade und die andere ungerade ist. Es
gibt 0 solche Fehlstande der Fort 2/), die 2 Fehlstand€2, 3) und (3, 2n), bei denen eine 3 beteiligt ist,

und die 2 Fehlstand@, 2n —1) und (2n —1, 2n), bei denen 2 — 1 beteiligt ist. Istn = [n/2] die grof3te
ganze Zahk n/2, so gibt es allgemein flir = 1, ..., m die 2 Fehlstdnde?2, 2k+1), ..., (2k, 2k+1)
und(2k+1, 2n— 2(k—1)), ..., (2k+1, 2n), bei denen 2+1 beteiligt ist, und auRerdem dié Eehlstéande

(2, 2n—2k+1) , ..., (2k, 2n—2k+1) und(2n—2k+1, 2n—2(k—1)), ..., (2n—2k+1, 2n), bei denen 2—2k+1
beteiligtist. ImFalln = 2m und k = m sind dabei allerdings diei2Fehlistand€2, 2m+1) , ..., (2m, 2m+1),
2m+1,2m+ 2),...,(2m+1, 2n), bei denen & +1 beteiligt ist, doppelt aufgefiuhrt worden. Ist= 2m
gerade, so ist daher die Gesamtzahl der Fehlstande gleich

<’;) + (éﬂ() —2m = %4_2’”(”14_1) om = AmP—m = n? — %n

Ist jedochn = 2m+1 ungerade, so ist die Gesamtzahl der Fehlstande gleich

n = _ (@2m+1)2m a2 2 1
(5)+ ;4k = (LIS L om(n+1) = dmP+-3m = n? = S(n+1).
Damit ergibt sich fur das Signum der Permutation /et 2m der Wert(—l)“mZ*m = (=" = (=2
und bein = 2m+1 der Wert(—1)4"*+3n — (—1)m = (—1)ln/2 .

Bemerkung: Wesentlich einfacher und tbersichtlicher lasst sich das Signum der Permutation in d) mit Hilfe
der kanonischen Zyklendarstellung, die hier schon eine Zerlegung in Transpositionen ist, bekommen: Bei
n = 2m ist die Permutation einfach das Produkt deffranspositionerf2, 2n), ..., (2m, 2m + 2) und bei

n = 2m+1 das Produkt den Transpositionef2, 2n), ..., (2m, 2m +4), wobei jedesmal nur gerade Zahlen
vorkommen. In jedem Fall ist also das Signum gleiefl)” = (—1)[*/2, .



20 Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 3

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 2, p. 214 (1.6.2011):

Fir eine Teilmengd C {1, ....,nfmitJ = {j1,..., ju}, Jj1 < - - < Ju, S€io,; die Permutation
o,=<:,|' ceom m.—{—l oo )e(‘Bn,
Ju oo m I R
wobei die Zahlen; < --- < i,_,, die Elemente des Komplements vdrin {1, ..., n} sind. Dann ist die

Anzahl der Fehlstande vary gleich

o= (53) - ("57)

k=1

und somit Signoy) = (—=1)F@) .

Beweis: Es gibt keine Fehlstande, j) vono,; miti, j € {1, ..., m} und keine mit, j € {m+1,...,n}.
Setzen wirjp := 0, so liegen genay — j,—1—1 natlrliche Zahlen echt zwischgn_; und j,. Daher gibt
esfiurk=1,...,m genauzlg:l(jg— Jjee1—1) = jy—kderiy, ..., i,_., die kleiner alsj; sind und damit
Fehlstande der Forrik, r), re {m+1, ..., n} liefern. Zusammen ergeben diese die

= . - m(im+1) - m+1

> G- = (30) - 252 - (35) - ("5
Fehlstande von; . °

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 4, p. 215 (1.6.2011):

Eine Untergruppe der Permutationsgru@pg die eine ungerade Permutation enthalt, enthalt gleich viele
ungerade wie gerade Permutationen.

Beweis: Seip € U eine ungerade Permutation in der Untergruppeon &,,. Die Abbildungo +— o ¢ von
U auf sich ist bijektiv. Sie bildet nach Satz 9.A.7 gerade Permutationen auf ungerade Permutationen ab und
ungerade Permutationen auf gerade. Dies liefert die Behauptung. o

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 5, p. 215 (1.6.2011):
a) Eine Permutation € &,, ungerader Ordnung ist gerade.
b) Das Quadratr? einer Permutation € &, ist eine gerade Permutation.

Beweis: a) Hato ungerade Ordnung, so haben alle Zyklen in der kanonischen Zyklendarstellurg von
ungerade Ordnung, da die Ordnung wordas kgV dieser Ordnungen ist. Sie haben dann alle ungerade
Lange, sind also alle gerade Permutationen. Dies gilt dann auch fur ihr Produkt

b) Es ist Signr? = (Signo)? = (£1)2 = 1. .

Bemerkung: Aus b) folgt a): Ein Elemend einer Gruppe von ungerader Ordnungst stets ein Quadrat:
o =o0"t =12mitt ;= oc"tD/2,

Abschnitt 9.A, Aufg. 6, p. 215 (1.6.2011) :

Seim; fir 1 < i < n die Anzahl der Fehlstandg, j), i < j < n, in der Permutationr € &, und
seio; = (i+m;,i+m;—1)---(i+1,i). Dannistoc = o1---0,_1. (Dies beweist erneut 9.A.10 und
rekonstruiert die Permutatian aus ihren Fehlstdnden. Genauer: Die Permutatidst durch dagn —1)-
Tupel(my, ..., m,_1) mit 0 < m; < n—i eindeutig bestimmt, und jedes solche Tupel bestimm¢&rs,,.
Diese Kodierung der Elemente v@), wird recht haufig benutzt.)

Beweis:Esisto; := (i+m; ,i+m;—1)--- (i+1,i) = (i+m;,i+m;—1,...,i+1,i). Daraus ergibt sich
ol i= (i, i41, ... i+mi—1i4+m).

Ist der WirkungsbereicW (o) vono leer, soistr = id und es gibt keine Fehlstande. Daher sindmalle= 0,
alle o; = id, und die Behauptung ist richtig.

Sei alsoW (o) # @, und seii, das kleinste Element voW (o). Dann isto; (i) = i, d.h.m; = 0 und somit
o; =id fur i <i,, d.h. wir haberw = o;_ ---0,_1 ZU zeigen.
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Wir verwenden Induktion Ubet —i,. Der Falln—i, = 0, d.h.n = i, ist nicht méglich, da nichtleere
Wirkungsbereiche mindestens 2 Elemente enthaltennBéj = 1, alsoi, =n—1,istW (o) = {n—1, n}.
Daraus folgb = (n—1, n) undo,_1 = (n, n—1), d.h. die Behauptung ist richtig.

Jedes mit i, <i < o (i) fihrt zu genau einem Fehlstand der Farm j) vono. Daheristm; = o (i,) —i,
und folglich i’ := o (i,) = i, +m;, . Wir wollen die Induktionsvoraussetzung aaif := oi:10 anwenden.
In der Tatisto'(i,) = 0, ‘o (is) = 0, *(ix+m;,) = i, SOWie o' (i) = o) =ifuri =1,...,i,—1, und
SOMitiy: > iy, AlSOn— i, < n—i,. Firallei >i, mito (i) <i’ gilt o'(i) = o, *(0'(i)) = o'(i)+1 und fiir
solche mito (i) > i’ gilt o/ (i) = ol.zl(a(i)) = o (i). Man beachte, dass wegeli,) = i’ fiir i > i,, der Fall
o (i) = i’ nicht auftreten kann.

Wir betrachten nun ein Pa&t, j) mitio<i < j < n. Beio(i),o(j) < i’ giltdanno’(i) = o (i)+1 >
o(j)+1 = o'(j) genau dann, wens(i) > o (j) ist, und(i, j) ist genau dann ein Fehlstand fiit, wenn
es dies fll ist. Beio (i),0(j) > i’ gilt danno’(i) = o (i) undo’(j) = o(j), und(i, j) ist genau dann
ein Fehlstand fls’, wenn es dies fi ist. Beio (i) <i’ undo (j) > i"ist (i, j) kein Fehlstand fis und
wegeno’(i) = o(i)+1 <i < o(j) = o’(j) auch nicht flire’. Beio (i) >i’ undo(j) < i"ist (i, j) ein
Fehlstand fli und wegerv’(i) = o (i) > i’ > o(j)+1 = o’(j) auch fire’. Damit ist gezeigt, dass flr
i > ig die Zahlm; der Fehlstande der Forth, j) vono gleich der vony’ ist. Die Induktionsvoraussetzung
liefert jetzto, ‘o = 6’ = 0jp41+ - 04_1, @ISOG = 0, Gjp41 - - - 0,—1, Wie behauptet. o

Abschnitt 9.A,, Aufg. 11d), p. 216 (1.6.2011) :

Die Transpositionentl, 2), (2, 3), ..., (n — 1, n) sowie(1, 2), (1, 3), ..., (1, n) bilden jeweils ein mini-
males Erzeugendensystem vep.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion Ubef, dass jede Transpositidn j), i < j, ein Produkt von Transpo-

sitionen der Forngl, 2), (2,3), ..., (n—1, n) ist: Beim Induktionsanfang = i+1 gehdrt die Permutation

(i, j) = (i, i+1) selbst zu diesen Transpositionen. Der Induktionsschluss folgt aber (mit Hilfe von Beispiel
9.A.13) sofort ausgj, j+1)(i, j){j, j+1) = (i, j+1). Da sich jede Permutation nach Lemma 9.A.3 als
Produkt von Transpositionen schreiben lasst, ergibt sich daraus, dass die zuerst angegebenen Permutationen
&, erzeugen. Fehlt eine davon, etywai +1), so bilden die Ubrigen die Mengéh, ..., i} und{i+1, ..., n}

jeweils in sich ab. Eine Permutation, diendi+1 vertauscht, lasst sich damit also nicht darstellen. Dies
beweist die Minimalitat des Erzeugendensytems.

Auch die zweite Folge von Transpositionen erzetigt da jede Transpositiofi, j), i < j, ein Produkt der
angegebenen Transpositionen ist: Es ist nam{ich) (1, j)(1,i) = (i, j) . Fehlt eine davon, etwd, i), so
lassen die Ubrigen das Elemeériest. Eine Permutation aus,, in deren Wirkungsbereichliegt, lasst sich
also damit nicht darstellen. o

Abschnitt 9.A,, Aufg. 13a), p. 216 (1.6.2011):

Die beiden zZyklen1, 2), (2, ..., n) erzeugen die Grupps, , n > 2.

Beweis: Zunachst ist OreR, 3, ...,n) = n—1, also(2, 3, ...,n)" 1 = id und somit(2, 3, ..., n)"? =
(2,3,...,n)"L. Wegen Aufg. 11d) geniigt es nun zu zeigen, dass sich jede Transposition de(lEgfm
mit Hilfe der beiden angegebenen Zyklen schreiben lasst. Dies beweist man durch Induktignviieei

beim Induktionsanfang = 2 diese Transposition zu den beiden gegebenen gehdrt. Der Induktionsschluss
folgtaus (1, j+1) = (2,3,...,n)(1,j)(2,3,...,n) 1 =(2,3,...,n)(1, j)(2,3,...,n)" 2. .

Abschnitt 9.A,, Aufg. 13b), p. 216 (1.6.2011):

Die beiden zZyklenl, 2), (1, 2, ..., n) erzeugen die Grupps, , n> 2.

Beweis: Zunachstist Or¢ll, 2, 3,...,n) = n, also(1,2,3,...,n)" =id und somit(1,2,3,...,n)" 1 =
(1,2,3,...,n)~1. WegenAufg. 11d) geniigt es zu nun zeigen, dass sich jede Transposition dei,Farth
mit Hilfe der beiden angegebenen Zyklen schreiben lasst. Dies beweist man durch Induktioniiddei

beim Induktionsanfang = 1 diese Transposition zu den beiden gegebenen gehort. Der Induktionsschluss
folgt aus

(4142 = (12,3, ..., i+ 11,23, ...,n) = (1,23, ...,n) i, i +1(1,2.3,...,n)" L. o
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Abschnitt 9.B, Aufg. 5, p. 222 (1.6.2011) :

Eine n-lineare Abbildungf : V* — W von K-Vektorraumen ist bereits dann alternierend, wenn stets
f(x1,...,x,) = 0ist, falls in demu-Tupel (x4, .. ., x,,) Zweibenachbarte Komponenten tbereinstimmen.

Beweis: Sei f: V" — W einen-lineare Abbildung der angegebenen Art. Wir zeigen durch Induktion Uber
d >0, dass dann bereif&(xy, ..., x,) = 0flrallei, j € {1,...,n} mit|i—j| = d gilt, falls in demn-Tupel
(x1, ..., x,) die beiden Komponenten an deten undj-ten Stelle Gbereinstimmen.

Der Induktionsanfang = 1 ist gerade die Voraussetzung. Bei Induktionsschluss wahlen wit etht
zwischeni und j. Dann sind die Abstandé— k| und|j — k| kleiner alsd, und mit der Induktionsvorausset-
zung erhalt man aus

fG. x4y, x+y,...,x,...)=f(..,x, ..., X, ..., x,..)+ f(..,x, .., X, ..., y,...)
F G X, Y, X, ) F Y Y X, ),

(wobei wir nur jeweils diei-te, k-te und j-te Komponente im Argument notiert haben und die Ubrigen
Komponenten stets unverandert bleiben), dass darin alle Terme bis aufdefiTetnx, ..., y, ..., x,...)
verschwinden, der dann ebenfalls gleich 0 sein muss. Dies beweist die Behauptung. o

Abschnitt 9.B, Aufg. 6, p. 222 (1.6.2011):

SeienV und W K-Vektorraume und eine endliche Indexmenge mitElementen. InK sei das Element
n! = n! . 1k von 0 verschieden, d.h. es sei Clkae= 0 oder Chak > n. Dann sind die Abbildungen

1 1
f— —IAf und f — —ISf
n: n:

Projektionen de« -Vektorraums der multilinearen Abbildungéd — W auf die Unterraume der alternie-
renden bzw. der symmetrischédinearen Abbildungen.

Beweis: Nach Satz 9.B.7 ist die multilineare Abbildunfg— Af und damit aucty +— Af alternierend.

Fur alternierendeg und alleo € S, glltdefmltlonsgema[}(x(,(l),..  Xo(n) = (Slgna)f(x1,.. , X,), d.h.

AN x) = 3 (SIINO) f oy Xow) = S F ) = O,
0ed, aeG,l

undsomitn—l!A(f) f. Beide Aussagen zusammenllefernso(eFtA) (f) = (n—l!A(f)) = n_llA(f)’

d.h. n—l!A ist eine Projektion auf den Raum der aIternlerenﬂemnearformen.

Fur symmetrischeg und alles € S, gilt definitionsgemalyf (x,y, ..., Xom) = f(x1,...,x,), d.h.

n—l!S(f)(xl,...,x,,) = n—ll D F @y Xow) = n—1| > fGa...x) = flri....x,), und somit
o€Ss, o€Ss,

—S(f) f. AuBerdem istf — S(f) und damit auchyf’ +— n—S(f) fur beliebigesf stets symmetrisch:
Ist namlichg € G, und setzen wik; := x,;, SO gilt

S Xpys - - X)) = SHEL o x) = Y FOwye o Xo) = D fGpays - -+ Xgom)

ceB, 0e6,
= FGp@y e Xp) = S(GL LX)
peS,

da sich jede Permutatigne S, wegen der Gruppeneigenschaft ven fur das vorgegebeng auf genau
eine Weise als Produki = cpo mit o € &, schreiben lasst. Beide Aussagen zusammen liefern sofort

(n—llS)Z(f) —S(f) d. h S ist eine Projektion auf den Raum der symmetrischrinearformen. e

Abschnitt 9.B, Aufg. 7, p. 222 (1.6.2011) :

SeienV undW K-Vektorrdume und Chat # 2. Dannistder Raumder bilinearen Abbildunger vV — W
die direkte Summe des Unterraums der alternierenden (d.h. schiefsymmetrischen) und des Unterraums der
symmetrischen bilinearen Abbildungen. Die zugehdrigen Projektionen%sﬁntizw. %S. (Eine bilineare
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Abbildung f:V x V — W lasst sich also in ihren schiefsymmetrischen Ant%iAf und ihren
symmetrischen AnteiI%Sf zerlegen.)

Beweis:Nach Aufg. 6 sind} Af und%Sf Projektionen des Raunisder bilinearen Abbildungen x V— W
auf die Unterraumé/, der alternierenden bzw/, der symmetrischen-Linearformen.

Fiur f e U,NU, undallex, y € V giltdann sowohlf (y, x) = — f (x, y) alsauchf (y, x) = f(x, y). Wegen
Chark # 2 folgt f(x, y) =0, d.h. f =0, und insgesanit, N U, = 0.

Fir fe Xist 3(Af)(x, y) + 3(SNx, y) = 5(f(x,3) = f(. 0)) + 3(f(x. ) + f(y. %) = f(x,y). Es
folgt X = U, + U, und daher insgesamtt = U, & U, nach Korollar 5.F.4. °
Abschnitt 9.B, Aufg. 8, p. 222 (1.6.2011) :

Seif: V" — K eine alternierende Multilinearform. Dann ist

(XO, e xn) i Z(_l)l f(xO’ cec xi*l ’ xi+1 LA xn) g('xi)
i=0
fiir jede K -lineare Abbildungg : V — W eine alternierend& -multilineare AbbildungV”"*! — W.
Beweis: Die angegebene Abbilldung ist offenbar multilinear. Nach Aufg.5 gentigt es zu zeigen, dass sie
verschwindet, wenn zwei benachbarte Komponenten, eturdx; 1, beide gleichx sind. Daf alternierend

ist, verschwinden dann in der obigen Summe alle Summanden bis aifteerund der(i 4 1)-ten. Ubrig
bleibt

(=1 f X0y + s Ximt Xig 1y Xig2 s oo %) 80) 4+ (=DM f(xo, oo Xim1, X, Xig2 o Xn) 8 (Kig1)
= (-1 (f(xo,...,xi_l,x,x,-+2,...,x,,)g(x) — f(xo,...,x,-_l,x,x,-+2,...,x,,)g(x)) =0.
Daher ist auch die angegebene Abbildung alternierend. °

Abschnitt 9.B, Aufg. 9, p. 222 (1.6.2011):
Sei A ein K-Vektorraum der Dimension mit einer K -(n+1)-linearen Abbildung

A" A, (x0, ..., %2) — Xg---X,. Dann gilt degm(Signa)xw‘ < xgn = O flUrallexg, ..., x, € A.
Beweis:Nach Satz 9.B.7 istxo, . .., x,) ZGGGM(Signa) Xs0- - Xon €ine alternierendé:+1)-lineare
Abbildung, die nach Korollar 9.B.6 wegen Dimm= n die Nullabbildung ist. °

Abschnitt 9.C, Aufg. 1, p. 227 (1.6.2011):
Seienk ein Koérper und/ einn-dimensionalek -Vektorraum. Firjede Determinantenfunktian vV — K

und beliebigexo, ..., x, € Vist > (=1 A(xo, ..., Xi—1,Xiz1,... X)X =0.
i=0

Beweis: Die linke Seite der Formel ist nach 9.B, Aufg.8 (mgit= id, angewandt) eine alternierende

multilineare AbbildungV"*! — V, verschwindet also wegen Dim = n nach Korollar 9.B.6. o

Abschnitt 9.C, Aufg. 2, p. 227 (1.6.2011) ;

Sei A € M,, ,(K) einem x n-Matrix Uber dem KorperK und sei De®(; ; ein von O verschiedener
Minor von 2(. Genau dann hal den Rang-, wenn jeder(r+1)-Minor Det®(,. ,» mit /I und J C J’
verschwindet.

Beweis: Wegen des Minorenkriteriums 9.C.11 ist die angegebene Bedingung sicher erfillt 2neem
Rangr hat.

Zum Beweis der Umkehrung s&i= (a;;) mitden Zeilen; = (a;1, .. ., a;,) Und3; seien die entsprechenden
Zeilen von®; ;. Wir zeigen, dass die Zeilep, i € I, eine Basis des Zeilenraums v@nbilden. Seien
dazui’ e {1,...,m} — I undj € {1,...,n} — J beliebig, und sel’:= 1 U {i'}, J':= J U {j’}. Wegen
Det; ; # 0 bilden die Zeilery, i € I, von®; ; (wieder nach 9.C.11) eine Basis v&ii. Daher gibt es
rieK,iel, jelJ, mit) ., ria; = ay;fur je J,und dier; sind dadurch eindeutig bestimmt. Wegen
Det2(; ; = 0 sind die Zeilery;, i € I’, von’, ; linear abhéangig irk”t1, wobei aber die Zeileg, iel,
nach 9.C.11 linear unabhéngig sind. Daher gibt es eine Darstgflurg ) ., A/3; mit A € K, d.h. mit

Y icr Maij = ap; fir je J U {j'}. Die obige Eindeutigkeitsaussage liefert ijr= 1; fir i € I. Da auch
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Y i Maiy = app giltund j7 € {1,...,n} — J beliebig war, folgtz; = ), A;3;. Der Zeilenraum vorl
hat daheg;, i € I, als Basis, d.h. es ist RaRg=r. °
Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 1, p. 236 (1.6.2011):

Man berechne die folgenden Determinanten sowohl durch elementare Umformungen als auch mit Hilfe des
Entwicklungssatzes:

1 0 2 0 6 -1 -4 3
0 1 o0 1 0 -3 0 1

a) Det 1 -1 1 0 b) Det 3 1 2 _1
2 0 3 1 9 0 6 -1

1 0 2 1 0 4 -1 0

1 2 3 0 9 1 4 7

o betf 4 o 2 afr DB 5 3 o
7 3 0 1 1 0 0 2

Losung: a) Wir verwenden zunachst elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Wir addieren im ersten
Schritt das(—1)-fache der ersten Zeile zur 3-ten und da)-fache der 1-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann
addieren wir das 1-fache der 2-ten Zeile zur 3-ten Zeile und erhalten

1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0
o 1 0 1 o 1 0 1 o 1 0 1
Detly 1 1 of=P o -1 1 of=Po o -1 1|90
2 0 3 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1

da eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen entstanden ist.

Entwickeln nach der vierten Zeile und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert andererseits
e 20 0 2 0 1 0 0 1 0 2

Det 1 -1 1 ol~= -2 Det(_i (i é) -3 Det((i _i (1)) + Det((l) _% g)
2 0 3 1

=-2(-2)—-3(—(-))+(1-2=4-3-1=0.

b) Wir vertauschen im ersten Schritt die 1. Zeile mit der 3. ten Zeile und addieren dann das 2-fache der 1-ten
Zeile zur 3-ten und das-3)-fache der 1-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann addieren wir das 1-fache der 2-ten
Zeile zur 3-ten Zeile und erhalten

6 -1 -4 3 3 1 2 -1 3 -1 2 -1
0 -3 0 1 0 -3 0 1 0 -3 0 1

Det] 5 1 o _1|=Petf g 4 4 3|=DPetlg 3 o 1/=0
9 0 6 -1 9 0 6 -1 0O 4 0 2

da eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen entstanden ist.
Entwickeln nach der dritten Spalte und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert andererseits
o2 s 0 -3 1 6 -1 3
Det 3 =—4Detl] 3 -1 —-1|)+2Detf 0 -3 1

-1 2 -1
s o0 65 1 9 0 -1 9 0 -1

-6 -1 3
—6Det< 0 -3 1):—4-27+2-54—6-0:0.
3 -1 -1

c¢) Wir verwenden zunachst elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Zur Berechnung der ersten De-
terminante addieren wir im ersten Schritt das 1-fache der ersten Zeile zur 2-ter;4jamche der ersten

Zeile zur 3-ten und das-7)-fache der ersten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann dividieren wir die 2-te Zeile durch

2 und addieren anschlieBend das3)-fache der 2-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Im folgenden Schritt dividieren
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wir die 3-te Zeile durchi—10) und addieren dann dég-fache der 3-ten Zeile zur 4-ten. Dadurch entsteht
eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
-1 2 3 o0of_ 0 2 5 1|_ o 1 3 3
Det| 4 o —2 1[=Petl o o _10 —3|=2Pe o o _10 _3
7 3 0 1 0 3 -14 -6 0 3 -14 -6
o 1 5 1 o 1 3 3
— 2 Det — 2(—10) Det
1 o o0-10 -3 (F10Detf 5 o 1 3
0 0-F -2 0 0-% -1
1 0 2 1
o 1 3 1
=2(-10Det| 4 o 1 2= 2(-10) (-2 = 21.
0O 0 o0-Z%

T 20
Entwickeln nach der zweiten Spalte und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert

R 1 2 1 1 2 1
Det —+2Det(4 -2 1)+3Det(-1 3 0]=
4 0 =2 1 7 0 1 4 -2 1

7 3 0 1

=2(-2+14—(-14-8)+3(3+2—-12—(-2)) =36—15=21,

d) Wir verwenden elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Zur Berechnung der ersten Determinante
vertauschen wir wir zunéchst die erste und die vierte Zeile und addieren dann das 9-fache der 1-ten Zeile
zur 2-ten und das—2)-fache der 1-ten Zeile zur 3-ten. Im nachsten Schritt addieren wif-dasfache

der 2-ten Zeile zur 3-ten Zeile und dés4)-fache der 2-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Im folgenden Schritt
dividieren wir die 3-te Zeile durch—12) und addieren dann das 17-fache der 3-ten Zeile zur 4-ten. Dadurch
entsteht eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

0 4 -1 0 1 0 0 2 1 0 0 2
9 1 4 7 9 1 4 7 0 1 4 25
Det] 5 3 o —1|="Petl 2 3 o _1|[="PetYoyg 3 0o _5
1 0 0 2 0 4 -1 0 0 4 -1 0
1 0 0 2 1 0 0 2
0 1 4 25 0 1 4 25
=-Detlg o -12 —go|="1AD o o 1 W
0 0 —17 —100 0 0 —17 —100
1 0 0 2
0 1 4 25 .
—12Det| g 5 1 2|=12-%9=160.

40
6 0 0 7
Entwickeln nach der ersten Zeile und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert
-1 0

—8 14 7 -9 47 -9 1 7
Det ——4.pet[ 2 0 —-1)+cDpet| 2 3 -1) =
2 3 0 -1 1 0 2 1 0 2
1 0 0 2
— _A(—4—16)+ (—1) (—54— 1 — 21— 4) = 160, .

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 1, p. 236 (1.6.2011):

Man entscheide, fur welche € R die folgenden Gleichungssysteme llfegenau eine Losung besitzen,
und Iose sie in diesem Fall mit der Cramerschen Regel:
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axi1+ xa+ x3=b1 X1+ x2— x2=b1
x1+axo+ x3=by 2x1+ 3xp+ax, =by
X1+ x2+4axz3=bsz, X1+ axy;+ 3x,=b3.

Losung: Die Gleichungssysteme besitzen genau dann genau eine Losung, wenn ihre Determinanten

a 1 1
Det(l a 1) =a®—3a+2=(a—-1)*a+2) bzw.
1 1 a

1 1-1

Det<2 3 a) =9+a—2a+3—-a’°-6=6—a—a’> = —(a—2)(a+23)
1 a 3

nicht verschwinden. Denn die durch die quadratischen Matrizen der Gleichungssysteme beschriebenen

linearen Abbildungen missen notwendigerweise injektiv und dann sogar bijektiv sein. Dies ist beim ersten

Gleichungssystem fie ¢ {1, —2} und beim zweiten Gleichungssystem tiir¢ {2, —3} der Fall. Die

Ldsungen sind dann

by 1 1
Det(bz a l)
. bs 1 a)  bi@®—1)— (ba+b3)(a—1)  bi(a+1) —by—bs
1= (a 1 1) - (a—1)2(a+2)  @-D@+2
Det{1 a 1
1 1 a
a bl 1
Det(l by 1)
. 1 b3 a) _ baa®=1) = (bi+b3)(a=1) byla+1) —bi—b3
2= (a 1 1) - (a—1)2(a+2)  @-D@+2
Det{1 a 1
1 1 a
a 1 bl
Det(l a bz)
. 1 1 b3/  b3@®—1) — (b1+bo)a—1)  ba(a+1) —b1—b,
3= (a 1 1) - (a—1)2(a+?2) - @-D@+2
Det{1 a 1
1 1 a

by 1-1
Det(bz 3 a)
o bs a 3)  —bi(a®—9) — (by—b3)(a+3)  bi(a—3) 4 by— b3
1= (1 1-1) h —(a—2)(a+3) B a—2 ’
Det[2 3 a
1 a 3

1 b -1
Det(Z bz )
1 bs _ bi(a—6) +4by — b3(a+2)

a

B 3
(1 1—1> - —(@—=2)(a+3)

Det[2 3 a

1 a 3

’

—

De

1 b~

3 b2>

a b3/ _b1(2a—3) —by(a—1) + b3
per )

1

(2

o 1
T (1 1-1 —(@a-2)(a+3)

2

1



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 3 27

Abschnitt 9.D, Aufg. 5, p. 237 (1.6.2011):

Seien2l undB invertierbaren x n-Matrizen tUber dem Korpek. Dann gilt:

a)Adj (AB) =Adj B -AdjA. b)AdjA = (Adj2A)~?.

c) Det(Adj ) = (Det2))"~1.  d) Adj (Adj ) = (Det)" 2.

Beweis: a) Nach Satz 9.D.12 ist AdIB) = Det(AB) (AB)~L. Die Produktformel aus 9.D.5 liefert
Det (2AB) = Det® - DetB, mit Formel (4) vor Satz 8.B.10 bekommt médB) 1 = B-1A~1. Wieder
mit Satz 9.D.12 ergibt sich so Ad)(B) = (Det - DetB) (BA1) = (DetB) B! . (DetA) A =
Adj*B - Adj 2.

b) Nach a) gilt (Adj Q) - (AdjA™Y) = Adj ) = Adj ¢, = (Det¢,)(¢,)t=1.-¢, = ¢, also
Adj A1 = (Adj )L,

¢) Wir wenden zunachst die Produktformel 9.D.15 und dann Satz 9.D.13 an und erhalten so:
Det(Adj 2) - Det = Det ((Adj2) - A) = Det ((Det2A)€,) = (DetA)", also Det(Adj ) = (Det2)" .
d) Satz 9.D.13 fur Adl statt2 und c) liefern Adj(Adj2) - (Adj2A) = Det(Adj ) &, = (Det2A)" 1 ¢,.
Es folgt Adj(Adj2) = (Det2)"~ (Adj 2)~* = (Det2)"~2 ((Det2) % Adj2) " = (Dety 22, o

Abschnitt 9.D, Aufg. 6, p. 237 (1.6.2011):

Sei?l eine nichtinvertierbare x n-Matrix Uber dem Korpek, n > 1. Dann ist der Rang der adjungierten
Matrix Adj 2f gleich 1, wenn Ran@l = n — 1 ist, und gleich 0, wenn Rafj < n — 1ist. Ist Ran@l = n—1,
so erzeugt jede von 0 verschiedene Spalte vorRiadign Kern vor(, d.h. den Raum deare K" mit 2y = 0.

Beweis: Ist Rangl = n—1, so gibt es: —1 Spalten vorl, die linear unabhéngig sind. Diex (n— 1)-
Matrix aus diesen—1 Zeilen hat wegen Spaltenrang = Zeilenrang ateh linear unabhangige Zeilen. Der
zugehorige Minor liefert einen Koeffizientef0 von Adj2( und somitist RangAdj () > 1. (Diesfolgtauch
sofort aus dem Minorenkriterium.) Ranichtden Rang hat, ist2 nichtinvertierbar und es folgt Dét = 0.
Dies liefert 20 - Adj2( = (Det) ¢, = 0. Sind f, g¢: K" — K" die durch Adjl bzw. 2l beschriebenen
linearen Abbildungen, so ist dagv f = 0 und mit 5.E, Aufg. 1 erhalt man Rarfg+ Rangg < n, d.h.
Rang Adj2l + Rang?l < n, und somit Rang Adjl < n —Rang = n — (n—1) = 1. Zusammen ergibt sich
so Rang AdA = 1. WegerR( - Adj 2 = (Det?() ¢, = 0 liegt jede Spalte von Ad¥ im Kern von2(. Da der
Kern von®l nach dem Rangsatz 1- dimensional ist, ist jede Spallevon Adj2 bereits eine Basis dieses
Kerns.

Ist Rangl < n—1, so verschwinden alle Minoren der Ordnung 1 von2( nach dem Minorenkriterium.
Daherist AdgRl = 0, also Rang Adjl = 0. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 7, p. 237 (1.6.2011) :

Dien x n-Matrix 2" = (a;;) entstehe aus derx n-Matrix 2 = (a;;) durch Spiegeln an der Nebendiagonalen,
d.h. es se&;j = ay—j+1,n—i+1. Dann gilt Detl’ = DetA.

Beweis: Nach Satz 9.D.1 habel = (g;;) und die transponierte Matri(l = (a;;) dieselbe Determinante.
Vertauscht man die Zeilen oder Spalten einer Matrix gemafd der Permuatian. .., ,n} — {1, ...,, n}
mit o (i) := n—i+1, so multipliziert sich die Determinante nach Regel (3) vor 9.D.2 mit &igDies liefert

Det2l’ = Det(a,{j) = Det(an—j+l,n—i+l) = Det(an—j-‘rl,d(i)) = (Slgna) Det(an—j-i-l,i)
= (Slgno) Det(a(,(j),i) = (Signo)2 Det(aj,') = Det(aﬂ) = Det(a,'j) = Det2l. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 8, p. 237 (1.6.2011) :

Seien? und B n x n-Matrizen mit den Spalter, ..., x, bzw. y1, ..., y,. Fur eine Teilmenge/ <
{1,....n) bezeichnes, die n x n-Matrix mit den Spalterc.”, ..., z\/), wobei

o ._ ) x, fallsielJ,

Ty, fallsio¢ J,

ist. Dann gilt Det2+B) = > Det¢, .
1

JC{1,...n
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Beweis: Es qilt
I Det@ +B) = Acrr+ 1,20+ 30)
=Ae(xp, X2+ Y2, .., Xy +Y0) + Ay, X2+ Y2, ..o, Xy + V)
=A (z({l}) X2+ Yo, .o Xy + yu) + Ae(z(f’), X2+ Y2, ..oy Xp + Yn)
= A (Z({l 2}) ({1,2})’ LA ] x}’l + )’n) + A (Zg_l)s Z(21)7 ce ey xn + Yn) +

2 (2 n @
—{—A(z({}) 2 A A D ) = e =

= Z A(z(]) ...,z,(lj))z Z Detc; . °
JC(t...n) JC(t..n)

Abschnitt 9.D, Aufg. 9, p. 237 (1.6.2011):
a) Eine Spalte (oder eine Zeile) detx n-Matrix 2 bestehe nur aus Einsen. Fir die Kofaktofed) ™/ A;; ,

i,j=1,...,n,von2 gilt dann ZZ(—l)"”A,-j — Det!.
i=1j=1
b) SeiA = (a;;) einen x n-Matrix tiber dem Korpek mit den Kofaktoren—1)'*/A;;,i, j = 1,...,n

Ferner sei
1 ... 1

J=\: . | eMK)
1 ... 1
die Matrix, deren Koeffizienten alle gleich 1 sind. Dann gilt
Det(A +aJ) =DetA+a Y > (-1 A

i=1 j=1
Beweis: a) Besteht etwa dig-te Spalte der Matril nur aus Einsen, so liefert 9.D.11 durch Entwickeln nach

der jo-Spalte Defl = 2:(—1)"“0 1-Aij, = Z(—l)i+~i°Aijo . Entsteh®() fur j # jo dadurch, dass man
i=1 i=1

die j-te Spalte voR( durch lauter Einsen ersetzt, so &t zwei gleiche Spalten, also die Determinante 0, und

flr j # jo sind die Kofaktorer(— 1)’+/A,J, iel,von glelch denen voR(”). Durch Entwickeln nach der

j-ten Spalte folgt G= DetA") = Z( DL A = Z( 1)"+ A;; fur j # jo. Addition der erhaltenen

ll i=1
n n

Gleichungen liefert nun DéX = Z( DI Ao+ Z Z( 1) A, _ZZ( DA .

i=1 =1, j#jo i=1 i=1j=1

b) Wir verwenden Aufg. 8 mitJ statt® und mit den dort dazu eingefihrten Matrizén. EnthaltJ
hdchstens: — 2 Elemente, so sind zwei verschiedene Spalten&pgleich’(a, ..., a) und wir erhalten
Det¢; =0.BeiJ ={1,...,j—1, j+1,...,n} stimmt&; mit2 bis auf diej-te Spalte Uberein, die nuar

als Koeffizienten enthalt. Entwickeln nach dieser Spalte liefertéDet Z(—l)"”aA,»j . SchlieR3lich ist
i=1
¢y, =AfurJ ={1,...,n}. Nun bekommt man mit Aufg. 8:

Det(A+ad) = Y Det¢; =DetA+ Y Y (- *a4; . .
J<{1,...,n} j=1i=1
Abschnitt 9.D, Aufg. 10, p. 237 (1.6.2011):

Sei = (a;;) € M, (Q) eine invertierbare Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten. Genau dann sind die
Koeffizienten der inversen MatriX~! ebenfalls ganzzahlig, wenn D2t= +1 ist.

Beweis: Wegena;; € Z ist Detl = Zaes” Sign(o) a1 - - - an sy €ine ganze Zahl. Sind auch die Koef-
fizienten vorRl~! ganze Zahlen, so ist aus demselben Grund2Déte Z. Der Determinantenproduktsatz
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liefert nun(Det2)(DetA1) = Det(AA~Y) = Det¢, = 1. Ist jedoch das Produkt zweier ganzer Zahlen
gleich 1, so ist jede von ihnen gleich 1 oder gleieh.

Ist umgekehrt Del = =+1, so ist%™! = (DetA)"1) Adj2A = +Adj2. Die Koeffizienten von Adfl

sind aber algn — 1) x (n — 1)-Unterdeterminanten einer Matrix mit ganzen Koeffizienten mit derselben
Begriindung wie oben ebenfalls ganze Zahlen. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 11, p. 238 (1.6.2011):

Sei?2 € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann sind auch #djnd, falls2l invertierbar ist2~* obere
Dreiecksmatrizen.

Beweis: Sei®? = (g;;). Dann gilta;; = 0 fir n >i > j > 1. Wir zeigen, dass auch A#j eine obere
Dreiecksmatrix ist. Sei daziy> jo. Dann ist das Element in dé-ten Zeile undjp-ten Spalte von Adj!

bis auf das Vorzeichen die Determinamg,;, derjenigen Matrix(alfj), die aus(a;;) durch Streichen der
Jjo-ten Zeile undo-ten Spalte hervorgeht. Wir habdn;, = 0 zu zeigen. Nach Satz 9.D.2 genuigt es dazu zu
beweisen, dassl;j) eine obere Dreiecksmatrix ist, bei der an einer Stelle der Hauptdiagonale eine 0 steht.
Seinuni > j. Wir zeigena;; = 0 sowieq; ,; ;= 0:

Im Fall i < jo, j <iogilt a}; = a;; = 0wegeni > j.

Im Fall i > jo, j <iogilt a;; = a;41,; = 0wegeni+1> j.

Der Fall i < jo, j>io kann nicht auftreten, da dafiir< jo <ig < j ware.

Im Fall i > jo, j>io gilt a; = aj+1,;+1 = 0 wegeni+1> j+1.

Wegeni > jo, alsoig—1 > jg gilt schlieBIicha;O_Ll.o_lz Qig.ig—1 = 0.

Ist 2 invertierbar, so ist nach dem Bewiesenen 2hauch2— = (Det)~! Adj 2 obere Dreiecksmatrix. e

Abschnitt 9.D, Aufg. 12, p. 238 (1.6.2011):

Seienf;; ,i, j =1, ..., n, differenzierbare Funktionen adf C K. Dann gilt
fir o ful fir o S fl/l o f fir o fw
far o fou far o fou for 0 fa far o fou
SRR Bl ISR (ol S Al ARSI
fnl e fnn fnl o fim fnl to fnn fn/l T ;:n

Beweis: Mit der Formel aus Definition 9.C.6, vgl. auch den Anfang von Abschnitt 9.D, und der Produktregel
aus Band 1, 13.A, Aufg. 9a) erhalt man:

fu oo fu

Jfar o S _ ' _
. .. . = ( Z Slgn(O') fU(l),l te fU(")Jl) = Z Slgn(U) (fa(l),l te fo(n),n)/
) o oeB() oeB)

fnl e fnn

n
= Z Sign(o) ng(l),l-"fa(i—l),l—lfé(i),ifa(i+1),i+1'"fa(n),n
oe&(I) i=1

n

=Y > SigN0) foy 1 fot-na1fs i fotrn.ise Sotn

i—1 0e&(I)
fia o fh fir o S fir o S

far o fou for o T for -0 fo
ST (e ol AU e e ol IO

fnl fnn fnl fnn fril frin
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Abschnitt 9.D, Aufg. 13, p. 238 (1.6.2011) :

Ist o € &(I) eine Permutation der endlichen Indexmengeso sei P, = (Gis(;)) € M;(K) die
Permutationsmatrix zur. Sie entsteht aus der Einheitsmatelx dadurch, dass man die Spal-
ten dieser Matrix gemaf permutiert: Diej-te Spalte vorp, iste, ;) , vgl. auch Beispiel 8.C.6. Dann gilt
firo,r € 6():

a) Det, = Signo. b) Por = PoP:. €) (Bo) ™t = Po1 = (Po) .

Beweis: a) Mit Formel (3) vor 9.D.2 sieht man D&, = (Sigho) Det€,; = (Signo) - 1 = Signo .

b) EsistP, = (6i5j) = (65-1i,;), Pr = (§,x). In deri-ten Zeile undk-ten Spalte vori3, P, steht dann
dasselbe EIemean;?:1 8611, j8j ek = S5-1i.tk = Si.ork Wie beif, ;.

c) Nach b) ist3, B, 1 = BVo,o1 = Pig = ¢, also (P,)~* = P, 1. AuBerdem steht in dérten Zeile und
j-ten Spalte vori‘3, dasselbe Elemeidf,; = 8,-1;; = 8, ,-1; wie bei P,1. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 14, p. 238 (1.6.2011):

Sei = (a;j) € M;(K) eine schiefsymmetrische MatriX endliche Indexmenge), d.h. es gelte
A = —2. Ist|I| ungerade und ist Chdf # 2,d.h.2=2-1x #0in K, so ist De®l = O.

Beweis: Mit Satz 9.D.1 und der anschlieRenden Regel (2) sieht marR(Det Det’ = Det(—2) =
(—1)!"I Det2 = — Det®, da|I| ungerade ist. Es folgt 2Det2l = 0, also De®( = 0. .

Abschnitt 9.D, Aufg. 15, p. 238 (1.6.2011):
Seil = (a;;) € M, (R) mit |a;;| > Z;’zl“i#i la;;| . Dann istayy - - - a,, Det2 > 0.
Beweis: Wir betrachten auf dem Intervall [Q] die stetige Polynomfunktion

an rap taiz -+ fai
taz azz tapz -+ tay
f@) = : : :
tay—11 tay-12 tay-13 -+ tap—1n

tayy tayo tays T App

Nach Voraussetzung giliz;;| > > l|a;jl = Y |ta;;| fur |z] <1. Aus 3.B, Aufg. 26 ergibt sich, dass
J=1, j#i J=1, j#i

die Spalten dey definiernden Matrix eine Basis vdi bilden, also die Determinani&(¢) dieser Matrix fir
keint verschwindet. Der Zwischenwertsatz liefert nun, dd&3) = Det Diag(a1y, ..., au,) = d11- - - dpn
und f (1) = Det2l dasselbe Vorzeichen haben mussen, das Proti@tf (1) also positiv ist. o

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 15, p. 238 (1.6.2011):
Sein e N ungerade und séi;;) eine reeller x n-Matrix. Dann gibt es eirr € R mit

ay+t aip o a1y
a1 axztt .- azn
Det . . . . =0.
anl anp2 o pn +1

Beweis: Die Determinante ist ein Polynom des ungeraden Grades, hat also nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle inR. o

Abschnitt 9.D, Aufg. 16, p. 238 (1.6.2011):
Seienk ein Korper und € M, (K), B € M (K), € € M, (K) . Dann gilt

A
Det = (—=1)" Det2 - DetB .
(93 O) 1)
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Beweis: Indem man jede der hintererSpalten der Matrix mit jeder der vordereispalten vertauscht, also
rs Spaltenvertauschungen durchfihrt und dann den Blockmatrizensatz 9.D.4 anwendet, bekommt man

¢ 2 A )
Det(iB 0) = (-1 Det<0 6) = (=1)" Det2 - Det‘B . °
Abschnitt 9.D, Aufg. 17, p. 238 (1.6.2011):

Seienfi, ..., f, Funktionen auf der Meng® mit Werten im KorperK. Genau dann sind di¢, ..., f,
linear unabhangig ik 2, wenn die Funktion

fi(t) - fa(t)
(t1, ..., ty) —> : :
fn(tl) fn(tn)

auf D" nicht die Nullfunktion ist. (Determinanten der angegebenen Form heiRen Alternanten oder (be-

sondersinder Physik) Slatersche Determinanten. Beispiele sind die Vandermondesche Determinante
zuf;:=t"1i=1,...,n, D := K,vglAufg. 19, und die Cauchyschen Doppelalternanten, vgl. Aufg. 20.)

Beweis: nach Satz 5.G.1l) < (2) sind die Funktioneryy, ..., f, genau dann linear unabhangigki?,

wenn Elemente,, ..., 1, € D existieren derart, dass die Spalten der angegebenen Matrix linear unabhangig
sind. Nach Satz 9.C.9 ist dies geau dann der Fall, wenn ihre Determinante nicht verschwindet, also die
angegebene Funktion nicht die Nullfunktion ist. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 18, p. 239 (1.6.2011) :
K seieinKorper,unds, ..., f, seien Polynomfunktionenvom Gradn—1,n € N*. Furallet, ...,7, € K

ist dann
fi(t) -+ fa(tn)
Lo =0,
fn(tl) fn(tn)
Beweis: Die Funktionenf, ..., f, liegen in einem(n — 1)-dimensionalen Vektorraum, sind also linear
abhéngig. Ausy__; 2; f; = 0, wobei nicht allex; € K gleich 0 sind, folgt aber sofolX_;_; 2; f;(z;) = 0

fur alle j und damit die lineare Abh&ngigkeit der Spalten der zu betrachtenden Determinante, die somit
verschwindet. (Naturlich hatte man auch direkt Aufg. 17 anwenden kénnen.) °

Abschnitt 9.D, Aufg. 19, p. 239 (1.6.2011):
(Vandermondesche Determinante) Fur Elemeste. ., a, eines Korper< ist

1 1 - 1 1
ag ay T dp-1 Ay

Vi, ....ap)==Det| : 1 i =[] @-a).
at™ aim? .. @' a2 O<i<j<n

Beweis: Bein = 0 ist V(ag) = 1 gleich dem leeren Produkt auf der rechten Seite. Zum Schluss-vdn
aufn subtrahieren wir (unten beginnend) dasfache einer jeden Zeile von derjenigen darunter, entwickeln
dann nach der letzten Spalte und klammern schlieZlich #10, . . . n—1 jeweils a; — a, aus dei-ten Spalte
aus. Dann wenden wir die Induktionsvoraussetzung an:

1 1 ‘e 1 1
ag— ay ar— a, .- dy_1— a, 0
V(ao, ..., a,) = Det =
at?—a,af® af?—aai® . A" Ti-aa'3 0
ag o anag 2 af_l —ayajy 2 aZj — a,,a,'f:f 0

n—1

n—1
= ()" [J@—a) V. ....an-0) = [[@n—a) [] @-a)= [] @—a). e
i=0

i=0 O<i<j<n-1 O<i<j<n
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Abschnitt 9.D, Aufg. 20, p. 239 (1.6.2011):
(Cauchysche Doppelalternante) Seign...,a,, b1, ...,b, Elemente eines Korperk mit
a; +b; #0flrallei, j =1,...,n. Dann gilt

[1 @—a) Tl & —b)

Det<< 1b ) N ) _ l<i<j<n _ 1<i<j<n
ai+bj/1s<i j<n [T (@ +b)

ij=1

1. Beweis:Wir bezeichnen die Matrix, deren Determinante zu berechnen is®{,mind verwenden Indukt-
zion Ubem. Flrn=1 ist die rechte Seite der GIeichunngr—b = Det2;.
aiz 1

Beim Schluss vom — 1 aufn subtrahieren wir zunéchst diete Spalte von jeder der vorherigen Spalten,
ai+b; ai+b, (a;+bj)(a;i+by,)
Jj-Spalte jeweils den Faktar, — b; und aus jedei-ten Zeile den Faktor Xa; + b,) aus:

wobei wir

benutzen und klammern dann fiie= 1, ..., n—1 aus der

l ... 1 ... l
ai+by ai+b; ai+b,
1 1 1
Det2l, = a+by a;+b; L aitb,
1 ... 1 ... 1
a,+ by a,+b; a,+b,
bn_bl .« . bn_bj Y 1
(a1+bl)(al+bn) (al+bj)(al+bn) al+bn
— bn_bl .« . bn_bj ... 1
| (@i+b1)(ai+by) (ai+bj)(ai+by) a;+ by
bn_bl .. brl_b] DY 1
(an+b1)(a,+by,) (an+bj)(an+bn) an+ b,
i . r 1
ai+by ay+b; ar+b,_1
n—1 . . . . .
Ga=bp | 2T
_j];[l ' 1 1 P S
oo a;+b a;,+ b; a;,+b,_
[1(ai+bn) : ' - :] . : '
i=1 . . . . .
i . 1
a,+ b1 a,+b; a,+b,_1

Nun subtrahieren wir unter Verwendung venl— S S In— di
ai+b; a,+b;j (ai+bj)(a,+b;)

der vorhergehenden Zeilen, klammern danniférl, ..., n—1 aus dei-Zeile jeweils den Faktod, — a;

und firj = 1,...,n—1 aus derj-ten Zeile den Faktor a, + b;) aus, entwickeln dann nach der letzten

Spalte und nutzen die Induktionsvoraussetzung:

dien-te Zeile von jeder
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a,—ay anp—daj ap—dy—1 0
. (a1+ b1)(an+ b1) (a1+bj)(a,+b;) ar+b, 1
[1b.—b)) : : :
Det2l — j=1 a,—ay ay—daj a,—dy—1
" ﬁ(a-+b ) (ai+bj)fan+b1) (ai‘i‘bj).(an""bj) (ai+bn71).(an+bn71)
i=1 : . : . :
1 1 - 1 1
an+bl an+bj an+bn—l
1 . - O S
ai+by ai+b; ai+b,_1
n—1 n—1 . . .
(@—a) [1a=bp | R - 1
B L N I U T O
= n—1 a;+ by ai+b; ai+b,_1
n(ai+bn) ]_[ (an+bj) : . . . .
i=1 j=1 . . . . .
ap—1+by ay—1+b; ap—1+b,_1
n—1 n—1
[1@,—a) []®B.—0)) [T (@ —a) [T & —b)
. i=1 j=1 1<i<j<n-1 1<i<j<n-1
T on n—1 ' n—1
[1G@i+b,) [](a+0bj) [ (ai +b))
i=1 j=1 ij=1
[T @—a) [ B —0b)
1<i<j<n 1<i<j<n
= 7 [}
[1 (@i + b))
ij=1

2.Beweis: Indem wir flr allei die i-te Zeile von2(, mit dem Produkt] [ (¢; + b;) der dort auftretenden

j=1
. , Det(a;;) . n
Nenner multiplizieren, erhalten wir D&, = ———— mita;, = [] (a;+b;) und haben noch
[T (ai+b)) =i
ij=1
Det(a;j) = [I (@ —a) [l (& —b)zuzeigen.
1<i<j<n 1<i<j<n

Gemal Beispiel 10.B.3 genlgt es, diese Formel zu beweisen, wesrutiés; Unbestimmte Ubek sind.
Dann sind allealfj Polynome vom Graa — 1 Uber K, und folglich ist Del(a{j) ein Polynom vom Grad
n(n—1). Setzt man nun fub, die Unbestimmteéb, mit k # k' ein, so sindz;, unda;,, fur alle i gleich

und die Determinante hat zwei gleiche Spalten, verschwindet also. Setzt maX robhflr b, ein, so

hat das entstehende Polynomireine Nullstelle firX = 0, ist also durchX = b, — by, teilbar. Setzt man
ebenso flin; die Unbestimmter; miti # i’ ein, so sindz;, unda;,, fir alle k gleich und die Determinante
hat zwei gleiche Zeilen, verschwindet also. Folglich ist @gtauch durch alle;;; — a; teilbar. Samtliche
Polynomeu;, — a; und b, — by, sind paarweise teilerfremde Primpolynome. (Zum Begriff des Primelements
in einem Integritatsbereich vgl. die Bemerkung in 10.A, Aufg. 27b).) Daher ist(dotauch durch das

Produkt [][ (e¢j—ai) [] (bj—0b) teilbar, das als Polynom wie Dei;j) den Gradi(n—1) hat, und
l<i<j<n l<i<j<n
somitist Det(a;;) = C - [l (@—a) T[] (bj—b;) miteiner Konstantel € K.
1<i<j<n l<i<j<n

Zur Bestimmung der Konstantef setzen wir fir jede$; den Wert—a; ein und erhalten flr allé # &

n

ap = [l (ai—a;) = 0sowiea;; = [] (a;—a;). Dies zeigt, dass Déet;;) eine Diagonalmatrix mit
J=Lj#k J=Lj#i
n n
der Determinante[[ [[ (ai—a;) = —1""Y/2 T[] (a;—a;)?ist. Die rechte Seite der Formel wird

i=1j=1,j#i

n

l<i<j<n
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aberC- [[ (@—a) T[] (—aj—a)=C--1""Y/2 T[] (a;—a;)% Daraus folgC = 1, was noch
1<i<j<n 1<i<j<n l<i<j=n

zu beweisen war. °

Bemerkung: In ahnlicher Weise lasst sich auch die Formel fur die Vandermondesche Determinante aus

Aufg. 19 beweisen.

Abschnitt 9.D, Aufg. 21, p. 238 (1.6.2011) :

Fare, ..., 1, ui,...,u, € Cberechne man
sin(ty +uq) sin(ty+uz) -+ sin(ty 4 u,)
SiN(to +u1) SiN(to +up) -+ SIN(tr + uy,)
sin(t, +u1) sSin(, +up) --- sin(, +u,)

Losung: Furn >3 wenden wir das Additionstheorem des Sinus und die Produktformel 9.D.3 an und erhalten

sin(t1+uq) sin(ty+uz) -+ sin(ty+u,)
Sin(t24uy) sin(tz+uz) -+ Sin(t2+ u,)
sin(t,+uy) sin(t,+uz) --- sin(,+u,)
sint; cosyy O COSuy  COSup -~~~ COSu,
- o sinuy Sinu, --- sinu,
—pet( [N %2 0 O 0T ot o )
sint, cost, 0O --- O 0 0o ... 0
sinf;, cos; O --- 0 COSuy  COSup -~ COSu,
. sinuy Sinup, --- sinu,
sinr, cost, 0 --- O
=Det| .° "% 0 7 Ulpet| o 0 -+ 0 |=0.0=0.
sint, cost, 0 --- O 0 o ... 0

Fur n= 1 ist die Determinante gleich s{a;+ b1), und bein = 2 bekommt man als Determinante

sin(t1+ uq1) Sin(t2+ uz) — sin(t1+ uz) sin(t2+ uy)
= (sint, COSu, — COSty Sinuy)(Sint, COSuy, — COSt, SiNuy)
— (sinfy coSup — €COSty Sinuy)(Sinty COSuy, — COSty SiNuy)
= —Sin#; COSuy COSty Sinuy — COSty SiNuy SiNfy COSus
+ sin#; coSus COSty Sinuy + COSt1 Sinus Sinty COSuy
= (Sinty COSty — COSty Sinty) (Sinuy COSu — COSuq SiNuy) = Sin(ty—12) SiN(u1—us) . °

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 21, p. 238 (1.6.2011):
SeiK ein Korper unduy, ..., a,, b1, ...b, € K. Man berechne die folgendex n-Determinante:

1+aiby 14+aiby --- 1+ aib,

1+ axby 14+ aby, --- 14 axb,
Det : : - :

1+a,b1 1+a,b, --- 1+a,b,

Losung: Bein =1 ist die Determinante gleich1a;b1, und bein = 2 erhéalt man

1+ a1b1 l+ Cllbz _ _ o
Det(1+ apby 1+ a2b2> = (1+ a1b1)(1+ azbz) — (1+ a2b1)(1+ a1b2) =

= a1b1 + azxby — asby — arbs = (a1— az)(b1— b) .
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Bein > 3 verwenden wir die Produktformel 9.D.5:

1+ asbr 1+axby -+ 14 azb, 1 0 --- 0 1 by o by
Det :a2 ! :az ? . ?2 = Det| . a:2 .. .|-Detf0O O - O0]=
1+ anbl 1+ anbz e 14 a,,bn 1 a, O --- 0 0 0 . 0
=0-0=0. o

Abschnitt 9.D, Aufg. 24, p. 240 (1.6.2011) :

a)SeienP;, = (ay;,...,ay;),i =0,...,n, Punkte im affinen Rau\”(K) = K". Genau dann sind dig
affin abhéangig, wenn gilt

aipp dix - Qi
. =0.
a0 dp1 -+ dpp

b) SeienP;, = (ay;,...,a,;),i = 1,...,n, affin unabhangige Punkte i’ (K) = K”". Die Gleichung der
affinen Hyperebenél in A"(K), die von den Punkter, ..., P, erzeugt wird, ist dann
1 1 ... 1
X1 aix -+ A
: . . |=0,
Xp  dup1 -+ Qpp
d.h. der Punkt? = (x1,...,x,) € K" liegt also genau dann i/, wenn seine Komponenten die obige
(affine) Gleichung erfillen.

Beweis: a) Genau dann sind die Punkd, . .., P, affin unabh&angig, wenn der von ihnen erzeugte affine
Unterraum die Dimension hat. Nach 8.B, Aufg. 12 ist dies genau dann der Fall, wenn die angegebene
Matrix den (maximal moglichen) Rangt1 hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Determingitie

ist.

b) Der PunktP liegt genau dann i, wenn die Punkte?, P, ..., P, afin abhéangig sind. Nach a) ist dies
genau dann der Fall, wenn die angegebene Determinante verschwindet. °

Abschnitt 9.D, Aufg. 25, p. 240 (1.6.2011) :

SeienP; = (a11,a»), P» = (a12, a»), P3s = (ai3, az3) drei Punkte inR?, die nicht auf einer Geraden
liegen. Dann ist

1 1 1 1
X1 ail ai as _o
X2 azi az azs -

2, .2 .2 > 2 > 2 2
Xy +x; ayptay aptaz ajtaxp
die Gleichung des Kreises duréh, P», Ps.

Beweis: Setzt man flr(xy, xp) die Koordinaten(ay;, ap;) des PunktesP; ein, so sind 2 Spalten der an-
gegebenen Determinante gleich, und sie ist verschwindet, d.h. die Gleichung ist erfillt. Entwickeln der
Determinante nach der ersten Spalte liefert die GIeichuDg(xf+x§) + Doxo — D1x1 + Do = 0 mit

11 1 1 1 1
D3 :=|aj1 aip aiz|, Dz:i= a aiz ais ,
2,2 2,2 2 2
a1 daz daz3 aptas, ap,tas ajztas
1 1 1 an a2 a3
Dy:=| an az a3 |, Do:=| a2 22 d23

2,2 2, .2 2, 9 2,2 2,2 2, 9
aptay;  aptas ajztass aptay  aptas ajztds;
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Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegenDist# 0 nach Aufg. 24a). Die Gleichung bekommt
dann die Form(x2+ x2) — (D2/D3)x2 + (D1/D3)x1 — (Do/D3) = 0, d.h.

(x1+ (D1/2D3))° + (x2 — (D2/2D3))? = (Do/D3) + (D1/2D3)? + (D2/2D3)?.

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit RadigéDo/D3) + (D1/2D3)? + (D2/2D3)? und Mittelpunkt
(—=(D1/2D3), (D2/2Dy)). o

Abschnitt 9.D, Aufg. 26, p. 241 (1.6.2011):
Seien(a;;) und(b;;) zwein x n-Matrizen Gber dem Korpek'. Dann gilt:

ayg -+ di
., Dot L |au by, ai,
Db b | = : :
=t : - : =t an1 bn/ nn
ap1 -+ Qpn

Beweis: Sind (—1)*/ A;; die Kofaktoren vor(a;;), so bekommt man durch Entwickeln nach ti¢en Zeile
bzw. derj-ten Spalte die Gleichheit der beiden Ausdriicke:

aip -+ daiy
" : . : 0 on ; a --- blj - a1, .
Z bl‘]_ b,’n = ZZ(_l)i+jbiinj ’ Z = (—l)i+jb,'jA,'j . @
i=1 . i=1 j=1 j=1 ay - bnj e ay, j=1i=1
ap1 -+ dpn

Abschnitt 9.D, Aufg. 27, p. 241 (1.6.2011) :
Man berechne die folgendenx n-Determinanten Ube@:

1 n n n 1 2 2 2

n 2 n n 2 2 2 2

n n 3 n 2 2 3 2

n n n n 2 2 2 . n
1 2 3 4 n 1 2 3 . n—2 n-—1 n
2 1 2 3 n—1 2 3 4 . n—1 n 1
3 2 1 2 n—2 3 4 5 n 1 2
n n—1 n—-2 n-3 --- 1 n 1l 2 -+ n—-3 n—-2 n-1

Losung: Indem man die letzte Spalte dersten Determinante von allen anderen Spalten subtrahiert, be-
kommt man eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante mit Satz 9.D.2 berechnet wird:

1 n n -~ n 1-n 0 0 o on
n 2 n --- n 0 2—n 0 - n
n nn - n 0 0 0 eeon

Indem man die zweite Spalte daweiten Determinante von allen anderen Spalten subtrahiert und dann das
Doppelte der ersten Spalte zur zweiten addiert, bekommt man eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante
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wieder das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

122 ...2 =120 - 0 100 .- 0
2 2 2 ... 2 020 .. 0 020 .. 0
223 ...2—| 021 0|=| 021 0 |cC20u2!.
2 2 2 ... »n 020 ... n-2 020 ... n-2

Indem man — unten anfangend — jede Zeiledigten Determinante von der Zeile darunter subtrahiert, dann

noch einmal — unten anfangend — jede Zeile ab der zweiten von der Zeile darunter subtrahiert, sodann die erste
Spalte zu allen anderen Spalten addiert, schlief3lich die letzte Spalte miit-dieSpalten davor vertauscht,
bekommt man eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

1 2 3 4 ... n 1 2 3 4 ... n
1 -1 -1 -1 ... -1
2 1 2 3 ... n—-1
3 2 1 > ... p_o/_ 1 1 -1 -1 .. -1
. . . . ) R I S ! 1 -1 ... -1
comzes ol
1 2 3 4 ... n 1 2 3 4 i
1 -1 -1 -1 1| |1 -1 -1 1 0
0 2 0 © ol 1o 2 0o 0 0
n+1 1 2 3 ... n
0 1 -1 -1 ...-1
1| 0 o 2 0 ---0 . .
=D g 0 0 2..o0/=CDTen27.
0 0 0 0 . 2

Zunachst addieren wir alle anderen Zeilen derten Determinante zur ersten Zeile und erhalten tberall in

der ersten Zeile den Eintragt2+- - - +n = ”("—2”) den wir vor die Determinante ziehen. Dann subtrahieren

wir — hinten anfangend — jede Spalte von der nachfolgenden Spalte und Entwickeln nach der ersten Zeile
und wenden schlief3lich Aufg. 28 an (mit-k statta, 1 statth und der Zeilenzaht —1 stattn+1):

1 2 3 -« n—2 n—-1 n n(n+l) a4+l p@+d 0 am4d  n@+d) a4l
2 2 2 2 2
2 3 4 ... n-1 n 1 2 3 4 ... n—=1 n 1
3 45 - n 1 2 | _| 3 4 5 ... n 1 2
nl 2 - n—3 n—-2 n-1 n 1 2 n—3 n—-2 n-1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
2 3 4 n—1 n 2 1 1 1 1 1-n
_ntD 13 4 5 noo1 2 |=retb iz o1 1 1-n 1
2 : 2 . . .
n 1 2 n—3 n—2 n-1 n 1-n 1 1 1 1
1 1 1 1-n 1-n 1 1 1
1 1 1-n 1 1 1-n 1 1
_ n(nz—f—l) _ (—1)W n(nz—{—l) : . : :
1 1-n --- 1 1 1 1 - 1-n 1
1-»n 1 - 1 1 1 1 -~ 1 1-n

= MOED T (@ + -2 1) (A - 1) = ) et 0D,
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Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 27, p. 241 (1.6.2011):

1 2 3 . n—1 n

1 1 1 - 1 1-n
Seine N, n>2. Man berechne die Determinantd 1 1 1-n 1

1 1-»n 1 .- 1 1

Losung: Indem wir zunachst alle Spalten zur ersten addieren, dann nach der ersten Spalte entwickeln, als
nachstes die 1. Spalte mit detten, die 2. mit de(n —1)-ten usw. vertauschen, sodann wieder alle Spalten

zur ersten addieren und schlieRlich die erste Spalte zu allen anderen addieren, erhalten wir eine untere
Dreiecksmatrix, bei der die Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

1 2 3 --- n—=1 n nn+1)/2 2 3 ... n=1 n
1 1 1 ... 1 1-n 0 1 1 ... 1 1-n
1 1 1 -+ 1-n 1 | = 0 1 1 -+ 1-n 1 | =
1 1-n 1 --. 1 1 0 1-»n 1 --. 1 1
1 1 1. 1 1-n 1-n 1 1 1
1 1 1. 1-n 1 1 1 1 - 1
_netD g g 1 |2k Cpemen g g 1, 1|2
2 SRR TR : 2 : : S
1-»n 1.1 ... 1 1 1 1 1 -+ 1-n
-1 1 1 1 -1 0 O 0
-11-»n 1 ... 1 -1 -n O 0
B A antl) R R T N N A skl B R, 0=
2 Co TR 2 Coor
101 1 e 1-n 10 0 - -n

n=D(n=2)

= (1) () (a2 2O gy L

Abschnitt 9.D, Aufg. 28, p. 241 (1.6.2011):

Man bestatige die folgenden Determinantenformeln(fiit- 1) x (n + 1)-Matrizen mit Koeffizienten aus
einem KorperK . (An den mitx gekennzeichneten Stellen dirfen beliebige Elementekvaetehen.)

a b b b bl i 1 ... 1 1
1 a1 ay --- 4y a
b a b b b
b b a --- b . * 2 az -+ dp aAp
ST T =(atnb)a=Db", |x % by - az ag| = (a1 —b1)--- (@ —bn),
b b b a c % % o b oal
1 az az an
1 aa+b * *
1 ai a+by - * — by---b,.
1 ai ap an+bn
—a a; 0 0 0
0 —a a, --- 0 0
0 0 —az --- 0 0
L L | = e Dar .
O O 0 —dy ay
1 1 1 1 1
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Beweis: Indem wir zunéchst alle hinteren Spalten degrsten Determinante zur ersten Spalte addieren,
erhalten wir tGberall in der ersten Zeile den Eintragnb, den wir vor die Determinante ziehen. Dann subtra-
hieren wir das-fache der ersten Spalte von alle anderen Spalten und erhalten so eine untere Dreiecksmatrix,
deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

a b b b a+nb b b b 1 b b b
b a b b a+nb a b b 1 a b b
b b a b|_|atnb b a b:(a+nb)1ba b
b b b - a a+nb b b --- a 1 5 b -+ a
1 0 0 0
1 a->b 0 0
—(atnby |1 O a-b O | = (at+nb) (a—b)" .
1 0 0 a—b

Indem wir — hinten anfangend — jede Spalte von der nachfolgenden Spalte subtrahieren, erhalten wir bei der
zweiten Determinante eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalele-
mente ist:

1 1 1 .- 1 1 1 0 0 0 0

bl ap ai --- d4dp aix b1 al—bl 0 0 0

* bz a da> da * * az—bz 0 0

* % b3 az agz| = | * * * 0 0 = (a1—b1) - (@ —bn) .
* %k %k b, a, * * * <o % a,—b,

Indem man die oberste Zeile dditten Determinante von jeder Zeile darunter subtrahiert, erhalt man eine
untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

1 a as a, 1 a1 ap - a,
1 a1+b1 * * 0 by *x -+ =
1 ay a,+by, --- * -0 0 by --- x =by---by.
1 ay as a, + b, 0O 0 O b,

Indem wir — vorne anfangend — jede Spalte zur nachfolgenden Spalte addieren, erhalten wivieeiater
Determinante eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

—dada ag 0 0 0 —d1 0 0 0 0
0 —day as 0 0 0 —da 0 0 0
0 0 —a3 0 0 0 0 -—as 0 0
0 0 0 —a, a, 0 0 0 —a, 0
1 1 1 1 1 1 2 3 n n+l
=+ (—a) - (—a) = (D' 0+Dar--a,. o
Abschnitt 9.D, Aufg. 30.c) p. 242 (1.6.2011):
Seienas, ..., a, Elemente eines Korpels. Man beweise
ap+ az ay cee 0 0 0
ay ai+ap --- 0 0 0
Det ‘ : : a a
0 0 thstars o 0 ,;}E{ o Z v
0 0 e a2 ap—2+ ap-1 an-1
0 0 . 0 a1 ay—1+ ay
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Ldsung: Wir verwenden Induktion tber und bezeichnen die zu berechnende DeterminantémitBei
n=0 sind beide Seiten definitionsgemaRr gleich 1 undibel ist D; = ap+a1 = i, [liwa

Beim Induktionsschluss liefert die Induktionsvoraussetzimg, = z',;;g ag---ag---ay_ound D,_1 =

Z;g ap---a---ay,—1. Indem man zunachst nach der letzten Spalte entwickelt und dann bei der ersten der
entstehenden Unterdeterminanten noch einmal nach der ersten Zeile entwickelt, bekommt man daraus die
Induktionsbehauptung:

aop+ ax ay cee 0 0 0
ap, a1tax --- 0 0 0
D, := Det : ' : : :
0 S Ap-3tap-2 ap-2 0
0 0 te a2 ap—2+an-1 au-1
0 0 ce 0 ap—1 ap—1+ay
ap + ay a e 0 0
ai ar+ax - 0 0
— —a, 1 Det S : :
0 0 cer Ap3tap-2 ap-2
0 0 e 0 an-1
apt+a1 aq e 0 0
ai ai+arx --- 0 0
+ (ay-1+ a,) Det S : :
0 0 cer Ap-3tap-2 ap-2
0 0 o ay—2 ap—2+ ap-1
n—2 n—1
= _as_an—Z + (an—l+ an)Dn—l = _a;f_l Zao T [Z;( ceedp-2+ (an—l+ an) Zao T (Zc crlp—1
k=0 k=0
n—2 n—2 n—1
et —as_lZao...c’lz...an_z_i_as_lZao...c’lz...an_2+a0...an_zan_l_i_anZao...&']: ...an_l
k=0 k=0 k=0

n
:E ao...@...an. °
k=0

Abschnitt 9.D, Aufg. 31, p. 243 (1.6.2011):
Man zeige die folgenden Determinantenformeln durch Induktion:

ar+by by by by
by az+br by by n
b3 b3 Cl3+b3 b3 :al“'an“‘Z(l_[ai)bk ,
: : : . : k=1 ik
bn bn bn T an+bn
xX+a a2 az -+ a1 Gy
-1 x 0 ... 0 0
o -1 x -~ 0 O .,
Lo L = e
0 o o0 ... «x 0
0 o o ... -1 «x
a -~ 0 0 - by
O -~ a, b, -~ 0 "
0 .- Zﬂ Zn .0 :l_[(alg_blg)'
. . . . k:1
by - 0 0 - a
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Beweis: FUrn =1 hat dieerste Determinante ebenso wie die angegebene Formel dendi\et;.
Beim Schluss vom — 1 aufn subtrahieren wir die erste Spalte von allen anderen und erhalten

ai+bq by by e by a+by —ay —ap - —ap
by ar+by b, cee by ba az o --- 0
D, = b3 b3 az+bs - b3 — b3 0 az --- O
bn bn bn ceeay +bn b‘n O 0 e a‘n
Enwickeln nach der letzten Spalte liefert zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
bz a o .- 0
b3 0 a3 --- O
Dy=(=D"Y=a) | * 1 ¢ . |4aDya
bn—l 0 0 ap—1
b, 0 O 0
as 0 0 bz
0 as 0 b3 n—1
=YD Ra o et g g ey ([a)k
0 0 an—1 bn—l k=1 i#k
0 O 0 by
n—1 n
=aiaz---ap_1b, +ai---a, +a, Z(l_[ai)bk =a-- 'an+Z(l_[ai>bk . o
k=1 i#k k=1 ik

Im Fall n =1 besteht digweite Determinante nur aus dem Elementa; oben links in der Ecke, das gleich
x1+ aq ist. Beim Schluss von —1 aufn liefert die Induktionsvoraussetzung

X4+a1 ap» az -+ a,_1
Det O _1 o O =x"tax" P ta, .
0 o o e X
Durch Entwickeln nach der letzten Spalte bekommt man daraus die Induktionsbehauptung:
x+a1 ax az - ap-1 Gy
-1 x 0 .. 0 0
O -1 x --- 0 0
Det . T : : —
0 O 0 --- «x 0
0 O 0 ..~ —1 «x
-1 x O -0 O
0O -1 x --- 0 O X+4+a a az --- a1
0 0-1 00 —é Y 0 - 8
= (_1)n+lan Det . + (_1)2nx Det . —. _x e : _
0 0 0 -1 x ' - :
O 0 0 --- 0-1 0 O 0 --- x

1

= (D" Ma, (D" P+ x(" T+ ax" P4t a) = X" a4 a,1x +a, .

Bein =1 ist dieletzte Determinant% Zl zl ’ = a?— b? wie die angegebene Formel. Beim Schluss von
1 1

n—1 aufn entwickeln wir die Determinante zunachst nach ai¢en Spalte und dann beide entstehenden
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(2n—1) x (2n—1)-Determinanten nach derten Zeile und erhalten mit der Induktionsvoraussetzung:

o 0 O b.l ap 0 by ap 0 by
c') a'n b.n O : : : : :
R 1 I B R L
bl 0 0 o b]_ 0 ay bl 0 ag
ai 0 0 b]_ ag 0 0 bl
2 0 an—1 bn—l 0 bz 0 ap—1 bn—l 0
= n 0 bn—l a1 0| "»|0 bn—l ap—1 0
él O O ay b.l 0 0 ag
n—1 n
= @2 b)) [[@l-bD) =]]@-bD. .
k=1 k=1
Abschnitt 9.D, Aufg. 32 p. 243 (1.6.2011):
1}’1 2)‘1 3)1 (n +1)I1
21’1 31’1 41’[ (n+2)n
Man zeige | 3 4 5 n+3)" | = (=12 (a1,
(n+1)" (n+2)" (n+3)" (2n +1)"
Beweis: Der Binomische Lehrsatz liefert fiir das Element in dégn Zeile undj-Spaltej, j = 1, ..., n+1,
der gegebenen Determinante
n n+1
. . n__ ny .k, . n—k __ n ck—1, - n+1—k
Dies ist das Element in désten Zeile undj-Spalte des Produkts der beiden Matrigert ) i“™%),,_, | .,

und ((j - 1)n+1_k)k,j=1,..‘,n+

1 Wir wenden die Produktformel an,

entwickeln die zweite Matrix nach der

ersten Spalte und ziehen dann jeweils ausjdten Spalte der ersten bzw. zweiten Matrix den Fakity)
bzw. j heraus. Die (nach Transponieren und Vertauschen von Zeilen) entstehenden Vandermondeschen

Determinanten lassen sich dann mit Aufg. 19 berechnen.

1" on 3 (n+1)"
o 3 4r (n+2)"
3" 4n 5 (n+3)"
n+D" (142" (+3)" (2n41)"

o (O (3)2° ()2 0o 1 2
o @2 (3)2° (;)2" 0 -t -t i1
=1 O3 (33 ()3 |-|0 12 22 n"?
() @e+d' @e+D? - ety T2 -
=T1(}) Tl G+v-a+D) - o2 at ] (G+D - G+D)
k=0 O<i<j<n O<i<j<n-—-1
n n n—1
:(_1),10172_1) H(Z) l_[k! n!l_[k! =(_1)"("T+1) (nh)"+1. .
k=0 k=1 k=1
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Abschnitt 9.D, Zusatzaufgabe, p. 243 (1.6.2011):
Man berechne die folgendex n-Determinante Uber einem Korp&r.

1+ a1bq arbs s aib,
azby 1+axby --- azby,
anbl aan te 1+ anbn
Lésung: Sind alleq; =0, so handelt es sich um die Einheitsmatrix mit der Determinante 1. Andernfalls ist
0.B.d.A.a, #0. Indem man zunachst fir= 1, ..., n—1 das—a;a, *-fache dem-ten Zeile zuri-ten Zeile
und dann das-a,, b;-fache dei-ten Zeile zur letzten Zeile addiert, bekommt man eine obere Dreiecksmatrix:
.. —_— 71
I4aiby  aib2 -+ aiby 1 0 - —aa;? é 2 e —len_l
azby  14-axh, - azb, 0 1 - —apa,? o 2
anbl aan o 1+ anbn anbl aan e l+ anbn 00 - 1+ Z aibi

i=1
=1+ Zaibi . °
i=1

Abschnitt 9.D, Zusatzaufgabe, p. 243 (1.6.2011):
Man lése das folgende lineare Gleichungssystem unter Verwendung der Cramerschen Regel:

X2+ X3+ o x1+x,=1
X1 +x3+ o+t x=1
X1 + X2 + ot tx, =1

x1+x2+x3+ 0+ X4 =1

_1\yn—1
Losung: Die Cramersche Regel liefert, = Dy = =1 = 1 fur k=1,...,n. Zur
_ D (D) in-1) n-1 _
Berechnung der Nennerdeterminafte&erwenden wir die erste Determinante aus Aufg. 28mnsitattn+1,

0 statta und 1 statb und erhalten

0 1 1 1
10 .- 1 1

D=Det|: : . ' 1 |l==D"tn-1.
11 .- 01
11 -.-10

Zur Berechnung der Zahlerdeterminaitgziehen wir digk-te Spalte von den Ubrigen ab und addieren dann
zur k-ten Spalte alle Ubrigen Spalten, wodurch wir eine Diagonalmatrix bekommen:

o1 --- 1 --- 1 1 -1 0 --- 1 --- 0 O
10 --- 1 --- 1 1 0-1 --- 1 --- 0 O
Dy=Detf1 1 ... 1 ... 1 1|=Det| 0 0 ... 1 ... 0 0f=
11 1 01 00 .. 1 .21 0
11 1 .--- 10 o0 --- 1 --- 0-1
-1 0 0 0 0
0-1 0 0 0
_Det] 00 - 1 ... 0 O = (="t .
00 -0 -1 0
00 --- 0 - 0—1)
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Abschnitt 9.E, Aufg. 1, p. 246 (1.6.2011) :

V sei ein endlichdimensionalgd-Vektorraum. Man berechne die Determinante der linearen Abbildung
f:V — Vinden folgenden Fallen:

a) f ist die Homothetiez idy. b) f ist eine Projektion. c) f ist eine Involution.
d) f ist eine Scherung ( = Transvektion) oder Dilatation.

Losung: Sein := Dim V. Bei b), c) und d) verwenden die Matrixdarstellungen aus 8.A, Aufg. 9.
a) In jeder Basis voiv wird « idy durch die Matrixa €, beschrieben. Daher ist Detd, = Deta €, = a”".

b) In einer geeigneten Basis vénwird eine Projektionf durch eine Diagonalmatrix mit RangEinsen
und sonst 0 in der Hauptdiagonalen beschrieben. Daher isf €0 bei Rangf < n und Detf = 1 bei
Rangf =n, alsof =idy.

c) In einer geeigneten Basis v@hwird eine Involutionf durch eine Diagonalmatrix mit Einsen undi—m
Minus-Einsen in der Hauptdiagonalen beschrieben. Daher isif Re{—1)" .

d) In einer geeigneten Basis vadn wird eine Scherungf durch eine Dreiecksmatrix mit Einsen in der
Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist pet 1. In einer geeigneten Basis véhwird eine Dilatation

f durch eine Diagonalmatrix mit einem Eintrag dem Streckungsfaktor, und sonst nur Einsen in der
Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist pet i. °

Abschnitt 9.E, Aufg. 2, p. 247 (1.6.2011) :

Sei f : V — V ein nilpotenter Endomorphismus desdimensionalenk -VektorraumsV. Dann ist
Det(aidy + f) = a" fur allea € K, allgemeiner ist Detg + f) = Detg fiur jeden Operatog auf V,
der mit f vertauschbar ist.

Beweis: Nach Beispiel 8.C.5 wirdf in einer geeigneten Basis van durch eine obere Dreiecksmatrix
beschrieben, deren Hauptdiagonalelemente alle O sind.ihadurcha €, beschrieben wird, ist die Matrix
vona idy + f in dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix, deren Hauptdiagonalelemenisiale Mit Satz
9.D.2 erhalt man Dezidy + f) = a”.

Da f nilpotentist, gibtes eim € Nmit /= 0. IstDetg = 0, alsog nichtinjektiv, sogibteseine V,x £ 0,
mit g(x) = 0. Wegenf°(x) = idy (x) = x # 0 und f” (x) = 0 gibt es ein maximalelse N mit f¥(x) =0,
also f**(x) # 0. Mit der Voraussetzunngg = gf erhalt man daraug+ ) (f*(x)) = gf**(x) +
A = 7 Hg(x)) = f410) = 0, d.h.g+f istauch nichtinjektiv und somitist Dét+f) = 0 = Detg.
Istjedoch Deg # 0, soistg ein Isomorphismus, und ayg = gf folgt g~ f = fg~* durch Multiplikation
mit g~ von links und rechts. Aug™ = 0 folgt daher(g=* /)" = (g~1)" f™ = 0. Somit ist auckg~*f
nilpotent, und mit dem anfangs Bewiesenen erhélt man

Det(g+ f) = Det(g (idy+g ' f)) = (Detg) - Det(idy+g ' f) = Detg - 1" = Detg . .

Abschnitt 9.E, Aufg. 7, p. 247 (1.12.2011):

SeienV ein endlichdimensionalet-Vektorraum undf : V. — V ein C-linearer Operator au¥. Fassen
wir V alsR-Vektorraum auf, so isf erst recht eifR-linearer Operator, dessen Determinante wir mitet
bezeichnen. Man zeige Def = |Det f]?.

Beweis: IstA + 1B, A = (a;;),B = (b;;) € M,(R), die Matrix von f bzgl. derC-Basisuvy, ..., v, von
V,soqgilt f(vj)) = > a;jv; + Y b;;iv; und dannf(iv;,) = if(v;) = — Y b;jv; + Y a;;iv;. Daher ist
i=1 i=1 i=1 i=1

(% _5) € My, (R) die Matrix von f bzgl. derR-Basisuvy, ..., v, , ivy,...,iv, von V. Addiert man

zunachst das i-fache der hinterespalten dieser Matrix zu den vordereidpalten und dann dasi-fache
der oberem Zeilen zu den unterem Zeilen, so bekommt man mit dem Blockmatrizensatz 9.D.4:
A —B A—-iB —B A—-iB B
De@f—‘% 2 —‘%Jrim m‘—‘ 0 A+iB
—Detf -Detf = |Detf|?. o

= Det( —iB) - Det(A + 1 B)
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Abschnitt 9.F, Aufg. 2a), p. 252 (1.6.2011) :

SeiV ein orientiertem-dimensionaleiR-Vektorraum, und ser € &,, eine Permutation. Reprasentiert die
Basisvy, ..., v, die Orientierung vorV, so reprasentieti, ), . .., vy, genau dann die Orientierung von
V, wenno gerade ist. Die Basis,, ..., vi reprasentiert genau dann die Orientierung Vgrwennn = 0
odern = 1 modulo 4 ist.

Beweis: Genau dann reprasentieren zwei Basen dieselbe Orientierung ,veenn die Determinante der
Ubergangsmatrix zwischen den beiden Basen positiv ist. Dies ist hiendiePermutationsmatrif3,,, die
nach 9.D, Aufg. 13a) die Determinante Sigmat. Sie ist genau dann positiv, wesrgerade ist.

Im angegebenen Spezialfall hat man

00 --- 01 10 00
00 --- 10 o1 ... 00

— L L. n(n—1)

Det| : i . i i =5i9”(i nfl "21 'i) Detf : ¢ - i 1|=(D" 2
o1 .--- 00 00 --- 10
10 --- 00 00 --- 01

Die angegebene Permutation hat namiliell Fehlstande der Ford, j) , n—2 Fehlstéande der For(, j),
usw., schlief3lich noch einen Fehlstand der F@usa 1, j), namlich(n —1, n) . Zusammen sind dies aber

nn—1)

n-D+m-2)+---+1= "(”—2‘1) Fehlstande. Genau dann ist diese Zahl gerade und datjt 2
positiv, wenn: odern —1 durch 4 teilbar sind. °

Abschnitt 9.F, Variante zuAufg. 2, p. 252 (1.6.2011):

V sei ein orientierteR-Vektorraum mit der Basis, ..., v, , und sei Ixr < n. Zeigen Sie, dass die Basen
V1, ...,0, undv,, v41, ..., 0, V1, V2...,U,_1 genau dann dieselbe Orientierung vBnreprasentieren,
wennr odern ungerade ist.

Beweis: Die vorstehende Aufgabe zeigt, dass die beiden Basen genau dann dieselbe Orientierung von
V reprasentieren, wenn Signpositiv ist. Nach 9.A, Aufg. 2c) ist Sign = (—1)¢~V¢—+D Dieses
Vorzeichen ist genau dann positiv, wenodern ungerade ist. °

Abschnitt 9.G, Teil vonAufg. 4, p. 259 (1.6.2011) :
Sei fi, ..., f, eine Basis des Raumes der Linearformen auf @&mDie Ubergangsmatrix zur Dualbasis
e;, ..., e der Standardbasis sei die Matflk := (a;;) € GL,(R). Dann ist alsof; = ) ", a;;e, und

f1, ..., fu istdie Dualbasis zur Basis = Y \_, b;je;, j = 1,...,n, wobeiB := (b;;) = -1 dié zul
kontragrediente Matrix ist (vgl. 8.A, Aufg. 24) . Séi:= |Det%] .

a)Fircy, ..., ¢, > Oistdas Volumen vofx € R" | |f;(x)| <¢;, i =1,...,n} gleich 2¢;---c,/d.

b) Fiirc > 0 ist das Volumen vorfix € R" | 3", | fi(x)| < c} gleich 2'¢"/n!d .

Beweis: Die lineare Abbildungf : R" — R" mit f(x1,...,x,) = (fa(xz, ..o, X))oy fulX1, ..o x0))
wird bzgl. der Standardbasis durth beschrieben. Daher ist D¢gt= Det’ = Det2l = 4 und somit

|Det f~| = d~1. Mit Satz 9.G.2 und den nachfolgenden Bemerkungen erhalt maniddyin®(M)) =
A(M)/d. fur jede MengeM, fur die A (M) definiert ist.

a) Da das Volumen des Quadegs .= [—c1, ¢2] X -+ x [—cy, ¢,] gleich dem Produkt2c,) - - - (2¢,) =
2'cy - - - ¢, der Kantenlangen ist, folgt

M) =2 ({xeR" | | A <cry s [ fa <)) = A (fH([—c1, 2] XX [—cnycal))
=2"c1--¢c,/d.

b) Da das Volumen des Simpléx = (y1,...,y,) € R} | y1+--- 4+ y, < ¢} nach 9.G.4 gleick" /n! ist,
hatM :={y = (y1, ..., v,) €R" | |y1] + - - 4+ |y.| < ¢} das Volumen 2" /n!. Es folgt

M (M) =2 ({xeR" | A+ + < c}) =" (F 1 M) = 2" /dn! . .
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Abschnitt 9.G, Zusatzaufgabe, p. 259 (1.6.2011):
Man verwende die vorstehende Aufgabe, um die Flacheninhalte der folgenden Parallelogramme zu berechnen:

a) Q= {x=(r1,x)€R? | x1— Jx2| <3, | —x1+ x| <2}.

1 -1 _ _ 3
% 1), alsod := % und somitA%(Q) = 22 . 5 2/% —=24.

Losung: a) Es istl = (

11

b) Esistd = (2 1

), also De®l = —3 undd := 3, also A?(Q) =2%-1-2/3=8/3.



