Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 2

5 Lineare Abbildungen

Abschnitt 5.A, Aufg. 2, p. 67 (1.5.2011):

G sei eine Gruppe. Dann sind aquivalent: (1)st kommutativ. (2) Die Inversenbildung— x~!ist ein
Automorphismus vorG. (3) Das Quadrierem — x? ist ein Endomorphismus vo@.

Beweis: (1) < (2) Die Inversenbildung — x~1 ist sicher bijektiv mit der Inversenabbildung selbst als
Umkehrabbildung. Genau dann ist sie ein Homomorphismus, wenn fi,alle G gilt (xy)~* = x~1y~L.
Wegen(xy)~! = y~1x~!ist dies aquivalent zu~'y~! = y~Ix~1. Da sich jedes Element von G als
Inverses schreiben lasst (namlich von') ist dies genau dann der Fall, weGnkommutativ ist.

(1) < (3) Das Quadrierenr — x? ist genau dann ein Homomorphismus, wenn fiir alle € G gilt
(xy)? = x%y?, d.h.xyxy = xxyy. Die ist genau dann der Fall, wenn: = xy gilt, wie man durch
Multiplikation von links mitx~! und von rechts miy—* sieht (bzw. mitx von links und mity von rechts)e

Abschnitt 5.A, Aufg. 3, p. 67 (1.5.2011):

G sei eine Gruppe. Fiir e G heit die Abbildunge, : x — axa™', xe G, die Konjugation vorG mit
a. Zeigen Sie:

a) Fiur jedes: € G ist k, ein Automorphismus vol.

b) Die Abbildungx : G — Aut G mit x(a) := «, ist ein Homomorphismus der Grupggin ihre Automor-
phismengruppe Aut mitdem Zentrum ZG) .= {a€ G | ax=xa flr alle x € G} als Kern.

Beweis: a) Firx, y € G gilt offenbark,(xy) = axya™! = axa taya™ = k,(x) k,(y), d.h.k, ist ein
Homomorphismus von Gruppen. AuRRerdemsxgstbijektiv und somit insgesamt ein Isomorphismus von
Gruppen, dac, die Umkehrabbildunge,-: besitzt: Istx € G, so gilt namlichk, o x,-1 = idg wegen
(kg 0 kg1)(x) = Ky (a‘lx(a_l)_l) = aa " *x(a Y ta~! = exe = x (Wo e das neutrale Element vag ist)
und analoge,-1 o k, = idg.

b) Flra,b € G istk(a) o k(b) = k(ab), da fur allex € G qilt: (K(a) ) K(b))(x) = (k, 0 kp)(x) =
kqa(bxb™Y) = abxb~ta™' = (ab)x(ab)™! = k. (x) = Kk (ab)(x) . Daher ist ein Homomorphismus.

Genau dann ist € Kern f, wennk(a) = «, gleich dem neutralen Elementdd/on AutG ist. Dies ist

genau dann der Fall, went, (x) = idg(x) , d.h.axa™! = x, gilt fiir alle x € G. Dies ist aber aquivalent zu
ax = xa furallexe G, d.h. zuae Z(G) . °

Abschnitt 5.A, Aufg. 4, p. 67 (1.5.2011):

Die additive Gruppé&K , +) und die multiplikative Gruppék *, -) eines Korper« sind niemals isomorph.
Beweis: Angenommen, es gabe einen Isomorphisnfusk —{0},-) — (K, +). Dannistf(1) = O.

Fira := f(-=1 gilt a+a = f(-1) + f(-1) = f((-D?) = f(1) = 0. Beia # 0 existierta~*, und

esfolgt 1+1 = a‘a+ata =a*a+a) =a1-0=0. Beia=0ist f(-1) =a =0 = f(1),

und aus der Injektivitat vory folgt ebenfalls 1= —1, d.h. 14+ 1 = 0. Fir jedest € K— {0} folgt nun

f@x?) = fx)+ f(x) = f(x)(1+1) = f(x)-0= 0= f(1). Die Injektivitat von f liefert x?> = 1 fiir jedes

x # 0. In einem Korper hat?—1 = (x —1)(x + 1) aber héchstens zwei Lésungen. daher kann der Korper

K hochstens 3 Elemente enthalten. Bei endlichen Kérpern kdnnen die beiden Gruppen aber nicht isomorph
sein, dak * ein Element weniger alk enthalt. °

Abschnitt 5.B, Variante zuAufg. 2, p. 74 (1.5.2011) :

Man untersuche die folgenden Abbildunggrdes Raumes (R) der unendlich oft differenzierbarei-
wertigen Funktionen auR in sich aufR-Linearitat und bestimme gegebenenfalls K¢rand Bild f.

a) f(x) = x— 3tx2. b) f(x) := x— 3t°x.

Losung: a) f ist nicht linear. Furx = 1 ist beispielsweise (x) = 2f(1) = 2- (—3t) = —6¢, aber
f@2-x)=f@2-1)=f(2=-322=-12.
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b) fistlinear. Fi, y e C¥(R) unda € Ristnamlichf (x+y) = (x+y) —3t2(x+y) = x—3?x+y'—3t%y =
F) + f) und f(ax) = (ax)" — 3t?(ax) = a(x—3t?x) = af (x) .

Kern f1 besteht aus den Lésungen der homogenen linearen Differenzialgleichen@s?x, ist also die
Menge der Funktionen — ¢ exp(f 3t2dt) =ce’, ceR. - Zu jeder C°-Funktiong gibt es eine Losung
x der inhomogenen linearen Differenzialgleichuig= 3tx + g(¢). Die Lésungsformel aus Bd. 1, 19.B.1,
liefert zum Beispielx = ¢’ [ ¢ "’g(t) dr . Daher ist Bildf = C(R) . .

Abschnitt 5.B, Teil vonAufg. 4, p. 74 (1.5.2011) :

Man berechne fur die folgenden linearen Abbildungéejeweils Basen fur Kerrf und Bild f.

b) f:R* — R® mit f(x1, x2, x3, Xa) = (x1+ 3x2 — 2x3 + X4, X1+ 4x2 — X3+ 3x4, 2x1 + 312 — Tx3 — 4xy).
c) R — R* mit f(x1, x2, x3) := (x1 + 3xp + 3x3, —2x1 — 3x3, —X1 + X2 — x3, 3x1 — X2 + 4x3).

Losung: b) Wir berechnen Kerif nach dem Gaul3schen Eliminationsverfahren als Losungsmenge des
linearen Gleichungssystemsg+ 3x, —2x3+x4 = 0, x14+4x2—x3+3x4 =0, 2x1+3x;—7x3—4x4 = 0.

Subtraktion der ersten von der zweiten und des 2-fachen der ersten von der dritten Gleichung liefert nun
x1+3x2—2x3+x4 = 0, x2+x3+2x4 =0, —3x,—3x3—6x4 = 0. Die dritte Gleichung ist dann einfach das
(—3)-fache der zweiten und kann daher weggelassen werden. Addiert man ngefBjldiache der zweiten

zur ersten Gleichung, so bekommt mayn— 5x3 — 5x4 = 0, x2 +x3+ 2x4 = 0. Folglich ist

Kern f = {(xl, X2, X3, X4) ‘ x1 =5x3+5x4,xp = —x3—2x4, X3, X4€ R}
= {(5X3+5_x4, —X3— 2x4 , X3, -x4) | X3, -x4e IR} = {-x3(57 _19 1’ O) + -x4(5’ _2’ 09 1) | X3, x4e I&}
=R(5,-1,1,0 +R(GB,-2,0,1)

und somits, —1, 1, 0), (5, —2, 0, 1) ein Erzeugendensystem von KefnDie beiden Vektoren sind offenbar
linear unabhangig, wie die Betrachtung der beiden letzten Komponenten zeigt.

Die vier Vektorenf(1,0,0,0) = (1,1,2), f(0,1,0,0) = (3,4,3), f(0,0,1,0) = (-2,-1,-7),
£(0,0,0,1) = (1, 3, —4) sind als Bild einer Basis voR* offenbar ein Erzeugendensystem von Bfldil-

den. Wir bestimmen mit Hilfe der Gaul3schen Eliminationsverfahrens nichttriviale Linearkombinationen die-
ser Vektoren, die verschwinden: Esigtlbl, 2) — 2(3, 4, 3) + (1, 3, —4) = 0. Also lasst sich etwa der letzte
dieser vier Vektoren als Linearkombination der tGibrigen drei schreiben. Wenn wir ihn weglassen, bilden diese
dreiimmer noch eion Erzeigendensystem von BilDie Relation 81, 1, 2)— (3,4,3)+(—2, -1, -7) =0

liefert, dass wir auch noch den vorletzten der vier Vektoren weglassen kdnnen und immer noch ein Erzeu-
gendensystem von Bild haben. Die verbleibenden beiden Vekto(é@nl, 2) und (3, 4, 3) sind offenbar

linear unabhangig (da keiner ein Vielfaches des anderen ist), bilden also eine Basis vgn Bild °

¢) Wir berechnen Kerrf nach dem Gauf3schen Eliminationsverfahren als Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems; +3x,+3x3 = 0, —2x;—3x3 = 0, —x3+xp—x3 = 0, 3x;1—x2+4x3 = 0. Addition des
Doppelten der 1. zur 2., der 1. zur 3. und des$)-fachen der 1. zur 4. Gleichung liefert num,8-3x3 = 0,
dx,4+2x3 = 0, —10x, —5x, = 0. Die beiden letzten Gleichungen sind dann einfach Vielfache der zu-
erst erhaltenen Gleichung und kdnnen daher weggelassen werden. Addiert man n@elé)dfashe von
6x,+43x3 = 0 zur 1. Gleichung, so bekommt man-+ %xg = 0. Folglich ist

Kern f = {(x1,x2.x3) | x1 = —3x3,x2 = —3x3, x3, 4R} =R(-3,-3.1),.
Daher wird Kernf von (—% , —% , 1) erzeugt. Dieser Vektor ist eine Basis von Kgtrda er als Vektog: 0
linear unabhangig ist.
Als Bilder einer Basis voiR* bilden offenbar die drei Vektorerf (1,0,0) = (1, -2, —1, 3), f(0,1,0) =
(3,0,1,-1), f(0,0,1) = (3,—3,—1,4), ein Erzeugendensystem von Bjfd Die beiden ersten dieser
Vektoren sind linear unabhéngig, dakeiner ein Vielfaches des anderenist. Firden dritrdit—1, 4) =
g(l, -2,-1,3) + %(3, 0,1, —1). Die beiden ersten Vektoren bilden also eine Basis Bild °

Abschnitt 5.8, Aufg. 6, p. 74 (1.5.2011) :

Seih : D — D’ eine beliebige Abbildung. Fiir jeden Korp&r ist die Abbildungh* : K? — KP mit
g — goh K-linear. Man beschreibe die Funktionen aus Kerund BildA*. Genau dann isi*injektiv
(bzw. surjektiv) , wenrk surjektiv (bzw. injektiv) ist.
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Beweis: Firallexe D, g,g: D' — K und a € K gilt
(h*(g +8)(x) = (g + ) (h(x)) = g(h(x) +g(h(x)) = h*(g)(x) + h*(g)(x) = (h*(g) + h*(g))(x),

alsoh*(g +¢) = h*(g) + h*(g), und fernerh*(ag)(x) = (ag)(h(x)) = a(g(h(x)) = a(h*(g))(x), also
h*(ag) = ah*(g). Daheristh* K-linear.

Kernh* besteht aus denjenigen D' — K mit h*(g)(x) = g(h(x)) = O fir allex € D. Daher gilt:
Kemnh* = {g: D' — K | g|Bildh =0} € K?".

Ist i surjektiv, so ist Bildz ganzD’ und eine Abbildung : D’ — K, die auf Bildz verschwindet, ist bereits
die Nullabbildung. Daher ist dann Kehri = 0 undi* injektiv.

Ist i nicht surjektiv, so gibt es eim; e D’ mit x; ¢ Bild 4. Die Abbildungg : D" — K mit g(x;) := 1 und
g(x") == 0flrx" e D', x" # xq, ist dann nicht die Nullabbildung, aber esist(g) = g o h = 0 wegen
g|Bild i = 0. Daher ist Ker* # 0, und somitz* nicht injektiv.

Bild #* besteht genau aus dgii D — K, zudeneneseig:D’ — K mithog = h*(g) = f gibt.
Wir zeigen, dass dies genau die D — K mit folgender Eigenschaft sind: Fur altg, x, € D folgt aus
h(x1) = h(xp) stetsf (x1) = f(x2). Ist diese Eigenschaft fur eifi erflllt, so ist die Abbildung; : D’ — K
durchg(x’) ;= 0 furx' ¢ Bildh undg(x’) := g(h(x)) ;= f(x) fur alle x’ = h(x) unabhéngig von der
speziellen Auswahl des € D mit A(x) = x’ definiert, und es gilt*(g)(x) = g(h(x)) = f(x), also
h*(g) = f. Ist jedoch diese Eigenschaft nicht erfullt und diltc;) = h(xp), aber f(x1) # f(xp) fiir
x1, X2 € D, so kann es keig: D’ — K mit h*(g) = f geben, da sonst(x1) = h*(g)(x1) = g(h(x1)) =
g(h(x2)) = h*(g)(x2) = f(xz) ware im Widerspruch zy (x1) # f(x2).

Ist 4 injektiv, so ist die angegebene Eigenschaft fur jedle® — K erflllt, da firxy, x, € D mit x3 # x»
nie h(x1) = h(xy) gilt. Daher ist dann Bilde* = K*', undh* surjektiv.

Ist 2 nicht injektiv und istz(x1) = h(x2) fUr x1, xo € D mit x3 # x», SO hat jede Abbildung : D’ — K mit
f(x1) # f(xp) sicher kein Urbild untek*, da die obige Eigenschaft dafir nicht erftllt ist. Daher ist dann
h* nicht surjektiv. °

Abschnitt 5.8, Aufg. 8, p. 75 (1.5.2011) :

SeiV ein K-Vektorraum mit Dimx V > 2 (d.h.V enthalte zwei linear unabhangige Vektoren). Dann ist
jede additive Abbildungf:V — V mit f(Kx) C Kx fur allex € V eine Homothetie voiv .

Beweis: Seienx, y zwei beliebige linear unabhéngige Vektoren aus Dann gilt nach Voraussetzung
f(Kx) € Kxund f(Ky) C Ky, es gibtalsai, be K mit f(x) = ax und f(y) = by. Es genligtg = b
zu zeigen, da danyi die Multiplikation mita ist. Nach Voraussetzung gilt aug‘?(K(x+ y)) C K(x+y),
es gibt also eir € K mit f(x+y) = c(x+y). Da f additiv ist, folgt 0= f(x+y) — f(x) — f(y) =
c(x+y)—ax —by = (c—a)x + (c—b)y, woraus sich in der Tat—a = Ound c¢—b, d.h.a = ¢ = b, wegen
der linearen Unabhé&ngigkeit vanund y ergibt. °

Abschnitt 5.B, Aufg. 11, p. 75 (1.5.2011) :

Seienf;:V — Vi und f,: V — V, Homomorphismen vork -Vektorraumen. Diek-lineare Abbildung
fiV = Vix Vomit f(x) = (f1(x), f2(x)) ist genau dann ein Isomorphismus, wefinsurjektiv und
f2IKern f1: Kern f1 — V, bijektiv ist.

Beweis: Sei zunachsy; surjektiv undf;| Kern f1 : Kern f; — V5 bijektiv.

Ist dannf (x) = (0, 0) fur einx € V, so folgt f1(x) = 0, alsox € Kern f1, und f>(x) = 0. Da f>| Kern f1
nach Voraussetzung aber injektiv ist, folgt 0. Daher ist Kerry’ = 0 und somitf injektiv.

Ist (v1, v2) € V1 x Vo, so gibt es wegen der Surjektivitat vgpeinx € V mit f1(x) = vi. ZUvy— fo(x) € V»
gibt es wegen der Surjektivitat vafa| Kern f1 : Kern f1 — V, einy € Kern f1 mit f2(y) = vo— fo(x). Dann
gilt fix+y) = fi(x) + fa(y) = v1+0=viund fo(x+y) = f2(x) + f2(y) = fa(x) + v2— f2(x) = vy,
alsof(x+y) = (fl(x+y) , fz(x+y)) = (v1, v2). Daher istf auch surjektiv.

Sei umgekehrtf ein Isomorphismus. Zuw; € V; gibt es dann eirx € V mit (fl(x) , fz(x)) = (v, 0),
insbesondere als¢(x) = v;. Daher istf; surjektiv. Sei dannx € Kern f; und f>(x) = 0. Dann ist
(f1. f2(x) = (fa(x), f2(x)) = (0,0), und es folgtr = 0 wegen der Injektivitat vori f1, f>). Daher ist
Kern(f2| Kern f1) = 0, und f2| Kern f1: Kern f1 — V; injektiv.
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Sei schlie3lichv, € Vo. Zu (0, vp) € Vi x V, gibt es wegen der Surjektivitat vofieinx € V mit f(x) =
(f1(x), f2(x)) = (0, v2), d.h. mitx € Kern 1 und fo(x) = v,. Daher istfo| Kern f1: Kern fi — V, auch
surjektiv. o

Abschnitt 5.D, Aufg. 1, p. 83 (1.5.2011) :

Man untersuche, ob es jeweils eiRdineare Abbildungf gibt mit den angegebenen Eigenschaften.

b) f:R? > R f(1,2)=(1,0,0), f(2,1) =(0,1,0), f(—1,4 =(0,0,1).

c) f:R*— R f(1,2) =(10,0), f(21) =(0,1,0), f(-1.4 =3, -20).

Losung: Die Vektorenv; := (1, 2) undv, := (2, 1) bilden eine Basis voRR?. Wegen DimxR? = 2 geniigt
es, die lineare Unabhangigkeit der beiden Vektoren zu zeigen.r@u®) + s(2, 1) = (0, 0) folgt aber
r+2s=0,d.hr=-25,und 2 +s =0, d.h.s = —2r. Einsetzen liefert = 4s und somits=0, r=0.

Da vy, v, eine Basis vorR? ist, gibt es genau eine lineare AbbilduagR? — R? mit h(1,2) = (1,0, 0)
und 2(2,1) = (0,1,0). Wir I6sen nun das lineare Gleichungssystefh, 2) + s(2,1) = (—1,4) und
erhaltenr = 3, s = —2. Es folgth(—1,4) = h(3(1,2) + (-2)(2,1)) = 3h(L 2) + (-2h(2,1) =
3(1,0,0) + (—2)(0,1,0) = (3, —2,0). Daher gibt es eine lineare Abbildungymit den unter c) angege-
benen Eigenschaften (namliéf. Folglich kann es keine lineare Abbildungmit den in c) angegebenen
Eigenschaften geben. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 3, p. 84 (1.5.2011):
SeienV und W endlichdimensional& -Vektorraume.

a) Genau dann gibt es einen injektiv&rHomomorphismus voly auf W, wenn gilt: Dimg V < Dimg W.
(Folgerung: Ein homogenes lineares GleichungssystemKilmsit mehr Unbekannten als Gleichungen hat
stets eine nichttriviale Losung.)

b) Genau dann gibt es einen surjektivi€iHomomorphismus voi auf W, wenn gilt: Dimg V > Dimg W.
(Folgerung: Ist bei einem linearen Gleichungssystem ibelie Anzahl der Unbekannten kleiner als die
Anzahl der Gleichungen, so ist das Gleichungssystem nicht fir jede Wahl der ,rechten Seite" |6sbar.)

Beweis:a) Ist f : V — W ein injektiver K-Homomorphismus und ist, . . ., v, eine Basis vorV, so sind

die Vektorenf (vq), ..., f(v,) nach Satz5.D.3 (2) linear unabhangig, lassen sich also nach dem Steinitzschen
Austauschsatz 3.B.2 zu einer Basis Jorerganzen. Daher ist DigW > n = Dimg V.

Fur die Umkehrung wéahlen wir Basex, ..., v, von V undws, ..., w, von W und definieren beik < m

eine lineare Abbildungf : V. — W durch f(v;) := w;, i =1, ...,n. Dannistf injektiv, da f die Basis

v1, ..., v, vonV auf linear unabhéngige Elemente vidghabbildet.

Betrachten wir nun ein homogenes lineares Gleichungssymaﬁxi =0,i=1...,m, und die

zugehorige lineare Abbildung : K" — K™ mit f(x) = f(x1, ..., X2) = (Xj_q @itk -5 2 —g mjXi),
Istdie Anzahk = Dimg K" der Unbekannten gré3er als die Anzad= Dim g K™ der Gleichungen, so kann
f nach dem Bewiesenen nichtinjektiv sein, d.h. der LésungsraumKées homogenen Gleichungssystems
besteht nicht nur aus 0.

b) Ist f:V — W ein surjektiverK-Homomorphismusund isty, ..., v, eine Basis vorV, so sind die
Vektorenf (vq), ..., f(v,) hach Satz 5.D.3 (1) ein Erzeugendensystem, enthalten also nach Satz 3.A.15 eine
Basis vonW. Es folgt Dimg V > Dimg W.

Fir die Umkehrung wahlen wir Basen, . .., v, von V undwy, ..., w, von W und definieren beik > m

eine lineare Abbildung : V. — W durch f (v;) == w;, i=1,...,m,und f(v;) :==0fir i=m+1, ..., n.
fistnach 5.D.3 (1) surjektiv, dd die Basisvy, ..., v, vonV auf ein Erzeugendensystem vdhabbildet.
Betrachten wir nun ein homogenes lineares GIeichungssymaﬁxi =b;, i=1,...,m, und die

zugehorige lineare Abbildung : K" — K™ mit f(x) = f(x1,...,X,) = (Z;.’:lailxi, e 2 amixi),
Ist die Anzahln = Dimg K" der Unbekannten kleiner als die Anzahl = Dimg K™ der Gfeichungen,
so kannf nach dem Bewiesenen nicht surjektiv sein, d.h. nicht zu jeder rechteniggite, b,, gibt es
Losungeny, ..., x,. °
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Abschnitt 5.D, Aufg. 4, p. 84 (1.5.2011):

Genau dann hat ein homogenes lineares Gleichungssystem mit gleich vielen Unbekannten wie Gleichungen
eine nichttriviale Losung, wenn wenigstens eines der zugehdrigen inhomogenen Gleichungssysteme nicht
|6sbar ist.

Beweis: Wir verwenden die im Beweis der vorangehenden Aufgabe benutzten Bezeichnungen. Genau
dann hat das dort betrachtete homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Lo6sung, wenn die Abbildung
f K" — K™ nicht injektiv ist. Da nach Voraussetzung die Anzalder Unbekannten gleich der Anzahl

m der Gleichungen ist, ist dies nach Satz 5.D.6 genau dann der Fall, yveauth nicht surjektiv ist.

Dies bedeutet aber gerade, dass es flr bestimmte rechte Bgiten, b, keine Lésung des zugehdrigen
inhomogenen Gleichungssystems gibt. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 5, p. 84 (1.5.2011):

SeienV ein endlichdimensionalek -Vektorraum und/, W Unterrdume vorV gleicher Dimension. Dann
gibt es einerk -Automorphismusf vonV mit f(U) = W.

Beweis:Wirergdnzen gemal Satz 3.B.10 (2) Basgn. ., u,, vonU undwsy, . . ., w,, vonW durch Vektoren
Upmil, - Uy DZW. w01, ..., w, ZU Basemuy, ..., u, undwy, ..., w, von V und definieren eine lineare
Abbildung f:V — V durch f(u;) := w;, i = 1,...,n, vgl. Satz 5.D.3. Diese ist nach Konstruktion
bijektiv, also einkK -Automorphismus vorV, und bildetU auf W ab. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 6, p. 84 (1.5.2011):

SeienV ein endlichdimensionald -Vektorraumundf : V — V ein Endomorphismus voi. Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

(1) f ist kein Automorphismus vorV. (2) Es gibt einerk-Endomorphismug %= 0vonV mitgo f = 0.
(2') Es gibt einerk -Endomorphismug’ # idy vonV mitg’oc f = f. (3) Es gibt einerk -Endomorphismus
h#0vonV mit f o h =0. (3) Es gibt einenK-Endomorphismug’ # idy vonV mit f o h’ = f.
Beweis: Sei (1) erfullt. Daf nach Satz 5.D.6 nichtinjektivist, ist Kegh# 0, und daf ebenso nicht surjektiv
ist, ist Bild f # V. Wir erganzen gemaR Satz 3.B.10(2) Basgen. ., u,,, von Kernf undwy, ..., w, von
Bild f durch Vektorenu,, 1, ..., u, bzw. wy,1, ..., w, zu Baserus, ..., u, undwsy, ..., w, von V und
definieren gemal Satz 5.D.3 lineare Abbildungeg’, i, i’ . V — V durch

gw;)):=0 fari=1,...,¢ und g(w;) ;= w;fur i=£+1,...,n,
gw)y=w;furi=1,...,¢ und g’ (w;) :=0 furi=¢+1,...,n,
h(u;) '=u; furi=1,..., mund h(u;) ;=0 fUri=m+1,...,n,
Wu):=0 furi=1,... mundh'(u;) :=u; fUr i=m+1,...,n.

Wegenl <n istdanng # 0 undg’ + idy, wegenm > 1 ist fernerh # 0 undh’ £ idy. Nach Konstruktion
istg|Bild f =0, alsogo f = 0, fernerg’| Bild f = idgiq ¢, alsog’o f = f. Daher sind (2) un@2’) erfullt.

Fari=1...,¢qilt (foh)(u;)) = f(u;) =0und(f ohY(u;) = fO =0, firi=¢+1,...,ngiltferner
(foh)(u;) = f(0) =0und(foh)(u;) = f(u;). Wirerhaltenf oh =0undfoh’ = f, also die Aussagen
(3) und(3).

Sei umgekehry ein Automorphismus mit der Umkehrabbildurig?.

Bei (2) folgt dann aug o f = 0 der Widersprucly = goidy = go(fof™ =(go f)oft=00f =0.
Bei (3) folgt ausf o h = 0 der Widerspructh = idy oh = (f 1o f)oh=flo(foh)= f1o0=0.
Bei (2) folgt ausg’ o f = f der Widersprucly’ = g’ o (fo f ) =( o f)o f1=foft=idy.
Bei (3) folgt ausf o h’ = f der Widersprucht’ = (f Yo f)oh' = flo(foh)=flo f=idy. e

Abschnitt 5.D, Aufg. 7, p. 84 (1.5.2011):

Seienf und g Endomorphismen des endlichdimensionalen Vektorraumist g o f ein Automorphismus
von 'V, so sindg und f beide Automorphismen voW.

Beweis: Ist g o f ein Automorphismus voiY, so istg o f injektiv und surjektiv. Nach Band 1, Abschnitt
1.B, Aufg. 7a) und b) (vgl. auch die Losung zu Aufg. 8 unten) ist d@ninjektiv und g surjektiv. Daraus
folgt mit Satz 5.D.6, dass danfiundg bijektiv sind, also auch Automorphismen. °
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Abschnitt 5.D, Aufg. 8, p. 84 (1.5.2011):

Sei f:V — W ein Homomorphismus von endlichdimensionalén/ektorraumen.

a) Genau dann ist' injektiv, wenn ein Homomorphismuys. W — V mit g o f = idy existiert.
b) Genau dann isf surjektiv, wenn ein Homomorphisméas W — V mit f o h = idy, existiert.

Beweis:a) Zunachstsef : V — W injektiv. Istvy, ..., v, eine Basis volV, so sind dann die Vektoram, =
f(), ..., w, ;= f(v,) linear unabhangig, lassen sich also durch weitere Vektoyen, ..., w,, € W zu
einer Basis vorWw ergénzen. Die lineare Abbildung: W — V werde durchg(w;) :=v; fiur i=1,...,n
undg(w;) :=0flri=n+1, ..., mdefiniert. Dann gilt(g o f)(v;) = g(w;) = v; fUrallei=1,...,n
und somitg o f = idy.

Seiumgekehrg o f =idy. Flrvy, v€ V mit f(v1) = f(vp) folgt dannvy = g(f (v1)) = g(f(v2)) = v2,
d.h. f ist injektiv.

b) Zunachst sef : V. — W surjektiv. Istvy, ..., v, eine Basis vorV/, so wird W dann nach Satz 5.D.3 (1)
von den Vektorenw; = f(v1),...,w, = f(v,) erzeugt. Nach Satz 3.A.15 enthali, ..., w, eine
Basis vonW. Nach Umnummerieren dear bzw. w; kbnnen wir annehmen, dass dies, ..., w,, ist,
m < n. Die lineare Abbildung:: W — V werde durchz(w;) := v; fir i = 1, ..., m definiert. Dann ist
(fog)(wy) = f(vy)) =w; furallei=1,...,mund somitfoh = idy.

Sei umgekehrifoh = idy. Furwe W giltdann f (h(w)) = (fo h)(w) = idy(w) = w, d.h.w ist das Bild
von a(w), und f ist surjektiv. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 12, p. 85 (1.10.2011):

Seienn eine positive reelle Zahl und, der von den Funktione 1! w € ]—n, n[, erzeugteC-Unterraum
im Raum aller Funktionef® — C.

a) Die angegebenen Funktionen bilden ei8asis vonV,, . Gleiches gilt fir die (reellwertigen) Funktionen
1; sinwt, coswt, 0 < w < 5. Die reellwertigen Funktionen if,, sind genau die (endlichen) Summen
von konstanten reellen Funktionen und von harmonischen Schwingungen zur Kreisfreguevgl. Bd. 1,
Beispiel 12.E.6.

b) Die C-lineare AbbildungV,, — C mit f > (f(n7/n)), _ istinjektiv.

Beweis: a) DaV, definitionsgeman von den angegebenen Funktlonen erzeugt wird, genligt es zu zeigen, dass
diese linear unabhanglg sind. Dazu geniigt es nachzuweisen, dass die Funktidreogar fur paarweise
verschiedenes, ..., w, € C stets linear unabhéngig sind. Dazu verwenden wir Induktion ibeDer
Induktionsanfan@ =1 st trivial.

Seialsoy_ a; ' = Ofiiray, ..., a, € Cundallet e R. Esfolgt}_ iw,a;e®" = 0. Differenzieren liefert
Jj=1 j=1
n—1 . n .
andererselti iwja; e =0, also) i(w,— wj)a;e’ =Y iw,a; e’ — Z iwja; ' = 0. Dadie
j=1 j=1 j=1
Funktionere!®’, j=1, ..., n—1, nach Induktionsvoraussetzung Ilnearunabhanglg sind, erhalt man daraus
i(w,—w;j)a; =0, aISOaj =0wegenw, # w;, fir j=1,...,n—1. Der Falln =1 liefert dann auchu, = 0.

Mit ¢ = coswr+i sinwt sieht man, dass auch die Funktionersihwt , Coswt , 0< w < n, denVektorraum
V, erzeugen. Sie sind ferner linear unabhangig. Denn flir paarweise verschigdeng o, € |—n, n[

erzeugen die Funktionen 1; sifr , cosw;t, i = 1, ..., n, denselben2n 4 1)-dimensionalen komplexen
Unterraum vonv, wie 1; ¢!’ e, i=1,...,n
b)Seif = > a,e“ eV,undf(nr/n) =0 furalle ne N. Setzen wirk,, := €™/, so erhalten wir
—n<w<n

>ooauAt = Y a,e"™/" =0 fur allen. Dabei sind die.,, wegen—r < wn/n < 7 paarweise
—n<w<n —n<w<n
verschieden. Mit 3.A, Aufg. 19 ergibt sicly, = O fur allew, d.h. f = 0. Daher ist der Kern der betrachteten
Abbildung gleich 0 und diese somit injektiv. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 14, p. 86 (1.5.2011):

Sei A eine endlichdimensional&-Algebra. Ist das Element € A in A invertierbar, so liegt das Inverse
x~! bereits in deik -Unteralgebrak [x].
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Beweis: Seix in A invertierbar. Die unendlich vielen Potenzen®, n € N, vonx~! € A sind wegen
Dimg A < oo linear abhéngig, d.h. es gith + a1x 1 4+ aox =2 + - - - + a,x ™" = 0 mit Koeffizientery; € K,
die nicht alle 0 sind. Dabei kdnnen wiy, # 0 annehmen. Multiplikation mit, 1x"~* liefert

x =gt ax ' = — an_lxn_l(ao + alx_l + agx_z 4+t an_lx—(”—l))

= —(a;laoxnfl + a;lalx"fz + a;lclgx'“3 + o+ a;lan_l) € K[«].
Beweisvariante: Die Multiplikation A, : K[x] — K[x] mit x ist injektiv und damit bijektiv, d&K[x] C A

endlichdimensional ist. Es gibt also efiix) € K[x] mit xf (x) = 1. Man bemerke auch: Jeder Links- oder
Rechtsnichtnullteiler irA ist bereits eine Einheit. °

Abschnitt 5.D, Aufg. 16, p. 86 (1.5.2011):

SeienV ein K-Vektorraum mit der Basis;, i € I, und f:V — K eine Linearform# 0 auf V mit

f(x;)) =a; € K,i € I. Man gebe eine Basis von Kejhan.

Beweis: Sind allea; gleich 0, soistf identisch 0, als&/ = Kern f. Dann istx; ,i € I, die gesuchte Basis.

Sei alsaz;, # O fur einige I. Wir zeigen, dass; := a,,x; —a;x;,, i € [—{ig}, eine Basis von Kerrf bilden.

Wegenf (z;) = f(aixi — aixi,) = aj,a; — a;a;, = 0 liegen diez;, i € I—{ip}, in Kernf.

Sei Y rizi = 0mit(r) € KO Danngilt 0= Y a;rix; — ( Y ria;) x;,. Dadiex;, i € I, linear
i#io i#io i#ig

unabhangig sind, folgt;,r; = 0O flr i # i, alsor; = 0 wegena;, # 0. Daher sind dig; i € I, linear

unabhangig.

Sei nunz € Kernf. Es gibt(r;) € K mit z = > r,x;, da diex; eine Basis vorV bilden. Dafir gilt

iel

0= f(2) = f( X rixi) = Y ria;, alsorya;, = — Y ria; . Es folgt

iel iel i#ig

-1 -1 -1
z= Zrixi = Zrixi + a; " (rigaiy) Xiyp = Zaio riQi X; — Zaio Ti Qi Xjg
il iio i#io isio
-1 -1
= Zaio ri (@igXi — aiXjy) = Z(aio ri) i
i#io i#ig

Daher wird Kernf auch von den;, i € I — {ip} erzeugt. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 1, p. 88 (1.5.2011):

Seien f und g Endomorphismen des endlichdimensionalen Vektorrauvhesit g o f = 0. Dann gilt:
Rangf + Rangg < Dim V. Insbesondere folgt au& (= f o ) = 0 die Ungleichung Rang < % DimV.

Beweis: Aus g o f = O folgt Bild f € Kerng, also Rangf = Dim Bild f < DimKerng. Der Rangsatz
liefert dann DimV = Dim Kerng + Dim Bild ¢ = Dim Kerng + Rangg > Rangf + Rangg. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 2, p. 88 (1.5.2011) :
Seieng:V — W linear undV’ ein Unterraum vorV. Ist V endlichdimensional, so gilt

DimV — Dim V' > Rangg — Rang(g|V’).

Beweis: Der Rangsatz liefert Dink = Dim Kerng+Rangg und DimV’ = Dim Kern(g|V’)+Rang(g|V’).
Wegen Kerrg 2 Kern(g|V’), also DimKerrg — DimKern(g|V’") > 0, folgt daraus durch Subtraktion
DimV — Dim V' = DimKerng — Dim Kern(g|V’) + Rangg — Rang(g|V’) > Rangg — Rang(g|V’). e

Abschnitt 5.E, Aufg. 3, p. 88 (1.5.2011) :

Seienf:U — V undg:V — W lineare Abbildungenl/ undV seien endlichdimensionale Vektorrdume.
Dann gilt Rangf 4+ Rangg — Dim V < Rang(gf) < Min (Rangf, Rangg) .

Beweis: Wir verwenden Aufg. 2 mit’ := Bild f, also DimV’ = Rangf, und (wegen Bildg| Bild /) =
Bild (g o f) mit Rang(g|V’) = Dim Bild(g| Bild ) = Rang(g o f), und erhalten

DimV — Rangf > Rangg — Rang(g o f).
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Dies ergibt die linke Ungleichung. — Wegen Bilgdo f) C Bild g gilt Rang(g o f) < Rangg. Ferner gilt
Rang(g o f) = Rang(g|V’) = DimV’ — DimKern(g|V’) < Dim V' = Rangf, wobei wir den Rangsatz
wie in Aufg. 2 benutzt haben. Dies liefert die rechte Ungleichung. o

Abschnitt 5.E, Aufg. 4, p. 88 (1.5.2011):

Seienf:U — V, g:V — Wundh:W — X lineare Abbildungenl/, V undW seien endlichdimensionale
Vektorraume. Dann gilt Ran@g) + Rang(gf) < Rangg + Rang(hgf) .

Beweis: Wir wenden Aufg. 3 auf die Abbildungeg| Bild f: Bild f — W undh|Bildg: Bildg — X
an (in der Rolle der Abbildungeli : U — V und g:V — W in Aufg. 3). Die linke Seite der dortigen
Ungleichung bekommt dann die Gestalt

Rang(g| Bild f) + Rang(x| Bild g) — Dim Bild ¢ < Rang((|Bild g) o (g| Bild f))

Wegen Rangg|Bild f) = Rang(g o f), Rang(h|Bild ¢) = Rang(h o g), DimBild g = Rangg und
Rang( (| Bild g) o (¢g| Bild f)) = DimBild(h o g o f) = Ranghgf) liefert das die zu beweisende Unglei-
chung. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 5, p. 88 (1.5.2011):
Sei f ein Operator auf dem endlichdimens. Vektorradmangerader Dimension. Dannist Biftdl# Kern f .

Beweis: Bei Kernf = Bild f ware DimV = DimKernf 4+ DimBild f = 2DimKernf nach dem
Rangsatz gerade. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 6, p. 88 (1.5.2011):

Sei f ein Operator auf dem endlichdimensionalen Vektorraunbann sind aquivalent:
(1) Kernf =Bild f. (2) f2=0und DimV = 2-Rangf .

Beweis: Sei zunachst Keryi = Bild f. Der Rangsatz liefert dann Divi = Dim Kern f + Dim Bild f =
DimBild f 4+ DimBild f = 2Dim Bild f = 2Rangf. Fur allex € V gilt ferner f(x) € Bild f = Kern f
und somitf2(x) = f(f(x)) =0, d.h. esistf?= 0.

Sei umgekehrtf? = 0. Dann folgt £ (Bild f) = 0 und somit Bildf < Kern f. Um Bild f = Kern f zu
beweisen, gentigt es also zu zeigen, dass die Dimensionen der beiden Vektorraume gleich sind. Dies folgt aber
aus DimV = 2 Rangf mit dem Rangsatz: Dim Kerfi = Dim V — Dim Bild f = 2 Rangf — Rangf =
Rangf = Dim Bild f. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 7, p. 88 (1.5.2011):

Sei f ein Operator auf dem endlichdimensionalen Vektorraunbann sind aquivalent:

(1)Rangf = Rangf?. (1) Bild f = Bild 2. (2) DimKernf = DimKern 2. (2))Kern f = Kern f2.

(3)Bild fnKernf =0. (4)Bildf+Kernf=V.

(3) und (4) zusammen bedeuten, d&sdie direkte Summe von Bilg und Kernf ist, vgl. Korollar 5.F.4.
Beweis: (1) < (1) Trivialerweise gilt stets Bilgf? < Bild f. Daher hat man Ranfj = DimBild f =
Dim Bild 2 = Rangf? genau dann, wenn Bilg? = Bild f ist.

(2) & (2) Trivialerweise gilt stets Kerrf? © Kern f. Daher hat man Dim Keryi = Dim Bild f2 genau
dann, wenn Kerrf? = Kern f ist.

(1) & (2) Nach dem Rangsatz gilt Dim Kerfi+ Rangf = Dim V = Dim Kern f2 4+ Rangf2. Genau
dann gilt also Rang = Rangf?, wenn Dim Kernf = Dim Kern f2 ist

(1) & (4) Sei Bild f = Bild £2. Trivialerweise gilt Kernf + Bild f € V. Zum Beweis der umgekehrten
Inklusion seiv € V. Dannistf(v) € Bild f = Bild £2, und es gibt einv € V mit f(v) = f?(w). Es
folgt f (v — f(w)) = f(v) — f2(w) =0, d.h.v — f(w) € Kern f und somitv = (v — f(w)) + f(w) €
Kern f + Bild f, alsoV C Kern f + Bild f und insgesam¥’ = Kern f + Bild f.

Sei umgekehrV = Kern f + Bild f. Trivialerweise gilt stets Bilg’> < Bild f. Zum Beweis der um-
gekehrten Inklusion seb = f(v) € Bild f. Nach Voraussetzung besitzteine Darstellung = u 4+ w’
mit u € Kern f undw’ € Bild f, alsow’ = f(v) fur einv' € V. Esfolgtw = f(v) = fu + w') =
f@ + fw) =0+ f(f)) = f(f®)) €Bild 2.
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(3) & (4) Der Rangsatz liefert Dinfk = DimKern f + Dim Bild f. Mit der Dimensionsformel, vgl.
Beispiel 5.E.3, sieht man dann

Dim (Kern f N Bild f) = DimKern f 4+ Dim Bild f — Dim (Kern f + Bild f)
=DimV — Dim (Kern f + Bild f).

Genau dannist also Kerfin Bild f = 0, d.h. Dim(Kern f N Bild f) = 0, wenn gilt
Dim V = Dim (Kern f + Bild f), d.h.V = Kern f + Bild f. °

Abschnitt 5.E, Aufg. 15, p. 90 (1.10.2011):
Seiemn € N* und K ein Kdrper. Einer x n-Matrix

air ... diy

dp1 ... dyp

mit Elementery;; € K heiBe magisch, wenn ihre Zeilensummgrj:laij und ihre Spaltensummen

> _,a;; alle Gbereinstimmen. Sie heille supermagisch, wenn zusétzlich noch die beiden Diagona-
lensummend_"_; a; und "', a; »+1-; gleich der gemeinsamen Summe in den Zeilen und Spalten sind.
Man zeige, dass die magischen bzw. die supermagischen-Matrizen jeweils einerk -Unterraum aller

n x n-Matrizen UberK bilden, und bestimme die Dimension dieser Vektorraume.

Beweis: Wir verwenden das Unterraumkriterium 1.C.8. Offenbar ist die Nullmatrix sowohl magisch als
auch supermagisch. Siftfl = (a;;) undB = ((b;;) magisch, so gibt es, 1 € K mit Z;’:laij = s und

Y j—abij =t,als0y 7 (a;j +bij) = s +tfurallei =1,...,nsowie} [ ;a; = sund__; b;; = ¢, also

Yo j(aij +b;) =s+rfurallej = 1,...,n. Daheristauckl + B = (a;; + b;;) magisch. Fuu € K
folgtferner} ; aai; =a} i jai; =asfirallei =1,....nund} >/ jaa; =a)’i  a; = as furalle
Jj=1...,n,dh.a2 = (aqg;;) ist ebenfalls magisch. Die magischex n-Matrizen tberK bilden also
einen Unterraum des Vektorraums altex n-Matrizen, den wir hier mit Mag(K) bezeichnen.

Sind 20 und B sogar supermagisch, so gilt zusatzIiFi_ a; = >/ jdin1-i = sund Y /by =
Yo gbinsi =tfluri=1,...,n,als0) _j(a;+bi) =) i_qai+Y ;b =s+1sowied ' jaa; =
adl ja;=asundd._aa 11— =ay iy ain+1—; = asfuri =1,..., n. Daher sind dan@l + 8 und
a?l ebenfalls supermagisch.

Fur einen x n-Matrix 2 = (a;;) seiz; = Z;?;ll a;; die Summe der ersten— 1 Elemente in def-ten
Zeile,i = 1,...,n—1, unds; = Z;’;ll a;; die Summe der erstem— 1 Elemente in derj-ten Spalte,
j=1....n—1,vonund fernera := Y7 ¥\ la; = Y"1z = Y'_}'s;. Die Matrix 2 ist genau
dann magisch mit Zeilen- und Spaltensummevenn gilta;, =s —z; furi =1,...,n—1,a,; = s —s;
far j = 1,...,n—1 und schlieBlichz,, = a — (n—2)s. Die Wahl dera;, unda,; ist notwendig und
hinreichend dafir, dass die Zeilensumme und die Spaltensumme fiir diererdteteilen bzw. Spalten von
2 jeweils gleichs ist. Die Summe der Elemente in deiten Zeile ist genau dann ebenfallswenn dann
Z;';lla,,j + ay, = 27;11(5“ —5;) + apy = (n—1s —a + a,, = s ist, d.h.a,, = a — (n—2)s. In diesem
Fall ist automatisch auch die Summe der Elemente imelen Spalte gleich WegenZ,’.’;l1 Qin + Ay =
Z?;ll(s —z)+ta—(n—2)s =m—1Ds —a+a— (mn—2)s =s. Die allgemeine Gestalt einer magischen
Matrix mit Zeilen- und Spaltensummeist also

aia cee dlp-1 S— 21
flai, ...,a1n-1, ..., Qp-11, .., Ay_1 n—1, §) ‘= : : . : )
ap—1,1 " A4p—-1n-1 §S— Tp-1
S—S81 -+ S—S81 a—(n—2)s

wobeidiez;, s;, i, j = 1, ..., n—1, unda wie oben definiert sind. Die Abbildung: K@D 5 Mag, (K)
istoffenbark -linear und nach Obigem surjektiv. I6tais, ..., a1 0-1, -+ An-1.1, - - - » p—1.n—1, §) = 0, S0
sind zunéachst alle auftretendgngleich 0, dann die;, s; unda und schlie3lich auch Daherist Kernf = 0
und fzsomit injektiv, also insgesamt ein Isomorphismus. Nach Satz 5.D.5 ist daheg Wag,(K) =
(n—21)°+ 1.
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Eine Basis von Mag K) bekommt man alg-Bilder der Standardbasis vaar - vgl. Satz 5.D.3 (3).
Dies sind die folgendet—1)? Matrizen, bei denen digi—1) x (n—1)-Untermatrix in der linken oberen Ecke
nur in derp-ten Zeile ung;-ten Spalte eine 1 hatund ihre Ubrigen Koeffizienten alle O gingd,= 1, ... n—1,

O --- 0 --- 0 O
0 .. 1 ... 0-1
0 ... 0 ... 0 0
O -.-.-1 .- 0 1
sowie dien x n-Matrix
O --- 0 --- 0 1 \
O ... 0 .- 0 1
0 ... 0 ... 0 1
1 ... 1 ... 1 2—n

Betrachten wir nun noch die supermagischen Matrizen.nBeil ist jede Matrix supermagisch, bei= 2
sind offenbar genau die Matrizen supermagisch, deren Koeffizienten alle gleich sind. In beiden Féllen ist der
Raum dieser Matrizen 1-dimensional.
Seivon nun an alsp > 3. Genau dann isf(a11, ...,d1, p—1, -+ An—-1.1, - - - » An—1.n—1, $) SUPErMagisch,
wenn gilt
Sitai+a—(n—2s=s und s—z1+ Y1y aiis1tS—s1=5,

d.h. wenn(aiy, ..., a1, 1-1, -+ An-1.1, - - -» dn—1.n—1, §) iIMm LOsungsraum des Gleichungssystems

i i+ Y Z, paij—(=Ds=0. 537 jay — i an+ 3, din-is1 =0

liegt. Dieser Losungsraum hat nach dem Rangsatz 5.E.2 die Dimensiop Kmg = (n—1)> + 1 —r,
r:= Dim Bild g, wo die lineare Abbildung : K ®~Y*+1 — k2 definiert ist durch

8(6111,-- , a1 n— 1,'- Cln Llseev>An-1n-1, §) =

(Zz =1 aij Z Z] =1 al] (l’l—l)S , 8 — Z;;]J_- alj - Z?:_]:_L ail + Z:l:_zl ai,nfiJrl) .
Setzt man allez;; = 0 unds = 1, so bekommt mag(0,...,0,1) = (1—n,1) # 0, d.h. Bildg hat
mindestens die Dimension 1. Setzt man hingegenO und allea;; = 0 bis aufa;, = —1, so bekommt
mang(0, —1,0,...,0,0) = (-1, 1). Bein= 3 sind aber die beiden erhaltenen Bilde2, 1) und(—1, 1)
wegen—2 # —1 sicher linear unabhangig, d.h. esist Dim Bild ¢ = 2 und der Raum der supermagischen
Matrizen hat die Dimension 5 2 = 3. Bein = 4 und Chaik # 2 sind die beiden Bilde¢—3, 1) und
(=1, 1) wegen—3 # —1 ebenfalls linear unabhangig, d.h. esrist Dim Bild g = 2 und der Raum der
supermagischen Matrizen hat dann die Dimensiofr 20= 8. Bein=4 und Chaik = 2 jedoch gilt wegen
2=0, also—a;; = a;; und—3s =5,

g(a, ..., ass, s) = (2(a11 + azp + ass) + a1z + a1z + a»n + a3+ as + azp — 3s
s — 2a11 — a1 — a13 — a1 — az1 + dzz + asz) = (s + a1+ a1z + az + as1 + azs +az) (1, 1),

d.h. Bildg ist nur 1-dimensional und der Raum der supermagisched-Matrizen hat bei Chak = 2
die Dimension 3+ 1 — 1 = 9. Sei nunz > 5. Dann ist der Index2, 3) wegenn —2+1 > 4 keiner
der Indizes(i ,n —i+1). Setzen man jetzf = 0 und allea;; = 0 bis aufa,3 = 1, so bekommt man
g@©,...,0,0,0,1,...,0,...,0,...,0,0)=(1,0). Dag(0,...,0,1) = (1—n, 1) und(1, 0) stets linear
unabhéngig sind, ist dann= 2, und der Raum der supermagischenn-Matrizen hat bei > 5 stets die
Dimension(n—1)2+1—2=nn—-2). .
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Abschnitt 5.E, Zusatzaufgabe, p. 90 (1.5.2011) :

Man bestimme jeweils eine Basis von Kefrund Bild f fir die folgenderk -linearen Abbildungery:

a) f:R3—= R3mit f(x1, x2, x3) = (Xx1+ 2x2— x3, 2x1— X2+ 3x3, —x1+ 8x,— 9x3) Uber K := R.

b) f :C%2— C?mit f(z1,22) = ((1+i)zl + 2izp, —2iz1 + (2— 2i)Z2) Uberk :=C.

c) f: Kg’ — Kg mit £ (x1, X2, X3) ‘= (X14 X2+ 2x3, 2x1+ X3, X1+ 2x04 2x3) Uber K = K3 := Z/Z3.
Losung: a) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu I6sen:

x1+2x,— x3=0 x1+ 2xo— x3=0 X1+ 2xo—x3 =0
2x1— x2+3x3=0 —5xo+ 5x3=0 xp—x3 =0.
—x1+8x2 — 93 =0, 10x, — 10x3 =0,

Es ergibt sichk, = x3 und danmx; = —x3, d.h. esist Kerry = R(—1,1,1),und (—1,1,1) # O ist eine
Basis von Kerry. Mitdem Rangsatz folgt Rangj = Dim R3—Dim Kern f = 3—1 = 2. Irgendzwei linear
unabhéangige unter den Vektoréite;) = (1,2, —1), f(e2) = (2, —1,8), f(e3) = (—1, 3, —9) bilden also
eine Basis von Bilgf. Beispielsweise sind died, 2, —1) und (2, —1, 8), da keiner dieser Vektoren ein
Vielfaches des anderen ist.

b) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu losen:

A+ z1 + 2iz;=0
—2iz1+2-2)z,=0

Die zweite Gleichung liefert; = (2— 2i)/2iz, = (—1—1)z2. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt
—(141)%z0 + 2izo = 0, also — wegeiil+i)? = 2i — keine weitere Bedingung. Diebeiden Gleichungen sind
alsolinear abhangig, d.h. esist Kefn= {(z1, z2) | z1 = —(3H) 22} = C(—(3+), 1) und(—(3+i), 1) #0
ist eine Basis von Kerrf. Mit dem Rangsatz folgt Ranf = Dim C? — DimKern f = 2 — 1 = 1. Jeder
Vektor #0 unter den Vektorerf (e;) = (1+1, 2i), f(e2) = (2i, 2— 2i) bildet also eine Basis von Bild.
b) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu losen:

_xl—l— xz+§x3:0 X1+X2—|—QX3:0
2xp + x3=0 X2 =0
x1+2x2+2x3=0, X2 =0,

Es ergibt sichx; = x3 undx, = 0, d.h. es ist Kerf = R(1,0,1), und (1,0,1) # O ist eine Basis
von Kernf. Mit dem Rangsatz folgt Ranfj = DimR® — DimKern f = 3 —1 = 2. Irgendzwei linear

unabhangige unter den Vektorgite:) = (1,2, 1), f(e2) = (1,0,2), f(e3) = (2,1, 2) bilden also eine
Basis von Bildf. In K3 gilt zwar f(e3) = (2,1,2) = (2,4,2) = 2(1,2,1) = 2 f(e1), aberf(e1) und

f (e2) sind offenbar linear unabhangig. °
Abschnitt 5.F, Aufg. 7, p. 94 (1.10.2011):

SeienK ein Korper mit wenigstens Elementen und/, ..., U, Unterrdume gleicher Dimension eines
endlichdimensionale® -VektorraumsV. Dann besitze/y, ..., U, ein gemeinsames Komplementlih
Beweis: Seir := DimgU; firi = 1,...,n. Nach 3,B, Aufg. 29 gibt es: := DimgV — r Elemente
X1, ..., %y, diefliri = 1,..., n Basen vorl; zu Basen vorV erganzen. Dann iV := Kxy +--- 4+ Kx,
ein Unterraum vorvV mit V = U; @ W fiir alle;. °

Abschnitt 5.F, Spezialfall vorAufg. 13, p. 95 (1.5.2011):
p undg seien Projektionen dds§-VektorraumsV mit pg = gp. Dann istpg ebenfalls eine Projektion von
V ist, und es gilt

Bild (pg) = Bild p N Bild ¢ und Kern(pg) = Kernp + Kerng .

Beweis:Wegenpg = qp ist (pq)? = pgpq = p?>q® = pq, alsopgq eine Projektion.

Trivialerweise istx = pg(y) = gp(y) € Bild pg in Bild p und Bildg enthalten. Sei umgekehtt =
p(u) = g(v) aus Bildp N Bild ¢g. Dannistx = p(u) = p?(u) = p(p(u)) =pkx) = p(q(v)) € Bild pgq.
Trivialerweise sind Kerp und Kerng in Kern(pg) enthalten. Sei umgekehrte Kern pg, d.h.pg(x) = 0.
Dannistg(x) € Kernp undq(x — q(x)) =q(x) — g%(x) =q(x) —q(x) =0, d.h.x —g(x) € Kerng und
X =q(x)+(x—q(x)) e Kernp + Kerng. °
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Abschnitt 5.F, Aufg. 15a), p. 95 (1.5.2011):

Seienp undg Projektionen dek -VektorraumsV. Sei Chalk # 2, d.h. 2= 1x + 1x # 0in K. Genau
dann istp + ¢ eine Projektion vorV, wennpg = gp = 0 ist. In diesem Fall ist

Bild (p +¢9) =Bild p®Bildg, Kern(p+¢q) = (Kernp) N (Kerng).

Beweis: Stets gilt(p + ¢)> = p?> + qp + pq + 9> = p+q + pq + qp. Ist pg = gp = 0, so ist also
p + g eine Projektion. Ist umgekehpt+ g eine Projektion, so folgbg + gp = 0, also wegemp? = p auch
pqg = —qp = —qp> = pgp = —p?q = —pg und somit g = 0, also pg = 0 wegen 2# 0, und dann
auchgp = 0.

Seinunpg = gp = 0, und seix € Bild p N Bild g. Dann gibtest, v € V mit x = p(u) undx = g(v) =
g%(v) = q(q(v)) =qgx) = q(p(u)) = 0 wegeryp = 0. Also ist Bildp N Bild g = 0.

Bild (p + ¢) < Bild p + Bild ¢ ist trivial. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Wegap= ¢gp = 0
gilt p(x) + q(y) = p?(x) +q(p®) + p(e(y) + 4% = (p + O (px) + q(y)) € Bild (p + ¢) fur
ein beliebiges Element von Bild + Bild ¢, d.h. es ist Bildp + ¢) = Bild p + Bild ¢, insgesamt also
Bild (p + ¢) = Bild p @ Bild g.

Kern(p + g) 2 Kern p + Kerng ist trivial. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Set Kern(p +¢),

also p(x) + g(x) = 0. Mit pg = 0 folgt p(x) = p?(x) + pq(x) = p(p(x) + q(x)) = p(0) = 0, d.h.
x € Kernp. Analog zeigt man auch € Kerng. Es folgt Kern(p + ¢) = (Kernp) N (Kerng) . °

Abschnitt 5.F, Aufg. 25, p. 97 (1.5.2011) :

V sei ein endlichdimensionald?-Vektorraum, undf : V — V sei ein Operator au¥. Genau dann ist
f eine Projektion vorV, wenn es eine Basis,, ..., x, von V gibt mit f(x;) = x;,i = 1,...,r, und
fxi)=0,i=r+1,...,n.

Beweis. st f eine Projektion vo, soistV = Bild f@Kern fundf(x) = f(f(y)) = f2(y) = f(y) = x,
falls x = f(y) € Bild f. Erganzt man also eine Basis, ..., x, von Bild f durch eine Basis, .1, ..., x,
von Kernf, so erhalt man die gesuchte Basis. .., x,.

Hat man umgekehrt eine Basis der angegebenen Art, sgitt) = £ (x;) furi =1, ..., r und f2(x;) =
f(0) =0= f(x;) furi =r+1,...,n. Somitistf?(x;) = f(x;) fur allei und daherf? = f. .

Abschnitt 5.F, Aufg. 26, p. 97 (1.5.2011) :

V sei ein endlichdimensionaléf-Vektorraum, undf : V — V sei ein beliebiger Operator akf. Dann
gibt es einen Automorphismysund Projektionerp, g vonV mit f = pg = gq.

Beweis.Der Beweis des Rangsatzes zeigt, dass es eine Basis, v, vonV gibt derart, dass die Vektoren
wy = f(vy),...,w, := f(v,) eine Basis von Bildgf bilden, die wir zu einer Basis, ..., w, von V
erganzen koénnen, wobei, 1, ..., v, eine Basis von Kerrf ist. Wir definieren nun einen Endomorphismus
gvonV durchg(v;) = w; firi = 1,...,n, einen Endomorphismug von V durch p(w;) := w; fur

i =1,...,rund p(w;) ;= 0 furi = r+1,...,n, schlieBlich einen Endomorphismgsvon V durch
g;):=v furi=1,...,r,undg(v;) :=0 fUri =r+1,...,n.

Dann gilt p(g(v;)) = p(w;) = w; = f(v) furi =1,...,7r und p(g(v;)) = p(w;) = 0 = f(v;) flr

i =r+1,...,n, alsopg = f. Ferner giltg(g(v;)) = gv;) = w; = f(v;) furi = 1,...,r und
glgv)=g0)=0= f(vy) furi =r+1,...,n,alsogg = f.

g bildet eine Basis voi¥ auf eine Basis vorV ab, ist also ein Automorphismus van Aul3erdem sing
undg nach Aufg. 25 Projektionen.



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 2 13

Abschnitt 5.G, Aufg. 12, p. 105 (1.5.2011)

Eine K-lineare Abbildungf : V. — W von K-Vektorraumen ist genau dann injektiv bzw. surjektiv bzw.
bijektiv, wenn die duale Abbildung™: W* — V* surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv ist. (Der Leser mag
voraussetzen, dassund W endlichdimensional sind, obschon dies nicht nétig ist.)

Beweis: Wir wollen zunachst voraussetzen, d&ssind W endlichdimensional sind.

Genau dann st injektiv, wenn Kernf = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Dim K¢ra 0 ist. Da
nach dem Rangsatz stets Dim Kefa-Rangf = Dim V gilt, ist dies &quivalent zu Ranfj= Dim V. Nach
Satz 5.G.19ist Rangi* = Rangf, und nach Satz 5.G.4 gilt Divi* = Dim V. Die angegebene Bedingung
ist also zu Rang™ = Dim V*, d.h. zu Dim Bildf* = Dim V* aquivalent. Wegen Bilg™* € V* ist dies
wiederum &quivalent zu Bilg* = V*, d.h. zur Surjektivitat vory™*.

Genau dann isf surjektiv, wenn Bildf = W ist. Da stets Bildf € W gilt, ist dies genau dann der Fall,
wenn Rangf = DimBild f = Dim W ist. Nach Satz 5.G.19 ist Ranf = Rangf (5.G.19), und nach
Satz 5.G.4 gilt DimW* = Dim W. Die angegebene Bedingung ist also zu RAhg Dim W* &quivalent.
Dies ist wiederum &quivalent zu Dim Keyitf = 0 und damit zu Kerrf* = 0, d.h. der Injektivitat vory™,
da nach dem Rangsatz stets Dim K¢+ Rangf™* = Dim W* gilt. o

Beweisvariante: Benutzen wir den kanonischen Isomorphismys V. — V** derx € V auf die Linear-
form L, € V** abbildet, die jedenp € V* den Wertp(x) zuordnet, und analogy : W — W**, so genigt
es, zu zeigen, dass aus der Injektivitat (bzw. Surjektivitat) patie Surjektivitat (bzw. Injektivitat) vory™
folgt, was relativ einfach ist (siehe die nachste Beweisvariante). Zunachst dil= f** oy .

Vv 74
oy l l(TW
V** W**

Ist namlichx € V, so sindoy (f(x)) = Ly und f**(oy (x)) = f**(L,) = Ly o f* gleich, da flrp € V*
gilt: Lyy(@) = o(f () und(L, o f*)(p) = Ly (f*(9)) = Le(p o f) = (p o /H(x) = o(f(x)).

Ist nun f* surjektiv (bzw. injektiv), so ist nach der bereits bekannten Richttifignjektiv (bzw. surjektiv)
und damit auclf’ = o, f**oy. .

Beweisvariante: Seien nuriV und W nicht notwendig endlichdimensional.

Ist f surjektivundisty € Kern f*, so giltp o f = f*(¢) = 0. Daraus folgt abep = 0, d.h. die Injektivitat
von f*: Wegen der Surjektivitéat vorf gibt es n&mlich zu jedemy € W einv € V mit f(v) = w, also
pw) =¢(f(v)) =0.

Ist umgekehrtf nicht surjektiv, so lasst sich eine Basis, i € Iy, von Bild f zu einer Basiav;, i € I,

Ip C I,vonW erganzen. Bei DinW = oo hat man dazu Satz 3.A.16 oder sogar die Verallgemeinerung im
Anschluss an Satz 3.A.18 zu benutzen. Fir die Linearforaen W* mit ¢ (w;) = 0 furi € Ioundy (w;) = 1
furi e I— Iy gilt danny | Bild f = 0, alsof*(y) = ¥ o f = 0, undyr 0, d.h. f* ist nicht injektiv.

Ist f injektiv und istv;, i € Iy, eine Basis vorV, so sind diew; := f(v;), i € Iy, nach Satz 5.D.3 (2) linear
unabhéngig und lassen sich wie oben zu einer Bagis € I, Ip C I, von W erganzen. Zu vorgegebenem
¢ € V* definieren wiryy € W* durchy (w;) := @(v;) fur i € Ip undy(w;) := 0 fur i ¢ I. Dann gilt
(f*@)) ) = ¥ (f(v) =¥ (w) = @(w;) fir i € Io, d.h. esistf*(y) = ¢, und f* ist surjektiv.

Ist umgekehrtf nicht injektiv, so kann man wie oben eine Basisi € Ip, von Kernf # 0 zu einer Basis
vi, i€l, Ip C I,vonV erganzen. Die Linearforma € V* mit ¢(v;) := 1 flr i € Ip undg(v;) := O fur

i € I— Iplasst sich dann nicht in der Forifi*(v) = ¢ o f mit einemy, € W* schreiben, da/ o f auf
Kern f verschwindet. Daher ist danfi auch nicht surjektiv.

Die Aussagen Uber die Bijektivitat vofiund f* erhalt man jeweils, indem man die tber die Injektivitat und
Surjektivitdt zusammennimmt. Schliellich sei darauf hingewiesen, dass sich aus Beispiel 6.C.6 ein weiterer
Beweis der Aussagen (mit exakten Sequenzen) ergibt. °
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Abschnitt 5.G, Aufg. 15, p. 106 (1.10.2011):

Seienxy, ..., x, von 0 verschiedene Vektoren eines Vektorraumigber dem Korpek, der mindestens
Elemente besitze. Dann gibt es eine Hypereberig, idie keinen der Vektorem,, . . ., x,, enthalt.

Beweis: Indem manx; zu einer Basis vorV ergénzt, sieht man, dass es Linearformfer V* gibt mit
fi(x;) = 1 # 0. Daherist der RaurfK x;)° der aufx; verschwindenden Linearformen ein echter Unterraum
von V*, Nach Lemma 1.C.12 ist dann auch die Vereinigukig,1)° U - - - U (K x,,)° von V* verschieden, d.h.
es gibt eine Linearforny € V* mit f(x;) # O fur allei. SomitistH := Kern f eine Hyperebene voW,

die keinen der Vektoren, ..., x, enthalt. °
Bemerkung: Man hétte im Fall eines endlichdimensionalen Vektorrawh@ich so argumentieren kdnnen:
Nach 5.F, Aufg. 7 gibt es zu den Unterraumiéng, ..., Kx, vonV ein gemeinsames Komplemétin V

mit Kx; @ W = V fur allei. Dann ist Dimnxk W = DimgV — 1 und somitW eine Hyperebene, die keinen
der Vektoreny; enthalt. °



