Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 1

1 Vektorraumme

Abschnitt 1.A, Aufg. 1, p.4 (1.5.2011) :
SeienA ein Ring,y € A ein Element mity” = O fir einn € N undx € A ein mity vertauschbares Element.

n—1
a)FurallemeNist (x+y)" = > <’Z>x’”‘ky".

k=0
b) Genau dann ist+ y eine Einheit inA, wennx eine Einheit inA ist. In diesem Fall gilt die Formel aus
a) fur allem € Z . Insbesondere istt# y eine Einheit.

Beweis:a) Wie in Band 1 im Anschluss an 4.C.2 bemerkt, gilt der Binomialgatgy)” = > (r]:’ )xm"‘y".
k=0
Wegeny” = 0 gilt auch y* = y"y* = 0 fur allek > n. Daraus folgt die Behauptung bei> n. Bei
m < n sind die Summanden mit < k <n—1 gleich 0, da die darin auftretenden Binomialkoeffizienten
verschwinden.

b) Sei zunéchst+ y eine Einheit inA. Dann gibt es eine A mit (x+ y)z = z(x+y) = 1. Mit a) folgt

1= (x+y)'7" = nzl<z>xn—kyk R (S(Z)xn Lok Zn)
k=0 k=0

[any

n—

n—1
1= Zn(x+y)n =" Z (Z)xnfkyk — <Zn
k=0 k

e

d.h. es gibt Elemente s € A mit xr = 1 undsx = 1. Es folgtr = (sx)r = s(xr) = s, undx ist ebenfalls
eine EinheitinA mitx 1 =r = .

Il
o

Sei umgekehrt eine Einheit ina mit s := x~1. Dann gilt sx = xs = 1 und folglich wegency = yx auch
sy = (sy)(xs) = s(yx)s = s(xy)s = (sx)(ys) = ys.

n—1
Durch Induktion Ubem € N zeigen wir( 3 (_km> s'"+kyk) (x+y)" = 1. Bei m = 0 ist in der Summe

k=0
nur der Summand mit= 0 von 0 verschieden, und zwar gleich 1, d.h. beide Faktoren des Produkts sind 1.
Der Schluss vom: auf m + 1 folgt mit der Regel vom Pascalschen Dreieck, vgl. Band 1, 2.B.9 (4), nach
Indexwechsel aug” = 0 und der Induktionsvoraussetzung:

( < (n;(—l—l)) m+1+k k> (x4 )"+ = (:2_2 <_(”’;€+1))sm+l+kyk) (+y) (4 )"

:
}_\

k=0
— (:;: <_(n;€+1))sm+kyk i g( (m+1))sm+1+k k+1) (x+ )"
=<n l( (n;c-i-l)) m+kyk+ - ( (m 1))sm+k k) (x+y)"
k=0 -1
~ (7o) myo+"_1( ) gyt g (ZOHDY ) oy e
k=1
= <”_1< km) s’"+kyk) x+y" =1
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n=1,
Wegen der Vertauschbarkeit vany unds gilt auch (x4 y)" 3 ( km> s"TRyk =1 . Firm = 1 liefert
k=0
dies die Invertierbarkeit vonr + y. Ersetzt man in dem Bewiesenendurch—m mit m <0, so bekommt
man wegen” % = x~"~* gerade die Formel aus a) fiir negative °

n—1
Beweisvariante: Ist x eine Einheit, so ist auch+y eine Einheit mit(x+y) ™t = Y (—=1)*x*~1y* wegen
k=0

n—1 n—1 n—1
(Z(_l)kxfkflyk) (x+ y) — Z(_l)kxfkyk + Z(_l)kxfkflylvl*l
k=0 k=0 k=0

n—1 n
— Z(_l)kx—kyk + Z(_l)k—lx—kyk — (—1)0X0y0 + (_l)n—lx—nyn =1
k=0 k=1

n—1
und analog(x+y) Y (—1)fx*-1yk = 1.

k=0
Ist umgekehrk := x+ y eine Einheit und setzen wir := —y, so giltxy = yx undy” = 0 und nach dem
soeben Bewiesenen ist augh= x + y eine Einheit. °

Abschnitt 1.C, Varianten ztAufg. 1, p. 12 (1.4.2011) :

a) Nach Band 1, Satz 4.A.5 ist der Restklassenii@31 ein Kérper. Man stelle fest, welche der beiden
folgenden Teilmengen Untergruppen seiner multiplikativen Gruppe: (Z/Z31— {0}, -) sind:

b) Nach Band 1, Satz 4.A.5 ist der Restklassenfiri@.29 ein Korper. Man stelle fest, welche der beiden
folgenden Teilmengen Untergruppen seiner multiplikativen Gruppe: (Z/7Z29 — {0}, -) sind:

Hy:=1{1,12,17,28} , H,:={1,4,8,12,16,20,24}.

Losung: a) H; ist keine Untergruppe, da beispielswesel8 = 54 = 23 nicht inH, liegt fiir 3, 18 € H;.

H, ist eine Untergruppe vo@, da gilt: (1) Die Eintrage in der folgenden Verknipfungstafel liegen alle in
Ho, d.h. die Einschrankung der Verknlpfung vGrauf H, definiert eine Verkntpfung auts.

1 2 4 816
1| 1 2 4 816
2 | 2 4 816 1
4 | 4 816 1 2
8 | 816 1 2 4
16|16 1 2 4 8

(2) H, enthalt das neutrale ElemehtonG. (3) In jeder der fuinf Zeilen (und Spalten) der Verkniipfungstafel
kommt1 genau einmal vor, d.h. zu jedem Element @nliegt das Inverse irH,.

b) H; ist eine Untergruppe vo6, da gilt: (1) Die Eintrage in der folgenden Verknipfungstafel liegen alle
in Hy, d.h. die Einschrankung der Verknipfung vGrauf H; definiert eine Verknupfung auf;.

1 12 17 28
1| 1 12 17 28
12 | 12 28 1 17
17 | 17 1 28 12
28 | 28 17 12 1

(2) H, enthélt das neutrale Elemehtvon G. (3) In jeder der vier Zeilen (und Spalten) komfngenau
einmal vor, d.h. zu jedem Element véh liegt das Inverse irf;.

H, ist keine Untergruppe, da beispielswed#se8 = 32 = 3 nicht in H, liegt fiir 4, 8 € H,. o



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 1 3

Abschnitt 1.C, Aufg. 2, p. 12 (1.5.2011):

Man beweise Satz 1.C.6: Es seien...,a, € N*. Dann giltZa, + - -+ + Za, = Z99T (ay, ..., a,) und
Zay N ---NZa, = ZKgV (as, ..., a,).

Beweis: Seib := kgV(ay,,...,a,). Dann gibtesb; € Z mitb = b;a; € Za; furalle i =1, ..., n, also
zbe ZaiN---NZa, furalleze Z. EsfolgtZb C Zai1 N --- N Za,,.

Ist umgekehrt; € Zay; N --- N Za,, SO gibt esc; € Z mit z = ¢;a; fur i = 1,...,n. Dann istz ein
gemeinsames Vielfaches der also ein Vielfaches voh:= kgV(as, , ..., a,), und es folgt; € Zb. Daher
istZay N --- N Za, C Zb. Insgesamt ergibt sicha; N --- N Za, = Zb = ZkgV (as, ..., a,) .

Seic :=9gT(ay,,...,a,). Danngibtes; € Zmita; = c;cfurallei=1,...,n,alsozia;+---+z,a, =

(zicr+ -+ zpen)c € Ze = 2.99T (aq, ..., a,) fUr z4, ..., z, € Zc. EsfolgtZay + - - - + Za, C Zc.

Nach dem Lemma von Bezout, vgl. Band 1, Abschnitt 2.D, Aufg. 24, gibt es andererseits, u,, € Z mit
c=99T(ay,,...,a,) = urar +---+uya, € Zay+ - - -+ Zay,, also mitzc € Zay + - - - + Za, firallez € Z
und somitZe C Zay + - - - + Za,. Insgesamt ergibt sicha; + - - - + Za, = 7Z.99T (aq, ..., a,).

Beweisvariante: Statt des Lemmas von Bezout kann man fiir den Beweis der zuletzt gezeigten Identitat auch
Satz 1.C.5 aus diesem Band verwenden. Danach gibt essgfhmit Zay + - - - + Za, = Za, und es genugt

Zu zeigen, dassein grofdter gemeinsamer Teilerven . . ., a, ist. Wegeny; € Zay + - - - + Za,, = Za ista

nun ein Teiler vory; fur i =1, ..., n. Ist andererseitg ein beliebiger gemeinsamer Teiler van ..., a,,

alsoa; = did mitd; e Zfur i=1,...,n, so gibt es wegew € Za = Zay + - - - + Za, Elementez; € Z mit
a=zia1+ -+ zpa, = (z2d1 + - - - + z,d,)d, d.h.d teilt aucha. Daher ista der (bis auf Multiplikation

mit —1 eindeutig bestimmte) grol3te gemeinsame Teilengder °

Abschnitt 1.C, Aufg. 3, p. 12 (1.5.2011):

SeienH; und H, Untergruppen der Grupp&. Genau dann istl; U H, ebenfalls eine Untergruppe van
wennH; € H, oderH, C Hj ist.

Beweis:Bei H; € H, ist H1 U H, = H, und beiH, C Hy ist Hy U H, = H,, also istH, U H; in jedem der
beiden Féalle eine Untergruppe veh

Sei umgekehrif; U H, eine Untergruppe votr. Angenommen, es séi; ¢ H,. Dann gibt es eiix € H
mit x ¢ H,. Wir zeigenH, C H;. Seidazuy € H,. Wegenx, y € H; U H; ist dann auchxy € H1 U Ho.
Daher istvy = hy € Hy oderxy = ho € Ho. Im zweiten Fall ware aber= hoy~'e H, im Widerspruch zur
Wahl vonx. Also istxy= hye Hy, d.h.y=x"thie Hy. DamitistH, C H; gezeigt. °

Abschnitt 1.C, Aufg. 4, p. 12 (1.5.2011):
Sei A eine Teilmenge der Gruppe. Dann erzeug# oder abeiG — A die GruppeG.

Beweis: AngenommenA erzeuge die Grupp@ nicht. Dann gibt es definitionsgemal eine Untergrufipe
vonG mit AC HyundH;# G. Wir zeigen, das&—A die GruppeG erzeugt. Sei dazH, eine Untergruppe
von G mit G—A C H,. Wir habenH, = G zu zeigen. Nun gilG = AU (G—A) € H1UH, C G, d.h.
H,; U H, = G ist eine Gruppe. Die vorstehende Aufg. 3 liefélt € H,, d.h.G = H; U H, = H,, was zu
zeigen war, oder abé, C Hy, d.h.G = H1 U H, = Hy, im Widerspruch zur Wahl voii; . °

Abschnitt 1.C, Aufg. 5, p. 12 (1.5.2011) :

Eine nichtleere endliche Teilmengkeiner Grupp&s ist bereits dann eine Untergruppe v@nwennH mit
je zwei Elementen vot auch deren Produkt enthalt.

Beweis: WegenH # ¢, gibt es ein Elemeni € H. Nach Voraussetzung bildet die Abbilduhg: G — G
mit A, (x) := ax die MengeH in sich ab. Aus.,(x) = A,(y), d.h.ax = ay folgt x = y durch Multiplikation
von links mita—t. Daher isty, injektiv. Als injektive Abbildung ist\,|H : H — H nach Band 1, Beispiel
2.B.5 auch surjektiv, d& endlich ist. Daher gibt es eiry € H mit A,(xg) = axg = a. Multiplikation von
links mita—1e G liefert x = e, alsoe € H, wo e das neutrale Element vag ist.

Sei nunik € H beliebig. Wie oben ist die Multiplikation, |H : H — H surjektiv. Zue € H gibt es also ein
h'e H mite = A, (k') = hi'. Multiplikation von links mith~*e G liefert h=* = h—*hh’ = h' € H. o
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Abschnitt 1.C, Variante zuAufg. 5, p. 12 (1.5.2011):

A und B seien Teilmengen einer endlichen Grugpe Fur die Elementezahlen gelid |+ |B| > |G|. Man
zeigeG = AB :={ab|ac A, be B}.

Beweis: Seix e G beliebig. Da die Abbildungen — a~! von G in sich und die Multiplikatiorp, : G — G
mit x von rechts jeweils injektiv sind, habémx | a € A} und A gleich viel Elemente. Dann gibt es wegen
[{{fa=tx | ac A}|+|B| = |A|+ |B| > |G| ein Elemenbe Bmitb € {a x | ac A}, d.h.b = a1 fir ein
ac A. Esfolgtx = ab € AB. °

Abschnitt 1.C, Aufg. 10, p. 13 (1.5.2011):

Sei G eine Gruppe. Fur Teilmengef, B € G bezeichnen wir mitA B die Menge der Produktd B =
{ab|a € A,b € B}. Seien nunF, H Untergruppen vorz. Genau dann isk H eine Untergruppe vot,
wennFH = HF ist.

Beweis: Sei zunachsF H eine Untergruppe vo&. Fiir f € F undh e H istdann auctifh)~*e FH, d.h.
esgibtf'e Fundh'e H mit (fh)™* = f'h’, also fh = ((fh)—l)‘1 =(f'")yt=wm)"Yf) 't e HF.
Daher istFH € HF. Ferner gilt furhf € HF auchif = ((hf)—l)‘1 =(fhHte FH,daFH eine
Gruppe istundf~*h~1in FH liegt. DaheristH F € FH und insgesamfH = HF.

Sei umgekehrt'H = HF. Fir das neutrale Elemeaton G gilt dannee F,ec G, alsoe = ¢ -e¢ € FH.
Zu fhe FH mit f e F undh e H liegt auch das Inverse ifH wegen(fh) ' =h'f'e HF = FH.
Sind schlieRlichfh und f'h’ mit f, f'€ F undh, h’ € H Elemente vor¥ H, so gibtes wegelrH = HF
Elementehi, hp, € H und f1, fo € F mit f'h’ = hqf1 und dann(hhy) f1 = foho, also(fh)(f'h') =
(fh)(hyf1) = f(hhy) f1 = ff2h2 € FH. Daher istF H auch abgeschlossen. °

Abschnitt 1.C, Variante zvAufg. 11, p. 13 (1.5.2011):
Man stelle fest, welche der folgenden beiden TeilmengerR/ein Untervektorraum deR? ist:

U, = {(x, y) € R? | x2:4y2} , Uy = {(x, y) € R? | x%= 4xy—4y2} .

Losung: Uy = {(x,y) | x2—4y?> = 0} = {(x,y) | (x—2y)(x+2y) = 0} ist die Vereinigung der
beiden veschiedenen Geradgn, y) | y = 3x} und{(x,y) | y = —3x} durch 0 und daher nach Lemma
1.C.12 kein Untervektorraum. Dies sieht man direkt auch so: E2,id) € U; und (2, —1) € U; (wegen
22=4.12=4.(-1)?),aber2,1) + (2, -1) = (4,0) ¢ Uy (wegen 4 # 4.07).

Da das Quadratt — 2y)? in R nur dann verschwindet , wenn dies fii 2y gilt, ist U, die Gerade

[ y) | ¥2=dxy+4y2 =0} = {(x,y) | @=2y)2=0} = {(x,y) | x=2y=0} = {(x,») | y = 3x}
durch 0 und daher ein Unterraum. Dies sind man direkt auch so: Es4st@0) € U, wegen 0= 2 - 0.
Sind (x,y), (x',y") € Uz soistx —2y = 0 undx'— 2y’ = 0, und es folgix+x") —2(y+ y") = 0, d.h.
(x+x', y+y") € Uy sowierx—2ry =0, d.h.r(x, y) € Uy, firre R. °

Abschnitt 1.C, Aufg. 17, p. 14 (1.5.2011) :

Fur Unterraumd/, W einesk -VektorraumsV zeige man: Genau dann i8t— (U — W) Unterraum vorV,
wennU =V oderU C W ist.

Beweis:WennU =V ist,istV— (U—-W) =V — (V—-W) = W ein Unterraum vorV; wennU C W ist,
istV— (U—W) =V ebenfalls ein Unterraum vowi.

Sei umgekehr¥V — (U — W) ein Unterraum vorV und U # V. Dann gibt es ein € V mit v ¢ U, also mit
ve V— (U—W). Wir habenU € W zu zeigen. Sei dazue U. Angenommen, es sei¢ W. Dann ist
ue U—Wundsomitu¢ V— (U—W). Esfolgtv+u ¢ V— (U— W), daandernfalla = (v+u) + (—1)-v
Element des Unterraums— (U — W) ware. Wegen +u € V folgt nunv+u € U— W C U. Dies liefert
den Widerspruchr = (v+u) + (—1) - u € U, daU ein Unterraum vorV ist. °
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Abschnitt 1.C, Variante zvAufg. 17, p. 14 (1.5.2011) :

FurUnterraumé/, W einesk -Vektorraumsd/ mitU € W undU # W zeige man: Genaudann {§t—W)uU
Unterraum vorV, wennW =V ist.

Beweis: Angenommen, es sé/ £ V. Dann gibt eseine V mitv¢ W, alsove V- W. WegenU C W
undU # W gibt es ferner eino € W mit w ¢ U. Wir betrachterv+w € V. Warev+ w € W, so lage
auchv = (v+ w) — w im UnterraumW im Widerspruch zur Wahl vom. Also istv+ w ¢ W und somit
v+w € V—W. Dann lagen abar+w undv beide inV — W und somit erst recht itV — W) U U. Ist dies
ein Unterraum, so liegt nun auch die Differemz= (v+ w) — v darin und somit wegew ¢ U in V— W,
was aber im Widerspruch aue W steht. °

Abschnitt 1.C, Aufg. 19, p. 14 (1.5.2011):
Fur UnterrAumd/y , U, , U3 einesk -VektorraumsV mit U; C U, gilt

Ui+ (U, NU3) =U N (Uy + Us) (Modulares Gesetz)

Beweis: Wir zeigen zunachg/; + (U, N U3) € U, N (Ur+ Uz) . Seidazuv e U+ (U, N Us) . Dann ist
v=u+u' mitue Uy undu’ € U,N Us, d.h.u’ € U, undu’ € U3. WegenU; C U, istauchu € U,. DaU,
ein Unterraum vorV ist, folgt v = u+u’ € U,. AuBerdem isb = u + u’ € U;+ Uz wegenu € U, und
u' € Us, also insgesamt € U, N (U1+ Us) .

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion se& U, N (Uy+Us) , d.h.ve U und v = u+u’ mitu € U, und
u' € Us. WegenU; C U, ist auchu € U, und folglich ' = v+ (—1) - u € U,, daU, ein Unterraum ist.
Esfolgt u’ € U, N Uz und somitv = u+u’ € Uy + (U N Us). °

Abschnitt 1.C, Aufg. 20, p. 14 (1.5.2011) :
Fur UnterrAumd/, W, U’, W’ einesk -VektorraumsV mit U N W = U’ N W’ gilt

U=U+WnUH)nU+WnwH).

Beweis: Offenbar liegtU in dem Durchschnitt auf der rechten Seite. — Ist umgekehgt u+ w = u'+ w’
mitu, '’ cU undwe WNU',w e WnN W ein Element dieses Durchschnitts, soust v’ = w'—w in U
und in W als Differenz von Elementen dieser Unterraume, also au¢himW = U’ N W’. Insbesondere
liegtw —w in U'. Wegenw € U’ ist dann auchw’ = (w'—w) +w € U’. Da sowiesav’ € W' gilt, ist somit
weUNW =UnW,d.h.w' e U, und schlieBlichk = u'+w’ € U. Dies war zu zeigen. o

Abschnitt 1.C, Zusatzaufgabe p. 14 (1.5.2011):

Fur Unterraumd/ und W eineskK -VektorraumsV zeige man: IstU U W = U+ W, so istU C W oder
WCU. (Vgl. dazu auch 1.C, Aufg. 3.)

Beweis: SeiUU W = U+ W, aberU € W. Wir habenW C U zu zeigen. Sei dazw € W. Wir
zeigenw € U: Nach Voraussetzung gibt es eire U mitu ¢ W. Dannistu+w € U+ W = U U W,
d.h.esisu+w € U oderu+w € W. Im zweiten Fall ware aucly = (u+ w) + (—=1) - w ein Element
von W (da W ein Unterraum vor¥ ist) im Widerspruch zur Wahl von. Also istu+ w € U und somit
w= (u+w)+ (—1) -u € U,daU ein Unterraum vorV ist. °

Beweisvariante:Bei UZ W undW € U istsicherW # U+ W undU # U+ W, daU undW Unterraume
von U + W sind. Nach Lemma 1.C.12 (mif + W stattV angewandt) ist dann ab& U W # U+ W.
Widerspruch! o
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2 Lineare Gleichungssysteme

Abschnitt 2.A, Teil vonAufg. 2, p. 19 (1.5.2011):
Man bestimme die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme in Abhangigke# Yan

X1+ X2 — )C3=1 X1 —3)C3=—3
2x1 4+ 3xp +ax3 =3 21+ axp; — x3=-2
X1+ axy+ 3x3=2; X1+ 20 +axz= 1;

Lésung: Wir verwenden fur beide Gleichungssysteme das Gaul3sche Eliminationsverfahren.

Beim ersten Gleichungssystem subtrahieren wir zun&chst die erste Gleichung von der dritten und das Doppelte
der ersten Gleichung von der zweiten, subtrahieren dann die zweite Gleichung von der ersteiganb) thr
faches von der dritten (unter Benutzung vor-4a—1)(a+2) = —(a—2)(a+3)).

X1+ x2— x3=1 X1+ X2 — xz3=1 X1 — (a+3)x3= 0
2x1+ 3xy +axz3=3 X2+ (a+2)x3=1 X2 + (a+2)x3= 1
X1+ axp; +3x3=2, (a—D)xo + dx3=1, (a—2)(a+3)xz3=a—2,

Bei a = —3 hat die dritte Gleichung die Form € —5, und das Gleichungssystem ist nicht |6sbar. Bei
a = 2 ist das Gleichungssystem losbar, und die Lésungsmenge ist wagen(a + 3)x3 = 5x3 sowie
Xo= —(a+2)x3+1 = —4x3+1 die Gerade
L = {(xl, X2, X3) ’ x1 =b5x3,x2 = —4x3+1, xz3eR beliebig}
= {(5)63, —4x3+1, x3) | xz3 e R belleblg} =(0,1,00+R(5,-4,1).

Beia #—3unda 32 liefert die letzte Gleichungs = = , dann die mittlere Gleichung, = 1—-45 = 1,

a+3’
schlieBlich die erste Gleichung = 433 = 1.

Beim zweiten Gleichungssystem subtrahieren wir im ersten Schritt die erste Gleichung von der dritten und
das Doppelte der ersten Gleichung von der zweiten, vertauschen dann die zweite und die dritte Gleichung,
wobei wir die die neue zweite Gleichung gleichzeitig durch 2 teilen, und subtrahieren im dritten Schritt das

a-fache der zweiten Gleichung von der dritten (unter Benutzung ven%5a+3)a = —%(a—Z)(cH—S) ).
X1 — 3)63 =1 X1 — 3)(3 = 1 X1 — 3X3 = 1
2x1+axy; — xz3=1 axs; + Sx3=-1 x2+%(a+3)X3=—%
X1+ 2x2 +ax3 =0, 2x2 + (a+3)x3=—1, axy + Bxz= -1,
X1 - 3X3 = 1
X2 + %(a+3)x3 = —%

—3@=2)(a+5x3 = 3(a—2).

Beia =—5 hat die dritte Gleichung die Form= —%, und das Gleichungssystem ist nicht |6sbar. Bei2
ist das Gleichungssystem losbar, und die Lésungsmenge ist wegeBxs + 1, x,= —2x3 —3 die Gerade

L= {(xl, X2, X3) | x1 = 3x3+1,x = —g)C3—% , x3€ R belIEblg}
= {(Bxz+1, —3x3—3,x3) | x3 € R beliebigl = (1, 3,00 + R(3, -2, 1).
Beia #—5 unda 7 2 liefert die letzte Gleichungs = — < , dann die mittlere Gleichung, = 3“2 — 5 =
—ﬁ , schlieRlich die erste Gleichung = — a—;’;S +1= Z—ié . o
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Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 2, p. 19 (1.5.2011):

Man bestimme die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme in Abhangigked Gon(Der Fall
a=1 des ersten Systems ist das zweite Gleichungssystem aus Aufg. 3.)

X1+ 2x2 — 3x3+ 2x4 =3 21— x24+ x3+ x=1
2x1 +5x0 — 8x3+ 6x4 =2 X1+ 2% — x3+ 4dxg=2
3x1 +4xo —5x3+2x4=a , X1+ Txp —4xs+1lxg=a.

Lésung: Wir verwenden fir beide Gleichungssysteme das Gaul3sche Eliminationsverfahren.

Beim ersten System addieren wir das?)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und @a3)-fache der
ersten Gleichung zur dritten. Im n&chsten Schritt addieren wir das 2-fache der zweiten Gleichung zur dritten
und sehen, dass das System genau dann losbar ist,anerity gilt.

X1+ 2x0 —3x3+2x4 =3 X1+ 2% —3x3+2x4= 3 X1 + x3—2x4= 11
2x1 + 5xp — 8x3 + 6x4 =2 Xp — 2x3+ 2x4 = —4 Xp — 2x3+ 2x4 = —4
3x1 +4xo —5x3+2x4=a, — 2x2 +4x3 — dxyp =a-—9, O=a-—-17.

Beia =17 ist die L6sungsmenge des Gleichungssystems somit die Ebene
L= {(xl, X2, X3, X4) | X1 = —x3+2x4+11, x0 = 2x3—2x4—4, x3,x4 € R beliebig}
= {(—X3+2X4+11, 2x3—2x4—4, x3, X4) \ x3, x4 €R belleblg}
= (115 _45 0’ O) + R(_la 2’ 15 0) + R(27 _27 05 1) .
Beim zweiten System vertauschen wir zunachst die beiden ersten Gleichungen und addieren da@n das
fache der ersten Gleichung zur zweiten und da%)-fache der ersten Gleichung zur dritten. Im nachsten
Schritt teilen wir die zweite Gleichung durch den Koeffizienteh von x,, schliel3lich addieren wir das

(—5)-fache der zweiten Gleichung von der dritten und sehen, dass das System genau dann Iésbar ist, wenn
a = 5 gilt. In diesem Fall addieren wir noch das2)-fache der zweiten Gleichung zur ersten:

2x1— xo+ xz3+ xz=1 X1+ 2% — x3+ 4dxs=2 X1+ 2x — xzs+4dxs= 2
X1+ 2x0— x3+ 4dxs=2 2x1— xo+ x3+ xu=1 — 5x5 4+ 3x3 — 7x4 = —3
X1+ Txo —4xz3+1lxs=a, X1+ 7xo —4xz3+1lxs=a , 50 — 3x3+ Txs =a—2,
X1+ 2x2 — xz+4xg= 2 X1+ 2xp— xz3+4xg= 2 X1 +%x3+gx4= g
xp— Sxa+ {ra= ¢ xp— Sxa+ {ra= ¢ Xo— Sxa+ {xa= 2
Bxy, — 3x3+ Txg=a—2, O0=a-5, 0=a-5.
Beia=5 ist die Lésungsmenge des Gleichungssystems somit die Ebene
L = {(xl, X2, X3, X4) | X1 = —%X3—g)C4+g , X2 = :ESX3—%X4+% , X3,X4 € R belleblg}
= {(—%X3—g)€4+é, :—;X3—%X4+g, X3, X4) \ x3, x4 € R belIEblg}
=3 200+R(-% 210 +R(-&-1,01). .
Abschnitt 2.A, Aufg. 7, p. 20 (1.5.2011):
Die Menge dem-Tupel (b1, ...,b,) € K™, fur die ein lineares GleichungssysteE;’:la,-jxj = b;,
i=1,...,m, Uber dem KdrpeK eine Losung besitzt, ist eiki-Untervektorraum vork ™.
Beweis: Sei U die Menge dem-Tupel (by, ..., b,) € K™, fur die Z}Llaijxj =b;,i=1...,m, eine
Ldsung inK besitzt.
Esist0= (0,...,0) € U, da die Gleichungen bei rechter Seite 0 eine Losung haben, namlich 0.
Sindb = (b1, ...,by), b = (b],...,b,) € U,soqgibtesy = (x1,...,x,),x" = (x3,...,x,) € K" mit
Z;’:laijxj =b;, 27=1aijx; = bz/ =1 ...,m. Es fOlth;lzla,’j(Xj—i-xj/-) = Z;:l aijx;j + Z;:laijx; =
> i1 @ij(xX+x)) = b +b; unddi_ aijrx; = rb; i =1,...,m. Dahersind auch+ b’ undrb furr e K

Elemente vorU/, undU ist ein Unterraum vorK ™. °
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Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 7, p. 20 (1.5.2011):

Seieng;j, i = 1,...,m, j = 1,...,n, feste Elemente eines Kdrpeks. Die MengeU der n-Tupel
x = (x1,...,x,) € K", fur die wenigstens eines der linearen Gleichungssysteme
apXy + -+ ayux, =b1, ..., AGpix1+ -+ AupXy = by,

mit Elementerb; € K, fur dieb, + - - - + b,, = 0 qilt, die Losungx besitzt, ist eink -Unterraum vonk™.

Beweis: Esist 0= (0,...,0) € U, da die Gleichungen mib; := 0 die Lésung 0 haben und dafir
by+---+b,=0+---+0=0gqgilt.

Sindx = (x1,...,x,),x' = (x],...,x;) e U,sogibtedh = (b1,...,by),b' = (by,...,b,) € K" mit
Z;‘lzl ajjxj = b; 12}1:1 (lijle- = bl/ =1 ...,m, undZ:"zl b, = Z;n:l bl/ =0. Es fOIth;lzl al-j(xj+xjf) =
Zlea,-jxj + Z?Zlaijxj = Z;’:la,-j(xj+x/’.) =b; + bl/ und Z;zlaijrxj =rb;,i =1, ..., m, sowie
Yo bi+b) =3 b+ > L b =0und)_ (rb;) =r Y i, by = 0. Daher sind auch + x" undrx
fir r € K Elemente vorUU, undU ist ein Unterraum vork™. °
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3 Basen und Dimension von Vektorrdume

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 1, p. 27 (1.5.2011):

Man zeige, dass die Vektorgh+i, 1), (1, 1—i) eine Basis de€-VektorraumsC? bilden.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die beiden Vektoren linear unabhéngig sindeceugen.

Zum Nachweis der linearen Unabhangigkeit seien € C mit r(1+1i,1) + s(1,1—1i) = 0. Es folgt
(1+i)r+s=0undr + (1—i)s = 0. Die erste dieser Gleichungen liefer= —s/(1+1) = (—%-1— 5)s.
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt si(:h%Jr 5)s +(1—-i)s = (% —35)s =0, d.h.s=0, und dann
auchr=0. Die beiden Vektoren sind also in der Tat linear unabhangig.

Wir zeigen nun, dass die beiden Vektor@€f erzeugen. Sei dazi, b) € C2. Wir suchenr, s € C mit
r(1+i,) +s(1,1—i) = (a,b), also (1+i)r +s =a, r+ (1—i)s = b. Die erste dieser Gleichungen
lieferts = a — (1+1i)r. Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich+ (1— i)(a — 1+ i)r) = b, d.h.
—r+1-a=>b,r =1-a—b,unddany =a — (1-i)r =a— A+ ((A-)a—b) = —a+ (1+i)b.
Die angegebenen Vektoren erzeugen also difolnd bilden insgesamt eine Basis VOA

Beweisvariante: Da C? nach Beispiel 3.B.5(1) die Dimension 2 hat, liefert Satz 3.B.7, dass 2 Vektoren

bereits dann eine Basis vé@it bilden , wenn sie linear unabhéngig sind oder weniSierzeugen. Es hatte
also einer der beiden obigen Beweisteile gentigt. o

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 1, p. 27 (1.5.2011) :

Man zeige, dass die Vektorei, 2—i), (2+i, —2i) eine Basis de§-VektorraumsC? bilden.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die beiden Vektoren linear unabhéngig sindeaeugen.

Zum Nachweis der linearen Unabhangigkeit seien € C mit r(2i,2—1) + s(2+i, —2i) = 0, d.h. mit
2ir+(2+i)s = 0und(2—i)r—2is = 0. Die erste dieser Gleichungen liefer= —(2+i)s/(2i) = (—%—i—i)s.
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich—i) (—3+i)s — 2is = 3is = 0, d.h.s=0, und dann auch
r=0. Die beiden Vektoren sind also in der Tat linear unabhangig.

Wir zeigen nun, dass die beiden Vektor€p erzeugen. Sei daziw, b) € C?. Wir suchenr,s € C mit
r2i,2—i)+s+i, —2i) = (a, b) , haben also die Gleichungenr2 (2+i)s = a und(2—i)r —2is = b
zulésen. Die erste dieser Gleichungen liefert —((2+i)s/(2i)) +a/(2i) = (—3+i)s — 3ia . Eingesetzt
in die zweite Gleichung ergibt sicli2— i) ((—3 4+ i)s — 3ia) — 2is = b, d.h.2is — (3 +i)a = b,
s = (3+10)a - (=2i) + b(—2i) = (2—i)a — 2ib. Damit ist schlieBlichr = (-3 +1i)s — Jia =
(—3+D((2—0)a —2ib) — Jia = 2ia + (2+0)b.

Die angegebenen Vektoren erzeugen also difolnd bilden insgesamt eine Basis VGA.

Beweisvariante: Da C? nach Beispiel 3.B.5(1) die Dimension 2 hat, liefert Satz 3.B.7, dass 2 Vektoren
bereits dann eine Basis V@it bilden , wenn sie linear unabhangig sind oder weniierzeugen. Es hétte
also einer der beiden obigen Beweisteile genilgt. °

Abschnitt 3.A, Teil vonAufg. 2, p. 27 (1.5.2011):

Seienx, y, z linear unabhangige Vektoren ein@svVektorraumed/. Man untersuche die folgenden Systeme
auf lineare Unabhéangigkeit) x +y+2z, 2y+3z, x—y+z. b)x+y+2z, x+2y+5z, 5x +3y+4z.
dDx+y+z, 2x+y+z,x+y+3, x—y.

Losung: a) Sindr,s,t € Qmit r(x+y+2) +s(2x+3z) + t(x—y+z) = 0, so ergeben sich wegen
der linearen Unabhéangigkeit von y, z die drei Gleichungen+2s+¢t =0, r—t =0, r+3s+t = 0.
Subtraktion der zweiten von der ersten bzw. dritten Gleichung liefest 2 = 0 bzw. 3+ 2r =0. Die
Subtraktion der beiden so erhaltenen Gleichungen ergibt0 und somitr+¢ = 0. Zusammen mit der
Gleichungr—r = 0O liefert diesr =t = 0. Die Vektorenx+y+z, 2x+y+z, x+y+3z sind also auch
linear unabhangig.

b) Sindr,s,t € Qmit r (x+y+2z) + s(x+2y+5z) +t(5x+3y+4z) = 0, so ergeben sich wegen der

linearen Unabhéangigkeit von y, z die drei Gleichungem+s+5f =0, r+2s4+3t =0, 2r+5s+4r = 0.
Addition des(—1)-fachen der ersten Gleichungen zur zweiten und(ée&s-fachen der ersten Gleichungen
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zur dritten liefert jeweilss —2r = 0, d.h.s =2¢. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dana —7¢. Da
es keine weiteren Bedingungenan, r gibt, kbnnen wir nunt =1, r = —7, s =2 wahlen und erhalten in
der Tat in—7(x+y+2z) + 2(x+2y+5z) + 1- (5x+3y+4z) eine Linearkombination der betrachteten drei
Vektoren mit nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich 0 ist. Die Vektarery+2z, x+2y-+5z,
5x+3y+4z sind also linear abhangig.

cSindr,s,t,u e Qmit r(x+y+z)+s@x+y+2z) +t(x+y+3z) +u(x—y) =0, so ergeben sich
wegen der linearen Unabhangigkeit vony, z die drei Gleichungen+2s +t4+u =0,r+s+t—u = 0,
r+s+ 3t = 0. Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung liefet2u = 0, alsos = —2u.
Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichung liefert2: = 0, alsor = —3u. Einsetzen in die dritte
Gleichung ergibt = —s—3r = 2u+ %’u = %u. Da es keine weiteren Bedingungenran, ¢, u gibt, kdnnen
wirnunu =2,r =1,s = —4 undr = —1 wahlen und erhalten in der Tat in

Tx+y+2)—4@2x+y+z)—1-(x+y+32)+2(x—y)

eine Linearkombination der betrachteten vier Vektoren mit nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich
0 ist. Sie sind also linear abhéngig.

Beweisvariantezu c): Der vonx, y, z erzeugte Vektorraum ist 3-dimensional. Nach Satz 3.B.9 (1) sind 4
Vektoren in diesem Vektorraum also stets linear abhéngig. °

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 2, p. 27 (1.5.2011) :

Seienx, y, z linear unabhangige Vektoren ein@svVektorraumed/. Man untersuche die folgenden Systeme
auf lineare Unabhangigkeit) x +y+z, 2x+y+z, x+y+3z. b)x—y—z, -2x+y+z, x+y+z.
Losung: @) Sindr,s,t € Qmit r(x+y+2) + s(2x+y+z) +t(x+y+3z) = 0, so ergeben sich wegen
der linearen Unabhéangigkeit van y, z die drei Gleichungen+2s+¢t =0, r4+s+t =0, r+s+3t =0.
Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichung liefert=20, d.h. =0. Subtraktion der zweiten von
der ersten Gleichung liefest=0. Schliel3lich folgtr =0. Die Vektorenx+y+z, 2x+y+z, x+y+3z
sind also auch linear unabhangig.

b) Sindr,s,t e Qmit r(x—y—z) +s(—2x+y+z) +t(x+y+z) = 0, so ergeben sich wegen der linearen
Unabhangigkeit von, y, z die drei Gleichungenr —2s+¢t =0, —r+s+t =0, —r+s+t = 0. Die dritte
Gleichung stimmt mit der zweiten Uberein und kann daher weggelassen werden. Addition der beiden ersten
Gleichungen liefert—s+2r = 0, d.h.s =2¢. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert dane-3r. Da es
keine weiteren Bedingungen ary, ¢ gibt, kénnen wir nury =1, r =3, s =2 wéhlen und erhalten in der Tat
in3(x—y—z2) +2(—2x+y+z) + 1- (x+y+z) eine Linearkombination der betrachteten drei Vektoren mit
nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich 0 ist. Die Vektateny —z, —2x+y+z, x+y+z sind
also linear abhangig.

Abschnitt 3.A, Teil vonAufg. 4, p. 27 (1.5.2011):

Die Elementexy, ..., x, seien linear unabhangig iki-VektorraumV, und es sek = > " ; a;x; € V mit

a; € K . Genau dann sind die Elementge— x, ..., x, — x linear unabhéangig, wena; + - - - + a,, # 1 ist.
Beweis:Beia;+---+a, = listay(x1—x)+-- -+ a,(x,—x) = (arx1+ -+ a,x,) — (@1+---+a,) x =

x —x = 0, wobei nicht alle Koeffizienten; gleich 0 sein kdnnen. Die Vektoren sind dann linear abh&ngig.

Seinunai+ - - - +a, # lundseiry(x;—x) +--- 4+ r,(x,—x) = 0 flr r; e K. Unter Umbenennung van
in j undj in i in der zweiten Summe ergibt sich

n n n n n n n n n
0= riy=x) =3 r(xy = D) = Do ry = Yo Y =Y rg =D n ) a

j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1 i=1  j=1

n n
= <rj—aj2r,~>xj.
j=1 i=1
n n n n
Da diex; linear unabhéngig sind, folgt — a; Y r; = 0 fiir alle j und somit) " r; = ( aj)(Zr,-> :

i=1 j=1 j=1 i=1
n n

Wegen) "a; # 1folgt Y " r; = 0 und schlieBlich; = a; Y "r; =0, j=1,...,n. Das war zu zeigen.e
j=1 i=1 i=1
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Abschnitt 3.A, Aufg. 13, p. 28 (1.5.2011) :
Seienxy, ..., x, eine Basis deX -VektorraumsV undg;; € K, 1 <i < j <n. Genau dann ist auch

Yi=aix1, Y2 =a1X1+axx2,..., yy-1=0a1p-1X1+ -+ adp-12-1Xn-1, Yn = ad1pX1+ -+ QupXy
eine Basis vorV, wennays - - - a,, # 0 ist.

Beweis: Sei zunachsty; - - - a,, # 0. Durch Induktion Uiben zeigen wir, dassy, ..., y, eine Basis vorV
ist. Im Falln =1 ista;; # 0 und somit aucly; # 0, alsoy; linear unabhangig. AuRerdem ist jedes Vielfache
von x; dann auch ein Vielfaches von, d.h.y1 erzeugt aucly.

Beim Schluss vom —1 aufn istass - --a,-1.,-1 # 0. Die Vektorenxs, ..., x,_; sind linear unabhéngig,
also Basis eineX -VektorraumsV’. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass.. ., y,_1 ebenfalls eine
Basis vonV’ ist. Ferner isti,, # 0, d.h. das Element, lasst sich mit Elementet], € V' in folgender Form

schreibenx, = an‘nlyn - (an_nlalnxl 4+ 4+ an_nlan_l, ne1Xn_1) = an_nly,,+x,/l. Dann isty, = aunx, — annX,,.

Wir zeigen, dasgy, ..., y, ein Erzeugendensytem vadnist. Sei dazux € V. Dann gibt esx’ € V' und
ae K mitx = x'+ ax, = x' +aa,ly, +ax,. Das Element’+ ax, € V' lasst sich als Linearkombination
der Basisvektorenms, ..., y,_1 von V' schreiben, folglich alse als Linearkombination vomy, ..., y,.

Wir zeigen nun, dassg, .. ., y, linear unabhéangig sind. Seidalziy, +---+b,y, = 0flrby, ..., b, € K.
Wir erhaltenbiyr + - -+ + by—1Yn—1 — bpaunx,, + bpayyx, = b1y1 + --- + b,y, = 0. Dabei lasst sich
biyi + -+ + by_1ya—1 — buay,x, € V' als Linearkombination der Basiselemente. .., x,_1 von V'

schreibenbyyr + - - - + by_1Yp—1 — bpannx,, = arx1 + - - - + a,—1x,—1 Mit Koeffizienteray, ..., a,_1 € K.

Es folgtaix; + --- 4+ a,_1x,-1 + bya,,x, = 0. Die lineare Unabhéangigkeit det, ..., x, liefert dann
insbesonder®,,a,, = 0, alsob, = 0 wegena,,, # 0. Somit istby1y; + --- + b,_1y,_1 = 0, und dann
by =---=b,_1=0,dayy, ..., y,_1 hach Induktionsvoraussetzung linear unabhangig waren.

Durch Induktion Giber zeigen wir nunumgekehrt, dasg - - - a,, # 0ist, wenny, ..., y, linear unabhangig
sind. Im Falln = 1 ist y; = 0 beia;; = 0, alsy; sicher nicht linear unabhangig. Beim Schluss von
n—1 aufn seienys, ..., y, linear unabhéngig. Dann sind insbesondere .., y,_1 linear unabhangig,

und nach Induktionsvoraussetzungdst - - - a,-1.,-1 # 0. Nach dem ersten Teil des Beweises ist dann
Kxi+--+Kx,-1 = Ky1+---+Ky, 1. Warea,, = 0,soware), € Kx;+---+Kx,_1 = Kyi1+---+Ky,_1,

und es gabe eine Darstellung= a1y; + - - - + a,_1y,—1 im Widerspruch zur linearen Unabh&ngigkeit der
Y1, ..., Yn. AlsOista,, # 0 und daher insgesamt auefy - - - a,,, # 0.

Beweisvariante:Verwendet man Ergebnisse aus Abschnitt 3.B, so lasst sich der vorstehende Beweis wesent-
lich verkiirzen: Wie oben zeigt man, dass. . ., y, ein Erzeugendensytem vénist, wennay; - - - a,, # 0
ist. Wegen DimyV = n ist danny, ..., y, hach Satz 3.B.7 bereits eine Basis Jon

Ist umgekehrtyy, ..., y, eine Basis, so schliel3t man wie oben - --a,-1 ,-1 # 0. Ware nurg,, = 0,
so konnten die: Vektorenys, ..., y, im (n—1)-dimensionalen Raum mit der Basis ..., x,_; hach Satz
3.B.9 nicht linear unabhangig sein. Alsodsgt - - - a,, # 0. °

Abschnitt 3.A, Aufg. 18, p. 29 (1.10.2011):
Seieniq, ..., A, paarweise verschiedene Elemente im KorgerDann sind

x1i= (LA A2, LAY = L A2, A

linear unabhangig irk”.

Beweis: Wir verwenden Induktion tber. Firn =1 istx; = 1 von 0 verschieden, also linear unabhangig
inkK!=K.

Beim Schluss von—1 aufn folgt aus) | a;x; =0 mita; € K durch Betrachten der KomponentEaiAf.‘ =0,
i=1 i=1
n—1
k=0, ...,n—1. Subtrahieren dérten Gleichung vom,-fachen detk—1)-ten liefert 3~ a; (A,— )t =
i=1

S ar Tt =Y ark=0k=1,...,n—1 Firx ;== Lxr,....,A" %, i=1,...,n—1, folgt
i=1 i=1

n—1
> a;(A,—A;)x] = 0. Dadiex; nach Induktionsvoraussetzung linear unabhéngig sind, &lgt,—2,) = 0,
i=1
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also a; = 0 wegeni; # A, fir i =1,...,n—1. Einsetzeniny_ a;A? = Y a; = 0 ergibt schlieRlich auch
i=1 i=1

a,=0. °
Abschnitt 3.A, Aufg. 19, p. 29 (1.10.2011):
Die Folgen

(LA, A% .00 ..)ekY, rek,
sind linear unabhangig im Folgenrauki'.
Beweis: Wir betrachten eine Linearkombination dieser Folgen, die gleich 0 ist. Nur endlich viele der darin
auftretenden Koeffizienten konnef0 sein. Sind dies etwa die Koeffizienten ..., a, der Folgen zu den

paarweise verschiedenen Elemekte. . ., A, ausk, so folgt) a,-xf.‘ =0flri =1,...nundallek € N,
i=1

also insbesondere fitr= 0, ..., n—1. Setzt marnx; := (1, A;, xl?, e Aj?*l), so ist also) _ a;x; = 0 und

i=1
folglich ¢y = --- =a, =0, dadiex;,i =1, ..., n, nach Aufg. 18 linear unabhéngig UkErsind. °

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 24, p. 30 (1.5.2011):

V sei derR-Vektorraum der Funktionei® — R. Die Elementefi, ..., f4 von V seien definiert durch
fi(x) :=sinx, fo(x) :=cosx, f3(x) :=C0S2Z, f4(x) := cos(x+ 2). Man bestimme eine Basis des von
f1. f2, f3, fa €rzeugten Unterraunis von V.

Losung: Nach dem Additionstheorem des Kosinusfigtx) = cos(x+ 2) = cos2- cosx — sin2- sinx =
—sin2- fi(x) + cos2- f>(x), d.h. die Funktionf, ist eine Linearkombination vorf;, f», f3, die daher
ebenfallsU erzeugen.

Die Funktionenfi, f», f3 sind auch linear unabhangig und bilden daher insgesamt eine Basis. vibum
Beweis serf1+sfo+tfz =0 mitr,s,t € R, d.h.rsinx+scosx+rcos2 = 0 fir allex e R. Setzt man
hierinx = 0, so sieht man+¢ = 0. Firx = /2 bzw. x = 7 ergibt sichr —¢t = 0 bzw.—s 4+t = 0.
Addition der ersten und dritten so erhaltenen Gleichung liefertd und dann auclr = s = 0. o

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011):

Die Funktionent + coskt, k € N, und ¢ — sinkt, k € N*, sind alle zusammen linear unabhangig im
R-Vektorraum AbK[0, 2], R) der reellwertigen Funktionen auf [@r].

Beweis: Wir haben eine fir alle e R verschwindende Linearkombinationen der Form
ZakcosktJerksinkt:O, ai, by € R,
k=0 k=1

zu betrachten und zu zeigen, dass alleb, ebenfalls 0 sind. Dazu multiplizieren wir die obige Relation
zunachst mit coé: und integrieren dann von 0 bisr2 Da gilt

2 27, k=¢=0, 2
/coskt cosltdt={n, k=L#0, und /sinkt coslt dt =0,
5 0, sonst, s

vgl. die Aufgabenldsungen zu Band 1, Abschnitt 16.B, folgtffia {1, . . ., m} (bzw. ¢ = 0) sofortra, = 0
(bzw. 2rag = 0),d.h.a, =0 flrallek =0, ..., m. Indem man nun fik, ¢ € N* die verbleibende Relation

Zbk sinkt =0
k=1

mit sin£¢ multipliziert und die ebenfalls am oben gennannten Ort bewiesene Gleichung
27
/sinkt sinét dt = {
0

verwendet, sieht man analég=0flirk =1, ...,n. °

7, k=£#0,
0, sonst,
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Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011):
Die Funktionens — ¢¥', o € R, auf dem Intervall{, b], a <b, sind linear unabhangig Ub#r.

Beweis:Seiai < --- <o, e Rundsei) r; e' = 0 (fur allet € [a, b]) eine verschwindende Linearkom-
j=1

bination der betrachteten Funktionen. Indem wir diese Gleichung Tt multiplizieren, erhalten wir eine

ebensolche Linearkombination mit nichtnegativen Exponesteand wir konnen gleicky; >0 annehmen.

n
Angenommen, es sej, # 0. Durchk-faches Differenzieren erhalten wi}_ rjozj’.‘ e“' = 0 und somit
j=1
_ ; -\ k
%! = — Z :—’ (3—’) e%" . Fur k — oo (undt fest) geht die rechte Seite dieser Gleichung gegen 0 wegen
]:1 n n

0< 3 1, die linke Seite ist aber konstagt0. Widerspruch! Also ist, =0 und dann; =0 fur alle ;. e

n

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011):

Die Funktionenx — ¢'**, k e N, sind linear unabh&ngig if6-Vektorraum aller komplexwertigen Funktio-
nen auf [Q 27].

na .
Beweis: Es gentigt, eine Linearkombination der Forln ¢ e'** = 0, ¢, € C, mitmy, m, € Z zu betrachten,
k:m1
die fur allex € [0, 2] verschwindet und zu zeigen, dass alleebenfalls 0 sind. Dazu multiplizieren wir
die obige Relation zunachst mait'“* und integrieren dann von 0 bisr2 Wegen

oo o 27 | k=,
/elkxeléx dx = fel(ké)x dx =

1 2i(k—€) _ 00 (k—0)y —
1) (e e ) =0, sonst,

0 0
folgt fir € € {m4, ..., mo} sofort 2rc, = 0, d.h.c, =0, fur alle’. °

Abschnitt 3.B, Variante zuAufg. 4, p. 37 (1.5.2011) :

Bestimmen Sie die Dimensionen der Unterraurhend W, U+ W undU N W fur folgende Unterraume
im gegebeneiR-VektorraumsV .

a)V .= RS, U = {(xl,xz,X3) ERS‘xl-i—xz:O},
W = {(xl,xz,x3)eR3|xl—|—x3:0, xl—xg—X3:O}.

b) V i=R* U = {(x1, x2,x3,x4) € R* | x1 —xp+x3=0, x14x2—xs =0},
W= {(xl,xz,X3,x4) €R4|X1+XZ—ZX3:0, X1+5X2—4)C4:0}.

Losung: a) U ist der Unterraun{(xl,xz, X3) ‘ X1 = —X2, X2,X3 € ]R} = {(—xz, X2, X3) ‘ X2, X3 € ]R} =
R(-1,1,0) + R(0,0,1). Da die beiden Vektoref—1, 1, 0) und (0, 0, 1) alsoU erzeugen und offenbar
linear unabhangig sind, ist Dig/ = 2. Ferner istW = {(x1, x2, x3) | x1= —x3,x= x1—x3, x3€ R}
= {(x1, x2, x3) | x1= —x3, x2= —2x3, x3€ R} = {(—x3, —2x3,x3) | ;3e R} = R(-1,-2,1).

DaderVekton—1, —2, 1) alsoW erzeugt und als Vektat 0 offenbar linear unabhéngig ist, ist Dk = 1.
SchlieRlich istU N W der Unterraum vorR?3, der aus der(x1, x, x3) besteht, deren Koeffizienten die
Gleichungenxi+ x2 = 0, x1+x3 = 0, x1— x,—x3 = 0 erfullen. Aus den ersten beiden Gleichungen
ergibt sichx; = —x», = —x3. Einsetzen in die letzte Gleichung liefert;:3= 0, d.h.x; = 0, und dann
auchx, = x3 = 0. DaheristU N W = 0, Dimg(U N W) = 0. Die Dimensionsformel liefert nun
Dimgr(U+W) = DimgrU + DimgW — Dimp(UNW)=2+1—-0=3.

b) Fir den Unterraunt/ gllt U = {(xl, X2, X3, X4) € R* | X3 = —X1+X2,X4=X1+X2, X1,X2 € R} =
{(x1, x2, —x14 X2, x14 x2) | x2,x3 € R} = R(1,0,-1,1) + R(0, 1, 1, 1). Da die Vektoren(1, 0, —1, 1)
und (0,1, 1, 1) alsoU erzeugen und offenbar linear unabhéangig sind, ist @im= 2. Ferner istW@ =
{1, x2, x3,x4) € R* | x3= %X1+ %X2 , X4 = %X1 + %JQ, x1, x2€ R} = {(x1, x2, %XH- %X2, lexl + %m) ’
x,x2 € R} =R(1,0,3,7) +R(0, 1, 3, 2). Dadie Vektorend, 0, 3, 5) und(0, 1, 1, 2) alsoW erzeugen
und offenbar linear unabhangig sind (keiner ist ein Vielfaches des anderen) , isDin2.
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SchlieBlich ist/ N W der Unterraum voiR*, der aus defix,, x», x3, x4) € R* besteht, deren Komponenten
die Gleichungetr;—xo+x3 =0, x3+x—x4 = 0, x14+x— 2x3 = 0, x1+5x—4x4 = O erflllen. Aus der
ersten und dritten Gleichung ergibt siefr;+x2 = x3 = $x1+ 3x, als03x, = 3x1, x, = 3x1. Einsetzenin
die erste bzw. zweite Gleichung liefag = 2x, bzw.x4 = 4x;. Die vierte Gleichung ist dann bei beliebigem
xp erfullt. DaheristU N W = {(xl, X2, X3, X4) € R* | xp=3x1,x3=2x1, X4= 4x1} =R(1,3,2,4). Da
(1, 3,2, 4) als Vektor+£ 0 linear unabhangig ist, ist DigtU N W) = 1. Die Dimensionsformel liefert nun
Dimg(U+W) = DimgrU + DimgW — Dimr(UNW) =2+2—-1=3. °

Abschnitt 3.B, Aufg. 15, p. 38 (1.5.2011) :

SeiV ein Vektorraum der Dimensiaoine N.

a)SindHy, ..., H. Hyperebenen iV, soist DIm(H.N---NH,)>n—r.

b) Ist U C V ein Unterraum der Kodimension so gibt esr HyperebenerHy, ..., H, in V mit U =
HinN---NH,.

Beweis: a) Wir verwenden Induktion Uber Beir = 0 ist der Durchschnitt von 0 Hyperebenen definitions-
gemal gleiclv und hat die Dimension.

Beim Schluss von—1 aufr gilt nach Induktionsvoraussetzung DitH, N --- N H,_1) > n — (r—1). Die
Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegHa+ - - -+ H, C V, also Dim(H, + - - -+ H,) < n, und wegen
DmH =n—1:

Dim(HyN---NH,)=Dim(H,N---NH,_1)+DimH, — Dim(Hy+---+ H,)
>n—rC-1D+m—-1)—n=n—r.

b) Nach Voraussetzung ist Dith = n—r. Wir erganzen eine Basis..1, ..., v, von U zu einer Basis
Vi, ..oy Upy Upy1, ..., Uy VONV und setzerl; .= Kvy+---+ Kv;i_1+ Kvig1+---+ Kv, +---+ Ky, flr
i =1,...,r. Dann gilt nach Konstruktio#; > U fiur allei, alsoH; N---N H, 2 U. Angenommen, €s sei
H.Nn---NH, #U. Danngibtesein € H1N---NH. mitx¢ U. Istx = ajv1+---+a,v,,a1,...,a,€ K,
soista; # 0 fureini € {1,..., r}. Wegenx € H; gibt es aber auch eine Darstellung= ajvi + - - - +a, vy,
ay, ..., a,e K, mita; =0 im Widerspruch zur Eindeutigkeit einer solchen Basisdarstellung. °

Abschnitt 3.B, Aufg. 17, p. 38 (1.5.2011) :

Es seienU; , Uz, Uz endlichdimensionale Unterrdume einiésvektorraumsV mit U; N U; = O flri # ;.
Dann gilt

Dim ((Ul + Uy N U3) = Dim ((Ul N WU, + Ug)) = Dim U; + Dim U, + Dim Uz — Dim (U1 + U, + U3).
Beweis: WegenU; N U; = 0 gilt Dim (U + U,) = Dim Uy + Dim U, nach Beispiel 3.B.13 (2). Mit der
Dimensionsformel 3.B.11 erhalt man dann

Dim ((U1 + Uz) N Us) = Dim (U1 + Uz) + Dim Us — Dim (U1 + Uz + Us)
= Dim U; + Dim U, + Dim Uz — Dim (U1 + U, + Us).
Die zweite Dimensionsformel ergibt sich, indem man hiéfinrund Us vertauscht. °

Abschnitt 3.B, Aufg. 18, p. 42 (1.5.2011):

Seienxy, ..., x, € Z" beliebige VVektoren mit ganzzahligen Komponenten. Fir jede€) — Z bilden dann
die Vektorenx, + ey, ..., x, + Le, €ine Basis vorQ)”.

1.Beweis: Nach Satz 3.B.7 genlgt es zu zeigen, dassidimgegebenen Vektoren inrdimensionalen
Raum@” linear unabhangig sind. Dazu betrachten wir eine Relatidm + Ley) + - - - + a,, (x, +re,) =0
mit Koeffizientenas, ..., a, € Q. Sind nicht alleq; = 0, so kénnen wir nach Multiplikation mit einer
geeigneten ganzen Zahl annehmen, dassaallganze Zahlen sind, und dann nach Division durch den
gro3ten gemeinsamen Teiler degrdass sogar gilt ggtia, ..., a,) = 1.
Seinunx; = (i1, ..., a;) fUr i=1,..., nmitg;; € Z, und seir = a/b mita,be Z und ggTa, b) = 1.
Fur jeden Koeffizientem; # 0 erhalt man dann durch Betrachten geten Komponente in der obigen
Relation
Z a;a;j + ajaj; +Clj)n =0, also b( Z a;aij +Clj(ljj) = —aja.
i=1,i#j i=1,i#j
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Wegen ggTa, b) = 1 muss dani ein Teiler vona; sein. Aus ggTay, ..., a,) = 1folgt nunb = £1, d.h.

A € Z im Widerspruch zur Voraussetzung. °
2.Beweis:Sei?l dien x n-Matrix mit den Zeilenxy, ..., x,. Dann ist2+ A€, die Matrix mit den Zeilen
x1+Xei, ..., x,+Xie,. Nach Lemma8.B.6 sind diese Zeilen genau dann linear abhangig,%#ehé, nicht

invertierbar ist. Nach Korollar 9.C.10 ist dies genau dann der Fall, wenn die Determinanté -Pett,)
gleich 0 ist, d.h. wenn. ein Eigenwert von-2l ist, also eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
x_a = Det(X €&, 4+ 20) von —2, vgl. Definition 11.A.4. Dies ist ein normiertes Polynom vom Grawhit
ganzen Koeffizienten. Genau danniist Q eine Nullstelle dieses Polynoms, wenn der Linearfakkier A
ein Teiler vony_y (X) ist, also wenn es ein (notwendigerweise ebenfalls normiertes) Polyhen)[ X]
mit x_o(X) = (X —A)Q gibt. Nun liefert Korollar 10.A.20 zum Gaul3schen Lemma, d&ssi und Q
danninZ[X] liegen miussen. Insbesondere folgt Z im Widerspruch zur Voraussetzung. — Es genugt hier
naturlich schon, das (kleine) Gau3sche Lemma aus Band 1, Aufg. 29a) zu benutzen. °

Abschnitt 3.B, Aufg. 21, p. 39 (1.10.2011):
Fir paarweise verschiedene Elemexge. . ., A, eines Korpers, in dem die Vielfachem: - 1x , m € N*,

alle £ 0 sind (Man sagt dann aucKk, habe die Charakteristik 0), bildgén— Ao)", ..., (t— A,)" eine
Basis des Raumes|¢],, .1 aller Polynomfunktionen vom Grad n auf K.

Allgemeiner gilt (unter den angegebenen Voraussetzungerktibedao, . . ., A,,) sogar: Istf eine beliebige
Polynomfunktion vom Grad Uber K, so sind die Polynomfunktioneri(zt — Ag), ..., f(t — A,) linear

unabhéngig Ubek .
Beweis: K[t],.,1 besitzt die Basis ¥, ¢2, ..., t" und hat daher die Dimensian-1. Nach Satz 3.B.7 genligt
es somit zu zeigen, dass die angegebenen Polynomfunktionen linear unabhangig sind.

Ist > a;(t— ;)" = 0 mit Koeffizientery; € K, so liefert die binomische Formel
i=0
— (%) — . M\ n—k¢ 5 \k _ k(7 ok n—k
0_;:“’“ W—%C‘th;(k)f" (=1 —ng( 1) (k)§a,xi ok
1= 1= = = i=

Da 11,72, ..., " linear unabhéngig sind, ergibt siah-1)F ( )Za,kk =0, also)_ a;Af = 0, fir alle
i=0
k= 0,...,n. Nunist 3.A, Aufg. 18 anwendbar und liefetly = = a, = 0. — Zum Beweis der

Verallgemeinerung verwenden wir fiir= 0, ..., n die durchf® ) := > j(j—1)--- (j— k+1) b; t/7*
j=k

definiertek-te Ableitung der Polynomfunktiory (1) = Z b;t/. (Bei K = R oderC handelt es sich um
=0

die gewdhnlichen Ableitungen. Die Ableltungsregeln gelten auch fur Polynomfunktionen Uber beliebigen
Korpern, vgl. 10.A, Aufg.7.) Wegen Grgtl= n ist b, # 0 und folglich Gradf® = n— k. Nach 3.A,

Aufg. 14a) sind die Polynomfunktionefi= f©, ..., f(”) = n! b, dann linear unabhangig. Mit Hilfe der
binomischen Formel und durch Vertauschen der Summenzeichen sieht man namliehkfiir

fli—2) = Zb (t—A)f—Zb Z( )t] K~k

k)
_Z( 1) AkZ](] D---(j— k+1)b . _Z( 1 )ka (t)

(Dies ist die Taylor-Formel.) Gilt nu[l._O a; f (t— ;) = 0 mit Koeffizientena; € K, so folgt

0= 3 =20 =Y a Y-t L -3 SR (S at)

i=0 k=0

Die lineare Unabhangigkeit def® (¢) liefert Y}~ a;Af = 0 fur k = 0,...,n und dann wieder mit 3.A,
i=0
Aufg. 18 auchag=--- = a,=0. °



16 Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 1

Abschnitt 3.B, Aufg. 26, p. 42 (1.5.2011):

Seienx; = (@11, ..., a1) ..., Xy = (An1, ..., a,,) Elemente vorK"” mit |a;| > )  |a;|. Dann ist
J=1 j#

X1, ..., X, eine Basis vorK".

Beweis:Nach Satz 3.B.7 ist nur zu zeigen,dass. . ., x, linear unabhangig sind. Séix;+---+b,x, =0
flr by, ...,b, € K, und seilb;,,| maximal unter den reellen Zahléw|, ..., |b,|. Angenommen, es sei
b, # 0. Indem wir die obige Gleichung durgh;,| dividieren, kénnen wir annehmen, dasg| = 1 und

|b;| < 1giltfar j = 1,..., n. Wir betrachten nun di&-te Komponente voi; x;, = — > b;x; und
J=1, j#io
erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung:
n n n
|tigis| = |bigGigio| = | Z bjaji,| < Z |bj lajio| < Z |ajiq| - .
J=1, j#io J=1. j#io J=1, j#io

Abschnitt 3.B, Aufg. 29, p. 42 (1.10.2011):

Seienk ein Korper mit mindesterns Elementen(n € N*) und V ein endlichdimensionalet -Vektorraum.
Uy, ..., U, seien UnterrAume vol der gleichen Dimension. Fir jeden Unterraund/; sei eine Basis
gegeben. Dann gibt es DV — r Vektoren inV, die simultan die gegebenen Basen jeweils zu einer Basis
von ganzV erganzen.

Beweis: Ist r < DimgV, so sind die Unterrdumé#y, ..., U, von V verschieden. Nach Lemma 1.C.12
istdannU; U --- U U, # V. Wir kdnnen also einx; € V wahlen mitx; ¢ U; furi = 1,...,n. Dann
erganztyx, jeweils die Basis des Unterraurbs zu einer Basis vo; = U; + Kx1,i = 1,...,n, und es

gilt Dimg U/ = r+1. In dieser Weise fortfahrend erhalt man nach= DimgV — r Schritten Vektoren
x1,...,x, € V, die jede der gegebenen Basen zu einer BasiSherganzen. °
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4 Affine Raume

Abschnitt 4.B, Aufg. 3, p. 55 (1.5.2011):

Sei(Py, ..., P,) ein nichtausgeartetesSimplex,n > 2, im reellen affinen Raurf. Jeder PunkP; werde
mit einem positiven Gewicht; versehen; = 0, ..., n. Mit S; werde der Schwerpunkt der Seite des Simplex
bezeichnet, die durch Weglassen des PunRtegwonnen wird.

a) Die Verbindungsgeradeft P;, i = 0O, ..., n, schneiden sich im Schwerpungtder Punktepy, ..., P,
bzgl. der Gewichtey, ..., a,.

b) Furi=0,...,n ist das Teilverhaltnigs; , S) : (S, P;) gleicha;/b;, wo b; die Summe der Gewichig ,
Jj # i, ist. (Slnd alle Gewichte glelch so ist dieses Teilverhéltnis also einfach glgichlh diesem Fall
hei3tS der Schwerpunkt dep, ..., P, schlechthin.)

S=1R+iP+1P

A

S2=3k+ 2P

Beweis Der Schwerpunkt der Seite des Simplex, die durch Weglassen des Pﬂ’ngkatyonnen Wird, ist

S; = OZ;A bj P;, b; OZ a;. Der Schwerpunkts des ganzen SimplexSst Z 4 P, b= Zoaj.
J=0, j#i =
Dann liegtS auf jeder der Verblndungsgerad&rP wegen

n

P54+ -NSYPP ip = 4G 5p 4p=bi Yopap=Lipsip
S—P,S+P,—ZbP,P,+PI— Z o PP+ Pi= o PP+ Po= 3 PiSi+ P
j=0 j=0., j#i =0, j#i
Wegenb; = b—a giItfernerS:b;aiﬁ-l—Pi:—%ﬁ-i-ﬁ-i-Pi:%—?—i-Si und somit
(Si,8) (S, P)=a;i/b;. o

Abschnitt 4.B, Aufg. 4, p. 55 (1.5.2011):

Sei E ein K -affiner Raum. Ein 4-TupglP, Q, R, S) von Punkten inE heit ein Viereck, wenn je drei
der PunkteP, Q, R, S nicht auf einer Geraden liegen.

a) Fur ein beliebiges ViereckP, Q, R, S) sind folgende Aussagen aquivalent: (1) Die Geradéhund SR

sowie die GeradeR S und QR sind jeweils parallel. (2) EsigtQ = SR. (3) EsistPS = OR. (Sind diese
aquivalenten Bedingungen erfillt, so heil3t das ViergekQ, R, S) ein Parallelogramm.)

SD R

P

0

Beweis: Ist (1) erfillt, so gibt esk, u € R mit PO = ASR und QR = uPS . Einsetzen inPQ + OR =

PR = PS + SR liefert ASR + uPS = PS + SR, also(A—1)SR + (u—1HPS = 0. WarenSR undPS
linear abhéngig. so wéaren nun auE)Q und @? linear abhéngig, und die vier Punkte lagen auf ein und
derselben Gerade. Also sitk und P S linear unabhangig, und es folgt-1 = Oundu—1 = 0, also
PO = SRundQR = PS. Daher gelten (2) und (3).

Gilt umgekehrt (2), als®Q = SR, so wegenPQ + OR = PR = PS + SR auchQR = P, also (3).

Naturlich sind die GeradeR Q und SR sowie die Gerade®S und Q R dann jeweils parallel, d.h. (1) ist
erfullt. o
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b) Essei 2= 1x + 1x # 0in K, d.h. es sei Chak # 2. FUr ein beliebiges ViereckP, Q, R, S) bilden
die Mittelpunkte My, ..., M4 der Strecken P, Q), (Q, R), (R, S), (S, P) ein Parallelogramm, dessen
Diagonalen}; M5 und M, M, sich im Schwerpunkf P + 7 Q + R + 35 schneiden. (Dabei versteht man

unter dem Mittelpunkt einer Strecké, N) in E den SchwerpunkdL + N.)

. . e~ 152 1= o 133 > 15>

Beweis: Nach Konstruktion giltM,0 = 5PQ, OM; = 50R, SM3 = 5S8R, M4yS = 53PS, also
1A 1 17b 1D 5 1p¢ 4, 10h :

MM, = M1Q + OM, = PO+ 3OR = $PR = 3PS+ 1SR = M4S + SM5 = MyMs. Nach a) ist

daher das ViereckM,, M,, M3, M,) ein Parallelogramm.
SeiSo := zP + 30 + 3R + 1S der Schwerpunkt des Viereck®, 0, R, S). Wir zeigen, dass, der

Mittelpunkt %M1M3 + M, der DiagonaleM; M3 des Parallelogramms ist. Analog sieht man dg&sauch
der Mittelpunkt der Diagonaléf,M, ist, also der Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Dabei benutzen wir

die IdentitatenM 1M, = M1Q + OQM> = 3PQ + 30R, MoM3 = MoR + RM3 = 30R + 3RS und
—
My=3PQ+P:

— — — — — —
IMAMs+ My = MM + iMoMs + My = PO+ OR+30R+ RS+ iPO+ P
— — — —
_ P04 (PO + 10R) + (1P + 0K + 1RS) + p
1= 1= 1> —
=1PO+1PR+1PS+P=PS+P =5 .

Abschnitt 4.B, Aufg. 9, p. 56 (1.5.2011):
SeienF, = U; + P, und F, = U, + P, affine Unterrdaume eines affinen Raunes Genau dann ist
Fi1NFy, #@,wennP P, € Uy + Uy ist.

Beweis: Sei P € F; N F,. Dann gibt esu; € Uy unduy, € U, mit us+ P = P = PP, + P und
— —_— = — —_—  —
uo+P =P,=PP,+ P. ESfOlgtPlpzz PP+ PP,=—PPy+ PP, = —u1+ uy € Uy + Us.

Sei umgekehrP1P2 € Uy + Uy, alsoP1 Py = u1+uy mituq € Uy, up e Up. Dann glltP =u1+ P, € Frund
P=ui+ P =—ur+P P+ PL=—ur+ P, € F,,alsoPe FyN F>,. °

Abschnitt 4.B, Aufg. 10, p. 56 (1.5.2011):
SeienF; und F» affine Unterraume einek -affinen Raumes. Die affine Hulle vonFy; U F» heildt der
Verbindungsraum voii; und F, und werde mitF; v F, bezeichnet.

. . —e
a)SlndF1 =Ui+PundFo=Us+ P>,S0istF1 Vv Fo = (Ui +U,+ K - PLP)) + Py.
b) Sind F; und F» endlichdimensional und igt; N F» # ¢, so gilt

Dim(Fy Vv F,) + Dim(F1 N F») = Dim Fy +Dim F5.

(Wie muss man die Formel im Fath N F, = ¢ modifizieren?)

¢) Enthaltk mehr als zwei Elemente, und iBf N F»> # @, so istF; v F, die Vereinigung aller Verbindungs-
geradenP, P, mit P, # P, und P, € F1, P, € F>. (Man Uberlege sich an Hand von Gegenbeispielen, dass
eine analoge Aussage im F&ll N F, = ¢ im Allgemeinen nicht gilt.)

. —>
Beweis: a) Offenbar umfasst, v Fo, = (U1 + U, + K - P1P,) + P; sowohl F; = U; + P; als auch
F> = Uy + P> und damitFy v Fo.
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Andererseits enthal/’ fur jeder affine Unterraun’+ P von E, derF; = Uy + PLund Fo = Us + P>
—> . —
umfasst, auchP, P, und fernerU; und Us,. Insgesamt gilt dahef; v F> € (Uy + Uz + K - PyP;) + Ps.
b) Bei F1 N F, #£ @ gilt PyP, € U + U, nach Aufg. 9. Aus a) folgt daher, v F, = (Uy + Us) + Py. Die
Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegénnN F»> = (U N Uz) + Py
Dim(Fy v F;) = Dim(Uy + Uy) = Dim Uy + Dim U, — Dim(U, N Uy)
= Dim Fy + Dim F, — Dim(Fy v F>).

. I —d —
Bei FiNF, = @ gilt P1 P, ¢ Uy+ U, nach Aufg. 9. Aus a) folgt dahéf v Fo = (U1 +Uz)+ K - PLP2) + Ps.
Die Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegenn F», = (U1 N Uy) + Ps.

Dim(Fy Vv F;) =Dim(U;+ U, + K - P1P,) =DimU; +DimU, + 1 — Dim(U; N Uy)
=Dim F; +Dim F> +1—Dim(F1 Vv F>).

C) SeiP, € Uy, P, € U,. Dann giltF, = Uy + Py und F, = U, + P, mit Unterraumerly, U, des zZuE

gehdrenden Vektorraums V. Wegéh N F, # ¢ enthalt danr/; + U, nach Aufg. 9 den VektoP; P, und
F1 Vv F, dann auch die ganze Gera#leP;.

SeinunP’ € F1NF,, alsoF; = U1+ P'undF, = U+ P’. Istdann umgekeh® € F1N F», so giltes nach
Teil a) dieser Aufgabe Vektoran € U; undus e U, mit P = u1+up + P'. FUr Py := 2u; + P’ € F; und

Py :=2uy + P’ € Frgiltdann Py Py = 2up—2uq. SomitistP = ui+uz + P = (up—uy) + Qui+ P') =
—
%P]_Pg + P1 € P P>.

Gegenbeispiel dazu fiNF, = @: Die beiden Geradesy = {(¢,0,0) | € R}undg, :={(0,s,1) | s e R}
sind windschief, d.h. ihr Verbindungsraum ist nach b) ein 3-dimensionaler UnterrauRPyaiso ganZR®.
Die Punkte auf den VerbindungsgeradeyP, von PunktenP; € g1 und P, € g, haben dann die Form
(t,0,0) 4+ r(—t,s, 1) mitr, s, teR. Der PunktP := (0, 1, 0) € R® |asst sich offensichtlich nicht in dieser
Form darstellen. °

Abschnitt 4.B, Aufg. 14, p. 57 (1.5.2011) :

SeienE ein endlichdimensionaler affiner Raum ufd, F» nichtleere disjunkte affine Unterrdume vén
Dann gibt es disjunkte parallele affine Hyperebehgn H, in E mit F; € Hy, F» € H,.

Beweis: Sei F; = U1+ P1, Fo = U+ P, mit Unterraumert/y, U, des zugehdrigen Vektorrauns Da F
und F; disjunkt sind, giltP, P, ¢ U1+ U, nach Aufg. 9. Man kann also eine Basis . .., v, von U1+ U,

durchv,,1 ;= P, P, und eventuell weitere Vektoran,,, ..., v, zu einer Basis1, ..., v, vonV erganzen.
Ist nunU der Unterraum voiv mitder Basisy, ..., v, V42, ..., 0,,S0giltDIMU =DimV —-1,U; C U

undU, € U. Daher sindH; := U + P, und H, := U + P, disjunkte parallele Hyperebenen i mit
F1 € HoundF, C H,. °



