Losungsvorschliige zu ausgewiihlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 1, 3. Aufl. (Version 2010), Kapitel 6

16 Stammfunktionen und Integrale

Abschnitt 16.A, Variante zu Aufg. 5, p. 441 (1.4.2011):

Man gebe Stammfunktionen der folgenden rationalen Funktionen an, deren Partialbruchzerlegungen bereits
in den Losungen zu Abschnitt 11.B. bestimmt wurden.

xC—x*+1 Xt x—1 X+ dx*H6x3+4x7+6x+7
(x—D2x2+1)° xt4x2 (x+2)2(x2+1)

Losung: Unter Verwendung der bereits berechneten Partialbruchzerlegungen erhilt man:

1 1y
XS—x*+1 z / 2*
2x+1)d d
/(x—l)Z(xZ-l—l) /(x et bde s (x 1)2 PO
Z%X +Xx +X+%1n|x—1|—§m——l (X +1)
x°+x—1
/ S dx—/(x —l)dx—l-/ /—d
= lx —x+ln|x|+———1n(x +1) + 2 arctan x ,
/x5+4x4+6x3+4x2+6x+7 /xdx+/ /—x+1dx_
(x+2)2(x2+1) +2 (x+ 2)2 x2+1
_Ex +2In|x+2| + +2—51n(x + 1) 4+ arctan x . °

Abschnitt 16.A, Variante zu Aufg. 5, p. 441 (1.4.2011):
X242
x+D2(x—=2)°
Losung: Wir verwenden Partialbruchzerlegung und machen dazu den Ansatz:

Man gebe eine Stammfunktion an zu

42 g LD ¢ ax+1D(x—=2)+b(x—2)+c(x+ 1>
x+D2(x—2) x+1 +D2 x—2 (x+1D2(x—2) N
(a+c)x + (—a+b+2c)x + (—2a— 2b+c)
(x+ D (x—2)
Der Vergleich der Koeffizienten von x2, x und x° in den Zihlern dieser Briiche liefert die Bedingungsglei-
chungen a4+c =1, —a+b+2c =0, —-2a—2b+c = 2 fiir a, b, und ¢, aus denen wir a = % b= -1,

c= % errechnen. Es gilt also:

2

X242 3 2
———dx = dx + dx =
(x+1)2(x—2) x+1 (x+1)2 x—2
= ‘1n|x+1|+—1+21n|x 2| = )ﬁ+%ln(|x+l|(x—2)2). .
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Abschnitt 16.B, Teil von Aufg. 1, p. 454 (1.4.2011):
Man berechne Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen (jeweils dort, wo sie auf R definiert sind) :
In(In x) 1

x 7 x(I+knx)’

. . 1 . .
x sinx, xsinx?, ;lnx, arctanx , arcsinx, e‘sinx ,

1 1
cos A/x x4+ x
cosx ’ v, sinx + cosx ’ v,

Losung: Partielle Integration liefert / xsinxdx = —xcosx + / cosxdx = —xcosx +sinx.

9 a,beR, a#b.

Mit der Substitution u =x2, du="2x dx erhilt man /x sinx? dx =f% sinu du= —% cosu = —% cos x>,

Partielle Integration liefert / lnx = / 1 Inx dx =Inx-Inx — / Inx dx ,also 2 / Inx dx = ,

flnx lnx

Man hitte hier auch die Substitution ¥ = Inx, du = %dx verwenden konnen:
/lnx :/udu:luzzllnzx.
2 2

Indem man zunichst partielle Integration verwendet und dann u = 14+x2, d.h. du = 2x dx, substituiert,
siecht man:

/arctanx dx = /1 -arctan x dx = x arctan x —f Y dx = x arctanx — 1 [ du =
1+ x2 2) u
= x arctanx — %ln |u| = x arctan x — %ln(H—xz) .
Indem man zunichst partielle Integration verwendet und dann u = 1— x2, d.h. du = —2x dx, substituiert,

sieht man wegen arcsin’x = 1 / V1= x2:

. . . . du
arcsinx dx = [ 1 - arcsinx dx = x arcsin x —/ o dx = x arcsin x —|—/ =
/ / V1—x2 2/u

= x arcsinx + +/u = x arcsinx + v/ 1—x2 .

Zweimalige partielle Integration (bei der e* jeweils integriert und sin x bzw. cos x differenziert wird) liefert

fex sinx dx = e*sinx —/ex cosx dx = e'sinx — e* cosx — /ex sinx dx . Indem man das Integral

/ ¢* sin x dx auf die linke Seite bringt, folgert man daraus

/ex sinx dx =

Mit der Substitution u = Inx, du = (1/x) dx, ¢* = x und dann partieller Integration erhélt man:

/_ln(l;lx) dx = /1nudu =ulnu —u = (Inx)(In(Inx)) —Inx.

. 1 .
(ex sinx — e* cosx) =3 e* (sinx —cosx).

0| —
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Mit der Substitution u = 1 + Inx, du = (1/x) dx erhilt man

/d—x :/ldu —Injul=1n|l1+Inx|.
x (I+Inx) u

Indem wir die Substitution u# := sinx, also du = cos x dx , verwenden, erhalten wir aus f Cosx dx ein

Integral iiber eine rationale Funktion:

1 [ cosx . cos X o du 1 du
/COSX dx_/coszx dx_fl—sinzx dx_fl—uz_Z(/H-M /1—M>

2 .
=l(ln|1+u|—ln|1—u|)_—1 ‘l—i—u‘: 11 1—|—smx_1 (H—smx) —n 14 sinx
2 1—sinx 2 cosZy | cos x|
Mit den Halbwinkelformeln sinx = 2sin%‘cos§ und 1 = sin ’5‘ +c )—‘ sowie tan% = 1 und dem

Additionstheorem des Tangens aus 12.E, Aufg. 9 ergibt sich daraus

; sin? —+cos —+2s1n)‘cos’£ sin)—‘+cos’£ 2
/1 dx = Lo LEsine 1y 2775 l1n(—2)
2 2 £ 2 5

X P
COos 2 COos 3 S

T
tan 2 5 4+ tan 7

X T
1—tan§tanz

cos x 1—sinx sin® £ 4 cos? £ — 2sin

b X X
sin 5 + cos 3
X
2

tan +1
=ln‘ —ln)2—=

x 7w
=In|tan (= + =) .
cos £ — sin n|an(2+4)|

X
3 l—tani

Indem man zunichst u = /x, d.h. u> = x, 2u du = dx substituiert und dann partiell integriert, sieht man

/cosﬁdx =f2ucosu du =2usinu—2/sinu du =2usinu+2cosu =2 (v/x sin/x +cos/x).

Indem wir die Substitution u := tan 5 , also x = 2arctanu, dx = 2du/(1+ u?) , mit

2x 21 2x x
1—u? l—tan®3 cos"5—sin"5  cos(2-3)
2 = 7x T gtk 2 =cosx,
1+u 1+tan 5 5 tcos*3 1
X X X : X
2u 2tan 5 2cos 5 sin 3 sin (2 - %) .
2= 2x 2x = Sin.x
1+u I+tan”5 sin® 5 +cos?3 1
verwenden, erhalten wir aus / — dx ein Integral iiber eine rationale Funktion:
SIn x + COS X

/ 1 dx—f 2du _/ —2du
sinx+cosx 1—u? 2u 2 (u—(1-v2))(u — 1++2))
(1+u2 T ) )

L du L du
V2 V2 1
- _ = L (= =v2)| —In|u— (1442
/u—(l—ﬁ) /(u—(l—h/i)) ﬁ(n|u ( «/—)| n|u (—i—\/—)l)
L [p0=D) L, 2]
u—(14+v2)! V2 ltani-v2-1

V2
2tan%
l—tanz%

also tanz% + 2tan% —1=0,dh. tan% =J2-1= 1/(\/§+ 1) wegen tan % >0, und ferner

/ 1 1 tan%—l—(ﬁ—l)‘_

Mit dem Additionstheorem von Tangens aus 12.E, Aufg. 9 ergibt sich 1 = tan 7 = tan (2 %) =

B

X T
tan §+ tan 3

- dx=—1In ——ln‘(—tanl)-
sin x + cos x V2 o ltani- (V24D V2 8

tan 3 + tan %
a4 L S
8 V2 ll—tanjtanf

l—tan)ﬁtanl

= tan—+—ln|tan(x —|—£)|.

7 NG

-
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Alternativ kann man das betrachtete Integral auch mit Hilfe von sin% = cos% =1/ \/5 auf das oben
berechnete Integral iiber 1/ cos x zuriickfiihren:

1 1
L dx = — de = L J
/sinx—i—cosx o V2 sin x sin 7 + cos x cos 7 * ﬁ/cos(x—%) .
x —(w/4) _ 1
2 4)|_ V2

:%lnhan( lnitan(g—i-%”

Die beiden berechneten Stammfunktionen unterscheiden sich nur um die additive Konstante L In tan T .

/2 8

Wir verwenden zunéchst die Substitution u = /x + /x, u* =x+ /x = (Vx + %)2 — 1. also
W+t =x+1, x=u*+1- /ut+1,dh dx = (2u-—

) du , dann partielle Integration
ur+ ;
4

und schlieBlich die Substitution u = % sinhx, du = % coshx dx :

/,/x—i—«/)_cdx:/u-(Zu— - )du:zu3—u1/u2+l+/1/u2+ldu=
W24 ] 3 4 4

~

= %Lﬁ— u\/uz—i- i + g\/bﬂ—l- % + %Arsinh (2u)

:%(,/x+ﬁ>3—' 2ﬁ(f+ =)+ Arsmh(Z\/x—l—«/;)
- <§x+ é[— Z),/x+ﬁ+ %Arsinh (2,/x +Vx).

. o xX—a o u*b—a
Indem man die ganze Wurzel substituiert, also u = b u(x—>b) =x—a,dh x = o setzt
x— u>—
. 2(a—b)u . .
mit dx = W du und dann Partialbruchzerlegung macht, sieht man
u [—
xX—a 2(a—Db)u? a—b(/ du du /du du )
d = —d = _
/\/x—b * w2 M=\ amy T a1 T wr
a—>b u—1 1 1 a—b u—1 2u
) S
2 u+1 u—1 u+l 2 u+1 ur—1
/x a 1 xX—a
_a-— ‘ x—>b
- xX—a
i Z +1 =

b1y \/|x—a|—\/|x—b|‘+ (x—a)(x—b) Sign(x—b)

2 Vix—al+Ix—b]

2
_a=b Whoa = Vb)) JG—a)(x—b) Sign(x—b)

2 llx—al — |x—b||

VIx—al — /|x—Db|
= (a—b) In V=T |+,/(x a)(x—b) Sign(x—b) .

Dabei wurde benutzt, dass a > x und b > x gelten muss oder aber a < x und b < x, damit die Ausgangsfunktion

definiert ist. In jedem Fall gilt dann ’lx —al| — |x—>b| ‘ = |a—b| . SchlieBlich ist auch die Funktion
(a—b) In|/|x—al] — /]x—>b] | + ~/(x—a)(x—b) Sign(x—b), die sich von dem berechneten Integral nur
—a

um eine additive Konstante unterscheidet, eine Stammfunktion zu °

x—b"'
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Abschnitt 16.B, Variante zu Aufg. 1, p. 454 (1.4.2011):

Man berechne Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen (jeweils dort, wo sie auf R definiert sind) :

. ) 1 sin x sin x
xsinhx, xsinh(x?), xlnx, cos’x, cos*x, e“cos(e’), 3 3 ,
COS X COS X /1—cosx
Inx In*x

. . . . Inx
sin &/x, «/x cosha/x, coshx sin(sinhx), coshx sinx, sin(lnx),

x_zv ﬁ’ X )
2 /2 _
L= V14x2, Vx2-1, x2+1, ,/er, V14V,
X X

x/1+x2 V1=x2'

1 1
sinx +2cosx ~ 1+3cosx

Losung: Mit partieller Integration erhilt man f x sinhx dx = x coshx — / coshx dx = x coshx —sinh x .

Die Substitution u = x?, du = 2xdx liefert /x sinh (x?) dx = % /sinhu du = %cosh U= %cosh(xz).

Partielle Integration liefert

2 2 2 2 2 2
/xlnxdx:x—lnx—/x—-ldx=x—lnx—/£dx=x—lnx—x—=x—(lnx—l).
2 2 x 2 2 2 4 2 2

2 2

Unter Verwendung von cos“x = 1 — sin“x sieht man mit der Substitution # = sinx, du = cosx dx:

/cos3x dx = /cosx (1— sin’x) dx = f(l —u?)du=u-— %u3 =sinx — % sin’x .

2 2

Partielle Integration liefert unter Verwendung von cos“x = 1 —sin“x und / cos’x dx = %x—i—% sinx cosx:

/cos4x dx = sinx cos’x — 3 [ sinx cos’x (—sinx) dx = sinx cos’x + 3/cos2x dx — 3/cos4x dx,

also 4 | cos*x dx = sinx cos’x + %x—i— % sinx cosx, cos*x dx = A—ltsinx cos’x + %x—i— % sinx cosx .

Mit der Substitution u = e*, du = e*dx sieht man /ex cos(e*) dx = /cosu du = sinu = sin (e¥) .

auf das bereits weiter ober

Durch partielle Integration fiihrt man / dx
cosox

berechnete Integral iiber 1/ cos x zuriick:

1 1 1 tan x tan x sinx sin x 1— cos?x
3 dx = 5o dx = — 5 dx = | Y= dx , also
COS°x COS“X COSX Cos X COS“X COS“X COS X

2/ dx _ sinx +/ dx _ sinx Idsinx, / dx _1<sinx tin 1+sinx>
cos3x  cos’x COSX  cos’x |cosx| ’ cos3x 2 \cos2x |cosx| /"~

Die Substitution u# = cosx, du = — sin x liefert SINY iy = — du = 1 = b .
cos3x ul  2u?  2cos?x

mit Hilfe von tan’ x = 1
cos?x

sin x d

u
e — X = —
/1—cosx V1—u

Die vorstehende Substitution liefert ferner

=2V/1—u=2+/1—cosx .
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Indem man zunéchst u = 3/x, d.h. u? = x, 3u?du = dx, substituiert und dann zweimal partiell integriert,
sieht man

/sin{/)_cdx :fSuzsinu du = —3uzcosu+6/ucosu du = —3u® cos u + 6u sinu + 6 cos u

=3(2—W) cos +/x + 63/x sin /x .

Indem man zunichst u = /x, d.h. u? = x, 2udu = dx, substituiert und dann zweimal partiell integriert,
sieht man

/ﬁcoshﬁ:Z/uzcoshudu = 2u’sinhu —4/usinhudu = 2u’*sinhu —4ucoshu+4/coshudu

= 2u”sinh u — 4u cosh u + 4 sinh u = 2x sinh /x — 4+/x cosh +/x + 4 sinh /x .

Mit der Substitution # = sinh x, du = cosh x dx sieht man:

/coshx -sin (sinh x) dx = /sinu du = —cosu = —cos (sinh x) .

Zweimalige partielle Integration liefert

/coshx sinx dx = sinhx sinx — /sinhx cosx dx = sinh x sinx — coshx cosx — /coshx sinx dx,

also fcoshx sinx dx = %(sinhx sinx — cosh x cosx).

Indem man u = Inx, d.h. " = x, e“du = dx, substituiert, fithrt man das folgende Integral auf das weiter
oben berechnete Integral iiber e sin u zuriick:

/sin (Inx)dx = fe“ sinudu = %e“ (sinu — cosu) = %x (sin (Inx) — cos (lnx)).

Partielle Integration liefert f 111_2x dx = _Inx + de _ _Inx 1 .
X X x2 X X

Partielle Integration liefert ebenfalls lf;fdx =2/x Inx—2 j-f =2/x Inx—4/x =2/x (Inx-2).

Unter Verwendung der Substitution u = Inx, du = (1/x) dx erhidlt man

/ )lc (In x)4 dt = / utdu = éus = % (Inx)°> . Ubrigens konnte man hier auch partielle Integration

verwenden, wobei 1/x integriert und (In x)* differenziert wird. Das Ergebnis folgt dann aus der Gleichung

/}lc (nx)* dx = (Inx)° —4/(lnx) : % (Inx)? dx . d.h. 5/% (Inx)* dx = (Inx)°.

Mit der Substitution u = Inx, du = (1/x) dx, e* = x und dann partieller Integration erhélt man:
/lnx x = /i du = /ue” du = —ue”—i—fe“ du = —e " (I4u) = —e " (1+lnx) = _%_ln_x‘
elt

X
Ubrigens koénnte man hier auch direkt partielle Integration verwenden, wobei 1/x? integriert und In x dif-

ferenziert wird: / 1n_2x dx = _ln_x + / 2 dt = —lnTx — )lc Mit der Substitution x = sinhz,
X
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dx = cosht dt, Arsinhx = t bekommt man wegen cosh?s — sinh?s = 1 und cosh¢ > 0, also cosht =
V 14sinh?*t =+/1+x2, und mit Hilfe der nachfolgenden Substitution # = cosh ¢, du = sinht dt:

/ 1 dx:f cosht dt _ [ _at :/ sinht du :/ du :lln|u_1|:
x+/14x? sinh 7+/ 1+ sinh?z sinh ¢ cosh?r—1 wr—1 2 'ya1

1 coshr—1

1 V1+x2 =1
Lpposhe=ly 1y, vIgxs =1
2 ‘cosht+1 2 J14x2+1

Mit der Substitution x = sint, dx = cost dt, arcsin x = t bekommt man wegen 1 — sin’f = cos’t

2 sin’t . . .
costdu = [ 2sin’tdt =t — cost sint = arcsin x — xv1—x2,
/1 xz cost
wobei wir / sin’t dt mit Hilfe partieller Integration aus / sin’t dt = —sintcost + / cos’tdt =

—sintcost + /(1 —sin’t)dt =1t — sintcost — /sin2t dt berechnen.

Die Substitution x = sinh#, dx = cosht dt ergibt wegen cosh’t — sinh’¢ = 1 nach partieller Integration:
/\/ 14+x2% dx = /coshzt dt = cosht sinht — fsinhzt dt = cosht sinht — /(1 + cosh?t)dr, d.h.

2/cosh2t dt = cosht sinhz — ¢, und somit /\/ 14+x2dx = /coshzt dt = = (xy/14x? — Arsinh x) .

1
2

Die Substitution x = cosht, dx = sinht dt ergibt wegen cosh’t — sinh?¢ = 1 nach partieller Integration:
/\/xz—l dx = /sinhzt dt = sinht cosht — /coshzt dt = sinht cosht — /(1 + sinh’7) dr, d.h.

2/sinh2t dt = sinht cosht — ¢, und somit /\/xz—l dx = /sinhzt dt = % (x x2—1-— Arcoshx) .

Die Substitution x = sinh ¢, dx = cosh dt ergibt wegen cosh?s — sinh?t = 1 nach partieller Integration:

/ 2 2 A/ 2 1
/ + COSh2 = —cosht — 1 + / dx = Arsinh x — s .
sinh“¢ sinh ¢ X
. . . 1—x 2 1—x 2 2 2 2x . .
Die Substitution u = ,dh. u = , 1+u” = und 1 —u” = , schlieBlich
1+ x 1+ x 1+ x 1+ x

1—u? —4u
Sl P L
1+ u? (1+u?)?

/ dx—/Zu —2u du =2u - ! —2/ ! du:z—u—Zarctanu=
Vl—i—x (1+u2)? 14+ u? 14+ u? 14+ u?
=2 1_)C‘H_X—Zarctan /1—x= 1—x2 — 2 arctan ll_x.
14+ x 2 1+ x 1+ x
Die Substitution u = /1 + Ve, ut =1+ Vx,u’—1=Vx,x =u*~2u*+1,dx = (4u—4u) du liefert

/w/l+ﬁdx:/u-(4u3—4u)du:/(4u4—4u2)du:gus—gbﬁ:ng’(uz—l—%):
:%,/1+f(1+f)(f——):%‘\/1+ﬁ(x+%\/‘_§),

du , liefert mit nachfolgender partieller Integration:
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Wir verwenden zur Berechnung einer Stammfunktion zu 1/(sinx + 2 cosx) die Substitution # = tan % ,
also x = 2arctanu, dx = 2du/(1+u?), mit

2

1—u? l—tanz’z‘ oszg—sin 5 cos(2- )
1 2 = 1 2x = 2x 2X = 1 =Cosx,
+u +tan3 sIn”5 +cos°3
x X gin £ ; x
u 2tan 5 _ 2cos 5 sin 5 B sin (2 - %) .
1 2 1 2x T :.2x 2x 1 = S X
+u +tan“3 sIn” 5 4-cos“3

und erhalten ein Integral {iber eine rationale Funktion:

|
/ dx =/ 2 du / / 75 du 75 du
sinx + 2cosx ( 2u +21 )(1+ 2) u —u—l u——+ f u_%_%ﬁ

14 u? 14 u?

L ORI SN O DN B | 2t2Ys
_ﬁ(ln|u 2+2\/§| ln|u \/_|> ‘ _%_%\/3 \/gntanf———l 5|.

Wir verwenden wieder die Substitution u = tan 7, also x = 2arctanu, dx = 2du/(1+ u?), und erhalten
ein Integral tiber eine rationale Funktion:

1 dx — Zdu _ —du
/1+3C°” /(1+3 o 1=y (142 f(“—ﬁ)(b”rﬁ)

_/ 2*[ d
1 | ‘tan§+\/§

= n .
22 tan%—ﬁ

% <ln’u+«/§)| —1n|u—«/§|> = % m’Z‘l‘ﬁ

Abschnitt 16.B, Variante zu Aufg. 1, p. 454 (1.4.2011):

Man berechne fiir m, n € N die folgenden bestimmten Integrale:

2

[ (Inx)? o /eln (o)
X X

1

1
/(H—x)"(l—x) dx, fo(l —x)"dx ,

e 0 0

2 2 2
/sinmt cosnt dt /sinmt sinnt dt , /cosmt cosnt drt .

0 0 0

Losung: Die Substitution u = Inx, du = (dx)/x, mit u(1) =In1 =0und u(e) = Ine = 1 liefert:

‘ (ln)C)2 " 2 1 3 1 1
dx = / u-du=—-u | = .
X 3 3

0

u(1)

Die Substitution u = Inx, du = (dx)/x mit u(e) =Ine = 1 und u(e®) = Ine* = 2 liefert:
e? u(e?)
In (In x) 2
S dx = Inudu=wlnu —u)| =2In2—-1.
1

e u(e)
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Die Substitution u = 14 x, du = dx, 1 —x = 2—u liefert wegen u(0) = 1 und u(1) = 2:

2
2un+l un+2 u=2

I 2
f(l—i—x)"(l—x)dt =/u"(2—u)du = /(2u”—u”+l)du = — =
0 1

n+1 n+2 lu=1
1

2n+2 2n+2 2 1 2n+2 —n _3
T+l n+2  a+l a2 (mEhH@+2)

Mit partieller Integration liefe die Rechnung iibrigens folgendermaf3en:

1

1
n+1 jt=1 n+1 n—+2 1
/(1+x)"(1—x>dz=(1_;>% +/%d,=_ I (1+1)
+1 =0 n+1 n+1  (n+1)(n+2) lo
0 0
1 on+2 1 M2 _ 3

STl T Dt | D2 - A Dnt2)

Mit Hilfe der Substitution u = u(x) = 1—x, du = —dx erhalten wir wegen u(0) = 1, u(1) = 0:
1 0 1
/xz(l—x)" dx = — /(1 —uw)u" du = f(u"—2u’1+1+u"+2) du =
1

0

un+l 2un+2 un+3 1
n+l  n+2  n+3lo

0
1 2 1 2

T+l n+2 43 +D)n+2)(n+3)

Mit zweimaliger partieller Integration liefe die Rechnung iibrigens folgendermaf3en:

L 1
/ 2—rydr = -2 A0 T, /ta—_m“d, _ L, =

t=1

n+1  li=o n+1 N (n+1)(n+2) li=o
0 0
1
pof A=0"  ,  (A=n™ 2 .
J (n+1)(n+2) (n+D(n+2)(n+3) li=0 ~ (n+1)(n+2)(n+3)

Mit sinmt cosnt =  3((sinmtcosnt + cosmtsinnt) + (sinmtcosnt — cosmtsinnt)) =
3(sin (m+n)t + sin (m — n)t) bekommt man bei m#n#0:

2 2 2
/sinmt cosnt dt = %/sin(m+n)t dt —i—%/sin(m—n)t dt =
0 0 0
= 1 cos (m+n)t ” — ;cos (m—n)t u =—-0-0=0.
2(m—+n) 0 2(m—n) 0

Beim=nistsin (m—n)t =0 (und bei m =n = 0 auch sin (m+n)t = 0) . Das Ergebnis ist dann in beiden
Fillen auch gleich 0.

Das Additionstheorem sinmt sinnt = %((cos mt cos nt +sinmt sin nt) — (cos mt cos nt — sin mt sin nt)) =

3(cos (m—n)t — cos (m+n)t) liefert (bei m # n):

2 2 2
/sinmt sinnt dt = %/cos(m—n)tdt— %/cos (m+n)tdt =
0 0 0
. 2 . 2
:msm(m—n)to —msm(m—i—n)to =0-0=0.
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Bei m = n ist cos (m—n)t = 1 und oben ist das erste Integral gleich w, wihrend das zweite Integral nach
wie vor verschwindet; das Ergebnis ist dann gleich . Bei m =n = 0 ist auch cos (m+n)t = 0 und beide
Integrale haben den Wert r; das Ergebnis ist dann 2.

Das Additionstheorem cosmt cosnt = 3(cos (m+n)t + cos (m—n)t) liefert (bei m # n)

2 2 2
/cosmt cosnt dt = %/cos (m+n)t dt +%/Cos(m—n)t dt =
0 0 0
1 . 2 1 . 2 0 0 0
= — t — —-mt| = =0.
2t sin (m—+n) o + 2m—n) sin (m—n) ’o +

Bei m = n ist cos (m—n)t = 1 und oben ist der zweite Summand gleich 7, wihrend der erste Summand
nach wie vor verschwindet; das Ergebnis ist dann gleich . Bei m =n = 0 ist auch cos (m+n)t = 0 und
beide Summanden haben den Wert 7; das Ergebnis ist dann 2.

Auch die drei letzten Integrale lieBen sich durch zweimalige partielle Integration berechnen. °

Abschnitt 16.B, Aufg. 13, p. 457 (1.4.2011):

/2 /2
b) Die Funktion f : [0, 1] — K sei stetig. Dann gilt ff(sm t)ydt = / f(cost)dt = /f(smt) dt.
/2
Beweis: Die Substitution u = Z —t, du = —dt,t = 5 — u liefert wegen sin (Z —U) =cosu:
/2 /2
/f(smt)dt /f sm(1 —u) a’u = /f sm(l—u) du = /f(cosu)du
/2
Die Substitution u = w —t, du = —dt,t = w — u liefert wegen sin (7 —u) = sinu:
/2 /2
/f(smt)dt /f sin (77 —u) du—/f sin (71 —u) du—/f(smu)du °
/2 /2
Abschnitt 16.B, Aufg. 13, p. 457 (1.4.2011):
X
Fir ne Nsei D, := [tan"rdt, |x| < 7/2.
0
a) Esist Do(x) :=x, Di(x):=—Incosxund nD, ;(x) =tan"x —nD,_;(x) =1,n>1.

b) Fiir d, := D, (w/4) ist lim d, = 0.
n—oo

O Fir meNist ds = (~1" (% Zz(k‘fkl) ot = (1" (1n /3 - Z( Sy

k k-1
d) Aus b) und c) folgere man noch einmal Z (k -11-) 1 % und Z ( lk) =1In2.
k=0 =

Beweis: a) Offenbar ist Dy(x) = fdt = x. Wegen —(lncos t)/ = tant und IncosO = In1 = 0 ist
0

Di(x) = ftantdt = —Incosx fiir |x| <m/2. Ferner gilt wegen tan’t = 1 +tan’t :
X
nD, 1 (x)+nD, 1(x)=n /(tan"“t +tan" ') dr = /n tan" "'t (tan’sr+1) dr = tan"z .= tan"x .
0
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b) Da der Tangens im Intervall ]0, 7 /4] positiv ist, sind alle d, > 0. Wegen tan(r/4) = 1 ist

1 1
0 = Dn-H(%) = Up+1 = dn—] = E .

1
E_Dn—l(%):__

Es folgt lim d, = 0.

n—o0
Bemerkung: Dies ergibt sich auch aus dem folgenden allgemeinen Resultat: Ist f: [a, b] — C stetig mit
| f1 < 1 bis auf endlich viele Stellen in [a, b], so ist lim fab f"(t)dt = 0. Zum Beweis konnen wir wegen
n— o0

| fab S dt| < fab | f1"(t) dt annehmen, dass die Werte von f in R, liegen. Ferner geniigt es dann den
Fall zu betrachten, dass f nur an einer Stelle ¢ € [a, b] den Wert 1 hat. Sei dann ¢ > 0 vorgegeben. Wir
wihlen ein Intervall positiver Linge < %s um c in [a, b]. Die Werte von f auf dem Komplement dieses
Intervalls sind dann alle kleiner als C mit festem C < 1 und es gibt ein ny € N mit f" < %e /(b — a) auf
diesem Koplement. Fiir n > ng gilt dann 0 < [” f"(t)dt < Le + (1e/(b — a)) - (b—a) = &. (Fiir eine
Verallgemeinerung siehe Band 3, 14.D, Aufg.5.)

¢) Wir verwenden Induktion iber m € N. Fiir m = 0 sind die angegebenen Formeln richtig wegen dj := % und

d, = In /2. Der Schluss von m auf m+1 ergibt sich mit der Formel aus a) und der Induktionsvoraussetzung
aus

dom+o = 1 —doyy = o (-1 )m<£ _mil (_l)k) _ (_1)m+1<£ _ i (—1)k> und

2m+1 2m+1 4~ 2k+1 4 = 2k+1
dania = 3 = dapir = 50— = (1" (In V2 - km; (_;ZH )= 1 (nvz - : (_;ZH )
d) Wegen hm d, = 0 folgt aus der ersten Formel sofort Z (k Z =D _ — sowie aus
1o m—>oo 2k+1
der zweiten Formel ; % = 2’”1%<>o Z % =2Inv/2=In2. °

Abschnitt 16.B, Aufg. 16, p. 457 (1.4.2011):

Man gebe die Potenzreihenentwicklungen um O an fiir die Funktionen f In(1+1¢)dt/t, f In(1—1¢)dt/t und
[ (arctan ) dt/t und gewinne damit

1 1
In(1 4 1) = 41 7 fln(l—r) =1 72
— dt= -l = == — ==y —=-T
[ = ey = N
0 n= 0 n=
1
arctanr

dt = N'—=1-16 —::G
_/ Z( ) (2 + 1)2 Z (16m2— 1)2

s n=0
(Der Wert G = 0,915965594 . .. des dritten Integrals heifft die Catalansche Konstante.)

oo o

: : N " PN = U L

Losung: Die Logarithmusreihen In(1+¢) = Z( 1) P und In(1—1¢) = 21: P (jeweils fiir
=1 n=

In(1+¢ In(1—t¢ n—1

[z] < 1) liefern n( + ) Z( D" lt und n( ) _ —Zt . Mit den Summenformeln

= 1 772 1 7r2

2:(—1)”71—2 = — und Z( 1)""'— = =, vgl. Beispiel 14.E.3, bekommt man

n

1

1n(1+t> n—1 -l = n—1 t" ! = n—1 1 71’2
[ Z( v / = e | = e = T
n=1 n=1

0
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1 1

In(l— i n—1 X
/er:—Z/tn dt:—zt—2

0 n=1 0 n=1 n=1

arctan l

Mit der Reihe des Arcustangens erhélt man

( D'5—

n=0

2 I fiir |¢| <1 und folglich

1

1
arctan t n n 2+l 1\
/ ;A= Z( D /2 1= Z( D o +1)2 ‘ Z( D +1)2

0 0

°° . 1 B ad 1 1 B > 16m
=1-) (D o= 2 (<4m_1>z B (4m—|—1)2> =1 ‘; (16m>—1)"°

n=1 m=1

Abschnitt 16.B, Variante zu Aufg. 16, p.457 (1.4.2011):
1
Man berechne /

0
Losung: Mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung von Artanh ¢ aus 14.B, Aufg. 6¢) bekommt man

Artanh ¢ di |

( Artanh - 1 o 1 2 1 g2 g?
rtan b4 b4 14
—dt = = = - — - - _ 2.2 _ L
/ t 2;/2n+1 2(;(2114-1)2 2;;# 2;(211)2 6 4 6 8 ¢
0 n= 0 n= n= n=
Abschnitt 16.B, Zusatzaufgabe zu Aufg. 16, p. 457 (1.4.2011):
Man zeige fiir die Catalansche Konstante G aus Aufg. 16 die Formeln
0o 1 00
2 Int Int
G=—— —— und G =-— dt = drt.
8 Z 4m+3)2 /z2+1 /r2—|—1
= 1
— 1 2 G o~ | 7l G
Man folgere die Summenformeln 2:;) Gm1a? RETIER n;) @ni1? =T + R

Beweis: Wie in den beiden vorstehenden Aufgaben gezeigt, gilt

1 . 00

arctant . N~ g L 1
6= [ dr =2 V' Gy _2_1:((4m+1>2 anir)
0 "= "=

o0

1 1 1
- ZO Qnt1)? mZ:o ((4m+1)2 * (4m+3)2) '

n=»

2
Differenzbildung liefert G — 7~ = —ZV;)W :

woraus auch die angegebenen Summenformeln

sofort folgen. Mit partieller Integration erhélt man ferner

1 1 1

1
/rCtamdt=arctant-lnt‘ —/ In¢ dt=—/ Int dt
0 2+1 241
0 0 0

wegen arctan 1 - In 1 = 7 - 0 = 0 und da man mit der Regel von de 1’'Hopital sieht:

limarctant - Int = lim 2@y Int o Uy VT i =0,
=0 -0 1 1—0 1/t t—>0[2+1 t—0 —1/12 1—0
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Die Substitution t = 1/, dt = (—1/7?) dt liefert die zweite Integraldarstellung. °

16.C, Aufg. 3, p. 462 (1.4.2011):

a) Der Fldcheninhalt des links in der folgenden Zeichnung skizzierten Einheitskreissektors {z € C | [z] <
1,0 < Argz <t} mit dem Offnungswinkel ¢ ist#/2 (fiir 0 <t < 2m).

b) Der Flidcheninhalt des rechts in der folgenden Zeichnung skizzierten Einheitshyperbelsektors zum Para-
meter ¢ istz/2 (fiir0 <1t).

y y
(cost,sint) 2 (cosht,sinh t)
x x
0 1
x2+y2=] xZ-yZ:]

¢) Der Flicheninhalt der Ellipse {(x, y) € R? | (x/a)? + (y/b)* < 1} mit Halbachsen der Lénge a und b ist
mab (fira, b > 0).

Beweis: a) Ist F der Flidcheninhalt des Dreiecks, das durch die x-Achse, die Gerade durch den Nullpunkt
und (cost, sint) sowie die Parallele zur y-Achse durch den Punkt (cos?, 0) begrenzt wird, und ist F der
Inhalt der Flidche, die von dieser Parallelen, dem Kreis und der x-Achse begrenzt wird, so sieht man mit der
Substitution x = cost,dx =sintdt, 1 = cos0 und der durch partielle Integration zu erhaltenden Formel
Ik sint dt = %(r —sint cos 1), dass der gesuchte Flicheninhalt folgenden Wert hat:

cost t
Fot Fy = cost2s1nt +/ |22 dx — costzslnt +/sin2rdr
1 0
cost sint | 1 . =t
= ——"—+ —(r—sint cost =-.
2 +2( ) =0 2

b) Ist F der Flidcheninhalt des Dreiecks, das durch die x-Achse, die Gerade durch den Nullpunkt und
(cosht, sinh t) sowie die Parallele zur y-Achse durch den Punkt (cosh ¢, 0) begrenzt wird, und ist F4 der
Inhalt der Fldche, die von dieser Parallelen, der Hyperbel und der x-Achse begrenzt wird, so sieht man mit
der Substitution x = cosh 7, dx = sinht dt, 1 = cosh0 und der durch partielle Integration zu erhaltenden
Formel [ sinh’t dt = % (sinh T cosh T — 1), dass der gesuchte Flacheninhalt folgenden Wert hat:

cosh ¢ t

Fo— Fy = coshtzsmht _ / 1 dr — cosht2s1nht —/sinhzrdr
| 0

. =t
_ coshz sinhz %(sinhr cosht — 1)

2

L2
=0 2 ’

c¢) Die Gleichung der Ellipse ist y = :I:g a*— x?. Mit der Substitution x = asint,dx = acostdt,a =

asin(7/2), —a = asin(—m/2), und der durch partielle Integration zu erhaltenden Formel [ cos’tdr =
%(r + sin T cos T) sieht man, dass der gesuchte Flicheninhalt folgenden Wert hat:

a /2 /2
22/\/a2—x2 dx = 22/\/612—02 sin’t acost dr = 2ab/coszr dt
—a —m/2 —m/2

= 2ab %(r +sint cos )
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17 Uneigentliche Integrale

Abschnitt 17.A, Teil von Aufg. 1, p. 468 (1.4.2011):
Man zeige, dass die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und die angegebenen Werte haben:

00 00 00 1
/dt:2n_/dt:n: tzdt_/dt:
1+ 33" J 1+ 22 1+47 7 )] JT—1
0 0 0 0 0
1 /2 /2 | 00
tdt T dt 1—1¢ _

=1; \/tantdt=—=/ : //—dt:n; /e g =2,
./vl—tz / V2 Jtant 141
0 0 0 5 oo

1 00 5 00
1
/lntdt:—l; _erdr 1 /e‘“’sinbtdt: b fallsa,beR, a>0;
(e*+1)2 4 a? + b?
0
Losung: Wegen arctan’ x = 1/(1+ x?) gilt
[ d
t 1=00
= arctan — lim arctan? — lim arctant = 2 — (_Z) =1,
1412 f=—00 =00 t——00 2 2
—00

Da —1 Nullstelle von 1+4£7 ist, liefert Division mit Rest die Produktdarstellung 141> = (t4+1)(t>—t+1).

1 142
Wie in 11.B, Aufg. 3 berechnen wir die Partialbruchzerlegung l__ 3 + —3—3_ und bekommen
1+ +1  2—t+1
o0 o0 o0 o0 o0 o0
1 dt 1 —t+2 1 dt 1 2t—1 1 dt
== - | —dt==- | — —- | ——dt+ = | —
/1+t3 3f +1+3/t2—t+1 3/t 1 6ft2—t—|-1 Jr2/r2—t+1
0 0 0 0 0
o0
© 1 dt
In (141 lnt —1+1)]| +—/—
( ( ) ( )) 0 20 (t_%)Z_i_%
2 ¢ 2 f d 2 0
o0 —
_1 N gt—H) 1 / (2/4/3)dt _(l In EH—I) +Larctan2t 1)
6 t —t+1 30 (2t—1)/«/_ +1 6 ’—r+1 /3 V3
1 1 1 1 nm = 2
=—(Inl—-Inl +—(1m arctan T — arctan ——>=——+— = -

wegen tan (i /6) = sin(ﬂ/6)/cos(n/6) = %/%ﬁ = 1/\/§.

Wie in 11.A, Aufg. 1 berechnen wir die Faktorisierung 14 t* = (1> — 1v2+1) (12 +t+/2+1) und dann wie
in 11.B, Aufg. 3 die beiden Partialbruchzerlegungen

= + und = .
I+1% 2-t/241  2241/2+1 I+1% 2—t241  241t/2+1

Damit bekommen wir:

! 1 ! 1 ! 3
1 “aat2 Vit 2 22 "2/
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/dtzlf—t+ﬁdt+1/ t++/2 dr
I+t4 22) 2—t/2+1 272 ) 2412 +1

o
1/‘(2t— +1/ dt f 2t+«/— dt_,.l/ dt
"4 20 2—t/2+1 2—1/2+1 4[ 241/2+1 40 241/2+1

L (e 02— fdr \/_dt
_4ﬁ(1 (P +1v/2+1) —In (¢ t«/—+1 0 2[/ T 2[/ tf+1
1 P4r/24+1 |2, 1 o0
4\/_1 R, O+2ﬁ<arctan(tﬁ—l)+arctan(t\/§+1)> ‘o
! (miem L m @ 7 _®y_ T
PN AR A e it &

o0
[+ f vt b
1+t4 2[ z2—zf+1 272 ) 241241

o0
/(ZI— +1/ dt / 2t+«/_ dt+1/ dt
T4 20 2—t/2+1 2—1t/2+1 42 ) 24iv2+1 40 241/2+1

In (> = 1+/2+1) — In (2 +tf+1 O 2f/ \/—dt+1 2«/_/ zf{ldt

.[;
S»—
\*}

N

1 lntz—tﬁ—i—l i
42 241241 10 22

! (i BLSNELRTE LA A A
=——(In1 lnl)+2ﬁ(2+2+4 7)

(arctan (1v/2—1) + arctan (1v/2+ 1)> ‘zo

g
42 22
Bemerkung: Die Formelsammlungen von Bronstein-Semendjajew und Rade-Westergren (Springers Ma-
1 1n12+tﬁ+1+ 1 t«/i)
42 2—1/241 232 t?
(mit der obiges Integral absurderweise 0 wire). Diese hat fiir # # £1 die richtige Ableitung, aber in r =1
eine Sprungstelle der Hohe —m/2+/2 . Sie entsteht aus der hier benutzten Stammfunktion durch falsches An-

wenden des Additionstheorems des Arcustangens. Entsprechendes gilt fiir die Stammfunktion zu ¢ /(1+14) .
Teubners Taschenbuch der Mathematik gibt die richtigen Stammfunktionen an.

thematische Formeln) geben fiir 1/(14 #*) die Stammfunktion arctan (

Die Substitution u = 1—t, du = —dt liefert
1 0 1
S PR TR
0 1 0 ’

Die Substitution u = 1 —¢2, du = —2t dt liefert

1
t du du 1
d[:— _— = —_— = =1.
/«/l—t /Zﬁ 2Ju vu 0
0 1 0
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Mit Hilfe der Substitution u = «/tant, r = arctanu?, dt = % du lassen sich die beiden nichsten
u
Integrale auf bereits oben berechnete Integrale zuriickfiihren:

/2

o0 o0
2 dt du T T
«/tantdt=2/ u du:2-L=l, / :2/ =2. = ==
O/ J 1+ut 272 2 J Jtant J 14+u* 2V2 V2

/2

o o
o0
Es ist /e‘”dt:Z/e"dt:—ze—’ -9
0
—00 O

Mit partieller Integration und der Regel von de I’Hopital sieht man:

1 1 1
1 1
/1ntdt:/1-lntdt:tlnt ‘0—/t%dt:(tlnt—t) o= —1 —lim#Int

t—0
0 0 0
1 —tim P~ im Y i limr= 1.
—0 1/t 1—0 —1/12 =0

Mit der Substitution u = e, du = 2¢* dt, 1 = >0 sieht man

o]

o0
2t _ [e¢]
/e—dt:/ du — 1/2‘ z_l(o_l):l‘
(e? +1)2 2(u+1)? u+1 1 2 2 4
0 1

Zweimalige partielle Integration liefert

o o0 o0
—at o; I _ar o b —at b —at
e “sinbtdt=——c¢ smbt| 4+ = e cosbtdt == | e “ cosbt dt
a 0 a a
0 0 0
) o0
o
= —% e " cos bt ‘ — b—2 e sinbt dt ,
a a
0
also
2 7 K 24 32
o0
(1 + %)/6‘” sinbt dt = —:—2 e cos bt ‘0 = —%(0— 1) = :—2 , fe‘” sinbt dt = & —Zb .®
0 0

Abschnitt 17.A, Variante zu Aufg. 1, p. 468 (1.4.2011):
Man berechne die folgenden uneigentlichen Integrale:

o0 1 ; 00 ; 1 00

t t t t dt
dt, dt, — dt, —dt, ——
/1+t3 f1+t8 f1+t8 f«/l—t /«/62’+1
0 0 1 0 0
o0 o oo o

[h [t [arderan [t
cosh 7 1+coshr (1412) arctant
0 1

0 0
o o0
t t
cost dt, / dt, / dt .
el +1 el —1
0 0

2 00
2
dr. [t ng
[.
T

7w/

/ sin’t
Jcost

0
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Losung: Wie oben erhalten wir die Produktdarstellung 1413 = (14 1)(#>—t+1) und berechnen wie in
1 t, 1

11.B, Aufg. 3 die Partialbruchzerlegung ] _f_ 5= t+§1 + l25_t j_ T Dies liefert
o (0.¢] [e¢) o o0
dt 1 r+1 2t 1 dt
= —+ = | ———dt =—= dt + - | ——
/l+t3 /t+l +3/t2—t+1 /t—l—l /tz—t+1 +2/.t2_t+1
0 0 0
1
= ——1n(t+1)+ In (£ —t—H) /
=3 (t—3% )2+4
:llnt—t+21 1 / 2/ )dz _(1 lnt—t+21+LarCtan2t—l>
6  (+D* o /3 (2;_1)/f Y +1 6  (+1) V3 V3 7o

0

= é(lnl —1In 1) + %( lim arctan t — arctan (—%)) = %(5 + E = ﬁ

T—00

wegen tan (r/6) = sin(n/6)/cos(7r/6) = %/%«/g =1/3.

Mit Hilfe der Substitution u = t*, du = 41> dt und u(0) = 0, u(1) = 1, lim u(z) = oo sieht man
=00

1
1
/ /d—u=larctanu‘=l(z—0)=l,
4w?+1) 4 o 44 16
0
X
o0
[ dr= Y[ =2 (Z -T) = X,
42 4 16
1

Die Substitution u = 1—1¢, t = 1—u, dt = —du liefert

1 0 1 1 1

t 1—u 1—u du 2 !

/ =Y / Ju . /ﬁ / Ju /ﬁ . ﬁ|o 3(ﬁ) ‘0 3
0 1 0 0 0

:

Mit Hilfe der Substitution u = ve2+1, e* = u>—1, t=1In@W?—1), dt = 2” . und u(0) = V2,
u —_—

lim u(¢) = oo erhilt man
[—00

o0 o0 o0
dt du 1 ( 1 1 ) 1, u—1/|®
= == - du =1 =In(v2+1).
/ 211 /uz—l 2/ pariatd Lk bl ) (R
0 V2

V2

Indem wir die Substitution u := sinht, du = coshtdt mit sinhO = 0, lim cosht = oo verwenden,
11— 00

o0
erhalten wir aus / O(i; ; ein Integral iiber eine rationale Funktion:
0
oo [e ¢}

o0 o0
o0
/ dt :/ coshzt di — / cosh t2 / Carctanu T2 T 0T
coshz cosh”t 1+ sinht 0o 2 2
0 0

0
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Wegen coth’ t = —1/sinh?f und cosh?s — sinh?t = 1 gilt

o0 o0 o0 o0
/ dt dt=/ l—coshzt dt=—/l_.COZSht dt=—/ i /coshzt
14 cosht 1—cosh“t sinh“¢ sinh“¢ sinh
0 0 0 0 0
cosh ¢ 1 ©  cosht —1 |® sinhr |® el—e!
:(_ — — ) =——— | =——— | =lm —————-0=1.
sinht sinht sinh ¢ 0 coshr+1 t—o00 el4 e~ 142
Zweimalige partielle Integration liefert
o o o
o0 o0
/(H—tz)e_’dt: —(1—tH e’ +2fte—fdz =0+1)—2te’ +2fe"dt
0 0
0 0
oo
=1-0-0)—2e" . =142=3.
Die Substitution u = arctant, du = ljl—ttz liefert wegen arctan(rr/4) = 1, lim/ ) arctanu = 00
u—7
fe's] /2
/2
/‘szd—uzlnu i —mE=m®2_n2.
(1+12?) arctan ¢ u n/4 2 7/
1 w/4
Die Substitution u = cost, du = —sint dt liefert wegen sin’t = 1 — cos? t und sinz/2 = 1, cos0 = I:

/2

0 1
.3 2
sin’t l—u du 32 52 2 8
/ dt:—/ dl,t:/ / /du_ZJ_‘ /|—2 - .
Vi t u 5 5
o8 [ b b

0

Mit partieller Integration, bei der cos ¢ im ersten Integral integriert und im zweiten Integral differenziert wird,
sieht man:

2
/t 43_2 cost:/1costdt—l—/%costdt:lsint+/l2sintdt—lzcost—flzsintdt
t t t 1 t t t

o0
sint  cost 242
3

®© cosmwm 1

cost dt = = = ——.
T 71'2 7T2

t 2

12

(sint cost)

M

Bemerkung: Die beiden nédchsten Intergale sind Spezialfille von 17.B, Aufg. 14.
oo

Zur Berechnung von [ ﬁ dt erweitern wir zunichst mit e, verwenden dann die Summenformel fiir die
e

geometrische Reihe und die Vertauschung von Integration und Summation (die moglich ist, da 2z e~ fiir r >
In 2 eine konvergente Majorante fiir die Partialsummen der Reihe liefert) AnschlieBend benutzen wir partielle

Integration und die Stetigkeit der gleichméBig konvergenten Reihe Z(— ) k+1 + m) e kDX
k=0

Punkt x =0 und schlieBlich die Summenformel aus Beispiel 14.E.3:
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o]

0
te B k, —(k+1)
li = 1 1
/ef+1 f1+e -~ dt xl% 1 = ; di = lim fZ( Yete™ dt
0

x>0 %

o]

oo o0 t 00
— 1k kDt g0 _ 1 _ k(_ Gl Gl )
lim > (=1 /te dt = lim > (=1 1 dt
x>0 k=0 e x>0 k=0 T
= lim Z( 1)"( ervey 1 *"“”‘) i _
10 e k41 (k+1)2 P (k+1)2 12

oo
t . . " .
Zur Berechnung von [ o dt erweitern wir zundchst mit e
0

—! verwenden dann die Summenformel fiir

die geometrische Reihe und die Vertauschung von Integration und Summation (die moglich ist, da 27 e~ fiir
t > In 2 eine konvergente Majorante fiir die Partialsummen der Reihe liefert) AnschlieBend benutzen wir

partielle Integration und die Stetigkeit der gleichmifig konvergenten Reihe Z k+1 + (k—:—l)2) e~ kAt Dx

im Punkt x =0 und schlieBlich die Summenformel aus Beispiel 14.E.3:

o0 o0 o oo 00
t _ te”! _ —(k+ Dyt
[ = [ =t [ = i [ e
0 0 >0 % x>0 5 k=
o0 o0 o0 t=00 00
= lim 3 [re™ 0 ar = tim 3 (< e-<’<+1>’ / e~ 01 ar )
20 i 20k K
1 oo
_ e~ kthr 4 7(k+l)x) _ '
fgo (k+1 T ZZ: (k+1)2 6 *
Abschnitt 17.A, Teil von Aufg. 2, p. 468 (1.4.2011):
oo /2
Man entscheide, ob die folgenden Integrale konvergieren: / e +1 , / tant drt .
1
0
Losung: Fiiralle £ > 1 gilt 2¢3+1 < 2¢(t>+1) und folglich |%| < 223*:1 . Da / 21z dt nicht konvergiert,
N 1
- . o " 1’41
gilt dies nach dem Majorantenkriterium auch fiir TSR] dt.
1
/2 /2 0
Die Substitution u = cost, du = — sint dt, liefert f tant dt = / %r;tt = — du_u =lnu )01 =00. @
0 0 1
Abschnitt 17.A, Variante zu Aufg. 2, p. 468 (1.4.2011):
/2
. . . ) dt dt
Man entscheide, ob die folgenden Integrale konvergieren: und | —.
1—cost 1—cosht?

0 0
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Losung: Esgilt/ dt :/H__Cg“dt / / cost t=—cotr— ,1 :—COS,I+1,
1—cost sin“t sin’¢ 1 —sin® t sin ¢ sin t
1
/2
d.h. / dt = —COS_I +1 = —1 + oo = oo konvergiert nicht.
1—cosht sin ¢ 0

0

Mit der Substitution u = €', du = €' dt, mit € = 1, ' = e, sieht man wegen cosht = %(6’4— e "), dass
das zweite Integral ebenfalls nicht konvergiert:
1 1 e e

/ dt _/ dt _/ du __[ 2du
1 —coshz? 1—let — le u(l—tu—1u") u?—2u+1

0 0 1 1
e

e

2du 2
= = —. ®

u—02" u—1

Abschnitt 17.A, Aufg. 6, p. 469 (1.4.2011):

oo
f Ry — R sei stetig und monoton. Existiert [ f(r)dt, soist lim f(x) =0.
0 X—> 00
x+1
Beweis: Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu € > 0 ein x mit | [ f@) dt| < &. Wegen der Stetigkeit von

f gibt es dann nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein ¢ zwischen x und x+1 mit | f(c)| < ¢. Da
f monoton ist, muss dann lim,_, o, f(x) = 0 sein. °

Abschnitt 17.A, Teil von Aufg. 9, p. 469 (1.4.2011):

Mit 17.A.13 teste man die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz:

oo oo

| _ 1
“~ nlnn In(lnn) ' ; (Inp)nn

Losung: Da die Funktionen f(x) =1 / (In x)™"* und 1 / In (ln(x)) fiir x > 3 monoton fallend sind, konnen
wir das Integralkriterium 17.A.13 verwenden und haben die zugehorigen Integrale auf Konvergenz zu testen.

o0 o0y
Die Substitution u = Int, du = dt/t, e* du = dt, liefert f dt)lm = [¢ fu . Fiir u>e? gilt 2 < Inu,
n 3 u
also e?* < e*'"* = y* und somit Z_” < e~ ". Daher besitzt das Integral f L die konvergente Majorante
m3 U
f e "du < f e "du =
In3
Die Substltutlon u = lInt, du = dt/t, e*du = dt, gefolgt von der Substitution x = Inu, dx = du/u,
® dt < du T dx
liefert ferner f = [ ==lx =
t Int In(In t) m3 uInu 45 X In(In 3)
Die erste Relhe ist also konvergent, die zweite divergent. °

Abschnitt 17.A, Aufg. 10, p. 469 (1.4.2011):

1
Fiir n € N* berechne man [(Int)" dt .
0

Losung: Durch Induktion iiber n € N zeigen wir zunéchst lirr(l) (Int)" t = 0. Der Induktionsanfang n = 0 ist
t—
trivial, und beim Schluss von n auf n+1 verwenden wir die Regel von de 1’Hopital:

fim(In 1) £ = lim (noy™*' _ @k DAnn)" (/0 _
t—0 1/Z t—0 —1/[2

—(n+1) hm(ln H't=0.
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1
Durch Induktion iiber n € N* beweisen wir damit f (Int)"dt = (—1)"n!. Der Induktionsanfang n = 1 ist

0
bei 17.A, Aufg. 1 bereits behandelt worden. Der Schluss von n auf n+1 folgt durch partielle Integration:

1 1
1
[anp)"ttdr = /(lnt)”+1 -1dt = (nt)" ¢ ‘; —(n+1) /(l/t) (Int)"t dt
0 0 0
1
= }in%(lnz)"“ t— (n—i—l)/(lnt)" dt =0— (n+D)(=D)"n! = (=" m+1!. o
0

Abschnitt 17.A, Aufg. 11, p. 469 (1.4.2011):

o o
[g(t)sintdtr und [g(r)costdr existieren fiir jede stetige und monotone Funktion g : Ry — R mit
0 0

tlim g(1) =0. Esist | [ g(r) sintdt| < [|g()| sintdt <2|g(0)].
o 0 0

. g(t)sint
g(1) V\ <
/'/‘ ““““““ e t

i ! \__/ I TT——
sine 0 N H D >

Beweis: Da g monoton ist und g(7) fiir r — oo gegen 0 geht, hat g(¢) in ganz R dasselbe Vorzeichen und

|g| ist monoton fallend. Da das Vorzeichen von sin# in den Intervallen [krr , (k+1)7] abwechselnd iiberall
(k+1)m
positiv bzw. iiberall negativ ist, sind somit auch die Integrale I, := [ g(¢) sins dt abwechselnd >0 bzw.

km
<0. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt wegen der Monotonie von |g|

(k+1)m (k+1)m (k+1)m
2|gtkm)| = | [ glkm)sint dt|>|I| =| [ g(t)sint dt|>| [ g((k+D)m)sint di| =2 |g((k+1)m)],
km km km

und die |/ | bilden eine monoton fallende Nullfolge. Das Leibniz-Kriterium liefert nun die Konvergenz der
alternierenden Reihe ;- I, gegen einen Grenzwert [ mit |7] < || ( <2 g(0)|) . Wir zeigen schlieBlich,

o
dass auch das uneigentliche Integral [ g(¢) sins dt gegen I konvergiert.
0

(k+1D)m k
Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ny mit | f g() sint dt — I| = | I — I| < g/2 fiir
0 k=0

alle k > ny. Wegen der Voraussetzungen iiber g gibt es ein S > 0 mit |g(¢)| < &/2x fiir alle t > §. Ist
nun x > Max (ngw, S) und ist ky := [x/7], d.h. kg > ng und kgr < x < (ko + 1), so folgt mit der
Dreiecksungleichung und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

x (ko+1)7 (ko+1)m
| [g(t) sint dt — 1| = | fg(t) sinz dt — /g(t) sint dt — I
0 0 X
(ko+1)m (ko+1)m
<| fg(t) sint dt —I| + | /g(t) sint dt| < £y (ot D —x) e <& _ g
2 2 2 2w
0 X

Die Aussage iiber das entsprechende Kosinusintegral wird analog bewiesen oder durch die Substitution
z =t + 7 auf ein Sinusintegral zuriickgefiihrt. °
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Abschnitt 17.A, Aufg. 12, p. 469 (1.4.2011):

o0
Fiir alle z € C hat G(z) := / e~ T9" dt den Wert /7 .

—00

o
Fir z = —% ,a € R, ergibt sich /e‘2 cosar dt = e /4 x.
—00

o0

Beweis: Nach Beispiel 17.A.10ist G(0) = / e dt = /7 . Wenn wir zeigen, dass G differenzierbar ist

—00

mit G'(z) = 0 fiir alle z € C, so folgt die erste Behauptung, da G nach Korollar 14.A.6 dann konstant ist.

Fiir z = —ai/2, a € R, ergibt sich dann ¢~ (~41/2" = o=(*~a*/4+at) — o=@’ /4 (o5 gt — isinat) , also
o0 % o0 o0
JT = /e_(’_“i/z)z dt = /e_’ze_“z/A' cosat dt — i/e_’ze_“2/4 sinat dt = /e_’ze_“2/4 cosat dt ,
—%0 —%0 —o0 —%0

o0
d.h. fetz cosat dt = e“ " .
o0

Sei nun R € R beliebig. Es geniigt, die Differenzierbarkeitsaussage iiber G auf dem offenen Kreis E :=
{ze C | |z|] < R} zu zeigen. Setzen wir z = x+ iy, x, y € R, so gilt fiir € R, z € E die Abschitzung
Re(14+2)? = Re(t+x+iy)? = 2+ 2x+ x*— y? = J(t+2x)*+ 12— x*—y? > 37— |z|* = 3P — R?,
also |e=(+)’| = = Re(+2)" < oR?o=1*/2 ynd somit [2(t47) e 7| < 2€R2(|t| +R)e"2/2. Auf E x R folgt

|a% e | = | 2214 2) e | < 26K (Jt|+ R)e ™2 Mit 17.A.11 gilt
[e ¢} o [e¢)
/ 2% ([t] 4+ R) e 2 dr = 4eF° / te "2 dr +2¢FR / e dt
—00 0 —00

o0
= 4R ’0 2R R27 = 2R (RV27 +2) < 0.

Daher ist g(t) := 2R (|t| + R) e™"/? eine integrierbare Majorante zu allen Funktionen Ba_z e_(’“)z, ze E.

Wir konnen folglich 17.A.9 anwenden und erhalten

o0 o0 oo
G'=4 / e " qp = / 9 pmwha gy = / B I T ol S
dz 9z t=—00
—0Q —0Q —0Q
Abschnitt 17.B, Aufg. 1a), p. 481 (1.4.2011):
1
Sei x € C mit Rex >0. Dann gilt T'(x) = /(— Int)*~'dr.
0
Beweis: Wir substituieren T = —1Int, e * =t, —e " dt = dt und erhalten:
1 0 o0
f(—lnt))‘1 dr = — / ¥ e T dr = / " leTTdr =T (x). °
0 00 0
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Abschnitt 17.B, Aufg. 2a), p. 481 (1.4.2011):

1
Seien x, z€ C, z#0, und € R. Dann gilt /
0

. . .. 1
Beweis: Mit der Substitution T = zt*, also t = (%) /“, dr = —

o]

oo
‘/t- g /’ e, Lttt
wo ozt
0 0

gea g, _ DG/
Coptm
noozl/n
_ ff(X//L) 1
MZX/H

e tdt =

dt , erhilt man

1
MZX/M

r(Y).

n

23
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18 Approximation von Integralen

Abschnitt 18.B, Zusatzaufgabe, p. 513 (1.4.2011):

o]

Man beweise f

0
(Dies ist das Keks-Problem Nr. 71 der Uni Wiirzburg, vgl. http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~keks.)

2Int
el +1

= —(In2)%.

Beweis: Wir verwenden zunichst der Reihe nach die Summenformel fiir die geometrische Reihe, die Ver-

tauschung von Integration und Summation (die moglich ist, da das uneigentliche Integral iiber 2¢~" eine

e (_1)1{*1
k

konvergente Majorante ist), die Substitution # = k¢, die Summenformel Z = In 2, ferner

k=1

o0

/(ln wye “du=T'(1)=—y (vgl. 17.B.7) sowie fe” du =1
0 0

und erhalten:

o0 o0

o0

f }‘:1 d;:/ 1+1“’ /th( ke ®k+Dr gy — Z( k- 1/(1nt)e kg

e

0 0 0

= Z(—l)k 1/ In (Z/k) “du = Z—(_lk)kl /(lnu) e "du— Z—(_l)kkl lnk/e_“ du

k=1 0 k=1 0 k=1 0
o0
(=D*Ink
=—yIn2
yIn2 + Z 3
k=1
— 1
Nach Beispiel 18.B.4 besitzt die Riemannsche Zeta-Funktion ¢(s) := Z I eine Entwicklung der Form
k=0
’(s) = —1 +y+ Z ¢m(s—1)" um 1, woraus sich durch gliedweises Differenzieren ergibt:
m>1
{'(s) = — +Zcm(s—1)m

mit geeigneten Koeffizienten c,,, ¢,,. AuBerdem benutzen w1r (vgl. 6.A, Aufg. 11a))

o0

=\ (=Rt 1 =1 2 1-s
DTy L =) - 2o = (1 =217 ().

= (=DkInk

Durch Differenzieren erhalten wir daraus Z BT
k=1

wendung der Potenzreihenentwicklung 2!™ = ¢M2 U= — | _ (In2) (s—1) + = (ln 22 (s—1)% +---

folgt:

= (In2)2'¢(s) + (1 —2'7) ¢/(s) . Unter Ver-

X 1)k
Z ( l)k Ink _ %1_1;1} ((ln 2) 21_S§'(S) + (1 _ 2l—x) ;l(S))
k=1 :

= lim (n2) (1 = (02) (s= 1)+ 32— D2 ) (7 +y 4+

+c4 - ))

+(n2) (5=1) = SN2 4+ )(_(s_ll)z
1

= lim (y In2 — (In2)> + 5(1112)2 +n;§m(s—1)m> =yIn2— %(1112)2
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mit weiteren Koeffizienten ¢,,. Setzt man dies oben ein, so bekommt man

o0 00 o0
Int (—D¥Ink 1 2 / 2Int 2
dt = —yIn2 - =——(In2)*, dh. dt = —(In2)~.
/el+1 ]/1'1 +; k 2(n) €t+1 (n) L4
0 = 0

Fiir die numerischen Berechnungen in den folgenden Aufgaben wurde das Programm Maple benutzt.
Abschnitt 18.C, Zusatzaufgabe, p. 525 (1.4.2011):
1
Das Integral [ := / ¢~ dt hat den Wert 0,7468241328124270254 ... .
0

a) Man berechne 7 durch Rechnen mit Potenzreihen bis auf einen Fehler < 1073,

b) Man berechne I mit der Trapezregel bis auf einen Fehler < 1073.

¢) Man berechne / mit der Simpson-Regel bis auf einen Fehler < 1077,

d) Man berechne / unter Verwendung des Romberg- Verfahrens mit mindestens 8 Stellen hinter dem Komma.

Losung: a) Da man Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises gliedweise integrieren darf, ergibt sich
1

1

o0 2% 00 2% s _1)k 4 —1)* 5651

I = SR I PE NIV [l P N Gl S D" ~ 0,7475,

/kX_;( " ;( T ;(2k+1)~k! kz_:;(ZkH)-k! 7560
0 - - 0 - -

wobei der Fehler nach dem Leibniz-Kriterium dem Betrage nach hochstens gleich dem ersten nicht beriick-

sichtigten Glied der Reihe ist, also < 1 = 1 <1073 ist. °
11-5! 1320

b) Fir (1) := e " ist f/(t) = —2te ", f"(t) = 42 =2) e, FO@t) = (—83—121) e . f® besitzt

in [0, 1] nur die Nullstelle 0, d.h. das globale Maximum M, von | f”| in diesem Intervall wird am Rande

angenommen. Somit ist M, das Maximum von | f”(0)| und | f”(1)|, also <Max(2, 1,4715) = 2. Fiir die

Anzahl n der notwendigen Intervalle bei der Trapezregel gilt die Abschiitzung M, (1—0)3 / 12n% < 1073, d.h.

n>4/2000/12 =~ 12,91. Wir nehmen alson=13, h = 1/13, t; := k/13, und erhalten
h
I ~Tj3= E(f(lo)+2f(l1)+ c 2 f () + f(113)) & 0,74646 . .

¢) Wir schlieBen an die Losung von b) an. Weitere Ableitungen von f sind
FO0) = (16t —48:2—12) e, fO®r) = (=32654 16063 — 120t) ™" .

£ besitzt im Intervall [0, 1] die Nullstellen 0 und 0,95857246, d.h. das globale Maximum M, von | f @] in
diesem Intervall ist gleich dem Maximum von | f®(0)| = 12, | f¥ (1)| = 7,35759, | f ¥ (0,95857246)| ~
7,41948 also gleich 12. Fiir die Anzahl n der notwendigen Doppelintervalle bei der Simpson-Regel gilt die
Abschitzung My (1 — 0)°/2880n* < 1075, d.h. n > 3/1200000/2880 ~ 4,52. Wir nehmen also n =5,
h=1/10, t;, := k/10, und erhalten

[~ Ss= g(f(to)+4f(t1)+2f(t2) o 2f (1) A S (19)+ f(110)) & 0,7468249485 . .

d) Das Romberg-Verfahren (mit n = 1) ist durch Tonj = (4" Toms gy — Tom — 1) gegeben, wobei

4k —1
Tono := Tp» die Werte nach dem Trapezverfahren mit 2” Teilintervallen sind:
T
T T,

Tyo 15, T »

Tzrn’ k—1

T2m+k’ 0 T2m+k—l’ 1 T2m+k—2’ 2 e T2m+l’ k—1 T2m‘ k
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In unserem Fall ergibt sich der Wert I ~ 0,74682413, da das Romberg-Schema folgende Form hat:

0,68393972

0,73137025 0,74718043

0,74298410 0,74685538 0,74683371

0,74586562 0,74682612 0,74682417 0,74682402

0,74658460 0,74682426|0,74682413 0,74682413 0,74682413

0,74676426 0,74682414|0,74682413 0,74682413 0,74682413 0,74682413 . .

Abschnitt 18.C, Zusatzaufgabe, p. 525 (1.4.2011):
Mit Hilfe der Substitution u = 1, du = 2tdt sieht man

1
1
I:—/ 2 / du=4arctanu =4arctan1=4z=71.
+1 0 4
0

a) Man berechne 7 durch Rechnen mit Potenzreihen bis auf einen Fehler < 1073.

b) Man berechne I mit der Trapezregel bis auf einen Fehler < 1073,

¢) Man berechne / mit der Simpson-Regel bis auf einen Fehler < 1077,

d) Man berechne / unter Verwendung des Romberg-Verfahrens mit mindestens 8 Stellen hinter dem Komma.

Losung: a) Da man Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises gliedweise integrieren darf und da die
integrierte Reihe in den Punkten auf seinem Rand, in denen sie konvergiert, nach dem Abelschen Grenzwert-
satz noch stetig ist, liefert die Summenformel fiir die geometrische Reihe

X

I =li 8t ' dt = 1 8. (=Dt tldr =1 1 x4t2 —
lim Z() m/Z (1 mZ})MH

x<l1 0 x<l §y n= 0 x<l n=0

1999

4
= 1 —1)"——— &~ 3,141092654 ,
>t eyt

4

wobei der Fehler nach dem Leibniz-Kriterium dem Betrage nach < m <1073 ist. °
) o _8@rt—-1 ., 32(3t* — 3) 96(5:%—221*+45)
b) F 1) = t , —, = L f®
) Fir £ (1) st 1) = m+ﬂ 0 == SO0 = o)

besitzt in [0, 1] nur die Nullstellen 0 und 0,7002245318, d.h. das globale Maximum M, von | f”| in diesem
Intervall wird am Rande angenommen oder in 0,7002245318. Somit ist M, das Maximum von | f”(0)],
[ f"(D)],]f"(0,7002245318)|, also <Max (0, 8, 25) = 25. Fiir die Anzahl n der notwendigen Intervalle bei
der Trapezregel gilt die Abschitzung M,(1—0)? /12n* < 1072, d.h. n > \/25000/12 ~ 45,6. Wir nchmen
alson=46, h = 1/46, t, := k/46, und erhalten

I~ Ty = %(f(lo)+2f(t1)+ co 42 f (t45)+ f (1ag)) ~ 3.141120041 . .

¢) Wir schlieBen an die Losung von b) an. Weitere Ableitungen von f sind

FO () = 192¢ (15t —135¢8 410114 —5) FO) = 960(21¢'°—3361'245461% — 1201+ 1)
- (t*+1)3 K - (t4+1)° :
f ©) besitzt im Intervall [0, 1] nur die Nullstellen 0,3051776309, 0,7074387735, d.h. das globale Maximum

M, von | f@| in diesem Intervall ist gleich dem Maximum von | f®(0)|, | f“ ()], | f*(0,3051776309)|,
| f®(0,7074387735)| , also ~Max (0 ; 144 ; 231 ; 536) = 536. Fiir die Anzahl n der notwendigen Doppelin-

tervalle bei der Simpson-Regel gilt die Abschitzung My (1-0)° /2880n* < 107>, d.h.n> /536 - 105/2880 ~
11,68. Wir nehmen also n =12, h=1/24, t; := k /24, und erhalten

I~ Sp = %(f(to)+4f(t1)+2f(lz) 4 2 f (1) 4 f (123) + f(124)) ~ 3,141593862 . J
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1
4k
Tono = To» die Werte nach dem Trapezverfahren mit 2” Teilintervallen sind:

d) Das Romberg-Verfahren (mit n = 1) ist durch Ton; = : (4 Tomr1 g—1 — Tomi—1) gegeben, wobei

T
T T
) T, T\ >
Tom j—

T2m+k, 0 T2W1+k*17 1 T2m+k72’ 2 e T2m+l’ k—1 T2”7, k

In unserem Fall ergibt sich der Wert I ~ 3,141592653, da das Romberg-Schema folgende Form hat:

2,000000000

2,882352941 3,176470588

3,078696821 3,144144781 3,141989727

3,125943149 3,141691925 3,141528401 3,141521078

3,137684876 3,141598785 3,141592576 3,141593595 3,141593880

3,140615996 3,141593036|3,141592653 |3,141592654 3,141592650 3,141592649
3,141348507 3,141592677|3,141592653 3,141592653 3,141592653 3,141592653 °
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19 Einfache Differenzialgleichungen

Abschnitt 19.A, Teil von Aufg. 1, p. 530 (1.4.2011):
Man 16se die folgende Differenzialgleichung mit getrennten Variablen: y’ = e’ cosx .
Losung: Wir suchen ein Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(x¢) = yo fiir xo, yo € R geniigt.

Da die Funktion e¢” keine Nullstellen besitzt, gibt es keine stationdren Losungen. Trennung der Variablen
liefert ey’ = cosx,

y(x) x
y(x) . x . .
eV — e = 7Y = fedy= [cosxdx =sinx | =sinx —sinxg,
Yo X0
Yo X0
e ™ =™ 4 sinxg —sinx;, dh. y(x) = —In(e™ + sinxy — sinx) . o

Abschnitt 19.A, Variante zu Aufg. 1, p. 530 (1.4.2011):

Man l6se die folgenden Differenzialgleichungen mit getrennten Variablen:

In .
y==220 o =)sinx: Y = (1+0)204y): ¥ =V1—y2;

X

Y=@-1- +2, Yy =y1-y?cosx; y =(1-y) cosx.

Losung: Wir suchen jeweils Losungen y(x), die der Anfangsbedingung y(xg) = yo fiir x9, yo € R geniigen.
Die Angabe des jeweiligen genauen Defitionsbereichs tiberlassen wir dem Leser.

ylny
X

Die rechte Seite der Differenzialgleichung y" = — ist nur fiir Anfangswerte yp > 0 und xo 7 0 definiert.

Fiir yo= 1 bekommt man die stationire Losung y(x) = 1.

Bei yg # 1 ist y(x) nirgendwo gleich 1, da u(x) andernfalls nach Satz 19.A.1 konstant gleich 1 wire. Dann
haben also In y(x) und In yy nach dem Zwischenwertsatz stets das gleiche Vorzeichen, und Trennung der
Variablen liefert y'/(yIny) = —1/x , d.h. fiir x mit xxo >0 gilt:

y(x) X
y(x) X
o BYE |1ny|) / dy 4% _ et [ = in x| —Injx| = In X0
In yo Yo ylny X X0 X
Yo X0
Iny(x) =xny)x~",  y@) =y,

Fiir yo = 1 hat y/ = (y—1)?sinx die stationire Losung y(x) = 1. Bei yy # 1 liefert Trennung der

’ y(x) X
Variablen y_2 =sinx, / dy 5 = / sinxdx, — I + ! = —Ccosx + cos xgq,
(=1 w =D Xo yx)—1 = yo—1
1 Yo + COSX — COS X
—1= , also = .
@) cosx —cosxg+ 1/(yo—1) 50 y(x) (yo—1)(cosx —cosxg) + 1

Fiir yp = —1 hat y/ = (14x)%>(14y) die stationire Losung y(x) = —1. Bei yy # —1 ist y(x) nirgendwo
gleich —1, da u(x) andernfalls nach Satz 19.A.1 konstant gleich —1 wire. Dann haben also 1+ y(x) und
1+ yo nach dem Zwischenwertsatz stets das gleiche Vorzeichen, und Trennung der Variablen liefert:

/ y(x) d
Y = (14072, / Ron f (14+x)*,
I+y Yo

=In[l+y()| —In[l+y| = %((H-X)?’ - (1+xO)3) = §(x3— X3) +x*— x5+ x—xo,

1+y(x)

In Ty,

also y(x) = —1+(1+yo)exp(3(x — x3) + 27— x5 +x—xp).
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Fiir y = 41 hat y’ = \/1— y? die stationiren Losungen y(x) = =+1. Fiir |yg| > 1 ist die rechte Seite der
Differenzialgleichung nicht definiert.

Bei |yg| <1 liefert Trennung der Variablen 1/\/ 1—y2=1,dh.

y(x) X
arcsin y(x) — arcsin yy = / ldy == /dx =X —X0, y(x) = sin ((arcsin yo) — xo + x) .
Yo B y X0
X

Fiir yy=1hat y' = (y — 1) - die stationdre Losung y(x) = 1.

1+x2
Bei yg # 1 ist y(x) nirgendwo gleich 1, da y(x) andernfalls nach Satz 19.A.1 konstant gleich 1 wire. Dann

haben also y(x)—1 und yp—1 nach dem Zwischenwertsatz stets das gleiche Vorzeichen, und Trennung der
Variablen liefert: y'/(y—1) = x/(14+x?) , folglich

y(x) x
yx)—1 [dy /de 1 2 2 1+x2
In—— =1 —1|-1 —1| = — = = —(In(1 —In (1 =1 ,
n O =yt =t = [ = [ =S (n ) i) = [

Yo X0

y(x):l—l—yo—_lx/l—i—xz. e

,/H—xg

Fiir y = &1 hat y’ = \/1— y? cosx die stationdren Losungen y(x) = +1. Fiir |yo| > 1 ist die rechte Seite
der Differenzialgleichung nicht definiert.

Bei |yg| <1 liefert Trennung der Variablen y’ / /1—y? = cosx und folglich

(x) e r
y(x d . .
= / Y =/cosx dx = sinx — sin xg .
0
Yo X0

y V1—y2

Die gesuchte Losung ist also y(x) = sin (arcsin yy — sin xo + sin x) .

arcsin y(x) — arcsin yp = arcsin y

Fiir yo= %1 hat y’ = (1 —y?) cos x die stationiren Losungen y(x) = 1.

Bei yp # %1 ist y(x) nirgendwo gleich £1, da y(x) andernfalls nach Satz 19.A.1 konstant gleich £1 wire.
Dann haben also 1 —y(x) und 1—yy sowie 14y (x) und 14y, nach dem Zwischenwertsatz stets das gleiche
Vorzeichen, und Trennung der Variablen liefert y’/(1—y?) = cos x, folglich

lln(l—i-y(x)‘ l—yo) 1

=~ (=In(I1—yx) +In(1—yp) +In (1+y(x)) — In (14yp))

2 \=y@) I+y/ 2
y(x) y(x) y(x) x
:1(/d_y+/d_y>:/ dy :/cosxdxzsinx—sinxo,
2 I—y I+y 1—y2
Yo Yo Yo X0
I+y(x) 1-=yo _ 2sinx —2sinxg _ g2sinx
I—y(x) T4y e2sinxy ’
; : 2sinx _
I+y(x) =co (l—y(x))ezsmx mit ¢o = 14y ¢ —28inXg , y(x) = coe”” 7" —1 o

l—yo COeZSinx+1 ’
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Abschnitt 19.A, Teil von Aufg. 3, p. 530 (1.4.2011):

X—y

x+y -’

Loésung: Wir suchen eine Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(xo) = yp fiir xo, yo € R, geniigt.

Man l6se die homogene Differenzialgleichung y =

Sei zunichst xo # 0. Wir transformieren die Differenzialgleichung durch die Substitution u# := y/x, d.h.

w= Y Lo vy 1(@1) (1—<y/X> _z) _1 (1—u _u) _ 1 1-u—u?
x2 by by x+y X 1+@/x) «x 1+u X 14+u

in eine Differenzialgleichung fiir # mit getrennten Variablen und Anfangsbedingung u (xo) = ug := yo/xo.

Da 1—2u—u” die Nullstellen —1 = v/2 besitzt, hat diese bei ug = —1 £ v/2, d.h. yo= xo(—1 £ v/2), die

stationdren Losungen u(x) = —1 £ /2, dh. y(x) = (— 1 £ +/2)x

Beiug#—1+ V/2 ist u(x) niemals eine dieser Nullstellen von u?+ 2u — 1, da u(x) andernfalls nach Satz
19.A.1 konstant gleich einer davon wire. Dann haben also u(x)?+ 2u(x) — 1 und u%—i— 2up— 1 nach dem
Zwischenwertsatz stets das gleiche Vorzeichen, und Trennung der Variablen liefert (fiir x mit xx¢> 0):

u(x)

X
u(x)
A+wdu _ [ dx —%lnll—Zu—uzl = In x| = In|xo| = In =,
0

’

1—2u—u? X o
uo X0
2 2
jn )"+ 2ulx) =1 1n|1—2u(x)—u(x)2|—1n|1—2u0—u§|=21n@:1nx—g,
u0+2u0—1 X X
W)+ 2u(x)—1= % mit co = @i+2up— Dxd = y3+2x0y0—x5 ,  u(x)=-1% [S+2,
X X

yx) =xulx) =—x%x c—g—l—Z = —x ++/co+2x2.
V x

Wegen yg = y(x9) = —xO:I:\/yg—i—Zxoyo—xg + 2x§ = —xozt,/y§+2x0yo+x§ = —xo=%|yo+xo| istdabei

das Vorzeichen Sign(yo+ x¢) zu withlen, d.h. es folgt y(x) = —x + Sign(yo+ x0)v/co+ 2x2. Man beachte,
dass der Fall xo+yo = O nicht auftreten kann, da dafiir die rechte Seite der Differenzialgleichung nicht definiert

ist. — Auch im Fall xo = 0 liefert die erhaltene Funktion die Losung y(x) = —x + (Sign yg),/ yé + 2x2 des
Anfangswertproblems, wie man leicht bestatigt. °

Abschnitt 19.A, Variante zu Aufg. 3, p. 530 (1.4.2011):
2yt —x*
xy3
Losung: Wir suchen jeweils eine Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(xp) = yo fiir xo, yo € R, geniigt.

Man 16se die homogenen Differenzialgleichungen xy =y ++/x2—y2 und y’ =

Wir transformieren die Differenzialgleichung xy’ = y 4+ \/x>—y? durch die Substitution u := y/x, d.h.

/= y/x_y _ /x2_y2 _ 1 >

= = —+VI—u
x2 x2 x| '

u

in eine Differenzialgleichung fiir # mit getrennten Variablen und Anfangsbedingung u(xo) = ug := yo/Xo.

Bei |ug| > 1, d.h. |yo| > |xol, ist die rechte Seite der Differenzialgleichung nicht definiert.

Fiir ug = %1, d.h. yo= #£x¢, hat man die stationidren Losungen u(x) = +1, d.h. y(x) =

Bei |ug| < 1, d.h. |yo| < |xo], liefert Trennung der Variablen (fiir x mit xxy > 0):
u(x)

u(x)

= In|x|
Uuo

/ dx
V1—u? Ix]”

X

X

=In—,
Xo X0

arcsin u(x) — arcsin uy = arcsin u

u(x) = sin (ln xio + arcsin ug) = sin (In xio) cos (arcsin ug) + cos (In xio) up ,
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[ 2
u(x) =sin(1nx£0) 1—u(2)+cos(ln ;—O)uo, y(x) =xsin(lnx£0) l—i)—%—i—xcos(lnxio)z—g .

4_ 4
Wir transformieren die Differenzialgleichung y" = 2 3x durch die Substitution u := y/x, d.h.
Xy
/ 4
ro Y=y ey _l( Y _ £3_X)_l< _L)_l“ —1
W= _x(y x)_x 2x (y) )T x\" T E) Ty s

in eine Differenzialgleichung fiir # mit getrennten Variablen und Anfangsbedingung u (xo) = ug := yo/xo.
Bei ug = %1, d.h. yo= £x¢, bekommt man die stationdren Losungen u(x) = £1, d.h. y(x) = +£x.

Bei ug # +1, d.h. yg # %xo, ist u(x) fiir kein x eine dieser Nullstellen von u* — 1, da u(x) andernfalls
nach Satz 19.A.1 konstant gleich einer davon wire. Dann haben also u(x)* — 1 und ué — 1 nach dem
Zwischenwertsatz stets das gleiche Vorzeichen und Trennung der Variablen liefert (fiir x mit xxy > 0):

u(x) X
3 4 _ u(x) X
/” du =/d—x, lln%=lln|u4—1| —1Injx|| =1Inlx|—In|x| =1n2,
u4_1 X 4 Mo—l 4 Uug X0 X0
up X0
u()*—1=@ug—Dx*/xg,  ux) = i{‘/(ug—l)x‘*/xgﬂ :

X
y(x) = j:xC/(yg/x(‘)‘—l)x“/xg—l-l = j:;{‘/(yg—xg)x“ + x5 .
0

Die Anfangsbedingung y(x¢) = xo erfordert dabei das Vorzeichen Sign(x¢yo), d.h. es ist

y(x) = Sign(x¢yo) )%C/(yg—xg) x4+ xg . °
0

Abschnitt 19.B, Teil von Aufg. 1, p. 534 (1.4.2011):
Man 16se die lineare Differenzialgleichung y' + 2xy = 2x e
Losung: Wir suchen eine Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(xg) = yp fiir xo, yo € R, geniigt.

Die zugehorige homogene lineare Differenzialgleichung y” + 2xy = 0 hat

X

@(x) = exp (— /2x dx) = eﬂc2

X0

x

2 2
0w = ¥

als Losung mit ¢ (x¢) = 1. Fiir die Storfunktion g(x) := 2x e~ ist die Losung also

X X X

>
y(x) = px) <yo + f% dt) =% <yo + /% dt) = (yo e +/2t dt)
et
X0 X0 X0
= e*xz(yo e — x5 +x%) . °

Abschnitt 19.B, Variante zu Aufg. 1, p. 534 (1.4.2011):
Man I6se die linearen Differenzialgleichungen y’ = (tanx) y — 2sinx und y = % y+xcosx .
Losung: Wir suchen jeweils eine Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(xp) = yo fiir xo, yo € R, geniigt.

Die zu y’ = (tanx)y — 2sinx gehdrende homogene lineare Differenzialgleichung y’ = (tanx) y hat

X
—In|cosx|+In | cosxp| COS Xo COS Xp P . .
X) =ex tan x dx) =e = = als Losung mit ¢(xp) = 1, wobei x
@(x) p (/xo | cosx oS x g mit ¢(xp) = 1,

und x( im selben Definitionsintervall des Tangens, also Intervall der Form ]kZ , (k+ 1)% [, liegen sollen.
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Fiir die Storfunktion g(x) := — sin x ist die Losung dann
X X
- g() ) _ cosx0< —2sint cost) ) . < 5 IF >
y(x) = @(x) (yo + /_(p(t) dt) = cosx \Jo + cosxg dt) = cos x (Y0 €08 xo + cos“t .
X0 X0
— cosx 4 (yo — c0s x¢) cos xg ‘
COoS X

Die zu y' = )lc y + x cosx gehorende homogene lineare Differenzialgleichung y" = % y hat
_ dx\ _ Jnlxl-nlx _ X
(p(x)_exp</x)_e =

X0

fiir alle x mit xxo > 0 als Losung mit ¢(xo) = 1. Fiir die Storfunktion g(x) := x cos x ist die Losung dann

X X

y(x) = @(x) (yo + /% dt) = x%(yo —I—/ ttc/(;sot dt) = ());—g — sinxg + sinx)x . °

X0 X0

Abschnitt 19.B, Teil von Aufg. 1, p. 534 (1.4.2011):
Man 16se die folgenden Bernoullischen Differenzialgleichungen:

1 1 / !
y ==y g-2yt. Y42 =20 Y =y4nt

Losung: Wir suchen jeweils eine Losung y(x), die der Anfangsbedingung y(xo) = yo fiir x, yo € R, geniigt.

Im Fall yyo = 0 ist y(x) = 0 die gesuchte Losung. Sei daher yp # 0. Bei y' = —%y + %(1 —2x)y*
handelt es sich um eine Bernoullische Differenzialgleichung, die durch die Substitution u = y~ in die
lineare Differenzialgleichung u’' = (—3)y’ y*=y3 —(1-2x) =u+ 2x—1) mit der Anfangsbedingung
u(xo) = ug =y, 3 {iberfiihrt wird. Die zugehorige homogene lineare Differenzialgleichung u’ = u hat die
Losung ¢(x) = e* 7%, die der Anfangsbedingung ¢(xy) = 1 geniigt. Dann hat das Anfangswertproblem
w=u+ 2x—1), u(xg) = ug, die Losung

X X

u(x) — %0 (UO + / e—(t—xo)(zt_ 1) dt) — 0 (uo _ e—(t—x())(zt_ 1) * +2/e—(t—xo) dt)
X0

X0 X0

=" Oug— 2x—1)+e""Rxo—1) —2+2" = (ug+2x0+1) —2x—1.
Die gesuchte Losung des Ausgangsproblems ist dann
1 1

Vu(x) C/ex_"o(y(;3+2xo+ 1) —2x—1

Im Fall y, = 0 ist y(x) = 0 die gesuchte Losung von y’ 4 2xy = 2x>y3. Sei daher y; # 0. Es handelt
es sich um eine Bernoullische Differenzialgleichung, die durch die Substitution # = y~2 in die lineare
Differenzialgleichung u’' = (—2)y’'y ™ = 4xu—4x? mitder Anfangsbedingung u(xo) = ug := y; % {iberfiihrt
wird. Die zugehorige homogene lineare Differenzialgleichung u’ = 4xu hat die Losung ¢ (x) = e’ 725 die
der Anfangsbedingung ¢(xo) = 1 geniigt. Dann hat das Anfangswertproblem u’ = 4xu — 4x>, u(xy) = uo,
die Losung
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X X

2 2 2 2 2 2 2 2
u(x) = e 2% (uo + f e*0 2 (—41%) dt) = THoyy 4 ¥ /12(—4l‘)€2t dt
X0 X0

X

' —2/te‘2’2 dt)
X0

X0

2_n,2 2 942
= 220 4 <t2e 2

— 62x2,2x§u0 +x2- xg ezxz,zxg + 62x2 %(672)&_ efzxg) — 62x272x3 (uo_xg_ %) + x4 % )
Die gesuchte Losung des Ausgangsproblems ist dann
1 1

V) \/ T I

Im Fall y, = 0 ist y(x) = 0 die gesuchte Losung von y' = y + xy>. Sei daher y, # 0. Es handelt
es sich um eine Bernoullische Differenzialgleichung, die durch die Substitution x = y~* in die lineare
Differenzialgleichung u’' = —4y'y™> = —4y™* — 4x = —4u — 4x mit der Anfangsbedingung u(xy) =

0 =Y 4 iiberfiihrt wird. Die zugehdrige homogene lineare Differenzialgleichung u' = —4u hat die
Losung ¢(x) = e~+#_die der Anfangsbedingung ¢(xo) = 1 geniigt. Dann hat das Anfangswertproblem
u'=—4u — 4x, u(xg) = ugp, die Losung

X X
X
u(x) = ¢4+ <u0 +[e4t—4x0(_4t) dt) — ot <u0 _ oMo +/e4t—4x0 dt)
X0
X0 X0
_ _ 1 _ - 1 1
= e MO0y x4 e T 4 4_1(1 —e 4”4)“") =e 4x+4x‘)(uo+xo— =) —x+—.

4 4

Die gesuchte Losung des Ausgangsproblems ist dann

y(x) = ! = ! . °

“/u(x) \/ef4x+4x° (M0+X0— l) — X+ I

Abschnitt 19.B, Aufg. S, p. 535 (1.4.2011):

Sei y = f(x)y + g(x) eine lineare Differenzialgleichung erster Ordnung mit den stetigen Funktionen
fog:la, 00l > K,a e R. Es gebeein ¢ € R} mit f(x) < —cfirallex >a.

a) Ist g beschrinkt, so ist auch jede Losung y von y’ = f(x) y + g(x) beschrinkt.
b) Gilt lim g(x) =0, so gilt auch lim y(x) = 0 fur jede Losung y der Gleichung y' = f(x)y + g(x).

Beweis: a) Sei F(x) := /f(x)dx Dannist F(x) — F(t) = /f(x)dx < c¢(t—x) fir a <t <x. Fir eine

Losung y(x) von y' = f(x) y + g(x) mit y(a) = y, folgt

X X

¥ = | (30 + / e FOg(r)dr)| < Iyole™ + | / MOV di| < [yole™ + / g0 dr.

a a a

Der erste Summand geht fiir x — oo gegen 0. Ist |g(¢)] < M fiir alle t > a, so ist der zweite Summand
X
beschriinkt durch M/ec(’_x) dt = %(1 — ) < %

b) Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein xp mit |g(x)| < ec/2 fiir x > xo und es sei weiterhin

lg(t)| < M fiir alle 1 > a. Wegen lim e~* = 0 gibt es ein x; > xo mit (|y0| n %(efxo—em)) et < %

X—>00
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Sei y(x) eine Losung von y' = f(x) y 4+ g(x) mit y(a) = yo. Dann gilt fiir den zweiten Summanden in der
obigen Abschitzung von |y(x)| :

x X0 X X0 X

/ U0 g()| dt = / g ()| dt + / g dt < M / e“Udr + %C / =9y
a a X0 a X0
_ M cxg __ ca —cx f _ clxp—x) M cxog __ ,ca\ ,—cx f
—C(e e)e —|—2(1 e )fc(e e)e +2,
also
YOI < Dol e + (e —e) e + 5 = (Iyol + 4 (e —e) ) e + £ < 2 2 =
fiir x> x;. Es folgt lim y(x) = 0. °
X—> 00

Abschnitt 19.C, Aufg. 3b), p. 560 (1.4.2011):

Seien y; (1) bzw. y,(t) die Anzahlen der U?**- bzw. U?*>-Atome in einer gegebenen Uranprobe zur Zeit .
Die Halbwertszeiten von U?3® bzw. U?3 betragen 77 = 4.5 - 10° Jahre bzw. T, = 0,7 - 10° Jahre. In einem
Probestiick habe das Verhiltnis von U?3® und U?*> den Wert 137, 8. Unter der Annahme, dass zur Zeit der
Entstehung die Anteile von U?* und U?% gleich waren, berechne man das Alter der Probe.

Losung: Sei y(¢) die Anzahl der Atome eines Isotops mit der Halbwertszeit 7' zur Zeit ¢, zur Anfangszeit
to = O seien yy Atome vorhanden. Die Zerfallsrate dy/dt ist proportional zu y(¢) , also dy(¢)/dt = —Ay(¢),
wobei A > 0 die Zerfallskonstante ist. Es folgt y(t) = ype *'. Wegen y(T) = 1y, folgt 1 = ™7, d.h.
A = (In2)/T . Fir die Zerfallskonstanten von U?*und U?* ergibt sich daraus A; = 0,154 - 10~ und

X =0,99 - 107 sowie A, — A; = 0,836 - 10~°. Mit Obigem folgt
yi(f) _n (0) e _n (0) gt _ 083610 _ ,0836-101
»(t)  y2(0) e y,(0)

woraus sich fiir das Alter #; der Probe der Wert #; = 5,892 - 10° ergibt. (Das Alter der Erde wird heute mit
ca.4,5 - 10° Jahren angegeben.) °

137,8 =

k)

Abschnitt 19.C, Variante zu Aufg. 14, p. 564 (1.4.2011):

Die Luft in der Wiiste habe abends um 18 Uhr eine Temperatur von 40°C; die Temperatur eines Steines,
der dort in der Sonne gelegen hat, betrage gleichzeitig 80°C. Von da an sinke die Temperatur 77, der
Luft. Die Temperatur des Steines T @ndere sich mit einer Rate, die proportional zur Temperaturdifferenz
zwischen Luft und Stein ist, d.h. zu jedem Zeitpunkt r sei T¢(r) = B (T.(t)— Ts(t)) (Newtonsches
Abkiihlungsgesetz). Man berechne die Temperatur des Steines um 4 Uhr am nédchsten Morgen unter
der Annahme 8 = % ,

a) falls die Temperatur 7} der Luft gleichmifBig um 4°C pro Stunde sinkt,
b) falls die Temperatur 77 der Luft mit einer Abkiihlungsrate sinkt, die proportional zur Temperaturdifferenz

zwischen Luft und Stein ist, d.h. TL ()=« ( 10— T, (t)) ist, etwa mit dem Proportionalititsfaktor ¢ = }—‘ .

Losung: a) Es ist T, (1) = 40 — 4¢, also T¢(t) = B (40 — 4t — Tg(t)) . Diese lineare Differenzialgleichung
hat die Losung

t
Ts(t) = e P (80+ / pet! (40-4nydi) = ¥ (40+eﬁf(4o—4t)+%(eﬂ’—1)) - (40—%)e_ﬂ’+40—4t+%.
Fir g = 5 undt = 10 ergibt sich die gesuchte Temperatur zu 8+ 32¢7> ~ 8,2°C.
b) Es ist TL =10+ 30, also T4(r) = B (10+30e™* — Ts(r)) mit der Losung
_ Bt Bt —at _ pt 30ﬂ —at __ —pt
Ts(t) = e 80+ /Be (10 + 30e™*") dt ) = 70e~ +10+ﬂ (7 —e"").
—

Firoa = % , B = Z und t = 10 erglbt sich die gesuchte Temperatur zu 10+ 10e > +60e~>/? ~ 15°C. °
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Abschnitt 19.C, Teil von Aufg. 15, p. 565 (1.4.2011):

Nach Torricellis Gesetz hat Wasser, das aus einem bis zur Hohe h gefiillten Behilter aus einer kleinen Offnung
am Grunde des Behilters flieBt, die Geschwindigkeit c,/2gh mit einer Konstanten ¢ (0 < ¢ < 1), die im
Idealfall 1 ist. Ist A die Fliche der Ausflussdffnung und hat der Behilter in der Hohe /4 den Querschnitt F (h),
so erfiillt 4 die Differenzialgleichung 4 = —Ac+/2gh/F(h). Man beschreibe die Hohe & als Funktion der
Zeit und bestimme die Zeit, bis der Behalter leer ist, fiir

a) ein zylindrisches Fass mit Radius R;
b) einen kegelférmigen Trichter mit Offnungswinkel .

Losung: a) Es ist F(h) = m R fiir alle Werte von 4. Wir haben also die Differenzialgleichung

~ vh
h=—Acy28 —
VIR
fiir die Anfangsbedingung 2(0) = H zu 16sen und erhalten durch Trennen der Variablen:
h(t)

h(t)
dh —5 V2 /dt ——c 2¢ - t,

h(t) —2vH = 2f f

also h(r) = (\/_—

c/g - ) . Wegen h(T) = 0 ergibt sich fiir die gesuchte Zeit T':

7 R2/2
2 [2H
VH- -2 csg-r=0, dn 1=K 21 .
7 R2 f Ve Ac V &
b) Wir bezeichnen die Hohe des Trichters mit H, seinen oberen Radius mit R und seinen unteren Radius mit
r < R. Dann ist s := tan % = % Die Querschnittsfliche des Trichters in der Hohe /& hat dann den

Radius 7+ As und die Fliche F(h) = 7 (r+ hs)?. Wir haben also die Gleichung

\/_ 7 (r+ hs)2

fiir die Anfangsbedingung /4 (0) = H zu l6sen und erhalten durch Trennen der Variablen:
h(t)

f(r+hS)2dh— Ac\/_/dt C\/Z_g-t,

h(t)
h(t)
—ﬂ 2t = /(s2h3/2 +2rsh'? +r*h™'?) dh = %sth/z + %rshm +2r2h 2|

H

Dies liefert eine Gleichung 5. Grades fiir /A (¢) , aus der sich i (t), etwa mit dem Newton-Verfahren, bestim-
men ldsst. Fiir die gesuchte Zeit T, bis das Gefil geleert ist, ergibt sich wegen (7)) = 0:

\/_T_ 22H5/2 Y22 HV? | also T =" (282H5P 4+ 25HY 422 1)
3 Acy/2g 5 3

Mit p := sH/r erhilt man:

T = +=p+1

5 3

Im Fall » = R ist p = 0, und wir erhalten die Formel aus a), im Fall A = 7r? ergibt sich einfach

1/2Hl2 2
T=- g(s +3p+1) o

2H1 2
RVl (e ).
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Abschnitt 19.C, Variante zu Aufg. 19, p. 566 (1.4.2011):

Ein Korper der Masse m falle aus der Ruhelage mit der Geschwindigkeit v(¢) . Er unterliege dabei zwei
Kriften, ndmlich der Schwerkraft mg und einer Widerstandskraft der Form arv(7)? mit Konstanten o > 0,
B >0. Berechnen Sie v(¢) und die Grenzgeschwindigkeit tlim v(t) inden Fillen =1 und g=2.

—00

Losung: Wegen Kraft = Masse mal Beschleunigung gilt die Kriiftebilanz mv = mg — av?. Dies ist eine
Differenzialgleichung mit getrennten Variablen fiir v(¢). Trennung der Variablen liefert
v(t) t

dv
= [|dt=t.
/g—%vﬂ /
0

0

Sei zunichst 8= 1. Integration liefert

Ping — 2 In(g— () = —2 In(g— - v)

o
v(t): . g— v() _ a/my

0 8
Auflosen nach v(z) liefert g — %v(t) = e @Wmig dh. v(t) = %(1 - e_(“/m)’) . Es folgt:

' _mg
tlggov(t) T oa

Sei nun f=2. Integration liefert mit Hilfe von 14.B, Aufg. 6b):
v(t)

v(t)
t:/d—gzzl/d—g:l /%Artanh /lv
g—yv? 8 1= g\ e "8
0

0

v(t)

= | Artanh [-* v(t) ,
0 V ag \ mg
‘/iv(t):tanh(‘/%t), v(t) = @tanh</0§t>.

mg m o m

Wegen lim tanh¢ =1 folgt lim v(¢) = /@ . °
t—00 t—00 o

Abschnitt 19.C, Zusatzaufgabe, p. 570 (1.4.2011):

Ein gleichméBiger starker Schneefall begann 7, Stunden vor Mitternacht. Genau um O Uhr fuhr ein Schnee-
pflug los und riumte mit konstanter Leistung, d.h. er schaffte immer die gleiche Menge Schnee pro Zeiteinheit.
In der zweiten Stunde kam er nur halb so weit wie in der ersten Stunde, weil der Schnee inzwischen viel
hoher lag. Stellen Sie fest, wann es zu schneien begann, d.h. bestimmen Sie ¢, .

Losung: Die Geschwindigkeit des Schneepflugs sei v(¢), die Anfangsgeschwindigkeit sei vyp = v(0) und
der zuriickgelegte Weg sei s(¢) . Wegen der Konstanz der Rdumleistung und da die Schneehohe proportional
zur verflossenen Zeit ist, ist die Geschwindigkeit des Schneepflugs umgekehrt proportional zur Zeit, die seit
dem Einsetzen des Schneefalls verflossen ist. Es gilt also v(¢) : vo =t : (t+1), d.h. (t+10)v(t) = tHvo,
und mit s(z) = v(z), s(0) = 0 folgt

t t

s(t) = /U(I) = fhVo

0 0

! I+t
m = tovo In (14 1) ‘0 = tovg In (t4ty) — tovg Inty = tHvg 11’1( i )

Wegen s(2) = %s(l) ist20n (210) = 31 (110 20y (10 B porgr 24102 = (14-0)°,
0 0 0 0
g+10—1=0,dh.1p = —1 + 1+/5~ 0,618 Stunden ~ 37 Minuten. .

Abschnitt 19.C, Zusatzaufgabe, p. 570 (1.4.2011):

Das mechanische Zahlwerk eines Kassettenrekorders zeige die Umdrehungszahl n der anfangs leeren Spule.
Es sei t(n) die zur Anzeige n gehorende Spieldauer. Bei Spielbeginn werde das Zihlwerk auf O gestellt,
d.h. es sei 1(0) = 0. Die Bandgeschwindigkeit sei v = 4,75 cm/sec. Man gebe ¢ (n) in Abhidngigkeit vom
Radius R der leeren Spule und der Banddicke d an. Es sei n = 1000 nach 12 und n = 2000 nach 28 Minuten
erreicht. Man berechne d und R.
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Losung: Esist t(n+h) =t(n) +h 2(R+And)w , also at = lim Linth) = 1(h) = 2(R+nd) 7 . Daraus
v dn h—0 h v
folgt: t(n) = %(271 Rn + n’7d) . Einsetzen der Werte liefert R = 4,5mm und d = 0,0018 mm. °

Abschnitt 19.D, Variante zu Aufg. 1, p. 580 (1.4.2011):

Fiir die folgenden linearen Differenzialgleichungen bestimme man alle komplexwertigen und alle reellwer-
tigen Losungen:

F—3y+2y=3¢"+4 §-3y—-dy=2—1, y—dy+dy=1+e% FH+29+y=21+e",
ji—y+%y:t+sin3t, j—2y+y=xe" +e'sint, y' +2y +y=te’ +e*cost,
y& -2 +4y = —60e' sin3t, yP —25+2y =—15¢ cos2s.

Losung: Diezu y—3y+2y = 3¢~ ' +4 gehorende homogene lineare Differenzialgleichung y—3y+2y =0
(mit konstanten Koeffizienten) hat das charakteristische Polynom P (X) := X>—3X+2 = (X —1)(X —2)
mit den Nullstellen 1 und 2. Ihre simtlichen Losungen sind also cje’ + c2e?, ¢, c; € K.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung ¥ —3y+2y = 3e~" 16st man durch einen Ansatz vom Typ der

rechten Seite. Da —1 keine Nullstelle von P ist, erhélt man als eine Losung (3/P(—1))e™" = %e" = %e"

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung j — 3y + 2y = 4 ¥ 16st man ebenfalls durch einen Ansatz
vom Typ der rechten Seite. Da 0 keine Nullstelle von P ist, erhilt man als eine Losung (4/P(0))e® ¥ =

4

Alle Losungen der Ausgangsgleichung haben also die Form y(t) = cje’ + ce? + %e" +2, ¢, €K

Die zu ¥ — 3y — 4y = 2¢' — 1 gehorende homogene lineare Differenzialgleichung j — 3y — 4y = 0 (mit
konstanten Koeffizienten) hat das charakteristische Polynom P(X) := X?>—3X — 4 = (X —4)(X 4+ 1)( mit
den Nullstellen 4 und —1 (p,q-Formel!) . Thre simtlichen Losungen sind also cje* 4 coe™, ¢, ¢; € K.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung y — 3y — 4y = 2¢* 16st man durch einen Ansatz vom Typ

der rechten Seite. Da 1 keine Nullstelle von P ist, erhélt man als eine Losung (2/P(1))e’ = _16 el = —% e'.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung j — 3y — 4y = —1 = —e”'* 16st man ebenfalls durch
einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da 0 keine Nullstelle von P ist, erhdlt man als eine Losung
(—1/P(0)e’ " =1/4.

Alle Losungen der Ausgangsgleichung haben also die Form y (1) = cje* + coe™ — %e" + A—IL , ¢1,c € K.

Die zu ¥ — 4y + 4y = 1 + e~ gehorende homogene Differenzialgleichung j — 4y + 4y = 0 hat
P = X?>—4X+4 = (X—2)? mit der doppelten Nullstelle 2 als charakteristisches Polynom und daher e?, te*
als Basis des Losungsraums tiber R und iiber C.

Die zugehérige inhomogene Differenzialgleichung mit rechter Seite 1 hat die Losung (1/P(0)) e®' = 4—11 .

Die inhomogene Differenzialgleichung mit rechter Seite ¢~ hat die Losung y(t) = (1/P(=2)) e * =
(1/16) e,

Superposition liefert die allgemeine Losung y(1) = ; + 1 e + cje* + cate?, c1, ;€ K.

Die zu j +2y + y = 2t + e~ " gehorende homogene Differenzialgleichung 3 + 2y +y = 0 hat P =
X242X+1 = (X+1)? mit der doppelten Nullstelle —1 als charakteristisches Polynom und daher e/, te™
als Basis des Losungsraums iiber R und iiber C.

Die zugehorige inhomogene Differenzialgleichung mit rechter Seite 27 16sen wir mit dem Ansatz y(¢t) =
(at+b) e*' = at+ b und bekommen a = 2, b=—4, d.h. die Losung 2¢ — 4.

Die inhomogene Differenzialgleichung mit rechter Seite e~ 16sen wir mit dem Ansatz y(t) = h(t)e™" =
at’e™" und bekommen a = 3, d.h. die Losung 1r%¢~".

Superposition liefert die allgemeine Losung y(¢) = 2r—4 + %tze_’ +cre " +erte™, ¢, e K.
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Diezu y —y+ ; y = t+sin 3t gehdrende homogene lineare Differenzialgleichung y—y+ ; y = 0 hatdas
charakteristische Polynom P(X) := X*—X +1 5= (X -3 (1 + 1)) (X -3 (1 — 1)) mit den beiden Nullstellen

I+ /-1 =1 +i). Ihre simtlichen komplexwertigen Losungen sind also ce2 ™" + czeZ(l Dt

t t
c1, ¢z € C, und die reellwertigen Losungen sind cje2 cos 5 + ce2sin 5, ¢, c2 € R.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung y — y + %y = ¢ 16st man durch einen Ansatz y(¢) = ¢t + ¢’
vom Typ der rechten Seite. Wegen y = cund y = 0 lieferter —c + % (ct+c')=t,dh.c =2undc’' =c =2.
So erhilt man die Losung 2¢ + 2.

Losungen der inhomogenen linearen Differenzialgleichung y — y + % y = sin 3¢t = Im ¢*’ bekommt man

als Imaginérteile von Losungen der inhomogenen linearen Differenzialgleichung y — y + % y = &%, die
man durch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite 16st. Wegen P (3i) # O erhilt man die Losung

13 . -
e = ﬁ (cos3t +1isin3t) = (”)W (cos3t +1isin3t) = (—% + 325 ) (cos3t +1isin3t) =
= 33245 cos 3t — 325 sin3t +1 (325 cos 3t — 33245 sin 3t)
Der Imaginirteil <= cos 37 — 325 sin 3¢ dieser Losung ist dann eine Losung von § — y + 1 5y = sin 37 . Indem

man dazu alle oben angegebenen Losungen der zugehorigen homogenen leferen21alglelchun g addiert, erhélt
man alle Losungen iiber R bzw. C.

Die zu j — 2y + y = te' + ¢ 'sint gehorende homogene lineare Differenzialgleichung j — 2y +y =0
(mit konstanten Koeffizienten) hat das charakteristische Polynom P(X) := X 2 2X+1=(X—-1)?mitl
als doppelter Nullstelle. Thre sdmtlichen Losungen sind also cje’ + cyte’, ¢1, cr € K.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung y — 2y + y = e’ 16st man durch einen Ansatz der Form
y(t) = (at®+ bt*)e' mit Konstanten a und b, da der Exponent der e-Funktion auf der rechten Seite eine
doppelte Nullstelle von P ist und da ihr Vorfaktor ein Polynom vom Grad 1 ist. Es folgt

y(t) = (at*>+ 2bt + at® + bt?)e', () = (6at + 2b + 6at> + 4bt + at® + bt*)e'. Einsetzen liefert
(6at+2b+6at*+ 4bt+at>+bt?)e! — 2 (3at>+ 2bt+ at® + bt?) e’ + (at>+bt?)e' = te', woraus man nach
Kiirzen von ¢’ und Vergleich der Koeffizienten von ' und #° bekommt: 6a + 4b —4b = 1,2b = 0, d.h.
a= é und b = 0. Eine Losung ist also %t3e’.

Statt der inhomogenen linearen Differenzialgleichung y — 2y + y = e~ sint 16sen wir zunichst einmal
j—2y 4+ y = e e’ = e durch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Der Imaginiirteil einer
solchen Losung 16st dann die Gleichung mit rechter Seite e~ sin#. Da —1+41i keine Nullstelle von P ist,

o . 1 (—1+i)r 1 (=14 _— 1 (—1+4i) _ 3+4i (—1+i)r __
erhilt man als Losung e ¢ = a1 @ = 3¢ = GG © =
(% + 24—51) (e7"cost+ie'sint) = (235 "cost— ie_’ sin7+1) (55 4 o~ cost+ 23—56" sint) . Der Imaginirteil
4

yse ' cost + ie_’ sin ¢ ist hier die gesuchte Losung

Alle Losungen der Ausgangsgleichung sind somit y(¢) = cje’ + coxe’ + = t3e’ + 3 4 yse ' cost + %e*’ sint,

C],CQEK

Die zu ¥ 4+ 2y 4+ y = te™" 4 ¢ cost gehorende homogene lineare Differenzialgleichung ¥ +2y +y =0
(mit konstanten Koeffizienten) hat das charakteristische Polynom P(X) := X?>+4+2X + 1 = (X +1)? mit —1
als doppelter Nullstelle. Thre simtlichen Losungen sind also cie™ + cpte™, ¢1, ¢ € K.

Die inhomogene lineare Differenzialgleichung y — 2y + y = re~' 16st man durch einen Ansatz der Form
y(t) = (at®+ bt*)e™" mit Konstanten a und b, da der Exponent der e-Funktion auf der rechten Seite eine
doppelte Nullstelle von P ist und da ihr Vorfaktor ein Polynom vom Grad 1 ist. Es folgt

y(t) = Bat>+ 2bt — at® — bt*)e™", §(t) = (6at + 2b — 6at> — 4bt + at® + bt*)e". Einsetzen liefert
(6at+2b—6at>— 4bt+at3+bt2)e‘f +2Bat*+2bt—at® — bt?) e + (at’+bt*) e = te”!, woraus man
nach Kurzen von e~ " und Vergleich der Koefﬁ21enten von ¢! und ° bekommt: 6a — 4b +4b = 1,2b = 0,
dh.a=: und b = 0. Eine Losung ist also tg -

Statt der 1nh0m0genen linearen Differenzialgleichung 3 + 2y + y = e cost lsen wir zunichst einmal

J4+2y+y = e? e’ = @V durch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Der Realteil einer solchen Losung
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lost dann die Gleichung mit rechter Seite ¢* cost. Wegen P(2+1i) # 0 bekommt man zunchst als Losung

o2 — P2 — L) — __ 8=6i O+ _ 3- 2x Sk N
P(2+1) (2+1)2+2(2+1)+1 = 376 ¢ = Brons—6n ¢ = (25 3g1) (e cost +ie™ sint) =

(%€ cost + e* sint) +i(—2e* cost + Ze* sint). Der Realteil %e* cost + 2e* sint ist hier die
gesuchte Losung

2 2t 32t

Alle Losungen der Ausgangsgleichung sind y(r) = cie™ + coxe™ + ét3e_’ + 3se” cost + ;e sint,

C1,Cy € K.

Die zu y® — 2§ + 4y = —60¢' sin3t gehorende homogene lineare Differenzialgleichung hat das cha-
rakteristische Polynom P = X3 —2X?2 44X = X (X —1— iv/3)(X — 1+ iv/3) und daher das komplexe
Losungsfundamentalsystem e®/ = 1, e(1H1V3) o(1=i¥3)1  Dag zugehérige reelle Losungsfundamentalsys-
tem ist 1, e cos (v/31), ' sin (v/31).

Die inhomogene Gleichung mit rechter Seite —60e!' 39" hat (— 60/ P (1+31)) ¢! 3" = (10/(143i))e' e =
(1-3i)e' (cos 3¢+isin 3¢) als Losung. Der Imaginirteil (sin 37— 3 cos 3¢)e’ dieser Funktion ist eine spezielle
Losung der Ausgangsgleichung.

Die Funktionen y(r) = (sin3t—3cos31) e’ + ¢| + cze’ cos (v/31) + cze’ sin (v/31) mit ¢y, ¢3, c3 € K sind
also alle Losungen der Ausgangsgleichung.

Die zu y©® — 2% 4+ 2y = —15 e’ cos 2t gehorende homogene lineare Differenzialgleichung hat das cha-
rakteristische Polynom P = —2Xx? +2X = X(X—1—1)(X—1+1) und daher das komplexe Lo-
sungsfundamentalsystem eVt =1, eI+ (D1 Dag zugehdrige reelle Losungsfundamentalsystem ist

1,e"cost, e sint.

Die inhomogene Gleichung mit rechter Seite —15 ¢! +29" hat (— 15/ P (142i) ) e 720" = (10/(142i)) e'e*' =
(1—2i) €' (cos2t+isin2t) als Losung. Der Realteil (cos 2z + 2 cos 2¢) e’ dieser Funktion ist eine spezielle
Losung der Ausgangsgleichung.

Die Funktionen y(¢) = (cos2t+2sin2t) e’ + c¢; + cpe’ cost + c3e’ sint mit ¢y, ¢3, ¢3 € K sind also alle
Losungen der Ausgangsgleichung.

Abschnitt 19.D, Teil von Aufg. 2, p. 580 (1.4.2011):

Unter einer Eulerschen Differenzialgleichung versteht man eine Differenzialgleichung der Form
(at +b)"'y"™ +a,_1(at +b)" 'y . tagy =g
mit Konstanten a, b, ay, ..., a,_;. Diese wird bei a # 0 durch die Substitution
T = In (at + b)
auf eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten zuriickgefiihrt.

Man l6se die folgenden Differenzialgleichungen:
5 +5ty+4y=0; 39O 25 4+2uy—-2y=13+3t; *y+1y+y=0.
Losung: Genau dann ist T = In (at+ b), wenn t = L—ll(ef —b) ist. Bezeichnen wir die Ableitung nach ¢

mit einem Punkt und die nach 7 mit " und setzen z(t) := y(1(e" —b)) = y(1), also y(r) = z(In (ar+b)),
so ergibt sich y(¢) = (at+b)~'az/(r). Durch Induktion iiber k zeigen wir, dass es Konstanten ck,j gibt

k ,

mit y® () = (ar+b)~* Z o Chii (1) : Fiir k=0 und k =1 ist das die Definition von z bzw. die obige
J:

Formel fiir y. Differenzieren der Induktionsvoraussetzung nach ¢ liefert beim Schluss von k auf k+1:

k .
Y00 = (@+0) Y e @) (@r+b) kz ;2 (In (at+5)) )
= —ka(at+b)"*"" Z;‘:O cr,; 2Y (In (at+ b)) + (at+b)~*+D Z}_:Oack,, 29D (In (at + b))

k+1 . k+1 .
— (at—l—b)f(k*]) Zj:() it Z(J)(ln (at—i—b)) = (at+ b)f(k+l) ijo Chrl.j Z(])(‘L')

Mit Cjy1 41 = ACkk > Chy1,j = —kacyj +cp j—1 fir j=1,..., kund cry1,0 = —kacy .
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Genau dann gilt also g(¢) = Z:—o (at+ b)k y<k) (t) , wenn fiir z(7) folgende lineare Differenzialgleichung
mit konstanten Koeffizienten gilt:

n n

n k
gL =p) = Y (@b @+n ™Y a2 =3 (Y ens) V@)
k=0 =0

=0 k=j

Um 125 + 5ty + 4y = 0 zu losen, setzen wir gemiB dem Vorstehenden 7 = Int, z(7) = y(e?) = y(t),
d.h. y(t) = t7'7/(7), und erhalten daraus y(t) = —t 27/ (t) + t 27" (1) = I_Z(Z”(‘L’) — z'(t)). Dann ist
die Gleichung %3 + 5ty 4+ 4y = 0 dquivalent zu *r~2(z"(v) — 2/(1)) + 5t~ '2/(r) + 4z(r) = 0, d.h.
zu (1) + 47 (1) + 4z(t) = 0. Das zugehdorige charakteristische Polynom X?+4X +4 hat die doppelte
Nullstellen —2, die Losungen von 7"+ 4z’ 44z = 0 sind also cje™>" + ¢,7e~ %" mit Konstanten ¢, ¢. Die

Losungen der Ausgangsgleichungen sind dann cje 2" + ¢,(Int) e 2" = (¢;+coInt) t72, ¢1, ¢ € K.

Um 2y® — 25 + 2ty — 2y = >+ 3t zu losen, setzen wir gemiB dem Vorstehenden 7 = Int, z(t) =
yet) = y(1), dh. 3() = 1712/(x), §(1) = 172("(1) — 2'(0)), yO 1) = 173 (¢D (1) — 32"(x) + 22/(7)).
Dann ist die Gleichung 3y® — (2§ 4 2ty — 4y = 1>+ 3¢ dquivalent zu

2‘31‘_3(2(3) _ 32// + 22/) _ t2t—2(z// _ Z/) 4 2”_12/ — 27 = e3r+ 367,

d.h.zu 7 —47" 457 —27 = 3"+ 3e”. Das zugehorige charakteristische Polynom P := X3 —4X245X -2
hat die doppelte Nullstellen 1 sowie die Nullstelle 2, die Losungen der homogenen Differenzialgleichung
3y® — 125 + 2ty — 4y = 0'sind also cje’ + crTe’ + c3e?™ mit Konstanten ¢, ¢z, c3 € K.

7 — 47" + 57/ — 2z = €’ hat die spezielle Losung (1/P(3)) €’ = 1 €°".

z® — 47" 4 57/ — 2z = 3¢" hat die spezielle Losung (3/P"(1) e* = 2 ¢".
Alle Losungen von z® — 47" 4+ 57/ — 2z = 3" 4 3e7 sind dann }‘e“ + % e + cret + crre’ + c3e?T,
c1,C2, 03 € K.

Die Losungen der Ausgangsgleichungen sind schlieflich

y(t) = }‘631’” + % e e + cp(Int) e 4 ezt = it3 + %t +(ci+cInt)t +c3t?, ¢, € K.

Um 23 +ty 4+ y = 0 zu losen, setzen wir gemiB dem Vorstehenden 7= Int, z(t) = y(e®) = y(¢), d.h.
y() = t7'7 (), ¥(t) = t7*("(r) — 2/(1)), und erhalten die lineare Differenzialgleichung z” + z = 0
fiir . Die zugehdrige homogene Gleichung hat das charakteristische Polynom X2 +1 = (X +i)(X —i).
Thre Losungen sind also cje™' + cyell, ¢y, ¢; € C, tiber C und ¢ cost + ¢y sint, ci, c; € R, iiber R. Die
Losungen der Ausgangsgleichungen sind dann y(¢) = c¢; cos (Int) + ¢ sin (Int) , ¢1, ¢, € K. °



