Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 1, 3. Aufl. (version 2010) Kapitel 5

13 Differenzierbare Funktionen

Abschnitt 13.A, Variante ztAufg. 3, p. 343 (1.2.2011) :
Man untersuche, ob die beiden Funktionérg : R — R mit f(x) := vx2 bzw. g(x) := +/x3 im Punkt 0

differenzierbar sind.
— 3/°2 _ 3/2
Losung: Fiirx — 0 geht Z®) g(o) _ -V 1
x J—

gegemo, d.h. f istin 0 nicht differenzierbar.

x—0  ¥x
_ 3_
Firx — 0 geht g) — 20 = Vod - VO = /x gegen 0, d.hg ist in O differenzierbar miz’(0) = 0. e

x—0 x—0

Abschnitt 13.A, Aufg. 6¢), p. 344 (1.2.2011):
Die Funktion f sei in einer Umgebung vane R definiert und ina selbst differenzierbar. Zeigen Sie:

flat+h) — fla—h)

o 2h =fa.
h#0
Beweis:  lim L@tm = fla=h) _ . flath) — f@+ f@) = fla=h) _
h—0 2h h—0 2h
h#0 h=0
=5(jm f(?aihi)__ﬁ(“) +m, f(?a__h;),) _fa(a)> S(f@+ @) = f@.
h#0 h#0

Bemerkung: Man beachte die Schlussrichtung. Der zu berechnende Limes kann existieren, ohfigndass
a differenzierbar ist. Beispiel!

Abschnitt 13.A, Aufg. 6d), p. 344 (1.2.2011):
Die Funktion f sei in einer Umgebung vane K definiert und inz selbst differenzierbar. Dann gilt:

im /(@ —af)

x—a XxX—a
x#a

= f(a) —af'(a).

Beweis: Es qilt

im @ —af®) _ xf(a) —af(a) +af(a) —afx)

lim
ta T ta rd
:f(a))lci[)na i:a—i-alil)nawa(a)—af/(a). °
x#a x#a

Abschnitt 13.A, Aufg. 9a), p. 344 (1.2.2011):

Die Funktionenf, ..., f, seienina € D differenzierbar. Dann gilt: Das Prodult - - - f, ist ebenfalls in
a differenzierbar, und es ist

- fu) (@) = Z(fl il fivae @),

Beweis: Wir verwenden Induktion Uber. Furn:O steht links das leere Produkt, also die Konstante 1 mit
der Ableitung O, und rechts die leere Summe, also 0./l lautet die zu beweisende Gleichung einfach
fi(a) = f{(a), und fur n = 2 handelt es sich um die tbliche Produktregel.

Beim Schluss vom aufn+1 wenden wir zunachst die Pruduktregel (FaH= 2 der Behauptung) an und
dann die Induktionsvoraussetzung. Dies liefert
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e foe Fr) @ = (i )@ - fua@ + (i (@) - fra(@)
= (L i fi fon s £1) @ ur@ + (e £ )@

n+1

=Y (fr- ficr fi fiwr- - fu fusD)(@)
k=1
d.h. die Behauptung fim + 1 stattn. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 10, p. 344 (1.2.2011):

Man zeige die folgenden Summenformeln, indem man die Ableitung der Polynomfuriktiom)” auf
zweierlei Weise berechnet:

k;k(Z) — p2n 1, é(—l)klk<2) —0 (n>1).

n

Durch mehrmaliges Ableiten beweise man [k],, (k
k=1

) =[n],2"™"" (O<m<n).

Losung: Nach dem Binomischen Lehrsatz ist1+x)"~* = ((1+x)") = (Z (Z) xk) =3 (Z) kx*1,
o ) k=0 k=1
Setzt man hierin = 1 bzw.x = —1, so erhélt man die angegebenen Summenformeln.
m-maliges Differenzieren liefert entsprechend
— — ! (m) 1 n k—
w1+ =n(n=1) - (n—m+D)(1+x)"" = 140" = ES = [kl x*7",
(%)) =2 ()
Setzt man hierin = 1, so erhalt man auch die letzte der angegebenen Summenformeln. o

Bemerkung: Zu dieser Aufgabe vergleiche auch 2.B, Aufg. 11 und die dazu angegebene Lésung. — Addiert
man die Formeln fim = 1 undm = 2, so erhéalt man

30(7) = Skt (}) + k(}) = nr-02 7 402 = 412

Abschnitt 13.A, Variante zu Aufg. 10), p. 344 (1.2.2011):

n n n n 2
Man leite Summenformeln fid " kx* und 3" k%x* her und berechne dami}_ ik und ) k—k .
k=1 k=1 k=12 (=12
. ) . n K n i1 n x /_ xn+l_1 /_
Losung: Es ist glkx = xg:lkx =x (g:ox ) =x ( =1 ) =
. m+Dx"(x—1) — ("*1-1)  nx""2 — (n+Dx" + x
B (x—1)2 B (x—1)2
Weiteres Differenzieren liefert
n nt2 _ Dx™t 4+ x\/
K2kl — (”X (n+
PR x—1)2 )
(24 2n)x" — (n4+1)%" + 1) (x—1) — 2(nx"*2 — (n+1)x"1 + x)
- (x —1)°
_ nx"2— 2n? 4+ 2n— D) X"+ (n?+ 2n4+Dx"—x— 1
B (x—1)° ’

also
n?x" 3 — (2n242n—1)x" 2+ (n°+ 2n+Dx" Tt —x%—x
(x—1)3 '

n
Y kxk =
k=1
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Setzt man hierinc = 1/2, so erhalt man

on_ntl 1
"k ont2  pntl T 9 n+2 " k2 n%+4n+6
£ _ =2_ , S (i L
kglzk (1- 1‘)2 2 izt 2 ’
2

Abschnitt 13.A, Aufg. 11b), p. 345 (1.2.2011):

Man berechne die Ableitung der (bijektiven) FunktibnR — R mit f(x) := x3+ 2x + 4, x € R, an der
Stelleb=1.

Losung: Offenbar istf (—1) = 1. Wegenf'(x) = 3x?+2, alsof’(—1) = 5, gilt

“1y(q) 1 _ 1 _1
v f(ff@) =1 5

Bemerkung: Ubrigens istf injektiv, da f streng monoton wachsend ist. Dies sieht man am einfachsten

daran, dass die Ableitungy (x) = 3x%42 > 2 {iberall positiv ist. Es folgt aber auch direkt daraus, as$

als Summe der streng monoton wachsenden Funktisfemd 2 und der Konstanten 4 streng monoton

ist. Au3erdem nimmj flr x — oo beliebig grof3e und fiit — —oo beliebig kleine Werte an und dann als

stetige Funktion auch alle Zwischenwerte, ist also surjektiv. Dahgt:iBt — R bijektiv.

Man kann nun auch leicht hhere Ableitungen vomm Punkt 1 ausrechnen: Es gilt n&mlich allgemein

(F Yo = m . Mit der Quotientenregel und der Kettenregel ergibt sich weff&n) = 6x, also
X
(@) = (-1 = -6

’ —fr(f1 (FY —(—6)-1
(f—l)//(x) :( 1 )) _ f (f ()C)) (f )(X) _ (—6) 5 _ 6

f’(ffl(x) (f’(f_l(x)))z 52 1—25 .

Abschnitt 13.A, Variante zutAufg. 11), p. 345 (1.2.2011):

Man begriinde, dass die Funktign R — R mit f(x) := x3+3x+ 1, x € R, bijektiv ist, und berechne die
Ableitungen( f~1)'(5) und (f~1)”(5) der Umkehrfunktionf— von f im Punkt f (1) =5.

Losung: Dax® undx streng monoton wachsend sind, ist aygit) := x343x41 streng monoton wachsend
und somit injektiv. Als Polynom ungeraden Gerades ninfnfiteliebig kleine und beliebig grof3e Werte an
und dann nach dem Zwischenwertsatz auch alle Zwischenwerte, ist also surjektiv.

Wegenf—1(5) = 1 und f'(x) = 3x?+3, alsof'(f~1(5)) = f'(1) = 6, ist e =— Lt -1
genf~*(5) f(x) = 3x f(f1®) = £ fH'® 77 1®) " 6
Allgemeiner gilt (f 1)/ (x) = m . Mit der Quotientenregel und der Kettenregel ergibt sich
X
. 1y ) (YW _
FYHYw = (———) = . Wegen f”(x) = 6x, also f”(f~1(5)) =
<f’(f‘1<x>)) (f/(fL@))? o)

e (e 65 1 .

(F/(F15)° 62 36

f"(1) = 6 istdaher(f™)"(5) =

Abschnitt 13.A, Variante zutAufg. 11), p. 345 (1.2.2011) :

Man begriinde, dass die Funktign R — R mit f(x) := x3— 6x2+4 15¢+ 2 fur allex € R bijektiv ist, und
berechne die Ableitungery ~1)’(12) und (£ ~1)”(12) der Umkehrfunktionf—* von f im Punkt f (1) =12.

Losung: Wegenf'(x) = 3x2— 12v+ 15, alsof'(1) = 6, ist (f1(12) = — = 1t _1

F(Fi12) " f@ 6
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Allgemeiner gilt (f 1) (x) = m . Mit der Quotientenregel und der Kettenregel ergibt sich
X
. 1y @) () _
=) = .Wegenf” (x) = 6x—12, alsof”(f1(12)) =
(f/(f*(x))) (1)’ ( )

—/'(1A2) (A2 (65 1

(f/(f112))° 62 36
Ubrigens istf injektiv, da f streng monoton wachsend ist. Dies sieht man am einfachsten daran, dass die
Ableitung f'(x) = 3x% — 12x 4+ 15 = 3(x—2)? + 3 > 3 Uberall positiv ist. Es folgt aber auch direkt daraus,
dassf (x) = (x—2)%+ 3x + 10 als Summe der streng monoton wachsenden Funktiare2)® und 3v + 10

streng monoton ist. AuRerdem nimmfir x — oo beliebig grof3e und flit — —oo beliebig kleine Werte
an und dann als stetige Funktion auch alle Zwischenwerte, ist also surjektiv. Dafidijisktiv. o

f"(1) = —6 istdaher(f~1"(12 =

Abschnitt 13.A, Aufg. 12a) p. 345 (1.2.2011):

Die Funktionenf und g seien in einer Umgebung von 0 definiert. Es gelte dart) g(x) = x sowie
f(0) = g(0) = 0. Man begriinde, dagéund g im Nullpunkt nicht beide differenzierbar sind.

Beweis:Warenf undg beide in O differenzierbar, so konnte man die Produktregel anwenden und erhielte in
1=x'|_o=(f®eW) [ o= (f'®) g+ f(x)g'x)],_g = f'(0) g(0) + f(0) g'(0) = 0 (wegen
f(0) = g(0) = 0) einen Widerspruch. °
Zusatz: Sind f undg Uberdies stetig in 0, so ist wedgmochg in O differenzierbar. Existierte etwg (0),

e 1 i fx) o _
so wére 1= xl'orﬂ#o( p g(x)) = f'(0)g(0) =0.
Abschnitt 13.A, Aufg. 12b), p. 345 (1.2.2011):

Die Funktionenf und g seien in einer Umgebung von 0 definierf. sei in 0 differenzierbar miyf (0) =
f'(0)=0,undes geltg(f(x)) = x in einer Umgebung des Nullpunkts. Man begrtinde, gagann in 0
nicht differenzierbar ist.

Beweis: Ware aucly in O differenzierbar, so kénnte man die Kettenregel anwenden und erhielte den Wider-
spruch 1=x'| _ = g(f(0) | _, =& (f(0)- f(0)=g©0)-0=0. o

Abschnitt 13.B, Aufg. 3 p. 348 (1.2.2011):

Die Funktionenf undg seienz-mal differenzierbar. Dann giltfg™ = Z(—l)k(Z) (f(")g)("_k) .
k=0

0

Beweis: Wir verwenden Induktion tiber. Fiirn = 0sindfg© = fg undZ(—l)"(]?) (Ff®0g)°™" = re
k=0

gleich. Beim Schluss von aufn+1 liefert die gewdhnliche Produktregefg™) = f'g™ + fg@+Y,

d.h. fg@*+Y = (fg™) — f'¢™. Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung #gf” und auf f'g®
an, machen dann in der zweiten Summe einen Indexwechsel und benutzen zum Schluss die Formel (4) aus
2.B.9:

£ = (f5) — 18 = Y DA(E) (F08) Y = D () (4
k=0 k=0

n+1
= Z(_l)k(Z) (f<k>g)<n—k+l) _ Z(_l)k—l(kzl) (f(k)g)(n—(k—l))
k=1

(g)(f(O)g)(n-i-l) n Z(_l)k((Z) 4 (kzl)> (f(k)g)(n—k-i-l) _ (_1),1(;1) oD
k=1

_ (”Jorl) (f(O)g)(n+1)+ Z(_l)k(n;:l) (f(k)g)("—k+1)+ (_1)n+l(Zii)f(n+l)g
k=1
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n+1

_ Z (n+1) (f(k) )(n7k+l). .

k=0

Abschnitt 13.B, Variante zuAufg. 3, p. 348 (1.2.2011):
Die Funktionenf undg seienn-mal differenzierbar. Dann gilt die Leibniz-Regel, vgl. S. 347 unten,

n

S =3 () " "
k=0
Beweis: Fiirn = 0 sind(fg)® = fg und Z ( >f(° Be® — fo gleich. Beim Schluss von aufn+1

verwenden wir zunéchst die Induktlonsvoraussetzung und die gewdhnliche Produktregel, machen dann in
der zweiten Summe einen Indexwechsel und benutzen zum Schluss die Formel (4) aus 2.B.9:

(f9) " = ((fo)™) = Xn: (Z) (Fbg0) = i (Z) FlktD g®) 4 Xn: (Z) fn=h gtD)
k=0

n+1

_ Z( )f(n kD) g ®) +Zl<kn )f(n—k+1)g(k)
< )f<n+1>g<0> +Z<<Z> ( ))f<n—k+1)g<k) + (Z>fg<n+1>

n

< _6_1) PO O 4 (n—i—l) (n—k+1) (k)+<n+i)fg(n+l)

n+
k=1
n+1 11
n 1
:Z< ; )f<+1 R g R
k=0

Abschnitt 13.B, Teil vonAufg. 7c), p. 349 (1.2.2011):

12
Man berechnez —

n= 12
o0
Losung: Zunachst folgt aus) x" = % fur |x| < 1 durch gliedweises Differenzieren der Potenzreihe
n=0 —X
& X a1 o\ 1 v x ” : .
> onx" = xan" =X (Zx”) =x(1 ) = T2 Daraus erhalt man in analoger Weise:
n=1 —X —X

2.n _ n2pn1 — a2\ _ X (=02 +2x(1-x) _ x(1+4x)
Zn x x; —x(nglnx ) _x((l—x)2> =x ) =10

oo 2
Setzt man hieric = 1/2, so ergibt sich)_ g—n =6. °
Bemerkung: Dies folgt auch aus der Losung von 13.A, Variante zu Aufg. 10, p. 344.

Abschnitt 13.B, Variante zuAufg. 7¢), p. 349 (1.2.2011):

X oy 2
Man berechne .
1?%(” 1y
00 _n+1l\/ , ) ]
Lésung: Zunachst gilt " ":1 "= (anl ) = (xe*)' = " (1+x) . Dies liefert nach Indexwechsel:
n=0 n=0 """
& n? (n+1)2 (n+1)xn+1 x ' ox 2, .3
2 =D [CE Z <Z ) = x(xe*(14x)) = " (x+3x+x°).
n=0 n=1
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Setzt man hierinc = 2, so folgt: 3" —2- o ope .

n=o(n—1!
Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe, p. 350 (1.2.2011):
1+x

Firn € N* gebe man die-te Ableitung der Funktiory : R—{1} — R mit f(x) :=
die angegebene Formel durch vollstandige Induktion.

(n) (n) !
Lésung: Esist 1+x 2+ (x—-1_ 2 -1, also(i'i_x) = 2(#) - M fiir n e N*.

—Xx 1-x  1—x —Xx 1—x (1—x)n+l
Beim Beweis dieser Behauptung durch Induktionist der Induktionsanfang klar, und der Schlussenl

o 1+ X\ (14 \®\ 2@\ 2(n!) (=1 _ 2((n+1))
|str|cht|gwegen(1_x) = ((l—x> ) = (m) = —(n+l) A—x)2 = (A—x)y2 .®

an und beweise

Abschnitt 13.C, Variante ztAufg. 1, p. 364 (1.2.2011):
Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen (wobei die Definitionsbereiche jeweils geeignet zu

.. . X 3 2 X 3 . 1
wéhlen sind): 14+ x2+ ek In (tarfx +1) , Vtaréx + 2+ | —3\/2+TS(XZ) ,
inhx (sinx) (Inx)
3'+ 14 2tarfx , cosx sin , .
Yinx Jcosix + x2
.. 3 X ! 2x 1 2x* 2x 1—x*
Losung: ( V1+x2+ = + — = +
( ~/1+x4) 3YTex2’  VItxt Tt 3YTazt JigaA
(In (tarfx +1)) = . 2tanx - tanx = 2tanx ,
(3 P 2x> 2tanx (1+tar12x) +(n2)2 ’
vtar?x + 2% )
H 2
( (2+ cos(x?)) %) = —§(2+ cos(xz))_g (=sin(x?) - 2x = 2¢ sin(x”) ,
33/(2+ cos(x?))"*
2 tanx (1+ tarfx)
3+ V1+2tarkx ) =(In3) 3 +
( > V1+2tarfx
(COSx smhx) —sinx sinhx + cosx coshx  cosx sinhx
YInx JInx 3x(\3/|n x)4

((cosx)(Inx) + S'nx)’/cosﬁx T x2 — (sinx) (Inx) 2 coshx sinhx + 2x
( (sinx) (Inx) ) _ 2/costx 1 22 _
Vv coshx + x2 costfx + x2
_ ((cosx)(Inx) + S'nx)(cosr?x + x2) — (sinx) (Inx) (coshx sinhx + x)

N (costx + x2)3/2 *

Abschnitt 13.C, Aufg. 2b), p. 364 (1.2.2011):

Die Funktionenf, g : R — R mit f(x) := x?sin(1/x) bzw. g(x) = x?sin(1/x?) fir x # 0 und
f(0) = g(0) = 0 sind auf ganR differenzierbar, abey’ undg’ sind in 0 nicht stetigg’ hat dort sogar die
Schwankungx.

inl
— f(0 x2sinz
Beweis: Es ist f'(0) = lim AL g( ) _ = lim xsm1 =0 wegen|sm—| < lund
X—> X — X—>
x#£0 x#0

Iimox = 0. Insbesondere ist also in 0 differenzierbar. Fir £ 0 gilt f'(x) = 2x sml — cos— Ware
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nun f’ stetig in 0, so ware G f'(0) = lim f'(x) = 2 lim xsin= — lim cos= = — lim cos= im
x—0 x—0 X x—0 X x—0 X
x#0 x7#0 x#0
Widerspruch dazu, dass die Kosinusfunktion fi> oo und damit co% fur x — 0 nicht gegen 0 geht,

sondern wegen der Periodizitat von cos immer wieder den Wert 1 annimmt.

800 — 8(0) £ sin 1 1

Ferner istg’(0) = Iim =————— = lim —— = lim xsin= = 0 wegen|sin=| < 1 und
x—0 x—0 x—0 X x—=0 x2 x2

x#0 x#0 x#0

Iimox = 0. Insbesondere igt also in 0 differenzierbar. Fir # 0 gilt g'(x) = szini2 — %cosiz.
X—> X X

. P y St o 1 2 1.2 1
Ware nurg’ stetig in 0, so ware 6 g'(0) = )IcanOg x) = 2)!|_>m0 xsm)62 l@o > cosx2 = )IcanO > cosx2

x#0 x#0 x#0
im Widerspruch dazu, dagsfir x — 0, etwa an den Stellen/3/2kx , k € N*, die beliebig groRen Werte
2+/2km und an den Stellen A/ (2k+1)7 , k € N*, die beliebig kleinen Werte-2,/(2k+ 1) annimmt. g
ist in keiner Umgebung von 0 beschrankt und hat damit in 0 die Schwankung °
Abschnitt 13.C, Aufg. 3, p. 364 (1.2.2011):
Fira e C—R_ist lim n(ya—1) =Ina = lim n(Ya - Vat)/2.

Losung: Wir verwenden die Definition der Ableitung vairi in x = 0 und erhalten:

] ; . al/n _ 610 d . N
nIE-)noo n(«/a—l):nlinwﬁza(a ) X=O:(Ina)6l xzozlna,
Ya—~Nat o 1y aln— g0 g _ g0 1/d d
lim == lim ————— Iim —— ) = = — (@ —(a*
n%oon 2 2<n%oo 711 -0 + n—00 —r—ll -0 ) 2<dx @) x=0 + dx @) x:O)
= di(ax) - (Ina)a* 0= Ina . (Vgl. auch Aufg. 6¢), p.344.) °
X X= xX=

Abschnitt 13.C, Variante ztAufg. 3, p. 364 (1.2.2011):

Man berechne Iimnz(cos1 -1).

n—o00 n 1
Losung: nILmOO nz(cos% -1) = nILmoo oo ;Z — ;OSJG = (cos\/)—c)/(O) = (:0 %)k@ = —%. o
Lbsungsvariante:nz(cos% - 1) = —% + Tlnz -t —% flrn — oo.
Abschnitt 13.C, Teil vonAufg. 12, p. 365 (1.2.2011):
Man berechne'iund (i i)i.
Losung: Esist Ini=In|i| +iArgi =In1+in/2=ir/2,also | = ¢ = ¢77/2,
Esfolgt Ini' = —7/2, also(i')' = ¢! = ¢717/2 = cos(—n/2) +isin(-7/2) = —i (=i t=i""). o

Abschnitt 13.C, Teil vonAufg. 13, p. 365 (1.2.2011):

Man zeige ((—1+1)2)' # (—1+i)2',

Losung: Es ist((—1+1)?)' = (=2i) = ¢ (N-21-i/2 = (/2,2 gisg |((—141)?)'| = e™/2, aber
(=142 = Q2N IV2|+3im/4) — ,~31/2,in2 gl50 [(—140)21| = 73772 £ ¢7/2, o
Abschnitt 13.C, Variante ztAufg. 12 undAufg. 13, p. 365 (1.2.2011):

Man berechne’i' und zeige(i?’“)l_i £ jG+hA-b,

Losung: Esist P = G0Nt = oGH)in/2 = o=7/24311/2 — ¢=7/2(c0os 3r/2 + isin3r/2) = —ie /2,
also In#*" = In|i**| +iArgi®*" = Ine ™2 +iArg(—i) = —(7/2) (1L + 1), und somit
(i3+i)1_| — ¢~ AWHNA-D) — oo gher (3D — p@-20INi _ (@-20in/2 _ p2ritn _ on L oo o
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14 Der Mittelwertsatz

Abschnitt 14.A, Aufg. 6, p. 378 (1.2.2011) :

Die Funktionenf :[a,b] — Rundg:[a,b] — R seien stetig und ind, b[ differenzierbar, und es sei
f(a) = f(b) = 0. Fur eine geeignete Steltec ]a, b[ gilt dann f'(c) = g’(c) f(c). (Man betrachte die
Hilfsfunktion x > f(x)e=8%™).)

Beweis: Die Hilfsfunktion(x) := f(x) e 4™ istwie f undg in [a, b] stetig und in }, b[ differenzierbar.
Sie verschwindet nach Voraussetzung in den Randpunkten des Intarya]ls Nach dem Satz von Rolle gibt
esdahereine Nullsteltes Ja, b[ voni'(x) = f/(x) e #W) = f(x) g'(x) e 8% = (f'(x)— f(x) g'(x)) e 8™,
Wegene=2© =£ 0 folgt f'(c) — f(c) g'(c) = 0. .

Abschnitt 14.A, Aufg. 7b), p. 378 (1.2.2011):

Fir allex € R mit 0< x gilt die Ungleichung

1 1 1

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gibt es zur Funktigis) :=In¢ ein ce]x, x+1[ mit

1 fa+D - fx) Coxtl 1
Z=fllo= D —x _In(x+1)—lnx_lnT _In(1+§).
Wegenx < ¢ < x+1 ergibt sich daraus die Behauptung. °

Abschnitt 14.A, Variante ztAufg. 7, p. 378 (1.2.2011) :

Man beweise (mit Hilfe des Mittelwertsatzes) fur allee R mit x > O die Bernoullischen Ungleichungen
(14+x)¥ > 14+ ax beia>1und(1+x)* < 1+ax bei O< a<1.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gibt es zur Funktigiit) := (14¢)* ein c€]0, x+1[ mit

fx) = £ _ A+ -1

a(l+c)* 1= fl(c)= also (14+x)*=1+ax(1+c)* L.

-0 X ’
Wegenc > 0 ist 1+ ¢ > 1 und somit(1+¢)* 1 > 1 beia > 1 und(1+¢)* ! = ﬁ < 1 bei
c o
O< a<1. Daraus ergibt sich die Behauptung. °

Abschnitt 14.A, Variante ztAufg. 7, p. 378 (1.2.2011) :

Furallexe Rmitx >1gilt Inx < x—1. Man folgere: ¢ < ¢™.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatzist ln=Inx —In1= (x—1)In'c = (x—1)/c < x—1flreince]l, x[.
Esfolgt (In7) — 1 =In(rt/e) < (w/e)—1, alsoeln 7 <7, und somitr® = e < 7. °

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 7, p. 378 (1.2.2011):

Man beweise fur alle € [0, 1[ die Ungleichung IniJr—x < 12x 5 .
— X —X

Beweis: Es genugt zu zeigen, dass die Hilfsfunktioqx) := 2¢ 5 —In i+x fur allex € [0, 1[ nichtne-
X

— —X
gative Werte hat. Nun istabgit0) =0—-In1=0-0=0. Firx e [0, 1] gilt ferner
2 2 2 2
Fx) = 2(1—x°) + 4x 1 ' 1—x +1+x _ 2+2x° 2 _ 4x > 0.
(1—x2)2 I+rx (1—x)2 (1-x2)2 1—-x2 (1—x2)?

d.h. die Funktionf ist auf [0, 1[ monoton wachsend. Insgesamt muss dahep >0 sein fur allex >0. o

Abschnitt 14.A, Teil vonAufg. 8, p. 379 (1.2.2011):
Man bestimme den Grenzwert lim>-— 2" _ mit Hilfe der Regel von de I'Hopital:
x—0 x (1— cosx)
Losung: Wir wenden die Regel von de I'Ho6pital dreimal an, bis der entstehende Grenzwert zum ersten Mal

nicht mehr vom Typ @0 ist und mit den Grenzwertrechenregeln berechnet werden kann:
X —Sinx im 1—cosx . sinx : COSx 1

—_ = —=lm — =lm — == e
x—>0x(l—cosx) x—»0l1l—cosx+xSinx x—02Sinx+xC0OSx x—03COSx—xSinx 3
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Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 8, p. 379 (1.2.2011):
Man bestimme die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von de I'Hopital:

3/.2 4
. Axe—=1 . x—1 . 2_ ) )
lim ——— , lim Vx , COSX"—COSY —jim (cotx—l) , lim (i— 1 ).
x—1 ,/x3 -1 x—1 ‘3/X4 _ 2 X3 x—0 S|n2x x—0 X x—0 ‘SINx sinhx

Lésung: Dadie ersten beiden Grenzwerte vom Typ 8ind, konnen wir die Regel von de I'H6pital anwenden
und erhalten

i 2 ..—1/3
lim it im v RN _5_4
x>l /331 -l %xl/Z lim gxl/z g 9’
x—1
im 1,-3/4
A et SN & o AN lim 3 i 3
3/ 4 _ 43 4,.1/3 _3,-1/4 " |im 4,13 _ |im 3x-4 4_3  7°
x—1 x4 — x x—1 3x 4x )Ican]_ 3)(,‘ )IcILnl 4x 3 i 7

Beim dritten Grenzwert wenden wir die Regel von de I'Hbpital zweimal an, bis der entstehende Grenzwert

zum ersten Mal nicht mehr vom Ty 0 ist und mit den Grenzwertrechenregeln berechnet werden kann:
2_ 9y ciny 4 i C9ciny? _ Ay2 2
lim COSX“—COSx _ i 2x sinx~ + sinx — lim 2 sinx® — 4x“ cosx“ 4 COSx _ 1

x>0  sirfx x—0 2 sinx cosx x—0 2 co@x — 2sirfx 2

Bei den beiden letzten Grenzwert bringen wir die Differenz zunachst auf einen gemeinsamen Bruchstrich,
erhalten einen Limes vom Tyy/0 und wenden dann die Regel von de I'Hbpital zweimal an:

lim ( 1 1 )= sinhx —sinx _ . coshx — cosx

im =— : im : : =
x—0 Sinx sinhx x—0 cOSx Sinhx 4+ sinx coshx

x—0'Sinx  sinhx
sinhx +sinx _ 0 _ 0
x—02Ccosry coshxy 2 ’
. 1 . xCOSx — Sinx . —x Sinx . —sinx — x COSx 0
I|m(cotx——)=llm—=|m.—= X ==-=0.
x—0 X x—0 x Sinx x—0SINXx + xCOSx  x»—0 2COSx — x SiNx 2

Abschnitt 14.A, Teil vonAufg. 12, p. 379 (1.2.2011):

Man berechne den Grenzwert limIn (1+ %) .

X—>00
Losung: Wir schreiben den Ausdruck als Grenzwert eines Quotienten, der vom/Dyist)und verwenden
dann die Regel von de I'Hopital:
. _ In@a+4 . -4
Ilmxln(1+1):llm¥:llm 1"2 — = — 1 1:1:1
x—00 X x—>00 2 x=00 (14 2)(—3) lim @1+ 1
X—> 00

X

Abschnitt 14.A, Variante zuvAufg. 12, p. 379 (1.2.2011) :
Man berechne den Grenzwert Iiw?( In (14 1) — 1) :
X X

X—>00
Ldsung: Wir schreiben den Ausdruck als Grenzwert eines Quotienten, der vom/Dyist)und verwenden
dann die Regel von de I'Hépital:

, o n@+H % —_Ta4H 4l
lim x2<|n (1+ 1) — 1) = lim # — lim 7 xz) 32
x—00 X X x—00 = xX—00 -3
-2 41
= lim —L 7" — fjm —2* 1 __1

oo 22 ameo 204D —2-limy0 2 2
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Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 12, p. 379 (1.2.2011):
A x+1N\F
Man berechne den Grenzwert I“Qch> .

X—>0Q

Lésung: Mit der Regel von de I'Hdpital sieht man

r]x—l—l x—1 x—1—(x+1)
1 ’ —1)2 2
fim xin SEL = gim XL gy xR e DT 2T gy _
X—00 x—1 X—00 ]_/x X—00 —1/x2 x—o0 x2—1 X—>00 l—]_/x2
x+1
. . L . . (x+1\* o oxIn=—— 9
Die Stetigkeit dee-Funktion im Punkt 2 liefert dann i 1) =lime x-1=¢2 °
X—00 \ X — X— 00
Abschnitt 14.A, Variante ztAufg. 12, p. 379 (1.2.2011):
Man berechne den Grenzwert Iizr(tanx)COtx .
oAl
Losung: Mit der Regel von de I'Hopital sieht man
lim cotx In(tanx) = lim In(tanx) = lim tari x - (1/tanx) = lim cotx=0.
x—1/2 x—m/2 tanx x—m/2 tan x x—>m/2
x<m/2 x<m/2 x<m/2 x<m/2

cotx In(tanx) _ ,0_ ¢

Die Stetigkeit dee-Funktion inx = 0 liefert dann Iimz(tanx)COtx = lim e .

x—>/ x—>m/2
x<m/2 x<m/2

Abschnitt 14.A, Variante zutAufg. 12, p. 379 (1.2.2011):

1/x?
Man berechne den Grenzwert Ii(n(gjs—sﬁx) .

x—0

Lésung: Mit zweimaligem Anwenden der Regel von de I'Hopital sieht man

lim L 1n 98X _ jim (coshx |n = Sinx coshx — cosx smhx)
+—-0x2  coshx ~ x—0\ cosx 2x cositf x
—im =L im —L . jim jp =Sinxcoshy —cosxsinhx _ 4 4 iy )y Z2C0Sccoshw
x—0 COSx x—0coshx x—0 2x x—0
Die Stetigkeit dee-Funktion inx = —1 liefert lim ( COSY )1/x2_ lim exp<i In ﬂ) —el=1/c.e
x—0 \coshx x—0 x2 coshx ’

Abschnitt 14.A, Aufg. 19, p. 380 (1.2.2011):

Die Funktionf :[a, b] — R sei differenzierbar. Es s¢i(a) = 0, und fur allex € [a, b] gelte f'(x) < Af (x)
mit einem festen. € R, 0. Dannistf (x) < 0 fUr allex € [a, b].

(Man betrachte die Funktioh(x) := e f(x).)

Beweis:Wegen'(x) = —ie ™ f(x) + e f'(x) = e **(f'(x) — Af(x)) < Oisth monoton fallend. Da
h(a) = e f(a) = Qiist, isth(x) < 0im ganzen Intervalld, b]. Es folgt f(x) < O fur allex € [a, b]. e

Abschnitt 14.A, Aufg. 20, p. 380 (1.2.2011) :

Die Funktion f : [a, b] — R sei differenzierbar, und es geltg’'(x)| < A|f(x)| fur alle x € [a, b] mit
einem festerh € R, . Istdannf (xg) = O fUr einxg € [a, b], soistf(x) = O fur allex € [a, b].
(Lemma von Gronwall)

Beweis: Angenommen, es gabe ein mit f(x1) # 0. Dann istf aus Stetigkeitsgriinden in einer ganzen
Umgebung vonx; von 0 verschieden, und nach eventueller Multiplikation mit kénnen wir annehmen,
dassf dort positiv ist.

Sei zunéchst; > xg. Dann ist die Mengéx € [a, b] | x <x1, f(x) = 0} nichtleer, da sieg enthélt, und
besitzt ein Supremumy, da sie durchx; nach oben beschrankt ist. Dfastetig ist, gilt auchf (xy) = 0.
Indem wir x| stattxg betrachten, kdnnen wir also gleich annehmen, dags ganzen Intervall o, x1]
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nichtnegativ ist. Nach Voraussetzung gilt dgitxg) = O und f/(x) < |f'(x)] < Alf(x)| = Af(x). Mit
Aufg. 19 folgt darausf (x) < O fur allex € [xg, x1] im Widerspruch zuf (x1) > 0.

Im Fallx;, < xo betrachten wir die Hilfsfunktioh(x) := f(a+b—x) auf [a, b] und die Punkte := a+b—x;
undyg := a+b—xq aus dem Intervalld , b]. Dafur gilt danny; > yo, h(y1) = h(a+b —x1) = f(x1) > 0,
h(yo) = h(a+b—xo) = f(x0) = 0und|h'(x)| = |f'(a+b—x)| < A|f(a+b—x)| = Alh(x)| auf ganz
[a, b]. Wir kbnnen also das schon Bewiesene anwenden und erhalten wie oben einen Widersprueh.

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):
Seia € R%. Man untersuche die Funktioh: RX — R mit f(x) := v/x + = auf lokale Extrema.

Jx
Losung: Genau dann isf’(x) = 3x~ %2 — 2ax~32 gleich 0, wenn - ax~! = O ist, d.h. wennx = a ist.
W?genf”(x) = —%x_3/2 + ‘§1ax_5/2 ist f"(a) = —%a‘3/2 + %aa‘wz = %a‘3/2 >0, undx =q ist eine
Minimumstelle. °

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):

Man untersuche die Funktiofi:R; — R mit f(x) := x* auf lokale Extrema und Wendepunkte. Ferner
berechne man lim* .

x—0

Losung: Esist f(x) = e*™*, also f/(x) = (Inx + 1) f(x) und f"(x) = (1/x) f(x) + (nx + 1) f'(x).
Wegenf (x) > 0flrallex gilt f/(xg) = (Inx+1) f(xo) = 0genaufirng = 1/e. Daf”’(xg) = ¢f (1/erH0 > 0
ist, liegt dort ein Minimum vor.

Fernerist stetg” (x) = ((1/x) + (Inx+1)2) f (x) > 0, d.h. f besitzt nach Satz 14.C.8 keine Wendepunkte.
Die Regel von de L'Hopital liefert Ii(r)nc Inx = Iimoln x/(1/x) = Iimo(l/x)/(l/xz) = Iimox = 0. Wegen
der Stetigkeit dee-Funktion in O folgt Iino1x" = Iimoexp(x Inx) = exp(limox Inx) =e® =1. °

X—>

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):

Man untersuche die Funktiofi: R — R mit f(x) := x* auf lokale Extrema. Ferner berechne man
Iimof(x) und lim f(x).
X—> X—> 00

Losung: Esistf’(x) = (eM+)" = @ (—(1/x?) Inx + (1/x?)) = (1/x®)(1 - Inx) f(x) und
@) = (—@2/x%A=Inx) — (1/x%) fFx) + 1/x)(A—Inx) £/ (x)
= (1/x*2Inx=3) £ (x) + (1/x*)(L—Inx) f'(x)

Wegenf (x) >0 gilt f(x) = 0 genau dann, wenn-dInx = 0, d.h.x = e ist, wegenf”(e) = —e'/¢/e3 <0
liegt dort ein lokales Maximum vor.

Offenbar ist Iir(r)(l/x) Inx = —oo. Es folgt Iingf(x) = IimOexp((l/x) Inx) =0.
Die Regel von de L'Hopital liefert lim(Inx)/x = lim (1/x)/1 = lim 1/x = 0. Wegen der Stetigkeit der
e-Funktion in 0 folgt Iirrgf(x) = Iimoexp((ln x)/x) = exp( Iimo(ln x)/x) =€ =1. .

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):

Man untersuche die Funktiofi:RZ — R mit f(x) := x¥** auf lokale Extrema. Ferner berechne man
Iimof(x) und lim f(x).

Losung: Es gilt f'(x) = (™M) = (—2x3Inx 4 x73) M = (1—2Inx) x =3 f(x) und ferner

f(x) = =2x74f(x) —3(A—=2Inx) x*f(x) + (1—2Inx) x~3f’(x). Genau dann isf’(x) = 0, wenn

Inx = 1/2, d.h. wennx = /e ist. An dieser Stelle verschwindet der Fakte2 Inx + 1, d.h. es ist einfach
"(Ve) = WX (1/x3) (=2/x) |x:ﬁ<0’ undf hat in./e ein Maximum.

Offenbar ist Iir'(r)](l/xz) Inx = —oco. Es folgt Iirré f(x) = Iimoexp((l/x) Inx) =0.
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Die Regel von de L'Hopital liefert liminx)/x? = lim (1/x)/2x = lim 1/2x? = 0. Wegen der Stetigkeit
dere-Funktion in 0 folgt lim f (x) = Iimoexp((ln x)/x%) = exp( lim (In x)/x%) =% =1. .

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):

Sein e N, n> 3. Man untersuche die Funktioh: Ry — R mit f(x) := x (Inx)" auf lokale Extrema und
Wendepunkte.

Losung: Wegenf/(x) = (Inx)""X(n + Inx) gilt f'(x) = 0 genau furx = 1 und firx = e™. Wegen
f'(x) = (n—=D(nx)"21A/x)(n + Inx) + (Inx)"2(1/x) = (Inx)"?(n—1+ Inx) erhdlt man nun
f"(e™) = (—n)""te", d.h. bei geradem liegt dort ein Maximum und bei ungerademein Minimum
vor. Bei geradem ist f(x) >0 und f (1) =0, d.h. 1 ist eine Minimumstelle. Bei ungerademwechseltf”
im Punktx =1 das Vorzeichen, d.h. dort liegt ein Wendepunkt vor. Genau danff sy = 0, wennx =1
ist oderx =e~ Y. In letzterem Fall liegt ein Wendepunkt vor, g4 dort das Vorzeichen wechselt. o

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 381 (1.2.2011):

Man zeige noch einmal direkt, dass die Binomialre@(i‘) w” fur lw| <1 gegenl+ w)* konvergiert,
n=0
vgl. Satz 13.C.6.

Beweis: Wir verwenden die Hilfsfunktionz(w) := (1 4+ w) ™ - )" (3) w".
n=0

Es ist h(0) = (1+0)* - Z(Z) 0 = (%) 0° = 1. Daher genuigt es zu zeigen, dasay) fur alle w
n=0

mit |w| < 1 verschwindet und(w) somit nach Korollar 14.A.6 konstant glei@i0) = 1 ist. Zum Beweis

verwenden wir zuerst die Produktregel, bringen die beiden Summanden dann auf einen gemeinsamen Nenner,

machen in der mittleren Summe einen Indexwechsel und verwenden schlie3lich 2.B, Aufg. 3b):

v = (@ £(0) ) =-att (4 @ a3

n=0
=1+ w)_“_l(né—a<z> w" + niln(Z) w1 4 gln(Z) w”)
:(1+w)°‘1ﬂ§(—a(z>+(n+l)(nil)+n<z))w” =0. °

Abschnitt 14.B, Aufg. 4, p. 392 (1.2.2011) :
Die Funktion sinh R — R ist bijektiv, ihre Umkehrfunktion hei3t Area-Sinus hyperbolicus und
wird mit Arsinh bezeichnet.

Arsinh ist differenzierbar, und es gilt Arsihh= 1

1+x2°
1.-3...(2n — 1) x&tt
2.

fur 1.
420 ong1 Urkls

Arsinh ist analytisch, und es gilt Arsinh= ) (-1)"

n=0
Esist Arsinhx = In (x + vx2+1).

00 2n

Beweis:Wegen sinhx = coshx = > ()26 1 > 1> 0O fur allex € R ist die Funktion sinh streng monoton
n=0 n).

wachsend. Nach dem Zwischenwertsatz nimmt sie wegensiithx = co und lim sinhx = —oo alle

X—>00 X—>—00

reellen Werte als Zwischenwerte an, ist also bijektiv. Wegen “oshsint?x = 1 und cosh > O fiir alle x
ist coshx = v/ 1+ sintfx , und die Ableitung der Umkehrfunktion Arsinh ist

1 _ 1 _ 1 1
sini{(Arsinhx) — coslArsinhx) /11 sinfP(Arsinhx) 1+ 12

Arsinhx =

o ,_1 2n+1
Fur die Hilfsfunktions :]—1, 1[ - R mit k(x) := Arsinhx — Z( 2) s gilt unter Verwendung der
a—o\ n / 2n+1

vorstehenden Aufgabe
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oo . > 1 _ 1 2y-1/2 _
K (x) := Arsinh'x ;O( ) )(2n+1) oeil = i ZO( ) T ) 0

02n+1

und /2(0) = Arsinh0— Z( ) = 0— 0= 0. Daher ist: konstant gleich 0. Dies war zu zeigen.

- 2n+1
Fur die Hilfsfunktion# : R — R mit H(x) := Arsinhx — In (x 4+ v/ 14x2) gilt
1 <1+ x ): i Vi1+x?+x _0
X + +/1+x2 A/ 1+x2 VI+x?  (x + V1+x2)V 1422
undH (0) = Arsinh 0—In (04+/1+0) = 0—In1 = 0. Daher ist{ konstant gleich 0, was zu zeigen wer.

H'(x) ;= Arsinbfx —

Abschnitt 14.B, Aufg. 6, p. 392 (1.2.2011):

Die Funktion Tangens hyperbolicus tanR :— ]—1, 1] ist bijektiv, ihre Umkehrfunktion hei3t Area-
Tangens hyperbolicus und wird mit Artanh bezeichnet.

Artanh ist differenzierbar, und es gilt Artanh= 1 1 5 -
) ) . ) o0 x2n+l
Artanh ist analytisch, und fufx| <1 gilt Artanhx = > .
n=0 2I’l+1
Esist Artanh = = In 275 |
2 1-x"
Beweis: Wegen tanhx = 7 0 fur alle x € R ist die Funktion tanh streng monoton wachsend.
cosltx
et —e " Ll 1
Nach dem Zwischenwertsatz nimmt sie wegen temhx = lim = lim =>=1
X—>00 x—>00 X J =X x—00 14 e—2* 1
; : et—e" . -1 -1 .
und lim tanhx = lim = lim = — = —1 auch alle Werte aus-1, 1] an, ist also
X—>—00 x—>—00 @X 4 =X x—>—00 e2¥ + 1 1
bijektiv. Wegen tanfx = 1— tantfx ist die Ableitung der Umkehrfunktion Artanh also
1 1 1
Artanhx = = = .
tanH(Artanhx)  1—tant?(Artanhx) 1—x2
.. . . . . &0 x2”+1
Fur die Hilfsfunktionz : R — ]—1, 1[ mit A(x) := Artanhx—)_ ] unter Verwendung der Summenfor-
n=0 &N
\fiir di trische Reihié(x) 1= Artanfix— (3> 2 ) = 1 =t 1
mel fur die geometrische Rei = Artanhx — = =
9 ) o (EO 2n+1) 1—x2 ,,g T 1-x2 1—x2
00 02n+l . . . .
und i2(0) = Artanh 0— ) Pl = 0—0=0. Daher ist: konstant gleictkz(0) = 0. Dies war zu zeigen.
n=0

Far die HilfsfunktionH : R — ]—1, 1[ mit H(x) := Artanhx — % In 1+x gilt

1 1+xY\ 1 1 1—x+14+x /1+x 1 1
H'(x) := ArtanHx — =( In = - =. = — =0,
*x) * 2< 1- x) 1-x2 2 (1-x2 /1-x " 1-x2  (1—x)(1+x)
H(0) = Artanh 0— = In 1"‘8 = 0—0=0. Daher istH konstant gleichH (0) =0, was zu zeigen watr. e
Abschnitt 14.B, Aufg. 8b), p. 393 (1.2.2011):
1—x . 1—x 37r
Esist arctanx + arctanl+ fur x>—1und arctanx + arctanH_—x = 4 fir x<—1.

Beweis: Fur die Hilfsfunktion : R — {—1} — R mit h(x) := arctanx + arctan gllt

L 1-x\ 1 1 —(1+X)—(1_x) _
W' (x) = arctarx + (amta’"1+ ) T’ 14 =0 d+x)?
(1+x)?

1 -2 1 2

T T 024 (A—n? 1442 2422
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Wegen arctanG= 0 und arctan 1= 7 /4 ist h(0) = arctanO+ arctanl= 0+ n/4 = 7/4. Wegen
lim arctanx = —n/2 sowie arctari—1) = —x /4 und der Stetigkeit von arctan 1 ist

X—>—00

. . . 1—x T 3
Xﬂ)rpooh(x) = Xﬂ)rpoo arctanx + xﬂ)rpoo arctanH—x =—% - arctan(—1) = 7
Auf den beiden IntervallenJoo, —1[ und ]—1, oo[ ist & also jeweils konstant gleich(l) = /4 bzw.
gleich lim h(x) = —3r/4. Dies war aber zu zeigen. °

Abschnitt 14.B, Aufg. 9), p. 393 (1.2.2011):

Man zeige die Gleichung arctant arctan"?L = % fur alle z mit Rez >0 und arctan + arctan% = —
fur allez mit Rez <0.

NS

Beweis: Die Hilfsfunktion 2 mit h(z) := arctanz + arctan% ist nach Aufg. 7a) wegen /& = 7/|z|* auf
jeder der beiden Halbebenéh := {z € C | Rez>0} undH_ := {z € C | Rez <0} definiert mit

1 1 -1 1 1

+722 " 14+(1/z2) 2 1472 1+7z2

h'(z) = arctariz + (arctan%) =1

_ TY — 1 — l_~r~_ 7_7 —1) =
Wegen tar% = 1 und tar(—z) = —list i(1) = arctan 1+ arctang = 7 + 7 = 5 und h(-1) =
arctan(—1) + arctan_i1 = —% — % = —%. Auf den GebieterHH, und H_ ist 4 also nach Korollar 14.A.6
jeweils konstant gleich (1) = 7 /2 bzw. gleichk(—1) = —x/2. Dies war zu zeigen. °

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 393 (1.2.2011) :

Man beweise fir alle € R mit x > 0 die Ungleichung arctan > 1;_6
X

5 -

Beweis: Es gentigt zu zeigen, dass die Hilfsfunktiftx) := arctanx — 14)—6 5 fur allex > 0 nichtnegative
X
Werte hat. Nun ist abef (0) = arctan 0— 1102 =0-0=0. Furx >0 gilt ferner
Fx) = 1 _1+x2—x-2x: 1+4x2 _l+x2—2x2:_ —2x? _ 2x? -
1+x2 (14+x2)2 (14+x2)2 (14+x2)2 (1+x2)2  (A+x2)2 — 7

d.h. die Funktionf ist auf R, monoton wachsend. Insgesamt muss dghiey >0 sein fur allex >0. o

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 393 (1.2.2011):
Man beweise fux € [0, 1[ die Ungleichung arcsim <

1—x2

Beweis: Es genligt zu zeigen, dass die Hilfsfunktigiix) = — X _ arcsinx fiirallex € [0,1
gentg g ¢ i N [0, 1]
nichtnegative Werte hat. Nun ist abg¢0) = arcsin 0— =0—-0=0. Furxe [0, 1] gilt ferner
9 £ V1—02 [0,1[g
£l = V1-x24x%/V1-x2 1 1 1 x? -0
1—x2 VIZxZ 1-x)V1I=x2  J1I=xZ2  (A—x?®2 T 7

ist monoton wachsend. Insgesamt muss dgftiey >0 sein fur allexe [0, 1]. °



Storch/Wiebe, Band 1, Kapitel 5 15

Abschnitt 14.B, Aufg. 11b) p. 394 (1.2.2011):

Ein Seitenkanal der Breite miinde rechtwinklig in den Hauptkanal der BrefitgemalR folgender Skizze.

Man zeige, dass Baumstamme (vernachlassigbarer Dicke) hochstens die(&_?éﬁgéaz/3)3/2 haben, wenn
sie ohne Verkanten um die Ecke flol3bar sind.

Y/

%3

L=L1+¢L
a(p\ ( 1t62

Lésung: Mit den Bezeichnungen der Abbildung ist @@s= a/¢1 und sing = b/{,, alsol(p) = £ =
b asing  bcosy a S|n<p b cosy

lrt+-lo = : verschwmdetnurfu : :

2= COSgo sing’ “cofy | sirfg ~ sirfe

d.h. fir tarfp = g , Q= arctanf/g. Wegenw_l)ig)zﬁ(w) = oo und wli_r)r(w)ﬁ(go) = oo muss dort ein lokales

Minimum von £(¢) vorliegen. Dies liefert dann gleichzeitig die groRtmdgliche Lange der betrachteten

- 1 1 tang
Baumstamme. Aus ttarfg = ———, _—,
coy V1+tarfp

also cog = = r
V1+tarte
folgt, dass die zugehorige Langéy) folgenden Wert hat:

sing = tang cosy =

a b 2/3

b
+ Cl a
cos(arctanf/g ) sm(arctan[ ) [

— ?/3 a2/3 4 p2/3 4 bb [a2/3 + p2/3 = (a2/3+b2/3)3/2. o

b 2/3 _

Abschnitt 14.B, Aufg. 11c) p. 394 (1.2.2011):

Ein Lichtstrahl werde in einem Wassertropfchen mit kreisférmigem Querschnitt gemal folgender Skizze
gestreut. Der Brechungsindex von Luft zu Wasserset 1), d.h. fir Einfallswinkekr und Ausfallswinkel

B gilt sina/sing = n. Man bestimme im Falk = 4/3 den Einfallswinkek im Intervall [0, 7 /2], fur

den der Winkelp = ¢(a) , den der gestreute mit dem einfallenden Lichtstrahl bildet, maximal wird.

Losung: Esist 180 = (90°—28) + o + ¢ + (90° — 28+ «) , alsop = 48 —2a = 4arcsmS'— — 2a und

¢ (o) = 420

Vn2=sirf«a

— 2 = 0 genau dann, wenn 4 ces= n? — sirfa, also codx = (n?—1)/3 und
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schlieBlicha = arccos(,/(nZ—l)/B) ist. Der maximale Ablenkungswinkel= ¢(n) zum Brechungsindex
n, l<n <2, istalso wegen sia = v/1 — cofa = /1 — (n2—1)/3 = \/(4—n?)/3 gleich

.4 1 n? 1
=4arcsin/ — — = —2arccos/ — — =
v W32 3 3 3

mit der Ableitung
dp _ 44 (=21 1 1 .,2, 1 1 1
dn 3 n® 2 \/4 1 \/4 4 3 2 [,2 1 \/4 2
32 3 V3 32 3 3 V3 3
8 2n 2 |4—n?
—= < 0.

= — + —
ny(@4-n?)(n2-1) J/(4—n?)(n2-1) n\V n2-1

Bein = 4/3 ergibt sich der Werp ~ 42°. Dies ist der (ungefahre) Wert fur die (gelbe) Na-D-Linie und
gleich der Hohe des gelben Streifens im (Haupt-)Regenbogen, wenn die Sonne am Horizont steht. Fir rotes
Licht ist n kleiner als fUr blaues Licht. Wegefy/dn < 0 hat dies zur Folge, dass beim Regenbogen der
obere Randat und deruntere Rand blaist. (Wie andert sich die Situation bep> 27?) °

Abschnitt 14.B, Aufg. 11d), p. 394 (1.2.2011):

Ein Beobachter schaut aus der Augenhatauf ein senkrecht auf dem Boden stehendes Objekt der Hohe
b mit 0 < b <a. In welchem senkrechten Abstandson dem Objekt ist der Blickwinket, unter dem der
Beobachter das Objekt sieht, am gré3ten?

Lésung: Bezeichneis den Winkel, unter dem der Beobachter die Streclsieht, so erhalt man mit dem
X X

tan@+p) —tanB _ a—b a

Additionstheorem des Tangens tag= tan —B) = = . Es folgt
g ((e+) = ) LTttan(e+p) tanf — 11 X% g
a— a
xb L 1 b(a®’+x?%—ab) — 2bx?
= = arctan————— mit = . . Genau dann
o =al) a?+x2—ab o) x2b? (a24x2—ab)?

+ - v -

(a?+x2—ab)?
ist also o’ (x) gleich 0, wenna?—x2—ab = 0 ist, d.h. wennx = xq := +/a(a—b) ist. Wegenx(0) = 0
und lim «a(x) = 0 istxg die einzige Maximumestelle. °

X—>00

Abschnitt 14.B, Variante zuvAufg. 11, p. 394 (1.2.2011) :

Lichtstrahlen laufen vom PunkD, 1) im optisch dinneren Medium, in dem die Lichtgeschwindigkeit
gleich vy sei, durch den Punktr, 0) der Grenzflache so zum Punt, i) im optisch dichteren Medium
mit der Lichtgeschwindigkeiv, < v, dass die Laufzeit = 7(x) minimal wird. Man leite daraus das
Brechungsgesetz = sing,/sing, her, won := vy /v, der Brechungsindex ungh, ¢, der Einfalls-
bzw. Ausfallswinkel sind.

hy
DN
a
0 X \—
%
o »2
_—
ha
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\/xz—i-h% . \/(a—x)z—l-h%
v

U1

X a—x

mit der Ableitung’(x) = - :
vy a2 403 vy (a—x)2+13

Wegent (0) <0 undt'(a) > 0 gibt es einx mit ¢'(x) = 0. Fur diesesx und den Brechungsindex gilt

v a—Xx _ Sing,

v Z—I—hz/\/(a 02+hg SN

Abschnitt 14.B, Variante zuAufg. 11, p. 394 (1.2.2011) :

Aus einem Baumstamm, der einen kreisformigen Querschnitt mit RaliusO besitzt, soll ein Balken
ausgesagt werden, dessen Querschnitt ein gleichschenkliges Dreieck ist. Wie missen die Basislange und die
Schenkellange dieses Dreiecks gewahlt werden, damit moglichst wenig Abfall entsteht?

Offenbaristr(x) =

ES\
N

Losung: Der FlacheninhalfF (x) = %(R+x)2«/R2—x2 des gleichschenkligen Dreiecks mit der Hatwe x

und der Basis 2 R?—x? muss maximal werden. Genau dannfistx) = v'R?—x? — (R+x) x //R?—x?
gleich 0, wennR?—x2— Rx—x2 = Oist, d.h. wenx? + 3 Rx — $R? = O ist. Diese quadratische Gleichung
hat die Losungen; = %R undx, = —R. WegenF(—R) = F(R) =0undF(x)>0fir—R<x <R
hat F im Intervall [-R, R] dann genau ein Maximum, und zwar im Punkt = %R. Das Dreieck hat
dann die H6he&R, die Basislénge,@Rz— 7 R?2 = /3R und nach dem Satz des Pythagoras ebenfalls die

Schenkellange/3 R, ist also gleichseitig. .

Bemerkung: Das Ergebnis l&sst sich auch leicht elementargeometrisch beriinden: Sind in dem dem Kreis
einbeschriebenen Dreieck die Seitenlangeh verschieden grof3, so ist der Flacheninhalt des Dreiecks
gewiss nicht maximal. wie folgende Skizze zeigt (Flacheninhz%IGrundliniex Hohe) :

Abschnitt 14.B, Aufg. 12, p. 395 (1.2.2011) :

n— 1 x%
Fir |x| <1 gilt (arctanx)? —Z( 1) 1(; T 1) —.

Beweis: Wir betrachten die H|Ifsfunkt|on

. . . (D)l 1
hil-1,1[> R  mit &)= (arctanx)z—z . (;T_l)xz".

n=1

Indem wir zunachst ausnutzen, dass die Potenzreihe im Inneren des Konvergenzkreises gliedweise differen-
zierbar ist, dann die bekannten Potenzreihenentwicklungen von aratath1/(1+x2) um 0 einsetzen, und
schliel3lich deren Cauchy-Produkt bilden sowie in der 2. Summe zwei Indexwechsel machen, erhalten wir:

oo =20y ()
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_Z(Z(_ )nx >(Z( 1) - ZZ( v 1(2 )

+ n— n— l
222( 1)k2k+1 1)k 212 22( 1) <;2k—1>x2n+1

n=0 k=0
-2 1 nX 2n+l —0.
gg( AT (Z ok+ 1)
Die Funktionf ist also konstant gleictk(0) = (arctan 0% — Z = l)n l( Y 1 )02" =0-0=0,
2k—1

n=1 k=1
woraus die behauptete Gleichheit folgt.
Wir verwenden nun das Leibniz-Kriterium 6.A.8, um die Konvergenz der angegebenen Reihexaschin
zeigen. Daraus folgt zuné&chst, dass ihr Konvergenzradius (mindestens) 1 ist. Ferner lasst sich der Abelsche
Grenzwertsatz 12.B.7 anwenden und liefert die Stetigkeit der Reihe auch noch im Punktdrctaax)?
ebenfalls im Punkt 1 stetig ist, erh@lt man dann die Gleichheit f8d..

n

Zunachst zeigen wir, dass die Koeffizientep := %Z 2k1 1 fir n > no monoton fallen. In der Tat ist
k=1

n n+1 n

. l 1 1 1 C
. > a,41 aquivalent zu(1 Zu = — > und schlieflich
an, > auy1 aq (+ = 2k 1~ ZZk 1’ n 2k—1_2 +1

Zu > Die linke Seite geht wegen der Divergenz der harmonischen Reihe féir
; %12 gl g g g o
gegemo, wahrend die rechte Seite duri'f‘rbeschrankt ist; die Ungleichung ist also ab einer Sigjlechtig.

Wir beweisen nun, dass dig eine Nullfolge bilden. Wegen der Monotonie vas),) gentgt es zu zeigen,
dass die Teilfolgéa,:) gegen 0 konvergiert. Dies gilt in der Tat wegen

azn:2_];1<1+1'+(1'+1')+(1'+1_11+i+l)+...+(i+...+;l))

3 57 9 13 " 15 2"+ 1 on+l_
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<y(1+3+ G+ +GErgrgtattm o tz)
21"<1—|—2>—ZI3—>0 fir n - oco. °

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011) :
Man verwende das Ergebnis der vorstehenden Aufgabe, um folgende Grenzwerte zu berechnen:

n-1," n—1
2(31”) (kX_;zkl_l)’ Z(l) (kX_;Zkl—l)'

. ) i 6) 1/2 1 1 b4 .
Losung: Wegen tarl- = sin(z/ = — ist arctan— = = . Mit 14.B, Aufg. 12 folgt
ST T costrse) ~ /23 V3 N M

kS (S L) (BT ()

Weaen tarff — SN/4) _ (1/2)v2
SOen cos(t/4)  (1/2)v/2

_ (arctan1? — Z( - (ZZkl 1)12n Z( 1) 1<22k1_1>

n=1 k=1

= list arctan 1= % . Mit 14.B, Aufg. 12 folgt
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Abschnitt 14.B, Aufg. 15 p. 395 (1.2.2011):

Es gilt arcsinc = arctan\/lx_;x2 furallex e R mit |x| <1.
Beweis: Fur die Hilfsfunktions :]—1, 1[ — ]—1, 1[ mit A(x) := arcsinx — arctan\/lx__x2 verschwindet
1—x2 x?
h(x) = arcsihx—(arctan\/x_z)/ -1 _ 1 5 .J—+ ; 1-x2_ 1 1 )
1—x V1-x2 1+ 1ix2 1-x JI—x2 J1-x2?
Wegen:(0) = arcsin 0—arctan 0 _ 0—0 = Oisth also konstant gleich(0) = 0, was zu zeigen ware

1+02

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011) :
Man untersuche die Funktiofi: ]—1, 1[ — R mit f(x) := arcsinx + 2+/1—x? auf lokale Extrema.
Losung: Es gilt

1 4 1-% —24/1—x?2+ (1—2x)x //1—x?
V1i=x2 2J1-x2 12’ 1—x2 ‘

Genau dann isff’(x) = 0, wennx = 1/2 ist. Wegenf”(1/2) = —2/3/4/(3/4) < 0 ist 1/2 eine
Maximumstelle vony. °

) = &) =

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011):
Man untersuche die Funktiofi: R — R mit f(x) := e *(sinx + cosx) auf lokale Extrema.
Losung: Es gilt  f/(x) = —e *(sinx + cosx) + e *(cosx — sinx) = —2e¢ " sinx,
f"(x) = 2e7*(sinx — cosx) .
Genau dannisf’(x) = 0, wenn sirx = 0 ist, d.h. wennx =k, ke Z, ist.

Wegen f”(kn) = —2e¢ %" (—1)* sind die Stellerks fur geradesc Maximumstellen und fiir ungeradés
Minimumstellen. °

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011) :
Man untersuche die Funktiofi: R — R mit f(x) := coSx + sin’x auf lokale Extrema.

Lésung: Genau dann isf’(x) = —3 cogx sinx + 3 sirfx cosx = 3sinx cosx (Sinx — cosx) = 0, wenn
sinx = 0 ist, d.h. wennx =k, k € Z ist, oder wenn cos = O ist, d.h. wennx = 5 + km, k € Z ist, oder
wenn sink = cosx, d.h. tanx = 1 und somitx = % + km, ke Zist.

Es ist f”(x) = 6cos sirfx — 3cosSx + 6sink coSx — 3sirtx. In den Nullstellenx = kz von sinx
ist f”(km) = —3co$(kr) = 3(—=1** und in den Nullstellenc = % + k von cos ist /(% + km) =
-3 sin?(% + k) = 3(—1)**L. Daher hatf in diesen kritischen Punkten genau dann ein lokales Maximum,
wennk gerade ist, und genau dann ein lokales Minimum, weangerade ist. In den Punkten= 7 + km

mit sinx = cosx ist f”(% + k) = 6si(Z +kn) = (—1)*3/2. Daher hatf in diesen Punkten genau
dann ein lokales Maximum, werkrungerade ist, und genau dann ein lokales Minimum, wegerade iste

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011) :
Man untersuche die Funktiofi: R — R mit f(x) := e~%" sir‘x auf lokale Extrema.
Lésung: Es gilt
f(x) = e % (=2 sirfx + 2 sinx cosx) = 2¢~ % sinx (cosx — sinx),
f"(x) = e (—4sinx cosx + 4 sirfx 4+ 2 co$x — 2 sinx cosx — 2 sirfx — 2 sinx cosx)
= ¢~ %(2 — 8sinx cosx) .

Genau dann isf’(x) = 0, wenn sirnx = 0 ist oder cog = sinx, also tarx = 1, d.h. wennx = kn, k€ Z,
oderx = 7 + km, ke Zist.
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Wegenf” (kr) = 2¢~%" > 0 sind die Stelletr Minimumstellen und wegen
[ (G +km) = e ™22 (2—8sin(Z +km) cos(L+km)) = e /2% (2—8tan(Z +kw) coS (L +km)) =
e /2737 (2 — 4) < 0 sind die Stellerf; 4+ k7 Maximumstellen vorny . o

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011):
Man untersuche die Funktiofi: R — R mit f(x) := esin’-x cosx auf lokale Extrema.
Loésung: Es gilt
f(x) = 2¢SIX sinx cox — ST siny = SIX giny (2codx — 1),
f"(x) = 2 sirfx cosx (Six (2 cogx — 1) + cosx (Six (2 cox — 1) — 4 sirfx cosx (Six
_ Sifx <(2 sirfx + 1) cosx (2 cogx — 1) — 4sirfx COSx) .
Genau dannist’(x) = 0, wenn sinc = O ist oder co$x = 1/2, d.h. wenmnx = krx,k € Z, oderx = 7 tkm,

keZ,oderx = 37 + km, ke Z, ist.

Wegen 1" (kn) = 2¢° (—1)* sind diekn fir geradesk Minimum- und fiir ungeradek Maximumstellen.
Wegenf” (% + krr) = e¥?- (—4) - 3 - 1 < 0 sind die Stellenf, + kr , k € Z, Maximumstellen.
Wegenf” (3r +kr) = e'/2. (—=4)- 1. (—1) > Osind die Stellex +kx , k € Z, Minimumstellen vony. e

NIRNIE

Abschnitt 14.B, Zusatzaufgabep. 395 (1.2.2011) :

Seine N, n> 2. Man untersuche die Funktiof: |—n/2,7/2[ — R mit f(x) := cosx sin'x auf lokale
Extrema und Wendepunkte.

Losung: Esist f/(x) = ncoSx sin'~tx — sin"x = (n — (n+1) sirfx) sin"~*x und

f"(x) = =2(n+1) cosx sin"x + (n—1) cosx si""%x (n — (n+1) sinfx)
= (n(n—l) — (n+1)>? Sinzx) cosx sin'2x .

Genau dann ist alsg’(x) = 0, wennx =0 oder wenn sin = /n/(n+1), d.h.x = £ arcsing/n/(n+1)

ist. Wegenf”( £ arcsiny/n/(n+1)) = —2ncos(xarcsing/n/(n+1) )(x1)"2(n/n+1)"~2/2 gilt:

Bei gerademn ist +arcsiny/n/(n+1) eine Maximumstelle und 0 (wegefi > 0) eine Minimumstelle.
Bei ungeradenr ist arcsiny/n/(n+1) eine Maximumstelle und- arcsiny/n/(n+1) eine Minimumstelle
sowie 0 ein Wendepunkt, d&’ dort das Vorzeichen wechselt.

Genau dann isf” (x) = 0, wennx = 0 ist oderx = arcsin,/n(n—1)/(n+1)2. Wegen der Monotonie von
sinx wechseltf” in letzterem Punkt bei geradem wie bei ungeradedas Vorzeichen, d.h. es handelt sich
um einen Wendepunkt. o

Abschnitt 14.D, Aufg. 7a), 7b) p. 409 (1.2.2011):

2 n
Furn e N* seig, :R — R die Polynomfunktiong, (x) := 1+ x + % et %

Sein ungerade. Dann ist die Funktign streng monoton wachsend und besitzt genau eine Nullsiglle
Dafur gilt —2 < x, < —1 undx, < x,,» bein > 5. Die Folge dieser Nullstellen konvergiert fiir— oo
gegen—1.

Fur gerades besitztg, genau eine lokale Extremstelle, und zwar im Punkt —1. Dabei handelt es sich
um ein globales Minimumg,, besitzt bei geraderm keine Nullstelle.
Beweis: Fur allex #1 gilt g/ (x) = Zxk 1= Z k= 11

Bruchs beide positiv sind und fﬂ,vr| < 1 beide negatlv Jewells folgt(x) > 0. Fernerisg, (1) =n-1>0.

Bei ungeradem = 2m+1 gilt fir x < —1 auchx” < —1, alsox” —1 < -2, fernerx —1 < —2 und somit
g,(x)>0. Also ist in diesem Fal¢ (x) > O fur allex € R, d.h.g, ist streng monoton wachsend und besitzt
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somit héchstens eine Nullstelle. Auf3erdem ist dann ginx) = oo und I|m gn(x) = —o0, d.h.g, hat

X—>00

nach dem Zwischenwertsatz in der Tat eine NullstelleFirn = 2m+1z 5 |st

n+2y . n+2 . 1, n+2\_ -1 S 1, nt2\2 1  n+2\2e41
gn(_n—l-l)_l n+1+k§2k( n+l) _n+1+;(25( n+1) +2€+1( n—i—l) )

-1 42,2 n+2 N n+2 n+1-2¢
a n+1+;(rz+1) <2€ (2£+1)(n+1)) n+ +€2: n+1 (2€+1)(n+1)
-1 n+2 2 n—1 = n+2 n+1-2¢
N n—|—1+(n+l 3(n+1) +€Z n+1 (2€+1)(n+1)
nd—4n?—2n—7 - n+2 2% n+l1-2¢
= 0,
3(n+1)3 +€Z n+1) Qe+D(n+1)
da bein > 5 alle Summanden dieser Summe positiv sind. Fur diest alsox, < _n i 2 und somit
n

X _ =1 wit gn(x,) = 0 und dan+1 gerade ist, alsg’*1> 0, folgt dann
n+2 n+1l
n+l xn+2 1
_ w1 x_n> 0
gn+2(xn) gn(xn) + +1 + +2 n <n+1 + n+2 =

Es ergibt sichx, < x, .2 < —1 fur alle ungeraden > 5, d.h. die Folgé&x,,, 1) dieser Nullstellen konvergiert.
Wegen

= 1 1« 1 1 1w 1

gani1(=1) =1- 1+;(ﬂ_2z+1):6+;26(2£+1)56+Z;m—1)
1 1w 1 1 1\ 1
fé+zz<—")=é+z<l—a)<z

=2

furm >1 und, dag,,, 1 Streng monoton wachsend ist, gilt dana 8, 1(x) <1/2 flrallex € ] xo,, 41, —1[.
Ware nunxy, 11 < —(1+ ¢) fur allem > 1 mit eineme > 0, so gabe es nachdem Mittelwertsatz €if, 1
mit Xom+41 < Comy1 <X2m+1 + %8 und

1 2+l
2 1 &emri(X2mt1t38) — gan1(omin) Comir—1 |comar |2 L
c 82m+1(X2m+1+§8) = 1 = &omr1(Comt1) = =

Xom+1+ 56 — Xom+1 comy1— 1 x5+ 1

Wegen ca, 1| > 1waredann limgz,41(xznr1+3¢) = oo imWiderspruch zuga, 1 (x2m+1+ 3€)| < 3
m—00

Bei gerademn = 2m ist x" > 1, alsox” —1 > O, firx < —1, alsox—1 < —2. Daher ist in diesem Fall
g, (x) < Oflrallex <—1, d.h.g, ist fir x < —1 streng monoton fallend und, wie eingangs gezeigty férl
monoton wachsend. Somit hgtin —1 ein globales Minimum. In

._;

m—

N
G- =gam(-D=1+Y L =L 5
k=1

— 2]+1

~.

sind aber alle Summanden positiv. Daher sind dieses Minimum und damit alle Wergg benn = 2m
positiv, d.h. g, hat dann keine Nullstelle. o

Abschnitt 14.D, Aufg. 8a), 8b) p. 409 (1.2.2011):

n

Furn e N* seig, :R — R die Polynomfunktiong, (x) := 1 + + 5 +o x—|
n:

Fir geradeg hatg, keine Nullstelle.

Fur ungerades ist g, streng monoton wachsend und besitzt genau eine NullsiellEs ist—n < x, < -1
undx, 2 < x, . AulRerdem ist limxy,, 1 = —o0.
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Beweis: Offenbar giltg, = g,—1 flr allen > 1. Furx > 0 ist offenbarg(x) > 0 und natrliche* > 0.
Daher sind furx > 0 die Werte der Hilfsfunktions, (x) = g,(x)e " auch positiv. lhre Ableitung ist
(%) 1= g, () e — ga(x) e = (gu-1— gu(¥)) e ¥ =~y

Sei zunachst gerade. Dann folgt alsk, (x) <O fur allex € R, d.h. 4, ist monoton fallend und hat daher
flr negativex erst recht positive Werte. Insbesondere halso sicher keine Nullstelle. Da die Werte der
e-Funktion uberall positiv sind, gilt dies auch fgi.

Sei nunn = 2m+1 ungerade. Dann igt, = go, Uberall positiv und somig, streng monoton wachsend.
Daher kanrg, hochstens eine Nullstelle haben. Offenbagigt-1) = 0. Bein >3, alsom > 1, gilt
( I’I,)k m n2€ n m nZK Z(E_m)
= 1- = . 0,
g(=n) = ,§0 N = 200 ( 2z+1> L ool 251 -
L L | 1 21 20
$CD =227 = 2 o0 ( 2z+1> S0 2041

Nach dem Zwischenwertsatz besigztbein = 2m+1 also eine Nullstelle, im Intervall ]—n, —1[.

n+1 X . .
Wegeng, 12(x) = g,(x) + (T D) (1 + n+2) und g,(x,) = 0 sowiex, > —n ist

2m+2 2m—+2

14 Jn ) n (1—L) 0.

(n +1)|< T2 T e\ a2

Da g,. 2 streng monoton wachsend ist, mugsalso groRRer als die Nullstelle,, » von g, » sein. Die Folge

(x2,+1) dieser Nullstellen ist daher streng monoton fallend. Angenommen, sie sei durcle dinnach

unten beschrankt. Wegen lig,(c) = e¢ gibt es einng mit |e“ — g, (c)| < 3¢¢, also mit 0< Ze¢ < g, (c)
n—oo

fur (alle) n > ng. Dag,(x,) = 0 ist undg, streng monoton wachsend, misste dafijjr,1 = x, < ¢ sein.
Widerspruch! Es folgt limx, = —oc. °
n— 00

gn+2( n)

Abschnitt 14.D, Variante ztAufg. 9, p. 410 (1.2.2011):

Die Funktionf :R — R mit f(x) := ' —x?" besitzt fiirn € N, n > 2, genau drei reelle Nullstellen.

Die Funktiong : R — R mit g(x) := e* —x?'*! besitzt fiirn € N, n > 1, genau zwei reelle Nullstellen.
Beweis:Wegen |im f(x) = —oo, f(0)=1>0, f(4) = e*—4?" < ¢*~4*<0undund lime*/x?" =00,
also xﬂ)rl\o f(x) :xz;fohatf nach dem Zwischenwertsatz mindestens drei NuIIsteIIenTEOénau dapeise
Nullstelle von £, wenn die Hilfsfunktior(x) := x?'e~* an der Stelleo den Wert 1 hat. Da die Ableitung

K (x) = (2n—x)x?~te=* von h nur die beiden Nullstellen 0 und:hat, kanr: somit nach dem Satz von
Rolle hochstens an drei Stellen den Wert 1 haben.

Wegeng(x)>0fiirx<0,g(3) =e3—37"1 <2 — 3% < 0und IIm e /x¥ = o0, aISO IIm gx) =

hatg nach dem Zwischenwertsatz mindestens zwei NuIIsteIIen dle alle positiv sein mussen Genau dann ist
xo eine Nullstelle vorg, wenn die HilfsfunktionH (x) := x?*+1e~* an der Stellexo den Wert 1 hat. Da die
Ableitung H'(x) = (2n+1—x)x%"e~* nur die eine positive Nullstellei2-1 hat, kannH nach dem Satz von

Rolle aber hochstens an zwei positiven Stellen den Wert 1 haben. °

Abschnitt 14.D, Zusatzaufgabep. 394 (1.2.2011):

Man begriinde, dass die Funktigh R — R mit f(x) := x°—4x— 1 genau 3 reelle Nullstellen besitzt, und
bestimme diese mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

LosungWegenf(—2) = —25<0, f(-1) =2>0, f(0)=—-1<0,f(1) =—-4<0undf(2 =23>0
hat f als stetige Funktion nach dem Nullstellensatz in den drei Intervateéh 1], [—1, 0] und [1, 2]
jeweils mindestens eine Nullstelle, vgl. die Aufgabenldésungen zu Abschnitt 10.C.

Zwischen je zwei Nullstellen vorf liegt nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle vgfix) = 5x*— 4.

f' besitzt aber nur die beiden reellen Nullstellan = +/4/5. Daher kanry' nur drei Nullstellen haben.
fo) _ XA -1 A+l
f(x,) " 5x4—4 5x4—4

Das Newton-Verfahren liefert die Rekursian,; = x,, — fir die
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Nullstellen vonf. Da f(—2) f"(—=2), f(0) f”(0) und f(2) f”(2) samtlich> 0 sind, sind—2, 0 und 2
geignete Startwerte. Sie liefern die folgenden Naherungen fir die drei Nullstellen:

xo=—2,x1 = —1,67105263 x, = —1,46109537 x3 = —1,36451875 x4, = —1,34409500,

x5 = —1,34324750 xg = —1,34324608 x7 = —1,34324608 .

xo = 0,x1 = —0,25000000 x, = —0,25024533 x3 = —0,25024534 x, = —Q 25024534 .

xo=2,x1 = 169736842 x, = 1,52939198 x3 = 1,47587577 x4 = 1,47085975,

xs = 1,47081820 x¢ = 1,47081820.

Die gesuchten Nullstellen sind alsel, 3432460 —0,2502453 und 47081820 . °

Abschnitt 14.D, Zusatzaufgabep. 394 (1.2.2011):

Man begriinde, dass die Funktign R — R mit £ (x) := x°—3x*+5 genau 3 reelle Nullstellen besitzt, und
bestimme diese mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

Losung: Wegenf(—2) = —-75<0, f(-1) =1>0, f(1)) =2>0, f(2) =-11<0undf(3) =5>0
hat f als stetige Funktion nach dem Nullstellensatz in den drei Interval@n 1], [1, 2] und [2, 3] jeweils
mindestens eine Nullstelle, vgl. die Aufgabenlésungen zu Abschnitt 10.C.

Zwischen je zwei Nullstellen vorf liegt nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle vpiix) = 5x*+ 16x°.
f’ hat aber offenbar nur die beiden reellen Nullstelign= 0 undx, = —16/5. Daher kannf nur drei

Nullstellen besitzen.

f(xn) X2+ 4xt—2  AxP4+12x4+2
= xn bl =

f(x) 5x4+ 16x3 5x+16x3

fur die Nullstellen vonf. Da f(—4) f"(—4), f(-1) f"(-1)) und f(1) f”(1) samtlich> 0 sind, sind

—4, —1 und 1 geeignete Startwerte. Sie liefern die folgenden N&herungen fir die drei Nullstellen:

xo = —4,x1 = —3,9921875000 x, = —3,9921256817 y3 = —3,9921256779 x4 = —39921256779,

xo =—1,x1 = —-0,9090909090%, = —0,8961774891 x3 = —9,8959312961 x4, = —0,8959312077,
= —0,8959312077,

xo=1,x; =0,8571428571x, = 0,8084711975x3 = 0,8033436588 x, = 0,8032907802,
x5 = 0,8032907746 x5 = 0,8032907746 .

Die gesuchten Nullstellen sind alse8,9921256779 -0,8959312077 und ,8032907746 . °

Das Newton-Verfahren liefert die Rekursian,.; = x,, —

Abschnitt 14.E, Zusatzaufgabep. 419 (1.2.2011):

n n 2
Man zelgez M T

—Inx In(1—x) fir 0<x <1 und berechne dami} ° iz
n=1 — 2"n

Losung: Wir betrachten die Hilfsfunktior:(x) := Z M +Inx In(1—x). Gliedweises Dif-
n

n=1
00

n X =1y 1\
ferenzieren liefert mit Hilfe der Logarithmusreihen(lh—x) = —Z % undInx = Z w

n=1 n=1
o n—1 i n—1
. roon X (1—x) In (l—x) In x L . )

direkt 7' (x) = Z - —Z e = = 0. Daher ist die Funktioh ein Konstante,
die wir als Grenzwert der Funktlon fir— 0 bestimmen. Zun&chst liefert die Regel von de I'Hopital

fim Inx In(1—x) = fim DA _ g YAZ0 iy L I /010

x—0 x—0 l/lnx x—0 l/(x In x) x—=01—x x—0 1/x x—>0 —1/x2

—lim =20 _ jim Z2* _jim 2y — 0.
x—0 l/x x—0 —1/x2 x—0

Daraus folgt die zu beweisende Identitat wegen Him) =0+ Z + I|m ((In x)(In(1— x))
n= l

2

In 2)2
Fir _—er btsch—_2 In , also =T _ (—.
ur x gibt sich 2 ;2’12—{— 22n 5 5 .
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15 Approximation durch Polynome

Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):
Man bestimme firf (x) := xY+* das Taylor-Polynom vom Grad 2 mit Entwicklungspunlkt 1.
Losung: Esistf(1)) = 1, £'(x) = xY**(1/x3) (=2Inx+ 1), also f'(1) = 1,

Fr(x) = x¥?(Q/x3)2(=2Inx + 1?2 + 2V (=3/xM(=2Inx + 1) + xV**(1/x3)(=2/x), also (1) =
1—3— 2= —4. Das gesuchte Taylor-Polynom ist daher

fO+ fFHx—-1) + %f”(l)(x—l)z =1+x-1+ _74()6—1)2 =1+(x-1)—2x—-172. e

Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):

Man bestimme firf (x) := ¥/x das Taylor-Polynom vom Grad 2 mit Entwicklungspuakt 1 an sowie
das zugehdrige Lagrange-Restglied.

Losung: Fur f(x) = x3 gilt f'(x) = 1x72/3, f"(x) = —5x753, f®(x) = 0x83, Alsoist f(1) = 1,

(D) =3, f"(1) = —3. Das gesuchte Taylor-Polynom ist dalfat:) + f'(a) (x—a) + 3 f"(a) (x—a)? =

1+ik—1 - 3(x—12=-%x2+ 3x + 3. Das zugehdrige Lagrange-Restgliedist® (c) (x—1)° =

& ¢~¥3(x—1)® mit einemc zwischen 1 und. o

Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):
Man bestimme flirf (x) := tanx das Taylor-Polynom vom Grad 3 mit Entwicklungspuakt 0.
Losung: Esistf/(x) = 1+tarfx = 14+ 2(x), f/(x) = 2f(x) f/(x) und f® (x) = 2" (x)%+2f (x) f"(x) .

Damit ergibt sichf(0) = 0, f/(0) =1, f”(0) = 0, f®(0) = 2f'(0)°+ 2f(0) f”(0) = 2. Das gesuchte
Taylor-Polynom ist also

£(0) + F/(0)(x—0) + :—Zlf”(O)(x—O)z + %f(3)(0)(x—0)3 x4+ %x?’ x4 %x?’.
Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):

Man gebe fur die Funktiorf :R—{1} — R mit f(x) := 1+7x das Taylor-Polynom vom Grad 3 mit
— X

Entwicklungspunku = 2 an.

Losung: Nach 13.B, Zusatzaufgabe, p. 350 K&t (x) = 2n!/(1—x)"*! fir n € N*, und das gesuchte
Taylor-Polynom ist

f@+@0=2+ 5 @27+ fO@ (-3 = ~3+ 20— 2 — 26— 27 + 26— 27 »

Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):

Man gebe eine Polynomfunktion an, die die Funktiffx) = e* sinx im Intervall [-7 , 7] mit einem

Fehler< 10~* darstellt.

Losung: Es ist f/(x) := e*(cosx + sinx), f”(x) = 2¢* cosx, f@(x) := 2¢*(cosx — sinx), fP(x) =

—4e* sinx = —4f(x), also fOx) := =4 (x), fOK) == —4f"(x), fOx) = -4fx), fO®) =

—4fP(x) = 16f(x), fO) = 16f'(x), fIOx) := 16f"(x) = 32" cosx. Da f1? im betrachteten
Intervall keine Nullstelle hat, nimmtf | das Maximum am Rand vor{7 , 7] an, also offenbar irf; . Die

Taylor-Formel liefert dann ein aus diesem Intervall (fir das al$p® (c)| < | f©(Z)] = 16y2¢™/* gilt)
mit

8
f(X)—Z A X"+ ol X X +x —{—éx —%x _90x 630x + o

X .
k=0

2@

Fir den FehlerR = ol

/4
x° gilt dabei|R| < 16v2ert (%)9 ~ 0,0000891< 10°*. .
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Abschnitt 15.A, Zusatzaufgabe p. 378 (1.2.2011):

Man gebe eine Polynomfunktion an, die die Funktiori cosx im ganzen Intervall 7 , Z] mit einem
Fehler< 10-° darstellt.

Losung: Es ist f/(x) := —e *(cosx + sinx), f"(x) = 2e*sinx, f@(x) = 2 *(cosx — sinx),
S@(x) = —4e " cosx = —4f(x),alsof ®(x) := —4f'(x), fO(x) == —4f"(x), fP(x) == -4 (x),
FO) i= —4fPx) = 16f(x), fOx) = 16f'(x), fAO(x) := 16f”(x) = 32 *sinx. Da f2% im
betrachteten Intervall nur die Nullstelle 0 hat, nimjiit? | das Maximum am Rand vorr& , %] oderin0an.
Es st also gleich Maf0, 16e~7/4y/22410, 16} = 16 und wird im Punkt 0 angenommen. Die Taylor-Formel
liefert dann zux € [—% , Z] ein ¢ aus diesem Intervall (fiir das alsp®® (c)| < 16 gilt) mit

8
SO0 [P0 ls 14 15 1 7. 1 5 [0
= =1-— = - =
J kX_; TR TR T3 T T3t Te30" T2s20" Tar
Fir den Fehlerr = _ [ g(c) 9 gilt dabei|R| < g? (—) ~ 5.10°% < 107°. Die Polynomfunktion
loxgid_tpy s 170 1 . 8phatdaherdie geforderte Eigenschatft. .

3 6 30" T 630" ' 2520"



