Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 1, 3. Aufl. (version 2010) Kapitel 2

4 Die reellen Zahlen

Abschnitt 4.A, Aufg. 1, p. 83 (1.7.2010):

Seia eine positive rationale Zahl, die nicht das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Da@ﬁﬁ] =
{a +by/o|a,beQ} CR mitder gewdhnlichen Addition und Multiplikation reeller Zahlen ein Kérper.

Beweis: Flra, b, c,d € Q qilt
(a+bya) + (c+da) = (a+e) + (b+d)va € Q[ ],

(a+bya) - (c+d/a) = (ac+bda) + (ad+be)va € Q[Va].

Daher liefern Addition und Multiplikation voii tatsachlich Verknuipfungen a@f{ /o | . Die beiden Asso-
Ziativgesetze, die beiden Kommutativgesetze und das Distributivgesetz gelten iR, gaiizsen hier also
nicht eigens nachgepriift werden. Weges-0 + 0- /o und 1= 1+ 0 /o enthaltQ[ ./« | auch das
Nullelement O und das Einselement 1 vién Das Negative zu + by/a ist (—a) + (—b)J/a € Q[a ].
SchlieRlich seia+b./a # 0 ausQ[+/« | . Dann ist sicherlich auca—b./a # 0, da andernfalls; = b/« ,
d.h.a = (a/b)?> ware im Widerspruch zur Voraussetzung ti@eNun folgt durch Erweitern nach der dritten
binomischen Formel, da@\/&] mit a+b./a auch das Inverse davon beztiglich der Multiplikation enthalt:

1 a—b\a _a —b
at+bya  (a+bya)(a—bya) a?—b3a * az—bzoz«/&e Qlvel. *

Abschnitt 4.A, Variante zuAufg. 5, p. 83 (1.7.2010):
Man berechne das Inverse von [8] im Kor@#&tZ29.
Lésung: Der Euklidische Divisionsalgorithmus liefert

29=3-8+5
8=1-5+3
5=1.-3+2
3=1-2+1
2=2.1.
Esist somit 1= ggT(29,8)=3-1.-2=3—-(5-1-3)=2-3-5=2(8-1-5-5=2.8-3.5=

2.8-3(29—3-8) =11-8—3.29. Weger29 = 0 folgt [1] = [11] - [8] — [3] - [29] = [11] - [8], d.h.
18] 1 = [11],in Z/Z29 . .

Abschnitt 4.A, Aufg. 5, p. 83 (1.7.2010) :
Man berechne das Inverse von [40] im Restklassenk&#pgB7.

Lésung: Der Euklidische Divisionsalgorithmus liefert

97=2-40+ 17
40=2-17+6
17=2-6+5
6=1-5+1
5=5.1.
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Bezeichnen wir die auftretenden Quotienten gaiund setzeng = 1,s; := 0,10 := 0, ; := 1 sowie
Sit1 = Si_1—qiSi, liy1 = ti_1 — q;t;, SO gilt fir die auftretenden Reste= s;a + ;b und insbesondere
l=rs=1s5-97+1-40 mits = ss = —7 unds = 15 = 17, wie sich aus der folgenden Tabelle ergibt:

i 0 1 2 3 4 5

qi 2 2 2 1

Si 1 0 1 -2 5 -7

f 0 1 -2 5 —-12 17
Esist somit 1= ggT(97,40) = —7-97+17-40. Wegen [97}= [0] folgt [1] = [—7]-[97]+ [17]-[40] =
[17] - [40], d.h. [401 ! = [17] in Z/Z97. o

Abschnitt 4.A, Zusatzaufgabe p. 83 (1.7.2010):

Die Addition ,, + “ und die Multiplikation ,,- “ eines aus 4 Elementen bestehenden Korgees {0, 1, a, b}
mit dem Nullelement 0 und dem Einselement 1 werde durch die beiden Tabellen

+]10121a b 0 1ab
0| 01a6bd 0] 00O0O
1 1 0 % =% 110 1ab
a a *x k >k a | 0 a x x
b b x x b |0 b x %
gegeben, bei denen die Angaben an densntiezeichneten Stellen verloren gegangen sind. Man erganze

die Tabellen.

Losung: In jeder Zeile und jeder Spalte der Tabelle fii,; und jeder von der ersten verschiedenen Zeile
und Spalte der Tabelle fur-,, muss jedes Element genau einmal stehen. In der dritten Zeile der Tabelle
far ,, -“ fehlen also noch eine 1 und ein wobei abeib nicht in der letzten Spalte stehen kann. Daher ist
a-a=bunda-b(=b-a)=1. Schliellich folgt so auch - b = a.

In der zweiten Zeile der Tabelle fiir; “ fehlen nocha undb, wobei abeb nicht in der letzten Spalte stehen
kann. Daherist +a(=a+1) =bund 1+ b(=b+1) =a. Fernerfolgu+a =a-(1+1) =a-0=0
undb+b=5b-(1+1) =b-0=0undsomiz + b (= b + a) = 1. Die gesuchten Tabellen sind also:

+ 10 1a b 0 1aobd
0| 0121ab 0|00O0O0
1|1105b a 1/01ab
a | ab 01 a| 0ab 1l
b b alO b |0b 1a

Man hatte auf den Eintrag-£ 1 = 0 verzichten kdnnen: Ware etwatll = a, so bliebe fur 1+ a nur die
Mdglichkeit 1+ a = b. Es folgte der Widerspruchh+a =a-(1+1) =a-a=b=1+4+a,dh.a=1. e

Bemerkung. Die Aufgabe unterstellt, dass es einen Korper mit 4 Elementen gibt. Sie zeigt, dass nach
Fixieren der neutralen Elemente 0 und 1 die Addition und Multiplikation eindeutig bestimmt sind. Man
kann natirlich direkt prifen, dass die angegebenen Verknipfungstafeln eine Kérperstruktur auf der Menge
{0, 1, a, b} definieren. Dies ist mihsam. Die Existenz eines Korpers mit 4 Elementen ist aber von einer
etwas hoheren Warte aus selbstverstandlich, vgl. Bd. 2, Beispiel 10.A.28.
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Abschnitt 4.A, Zusatzaufgabe p. 83 (1.7.2010):

Die Addition ,, +“ und die Multiplikation ,,- “ eines Korpersk = {0, 1, a, b, ¢} aus 5 Elementen mit dem
Nullelement 0 und dem Einselement 1 werde durch die beiden Tabellen

+ 10 1a b c O 1abc
01 0121ab c O] 0O0O0O0O0
1 1 a b x % 110 1a b c
a a x % % >k a | 0 a x % x
b b * % % x b |0 b x % %
c c * k %k Xk c | 0 c¢c x % %

gegeben, bei denen die Angaben an densntiezeichneten Stellen verloren gegangen sind. Man erganze
die Tabellen.

Losung: In jeder Zeile und jeder Spalte der Tabelle fi,; und jeder von der ersten verschiedenen Zeile
und Spalte der Tabelle fur-, muss jedes Element genau einmal stehen.

In der zweiten Zeile und letzten Spalte der Tabelle fii*,steht daher 0. Dann muss abe#1 = ¢ sein.
Wegen der Kommutativitat von4 “ folgt « + 1 = b, b + 1 = ¢, ¢ + 1 = 0. Nun bleibt fur das Element in
der dritten Zeile und letzten Spalte nur das Element 1 tber, d.h.es-ist= ¢ +a = 1. Dann folgt ebenso
a+b =>b+a =0, schlieflichu +a = ¢. Das Elementin der vierten Zeile und letzten Spalte dieser Tabelle
muss nuru sein, d.h. esisk + ¢ = ¢ + b = a. Damit ergibt sichh + b = 1. Schlieflich bleibt nur tbrig
c+c=bh.

Wegena = 1+ 1 ergibt sich mit dem Distributivgesetz:- a = a(1+ 1) = a + a = ¢. Wieder bleibt nur
derReihenach-b=b-a=1,a-c=c-a=b,b-c=c-b=a,b-b=cundschliellich: - ¢ = 1. Die
gesuchten Tabellen sind also:

+1021a b c 01a b c
0| 0121abc 0| 00O0O00O0
1 labcO 1/ 01a b c
a a b c 01 a| 0ac1b
b | b c 01a b | 0b 1 ca
c c 0 1abd c | 0c¢cbal

Bemerkung. EinVergleich mitden Verknupfungstafeln fur Addition und Multiplikation BfZ5 in Beispiel
4.A.4 zeigt, dass der vorliegende Korper im Wesentlichen der KG£p&b ist. Man hat nur (neben der
Identifikation der neutralen Elemente 0 und 1) die Elemente ¢ € K mit den Restklassen von 3, 4

in Z/75 zu identifizieren. Spéater werden wir sagéhund Z/Z5 seien isomorphe Korper. Ubrigens ist
jeder Korper — ja sogar jeder Ring — mit 5 Elementer¥z@5 isomorph, vgl. Bd. 2, Beispiel 5.A.8. (Die
Charakteristik eines solchen Ringes ist notwendigerweise 5.)

Abschnitt 4.B, Aufg. 3a), p. 88 (1.7.2010):
G sei eine Gruppe mit dem neutralen ElemenGilt x? = e fur alle x € G, so istG abelsch.

Beweis: Seienx, y € G. Dann istx?=y? = e und (xy)? = xyxy = e. Es folgtxy = xey = x(xyxy)y =
x?yxy? = eyxe = yx. o

Abschnitt 4.B, Aufg. 8, p. 89 (1.7.2010):

Fira,b € R sei f,,:R — R durch f, ,(x) := ax + b definiert. Dann isG = {f,, | a,b € R, a # 0}
mit der Hintereinanderschaltung als Verknipfung eine nicht kommutative Gruppe.

Beweis:wegen(fa,h o fc,d)(x) = fa,b(fc,d(x)) = fa,h(cx+d) =a(cx+d)+b=acx+(ad+b)= fac,ad+h(x)
fira,b,c,d, x € R, a, c# 0 und folglichac # 0, liegt auchf, » o fe.q = fac.aa+s IN G, d.h. “o, iSt eine
Verknipfung aufG. Das Assoziativgesetz gilt stets féir muss hier also nicht eigens nachgepruft werden.
Ferneristfio(x) =1-x+0=x =id(x),d.h. id= f1p € G ist neutrales Element vai. Fur das inverse
Elementf, , zu f, , muss dann wegen obiger Identitéat= 1,ad+b = 0 gelten, d.hc = a1, d = —a~1b.
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In der Tat prift man nach, dass nicht nfyr, o f,-1 _,-1, = id ist, sondern auclf,-1 _,-1, o f,., = id gilt.
—Wegenfiio foo0 = fa1undfooo f11 = fa2istdie Gruppe Uberdies nicht kommutativ. °
Bemerkung. Analog bilden auch die Abbildungefy ; : x — ax + b, (a, b) € C* x C, vonC auf sich eine
Gruppe oder noch allgemeiner die Abbildunger> ax + b, (a,b) € K* x K, von K auf sich, woK ein
beliebiger Korper ist. Es handelt sich um die affine GruppékA, vgl. Bd. 2, Abschnitt 7.A.

Abschnitt 4.B, Zusatzaufgabe p. 89 (1.8.2010):

Sei A eine nichtleere Menge und: A x A — A eine assoziative Verknlpfung adf Zu jedemu € A gebe

es genau ein* € A derart, dassa*a = a gilt. a** := (a*)* bezeichne das entsprechende Element*zu

Man zeige:

a) Fur allea € A gilt a** = a.

b) Fur allea, b € A gilt aa* = bb*.

C) (A, -) ist eine Gruppe mit neutralem Elemertt= bb*, wo b € A beliebig ist, und:* als inversem Element

ZUua€A.

(Dies ist Keks-Problem Nr. 82 der Uni Wiirzburg, vgl. http://www.mathematik.uni-wuerzburgedes/)

Beweis: a)Nach Definition voru* bzw.a™* gilt aa*a = a unda*a*™a* = a*, also wegen der Assoziativitat

von - aucha(a*aa*) a = (aa*a) a*a = aa*a = a. Die Eindeutigkeit voru* liefert danna*aa* = a*. Da

abera™ := (a*)* das eindeutig bestimmte Element mita**a* = a* ist, ergibt sicha = a™*.

b) Flrc := a(b*a)*b* gilt wegenb*a = (b*a)**

claa*)c = (a(b*a)*b*) (aa™) (a(b*a)*b*) = (a(b*a)*b*) (aa*a) ((b*a)*b*) = (a(b*a)*b*) a ((b*a)*b*)
=a ((b*a)* (b*a) (b*a)*) b*=ua ((b*a)* (b*a)*™ (b*a)*) b* =a(b*a)'b" =c

und analog wegen*bb* = b*b**b* = b*

c(bb*) c = (a(b*a)*b*) (bb*) (a(b*a)*b*) = (a (b*a)*) (b*bb*) (a (b*a)*b*) = (a(b*a)*)b* (a (b*a)*b*)
=a ((b*a)* (b*a) (b*a)*) b* = a ((b*a)* (b*a)™ (b*a)*) b* = a (b*a)*b* =c.

Die Eindeutigkeit vorc* liefert nun ¢* = aa* und ¢* = bb*, also aa™ = bb*.

c) Wegen b) giltea = (bb*)a = (aa*)a = a und mit a) erhalt man ebense = a(bb*) = a(a*(a*)*) =

aa*a = a, d.h.e ist neutrales Element. Wegen b) gilt fiir beliebigesA ebenfallsaa™ = bb* = e und mit

a) erhalt man ebenso*a = a*a™* = bb* = ¢, d.h.a* ist das inverse Element zu °

Abschnitt 4.C, Aufg. 8, p. 92 (1.7.2010) :

Man beweise die so genannte Polarisationsformel: #=&rN* und beliebige paarweise kommutierende
Elementex,, ..., x, eines Ringes gilt

2’1_17’1! X1 Xp = Z 2 &y (x1+82x2+'~+8nx,,)”,
e=(gz,...,6n)e{l,— 1)1
wobei auf der rechten Seite Uber alle Vorzeichentupel (e», ..., &,) € {1, —1} zu summieren ist. Bei

n=2handelt es sich um die Formdkyx, = (x14x2)? — (x1—x2)?, die das Multiplizieren auf zweimaliges
Quadrieren zurtckfuhrt.—Ahnlich zeige man die Formel

D't = 3 CDPxp= 0 Y (CD et )
HC{1 } e=(e1,...,e,)€{0,1}"
(Mitxy =Y, 5 x far H C{1,...,n}), die 2c1xp = (x1 + x2)% — x¥ — x5 verallgemeinert.
Beweis: Wir berechnen die rechte Seite der ersten Formel mit dem Polynomialsatz 2.B.16 und erhalten

Z 208y (X1+82X2+ e +8nxn)n =

e=(g2,....,6n)€{1,— 1)1
— n mz my ,.mi_mz my
z : €27 &n z : <m>82 T g X TN Xy

e=(e2,....en)€{1,~1}" "1 m={on,..mn)
mq+-tmp=n

— n m2+1 m,+1 my  ma my
= § <m>< E: 2 Xp X m s Xyt

m=(m1.,....mp) e=(ep,..., 8,,)6{1,—1}”’1
mq+--+mp=n
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Im Summanden miiny = --- =m, =1 ist jeder der 2" Summanderey?*t. .. gmtl = (£1)2... (+1)2

n!
der zweiten Summe gleich 1, und ferner ist daﬁ‘ur) ﬁ = n!. Dieser Summand ist daher gleich
der linken Seite 21 n! x;---x, der zu beweisenden Formel. In den anderen Summanden sind nicht alle
m; =1. Wegenn,+ ---+m, = n ist dann eine der natirlichen Zahlen, etwam,, gleich 0. Die in der
oben erhaltenen Formel eingeklammerte Summe ist in diesem Fall

Z 8;12+l . mn 1+1 (ll +( 1) )

(€2,....6n—1)€{1,—1}"—2

wobei der letzte (verschwindende) Faktor dadurch zustande kommt, dass jeweils noch die Summanden mit
e, =1 unde, =—1 zu bericksichtigen waren ung, + 1=1 ist.

Zum Beweis der zweiten Formel wird deren rechte Seite wieder mit dem Polynomialsatz 2.B.16 berechnet.
Man erhalt

3 (D eyt e =
e=(e1,...,e,)€{0,1}"

= > (—patte <m>e'{” e xyt X

e=(e1,...,e,)€{0,1}" m=(mq,....mn)
mq+-tmp=n

= (,’;)( S (et ) S

m=(mq,....mp) €=(L’1,.‘.,(3H)€{0,1}"
mq+-+mp=n

Im Summanden mitz, = - - - =m,, = 1 istder Multinomialkoeffizient gleich!, und in der eingeklammerten
Summe sind alle Summanden gleich 0 bis auf den, bei dene;ajjleich 1 sind. Dieser Summand liefert
den Beitragn! (—1)"11 .- 11x] ... x1. Erist daher gleich der rechten Seftel)"n! x; - - - x, der Formel.
In den anderen Summanden sind nicht alle= 1. Wegenmn,+ --- +m, = n ist dann eines den;, etwa
m,, gleich 0. Die im obigen Ausdruck eingeklammerte Summe ist somit

Do e (-1 4 (-1)'1%) = 0
(81,...,6‘”71)6{0,1}”71
wobei der letztgverschwindendeFaktor dadurch zustande kommt, dass noch die Summanden jeweils mit
e, =0 und mite, =1 zu berlcksichtigen waren und, = 0 ist.

Die mittlere Summe erhalt man aus der rechten, wenn man darin fir jeden SummandeH ralshitéenge
deri € {1,...,n} mite; = 1 nimmt. °

Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1a), p. 96 (1.7.2010):

Fur welchex € R gilt die Ungleichung H |x + 1] > |x — 1] ?

Losung: Wir unterscheiden drei Falle:

Beix > 1sindx—1 undx+1 beide>0, d.h. esistx—1| = x—1 und|x+1| = x+1. Die obige Ungleichung
ist dann aquivalent zw+2 =1+ (x+1) > x—1, d.h. zu 2- —1. Sie gilt in diesem Fall also immer.

Beil>x>—-1listx+1>0undx—1 < 0, d.h.esistx+1 = x+1und|x—1] = 1—x. Die obige

Ungleichung ist dann aquivalent zaH-2 = 1+ (x+1) > 1—x und somitzu 2 > -1, d.h.x > —%.

Beix < —1sindx—1undx+1 beide<0, d.h. esisfxr—1] = 1—x und|x+1| = —x—1. Die obige Unglei-
chung ist dann &quivalent zdx =1 —x—1 > 1—x , d.h. zu 0> 1. Sie gilt also in diesem Fall nie.

Insgesamt gilt die Ungleichung genau fur alle reellen Zaklemt x > —%. °

Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1a), p. 96 (1.7.2010):
Fur welchex € R gilt die Ungleichung|x| + |x—1] <2 ?
Lésung: Wir unterscheiden drei Falle:

Beix > 1 sindx undx+1 beide>0, d.h. esisix| = x und|x—1| = x—1. Die Ungleichung ist dann aquiva-
lentzux +x—1=2x—1 < 2,d.h. zu 2 <3. Sie gilt also in diesem Fall genau dann, weann % ist.
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BeiO<x<listx >0 undx—1<0,d.h.esistx] = x und|x—1] = 1—x. Die obige Ungleichung ist
dann aquivalent zu + 1—x < 2 und somit zu k 2, d.h. sie gilt in diesem Fall immer.

Beix < 0 sindx undx — 1 beide< 0, d.h. es istx| = —x und |x — 1] = 1— x. Die obige Ungleichung

ist dann aquivalent zu-x + 1 — x < 2, d.h. zu - 2x < 2. Sie gilt also in diesem Fall genau dann, wenn
1 -

x > —5Ist.

Insgesamt gilt die Ungleichung genau fur alle reellen Zahlemt —% <x< %
Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1a), p. 96 (1.7.2010):

Fir welchex € R gilt die Ungleichung 2x—1| < |[x+1|+ 1.

Losung: Wir unterscheiden drei Falle:

Beix > 1sindx—1 undx+1 beide>0, d.h. esistx—1| = x—1 und|x+1| = x+1. Die obige Ungleichung
ist dann aquivalent zux2-2 =2(x—1) < (x+1) + 1 = x+2 und somit zux <4.

Beil>x>—-1listx4+1>0undx—1 < 0, d.h.esistx+1 = x+1und|x—1] = 1—x. Die obige
Ungleichung ist dann &quivalent zu-2x = 2(1—x) < x+1+ 1= x+2 und somit zu 6 3x, d.h. 0<x.

Beix < —1sindx —1 undx+1 beide<0, d.h. esistx—1| = 1—x und|x+1| = —x—1. Die obige Unglei-
chung ist dann aquivalent zu—2x < —x—1+ 1= —x, d.h. zu Z x. Sie gilt also in diesem Fall nie.

Insgesamt gilt die Ungleichung genau fir alle reellen Zahlemt 0 < x < 4. °

Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1a), p. 96 (1.7.2010):

Fur welche rellen Zahlen gilt die Ungleichung & |x—1| > [x—2|?

Lésung: Wir unterscheiden drei Falle:

Beix > 2 sindx—1 undx — 2 beide>0, d.h. esistx —1] = x—1 und|x — 2| = x— 2. Die Ungleichung ist
dann aquivalentzu + x—1=x > x—2, d.h. zu 0> —2. Sie gilt also in diesem Fall stets.
Beil<x<2istx—1> 0 undx—2<0,d.h.esisfx—1| = x—1 und|x—2| = 2—x. Die obige Ungleichung
ist dann aquivalent zu + x—1 > 2—x und somit zu 2 > 2, d.h.x > 1. Sie gilt also in diesem Fall nur fir
1<x(<2).

Beix < 1sindx—1 undx—2 beide<0, d.h. esisfx—1| = 1—x und |x—2| = 2—x. Die obige Ungleichung
ist dann aquivalent zu + 1 — x > 2—x, d.h. zu 2-x > 2—x. Sie gilt also in diesem Fall nie.

Insgesamt gilt die Ungleichung genau fur alle reellen Zaklenit x > 1. °

Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1c), p. 96 (1.7.2010):
Fur allex, ye R mit |x| <1 und|y| <1 gilt die Ungleichung|x + y| < 1+ xy.

Beweis:Wegen+x < |x| <1l und+y < |y|<1sind 1-x und 1—y sowie 14+x und 1+ y jeweils positiv.
Esfolgt0< (1-x)(1—y) = 1— (x+y) + xy sowie O< (14x)(1+y) =1+ (x +y) + xy. Dies liefert
x+y<l+xyund —(x+y) < 1+xy, d.h. insgesamix + y| < 1+ xy. °

Abschnitt 4.D, Aufg. 1d), p. 96 (1.7.2010) :

Man bestimme die Menge der Padre y) € R?, die der Ungleichung @+ y)? < y(3x+2y) geniigen, und
skizziere diese Menge in der, y)-Ebene.

Losung: 2(x+ y)? < y(3x+ 2y) ist aquivalent zu 22+ 4xy+ 2y? < y==2ay Y
3xy+2y?, d.h. zu 22+ xy < 0, und somit zux (2x+y) < 0. Dies

ist genau dann der Fall, wenn> 0 undy < —2x gilt oder wennx <0

undy > —2x gilt. Es handelt sich also um den nebenstehend skizzierten

BereichM: 0
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Abschnitt 4.D, Variante zuAufg. 1d), p. 96 (1.7.2010):

Man bestimme die Menge der Paare y) € R?, die der Ungleichungr (x 4+ 4y) < (x+ y)? geniigen und
skizziere diese Menge in deér, y)-Ebene.

Losung: x(x+4y) < (x+y)? ist dquivalent zux®+4xy < x>+ 2xy+y?, d.h. zu 2y < y?, und somit zu
0 < y(y—2x). Dies ist genau dann der Fall, wemnn- 0 undy > 2x gilt oder wenny <0 undy < 2x gilt.
Es handelt sich also um den im Folgenden skizzierten Beich

YA y=2x

Abschnitt 4.D, Aufg. 2b), p. 96 (1.7.2010) :

Istx>1, so folgtx > ((Bx+1)/(3+x))°.

Beweis: Wegenx > 1 ist 0< x —1 und somit 0< (x —1)% = x% — 3x%2 4+ 3x — 1. Daraus ergibt sich
aber(3x+1)2 = 9x2+ 6x + 1 < x3 + 6x2 + 9x = (3+x)%x und SChIieBIiCh((3x+1)/(3+x))2 <x,da
(3+x)? > Oiist. .

Abschnitt 4.D, Aufg. 4a), p. 96 (1.7.2010):
FUrx,y>OgiIt§+% > 2.

Beweis: Als Quadrat istx?— 2xy + y2 = (x —y)? > 0. Es folgtx?>+ y? > 2xy. Wegenx, y > 0 ist nun

2 2
y_ XAy,

xy >0, und Division durchcy liefert = + 2 .
y X Xy

Abschnitt 4.D, Aufg. 4b), p. 96 (1.7.2010) :

Man zeige 2y < (x+y)?/2 < x24y2.

Beweis:Aus 0 < (x—y)? = x2— 2xy+ y? folgt 2xy < x?+ y?und dann 4y < x°+y? +2xy = (x+y)?,
also y < (x+y)2/2. Ferner folgt aus 2y < x?+ y? bereits(x +y)? = x?+ y2+ 2xy < 2x?+ 2y?, also
(x+y)?/2 < x2+y2. .

Abschnitt 4.D, Aufg. 4c¢), p. 96 (1.7.2010):

Man zeigexy+xz+yz < x2+y?+z°.

Beweis: Wir verwenden den trivialen Teil:@ < x2+y? von Aufg. 4.b) sowie die analogen Ungleichungen
2xz < x°+ 7% und 2yz < y?+z2. Addition der 3 Ungleichungen liefert@ 4 2xz+2yz < 2x?+2y%+4272
unnd damit nach Division durch 2 die Behauptung. °

Abschnitt 4.D, Aufg. 5, p. 96 (1.7.2010) :
. . x\" y n ntl
Fur allen e N und allex, y >0 gilt <1+§> +(1+;) > 2"

Beweis: Wir verwenden» (Z) =y (Z)l”"‘ 1 = (141)" = 2". Wiederum mit dem binomischen
k=0

Lehrsatz und dann Aufg. 4a), die fiit und y* stattx undy ausgenutzt wird, folgt daraus

(1+)§)”+(1+%)H:Z( )1" + X +Z( )1” B

OICEED NN -

k=0
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Abschnitt 4.D, Aufg. 13, p. 97 (1.7.2010) :

Es gilt 1_[(1+ x;) > 1+x1+---+x,, falls allex; > 0 sind oder falls @ x; > —1 fUr allei ist.

i=1
Beweis: Wir verwenden Induktion Uber>1. Firn= 0 (und auch fiin = 1) ist die Behauptung richtig, da
dann beide Seiten der zu beweisenden Ungleichung gleich 1 (bzw. gleief) ind.

Beim Schluss von aufrn+1 istin beiden zu betrachtenden Fallepx, .1 > 0, und ferner sind alle Produkte

Xp11X1, ..., Xpr1X, in beiden Fallen nichtnegativ. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhalten wir daher
n+1 n
[JA+x) = At xen) [J@+x) = At 2D At xat - +x,) =
i=1 =1
=1+x1+ Xt X1+ XX + - XXy = T4 xa+ o Xt X J

Abschnitt 4.D, Aufg. 14a), p. 97 (1.7.2010):

BeiO<x;<1,i=1,...,n,qilt | | 1—x) < . Gilt 0 < x; fir wenigstens eim, so ist
P l+xi+--+x,

die Ungleichung echt.
Beweis: Wir verwenden Induktion Giber> 1. Firn = 0 ist die Behauptung richtig, da dann beide Seiten der
zu beweisenden Ungleichung gleich 1 sind. (Im a1 ist 1—x; <

Tt wegen Hx; > 0 &quivalent

zu 1-x? = (1-x1)(1+x1) < 1. Diesist aber richtig, de als Quadrat- 0 ist. Beix; > 0 ist die Ungleichung
darlber hinaus echt.)
Beim Schluss vom aufn +1 kdnnen wir die Ungleichung flir voraussetzen, und haben sie danrvfil

zu beweisen. (Ist eines der> 0 positiv, so kénnen wir nach Umnummerieren genoch annehmen, dass
x,e1>0ist) Wegenx, 1 <list1—x,,1 > 0, und es folgt mit der Induktionsvoraussetzung

nli[l(l—xi) = (1—xn41) ﬁ (1-x) = Q—xpt1) ! .
i=1 i=1 I+xt+ -t
Wir haben also noch 1—Xp41 1

l+xa+-4+x, — I4+xi+-+x +X0p2
zu zeigen. Die ist aber aquivalent ed—x,,,1) L+ x1+ - -+ x, + x41) <1+ x1+---+x,, d.h. zu
14+ x14 4+ x+ X010 — Xpo1 — Xpe1(x1 + -4+ x, + x,01) < 14x14+---+x,. Letzteres ist aber
richtig, da die beiden Terme, ;1 und—x, 1 sich weghebenund dg ;1 (x1 + - -+ + x, + x,11) > Oist nach
Voraussetzung tber dig. Beix, 1> 0istx, 1(x1+ -+ x, + x,01) > x3+1 > 0, und diese Ungleichungen
sind echt. °

Abschnitt 4.D, Aufg. 20, p. 97 (1.7.2010) :

Foralle xq,...,x, mitxy,...,x, >0undxy---x, =1 gilt x+---+x, > n. Genau dann gilt dabei das
Gleichheitszeichen, wemn, ..., x, = 1 ist.

Beweis: Wir verwenden Induktion tber. Flrn = 0 ist die Behauptung richtig, da dann beide Seiten der zu
beweisenden Ungleichung gleich 0 sind. (Im Fa#1 sind beide Seiten 1.)

Induktionsschlusgonn aufn+1: Es seien nunxy, ..., x,.1 positive reelle Zahlen miky - - - x,x,,1 = 1.
Wirwenden die Induktionsvoraussetzung auf. . ., x,_1, x,x,.1 an, wox, die kleinste und,,, ; die grofdte

der Zahlenxy, ..., x,41 ist. Nach Wahl vorx, undx, 1 gilt dannx, <1 undx,,; > 1. Waren namlich

alle xi, ..., x,41 groRRer (bzw. alle kleiner) als 1, so ware auch ihr Produkt gréRer (bzw. kleiner) als 1 im
Widerspruch zuxy - - - x,x,41 = 1. Esfolgt 1— x, > Ound 1— x,,; < 0. Ist dabei eines der; # 1, so
muss bereits, < 1 und dann notwendigerweisg,; > 1 sein, d.h. - x, > Ound 1— x,.1 < 0. Wegen

X1 xp_1(x,x,41) = 1 liefert die Induktionsvoraussetzurg+ - - - + x,_1 + X, x,01 > 1.

Um daraus die Induktionsbehauptung zu erhalten, haben wir nur noch zu zeigen: < x, + x,41 — 1,

dh. QA—x,)(1—x,41) = 1—x, — x,41 + x,x,41 < 0. Dies folgt aber aus der Wahl vap undx, ;. Sind
nicht allex; = 1, so sind die letzten Ungleichungen wegen 1, > Ound 1— x,,; < O sogar echt. e
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Abschnitt 4.D, Aufg. 21, p. 97 (1.7.2010) :

Furallexy, ..., x, mitxy,...,x, >0undx;+---+x, =n gilt x;---x, < 1. Genau dann gilt dabei das
Gleichheitszeichen, wemn, ..., x, = 1 ist.

Beweis: Wir verwenden Induktion Gber. Furn = 0 ist die Behauptung richtig, da dann beide Seiten der zu
beweisenden Ungleichung gleich 1 sind. (Im Fa# 1 sind beide Seiten 1.)

Induktionsschlusgonn aufn+1: Es seien nurxy, ..., x,,.1 positive reelle Zahlen mit; + - - -+ x, + x,11

= n+1. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung ayf. .., x,_1, x,+ x,+1 — 1 an, wox, die kleinste
undx, 1 die groRte der Zahlem , . .., x,.1 ist. Nach Wahl vorx, undx, 1 gilt dannx, <1 undx, ;> 1.
Waren namlich allers, . . ., x,4+1 groBer (bzw. alle kleiner) als 1, so ware ihre Summe gréRer (bzw. kleiner)
alsn+1 im Widerspruch zux; + --- + x, + x,41 = n+1. Esfolgt 1— x, > Ound 1— x,,.1 < 0. Ist
dabei eines der; # 1, so muss bereits, < 1 und dann notwendigerweisg,; > 1 sein, d.h. = x, > 0
und 1— x,y1 < 0. Wegenxy + -+ + x,_1 + (x, +x,41 — 1) = n liefert die Induktionsvoraussetzung
X1 Xp—1 - (G +x,41—1) < 1.

Um daraus die Induktionsbehauptung zu erhalten, haben wir nur noch zu zejgen; < x, + x,.1 — 1,
d.h. 1—x,)(1—x,41) = 1—x, — x,41 + x,x,.1 < 0. Dies folgt aber gerade aus der Wahl wgrundx,, , ;.
Sind nicht allex; = 1, so sind dabei die letzten Ungleichungen wegena, > 0 und 1— x,.; < 0 sogar
echt. °

Abschnitt 4.D, Aufg. 22, p. 97 (1.7.2010) :

Sein € N*. Fur allex, ..., x, mitxs, ..., x, > 0qilt
X1 _|_ . + Xn n n n
(—) X1 X 2 |\ 7 | -
. . . I . . X1+ -+ X,
Das Gleichheitszeichen gilt jeweils genau dann, wepn= --- = x, ist. Ista = — das

arithmetische Mittel := ﬁ das harmonische Mittel und im Fall reeller Zahfen= /x1 - x,

das geometrische Mittel dleg, Sy Xn, SO gilt also UbeR die Ungleichung: > g > h.
1. Beweis: Es gilt % +o );—” = w = % = n. Aus Aufg. 21 folgtdaher%---);—" <1.
Dies liefertx; - - - x, < a" (und dann tiber den reellen Zahlgr< a durch Ubergang zu denten Wurzeln) .

. i /x1+---+1
Wendet man dies auf/i,, ..., 1/x, stattxq, ..., x, an, so erhalt man /%1 - /X > 1.1 . also

X1 Xn
n
>< n
Yo Xn 2\ g1 )

X1 Xn

Abschnitt 4.D, Zusatzaufgabe p. 99 (1.7.2010) :

2 2 2
Man zeige —* + 2 + =
SR 17 T -2 T 12 e e R
diexyz = 1 gilt. — Man zeige ferner, dass fur unendlich viele Tripel rationaler Zahlen z, die ungleich
1 sind und fur diecyz = 1 gilt, in dieser Ungleichung der Gleichheitsfall eintritt. (Dies ist eine Aufgabe der

Internationalen Mathematikolympiade 2008.)
Beweis: Setzen winx’ := 1/x, y' := 1/y, 7/ := 1/z, so haben wir die Ungleichung

1 ! 1 .
(x—1)2+(y_1)2+(z_1)221 far x,y,z#1, xyz=1

Zu betrachten, wobei wir statt, y’, z/ wiederx, y, z geschrieben haben.
Wegen(x —1)%(y —1)?(z—1)? > 0 ist diese Ungleichung aquivalent zu
—-D*-D’+ x—D*—-D*+ x—D*(y—D* > x—D*(y—D*(z—1)>.

Ausmultiplizieren beider Seiten liefert, dass dies aquivalent ist zu

> 1 fur alle reellen Zahlen, y, z, die ungleich 1 sind und ftr
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Y224 x? 4 x%y? = 20y P+ y e+ xy? +xPy+x 2P+ x%2) HAxy + yz+ax) + 2(x2+ y* 4+ 28 —A(x +y+2)+3

> x2y27% — 2(x2yz% + x2y%z 4 y?xz?) + A(xyz?® + x%zy 4+ xy%z) — 8xyz + y222 4 x%22 + x%y?

—2(y22 + Y2z 4+ xy? + x%y 4 xP + x%7) + Ay +yz +zx) F P+ 2P+ —2x+y+z2) + 1.
Benutzt man nunyz = 1 und fasst zusammen, so ist diese Ungleichung aquivalent zu

94+ x2+y2+22—6(x+y+2) +2xy+yz+2x) >0, d.h. zu (3—(x+y+z))220.
Da Quadrate reeller Zahlen stet®) sind, ist die Ungleichung damit bewiesen.

Genau dann gilt darin das Gleichheitszeichen, wenpy + z = 3 ist. Wir haben also noch zu zeigen,
dass es unendlich viele Tripel rationaler Zahlery, z # 1 mitx + y + z = 3 undxyz = 1 gibt. Dazu
wahlen wir eine beliebige rationale Zahmit » # +1 und setzen = 4/(1—r?) € Q. Wegeny = 1/xz

gilt nunx 4+ 1/xz + z = 3, alsox? + (z— 3)x + 1/z = 0. Diese quadratische Gleichung hat die Losungen
x = 30B-2 +3/9-6:—22— (4/2) = 1(3—2) £ 1/(z—1)2(z—4)/z. Verwenden wir noch —1 =
4/(1—r?) — 1= 34+r>)/(1—=r?),(z—4)/z =1— (4/z) = r’und 3—z = —(3r?+1)/(1—r?), so erhalten
wir als rationale Lésung

341 B+rHr . AFr? . (AFr)? _1 . 1-r220%r) . (Axr)?
T 20— T 20=r2) © 20— 2xr YT xz 4 Axn?  2aFn
Dies liefert unendlich viele verschiedene Tripel rationaler Zahlen, fir die die Gleichheit gilt. °

Abschnitt 4.E, Aufg. 6a), p. 103 (1.7.2010):

Eine Folge(x,) positiver reeller Zahlen konvergiert genau dann gegenwenn die Folge(1/x,) der
Kehrwerte eine Nullfolge ist.

Beweis: Sei zunachst limx, = oo, und seie > 0 vorgegeben. Z§ = % gibt es dann eimg mit x,, > S,

d.h. mit 0< xi < % =¢ und somit|xi —0| < ¢ firallen>no. Es folgt lim 1o

Seiumgekehrt Iimi = 0, und seiS > 0 vorgegeben. Zu := % gibt es dann eing mit 0< xi <e= % :
d.h. mitx, > S, fur allen >ng. Es folgt lim x, = oo. °
Abschnitt 4.E, Aufg. 6b), p. 103 (1.7.2010):

Sei limx, = oound limy,=a € K — {0}. Danniist limx,y, = oo, fallsa>0, und limx,y, = —oo,

fallsa <0
Beweis: Sei§ > 0 vorgegeben. Wegen lin, = a gibt es zue := %a einng mit |y,—al < ¢, also beia >0
n—oo
mit 0<a/2<y, und beia <0 mit 0>a/2> y,, jeweils fur allen > ng. Wegen limx, = co gibt es eim,
n—oo

mit x, > 2S/|a| fur allen > ny. FUr allen > Max (ng, n1) gilt dannx,y, > (a/2) - (25/|a]) = S beia >0
undx,y, < (a/2) - (2S/|a]) = —S beia>0. °

Abschnitt 4.F, Variante zuAufg. 1, p. 114 (1.7.2010) :
Man untersuche die angegebenen Folgen auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert:

nc—2n+4 3+ 4" 2" —6bn 2n°+1 1
) ’ ) _1” ’ _1" °
4nd3+4+n242 5n 5n b n242 n+2 +=D

Ldsung: Mit den Grenzwertrechenregeln ergibt sich:

. 2 . 3
im =24 L 32260440 3-2( Jim )"+ 4( im 1)°
n—oo An34+n2+2  nooo 4+r_11+2(%)3 - 4+ lim ,—J;‘FZ( lim %)3 =
. 3n_+_4n_' §n . ‘_l-n_ B § ﬂ_
Jim _ﬂll—>moo(5) +nI|_)moo<5) =0+0=0 wegen|5| <1 und |5| <1.
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Wegen| 2| <1, also lim ()" = 0, undn? < 5" fiir allen € N (Induktion tibem), also 0< & < 2, ist nach
n—oo
n __ n
dem EinschlieBungskriterium lim— = 0 und somit Iim2 6n _ lim (2) —6 lim X =o.
n—0oo n— 0o n— o0 n—00

Bei der vierten Folge haben die Teilfolgen fur gerade Indizes 2k bzw. fir ungerade Indizes =
2 8+ 1
28+ _ i A 8 _ 2 bzw. lim(— 1)2k+1w —
4242 k—o0 4 + @ 4 k— 00 A2+ 4k +3

2k +1 die Grenzwertek lim—1)

8+2+ 3 _ o .
— lim —% £ — _8_ 5 Die Folge hat also nur die beiden Haufungspunkte 2-48d Da diese
verschieden sind, ist die Folge nicht konvergent.

Die letzte Folge konvergiert nicht, da ihre Teilfolgen flr gerade bzw. ungerade Indizes verschiedene Grenz-
werte haben. Fir geraadst (—1)" = 1 und folglich -5 + (-1)" = 35 + 1, d.h. die zugehdrige Teilfolge

hat den Grenzwert 1. Fur ungeradést (—1)" = —1 und folglich n—}rz + (=" = ’% — 1, d.h. die
zugehdrige Teilfolge hat den Grenzwerl. °
Abschnitt 4.F, Zusatz zwAufg. 4, p. 114 (1.7.2010) :

Seia, > 0,n e N. Man zeige direkt: Aus limg, = a folgt lim \/a, = Ja.

Beweis: Seie¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es eip € N mit |a, —a| < e./a beia > 0 bzw. mit
|ay, —aI = a, < &2 beia = 0 jeweils fiir allen > ny. Beia > 0 folgt die Behauptung aus/a, — va| =

Ia,, al < . N
¢ und beia =0 aus|va, — V0| = Va, < V&2 =¢ furallen> no. o
|\/— +\/— \/—

Abschnitt 4.F, Teil vonAufg. 4, p. 114 (1.7.2010):

Man berechne die folgenden Grenzwerigh (vVn+a —/n) , a€R, n>a; \/n +/n—+/n—/n.

Losung: Bei der ersten Folge erweitern wir mjfn + a + 4/n , um die dritte binomische Formel anwenden
zu kdnnen, und kirzen dann durg :

) (n1+a) - a _a
lim Vi (Vita—/n) = lim «/—mJH/_ n“—rﬂom-i-l_?

Bei der zweiten Folge erweitern wir mitn + /n + /n — /n und kiirzen ebenfalls durcjin :

i (Wnt = yn— ) (Vnt n+n—n)
<\/n+f_\/n_ﬁ)_"lew Vn+ i+ n—n
el Ul 2 __1. .

=t yn = ”*°°\/1+ +\/1 1+l

lim

n—o0

Abschnitt 4.F, Aufg. 5, p. 114 (1.7.2010) :
b) Seia>0. Dann gilt lim ¥/a = 1.

1. Beweis: Sei zunachst > 1. Dann setzen wirY/a = 1+ h, mit h, > 0. Dann ista = (1+ h,)" >
1+ nh,, also 0< h, < (a—1)/n und somit Iimh = 0 nach dem EinschlieBungskriterium. Es folgt

lim Ya = I|m (1+ h,) =1. Istjedoch O< a <1 soist(l/a) > 1, also Ilm V/1/a = 1 und somit auch

n—oo
lim ¥a = 1/ I|m /1/a = 1 nach den Grenzwertrechenregeln. °
n—0o0

2. Beweis:Wie im ersten Beweis gentigt es, den kalt 1 zu betrachten. Dann ist aucffa > 1, d.h. die

Folge ist nach unten durch 1 beschrankt. Ferner ist dafr: %/a , also "*Y/a < "*/a /a = "/a, d.h.

die Folge ist auch monoton fallend. Daher ist sie konvergent, ihre Teil(o?g@) hat denselben Limes

wie die Folge selbst, und somit gilt = lim %/a = lim (%/a)’ = (lim 2/a)* = x2, worausx = 1
n—oQ n—oo

n—oQ

folgt, da wegen?/a > 1 der Limes 0 nicht mdglich ist. o
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Abschnitt 4.F, Aufg. 6, p. 114 (1.7.2010) :
Man zeige lim ¥/n =1.

n— o0

1.Beweis:Sei ¥/n = 1+h, mith, >0. Dannistn = (1+h,)" > 1+nh,+ 3n(n—1)h2 > In(n—1)h2, also
0< h?< 2/(n—1) und somit limk2 = 0, folglich auch lim#, = 0. Daraus erglth|ch Ilmf—l .

n—o0

6
2.Beweis: Firn > 3 ergibt sich aus Beispiel 4.F.10 sofqgrf + ﬁ) < <1 + %) < 3 < n und somit

(n+1)" < n"*1, woraus durch Ubergang zu(n + 1)-ten Wurzel "*3/n+1 < %/n folgt. Da die Folge
also abm = 3 monoton fallend und offenbar nach unten durch 1 bschrankt ist, konvergiert sie gegen einen
Grenzwerty > 1. Dafr gilt unter Verwendung von Aufg. 5:

x = lim %/n = lim (%/27) = lim (%/n) lim (*%/2) = lim (\/75) lim <\/T\/§>=ﬁ\/1=\/;,

n—o0 n—oo n—o0 n—oo n—o0 n—o0

wasx?=x und schlieRlichx = 1 ergibt. .

Abschnitt 4.F, Aufg. 12a), p. 115 (1.7.2010):
Man zeige lim (1 — i)n =1,

n—oo nz
Beweis: Die Bernoullische Ungleichung liefert % (1 — iz ’ >1- —2 =1-= (Wegen—— > —1flr
n>1), woraus mit dem EinschlieBungskriterium die Konvergenz der Folge gegen 1 folgt. °

Abschnitt 4.F, Aufg. 14a) p. 116 (1.7.2010):

Die Folge(x,) sei rekursiv definiert durchg = 0, x,,41 = x; + 1 fir allen € N. Man zeige, dass der
Grenzwert der Folgeéx,) existiert und berechne ihn.

Lésung: Wenn die Folgéx,, ) einen Grenzwett besitzt, so liefern die Grenzwertrechenregela: lim x,, =

lim x,41 = lim (x243) = (lim x,)?+3 = x?>+ 3, d.h.x?>~x+3 = 0,und wirerhaltenr = 3+ ,/7 — 7 = 1.
Wir vermuten, dassx,) monoton wachsend gegen diese&onvergiert und zeigen als nachstes durch
Induktion Ubem, dassy, < % ist. Firn = 0 ist nach Definitiong=0 < % und beim Schluss vomaufn+1
erhalt man mit der Induktionsvoraussetzungs 2 in der Tatx, 1 = x2+ 1 < (3)°+ 1 =1,

Nun kénnen wir zeigen, dass die Folge,) monoton wachsend ist: Wegen,; — x, = x2+ %—xn =
(x,— 3)? > 0 ist namlichx, 1> x, fir allen.

Insgesamt istx, ) als (nach oben) beschrénkte und monoton wachsende Folge konvergent und hat somit den

Grenzwertr = 3. o

Abschnitt 4.F, Aufg. 14b), p. 116 (1.7.2010) :

Die Folge(x,) sei rekursiv definiert durclg := 0 undx, 1 = % (a + x,f) firallen e NmitO<a<1.
Man zeige, dass der Grenzwert der Folgg existiert und berechne ihn.

Lésung: Wenn die Folge(x,) einen Grenzwerix besitzt, so liefern die Grenzwertrechenregain=
lim x, = I|m N Xny1 = I|m 1 sa+x)=3%(a+ (| Ilm x)?) = 3 (a+x?),d.h.x?~2x+a = 0, und wir

n—o0

erhalterx = 1i V1-a. W|r werden zeigen, dass d|e Folge ) nach obendurch% v/1—a <1+ +/1—a
beschrankt und ferner monoton wachsend ist. Die Folge ist dann konvergent und hat daher den Grenzwert

x=1—+1—a.
Wir zeigen durch Induktion Uber, dassx, <1 — +/1—a ist. Furn = 0 ist nach Definition in der Tat
xo=0<1-/1—a, und beim Schluss von auf n+ 1 erhélt man mit der Induktionsvoraussetzung

— VI—asofortx, = 2@+x2) < a+ (1-vi—a)’)=1@2-2/1a)=1-I-a.
Nun kdnnen wir zeigen, dass die Folge) monoton wachsend ist: Wegef) .1 —x, = % (a+x2)—x, =
Z(a+x2—2x,) =13 (x, — (1—v1=a))(x, — (L++/1I—a)) = 0 (da beide Faktoren nach dem bereits
Gezeigten negativ sind) ist ndmliah 1 > x,, fur alle n. °
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Abschnitt 4.F, Aufg. 14d), p. 116 (1.7.2010) :

Die Folge(x,) sei rekursiv definiert durchy := 2 und x, 1 ;=2 — xi furallen € N. Man zeige, dass der
Grenzwert der Folgéx,,) existiert und berechne ihn.
Lésung: Wenn die Folgéx,) den Grenzwert besitzt, so liefern die Grenzwertrechenregela- lim x, =

n—od
lim x,41 = lim (2—%) = 2—1 Dies ergibt die quadratische Gleichurfg= 2x—1, d.h.x>~2x+1 =0

furx mit der e|n2|gen Losung 1

Als nachstes zeigen wir durch Induktion tGbgrdassx, > 1 ist. Firn = 0 ist nach Definition in der Tat
xo=2>1, und beim Schluss vanaufrn+1 erhalt man mit der Induktionsvoraussetzung- 1 der Reihe

nachlgl,x,,H:Z—i >2-1=1.
X, X

n n

Nun kénnen wir zeigen, dass die Fol@e) monoton fallend ist: Wegen,, — x,.1 = x, — (2 — l) =

Xn
2_2x,+1 —1)2
n + (x” D > 0 ist namlich x, > x,.1 fur alle n. Insgesamt istx,) als (nach unten)

beschrankte und monoton fallende Folge konvergent. Somit hat die &qQlggen Grenzwert 1. °

Abschnitt 4.F, Variante zuAufg. 14d), p. 116 (1.7.2010):

Die Folge(x,) sei rekursiv definiert durcly :=4und x, 1 := 4 — xi furallen € N. Man zeige, dass der

Grenzwert der Folgéx,) existiert und berechne ihn. !

Losung: Wenn die Folge(x,) einen Grenzwerk besitzt, so liefern die Grenzwertrechenregain=

fim x, = mx g = 4— 5 = 4— 3, dha?—4c+3 = 0, und wir erhaltenr = 2+ 43,
n—00 m x, X

alsox =3 oderx =1.

Als nachstes zeigen wir durch Induktion Ubgrdassx, > 3 ist. Firn = 0 ist nach Definition in der Tat
ap=4> 3, und beim Schluss vanaufr+1 erhalt man mit der Induktionsvoraussetzung- 3 der Reihe

3 3 3
nach—n < 3 =1, x,01=4- X >4-1=3.
Nun kénnen wir zeigen, dass die Folge,) monoton fallend ist: Wegen, — x,11 = x, — (4 — xi) =

Xy =4 +3 _ (—D(x,—3)

X, > 0 ist namlichx, > x, 1 fur allen. Insgesamt istx,) als (nach unten)
beschrankte und monoton fallende Folge konvergent. Somit hat die &glgden Grenzwert = 3. °

Abschnitt 4.F, Aufg. 17, p. 116 (1.7.2010):
Seiena, b > 0. Die rekursiv definierten Folge,) und (b,) mit ap=a, bg=b und
2a,b,

i1 = = harmonisches Mittel voa, , b, ,
al‘l+b}’l
a,+b . . .

bpi1 = — 5 ~ = arithmetisches Mittel voan,, , b, .

bilden abn =1 eine Intervallschachtelung fiir das geometrische Mitfeb vona undb.

Beweis: Offenbar sind alles,, b, positiv. Fur allen > 0 gilt fernera, ;1 < b,,1. Das ist ein Spezialfall von
. . - . - . bn n bl‘l
4.E, Aufg. 22, ergibt sich aber auch leicht direkt: Diese Unglelchung,% < nt
an

zU da,b, < (a,+b,)? = a®>+ 2a,b+ b?, folgt also aus O< (a,— b,)? = a?— 2a,b,+ b>.

Ferner gilta, < a,+1 fur n>1. Diese Ungleichung ist aquivalent ay(a, + b,) = a; 24 a,b, < 2a,b,, d.h.
Zua,(a,—b,) < 0, was aus der fir > 1 bereits bewiesenen Ungleichumg< b, folgt.

AulBerdem gilth, 1 < b, fur n> 1. Dies ist aquivalent zu,, + b, < 2b,, d.h. ebenfalls zu,, < b,.

Aus dem Bewiesenen folgt, dass die Folgep),-1 und (,),>1 monoton wachsend bzw. fallend und be-
schrankt (jeweils durch jedes Glied der anderen Folge) sind. Es existieren:atsbm a, < y:= lim b,.

n—oo n—oo

ist aquivalent
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AUS b1 —api1 < bpi1—a, = (an+by)/2—a, = (b, — a,)/2 erhalt man dann durch Ubergang zu den
Limiten 0<y—x < (y—x)/2,d.h.y = x.

SchlieB3lich ista, ;15,11 = % . @ =a,b, = --- = apbg = ab. Daraus folgt mit den Grenzwert-
al’l n
rechenregeln?= xy = lim a, lim b, = lim a,b, = lim ab =ab,d.h.x =y = ab.
n—oo n—oo n—o00 n—00
+by  2ayby _ (by—an)® _ (by—ay)? -
Wegenb, . 1—a,+1 = GnTOn _ LnTn _ < hat man sogar quadratische Konvergenz
O st = e~ 2(antby) A garq d
der Intervallschachtelung. °

Abschnitt 4.F, Aufg. 18, p. 116 (1.7.2010):
Seiena, b > 0. Die rekursiv definierten Folge,) und (b,) mit ap=a, bg=b und

an+1 = v/ a,b, = geometrisches Mittel voa, , b, ,

@tby _ arithmetisches Mittel von, , b,

bpi1 =
bilden abn =1 eine Intervallschachtelungy], b,], n € N*, flir das so genannte arithmetisch-geometrische
Mittel M (a, b) vona undb, vgl. hierzu auch die Bemerkungen vor Satz 17.C.9.

Beweis: Offenbar sind alle,, b, positiv. Fir allen > 0 gilt fernera, 11 < b, 1. Das ist ein Spezialfall von

G . . . . n+ bn
4.E, Aufg. 22, ergibt sich aber auch leicht direkt: Diese Ungleichung,ddyb, < nt

zU 4da,b, < (a,+b,)? = a®>+ 2a,b+ b?, folgt also aus O< (a,— b,)? = a?— 2a,b,+ b>.

Ferner gilta, < a,41 fir n>1. Diese Ungleichung ist aquivalent aj) < \/a,b,, d.h. zu,/a, < /b, , was
aus der fim > 1 bereits bewiesenen Ungleichumg< b, folgt.

AuBerdem gilth, 1 < b, fur n>1. Dies ist dquivalent zw, + b, < 2b,, d.h. ebenfalls za, < b,,.

Aus dem Bewiesenen folgt, dass die Folgep),-1 und (,),>1 monoton wachsend bzw. fallend und be-
schrankt (jeweils durch jedes Glied der anderen Folge) sind. Es existieren:asbm a, < y:= lim b,.

n—o0

AUS b1 —dpi1 < byyr—ay = (an+by)/2—a, = (b, — a,)/2 erhalt man dann durch Ubergang zu den
Limiten 0<y—x < (y—x)/2,d.h.y = x.

, Ist aquivalent

2
bn —.Ja, . 2 . 2
Wegenb, g —ay = @t _ japr_ Wh—v@) _ bu—ay I G -
2 2 2( /b, + /_Cln) 2(an+bn+2«/anbn)
. 2
% hat man sogar quadratische Konvergenz der Intervallschachtelung. °
1
Abschnitt 4.F, Zusatzaufgabep. 117 (1.7.2010):
2n 2n
Die Folgen(a,),en+ Und (b,),en+ Seien definiert durchy, (= 4—2 und b, = 4—2 .
(n+1) (2n> n(Zn)
n n

Man zeige, dassi|,, b,], n € N*, eine Intervallschachtelung flr eine Zahinit 2< x <4 ist.
(Nach Beispiel 16.B.5 (4) ist = &, vgl. auch das Ende von Beispiel 12.A.13.)

42 42

Beweis: Es gilt a; = — 2 = 2, b1 = — o2 = 4 sowie offenbag, < b, fur allen. Mit
2-(3) 1 (1)
<2n+2> _ @2n+2)(2n+1)(2n) - -- (n+2) _ 2@n+1)(2n)--- (n+2)(n+1) _ 2(2n+1) (2n>
n+1 (n+1)! (n+1) -n! n+1 nj)’
ergibt sich:
; ; 42n 42n+2 42n ( 1 42
n— tntl = 2 2 — 2 - 2 2
2n 2n+2 2n n+l  (n+2)22(2n+1)
(n+l)(n ) (n+2)( n+1) (n ) (n+1)2
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4 (n+2)(2n+1*—4n+1D)3 420 (4nP+120°4 9+ 2) — (4nP+ 1207+ 1204 4)

(Zn)2 (n+1)(n+2)(2n+1)? _(Zn)z (n+1)(n+2)(2n+1)2

n n

_ —3n—2 -
(2n)2 (n+1)(n+2)(2n+1)2

n

’

bo—b . — 42 42n+2 4 1 42 4 1 dn+4
n— Unt+l = . (271)2 - (n+1) <2n+2>2 - <2n>2 E o 22(2n—|—l)2 - (211)2 (ﬁ B m)
n n+1 n n+1 n
o ‘ An’+4n+1— (dn+4n) 47 . 1 -
(2n)2 n (2n+1)? B (2n)2 n@n+1)2 "
n n
d.h. die Folg€ga,) ist monoton wachsend und die Fol@g) ist monoton fallend. SchlieZlich igf, — a, =
42 42 42 an -
= = - wegena, < b, < 4 eine Nullfolge. °

" (2nn>2 - (141) (Znn)z n(ntl) (2nn>2 n

Abschnitt 4.G, Aufg. 11, p. 124 (1.7.2010):
Jede (unendliche) Folge reeller Zahlen enthalt eine (unendliche) monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Ist die Folge beschrankt, so besitzt sie nach dem Satz von
Weierstral3-Bolzano eine konvergente Teilfolgg,) mit einem Grenzwerd. Sind unendlich viele der,,
kleiner alsa, so bilden diese eine Teilfolge vaa,, ) , die wir mit (b;) bezeichnen. Es gilt darin < a fur alle
jund lim b; = a. Zubg gibt es deswegen e, n1 > no:= 0, mitb,, <b,, <a, dazu eirb,,, no > ny, Mit

]—)OO
b,, <b,, <a, usw. Auf diese Weise konstruiert man sukzessive eine (streng) monoton wachsende Teilfolge
der Folge(b;) , die aber auch eine Teilfolge der Ausgangsfalggist. Sind jedoch unendlich viele dey,
grolRer als:, so bilden diese eine Teilfolge vaa,, ) , die wir mit (c;) bezeichnen. Es gilt danf > « fiir alle
jund lim ¢; = a. Zucg gibt es deswegen e, , ny >ng:= 0, Mitc,, > ¢,, > a, dazu eirc,,, ny > nq, Mit
]*)OO
cny > Cy, > a, USW. Auf diese Weise konstruiert man sukzessive eine monoton fallende Teilfolge der Folge
(cj), die aber auch eine Teilfolge der Ausgangsfolgg) ist. Sind weder unendlich viele dej, gréBer
noch unendlich viele davon kleiner alsso sind unendlich viele davon gleiehund bilden eine konstante

und somit ebenfalls monotone Teilfolge der Ausgangsfadge.

Ist schlieRlich die Folgés,) nicht beschrankt, so gibt es zu jeder noch so groRenZeima, (und dann auch
unendlich vielez,) mit |a,| > S. Wir wahlen nun der Reihe nach zy einni > ng:= 0, mit|a,,| > |ao|, zu

ay, €iNng>ny, mit |a,,| > |a,, |, usw. Auf diese Weise konstruiert man sukzessive eine monoton wachsende
Teilfolge (lay, |) der Folge(|a,|). Sind unendlich viele dieser,, positiv, so bilden diese eine monoton
wachsende Teilfolge der Folge,) (die gegervo wachst) . Andernfalls sind unendlich viele dgy negativ

und bilden eine monoton gegerpo fallende Teilfolge der Folgés,,). °
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5 Die komplexen Zahlen

Abschnitt 5.A und5.C, Variante ztAufg. 1, p. 132 bzw. 142 (1.7.2010):

Man bestimme Real- und Imaginéarteil, den Betrag und die konjugiert-komplexe Zahl sowie eine Darstellung
in Polarkoordinaten von
—2+3i . 2—i

__ B 1
W= TaTol R E it

3+4i 1 .
= = = (14+D" N.
73 4+3i+i , 24 A+D", ne

Losung: Durch Erweitern mit dem Konjugiert-Komplexen des Nenners erhalten wir wegen-il

f oo —2H81_ (-2430(3+2) _ —6-4i+9i46P _ ~1245i _ 12 5,

3—2i  (3=2D)(3+2) 9— 4i2 - 13 13 13
z1 hat also den Realte#i—:z)), den Imaginérteill—Sg, den Betragz;| = \/(_%)ZJF (1%)2 = % =1
undz; = _% — %i als zugehorige konjugiert-komplexe Zahl. DRaim zweiten Quadranten liegt,

berechnet sich das Argumeptvon z; aus tame = 1—53 —1—; = —1%, alsop ~ —0,3948, zu Arg =
¢ =1 +a ~ 2,7468. Die Darstellung von; in Polarkoordinaten ist als@; = |z1|(Cosp + Sing) ~
€c0S 27468+ isin2,7468.

Erweitern mit dem Konjugiert-Komplexen des Nenners liefert:

_2-i 1 _ (2-)hd-2) 1+i _2-5-2 1+i _1 1,
212 TS T @+2n@—-2h T a—-iha+i 5 2 2 2

R | 1\2 1\2 1 1 1.
Zo hat also den Realte%, den Imaglnartell—E , den Betrag|zy| = (§> + (—5) = — undé + él

als konjugiert-komplexe Zahl. Dg im vierten Quadranten liegt, berechnet sich schlie3lich das Argument
vonzp aus tarp = —%/% = —1,alsop = —7/4, zu 27 — T 77”.)

4
Erweitern mit dem Konjugiert-Komplexen des Nenners liefert:
_3+4i 1 (3+4)H(4-30) - 12+16i—9i+12+ —i _ 244+7i-25i _ 2_4_1_8i
BT 2B T T @+3)@=3) i) 25 1~ 25 ~— 25 25

4 ... 18 o [[24\? 18\2 30 6
1234hat f;so den Realteﬁ—s, den Imagmartell—zs, den Betrag|zs| = \/<2—5) + <_§3) ==t und

>E + zsi als konjugiert-komplexe Zahl. Dg im vierten Quadranten liegt, berechnet sich schlief3lich das
Argument vonzz aus tarp = —;—g ;-‘51 = —2 ~ tan(—0,6435 zu 2r — 0,6435= 5,6397.

Da 1+iim ersten Quadranten liegt, mit der positiven reellen Achse den Wifkeinschlie3t und den
Betrag|1+i| = v/12+ 12 = /2 hat, ist die Polarkoordinatendarstellungil= /2 (cosZ +isin ). Mit
den Moivreschen Formeln ergibt sich fur dige Potenz die Polarkoordinatendarstelluag= (1+1i)" =
(v2)"(cosZ +isinZ)" = 2"/2(cos’s +isin ). Daher hat, den Betrag 22, den Realteil 22 cos’>
und den Imaginarteil 2% sin 2 sowie(1—i)" = 2"/?( cos’y —isin ) als konjugiert-komplexe Zahle

Abschnitt 5.A und5.C, Zusatzaufgabe zAufg. 1, p. 132 bzw. 142 (1.7.2010):
Verwenden Sie das Ergebriikt-i)2* = 2"(cos”y +isin“Z) der vorangehenden Aufgabe, um die Summen

n

n—1
Z(_l)j@’;) und 2(:)(—1)1'(2].2:1r 1) zu berechnen.
J=

j=0
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2
Lésung: Der binomische Lehrsatz liefextl+ )% = Z (2]?) 1"~ i* Trennt man die Summanden fir
k=0

gerade% = 2j und ungeradek = 2j+1, so bekommt man

n n n—1
. 2 (2 . (2
a0 =S () = e (3) e (o)
Vergleich der Realteile liefert

n o - 0 bei ungeradem,
_1\/ — on —_— =

Z(;( 1) (2j> = 2" cos 2 i(_l)n/Z 2" beigeradem,

]:

und Vergleich der Imaginérteile

i 2n . nmw 0 bei geradem,
—1)/ = " — =
2;( D ( J )_2 SN~ {(—1)(”‘1)/2 2"  beiungeradem. o

Abschnitt 5.A, Teil vonAufg. 2¢), p. 132 (1.7.2010) :
Man lése die Gleichung? — (2+2i)z + (3—2i)) =0

Losung: Die Losungsformel fur quadratische Gleichungen lietest = 1+ 1 + VA+1)2 - (3=2i) =

1+i£+/-3+4i =1+i+£1A+20)) = 3+3i bzw. —i. Dabei haben wir die auftretende Wurzel
durch den Ansatza + bi)? = (a®>— b?) + i2ab = —3+4i mit a, b € R berechnet. Er liefert zunachst
a’—b?> = =3, uub = 4, alsob = 2/a, und somita*+ 34> — 4 = 0. Wir erhalten dafir die Lésung

a?= -3+ /2 +4= -3+ 3 =1bzw.—4. Daa? als Quadrat einer reellen Zahl nicht negativ sein kann,
mussa’®= 1, d.h.a = £1, und somib =+2 sein. Es folgt/—3+4i = +(1+ 2i). o

Abschnitt 5.A, Variante zuAufg. 2c), p. 132 (1.7.2010):
Man lése die Gleichung?— 3z +3—i=0.

Losung: Die gesuchten Losungenssing, = 3+,/2 —3+i = (3£ v/=3+4i) = (3£ (1+20)) = 2+i
bzw. 1—i. Dabei haben wir die auftretende Wurzel durch den Ans@&# 4i = (a+|b)2 (a®>—b?) +i2ab
mit a, b € R berechnet. Er liefert zunachst? = 4, d.h.b = 2/a, und dann-3 = a?—b? = a?>— 4/a?,

d.h. a*+ 3a®>—4 = 0. Wir erhalten dafiir die Losung®?= —3 + /2 +4 = -2 + 2 = 1 bzw.—4. Daa?
als Quadrat einer reellen Zahl nicht negativ sein kann, nadss 1, d.h.a = +1, und somith = 42 sein.
Es folgts/—3+4i = £(1+ 2i) . °
Abschnitt 5.A, Variante ztAufg. 2¢), p. 132 (1.7.2010) :

Man lése die Gleichung? + (—3+i)z + (4—3i)) =0

Losung: Die Losungerx; » ergeben sich mit der Losungsformel fur quadratische Gleichungen. Es ist

_ =31 2 3_i,1 _3_1 _
u2=-=3 \/( 3+i)2 — 44— 3)_2 212«/ 8+ 6i 2 2:|:2(1+3|)_2+|bzwl 2i.

Dabei bestimmt man die Quadratwurzel am einfachsten mit dem Aiigatii)? = —8+ 6i (a,beR), d.h.
a’—b?> = —8, 2ub = 6, alsob=3/a, und somiu’>—9/a’> = —8,d.h.a*+84°-9 = 0,a°= —4+/16+9,
und somitz® =1 (a®=—9 ist wegeru € R nicht méglich) @ = +1, und folglichb = 3/a = +3. °

Abschnitt 5.A, Variante zuAufg. 5a), fernerAufg. 5b), p. 132 (1.7.2010) :

Man skizziere die Punktmenggne C | |z+1] > |z—1|} und{z € C | zz + z + z < 0} in der Gaul3schen
Zahleneben€&.

Losung: Bei der ersten Menge handelt es sich um die Menge derjenigen Punk,\dia von—1 einen
groBeren Abstand haben als von 1. Dies ist gerade die rechte Halbebene, die aus allen Punkten mit positivem
Realteil besteht.
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Setzen wirz = x + iy mit x, y € R, so liefert quadratische Erganzung + z +7 = x2+ y?> 4+ 2x =
(x+D2+y?—1=|(x+iy)— (=1)]?—1= |z — (—1)|> — 1. Genau dann gilt alsez +z +7 < 0, wenn

|z — (=1)]? < 1, und somitz — (=1)| < 1ist, d.h. wenn; vom Punkt—1 den Abstanck 1 hat. Die zweite
Menge ist also der Kreis um1 mit dem Radius 1 (ohne die Kreislinie) .

Gy H

Abschnitt 5.A, Aufg. 10, p. 133 (1.1.2011):

Sindzy, ..., z, von 0 verschiedene komplexe Zahlen iit+ - - - +z,,| = |z1|+- - -+ |z4], SO iStz; /z; € RY
furallei, j =1,...,n.

Beweis: Seiz ;= z1 + - - - + z,. Nach Voraussetzung i&| = |z1 + - -« + 24| = |za| + - -+ + |za| # 0, also
z # 0. Wir setzerw; := z;/z furi = 1, ..., n und zeigen dafiiw; = |w;|. Dann folgtw; € R fur allei
und somitz; /z; = w;/w; € R furallei, j =1,...,n.

Die Voraussetzung liefert

wit - Fw, =@+t z)/z=1=1=|z1+ -+ z4l/lz]
= (lz2l + - +1zal) Izl = lza/zl + -+ |za/2]l = lwil + - + [wy] -

Es genlgtw: = |w1| zu zeigen. Dann ergibt sich namliety + - - - + w, = |wp| + - - + |w,]|, und die
Behauptung folgt durch Induktion.

Seinunwy =ay +ibpundw :=wo+---4+w, =a-+ibmitay,a, b, b € R,alsoa; +a +i(by +b) =
witw=wi+ -+w, =|wi|+- -+ |w,| € Rundsomithy +b =0, d.h.

ar+a = |wi| + |lwol + -+ |wy| > |wi| + |w| = \/af + bf+ Va2 + b2 > |a1| + |a| > a1 +a.

Folglich gilt bei allen vorstehenden Abschéatzungen bereits das Gleichheitszeichen. Daher &t = b)
und danmw, = a; = |a1| = |wq]. °

Abschnitt 5.A, Variante zuAufg. 10, p. 133, im Vorgriff auf 86 (1.1.2011):

o0 o oo
Ist ) z; eine absolut konvergente Reihe von 0 verschiedener komplexer Z@h1ein| > zk| = lzx|,

k=0 k=0 k=0
soistzi/z; € R fur allek, ;.

o0 oo o0

1.Beweis:Seiz := Y z. Nach Voraussetzung it| = | > z| = X |z| # 0, alsoz # 0. Wir setzen
k=0 k=0 k=0

wy ‘= zx/z fur allek und zeigenw, = |wy|. Dann folgtw, € R fur allek und somitz,/z; = wi/w; € R

fur allek, j. Die Voraussetzung liefert ferner

éwk — (}izk)/z —1=11= |§Owk| - |§Ozk|/|z| - (é|zk|)/|z| =§0|wk| .

o0 o0
Es genlgtwo = |wop| zu zeigen. Dann ergibt sich namlich wy = > |wy|, alsow; = |w1|, usw.
k=1 k=1

Sei nunwg = ag +ibpundw = Y wy = a + ib Mit ap,a,bo,b € R, d.h.ag+ a +i(bp + b) =
k=1

oo o0 oo
wo+w =Y wp =Y |wg| € Rundsomithg+b =0undag+a = |wo| + > |wi| > |wol + |w| =

k=0 k=0 k=1
\ /ag + bé + a?+ b? > |ag| + |a| > ag + a . Folglich gilt bei allen vorstehenden Abschatzungen bereits
das Gleichheitszeichen, und eslist= 0 (= ») und danrnwg = ag = |ag| = |wo| . °
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2. BeweisMan kann auch direkt m|t Abschnltt 5.A , Aufg. 10 schlleBen Fur jedes N folgt wegen

|sz| |sz| Jr| Z Zk\ Z |z und | Z | < |zx| mit der Voraussetzung
k=n+1 k= n+
| Z | = Z |z notwendlgerwelsé Z | = Z |z¢] (und | Z 2| = 1zl ) o
k=n+1 k= n+l

Abschnitt 5.B, Variante ztAufg. 3, p. 135 (1.7.2010) :
Man bestimme die Haufungspunkte bzw. gegebenenfalls den Grenzwert der Folgen

(Ge), (G),.,

Lésung: Mit den Moivreschen Formeln sieht man, dass die (sich stets wiederholenden) Glieder der ersten
Folge alle gleich einer der 8 komplexen Zahled, +i, £3v/2(1+i), +3+/2(1—i) sind, welche also

ihre Haufungspunkte sind(%z(l—i—i))" _ (cos% +isin %)" — cos% +isin % . Die Folge ist nicht
konvergent.

21\ _ 12+il" _ «/E ’ 1 o .
Wegen : —> 0 konvergiert die zweite Folge gegen O.

Abschnitt 5.C, Teil vonAufg. 10, p. 143 (1.7.2010):

. . 1~ (n
Firg e R undne N gilt cos'y = §Z<k> cos(n—2k) ¢ .

Beweis: Wir verwenden zunachst ces= %((COS(/) +ising) + (cosp —isin (p)) , dann den binomischen
Lehrsatz, fernercosy + ising) ! = cosy — ising und schlieRlich die Moivreschen Formeln:

1

o Xn: (Z) (cosy +ising)"*(cosp —ising)*

cosy = 2—1n((cos<p +ising) + (cosy — isin (p))

:z_lng( )(cos<p+|sm<p)" “(cosp +ising) ™ = 21";:0 (Z)(COSgoJrisin(p)”*z"
1~ /n .

= cos(n—2k)p +isin(n—2k)¢p
2 kzo(k>( )
1~ /n 1 n L 1 < /n

= E 2 (k) COS(”—%)¢+|§;<k) sin(n—2k)p = Eg(k) cos(n— 2k)g .

Da wir mit einer reellen Zahl gestartet sind, muss namlich auch das Ergebnis einen Imaginéarteil haben, der

gleich 0 ist. Insbesondere folgt so auch die Forre) (Z) sin(n—2k)p =0. .
k=0

Abschnitt 5.C, Teil vonAufg. 11, p. 144 (1.7.2010):
Fiurp e R, ¢ # 2mmx, m € Z undn € N gilt:

sin(n + Do " cosg — cos(n+2)<p
ZCOSk(p = E “osng und ) sinkg = > sin

Beweis: Wir fassen beide Formeln zu einer komplexen Formel zusammen, verwenden dann die Moivreschen
Formeln und schliel3lich die Summenformel fir endliche geometrische Reihen. Nach Erweitern des entste-
henden Bruches mit cds— isin ¥ und Anwendung der Additionstheoreme fir Sinus und Kosinus erhalten
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wir nun die Behauptung durch Vergleich der Real- und Imaginarteile in

. RN “ . ‘ . 1 — (cosg + ising)" ™t
coskp +1Y sinkg = Y (Cosky + isinkg) = Y (Cosp+ising)t = -
Y coskg +i)_sinkp = Y (cosky +isinkg) = ) (Cosp +ising) 1= (cosp 1 5ing)

k=0 k=0 k=0 k=0
_ 1—(cos(n+1)p +isin(n+1)g) (cos% —isin%) — (cos§ —isin%)(cos(n+1¢ +isin(n+1)p)
N 1 — (cosp +ising) N (cos$ —isin%) — (cosg —isin%)(cosp + ising)

(cos% —isin¥) — (cos(n+1)¢ cos$ + sin(n+1)g sin%) —i(sin(n+1)¢ cost — cos(n+1g sinf)
- (cos% —isin%) — ((cosp cos$ + sing sin%) +i(sing cosé — cosy sin%))
cosg —ising —cos(n+3)p —isin(n+3)e _ cos$ — cos(n+3)¢ _ising + isin(n+3)g

B (cosg —isin%) — (cos$ +isin %) —2isin% —2ising
=<; sin(n+%)<p)+i<cos§—cos(n+%)(p) .
2 2 sin$ 2sin% ’

Abschnitt 5.C, Aufg. 17a), p. 145 (1.7.2010) :
Seine N, >2. Die Summe allen-ten Einheitswurzeln ist gleich 0.
Beweis: Die n n-ten Einheitswurzeln sind

2k 2k

k _ £KIT . . £KIT _
;n_cosn +isin P k=0,....n—-1
n—1 1_ é_n
Mit Hilfe der Summenformel fiir endliche geometrische Reihen erhalt @r{f =71 g” =0. °
k=0 oo

Abschnitt 5.C, Aufg. 17b), p. 145 (1.7.2010) :
Seine N, >1. Das Produkt allet-ten Einheitswurzeln ist—1)" .

Beweis: Man sieht mit Hilfe der Moivreschen Formeln und der Potenzrechenregeln sowie der Summenformel
1424+ m—-1) =n(n-1)/2 wegen cog = —1 und sint = 0:

n—1 n—1

H;f — im0k = ¢"=D/2 = cog(n—1)m +isin(n—1)m = (cosr +isinm)" L= (-1)"1. e

k=0
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6 Reihen

Abschnitt 6.A, Teil vonAufg. 1, p. 156 (1.7.2010):

o0 o0
. . ﬁ nh
Man untersuche die folgenden Reihen auf Konver eEz: -1" , E .
g g n=0( ) n + 1 ~ 3"}’1!

o0
Losung: Die erste Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Sie ist namlich von der Bortr1)"a,,

n=0
1
mit a, := v > 0, wobei die Folgda,) wegen lima, = lim ﬁ lim _Yvm _0
n+1 n—00 n—oon+1 n—ool4 (1/n) 1

Nullfolge ist, die fiirn > 1 monoton fallt. Letzteres ergibt sich so: Riie 1 ist n?+n > 1, und es folgt

= 0 eine

2 _ 3 2 3 2 _ 2 Piac li n n+1
nn+2)7 =n°+4n“+4n > n°+3n“+3n+1 = (n+1)(n+1)“. Dies liefert iDE S it 2 d.h
an=ﬁ2 n+1=an+l- °

n+1 n+2

Die zweite Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium: Wegen (]mq ) = e < 3 konvergieren
n—o0
die Quotienten

|an+1| B (n+l)n+1 / n" _ (n+1)n+1n!3n _ 1_ (1+ l)n
a, ' 341/ Inl T opn (n+1)131 T 3 n

namlich firn — oo gegente <1. .

Abschnitt 6.A, Variante zuAufg. 1, p. 156 (1.7.2010):

]

+3
Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergehz;(— 1" - E (-1 "o
n=0 n=0 (n+l)(n+2)

S n =\ 42 = 2n)! 2t (2n)! (2n)!
§2n2+1’ gng'—i—l’ an an 23” (nH2’ HX_: nt ; n! 3n)!

Lésung: Die erste Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Sie istnamlich von der Er(‘ﬁl)"an
1/ n=0

. n - . n . n 0

mit a, = > 0, wobei die Fol ») wegen lima, = lim = lim — = = =
a n2+1 — 9&an) 9 naooa n— 00 n2—|-1 n—oo 1+ (1/n2) 1
eine Nullfolge ist, die fum > 1 monoton fallt. Letzteres ergibt sich so: Weger- 1 ist n>+n > 1,

alson((n+1%+1) = n®+2n?+2n > n®*+n*+n+1 = (n*+1)(n+1) und somit die Behauptung

n_ n+1

RERE R NE S A ’
Die zweite Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Sie ist namlich von der FEm—l)”an mit
n=0
n+3
a, = ——————— > 0, wobei die Folgga,) eine Nullfolge ist, die fim > 1 monoton fallt wegen
n+1H(n+2) — gelan) 9 J
lim a, = lim _n+3 lim 1/n +3/n® _ 0 0. Letzteres erhalt man so: Es ist
n— 00 n—oo (n+1)(n+2) n—oo (1+1/n)(142/n) 1

n?+5n+4 < n?+6n+9, und fO|g|ICh(n+4)(n+1) < (n+3)2. Nach Division durchin+1)(n+2)(n+3)
n+4 n+3
<

(n+2)(n+3) — (n+1D)(n+2)

ergibt sicha, 11 =

=a,.

Die dritte Reihe ist divergent: Fir> 1 ist namlich

n n 1 . - 1 .
> = — . Die Reih E —
2n2+1 ~ 2n2+2n2  4n e reine — 4n ist aber

wie ihrVierfachesZ % , die harmonische Reihe, divergent. °
n=1
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Das Majorantenkriterium zeigt, dass die vierte Reihe konvergent ist. Fii allberhélt man némlich der
n+ 2 3

. Die Reihe =3) =ist
P i Z Z

aber konvergent, vgl. Beispiel 6.A.15 oder das Beispiel zu 6.A, Aufg. 27b) welter unten o
Die funfte Reihe konvergiert, da sie nichtnegative Glieder hat und ihre Partialsummen beschrankt sind wegen
2"-1

Reihe nach 22 < 203+ 3, n3+2n?% < 3n

1 1,1 01 1 1 1 1 1

=l et ettt b et b =

; ny/n 22 3/3 4J/4 5/5 6V6 7V7 -1/2-1 2'-1v2r-1
1,1, 1,1 1 1 1 1

Sl
2V2 2V2 4VA 4VA 44 4V4 n-1y/2n-1 n-1/2n-1

S R 1 _y(Lly_s(Liy_ 1 V2
Y atat +W_;<ﬁ> —§<ﬁ> S1-v2) V21

Die sechste Reihe konvergiert, da sie nichtnegative Glieder hat und ihre Partialsummen beschrénkt sind
wegen

2"—-1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1+ + + + + + tot =t
;ni/ﬁ 2Y2 333 44 5Y5 636 TVT n-1Y/2n-1 (20—1) 320
1 1 1 1 1 1 1 1
<1+ + + + + + L = R e
2Y2 2¥2 44 A4 4YA 4¥a -1/t -1yt
1 1 —~/ 1\ (1Y 1
e =Y () =Y () = .
V2 Y =) X%
Die siebte Reihe ist divergent nach dem Quotientenkriterium. Die Quotienten
| (2n+2)! @) _ @n+2@n+1) _ (24 @2/m)(2+ 1/n))
an ' 3 (n+)H? [ 31(n!)? 3(n+1)2 3(1+ (1/m)?
konvergieren namlich fiit — oo gegeng >1. °

Fir die achte Reihe verwenden wir das Quotientenkriterium. Die F()Jge 1)n konvergiert gegere > 2.
n

2" (m+1)! 7 2mnl n+1\" 1\"
Daher hat die Folge der Quotienté’*| = = 2/ = 2/ 1+ =) den
g Q é | (n+1)nt1 n" ( n ) ( + n)
Grenzwert Ze < 1. Die Reihe ist also konvergent.

Die neunte Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium. Die Quotienten
‘an+1{ Cn+)!' 2n+1)! /2n)! 2n)!  2n+2)! Cn+2)!n! 3n)!

an (n+1)! (3(n+3))! n!' @) (@2n)! (2n)! (n+1)! 3n+3)!
 @2@+2? (2+a/m)’e+e/m) 2
D) Gn+D)Gn+2)@n+3) A+(1/n)B+(1/n)(3+(12/n)) - 3
konvergieren namlich fiit — oo gegen16 <1. °

Abschnitt 6.A, Variante zuAufg. 2, p. 156 (1.7.2010):

Man untersuchen Sie, fir welchkes R die folgenden Reihen konvergierer§ (1:/f) E G=2"
n
n=1

Lésung: Firx =1 ist die erste Reihe trivialerweise konvergent. Bgi 1 verwenden wir das Quotientenkri-
An41 = (1- x)n+l / (- X)”

terium: Die Folge|—~

Ix—1| ./ - konvergiert fiim — oo gegenx—1].
n+1

Bei|x—1 < 1ist d|e Folge also konvergent hel 1| > 1ist sie divergent. Bet—1=-1, also -x =1,
x =0, handelt es sich um die Reif}¢ 1/./n, die die divergente harmonische Reihe als Minorante hat und
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daher divergentist. Bei—1=1, also -x = —1, x = 2, um die alternierende Reil}e(—1)"/./n, die nach
dem Leibniz-Kriterium konvergiert. Insgesamt konvergiert die Reihe genau fir allk mit 0 < x <2.

Furx =2 ist die zweite Reihe trivialerweise konvergent Bet 2 verwenden wir das Quotientenkriterium:
et ‘ (x— 2)"+l /(x 2)"

Die Folge |

[x—2|<1ist d|e Folge also konvergent bei— 2| > 1 ist sie divergent. Bei —2=1, alsox = 3, handelt
es sich um die divergente harmonische ReihexbeR2=—1, alsox = 1, um die konvergente alternierende
harmonische Reihe. Insgesamt konvergiert die Reihe genau fliralkemit 1< x < 3. °

‘ = |x—2| T konvergiert fliirn — oo gegen|x —2|. Bei

Abschnitt 6.A, Zusatzaufgabe p. 156 (1.7.2010):

> o+l pn+l > ontl L (_2\1
Man berechne die Grenzwerte der folgenden ReihEri:Z?’(S)n4 , Z w ,

n=0 n=0
Lésung: Wir wenden die Summenformel fur die geometrische Reihe an und erhalten

At AP < W IR S WP A 6 4 30 20_55
ZWZG;—;J(_‘E’) _42(_5) T 1-(-3/5 1-(-4/5 8 9 36

n=0

249 (=3 SN2\ o 3) . 2 9 _10,45_215
2 5 _2§<5) +9§<_E> T1-(@25 "1-(-35 3 8 24 °

n=0

Abschnitt 6.A, Zusatzaufgabe p. 156 (1.7.2010):
Man schreibe den gemischt-periodischen Dezimalbrys84b als gewohnlichen Bruch, d.h. man berechne

den Grenzwert der Reihg f—& mit z; =5, z2=0 undzp,41 =4, 22,02 =05 flrallen>1.

Lésung: Die Summenformel fur die geometrische Reihe liefert (vgl. Beispiel 6.A.18):

50, 1 \~4 _1, 45 <~ 1 _1. 9 1 _1, 1 _11
100+ 100 Z 1000 2 + 10000 ; 1000 2 + 2000 1— L ﬁ 2 + 220 220°
Abschnitt 6.A, Zusatzaufgabe p. 156 (1.7.2010):
4 . n = 1
Man berechne die Grenzwerte der folgenden Reihen mit einem Fehler? : Z( 1) =, 3
n=0 n=0 2”1’1'
1 1 1 1 4677463 o
Losung: Es ist 1 ~1-14+=>—- 4+ = — = ~ 0,2165 mit einem Fehler,
g g( Vo 27277256 3125~ 21600000
der nach dem LelanZ-Kl’Itel’iUI’E dem Betrag des ersten nicht beriicksichtigten Glieds, alsg6® =
1/46656< 104 ist. e
. 1 1 1 1 1 1 _ 6331
Abschéatzen durch eine geometrische Reihe lie rt— ~1 — 4+ —
g E{; to g a8 384" 3840 3840
= 1 1 ~
1,6487 mit einem Fehle = 1077,
E2n 1= 6' XZ: 720 64 1-1 720.32 )

Bemerkung. Die Summe der zweiten Reihe ist nach Abschnitt 12.E gletth= /e = 1,648721 ...
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Abschnitt 6.A, Teil vonAufg. 3, p. 156 (1.7.2010):
Man berechne die Summen der folgenden Teleskopreihen:

o]

oo 1 o0 o0 o0
;4112 1’ Z9nz—|—1.'5n—i—4 Zn(n+2) Zn(n+1)(n—|—2) Zo (n+l)(n—|—2)(n+3)

n n=1 n=

> keN*.
~ n(n+1) -(n+k)
R . 1 1 a b (2a+2b)yn+a—>b .
Ldsung: DerAnsat = = = liefert 2a+2b =
ung Z4112—1 @2n-12n+1) 2n—-1 2n+1 an2—-1 ! +
1 1
1 1 : e 1 2 2
Ounda—b =1,d.h.a = 5 undb = —a = -3 Damit ergibt SICh4n2—l = o1 1’ und es folgt
— 1 1w 1
;4;12 1-2 Z:(Zn 1 2n+1>
1. 1 1 1 1 1 1 1 1. 1 1 1
== li -+ —=+4+Z—Z+--- Iim(l———)==-1=2.
s im (=545 5% 7" taa) —2 Mg ) =513
Genau genommen musste man naturlich die Teleskopfo%nﬁ L 1<1 — L) noch durch
—~ 4k2—-1 2 2n+1
Induktion Glbem zeigen, vgl. 2.A, Aufg. 3b) . °

1 1 a b
Bei der zweiten Reihe machen wir den Ansatz = =
n2 150+ 4 Bn+1)(3n+4) 3n+1 + 3n+4
(Ba+3b)n+4a+b

o7 iioid Er liefert 32+3h = 0und 4 + b = 1, d.h.b = —a und somit 1= 4a —a,a = 3

) ) . 1 1 1 .
ndb = —a = —1 . Damit ergibt sich == — nd somit
u “=73 et SN G e 1501 4 3(3n+1 3n+4) u !

o0

1 1w/ 1 1 1, 1,1 1 1 1 1

e — == lm(l—-=4+=—-—=4+=_—... —

;91124-1511—}—4 3 nz(snﬂ i) im (1-5+3-7+3 T 3n—|—4>
3n—o0 3n+4 3
Bei der dritten Reihe machen wir den Ansa%zl— =24 b__ (atbn+2a und bekommt
nn+2) n  n+2 nn+2)
1 1

b=0und2 =1,d.h.a = % undb = —a = —%. Damit ergibt sich =2_ L . Es folgt
at 472 a 2 g n(n+2) n +2° g
— 1 Ivw/1 1 1, 1.1 1.1 1 1, 1 1 .1 1

=z =— =i 1-Z+=—>+=—=+...—= =— =

;n(n—i—Z) 2 ;<n n+2) 2n—>oo( 3 2 4+3 5+ n—1 n+l n n+2>
1 nILmOO (1+ % — Fll — nJlr 5) = % . g % Genau genommen misste man natirlich die dabei verwandte
Teleskopformel
~ 1 1 1 1 o .

——==(3- — durch Induktion Ubenr zeigen.
kX_:k(k—i—Z) 5 nt1 n+2) g *
Um die Partialbruchzerlegung des allgemeinen Gliedes der vierten Reihe zu finden, machen wir den Ansatz

1 _a, b 4 ¢ _an+1)(n+2)+bn(n+2) + cn(n+l)
nn+)(n+2 n n+l n+2 nn+D(n+2)

_ (a+b+c)n’+ (3a+2b+c)n + 2a
B n(n+1)(n+2)
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mit Koeffizientena, b, ¢, fur die wir die drei Gleichungea+b+c¢ =0, 3a+ 2b+c =0, 2a = 1 erhalten.
Es ergibt sicha=3, b+ c = —3, 2b4+c = —3, und somitb= —1, ¢= 5. Damit bekommen wir

NI

o8]

1 1 3 Il 2 1
Sarrain- LGt M (i) -

n=1 =
. 1/1 2 1 1 2 1
= lim =(==- £+ = — =
anooz(l 2+3 n—2 n—1+ n
1 2 1 1 2 1
LI R S |
1 2 1 1 2 1 . 171 1 1 1
-S4z - — =lim =(= — =Z.
+3 4+5 + n+l+n+2) n—>002<2 n+1+n+2> 4
2 1 1 1 1 . N
Die dabei verwendete Form — ) == sieht man entweder mit Hilfe
! Hverw {:( k+1 k+2) 2 ol ni2® W i

des obigen Schemas ein, bel dem sich die Eintrdge mit gleichen Nennern in den Diagonalen (abgesehen von

Anfang und Ende) jeweils wegheben, oder beweist sie leicht durch Induktiom liber °
Um die Partialbruchzerlegung des allgemeinen Gliedes der flinften Reihe zu finden, machen wir den Ansatz
n __a_ b c _ an+2)(n+3) +b(n+)(n+3) +cn+1)(n+2) _
n+1H(n+2)(n+3) n+1l n+2 n+3 n+D(n+2)(n+3)
_ (a+b+c)n?+ (5a+4b+3c)n + 6a+3b+2c
- (n+1)(n+2)(n+3)

mit Koeffizientera, b, ¢, flr die wir die drei Gleichungea+b+c¢ =0, %+ 4b+3c=1,6a+3b+2c =0
erhalten. Subtrahieren des 3-fachen (bzw. 2-fachen) der ersten von der zweiten (bzw. drltten) Gleichung
liefert 2a+b =1 (bzw. 44+b =0). Esfolgtz = —1,a = — b =2,¢c=—a—b=—35. Damit
bekommen wir

[e¢) n

o) 3
3\ e I 1 4 3.
Z(n+1)(ﬂ+2)(n+3) Z(n—l—l n+2+n+3)_n|meZZ( k+1+k+2 k+3)_

I\.)ll—‘

n= k=1
.1 1 4 3 1 4 3
=IlmZ(-2+=-°2 — - -
n—>c>02< 2 3 4 n—l+ n n+1
1 4 3 1 4 3
o424 _ = _
3+4 5 n +n+l n+2
1 4 3 1 4 3 . 171 1 3 1
e — — =lim (= — ==-.
4+5 6 n+1+n+2 n+3) *Hoo2<2+n+2 n+3> 4

sieht man entweder mit Hilfe

2 1)11_3

Die dabei verwendete Form{ (— -t s) =5
n n

=27 052 nts
des obigen Schemas ein, bei dem sich die Eintrdge mit gleichen Nennern in den Diagonalen (abgesehen von
Anfang und Ende) jeweils wegheben, oder beweist sie leicht durch Induktiom iiber

1 1

Esist = . Fur¢ e N* gilt namlich
;n(n+l)"'(n+k) k- k! < g

14

l l
1 n+k n
Zn(n+1) -(n+k) k(z nn+1)---(n+k) nzln(n+l)-~-(n+k)>

n=1 n=1
1 4 14
:%<;n<n+1> S+ k=1) ;<n+1> )
1 4 1 +1 1
N E<n=ln(n+1)-..(n+k—1) - ;n(n+1)...(n+k—1)>
e 1 )~ .
TRk (D) (E+k) k-k!
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Abschnitt 6.A, Zusatzaufgabe p. 157 (1.4.2012) :

o0
n

Man berechne den Grenzwert der folgenden Reile , keN* k>2.
d E<n+1><n+2> k4D
Beweis: Mit der vorstehenden Aufgabe erhalt man
i n Z ntk+1 -y k+1
— n+D(n+2) - (n+k+1) (n+1)---(n+k+1) = 0+l (n+k+1)
- 1 1
= k+
nZ(nJrl) -(n+k) ~ )Z(+1) -(n+k+1)
= 1 -~ 1 1
= — (k+1 —
(nzn (n+k 1 k!) (et )<;n-.-(n+k) (k+1)!>
2_ (p_
_ 1 PPN B el (ot [ S S .
(k—=1) - (k—21)! k- k! k=D k - k! k=1 k - k!

P(n)
7n(n+1) - (n+k)
nomfunktion vom Gradk k ist. Man schre|btP(n) = ak +ap_1(n+k)+---+ai(n+2)---(n+k) mit
konstantenu, ..., a; € C und erhéalt

o8]

Bemerkung: Ahnlich bestimmt man die Summef

, wobei P eine beliebige Poly-

P(n) _ k-1 I |
nn+l)---(ntk) k-k' o (k=1 - (k=D 1.1

n=

Abschnitt 6.A, Aufg. 4, p. 157 (1.7.2010) ;

Man beweise das so genannte Wurzelkriterium: (8g) eine Folge komplexer Zahlen. Gibt es eine Zahl
geRmit0<qg <1lund ¥/la,| < q flr fast allen, so ist die Reihé _ a, absolut konvergent.

Beweis: Mit ¥/|a,| < q qilt |a,| < ¢" fur fast allen. Die wegeng < 1 konvergente geometrische Reihe
> g" ist also eine konvergente Majorante fir |a,|. o

Zusatz: Gilt ¥/|a,| > 1 fur fast allen € N, so ist die ReiheZ a, sicherlich nicht konvergent, da,,)
wegen|a,| > 1 fur fast allen € N keine Nullfolge ist.

Abschnitt 6.A, Zusatz zWAufg. 4, p. 157 (1.7.2010) :
Liefert das Quotientenkriterium die Konvergenz einer Reihe, so auch das Wurzelkriterium.
Beweis: Seig e R, 0<qg <1. Fur allen > ng gelte|a,+1/a,| < g. Fur diese: folgt dann

jan| = | ||""—; : |“"°+1| || < ¢""|an,|. Dies liefert 4/fa,] < q Vlan,l/q™ < ¢’ fir (jedes)

qg eR m|t g<q' <1lund alle hinreichend groRBere N, da lim {/|a,,|/q" = 1ist, vgl. 4.F, Aufg.5. e

Abschnitt 6.A, Aufg. 6, p. 157 (1.7.2010):

Die Folge(a,) sei eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen. Konvergiert die Reihg,, so ist die
Folge(na,) eine Nullfolge.

Beweis: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium gibt eg eriN* mit

n o
| Z ak| < % far allen > ng. AulBerdem is;C lima, = 0 wegen der Konvergenz vom_ a,. Da die Folge
=00 k=0
k:no

(ax) monoton fallend ist, folgt daraug > 0 fur allek sowiea, < gy fur n > k. Man erhalt

% >|> al=> a=) ay=@m—no+Da,, dh. na, < %Jr (no—1L)a,,

k=no k=no k=no
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&
2(ng—1
I3 & & N (no=1)
|na, — 0| = na, < E—{—(no—l)an < E—i_i < g firallen>n;j. °

fur alle n > ng. Wegen lima, = 0 gibt es einny > ng mit a, < fir n > nq, also mit
n—0oo

Abschnitt 6.A, Aufg. 8a), p. 158 (1.7.2010):

Sei (a,) eine Folge positiver reeller Zahlen. Genau dann konvergiert die Relbg, wenn die Reihe
> a,/(14a,) konvergiert.

Beweis: Konvergiert) _a, , so konvergiert die Reih®_ a, /(14 a,) nach dem Majorantenkriterium wegen
la,/(14+a,)| < a, fur allen.

Umgekehrt liefert die Konvergenz der Reile a, /(14 a,) zunachst G= lim dn_ — |im ;.
n—oo 1+4a, n—00 (l/an) +1

Darausfolgt lim(1/a,)+1 = oo, lim (1/a,) = oo, lim a, = 0,vgl. 4.E,Aufg. 6a). Esgibtdahereige N
mit a, <1, d.h. 14 a, <2 und somita,/(1+a,) > a,/2, fur allen > ny. Nach dem Majorantenkriterium
> a,/(14a,) istalso)_ a,/2 und dann auch das Doppel}€ a, konvergent. °

Abschnitt 6.A, Aufg. 15a), p. 158 (1.7.2010):

]

Sei(a,) eine Folge positiver natirlicher Zahlen. Danng G

(A+ay) - (A+a,)

Beweis: Wegen H-a, > 2 gilt

i ay _ Z 1+a,) -1
— (A4ay)---Ata) = Qda)---(1+a,)

= 1 e 1 B
;((lﬂm gy Rl e ssers ) AL Gt crwrm e rrm ) AER

Abschnitt 6.A, Aufg. 26, p. 160 (1.7.2010) :

Eine Schnecke bewege sich tagsuber von einem Ende eines beliebig dehnbaren Gummibandes der Lange
¢ zum anderen und lege dabei pro Tag die Langeneinheit zuriick, worauf in der folgenden Nacht das Band
jeweils uméy gedehnt wird. Man untersuche, ob und gegebenenfalls im Laufe welchen Tages die Schnecke
das andere Ende des Bandes erreicht.

Lésung: Am ersten Tag legt die Schnecke den Antgit Hes Bandes zuriick. Den so geschafften Bruchteil

des Bandes behalt sie nachts natirlich, da das Band gleichmalig gedehnt wird. Am nachsten Tag legt sie

nur noch den Anteil A(¢ + ¢o) des dann auf die Lange+ ¢o gedehnten Bandes zurlck, hat abends also

den Anteil (1/¢) + 1/(£ 4+ £o) des Bandes zurlickgelegt, usw. Am Morgen ddsn Tages hat das Band

die Langef + (n — 1)£o Meter lang und die Schnecke legt eine weitere Léngeneinhheit zurlick, hat also am
n—1 n—1

Abend des:-ten Tages den Antelz 1 > 1 Z 1 1 Z des Bandes
P £+ kép — Max (¢, £g) = 1+k Max (¢, £g)

zuriickgelegt. Wegen der Divergenz der harmonischen Rejhe/n) wird die Schnecke also das andere

Ende des Bandes erreichen. (Bet ¢, = 10 braucht sie dafiir 12367 Tage, vgl. Beispiel 6.A.3.) o

Abschnitt 6.A, Aufg. 27a), p. 160 (1.7.2010) :

Sei(g,) eine Folge reeller Zahlen mit ©gq, <1 fur allen. Man zeige:
o
Die Teleskopreihe _ qo- - - ¢, (1 — g,+1) KOnvergiert.
n=0
Beweis: Wegen O< g, <1 fur allen ist die Folge(go - - - ¢» ¢»+1) monoton fallend und nach unten durch 0
beschrankt, also konvergent. Die angegebene Reihe ist eine Teleskopreihe mit dem Grenzwert
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Zqo...qn 1= gnp1) = nli_r)nooZ(qo--‘q/c — 4o qkqGr+1) =
n=0 k=0

= nlilnw(qo —qoq1+qoq1 — qoq1q2+ -+ +qo- - qn — 4o~ - qus1) =

= lim (go—qo---qnt1) =qo— liM qo---qu11. .
n—oo n—oo

Abschnitt 6.A, Aufg. 27b), p. 160 (1.7.2010):
Sei(g,) eine Folge reeller Zahlen mit 8¢, < 1 fur allen. Man beweise die folgende Verallgemeinerung

o
des Quotientenkriteriums: Reihén a, komplexer Zahlen mi&, # 0 und
n=0

’ ap+1 | < 1- qdn+1
an " 1- qdn
fur (fast) allen sind absolut konvergent.
Beweis: Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dass die Voraussetzungen Upefidielle » gilt.

o0 o0

Dann liefert die Reihe_ qo - - - ¢, (1 — gn+1) aus Aufg. 27a) eine konvergente MajoranteXu|a, |, da wir
n=0 n=0

der Reihe nach erhalten:

lnsa] < lanl gn —2FL < g, 1] gugn — 2L <o < Jap| gy - - go —— 1L =
1-gqg, 1-g,1 1-qo
a
=1|—°|qo---qn(1—qn+1)- °
—q0

Abschnitt 6.A, Beispiel zuAufg. 27b), p. 160 (1.7.2010):

o0
Verwenden Sie Aufg. 27b), um die Konvergenz VE iz Zu beweisen.
n
n=1
Beweis: Im Spezialfalla,, = S verwenden wirg, = n ,also ¢, = 1 , und erhalten fiir alle > 1
n? n+1 n+1

|an+l| _ 1/(I’l—|-1)2 _ l’lz —q n <C] n+l =q l_Qn+1
a 1/n? n+12  Tp41 " p+2 " 1-g,

Abschnitt 6.A, Aufg. 27c¢), p. 160 (1.7.2010) :

. . X a(a+1)---(a+n) . . «
Die RelhegO ccx¥D (ctn konvergiert flra, c € RY undc > a + 1.

a+mo(n+1)

Beweis: Wir wahlen einmg € N mit mg > (c—a)/(c—a—1) und g, = . Dann qilt die
c+mo(n+1)
Bedingung aus Aufg. 27b) fir > fitod — 1. Wir haben dazu zu zeigen:
mo(c—a—1) — (c—a)
a+mo(n+2)

1-g,+1  a+mo(n+1) ‘ 1 c+mo(n+2)  a+mo(n+1) - |an+1| _a+n+1
1—g, c+mon+1) 1_ a+mon+1)  c4mon+2) ~ ' an ' cH+n+1"
c+mo(n+1)
Dies ist aquivalent z@a+mo(n+21))(c +n+1) > (a + n+ 1) (c+mo(n+2)), d.h. zu(c — a)ymo(n+1) >
amo+ (¢ —a)(n+1) + mo(n+1), also zun+1)((c — a)(mo — 1) — mg) > amyo . Dies ist aber gerade die
angegebene Bedingung an °

qn
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Abschnitt 6.B, Aufg. 1a), p. 168 (1.8.2010):

Seienzy,...,z, € Cmit|z;| < 1furi =1,...,r. Wir setzen wie allgemein tblick" = z7* - -z flr
m = (mq,...,m,) € N'. Dann ist die Familie™, m € N, summierbar, und es gilt
> = :
Z 7 .
meN" Zl i
Beweis: Fir i = 1,...,r sind die Familienz", m; € N, summierbar, da die geometrischen Reihen

Yooz i=1,...,r, wegen|z,| < 1 absolut konvergieren. Nach dem Grof3en Distributivgesetz 6.B.13 ist
dann die Familiez”, m € N, summierbar mit der Summe

Zz’” Z szl' m’—<i2T1>“'<iZT'>:1l '”1—11/ °

meNr m1=0 m1=0 m,=0 — 11

Abschnitt 6.8, Aufg. 1b), p. 168 (1.8.2010):

1 —
Man folgere furw € C, jw| < 1, und aller € N*: A—wy Z (k+r 1) wt.

1

1. Beweis: Wir verwenden Induktion Gber. Der Fall » = 1 ist dle Summenformel/A1—w) = Y 22, wk
fur geometrische Reihen. Beim Schluss voauf  + 1 verwenden wir die vorstehende Aufgabe, den Satz
6.B.14 Uber das Cauchy-Produkt und die Formel aus 2.B, Aufg. 4d) tGber Binomialkoeffizienten:

(1—Tu>r+1=(1—1w>'<1—1w>r=<iwk)(z<k+r_) ) ZZ ()

k=0 k=0 =0 k=0

_Z(Z<r—l+k>)wn:i()(r-’l/l—n)wn:io(n:—r)wn. .

n=0 n= n=

2. Beweis:Wir interpretieren 1(1-w)" alsr-faches Produkt der geometrischen Reipdtw) = > 77, wk.
Nach der vorstehenden Aufgabe ist dann der Koeffizientwbulie Anzahl der Tupek: € N mit |m| =

m1+ - +m, = k. Diese Zahl ist nach Beispiel 2.B.11 gIeiéflﬁJriIl) : ¢

Abschnitt 6.B, Aufg. 2a), p. 168 (1.8.2010):
Die Familiea,, , :=m™,m,n € N — {0, 1}, hat die Summé&_", (¢(n) — 1) = 1.

Beweis: Daalleqa,, , positiv sind, wird die Summierbarkeit nach 6.B.12 durch dieselbe Rechnung gezeigt, die
auch zur Berechnung der Summe verwandt wird. Der Grol3e Umordnungssatz 6.B.11 liefert nun zusammen
mit der Summenformel fir geometrische Reihen und Beispiel 6.A.4:

ﬁzz(zﬁ)zzﬁ'l_—izzm(m 1) =2 (m+1)

m,n>2 m=2 n=2 m=2 m m=1

und

=Y oYX )=k, :

m,n>2 n=2 m=2 n=2

Abschnitt 6.B, Aufg. 2b), p. 168 (1.8.2010):

SeiQ :={m" | m,n € N—{0, 1}} die Menge der echten Potenzen nattrlicher Zahlen. Dann ist die Familie
1/(g — 1), g € Q, summierbar mit Summe 1.

Beweis: Jede echte Potenz” lasst sich eindeutig in der Formy’, mo, ng > 2, mg keine echte Potenz,
schreiben: Ist namliclm = [],., p' die eindeutige Primfaktorzerlegung van und istk der groite

gemeinsame Teiler dey,, p € P, so hat mamio = [],_, p*/* undng = kn zu nehmen. Die Abbildung,
die jedem solchen Paaw, n) das Paalq, k) := (mg, k) zuordnet, ist dann eine bijektive Abbildung von
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(N—{0, 1}) x (N—{0, 1}) auf Q x N*, und dabei gilt jeweils:" = ¢*. Unter Verwendung der Summenformel
fur geometrische Reihen und des Ergebnisses der vorstehenden Aufgabe erhalten wir so:

Yoy -yyioy o :

q€Q qu q qeQ k=1 C] m,n>2

Abschnitt 6.B, Teil vonAufg. 13a), p. 172 (1.8.2010) :

o0
Seiz € C, |z| < 1. Die Familiez™, m,n e N*, ist summierbar, und es giltz M= ZT(n) ",

m,n>1

wobei T (n) die Anzahl der Teiletd € N* vonn ist, vgl. 2.D, Aufg. 12b) .

Beweis: Die Summierbarkeit folgt mit 6.B.12 aus|" < 3, d.h. ¥(1—1z|") < 2, firn > no, no e N
hinreichend grof3, und

e e N S R P
D2 lm=0 (=) =Z—1_|Z|H=Z;—1_ +2 T
n= n=ng

n — n
n=1m=1 n=1m=1 n=1 |Z| |Z|
- & L, 2fl
<y A ZZI " Z + <00
—lz|"  1-1z|
n=1

o]

Nach dem groRen Umordnungssatz 6.B.11 gilt d@Z 7" = Z(Z 1) =) "Twmkz. .
dk k=1

n=1m=1 k=1



