Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 1, 3. Aufl. (version 2010) Kapitel 1

1 Mengen und Abbildungen

Abschnitt 1.A, Aufg. 2, p.5 (1.7.2010) :

Fir MengenA und B sind folgende Aussagen aquivalent: A)C B. (2) ANB=A.(3) AUB =B.
4 A—B=¢. (5) B—(B—A)=A. (6) Furjede Meng€ ist AU(BNC)=(AUC)NB. (7) Es
gibt eine Menge&C mit AU(BNC)=(AUC)NB.

Beweis: (1) = (2)" SeiA € B. Stets gilt naturlicld N B € A, da alle Elemente voA N B in A (und
in B) liegen. Umgekehrt zeigen wk € A N B. Sei dazux € A. WegenA C B ist dann auch € B und
somitx € AN B. Insgesamt folgd N B = A.

»(2) = (1)* Sei AN B = A. WirzeigenA C B. Seidazux € A. Dann ist aber auche A = AN B und
somitx € B.

.(1) = (3)" SeiA C B. Wir zeigenAU B C B. Seidazure AU B, d.h.x € A oderx € B. Im ersten
Fallistx € A C B, also auchc € B, im zweiten Fall ist sowieso € B. B C A U B gilt stets. Insgesamt
folgt AU B=B.

»(3) = ()" Sei AU B = B. Wir zeigenA C B. Seidazuc € A. Dann ist aber auche AUB = B.

»(1) = (4)* SeiA C B. Wir zeigen A— B = (. Angenommen, es gabe eire A— B, d.h. mitx € A und
x ¢ B. WegenA C B folgt ausx € A aberx € B im Widerspruch zue ¢ B. Also kann es kein Element
x € A— B geben.

»(4) = (1) Sei A—B = (. Wir zeigenA C B. Sei dazu € A. Ware danrx ¢ B, so ware abet€ A—B
im Widerspruch zuA— B = (. Also ist auchx € B.

»(1) = (5)" SeiA C B. Wir zeigenB—(B—A) = A. Seidazuw € B—(B—A). Dann ist sichex € B.
Warex ¢ A, so warex € B— A und folglichx ¢ B—(B—A) . Widerspruch. Also ist € A. Wir erhalten
B—(B—A) € A. Nun zeigen wir die umgekehrte Inklusion: Sei daza A. Dann ist sichex ¢ B—A,
aberx € B wegenA C B. Esfolgtx € B—(B—A). Wir erhalten scA € B—(B—A), also insgesamt die
gewunschte Gleichheit.

»(5) = (1)" SeiB—(B—A) = A. Wir zeigenA C B. Seidazw € A. Dannistaberauche B—(B—A) = A
und somitx € B.

.(1) = (6) SeiA C B. WirzeigenAU(BNC) = (AUC)NB. Seidazwwe AU(BNC). Dannistxe A
oderesisk € BNC. Im ersten Fall istwegeA € B auchx € Bundwegem € AUC auchxe AUC und
damitx e (AU C) N B. Im zweiten Fall istc € B undx € C und somit weger € A U C auchxe A U C,
d.h.insgesamt € (AU C) N B. Nun zeigen wir die umgekehrte Inklusion: Seidazu(AUC)N B. Dann
istxe AUC undxe B. Wegernxe AUC istx e A oderx e C. Imersten Fallistauche A C AU(BNC).
Im zweiten Fall ist wegen € B auchx € B N C und folglichxe AU (BNC).

»(6) = (7)* Diese Implikation ist trivial, da es eine Mengggibt.

7)) = ()" SeiAU(BNC)=(AUC)nN B fureine MengeC. Wir zeigenA C B . Seidazuc € A. Dann
istaberauche AU(BNC)=(AUC)N B. Esfolgtxe B (undxe AU C). °

Abschnitt 1.A, Aufg. 4b), p. 5 (1.7.2010):
Fur MengenA, B, C gilt: (AUB)—C C AU(B—-0C).

Beweis: Seix e (AUB)—C. Dannistte AUB undx ¢ C. Wegent € AUB istx € A oderx € B. Im ersten
Fallisterstrechkt € AU (B — C). Im zweiten Fall folgtc € B — C und somitebenfallse AU(B—C). o

Abschnitt 1.A, Zusatzaufgabe p. 5 (1.7.2010) :
Fur MengenA, B, C gilt (AUB) —C = AU (B — C) genau dann, wenA N C = @ ist.

Beweis: Sei zundchst N C = ¢. Wir haben dantAU B) —C = AU (B — C) zu zeigen. Wegen Aufg. 4.b)
ist hierflir nur nocHAU B) — C 2 AU (B — C) nachzuweisen. Seidazic AU(B—C). Dannistxe A
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oderx € B — C. Im ersten Fall ist erst rechte A U B und fernerx ¢ C, dax wegen der Voraussetzung
A N C = ¢ nicht gleichzeitig inA und C liegen kann. Es folgt alsee (A U B) — C. Im zweiten Fall ist
sicherx € B, also erstrecht € A U B, undx ¢ C. Auch in diesem Fall erhalt man alse (A U B) — C.
Seinun (AUB)—C =AU (B —C). WirhabenA N C = ¢ zu zeigen. Gabe es einc A N C, so ware
x€ Aundx e C. Wegenx € A ware erstrechte AU (B —C) = (AU B) — C, und es ergabe sich¢ C
im Widerspruch zw € C. o

Abschnitt 1.A, Variante zuAufg. 4b), p. 5 (1.7.2010) :

Fur MengemA, B, C gilt (AUB)—C C AU(B—C).—- Genaudanngit(AUB)—C =AU(B—-C),
wennA N C = @ist.

Beweis: Wir zeigen zunachst den ersten Teil. $& (AU B) — C. Dannistx € AU B undx ¢ C. Wegen
xe AUBistx e Aoderx € B. Imersten Fall isterstrechte AU(B —C) . Im zweiten Fall folgtt € B—C
und somit ebenfallse AU (B — C).

Wir zeigen nun den zweiten Teil: Sei zunachAst C = . Wir haben danfAU B) — C = AU (B — C)
Zu zeigen. Wegen des ersten Teils ist hierflr nur ngtku B) — C 2 A U (B — C) nachzuweisen. Sei
dazuxe AU (B — C). Dannistx € A oderx € B — C. Im ersten Fall ist erst rechte A U B und ferner
x ¢ C, dax wegen der Voraussetzungn C = @ nicht gleichzeitig inA und C liegen kann. Es folgt also
x € (AU B) — C. Im zweiten Fall ist sichex € B, also erstrecht € A U B, undx ¢ C. Auch in diesem
Fall erhélt man alsa € (AU B) — C.

Seinun (AUB) —C =AU (B —C). WirhabenA N C = ¢ zu zeigen. Gabe es einc A N C, so ware
xe Aundx e C. Wegenx € A ware erstrechte AU (B — C) = (AU B) — C, und es ergabe sich¢ C
im Widerspruch zw € C. o

Abschnitt 1.A, Variante zuAufg. 4d), p. 5 (1.7.2010) :

FurMengemA, B,Cgilt A—(B—C) C(A—B)UC.- GenaudanngitA—(B—C)=(A-B)UC,
wennC C A ist.

Beweis: Wir zeigen zunachst den ersten Teil. $3& A — (B — C). Dannistx€ A undx ¢ B — C. Wegen
x¢ B—Cistx¢ Boderesistte C. Imersten Falk ¢ Bistxe A — B, dajax € A war, und somit auch
x € (A— B)UC . Im zweiten Fallx € C folgt direktx € (A — B) U C.

Wir zeigen nun den zweiten Teil: Sei zunachistt A. Wir haben danmi — (B —C) = (A— B)UC zu
zeigen. Wegen des ersten Teils ist hierflr nur nach (B — C) 2 (A — B) U C nachzuweisen. Sei dazu
xe (A—B)UC.Dannisttxe A — Boderxe C. Imersten Falk € A — Bistx e A undx ¢ B. Wegen
x ¢ Bistabererstrechi¢ B — C. Dax € A ist, folgt also insgesamte A — (B — C). Im zweiten Fall ist
x € C, also erst recht € A wegen der VoraussetzudyC A. AulRerdem istdann¢ B — C wegenx € C.
Auch im zweiten Fall erhalt man also aus diesen beiden Aussageh— (B — C) .

Seinun A— (B—C)=(A— B)UC. WirhabenC C A zu zeigen. Sei dazue C. Dann ist erst recht
xe(A—B)UC=A—(B—C),alsoxe A. Es folgtC C A. o

Abschnitt 1.A, Aufg. 6e), p. 5 (1.7.2010) :

Fir MengenA, B undC zeige man: AusiAB = AAC folgt stetsB = C.

Beweis: SeiAAB = AAC,d.h.(AUB) — (ANB) = (AUC) — (ANC) . Wir zeigenB C C. Analog folgt
dannC C B, da Voraussetzung und Behauptung symmetrisah umd C sind, und somiiB=C.

Seialsor € B. Wir unterscheiden zwei Falle: Im ersten Fall sei auehA. Dannistt € AUB undx € ANB,
alsox ¢ (AUB) — (ANB) = (AUC) — (ANC) . Wegenx € AU C ist dann auchr € AN C und somitx € C.
Im zweiten Fall sek ¢ A. Dannistt € AUB, aberx ¢ ANB, alsox € (AUB) — (ANB) = (AUC) — (ANC)
und somitr € AUC. Wegenx ¢ A folgt wiederx € C. °

Abschnitt 1.B, Teil vonAufg. 4, p. 11 (1.7.2010) :
Man untersuche, ob die Abbildung: R x R— R x R mit f(x, y) := (xy, x + y) injektiv, surjektiv bzw.
bijektiv ist. — Die entsprechende Aufgabe I6se man iR x R— {(0,0)} — R x R— {(0, 0)} mit
. X y ..
g(x, y) = (x2+y2 , x2+y2) fur alle (x,y) € R x R — {(0, 0)}
und gebe im bijektiven Fall die Umkehrabbildung an.
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Losung: Wir untersuchen, fir welchés, v) € R? die Gleichungf(x,y) = (u,v), d.h.xy = u und

x +y = v, l6sbar ist bzw. mehrere Losungen hat. Dies ist dquivalent z4 v—x undu = xy =
x(v—x) = vx — x2. Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen liefert als einzig mogliche Lésungen
der resultierenden Gleichung—vx+u = 0 die Wertex = v+ 2+/v2— 4u. Dies zeigt, dass es bed > 4u

zwei verschiedene Losungen fiir(und dann auch fily = x — v) gibt und beiv? < 4u iberhaupt keine.
Daheristf :R x R — R x R weder injektiv noch surjektiv. — Direkt zeigt Ubrigerfgx, y) = f(y, x)

fur x # y, dassf nicht injektiv ist. Da sich nach Obigem beispielswe{del) nicht in der Formf (x, y)
schreiben lasst, ist nicht surjektiv.

Die Abbildung g ist bijektiv, also erst recht injektiv und surjektiv, da sie umkehrbar ist gréelbst als
Umkehrabbildung. Dazu ist ngro ¢ = idr,r zU zeigen. Dies folgt aber aus

x y
(g0 g)(x,y) =g(x2+y2 , x2+y2) =
X y X y
x2+2 X2+2 X2+2 x2+2
_ y ’ y _ YOXEEY ) Gy e
(54 (5o5) () + (o) ! !
x2+y2 x2+y2 ]C2+y2 x2+y2 x2—|-y2 X2+y2

Abschnitt 1.B, Variante ztAufg. 4, p. 11 (1.7.2010) :
Man zeige, dass die AbbildungvonR? auf den Kreis BO; 1) := {(u, v) € R? | u? + v? < 1}, die durch
(x,y) = al : ?
f Y <\/x2+y2+1 \/x2+y2+1)
fur alle (x, y) € R? definiert wird, bijektiv ist mit der durch
u v
u,v) = , .
gl ) (\/l—uz—v2 \/l—uz—v2>
gegebenen Abbildung: B(0; 1) — R? als Umkehrabbildung.

Beweis: Offenbar istg(u, v) fur alle (u, v) € B(0; 1) definiert, und es qgiltf (x, y) € B(0; 1) fur alle
(x, y) € R?. Wir haben daher nur nogho f = idgz und f o g = idg(.1) zU zeigen. Fiitx, y) € R? bzw.
fur alle (u, v) € B(0; 1) gilt aber:

(g0 f)x. ) = g(f&x. ) Zg( \/x2+xy2+1 ’ \/x2+yy2+1)

X y

( N i )
B 2 2’ . 2 2
\/l - (\/x2+y2+l) - (\/xz—)&)-yz-i-l) \/l - (\/x2+)'2+l) - (\/xzj-yz-i-l)

= ( & , J ) = (x,y) und
\/x2+y2+ 1_x2_y2 \/x2+y2+1_x2_y2

u v
og)(u,v) = (u,v)) = )
(f o). v) = f(gu, v)) f(\/l_uz_v2 Jl_uz_vz)
_ T T
N u 2 v 2 ’ u 2 v 2
\/(W =)+ (=) 1 \/(«/1—142—1;2) + (=) +1
u v
= ( , ) = (u,v). °
Nul+v2+1—u?2—v2  Jul4+v24+1—u2—?
Abschnitt 1.B, Variante zuAufg. 4, p. 11, vgl.Abschnitt 2.C, Aufg. 1, p. 41 (1.7.2010) :
Man zeige, dass durclf (x) := 1_f| | fur x € R eine bijektive Abbildungf vonR auf das Intervall
X

]1-1,1[:={x e R| =1 < x < 1} gegeben wird.
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Beweis:Wegen|x| < 1+ |x| fUr allex ist stetg f(x)| < 1, d.h. f(x) €]—1, 1[. Wir haben zu zeigen, dass

es zu jedeny €]—1,1[ genau eirk mit y = f(x) = 1;6' | gibt. Da 1+ |x| stets positiv ist, ist abey
X
in dieser Gleichung genau dann positiv bzw. negativ, wenn dies gjit, d.h. stets isy|x| = |y|x. Wegen
y + ylx| = x ergibt sichy + [y|x = x, y = x(1—|yl). Zuye]-1, 1[ gibt es also genau eine R mit
f(x) =y, namlichx = —2— | .
1-1yl

Abschnitt 1.B, Aufg. 5, p. 11 (1.7.2010):

Seiena,b,c,d € Rund f:R — R, g:R — R die durchf(x) := ax + b, g(x) = cx + d definierten
Funktionen. Unter welchen Bedingungenjstg = go f?

Losung: Wir zeigen: Genau dannisto g = go f, wennad+b = cb+d gilt. Stetsist(fo g)(x) =
f(g(x)) = f(ex+d) = a(cx+d) + b = acx + ad+b und analogg o f)(x) = cax + cb+d.

Bei ad+b = cb+d giltdaher(fog)(x) = (gof)(x) furallex € R und wegemic = ca somit fog = gof.
Umgekehrt se{fo g)(x) = (g o f)(x) fur allex € R. Speziell firx = 0 ergibt die obige Rechnung dann
ad + b=cbhb + d. )

Abschnitt 1.B, Aufg. 7a), p. 12 (1.7.2010) :

Seienf: A — B undg: B — C Abbildungen. Istg o f :A — C injektiv, so istf injektiv.

Beweis: Seig o f:A — C injektiv. Fur Elementer, y € A mit f(x) = f(y) gilt erst recht(g o f)(x) =
g(f() =g(f») =(gof)(y). Dag o f injektiv ist, liefert dies bereits = y. .
Bemerkung. ¢ muss nicht unbedingt injektiv sein, wegro f : A — C injektiv ist. FirA und C nehmen
wir bespielsweise die Menge, die nur aus der Zahl 1 besteht, ungl flie Menge{1, 2} . Die Abbildung
f: A — B definieren wir durchf (1) := 1 € B und die Abbildungg : B — C durchg(1) :=1,¢g(2) := 1.
Dannistg o f :A — C diejenige Abbildung, die das einzige Element 1 vbauf das einzige Element 1 von
C abbildet, d.h. die Identitat vofil}, und somit injektiv. Die Abbildung; ist jedoch nicht injektiv, da sie
die Elemente 1 und 2 voB beide auf dasselbe Element 1 vGrabbildet.

Abschnitt 1.B, Aufg. 7b), p. 12 (1.7.2010) :

Seienf : A — B undg: B — C Abbildungen. Istg o f :A — C surjektiv, so istg surjektiv.

Beweis: Seig o f :A — C surjektiv, und set € C. Dann gibt es eiw € A mit (g o f)(a) = ¢, also mit
g(b) = g(f(a)) = cfurb = f(a). Dies beweist, dags surjektiv ist. .
Bemerkung. f muss nicht unbedingt surjektiv sein, weginf : A — C surjektiv ist. FirA undC nehmen
wir bespielsweise die Menge, die nur aus der Zahl 1 besteht, ungl €lie Menge{1, 2} . Die Abbildung
f: A — B definieren wir durchf (1) := 1 € B und die Abbildungg : B — C durchg(1) :=1,¢(2) := 1.
Dannistg o f :A — C diejenige Abbildung, die das einzige Element 1 vbauf das einzige Element 1 von
C abbildet, d.h. die Identitat vofil}, und somit surjektiv. Die Abbildung ist jedoch nicht surjektiv, da
kein Element vom durch f auf das Element 2 voB abgebildet wird.

Abschnitt 1.C, Aufg. 3), p. 15 (1.9.2010):

SeienA, I und J Mengen. Die Abbildungf — (j — (i — f(i, j))) ist eine bijektive Abbildung von
AP auf (Al

1. Beweis: Es ist zu zeigen, dass die Abbilduty A’/ — (A”)’ bijektiv ist, die jedemf € A’*/, also
jeder Abbildungf : 1 x J — A, die AbbildungF(f):J — A’ zuordnet, die dadurch definiert ist, dass sie
jeweils j € J auf die Abbildung(F())(j):1 — A abbildet, die durc(F(/))(j))() := f(, j) fur alle
i €I erklartist. F ist bijektiv, wennF injektiv und surjektiv ist.

Wir beweisen zunachst, daBsnjektiv ist. Dazu betrachten wif, f' € A/ mit F(f) = F(f’) und haben
f = f' zu zeigen. Wegett (1) = F(f") giltaber(F(f))(j) = (F(f"))()) fur alle j € J und dann auch
(F(H)N)@) = ((F(H)()H)G) furalle j € J und allei € 1. Esfolgt (i, j) = f'(, j) furalle je J
undalleie I,d.h.f = f.

Wir beweisen nun, dass surjektiv ist. Dazu betrachten wgre (A’)’ und haben eirf € A’*/ anzugeben
mit F(f) = g. Definieren wirf : 1xJ — Adurchf(, j) := (g(j))() furalle j € J und allei € 1, so ist
in der Tat((F(f))())) () = [, j) = (g(j))G) furallei,j, also(F(f))(j) = g(j) undF(f) = g. o
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2. Beweis:Wir verwenden Satz 1.B.10 und zeigen, dass fur die im 1. Beweis eingefthrte Abbifdund
die AbbildungG : (A")’ — A"/, diefirg € (A")” durch(G(g))(, j) = (g(j))(@),i€ I, je J, definiert
ist, gilt: G o F = idyrs undF o G = id41ys. Dann istF umkehrbar (mit Umkehrabbildun@) und somit
bijektiv.

Fur f € A™/ und beliebige Elementee I, j € J gilt nun ((G o F)())(, j) = (G(F()))G, j) =

(F(H)())G) = £, j),also(G o F)(f) = f,und sOomitG o F = id 4.

Firg € (A")’ und beliebige Elementec 1, j € J giltferner(((F o G)(2))(j)) (i) = ((F(G(N))()) () =

(G(©)G, j) = (8())), also((F o G)(g))(j) = g(j), folglich (F o G)(g) = g, und somit schlieflich
FOGZid(AI)J. [ J
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2 Die natirlichen Zahlen

Abschnitt 2.A, Teil vonAufg. 1, p. 24 (1.7.2010) :

n
Fir allen eNgilt > "k* = (
k=1

nn+1) )2

)
0

Beweis: Induktionsanfang Fuir n = 0 steht auf der linken Seite die leere SumrE k%, also 0. Dies ist

k=1
auch der Wert der rechten Seite fik= 0. (FUr n =1 ist die Aussage ebenfalls trivialerweise richtig, da die

linke SelteZk?’ = 13 und die rechte Seltéﬂ) beide gleich 1 sind.)
k=1
" 2
Induktionsschlusgvon n aufn 1) : Nach Induktionsvoraussetzung giE k3 = (’l(n—;l)) . Daraus
k=1
ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage:mit stattn. Man erhalt namlich
n+1
3 3 3_ 34 n(n+1)\2 _ 2 n?\ _
;k (n+1) +Zk (n+1)° + ( 5 ) = (n+1) (n—l—l—i— 4) =
_ 2(n+2)2 _ ((n+D)(n+2))?
=m+1 YR ( > ) ) °
nn+1) . “ .. L .
Bemerkung. Man beachte, dassz— die Summez k der erstem positiven natirlichen Zahlen ist. Es
k=1

istalso B+ 23+ ...+ 1= (1+2+.--+n)% Dies ergibt sich wegen 2 - @ +n? = n®auch
direkt aus folgendem Bild:

(n-1)n

2
1

1 2 n-1 n

Man kann die Formel auch folgendermaRen gewinnen: Man summiert beide Seiten der Identiidt=
k*+ 4k3+ 6k*>+ 4k + 1 vonk = 1 bisk = n, lasst die vierten Potenzert,3%, ..., n* weg und benutzt die
bereits bekannten Formeln

“ n(n+1) n(n+l)(2n+l)
Zk:T und Zkz BRTIRAT D)

k=1
n
3 " . .
um nach ) " k® aufzulésen. Dies ergibt
k=1



Storch/Wiebe, Band 1, Kapitel 1 7

Xn:(kﬂ)“ = Xn:k4+4ik3+6ik2+4ik+il=
k=1 k=1 k=1

_ Zk4+4zk3 6n(n+l)(2n+l) " 4n(nz+l) i

n+1)*=1+ 4Zk3 + (n+1)(n2n+1) +2n) +n
k=1

Zk3 <(n—|—1)4 1= (n+D)(n(@n+1) +20) — n) =

= 21((n+1)4 — (n+D(n(2n+1) + 2n+ 1)) = %((1’14—1)4 — (+D%*2n+1) =

1+ DH((n+1D)? - (2n41) (n(n+1)>2
B 4 N 2 '

Das letzte Verfahren systematisch durchgefiihrt, liefert Formeln fiir alle Sun)métt, m € N*. Dies ist

k=1
kurz vor Beispiel 12.C.10 ausgefuhrt.

Abschnitt 2.A, Aufg. 2d), p. 24 (1.7.2010) :

FiralleneNist Y (2k—1)% =2 @2n—1)(2n+1) = L(4n?-1) .
i neN i ];( )? =3 @=D@n+D) = Z(4n° 1)
0
Beweis: InduktionsanfangFur » =0 ist die Aussage richtig, d{:(Zk—l)2 die leere Summe, also gleich 0

k=1
ist, und die rechte Seite ebenfalls 0 ist. Naturlich pruft man auch leicht, dass die GleichurgXi&timmit.
Induktionsschlusésonn aufrn+1) : Nach Induktionsvoraussetzung gE(Zk—l)zz %(Zn—l)(Zn—l-l) .

k=1
Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage-piitstattz. Man erhalt namlich

n+1
3 (2 —1)2 _<Z(2k 1))+(2n+1) = S @@+ + @17 =
k=1 k=1

n+1

- §(2n+1)(n(2n—1) +32n+1) = %(2n+l)(2n2+5n+3) =" 1) 1) (20 +1) +1) .

Abschnitt 2.A, Aufg. 2e), p. 24 (1.7.2010) :

Furallen e Ngilt 3 k(k+1) = %n(n—}—l)(n—}— 2.
k=1
0
Beweis: InduktionsanfangFur n=0 iStZ k(k+1) wieder die leere Summe, also O wie die rechte Seite.
k=1

Induktionsschluséronn aufn+1) : Nach Induktionsvoraussetzung giE: k(k+1) = %n(n—l—l)(n—l—Z).

k=1
Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage-iitstattn. Es ist namlich
n+1 n
Y kk+1) = (n+D)(n1+2) + Y k(k+1) = (n+1)(n+2) + %n<n+1><n+ 2=
_ k=1

= (+)(n+2)(1+2

_ 1 o
3) =3 (1D +2)(n1+3).
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Abschnitt 2.A, Aufg. 3a), p. 24 (1.7.2010) :

FiralleneN gilt >
k=1

Beweis: InduktionsanfangFurn =0 gilt die Aussage trivialerweise (ebenso fii= 1) .

1 _, 1
k(k+1) = n+1’

. . — 1 1
Induktionsschluséronn aufn+1) : Nach Induktionsvoraussetzung gif —— =1 — . Daraus
wonn aufn+1) ggg k(k+1) n+1
n+1
ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussagenmitl stattn. Es ist namlich =
g Ptung gennm " ; k(k+1)
1 o1 1 1 (n+2) —1 1
= +1-— =1-——— - =1- .
n+D(n+2) ; k(k+1) (mn+1D(n+2) n+1 (n+1D(n+2) n+2 *
Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 3a), b), p. 24 (1.7.2010):
.. . . 1 n
Fir alle N qilt = .
neng ; Gk—2)(3k+1)  3n+1
Beweis: InduktionsanfangFur» =0 gilt die Aussage trivialerweise (ebenso fit=1) .
. 1 n

Induktionsschlusévon n aufn+1) : Nach Induktionsvoraussetzung giE = .
= Bk—2)Bk+1)  3n+1

Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung , d.h. die Aussage-Aditstattn, wegen
n+1 n

Z 1 _ 1 +Z 1 _ 1 n n_ _
k:1(3k—2)(3k+1) Bn+1) —-2)(3(n+1)+1) k:1(3k—2)(3k+1) BGn+1)(3n+4) 3n+l

_ 1 _ 1+ @n+4)n _ 3?2+ 4n+1 _ Bn+1)(n+1) _ n+1
Bn+1) 3n+4 Gn+DHBn+4  Gn+DH(Bn+D+1) 3+ +1
Man kann die Formel auch durch eine so genannte Partialbruchzerlegung gewinnen, indem man rationale
1 a b (Ba+3b)k+a—2b

Zahlena, b mit bestimmt. Dies gilt sicher fir

Bk—2)(3k+1) T 3%k—2 ' 3k+l (Bk—2)(3k+1)
alle k, wenn die Bedingungeru3+- 3b = 0 unda — 2b = 1 erflllt sind. Die erste dieser Gleichungen liefert
b = —a; eingesetzt in die zweite ergibt dast- 2a = 1, d.h.a = £ undb = —1. Nun verwendet man

einen so genannten Teleskoptrick, d.h. die Tatsache, dass sich die meisten Summanden wegheben in

n n

1 1 1 1
; (Bk—2)(3k+1) 3kzzl<3k—2 3k+1> -
1,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
= —( - — — _ — — “ee — —_ = — 1— = .
3(1 4+4 7+ +3n—5 3n—2+3n—2 3n+1) 3( 3n+1) 3n+1 °

Abschnitt 2.A, Aufg. 4a), p. 25 (1.7.2010) :

Fur allen > 1 gilt ﬁ(l— ki) = %(1+%)

1
Beweis: InduktionsanfangFur n =1 ist die Aussage richtig, dF[ (1 — k—lz) das leere Produkt, also 1, ist
k=2
und die rechte Seit% (1+ %) =1 ebenfalls 1 ist.

n

Induktionsschlusgvon n auf n +1) : Nach Induktionsvoraussetzung giﬂ (1 — k—lz) = —(1 + —).
k=2
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n+1

Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage -t stattn, wegenl_[ (1 — k—lz) =
k=2
1 - 1 1 \1 1\ _ n?+2n n+l 1 1

(1- (n—|—1)2) ;11(1_ @) =(1- (n+1)2> J(1+3) = n+D?2 20 o (1 51) .

Abschnitt 2.A, Aufg. 4b), p. 25 (1.7.2010) :

) . 2 1 2 . . ) o
Fir allen> 1 ist 1-— = =(1+ =) . Beweis: InduktionsanfangFir n =1 ist die Aussage
"= g< k(k+l)> 3(1+7) grar» g

trivial.

Induktionsschluséronn aufn+1) : Nach Induktionsvoraussetzung gl—[(l - k(kil)> = %(1 + %)

Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage-mjtstatm wegen

n+1 )
1 st~ (- ) 110 a) = (0 ) 30 -

2 —
_n"+3n+2-2 n+2 _ n+3 _1<1+ 2)

(n+1)(n+2) 3n  3n+1) 3 n+1

Abschnitt 2.A, Aufg. 4c¢), p. 25 (1.7.2010) :

} T k=1 2 1
Far allen>1 qilt = 1 .
n=+9 Bk3+1 st o)

Beweis: InduktionsanfangFur n =1 ist die Aussage trivial

1 2 1
Induktionsschlusévon n auf 1) : Nach Induktionsvoraussetzung qi ==(1 .
fvonn aufn+1): g g]!_gk3+1 3t o)

Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung, d.h. die Aussage-ditstattn, wegen

’ﬁk3—1 B (n+l)3—1.ﬁk3—1 JFD1 20 1y 2 a4 3PS ptiadl

HlB+1 T D341 B +1 T m+D3+1 3 nn+1)’ 3 n3+3n2+3n+2 n(n+l)

2 n(n?+3n+3) n?+n+1 g n2+3n+3 =3(1 1 )
3 (n+2)(n’+n+l) nn+l) 3 (n+)(n+2) 3 n+1D(n+2)

Abschnitt 2.A, Aufg. 6f), p. 25 (1.7.2010) :
Fir alle n e N ist 3 ein Teiler von 2! — 1 = 4" —1 (d.h. es gibt eine ganze Zahmit 4" —1 = 3a).

Beweis: Wir verwenden Induktion ibet. Bei n = 0 ist in der Tat #—1 = 0 durch 3 teilbar. Beim
Schluss vom aufn+1 kénnen wir voraussetzen, dass esem Z gibt mit 4'—1 = 3a. Dann ist aber
Al =g 41 = (4—-1)4" + 3a = 3(4"+a) ebenfalls durch 3 teilbar. (Man hatte auch direkt
mit der geometrischen Reihe schlieBen konnénr: B= (4—1) (4" 1+ 4" 2 ... +4+1).) o

Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 6, p. 25 (1.7.2010) :
Fur allen € N gilt: 6 teilt n3+ 5n.

Beweis: Wir verwenden Induktion {iber. InduktionsanfangFur » =0 ist dies richtig, da®+5-0 =0
durch 6 teilbar ist.

Induktionsschluséson n auf n+1): Nach Induktionsvoraussetzung ist+ 57 durch 6 teilbar, d.h. es gibt
eink € N mitn®+5n = 6k. Daraus ergibt sich die Induktionsbehauptung: Der Ausduegh)®+5(n+1) =
n3+3n%+3n+1+5n+5 = n3+5n + 3n%+3n + 6 = 6(k + 1) + 3n(n+1) fir n+1 stattn ist namlich auch
durch 6 teilbar, da von den beiden aufeinanderfolgenden Zahlewlz+1 eine noch durch 2 teilbar ise
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Abschnitt 2.B, Aufg. 1c), p. 33 (1.7.2010) :
Man zeige 3 < (n+1)!firalleneN,n # 1, 2, 3.
Beweis: Induktionsanfangn = 4): Furn = 4 ist 3* = 81 < 120= (44 1)! richtig.

Beim Induktionsschlusgon» aufrn+1 liefert die Induktionsvoraussetzung 3 (n+1)!. Daraus folgt die
Induktionsbehauptung: Fiir> 4 (sogar fir alle: > 1) ist namlich 3< n+4 2 und somit 31 = 3.3" <
3-n+D!' < (n+2) - n+D! = n+2)!. o

Abschnitt 2.B, Aufg. 2b), p. 33 (1.7.2010) :

_1 1-3--- (2n-1) —1\"/2n
. . . 2) _ (_ 1\ —
ManbegrundefuneNdeormel(n>_( 1) 2 4 20 (4) (n)

Lésung: Nach Definition gilt

(_%>_ ) (3=D-(=5-n+D) (=3 DD (D" 1.3 (2n-1)

n/) 1-2.--n - 1-2.-..n ~  on 1.-2...n
o o138 (@2n-1) iy (2n)! _ (=1 @m)!  =1N"(2n R
=D 2.4 (2n) =D (2-4---(2n))2_(4) (n!)Z_(4> (n>

Abschnitt 2.B, Aufg. 2c), p. 33 (1.7.2010):

n \n—=1/  2n 2.-4...(2n-2) 2n-1 '
Lésung: Nach Definition gilt unter Verwendung von Aufg. 2.b)

n

1
Man begrinde fur € N die Formel <2) =

(%>_(%)'(%—D'“(%—"“)_i<—%>‘<—§)“‘(—%‘>_i(—%)

n) 1.2---n 2 1.2---(n—1) 21 \n—1
—i _ n711'3"'(2n_3)_ -1 _ n1.3...(2n_]_)_ -1 —_l n/on .
_Zn( b 1-2---(2n—2)_2n—1( b 2-4...(2n) _Zn—1<4) (n)

Abschnitt 2.B, Aufg. 3b), p. 33 (1.7.2010) :

Fir allea € R (oderC) und ne N gilt: n (Z) + (n+1) <ni1) =« (2‘) .
Beweis: In der Tat ist

o o _a(a=1)---(a—n+1) a(@—1)---(a—n+1)(ax—n)

n(8)+e+n(,5,)=n - +(n+1) e -

_ a—n\a(—=1)---(a—n+1)
- (n—i—(n—i—l) n—|—1) n! -

= +a-m (%) =a (). .

Abschnitt 2.B, Aufg. 4c), p. 33 (1.7.2010):

Man beweise durch vollstandige Induktion Uketdie Formel Z ( ) = <”+l

k
m m+l),m€N, m<n.

k=m

m—+1

Beweis: Induktionsanfangn = m): i (i) = (Z) =1 und (m+1

) = 1 sind offenbar gleich.

Beim Induktionsschlusgonn aufrn+1 kénnen wir die Aussage farvoraussetzen und erhalten damit unter
Verwendung der Formel vom Pascalschen Dreieck die AussageHlirstattn:

> (5)= (2 (5)+ (3= () + (5 = () °
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Abschnitt 2.B, Aufg. 4d), p. 33 (1.7.2010):

Man beweise durch vollstandige Induktion fiir alle N: ) "(—1)* (‘z) = (=1)" (O‘ 1) , a € R.
pary

a—1
0
gleich. Belmlnduktlonsschlussonn aufn+1 kénnen wir die Aussage fiar voraussetzen und erhalten so

mit der Formel(an 1) + <Z+i) = (n+1) die Aussage fun+1 stattn:

Beweis: Induktionsanfangn = 0): Z( 1)f< > = (—1)°(a) =1 und(—1)°< ) =1-1=1 sind

n+1

Y0 (§) = (e (§) + (5 = v (1) £ () -
k=0 k=0

= () ) =), -
Abschnitt 2.B, Aufg. 5b) und Varianten davon, p. 33 (1.7.2010):

Man berechne fiit € N die Summeni(—l)’"(”;) , ZZ’"( ) Z( 2)"~ ’"< ) .

m=0 m=0 m=0

Lésung: Der binomische Lehrsatz Iieferi(—l)’"(}’;) = 2": (1’:1) 1" " (=" = (1+(-D)" = 0,
m=0

m=0
Zn:Zm(;’;) = Z(Z)lmzm = (1+2)" = 3, Xn:(—Z)”’”(,’;) - i:(;;)(—Z)”’”lm _
(“avy = " " .

Abschnitt 2.B, Aufg. 7, p. 34 (1.7.2010) :
Sei A eine endliche Menge mit Elementen un@® eine Teilmenge vod mit k Elementen. Man zeige, dass

die Anzahl derm-elementigen Teilmengen voh, die B umfassen, gleiclﬁr’;ii) ist.

BeweisWir suchen die Anzahl derjenigen Teilmengen véndie B zu einerm-elementigen Teilmenge
erganzen. Es handelt sich also um die Anzahl(der k)-elementigen Teilmengen dér— k)-elementigen

MengeA — B. Dleselstaberglelcﬁn ]]i) .

Abschnitt 2.B, Aufg. 8, p. 34 (1.7.2010) :

Fur naturliche Zahlem, n mit m < n zeige mani (Z) (;;:]]i) — 2’"(:1) .
k=0

1. Beweis: Wir bestimmen die Anzahl der PaatB, C) von TeilmengenB, C einern-elementigen Menge
A mit B C C auf zweierlei Weise:
Zahlen wir einerseits zunachst zu jedeelementigen Teilmeng8 von A die Anzahl derB umfassenden

TeilmengenC von A mit m Elementen, so erhalten wir nach Aufgabe(l?;]]i) . Da es(Z) solcher
TeilmengenB von A gibt und ihre Elementezalil beliebig zwischen 0 ungk variieren kann, erhalten wir

o] msgesamtX:( )(;’1 ]]i) Mdglichkeiten fur die Anzahl der Paa(®, C) .

Andererseits bestlmmen wir zunéchst zu jedeelementigen Teilmeng€ von A die Anzahl 2' ihrer
TeilmengenB und bertcksichtigen dann, dass es g n,%u) solcher Teilmenged von A gibt. So erhalten

wir insgesamt 2(1’;1) Maoglichkeiten fur die Anzahl der Paa(&, C) . Da wir beide Male dieselbe Menge
abgezahlt haben, ergibt sich die obige Formel. °
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2. Beweis:Zunachst gilt

() (i)=5 (S'_m! (m—(/:l)! (]:1)'—m)! Tk (m—k’;!! (n—m)! ~ m! 0?!—"1)! K <’Z!—")! ~()(%)

wgors” (1) = = 3 (1)) = S () (1) = () 5 (1) =2(3)

Abschnitt 2.B, Aufg. 9, p. 34 (1 7.2010):

Fiirm, n, k€ N beweise manZ( )(kﬁ]) _ (mk+n)

1. Beweis: Man zahlt dlejenlgen Teilmengen eingt + n)-elementigen Mengéxs, ..., X, Y1, .., Yu}s
die k Elemente enthalten, auf zweierlei Weise ab. Es }B—i_ Mdglichkeiten, aus den vorhandenen
n+m Elementen genakl auszuwahlen. Achtet man aber darauf, ob es sich um Elementgyvan. | x,}
odervon{ys, ..., y,} handelt, so gibt es fir jedgs< k zunéchstgena(:'?) Mdglichkeiten,j der Elemente

X1, ..., X, auszuwahlen, und dann ger(a# ) aus{ys, ..., y,} dierestlichert—; Elemente auszuwahlen.

Dies sind insgesamz (’7><kﬁj) Moglichkeiten. Beide Verfahren fihren zum selben Ergebnis, was
i=0

die zu beweisende Formel liefert. °

2. Beweis: Wir verwenden vollstandige Induktion. Die zu beweisende Behauptungriisty dass die
Formel fur dieses und jede Wahl vom: undk richtig ist. Induktionsanfang = 0: Die Summe auf der

rechten Seite hat dann als einzigen Summanédemen Summande{n’zxg) = ("]:) fur j = k. Auf der

rechten Seite der Gleichung steht het 0 aber ebenfall€ml—:o) = <'Z> .

Beim Schluss von aufn+1 kénnen wir die zu beweisende Formeliﬁ[‘und allek alsoinsbesondere auch fur

k undk—1 voraussetzen, d.h.wirdUrerk: (m)(knj) <m+n) undZ( )(k 1- J> = (’Zj’f)
j=0

benutzen. Verwenden wir noch die Forn(rll_i'l) (;:,) + (k/ril) vom Pascalschen Dreieck zunéachst

fir k' := k—j und spater fUk’ =k, so erhalten wir fliin +1 stattn:

~
[y

2D =0+ = () 2 ) 2 ()=

X)) = (- (= ()

j=0 J

I
o

N
~

Il
o

Abschnitt 2.B, Aufg. 10a), p. 34 (1.7.2010):

SeiV ein Verein mitn Mitgliedern. Die Anzahl der Mdglichkeiten, einen Vorstand augereinsmitgliedern
n!

kKl(n —m)!
Beweis: Es gibt zunéchs(Z) Maoglichkeiten fur die Auswahl des:-elementigen Vorstands, sodamn

Maoglichkeiten fur die Auswahl des 1. Vorsitzenden aus der Mitte dieses Vorstands, dann-abdhdglich-

keiten fur die Auswahl des 2. Vorsitzenden aus den restlichen Vorstandsmitgliedern usw., schlieBlich noch
m—k+1 Moglichkeiten derk-ten Vorsitzenden auszuwahlen. Dies ergildin —1) - - - (im—k+1) = [m];
Mdglichkeiten eine Folge vohPersonen auszuwahlen alsZ, .. ., k-te Vorsitzende. Insgesamt bekommt

und daraus einen 2., ..., k-ten Vorsitzenden zu wahlen, |é'§':1) mle =

man soZ [m]k< ) Maglichkeiten. °

m=k
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Abschnitt 2.B, Aufg. 10b), p. 34 (1.7.2010):

SeiV ein Verein mitn Mitgliedern. Die Anzahl der Méglichkeiten, einen, 2., . . ., k-ten Vorsitzenden zu
wahlen und die Menge dieser Vorsitzenden zu einem Vorstand zu erganzet), i2’[*.

Beweis.Wie oben sieht man, dasse&:—1) - - - (n—k+1) = [n];, Moglichkeiten gibt fur die Auswahl der
1.2.,...,k-ten Vorsitzenden. Ergédnzt man die so ausgewaltltBersonen durch weitere der restlichen
n — k Elemente vonM irgendwie zu einem Vorstand aus Personen, so gibt es dafir jeweils no¢h*2
Moglichkeiten, insgesamt also bei dieser Reihenfolded'—* Mdaglichkeiten. o

Abschnitt 2.B, Aufg. 11, p. 34 (1.7.2010) :
Man zeige (mit Hilfe von Aufg. lO):Z[m]k(;;) — [n]e 2" fir k,neN, k<n.
m=k

Beweis: Die beiden Auswahlverfahren aus den Aufgaben 10.a) und 10.b) fuhren zum jeweils selben Ergebnis.
Daher gibt es daflir auch gleich viele Moglichkeiten. Dies liefert die Behauptung. °

Abschnitt 2.B, Aufg. 5a), p. 33 (1.7.2010) :

Sei A eine nichtleere Menge mit Elementen. Die Anzahl der Teilmengen varmit gerader Elementezahl
ist gleich der Anzahl der Teilmengen veinmit ungerader Elementezahl.

Beweis: Sei Py die Menge der Teilmengen voAa mit gerade vielen Elementen uril die Menge der
Teilmengen vonA mit ungerade vielen Elementen. Wir fixieren ein Elemer¢ A und betrachten die
Abbildung f der Potenzmeng®(A) von A in sich, die jeder Teilmeng® von A die MengeB U {a}
zuordnet, falls: ¢ A, und die MengeB—{a}, fallsa € A. Nach Konstruktion ist danifi o f die Identitat von
P(A) und f insbesondere bijektiv. Dabei ordngfedem Element vofPy eines au$’; zu und umgekehrt.
Daher definiertf (durch Beschréanken des Argumentbereichs) auch eine bijektive Abbildung der lenge
auf die MengeP;. °

Abschnitt 2.B, Aufg. 5d), p. 34 (1.7.2010):
n n—1
. 2n 4" 2n . .
Es IStZ(2k> =5 = Z(2k+1> filr n € N*,
k=0 k=0
Beweis.Nach Aufg. 5.a) ist die AnzahE (g’;) der Teilmengen eineri2elementigen Menge mit gerade
k=0

2n
2k +

menten. Insgesamt hat die Potenzmenge einal@mentigen Menge genad'2= 4" Elemente. Jede der
beiden Summen ist also gleich der Halfte davon. °

n—1
vielen Elementen gleich derAnzaE ( 1) der Teilmengen dieser Menge mit ungerade vielen Ele-
k=0

Abschnitt 2.D, Teil vonAufg. 5, p. 51 (1.7.2010) :
Man beweise, dass es unendlich viele Primzahlen der ForrR3k € N, gibt.

Beweis:Angenommen, es gabe nur endlich viele solcher Primzahlen, namlich 2 und aul(erdem p,, >

5. Dann betrachten wir die Primfaktorzerlegune: ¢1 - - - ¢,, vona := 3p1 - - - p, + 2. Offenbar ist nicht
durch 2 und 3 teilbar, d.h. es igt # 2 undg; # 3. Waren alleg; von der Form B+1, so auch ihr Produkt
a. Eines deg; muss somit von der Formk3-2 und daher gleich einem dgy sein. Dann wére aber auch 2
durch dieseg; teilbar. Widerspruch! °

Abschnitt 2.D, Teil vonAufg. 5 p. 48 (1.7.2010) :

Man beweise, dass es unendlich viele Primzahlen der FérB4k € N, gibt.

Beweis:Angenommen, es gabe nur endlich viele solcher Primzahlen, ndmlich 3 und aufj(grdem p,, >
7. Dann betrachten wir die Primfaktorzerlegung- g1 - - - ¢,, vona := 4p, - - - p, + 3. a ist ungerade und

ferner nicht durch 3 teilbar, dap4 - - - p, nicht durch 3 teilbar ist. Fur allg gilt alsog; # 2, # 3. Waren
samtlicheg; von der Form #4-1, so auch ihr Produki. Da Zahlen der Formbzw. 4 +2, k > 1, als
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gerade Zahler- 2 sicher nicht prim sind, muss eines dewvon der Form #4-3 und somit gleich einem der
p; sein. Dann ware aber auch 3 durch diegeteilbar. Widerspruch! °

Abschnitt 2.D, Zusatzaufgabe p. 48 (1.7.2010):

Man beweise, dass es unendlich viele positive ganze Zahiést, fiir dien®+1 einen Primfaktor groRer als
2n++/2n besitzt. (Dies ist eine Aufgabe der Internationalen Mathematikolympiade 2008.)

Beweis: Angenommen, es gabe nur endlich viele positive ganze Zahletwany, . . ., ny, fir dien®+1
einen Primfaktor groRer als:2- v/2n besitzt. Istp; der (eindeutig bestimmte) Primfaktor veR+ 1 mit

pi > 2n;++/2n;,i=1,..., k, so bilden wir das Produkt = 2p; - - - p; > 2 und betrachten einen Prim-
faktor p vonm?+ 1, alsom?+ 1 = sp mit s € N*. Esistp > 3 und von allerp, . .., p; verschieden. Durch
Division mit Rest vorm durch p bekommen wilg, r € N mitm = gp 4+ r und O< r < p. Dann sind auch
24+ 1= (m—qp)?>+ 1= m?+1) — 2mqp + q*p? = (s — 2mq + ¢*p) p und ebens@p — r)2+1 durch

p teilbar. Bezeichnen wir die kleinere der beiden Zahlemd p — r mitn, sogilt2e <r+(p—r)=1p
undn?+1 = rp mitr € N*. AuRerdem isiz # n; fur allei = 1, ..., k, da einn; nebenp; nicht noch den
Primteilerp > 2n = 2n; haben kann. Es genligt algo> 2n + +/2n zu zeigen, um einen Widerspruch zu
unserer Annahme zu erhalten.

Nunist 0< (p —2n)? = p?—4pn+4n°+1)—4 = (p—4n —|-4t)p —4,alsop —4n+4t > 0. Dap,n,t
ganze Zahlen sind, folgt sogar— 4n + 4t > 1 und somit(p — 2n)? > p — 4, also(p — (2n + (1/2)))2 >

2n — (15/4), |p — (2n + (1/2))| > /2n — (15/4) . Daraus folgtp — (2n + (1/2)) > /2n — (15/4) und
p>2n+ (1/2) + /2n — (15/4) wegenp > 2n. Uberdies gilt 2 + (1/2) + «/2n — (15/4) > 2n + /2n

fur n > 8, wie man durch zweimaliges Quadrieren leicht bestétigt. Es istalsa2n + /2, fallsn > 8
ist. Diese Ungleichung ist aber auch ek 8 erflllt, da man sofort feststellt, dass es zu den Primzahlen
p =5,7,11,13,19, 23 keinn mit p > 2n + +/2n gibt, fir dasn®+ 1 durchp teilbar ist, wohl aber zur
Primzahlp; = 17 = n? + 1 firn; = 4 und zup, = 29 die Zahl, = 12 mitn3+ 1 = 145=5.29. Daher
ist sicher unsep > 29 und somitp > 2.8+ +/2-8 = 20. °
Bemerkung. Es ist unbekannt, ob fiir unendlich vieles N* die Zahln?+1 selbst prim ist. Ubrigens ist
jeder Primteilerp # 2 vonn?4-1 notwendigerweise= 1 mod 4. Denn bep = 4k+ 3 undn? = —1 mod
pistn? = n?)%*n = (=1)%*1n = —n mod p. Da p kein Teiler von 2 ist, d.h.n # —n mod p ist,
widerspricht dies dem Kleinen Fermatschen S&tz= n aus 2.D, Aufg. 18. Insbesondere haben wir damit
gezeigt, dass es auch unendlich viele Primzahlen der Foril4gibt, vgl. die vorangehende Aufgabe.

Abschnitt 2.D, Aufg. 9, p. 48 (1.7.2010) :

Seiena,n € Nmita,n> 2. Ist a" —1 eine prim, so ist = 2 undn prim.

Beweis: Sei a” —1 eine Primzahl. Weges' —1 = (a—1)(a" '+ --- 4+ 1) mussa—1 = 1, alsoa = 2 sein.
Ist n= pm mit p>1,somuss2—1=1, d.h.m=1, sein wegen

a"—1=2"-1= 2" 1= 2"-1)(@")" 2" 2+ +1). .

Abschnitt 2.D, Aufg. 10, p. 48 (1.7.2010):
Seiena,n € N* mita> 2. Ist a”+1 prim, so istu gerade una eine Potenz von 2.

Beweis: Esista” +1 > a' +1 > 2+ 1 = 3. Dad” + 1 eine Primzahl ist, ist” + 1 somit ungerade.
Daher sindz" und folglich aucha gerade. Isk = pm mit einer Primzahlp > 3, so istp ungerade, also
(=17 = —1. Dannista"+1=1— (—a™)” = (1 — (=a™)) (14 (—a™)* + (—a™)? + -+ (—a™)P71) =
(1+a™(@L—a™+a? + - +a™r~D) eine echte Zerlegung vom' + 1. Widerspruch! Also ist: eine
Potenz von 2. °

Abschnitt 2.D, Aufg. 11, p. 49 (1.12.2012) :

Fira,m,ne N* mita > 2 undd := ggT(m, n) istggT(@" —1,a"—1) = a?—1.

Beweis: Wegend = ggT(m, n) gibt es teilerfremde Zahlem, v € N* mit m = ud und n = vd. Flr
ao:= a’ist ggT(ah—1, aj-1) = ag—1 zuzeigen. Nach Beispiel 2.A.3 gdktg_lJr- -+agtl) (ag-1) = (ap—1)
und (a5‘1+ -+ ap+1)(ap—1) = (ag—1). Wir zeigen durch vollstandige Induktion Gber M@ax, v),
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dass die beiden Faktorerg_l—i- -+ +ap+1 und ac”,*l—i- -+« 4+ agp+1 teilerfremd sind. Bei Maxu, v) =1,
alsop = v =1 ist das klar. Beim Induktionsschluss kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
u > v voraussetzen. Dann ist M@t — v, v) < Max (u, v) und daher sind nach Induktionsvoraussetzung

ay M- +ap+lundal" "t + ... 4 1 teilerfremd. Ein gemeinsamer Primteifewon ah '+ - - - 4+ ag+1
und ay 1+ - - - + ap+1 wiirde aber auch deren Differeag "+ - - 4+ af = (af "'+ --- + 1) a; teilen,

alsoapoderal "' +-..+1. Daay 4 +ap+lundal " +- .. + 1teilerfremd sind, muss er somit
ag teilen, was nicht méglich ist, da ery '+ - - - + ap+1 teilt. o
Bemerkung: Gilt fur natirliche Zahlery, ¢, g, r die Gleichungf = gg+r, soist
(48 —
al —1=a%"" —1=Q0@*-1) +@ -1, Q= “(“g—ll) e N*.
a —_—

Daher verlauft der Euklidische Divisionsalgorithmus fir die Zahlem parallel zum Euklidischen Algo-
rithmus fur die Zahlem™ —1, " — 1, womit insbesondere gga” —1, a” —1) = 997" _1 bewiesen
ist. Diese Kette von Divisionen mit Rest ist auch fur die Polynorfie- 1 undx” — 1 gulltig (wobei alle
Rechnungen im Bereich der ganzen Zahlen bleiben), vgl. Abschnitt 11.B, insbesondere 11.B.1.

Abschnitt 2.D, Aufg. 12, p. 49 (1.12.2012):
a) Man bestimme die kanonische Primfaktorzerlegung von 81 057 226 635 000.

b) Istn = pi* - -- p* die Primfaktorzerlegung der positiven naturlichen Zahiit paarweise verschiedenen
Primzahlenpy, ..., p,, soistT(n) := (a1 + 1) --- (o, + 1) die Anzahl der Teiler vom in N*. Wie viele
Teiler hat die in a) angegebene Zahl?

Losung: a) Offenbar ist 81 057 226 635 08923 . 33.5%.7%.112.17. 23- 37.

b) Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung haben die Teilet vtzla'JmGestaltpl’31 e pf’ mit Exponenten
Bi € N, fur die 0< B; < «; gilt. Es gibt dafiir also genafer; +1) - - - (o, +1) Moglichkeiten. — Die in a)
angegebene Zahl hat somiB+1)(3+1) (4+1)(3+1)(24+1)(1+1)(1+1)(1+1) = 7680 Teiler. °

Abschnitt 2.D, Aufg. 13, p. 49 (1.12.2012) :

a) Seia € N*. Fur wie viele x € N* ist x(x +a) eine Quadratzahl? Man bestimme dies@ir a €
{15, 30, 60, 120} .

b) Sein € N*. Die Anzahl der Paare:, v) € N2 mit u®—v? = nist [T (n)/2], fallsn ungerade|T (n/4)/2],

falls 4|n, und gleich 0 sonst. Man gebe alle Darstellungen ¥éa v?> = 1000 mitu, v € N an. Die
Anzahl der (paarweise inkongruenten) pythagoreischen Dreiecke (d.h. der rechtwinkligen Dreiecke
mit positiven ganzzahligen Seitenldangen), deren eine Kathete gleich der vorgegebenere Zéhist, ist

| T (a?)/2], falls a ungerade, und7 (a?/4)/2], falls a gerade. {(—) bezeichnet die Anzahl der Teiler,

vgl. Aufg. 12b) .— Schwieriger ist die Aufgabe, zu vorgegebener ganzzakliggstenuseliingec > 0 die
Anzahl der zugehorigen pythagoreischen Dreiecke zu finden, d.h. die Anzahl der(Raires (N*)? mit

a < b unda® + b?> = ¢?. Man benétigt dazu die Ergebnisse von Bd. 2, 10.A, Aufg. 33,34 zum Zwei-
Quadrate-Satz. Die gesuchte Anzahl|iBt(c?)/2], wobeiT’(c?) die Anzahl derjenigen natiirlichen Teiler
von ¢? sei, deren Primteiler alle= 1 mod 4 sind. Fiir = 39 = 3- 13 gibt es also (bis auf Kongruenz) genau
ein solches Dreieck (das so genannte indische Dreiedk B& = 39), beic = 65=5-13 jedoch

4 und beic = 57 = 3- 19 keins. — Leicht wiederum ist die Agyptische Seilspanneraufgabe zu
I6sen: Die pythagoreischen Dreiecke teiterfremdenSeitenlangei, b, ¢ € N* und gegebenerdmfang
a+b+c =s € N*(das sind so genannte primitive pythagoreische Dreiecke)entsprechen bijektiv
den Darstellungen = de mit teilerfremderd, e € N*,d = 1mod 2,e = 0 mod 2 undd < e < 2d. Die
Langen der Katheten des zugehdrigen Dreiecks 8iled-d) bzw.(d—e/2)e, und die L&nge der Hypotenuse

ist d? — de + ¢2/2.)

c) Man bestimme alle Paarg:, b) € (N*)2 mit (a4 b?)/ab € N*.

Losung: a) Seix(x+ a) das Quadrat? einer positiven natiirlichen Zakl Dann isty > x, und es gibt ein
be N*mit y= x+b. Esfolgt x°+xa = y?> = (x4 b)?> = x>+ 2xb+ b? und somitx (a — 2b) = b°.
Umgekehrt liefert jeder We#, fir dena— 2b ein Teiler vonb? ist, ein x = b2/(a— 2b) derart, dass (x+a)
das Quadratx + b)? ist. VergroRert man dabéi so wirda — 2b verkleinert und folglichx = b%/(a — 2b)
vergrof3ert. Verschiedene Werte vbtiefern also verschiedene Werte von
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Es geniigt, dieb € N* mit b < a/2 zu z&hlen, fir die—2b Teiler vonb? ist, oder auch diee N* mit ¢ < a, fir
diec = a mod 2 ist und- ein Teiler vonb?, b:= (a—c)/2. Seidazua = 2*0p{* - .- p% mitage N, o; € N*
fur i=1, ..., r und paarweise verschiedenen Primzahien 3 die kanonische Primfaktorzerlegung wan
Wird b2 vona — 2b geteilt, so ist jeder Primteiles vona— 2b auch ein Teiler vob?, also vonb, und somit
schlielich voru. Die Primfaktorzerlegung vom— 2b hat dann die Formf?pl’gl e p’f" mit B; > 0. Folglich

ist pf" fur i=1,...,r Teiler vonb? und somitp[ﬂ"/z] ein Teiler vonb. Bei §; > 2«; ware danrig; /2] > «;
und daherp;" die hochste Potenz vom, diea— 2b teilt, d.h. 8; = «; im Widerspruch zi8; > 2«;. Daher
ist 0<gB; <2 furi=1,...,r.

Bei ag = 0 ist offensichtlich8y= 0. Beixg= 1 ist zunéchsBy > 1 und daheb? und damith gerade. Dann
ist abeta—2b durch 2 und nicht durch 4 teilbar, d.h. esfgt= 1. Beiag > 2 ist zunachsb gerade und daher
Bo> 2. Warefy > 2ap— 2, Sowarg fo/2] > ao — 1, 1+ [Bo/2] > ao, und somit 2° die hochste Potenz von
2, diea — 2b teilt, d.h. 8o = ap im Widerspruch zy8y > 20— 2 > ag (Wegenog > 2). Genau dann ist also
a— 2b ein Teiler vonb?, wenn furi= 1, ..., r gilt 0<p; <2a;, und wennsy = g ist fiir g € {0, 1} bzw.
2< ,305 20[0—2 fUraOEZ.

Die gesuchte Anzahl ist nunmehr kgi= 0 gleich der Anzahl der Teiler vaw?, die kleiner als: sind. Da
fur jeden Teilerc vona?, der gréRer als ist, der Teiler?/c vona? kleiner alsc ist und auRerdem der Teiler
a selbst nicht in Frage kommt, ist die Zahl derfur die x(x + a) ein Quadrat ist, nach Aufg. 12b) gleich
(T@H—-1)/2=(2o1+1) -+ R, +1) — 1)/2 = |T(a?)/2].

Beiag=1ist fo=1 und es kommt nur auf die Teiler 3a von (3a)? an. Die Zahl der, fiir diex(x+a)
ein Quadrat ist, ist also ebenfalls gleit2o; +1) - - - (2o, +1) — 1)/2 = | T (a?/4)/2].

Beiag > 2 ist 2< By < 2a9— 2. Dann ist die Anzahl derﬂprl e pfr zu zahlen, die kleiner alg =

2¢0p§t .- p sind undia? = 2%0-2p2 ... p2« teilen, d.h. die Anzahl der®22pf* ... p/", die kleiner

als la = 2972pf ... po sind und 8%~4p* ... p2 teilen. Dies sind analog zu der obigen Uberlegung
((op—3)(201+1) - - - (2, +1) — 1)/2 = | T (a®/16) /2] Stiick.

Alternative L6sung: Nach dem ersten Absatz der vorigen Losung kann man auch so weiterschlie3en: Wegen

4p? a? a?
= — 2b) = d—2 =a—2b d . =—
PR TN TS (a+2b) =c+ a, c=a ; o
sindb sowieb?/(a— 2b) = b?/c genau dann positive natirliche Zahlen, wenn gilt:
(1) c|a? und 1<c<a; (2) a =cmod 2; (3) ¢+d—2a =0mod 4.

Die Bedingungen (2) und (3) sind zusammen offenbar &quivalent zu

(2) a = cmod 2; (3) c=dmod 4.
Wie bei der ersten Losung unterscheiden wir nun nach dem 2-Exponesitenvon a. Man beachte
2v2(a) = va(a?®) = va(c) + vo(d). Ferner ist die Anzahl der Teilervona? mit 1<c <a gleich | T (a?)/2].
(@) Seiva(a) = 0, d.h.a = 1 mod 2 unda? = 1 mod 4. Dann impliziert Bedingung (1) bereits (2) uisy,
denncd = a®> =1 mod 4, alsa = d = 1 mod 4 oderc = d = —1 mod 4. Die Anzahl der Losungen ist
also|T (a%)/2].
(b) Seivy(a) = 1, d.h.a = 2 mod 4. Dann sind2) und (3') aquivalent mitc = d = 0 mod 2 oder mit
¢ =d = 2 mod 4. Die Anzahl der Losungen ist (a?/4)/2] .
(c) Seivy(a) > 2, d.h.a = 0 mod 4. Dann sind2) und (3) aquivalent mitt = d = 0 mod 4. Die Anzahl
der Lésungen istT (a?/16)/2] .
Fir die explizit angegebenerergeben sich fiie = a—2b, b = (a—c¢)/2,b%, x = b?/c = (c+d—2a)/4,
y=x +b und die Gleichung (x +a) = y? folgende Werte:

a=15=3-5 mit((24+1)(2+1) — 1)/2 = 4 Darstellungen:

b | b2| x| vy x(x4a) = y?

C

1 49 | 49 | 56 | 49. (49+15) = 56
3| 6| 36|12|18]| 12 (12+15) =18
5| 5| 25| 5|10 5-(5+15 =10
93| 9| 1| 4| 1-(1+415 = 4,
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a=30=2-3-5 mit ((2+1)(2+1) — 1)/2 = 4 Darstellungen:

c b b2 | x y x(x4a) = y?

14 | 196| 98| 112 | 98- (98+30) = 112

6 | 12 | 144| 24| 36 | 24. (24+30) = 3/

10 | 10 | 100| 10| 20 | 10- (10+30) = 207

18| 6 36|28 2.(2+30) = & |,

a=60=2?.3.5mit((4—3)(2+1)(2+1) — 1)/2 = 4 Darstellungen:

c b b? X y x(x+a) = y?

28 | 784 196| 224 | 196- (196+60) = 224
12 | 24 | 576| 48 | 72 | 48.(48+60) = 722
20 | 20 | 400| 20 | 40 | 20 (20+60) = 4C?
36 | 12 | 144| 4 | 16 4.(4+60) = 16

a=120=2%-3-5mit ((6—3)(2+1)(2+1) — 1)/2 = 13 Darstellungen:

c b b? X y x(x4a) = y?

4 | 58 | 3364|841 | 899 | 841-(841+120) = 89F
8 | 56 | 3136|392 | 448 | 392.(392+120) = 44&
12 | 54 | 2916| 243 | 363 | 243. (243+120) = 36F
16 | 52 | 2704| 169 | 221 | 169- (169+120) = 2212
20 | 50 | 2500| 125| 175| 125.(125+120) = 17%
24 | 48 | 2304| 96 | 144 | 96-(96+120) = 144
36 | 42 | 1764| 49 | 91 | 49.(49+120 = 971?
40 | 40 | 1600| 40 | 80 | 40- (404120 = 8C?
48 | 36 | 1296| 27 | 63 | 27.(27+120 = 63
60 | 30 | 900 | 15 | 45 | 15.(15+120 = 4%
72 | 24| 576 | 8 | 32 8- (8+120 = 32
80 | 20 | 400 | 5 | 25 5.(5+120 = 2%
100 | 10 | 100 | 1 | 11 1-(1+120 = 112

b) Sei zunachst = 2m mit einem ungeradem € N. Gabe es eine Darstellung= u°—v? = (u+v)(u—v),
so ware genau einer der beiden Faktorep v und u — v gerade und daher ihre Summe @ngerade.
Widerspruch!

Sei nunn ungerade und set = pi*--- p* mit paarweise verschiedenen Primzahjgn- 3, o; € N*, fir
i=1,...,rdiekanonische Primfaktorzerlegung varHat man eine Darstellung= x*—v? = (u4v) (u—v),

so sind danni+v > /n undu—v < /n ungerade und ihre Summe Bzw. Differenz 2 gerade, woraus sich

u undv bestimmen lassen. Ist umgekehrkeine Quadratzahl, so fuhrt jeder dér)/2 Teiler > \/n von

n auf diese Weise zu einer neuen Darstellung der gewiinschten Art. Genau dann gieerQuadratzahl

ist, sind allea; gerade undl'(n) nach Aufg. 12 ungerade. In diesem Fall hat man noch die Zerlegung
n = /n - \/n zu beriicksichtigen, die eine weitere Darstellung der angegebenen Art liefert. Insgesamt fihrt
dies zu[T (n)/2] Darstellungen.

Sei schlieRlich: durch 4 teilbar. In einer Darstellung = u?— v? = (u+ v)(u — v) missen dann beide
Faktorenu+ v undu — v gerade sein, da andernfalls ihre Summenkht gerade ware. Dies fuhrt zu einer
Zerlegungzn = J(u+v) - 3(u—v), beiders(u+v) > 3/n > (u—v) natirliche Zahlen sind. Umgekehrt
fuhrt jeder der Teilep %ﬁ von %n zu einer neuen Darstellung der gesuchten Art, wobei der Fall,%pass
und damitz eine Quadratzahl ist, wie oben gesondert zu berticksichtigen ist.
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Im Falln = 1000 istin = 250 = 2- 5% 1n hat(1+1) - (3+1) = 8 Teiler. Die zugehdrigen Zerlegungen
sind 250= 250-1 =125-2 =50-5= 25- 10. Sie lieferru undv als Summe bzw. Differenz der beiden
Faktoren und ergeben die Darstellungen 180R512 — 24% = 127 — 12%F = 55— 45 = 35— 1%,

Die angegebene Formel fur die Anzahl der pythagoreischen Dreiecke, deren eine Kathete g¥icist,
d.h. die Anzahl der Paafa, v) € (N*)? mit u? = a®+v? oderu®— v? = a2, ergibt sich daraus sofort, d&
stets ungerade oder durch 4 teilbar ist und die Lostfng0? = a2 nicht gezahlt wird.

c) Sei (a,b) € (N*)2 ein Paar mita®+ b? = rab mit einemr € N*. Jeder Primteilep von « teilt dann
auchb? = rab— a?> = a(rb— a) und damitb. Ebenso teilt jeder Primteiler vah aucha. Dafiir folgt
dann(a/p)?+ (b/p)? = r(a/p)(b/p). In dieser Weise fortfahrend teilt marbzw. b sukzessive durch alle
Primfaktoren und kommt schlieRlich zu einer Gleichung der Forma Z+12 =r-1-1 = r. Es muss also
r =2 sein. Die Gleichung?+b? = 2ab, also(a—b)? = 0, gilt aber genau fir die Paafe, b) mita=>b. e

Abschnitt 2.D, Aufg. 16, p. 50 (1.7.2010) :
Seiemn, k € N* teilerfremd. Man zeige, das(skn) durchn und(’]z:b durchk teilbar ist.

Beweis: Es ist <Z> = ("1_1) (k_(’i)_i"" b % : <Z:%) , also k (Z) =n (Z:i) . Daher teiltn

n . . . . . . .
) . Da nach Voraussetzung keiner der Primteiler wogin Teiler vonk ist, missen alle

k
diese Primteiler bereits in der Primfaktorzerlegung o’im) vorkommen, d.hux teilt (

das Produktk (

") . Ebenso sieht

k
man, das% das Produki (Z:i) teilt. Wegen der Teilerfremdheit vanundn mussen alle Primteiler von
k bereits in der Primfaktorzerlegung vc(rﬁ:i) vorkommen, d.hk teilt (Z:%) : .

Abschnitt 2.D, zuAufg. 24, p. 50 (1.7.2010):

Man bestimme den grol3ten gemeinsamen Teilervos 527 undb = 403 und berechne ganze Zahken
undr mit ggT(527,403) = s - 527+t - 403.

Der Euklidische Divisionsalgorithmus liefert der Reihe nach
527=1-403+ 124
403=3-124+31
124=4.31

Es folgt ggT527, 403 = 31 = 403— 3-124=403— 3. (527— 1-403 = 4-403— 3.527. .

Abschnitt 2.D, zuAufg. 24, p. 50 (1.7.2010):

Man bestimme den grél3ten gemeinsamen Teilerwoa: 1173 undb := 867 und berechne ganze Zahlen
s unds mit ggT(1173,867) = s - 1173+ - 867.

Lésung: Der Euklidische Divisionsalgorithmus liefert der Reihe nach
1173=1-867+ 306
867 = 2-306+ 255
306=1-255+51

255—5.51
Es folgt ggT1173867) = 51 = 306 — 1- 255 = 306— 1- (867 — 2-306 = 3-306— 1- 867 =
3.(1173—1-867) — 1-867=3-1173— 4 - 867. .

Abschnitt 2.D, zuAufg. 24, p. 50 (1.7.2010):

Man bestimme den gréf3ten gemeinsamen Teileraoos 5893 undb = 4331 und berechne ganze Zahlen
s unds mit ggT(5893, 4331 = s - 5893+ 1 - 4331.
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Ldsung: Der Euklidische Divisionsalgorithmus liefert

5893=1-4331+ 1562
4331=2-1562+ 1207
1562=1-1207+ 355
1207= 3. 355+ 142
355=2-142+71
142=2.71
Der gesuchte ggT ist alsg = 71. Bezeichnen wir die auftretenden Quotientengniind setzeng ;= 1,

s1:=0,10:= 0,11 ;= 1 sowies; 11 = ;1 —q;S; , 11 = l;_1— q;t;, SO Qiltr; = s;a + t;b und insbesondere
rg = s - 5893+ ¢ - 4331 mits = s¢ = 25 undr = 1 = —34, wie sich aus der folgenden Tabelle ergibt:

i| o 1 2 3 4 5 6
qi 1 2 1 3 2
s |1 0 1| -2 3 | —11 25
| 0 1 ~1 3 | —4 15 | —34
Es ist somit ggT5893 4331 = 71 = 25. 5893— 34 4331. .

Abschnitt 2.D, Aufg. 28, p. 51 (1.7.2010) :

Seiena, b € Q undb zwei positive rationale Zahlen. Genau dannjt + /b rational, wenn sowoht
als auchb Quadrat einer rationalen Zahl ist.

Beweis: Natiirlich sindy/a und+/b und damit auch inre Summe rationale Zahlen, wenmdb Quadrate
rationaler Zahlen sind.

Nach der dritten binomischen Formel g{lt/a + vb)(va — v/b) = (\/E)2 — («/E)2 =a—b. Istalso
x = \/a + +/b eine rationale Zahl, so augh:= \/a — Vb = a—b  Dann sind abey/a = %(x+y) und

X

Vb = %(x— y) ebenfalls rationale Zahlen, deren Quadrate gleiblaw. b sind. °

Abschnitt 2.D, Aufg. 29a), p. 51 (1.5.2011):
Seix :=a/b € Q eingekirzteBruch,a,b € Z, b > 0. Es gelte,x" + - - - + a1x + ap = 0 mit ganzen
Zahlenag, ..., a, unda, # 0, n > 1, d.h. x sei Nullstelle der Polynomfunktiom," + - - - + ag. Dann ist
a ein Teiler vonag undb ein Teiler vona,,. Insbesondere ist € Z, wenn der hochste Koeffizient = 1 ist
(Lemma von Gaul’).
Beweis: Nach Voraussetzung gilt
a\n a\n—1 a

an(3)" +ana(3) "+ o+ @ +a =0,
alsoa,a” + ay_1a" b+ - - - +aab" 1+ agb" = 0. Es folgt einerseits (a,a" 1+ - - - +a1b" 1) = —agh”
und andererseit$a,_1a" 1 + - - - + agh" V) b = —a,a”", d.h.a teilt —apgh™ undb teilt —a,a”. Daa undb
teilerfremd sind, muss dannein Teiler vonag undb ein Teiler vona,, sein. °
Bemerkung: Fur eine Verallgemeinerung des obigen Gauf3schen Lemmas siehe Bd. 2, Korollar 10.A.20.

Abschnitt 2.D, Aufg. 29b), p. 51 (1.5.2011):

Man bestimme samtliche rationalen Nullstellen der Polynomfunktimﬁ&rﬁt% %t+ 3 bzw.

3T A4S — S+ 4B 452 — 4

Losung: Fir eine rationale Nullstelle/b mit teilerfremderu, be Z, b#0, von >+ 312+ 31+ 3, d.h. von

434 312+ 61 +12 = t2(4t+ 3) + 6(t+ 2), gilt |12 undb|4 nach Aufg. 29a). Da beide Summanden fir
t < —2 negativ und fur > —2 nichtnegativ sind, kommen nur die Zahle, —1, —3, —2 als Nullstellen in

Frage. Dafur hat die Polynomfunktion der Reihe nach die V\%r,té, 0, —20. Einzige rationale Nullstelle
ist also—3.
2
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Fur eine Nullstelle: /b mit mit teilerfremderu, be Z, b#0, von
T+ M — P A AP 52— 4 = 3T+ (4t — D)1+ 12+ 413+ (52— 4)

gilt |4 undb|3 nach Aufg.29a). Da alle Summanden in der zweiten Darstellung dieses Ausdrucks flr
t > 1 positiv sind, kommen also ndr, £, —%, —2, —1, —2, —2, —4 als Nullstellen in Frage. Dafur hat die

_év _§7
Polynomfunktion der Reihe nach die Werte-0222, — 2508 1792 o 2028 96, —31768. Einzige rationale

Nullstellen sind alsé und —1. o

Abschnitt 2.D, Aufg. 30a) p.51 (1.7.2010) :

Seienx, y € QF undy = ¢/d eine gekiirzte Darstellung vonmit ¢, d € N*. Genau dann ist” rational,
wennx die d-te Potenz einer rationalen Zahl ist.

Beweis:Istx = ¢? mitg € Q, so istx? = (¢9)/D = ¢¢ offenbar rational.

Ist umgekehrtxY = g € Q rational, so folgtx¢ = x» = (x*)? = ¢¢. Sinda, € Z und g, € Z die
Vielfachheiten, mit denen eine Primzahin der Primfaktorzerlegung vaon bzw. ¢ vorkommt, so gilt also
wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung = dp,. Dac undd nach Voraussetzung teilerfremd
sind, muss dand ein Teiler vone,, sein, alsox, = da), mit a, € Z. Folglich istx = [[,., p* =

(ITper p®)? die d-te Potenz der rationalen zapl, p p*. R

Abschnitt 2.D, Aufg. 31, p. 52 (1.7.2010) :

Seienx € Qf unda eine natiirliche Zahk 2, die nicht von der Form? mitb,d € N*, d > 2, ist. Dann
ist log,x ganzzahlig oder irrational.

Beweis: Mit «, € N und g, e Z bezeichnen wir die Vielfachheiten, mit denen eine Primzalm der
Primfaktorzerlegung vom bzw. ¢ vorkommt. Nach Voraussetzung gibt es dann kkein2 in N* derart, dass
allex, durch diesed teilbar sind. Ist nun logr rational, also etwa log = ¢/d mit teilerfremdere, d e N,
d>1, sofolgtx = a'°%* = ¢°/? und somitx¢ = a¢. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt
ca, = dp, fur alle Primzahlerp. Dac undd teilerfremd sind, mus# also allex,, teilen. Die Voraussetzung
zeigt, dass dies nur b&i=1 mdoglich ist. Dann ist aber lgg = ¢ eine ganze Zahl. o



