Korrekturen und Erginzungen zu
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 4, 1. Aufl. (Version 2011)

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Beispiel 2.B.10, p. 59 (1.6.2011)

Auf der angegebenen Seite muss im vorletzten Absatz des Beispiels 2.B.10 dreimal in den auftretenden
Determinanten "g,," durch "g, " ersetzt werden.

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 3.A, p. 96 (1.2.2013) In der ersten und zweiten Zeile
nach dem zweiten Diagramm ersetze man "(0,&) € T,G x g" durch "(§,0) € g x T, G" sowie "(x,e)"
durch " (e, x)".

Band 4, korrigierte 1.Aufl. (Version 2011), Abschnitt 3.B, p. 104 (1.2.2013) In der vorletzten Zeile von
Satz 3.B.1 ersetze man "T® ;. o, .0)" durch "T(;. o .0)P".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 4.E (1.1.2011)

Der folgende Abschnitt wurde aus technischen Griinden im Neudruck 2011 des vierten Bandes nicht beriick-
sichtigt:

4.E Noethersches Theorem

Wie im letzten Abschnitt betrachten wir eine (mindestens dreimal) differenzierbare reelle Mannigfaltigkeit M mit einer
(zunéchst) zeitunabhingigen (mindestens zweimal) differenzierbaren Lagrange-Funktion L : TM — R. Die differen-
zierbaren Kurven ¢ : [a , b] — M , in denen das Wirkungsintegral fa] g L(p, ¢) dt stationdr ist, erfiillen in einer Karte mit
Werten in einem endlichdimensionalen R-Vektorraum V die Euler-Lagrangesche Gleichung

4 D,L =D,L.
dt
Wie wir bereits in Beispiel 4.D.1 erwihnten, haben die beiden Seiten einzeln keine von der Karte unabhédngige Bedeutung
auf der Mannigfaltigkeit M. Allerdings ldsst sich D, L leicht invariant interpretieren und zwar als Abbildung
D,L: TM — T*M

des Tangentialbiindels in das Kotangentialbiindel von M, die iiberdies fasertreu ist, d.h. Tp M in T M fiir jeden Punkt
P € M abbildet.

Zur Beschreibung von D, L sei (P, &) aus Tp M ein Tangentenvektor im Punkt P € M. Der Tangentialraum T p ¢ (TM)
enthilt in natiirlicher Weise den Tangentialraum T p M als Unterraum. In der Tat induziert die natiirliche Biindelprojektion
TM — M nach Satz 2.B.4 im Punkte (P, &) eine exakte Sequenz

00— TPM —> T(pyg’.-) (TM) —> TPM — 0 ,

wobei wir den Tangentialraum T p ¢y (T p M) der linearen Faser T » M wie iiblich mit T » M selbstidentifizieren. D, L(P, &)
ist dann einfach die Beschriankung des totalen Differenzials von L auf Tp M, d.h. es gilt
D,L(P.&:m) =Ty L)) €R

fiirn € TpM C T(pg) (TM). Mankann D, L (P, &) als das totale Differenzial in (P, &) der Beschrinkung L|T»M von L
auf die Faser Tp M interpretieren. Daher nennt man D, L auch die Faserableitung von L oderdie Ableitung von
L in vertikaler Richtung. Jedes Vektorfeld X auf M definiert die FunktionDxL : (P, &) +— DQL(P, &; X(P))
als Ableitung von L in Richtung X. Ist M eine offene Menge U im R-Vektorraum V und L : U x V — R, so ergibt sich
wie bisher Dy L(x, u;v) = (T.,)L)(0,v), x € U, u, v € V, sowie fiir ein Vektorfeld X : x — (x , X(x)) auf U :

DxL(x,u) = DzL(x JU; X(x)).

Die Abbildung D,L: TM — T*M bezeichnen wir wie schon in Bd. 3, Bemerkung 10.A.7 als Legendresche
Transformation ') und nennen die Funktion E : TM — R mit

E(P,§) :=D,L(P,§;§) — L(P,§)

" In wichtigen Fillen ist D, L ein Diffeomorphismus, z.B. im Kontext der klassischen Mechanik.



wie dort die Energie(funktion)zu L.

Ein Diffeomorphismus F: M — M heifit eine Symmetrie oderein Automorphismus des Systems (M, L),
wenn L invariant ist unter TF, d.h. wenn gilt L = L o TF . Eine Symmetrie ' von (M , L) transportiert jede Losung
¢ :la,b] — M der Euler-Lagrangeschen Gleichung fiir L in eine ebensolche Losung F o ¢ . Ein differenzierbarer Fluss
P:RxM—> Mmit (s, P) —> P(s; P) = &;(P) heilit ein Fluss aus Automorphismen oder ein automorpher
Fluss von (M, L), wenn &, fiir jedes s € R ein Automorphismus von (M, L) ist. Dann ist L invariant unter den
Automorphismen des zugehdrigen Flusses ® :R x TM —> TM mit &, = T®,, und das folgende Diagramm ist
kommutativ:

R x TM ™
R x M ° M

Mit anderen Worten: L ist konstant auf jeder Flusslinie von @, d.h. L istein erstes Integral der infinitesimalen Verriickung
X = X3 € X(TM) zum Fluss ®&: Es istDgyL =0.

Das Vektorfeld X Iisst sich natiirlich direkt aus der infinitesimalen Verriickung X := X¢ zum Fluss ® berechnen: Sei
etwa M = U eine offene Menge im R-Vektorraum V, also TU = U x V und T(TU) = (U x V) x (V x V). Fir

xeUundu eV istdann X(x) = aicb(o;x) und

)?(x,u):( S 2050, D(OM)QD(O x))=(X(x), D(Ou)—dD(O x))=(X(x),D,X(x)).

Insbesondere ist
D3L(x,u) =D|L(x,u; X(x)) +DL(x,u;D,X(x))

fiir jede Lagrange-Funktion L : U x V — R.?)

Die Invarianz des Systems (M, L) unter dem Fluss & ldsst sich — wie gerade gezeigt — allein mit der zugehdrigen
infinitesimalen Verriickung X = X zu ® beschreiben. Wir sagen daher auch: List invariant (oder symmetrisch)
beziliglich des Vektorfeldes X, wenn L ein erstes Integral fiir das oben definierte Vektorfeld X : TM — T (TM)
auf TM ist, wenn also Dy L = O ist. X heifit dann auch eine infinitesimale oder virtuelle Symmetrie des
Systems (M , L) . Man verwechsle die Ableitung Dy L nicht mit der Ableitung Dx L von L ldngs des in trivialer Weise
von M nach TM gelifteten Vektorfelds X (vgl. Funote 2) . Letztere spielt im folgenden Satz eine entscheidende Rolle:

4.E.1 Noethersches Theorem *) Istdas System (M, L) invariant beziiglich des Vektorfeldes X auf M, so ist die Ableitung
DxL: TM — Reinerstes Integral fiir jede Losung ¢ : [a , b] — M der zu L gehorigen Euler-Lagrangeschen Gleichung,
d.h. Dx L ist konstant liings der zugehérigen Zustandskurve ¢ = (¢, ¢): la,b] — TM .

Beweis. Wir konnen annehmen, dass M = U eine offene Menge in einem R-Vektorraum V ist. Nach Voraussetzung
ist 0 =DgL(x,u) = D1L(x 7 X(x))—i—DzL(x Ju; DuX(x)) furalle (x ,u) e TU = U x V. Erfilltg :[a,b] — U
die Euler-Lagrangesche Gleichung

d . .

o DyL(¢(1), ¢(1)) = DiL (1), ¢(1)).,

so erhilt man mit Dy L(x , u) = DzL(x , u; X (x)) und der Produktregel

d d . .
4 DxLp.0) = (DzL(<ﬂ @: X(9) = (EDzL(w, ?)(X (@) +D2L(p, ¢) (Dy X (¢))
= D1L(<p, @; X(9)) + D2L(¢, 9: Dy X (¢)) =Dz L(p,9) =0. .
In lokalen Koordinaten ¢ , . .., g, der Mannigfaltigkeit M und den zugehorigen lokalen Koordinaten
q1s---s49n 415--~,qn

des Tangentialbiindels TM lautet das Noethersche Theorem fiir eine zeitunabhingige Wirkungsfunktion

L:L(q1,~~~74n,5117-~,q.n):

2y Zur Ubung priife man direkt ohne den Umweg iiber die Fliisse, dass der Ubergang vom Vektorfeld X : M — TM
zum Vektorfeld X : TM — T (TM), wie er hier lokal mit Karten beschrieben wird, unabhiingig von der Wahl der Karten
ist. Man verwechsle X nicht mit dem in trivialer Weise nach TM gelifteten Vektorfeld (P, &) —— X(P) € TpM C
Tpe (TM), das wir wie schon weiter oben mit X bezeichnen.

%) Dieser Satz und Verallgemeinerungen davon wurden zuerst von Emmy Noether bewiesen, vgl. Nachr. Akad. Wiss.
Gottingen, II, Math.-Phys. KI1. (1918).



Ist das autonome System (M , L) invariant unter dem Vektorfeld X =Y"!_, f;9/dq; , so ist
o _\" ;0L
I:=DxL=3 _ f %
konstant liings jeder Zustandskurve ¢ = (¢ , ¢) zu den Lisungen ¢ der Euler-Lagrangeschen Differenzialgleichungen

d 9L _ oL
dr 9g;  dq;

i=1,...,n.

Das Noethersche Theorem besitzt eine natiirliche Verallgemeinerung, die dadurch motiviert ist, dass verschiedene
Lagrange-Funktionen durchaus zu denselben stationdren Losungskurven fiir das Wirkungsintegral fd "L (¢, @) dt fuhren
konnen. Dies ist sicherlich dann der Fall, wenn die beiden Lagrange-Funktionen L und L' = L + df sich nur um ein
totales Differenzial df : TM — R einer Funktion f: M — R unterscheiden. Dann ist nimlich

b b b b
[rwpd=[Le.war+ [arwipan = [ Le.par+ fow) - so@).
und g ist genau dann stationir beziiglich L , wenn dies beziiglich L’ gilt. DemgeméB heifit ein Diffeomorphismus F von
M auf sicheine schwache Symmetrie des Systems (M, L) bzw. L schwach invariant beziiglich F, wenn L
und L o (TF) sich nur um ein totales Differenzial df unterscheiden. Ist X ein Vektorfeld auf M, so heiit L schwach
invariant bzgl. des Vektorfeldes X, wenn Dy L ein totales Differenzial dg ist. *) Wir erhalten die folgende Variante
von 4.E.1:

4.E.2 Korollar Ist L schwach invariant beziiglich des Vektorfeldes X auf M mitD3 L = dg, so ist DxL — g ein erstes
Integral fiir das System (M , L) .

Beweis. Wie im Beweis von 4.E.1 hat man

4 (DxL(p. #) - 8() = DxLig.§) — dg(p: ¢) =0. o
Wir wollen den Noetherschen Erhaltungssatz noch auf zeitabhidngige Wirkungsfunktionen ausdehnen. In der Regel
beriicksichtigt man die Zeitabhingigkeit durch Ubergang vom Konfigurationsraum M zum erweiterten Konfigu-
rationsraum M; := R x M mitder Zeit R als einer orientierten euklidischen affinen Geraden. Dann ist die Zeitfunktion
z: M, — Rdie Projektion auf die erste Komponente. Dies entspricht der Newtonschen Vorstellung von absoluter Zeit und
absolutem Ort. Gibt man die Vorstellung vom absoluten Ort auf (hélt aber an der Existenz der absoluten Zeit fest) , so ist
es angemessener, von einer beliebigen Mannigfaltigkeit M, mit einer submersiven Zeitfunktion z : M; — R auszugehen,
man vgl. dazu die elementaren Bemerkungen in Bd. 2, Beispiel 7.A.9. Eine erweiterte Konfigurationskurve
¢, ist dann ein Schnitt bzgl. z, also eine Kurve ¢, : [a , b] — M, mit z(<p| (t)) =1t firallet € [a, b]. Bei Giiltigkeit der
Anfangsbedingung z(<p1 (a)) = a istdies dquivalentmit w (¢; ; ¢;) = 1 fiirw := dz. Die verallgemeinerte Zustandskurve
(¢, @) liegt also stets auf der Hyperfldche (genauer: dem affinen Hyperebenenbiindel) @ = 1 des Tangentialbiindels
TM, . Bei M| = R x M handeltes sichumdie Mengeder Punkte (r, 1; P,&) e T(RxM) = TRXTM = (RxR)xTM
mitz € R, (P, &) € TM, vgl. 4.D, Fulinote 2.

Sei nun L;: TM; — R eine Wirkungsfunktion auf M, . Zur Bestimmung der Variationsgleichung fiir die erweiterte
Konfigurationskurve ¢; sind nur Variationen in den Fasern von z, d.h. virtuelle Verschiebungen v, : [a , b] — TM; von
¢ mitw (@ ; Y1) = 0zugelassen. In einer Karte liefert dies nach dem d’ Alembertschen Prinzip die Eulersche Gleichung

D]L] - %D2L[ = A

lings der verallgemeinerten Zustandskurve (¢, , ¢;). Die Komposition TM; — M; > T*M, bezeichnen wir dabei
ebenfalls mit w. Fiir eine Symmetrie oder einen Automorphismus F; des Systems (M, , z, L,) gilt nicht nur die Invarianz
von L; unter T F; auf der Hyperfliche @ = 1, sondern auch die Vertrdglichkeit mit der Zeit z: Man hat ein kommutatives

Diagramm F
M, M,
R — R

mit einem Automorphismus « der Zeit, d.h. einer Translation « : ¢ + ¢ + a . Entsprechend ist ein automorpher Fluss
®,(s, P) fir (M, , z, L) definiert. Der dazu gehorende Fluss der Zeit R hat (notwendigerweise) die Gestalt (s, t) >
t + as mit konstantem a € R. Solch ein automorpher Fluss ldsst sich mit Hilfe seiner infinitesimalen Verriickung X

) Ist L invariant bzgl. X, soist L + df offenbar fiir jede C>-Funktion f : M — R wegen Dy df = d (Dx F) schwach
invariant bzgl. X.



durch
Dy L1 =0 auf w=1 und (X, w) =Dx,z=a = const.

charakterisieren. Demgemif sagen wir, L sei schwach invariant unter X, wenn eine Funktion g, : M; — R
existiert mit Dy L1 = dg; auf w = 1 und wenn (X;, w) = const. ist. In dieser Situation erhalten wir das folgende
Noethersche Theorem bei zeitabhidngigen Wirkungsfunktionen:

4.E.3 Satz Ist das System (M, ,z, L) schwach invariant beziiglich des Vektorfeldes X, mit D;(ILI = dg, auf
w =dz =1 und a := (X,,w) = Dx,z = const., so ist die Funktion Dx, L, — aE, — g\ konstant lings der
verallgemeinerten Zustandskurven (¢, , ¢1) des Systems, wo

E\(P,&) =DoLi(P,&; &) — Li(P1, &)
die Energiefunktion auf TM, ist.
Beweis. Ineinem lokalen Koordinatensystem mit Werten in einem Vektorraum V; giltdg; (x; ; u;) = D3 ) Li(x;,uy) =

DlLl(xl N Xl(xl)) + DZLl(xl Su; Dulxl(xl)) ,falls w(xysuy) = list. Mitw(gr;¢1) =1, 60(901 ; X(QOI)) =a
und der Eulerschen Gleichung ergibt sich

% (Dx, Li(g1 . ¢1) — g1(91)) =

Y

(DaLy (@1, @15 Xi(91)) —dgi(or; ¢1) =

I

t
= (4 DaL1(g1, 1)) (X1(00) + DaLi{p1 13 Doy Xin) = din (s 1)
= D1L1(<ﬂ1,¢|; X1(§01)) - )»w(wl; X1(§01)) —D1L1(<ﬂl,¢1; X|(<ﬂ|))

= —ho(pi; Xi(1) = —2a,

~—

und fiir %El (¢1, ¢1) erhdlt man

d . . . .
E(DZLI(QOI» @1:91) — Li(1, 91)) = DiLi (g1, @13 ¢1) — o (er, 1) +

+ Dy L (@1, @15 ¢1) — DiLi(@1, @15 ¢1) — D2 L1 (@1, 915 1) = —A . o

Man beachte, dass man in 4.E.3 die Zeit z gar nicht zu kennen braucht, sondern nur ihr nirgends verschwindendes
Differenzial w = dz. Ferner braucht man L nur in einer Umgebung von @ = 1 zu kennen. Haben wir ein autonomes
System (M , L), das schwach invariant ist beziiglich X mit D3 L = dg, so erhilt man das erste Integral DxL — g aus
4.E.2,indem man4.E.3 auf R x M — R und das Vektorfeld X; = (0, X) anwendet. Wahlen wir jedoch das Vektorfeld
X, = (9/0t), so erhalten wir aus 4.E.3 noch einmal den Energiesatz, d.h. die Energie als erstes Integral.

Allgemeiner operiere eine (reelle) Lie-Gruppe G mit der Lie-Algebra g auf dem zunéchst autonomen System (M , L), d.h.
G operiere auf M im Sinne von Definition 3.C.1 und L sei invariant unter der zugehorigen Operation von G auf TM . Dann
ist insbesondere L invariant unter den Vektorfeldern der Form X zu den Einparametergruppen (¢ , P) — (expt§) P,
& € g. Wirsagen in dieser Situation, das System (M , L) sei invariant unter der (durch& — X;) gegebenen Lie-
Algebra-Operation von g auf dem Raum X (M) der Vektorfelder von M . Nach dem Noetherschen Theorem ist langs
jeder Zustandskurve des Systems (M , L) die Funktion D¢ L := Dy, L : TM — R konstant fiir jedes § € g. Insgesamt
ist die sich daraus ergebende Abbildung DyL : TM — g* mit (P, n) —> (S — D:L(P, r))) ein erstes Integral des
Systems (M , L) mit Werten im Dual g* = Homg(g, R) von g. Man beachte, dass wegen Xz 1 = [X¢, X(], vgl. 3.C.5,
die Gleichung

fur beliebige &, ¢ € g gilt. Ist das zeitabhdngige System (M, , z, L) invariant unter einer Lie-Algebra-Operation von
g, so ergibt sich aus Satz 4.E.3 das erste Integral DyL; — a £, mit Werten in g*, wobei a:g — R die Linearform
& —> (X1, o) = D),z ist und E; die Energie des Systems. Bei schwacher Invarianz ist Dle = dgg auf
o = 1 mit Funktionen g;: M — R, von denen wir annehmen konnen, dass g : & — g; linear ist. Ein erstes Integral
(wieder mit Werten in g*) istdann DgL; —aE; — g.

Die vorstehenden Uberlegungen zum Noetherschen Theorem zeigen in typischer Weise, dass bei Symmetriebetrachtungen
fur Differenzialgleichungen nicht eine (Lie-)Gruppe G globaler Symmetrien die entscheidende Rolle spielt, sondern ,,nur*
eine (Lie-)Algebra g infinitesimaler Symmetrien. Dies war fiir Sophus Lie ein wichtiger Gesichtspunkt, als er die Theorie
der Lie-Gruppen und Lie-Algebren entwickelte. Wir betrachten einige konkrete Beispiele.

4.E.4 Beispiel ( Operation der Galilei-Gruppe - Klassische Erhaltungssédtze der
Mechanik) Wir erinnern an die Galileische Beschreibung unserer Raum-Zeit-Welt E (vgl. Bd. 2, Beispiel
7.A.9): E ist ein 4-dimensionaler affiner Raum mit einer surjektiven affinen Zeitabbildung z: £ — T,
wobei der Zeit-Raum T eine orientierte affine Gerade ist. Der Kern Vg des linearen Anteils zo: V — V¢



mit V := V(E) und Vr := V(T) ist der Raum der raumartigen Vektoren. Er trigt ein Skalarprodukt, das
die Metrik von Vg bestimmt. V7 identifizieren wir nach Wahl einer in die Zukunft weisenden Basis von V7
mit R. Man vergleiche hierzu Bd. 2, loc.cit. und Bd. 2, Beispiel 13.A.12. Ist iiberdies ein Zeitursprung
festgelegt, so konnen wir sogar T = R annehmen.

Ein Automorphismus f von E heifit eine (metrische) Galilei-Transformation von E. Es handelt
sich dabei um eine Affinitit f: £ — E, die eine Translation f7:7T — T der Zeit induziert und deren
linearer Anteil fj auf Vy eine orthogonale Transformation induziert. Wihlt man eine Basis vy, vy, v, v3 von
V := V(E) derart, dass vy, v,, v3 eine Orthonormalbasis von Vy ist, so ist die Affinitdt f von E genau dann
eine Galilei-Transformation, wenn die Matrix von fj bzgl. vg, vy, v», v3 die Form

1 0 0 O
a

b A
c

hatmita, b, ¢ € Rund einer orthogonalen Matrix 2l € O3(R), vgl. auch Bd. 2, 8.A, Aufg. 25. Wir bezeichnen
die Gruppe dieser (metrischen) Galilei-Transformationen als die (metrische) Galilei-Gruppe G von E .
Sie ist eine abgeschlossene Unter-Lie-Gruppe der Lie-Gruppe A(E) aller Affinitdten von E , die die Gruppe
T(E) = V der Translationen umfasst. Es ergibt sich eine exakte Sequenz 0 - V — G — Gy — 1 von
Gruppen, wobei G die Untergruppe der linearen Anteile fo € GL(V) der f € G ist.”) Insbesondere ist G
das semidirekte Produkte

VXxGy € VxGL(V) = A(E).

Da G nach obiger Beschreibung eine 6-dimensionale (abgeschlossene) Lie-Untergruppe von GL(V) ist, ist
die Galilei-Gruppe G eine 10-dimensionale Lie-Gruppe. Sie hat genau zwei Zusammenhangskomponenten,
die durch die beiden Zusammenhangskomponenten von O(V) bestimmt werden. Die Zusammenhangs-
komponente der Identitiit besteht aus den eigentlichen Galilei-Transformationen und werde mit G*
bezeichnet. ©)

Die Lie-Algebra g von G ist eine Unter-Lie-Algebra der Lie-Algebra a(E) von A(E), vgl. 3.B, Aufg. 4. Der
exakten Sequenz

0—->V—->G—>Gy—1
von Lie-Gruppen entspricht die exakte Sequenz
0—-V-o>g—>9g0—0

der zugehorigen Lie-Algebren. Zeichnen wir noch einen Zukunftsvektor vy € V der Zeitldnge 1, d.h. mit
Z0(vo) = 1 aus, wihlen wir also — physikalisch gesehen — eine Schar von Beobachtern mit Relativgeschwin-
digkeit 0 und (konstanter) Vierergeschwindigkeit vy aus, so ist V = Rvy @ Vs, und z identifiziert Rvy mit
Vr = R. Zeichnet man in dieser Schar einen festen Beobachter aus, d.h. eine Gerade &/ = Rvy + O in E,
so liefert die Isomorphie # x Vg — E mit (P, x) — x + P eine Einbettung von O(Vs) in G und damit von
0(Vy) in g, die mit der Einbettung von o(Vs) in go auf Grund der Zerlegung V = Ruvy @ Vs vertriglich ist. 7y

SchlieBlich erwidhnen wir die exakte Sequenz 0 — Gy — G — R — 1, die von dem surjektiven
Homomorphismen von G auf die Gruppe R = V7 der Translationen von 7 herrithrt. Grp ist also der
Normalteiler derjenigen Galilei-Transformationen, die die Zeit fest lassen. Es resultiert eine entsprechende
exakte Sequenz 0 — gr — g — R — 0 derLie-Algebrenund eine Zerlegung g = Rvy@gr . Physikalische
Gesetze in der Galileischen Raum-Zeit-Welt E konnen nur dann universelle Bedeutung haben, wenn sie
invariant unter der Galilei-Gruppe G sind (wobei man dariiber diskutieren kann, ob uneigentliche Symmetrien
zuzulassen sind) .

Betrachten wir nun ein nicht notwendig zeitunabhéngiges mechanisches System (M, L) . 8) Die (absolute)
Zeitz : E — T induzierteine Zeitz : M — T ,und die Operation von G auf E wird in der Regel eine natiirliche

5) G, ist hier also nicht die Zusammenhangskomponente der Identitit von G.

) Man vergleiche die Galilei-Gruppe G mit der ebenfalls 10-dimensionalen (isochronen) Poincaré-Gruppe eines affinen
Minkowski-Raums der Dimension 4 (Bd. 2, Abschn. 16.B).

") Einen vollen Schnitt zu g — gy und damit eine Zerlegung g = Vs @ go erhilt man {ibrigens, wenn man auf 4 noch
einen Punkt auszeichnet.

8) Wir unterdriicken hier den Index 1 in M = M, , den wir bislang in einer solchen Situation benutzt haben.



Operation von G auf M oder zumindest der Lie-Algebra g von G auf X (M) induzieren, die mit der Operation
von G auf T vermoge z vertrdglich ist. Ist w = dz und ist v9 € V C g eine Vierergeschwindigkeit mit
20(vo) = 1, so hat man also a|gr = 0 und a(vy) = 1 fiir die durch a(§) := (X, ) definierte Linearform
a:g— R.

Wenn das mechanische System (M , z, L) schwach invariant beziiglich der Operation von g ist, sprechen
wir von einem abgeschlossenen mechanischen System. Fiir solche Systeme gilt nach 4.E.3:

4.E.5 Energie-Impuls-Erhaltungssatz. Sei (M, z, L) ein abgeschlossenes mechanisches System mit der
Gesamtenergie E und mit D, L = dg¢ auf dz = w = 1. Die Zuordnung g :§ — g sei linear auf g. Dann
ist die Funktion

DyL —aE — g

auf TM ein erstes Integral mit Werten in g* = Homg(g, R). Insbesondere ist Dy, L — g wegen a(gr) =0
ein erstes Integral mit Werten in g7 .

Bedenkt man, dass g die Dimension 10 hat, so ist das erste Integral aus 4.E.5 nach Wahl einer Basis von
g mit nicht weniger als 10 ersten Integralen mit Werten in R dquivalent (die allerdings nicht voneinander
unabhiingig zu sein brauchen) .

Unterrdume U von g liefern spezielle erste Integrale: Wihlt man fiir U den Raum Vg € gr der rdumlichen
Translationen und identifiziert man iiber das auf Vg gegebene Skalarprodukt den Dualraum V¢ mit Vs, so ist

Dy,L:TM — Vg.
der gewohnliche Impuls.

Ist die Weltlinie eines Beobachters 7 = Rvyg+ O C E ausgezeichnet, so liefert die zugehorige, oben beschrie-
bene Einbettung o(Vs) € gr einen Impuls mit Werten in o(Vy)*, der sich mittels einer Orientierung von Vg
folgendermallen beschreiben lasst: Zunichst identifiziert man die Lie-Algebra o(Vs) iiber das Vektorprodukt
in Vg mit Vg, vgl. Bd. 2, 18.D., Aufg. 20, und dann o(Vs) * mit V", also ebenfalls mit Vs . Insgesamt ergibt
sich so der sogenannte Drehimpuls

Do(Vs)L TM — VS .

Der Unterraum Vg @ o(Vs) von g ist 6-dimensional. Jedes 3-dimensionale Komplement dazu in g liefert
eine volle Beschreibung des ,,Impulses* Dy, L : TM — g7 . Es ldsst sich im Allgemeinen nicht so kanonisch
angeben.

Ist das System invariant (und nicht nur schwach invariant) unter den infinitesimalen Translationen von Vg
bzw. den infinitesimalen Drehungen aus o(Vs), so gelten der Impuls(erhaltungs)satz bzw. der
Drehimpuls(erhaltungs)satz. Der Energie(erhaltungs)satz E = const. gilt, falls fiir die
Vierergeschwindigkeit vy des Beobachters die volle Invarianzbedingung D %y, L = 0 erfiillt ist (was in der
Regel der Fall sein wird) .

SchlieBlich erwihnen wir, dass auch die (schwache) Invarianz beziiglich noch kleinerer Untergruppen von
G bzw. Unter-Lie-Algebren von g wertvolle Erhaltungssitze liefern kann. Beispielsweise erhilt man bei
Vorgabe eines Beobachters /4 aus der Invarianz beziiglich der Gruppe der Drehungen um eine feste Achse
Rov; mit v; € Vg, ||v1]| = 1 die Konstanz der Drehimpulskomponente beziiglich Rv; € Vg = o(Vs).

4.E.6 Beispiel Wir setzen das letzte Beispiel fort und betrachten konkreter ein System von » Massenteilchen in
der 4-dimensionalen Galileischen Raum-Zeit-Welt, die wir mit Hilfe eines Beobachters 1 = Rvg + O mith x
Vs identifizieren. Der verallgemeinerte Konfigurationsraum M istdann ohne Zwangsbedingungen eine offene
Menge in i x Vg und bei Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen eine Untermannigfaltigkeit davon. Von
der Lagrange-Funktion nehmen wir an, dass sie in einer Umgebung von TM in T(h x Vg) = (h x V§) X
(Rvg x V¢) definiert ist. Ferner fixieren wir eine Orthonormalbasis vy, v, v3 fiir den Raum Vg der rdumlichen
Translationen von E, die wir gleichzeitig zur Definition einer Orientierung auf Vg benutzen. Ist dann M
invariant unter den infinitesimalen Translationen aus Vg, d.h. sind die Vektorfelder x = (0, x,...,x) €
Ruvg x Vg mitx € Vy tangentiell an M, so ist der Impuls fiir das System (M , L) definiert und offenbar gleich



wo d/0x,; die Ableitung in Richtung des Tangentenvektors (0,0,...,0;0,0,...,v;,...,0) aus (Ryy x
V¢) x (Rug + Vg) ist, bei dem v; an der (r + p + 2)-ten Stelle steht. Ist nur die infinitesimale Translation
zu dem festen Vektor x = ajv; 4+ apvy + azvs € Vs tangentiell an M, so ist wenigstens noch der Impuls
in Richtung x

auf TM definiert.

Zur Bestimmung des Drehimpulses bemerken wir als erstes, dass bei der Identifikation von Vg mit o(Vs)
einer Winkelgeschwindigkeit 2 € Vg das Vektorfeld Xq :x = Q2 x x auf Vg entspricht und folglich das
Vektorfeld (f vy, x1,...,x) —> (0,2 x x1,..., Q2 x x,)auf h x V§. Setzen wir voraus, dass alle diese
Felder tangentiell an M sind, so ist der Gesamtdrehimpuls auf M definiert und offenbar gleich (vgl. Bd. 3,

Beispiel 16.B.8)
r 3
oL
DU(VS)L = Z Xp X (Z K U,‘) .
p=1 1 P

1=

Ist M nur invariant gegeniiber der Rotation um eine feste Achse RQ C Vg, so ist wenigstens noch der
Drehimpuls beziiglich der Winkelgeschwindigkeit Q definiert, nimlich durch

r o r Q x, OL/3%,
(Q,DO(VS)L):Z<Q,xpx(Za— )= Det| Q x, AL/3%p |

— U
Xoi .
p=1 i=1 P p=1 Q3 Xp3 8L/8xp3

Die Energie des Systems ist gleich

wo 0/0x¢ die Ableitung in Richtung (0,0,...,0;v9,0,...,0) € (Rvyg x V) x (Rvg x Vg) bezeichnet.
dL/dx, wird in der Regel verschwinden.

Hat die Lagrange-Funktion die spezielle Gestalt

,
L= % S omp i, P = U@,
p=1
so ist L genau dann invariant bzgl. der infinitesimalen Translation mit dem Vektor x € Vs, wenn die Rich-
tungsableitung (x, Z;Zl grad , U ) verschwindet. Dabei bezeichnet grad ,U den Gradienten des partiellen
totalen Differenzials von U nach der p-ten Komponente von V¢ . In diesem Fall bekommen wir die Impuls-
komponente

(x > Z:)zl mpxp) =(x, mS)

als erstes Integral. m = )"/ _| m, ist dabei die Gesamtmasse und § := L 3" | m,x, der Schwerpunkt des
Systems. Die x-Komponente der Schwerpunktsgeschwindigkeit ist also konstant. Entsprechend ist L genau
dann invariant bzgl. einer infinitesimalen Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit €2, wenn gilt:

r

Z(Q X x,,grad ,U) =0.

p=1

Dies ergibt als erstes Integral die Drehimpulskomponente
(Q, Z;:lxpx myx,) = Z;II(Q X Xp, MpXp) .

Die Invarianzeigenschaft von U gegeniiber Translationen bzw. Rotationen sind sehr natiirliche Bedingungen.
Sie sind sicherlich dann erfiillt, wenn U nur von den Abstinden der Masseteilchen abhingt. In diesem Fall
ist U sogar gegeniiber allen Galilei-Transformationen invariant. (Dies gilt jedoch im Allgemeinen nicht fiir
die kinetische Energie % >y 1%, 1%.)



Betrachten wir schlielich noch die Invarianz gegeniiber denjenigen Galilei-Transformationen, deren linearer
Anteil auf Vg die Identitét ist, also die Form

y:tvg+ve— tvg+v+tw

haben mit der ,,Relativgeschwindigkeit“ w = I',,vg — vy € Vs bzgl. vyo. Nach Wahl eines Zeitnullpunktes
O fiir den Beobachter & identifiziert sich £ = h x Vg mit R x Vg und z mit der Projektion (¢, x) + ¢
von R x Vg auf R. Ferner ist dann die lineare Gruppe der I',, w € Vs, kanonisch in G eingebettet. Zur
Einparametergruppe s — Iy, gehoren die Vektorfelder

X(t;xt,...,x)=(0;tw,...,tw) e Rx Vg,
)~((t;x1,...,x,;l;)'cl,...,)'cr) =0;tw,....tw;0;tw, ..., tw) € RxVy x(RxVy).
Es ist also
DgL =) _\(w,tm,%,+tgrad,U) = t(w, Z;:lmpxp>+t(w, > - grad, U).

Die Invarianzbedingung DL = O fiir dz = df = v = 1 ist in diesem Fall nicht zu erwarten. Gilt aber
(w, Z;Zl grad, U) = 0, so hat man die schwache Invarianzbedingung

DiL =d({w,))_, myx,)) =d(m(w,S))

fir r = 1, wobei wie obenm = ) m, die Gesamtmasse und S = % > m,x, der Schwerpunkt des Systems
ist. Mit 4.E.3 bekommt man nun das erste Integral

(w,tZ;:] mp)'cp) —m{w, S) = (w,m(ts —s)),

d.h. die Konstanz von y—y fiir y = (w, §), woraus wieder die Konstanz der w-Komponente y = (w, $) der
Schwerpunktsgeschwindigkeit folgt, die wir bereits oben unter derselben Voraussetzung hergeleitet haben.

4.E.7 Beispiel Einfache Beispiele zum Noetherschen Theorem erhilt man auf folgende Weise: Der Konfi-
gurationsraum M sei eine offene Menge U in einem Vektorraum V. Die Lagrangefunktion L : U x V — R
sei konstant in Richtung vy € V, d.h. die Richtungsableitung (D,),,L sei identisch 0. Dann ist das System
(M , L) offenbar invariant gegeniiber der infinitesimalen Translation mit vyp. Das Noethersche Theorem
besagt, dass der ,,Impuls (D,),,L in Richtung vy* ein erstes Integral ist. Dies ergibt sich natiirlich auch
unmittelbar aus der Eulerschen Gleichung (d/dt) D,L = D; L . Dabei ist ganz wesentlich, dass das Vektor-
feld X = vy konstant ist. Fiir ein beliebiges Feld X auf U mit (D)xL = 0 ist (D,)xL in der Regel kein
erstes Integral. Interpretiert man die Richtungsableitung (Dy),, nach Wahl einer Basis von V als partielle
Ableitung nach einer der Variablen ¢, so bedeutet (D;),,L = dL/dqo = 0, dass L von g nicht abhéngt.
Solche Variablen nennt man auch zyklische Variablen.

Ist V euklidisch mit der Orthonormalbasis vy,...,v, und x;,...,x,, X;,...,X, als den zugehdrigen
Koordinatenfunktionen auf TU, so haben D; L und D, L die Gradientenfelder grad, L = )} IL 4 bzw.

i=1 BX[
grad, L =", gTL v; und der obige Impulserhaltungssatz lautet: Ist vo € V ein Vektor mit (vo, grad; L) =
0, so ist der verallgemeinerte Impuls (v, grad, L) in Richtung vy ein erstes Integral. Man interpretiere das
Brechungsgesetz aus Bd. 3, Beispiel 10.B.2 unter diesem Gesichtspunkt.

Fiir einen Massenpunkt in einem 3-dimensionalen orientierten euklidischen Vektorraum V/, der sich in einem
rotationssymmetrischen Zentralfeld bewegt, ist die Lagrange-Funktion
1 112
L= 5mllx|* = U(llxll)

invariant gegeniiber linearen Drehungen, und der Drehimpuls x x m x ist ein erstes Integral. Es handelt sich
also um eine ebene Bewegung, die bei x x x # 0 in der zum Drehimpulsvektor orthogonalen Ebene stattfindet
(und bei x x x = 0 auf der festen Geraden Rx) . Ferner ist % |lx x x| die konstante Flichengeschwindigkeit

(vgl. Bd. 3, Beispiel 4.A.11) . Der Energiesatz liefert zusitzlich E = %m %1% + U(||x||) = const.
Ist etwas allgemeiner
L=3m(lxll) 1%1* = U(llx]l)

eine Lagrange-Funktion, bei der m vom Zentrumsabstand | x| abhidngen darf, so liefern Energie- und Dre-
himpulssatz die Konstanz von

Ln(Ix) 1212 + U(Ixl)  und — x xm(fx]) %



Aus der Konstanz des Drehimpulses folgt wieder, dass es sich um eine ebene Bewegung handelt und dass
der Betrag
m(llxll) eIl f161] sin £ (x , %)

konstant ist. Bei U = 0 haben wir diese Aussage ebenfalls schon in Bd. 3, Beispiel 10.B.2 bewiesen und als
Strahlgesetz bezeichnet.

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 5.C, Aufgabe 2, p. 197 (1.6.2011)
In der Formel der 20. Zeile dieser Aufgabe muss es "In ||w]|" statt "In ||[|w]|" heiBen.

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 6.B, p. 215 (1.11.2012)
Man ersetze in den Zeilen 12/13 den Satz:

Sind V| € V und W; € W Unterrdume, so induziert die Tensorproduktnorm auf V ® W die Tensorprodukt-
norm auf V; ® Wy, vgl. Aufg. 1f).

durch:

Sind V; € V und W; € W Unterrdume, so induziert die Tensorproduktnorm auf V ® W in der Regel nicht
die Tensorproduktnorm auf V; ® W;. Dies gilt jedoch z.B. dann, wenn die Normen auf V bzw. W jeweils
von einem Skalarprodukt herriihren, vgl. Aufg. le), f).

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 6.B, p. 222 (1.11.2012)
Man ersetze die beiden Aufgabenteile 1e) und 1f) durch:

e) V und W seien wieder endlichdimensionale normierte K- Vektorrdume und ||—|| sei die Tensorproduktnorm
auf V ® W. Dann sind (nach Konstruktion) die kanonischen Isomorphismen

(Ve W) =Hom (V,W*) und (VQ® W)" = Hom(W, V¥)

normerhaltend: Die Tensorproduktnorm |—| ist die Dualnorm auf Hom(V,W*)* = Hom(W*, V) bzw.
Hom(W, V*)* = Hom(V*, W), vgl. auch g). — Sind V; € V und W; € W Unterrdaume und existieren Pro-
jektionen p, g von V bzw. W mit Bild p = V;,Bildg = Wy und || p||, llg]| <1, so ist die Beschrinkung von
||—1 auf V; ® W, die Tensorproduktnorm auf V; ® Wi . Insbesondere gilt dies, wenn die Normen auf V und W
jeweils von einem Skalarprodukt herriihren. (Bemerkung. Im Allgemeinen stimmt die Tensorproduktnorm
auf Vi ® Wy nicht mit der Beschriankung der Tensorproduktnorm von V ® W iiberein. Fiir ein Beispiel sei
K=R,V=QR*"|-lls) W= |-lls), Vi :=Rv; + Rv, + Rvs € R*mit v, := (1, 1,1,1), v, :=
(1,1,—1,—1),v3:= (1, —1,1, —1) und W, := W. Der Dualraum W* = (R3)* = R3 trigt dann die Sum-
mennorm, ferner ist ||ajv; + axv2 + azvslleo = lai| + |az| + laz| = ||(ai1, az, a3)||1. Die lineare Abbildung
Vi— W* vi>ef, i=1,2,3, mit Norm 1 lidsst sich nicht zu einer linearen Abbildung V — W* mit Norm
1 fortsetzen. Generell ist die kanonische Injektion Vi ® W = Hom(V;, W*)* C Hom(V, W*)* =V Q W
genau dann normerhaltend, wenn jeder Homomorphismus V; — W* eine Fortsetzung V — W* mit gleicher
Norm besitzt, vgl. Bd. 2, 17.B, Aufg. 29.)

f) Sind V und W K-Vektorrdaume mit Skalarprodukt und sind V; € V und W; € W Unterrdume, so induziert
die Tensorproduktnorm auf V ® W die Tensorproduktnorm auf V; ® Wy, vgl.e). Insbesondere kann man
dann die Norm ||z|| fiir z € V ® W bereits in dem kleinsten (endlichdimensionalen) Untertensorprodukt
V. ® W, von V ® W berechnen, in dem z liegt, vgl. 6.A, Aufg. 5a) .

(Wir verdanken diese und die vorangegangene Korrektur Herrn I. Ullisch aus Miinster.)

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 9.B, Aufgabe 20, p. 331 (1.2.2013)

In der letzten Zeile des Vorspanns zu der Aufgabe ersetze man "C” " durch " C"*+!".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 11.B, Aufgabe 4, p. 452 (1.6.2011)

In der Beschriftung der ersten Zeichnung ist " > " durch " ) " zu ersetzen.
i=0 reRr



Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 12.C,, p. 496 (1.6.2011)

In der letzten Zeile vor Beispiel 12.C.23 ersetze man den Hinweis "Bd. 3, 7.G.7" durch "Bd. 3, Beispiel
7.C.24".



Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 12.C, Aufgabe 6e), p. 505 (1.6.2011)
Man fiige am Ende der Aufgabe den folgenden Text hinzu:

Bemerkung. Dass die Fundamentalgruppen von Gebieten U € R? keine nichttrivialen Torsionselemente
besitzen, wurde bereits von H. Hopf vermutet und von C.D. Papakyriakopolous ("Papa") in der Arbeit "On
Dehn’s Lemma and the Asphericity of Knots", Ann. of Math. 66, 1 -26 (1957) bewiesen, vgl. dort Corollary
(31.8). Wir verdanken diesen Hinweis Herrn Professor R.V. Gurjar vom Tata Institute of Fundamental
Research, Bombay/Mumbai.

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 12.C, Aufg. 13a), p. 507 (1.6.2011)
Man ergénze die Aufgabe durch den folgenden Zusatz:

Die beiden Zusammenhangskomponenten V, W des Komplements der zu $"~! homdomorphen Teilmenge
S C€ R” haben iiberdies beide die Menge S als Rand. (Zum Beweis sei P € S und U C R” eine offene
Umgebung von P. Dann ist R"— (S—U) = U U V U W zusammenhingend; denn nach dem Bewiesenen
ist fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C R”, die zu einer echten abgeschlossenen Teilmenge in R~
homoomorph ist, das Komplement R” — A zusammenhingend. Also haben sowohl V' als auch W mit U
einen nichtleeren Durchschnitt.)

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 16.C, p. 720 (1.6.2011)

In der dritten Zeile nach Satz 16.C.11 ersetze man die Matrix " (7: (1))" durch " (_: (1))".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 17.A, Aufg.4 p. 741 (1.11.2012)
Man ersetze die Aufgabe durch die folgende leicht korrigierte Fassung:

Sei M eine zusammenhiingende Riemannsche Fliche mit universeller Uberlagerung N — M und Decktrans-
formationsgruppe G € Aut N (die eine diskrete Untergruppe der Lie-Gruppe Aut N ist). Jeder Automor-
phismus von M lésst sich zu einem Automophismus von N liften, der notwendigerweise zum Normalisator
Naun(G) von G in Aut N gehort. Dieser ist eine abgeschlossene Untergruppe von Aut N und damit
eine Lie-Gruppe, und Aut M ist eine zur Weyl-Gruppe Nayn(G)/G kanonisch isomorphe Lie-Gruppe.
(Vgl. 13.D, Fulinote 3.)

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.B,) p. 770 (1.11.2012)
In der ersten Zeile des Beweises von 18.B.6 ersetze man "x € X" durch "f € F".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C,), p. 780 (1.11.2012)
In der 20sten Zeile (das ist die Zeile vor (1)) ersetze man "T = F o Q" durch "T' = F'(Q) = Qo F".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C,), p. 782 (1.11.2012)
In der 14ten Zeile ersetze man "¢ +— D"¢" durch "¢ — T(D"p)".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C,), p. 785 (1.11.2012)
Man ersetze in der 16ten Zeile "D(M x N)" durch "IK".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C,), p. 785/786 (1.11.2012)
Auf den beiden angegebenen Seiten ersetze man jeweils (insgesamt achtmal) " So ---" durch "--- 0o S".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C), p. 786 (1.11.2012)
Am Ende des Beweises von 18.C.12 fiige man den folgenden Text hinzu:

Wegen der Stetigkeit von T ist auch die Funktion g stetig. Uberdies darf man die Operatoren T und D",
d"g
atv

t)=T(ur M(t— u)) . g ist also eine C*°-Funktion.

ve N vertauschen, d.h. es ist agv



Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C), p. 788 (1.11.2012)

In der 16ten Zeile ersetze man "ein Losung" durch "eine Losung".

Band 4, korrigierte 1. Aufl. (Version 2011), Abschnitt 18.C, Aufg. 5¢) ), p. 791 (1.11.2012)
Man ersetze den Teil (2) der angegebenen Aufgabe durch folgende etwas prizisere Fassung:
(2) Wir nehmen die Formel aus Aufg. 3 zum Anlass, die Faltung einer reguldren temperierten Distribution
der Form Ty, f € §, mit einer weiteren (beliebigen) temperierten Distribution 7 in folgender Weise zu

definieren: (77 * T)(¢) = T(f * ), ¥ € 8. Dann gilt der folgende Faltungssatz: F(Ty xT) =
Qm)™*(F £)(FT). (Vgl. Bd. 3, 17.A.6. — Der Giiltigkeitsbereich des Faltungssatzes lisst sich ausdehnen,
vgl. auch die anschlieBende Bemerkung.)



