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Einleitung

Die moderne stabile Homotopietheorie findet ihre natiirliche Formulierung in der Katego-
rie der Spektren. Die vorliegende Arbeit gibt eine allgemeine und einfache Version dieser
Kategorie an, die mit allen wiinschenswerten, zu erwartenden Eigenschaften ausgestattet
ist.

Die erste stabile Kategorie definierten E.H. Spanier und J.H.C. Whitehead [SW] 1955
zur geeigneten Beschreibung ihres beriihmten Dualitéitssatzes fiir endliche Polyeder. Die
Verallgemeinerung dieses Satzes auf eine groflere Klasse von Ridumen fiihrte Spaniers
Schiiler Lima [Li] drei Jahre spéter auf den Begriff eines Spektrums. Ein solches Objekt
besteht aus einer Folge von punktierten Rdumen X = (X, X1, X5, ...) zusammen mit
Strukturabbildungen

& S'ANX, — X

fiir jedes n € N. Ein entscheidender Vorteil dieser Definition bestand in der Existenz
von (stabilen) Eilenberg-MacLane-Objekten, die J.F. Adams in [Ad1] eine natiirlichere
Fassung seiner Spektralsequenz erméglichten. Auch andere Co- bzw. Homologietheori-
en als die singuldre wie die K-Theorie oder der Bordismus lieflen sich durch Spektren
reprisentieren. Die multiplikativen Strukturen beschrieb G.W. Whitehead [Wh1] durch
Abbildungen
Joa : Xp NYg — Zpiq

zwischen Spektren X, Y und Z. Die Morphismenmengen in seiner Kategorie waren aller-
dings fiir viele Zwecke zu klein: Grundlegende Konstruktionen wie der Abbildungskegel
mit den {iblichen Eigenschaften konnten hier nicht existieren (vgl. [Pul]).

Die erste allgemein anerkannte Version fiir CW-Spektren wurde erst 1969 von J.M.
Boardman [Bo] vorgestellt. Ein A-Produktbifunktor wirkt auf Boardmans Kategorie und
macht die zugehorige Homotopiekategorie symmetrisch monoidal mit dem Einhdngungs-
spektrum der 0-Sphére (S™,idgn+1) als Einsobjekt. Leider entstanden in diesem Zusam-
menhang auch Hindernisse, die eine Verallgemeinerung geometrischer Konstruktionen wie
die Bildung von Schleifenspektren und Gruppenoperationen auf Spektren oder die Defini-
tion von parametrisierten Spektren nicht zuliefen. Aus diesem Grund wurde bereits 1973
in [Pu2] ein koordinatenfreier Zugang zum Produkt vorgeschlagen.

Bezeichnet {e,} die Standardbasis des R® := colim {R? C R! € R? C ...} und fassen
wir die 1-Sphire als Ein-Punkt-Kompaktifizierung S®¢» von Re, auf, so 148t sich jedes
Spektrum auch in der Form

(XRn, é-n : SRe" /\XRn — XRn+1)

schreiben, d.h. die gew6hnliche Notation eines Spektrums benutzt in diesem Sinn implizit
eine fest gewéhlte Basis des R*™. Ersetzt man die Indexmenge N durch die Menge aller
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endlichdimensionalen Teilrdume a eines euklidischen Vektorraums U abziéhlbarer Dimen-
sion, so wird durch

(U,X)ANU", X)) axar = Xo AN X!, fiir axad CcUxU'

in kanonischer Weise ein Produkt von Spektren (U, X), (U’, X') gegeben. Dieser Ansatz
iibertrug sich in [CP] nun auch auf den parametrisierten Fall, der seine Motivation eben-
falls aus einer Verallgemeinerung der Spanier-Whitehead-Dualitit schopft (vgl. [Cl1],
[C12] und [DP]).

Die Entwicklungen der letzten Jahre auf dem Gebiet der stabilen Homotopietheorie
haben die Notwendigkeit eines A-Produkts von Spektren deutlich gemacht, welches bereits
vor dem Ubergang zur Homotopiekategorie assoziativ ist und ein Einsobjekt besitzt. In
[El] werden deshalb die iiber verschiedenen parametrisierten Vektorrdumen indizierten
Spektren zu einer groflen, symmetrisch monoidalen Kategorie S zusammengefafit. Leider
sind die hier verwendeten Indexmengen zu grof, so da {R" x B 25 B; n € N} nicht
immer cofinal in dem parametrisierten Vektorraum R® x B 2 B ist. Auflerdem werden
hier keine inneren Produkte fiir N-indizierte Spektren konstruiert, die keine CW-Spektren
sind.

Dem Weg von A.D. Elmendorf folgend wird in dieser Arbeit zunéchst eine grofie, sym-
metrisch monoidale Kategorie S fiir Spektren iiber den unparametrisierten Indexmengen
entwickelt, die sich zudem abgeschlossen gegeniiber allen kleinen Colimites und Limites
verhdlt. Von der Projektion

p:S(U,X),(V,Y)) — EU,V),

die jedem Morphismus in § die zugrundeliegende Isometrie zwischen den euklidischen Vek-
torrdumen U und V zuordnet, kann die Deckhomotopieeigenschaft fiir kompakte Rdume
nachgewiesen werden, wenn (U, X) ein cofibrantes Spektrum ist. Also erbt die volle Un-
terkategorie Scyy von p~! (idr~ ), deren Objekte N-indizierte cofibrante Spektren sind, ein
assoziatives und symmetrisches A-Produkt mit Einsobjekt von & auf dem Homotopieni-
veau. Auf diese Weise entsteht ein Bindeglied zwischen den stabilen Kategorien aus [CP]
und [El]. Mit Hilfe von homotopiecovollstindigen Klassen werden dann CW-Spektren in
Scexh eingeordnet und die Aquivalenz zu Boardmans Kategorie hergestellt. Die Einfach-
heit des A-Produkts ermoglicht schliefilich den Nachweis fiir dessen Vertriglichkeit mit
schwachen Homotopiedquivalenzen.

1.1 A-indizierte Prispektren und Spektren

1.1.1  Wir bezeichnen mit £ die Kategorie der Isometrien. Objekte in £ seien euklidische
Vektorrdaume U hochstens abzidhlbarer Dimension versehen mit der schwachen Topologie
ihrer endlich dimensionalen Untervektorrdume a C U, die die kanonische Topologie tragen

U = colima .
aCU

Als Morphismen lassen wir nur Isometrien zu, damit Bilder orthogonaler Unterrdume
orthogonal bleiben.
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Eine Indexmenge A iiber U € |€| sei eine Teilmenge von U, der Menge aller endlich
dimensionalen Untervektorrdume in U. Aus technischen Griinden verlangen wir, daf jede
solche Indexmenge additiv ist, d.h. mit @ und b sei auch a + b in A enthalten.

1.1.2 Beispiel. {R",n > 0} ist eine Indexmenge fiir R*® := colim{R",n > 0}. Hierfiir
werden wir auch einfach N schreiben und die dazugehoérigen Objekte mit natiirlichen
Zahlen indizieren.

Fiir jedes a C b € U bezeichne b — a € U das orthogonale Komplement von ¢ in b. Au-
Berdem schreiben wir S fiir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von a und Q%__ fiir den
Abbildungsraum FF(S%,_ ) in der Kategorie OF der fasernweise punktierten, parame-
trisierten Rdume mit offenen Projektionen (vgl. Anhang A).

1.1.3 Definition. Ein A-indiziertes parametrisiertes Prdspektrum X tber B besteht
aus einer Familie von parametrisierten Riumen {X, € OF ; a € A} zusammen mit einer
Familie von Strukturabbildungen in OF

f(),a : S%_a AB Xa — Xb
fiir alle a C b € A, die untereinander in folgender Weise vertriglich sind: Mit a C b C ¢ €

A kommutiert .
id A B fb,a

S5 Ap S5 Ap X, S6 Ap Xy

~ | hAgid Eep

gc,a

Sjcgib Ap X, Xe

wobei h : S5 Ap S4 = (8% A S*%)p — 54 der kanonische Isomorphismus ist,
welcher fasernweise durch (¢ — b) @ (b — a) = (¢ — a) induziert wird. AuBlerdem sei &, , :
S% Ap X, — X, der naheliegende Isomorphismus.

Ein Morphismus zwischen A-indizierten parametrisierten Praspektren f : X — Y ist
eine Familie von parametrisierten Abbildungen {f, € 0O5(X,,Y,);a € A}, so daf mit
aChb

gb,a
S5 Ap X, X,
ids%—a /\B fa fb
Mb,a
SE e AR Y, Yy

kommutativ ist. Die resultierende Kategorie wird mit P4 bezeichnet.

Ein A-indiziertes parametrisiertes Spektrum ist ein Praspektrum X € |P4/, dessen Ad-
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jungierte zu den Strukturabbildungen &> : X, — Q% X, Isomorphismen in OZ sind.
S 4 sei die volle Unterkategoerie von P4, deren Objekte Spektren bilden.

1.1.4 Bemerkung. Die Vertriglichkeit der Strukturabbildungen kann auch fiir alle
X € |Pglund a C b C ¢ € A durch die Kommutativitit von

b,a
X, Qe X,
é‘c,a QbB—a é-c,b
h*
Q5 X, — Qe Q50X
ausgedriickt werden. O

Die folgenden Ergebnisse eréffnen uns eine hohe Flexibilitdt in der Wahl der Indexmenge.

1.1.5 Feststellung. Es sei p : Pg —> P4 der kanonische Restriktionsfunktor fir In-
dezmengen A C B. Dann gilt:

(i) p hat ein Linksadjungiertes o : P4 — Pp.

(i) Ist A cofinal in B, d.h. gibt es zu jedem b € B ein a € A mit b C a, so
ist die Einschrinkung von p auf Spektren jp : Sg — S4 eine Aquivalenz von
Kategorien.

Beweis: (i) Fiir jedes b € B sei b := ¥ acs a. Wir setzen

a€A

= mit Strukturabbildungen

SEPAp Xy be A
X)p = B B
(@ X)s { X;:=B; b¢ A

’ 7 r_p 7 WdABE ¢ I
SEO A SEPAX; 2 SET A ST AR X —3" SETY Ap X

fiir alle X € |P4| und b C b’ € B. Die Definition von o auf Morphismen ist offensichtlich.
Weil fiir jedes f € Pg(0X,Y) und b € B das untere Diagramm kommutativ ist, sind

’idsgé AB fE

SbB_E/\B S% /\B X;):S%_I; /\B (O'X)E S%_I; /\BY;;

14

U

)

b—b L
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Pe(oX,Y) — PuX,pY), fr— (XoaDSLApX, Y, ac A
PAX,pY) — Ps(oX,Y), gr— (S50 A5 X; L2 2P ALy 2Ry b e B)
invers zueinander.

(17) Wir erweitern X € Sy durch

X, := colim Q“B*bXa
aDb
a€A

zu einem B-indizierten Spektrum. Das System, iiber das hier der Colimes gebildet wird,
ist wegen der Cofinalitdt von A in B nicht leer und die dazugehorigen Abbildungen fiir
b C a C d sind gegeben durch Q%°X,£9¢ : Q4 X, = Q404X =~ Q% X, Nach
Bemerkung 1.4 sind diese untereinander vertriglich. Die Strukturabbildungen werden von
den Tsomorphismen Q% X, = Q%204 X, =5 Q% colim Q%Y X, fiir jedes b C V' C a
induziert. War X bereits auf B definiert, so erhalten wir via

X, 25 Q00K 2 00, S X,
einen Isomorphismus in Sg. O
1.1.6 Satz. Der Inklusionsfunktor v : S4 — P4 hat ein Linksadjungiertes € : Py —
Sa.
Der Beweis wird in mehreren Schritten erfolgen.

Es bezeichne Pe 4 die volle Unterkategorie von P 4, deren Objekte Einbettungspriaspektren
sind, d.h. die Strukturabbildungen £ sind fiir alle a,b € A gewShnliche Einbettungen
von Riaumen.

1.1.7 Hilfssatz. In Pey und Py existieren alle kleinen Limites und der Inklusions-
funktor ' : Pey — P4 erhdlt diese.

Beweis: Die kleinen Limites in P4 werden termweise fiir jedes a € A gebildet:

. i .  limje g €00 _ j a1 j —a/1: ; .
] — j jeJ b—a v o b—a J o~ b—a 7 . . .
(g'lg]lX )a : %'IEI‘IIIXG %'IEI‘IIIQB X; = QFp ?é?Xb Qp (%IEISIX )o  (vgl. A.8(1))

Wegen der Kommutativitit von , .
(Hjle @) X idp

(Mjes X3) x B - (Iljes Q5 X)) x B
U _ \ U
hmjle @
liijJ X‘?l > limjej QII);GXZ

existieren auch in Pe4 alle kleinen Limites und die Inklusion ¢’ : Pey < P4 erhilt diese.
O

Die folgende Konstruktion geht auf L. G. Lewis zuriick.
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1.1.8 Hilfssatz. ' : Pey < P4 hat ein Linksadjungiertes X : P4 — Pey.

Beweis: Fiir X € P4 setzen wir

AX = li}nF € Pey.

Die Objekte der Kategorie J seien Reprisentanten fiir Isomorphieklassen in P4 von
termweise surjektiven Abbildungen von X in ein Einbettungspriaspektrum FE und die
Morphismen Abbildungen unter X, d.h. jedes

fi(a: X = E,) — (6: X — Ep)

ist eine Abbildung ¢ : E, — Eg € Py mit pa = 3. F : J — Pey ist der Projektions-
funktor, welcher jedem o : X — FE, sein Zielprdaspektrum E, zuordnet.

Wir miissen zeigen, dafl die Objekte von J eine Menge bilden: A ist eine Menge und fiir
jedes a € A gibt es nur eine Menge von Isomorphieklassen der Quotientenmengen von
X,. Schliefilich bilden alle moglichen Topologien fiir diese Quotientenmenge auch wieder
nur eine Menge. Also existiert lims F' in Pey4 nach 1.7.

Die Adjunktion P4 (X, /' X") 2 Pes(AX, X') folgt jetzt wie in [LMS] S.475fF. O

1.1.9 Hilfssatz. Der Inklusionsfunktor 1" : S4 — Pey hat ein Linksadjungiertes w.

Beweis: Zua € Aund X € [Pey| sei

(WX), = colim Q% X, € O,
be A

wobei die Verbindungsabbildungen von den Strukturabbildungen £%¢ induziert werden.
Weil alle €% Einbettungen sind und der Funktor Q% ® diese erhilt, handelt es sich hier
um den gewd6hnlichen Colimes von Riumen (vgl. A.2). Fiir a C o’ € A sind die Struktu-
rabbildungen gegeben durch

colim Q1 * X & colim Qf ~*Ql “ X, = O “colim O “ X,

bDa’ bDa
beA be A beA

% hat hierbei die Form {Q% “k;, o’ C b € A} mit den universellen Abbildungen

— ! . — !
Kp : QI,’; Xy —> colim Q% * X
bDa

be A

Wir moéchten zeigen, dal k ein Isomorphismus ist: Ein Element in Q%_acolim Q%‘“'Xb
hat die Form f: ¥~ — colim Q%% X, (vgl. A.3). Weil S*~* kompakt ist, ist f (S ~%)
bereits in einem Q%‘a' X, enthalten. Also ist k surjektiv. & ist injektiv, denn die universellen
Abbildungen &j sind es.
Sei schliefflich s : K — Q“é‘“colim Q%‘“’Xb eine stetige Abbildung mit kompakter Quelle
K. Indem wir s mit der Inklusion

Q% %colim Q5 X, ¢ Q% %colim Q%% X,

bDa’ bDa’
beA be A
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zusammensetzen und zur adjungierten Abbildung iibergehen, sehen wir, daf s(K) bereits
in einem Q% Q%% X, enthalten sein muf. Also ist auch das mengentheoretische Inverse
zu k stetig und k ein Isomorphismus.

Die universellen Abbildungen (X, — (wX),,a € A) entsprechen jetzt der Eins der
Adjunktion (w, \"). O

Zum Beweis des Satzes 1.6 setzen wir € := w\ : Py — S4. Die Aussage folgt aus 1.8
und 1.9. O
1.1.10 Folgerung. In P4 und Sy existieren alle kleinen Limites und Colimites.

Beweis: Fiir P4 wurde die Existenz von kleinen Limites bereits in 1.7 gezeigt. Weil
Qp mit lim vertauscht, erbt S4 die Limites von P4. Colimites in P4 werden termweise
gebildet (vgl. A.8). Die Strukturabbildungen resultieren aus der Beziehung

(C(])é%]ij) Ap Sp = c?é%]m(Xj A Sg).

Weil ¢ die Inklusion einer vollen Unterkategorie ist, wird der Colimes in S 4 durch € colim ¢ X;;
gegeben:

Sale C(J)élJIn LX;,Y) = 'PA(c?ng LX;j,1Y) & %-nglfPA(LXj’ 1Y) & gleIIJlS_A(Xj, Y)

|

Wir stellen die Beziehungen zwischen den einzelnen Funktoren dieses Abschnitts zusam-
mern:

1.1.11 Hilfssatz. Sei A eine cofinale Indexmenge in B. Dann gilt:

(i))ep ™ pe (17) peo Z e
p
Ps ~ Pa
o
€ L el |t
4
SB = SA

Beweis: (i) Es geniigt fiir X € Pg und Y € S4 den mittleren Pfeil in
1.5(i4)
SA(ﬁ GX, Y) SB(GXa ﬁ_ly)

Po(X,057'Y) == Pa(pX,p1p'Y)
PA(an LY) = S.A(6 pX, Y)

I

—_
(=]

I1:

als Bijektion zu verifizieren: Setzen wir Y = @_1Y € Sg, dann ist die Erweiterung von
f:pX — pLY zu einer Abbildung in Py(X,:Y) fiir b C a vorgeschrieben durch



8 PARAMETRISIERTE SPEKTREN

é-a,b
X, Qv X,
o 0% fa
na,b
Y, = 0% Y,
(it) folgt aus (7) unter Beachtung von po = idp,. O

1.1.12 Definition. Fiir Indexmengen A C U, A’ C U' und (A x A') :={a xd'|a €
A d € A} C U x U definieren wir den Bifunktor

N:Pgx Py — P(.AXA’)
auf Objekten (X, X') € |P4 X Py durch (X A X')oxo := X4 Ap X, mit Strukturabbil-
dungen
SO —axa) p X A X! 2 S8 A Xa A ST Ap X1, €S X, AR Xy
und durch (f A f')axa := fo A fl, auf Morphismen.

1.1.13 Feststellung. Das A-Produkt von Praspektren ist assoziativ und kommutativ
bis auf kohdrente Aquivalenzen.

Beweis: Es geniigt die entsprechenden Aussagen fiir das Ag-Produkt von parametrisier-
ten Rdumen nachzuweisen: Jedes Ag-Produkt von X, X,,...,X,, ist kanonisch isomorph
zu

Xl XB X2 XB...Xp Xn = {(xl,xg, ,.Tn) \pxlxl = Px, Ty = ... = an.Tn},
: : ! ! ! ! ! L]
in dem (21, z9, ..., Ti—1, Sx,0, Tit1..., Tp) Mit (27, 25, ..., 2 1, 5x,0, T}, 1..., ;) fiir alle b € B,
1 < ¢ < n identifiziert wird. O

Das A-Produkt fiir A-indizierte Spektren ist nun gegeben durch
A:8SaxSx L Pux Py Lo Praxa — S(axa)
Zum Beweis der Assoziativitit dieser Verkniipfung bendétigen wir weitere Hilfsmittel:

Wir definieren zu X € Py, Y € Piaxay und a € A ein A’-indiziertes Praspektrum Y (a)
durch
§a><b’,a><a’ b —a v —a
(Y(a))a’ =Yoo — Qp axty = Slp
und ein A-indiziertes Praspektrum F(X,Y’) durch
(F(X,Y))a:=0Pu(X,Y(a)) €05 (vgl. A.7).

Pa(X,Y (a)) ist hier Teilraum von [] 5 FE(X4,Yaxa) und die Strukturabbildungen
ale 7
werden von

!

(Y (a))w

bxal,axa’

H FBB(Xa’a Yaxa’) Hn*—> H Fg(Xa’a QbB_aY;Jxa) = QI)B_a H FBB(Xa’: Y;)Xa’)
B B B

a'eA! a'eA! ac Al
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induziert.
1.1.14 Feststellung. Ist Y ein Spektrum, so auch F(X,Y) und es gilt
P(AXA’)(X A Xla Y) = PA(X7 F(XI: Y))
O

1.1.15 Feststellung. Das A-Produkt von Spektren ist assoziativ und kommutativ bis auf
kohdrente Aquivalenzen.
Beweis:

Saxaxan (X ANX)ANX"Y)

Praxaxam(te(lX N X"), F(1X",.Y))
Piaxarxam (X AN X', F(uLX",1Y))

Saxarxam (€(te(tX N X)) N X"),Y)
S(AX.A’X.A")(G(LX A LXI)a F(LX”’ Y))
Plaxasan (X A XT AL X" 1Y)

11 1l

111

Genauso zeigt man
S(AXAIXAH)(X A (XI A X"),Y) & ,P(AXA’X.A”)(LX AN LX, AN LX”, [/Y),

so dafl wir insgesamt die natiirliche Isomorphie

o

(XAXYAX" =5 e(blX AX"AuX") <— X A (XA X"
erhalten. Die Kohérenzbedingungen fiir die Assoziativitdt und Kommutativitit
XAX' =X M X)Z2e(X'NX)=X'AX
ergeben sich also aus 1.13. O

1.1.16 Bemerkung. Es geniigt, das A-Produkt von Spektren auf cofinalen Indexmen-
gen A C Bund A’ C B' zu kennen und zu definieren, denn das Diagramm

LX L €
S X Sp— P x Pp Psxs) S(BxB)
= pXp pxXp p =P

L XL A €
SAX Sp—— PaX Py Paxa) S(ax )

kommutiert nach 1.11 (4). O
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1.2 Die grofle symmetrisch monoidale Kategorie
In diesem Abschnitt werden die Kategorien Sy fiir jedes U € £ zu einer groflen Kategorie
S zusammengefafit und das A— Produkt von Spektren als innere Verkniipfung definiert.

1.2.1 Um Spektren iiber verschiedenen Vektorrdumen miteinander vergleichen zu
kénnen, konstruieren wir Funktoren

(/ND* : PA — ’P(pA und (,5* : 'P(pA — PA,
wobei ¢ : U — V eine Isometrie, A C U eine Indexmenge und p A := {¢pa;a € A} ist:
b,a o~ —was ~ -
(@ X)pa =Xa o QX & QF (X )ty (Fef)pa = fa
gcpb,gaa

(@Y)a = Yoo — Qﬁb_wytpb o Q%‘“(@*Y)b, (Pg)a = Yoa

Offensichtlich gilt die definitorische Identitdt P,4(9.X,Y) = Pa(X, ¢*Y). Zu jeder In-
dexmenge B C V, die p.A enthélt, setzen wir

Oy =0@y: Py —> Pg und @¢" :=@" p:Pg —> Pa.

¢* erhilt Spektren, so dafl durch ¢ p* = ¢* 1 ein Funktor ¢* : S5 — S4 definiert wird.
Auflerdem sei ¢, = €@, : Sq4 —> Sp.

Aus den Adjunktionen (o, p) (1.5) und (e,¢) (1.6) ergibt sich

1.2.2 Feststellung. (Q., 9*) und (¢, ¢*) sind Adjunktionen und es gilt € ¢, = @, €.
Ist B= @A, dann ist auch €@* =¢*e und 1y, =@t . O

1.2.3 Definition. S bezeichne die groffe Kategorie der Spektren, deren Objekte Paare
(U, X) mit U € £, X € Sy und deren Morphismen

(p, f): (U, X) — (V,Y) Elemente aus Sy(X,¢"Y) = Sy(¢.X,Y) sind.

Um das A-Produkt in § zu definieren benétigen wir das folgende Resultat:

1.2.4 Hilfssatz. Esseien A CU, A" CU' Indexmengen und o € E(U, V), € E(U', V')
Isometrien mit pA C B CV und v A" C B' CV'. Dann gilt fiir alle X € S4,Y € Sa die
natirliche Isomorphie in Sxp)

X NhY = (0 X ) (X AY)

Beweis: Fiir X € Ps und Y € P haben wir aus Adjunktionsgriinden die natiirliche
Isomorphie in Sy

€(teX N 1eY) =5 (X AY).
Zusammen mit der defintorischen Gleichheit

G X A haY = 03X Aoy = o(@uX A )
= oo x P, (X ANY) =@ x1h,(1X ALY)
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und 2.2 ergibt sich

€(Lpe X AN uhY) = e(tept X A LGQ/AJ*LY) & €(@utX A ’;Z*LY)
= e XU, (1LX ALY) 2 (X ).e(tX ALY)

|

1.2.5 Definition. Der A - Produkt-Bifunktor in S ist auf Objekten (U, X) und (U, X')
gegeben durch

s—1
Su x Sy A Swixur = Suxu
(X, X" — XANX'

und auf Morphismen (¢, f) : (U, X) — (V,Y), (¢, f") : (U, X") — (V', X") durch

Sy(0eX,Y) x Sy (0. X, Y) D Spsvny (0 X A X', Y AY)
(2.4)

2 Sy x ) (X AX), Y AY
(@, HINW ) = (pxb, fAf)

1.2.6 Satz. (S,A) ist eine symmetrisch monoidale Kategorie mit (0,S%) als Einsobjekt.

Beweis: Die Assoziativitit und Kommutativitit des A-Produkts in S bis auf kohérente
Aquivalenzen folgen aus 1.15. Die iibrigen Aussagen sind offensichtlich. a

Bezeichnet S die volle Unterkategorie von S, deren Objekte (U, X) iiber unendlich-
dimensionalen U € |€| liegen, dann ist auch (S%°, A) assoziativ und kommutativ bis auf
kohirente Aquivalenzen. Unser Ziel ist aber ein assoziatives und kommutatives A-Produkt
in &y mit einem Einselement. Ganz kann man dies zwar nicht erreichen (s. [Ha]), aber
man kommt nahe heran.

1.2.7 Feststellung. Die Inklusion der vollen Unterkategorie S7° von 8 mit Objekten
der Form (U, X) ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis: FEs geniigt zu zeigen, dafl jedes Objekt in $*° isomorph zu einem Objekt aus
S ist (vgl. hierzu z.B. [La] S.98). Ist (V,Y) ein Objekt in §* und ¢ : Y — V ein
Isomorphismus in £, dann definieren Y i, e *p*Y und ¢*Y i, ©*Y Isomorphismen

(V,Y) = (U,¢Y) in 8. 0

1.2.8 Folgerung. In S gibt es einen A-Bifunktor, der assoziativ und kommutativ ist
bis auf kohdrente Aquivalenzen.

LX1L,

Beweis: Setzt man A : S x SF X4 §% x §%° Ly §%° Ly S wobei r ein Retrakti-
onsfunktor ist, dann liegt die Komposition

(eAid)e (idAe)e

rr(XAXIYAX") = XAX'AX" «— r(XAr(X'AX"))

in 5. O
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Das A-Produkt in S§;F ist erst nach der Wahl eines Retraktionsfunktors r eindeutig be-
stimmt. Wir méchten im folgenden immer annehmen, daf§ » die Form r(V,Y) = (U, ¢*Y)
mit einem festen Isomorphismus ¢ € £(U, V) hat. Mit dieser Konvention erbt nun auch
Sy ein A-Produkt von 8.

1.2.9 Definition. Eine Homotopie von Spektren ist ein Weg in S((U, X), (V,Y)). Um
die Morphismenmengen in & mit einer Topologie zu versehen, geniigt es, die stetigen
Abbildungen in diese Menge mit kompakter Quelle K festzulegen:

Wir verlangen zunéchst von einer solchen Abbildung
s:K— S(U,X), (V)= U Suev)c U [ 05X V).
PEE(U,V) PEE(U,V) aclU
daf} die Zusammensetzung
K -5 S(UX),V,Y) S EUV)C VY ks of

stetig ist. Zu a € U wihlen wir ein b € V mit ¢*a C b fiir alle k¥ € K. (Ein solches
b € B existiert, weil das Bild einer in a gewihlten Basis ein Kompaktum in U ist.) Die
Adjungierten von k x X, +k)g Y r = ng‘pkaY}, werden zusammengefafit zu einer Abbildung

Sba: U kX (S5% Ap Xa)/(k, sx,b,00) ~ (', sx,b,00) — Yy,

keEK

die den Schnitt von S;’;—‘pk” Ap X, konstant bzgl. K abbildet. Die Quelle entspricht T%" Ag
X,, wobei T%* der Thomraum des orthogonalen Komplements von (K x a) C K x b ist.
Insgesamt sei also s genau dann stetig, wenn S, : T?_E}“ Ap X, — Y, fiir alle a € U und
b D ok stetig sind.

1.2.10 Hilfssatz. FiraCd €U, bC b €V gilt S¥ 0 ATH = TV A% 0 m

Der Stetigkeitsbegriff hiingt nicht von der Wahl von b ab, denn sei ¢*a C ¥ fiir alle £ € K
und ¢ := b+ b dann ist die fragliche Abbildung § auch beziiglich ¢ stetig

SE A T Ag X, TS A X,
idScB—b A §b,a §c,a
b Ne,b
S5 A Yy — Y.

und nun auch beziiglich ¢’
Th" Ap Xo —3 Yy 2 Q57Y,,
weil die Adjungierten nach 2.10 stetig sind.

Die Morphismenmengen zu §*, §;° und &y erhalten die Teilraumtopologie von S. Ei-
ne Homotopie in & ist also ein Morphismus in Sy (I4 A X,Y). Dies zeigt, dafl unsere
Definition mit der in [CP] iibereinstimmt.
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Um eine Homotopie in S besser zu verstehen, werden jetzt die Funktoren aus 2.1 verall-
gemeinert.

1.2.11 Definition. Abbildungen X\ : ¥ — V und X : ¥V — U nennen wir zuldssig fiir
v:K— E(U,V), falls

(i) mit a Ca' €U, b C ¥ €V auch Ma C Aa’ bzw. \b C A\
(i) ¢*a C da bzw. ¥ Xb C b fiir alle k € K
(73i) AV eine cofinale Indexmenge in U ist.

Es ist klar, daf fiir ¢ immer zulas51ge )\ und ) existieren. Zu ¢, A, A definieren wir Funk-
toren (gp,)\)* Py — Py und (gp, )\) : Py — Py durch

—_—

(9, X),X)s := T3 Ap X,

((9:2) Y )a 1= F (T5"", Yaa)
mit Jewells naheliegenden Strukturabbildungen (vgl. 2.10).

((p, /\) erhilt Spektren, so dafl wir wie oben setzen

g, A)* = (S;,\)\)*b : Sy — Py
)

und (Qpa )* = ((pa )[’ SU—)SV

1.2.12 Satz. (i) Fir alle X € |Sy| und Y € |Sy| gelten die natiirlichen Aquivalenzen:
To(K, S((U, X), (V;Y))) = Su((p, )X, Y) = Su(X, (9, 1)°Y).
Hierbei ist
To(K,S((U, X), (V,Y))) ={s : K — S((U,X),(V.Y)) [ps =9 : K—EU,V)}.

(ii) Sind auch p und I zuldssig fir ¢, so gibt es natirliche Aquivalenzen

(¢, 1)+
(0, )"

1R

Beweis: (i) Zus: K — S((U, X), (V,Y)) = U, Su(X, ¢*Y) existieren nach Defini- tion
parametrisierte Funktionen

A . b,\b

Sx @ Ig” A Xy — Y, und

Sraa 1 Xo— FE(TF™Yy,) adjungiert zu 85,4 : T3%" Ap Xy — Yia

—_

Diese beschreiben Morphismen in Py ((¢, A),tX,tY) = Sy((p, X)X, Y) beziehungsweise
in Sy (X, (¢, A)*Y) und umgekehrt.

(44) folgt aus (7), denn T,(K,S((U, X),(V,Y))) ist unabhingig von A bzw. A. O



14 PARAMETRISIERTE SPEKTREN

Im Fall K = pt erhalten wir die Adjunktion (., ") aus 2.2 zuriick: Es ist 0. X =
(o, A), mit A = ¢! und aus Adjunktionsgriinden dann auch ¢* = (p,\)*. AuBerdem

verallgemeinert sich die Aquivalenz 2.2 zu (¢, A), € = € (¢, A), und entsprechend Hilfssatz
2.4. Zur Vereinfachung der Notation werden deshalb im folgenden die Indexfunktionen A
und \ weggelassen.

1.2.13 Satz.
S(U, X),(V,Y)) x S(U', X"), (V',Y")) AN S(UxU,XANX"),(VxV YAY)
( ,9) — fAg und
S((U, X), (V,Y)) x S(V,Y),(W, Z)) — S((U,X),(W,2))
( 9 ) = gf

sind stetige Funktionen.
Beweis: Punktweise fiir jedes k£ € K priift man nach, dafl bei der Abbildung

E(K’ 8((U’ X)’ (V’ Y)) X n(K’ S((U,’ XI)’ (V,’ YI)) = SV(SO*X’ Y) X Sy ("/)*XI’ Y,)
Syxvl((p*X N w*X’, YA Y’)

Sy (e x ) (X AX"), Y AY")
T (K, S((U x U', X AX'),(V X V', Y AY")

R IRZ 1>

ein (s1,s2) in (k — s;(k) Asa(k)) iibergeht. Also ist A stetig. Ein dhnliches Argument zeigt
die Stetigkeit der Verkniipfung v. O

1.2.14 Folgerung. Die Verkniipfungen und A-Produkte in S, S* , S5 und Sy sind ver-
traglich mit Homotopien. Insbesondere sind die N-Produkte in den zugehdrigen Homo-
topiekategorien Sh, S®h und S°h assoziativ und kommutativ bis auf kohdrente Aqui-
valenzen. O

Um ein assoziatives A-Produkt in Syh zu definieren, werden jetzt cofibranten Spektren
untersucht.

1.3 Cofibrante Spektren

1.3.1 Definition. (i) Ein Prispektrum X € |P4] heiBt cofasernd, falls X, wohlge-
schnitten und die Strukturabbildungen &, , fiir alle a C b € A abgeschlossene Cofaserun-
gen iiber B sind(vgl. Anhang B).

(49) X € |Sy| nennen wir cofasernd erzeugt oder cofibrant, wenn es eine Indexmenge
A C U und ein cofaserndes X € |P4| gibt, so daB X = eoX gilt. Wir bezeichnen mit
Sc die volle Unterkategorie von S, deren Objekte cofibrante Spektren sind.

Ist die Voraussetzung in (77) fiir eine Indexmenge A C U erfiillt, dann auch fiir ganz
U: Die Strukturabbildungen {-},a von ¢ X sind abgeschlossene Cofaserungen iiber B (vgl.
B.6). Auflerdem sei bemerkt, daf} jedes cofasernde X € | P4 | ein Einbettungspriaspektrum
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ist, weil die Eins n der Adjunktion (S3 Ap __, Q%) eine Einbettung ist. Deshalb gilt die
natiirliche Aquivalenz eX 2 wX fiir alle cofasernden Prispektren X.

1.3.2 Feststellung. (i) Mit X und X' ist auch X N X' cofibrant.
(i1) Ist X cofibrant und ¢ : K — E(U, V), dann ist auch ¢, X cofibrant.
(1i1) Fiir jeden Isomorphismus ¢ € E(U,V) ist mit X auch ¢*X cofibrant.

K

Beweis: (i) folgt direkt aus B.6 und der natiirlichen Isomorphie €(eX N eX') = (X A
X'"). Die Aussagen (i) und (i7i) erledigt 2.2. O

Gegeben sei eine abgeschlossene Einbettung i : A — K. Weil jedes fiir ¢ : K — (U, V)
zuléissige A auch fiir @i zuléssig ist, induziert i abgeschlossene Einbettungen

1b,Xb . Tb,Xb((p 1) é Tb’Xb(gO)
fiir alle b € V und dadurch eine natiirliche Transformation
E#:ai*—ﬂﬁ*:Pu—)'Pv

(14 X)p == "M Ap idxy, - T% (i) Ag Xz, — T%(0) Ap X5

bzw. iy = EE#L Dol — @, Sy — Sy.

1.3.3 Hilfssatz. Sei ¢ : Ix K — E(U,V) undi: 0 x K C I x K. Dann gibt es einen
Homdomorphismus 6, der das Diagramm

IR=

It A T /\b Tb,Xb(¢)

{0}+ A ZdTbk ib,Xb

T"%(61)

kommutativ macht.

Beweis: Die Homotopiedquivalenz j : I x K — I x K (¢,k) = (0, k) induziert einen
Isomorphismus # zwischen lokal trivialen Vektorbiindeln, so daf§

||2°>>

Ui wyerxi(t, k) x (b — ¢®®Ab) Ui wyerxi (t; k) x (b — g9 \b)
Inkl. /I:ucl

Urex (0, k) x OF)\b)

kommutiert. Die Behauptung folgt nach Ubergang zu den Thomriumen. a
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1.3.4 Hilfssatz. Sei f : X — Y ein Morphismus in Py zwischen cofasernden Prdispek-
tren, so daf8 f, : Xo — Y, fir alle a € U eine Homotopiedquivalenz tiber und unter B

1st. Dann ist € f ein Isomorphismus in Scyh.
Beweis: Fiir jedes endlichdimensionale U gilt U € U und die Funktoren

F Scy — S¢g und G: S¢g — Scy
(fosa€U) = fu foo= (5 fael)

sind bis auf natiirliche Aquivalenzen invers zueinander. In diesem Fall ist die Behauptung
also klar, denn fy = (e f)U = fU ist eine Homotopiedquivalenz iiber und unter B. Wir
setzen nun dim U = oo voraus. Leicht finden wir eine cofinale Indexmenge A C U, die
den Ordnungstyp der natiirlichen Zahlen hat. Jetzt erfolgt der Beweis analog zu Lemma
6.5 in [Pu2]. Auch der dort verwendete Satz (10.5) aus [DKP]| iibertrigt sich auf den
parametrisierten Fall. O

1.3.5 Feststellung. Seieni: 0 x K CIXxK, ¢ : Ix K — E(U,V) und X € |Scy|.
Dann ist iy (X) : o1, X — ¢, X ein Isomorphismus in Scyh.

Beweis: Mit i : Tb’Xb(qbi) — Tb’Xb(qﬁ) sind auch (i4X), fiir alle b € V Homotopieaqui-
valenzen iiber und unter B (vgl. 3.3). Die Aussage folgt aus 3.4. O
1.3.6 Hilfssatz. Fiir jedes unendlichdimensionale V ist E(U, V) zusammenziehbar.

Beweis: Siehe z. B. [May]| S.10 Lemma 1.3. O

1.3.7 Folgerung. Zu o, € E(U,V) mit dimV = oo gibt es eine natirliche Aquivalenz

a:p, — . Scyh — Scyh.

Beweis:  Wir wihlen einen Weg ¢ : I — £(U,V) von ¢ nach 9 (s. 3.6) und setzen
i% it ot — 1, i%(pt) := 0, j1(pt) := 1. @ sei die Komposition

Jo# J1g

Px = (¢J0)* — Oy (¢J1)* = s,

wobei 3.5 benutzt wurde. O

1.3.8 Satz. Die Projektion p: Sc((U,X), (V,Y)) — E(U, V) hat die Deckhomotopieei-
genschaft fir alle kompakten Rdume.

Beweis: Gegeben sei ein kommutatives Diagramm der Form

f
0x K

Se((U, X), (V.Y))
in p

IxK - E(U,V)
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Wir wihlen eine cofinale Folge by C by C ... € V und ein fiir ¢ zuliissiges X. X € |Py|
erzeuge X cofasend und

FePu(i, X, 1Y) = 8p(¢i, X, Y) = Ty (0 x K, Se((U, X), (V,Y)))

sei die eindeutig bestimmte Abbildung mit e f adjungiert zu f (vgl. 2.12). Wir definieren
h, als Komposition

TH2 (4) Ay X5, o Agid I Ap T8 (1) Ag X Ll S A Yy, 2 Y,

Um einen Morphismus (h;) € Py(¢,X, 1Y) zu erhalten, muB man die Kommutativitit des
Diagramms

bi+1—b; bi,\b; >
SBH NgTg (‘15) NB XXbi

~ \iil/\Bhi

bi+1,Mbit1 Ab; 1 1—Ab; bit1—b;
Tg™™ (@) Ap S Ap X3, Sg" " Ap Yy,

{ 1d AB §Xbi+1,Xbi { nbi+1,bi

{ ! 1041, i+1 f )( Yl
Bl ' ( ) /\B Abz-i-l ‘

beachten. Unter Benutzung des Homéomorphismus 6 aus 3.3 und der Cofaserungseigen-

Tgi+1,Xb¢+1 (¢i) Ap X

Abit1

= fiﬂ gilt. Das

< ~ ~ idAEs, <
. bit1Abit1 [ g Nbi 1+ Xb o Rbi 4130
schaft iiber B von T+t (1) Ag Szt ™ Ap X5, S

kann h;,; rekursiv definiert werden, so daf} hi+1|Tibi e
B (¢0)AB Abj11

Adjungierte zu € ist die gesuchte Hochhebung von ¢. O

1.3.9 Folgerung. Fir jedes unendlichdimensionale U hat der Inklusionsfunktor Scyh —
Sc®h ein Inverses bis auf Aquivalenzen.

Beweis: Wegen 2.7 geniigt es zu zeigen, dal Scyh — SciPh ein Inverses hat (vgl. 3.6,
3.8):

Scuh(X,Y) = moSey(X,Y) = 10 S (U, X), (U, Y)) = S&h((U, X), (U, Y))

In dem Diagramm

Scyh x Soh
SCuh X SCuh SCuh
} !
N
Sc®h x Sc*h Sc™®h
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kommutiert das untere Quadrat nach Definition. Um die Kommutativitéit des oberen Drei-
ecks bis auf Aquivalenzen zu zeigen, geniigt es nach 3.9 das duBere Fiinfeck zu betrachten.
Wir wéhlen einen Isomorphismus ¢ € £(U,U x U) und erhalten geméff 2.4 und 3.7 in
S%h eine natiirliche Isomorphie

(U x U,id X A0,A) = (U x U, (id x 0),(X A A) = (U x U, g.(X A A)) 2= (U, X A A)

fiir alle X € | Scy | und A € | Sp |- Zusammen mit 3.9 ergibt sich schliefilich das gewiinschte
Resultat:

1.3.10 Folgerung. Scyh ist eine symmetrisch monoidale Kategorie mit S := 0,5% als
Einsobjekt. O

Zun € Z sei X" : Sy — Sn der Translationsfunktor

Xm—|—n ; m+n20
XXy, = —(mtn
( ) {QB(+)X0 ; m+n<0

Offensichtlich gelten die kanonischen Aquvalenzen Y"¥™ 2 ™+ fiir alle n +m € Z und
¥ = idsy. Damit kénnen wir den Aushingungssatz fiir cofibrante Spektren formulieren:

1.3.11 Satz. Jedes cofibrante Spektrum X € | Sen | ist natiirlich isomorph in Senh zu
Y7H(0, Sp) A X).

Beweis: Es sei p : Scre — Scn der Restriktionsfunktor und s : R*® — R die
Isometrie (z1, 2, ...) — (0,21, Ta,...). Dann gilt:

YO0, AX) =5, X ps, p X 2 pid, p ' X =X
Bei dem zweiten Aquivalenzzeichen wurde 3.7 benutzt. O

1.3.12 Folgerung. Die Morphismenmengen in Scxh bilden abelsche Gruppen und die
Komposition von Morphismen ist bilinear.

Beweis: Mit dem Aushingungssatz erhalten wir eine natiirliche Aquivalenz zwischen
Senh(X,Y) und Sexh(SEAX, S4AY). Die Comultiplikation der Sphére u : S? — S2Vv.S?
induziert eine Comultiplikation fiir Spektren

SZAX (52 v S2)AX 2 (SEAX)V (SEAX).

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Tatsache, daf§ S? ein cokommutatives Cogruppe-
nobjekt ist. O
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1.4 Homotopiecovollstindige Klassen

Wir versuchen jetzt, CW-Spektren in die Kategorie St := Senh einzuordnen.

1.4.1 Definition. Sind f! € SN(XO,XI) und f? € Sn(X?, X?), so heifit

2

Zp g2 = colim(X* v X2 I xoy x0 @) 14 A X0 € | Sy |

der Zylinder von f' und f2. Hierbei bezeichnet i, fiir £ = 0,1 die Komposition
X2} AXY — T4 A XO.

Leider kann der Zylinder nicht fiir beliebige Morphismen in Sen gebildet werden. Im fol-

genden nennen wir f € Sex cofibrant, wenn es einen Morphismus f zwischen cofasernden

Prispektren gibt, so dafl € f = f gilt.

1.4.2 Feststellung. Mit f': X° — X' und f?: X° — X? ist auch Zp j2 cofibrant.

Beweis: Wir setzen

Zp o = colim(X" v X2 oy g0 Gy pr Ry

wobei f! und f2 die Morphismen f* bzw. f2 cofasernd erzeugen. Z 7.7, ist wegen B.2, B.5
und B.6 cofibrant und es ergibt sich

Sn(Zgp2,Y)
= lim(Sn(X'V X% Y) TR So(X° v X°,Y) W S (1F A X0, Y))

> lim(Pn(X!V X2,0Y) iy Pn(X0V X007 L Pn(I4 A X0, 0Y))

Ens

= Pn(ZppytY) = SnleZp o, V).

O
Zu jedem Morphismus f € Sn(X,Y') betrachten wir die Cofaser- oder Puppesequenz
x Ly-4Loc
wobei Cf := Z5, 0 : X — B der Kegel von f und 7 der universelle Pfeil ist.
Bezeichnet ¢y : C; — S A X die durch colim(0 V idp, idfg/\x) gegebene Abbildung
colim(Y v B2 x v x "4V 1 A X) — colim(BV B 2° X v X),
dann sind fiir jedes cofibrante f € Sen(X,Y) und T € | Sew | die Folgen
Ay St”(T X) L5 ST, Y) 5 ST, Cp) 5 St (T, X)) s L (1)

/
S sr(x,T) L Sy, T) < S (0, T) S s (X, T - L (2)
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exakt, wobei
St"(X,Y) := Senh(X"X,Y).

Zum Beweis iibertrage man die Homotopien aus [Pul] S.254 auf den parametrisierten
Fall.

1.4.3 Definition. Eine Teilklasse C C | St | heifit h-covollstindig, falls
(¢) mit jedem cofibranten f : X — Y auch Cy in C liegt und
(17) C abgeschlossen gegeniiber kleinen Coprodukten und Homotopiedquiva-
lenzen ist.

1.4.4 Hilfssatz. Gegeben seien Morphismen f': SyAX — X' und f" : SyAX — X"
aus Sn. Dann st

Zpm=2Cp mit f=j1f —joaf":SEAX — X'V X"
(j1, J2 sind hier die jeweiligen Inklusionen in das Coprodukt).

Beweis: Das Diagramm L ,
(20, Zl)B A ’Ld

X'vVX"VB (STvSHpAX (ITASHEAX

1d (d,0)p Nid hp N id
et (io, 1) 5 A id 1

X'v X" (S'vShHpAaX (ITASHYEAX

beschreibt eine Abbildung ® : C; — Zp g, wobei d := (ji, jo(—idg1)) : S* — S' v S!
und h eine Homotopie von (ig,i;)d in den Grundpunkt von It A S! ist. (ip,i;) und h
induzieren eine Abbildung

A = colim(S' v S' &Y st v st (od) 1+ A gty 5 1+ A S
bei der es sich um eine eine Homotopiesiquivalenz unter S* vV S* handelt. 7/ bezeichne ein
h-Inverses unter S' v S.

Wir definieren nun W : Zy gn — C als die universelle Abbildung auf X'V X" und
(I ASYsAX VBN Ap A X 1, Cy. f ist hier gegeben durch (S'V S')5 A X vy
X'v X" ™% C und der universellen Abbildung (It A S')p A X — C.

Um ¥ ® ~ id¢, zu beweisen, beachte man, daf
(IF A SYp A X "2 (1 A S o A X P2 A Ap X LS )
homotop relativ (S' V S')g A X zu dem universellen Pfeil (It A S')p A X — Cy ist. Die

Homotopie ® ¥ ~ idy, g folgt aus der Gleichung ® f = u (¢p A idx) mit universellem
UZ(I+/\81)B/\X—)ZfI,f//. O

1.4.5 Feststellung. Es se:
X0 Ly xr Iy x2 L

eine Folge cofibranter Morphismen, so dafs
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(i) ﬁf : X,’f — X,’f“ fiir alle k,n € N abgeschlossene Cofaserungen tiber B
sind und

~ £0 ~ £1 ~ £2
(ii) colim(X° L5 X1 L X2 Ly ) € | Pn| cofasernd ist.
Dann existieren cofibrante f, f' € Sen und eine Homotopiedquivalenz

Zpp -2 colim(X° — X! — X2 — ).

Beweis: Wir definieren

_ n n J"x; x € X™ n gerade
I n\E/NX — n\e/N X0 e { g frr; x € X™ n ungerade

n gerade

und

oV X — ) X oo

neN neN
nungerade

j"x; x € X™ n ungerade
jvtfre: ¢ € X™ n gerade

(™ sind die Inklusionen in das jeweilige Coprodukt.) Weil die naheliegende Abbildung
® vom Zylinder in den Colimes cofibrant ist, geniigt es nach 3.4 zu zeigen, dafl & von
Homotopiedquivalenzen iiber und unter B erzeugt wird:

Es sei 7(k) der Zylinder in Py von

fk): V X" —s V X" und f(k): \V} X" — V X",

n=1,2,....k—1 n=1,2,....k n=1,2,...k—1 n=1,2,...k
n gerade nungerade

wobei k € N und f(k) bzw. f'(k) wie oben durch die Erzeugenden der f" definiert sind
(7 heiBt auch Teleskop der f™). Die kanonischen Abbildungen 7(k), — 7(k + 1), sind
nach B.5 abgeschlossene Cofaserungen iiber B und es gilt Z 7 & colim7(k). In dem
kommutativen Diagramm

sind die Spalten ¢* : 7(k), — X* gegeben durch
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(Fafs bfa) s (FRfy hf) s ) 0 XQv V0 XL — Xp
igerade iungerade i<k i<k
igerade iungerade
(LA e+ VIFAX] — XE
i<k

Homotopiedquivalenzen in OF. Also ist auch die induzierte Abbildung auf den Colimites
eine Homotopiedquivalenz iiber B (vgl. Lemma 5 in [tD] S.162f). O

3.11, 4.4 und 4.5 ergeben insgesamt

1.4.6 Folgerung. Jede h-covollstindige Klasse ist auch abgeschlossen gegeniiber Zylin-
dern cofibranter Morphismen und Colimites wie in 4.5. O

1.4.7 Satz. Besteht B nur aus einem Punkt, so ist die volle Unterkategorie Swh von St,
deren Objekte die kleinste h-covollstindige Klasse mit S € | Swh| bilden, dquivalent zu
Boardmans Kategorie Boh (vgl. [Bo|, [Ad2] oder [Sw]). Auferdem stimmen die A-Produkte
bis auf natirliche Aquivalenzen iberein.

Beweis: Die Objekte in Bo sind cofasernde Prispektren X € | Py |, deren Komponenten
X, Zellenkomplexe und Strukturabbildungen

gn : Sl /\Xn —>Xn—|—1

Inklusionen von Unterkomplexen sind. Die Morphismenmengen Bo(X,Y) werden von
Praspektrenmorphismen fp : D — Y gebildet, die auf dichten Unterkomplexprispek-
tren definiert und komponentenweise zelluldr sind. Hierbei heifit D C X dicht, falls es
zu jeder Zelle K C X, ein m gibt, so dafl S™ A K C Dy, gilt. Ein f},, : D' — Y ist
dquivalent zu fp, wenn es ein f7, mit einem dichten D” C X gibt, welches D" ¢ DN D'
und leH = g// = fI|DH erfiillt.

Nach 4.6 gehort eX fiir jedes X € |Bo| zu | Swh| . Ferner verifiziert man unschwer,
dafl D genau dann in X dicht liegt, wenn D €X erzeugt. Also ist die Zuordnung

Boh(X,Y) — Swh(eX,eY) f = (fp,D C Xdicht) — €efp

wohldefiniert. Ist andererseits f € Pn(X,teY) = Sw(eX,€eY), so bezeichne D, den
gréfiten Unterkomplex von X, der ganz in f,'Y,, enthalten ist. Zusammen mit den Struk-
turabbildungen von X erh&lt man ein dichtes Unterspektrum D: Das Bild f, K einer Zelle
K C X, liegt in einem gewissen Q™Y 1, d.h.

fram(S™AK)=S"A fu K C Y,y und somit S™ A K C Dy

Auflerdem finden wir mit Hilfe des (relativen) zelluliren Approximationssatz in der Ho-
motopieklasse von f : D — Y einen zelluldren Reprisentanten. Insgesamt ist also Boh
als volle Unterkategorie in Swh enthalten. Vervollstindigt man die Objektklasse von Bo
mit allen Homotopiesiquivalenten in St, so erhalten wir eine h-covollstindige Klasse, die
S enthilt. Also ist die Aquivalenz der Kategorien Bokh und Swh hergestellt.
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Das A-Produkt in Boh ist in unserer Terminologie bis auf natiirliche Homotopiedqui-
valenzen durch ¢*(X AY) gegeben, wobei

- R® R® x R™® (6%, 0), n gerade
v — 8 (o, eng1); n ungerade
ein Isomorphismus in £(R*°, R>® x R*®) ist ([Sw] S. 259 ff). Die Behauptung ergibt sich

aus
Def.

2.2 K
€' (XAY) Zp'e(XAY)Zp'e(eX NeY) = re(eX AeY)

~n

|

Fiir ein beliebiges B ist es nicht klar, was man unter einem parametrisierten CW-Spektrum
bzw. CW-Raum verstehen soll. Die kleinste h-covollstindige Klasse, die S enthilt, besteht
aus zu wenig Objekten.

1.4.8 Beispiel. Die Kleinsche Flasche entsteht aus I* durch Identifikation der Rinder
(0,t) ~ (1,t), (s,0) ~ (1 —5,0) fiir alle s,¢ € I. Vermége

sg1:S' — Kl t+—[0,4f] und
pri: Kl — S' [s,t] = [t] s,tel
wird sie zu einem Objekt in (9511
Wir behaupten, dafl S%: schwach homotopiedquivalent in (’)gll zu K1 ist, d.h. es gibt ein
fe (’)gi (S, K1), welches eine Bijektion auf den Homotopiegruppen
FoimS(8%) — 78N (K1) mit 75 (X) = 05 h(SE, X)

fiir alle £ € N induziert.

(1) 72" (K1) = 0 fiir k > 2

Sei ein f € 051 (8™ x S', K1) vorgegeben. Die Kleinsche Flasche wird von ei-
nem unendlich groen Mabiusband Mé =R x1/(s,0) ~ (—s,1), s € Riiber-
lagert.

65.0025.00170.0025.002 19.0025.00318.0025.004 17.0025.00516.0025.006 15.0025.00714.0025.00825.005.

7w : M6 — Kl ist durch «[s, t] := [smod 1,t] gegeben.
Der Schnitt sgn, St — S erzeugt m (S™ x S') und ist ins M&biusband

hochhebbar. Deshalb faktorisiert nach dem Hauptsatz fir Uberlagerungen f
durch S" x S* -5 M6 = KI. Wir kénnen sogar fé’sgl [t] = [0,7] fiir allet € I
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annehmen, weil f Schnitte in Schnitte iiberfiihrt.
Die Abbildung ¢ : IX Mé — Mé  (r,[s, t]) — [rs,t] ist wohldefiniert und die

Komposition I x S" x S* U T Mo -2 M6 s K1 liefert eine Homotopie
in Ogi von skipsr, nach f.

(i) 75" (K1) = 0

Sei nun f € O%(Ski, K1) und ¢ : I — S' die Identifizierungsabbildung.
f (¢ x idg1) 148t sich wie oben zu einer Abbildung f: IxS' — M4 hochheben,
soda 7 f = f(pxidg:) und £ (0, [t]) = [0, #] fiir alle ¢ € I gilt. Insbesondere muf
es ein n € Z geben mit f(1,[t]) = [n, ] fiir alle t € L. Aus £(1,[0]) = £(1,[1])
folgt n = 0 und somit £ (0, [t]) = f(1, [¢]) fiir alle ¢ € I. Wir erhalten also sogar
eine Hochhebung f von f in das Mébiusband. Dieselbe Homotopie wie unter
(7) liefert die Behauptung.

(i11) 75" (K1) = Z/2
Jede Abbildung f € O3, (S%, K1) ist auf dem ersten Summanden von S%, =

S! 148! durch den Schnitt vorgegeben. Wir heben f' : T £+ St 25 St S? SEAN
K1 zu einer Abbildung f : T — M6 mit £(0) = [6,0] 0 < @ < 1 und
f(t) =[g(t),t] g : T — R hoch. Insbesondere gilt also g(0) = ¢ und g(1) = n—a
fir ein n € Z. h : 12 — M6 (s,t) = [sg(t) + (1 — 5)%,t] beschreibt ei-
ne Homotopie iiber S' von o,[t] := [2,1] nach f. Wegen h (s,0) + h(s,1) =
59(0)+ (1 —s)5 +s5g(1) + (1 — 5)§ = n induziert h eine Homotopie iiber S*
h:IxS'— Kl von fi, nach may,.

Beachtet man, dafl 7 ag nicht homotop zu 7 a7 und

ro — 4 TO0=Sk; D gerade
" T ar; N ungerade

ist, so erhélt man insgesamt eine schwache Homotopiedquivalenz
S9, =SSt e Ky
O
Man macht sich leicht klar, da8 die Ergebnisse (i) und (4¢) auch fiir jeden anderen Schnitt
s: 81 — KI gelten wiirden. Mit einem Analogon des Whiteheadtheorems fiir die Kate-
gorie Ogi folgt, dal bereits einfache Sphérenbiindel {iber der Kreislinie wie die Kleinsche

Flasche im obigen Sinn keine CW-R4ume iiber S* sein kénnen. Fiir die weiteren Betrach-
tungen wird deshalb B = pt gesetzt.

1.5 Schwache Homotopieidquivalenzen

1.5.1 Definition. (i) Ein Morphismus f € Sx(X,Y") heifit n-zusammenhdngend, falls
fo i me(X) — 1 (V)
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surjektiv fiir alle £ < n und injektiv fiir alle & < n ist. m,(X) bezeichnet hierbei die
Homotopiegruppen Snh(X*S, X).

(17) Ein Spektrum X € |Sn| nennen wir n-zusammenhingend, wenn pt — X
n-zusammenhéngend ist.

(#7i) Ein co-zusammenhingender Morphismus wird auch als schwache Homotopiedquiva-
lenz bezeichnet.

1.5.2 Feststellung. Fir alle X € |Sx | und n+k > 0 ist m,(X) natirlich isomorph zu
T4k (Xk)-

Beweis: ZuT € |T?"| = |Sy| und X € |Sx | haben wir natiirliche Aquivalenzen

So(T, Q" Xp); n>0

Sn(E"0.T, X) = &(T,0°57"X) = { So(T,X-n); n<0

Wegen 0, (ITAS%) = ITA0,S5° bzw. 0,({0, 1} AS%) = {0, 1} A0,S5° folgt die Behauptung
fiir n < 0 aus dem kommutativen Diagramm

Sn(I* AS"S, X) — SoI* AS°, X_,)
Sn({0,1}* A XS, X) - Sn({0,1}+ A S°, X _,)
und analog fiir n > 0. O

1.5.3 Folgerung. f € Sn(X,Y) ist genau dann n-zusammenhingend, wenn fi
n+k-zusammenhéngend ist fiir alle n + k > 0. O

1.5.4 Feststellung. Ist {X*; «a € I} eine Familie cofibranter Spektren, dann induzieren
die Inklusionen i* : X* — \/ 1 X fiir alle n € Z einen Isomorphismus

(1) : @ m(X?) = m(V X*).

acl acl
Beweis: Die lange exakte Sequenz

il Tx i
o (XY 5 (XY X?) 2 1 (Cn) 225 o (XY —
((0,id 5),0) 2
zerfillt, weil 4, ein Rechtsinverses j, : m,(C;1) —  m,,(X?) = 1, (X! V X?) hat.

il a2
Also ist m, (X1) @ m, (X?) (b:5) 7, (X! vV Y?) ein Isomorphismus und per Induktion diirfen
wir annehmen, dafl die Behauptung bereits fiir jede endliche Indexmenge J C I gilt. Unter
Beachtung von 5.2 ergibt sich

Ta((V X)) 2 m(colim(V Xg = QV Xy = 2V X — )

acl acl acl acl
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= colim(m,(colim \/ Xg) —= mpy1(colim \/ Xgyy) — ..
|J|<oo a€J |J]<oo a€J
= colim colim(m, ( V X)) = (VX2 — )
|J|<oo acJ acJ
= colimm,((\/ X*)x) = colim P 7, (Xy)
|J|<oo acJ |J|<oo a€J
= (P ma(XR)
acl

O

Dieses Ergebnis garantiert die Vertriglichkeit zusammenhéngender Morphismen mit klei-
nen Coprodukten. Der letzte Teil dieser Arbeit untersucht die Giiltigkeit eines entspre-
chenden Resultats fiir das A-Produkt von Spektren.

1.5.5 Feststellung. Mit f : X — X' ist auch f ANidy : X ANY — X' AY eine
schwache Homotopiedquivalenz, wenn X, X' und Y wohlpunktierte Riume sind.

Beweis: Benutze [Gr| S.140 Lemma 16.24. O

1.5.6 Satz. Mit f € St(X,X') und g € St(Y,Y') ist auch f N g €
StX ANY, X' AY'") eine schwache Homotopiedquivalenz.

Beweis: (i) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir Y = Y’ und g = idy anneh-
men. Diejenigen Spektren Y € | St |, fiir die f A idy eine schwache Homotopiesquivalenz
darstellt, bilden eine h-covollstindige Klasse C. Denn ist g : Y7 — Y, ein cofibranter
Morphismus zwischen Objekten aus C, so zeigt das Fiinferlemma angewandt auf das Dia-
gramm

21dAgx 1d AT 1dAGgx 1dA g«
Tn(XAYY) — m (X AY?) — 1 (X ACy) — T (XA Yl)—> Tno1(X AY?)
= l fAid« =~ { fAid { fAid« | fAids | fAids
1dAi 1dAgg«

1dAg« *
(X' A YY) —g»wn(X’/\YQ) — T (X'ANCy) — 7, 1(X'/\Y1)—>7rn (X' AY?)

daf} auch C, zu C gehort. AuBerdem garantiert 5.4 die Abgeschlossenheit von C gegeniiber
kleinen Coprodukten:

TmXAVYY) =2 1V XAY) 2P m(XAYY)
acl acl acl
e D (X AYY) Z (X A\ Y?)
acl acl

Der Aushiangungssatz 3.11 ermoglicht eine Zerlegung von (f A ids), in Isomorphismen

(X AS) 2 m 1 (X) B 1 (X7) 2 (XA S).

Damit gilt die Behauptung bereits fiir jedes CW-Spektrum Y € | Sw |. Zu einem beliebigen
Y € |St|, welches von Y cofasernd erzeugt werde, finden wir unter Verwendung des
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(relativen) CW-Approximationssatzes einen Prispektrenmorphismus § : Y — Y, so
daB Y’ := €Y’ € |Sw| und g, schwache Homotopieiquivalenzen sind. Wenn wir zeigen
koénnen, daf} die vertikalen Pfeile in dem Diagramm

£ Aid
XAY - X'AY
idAg B idAg
FAid
XAY X'AY

Bijektionen auf den Homotopiegruppen erzeugen, sind wir fertig. Hierzu wihlen wir ¢ :
R>*® — R* x R* wie in 4.7 und es ergibt sich

(X AY)) 2 mal(0eX A Y))) S mal(6"e(X AT E mal(e6" (X AT))
£ 1 (colim (X gy A ¥ ) = (Kpaa) A Vi) = Q2 (K A Vigs)) = )
= colim(wn(X’[%] ~[' 1) = 7rn+1(()z[%] A ff['k%]) — 7rn+2()2[¥] A ff['kTg]) — ..)
Also ist

(idx A g)ks = colim(idyg A Gpueten))s s T ((X A Yi) — m (X AY))

l—o0 551

nach 5.5 fiir alle n, k € N ein Isomorphismus und die Behauptung folgt nun aus 5.3. O

Wir notieren eine Folgerung, die sich unter Verwendung von 4.6 ergibt.

1.5.7 Folgerung. Jeder Homolgiefunktor

voll

H :D C St — Abelsche Gruppen

der Form H.(X) = St"(A, X AE) mit A € |Sw| und E € |St| ist mit schwachen
Homotopiedquivalenzen vertrdglich. O

1.5.8 Hilfssatz. Jedes n-zusammenhingende, cofibrante Spektrum X ist schwach ho-
motopiedquivalent zu einem Y = €Y € |Sw|, so daff die (n + k)-Geriiste von Y}, fiir alle
n —+ k > 0 nur aus einem Punkt bestehen.

Beweis: Der Morphismus

-V VvV =rse iy

m2n [a]€mm (X)

0
mit S® := S induziert Surjektionen auf den Homotopiegruppen m;(Y?) LN 7 (X) fiir alle
k € Z. Um Injektionen zu erhalten, konstruieren wir rekursiv f*:Y* — X, so daf§

(i) Y entsteht aus Y? durch Anheftung (stabiler) Zellen der Dimension > n
(it) ftlgt~ f? fur g Yl YUt
(i17)  kern(m,(Y?) LN (X)) C kern(my(Y?) L5 mp (YiH)) fiir alle k € Z
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Yi*! sei der Kegel von

VoV osmse Py

m2>n [a]€Km

wobei K, := kern(m,(Y") ELN Tm (X)) und S := S gelte. Weil St(__, X') Cofaserse-
quenzen in exakte Sequenzen iiberfiihrt, gibt es ein fo! : Y"1 — X welches (44) und
(731) erfiillt.

Die Eigenschaft (i) sichert uns die Existenz von Y := colimY" als Objekt in Sw. Nach
4.4 und 4.5 148t sich Y bis auf eine Homotopiedquivalenz als Kegel von

id i

\ v VO gy

1€EN 1EN
darstellen. Die exakte Sequenz

¥ i H( DX i
St(Y, X) — [ St(Y*, X) ) Gidyi- H St(Y", X)

iEN iEN

liefert zusammen mit (77) ein f : Y — X, so daB fly: ~ f* gilt.

Jeder Morphismus o : ¥¥S — X 148t sich bis auf Homotopie bereits nach Y° hoch-
heben, also ist f, : 7, (Y) — mp(X) fiir alle k& € Z surjektiv. Zum Beweis der Injektivitét
beachte man die Isomorphie

me(Y) 2 mpp;((ecolim¥Y);)

I

colim(wk+j(colim f’-i) — Ty j+1(colim }7ji+1) = ...)
1— 00

1%

co lim = &~ colim . ; (Y7
(LDENXN e+ (Y1) i—yo0 b+ (15)

cp_l)gl (Y

1%

Jedes Element aus kern(mg(Y) LN k(X)) liegt also bereits im Kern von
fimp (YY) — mp(X) fiir ein 4 € N und wird wegen (44i) unter ¢! annulliert. O

1.5.9 Satz. Das Produkt X AY eines n-zusammenhdingenden Spektrums X € | St | mit
einem m-zusammenhdngenden Y € | St| ist n+m+1-zusammenhdngend.

Beweis: Sind A und B CW-Komplexe mit Zellen nur in den Dimensionen > a bzw. > b,
dann hat das (a + b+ 1)- Geriist von A x B die Form

(AxB)ttt) = | ] APxBW = U APxx u |J *xBYcC AVB.
p+g=a+b+1 a+1<p<a+b+1 b+1<g<a+b+1

Also ist (A A B)@t*+) = x und A A B (a+b+1)-zusammenhiingend. Approximieren wir
demnach X und Y durch CW-Spektren X' und Y’ wie in 5.8, so ergibt sich mit

<

2

X AY) Em(X AY) E 1 k(X AY ) )

= COllm(W]+k(X [%] }7 [ }) — 7T]+k+1(XI[%] A Y’[%]) — )
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der (n +m + 1)-Zusammenhang von X A Y. O

Anhang A. Exponentialgesetze fiir parametrisierte Raume

A.1.1 Ein fasernweise punktierter, parametrisierter Raum oder auch FEx-Raum iiber ei-
nem Raum B ist ein Tripel X = (X,s,p), wobei X ein Raum* ist und s ein Schnitt zur
Projektion p ist, d.h.
B--X-5B

Abbildungen sind mit ps = idg. TZ bezeichne die Kategorie, deren Objekte parametri-
sierte Rdume und Morphismen f : X — Y Abbildungen f : X — Y sind, die f sx = sy
und py f = px erfiillen.

In 72 gibt es Produkte und Coprodukte: Das fasernweise Produkt X x gV ist definiert
als kartesische Ergénzung (Limes) von

XX BE Y

und das fasernweise punktierte Coprodukt X VY als cokartesische Ergéinzung (Colimes)
von

X+—B—Y

mit den naheliegenden Schnitten und Projektionen.

Das Objekt B:=(B,idp, idp) ist initial und terminal in 7;2. Folglich gibt es eine kanonische
Abbildung von X Vg Y nach X xXg Y. Das fasernweise Smashprodukt X Ag Y ist die
cokartesische Ergdnzung von

B<—XVBY—)XXBY.

A.1.2 Feststellung: In T2 existieren alle kleinen Limites und Colimites.

Beweis: Sei J eine kleine Kategorie und F : J — T2 ein Funktor, von dem der Limes
gebildet werden soll. Wir erweitern J um ein zusitzliches Objekt w und verlangen, daf}
die Morphismenmengen J(j,w) und J(w,w) je aus genau einem und J(w, j) aus keinem
Element fiir jedes j € J bestehen. Diese Daten bilden eine Kategorie J. F wird zu einem
Funktor F': J — T2 fortgesetzt, indem wir F(w) := B und F(u) := pp, fiir u:j — w
setzen. Der gewdhnliche Limes in der Kategorie der kompakt erzeugten Rdume von F mit
naheliegender Projektion und Schnitt ist dann ein Limesobjekt in 72.

Ahnlich kann man mit Colimites verfahren, indem man den Funktor F' mit den Schnit-
ten (spj, j € |J|) erweitert. Colimites in der Kategorie der schwach Hausdorff-Rdume sind
hierbei maximale schwach Hausdorff-Quotienten der entsprechenden Colimites in der Ka-
tegorie der kompakt erzeugten Raume (vgl. [Vo] und [Lel]). O

Ist B nichtleer, was wir im folgenden immer voraussetzen mochten, gibt es einen treu-
en Funktor von der Kategorie der punktierten Riume 77! nach 7. Er ordnet einem

*Unter einem Raum verstehe man einen kompakt erzeugten, topologischen Raum, der die schwach-
Hausdorffsche Eigenschaft erfiillt, im Sinne von McCord [Co].
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punktierten Raum (X, zo) das Objekt
Xp = (X x B, (29, dg), prs)

und punktierten Abbildungen f den Morphismus fz:=(fXxidg) zu.
Fiir jeden Ex-Raum Y sei FZ(Xp,Y) das Objekt (F&(Xp,Y), sy, py evs,) in T2, wobei

FB(Xp,Y) :== {g: X — Ylg(wo) = sy py g(z) fiir alle v € X}Teilraumdes AbbildungsraumsY

X sy(b) € FE(Xp,Y) fiir alle beB die konstante Abbildung zum Wert sy (b) und ev die
Evaluationsabbildung ist.

Dann ist F§(Xg,__ ) : TF — TZ rechtsadjungiert zu Xg Ap __ : T2 — T2.
Aber leider ist weder 72 noch Tg, die Kategorie der Riume iiber B (ohne Schnitt),
kartesisch abgeschlossen, d.h. es gibt Objekte ohne Exponenten. Booth und Brown fiihrten
deshalb in [BB] das Konzept der partiellen Abbildungen ein, das hier kurz vorgestellt wird.

A.1.3 Definition: K sei die Kategorie aller kompakt erzeugten Réume (nicht notwendi-
gerweise schwach Hausdorff) und Y ein Objekt in . Wir definieren Y € |K| als Menge
Y U{w} versehen mit folgender Topologie: Die abgeschlossenen Mengen von Y seien Y
und jede abgeschlossene Teilmenge von Y .

_ Die Zuordnung Y — Y ist funktoriell und induziert eine beziiglich Y natiirliche
Aquivalenz

IC(X’?) = UAabgés%i)L(l-ossen IC(A’Y)
. f — f‘f—l(y)
TA — g 3
wobei
miX o h m@={ 0 TER

Zu kompakt erzeugten Ridumen Y, Z € Kg iiber B definieren wir jetzt Fp(Y,Z) € Kp
~Y 5, =Y
als kartesische Ergénzung von B 2B 27 mit naheliegender Projektion. Hierbei
ist # adjungiert zu der partiellen Abbildung
Graph(py) = {(y,pyy) € Y x B} C Y x B 5 B.

Die Konstruktion ist funktoriell in Y, Z und man {iberlegt sich leicht, dafl die Faser
(F(Y, Z)), der Abbildungsraum Z,* ist.

A.1.4 Feststellung: Fp(Y,__) ist rechtsadjungiert zu __ xgY.

Beweis: Ist f: X XgY — Z vorgegeben, dann definieren die Adjungierte zur Erweite-
rung fmxx,y : X XY — Z und p, : X — B genau eine Abbildung g : X — F(Y, Z)
iiber B. Ist andererseits g : X — Fg(Y, Z), dann entspricht die Komposition von g mit

Fp(V,Z) — 7Y ciner Abbildung f: X x Y — Z , die f *(Z) = X xp Y erfiillt. O
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X ist leider nicht schwach Hausdorff, selbst wenn X (% 0) es ist. Aus diesem Grund schlug
L. G. Lewis vor, offene Abbildungen zu betrachten. Das folgende Ergebnis findet sich in
[Le2].

A.1.5 Feststellung. Fiir Y € Tg sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) py ist offen.
(1)) __ xgY :Tg — Tp erhdilt Colimites in Tg.
(11i) Fir jeden Raum Z € Ty ist Fp(Y, Z) schwach Hausdorff.

O% bezeichne die volle Unterkategorie von 7,2, deren Objekte offene Projektionen haben.
OZF hat alle kleinen Colimites, denn Colimites in 72 von Objekten aus OF besitzen offene
Projektionen. Limites und Exponenten kénnen durch ein Rechtsadjungiertes gewonnen
werden.

A.1.6 Feststellung. Der Inklusionsfunktor « : O < TB hat ein Rechtsadjungiertes
T2 — OBL.

Beweis: Zu X € T2 definieren wir OX C X als Vereinigung aller A C X, so daf
px|p + A — B offen ist. Damit ist auch Opx = px[gx : OX — B offen und
der Schnitt von X liegt bereits in OX. Weil die Einschrinkung von px auf das Bild
eines Morphismus f € T2(.Y, X) mit Y € OF ebenfalls offen ist, ist O funktoriell und

jedes solche f faktorisiert eindeutig durch OX. Dies impliziert die natiirliche Aquivalenz
TELY, X) =2 OB(Y,0X). O

A.1.7 Folgerung: (i) OF hat alle kleinen Limites.
(ii) OF ist cartesisch abgeschlossen.

Beweis: (i) Sei (Xj,j € J) ein Diagramm in OF. Wir setzen lim;c; X; := O(limjc s tX;)
und beachten OF (Y, Olim; 1 X;) = T2 (.Y, lim; . X;) = lim; T2 (.Y, X;) = lim; OB(Y, X;).

(#7) Zu'Y € |08 und Z € |T2| definieren wir (Y, Z) € T, als kartesische Ergiinzung

FO(Y, Z) - Fp(Y,2)
(py)* (sy)*
(SZ)*
B = Fy(B, B) - Fg(B,2)

mit dem Schnitt, der durch (py)* induziert wird. Nun gilt

Ts (X AsY,Z) = {feTp(X xgY,Z)|f(z,svb) = 52(b) = f(sxb,y) fiir alle
(z,y) € X XxgpY undb = pxz = pyy}
= T3 (X, F5(Y, 7))

Sind auch X, Z Objekte in OF, so gilt
OB(X ApY,Z) =2 TE(X,FE(Y,12)) = O5(X,0FE(Y,.2)).
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Also ist FE(Y,_) := OFE(Y,1__) rechtsadjungiert zu __ ApY in OB, O

Anhang B. Cofaserungen iiber einem Basisraum

Die punktierte Version der Cofaserungstheorie ist in verschiedener Hinsicht nicht zufrie-
denstellend: Beispielsweise gelten hier keine Produktsitze und Vereinigungstheoreme (vgl
[Ja] S.140 ff.). Wir werden deshalb die Cofaserungstheorie in 7z entwickeln und Ex-
Réume als Objekte in 7 auffassen.

B.1.1 Definition: (i) Eine Abbildung i : A — X in 7 nennen wir eine Cofaserung tiber
B, wenn i die folgende fasernweise Homotopieerweiterungseigenschaft fiir alle Y € |Tg|
hat: Zu jeder Homotopie h : A x I = A xg Ig — Y iiber B und jeder Abbildung
f € Tp(X,Y) mit h(a,0) = fi(a) fir alle a € A gibt es eine Erweiterung H : X xI — Y
iiber B, so da8 H(i x id;) = h und H(z,0) = f(z) fiir alle z € X gilt.

(ii) Ein Objekt X € |T2| heiit wohlgeschnitten, wenn sy : B — X eine Cofaserung
iiber B ist.

Die Cofaserungseigenschaft tiber B fiir i : A — X impliziert, dafl i eine gewohnliche
Cofaserung, also insbesondere eine Einbettung ist. Umgekehrt gilt:

B.1.2 Feststellung: Isti: A — X eine gewdhnliche abgeschlossene Cofaserung in TP,
dann hat ig : Ap — Xp die Cofaserungseigenschaft tiber B.

Beweis: 1p ist genau dann eine Cofaserung iiber B , wenn 0 X XgUIX Ag C Ix Xp ein
Linksinverses in 7p hat (vgl. [Ja] S.134 (20.3)). Weil i eine gew6hnliche Cofaserung ist,
gibt es eine Retraktion r : Ix X — 0 x XUI x A. Also ist rg = r X idg ein Linksinverses.

O

B.1.3 Satz: (Produktsatz fiir Cofaserungen iiber B).
Sind (X, X') und (Y,Y") abgeschlossene Cofaserungspaare iber B. Dann ist auch

(X, XBYUX XBY’) C (X XBY)

eine abgeschlossene Cofaserung tber B.

Beweis: siehe [Ja] S. 139 (20.17). O
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B.1.4 Satz: (Dold-Lillig-Vereinigungstheorem)
In Tp sei das kommutative Diagramm
io
X() - X1 ﬂ X2 X2

il j2

J1
X1 X

gegeben, wobet 11, j1 und jo abgeschlossene Cofaserungen tiber B sind. Unter diesen Vor-
aussetzungen ist auch X1 U Xy C X eine fasernweise Cofaserung.

Beweis: Der Beweis von J. F. Kraus [Kr] {ibertréigt sich wortlich auf den parametrisierten
Fall. a

B.1.5 Folgerung:

Z = X - Y

Jz Jx Jy

I i’
7' X! y!

sei ein kommutatives Diagramm in Tg, in dem 1,4, jy und jz abgeschlossene Cofaserungen
iber B sind und X' NY = X gelte. Dann ist die induzierte Abbildung auf dem Colimes
der Zeilen eine abgeschlossene Cofaserung tiber B.

Beweis: Eine gegebene Homotopie auf dem Colimes der ersten Zeile liefert zunéchst eine
Homotopie auf Z, die iiber B auf Z’ erweitert wird. Damit ist eine Abbildung auf X' x I
konstruiert, die mit der gegebenen auf Y x I im Durchschnitt X x I iibereinstimmt. Nach
dem Dold-Lillig-Vereinigungstheorem B.4 kann man die auf X' UY gegebene Homotopie
schlieBlich auf ganz Y’ erweitern. O

B.1.6 Folgerung: (i) Mit X und Y ist auch X Ag'Y wohlgeschnitten.
(i) Ist i : X — X' eine abgeschlossene Cofaserung iiber B, so auch

X ApY MBS x1 Ay

Beweis: (i) Nach B4 ist j: X Vg Y C X xpY eine Cofaserung iiber B. Also folgt die
Cofaserungseigenschaft des Schnitts von X Ap Y aus B.5 mit jx = sxv,v, Jy = Sxxzy =
JSxvpy und jz = idp.

In (i3) verwende man B.5 mit jx = iVgidy, jy =i Xpidy, jz = idp und beachte B.3. O
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