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Kapitel 1

Kurventheorie

1.1 Euklidischer Raum

Definition 1.1.1. Der euklidische n-dimensionale Raum ist der R™ = {(z1,...,2,) | z; € R}
mit dem Skalarprodukt

n

i=1

Dann heifien

o |z|| = ++/{(x,x) Linge (Norm) von x.

e d(x,y) = ||x — y|| Distanz (Abstand) zwischen z,y.
Bemerkung. (R™,d) ist ein metrischer Raum.
Definition 1.1.2. Eine Abbildung B : R" — R"™ heifit Isometrie (Bewegung), falls
d(Bz, By) = d(z,y)

fiir alle z,y € R" gilt.
Zwei Teilmengen V, W C R"™ heiflen kongruent (deckungsgleich), wenn es eine Isometrie des
R™ gibt, die V in W iiberfiihrt.

Beispiel. Zwei Dreiecke im R? sind kongruent, wenn die Lingen ihrer Seiten paarweise
iibereinstimmen.

Satz 1.1.3. FEine Abbildung B : R — R"™ ist eine Isometrie genau dann, falls B von der
Form Bx = Ax + b mit

AeO(n):={A:R"— R"| Alinear, (Ax,Ay) = (x,y)}
und b € R™ ist.
Bewets.  Sei Bx = Az + b mit A € O(n), so folgt
1B@) - Bl = |14z — Ay| = | Az — )] = [l — ]|

5
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Sei nun B eine Isometrie. Nehme zunéchst B(0) = 0 an. Dann folgt
[B(@)[| = [|B(x) = B(O)[| = [lz = O =[] ,

d.h. B ist normerhaltend. Mit Hilfe der Polarisationsformel erhalten wir:
1
(B(x),B(y)) = 5(1115’(96)\\2 +BW)I* - I1B(z) — By)|*)
1
= §(HwH2 +llP =l = ylI?) = (z,y) -

Also erhélt B auch das Skalarprodukt. Zu zeigen bleibt die Linearitét von B.
Sei ey, ...,e, Standardbasis des R™. Da B das Skalarprodukt erhilt, ist B(ey),...,B(ey)
ebenfalls eine Orthonormalbasis. Schreibe

n

B(z) = aj(x)B(e;)

j=1
so folgt:
ai(z) = (B(x), Ble)) = (@, e).

Insbesondere sind ay, . .., a, linear, und somit ist auch B linear. Sei nun B(0) = b € R", so
setze C'(z) = B(xz) — b. Dann ist C'(0) = 0 und ||C(z) — C(y)|| = || B(z) — B(y)|| = ||z — vyl
d.h. C € O(n). N

Bemerkungen.

1. Da A € O(n) #quivalent zu AT A = id ist, folgt det A = +1. Eine Untergruppe von O(n)
bildet die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) = {A € O(n) | det A = 1}.

2. Die Menge Iso(R™) der Isometrien des R™ bilden eine Gruppe. Sie heifit Isometriegruppe
des R™.

3. Ist D C R", so definiert
Iso(D) := {B € Iso(R") | B(D) = D}

eine Untergruppe von Iso(R™). Je symmetrischer die Menge ist, desto grofler ist die
Untergruppe (s. Ubungsaufgabe).

Definition 1.1.4. Eine Isometrie B € Iso(R™) mit Bx = Az + b heifit orientierungserhal-
tend (eigentlich), falls A € SO(n) . Ist A € O(n) \ SO(n) (d.h. det A = —1), so heifit B
orientierungsumkehrend (uneigentlich).

Beispiel. Spiegelungen an Hyperebene sind orientierungsumkehrend, Drehungen um eine
Achse sind orientierungserhaltend.

Bemerkung. Unter geometrischen Eigenschaften versteht man solche, die invariant unter
Isometrien sind. Die Léngen der Halbachsen einer Ellipse sind geometrische Eigenschaften,
ihr minimaler Abstand zum Nullpunkt ist hingegen keine.

Im folgenden werden wir uns mit glatten Teilmengen des R™ beschéftigen und ihre geometri-
schen Eigenschaften studieren. Die einfachsten Objekte sind die differenzierbaren Kurven.
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1.2 Langen von Kurven

Definition 1.2.1. Eine Kurve ist eine stetige Abbildung ¢ : I — R™, wobei I C R ein
Intervall ist.

Bemerkung. Meistens verlangen wir von den Kurven, dass sie unendlich oft differenzier-
bar sind. Ist I nicht offen, so bedeutet die Differenzierbarkeit von ¢ : I — R™, dafl ein offenes
Intervall J D I existiert und eine differenzierbare Fortsetzung von ¢ auf J.

Wir sind nicht an der Abbildung selbst, sondern an den geometrischen Eigenschaften der
Bildmenge ¢(I) C R™ interessiert. Diese Bildmenge heifit auch unparametrisierte Kurve.

Definition 1.2.2. Ist ¢ : I — R™ eine Kurve und ¢ : I — I eine bijektive differenzierbare Ab-
bildung mit ¢’(t) # 0 fiir alle t € R. Dann heifit ¢ eine Parametertransformation und é = cogp
eine Reparametrisierung von c. Die Pammeteﬁmnsformation © heilt orientierungserhaltend
(orientierungsumkehrend), falls ¢'(t) > 0 ( ) fiir alle t € I.

e T

Abbildung 1.1: Reparametrisierung einer Kurve

i
Ll
i

Bemerkung. Wir sind an Eigenschaften interessiert, die invariant unter Parametertrans-
formationen und Isometrien sind.

c(tk)

Abbildung 1.2: Lingenapproximation durch Polygonziige
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Definition 1.2.3. (Lénge einer Kurve)
Sei ¢ : [a,b] — R™ eine stetige Kurve. Dann heifit

k—1
L(c) =sup{)_lle(tis1) —c(t:)| | k€N, a=ty <ty <...<t=Db}
=0

die Linge der Kurve c. Kurven mit L(c) < oo heiflen rektifizierbar.

Bemerkung. L(c) ist also das Supremum der Léngen einbeschriebener Polygone (siehe
Abbildung 1.2). Es ist nicht schwer zu zeigen (s. Ubungsaufgabe), dass L(c) invariant unter
Parametertransformationen und Isometrien ist. L(c) mufl nicht endlich sein, selbst dann nicht
wenn die Kurve auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert ist (s. Ubungsaufgabe).
Der folgende Satz zeigt hingegen, dass stetig differenzierbare Kurven auf abgeschlossenen
Intervallen rektifizierbar sind.

Satz 1.2.4. Sei c: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt:

b

L) = [ lelas

a

Bemerkung.  Insbesondere ist ¢ rektifizierbar, denn ||é(¢)]] ist auf [a, b] wegen der Stetig-
keit von ¢(t) beschrénkt.

Beweis. Wegen
C(tprl) — C(ti) = / C(t)dt

folgt aus der Definition des Integrals und Satz 8.3.4. ( mein Skript zur Analysis)

letivn) — et < / le()ldt

Wir erhalten

k—1 b
> lleltivr) — et S/llé(t)\ldt
i=0 ;

und somit
b

L) < [ e)ar

a

Setze £(t) = L(c[qy)- Sei t > s, so ist
€(t) — £(s) = L{cps,p)

und es folgt:

lle(t) — e(s)]| - 0t) — 0(s) . Sf”c(x)‘

t—s - t—s - t—s
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Da die linke und rechte Seite fiir ¢ — s gegen ||¢é(s)|| konvergieren erhalten wir

£(s) = lim 4D = 48)

t—s t—s

= [le(s)]l-

Also folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b b
L(c) = £(b) — 0(a) = / O(s)ds = / 1é(s)ds.
0
Bemerkung. Der Grenzwert
£t) — L(s)

lim
t—s t—s

= [le(s)ll
heifit Geschwindigkeit der Kurve ¢ im Punkte c(s).

Definition 1.2.5. Eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ heifit nach der Bogenlinge para-
metrisiert, falls fiir alle s < t, s,t € I gilt

L(c[sﬂ) =t—5.

Lemma 1.2.6. Seic: I — R" eine differenzierbare Kurve. ¢ ist nach der Bogenlinge para-
metrisiert genau dann, falls ||¢(t)|| = 1.

Beweis. Ist ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert, so ist

t
Lley) = / le(w) du=t—s,

und somit J
) = el =1.

Ist ||e(t)]] = 1 fiir alle ¢ € I, so folgt

t
L(csy) Z/Hé(u)Hdu:t—s.

O

Wir miissen die Klasse der Kurven noch weiter einschréanken, denn die Differenzierbarkeit von
c: I — R"™ gewéhrleistet nicht, dass ¢(I) ,,glatt” ist.

Beispiel.  c(t) = (t2,t3) (Neillsche Parabel) Grund fiir dieses Phiinomen ist, dass in ¢(0)
keine Tangente existiert, denn (¢(0) = 0).

Definition 1.2.7. Eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R"™ heifit reguldr, falls ihre Geschwin-
digkeit in jedem Punkte von Null verschieden ist, d.h. ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € I. Der Vektor ¢(t)
heifit Tangentialvektor der Kurve ¢ im Punkte c(t).
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Abbildung 1.3: Neillsche Parabel mit einem Tangentialvektor

Satz 1.2.8. Regulire Kurven ¢ : I — R" lassen sich nach der Bogenlinge parametrisieren,
d.h. es existiert eine Reparametrisierung ¢ : I — I mit ||¢(t)|| = 1 fiir ¢ = co . Dabei kann
w sogar orientierungserhaltend gewdhlt werden.

¢
Beweis.  Seic:I — R" regulir, a € I und ((t) = [ ||é(s)|| ds. Dann ist £/(t) = ||¢(¢)]| > 0
a

und ¢ somit streng monoton wachsend. Setze ¢(I) = Tund ¢ = (71 : ] — I. Dann erhalten
wir mit Hilfe der Kettenregel und der Regel iiber Differenti ation der Umkehrabbildung;:

Insbesondere ist [|¢(s)| = 1. N

1.3 Kriimmung von Kurven

Definition 1.3.1. Sei ¢ : I — R" eine zweimal stetig differenzierbare, nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Dann heif3t

re(t) = [lE@)]
die Kriimmung von ¢ im Punkte ¢(t).
Bemerkungen.

(a) Wird die Kurve mit Geschwindigkeit 1 durchlaufen, so misst x. die Anderungungsge-
schwindigkeit der Tangente, m.a. W. die Kriitmmung ist um so gréfer, je schneller sich
die Tangente &ndert.

(b) k() =0 ¢é(t)=0<c(t)=v-t+b
d.h. die Kriimmung ist genau dann null, falls ¢ eine Gerade ist.

(c¢) Fiir n = 2 werden wir der Kritmmung noch ein Vorzeichen geben. Dies erlaubt zwischen
Links- und Rechtskurven zu unterscheiden.
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Definition 1.3.2. Ist ¢: I — R" regulér und sei ¢ : I — I eine Reparametrisierung, so daf
coy : I — R" nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Dann setze

Kc(t) = ﬁco(p(@il(t)) :

Lemma 1.3.3. Fiir eine requldre Kurve c: I — R" gilt

olt) = VAEGIREC o \IZ’)”3< (1) 1))

Bemerkung. Insbesondere hingt obige Definition nicht von der Wahl von ¢ ab.

Beweis. Es gilt
o)l =1 =) - ' @)l = ' @] llete®)]] - (1.1)
Da c o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert ist, folgt
eopll) = E50) = H 0) -0
= lléle(®)) - ¢ (1) + cle®) - "M,
und damit ergibt sich fiir die Kriimmung der Kurve ¢
_ . 2, _ . _
Re(t) 1= Reop(0™ (1) = [|E(E) - (07 (1) +e(t) - " (0 ) -

Ist /(t) > 0, so folgt aus (1.1): ¢'(¢~1(t)) = ”C(t)” (c'(t),c'(t))fé. Differenzieren wir diese
Beziehung mit Hilfe der Kettenregel, so erhalten wir

") - (e () = —§(C'(t),0'(t)>_% - 2(¢(t), ¢(t))
RCORD)
le)]?
Wegen )
—1y/ _ é
(‘P ) (t) - © ((P_l(t)) - H (t)H
folgt
PR IR NN CORE )
0 = e -0
_ 1 : (¢(t), c(t))
~ T @1e - w0 e |
EREOIE VIED P[> = 2(é(t), e(6)? + (E(t), é(1))?
Am Ergebnis der Rechnung dndert sich nichts, falls ¢'(t) < 0 fiir alle ¢ ist. N

Bemerkung. Man kann zeigen, dass k. eine geometrische Grofle ist, d. h. invariant unter
Reparametrisierungen und Isometrien.

Wir wollen zeigen, dass in der Ebene zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion eine Kurve
existiert. Dazu miissen wir eine Differentialgleichung 16sen.
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1.4 Kurven als Losungen von gewdhnlichen Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir ohne vollstdndige Beweise einige Fakten {iber gewthn-
liche Differentialgleichungen. Details kann man zum Beispiel in meinem Skript zur Analysis,
aber auch in jedem anderen Buch iiber Analysis oder gewohnliche Differentialgleichungen
finden. Der Grund, sie an dieser Stelle zu diskutieren, ist, dass Kurven meist nicht explizit
gegeben sind, sondern oft als Losungen von Differentialgleichungen definiert sind.

Sei J ein Intervall, U C R™ offen und F : J x U — R"™ eine stetige Abbildung. Ist ¢: I — U
eine differenzierbare Kurve mit I C J und

é(t) = F(t,e(t)) (1.2)

so heifit ¢ Losung der durch F' induzierten gewohnlichen Differentialgleichung (1.2). Ist F :
U — R", so heifit die gewthnliche Differentialgleichung

c(t) = F(c(t))
autonom. Dabei interpretieren wir F' als Vektorfeld auf U. Wir nennen die Losungskurve
auch Integralkurve.

Wenn wir in Zukunft von Differentialgleichungen sprechen, meinen wir immer gewohnliche
Differentialgleichungen im Sinne der obigen Definition.

Satz 1.4.1. (Picard-Lindelof)

F :JxU — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung, wobei J ein Intervall und U C R"
offen ist. Dann existiert zu jedem (tg,xo) € J X U ein Intervall I C R mit ty € I und genau
eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ mit

c(t) = F(t,c(t))
und der Anfangsbedingung
c(to) = zp.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz. Die zentrale Idee ist, dass
¢: I — R"™ genau dann eine Losungskurve mit ¢(tg) = xg beschreibt, falls ¢ die Beziehung

c(t) = zo + /F(s, c(s))ds

erfiillt. Dies wiederum ist dquivalent dazu, dass ¢ Fixpunkt der Abbildung
@: COLR") - COLRY), [ (/)

mit
t

¢UW%=m+/F@f®M8

ist. Man zeigt nun, dass ® eine Kontraktion auf dem Banachraum (C°(I,R"™), || ||s) darstellt.
Dabei bezeichnet

[flloo = sup{llf (DI | € Is}

die Supremumsnorm. 0
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Bemerkung. Der Satz gilt unter der schwicheren Voraussetzung, dass F' eine lokale
Lipschitzbedingung erfiillt.

Das Intervall I auf dem die Losung definiert ist, wird im Allgemeinen kleiner sein als J. Als
Beispiel betrachte F : R — R mit F(x) = —2? und die zugehérige Differentialgleichung

é(t) = —cA(t) .

Dann ist ¢(t) = } Losung mit ¢(1) = 1. Die Losung ist aber nicht auf ganz R definiert. Lokale
Existenz ist aber immer garantiert.

Von grofler Bedeutung sind die linearen Differentialgleichungen.

Definition 1.4.2. Sei A: I — M(n,R) eine stetige Kurve in den Raum der reellen n x n -
Matrizen (d.h. die Komponenten von A(t) sind stetige reellwertige Funktionen auf I'). Dann
heifit

é(t) = A(t)c(t) (1.3)

homogene lineare Differentialgleichung. Ist b : I — R" eine stetige Kurve, so heifit die Diffe-
rentialgleichung

&(t) = A(t)e(t) + b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung. Hangen A und b nicht von ¢ ab, so spricht man von
linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen.

1. Die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung (1.3) bilden einen reellen
Vektorraum, denn die Summe zweier Losungen und das skalare Vielfache einer Losung
ist wieder eine Losung (Superpositionsprinzip). Die Losungsmenge der inhomogenen
linearen Differentialgleichung erhélt man als Summe einer speziellen Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung plus eine allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung.

2. Die Losungen einer linearen Differentialgleichung existieren immer auf dem ganzen De-
finitionsintervall von A.

3. Sei A € M(n,R) eine Matrix. Dann ist die Losung ¢ : R — R™ der homogenen linearen
Differentialgleichung
é(t) = Ac(t)

mit ¢(0) = zg durch
ct) = etlzg

gegeben. Dabei ist fiir jede Matrix B € M(n,R) die Matrix e durch die Exponential-
reihe
o0
By B
k!
k=0
definiert. Zur Berechnung von e* kann man zum Beispiel der Matrix A ihre Jordansche
Normalform zuordnen. Besonders einfach wird die Berechnung, wenn A diagonalisierbar

ist.
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1.5 Ebene Kurventheorie

Wir wollen nun zeigen, dass ebene Kurven (Kurven im R?) bis auf Isometrie durch ihre
Kriimmung bestimmt sind. Dies ist jedoch falsch, wenn wir der Kriimmung kein Vorzeichen
geben.

Abbildung 1.4: Nicht isometrische ebene Kurven mit gleicher Absolutkriimmung

Beispiel. Die beiden in 1.4 abgebildeten Kurven haben die gleiche Kriimmung im Sinne
von Definition 1.3.1 bzw. 1.3.2, sind aber nicht isometrisch. Der untere Teil der rechten Kurve
entsteht durch Spiegelung des unteren Teils der linken Kurve an der eingezeichneten Geraden
g. Der obere Teil der rechten Kurve entsteht durch Verschiebung aus dem linken oberen Teil.

Sei nun ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann folgt

d,. .. s
0 = < (e(),é()) = 2(é(0), é(t)) = 0.

Sei J : R? — R? die Linksdrehung um 7/2, d.h. ist e; = (1,0), ea = (0,1) die Standardbasis,
so gilt J(e1) = e2 und J(eg) = —ey. Die Matrizdarstellung beziiglich dieser Standardbasis ist

somit durch
0 -1
(1)

()=

i) X1

(J entspricht in C der Multiplikation mit i = y/—1.) Insbesondere sind J¢, ¢ orthogonal zu ¢
und somit linear abhéngig. Definiere nun k.(¢) durch

E(t) = ke(t)J (E(1)) -

gegeben, und es folgt

Dann gilt
|re(B)] = [lE@)
d. h. bis auf das Vorzeichen stimmt die Definition der Kriimmung von ebenen Kurven mit der

Definition der Kriimmung fiir hoherdimensionale Kurven iiberein. Wie man aus der Abbildung
1.5 entnimmt, gilt x.(t) < 0 fiir Rechtskurven und r.(t) > 0 fiir Linkskurven.
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Abbildung 1.5: Kriimmung ebener Kurven

Orientierungsumkehrende Parametertransformationen &ndern das Vorzeichen der Kriitmmung,
denn aus Rechtskurven werden Linkskurven.

Definition 1.5.1. Ist ¢ eine reguldre ebene Kurve und ¢ orientierungserhaltende Parameter-
transformation, so dass ¢ o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert ist, so definiere

Ke(t) i= Keop( (1)) .
Lemma 1.5.2. Fir eine ebene requlire Kurve ¢ : I — R? gilt

@), Jew)
)= TR

Auflerdem ist k. invariant unter orientierungserhaltenden Parametertransformationen und

ergentlichen Bewegungen. Desweiteren dndert k. sein Vorzeichen unter orientierungsumkeh-
renden Parametertransformationen bzw. Isometrien.

Beweis.  (Ubung) [

Bemerkung. Lemma 1.5.2 steht im Einklang mit Lemma 1.1.3, denn

[(e(t), Je)] = VIle®PIE@I? — (et), é1))?

Sind némlich v, w € R?, so gilt
(v,w)? + (Jv,w)* = ||o]?|Jw]* ,

denn ist v # 0, so existieren a, § € R, so dass

+ﬁ

HUH HUH

HMP:&+W:(@EQQ+G&£QQQ

o] [[o]]

und somit folgt:
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Abbildung 1.6: Ellipse

Beispiel. Die Menge
2?2
E= -+ 5 =1
{5+ 3 =1}

beschreibt eine Ellipse mit Halbachsen a und b. Die Kurve ¢(t) = (acost,bsint),a,b > 0 ist
eine Parametrisierung der Ellipse. Da

¢(t) = (—asint,bcost) und ¢é(t) = (—acost, —bsint)

) 0 -1 —asint —bcost
Jc(t)-( 1 O> ( bcost)_< —asint>'

i~ G0 I0) ab
‘ le@)|? (aZsin?t 4 b2 cos?t)3/2

folgt

Somit erhalten wir

Ist ¢ Kreis von Radius 7, so gilt ¢ = b = r, und daher ist

2 1
'%C(t) - (7“2)3/2 - ;

Satz 1.5.3. (Hauptsatz der ebenen Kurventheorie)
Sei k : I — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert bis auf eine orientierungs-
erhaltende Isometrie genau eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit

Ke(t) = K(t).

Beweis. Ist ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, so gilt

Zunichst beweisen wir, dass bis auf eine orientierungserhaltende Isometrie nur eine nach
Bogenlénge parametrisierte Kurve existiert, deren Kriimmung durch s gegeben ist. Dazu
betrachte zwei nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven o, 3 : I — R? mit ko(t) =
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Kp(t) = K(t). Zu zeigen ist die Existenz einer orientierungserhaltenden Isometrie B € Iso(R?)
mit 3(t) = Boa(t). Wir miissen also die Existenz von A € SO(2) und b € R? nachweisen mit

B(t) = Aaf(t) +b. (1.4)

Sei tg € I. Um A und b zu finden, werten wir die Gleichung (1.4) und ihre Ableitung im
Punkte g aus und erhalten die beiden Beziehungen

B(to) = Aalto) +b

und '
B(to) = Ac(to).

Da c(tg) und ((to) Einheitsvektoren sind, existiert genau eine Drehung A € SO(2), welche
die zweite Gleichung erfiillt. Aus der ersten Gleichung bestimmen wir dann b. Nun miissen
wir zeigen, dass die Gleichung (1.4) fiir alle ¢ € I gilt. Betrachte die Kurve v(t) = Aa(t) + b.
Da die Kriitmmung unter orientierungserhaltenden Isometrien invariant ist, gilt

o (£) = Ralt) = ra(t) = ()

Insbesondere sind T (t) = 4(t) und Ts(t) = 3(t) Losungen der Differentialgleichung

Da die Anfangsbedingungen T’ (tg) = ¥(to) = B(to) = T3(to) libereinstimmen, folgt mit Satz
1.4.1
T,(t) = Ts(t) -

Durch Integration erhalten wir

A(t) = (to) + / T (s)ds = Blte) + / Ty(s)ds = B(t)

to to

und somit gilt die Gleichung 1.4 fiir alle ¢ € I.

Nun wollen wir die Existenz einer nach Bogenldnge parametrisierten Kurve mit vorgegebener
Kriimmung nachweisen.
Sei x : I — R vorgegeben und ¢y € I. Sei vg € R? mit ||vg|| = 1. Dann hat die Differentialglei-
chung

T(t) = v(t) - J(T(2)) (1.5)

genau eine Losung T : I — R? mit T'(tg) = vg. AuBerdem ist ||T(¢)|| = 1, denn

Dies impliziert
IT@)] = 1T (to)ll = 1.

t
Dann ist ¢(t) = 2o + [ T(s)ds eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit k. = . U
to
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Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir nun eine Methode zur Berechnung einer nach
Bogenlinge parametrisierten Kurve ¢ mit vorgegebener Kriimmung x mit x € C*(I) und den
Anfangsbedingungen c(tg) = xo und é(tg) = T'(tg) = vo angeben. Wegen ||¢(¢)|| = | T(t)]| = 1
existiert eine Funktion 6 : I — R mit T'(t) = (cos6(t),siné(t)) (siehe Satz 1.6.1). Dann folgt
aus (1.5)

T(t) = (—sin0(t),cosO(t)) - 0'(t) = k() - J(T(t)) = w(t) - (—sinO(t), cos O(t)) .

Dies ist dquivalent zu
¢
0'(t) = k(t) & 0(t) = 0(to) + / k(s)ds ,
to

wobei (cos 0(t),sin0(tyg)) = vg. Dann ist

c(t) =z + /(cos 0(s),sinf(s))ds

eine Kurve mit . = k.

Beispiel. (Cornusche Spirale)
Diese Kurve ist dadurch charakterisiert, dass die Kriimmung der Kurve proportional zur
Weglénge ist, d.h.

K(t)

— =
fiir eine Konstante a. Diese Kurve ist im Straflenbau von Relevanz, da beim Befahren einer
Strafle solchen Kurvenverlaufes die Auslenkung des Lenkrades proportional zum zuriickgeleg-
ten Weg ist. Mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0 und ¢(0) = (1,0) ergibt sich insbesondere
6(0) = 0, und es folgt

und wir erhalten

Y 2vqs = [ sin(Ls2 1T
/008(28 )ds—/sm(25 )ds = 2\/;
0 0

1.6 Globale Theorie ebener Kurven

Die Kriimmung ist eine lokale Eigenschaft einer Kurve — sie hidngt nur von dem Verhalten
der Kurve in der Umgebung eines Punktes ab. Die Lénge ist ein Beispiel fiir eine globale
Eigenschaft.
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N[
§ J

Abbildung 1.7: Cornusche Spirale

Wir wollen nun etwas subtilere globale Eigenschaften von geschlossenen ebenen Kurven ken-
nen lernen, namlich die Tangentendrehzahl und die Umlaufzahl. Dazu ist es zweckméBig, die
komplexe Exponentialfunktion exp : C — C zu betrachten. Sie ist durch die Exponentialreihe

0k
e R e
exp(z) :=e€* = E I
k=0

definiert. Es gilt fiir z = x + iy
et = e%eW = ¢%(cos(y) + isin(y)).

Die Exponentialfunktion ist analytisch (holomorph) und somit unendlich oft differenzierbar.
Auf dem Streifen
D={z|—-m<im(z) <7}
ist
exp: D — C\ (—o0,0]
ein Diffeomorphismus. Die Umkehrabbildung

log : C\ (—00,0] — D

heifit Logarithmus (genauer Hauptwert des Logarithmus). Insbesondere gilt fir x € R und
y € (=m,m) ,
log(e®e™) =x + iy .

Die Funktion arg : C\ (—00,0] — (—m,7) mit arg(z) = im(log(z)) heifit Argument von z. Sei

S'={veR’| v =1} = {2 €C| || =1}
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der Einheitskreis. Dann lit sich jede Funktion g : [a,b] — S*\ {1} darstellen als

g(t) = e?@8lel®) |

Satz 1.6.1. Sei f : [a,b] — S! eine stetige Abbildung. Dann existiert eine stetige Abbildung
¢ : [a,b] — R mit A
f(t) = e#®

Die Abbildung o ist bis auf eine Konstante der Form 2wk, k € Z eindeutig bestimmt, d.h. ist
@ : [a,b] — R ein weitere Abbildung mit f(t) = ¢?®) | so gilt fiir alle t € [a,b]

o(t) — @(t) = 2k
fir eink € Z.

Bemerkung.  Eine Abbildung ¢ : [a,b] — R mitf(t) = ¢ heiBt Lift oder Polarwinkel-
funktion von f. Schreiben wir f reell, so erhalten wir f(t) = (cos p(t), sin ¢(t)).

Beweis. Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien ¢, ¢ : [a,b] — R zwei stetige Abbil-
dungen mit f(t) = ¥ = ¢¥("), Dann gilt

Gile)—3(1) _ 1

und somit ¢(t) — @(t) = 2wk(t) mit k(t) € Z. Da ¢, ¢ stetig sind, ist auch k : [a, b] — Z stetig
und somit ist k konstant. (Begriindung?)

Nun miissen wir noch die Existenz beweisen. Sei also f : [a,b] — S! eine stetige Abbildung.
Da das Intervall [a,b] kompakt ist, ist f auch gleichmé&Big stetig. Daher existiert ein § > 0
mit |f(t) — f(s)| <1 fiir alle ¢, s € [a,b] mit |t — s| < §. Dies impliziert fiir alle ¢, s € [a, b] mit

lt—s| <o
ol 1
‘f(s) 1‘<|f(8)| b

# —1. Somit kénnen wir eine Unterteilung a =tg <t;1 < ... <t, =b

f(®)

f(s)
des Intervalls [a, b] wéhlen, mit

sowie insbesondere

f(t)

f(t)
fiir alle ¢ € [tg, tx+1]. Nun 148t sich die Funktion ¢ wie folgt stiickweise definieren. Sei zunéchst
¢(a) so gewihlt, dass f(a) = ¥ gilt. Da IO 2 fir t e [a, t1], folgt

- (1.6)

f(a)
FO) _ iare)
f(a)
und somit f(t) = ¢*?) mit der auf [a, ;] stetigen Funktion o(t) = arg(%) + ¢(a). Sei nun

die stetige Funktion ¢ : [a,t;] — R mit
f(t) = et
fiir alle t € [a, tg] schon definiert. Aus (1.6) folgt fiir ¢ € [ty, tx+1] die Darstellung

J() _ asf)
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Definiere nun ¢ : [a, tx11] — R durch

t), firt € |a,t
M:{w() € .t

[~

arg (f(gfi))) + p(te), firt € [ty tita]

Dann ist ¢ stetig, und es folgt ¢*?(t) = f(t) fiir t € [a,t;] aus der Induktionsvoraussetzung.
Fir t € [tk7tk+1] gilt

o) — eiarg(fﬁ':))eiw(tk) _ S Ftr) = f (D).
f(te)
Nach n Schritten erhalten wir schliellich die Funktion ¢ : [a,b] — R mit den verlangten
Eigenschaften. i
Bemerkung. Der Beweis zeigt auch, dass der Lift ¢ einer k-mal stetig differenzierbaren

Funktion ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist.

Korollar 1.6.2. Ist f : [a,b] — S! stetig und ¢ : [a,b] — R ein Lift von f, dann ist p(b)—p(a)
unabhdngig von der Wahl von . Ist f(b) = f(a) (wir nennen dann f geschlossen), so ist

p(b) — ¢(a)
27
Die Zahl W heifit Windungszahl (oder Abbildungsgrad von f).

Wf = e 7.

Beweis. Ist ¢ : [a,b] — R ein weiterer Lift von f, so ist ¢ = ¢ + 27k, und daher ist
@(b) — @la) = o(b) — p(a). Ist f(b) = f(a), so ist ) = (%) und somit @(b) — @(a) = 27k
fir k € Z.

Bemerkung. W, misst, wie oft das Bild der Abbildung f : [a,b] — S mit f(a) = f(b)
den Kreis umwickelt. Das Vorzeichen gibt die Umlaufrichtung an.

Abbildung 1.8: Eine Kurve mit Windungszahl Null
Beispiel.  f:[0,27] — S mit f(t) = €. Dann ist ¢(t) = nt ein Lift von f und

p(2m) — ¢(0)
2m

=n.
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Lemma 1.6.3. Ist f : [a,b] — S stetig und geschlossen und « : [c,d] — [a,b] orientierungs-
erhaltende Parametertransformation, so gilt:

Wi =Wyoq.
Ist « orientierungsumkehrend so folgt:
Wi =—-Wpoq.

Beweis. Ist ¢ : [a,b] — R Lift von f, so ist ¢ o : [¢,d] — R Lift von foa. Ist «
orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend ), so gilt

alc) =a, a(d)=b bzw. alc)=b, a(d) =a
und somit folgt:

p(a)=¢p(b)

2w

M falls « orientierungserhaltend
falls « orientierungsumkehrend.

{ Wy falls a orientierungserhaltend

—W; falls a orientierungsumkehrend

Lemma 1.6.4. Es seien fi1, fa : [a,b] — S' C C geschlossene, stetige Kurven. Dann gilt:
Wf1-f2 = Wf1 + Wf2'

Ist f : [a,b] — ST nicht surjektiv, so ist Wy = 0.
Bemerkung. Insbesondere folgt W,y = =W} aus % - f=1und

0=Wi =W Wy.

Ly = Wyp+ Wy

Beweis. Sei 1 : [a,b] — R Lift von f; und ¢ : [a,b] — R Lift von fy. Dann ist

et = f; und %% = f,

und
i1 L gl — Gilpr1te2) — fi-fa,

d.h. 1 + o ist Lift von fi - fo. Daher folgt
1
Wfl'f2 - %(‘Pl(b) + @Q(b) - @1(a) - 902(61)) = Wfl + sz'

Sei ¢ : [a,b] — R Lift von f, d.h. e®) = f(t). Ist f nicht surjektiv, so ist wegen des
Zwischenwertsatzes

|o(t) = p(s)| < 27
fiir alle s,t € [a,b]. Da ¢(b) — ¢(a) = 27k, ist k = 0. U
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Nun kénnen wir die Invarianz der Windungszahl unter Homotopien beweisen.
Zwei geschlossene Kurven fo, f1 : [a,b] — S* heifien homotop, wenn sie sich stetig ineinander
deformieren lassen.

Definition 1.6.5. Seien fo, f1 : [a,b] — S' stetig und geschlossen. Dann heifit f; homotop
zu f1 (fo ~ f1), falls eine stetige Abbildung

H:[0,1] x [a,b] — S, (s,t) — H(s,t) = H,(t)

existiert mit Ho(t) = fo(t), H1(t) = f1(t), wobei Hy : [a,b] — S fiir alle s € [0, 1] geschlossen
ist.

Satz 1.6.6. Sind fo, f1 : [a,b] — S! stetige geschlossene homotope Kurven, so gilt
Wiy =Wy, .

Beweis.  Sei H : [0,1] x [a,b] — S' C C eine Homotopie mit Hy = fo und Hy = f1. Da H
gleichméifig stetig ist, existiert ein d > 0 mit

[Hs, () = Hy, (1) <1

fir alle t € [a,b] und si1,s2 € [0,1] mit |s; — s3] < 0. Dies impliziert fiir alle ¢ € [a,b] und
51,82 € [0,1] mit |t —s| < d

1
[ Hs, (1)]

0 .

Ha(0) 1' <

und somit auch gslgg # —1. Insbesondere ist die Abbildung f : [a,b] — ST mit
52

nicht surjektiv, und es folgt aus Lemma 1.6.4
0=Ws=Wn, —Wn,.

Also ist s — Wy, lokal konstant und somit konstant auf [a, b], da Intervalle zusammenhéngend
sind. U

Mit Hilfe der Windungszahl lassen sich nun Umlaufzahl und Tangentendrehzahl wie folgt
definieren:

Definition 1.6.7. (a) Sei c: [a,b] — R? eine geschlossene (stetige) Kurve und p ¢ Bild c.
Ist f :[a,b] — S! die geschlossene Kurve mit

_ct)-p
O RN
so heift
Ule,p) =Wy

die Umlaufzahl von ¢ um p.
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(b) Sei ¢ : [a,b] — R? eine regulire, differenzierbar geschlossene Kurve, d.h. c(a) = c(b)

und ¢(a) = é¢(b). Dann ist die Tangentenkurve 7 : [a,b] — S mit 7(t) = % ebenfalls

geschlossen. Die Windungszahl
T(c):=W,

heiflt Tangentendrehzahl von c.
Beispiele.
(1) Tangentendrehzahl: Ist 6 der Lift von 7, so gilt 7(¢) = (cos0(t),sin0(t)).

(a) Einheitskreis

92:71' )
2T Oy
,,,,,,,,,,, 03
tj T s 0o
Os=3~0\ S 0,
e
S Gy=2n
(b) Die “Acht”
2T —+—
T -

(c) Kurve mit einem Selbstschnitt (siehe Abbildung 1.9)

(2) Umlaufzahl (siche Abbildung 1.10)

Definition 1.6.8. Sei c : [a,b] — R? eine regulire ebene Kurve. Dann heifit das Integral:

b
o [ melec)ld

die Totalkriimmung von c.
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4 —+

3m

Abbildung 1.9: zu Beispiel 1(c)

Satz 1.6.9. Ist c: [a,b] — R? eine regulire, ebene, geschlossene Kurve, so gilt

b
1

7(0) = 5= [ relt)le(0]dr

a

Bemerkung. Insbesondere ist die Totalkriimmung invariant unter orientierungserhalten-
den Reparametrisierungen. Dies folgt auch aus der Transformationsformel.

Beweis. Betrachte die Kriimmung

o=t g (i (7)) -

Sei 6 : [a,b] — R ein Lift von

_ )
0=
Dann gilt ®
c(t .
O] = (cos 0(t),sinf(t))
und somit

ét) = lle@)]]" - (cosO(t),sin(t)) + |le)] - 0(75) - (—sinf(t),cosH(t))
= [le@l"-r(t) + [le®ll-o(t) - J(7(t)) -
Wegen J(z) L z folgt dann

ke lléll =6,

Damit erhalten wir
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U(627 q) =
Abbildung 1.10: Zur Umlaufzahl
und es folgt
0(b) — 0 1 / 1 /
T(c) = o) —6(a) _ 1 /édt =— /Fac\lc'Hdt.
27 27 27

Definition 1.6.10. Eine differenzierbar geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — R? heifit einfach
geschlossen, falls c : [a,b) — R? injektiv ist.

Satz 1.6.11. (H. Hopf)
Die Tangentendrehzahl einer requldren, einfach geschlossemen ebenen Kurve ist +1 oder —1.

Beweis. Wir koénnen annehmen, dass ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist. Dann
existiert eine Gerade, die ¢ beriihrt, so dass ¢ ganz auf einer Seite der Geraden liegt. Diese
kann man folgendermaflen konstruieren:

Wiihle eine Gerade g mit Bild(c) N g = (). Wihle zg € Bild ¢, so dass 2p minimalen Abstand
zu g hat, d.h.

d(x0,9) = inf{d(c(t),9) | € [a,b]}.

Die zu g parallele Gerade g’ durch xg hat dann die verlangte Eigenschaft.

Nach Anwendung einer Isometrie kénnen wir annehmen, dass z¢ = 0 ist, die Gerade ¢’ mit
der z-Achse iibereinstimmt und ¢ oberhalb der xz-Achse verlduft. Auflerdem kénnen wir die
Kurve ¢ so parametrisieren, dass c¢(0) = zg = 0 gilt. Insbesondere ist dann ¢ : [0, L] — R? eine
einfach geschlossene Kurve, L ihre Lénge und ¢(0) = (£1,0).

Wir nehmen zunéchst ¢(0) = (1,0) an. Setze ¢ periodisch fort durch ¢(t + kL) = c(t),t €
[0,L],k € Z. Die geniale Idee von H. Hopf bestand darin, zu zeigen, dass die Tangente
T'(t) = ¢(t) homotop zu der in der Abbildung 1.11 dargestelltem Sekantenkurve ist. Die Idee
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zur Konstruktion der Homotopie besteht darin, die Sekantenabbildung
c(y) —c(x)
F(z,y) = —————=
lle(y) — c(@)]
zu betrachten. Da die Kurve ¢ keine Selbstschnitte besitzt, ist sie fiir 0 < x < y < L definiert.
Sie besitzt eine stetige Fortsetzung in die Menge
D={(z,y) eR*| 0<z <y<L},

gegeben durch

w fir x <y und (z,y) # (0,L)
F(z,y) = { é¢(x) fir x=y
—¢(0) = —¢(L)  fir (z,y) = (0,L) .

Zum Beweis betrachte eine Folge (2, y,) € D mit (Xn,yn) — (X0, Z0), Tn < Yp und (zy, yn) #
(0, L). Dann gilt:

. ~ c(yn) — c(xn) Yn — T
Flamyn) = o an Telum) — clan)]
_ <C1 (yn) — c1(@n) calyn) — 02(%)) _ Yn — Tn
Yn—2Tn  Yn—Tn [(c1(yn) — c1(zn), c2(yn) — c1(zn))||

Aus dem Mittelwertsatz angewandt auf die Funktionen ¢; und ¢y folgt die Existenz von Zahlen
tn, Sn € (Tpn,ypn) mit

c1(yn) — c1(zn) = é1(tn) (Yn — o)
und

c2(yn) — ca(xn) = é2(8n) (Yn — Tn).
Daraus folgt:

i = Hm (é1(tn), é2(sn)) - 1 _ (&(=0),éa(x0)) _ .
Jm P (e, gn) = i (@1 (t0), 62(50) - ey o (z0).
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/

Abbildung 1.11: Sekantenkurve

Genauso folgt:
lim F(z,y) = —¢(L)

(z,y)—(0,L)
denn
W-cr) _ ) —ey=D)
le(y) —c(@)]] — le(z) — c(y — L) (0) (L)

fiir (x,y) — (0, L). Betrachte nun die Diagonale [ : [0, L] — D mit §y(t) = (¢,t). Dann gilt

b

Bs

B
Bo

Abbildung 1.12: Homotopie im Definitionsbereich von F

F o (y(t) = ¢é(t) = T'(t). Betrachten wir die gegeniiberliegenden Seiten (1 = [0, L] — D mit

~ {(0,2¢) 0<t<L/2
) = {(Qt—L,L) L/2<t<L
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so folgt:
F(0,0) = ¢(0) t=0
F(0,2t) = % 0<t<L/2
Fopi(t)=1{ F(o, L) —&(0) = —¢(L) t=1/2 = at)
P(2t = L, L) = —[e5=07 = ooy L/2<t <L
F(L, ) ¢(L) = —(=¢(0)) t=1L

Die Kurve a : [0,L] — S! ist die in Abbildung 1.11 dargestellte Sekantenkurve. Sie ist
homotop zur Tangentenkurve T,., was man wie folgt sieht: Wihle eine stetige Abbildung
(sieche Abbildung 1.12) 8 :[0,1] x [0, L] — D mit

/B(Ovt) = 50(t) und 5(17t) - /Bl(t)
sowie

ﬁs(o) = (0’0) und ﬂs(L) = (L’L)'
Dann definiert H : [0,1] x [0,L] — S* durch H(s,t) = F o 3(s,t) eine Homotopie mit
H(0,t) = T(t) und H(1,t) = «a(t). Aulerdem ist Hs(0) = H (L) = ¢(0). Insbesondere gilt
wegen der Homotopieinvarianz der Windungszahl

=Wp =W,.
Wir miissen daher nur noch W, = £1 zeigen. Sei ¢ : [0, L] — R der Lift von o mit
e = o(t)

und ¢(0) = 0 (wir haben ¢(0) = (1,0) angenommen). Da die Kurve «([0, L/2]) oberhalb der
x-Achse liegt, gilt ¢([0,L/2]) C [0,7]. Wegen «(L/2) = (—1,0) folgt ©(L/2) = .
Da a[L/2, L] unterhalb der xz-Achse liegt und a(L) = (1,0) ist, gilt ¢[L/2, L] C [r, 27| und

o(L) = 2m.
Also erhalten wir

21 —0
W= " =41,
2m
Ist ¢(0) = (—1,0), so ergibt sich entsprechend W, = —1. [

Korollar 1.6.12. Ist c: [a,b] — R? eine einfach geschlossene Kurve, so gilt:

b
1= [ retolleto) .

Beweis. Folgt aus Satz 1.6.9 und dem Hopfschen Umlaufsatz 1.6.11 N

Daraus ergibt sich nun die folgende Charakterisierung des Kreises.

Korollar 1.6.13. (Charakterisierung des Kreises)
Sei ¢ : a,b] — R? eine einfach geschlossene Kurve mit |k.(t)| < a. Dann ist L(c) > 27/a,

wobei Gleichheit nur dann gilt, falls ¢ ein Kreis mit Radius é ist.

Bemerkung. Es folgt also: unter allen einfach geschlossenen Kurven mit |k.| < « hat der
Kreis die kleinste Lange.
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Beweis. Aus Korollar 1.6.12 und der Annahme an die Kriimmung von ¢ folgt

b b
1= oo [Inelol letollat < 5= [ letollae = 5oL

Gilt Gleichheit, so ist |k.(t)| = a. Damit ist ¢ ein Kreis mit Krimmung « (oder —a falls ¢ in
anderer Richtung durchlaufen wird). Der Radius ist damit é N

1.7 Kurventheorie im R"

Ein Ziel dieses Abschnittes ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der ebenen Kurven-
theorie auf Kurven im R"”. Ist n > 2, so reicht die Kriimmung nicht mehr aus, um Kurven bis
auf Isometrie zu charakterisieren. Dies zeigt folgendes Beispiel:

Betrachte die Schraubenlinie c¢(t) = (cost,sint,t). Die Formel der Kriimmung ist gegeben

durch k(t) = \/Hé(t)”2||ﬁ|(zzll)2||;<é(t)’é(t)>2. Wegen

<>

Abbildung 1.13: Schraubenlinie

¢(t) = (—sint,cost,1) und ¢&(t) = (—cost, —sint,0)

erhalten wir
(c(t),é(t)) =0

sowie
le(t)]|? = sin®¢ + cos*t +1 =2 und [|&(t)]> =1.

Daraus folgt

o(t 1
el 1,
@I lle@ll
Insbesondere ist die Kriimmung der Schraubenlinie konstant, aber sie ist nicht isometrisch
zum Kreis.

Ke(t)
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Um nicht ebene Kurven bis auf Isometrie zu charakterisieren, werden wir ihr weitere geometri-
sche Grolen zuordnen. Die Idee besteht darin, jedem Punkt einer reguldren Kurve ¢ : I — R™
eine angepasste positiv orientierte ON-Basis ¢t — (f1(t),..., fn(t)) zuzuordnen, d.h. die Ma-
trix bestehend aus den Spaltenvektoren (fi(¢),..., fn(t)) ist eine orthogonale Matrix mit De-
terminante Eins. Dann stellen wir ihre Ableitungen f1(t),..., fa(t) beziiglich f1(t), ..., fu(t)
dar. Die Matrix-Koeffizienten definieren dann weitere ,,Kriimmungsgrofien”.

Bevor wir die allgemeine Konstruktion angeben, wollen wir den Sachverhalt im Falle ebener
Kurven illustrieren.

Beispiel. Sei ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve.

fa(t)

f1(t)

c(t)

Abbildung 1.14: Frenet 2-Bein

Betrachte fiir jedes ¢ € I die ON-Basis definiert durch

fi(t) :=¢(t) und fo(t) := J(é(t))

(siehe Abbildung 1.14). Dann folgt fiir ihre Ableitungen

Fr() = &(t) = ke(t)J (1)) = ke(t) fa(t)
und
fat) = J(E(t)) = ke(t)J?(E(t)) = —Re(t)é(t) = —ke(t) - fi(t)
weil J? = —id ist.

f1, f2 heiBt Frenet 2-Bein (Frenetrahmen) zu c : I — R?. Wegen

C
C

) 4l

ist die Basis f1(t), f2(t) fiir jedes t positiv orientiert.

det(é(t), J((1)) = det ( e ) — GO+ (GO =1

Definition 1.7.1. Sei ¢ : I — R" eine Kurve, und es seien f; : I — R™ i € {1,...,n}
differenzierbare Kurven. Dann heifit {f1,..., fn} Frenet n-Bein fir ¢, falls gilt:

(i) Fiir alle ¢t € I ist
(fl(t)v"'7fn(t))

eine positiv orientierte ON-Basis.
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(ii) Fiir alle ¢t € I und alle k <n — 1 gilt
Span(fi(t),. .-, fu(#)) = Span(é(t), ..., < (1)),

(iii) Fiir alle ¢ € T und alle k < n — 1 sind (f1(¢),..., fx(t)) und (¢(2), ..., ¥ (t)) gleichori-
entiert, d. h. fiir jedes t € I hat die Ubergangsmatrix (ai;(t)) gegeben durch

k
(1) = a4

positive Determinate.

Wesentlich fiir den Beweis der Existenz eines Frenet n-Beines ist das Gram-Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren. Wir bendtigen folgende Version:

Lemma 1.7.2. Es seien vy,...,vx C R"™ linear unabhingig. Dann existieren eindeutig be-
stimmte Vektoren wy, ..., wy, fir die gilt:
(a) wi,...,wy sind orthonormal.

(b) E; = Span(vy,...,v) = Span(ws, ..., wy) fir alle € € {1,... k}.
(c) (wi,...,wy) und (vy,...,ve) sind gleichorientiert fir alle £ € {1,... k}, d.h. die Uber-
L

gangsmatriz (ai;) gegeben durch vy = ) a;jw; hat positive Determinante.
i=1
Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber k& < n gefiihrt.
Induktionsanfang k = 1: Sei v; linear unabhéngig, d.h. v; # 0. Dann ist w; durch die Eigen-
schaften (a), (b), (c) eindeutig festgelegt und gegeben durch
U1

w, = —.
T o

Induktionsannahme: Fiir k£ < n sei die Existenz und Eindeutigkeit gezeigt.

Zu zeigen: Sind vy, ...,vx11 C R™ linear unabhéngige Vektoren, so existieren eindeutig be-
stimmte Vektoren wy, ..., wgy1, die (a), (b) und (c) erfiillen.
Nach Induktionsannahme existieren zu vy, ..., v, eindeutig bestimmte Vektoren wy, ..., wg,

die (a), (b) und (c) erfiillen. Dann ist vgy1 & Ey = Span(vy,...,v;) = Span(wy, ..., wg).
Die orthogonale Projektion von vy auf Ej ist gegeben durch

k
preg (V) = (Wi, vpa)w;
i=1
denn die Skalarprodukte von wj_,, := vgy1 — prg, (vgy1) mit den Vektoren wj,j = 1,...,k
sind gleich Null. Setze
/
w
Whyy = —tL
[
Damit erfiillen (wy, ..., wk11) (a) und (b).

Betrachte fiir £ < k + 1 die Ubergangsmatrix (w1, ...,w;) — (v1,...,v¢), d.h. die Matrix
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PrE, (Uk-i-l)

Abbildung 1.15: Orthogonale Projektion

)4
Ap = (aij)1<ij<¢ mit v; := > aj;w;. Da v; € Span(wy, ..., w;), ist a;; = 0 fiir ¢ > 7, und

=1
somit hat A, obere Dreiecksgestalt, d. h.

ai; ... Qaqy
Ag=1| :
0 ... ap
l
Da (wy,...,wx) nach Induktionsannahme auch (c) erfiillen, ist det Ay = [] ay; > 0 fiir alle
i=1
¢ < k. Insbesondere ist a;; > 0 fiir alle 1 < ¢ < k. Nach Definition von w1 gilt
1 / 1 P2 /
(Vkt1, Wey1) = m(vk+1awk+1> = m”wk+1” = [[whpl
k+1 k+1
und somit folgt
E-+1 k
Vb1 = > (Wi, vppa)wi = > (Wi, vpp1)wi + [ Wiy [|wpga- (1.7)
i=1 i=1
Insbesondere ist aj1x41 = Hw;H_IH > 0, und die Vektoren (wq,...,wy1) erfiillen auch die

Eigenschaft (c).
Zu zeigen bleibt, dass der Vektor w11 durch die verlangten Eigenschaften eindeutig bestimmt
ist. Sei W41 ein weiterer Vektor, so dass (wi,...,wy, Wig+1) die Eigenschaften (a), (b), (c)
erfiillen. Aus (a) und (b) folgt

Wky1 € Span(vy, ..., vg+1) und Wiy L Span(vy,...,v;) = Span(wi, ..., wg) .

Also gilt wg41 = AMUg41, und da beide Vektoren normiert sind, ist A = 1. Daher gilt

k k
Vet = Y (Wi v )wi + [l fwken =) wiy o) w; + A[wip g1 -
i=1 i=1
Wire A = —1, so hitte die Ubergangsmatrix (w1, ..., wg, Wyy1) — (v1,...,Vp41) Degative

Determinante. 0
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Satz 1.7.3. Sei ¢ : I — R" eine C" '-Kurve, so dass fir alle t € I die Vektoren
é(t), ..., Y(t) linear unabhingig sind. Dann gibt es zu ¢ genau ein Frenet n-Bein.

Beweis.  Da die Vektoren ¢(t), ..., c™ Y (t) linear unabhiingig sind, folgt aus dem Ortho-
normalisierungsverfahren von Gram-Schmidt fiir alle ¢ € I die Existenz und Eindeutigkeit von
orthonormalen Vektoren fi(t),..., fn—1(t), die die Eigenschaften (ii) und (iii) eines Frenet n-
Beines erfiillen. Auflerdem folgt aus dem Konstruktionsverfahren die Differenzierbarkeit von
fi,.oy fam1 : I — R™ Desweiteren 148t sich fi(t),..., frn—1(t) durch genau einen Vektor zu
einer positivorientierten ON-Basis ergénzen, d. h. eine Basis gleichorientiert zur Standardbasis
€1,...,6n, also det(f1(t),..., fu(t)) = 1. [

Im néichsten Lemma zeigen wir, wie der Vektor f,(t) berechnet werden kann.

Lemma 1.7.4. Es sei (wi,...,wy) eine positiv orientierte ON-Basis und (ey,...,e,) die
Standardbasis des R™. Dann gilt:

(i) det(wn,...,wy—1,v) = (v,wy) fir alle v € R™.
(i) wy, = > det(wr, ..., wp_1,€;)€;.
i=1

Beweis.

n

(i) Ist v € R™, so gilt v = Y (v, w;)w;, und wir erhalten

i=1
det(wy, ..., wp—1,v) = det(w, ..., wp_1, (V, Wy )wy) = (V,wy).
(ii) Setzen wir in (i) fiir v den Vektor e; ein, so folgt (wy,e;) = det(ws,...,w,—1,€;) und

somit
n

n
Wy, = Z(wn, ei)e; = Zdet(wl, ey Wi, €)€;.
i=1

=1

Bemerkung.  Aus (ii) folgt also:

Fult) =D det(fi(t), ..., fao1(t), €i)es
=1

und somit auch die Differenzierbarkeit von f,, : I — R"™.

Allgemein definieren wir:

Definition 1.7.5. (Kreuzprodukt)
Es sei wi,...,wp—1 € R*"!. Dann heiBt

n
Wy X .o X W] = E det(wy,...,wp—_1,¢;)e; € R"
i=1

das Kreuzprodukt von w1, ..., Wn,_1.
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Bemerkungen.

1. Das Kreuzprodukt ist schiefsymmetrisch. Fiir n = 3 erhalten wir das aus der Schule
bekannte Kreuzprodukt.

2. wy X ... X wp—1 L Span(wy, ..., w,—1), denn
(w1 X ... X U}nfl,wl'> = det(wl, N ,wn,l,wi) =0

firie {1,...,n—1}.

n
3. det(wi, ..., Wy 1, w1 X ... X Wy_1) = > det(wy, ..., wn_1,6)% = [Jwy X ... X wy_1]*
i=1

Daher ist wy X ... X wy—1 genau dann von null verschieden, falls wq,...,w,_1 linear
unabhéngig sind. Sind n&mlich wy,...,w,_1 linear unabhingig, so existiert ein ¢, so
dass wi, ..., w,_1,¢€; eine Basis ist und somit ist det(ws, ..., wn_1,¢e;)% > 0.

Satz 1.7.6. (Frenet-Gleichungen)
Es sei ¢ : I — R" eine nach der Bogenlinge parametrisierte, glatte Kurve, und es seien

é(t), ..., "D (t) linear unabhingig fir allet € 1. Sei fy, ..., fo: I — R™ das zu c assoziierte
Frenet n-Bein. Dann existieren differenzierbare Funktionen ki,...,kp—1:1 — R mit
fi(t) 0 ~m® 0 0 0 f(t)
. —K1 (t) 0 Iiz(t) 0 0 .
0 —Kvg(t) 0 Iig(t) 0
- 0 0 ‘ ‘
E : . 0 K1 () :
(1) 0 e 0 —kaa®) 0 fa(t)
Auflerdem ist kK1 = k. die Krimmung der Kurve und K1, ...,Kn—2 sind positiv.
Bemerkung. Die Ausdriicke
fi(t) f1(t)
: und :
0 fa(t)

sind n x n-Matrizen, deren i-te Zeilen aus den Vektoren f;(£) und fi(t) bestehen. Die rechte
Seite ist nach den Gesetzen der Matrixmultiplikation aufzufassen.
. n .
Beweis.  Sei fi(t) = > wi;fj(t). Dann sind die Funktionen w;; = (f;, f;) differenzierbar.
j=1
Wegen
(fi(0), f;(8)) = &i;
folgt . '
(fis ) + {fis f3) = wij + wj; =0,
und somit w;; = —wj. Also ist die Matrix W = (w;;) schiefsymmetrisch. Da f;(t) €

Span{é(t),...,c®(t)} ist, erhalten wir

fi(t) € Span(é(t), ..., TV (t)) = Span(fi(t), ..., firi(t)).
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Daraus folgt w;; = 0 fiir j > i + 1. Insbesondere erfiillen die Funktionen x; := w; ;1 die
Frenet-Gleichungen.
Da ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist, gilt f1(¢) = ¢(¢) und é(t) L é(¢).

Ist n > 3, so ist fo(t) = %, und somit folgt

ri(t) = (fit), fa(t)) = (1),

Ist n = 2, so folgt fo(t) = J(¢), denn die ON-Basis (f1(t), f2(t)) ist positiv orientiert. In
diesem Falle gilt '
r1(t) = (f1(t), fa(t)) = (&(t), J(¢)) = ke(t).
Zu zeigen bleibt fiir n > 3 : ky1,...,kp—2 > 0. Aus der Eigenschaft (iii) des Frenet n-Beines
folgt fiir i <n — 1:
C(i) (t) = a”(t)fz (t) + bz‘_l(t) (1.8)

mit a;;(t) > 0 und
bi—1(t) € Span(fi(t), ..., fi—1(t)) = Span(é(t), ...,V (¢)).

Durch differenzieren von 1.8 erhalten wir
V() = ag () fi(t) + as(t) fi(t) + bi_a ()

wobei d;(t) = a;;(t)fi(t) + bi_1(t) € Span(fi(t), ..., f;(t)) ist. Aus dieser Beziehung und den
Frenet-Gleichungen folgt fiir ¢ < n — 2 unter Beachtung von 1.8

ki(t) = (fi(t), fia (1)) = L

aii (1) (@), fira (1)) = ait1,i+1(t) “o

an-(t)

0
Definition 1.7.7. Die Funktionen x1,...,%5,-1 : I — R heiflen die Krimmungen von c. Ist
¢ : I — R? eine Raumkurve, so heiBt 7 = ko auch die Torsion von c.

Bemerkung. Das Frenet-Bein einer nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve im R3
mit ¢(t) # 0 ist gegeben durch

Filt) = ). folt) = U und fy(t) = fu(t) % Folt).

Die zugehorigen Frenet Gleichungen sind:
fi(t) = k() f2(1)

fot) = =R(&) f1() + (1) fa(t) ,
f3(t) = = () fa(t) -

Die Torsion ist daher ein Ma# fiir die Anderung des Vektors fo(t) normal zu der (&(t), &(t))-
Ebene.
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Satz 1.7.8. Seic: I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve und &(t) # 0 fiir
allet € I. Dann gilt: T = 0 < ¢ ist eine ebene Kurve.

Beweis. Da ¢(t) # 0 und ¢ L ¢, existiert das Frenet 3-Bein. Ist 7 = 0, so folgt fg =0,
und damit ist f3(¢) = vy konstant. Damit verlduft ¢ in einer zu vy orthogonalen Ebene, denn
ist

9(s) = (c(s) — ¢(0),vo),
SO ist

g'(s) = (&(s),v0) = (f1(s), f3(s)) = 0.

Damit ist g konstant, und da g(0) = 0 ist, ist ¢(s) — ¢(0) L vp fiir alle s. Liegt umgekehrt ¢ in
einer Ebene E, so wird diese von ¢ und ¢ aufgespannt. Dann ist f3 L E, und wegen || f3]| =1
ist f3 konstant. Also folgt 7 = 0 aus den Frenet-Gleichungen.

Definition 1.7.9. Sei ¢ : I — R™ eine Kurve, so dass ¢(t),...,c" D (t) fiir alle ¢ € I linear
unabhiingig sind. Sei ¢ : I’ — I eine orientierungserhaltende Reparametrisierung von ¢, so
dass ¢ o ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist. Definiere dann

K (t) = (sz‘)cogo(ﬁpil (t))

Bemerkung. Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn die Ableitungen von c o ¢ linear
unabhéngig sind bis zur Ordnung n — 1. Dies ist aber der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.7.10. (Invarianz des Frenet n-Beines und der Kriimmungen)
Seic: I — R™ eine Kurve, so dass &(t),...,c" L(t) fiir alle t € I linear unabhingig sind. Sei
fis..., fn Frenet n-Bein von c. Ist ¢ : I' — I eine orientierungserhaltende Parametertrans-
formation und B : R™ — R"™ mit Bx = Ax 4+ b eine Isometrie, so gilt:

(i) Die Ableitungen von co ¢ sind bis zur (n — 1)-ten Ordnung linear unabhdingig, und

flOSO,--~7anSO

ist das Frenet n-Bein von co . Auflerdem ist

(A(f1), - .- Alfa—1), (det A)A(f))

das Frenet n-Bein von B o c.

(i) Fir die Krimmungen der Kurve c gilt

(fi(t), firr (1)

0 = e

firallet=1,...,n—1.

(iii) Invarianz der Kriimmungen: Es gilt

(ni)cocp(ap*l(t)) = (Ki)e(t) fir ie{1,...,n—1},
(Ki)Boc(t) = (Ki)c(t) fir ie{1,...,n—2},
(Kvn—l)Boc t) = det A(Kn_l)c(t) .
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Beweis.

(i)

Ist ¢ = co ¢, so gilt

&(t) = e(p(t)) - (1) und &(t) = E(p(t)) - 9 (1) + l(t)) - (1) -

Mittels Induktion erhalten wir
k .
e (t) = agn(t)c? (p(t),
j=1

wobei agk(t) = (¢/(t))* > 0 ist. Also hat die Ubergangsmatrix (a;;) Dreiecksgestalt,
und ihre Determinante ist positiv. Insbesondere sind (é(t),...,é™ 1 (¢)) linear un-
abhiingig. Auerdem spannen fiir alle k € {1,...,n — 1} die Vektoren (&(t),...,&")(t))
und (&(¢(t)), ..., c® (o(t)) den gleichen Untervektorraum auf und sind gleichorientiert.
Daher spannen auch (&(t), ..., &%) (t)) und (fiop(t),. .., frop(t)) den gleichen Untervek-
torraum auf und sind gleichorientiert. Da (f1o¢(t),. .., fno@(t)) eine positiv orientierte
ON-Basis darstellt, erfiillt fiop(t),..., fnop(t) die Eigenschaften eines Frenet n-Beines
fiir ¢. Ist fl, ceey fn das Frenet n-Bein von ¢, so folgt aus der Eindeutigkeit

(Fr(®), s Fu®) = (fro @), ..., fu o o(1)).
Ist Bx = Ax + b eine Isometrie, so gilt
(Boco)®M(t) = AcP(1)) .

Dafir k<n-1

(é(t), ., () und (D), fild)) (L9)

den gleichen Untervektorraum aufspannen und gleichorientiert sind, gilt dies auch fiir

(%Bodﬂ,”JBo@m@D:(MAU@LNWA@WGD)mﬂ(Aﬁ@L”wAﬁ@D

denn die Ubergangsmatrix stimmt mit der Ubergangsmatrix von (1.9) iiberein. Aufler-
dem ist die ON-Basis

(Afi(1), -, Afa1(1), (det A)Afo(t))
positiv orientiert, denn
det(Afi(t),..., Afn—1(t),(det A)Af,(t)) = det A -det Adet(fi(t),..., fn(t)) =+1.
Dies impliziert (i).
Sei ¢ so gewiihlt, dafl co ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist und ¢’ > 0 ist. Dann

ist 1 = [|¢ o o(t)||¢(t) und somit ¢'(t) = m. Wir erhalten

(5)et) = (Ri)eogl™ (1)) = (o, fir1 0 9)67 (1)
= (i) e O): fin (0)
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(iii) Invarianz der Kriimmungen:
Sei ¢ eine Reparametrisierung mit ¢’ > 0. Dann gilt firi =1,...,n—1

Vg Froe fiio0) i U0 ST ) @)
(’iz)cocp(@ (t) = ||C/O\QO|| o (1) = EOIEI0) = (Kq)e(t) -

Fiir i <n — 2 folgt aus (i) und (ii)

AR ARG )
(Ki)Boc(t) = | Ae(t)|| = (Ri)e(?).

Ist i =n — 1, so folgt

(Afn-1(2), (det A)Afa (1))

('%n—l)Boc(t) = = det A(/’in_l)c(t).

[Ac()]l
N
Bemerkung. Dies zeigt, dass die Kriimmungen K1, ..., k,_1 geometrische Eigenschaften
der Kurven sind.
Lemma 1.7.11. Ist ¢: I — R3 eine requlire Kurve, so gilt
VIEDPlle®)? — (et), ét))* _ llet) x é@)l
alt) =l = [ZOIE O

Sind é(t), é(t) linear unabhdngig, so gilt fir die Torsion

det(¢(t), é(t), € (1))

=0 =T <

Beweis. Der Beweis sei zur Ubung iiberlassen. a
Beispiel. Wir wollen nun fiir ein konkretes Beispiel einer Raumkurve das Frenet 3-Bein

und ihre Kriimmungen bestimmen. Betrachte die Schraubenlinie (Helix)
c(t) = (acost,asint,bt) mit a > 0.

Es gilt
¢(t) = (—asint,acost,b) und é(t) = (—acost, —asint,0) ,

und somit folgt ¢(t) L &(t). Insbesondere existiert das Frenet 3-Bein. Es folgt

¢é(t) (—asint,acost,b)

el Var+ 82

und )
folt) = é(t) _ (—acost,—asint,0) _ (= cost, —sint,0) .

€@l a
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Des Weiteren ist

1 —asint —cost 1 bsint
t)= f1(t) X fo(t) = —— acost X —sint | = ——=| —bcost
f3( ) fl( ) f2( ) \/m b 0 \/m "
Damit erhalten wir fiir die Kriitmmung von ¢
(1), falt 1 1
Ke(t) = {fi( ﬁ;ﬁz( ) =i ((—acost,—asint,0), (— cost,—sint,0)) = P TL
Fiir die Torsion ergibt sich
(fa(t), f3(1)) 1 < . 1 . > 1
T(t) = - = sint, —cost,0), ——=(bsint, —bcost,a) ) = —=b.
D=~ Vare\ » TR )T

Eine Raumkurve ¢ : I — R? nennt man eine Schraubenlinie, falls ihre Kriimmung und Torsion
konstant sind.

Man kann zeigen: ist ¢ eine nach der Bogenldnge parametrisierte Schraubenlinie, so existiert
eine positive Funktion f mit

d(c(t), c(s)) = f(t = s).

Satz 1.7.12. (Hauptsatz der Kurventheorie)

Zu differenzierbaren Funktionen k1,...,kn_1:1 — R mit k; > 0 fiir 1 <i < n—2 existiert bis
auf orientierungserhaltende Isometrie genau eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
c: I — R, fiir die ¢(t),...,c" D (t) linear unabhingig sind und fir die (k;).(t) = k;i(t) gilt.

Beweis. Zunichst beweisen wir die Eindeutigkeit.
Seien c1,co : I — R™ zwei Kurven mit (K;)¢, (8) = (Ki)ey(t) = K flir i € {1,...,n — 1}.
Sei tg € I. Dann konnen wir annehmen:

ci(to) = ca(to) und  (fi'(to),-- -, fr' (to)) = (fi*(t0),- - -, [n2(t0))

Dies kénnen wir durch Verkniipfung von ¢, mit einer orientierungserhaltenden Isometrie er-
reichen (siehe Satz 1.7.10 (i)). Beide Frenet n-Beine erfiillen die lineare Differentialgleichung

fl 0 K1 0 0 0 fl(t)
. —K1 0 ) 0 0 .
0 —K2 0 K3 0 :
=1 v o . - . : : (1.10)
: : .. .. 0 Kp—1 .
fa 0 ... 0. 0 —kpa O fa(t)

Wegen der Eindeutigkeit der Losung von (1.10) bei gegebenen Anfangswerten folgt insbeson-
dere

ait) = fi' (1) = f1* (1) = éa(t)

1(to) /f s)ds = ca(to) /f s)ds = ca(t) -

und
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Nun wollen wir die Existenz beweisen.
Sei fi,..., fn Losung von (1.10) mit f;(tg) = e;, wobei eq,...,e, die Standardbasis des R"
ist.

t
Behauptung: ¢(t) = [ fi(s)ds ist eine Kurve mit den Kriimmungen k1,. .., fp_1.

to
Dazu geniigt zu zeigen, dass f1(t),..., fn(t) das Frenet n-Bein von ¢ ist. Aus den Frenetglei-
chungen folgt dann, dass k1, ..., Kkp—1 die Kriimmungen von ¢ sind.

Dazu sind folgende Eigenschaften zu tiberpriifen:
(i) f1(t),..., fo(t) ist positiv orientierte ON-Basis.
(ii) Fir alle k <n —1 gilt
Span(fi(t), ..., fu(t)) = Span(é(t),. .., (1)) .
(i) (f1(t),..., fr(t)) und (&(t), ..., ™) sind gleichorientiert.

Wir zeigen zunéchst (i). Die Differentialgleichung (1.10) 148t sich auch wie folgt schreiben: Ist

fi()
F(t) = : € M(n,R),
fu(t)
so gilt: F(t) = A - F, wobei
0 k1 0 0 0
— K1 0 %) 0 0
0 —K2 0 K3 0
A= 0 0
0 Rn—1
0 0 —Kp-1 O

ist. Dies impliziert

d . .
EFtF =F'F+F F=F'AF+FAF = —F'AF + FtAF =0,

denn die Matrix A ist schiefsymmetrisch. Daraus folgt
Fi(t)- F(t) = F'(to) - F(to) = id

weil fi(to),. .., fn(to) eine ON-Basis ist. Damit ist auch fi(¢),..., fno(t) fiir alle ¢ € I eine
ON-Basis, und es gilt det FI(t) = £1. Da det F(tp) = 1 ist, ist auch det F'(¢) = +1, denn
t — det F'(t) ist stetig.

Zu (ii) und (iii): Wir zeigen durch Induktion iiber k:

k
cB(t) = ar; () f;(t) und agk(t) > 0. (1.11)
j=1

Sei k = 1. Dann ist ¢(t) = f1(¢) und somit aq1(¢t) = 1.
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Die obige Beziehung gelte fiir alle ¢ < k <n — 2. Sei also

B (1) = app(t) fr(t) + b(t) mit b(t) € Span(fi(t), ..., fr_1(t)) = Span(é(t),...,* V(1)) .
Damit gilt
D (1) = agg(t) fi () + alt)
wobei .
a(t) = akk(t) fi(t) + b(t) € Span(fi(t), - .., fi(t)) -
Aus der Differentialgleichung (1.10) folgt

Frlt) = —rp_1 () fr1(t) + w1 (t) foya ()
und
D) = ape (O kp(t) fogr (B) + @) mit  a(t) € Span(fi(t), ..., fr(t)) .

Daraus folgt
akaH(t) = akk(t) : Kvk(t) >0firk<n-—2,

und somit erhalten wir (1.11) fiir alle k < n — 2. N



Kapitel 2

Flachentheorie

2.1

Immersionen und Untermannigfaltigkeiten

Im Folgenden werden wir uns mit hoherdimensionalen ,,glatten” Teilmengen des R™ beschéfti-
gen. Anders als bei Kurven konnen im Allgemeinen solche Teilmengen nicht mit einer Pa-
rametrisierung dargestellt werden. Bevor wir uns mit dem Begriff der Untermannigfaltigkeit
beschiiftigen, wollen wir zunéchst den Begriff der Immersion einfithren. Er stellt eine direkte
Verallgemeinerung des Begriffs der regulidren Kurven dar.

Definition 2.1.1. Sei U C R* offen und f : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann heiBt f eine Immersion, falls das Differential D f(x) € L(R*F R™) fiir alle x € U injektiv

1st.

Bemerkungen.

(1)

(3)

Ist ¢ : (a,b) — R™ eine differenzierbare Kurve, so ist ¢ genau dann eine Immersion,
wenn c¢ eine regulidre Kurve ist. Denn fiir ¢ € (a,b) ist das Differential De(t) : R — R”
durch Dc(t)(h) = é(t) - h gegeben. Daher ist Dc(t) € L(R,R™) genau dann injektiv, falls
¢é(t) # 0 gilt.

Die Injektivitét des Differentials D f(z) ist dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit der
partiellen Ableitungen
_9f

Df(x)e; = oz,

fir ¢ € {1,...,k}. Das Bild einer Immersion f(U) C R" stellen wir uns als k-
dimensionales Fliachenstiick vor, welches auch Selbstdurchdringungen aufweisen kann.
Die Vektoren (g—fl(x), ce %(x)) spannen den Tangentialraum auf. Eine koordinate-
nunabhéngige Definition des Tangentialraumes geben wir spéter.

e R"

Aus der Injektivitit von D f(x): R¥ — R™ folgt natiirlich k& < n.

Beispiele.

(1)

Rotationsfldchen:

Sei ¢ : (a,b) — R3 mit c(t) = (x(t),0,2(t)) eine regulire Kurve in der (z,z)-Ebene
mit x(t) > 0. Die Regularitiit impliziert 2/(t)? + 2/(t)? > 0. Die Rotationsfliche mit
Rotationsachse z ist dann durch

flt,a) = (z(t) cos a, z(t) sin o, z(t))

43
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gegeben. Das Differential an der Stelle (¢, «) ist

Z A

Abbildung 2.1: Rotationsfliche

' (t)cosa —z(t)sina
' (t)sina  z(t) cos «
2/ (t) 0

Df(t,a) =
Da die Spaltenvektoren senkrecht aufeinander stehen und von Null verschieden sind,
sind sie linear unabhingig. Also ist f : (a,b) x R — R3 eine Immersion.

(2) Graphen:
Sei U C R? offen und g : U — R stetig differenzierbar. Dann heiit die Menge

Gy = {(u,v,9(u,0)) | (u,v) € U}

der Graph von g. Die Abbildung f : U — R3 mit f(u,v) = (u,v, g(u,v)) parametrisiert

o

Abbildung 2.2: Graph von g
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den Graphen von g, und es gilt
1 0
Df(u,v) = ) 0 ) 1
u(u,v) 5o (u,v)

Da die Spaltenvektoren linear unabhéngig sind, ist f eine Immersion.
Genau wie Kurven, lassen sich auch Immersionen reparametrisieren.

Definition 2.1.2. Sei U C R” offen und f : U — R” eine Immersion. Eine Parametertrans-
formation ist ein Diffeomorphismus ¢ : U — U mit U C R* offen.

¢ heifit orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend, falls det Dp(x) > 0 bzw.
det Dy(x) < 0, fiir alle z € U gilt. Die Abbildung

f=fop:U—R"
heifit dann eine Reparametrisierung von f.

Lemma 2.1.3. Ist f eine Immersion und f eine Reparametrisierung von f, so ist f ebenfalls
eine Immersion.

Beweis. Der Beweis sei als Ubung iiberlassen. a

Analog zum Begriff der Linge existiert der Begriff des Volumens eines Flachenstiickes.

Definition 2.1.4. Seien U C R* offen und f : U — R™ eine Immersion. Fiir jedes = € U sei
(gij(z)) die k x k Matrix mit g;;(x) := <§J{2 (x), g—g](x)) Ist A C U eine messbare Menge, so
heifit '

vol( f|A /\/detgw dx—/XA det g;;(x)dx

das Volumen von f: A — R™. Dabei ist das Integral im Sinne von Lebesgue aufzufassen. Ist
diese Abbildung bis auf eine Menge von Mafi Null injektiv, d. h. existiert eine Menge C' C A
vom Maf} Null, so dass f : A\ C — R" injektiv ist, so heifit vol(f4) auch das Volumen von
f(A). Dazu bemerken wir, dass das Integral sich nicht durch die Abénderung auf einer Menge
vom Mafl Null dndert.

Bemerkung. Die Matrix (g;j(z)) ist symmetrisch und positiv definit. Die zugehorige
quadratische Form heifit auch erste Fundamentalform. Die Determinante der Matrix (g;;(x))
heifit Gramsche Determinante. Ist f : I — R™ eine Kurve, so ist g11(t) = (%f(t), %f(t» und
daher

Tetgn®) = g0 FO = 170

Also ist das Volumen einer Immersion die direkte Verallgemeinerung der Lange einer Kurve.
Ubung: Zeige, dass vol J|a invariant ist unter Parametertransformationen und Isometrien.

Fiir die lokale Flichentheorie reicht der Begriff der Immersion aus. Es gibt zwei Griinde, an
dieser Stelle den Begriff der Mannigfaltigkeit einzufiihren:

(1) Er ermdoglicht ,,koordinatenfreie” Darstellungen.
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(2) Der Begriff der Mannigfaltigkeit ist nétig, wenn man globale Fragestellungen behandeln
will.

Wir werden nun Untermannigfaltigkeiten des R™ betrachten. Wichtigster Spezialfall sind die

2-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R3.

Bevor wir differenzierbare Strukturen auf Teilmengen des R™ studieren, miissen wir ihre to-
pologischen Strukturen erklédren. Eine Topologie ist ein Mengensystem mit gewissen Eigen-
schaften. Thre Elemente heiflen offene Mengen.

Definition 2.1.5. Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge von X, d.h. die Menge aller
Teilmengen von X. Sei T'(X) C P(X) ein Mengensystem. Ihre Elemente nennen wir offene
Mengen. Dann heifit (X,T(X)) topologischer Raum, falls

(1) 0, X sind offen.
(2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
(3) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Ein Mengensystem 7'(X) mit solchen Eigenschaften heifit auch Topologie von X. Die Kom-
plemente offener Mengen heiflen abgeschlossen.

Beispiele.
(1) Ist X eine beliebige Menge, so ist
T(X)={0,X}
eine Topologie fiir X. Sie ist die grobste Topologie fiir X.
(2) Ist X eine beliebige Menge, so ist
T(X)=P(X)

eine Topologie fiir X. Sie enthélt alle Teilmengen und ist somit die feinste Topologie fiir
X.

(3) Sei (X,d) metrischer Raum. Definiere
Ta(X) :={U C X | jeder Punkt in U ist innerer Punkt}.
Dabei heifit x € U innerer Punkt von U, falls ein € > 0 existiert mit
B(z,e) ={y € X | d(z,y) <e} CU.
Dann heifit (X, T;(X)) der durch die Metrik d induzierte topologische Raum.
(4) Sei (X,T(X)) ein topologischer Raum und A C X. Dann definiert
{UNA| UeT(X)}

eine Topologie auf A. Sie heifit auch Relativtopologie.
Ist (X, d) metrischer Raum und A C X, so ist auch (A4, d) ein metrischer Raum. Insbe-
sondere gilt

Ta(A) ={UNA| U € Ty(x)} ,

d. h. die durch d auf A induzierte Topologie ist die Relativtopologie.
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Der Beweis dieser Aussagen sei als Ubung iiberlassen.
Wichtig fiir uns wird die Relativtopologie fiir Teilmengen des R™ sein. Als Beispiel betrachte

(R, T4(R)) mit d(z,y) = |z -yl

Sei A =[0,1]. Dann ist [0,1/2) offen in A, aber nicht in R.
Auf topologischen Réumen sind stetige Abbildungen erklért.

Definition 2.1.6. Seien X,Y topologische Rdume. Dann heifit eine Abbildung f: X — Y
stetig, falls das Urbild offener Mengen unter f offen ist. Eine Abbildung f : X — Y heift
Homdéomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind.

Bemerkungen.

(1) Sind X,Y metrische Rdume, so ist f : X — Y genau dann stetig, falls f : X — Y
folgenstetig ist. Dabei heifit f folgenstetig, falls fiir jede konvergente Folge z,, — = in X
fiir ihre Bildfolge f(x,) — f(x) gilt.

(2) Ist f : X — Y stetig und bijektiv, so folgt im Allgemeinen nicht die Stetigkeit der
Umbkehrabbildung f~! : Y — X. Als Beispiel betrachte die in der Zeichnung dargestellte
Abbildung f : (0,1) — f(0,1) = Y C R2. Die Abbildung f ist stetig und bijektiv, aber

Abbildung 2.3: Stetige Bijektion
f~1 ist nicht stetig. Die Menge V ist offen in (0, 1), aber (f~1)~1(V) = f(V) ist nicht
offen in Y, denn es existiert keine offene Menge U in R? mit f(V) = U NR2.

Nun wollen wir Teilmengen des R™ betrachten, die neben der topologischen Struktur auch
eine differenzierbare Struktur besitzen.

Definition 2.1.7. Eine Teilmenge M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R”, falls fiir jedes p € M eine offene Umgebung W C R”, eine offene Menge U C R* sowie
eine differenzierbare Abbildung ¢ : U — R" existieren mit

(i) o(U)=WNM,und ¢ : U — W N M ist ein Hombomorphismus.
(ii) ¢ ist eine Immersion, d.h. Dp(z) : RF — R™ ist injektiv fiir alle 2 € U.

Die Abbildung ¢ : U — R heifit lokale Parametrisierung von M. Ihre Inverse ¢! : p(U) —
U heilt auch Karte.
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Rk
U
Abbildung 2.4: Lokale Parametrisierung
Bemerkung. Die Aussage (i) besagt, dass jede offene Teilmenge von M homdomorph zu

einer offenen Teilmenge des R” ist. Wegen (ii) folgt k < n.
Beispiele.
(1) Sei U C R* offen und ¢ : U — R. Dann ist der Graph von g
M =Gy = {(z,9(x)) | © €U} C R
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥*1. Denn fiir ¢ : U — RFF! mit
x— (x,g(x)) gilt:

(i) ¢ ist Immersion (sieche Beispiel (2) nach Definition 2.1.1).

(i) p(U) = M, und ¢ : U — M ist ein Homéomorphismus, denn ¢~ : M — U mit
o Y(x,y) = x ist stetig.

(2) Die Sphdire S™ definiert durch

§"={z eR"™| |lzf| = 1}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!. Seien N = (0,...,0,1) der
Nordpol und S = (0,...,0,—1) der Siidpol von S™ . Betrachte die stereographischen
Projektionen

1

wN : Sn\N — R™ mit wN((xl,...,xn_H)) = 17
— Tn+1

(1,0 xp)
und
1

= n R’I’L i e =
¢S S \S_> mit ¢S(($17 7xn+1)) 1+xn+1

(xl,...,xn) .

Diese Abbildungen sind bijektiv und stetig.
Thre Inversen pn = 5" : R — ™\ N und ¢g = wgl :R"— S\ S
sind durch

1

on(z) = TW(Q% 2> = 1) und pg(z) = (22,1 — [|lz]*)

1
1+ [lff?
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R? x {0}

Z2

Abbildung 2.5: Stereographische Projektion vom Nordpol

gegeben. Die Anwendung der Kettenregel auf ¢ o oy = id und g 0 pg = id impliziert
die Injektivitit der Differentiale von ¢ und pg. Insbesondere sind ¢y und ¢g lokale
Parametrisierungen, da ihre Inversen ¢ bzw. 9g stetig sind (sie sind sogar auf {z €
R | 2,401 # 1} bzw. {x € R"™! | 2,11 # —1} differenzierbar fortsetzbar).

Immersionen und Parametrisierungen lassen sich lokal zu Diffeomorphismen fortsetzen. Ge-
nauer gilt:

Satz 2.1.8. Sei U C RF offen und ¢ : U — R” eine Immersion. Dann existieren zu jedem
xo € U offene Umgebungen Vo C U x R™* von (20,0) € R” und Wy C R™ von ¢(xq) sowie
ein Diffeomorphismus ¢ : Vo — Wy mit

¢(z,0) = ¢(z)

fiir alle x € Uy = {x € U | (x,0) € Vy}. Insbesondere ist p : Uy — @(Uy) ein Homdomorphis-
mus und somit o(Up) eine Untermannigfaltigkeit des R™.
Ist ¢ : U — M C R" eine lokale Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit M, so kénnen
Vo und Wy so gewdihlt werden, dass p(Uy) = M NWy gilt.

Beweis. Da
gk (20) 5L (z0)
Deo(xo) = : :
Zﬁf (zo) .. Zﬁ: (z0)

injektiv ist, sind k Zeilenvektoren linear unabhéngig. Wir kénnen annehmen, dass die ersten
k Zeilen linear unabhéngig sind. Dann ist die Matrix

ipi
(1‘0)) = A
<8$j 1<i,j<k
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]Rn—k: R"™

Vo

U, / Zo

Uo U -

Abbildung 2.6: Lokale Fortsetzung von Immersionen

invertierbar. Sind die ersten k Zeilen nicht linear unabhéngig, so betrachte eine Permutation
P :R" — R"™ der Koordinaten, so dass ¢ = P o die verlangte Eigenschaft besitzt. Betrachte
nun die Abbildung ¢ : U x R*™* — R” mit ¢(x,y) = ¢(x) + (0,y). Dann ist

A0 n n
Dgi)(:co,O):(* id)zR — R

invertierbar, da die Spalten linear unabhéingig sind. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen
besitzt ¢ eine lokale, stetig differenzierbare Umkehrung, d.h. es gibt eine offene Umgebung
Vo € U x R™* von (z0,0) € R der Form V = Uy x Uy und eine offene Umgebung W, C R”
von ¢(xg) = ¢(xo,0), so dass ¢ : Vy — Wy ein Diffeomorphismus ist. Wegen ¢(x) = ¢(x,0)
fir alle x € Uy und da ¢ : V — Wy insbesondere ein Homéomorphismus ist, ist auch
¢ : Uy — ¢(Up) ein Homdomorphismus.

Sei nun ¢ : U — R™ zusétzlich eine lokale Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit M
und zo € U. Wegen der obigen Ausfithrungen existieren offene Umgebungen Vj = U x U; C
U x R von (z0,0) € R® und W}, C R™ von ¢(zg) sowie ein Diffeomorphismus ¢ : V] — W},
mit

6(x,0) = ¢(2)

fiir alle € Uj. Da ¢ ein Homdomorphismus ist, ist ¢(U})) offen in M, und somit existiert eine
offene Menge W C R™ mit ¢(Uj) = M NW;. Dann ist Wy = Wi N W} eine offene Umgebung
von ¢(xg) und ¢~1(Wy) =: Vp eine offene Umgebung von (zg,0) € U x R"7*. Setzt man
Up:={zeU]|(x,0) € Vp}, so folgt o(Up) = Wy N M. [

Dieser Satz zeigt auch, dass die Umkehrung von Parametrisierungen differenzierbare Fortset-
zungen besitzen. Genauer gilt:

Lemma 2.1.9. (Differenzierbare Fortsetzungen von Karten)
Sei ¢ : U — M C R"™ eine lokale Parametrisierung. Dann it sich die Karte =% : p(U) —
U lokal zu einer differenzierbaren Abbildung fortsetzen. Genauer gilt: Ist po = ¢(xg), so
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ezistieren offene Umgebungen Wy von pg in R™ und Uy C U von xy sowie eine differenzierbare
Abbildung ) : Wy — Uy mit
fir alle p € ¢(Up).

Beweis.  Wegen Satz 2.1.8 (siehe auch Abbildung 2.6) existieren zu z( offene Umgebungen
Vo von (z9,0) € R™ der Form Uy x Uy und Wy von ¢(xg) sowie ein Diffeomorphismus ¢ : Vj —
Wo mit ¢(x,0) = @(x) fiir alle 2 € Uy. Setze 1) = pr o ¢!, wobei pr : RF x R** — R¥ mit
pr(z,y) = = die Projektion auf R¥ bezeichnet. Ist p € ¢(Up), so existiert genau ein z € Uy
mit ¢(x) = p, und es folgt

P(p) = pro ¢~ (o(z)) = pr(z,0) =z = ¢ ' (p).

O

Korollar 2.1.10. Sei ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung einer k-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit des R™. Sei V. C RY offen und f : V — @(U) C R" eine differenzierbare
Abbildung. Dann ist o~ Lo f:V — U differenzierbar.

Beweis. Sei yo € V und f(yo) = po = ¢(xg). Dann existiert eine offene Teilmenge
Wy C R™ von py und eine differenzierbare Fortsetzung 1) : Wy — U von ¢~!. Dann ist

o o fly) =10 fly)

fiir alle y € V mit f(y) € Wp. Also folgt die Differenzierbarkeit von ¢! o f aus der Differen-

zierbarkeit von 9 o f in yo. N
R?’L
M
R \ Y2
P1 L RE
Ux

Abbildung 2.7: Kartenwechsel
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Korollar 2.1.11. (Vertrdglichkeit der lokalen Parametrisierungen)

Seien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und o1 : Uy — M sowie @y :
Uy — M lokale Parametrisierungen. Betrachte die offenen Teilmengen des R* gegeben durch
Vi = (pfl(ﬁpl(Ul) N (pQ(UQ)) und Vo := (p;l(ﬁpl(Ul) N (pg(Ug)). Dann sind (pgl o : VI — Vs
und 301_1 o @y : Vo — Vi differenzierbar.

Bewets. Da ¢; : Vi — p1(V1) C po(Us) differenzierbar ist, folgt aus Korollar 2.1.10
die Differenzierbarkeit von 5 Lo p1 : Vi — Va. Genauso folgt die Differenzierbarkeit von
@fl 0wy : Vo — Vi, Da ((pfl 0py) L= @51 o ¢ ist, folgt die Behauptung. N

Bemerkung. Bei der Definition “abstrakter Mannigfaltigkeiten” (d.h. Mannigfaltigkei-
ten, die nicht als Teilmengen von R" gegeben sind) ist die Differenzierbarkeit des Karten-
wechsels Bestandteil der Definition.

Definition 2.1.12. (Differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten)

Es seien M, N Untermannigfaltigkeiten und F' : M — N eine Abbildung. Die Abbildung F
heifit differenzierbar in py € M, falls lokale Parametrisierungen ¢ : U — M mit pg € ¢(U),
sowie ¥ : V — N mit F(o(U)) C ¢(V) existieren, so dass die Abbildung

f:U—=V mit f=¢ 'oFogp

in p~1(pg) differenzierbar ist. F' heifit differenzierbar, falls F fiir alle p € M differenzierbar
ist.

; !
/ I —1
;
R" L
R™ | ;
A ,

Abbildung 2.8: Differenzierbarkeit
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Bemerkungen.

(i) Die Definition héngt nicht von der Wahl der Parametrisierungen ab. Dies folgt aus der
Differenzierbarkeit des Koordinatenwechsels.

(ii) Sei M Untermannigfaltigkeit des R™ und N Untermannigfaltigkeit des R™. Eine Abbil-
dung F': M — N ist genau dann differenzierbar in p € M, falls eine offene Umgebung
V von p € R™ und eine in p differenzierbare Abbildung F' : V' — R" existiert mit

Fyyam = Flynu, d.h. genau dann, wenn eine lokale differenzierbare Fortsetzung von F'
existiert. Der Beweis folgt aus der differenzierbaren Fortsetzbarkeit einer Karte.

(iii) Die Verkettung von differenzierbaren Abbildungen ist differenzierbar.
Oft werden Untermannigfaltigkeiten durch Gleichungssysteme beschrieben. Es gilt:

Satz 2.1.13. Sei U C R” offen und f : U — RF eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist
a € R¥ regulirer Wert von f, d.h. Df(x) : R® — R* surjektiv fir alle x € f~'(a), so ist
f~(a) eine (n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Bemerkung. Aus der Surjektivitdt von D f(z) folgt n > k.

/

Abbildung 2.9: Das Urbild eines reguléren Wertes ist eine Untermannigfaltigkeit

Beweis. Setze u = (z,y) mit x € R" % 5 € R¥. Es sei (x0,%0) € f~'(a). Nach eventueller
Permutation der Variablen nehmen wir an, dass

Dy f(x0,y0) = (g—yfl(xm Y0),- - - g—yi(xo, yo))

invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kénnen wir die Gleichung f(z,y) =
a lokal nach y auflosen. Dies heifit, dass offene Umgebungen V; von zo € R** und Va von
Yo € R* und eine Abbildung g : V; — V5 existieren mit

fHa)n (Vi x Va) = {(z,9(2)) | =€ Vi} =Gy
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Damit folgt: zu jedem (zq,yo) € f~'(a) existiert eine offene Umgebung W C R" der Form
Rk:

Yo e V4 3

Abbildung 2.10: Regulédrer Wert
W =V} x Vo € R"* x R¥ und eine lokale Parametrisierung ¢ : V; — R™ von f~!(a) gegeben
durch op(z) = (z,g(x)) mit (V1) = W N f~(a) .
2.2 Tangentialraum und Normalraum

Definition 2.2.1. (Tangentialraum)
Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann heifit

TyM = {¢(0) | c¢: (—e,+€) — M differenzierbare Kurve mit ¢(0) = p,e > 0}
Tangentialraum von p € M. Die Elemente von T),M heiflen Tangentialvektoren.

A R”

Abbildung 2.11: Tangentialraum
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Satz 2.2.2. Sei ¢ : U — R" eine lokale Parametrisierung der k-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M mit o(x) = p. Dann ist T,M = Dg(z)(R¥). Insbesondere ist T,M ein k-
dimensionaler linearer Untervektorraum des R™.

Beweszs.

(i) Wir zeigen zunéchst:
T,M C Dy(z)(R).

Seic: (—€,+€) — M eine differenzierbare Kurve mit ¢(0) = p, so dass c¢(—¢, +€) C ¢(U).

Sei « = p~loc: (—¢ +¢) — U die Urbildkurve von ¢ unter ¢. Dann gilt: ¢ = ¢ o o und

¢(0) = Dp((0))a(0) = Dy(z)i(0), wobei ¢(0) € R¥.

R R
U M

4
o > VRN

/

(ii) Wir zeigen nun
Dy(x)(RF) ¢ T,M.

Sei w = Dp(z)(v) € Dp(x)(R¥), so betrachte die Kurve a : (—¢,¢) — M mit a(t)
x+tv € U fir t € (—e, +e€). Sei c(t) = ¢ o aft), so folgt aus der Kettenregel: ¢(0) =
Dy(z)(v) € T,M.

Da Dy(z) : R¥ — R eine injektive lineare Abbildung ist, ist somit Dp(RF) = T,M ein
k-dimensionaler linearer Untervektorraum des R™.

Bemerkung. Ist eq, ..., ex € R* die Standardbasis, so bilden die Vektoren

Dy(x)(e;) = %(x), ie{l,...,k},

7

eine Basis von T, M. Sie ist offensichtlich von der Parametrisierung abhéngig.
Definition 2.2.3. Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M, so heifit
N,M ={veR"| (v,w) =0 fiir alle w € T,M} =: (T,M)*
der Normalraum von M in p. Dabei bezeichnet (, ) das kanonische Skalarprodukt des R™.

Der Normalraum l&sst sich fiir Untermannigfaltigkeiten, die durch Gleichungssysteme gegeben
sind, ohne Kenntnis des Tangentialraumes beschreiben.
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Abbildung 2.13: Normalraum

Satz 2.2.4. Sei U C R" offen, f = (f1,...,fx) : U — RF eine C'-Abbildung und a € R¥ ein
regulirer Wert von f, d.h. fir alle p € f~'(a) ist das Differential Df(p) : R® — R* surjektiv.
Dann sind die Vektoren

grad f1(p), ..., grad fi(p)

linear unabhdingig und bilden eine Basis des Normalraumes N, M, an die (n—k)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M, = f~1(a) im Punkte p.

Beweis.  Da D f(p) surjektiv ist und

grad f1(p)
Df(p) = :
grad fi(p)

die Jacobimatrix darstellt, sind die Vektoren grad fi(p),...,grad fx(p) linear unabhéngig. Sei
¢:(—€€e) — M, eine Kurve mit ¢(0) = p. Dann ist f; o ¢(t) = a; die i-te Komponente von a
und somit konstant, und es gilt

d

0= = . fioc(t) = (grad fi(p),¢(0)) ,
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grad f

/

Abbildung 2.14: grad f; stehen senkrecht auf M,.

und daher ist grad f;(p) € N,M,. Da N, M, das orthogonale Komplement zu T},M, ist, folgt
N,M, ® T,M =R"

und dimN,M, = n — (n — k) = k. Aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
grad f1(p),...,grad fy(p) folgt somit die Behauptung. i

Bemerkung. Ist f: R""! — R differenzierbar, so ist a € R genau dann ein regulirer
Wert, falls grad f(p) # 0 fiir alle p € f~!(a). Der Tangentialraum ist dann durch

T,M = {v € R"" | (v,grad f(p)) = 0} = grad f(p)"
gegeben.

Definition 2.2.5. Es seien M, M’ Mannigfaltigkeiten und F : M — M’ differenzierbar in p.
Dann heifit die Abbildung DF(p) : T,M — Tp,) M’ mit

. d
DFE(p)(e(0)) = —| Foct)
t=0
die Ableitung von F' in p.
Bemerkungen.

(i) DF(p) : TyM — Tp(,) M’ ist eine wohldefinierte lineare Abbildung, denn ist F:V M
lokale differenzierbare Fortsetzung von F' in einer Umgebung V' C R" von p, so gilt:

) d d - L
DF(p)(¢(0)) := EF oc(0) = EF o ¢(0) = DF(p)(¢(0)).
Die Linearitét folgt aus der Linearitit von DF(p). Auerdem hingt die Definition nicht
von der Wahl der Kurve ¢ ab, sondern nur von ¢(0).
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(ii) Sind F: M — M',G : M' — M" differenzierbare Abbildungen zwischen Untermannig-
faltigkeiten, so gilt die Kettenregel

D(G o F)(p) = DG(F(p)) o DF(p),

denn ist ¢ : I — M eine Kurve mit ¢(0) = p, so gilt:

D(GF)(p)(E0) = L|  GoF(e(t) = DG(F(p))

R G|, _ Foclt) = DG(F)DF(R)E).

2.3 Geometrie von Hyperflichen

Hyperflichen sind n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten in R"*!, d.h. die Kodimension
dieser Untermannigfaltigkeiten ist 1. Analog zu den Kurven werden wir solchen Objekten
KriimmungsgroBen zuordnen. Bei den Kurven war die Kritmmung ein MaS8 fiir die Anderung
des Tangentialvektors. Bei Untermannigfaltigkeiten werden die Kriimmungsgroflen ein Mafl
fiir die Anderung des Tangentialraumes sein. Bei Hyperfliichen ist der Tangentialraum durch
die Richtung der Normalen bestimmt.

Definition 2.3.1. Sei M C R"t! eine Hyperfliche und U C M offen. Eine differenzierbare
Abbildung N : U — R™! heifit Einheitsnormalenfeld auf U, falls |[N(p)|| = 1 und N(p) L
T,M fiir alle p e U.

Rn—i—l

Abbildung 2.15: Einheitsnormalenfeld.

Bemerkung.

(i) Da |[N(p)|| = 1 ist, konnen wir N als differenzierbare Abbildung U — S™ auffassen.
Wir nennen sie auch Gaufiabbildung.

(ii) Ist N Normalenfeld, so auch —N.
Beispiele.

(1) Die GauBabbildung N : S® — S™ der Sphire S™ C R"*! ist gegeben durch N(p) = p.
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(2) Sei f: R*"! — R differenzierbar und a € R reguliirer Wert von f. Dann ist M = f~1(a)
eine Hyperflache, und
grad f(p)
N(p) = 22210
V)= Tarad 1]

definiert ein ,,globales” differenzierbares Normalenfeld.

(3) Lokal existieren immer Normalenfelder auf einer Untermannigfaltigkeit. Ist ¢ : U —
o(U) € M C R*! eine lokale Parametrisierung, so definiert

9o o w2

N(p(e)) = = D
g X - X g ||
ein differenzierbares Normalenfeld auf ¢(U) C M.
Bemerkung. Global braucht ein differenzierbares Normalenfeld fiir eine Hyperfliche nicht

zu existieren. Als Beispiel betrachte das Mdbiusband..

Abbildung 2.16: Mobiusband

Definition 2.3.2. Eine Hyperfliche M C R"*! heifit orientierbar, falls ein global definiertes
differenzierbares Normalenfeld N : M — S existiert.

Man kann folgendes zeigen:

Lemma 2.3.3. Eine Hyperfliche M ist orientierbar genau dann, wenn eine Familie (¢4, Uy )

von lokalen Parametrisierungen mit |J po(Us) = M existiert (Atlas), so dass
acA

det D(g" 0 05)(x) > 0
fir alle a, B € A.

Ist M C R"! eine Hyperfliche, so existiert fiir jedes p € M eine offene Umgebung V
von p und ein differenzierbares Normalenfeld N : V' — S™. Wir sind an der Anderung des
Normalenfeldes interessiert, also an ihrer Ableitung

DN(p) : T,M — Tn)S" = N(p)* =T,M .
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Satz 2.3.4. Das Differential DN (p) : T,M — T,M der GaufSabbildung ist ein symmetrischer
Endomorphismus, d.h.
(DN (p)v,w) = (v, DN (p)w)

fir alle v,w € T,M, wobei (, ) das kanonische Skalarprodukt auf R™ bezeichnet.

Beweis. Sei pg € M. Es reicht, die Symmetrie fiir eine Basis von T},, M nachzuweisen.
Sei ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung mit ¢(xg) = pg. Dann bilden fiir alle z € U die
Vektoren %ﬂl(:c), ..., 22 (z) eine Basis von TpyM. Aus (N o p(z), g—;(az» = 0 folgt:

Y Oxn

0 = g (Nouta. 55 @) = (GENowle). g2 @) ) + (Vo w5 e

- (PMA L@ 5EE) + (W osto) o))

990 Ly =22
61‘j 8901-90 N 61'2 890]-

folgt fiir x = xo:

(DN (etan) (52 @) ) 52w} ) = (DN olan)) ( Foaw) ) 52 o))

Definition 2.3.5. Der symmetrische Endomorphismus
L,:=—-DN(p): T,M — T,M
heifit Weingartenabbildung (,,Shapeoperator”). Die symmetrische 2-Form
I, (v,w) = (Lyv, w)
auf T, M heilt zweite Fundamentalform. Das auf T, M eingeschrénkte Standardskalarprodukt
Iy(v,w) = (v,w)

heilt erste Fundamentalform.

Aus der Linearen Algebra wissen wir: Ist (V,(,)) ein endlich dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt und A : V' — V symmetrischer Endomorphismus, so gilt:

(i) V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(ii) Alle Eigenwerte sind reell.
Die Eigenvektoren sind die kritischen Punkte der Funktion
frloveV]v=1} =R

mit f(v) = (A(v),v). Dies zeigt man mit dem Verfahren der Langrangeschen Multiplikatoren
(Variation unter Nebenbedingung).



22. Juli 2010 61

Mittels der Weingartenabbildung werden wir Kriimmungsgrofien definieren.

Definition 2.3.6. (Normalkriimmung)
Sei M c R"*! eine Hyperfliche und ¢ : (—¢, 4+¢) — M eine nach der Bogenlinge parametri-
sierte Kurve mit ¢(0) = p. Dann heifit

(€(0), N(p))

die Normalkrimmung von c in p.

Bemerkung. Bezeichnet <(,(N(p),é(0))) den Winkel zwischen den Vektoren N (p) und
¢(0), so gilt

(€(0), N(p)) = cos(<p(N(p), EO))EO)] = cos(<tp(N (p), &(0)))|%c(0)] -

Abbildung 2.17: Normalschnitt.

Sei E, die Ebene durch p, die von v € T,M,|[v|| = 1 und N(p) aufgespannt wird. Dann
beschreibt £, N M in der Ndhe von p eine ebene Kurve. Sei ¢ : (—e¢, +€) — E, N M eine nach
der Bogenlénge gegebene Parametrisierung von E, N M mit ¢(0) = v. Dann ist

[(€(0), N(p))| = [1€(0)]] = [re(0)],

d.h. die Normalkriimmung ist +x.(0), wobei ¢ Parametrisierung des Normalschnittes ist.

Folgendes Lemma zeigt, dass die Normalkriimmung nur von ¢(0), aber nicht von ¢(0) abhéngt:
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Lemma 2.3.7. (Meusnier)
Sei c: (—e,+€) — M eine Kurve in M mit ¢(0) = p und ¢(0) =v € T,M. Dann gilt

(Lpv,v) = (¢(0), N(p))-
Beweis.  Da (¢(t), N(c(t))) = 0 ist, folgt
(€(0), N(p)) + (¢(0), DN (p)c(0)) = 0
und damit die Behauptung. a

Bemerkungen.

(i) Das Lemma von Meusnier zeigt, dass die Normalkriimmung einer in M verlaufenden
Kurve durch die Kriimmung der Hyperfliche erzwungen wird. Sie héngt nur von der
Richtung der Kurve ab. Mit

kp(v) = (Lpv, v)

bezeichnen wir die Normalkrimmung in Richtung v € S,M = {v € T,M | |v| = 1}.
Insbesondere ist k,(v) = ££.(0) falls ¢ ein Normalschnitt mit ¢(0) = v ist.

(i) Es gilt kp(v) = kp(—v). AuBerdem ist k,(v) > 0, falls die Fliche sich in Richtung N(p)
verbiegt. Verbiegt sich die Fliche in Richtung —N(p), so ist ky(v) < 0.

Aus der Normalkriimmung lassen sich weitere wichtige Kriimmungsgréfien definieren.

Definition 2.3.8. Sei M C R"*! eine Hyperfléiche, p € M und L, = —DN(p) : T,M — T,M
die Weingartenabbildung.

(i) Die Eigenwerte ki (p),...,k,(p) von L, heiflen die Hauptkrimmungen von M in p.
(ii) Die Eigenvektoren von L, heiflen die Hauptkrimmungsrichtungen.

(i) K(p) =det Ly, = ki(p) - - - kn(p) heifit die Gaup-Kronecker-Krimmung von M in p. Ist
dim M = 2, so nennen wir K (p) = k1(p) - k2(p) die Gaufische Kriimmung.

(iv) H(p) = %Spuer = %

ki (p) heiit mittlere Krimmung.
1

n
1=
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Bemerkungen.
(a) Die Hauptkriimmungsrichtungen (HKR) sind die kritischen Punkte der Normal-
kriimmung &, : S,M — R, wobei S,M = {v € T,M | |jv|| =1} und k,(v) = (Lpv, v).
(b) Ist k; # k; fiir ¢ # j, so stehen die zugehorigen HKR senkrecht aufeinander.
(c) Ist dim M = 2 und ky < ko, so ist

ki(p) = JLain kp(v) < e kp(v) = ka2(p)-

Auflerdem héngt K(p) = k1(p) - k2(p) nicht von der Wahl des Vorzeichens von N ab.

(d) Die GauB-Kronecker-Kriimmung l&8t sich geometrisch auch wie folgt interpretieren. Ist
N : M — S™ eine GauBabbildung und Wj C M eine Folge von offenen Umgebungen
von p € M mit Wiy C Wy, und Ng2, W, = {p}, so gilt

lim volgn (N (Wy))

k—o0 VOIM(Wk) - |K(p)| ’

Fiir den Beweis wende man unter Beachtung von |det DN (p)| = |K(p)| die Transfor-
mationsformel an. Die Details seien als Ubung iiberlassen.
Beispiele.

(1) Zu N € R*"! mit || N|| = 1 betrachte die affine Ebene E durch py € R*™! orthogonal
zu N. Sie ist gegeben durch

E:={peR"| {p—po,N)=0}.
Da N konstant ist, ist DN, = 0 und alle Kriimmungsgréfien sind null.
(2) Fiir r > 0 betrachte die Sphére mit Radius r mit Mittelpunkt 0 gegeben durch
Sp={pe R |p| =r}.
Insbesondere ist N(p) = £ = 1id(p) ein Einheitsnormalenfeld von S und daher ist

1
DN (p)v=—-v.
T

Also folgt fiir die Gaul-Kronecker-Kriimmung und die mittlere Kriimmung

K(p) = det(=DN(p)) = ¢ und H(p) = > Spur(~=DN(p)) = —~ .

r n r
Definition 2.3.9. Sei M C R"*! eine Hyperfliche, so heiit p € M Nabelpunkt, falls
L, = Xid.
Bemerkung. L, = Aid ist dquivalent zu
kp(v) = (Lpv,v) = AlJv]* = A.

Also ist p ein Nabelpunkt, wenn die Normalkriimmung konstant ist. Ebenen und Sphéren
bestehen nur aus Nabelpunkten. Wir werden sehen, dass dies die einzigen Hyperflichen mit
dieser Eigenschaft sind.
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Satz 2.3.10. Sind alle Punkte einer zusammenhingenden Hyperfliche M C R™ ! Nabel-
punkte, so ist M Teil einer Sphdre oder Teil einer Hyperebene.

Beweszs.

(1) Wir zeigen zunéchst, dass die Aussage lokal richtig ist. Es sei ¢ : U — M lokale Parame-
trisierung, wobei U eine offene und zusammenhingende Menge ist. Nach Voraussetzung

gilt
DN(p(z)) = Mz)idr,, v mit A: U —R.
Wegen
T (Vo )(#) = DN (o) g = A@) 52 @) 1)
folgt
Ny (B (N o)), $2(x))

%)
1 5; (@)1

und somit die Differenzierbarkeit von A. Wir zeigen nun durch nochmaliges Differenzie-
ren von 2.1, dass die Funktion X\ konstant ist. Wir erhalten

0 J 0 Oy 0%
B, 0 © @) = G AW G @ F A 5
und )
0 0 0 dy 0%p
— = Mz)=—— .
a.%'i 890]- ° SO(:C) 61'2 (x) 890]- (x) + (:C) 61‘161‘j
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
0 0y 0 0y

Da fiir ¢ # j die Vektoren %‘% und (%‘; linear unabhéngig sind, folgt

o\ o\
%j(x) = az; (z) =0.

Also ist A konstant. Wir betrachten nun die Félle A = 0 und A # 0.

(a) Ist A =0, so folgt

0
N =0
a.%'i o
und somit ist N o p(z) =: Ny konstant. Also folgt
0 B o, _ Ip.\ _
o (Mo, ()} = (No, 52) = (N 0 pla), 52) =0

und somit (Ny, ¢(z)) = a fiir ein @ € R und alle z € U. Dies impliziert

p(U) C E={peR"™ | (No,p) =a}.
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(b) Ist A # 0, so folgt

0 1 _0p 1 dp

fiir alle s € {1,...,n}, und somit ist

1
pl) = £ N o p(x) = po
konstant. Dies impliziert
1
X)
dh. p(U) C S(po, 5) mit S(p,r) = {g € R"" | [lg —p|| =r}.

le(x) = poll =

(a) und (b) zeigen: Ist p € M, so existiert eine offene Umgebung von p, die entweder
ganz in einer Sphére oder in einer Ebene enthalten ist. Wir zeigen nun: Entweder liegt
M ganz in einer Ebene oder ganz in einer Sphére.
Sei yg € M und nehme an, dafl eine Umgebung von yg in einer Ebene enthalten ist. Sei
y € M. Da M zusammenhingend ist, existiert eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — M mit
¢(0) = yp und ¢(1) = y. Zu jedem ¢ € [0, 1] existiert eine offene Umgebung U, C M
von ¢(t), so da3 Uy in einer Sphére oder in einer Ebene enthalten ist. Da ¢([0,1]) C M
kompakt ist (c ist stetig!) und die Umgebungen U; mit ¢ € [0, 1] eine offene Uberdeckung
bilden, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
Utl’ ceey Ut

n

mit ¢; < t;41. Da Uy 3 ¢(0) = yo in einer Ebene liegt, liegt auch Uy, in derselben Ebene
und somit auch Uy, ..., U, . Insbesondere liegt y in der gleichen Ebene wie yg. Liegt die
Umgebung von g in einer Sphire, so folgt aus demselben Argument, dafl jedes y € M
in derselben Sphére liegt.

O

Bemerkung. Die Topologie auf Untermannigfaltigkeiten des R™ ist die Relativtopologie.
Daher sind Untermannigfaltigkeiten M C R™ genau dann kompakt, wenn zu jeder offenen
Uberdeckung von M beziiglich der Relativtopologie eine endliche Teiliiberdeckung existiert.
Dies ist dquivalent dazu, dass zu jeder offenen Uberdeckung von M mit offenen Mengen
des R" eine endliche Teiliiberdeckung existiert. Wegen des Satzes von Heine-Borel ist dies
gleichbedeutend damit, dass M eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R™ ist.

Satz 2.3.11. Sei M eine kompakte Fliche im R3. Dann existiert ein p € M mit positiver
Gaufscher Krimmung K(p).

Beweis.  Da M kompakt ist, existiert ein 7 > 0, so dass M C B(0,7) = {g € R? | ||¢|| < r}
ist und die Randsphire S(0,7) = {g € R? | ||q|| = r} die Fliche M in einem Punkt py beriihrt,
d.h. es existiert ein pg € M N S(0,r). Um dies zu beweisen betrachte die differenzierbare
Funktion f : M — R mit f(p) = ||p||?>. Da sie insbesondere stetig ist, nimmt sie ihr Maximum
an, d.h. es existiert ein py € M mit f(pg) > f(p) fiir alle p € M. Somit ist r mit 72 = f(po)
der gesuchte Radius. Wir zeigen nun, dass in py die Kriimmung von M grofler ist als die der
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po

N—

> 0. Da f in pg € M sein Maximum annimmt, steht pg senkrecht

Sphére, d.h. K(pg) >
¢ : (—€,+€) — M eine beliebige Kurve mit ¢(0) € T, M, so gilt

1
2
auf T, M, Denn ist ¢ : (—

0= G|y 70 = G|, 010 = 200
AuBlerdem folgt
0> G5 fodn =2 % (0, e(t) = 2((20),0)) + (20),(0))

Ist ¢(0) = v mit ||v|| = 1, so folgt

(¢(0),po) < —(v,v) = —1.

Sei nun N die GauBabbildung mit N(py) = % = 22. Dann folgt mit dem Lemma von
Meusnier

oo (v) = (Lo (), 0) = (#(0), N(po)) = (¢(0), 22) < —

Also gilt k1(po) < —2 und ka(po) < —1, und somit ist

_;’

K(p) = k1(po) - k2(po) > %2

2.4 Rechnen in lokalen Koordinaten

Definition 2.4.1. Sei M" C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : U — M™
eine lokale Parametrisierung.
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(a) Ist I : TyM x T,M — R mit I(v,w) = (v,w) die erste Fundamentalform, so heiflen
die Funktionen g;; : U — R mit

05(0) = Lo (520, 320 = (G20 52 @)

die lokale Darstellung der ersten Fundamentalform beziiglich der lokalen Parametrisie-
TUNG Q.

(b) Sei M™ Cc R™™! zusétzlich eine Hyperfliche, L, = —DN(p) : T,M — T,M die Wein-
gartenabbildung, und II, : T,M x T,M — R mit II,(v,w) = (Lyv,w) die zweite
Fundamentalform. Dann heiflen die Funktionen h;; : U — R mit

) o 0 0
hij = I <a—Z(w), %(@) = <L90(z) GZ (z), aTi(x)>

die lokale Darstellung der zweiten Fundamentalform beziiglich der lokalen Parametrisie-
TUNG Q.

Bemerkung. Die Matrizen (gij(x)) und (hsj(x)) sind fiir jedes @ € U symmetrische

(n x n)-Matrizen. Dariiber hinaus ist die Matrix (g;;(x)) positiv definit. Die Koeffizienten

gij, hij : U — R definieren differenzierbare Funktionen auf U. Sie bestimmen die erste und

zweite Fundamentalform auf ¢(U) eindeutig. Denn sind v = ) vl-g—;(x) und w =) wj(%‘;(:c)
i J

zwei Tangentialvektoren in T, M, wobei p = ¢(x) ist, so gilt
Iy(v,w) = Zviwjgij(x) und I1,(v,w) = Zvi,wjhl-j(:c) .
i3 ()

Lemma 2.4.2. (Matrixdarstellung der Weingartenabbildung)

Sei M C R™1 eine Hyperfliche und ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung. Sei p =
o(z) und a(x) = (a;j(x)) die Matrizdarstellung der Weingartenabbildung L, : T,M — T,M
beziiglich der Basis g—ﬁ(x), 22 (x), d.h.

) Oy
L (52@) - gmmg—;u).

Seien g(x) = (gij(x)) und h(x) = (hij(x)) die lokalen Darstellungen der ersten und zweiten
Fundamentalform beziiglich der lokalen Parametrisierung ¢ : U — M, so gilt:

oder

aij(z) = Z Qik(ﬂf)hkj(l“),

k=1

wobei g*F () die Koeffizienten der zu g inversen Matriz darstellen.
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Beweis.

hala) = his(z) = %Zﬁé( )l >>

0
= Zaﬂ<a—¢ 6—% > Za’jl - gin(T
= ngj a_]l

Dies bedeutet fiir die Matrizen a(x) = (ai;(x)) und h(x) = (hj(x))

h(z) = g(z)a(z) und somit auch g~ !(z)h(x) = a(z).

Korollar 2.4.3. (Gaufische und mittlere Kriimmung in lokalen Koordinaten)
Sei M™ C R™! eine Hyperfliche und ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisierung. Dann folgt

fir p = p(x):
det h(x)

det g(z)

H(p) = -~ Spur L, = - Zaii(x) = Z g Fhy; = Z hip(z)g* ()
i=1

ik=1 ik=1

K(p) = det L, = deta(z) =

und

Lemma 2.4.4. (Ldangenberechnung von Kurven in lokalen Koordinaten)
Sei M™ C RN eine Untermannigfaltigkeit, ¢ : U — p(U) C M™ eine lokale Parametrisierung
und c: I — M™ eine Kurve mit ¢(I) C p(U). Sei~y: I — U CR" die Kurve mity = ¢~ ‘oc.

Dann gilt:
n 1/2
:/ (Z wmj@)gm(t))) dt.

T ,j=1

Beweis. Es gilt

n 2
B = [Se0n0] =10et@rOIF = |3 2000
i=1 v
- T <§*0 (). 3= )

Daraus folgt



22. Juli 2010 69

Bemerkung. Dies zeigt, aus den Koeffizienten g;; lassen sich die Ldngen von Kurven in
M berechnen. Wir haben schon gesehen, dafl sich das Volumen einer Untermannigfaltigkeit
aus den g;; berechnen l&ft. Ist ¢ : U — R" eine lokale Parametrisierung und A C ¢(U), so

gilt
volprA = / \/det g;;(z) dx.
)

p~1(A

Von besonderer Wichtigkeit sind Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten, die die
Léngen von Kurven invariant lassen (Isometrien).

Definition 2.4.5. Seien M bzw. M’ n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RY bzw.
RN und F : M — M’ ein Diffeomorphismus. F heiBit Isometrie, falls F die Lingen von
Kurven erhélt, d. h. falls fiir alle Kurven ¢: I — M gilt:

Ly (Foc)= Ly(c) .

Satz 2.4.6. (Charakterisierung von Isometrien)
Seien M C RN, M’ ¢ RN zwei Untermannigfaltigkeiten und F : M — M’ ein Diffeomor-
phismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) F ist eine Isometrie.

(b) Fir alle p e M,v € T,M gilt:
IDE@)ol = o]

(¢) Fiir alle p e M und v,w € T,M gilt:

(DF(p)v, DF(p)w) = (v, w) .

Bemerkung.  Die Aussage (c) la8t sich in lokalen Koordinaten wie folgt interpretieren.
Ist o : U — M eine lokale Parametrisierung von M, so ist 1) = F oy : U — M’ eine lokale
Parametrisierung von M’. Ist

50 = (G ) o))

die lokale Darstellung der ersten Fundamentalform beziiglich ¢, so gilt fiir die lokale Darstel-
lung der ersten Fundamentalform beziiglich

diy (o) = (Gt (o) ) = { DF(pla) 52 o). DF (o) 52 )

axi ’ 8:6]' X
Damit ist (c) dquivalent zu
9i;(x) = gij(x),

denn die g;j(x) bzw. g;;(x) bestimmen die erste Fundamentalform auf Ty, M bzw. Ty M’
eindeutig. Daher ist F' genau dann eine Isometrie, falls gz’j = gi; gilt.
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Beweis.  Aus (b) folgt (a), denn
LFoc) = [IFeetldt= [ IDFetld = [ e)dt = Lic).
I I I

Aus (a) folgt (b): Sei v € T,M und ¢ : [a,b] — M Kurve mit ¢(a) = v. Betrachte ¢, 4 :
[a,t] — M. Dann gilt L(F o ¢|jq4) = L(¢|jq,) und somit

/HDF(c(s))c'(s)Hds:/Hc'(s)uds.

Differentiation nach ¢ an der Stelle a impliziert
IDF (p)oll = [|v]| -

Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus der Polarisationsformel

1
(w,w) = 5 (v +wll* = o]* = lw]?) .

Bemerkungen.

e Geometrische Eigenschaften und Groflen, die unter Isometrien erhalten bleiben, gehtren
zur inneren Geometrie einer Untermannigfaltigkeit. Ein ,,Bewohner der Untermannig-
faltigkeit” kann diese bestimmen, ohne die Untermannigfaltigkeit verlassen zu miissen.
Objekte der inneren Geometrie sind durch die erste Fundamentalform (die g;;’s) be-
stimmt (dazu gehoren die Linge einer Kurve in der Untermannigfaltigkeit und das
Volumen).

e Die Hauptkriimmungen bleiben unter Isometrien im allgemeinen nicht erhalten. Als Bei-
spiel betrachte den Zylinder und eine Ebene im R3. Beide Flichen sind lokal isometrisch,
d.h. fiir jeden Punkt des Zylinders gibt es eine offene Umgebung, die man isometrisch
auf eine offene Umgebung der Ebene abbilden kann (Warum?). Im Gegensatz zur Ebene
sind aber die Hauptkriimmungen des Zylinders nicht alle null. Wie wir bald sehen wer-
den ist iiberraschenderweise die Gaufische Kriimmung von Flichen des R? eine GroBe
der inneren Geometrie. Diese Aussage, die von Gaufl bewiesen wurde, ist Gegenstand
des Theorema Egregiums. Wir werden dieses Theorem im néichsten Abschnitt beweisen.

Auf einer offenen Teilmenge U C R™ kann man durch Vorgabe einer ersten Fundamentalform
(ohne Benutzung eines umgebenden Raumes) neue Geometrien definieren, die nicht mit der
Euklidischen Geometrie iibereinstimmen. Das geht folgendermafien:

Definition 2.4.7. Seien U C R" offen und g;; : U — R differenzierbare Funktionen, so dass
fiir alle z € U die Matrix

(9ij()1<ij<n

symmetrisch und positiv definit ist. Dann heifit (U, g;;) lokaler Riemannscher Raum.
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Bemerkung. Die g;; definieren ein punktabhéngiges Skalarprodukt gegeben durch
n
I (v,w) = Zviwjgij(x)
i3

fiir alle v,w € T,U. Der Tangentialraum von U im Punkte x € U besteht aus allen Vektoren
des R™ mit Fuflpunkt z. Mit den schon bekannten Formeln ist es daher moglich in U die
Lange von Kurven und das Volumen von messbaren Teilmengen zu bestimmen. Anders als in
der euklidischen Geometrie sind die kiirzesten Kurven im Allgemeinen kein Geraden mehr.
Beispiel. Der lokale Riemannsche Raum (U, g;;) mit
U={zecR?| ||lz]| <1} und g;(z) = L
Y (1 — [[?)?

hei3t hyperbolische Kreisscheibe.
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Kapitel 3

Die innere Geometrie von
Hyperflichen

3.1 Geoditische und die kovariante Ableitung

Das erste Ziel dieses Abschnittes ist es, Kurven in einer Untermannigfaltigkeit zu definieren,
die die Geraden im R" verallgemeinern.

Definition 3.1.1. Sei M™ C R"*! eine Hyperfliche. Eine zweimal differenzierbare Kurve
c: I — M heiflt Geoddtische von M, falls fiir alle t € I gilt

é(t) L TopyM .

Bemerkung.

Das Newtonsche Gesetz der Mechanik besagt: Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung.
Mathematisch bedeutet dies das Folgende: Bewegt sich ein Teilchen mit Masse m in einem
Kraftfeld F' : R™ — R"™, so erfiillt die Bahnkurve ¢ : I — R™ die Differentialgleichung

m - E(t) = F(c(t)) .

Wirken auf das Teilchen keine Krifte, d.h. ist ' = 0, so folgt ¢(t) = at + b, und somit
beschreibt das Teichen eine Gerade. Physikalisch interpretiert beschreibt eine Geodétische auf
einer Untermannigfaltigkeit M eine Bahnkurve eines Teilchens, auf das keine Kréfte einwirken,
aufler solchen, die es in der Untermannigfaltigkeit halten (Zwangskrifte).

Beispiel. Ein Groflkreis der Sphire S? mit Anfangspunkt v; € S? ist parametrisierbar
durch
c(t) = cost- vy +sint - v,

wobei vy L vy, ||ve|| = 1. Dann gilt
é(t) = —cost-v; —sint - vg = —c(t) € Nc(t)SQ 1 Tc(t)S2 .
Also sind die GroBikreise Geoditische in S2.
Gemif der Definition scheinen Geoditische keine Objekte der inneren Geometrie zu sein.
Jedoch ist, wie wir bald sehen werden, das Gegenteil richtig, da sie durch die erste Fundamen-

talform bestimmt sind. Insbesondere werden Geodatische unter Isometrien auf Geodéitische
abgebildet.

73
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Lemma 3.1.2. Ist ¢ : I — M eine Geoddtische, so ist ihre Geschwindigkeit ¢ — ||¢(2)]|
konstant.

Beweis.  Sei f(t) = ||é()]|*. Dann folgt

f'(t) =2(c(t),é(t)) =0,
und somit ist f konstant. a

Das néchstes Ziel besteht in der Definition der Ableitung von Vektorfeldern in Untermannig-
faltigkeiten. Dies fiihrt zur kovarianten Ableitung.

Definition 3.1.3. Sei M" C R"*! eine Hyperfliiche.

(a) Sei V C M offen. Eine differenzierbare Abbildung X : V — R"*! heiBit Vektorfeld auf
M, falls X(p) € T,M fiir alle p € V gilt.

(b) Sei ¢ : I — M eine Kurve. Eine differenzierbare Abbildung F : I — R™"! heifit
Vektorfeld lings c, falls F'(t) € T, M fiir alle t € I gilt.

Bemerkungen.
(a) Ein Einheitsnormalenfeld N : M — R™*! ist kein Vektorfeld auf M, denn N (p) ¢ T, M.

(b) Ist ¢ : I — M eine Kurve, so ist ¢ : I — R"*! ein Vektorfeld lings c. Man nennt es auch
Tangentenfeld von c. Ist X : V. — R™*! Vektorfeld auf M und ¢ : I — M eine Kurve
mit ¢(I) C V, soist F : I — R*"™! mit F(t) = X o c(t) ein Vektorfeld lings c.

(c) Ist ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisierung, so beschreiben

Xip) = 527 )

Vektorfelder auf M, die auf V' = p(U) definiert sind. Da die Felder X;(p),..., X, (p)
fiir jedes p € V eine Basis des Tangentialraumes 7, M bilden, nennen wir sie auch die
durch die lokale Parametrisierung induzierten Basisvektorfelder.

Wir wollen nun Vektorfelder differenzieren. Sei V' C M™ offen und X : V — R"*! ein
Vektorfeld auf M". Dann ist die Ableitung D, X (p) := DX (p)(v) € R**! in Richtung v €
T,M an der Stelle p € V im Allgemeinen kein Vektor in T, M mehr. Analoges gilt auch fiir
Vektorfelder lings Kurven. Daher definieren wir:

Definition 3.1.4. Seien M" C R"*! eine Hyperfliche und N(p) Einheitsnormalenvektor in
p € M™. Bezeichne mit

pr, : R"™ =T,M ® NyM — T,M, pr,(v) =v— (v, N(p))N(p)
die orthogonale Projektion von R"*! auf T,M.
(a) Sei X : V — R"! ein Vektorfeld auf M™. Ist p € V und v € T, M, so heift
Vo X (p) := pr, (Do X(p)) = Dy X (p) — (DuX(p), N(p))N(p) € T,M

die kovariante Ableitung von X im Punkte p in Richtung v.



22. Juli 2010 75

(b) Sei c: I — M eine Kurve und F : I — R"*! ein Vektorfeld lings c. Dann heifit

DR(1) = pro (o F () = () — (S (1), Np) N )

die kovariante Ableitung von F' im Punkte t € I.
Bemerkungen.

(a) Seic: I — M eine Kurve. Dann ist ¢ : I — R""! ein Vektorfeld lings ¢, und es gilt

Di(t) = prn (@(0)

Also ist ¢ : I — M genau dann eine Geodétische, falls %c‘(t) = 0 fiir alle t € I gilt.

(b) Ist X : V — R"*! ein Vektorfeld auf M™, ¢: I — V eine Kurve und F(t) = X oc(t), so
gilt

(1) = pro (X o elt)) = prog (DX (e(6)é(t)) = Vegy X (e(t))

(c) Die kovariante Ableitung &8t sich auch mittels der Weingartenabbildung L, = —DN(p)
beschreiben, denn ist ¢ : (—€,e) — M eine Kurve mit ¢(0) = v € T,M, so folgt aus
0= (X oc(t),N oc(t))

0= % - (X oc(t), N oc(t)) = (DuX(p), N(p)) + (X(p), DyN (p))

und somit

Vo X(p) = DX (p) = (X (p), Lp(v)) N (p) -
(d) Sind X,Y : V — R""! Vektorfelder, so schreiben wir

VxY(p) == VxpY(p)

fiir die kovariante Ableitung von Y in Richtung X. Insbesondere ist VxY : V — R*t!
wieder ein Vektorfeld. Ist f : M — R eine differenzierbare Funktion und v € T, M, so
schreiben wir

v(f) == Df(p)(v)
fiir die Richtungsableitung von f in Richtung v. Ist ¢ : (—€,¢) — M eine Kurve mit
¢(0) = p und ¢(0) = v, so folgt

t=0

Ist X : V — R™! ein Vektorfeld, so setzen wir
Xf(p) =X(p)(f) =Df(p)(X(p)) -

Die kovariante Ableitung besitzt folgende Eigenschaften:

Lemma 3.1.5. Sei V. C M offen, X,Y,Z : V. — R Vektorfelder auf M und f : V — R
eine differenzierbare Funktion. Dann gilt:
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(a) VxivyZ(p) = VxZ(p) + VyZ(p),

(b) VixZ(p) = f(p)VxZ(p),

(¢) Vx(Y + Z)(p) = VxY(p) + VxZ(p),

(d) Vx(fY)(p) = X(£)(p)Y (p) + f(p)VxY (p),

(e) Z({X,Y))(p) = (VzX(p), Y (p)) + (X(p), VY (p)).

Beweis.  (a) - (d) sind als Ubung iiberlassen. Wir betrachten nur (e): Sei ¢ : (—¢,€) — V
eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = Z(p). Dann gilt

Z((X,Y))p) = % » (Xoc(t),Y oc(t)) = (DX(p)(¢(0)),Y (p)) + (X(p), DY (p)(&(0)))
(V2 X (p) + Normalanteil, Y'(p)) + (X(p), Vz)Y (p) + Normalanteil)

= (VzX(p),Y(p)) + (X(p), VzY(p))

[
Definition 3.1.6. Sind X,Y : V — R"*! Vektorfelder auf V C M™, so heifit
[X,Y](p) = VxY(p) = VyX(p) = DxY (p) — Dy X(p)
die Lieklammer von X,Y .
Bemerkung. Das zweite Gleichheitszeichen in der Definition der Lieklammer folgt aus

der Symmetrie der Weingartenabbildung Ly, : T,M — T,M, denn es gilt

VxY(p) = DxY(p) — (Y (p), Ly(X(p)))N(p) -

Seien M™ eine Hyperflache, ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisierung und

Xi(p) = S—Zw—l(p)) 1<i<n

die durch ¢ induzierten Basisvektorfelder. Dann gilt fiir p(z) = p wegen X;(p) = % ‘ o Pz +
te;) die Beziehung

d d Oy 0%p
Dx. Xi(p) = — X, )= — — ) = . 1
Xz ](p) dt =0 J (@(x + tel)) dt 0 axj (.’IJ + teZ) axzaxj (.’IJ) (3 )
Also gilt
0% 0
X, X, = - =0.

Fiir beliebige Vektorfelder verschwindet die Lieklammer nicht. Ist [X,Y] = 0, so sagen wir,
dass die Vektorfelder kommutieren (man kann zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
die zugehorigen Fliisse kommutieren).
Das néchste Ziel besteht darin zu zeigen, dass die kovariante Ableitung zur inneren Geo-
metrie gehort, also durch die 1.Fundamentalform festgelegt ist. Damit gehtren auch die
Geoditischen zur inneren Geometrie.
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3.2 Die kovariante Ableitung in lokalen Koordinaten

Seien M™ eine Hyperflache, ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisierung und
e

Xi(p) = 5~

(¢ 'p) 1<i<nm

die durch ¢ induzierten Basisvektorfelder sowie N : ¢(U) — S™ C R"*! ein Einheitsnorma-
lenfeld von ¢(U). Dann gilt fiir p = ¢(x)

Dx, X;(p) = Vx; Xj(p) + (X;(p), Lp(Xi(p))) N (p) = Vx, Xj(p) + haj(x)N(p) ,
denn aus der lokalen Darstellung der zweiten Fundamentalform folgt

(Xi(p), Lp(Xi(p))) = <§—z<x>,fz¢<x>§—;<x>> — hji(x) = his(z)

Da Vx, X;(p) € T,M sind, existieren Funktionen I‘fj : U — R mit

Vx, X;( Zr (3.2)

Lemma 3.2.1. Sei (g;;) die lokale Darstellung der ersten Fundamentalform beziglich der
lokalen Parametrisierung ¢ : U — M und (g”) = (g;;)~" die 2u (g;;) inverse Matriz. Dann
gilt
RS 9gje 9gie 99ij
k _ k¢ J i ij
(o) = 5 Do) () + () = ) )

ox
=1 ¢

Insbesondere sind die Koeffizienten Ff;](:c) symmetrisch in v, 7, d. h. es gilt

I‘fj(x) = F?Z(x)

Beweis. Sei p = ¢(x). Multiplizieren wir (3.2) mit Xy, so erhalten wir unter Benutzung
von (3.1)
ZTU z)gre(r) = (Vx,X;(p), Xe(p)) = (Dx, X;(p), Xe(p))

e >>
<3;z ) oy 2 (22,82 1y 2 (3 2 )

3gw _ 0Ogij

_ <a
1
2 (o
1
» (5
Daraus folgt

I~ (0950  Ogie  Ogij = Z Z Z
2 29" ( o * or;, Owxe) R 0 2w =T
= =
1 1 1

61@3

Die Symmetrie der Koeffizienten Ff}(:c) ergibt sich unmittelbar aus der Formel. U
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Definition 3.2.2. Sei ¢ : U — M ein Karte. Die oben mittels ¢ definierten Funktionen
I‘fj : U — R heiflen Christoffelsymbole assoziiert zu .

Wegen des vorangegangenen Lemmas sind die Christoffelsymbole Objekte der inneren Geo-
metrie.

Lemma 3.2.3. Die kovariante Ableitung ist durch die Christoffelsymbole eindeutig festgelegt.
Genauer gilt: Seien ¢ : U — M™ eine Karte, X : p(U) — R"! ein Vektorfeld auf o(U) C M
und

X(p) =Y filp)Xi(p)
=1

die Darstellung von X mittels der zu ¢ gehdrigen Basisvektorfelder X; und Koordinatenfunk-
n
tionen f; : o(U) = R. Ist p=p(x) und v € T,M mitv = > a;X;(p), so gilt
j=1

n

Vo X(p) =Y [ o(fe) + D filp)a;Th() | Xe(p) - (33)

k=1 i,j=1

Ist F : I — R" ein Vektorfeld lings der Kurve c: I — M™ mit c(I) C ¢(U) und

Ft) = 3 fiHXi(e(t))
i=1

die Darstellung von F beziiglich der Basisvektorfelder X;, dann gilt

Driy =3 [ 510+ X 5ok e | Xeew) (34)

k=1 ij=1

wobei
Y=y sVn) =@ toc: I —-UCR"

die lokale Darstellung der Kurve c beziiglich der Parametrisierung ¢ bezeichnet.

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung sowie Lemma folgt

n

VoX(p) = Y Vo(fiXi) =D v(f:)Xi(p) + filp) Vo Xi(p)
=1 =1

= Zv(fz')Xi(p) + Z fi(p)a;V x, Xi(p)

i=1 ij=1
= > o)+ D fip)aTh (@) | Xilp) -
k=1 ij=1

Sei ¢: I — M eine Kurve, F': I — R"*! ein Vektorfeld lings ¢ und

’Y:(’Yl,---,’Yn)Zgofloc:]—>UC]R",
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Fit) = Z";fz<t>xi<c<t>> mit Xi(p) = 52 (7 ()

Dann gilt
D piy = éf{(t)Xz(C(t)) " Z Fi0) Va0 Xilel1)

Da

i) = FoA() = Do) (1) = : {05260

_ Jzzfygmxj(c(t))
ist, folgt
Vi Xilelt) ilv;mvxjxj(c(t)) - kz BT (X (elD)

und somit die Behauptung. 0

Korollar 3.2.4. Die kovariante Ableitung und somit auch die Geoddtischen gehdren zur
inneren Geometrie.

Bemerkung. Die Geodatischen sind Losungen einer gewdhnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Denn ist ¢ : I — M™ eine Kurve und ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisie-

rung mit o(T) C p(U) und () = ¢~ o c(t), so gilt &(t) = Dp(r()7' (1) = 32 AL Xi(elt))
i=1
Mit Formel (3.4) aus Lemma 3.2 folgt

260 =30 (20 + 3 AT (0) ) Xele(t)

k=1 ij=1

c: I — M ist also genau dann eine Geodéatische auf M, falls fiir alle £k =1,2,...,n gilt

n
WA Y Aoy =0. (3.5)
ij=1

Diese gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung kann man folgendermaflen als Sys-
tem erster Ordnung schreiben: Setze (z1,...,Zn, Y1, Yn) = (Y1s-« s Vs Vs -+ 75)- Dann
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ist 3.5 dquivalent zu

rp = N
SC;.L = Un
n
Yy, = —Zyiyjf%j(xl,...,xn) (3.6)
ij=1
n
v = = yayTh(@, . an)
ig=1

Sei (z,y) = (x1,. .., T, Y1s---,Yn) € U X R™ so definiere das Vektorfeld
F:U xR" — R*
durch

n
Fi(z,y) =y und Fipp(r,y) = = > gigiThi(e, ... 2n)
ij=1

fiir i,k € {1,...,n}. Dann ldsst sich (3.6) auch in der prégnanten Form

schreiben und ist eine nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung. Da das Vektorfeld F’
stetig differenzierbar ist, folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f, dass zu jedem Anfangswert
(x,v9) € U x R"™ ein maximales Intervall I C R mit 0 € I und genau eine Kurve (z,y) : [ —
U x R" existiert mit 2(0) =  und y(0) = v, die (3.6) 16st. Damit 16st (71 (¢), ..., 1 (t)) =
(x1(t),...,zn(t)) auch die Gleichungen (3.5) und somit ist ¢ : I — M mit ¢(t) = ¢ o (1)
eine Geoditische. Dies iibertragt sich zu folgenden Existenz-und Eindeutigkeitsaussage fiir
Geodétische: Zu jedem Tangentialvektor v € T, M existiert ein Intervall I mit 0 € I und
genau eine Geodétische ¢ : I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v.

3.3 Das Theorema egregium

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass die GauBkriimmung einer Riemannschen Fliche zur
inneren Geometrie gehort. Dies ist die Aussage des Theorema egregium.

Dazu beweisen wir zunéchst das folgende Lemma fiir Vektorfelder auf R™:
Lemma 3.3.1. Es seien X,Y,Z Vektorfelder auf einer offenen Menge des R™. Dann gilt

DxDyZ — DyDxZ = DixyZ .
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n n
Beweis.  Sei X = ) e, und Y = ) njej. Dann gilt
i=1 j=1

n n
DxDyZ = Z@-Dei S niDe, Z ZEZ ”JD67Z+§mJDeZDe7Z
’ Jj=1 t,j=1

— Z@D n oy, 2+ Z &imjDe,De, Z
2 3_9”1 € 2,5=1
Jj=1 ’
0%z
= Zé.ZDDe YZ + Z 52"7] 61‘ 61‘

=1 2,7=1

= DDXYZ+ Z 5177]
1,j=1

0%*Z
oz ﬁx]

Daraus folgt
DxDyZ — DyDxZ = Dpyy-pxyZ = Dixy)Z .

O

Bemerkung. Diese Identitdt gilt auch fiir Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten, da
man sie auf offene Teilmengen des umgebenden Raumes differenzierbar fortsetzen kann.

Satz 3.3.2. (Gauf- und Codazzigleichungen)

Seien M™ C R"! eine Hyperfliche, X,Y,Z Vektorfelder auf M™ und LX (p) = L,(X(p)),
wobei L, = —DN(p) die Weingartenabbildung zu einem gegebenen Normalenfeld bezeichnet.
Dann gelten die folgenden Gleichungen:

VxVyZ —=NyVxZ -V ixy1Z=(Z,LY)LX —(Z,LX)LY (GauBgleichung)
Vx(LY)—-Vy(LX) - L([X,Y]) =0 ( Codazzigleichung)
Bemerkung. Der Ausdruck
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V xy|Z

ist ein Vektorfeld, das durch kovariante Ableitung definiert ist, und deshalb ein Objekt der
inneren Geometrie. Das Gleiche gilt somit auch fiir die rechte Seite der Gauflgleichung. Au-
Berdem héngt der Vektor R(X,Y)Z(p) € T,M nur von den Werten der Vektorfelder X,Y,Z
im Punkte p ab, denn die rechte Seite der Gauflgleichung hat diese Eigenschaft. Daher ist fiir
jedes p € M die Abbildung

R, : T,M x T,M x T,M — T,M

mit R,(z,y)z = (R(X,Y)Z)(p), wobei X,Y,Z Vektorfelder mit X(p) = z,Y(p) = y und
Z(p) = z sind, wohldefiniert und linear in jeder Komponente. Abbildungen mit dieser Ei-
genschaft heiflen Tensoren. Der Tensor R heifit Krimmungstensor oder auch Riemannscher
Kriimmungstensor.
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Beweis. Seien X, Y, Z Vektorfelder auf M. Aus
VxY =DxY — (Y, LX)N

folgt

VxVyZ = Vx(DyZ—-{(Z,LY)N)
Dx (DyZ —{(Z,LY)N) - (DyZ — (Z,LY)N,LX) N
DxDyZ — ({(DxZ,LY)+ (Z,DxLY))N —(Z,LY)DxN — (Dy Z,LX) N
= DxDyZ+{(Z,LY)LX

- ((VxZ,LY)+ (Z,VxLY)+ (VyZ,LX)) N

Daraus ergibt sich unter Verwendung von Lemma 3.3.1
VxVyZ -VyVxZ = Dixy)Z+(Z,LY)LX —(Z,LX)LY
- ({(Z,Vx(LY)) — (Z,Vy(LX))) N .
Subtrahieren wir von dieser Identitét die Beziehung
Vixv)Z = Dixy)Z —(Z,L([X,Y]))N ,
so folgt
VxVyZ —=VyVxZ —Vixy)Z =(Z,LY)LX — (Z, LX)LY
— ((Z.Vx(LY)) = (2. Vv (LX)) = (Z. L(X,Y])) N .
Aus dem Tangentialanteil dieser Identitdt erhalten wir unmittelbar die Gaufigleichung
VxVyZ —=VyVxZ —Vixy1Z =(Z,LY)LX — (Z,LX)LY .
Der Normalanteil liefert
0 = (Z,Vx(LY)—{(Z,Vy(LX)—(Z,L([X,Y]))
= (Z,Vx(LY)—-Vy(LX) - L([X,Y])) .
Da diese Identitiit fiir alle Vektorfelder Z gelten muss, erhalten wir die Codazzigleichung. [

Korollar 3.3.3. (Theorema Egregium )):
Sei M™ C R™ eine Hyperfliche und ¢ : U — M™ eine lokale Parametrisierung. Dann gilt

fiir Xi(p) = 52 (¢~ (p)) mit p = ()

(R(Xi(p), X; () Xk(p), Xe(p)) = (Xi(p), Lp(X;(p))){(Xe(p), Lp(Xi(p)))
— (X (p), Lp(Xi(p)))(X; (p), Lp(Xe(p)))
= huj(x)hir(x) — Pui (@) hji ().
Insbesondere ist die linke und somit auch die rechte Seite fir alle i,7,k,¢ € {1,...,n} eine
Grdfie der inneren Geometrie, und fir n =2 gilt

K(p) = det(hij) _ hihay — hiy _ (R(Xa2(p), X1(p)X1(p), X2(p))

- det(gij) det(gi5) det(gi;)

Daher ist die Gaufkrimmung einer Fliche M? C R? eine Grofle der inneren Geometrie.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Gaufigleichung. 0
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Bemerkungen.

(a) Im Falle gerader Dimension dimM = n kann man zeigen, dass die Gaufl-
Kroneckerkriimmung eine Gréfle der inneren Geometrie ist, denn in diesem Fall kann
man det(h;;) iiber 2 x 2 Unterdeterminaten entwickeln. Genauer gilt

w3

-1 . .
det(hi;) = (2%—), > signosignr (ho(1yr (1) ho@yr@) — Po)r@ ho@r)) - - -

o, TESH
’ (ho(nfl)T(nfl)ho(n)T(n) - ha(nfl)f(n) ha(n)f(nfl)) :
Also ist det(h;;) eine Grofie der inneren Geometrie.

(b) Aus dem Theorema Egregium folgt insbesondere, dass die GauBkriimmung invariant
unter Isometrien zwischen Flichen ist, d.h. ist F': M — M’ eine Isometrie, so gilt

Ku(p) = Ky (F(p)) -

Insbesondere existiert keine Isometrie, die eine offene Menge der Sphére von Radius r
auf eine offene Teilmenge der Ebene abbildet. Denn die Sphére hat Gauflkrimmung
%2, wéhrend die Ebene Gauflkriimmung 0 besitzt. Somit kénnen keine mafstabstreuen
Karten der Erde existieren.

(c) Sei (U,g;;) ein 2-dimensionaler Riemannscher Raum (z.B. auch der Parameterbereich
U einer Parametrisierung ¢ : U — M? einer 2-dimensionalen Fliche mit g;;(z) =

<g—i(x), (%i(x))). Die GauBkriimmung in z € U errechnet man nun folgendermaflen:

(1) Man bestimmt zunéchst die 8 Christoffelsymbole Ffj : U — R geméfl Lemma 3.2.1.

(2) Man bestimmt (R(X7, X2)X2, X1), wobei Xi, X, die konstanten Vektorfelder
Xi(x) = e; sind. Dazu berechnet man:

Vx, Vi, Xa(2) = Vi, ([pX1 +13,X2)(2)
1

_ 0ry, (2) X1 (z) + Tao(2)Vx, X1 (2)

61‘1
ors,
8901

or}
- 8:5212 (2)X1(z) + Tdo(2) (T} () X1 () + T3, (2) Xo ()
ori,
83:1

(2)Xa(x) 4+ Ty (2) Vx, Xo ()

(2)Xa(x) + I3y(2)(Pia(2) X1 (2) + Tiy(2) X2 (2))

Genauso berechnet man
VXQVXlXQ (:C)

und schlieBlich (R(X1, X2)X2, X1) unter Beachtung von (X;(z), X;(x)) = gij(x).

(3) SchlieBlich erhiilt man K (x) = mm(xl,XQ)XQ,Xl).

Wir bemerken nochmal, dass die Weingartenabbildung eines lokalen Riemannschen
Raumes nicht existiert. Trotzdem l&8t sich die GauBkriimmung mit Hilfe der g;;’s aus-
rechnen. Die wesentliche Aussage des Theorema Egregium ist gerade, dass man die
Weingartenabbildung zur Berechnung der Gauflkriimmung gar nicht benétigt.
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3.4 Extremaleigenschaften von Geodéitischen

Von geraden Linien im Raum ist bekannt, dafl sie die kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte
darstellen. Fiir Geodétische auf Hyperflichen gilt diese globale Eigenschaft im allgemeinen
nicht: Betrachte als Beispiel ein Segment ¢ eines Grofikreises auf der Einheitssphére.

Falls L(c) > m ist, gibt es eine kiirzere Verbindung zwischen den Endpunkten von c.

Wir werden aber sehen, daf§ kiirzeste Verbindungskurven zweier Punkte stets Geodétische
sind. Diese Kiirzeste sind aber im allgemeinen nicht eindeutig; z. B. gibt es unendlich viele
Kiirzeste vom Nordpol zum Siidpol. Man kann aber zeigen, dass die kiirzesten Verbindungen
geniigend nahe beieinanderliegender Punkte immer eindeutig sind (Differentialgeometrie 1).

Definition 3.4.1. Sei ¢ : [a,b] — M eine Kurve. Eine Variation von c ist eine differenzierbare
Abbildung

a:(—e€) X [a,b] — M, (s,t)— as(t) = afs,t)
mit € > 0 und «(0,t) = ¢(t). Das lidngs c definierte Vektorfeld
_ 9
 0s 5=0
nennt man das zu « gehorende Variationsvektorfeld.
Falls as(a) = c(a) und as(b) = c(b) fir alle s € (—e¢,€) gilt, nennt man die Variation «
etgentlich.

X(t) a(s,t) € TyyM

Bemerkung.  Fiir eigentliche Variationen gilt offenbar X (a) = 0 und X (b) = 0.

Lemma 3.4.2. Sei c: [a,b] — M eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve,
d.h. A:=||¢(t)]] > 0. Sei a: (—€,€) x [a,b] — M eine Variation von ¢ und X das zugehdrige
Variationsfeld. Sei L(s) = L(as). Dann gilt

Beweis. Es gilt

Daraus folgt

b b
20[ o 2a o
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Satz 3.4.3. Seic: [a,b] — M eine Kurve, die mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen
wird. Dann sind dquivalent:

(a) c:[a,b] — M ist Geoddtische.
(b) Fiir jede eigentliche Variation o : (—e,€) x [a,b] — M wvon ¢ gilt
d

') = 2| Lia) =0.
©= g M
Beweis. Aus (a) folgt (b), denn ist ¢ eine Geoditische und « eigentliche Variation, so
folgt
. b
0(0) =~ [{X(0),éendt =0,

wobel A = ||é(t)]] ist. Wir zeigen nun: aus (b) folgt (a). Sei also ¢ : [a,b] — M eine Kurve mit
A = ||¢(t)]], die die Eigenschaft (b) erfiillt. Angenommen c : [a,b] — M ist keine Geodétische.
Dann existiert to € (a,b) mit pre,)é(to) # 0. Setze X(t) = preyE(t). Wiahle eine Karte
@ : U — M mit c¢(tyg) € ¢(U) und eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R mit f > 0,
f(to) > 0 und c(suppf) C ¢(U), sowie f(a) = f(b) = 0. Dann ist Xo(t) = f(¢)X(¢) ein
Variationsvektorfeld einer eigentlichen Variation «. Denn ist Yy das Vektorfeld lings v =
01 ocmit Do(y(t))Yo(t) := Xo(t), so setze

a(s, 1) = p(y(t) + sYo(v(1)))-

Dann folgt
0

Js

Also erhalten wir mit Lemma 3.4.2

a(s,t) = Xo(t).
s=0

b

£0) = = [ 50 (pragi®.prog®)) de <0

a

im Widerspruch zur Annahme. 0

Korollar 3.4.4. Seien p,q € M und c : [a,b] — M eine Kurve mit c(a) = p,c(b) = ¢
und konstanter Geschwindigkeit t — ||¢(t)||. Gilt fiir jede andere Kurve v : [a',b'] — M mit
v(a') = p,y (b)) =¢q

L(e) < L(3). (3.7)

so ist ¢ eine Geoddtische.

Beweis. Die Eigenschaft 3.7 impliziert Aussage (b) von Satz 3.4.3.
[l

Also sind kiirzeste Kurven stets Geodétische, wenn sie mit konstanter Geschwindigkeit durch-
laufen werden.

Bemerkung. Umgekehrt miissen Geoditische aber nicht kiirzeste sein (siehe das Beispiel
der Sphére). Man kann aber zeigen: Geoditische sind lokal kiirzeste Kurven, d.h. fiir eine
Geodétische ¢ : [a,b] — M und p = ¢(t) existiert € > 0, so dass ¢ die kiirzeste Verbindung
von p zu ¢(s) ist, falls |s — ¢| < e. Das wollen wir aber hier nicht beweisen.
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Kapitel 4

Differentialformen und Integralsitze

Ziel dieses Abschnittes ist es die Integration auf gekriimmten Objekten wie zum Beispiel
Kurven oder allgemeiner Untermannigfaltigkeiten zu definieren. Die Integranden werden im
Allgemeinen keine Funktionen sondern Differentialformen sein. Dieser Integrationsbegriff leis-
tet deutlich mehr, als nur die Berechnung von Volumina.

4.1 Differentialformen

Definition 4.1.1. Sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber R und V¥ := V x ... x V.
N———

k—mal
Eine Abbildung
a:VFE R

heifit alternierende oder schiefsymmetrische k-Form, falls
(i) sie multilinear ist, d.h. fiir jedes 1 < j < k
al..., v+ g, ) = Al g, ) Fpale ),

gilt, wobei A, u € R, v, v} € V und alle anderen Variablen festgehalten werden;

(ii) sie alternierend ist, d.h

fiir alle v;,v; € V.

Der Dualraum V* = L(V,R) zu V ist der Vektorraum aller alternierenden 1-Formen. Die
Menge aller k-Formen auf V bezeichnen wir mit A*(V*). Insbesondere ist A'V* = V*. Wir
setzen AY(V*) := R.

Bemerkungen.

(a) AF(V*) ist ein Vektorraum iiber R. Ist o € A¥(V*) und S}, die Permutationsgruppe der
Menge {1,...,k} (eingefithrt in der linearen Algebra), so gilt fiir jedes o € Sy,

A(Vg(1)s - - > Vo(k)) = Sign o a(vy, ..., vg),

wobei sign o das Vorzeichen der Permutation bezeichnet.

87
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(b) Die Determinante ist eine alternierende n-Form auf R™ und somit ist det € A™((R™)*).

(c) Ist v € R? und ist o : R? x R? — R definiert durch
a(v,v9) = det(v,v1,v2),

so ist a € A2((R3)*)

Physikalische Interpretation von «: Beschreibt v das Geschwindigkeitsfeld einer konstan-
ten Stromung, so ldsst sich a(vy,vy) als der Fluss durch das durch vy, vy aufgespannte,
orientierte Parallelogramm ansehen. Die Reihenfolge der Vektoren vy, ve gibt die Orien-
tierung des Parallelogrammes an. Sie bestimmt, ob die Stromung das Parallelogramm
in positiver oder negativer Richtung durchlauft.

(d) Bedingung (ii) ist #quivalent zu
al...,v,...,0,...) =0
fir alle v € V, wie man durch Anwendung von (i) fiir v = v; + v; nachrechnet.

Definition 4.1.2 (Auperes Produkt (Dachprodukt) von 1-Formen). Es seien V ein reeller
Vektorraum und ar,...,a; € AL (V*) = V* 1-Formen. Dann heift

alf\.../\ak:Vk—>R
mit
041(’[)1) al(vk)
ar Ao AN ag(vgy ..., o) = det :

Oék(’l)l) e Oék(.?)k)

das duflere Produkt oder Dachprodukt des k-Tupels von 1-Formen (o, ..., o).
Bemerkungen.

(a) Aus der Definition der Determinante folgt:

a1 AL Ay € AF(V).

(b) Betrachte die lineare Abbildung L : V — R* mit L(v) = (ai(v),...,ax(v)). Dann
beschreibt ay A ... A ag(v1,...,v;) das “orientierte” Volumen des durch die Vektoren

L(v1),...,L(vg) aufgespannten Parallelotops P = { itiL(vi) | 0<¢; < 1}.
i=
(c) Das Dachprodukt besitzt folgende Eigenschaften:
(i) Seien o, v, ...,ar € A} (V*) = V* 1-Formen und A\, € R, so gilt
a1 A A+ pa) A Aag = Mo AL A A A ag) F (AL AQGA L A ag).
(i) Ist o € Sk, so gilt

Qo) N oo N Qg =signooag Ao A ag.
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R3

Abbildung 4.1: Parallelotop im R3

Sei er,...,e, € V eine Basis von V und e; € V* die Linearform definert durch ej(ei) = 0;j
(aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine lineare Abbildung durch Vorgabe ihre Werte
auf einer Basis eindeutig bestimmt wird). Dann sind €7, ..., e, eine Basis von V*. Der Beweis
wurde in der Vorlesung durchgefiihrt. Sie heif3t die zu ey, ..., e, duale Basis.

Mit Hilfe der dualen Basis erhilt man wie folgt eine Basis fiir A*(V*):

Satz 4.1.3. Seiey,...,e, €V Basis von V und €, ... e € AL (V*) die duale Basis. Dann
15t
{6* /\.../\62 | 1§i1<i2<...<ik§n}

i1 7
eine Basis von A*(V*).

Beweis.  Die Vektoren e], A...Aef € A¥(V*) sind linear unabhiingig: Dazu nehme man
an, es sei
o= Z iy N Nej =0 (4.1)
1<i1<...<ix<n
fiir gewisse a;,..4, € R.
Fiir das geordnete k-Tupel (ej,,...,€;,) € VFEmit 1 <41 <jo <...<jr <ngilt:

1, fallsiy = j1,...,% = Jk

e N Nep (e, ej,) = det E : ~ )0, somst

e (ej) -+ e (es) {

e (ej) -+ e (&)

Denn ist die Determinante ungleich null, so ist die erste Spalte der obigen Matrix von null
verschieden. Daher existiert ein £ € {1,...,k} mit €] (ej;) = 1, d.-h. ig = j1. Da die erste Zeile
ebenfalls von null verschieden ist, muss ¢ = 1 gelten. Denn wére £ > 2, so ist i; < iy = j; und
somit ist i # jy, fiir alle m € {1,...,k}, d.h. €] (ej,,) = 0. Also ist 73 = j1. Genauso folgt:
12 =J2, - lm = Jm-

Wenden wir nun « aus (4.1) auf (ej,,...,e;,) € VEmit 1 < J1 < jo < ...< jir <man, so
folgt also aj, .. j = 0.
Auf der anderen Seite spannen die Vektoren

{6* /\.../\e;-kk| 1§i1<i2<...<ik§n}

(51
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den Vektorraum A*(V*) auf. Ist némlich o € A¥(V*), so folgt:

a= Z €y e e N Nep
1<i1<..<ig<n
denn beide Seiten stimmen auf allen k-Tupeln (ej,,...,e;,) € VFmit 1 < j; <...<jpr <n
iberein. Da durch die Werte auf den geordenten k-Tupeln (ej,...,e;,) € V* eine k-Form
eindeutig bestimmt wird (Beweis!), folgt die Behauptung. N

Bemerkung.  Ist dimV = n, so folgt dim A*(V*) = (}}). Insbesondere ist dim A"(V*) = 1
und dim A*(V*) = 0 fiir k > n.

Das duflere Produkt von 1-Formen lésst sich wie folgt zu einem dufleren Produkt von k-Formen
mit ¢-Formen ausdehnen:

Satz 4.1.4. Es gibt genau eine Abbildung
Ak(v*) « AE(V*) _)Ak;—l—ﬁ(v*)’

(a,8) —anp
mit folgenden Figenschaften:

(i) aAB ist linear in jedem Faktor, d.h. fiir alle ay,as,a € A¥(V*) und By, B2, B € AY(V*),
sowie A € R gilt:

(acr+a)AB=a1 AB+asAB und aA(B1+ B2)=aAfr+alB

sowie
MaAf)=Aa)AB=aAn(AF).
(ii) Sind o, ..., o, B, ..., B3 € AL(V*), so gilt:
(al/\.../\ak)/\(ﬁl/\.../\ﬁg) =1 AN...Nap ANGLA...N\ DGy
Beweis.
(a) Existenz: Sei ey, ...,e, € V eine Basis und €}, ..., e} € AY(V*) = V* die duale Basis.
Seien
o= Z Qiy..ip € N - Nef € A*(V*) und g = Z bjy...je€ N - €, € AZ(V*),
11 <...<i J1<...<Je

so definiere

alf:= Z @iy iy, ge€iy N o N efk A e;*»l AN...Nes. (4.2)

11 Je
i1 < <igy
J1<...<Jy

Diese Definition erfiillt die verlangten Eigenschaften, was man durch Nachrechnen iiber-
priift.

(b) Eindeutigkeit: Ist A ein Dachprodukt mit den Eigenschaften (i) und (ii), so ist “A” nach
Wabhl einer Basis eq,...,e, € V von der Form (4.2).

O
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Bemerkung.
(a) Wir lassen auch den Fall & = 0 bzw. £ = 0 zu. Fiir A € R = A°(R) und o € A¥(v) setze
AN :=aANd =) a.

(b) Es gelten folgende weitere Rechenregeln fiir a € AF(V*), 3 € AY(V*) und v € A™(V*):

aN(BAy)=(anB)Ay
und
alfP= (—1)""@6 A .
Der Beweis sei als Ubung iiberlassen.

Nun wollen wir Differentialformen auf offenen Teilmengen des R™ definieren.

Definition 4.1.5. Sei U C R™ offen. Eine Abbildung w : U — AF((R™)*) heifit Differential-
form vom Grade k (k-Form). Eine k-Form w : U — AF((R™)*) heiit m-mal stetig differen-
zierbar, falls fiir alle Vektoren vy, ..., v € R™ die reellwertige Abbildung

pr—w@)(vi,. .., vk)

auf U m-mal stetig differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit QF (U) die Menge der m-mal stetig
differenzierbaren k-Formen auf U. Die Menge aller unendlich oft differenzierbaren k-Formen
auf U wird mit QF(U) bezeichnet.

Bemerkungen.

(a) Da A°((R™)*) = R, entspricht Q¥ (U) der Menge der m-mal stetig differenzierbaren
Funktionen C™(U) auf U und Q°(U) der Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen C*°(U).

(b) Sei f € C*®(U) so ist
df == Df : U — L(R™,R) = A}((R")*)

ein Element in Q'(U). Sei ey, ..., e, die kanonische Basis, so gilt df (p)(e;) = E?T};(p) und
somit

(c) Sind x; : U — R die kanonischen Koordinatenfunktionen auf U < R", d.h.

x;(p1y...,pn) = pi und ey, ..., e, die kanonische Basis des R", so folgt
ox;
dzi(p)ej = (%; (p) = dij-
Insbesondere ist dzi(p),...,dz,(p) fiir jedes p € U die zu ey,...,e, duale Basis von

(R™")* = AN ((R™)").
Ist w eine k-Form, so existieren wegen Satz 4.1.3 Funktionen a;,. ;, : U — R mit
w(p) = Z iy, (P)diy (p) A .. A dyy ().
1<i<...<ip<n

Wegen w(p)(e;,, ..., €, ) = ai. i (p) ist w genau dann m-mal stetig differenzierbar, falls
alle Koeffizienten a;, . ;, : U — R m-mal stetig differenzierbar sind.



92 22. Juli 2010

Definition 4.1.6. Sei U C R” offen, w,n seien k-Formen auf U und A € R. Dann definiere
das Produkt M\w : U — A¥((R™)*) und die Summe w + 7 : U — A¥((R™)*) durch

(Aw)(p) = Aw(p) und (w +n)(p) = w(p) + n(p)-
Sind w eine k- und 7 eine ¢-Form, so definiere ihr Dachprodukt w A 5 : U — AFH((R™)*)
durch

(w An)(p) = w(p) An(p).

Bemerkung. Sind w,n € QF (U) und A\, € R, so ist auch M\w + un € QF (U), d.h.
QF (U) ist beziiglich der Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorrium iiber R. Sind
w e QkU),n € QL (U), soist wAn € QEH(U). Entsprechende Aussagen gelten auch fiir
Q).
Das Differential von k-Formen kann wie folgt definiert werden:

Definition 4.1.7. Sei w € Q¥(U) gegeben durch

w = Z iy i dTiy Ao N dxg,

1<ir<...<ip<n

Dann heif3t
dw = Z dai, .., Ndxi, N... Ndxg,
1<i1 <...<ip<n
die duflere Ableitung oder das Differential von w.

Bemerkungen.

(a) dw ist eine k + 1-Form. Ist m > 1 und w € QF (U), so ist dw € Q5L (U).

(b) Ist w = f: U — R stetig differenzierbar, dann ist dw = df eine 1-Form auf U. In Kapitel
8 hatten wir das Differential einer Funktion f mit Df bezeichnet. Um eine einheitliche
Schreibweise zu gewéhrleisten, bevorzugen wir im Kontext der Differentialformen die
Bezeichnung df fiir R-wertige Funktionen.

(c) Ist w € QH(U) mit w(x) = 3. a;(x)dz;, so ist da; = Z 9; @id; und somit

dw = Z o1, azdxj Ndr; = Z oz, -a;dxj N dz; + Z oz, ~a;dxj A dx;
i,j=1 i<j j<i
= - Z a azdxz A d:l?] + Z a aldxj A dz;
1<j j<Z

= — Z o, azdxl Ndx; Z oz, ajdx; \ dx;j (durch Umbenennung von i und j)
i<j 1<j

0 0
= Z (axl ; 6—%0,1) dxz; N dxj.
1<j

Insbesondere ist fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit w =
df =30 az f dw;:

o 0
ddf = Z(a o —%jaxif>dxi/\dxj:0.

1<)
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(d) Sei U € R™ und w : U — AF((R™)*) eine differenzierbare k-Form. Thre #uBere Ableitung
dw lésst sich auch koordinatenfrei definieren. Fiir Vektoren vy,...,v;r € R™ betrachte
die reellwertige Abbildung

p— U.)(p)(’l)l, L 7vk)'
Definiere nun

k+1
)1, vkg1) = Y (1) D@ (w1, B vrr)) () (0),

i=1

wobei ¥; bedeutet, dass v; ausgelassen werden soll. Dann gilt: 7 ist eine k£ + 1-Form und
dw = 1. (siehe auch Aufgabe 4 von Blatt 1: dort soll dies fiir k = 1 gezeigt werden.

Satz 4.1.8. (a) Seien w,n € Q¥(U) und \, u € R, so ist
d(Aw + un) = Adw + pdn.

Insbesondere definiert fiir m > 1 die dupere Ableitung d : QF,(U) — QFFL(U) einen
linearen Operator.

(b) Ist w € Q¥(U) und n € Q4(U), so ist

dwAn) =doAn+ (—D)FwAdy e QEH(U).

(c) Ist w € Q5(U), so ist
ddw = 0.

Bewets.
(a) ist trivial.
(b) Wegen der Linearitdt der &ufleren Ableitung reicht es aus, (b) fiir w,n von der Form
w= fdr;, N...Ndx;, =: f-dry und n=gdx; N...Ndxj, =:g-dr;
mit f,g € C1(U) zu beweisen (solche Differentialformen heiflen auch Monome):

dwAn) = d(fgdxr Ndxy) = (g-df + f-dg) Ndx; Ndzxy
= (df Ndxg) A (gdzy) + (=1)F(fdxr) A (dg A dzy)
= dwAn+ (=1)*wAdn.

(c) Wegen der Linearitit von d geniigt es wieder, w von der Form
w= fdx;, N...\Ndx;, =: fdxr

zu betrachten. Dann ist dw = df Adz; und wegen Teil (b) folgt mit Bemerkung (c) nach
Definition 4.1.7:

ddw = ddf Adzy — df Ad(1-dxr) = ddf A dxp — df Ad(1) Adzp = 0.
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Beziige zur Vektoranalysis: Wir wollen einige Beziige zur Vektoranalysis auf dem R?
aufzeigen. Diese wird in der Physik und in den Ingineurwissenschaften héufig dem Gebrauch
von Differentialformen vorgezogen.

Sei U C R3 eine offene Menge und F : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann
kénnen wir F eine 1-Form wi € Q1(U) und eine 2-Form w% € Q2(U) zuordnen: Setze

wp(p)(v) = (F(p),v) und wi(p)(vi,v2) := det(F(p), v1,v2) = (F(p), (v1 x v2))

mit dem Kreuzprodukt x in R3. Sind F = (F, Fy, F3) die Komponenten des Vektorfeldes, so
gilt:

w}; = Fidx1 + Fhdzo + F3dxs sowie w% = Fdxy A dxg + Fodzs N dry + Fzdxy A dxs.

Umgekehrt lisst sich jeder 1-Form und 2-Form auf U C R3 eine Vektorfeld zuordnen.
Man rechnet nun leicht nach:

(a) df = wéradf fiir jede C'-Funktion f: U — R,
(b) dwp = wig
(¢) dw? = div Fdzy A dza A dxs.
Dabei folgt (a) aus df (p)(v) = (grad f(p),v) Vo € R3. Beweis zu (b):

F; F; F: F:
dw}m = bdxg Adxy + bdxg ANdxy + &dxl A dzy + &dxg A dxo
61‘2 61‘3 8901 61‘3
oF oF
+—3d.%'1 Adxs + —gd.%'g A dzs
8901 8902
0F;  0F, oF; OF3 oFy, 0F
= — ——)d d ———)d d — ——)d d
(83:2 a$3> T2 A 4T3 + (axg 83:1 T3 A 4T1 + 83:1 83:2 LA 4T
Beweis zu (c):
F; F: F:
dw% = bdxl Adxo N dxg + &dﬂiz ANdxs A dxy + Qdﬂ?g A dxy A dxs
83:1 83:2 8373

_ (R OF  OF
- 61‘1 61‘2 61‘3

Da ddw = 0, so folgt fiir jede C%-Funktion f: U — R:

) dri Ndxo A dxs.

0= ddf = dwérad f = w?ot grad f
und somit rot grad f = 0. AuBerdem folgt fiir jedes C?-Vektorfeld F : U — R3
0 = ddw} = dw?, p = divrot Fdzi A dxo A das

und somit divrot F' = 0.

Vektorfelder und 1-Formen lassen sich in allen Dimensionen identifizieren. Ab Dimension 4
existieren jedoch keine Beziehungen zwischen Vektorfeldern und 2-Formen. Ist U C R* offen
und w € Q2(U), so benétigt man eine Abbildung F' : U — R® um w darzustellen. Da 2-
Formen auf U C R* in der relativistischen Elektrodynamik eine wichtige Rolle spielen, fiihrt
man, wenn man die Sprache der Differentialformen umgehen will, so genannte “Sechser”-
Vektoren ein.
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4.2 Zuriickholen (pull-back) von Differentialformen

Wir wollen nun das Integral von k-Formen definieren. Dazu benéttigen wir die Operation des
Zuriickholens von Differentialformen.

Definition 4.2.1. Sei U C R™ und V C R™ offen, ¢ : V — U stetig differenzierbar und w
eine k-Form auf U. Dann heifit die auf V' durch

(" @)(P)(v1, .. vr) == w(e@)(De(p)(v1), -, Do(p)(ve)), p €V, w1, op € R™

definierte k-Form die mittels ¢ zurickgeholte k-Form und wird mit ¢*w notiert. Ist w eine
0-Form, d.h. eine Funktion f auf U, so ist

("w)(p) = " f(p) = f o o(p).
Es gelten folgende Rechenregeln:
Lemma 4.2.2. Seien V .C R™ U C R" offen und ¢ : V — U eine C*-Abbildung. Dann gilt:
(a) Sind wi,ws k-Formen auf U und f: U — R eine Funktion, so folgt
0" (w1 + wa) = @ w1 + Y ws

und
" (fw1) = (fop)p™(w1) = ¢" f A @™ (w1).

(b) Sind fi,..., fr:U — R C'-Funktionen, so gilt:
O (dfi N Ndfy) =d(fiop) A ANdA(fr o).

(¢) Ist w eine k-Form auf U und n eine £-Form auf U, so gilt:

p wAn) =g w A
(d) Ist W C RY offen, ¢ : W — V eine C'-Abbildung und w eine k-Form auf U, so gilt:

(pot)'w =1 (p'w).
Beweis.

(a) folgt unmittelbar aus der Definition von ¢*.
(b) Betrachte Vektoren vy, ...,vx € R"™ und p € V. Dann gilt:

G (dfi Ao N (D) (V15 -y vE) = (dfy A+ AdFR) (0(9) (D) (01), - . -, Dp(p) (vy))
= dfi((p)) A ... Adfr(0(p)) (Dp(p)(v1), - . ., Do(p)(vi))

dfi(e())De(p)(v1) -+ dfi(e(p))De(p)(vk)
= det : :
df.(p(p))Dp(p)(v1) -+ dfep(p)Dep(p)(v)
d(fio@)(p)(v1) - d(fioe)(p)(vk)
= det : :
d(feo@)()(v1) - d(fxo)(p)(vk)

d(fiop)(p) A... Ad(fr 0 p)(p)(v1,... vk)
(d(fl o) A... Nd(f ogp))(p)(vl,...,vk).
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(c) Ist k=0, d.h. w = f eine Funktion und 7 eine ¢-Form auf U, so gilt:
e (fn) = (fop)p™n=¢"f Ae™n.
Wegen (a) geniigt es, (c) fiir w und 1 der Form
w= fdx;; N...Ndx;, und n = gdr; A...Adz;,

mit f,g: U — R zu zeigen, wobei z1,...,z, : U — R die kanonischen Koordinaten-
funktionen bezeichnen. Dann folgt aus (a) und (b) :

P'w=(fop)dpi A...Ndpi, und ¢*n=(gop)dpj A...Ndpj,
mit ¢; = x; o p. Wegen
wAn=(f-g)dx; N...Ndx;, Ndxj A...Adzj,
folgt daher mit (b):
P (wAn) = (fop) (gop)dpi A... Ndpiy, Ndpj, A ... Ndpj = @"w A ™.
(d) Sei als Ubung iiberlassen.

O

Bemerkung. Sei ¢ : V — U eine m + 1 -mal stetig differenzierbare Abbildung und
w e Q?(U) mit j < m. Dann ist p*w € Q?(V) Also definiert

p* Q(U) - Q5(V)

wegen 4.2.2(a) einen linearen Operator.

Beispiel.  Auf U = R? mit den Standard-Koordinaten 1,z sei die 2-Form w = dx; A dzs
gegeben. Um diese in Polarkoordinaten darzustellen, soll w mittels ¢ : V' := (0, 00) x (0, 27) —
U, p(r,¢) = (rcos ¢, rsin ¢) zuriickgezogen werden. Es gilt

(r,¢)dr + aa—(f;(r,gb)dgb =cos¢dr — rsingdeo

0
dor(r,0) i= d(w o ¢)(r, ) =

sowie

dpa(r,¢) == d(yo@)(r,¢) = %(r, @) dr + %(r, ¢)dp = sin pdr + r cos ¢ do

und somit nach Lemma 4.2.2 (b):

Ow(r,g) = de1 Adpa(r,¢) = (cos pdr — rsindde) A (sin ¢ dr + r cos ¢ do)
= 7(cos® ¢ + sin® ¢)dr A do = rdr A de.

Die duflere Ableitung kommutiert mit dem Zuriickziehen von Differentialformen, d.h. es gilt:
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Lemma 4.2.3. Seien V C R™, U C R" offen, ¢ : V — U eine C?-Abbildung und w € Q¥ (U).
Dann folgt
d(p*w) = p*dw.

Beweis.  Wegen Satz 4.1.8(a) und obiger Bemerkung sind dy*, ¢*d : Q¥(U) — QISH(V)
lineare Operatoren. Also geniigt es wieder, die Aussage fiir Elemente w € Q¥(U) der Form

w= fdx; N... Ndz;,
zu beweisen. Dann gilt
'w=(fop)dpi N...Ndp;,
und wegen Satz 4.1.8 (b) folgt
de*w) =d(fop) Ndpsy N...Ndp;, + fopd(dei, N...Ndp;,).
Durch Induktion iiber k zeigt man mit Satz 4.1.8(b)
d(dei, N...Ndy;, ) =0,
denn
d(dgpi, A+ Adpy,) = d(depi, A+ Adpi,_ ) Ndepi, +(—1)F " dpi, A+ Adpi,_ Addip;, = 0+0 = 0.

AuBerdem ist d(f o) = (df o p)Dyp = p*df, denn aus der Definition von ¢* und der Ketten-
regel folgt

¢ df (p)(v) = df (p(p))(De(p)(v)) = d(f © ¢)(p)(v)
fiir alle p € U und v C R™. Daher folgt aus Lemma 4.2.2 (b) und (c)
d(g*w) = @*df Np*(dziy N ... Ndxy, ) = @*(df Ndxy, Ao ANdxg,) = @ dw.

O

Nun wollen wir der Frage nachgehen, wann eine k-Form w € QF(U) eine Stammform n €
QF=1(U) besitzt, d.h. wann die Gleichung dn = w eine Losung besitzt. Wegen Satz 4.1.8 (c)
ist dw = 0 ein notwendiges Kriterium dafiir.

Definition 4.2.4. Eine Differentialform w € Q¥(U) heiBt exakt, falls sie eine Stammform
besitzt. Sie heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich auf wichtige Anwendungen der Differentialformen
in der Topologie. Sie sind in der Vorlesung nicht behandelt worden.

Bemerkungen.

(a) Die geschlossenen sowie die exakten k-Formen bilden Untervektorriume von QF(U),
denn es gilt:

{geschlossene k-Formen} = ker(d : QF(U) — QFL(U)),

{exakte k-Formen} = Bild(d : Q*"}(U) — Q~(U)).



98 22. Juli 2010

Wegen Satz 4.1.8 (c) sind exakte Formen geschlossen. Der Quotientenraum
H*(U) := {geschlossene k-Formen}/{exakte k-Formen}
heifit k-te de Rhamsche Kohomologiegruppe. Fiir kK = 0 definiert man:
H°(U) := {geschlossene 0-Formen} = {f : U — R | df = 0}.

Ist U zusammenhiingend, so ist H°(U) die Menge der auf U konstanten Funktionen.
Also folgt in diesem Falle HO(U) = R.

Das Lemma von Poincaré (siehe unten) impliziert fiir & > 1 und U sternférmig :
H*(U) = {0}, denn wegen des Lemmas von Poincaré ist jede geschlossene Form auf
U auch exakt.

(b) Es gilt: HY(R?\ {0}) # {0}. Betrache die sogenannte Windungsform
—ydx + xdy
w=—"——-—".
x2 +y?
Dann ist dw = 0, aber w ist nicht exakt. Man kann zeigen: H'(R? \ {0}) = R.

Nun wollen wir das Lemma von Poincaré beweisen, d.h. wir zeigen, dass jede geschlossene
k-Form auf einer sternférmigen Menge exakt ist.
Zu einer offenen Menge U C R™ betrachte zunéchst die Zylindermenge

0,1] xU ={(t,z) | te€[0,1], x € U}.

Sei V' C R""! eine offene Menge, die [0,1] x U enthilt. Jede k-Form 1 auf V lisst sich in
eindeutiger Weise schreiben als

n(t,x) = Z @iy iy, (Gx)dE Ndagy N AN dxg, |+ 7(t ),

1<i1<..<ip_1<n

wobei

n(t, .%') = Z bjy..jx (t, .%')d.%'jl ANAN

1<i1<...<jk<n

d.h. 7 besteht aus allen Monomen, die dt nicht enthalten. Definiere fiir £ > 1 die Abbildung
K vom Raum der stetigen k-Formen auf V' in den Raum der k — 1-Formen auf U durch

1

(K(n))(z) := > / iy, (Gx)dt | dayy Ao A dag,

1<ii<..<ig_1<n \

fiir € U. Damit ist K : Q8(V) — QF1(U) ein linearer Operator.

Lemma 4.2.5. Sei U C R™ offen und V C R™""! eine offene Teilmenge mit [0,1] x U C V.
Seien g, : U — V' definiert durch

Yo(z) = (0,2) wund 1(x) = (1,z).

Dann gilt firn € Q¥(V):
d(K (n)) + K(dn) = 41 — 4o (4.3)
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Beweis. Da beide Seiten in (4.3) linear von 1 abhingen, geniigt es, beide Seiten fiir
Monome zu iiberpriifen.
1. Fall: Zun#chst sei n von der Form:

n(t,x) = f(t,z)dt Ndzy, A... Ndx;,_, = f(t,z)dt A\ dxy.

n
Dann folgt aus df (¢, z) = %(t,x)dt + > %(t,x)dmi wegen dt A dt = 0:
i=1 "

dn(t,x) = Z g—f(t,x)dxi ANdt Ndxp = — Z g—f(t,x)dt Adzx; Adxg.

T; T;
i=1 t i=1 v

Dies impliziert

K(dn)(z) = — Z ( of (t,x)dt) dx; Ndxr.

i=1 V9 Oz;
Mittels Differentiation unter dem Integral gilt

1 n 1
d(K(n)(z) =d / fta)dt | deyp | = ﬁ(t,x)dt dz; A dxy.
0 =1

61‘1‘
0
Wir erhalten:
d(K(n)) + K(dn) =0

Auf der anderen Seite folgt aus Lemma 4.2.2 (b)

Yon = (f o bo)d(t o o) Ad(xiy o¢o) A ... Ad(zi,_, o)
und

wfn = (f o wl)d(t o wl) A\ d((L‘Zl ¢) 'lﬂl) VANPIAN d(xik—1 o wl)
Dat: R x R™ — R die Projektion auf die erste Koordinate ist, d.h. t(s,z) = s, so folgt

totp(z) =0und to(z) =1 und somit d(to;) =0 fiir i € {0,1}.
Also erhalten wir
Yon =in =0

und daher ist die Behauptung im 1. Fall bewiesen.
2. Fall:

Sei nun 7 ein Monom der Form n = f - dxy, wobei de; = dx;, A ... Adx;, . Dann ist K(n) =0
und somit auch dK(n) = 0. Da

of
ot

"0
dn(z,t) = = (t,z)dt A dx + Z 83{- (t,x)dz; A\ dxy,
i=1 "

folgt aus der Definition des Operators K:

1
K(dn)(x) = %(t,x)dt dxy = f(1,z)dx; — f(0,z)dx;.
0
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Aus Lemma 4.2.2 (b) folgt
Yin(x) = foi(x)d(xs, o) A . Ad(z, oyn) = f(L,z)dxy, A... ANdxi, = f(1,2)dzy
sowie analog
Yon(x) = f(0,2)dw;.
Daher ist die Behauptung auch im 2. Fall bewiesen. a

Definition 4.2.6. Eine Menge A C R"™ heifit sternférmig beziiglich p € A, falls fiir jedes
x € A die Verbindungsgerade ¢(t) = p + t(x — p),t € [0,1] ganz in A verlduft.

Abbildung 4.2: A sternférmig, B nicht sternférmig

Sei nun U C R” eine offene beziiglich 0 € R™ sternférmige Menge und ¢ : R x R — R"™ die
Abbildung mit ¢(t, z) = t-x. Dann enthilt V := ¢~ 1(U) die Menge [0, 1] x U. Obiges Lemma
impliziert somit das folgende Korollar.

Korollar 4.2.7. Sei U C R" eine beziiglich 0 € R™ sternférmige offene Menge und w €
Qk(U). Dann ist *w € Q¥(V) und es gilt:
UK (') + K (dp'w) = w.
Beweis. Sei w € Q¥(U) und 7 := ¢*w. Dann ist wegen Lemma 4.2.5
d(K(n)) + K(dn) = yin — ¥on,
wobei 1,11 : U — V mit ¢g(z) = (0,2) und ¢1(x) = (1,2). Da pop1(z) =1 -2 = x und
0o (z) = 0, folgt
Yin =vYie'w = (pot)'w=id"w =w und gn = (poth)'w=0w=0
und somit die Behauptung. i

Aus diesem Korollar erhilt man nun, dass jede geschlossene k-Form auf einer sternformigen
Menge eine Stammform besitzt.

Satz 4.2.8 (Lemma von Poincaré). Sei U C R™ sternférmig und w eine geschlossene k-Form
auf U. Dann ist w exakt.

Beweis. Ohne Beschriankung der Annahmen sei U sternférmig beziiglich 0 € R™ und w
geschlossen. Dann folgt mit Lemma 4.2.3 dyp*w = ¢*dw = 0 und eingesetzt in Korollar 4.2.7
somit d(K (¢*w)) = w, d.h. w ist exakt. U
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Das Lemma von Poincaré liefert auch eine Methode zur Berechnung von Stammformen fiir
geschlossene Formen auf sternférigen Mengen.

Korollar 4.2.9. Sei U C R™ eine beziiglich 0 € R™ sternférmige offene Menge und

w = Z ail...ikd‘ril VANPIAN deZk € Q]fn(U)

1<ir<...<ip<n

fir ein k,m > 1. Sei

1<ig<..<ip<n =1

& 1
n(x) = Z Z:(—l)gf1 /tklailmik (tz)dt x;, dx; A ... c@ o AN dxg,
0

wobei d/:c\u, die Auslassung von dx;, anzeigt. Dann ist n € an_l(U) und falls w geschlossen ist,
folgt dn = w.

Beweis.  Aus der Definition von 7 folgt sofort: n € QE-H(U).
Wie im Beweis von Korollar 4.2.7 betrachte die Abbildung ¢ : RxR"™ — R™ mit ¢(t,z) = t-x.
Dann enthélt V := ¢~ 1(U) die Menge [0,1] x U. Man zeigt nun:

K(p'w) =n. (4.4)

Dann folgt aus Korollar 4.2.7 dn = w, falls w geschlossen ist. Wegen der Linearitdt des
Operators K¢* : QF (U) — QE=1(U) geniigt es, die Identitit (4.4) fiir Monome zu zeigen. Sei
also w € QF (U) von der Form

w(z) = f(x)dr, A... Ndz;,.

Dann gilt:
*
Yr'w(t,x) = f(tx)dei, A... Ndp;,.

Da ¢;,(t, ) = tz;,, folgt
dg@il = xildt + tdfbil.

Man zeigt nun durch Induktion iiber k:
k“ —_—
dSOil VANIRAN dg@zk (t, :C) =tk dfbil VANIRAVAN dCCZk + Z(—l)e_ltk_lxil dt A dxh VANPIN dCCZ'Z N dCCZk
(=1

Nach Definition des Operators K folgt

1

k
K(g'w)(@) =Y (-1)*! /tk—lf(m)dt i, dog A dzy, . A da,
=1 o

und daraus die Behauptung. N



102

22. Juli 2010

Nun diskutieren wir einige Anwendungen des Lemmas von Poincaré.
Anwendungen des Lemmas von Poincaré :

(a)

Sei w € QF(U) eine unendlich oft differenzierbare k-Form auf einer offenen Teilmenge
U des R™. Gesucht wird eine Losung € Q¥~1(U) der Differentialgleichung

dn = w.

Wegen ddn = 0 ist dw = 0 eine notwendige Bedingung fiir ihre Losbarkeit. Ist nun U
sternformig, so ist diese notwendige Bedingung wegen des Lemmas von Poincaré auch
hinreichend.

Wie sieht die Gesamtheit der Losungen
L= {ne Q1 U) | dy=w}

aus? Ist 7y eine spezielle Losung (diese kann mit Hilfe des Korollars 4.2.9 berechnet
werden), so ist fiir jedes 3 € Q¥ 2(U) auch 1 = ny + dB wegen ddf = 0 eine Losung. Ist
umgekehrt 7 eine beliebige Losung, so ist die Differenz n — 1y € QF~1(U) geschlossen.
Also existiert wieder wegen des Lemmas von Poincaré ein 8 € QF~2(U) mit n—no = dg.
Dies zeigt, dass £, ein affiner Unterraum von Q*~1(U) ist gegeben durch

L, ={m+dB|B e U}

Teil (a) hat folgende Anwendungen in der Vektoranalysis. Sei U C R? eine offene und
sternférmige Menge und g : U — R eine C'°°-Funktion. Dann existiert aus folgendem
Grund ein Vektorfeld F : U — R3 mit

divF =g.

Betrachte die 3-Form w = gdxi A dxo A dxs. Diese Differentialform ist — wie alle 3-
Formen in R3 — geschlossen und damit existiert eine 2-Form 7 mit dn = w. Wegen den
Ausfiihrungen zur Vektoranalysis auf Seite 94 existiert ein Vektorfeld F : U — R3 mit
w% = 7. Also folgt dnfp = div F dzy A dxy A drs und somit div F = g. Ist Fy : U — R3
eine spezielle Losung, so ist die Menge aller Losungen von der Form

{Fy+rot G| G:U — R® unendlich oft differenzierbar}.

Denn fiir jede beliebige Losung F : U — R? gilt div(F — Fy) = 0 = dw}_p = 0. Wie in
(a) gezeigt, existiert eine 1-Form (8 mit df = w%_ F- el G U — R3 das zu 3 gehorige
Vektorfeld, also g = wé. Dann ist w?otG =df = w%_ F, und somit ist rot G = F — Fp.

Sei nun H : U — R3 ein unendlich oft differenzierbares Vektorfeld. Gesucht ist die
Menge aller Vektorfelder F : U — R? mit

rot F' = H.

Mit analogen Argumenten wie oben folgt unter Beachtung des oben zitierten Beipieles:
Diese Gleichung hat genau dann eine Losung, falls div H = 0 gilt. Ist Fy eine spezielle
Losung, so ist die Gesamtheit der Losungen von der Form

{Fo+grad f | f: U — R unendlich oft differenzierbar}.

Die Losungen heiflen auch Vektorpotentiale von H.
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4.3 Integration von Differentialformen

Wir wollen nun das Integral einer k-Form auf einer offenen Teilmenge des R™ erkldren.
Zuniichst definieren wir das Integral einer stetigen k-Form w € QF(U) auf einer offenen
Teilmenge U des R*. Fiir jede solche k-Form w existiert eine stetige Funktion f : U — R
mit

w(z) = f(x)dzy A ... A dzg.

Definition 4.3.1 (Integral von k-Formen auf dem R¥). Sei U C R¥ offen und w € QF(U) mit
w= f(x)dxy A...N\dzxy.

Ist A C U Lebesgue-messbar, so heiffit w integrierbar iiber A, falls das Lebesgue-Integral von
f iiber A existiert. Man definiert:

[w= [ @i = [ 1) xa@air @)
A A Rk

Bemerkung.  Statt \¥(x) schreibt man auch d*z oder dz. Ist w € QF(U) und A kompakt,
also abgeschlossen und beschrankt, so ist w iiber A integrierbar. Insbesondere gilt:

/Cm A. .. Ndxy = NF(A).
A

Daher nennt man dzi A ... A dxy, € QF(RF) auch die Volumenform des R¥.
Genau wie wir 1-Formen auf dem R" iiber Kurven im R"™ integriert haben, lassen sich k-
Formen auf dem R" iiber “k-dimensionale Mengen” im R” integrieren.

Definition 4.3.2 (Integral von k-Formen auf dem R"). Seien V C R* und U C R™ offene
Mengen mit k < n. Seien w € Q&(U) eine stetige k-Form und ¢ : V — U eine C'-Abbildung.
Dann ist p*w € QF(V). Ist A C V messbar und ¢*w integrierbar iiber A, so definiere

/ w ::/gp*w.
(:4) A

Falls A =V, schreibe [w statt [ w.
4 (¢,V)

Beispiel. Sei U C R™ offen und w € Q}(U) eine stetige 1-Form. Ist v : I — U eine

differenzierbare Kurve, so ist
/ w= / ~w.
Y 1

Da y*w € Q§(I), ist y*w(t) = f(t)dt fiir t € I und somit

f() =7 w(t)(1) = w(y () Dy()(1) = w(y()F(D)-

Insbesondere stimmt diese Definition mit der Definition der Kurvenintegrale, so wie in den
Ubungen definiert {iberein.
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Das Integral [ w kann unter einer Reparametrisierung von ¢ nur das Vorzeichen éndern.

©
Definition 4.3.3. Seien V C R¥,U C R” offen und ¢ : V — U eine C'-Abbildung. Ist
W C R” offen, so heifit eine Abbildung 1 : W — U Reparametrisierung von ¢, falls es einen
Diffeomorphismus 7' : W — V gibt mit ) = ¢ o T.

U
Y=poT 4
W A v

Ist det DT'(x) > O fiir alle x € W, so heifit die Reparametrisierung orientierungserhaltend.
Ist det DT'(z) < 0 fiir alle z € W, so heifit sie orientierungsumkehrend.

Bemerkung. Sei W eine zusammenhéngende Menge, so ist jede Reparametrisierung ori-
entierungserhaltend oder orientierungsumkehrend, denn in diesem Falle ist det DT'(z) > 0
oder det DT'(x) < 0 fiir alle x € W.

Lemma 4.3.4. Seien V C R¥ U C R offen, w € QF(U) und ¢ : V — U eine C1-Abbildung.
Ist ¢ : W — U eine orientierungserhaltende (orientierungsumkehrende) Reparametrisierung

von @, so gilt:
/w:—i—/w, /w:—/w.
% (4 % (4

Beweis. Zunéchst gilt mit ¢ = p o T"
/w:/@b*w:/(gooT)*w:/T*gp*w.
Y w w w
Da p*w € QF(V) und V C R¥, gilt fiir eine stetige Funktion g : V — R:
Y'w=gdri N...\dzxy
und somit folgt aus Lemma 4.2.2(b)
T*¢*w = (goT)dTy A ... NdT} € QE(W),

wobei W C R* eine offene Teilmenge ist und T = (T7,...,T}) die Komponentendarstellung
von T'. Also gilt:
(dThy AN ... NdTE)(p) = a(p)dzy A ... A dxy,

fiir eine stetige Funktion a : W — R. Wegen

dTy(p)(er) --- dTi(p)(ex)
(dTh A ... NdTg)(p)(e1,. .. ex) = det : : = det DT (p)

dTy(p)(er) - dTu(p)(ex)

erhalten wir a(p) = det DT(p) fiir jedes p € W und daher

T*¢*w(p) = (g o T(p))det dT(p)dz1 A ... A dxg.
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Also gilt
/ w= / (9.0 T(p)) det DT (p)dA\* ().
¥ 1%

Auf der anderen Seite ergibt sich aus der Transformationsformel:

/&oT@ﬂ&%DT@Wﬂﬂm::/ﬁmuh:/gﬂk:/@.
w T(W) Vv )
Ist also det DT > 0, so folgt [w = [w. Ist det DT < 0, so folgt [w = — [w. i
% ¥ 4 Y

Nun wollen wir Differentialformen iiber Untermannigfaltigkeiten integrieren. Dies geschieht
mittels lokaler Parametrisierungen. Lokale Parametrisierungen sind die Umkehrabbildungen
von Karten (siehe Bemerkung (b) nach Definition ?? und Bemerkung (c) nach Definition ?7?).

Definition 4.3.5. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Familie
{(¢as Va) }aer von offenen Mengen V,, C R™ und lokalen Parametrisierungen

Yo Vo = pa(Va) =: Uy C RY

mit
U Ua=m
acl

heifit Atlas aus Parametrisierungen fiir M.

Zu jeder Untermannigfaltigkeit existiert ein Atlas aus lokalen Parametrisierungen. Wir setzen
im Folgenden immer voraus, dass die lokalen Parametrisierungen unendlich oft differenzierbar
sind.

Definition 4.3.6. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Differenti-
alform vom Grade k auf M ist eine Abbildung

w: M — | AN Ty M)
peEM

mit w(p) € Ak(TIj‘ M) fiir alle p € M. Die Differentialform w heifit m-mal stetig differenzierbar,
falls fiir jede lokale Parametrisierung ¢, : Vo, — U, C M die zuriickgeholte Differentialform

Wo 1= QLW

mit
Pow(@)((u1), ... (uk)) = w(pa(®))(Dpalz)us, . .., Doa(r)ur)

fir uy,...,ur € R” und = € V,, m-mal stetig differenzierbar ist. Die Menge aller m-mal stetig
differenzierbaren k-Formen auf M bezeichnen wir mit QF (M). Mit QF(M) bezeichnen wir
die unendlich oft differenzierbaren k-Formen auf M. Die auf der offenen Menge V, C R”
definierte Differentialform w, = ¢},w nennen wir auch lokale Darstellung von w beziiglich der
Parametrisierung .
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Bemerkung. Seien @q : Vo — Uy C M und g : Vg — Ug C M zwei lokale Parametri-
sierungen mit U, N Ug # (. Definiere Vg, = @El(Ua NUg) und Vas = 051 (Uy NUg). Dann
ist Tog @ Vapg — Vg mit Tyg = gogl o (p, ein Diffeomorphismus, und es gilt fiir die lokalen
Darstellungen w, und wg:
Wy = T;ﬁwﬁ, (4.5)
denn
T;ﬁng = T;ﬂgp?aw = (pgoTyup)'w = piw = wa.

Pa ¥p

Rn Rn
Abbildung 4.3:

Lemma 4.3.7. Sei M C R eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (pu, Va)acr €in
Atlas aus Parametrisierungen fiir M. Seien w, € QF (V,), a € I, eine Familie von m-mal
stetig differenzierbaren k-Formen, die die Kompatibilitdtsbedingungen

Wa = Tagwp fir alle a,B € T mit oo (Vo) Nep(Vg) # 0 (4.6)
erfillen. Dann ezistiert genau eine k-Form w € QF (M) mit ¢fw = w, fiir alle o € 1.

Beweis. Sei p € M und vy,...,v, € T,M. Wéhle ein a € I mit p € ¢o(V,). Dann
existieren genau ein z € V, und eindeutige Vektoren ujp,...,ux € R™ mit p = ¢, (z) und
vj = Dy (x)(uj). Definiere nun

w(p)(v1,...,0k) = wa(x)(ur,. .., ug).

Zu zeigen ist, dass diese Definition nicht von der Wahl von « abhingt. Sei also 8 € I mit
p € p3(V). Dann existieren wieder genau ein 2’ € Vg und eindeutige Vektoren v/, ..., uj € R"
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mit p = pp(z’) und v; = Dpg(z)(u)). Zu zeigen ist

wa () (U1, ... ug) = wg(')(uy, ..., ul).

Es gilt
/

T = 9051 ° ¢a(z) = Tap(z)
und aus der Kettenregel folgt:

W = (Dig(a')) " Dipa(w)(uj) = Do (p) Dipa() (1) = D" 0 ) () (1) = DTap(w)(uy)-

Also erhalten wir zusammen mit den Kompatibilitdtsbedingungen (4.6):

wsl@)(th, . ) = wp(Tag(@))(DTus (@) (), .., DTap()(uy)) = Thws()(ur, .., ug)

= wal(@)(ug, ... ug).
0

Dieser Sachverhalt ermdoglicht es uns, die duflere Ableitung einer Differentialform auf einer
Untermannigfaltigkeit zu definieren.

Definition 4.3.8. Sei M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (¢, Va)acr
ein Atlas aus Parametrisierungen fiir M. Sei m > 1 und w € QF (M). Dann definiere ihr
Differential

dw € QFFL (M)

m—1

als die eindeutig bestimmte (k 4+ 1)-Form in M mit ¢} dw = dw, fiir alle « € I.
Bemerkung. Die Familie dw, € Q% (V,,), o € I, erfiillt wegen

dwo = d(Tyswp) = Tagdws
die Kompatibilitdtsbedingungen (4.6). Daher ist dw wegen Lemma 4.3.7 wohldefiniert.

Wir wollen nun das Integral von n-Formen {iber n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten de-
finieren.
Ist V.C R" offen, ¢ : V.— U C M eine lokale Parametrisierung und w € Qg (M) eine stetige

n-Form, so ist es naheliegend, [w durch [¢*w zu erkldren. Sei ¢ : W — U eine weitere
U \%4
lokale Parametrisierung, so ist 7 := ¢~ 1ot : W — V ein Diffeomorphismus und somit v eine

Reparametrisierung von ¢. Daher gilt wegen Lemma 4.3.3

Jow==[ew
w 1%

je nachdem, ob T orientierungserhaltend oder umkehrend ist.

Definition 4.3.9. Eine Untermannigfaltigkeit M C RY heiit orientierbar, falls ein Atlas
(¢0as Va)aer aus Parametrisierungen fiir M existiert mit

det DTaﬁ(x) >0

fiir alle 7 € o5 ((9a(Va) N (¢s(V3)). Der Atlas (pa, Va)acr heifit dann orientiert.
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Definition 4.3.10. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit orientiertem
Atlas (Ya; Va)aer. Sel w € Qp(M), so dass

supp w:={x € M | w(x) # 0} C va(Va)

fo fom

M Va

fiir ein o« € I. Dann definiere

Die Menge supp w heifit auch Trdger (engl. support) der Form w.

Bemerkung. Die Definition des Integrals héngt nicht von der Wahl der lokalen Parame-
trisierung ¢, ab, d.h. ist supp w C ¢ (V) Ns(V3s), so folgt

/goj;w = /gogw.
Va Vs

Falls der Triger von w nicht im Bildbereich einer einzelnen lokalen Parametrisierung liegt,
bedient man sich einer Technik, die man die “Zerlegung der Eins” nennt.

Definition 4.3.11. Eine offene Uberdeckung {U,}aes der Untermannigfaltigkeit M heifit
lokal endlich, falls fiir jedes o € I die Menge

{(BeT|UynUz# 0}

endlich ist. Ein Atlas (¢, Vi )aecr aus Parametrisierungen fiir M heifit lokal endlich, falls die
offene Uberdeckung {U, }qer der Untermannigfaltigkeit M mit U, = ¢, (V,,) lokal endlich ist.

Satz 4.3.12. Sei {U,}acr eine lokal endliche Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit M.
Dann ezistiert eine Zerlegung der Eins angepasst an {Uy}acr, d.h. es existiert eine Familie
von C*®°-Funktionen ps : M — [0, 1] mit

SUpp po ={p € M | po(2) #0} C Us und Y pa(p) =1 Vpe M.
acl

Bemerkung. Da die Uberdeckung {U,}aes lokal endlich ist, sind fiir jedes p € M nur
endlich viele Summanden in ) p,(p) ungleich null.
acl

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir kompakte Mannigfaltigkeit und eine endliche
Uberdeckung Uy, ...,U,. Betrachte dann zu jedem x € M eine offene Menge W (z) mit
W(z) C U; fiir ein i € {1,...,n}. Uyep W(z) tiberdeckt M und da M kompakt ist, existiert
eine endliche Teiliiberdeckung. Also existieren k; € N und endlich viele Punkte z;;, ¢ €
{1,...n} und j € {1,... k;}, mit 2; ; € U; und

n k;

U U W(xi,j) =M.

i=1j=1

Setze

ki
W(SCZ'J'),

wi=U

7j=1
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_ n
so ist W; C Uj; offen mit W; C U; und |J W; = M. Konstruiere nun C*°-Funktionen f; : M —
i=1

R mit f;(p) > 0 fiir p € W; und f;(p) = 0 fiir p € M \ W;. Definiere dann
filp
pi(p) = ni)

>, fip)

j=

—_

O

Definition 4.3.13. Sei M eine orientierbare n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit ori-
entiertem Atlas (¢q, Va)aer, so dass die Uberdeckung ¢(V,,) = U, lokal endlich ist.
Sei {pa}tacr eine Zerlegung der Eins angepasst an {U,}aecr. Sei w eine n-Form auf M, so

definiere:
/ w = Z / PaWw.

M aeIM

Bemerkung. Aus der Eigenschaft der Zerlegung der Eins folgt: w = > p, - w.
acl
Aulerdem kann man zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Wahl der Zerlegung der

Eins ist.

Eine orientierte Untermannigfaltigkeit induziert eine Orientierung der Tangentialrdume. Eine
Orientierung auf einem Vektorraum ist die Wahl einer Aquivalenzklasse von geordneten Basen.

Definition 4.3.14. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und
GB(V)=A{(b1,...,bn) | {b1,...,b,} Basis von V}

die Menge der geordneten Basen auf V. Zwei geordnete Basen B = (by,...,b,) und
C = (c1,...,cn) heiflen dquivalent (in Zeichen B ~ (), falls die Determinante der linea-
ren Abbildung T : V — V mit T'(b;) = ¢ positiv ist. Ist B = (by,...,b,) eine Basis, so
bezeichnen wir mit

[B] .= {C'|C € GB(V),C ~ B}

die Aquivalenzklasse von B. Unter einer Orientierung auf V verstehen wir die Wahl einer
Aquivalenzklasse. Thre Elemente heien orientierte Basen.

Die durch die kanonische Basis (eq,...,e,) des R" induzierte Orientierung [(ey, ..., e, )] heifit
Standardorientierung oder kanonische Orientierung. Sei ¢ : R®™ — V ein Isomorphismus.
Dann heifit [(¢(e1),...,¢(en))] die durch ¢ induzierte Orientierung auf V.

Bemerkungen.

(a) Es existieren genau zwei Aquivalenzklassen von geordneten Basen auf V. Haben wir eine
Orientierung festgelegt, so nennen wir ihre Elemente auch positiv orientierte Basen. Die
Elemente der anderen Klasse heiflen dann negativ orientierte Basen.

(b) Zwei Isomorphismen @1, 2 : R™ — V induzieren genau dann die gleiche Orientierung,
falls

det(py ' 0 ¢1) > 0.
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e . plez)

€1 Rg Vv

Abbildung 4.4: induzierte Orientierung

(c) Ist M eine orientierbare Untermannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas (¢, Va)acr, SO
induzieren die Isomorphismen Dy (xo) : R” — T,M mit ¢, (xq) = p alle die gleiche
Orientierung auf T, M, denn ist v (z4) = pg(zs), so ist

det DT, 5(x) = det D(gogl 0 Ya)(Ta) > 0.

4.4 Integralsatz von Stokes

Nun wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Dazu benétigen wir den Begriff der
Untermannigfaltigkeiten mit Rand.

Untermannigfaltigkeiten sind lokal diffeomorph zu offenen Teilmengen des R™. Untermannig-
faltigkeiten mit Rand sind lokal diffeomorph zu offenen Teilmengen des Halbraumes

H" .= {(z1,...,2n) € R"| 1 <0}.
Die Menge
OH" ={(0,29,...,2zy) | x; € R}

heifit Rand von H™. Der Rand von H™ ist ein Vektorraum isomorph zu R"~!. Analog zur
Definition der Untermannigfaltigkeit ohne Rand in ?? definieren wir:

Definition 4.4.1. Eine Teilmenge M C RY heifit n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand des RY | falls fiir jedes p € M eine offene Umgebung W C R¥ und ein Diffeomorphismus
Y W — W' C RN existiert mit

(W NM)=W'n(H" x{0}),

wobei 0 € RY~", Die Einschréinkung von v auf W N M heifit auch Karte. Die Menge der
Punkte p € M mit
P(p) € W'N (OH" x {0})

heiflen die Randpunkte der Untermannigfaltigkeit. Mit M bezeichnen wir die Menge aller
Randpunkte von M.
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A RN

oM

Abbildung 4.5: Untermannigfaltigkeit mit Rand

Bemerkungen.

(a) Die Definition der Randpunkte héingt nicht von der Wahl der Karte ab. Falls OM = 0,
erhalten wir eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand im Sinn der Definition ?77?.

(b) Die Menge W' N (R™ x {0}) ist von der Form V x {0} mit V' C R" offen. Die auf
=YV x {0}) eingeschrinkte Abbildung

YTV x{0}) = V x {0} =V

ist bijektiv. Die Inverse
p: V=1V x{0}) cW

ist eine Immersion. Thre Einschrankung ¢|ynpn : VN H™ — W N M heifit lokale Para-
metrisierung von M.

(c) Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann existieren
Familien {V,}aer C R™ und {Wylaer C RY offener Mengen sowie eine Familie von

lokalen Parametrisierungen ¢, |v,ngn : Vo N H" — WoN M =: U, mit |J U, = M.
acl
Eine solche Familie heifit Atlas aus lokalen Parametrisierungen fiir M.

Lemma 4.4.2. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand OM # ()
und mit Atlas ¢ : Vo NH™ - WoNM =:Uy,a € 1. Sei J ={fecl| VgNnIH™ # 0}. Dann
ist OM eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ohne Rand, und die Abbildungen

gOg:VgﬂaHnﬁaM, mit B e€J

bilden einen Atlas fiir OM. Ist (¢, Vo N H™)aer ein orientierter Atlas fir M, so ist auch
(v, Vs NOH")ge ein orientierter Atlas fir OM.
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Bemerkungen.
(a) OM ist im Allgemeinen nicht zusammenhéngend (siehe Beispiele auf Seite 113).

(b) Sei p = @u(z) € M, so ist T,M durch (Dyq(x)(e1),...,Deq(x)(ey)) orientiert. Ist p €
OM, so ist T,0M durch (Dyq(z)(e2),...,Dyq(z)(ey,)) orientiert. Diese Orientierung
heifit die durch M induzierte Orientierung.

e W A RN
. H™

1 -

: €i /\

1 Va

| =

| z el

Abbildung 4.6: induzierte Orientierung

Beweis. Dass (¢g, V3 N OH™)gecy ein Atlas fir OM ist, folgt aus der entsprechenden
Eigenschaft des Atlas fiir M, denn OH" ist isomorph zum Vektorraum R"”~!. Zu zeigen bleibt,
dass dieser orientiert ist.

Seien o : Vo — Wy und @g 1 Vg — Wg mit x € 0H" NV, und y € OH™ N Vs, so
dass @o(r) = pp(y) = p € OM . Betrachte das Differential D(gpgl 0 o)(z) : R® — R™.
Dieses Differential ist ein Vektorraumisomorphismus mit (n — 1)-dimensionalem invariantem
Unterraum 0H" = {0} xR"™1 = {(0, Xg, ..., An) | A € R}, d.h. D(p5" 000 ) () (OH™) = OH™.
Daraus erhalten wir die Darstellung

n
D((pgl o @a)(x)(el) = \e1 + Z Ai€i,
i=2
mit Ay,..., A, € R und A\ # 0. Wir zeigen:
det D(gogl o goa)(x)an > 0.
Betrachte fiir ¢ € (—¢,0] und € > 0 geniigend klein die Kurve
c(t) = (c1(t), ..., cn(t)) = ‘Pgl o po(x +teq).

Dann ist ¢;(t) < 0 fiir t € (—¢,0) und ¢;(0) = 0. Da ¢1(0) = A; # 0 muss A; > 0 gelten.
Sei fiir 1 > 2

D(¢5" o pa)(@)(e) = Y aije;,
=2
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et Rr—1 R?»1

. H™

| Pa

v ~

| «@ -1

| - . ©3 o palz +tey)
| 2 .

| R /

Abbildung 4.7: zum Beweis von Lemma 4.4.2

so erhalten wir, weil der Atlas fiir M orientiert ist:

A O 0
A2 ax -+ ao,

0 < det D(pg o @q)(z) = det . . ) = A1 - det(ag;).
)\n an2 - Opp

Da A\; > 0, folgt
det(ai;) = det D(¢5" © a)lomn (z) > 0.

Beispiele.
(a) M Untermgfk. im R, (b) K3 Kugel im R3, (¢) M Zylinder im R3

V2

(b)

Abbildung 4.8: Beispiele

Satz 4.4.3 (Satz von Stokes). Sei M C RY eine n-dimensionale orientierbare Untermannig-
faltigkeit mit Rand OM . Seiw eine stetig differenzierbare (n—1)-Form auf M mit kompaktem

Trager. Dann gilt:
/ dw = / w.
M oM

Dabei benutzen wir auf OM die durch M induzierte Orientierung.
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Beweis. Wir werden den Beweis in mehreren Schritten durchfiihren.

1. Sei M = H™ C R™ mit der Standardorientierung und w eine stetig differenzierbare
(n — 1)-Form auf M mit kompaktem Triger. Wir kénnen aufgrund der Linearitit der

duleren Ableitung und des Integrals annehmen, dass w ein Monom ist, d.h.

w:ajdxl/\.../\d/x?/\.../\dxn

mit a; € C'(M) mit kompaktem Triger. (@\J bedeutet, dass dx; ausgelassen wird.)

Dann folgt:

dwzaid:c]AdxlA Ndaj AN dg = (=1)7 190

Ox; Ox;j

Aus der Definition des Integrals ergibt sich:

/dw = (-1)/! %(m)d)\"(x)

H™ H™

]dx A...Ndx,.

wobei A" das Lebesguemaf$l auf R" bezeichnet. Da a; kompakten Tréger hat, existiert
ein K > 0 mit a;(x) = 0 fiir alle  mit |z;| > K. Mit Fubini und dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung folgt:

(a) Fiir j = 1 erhalten wir:

ubini da n—
[ao "o /( S @)X (1) | AN o)

Hn
Hauptbatz a/l 0 xg . )d)\n 1(‘7:27 cee 71'”),
R”—l
(b) Fiir j > 1 erhalten wir:
+<>o8
/dw et (_q)i-1 / 22 (@AM () | AN L
Ox;
Hn (7OO,O]><R7L_2 0

Betrachte die Parametrisierung ¢ : R*~' — 9H" des Randes von H" mit

o) =eWis- - Yn-1) = (0,91, Yn—1)-

Da ¢ eine lineare Abbildung ist, folgt Dp(y) = ¢ und somit

(De(y)(er),- -, Dp(y)(en—1)) = (e2;- .., en).

Daher ist ¢ : R"™1 — 0H™ orientierungserhaltend und es folgt

[on ] 5o

OH™
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wobei -
'w=(ajop)dpr A... \Ndp; N...\Ndpy.
Weil p1(y1,---,yn-1) = 0 folgt dpy =0 und @;(y1,...,yn—1) = y;—1 fir j > 1, gilt:
. 0 fir j #1
Y w= .
(a1 0o@)dyy A ... Ndy,—1 fiir j = 1.

Daraus folgt:

0 fir j £ 1
W o= [ a1(0,y1,. .., yn—1)dA""Hy) firj=1
oirn R
= /dw.
Hn

2. Sei nun M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und orientiertem Atlas
(@, Vo N H™)ger. Es sei w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem
Tréger und supp w C @o(Va N H™) fiir ein o € I. Dann hat ¢ w — und somit auch
d(p*w) — einen kompakten Triger in H"™ NV, und es folgt aus 1.:

Jao ™ [ a2 [ e = [ i)

M VaNH™ VaNH™ H™
1. x % Def.
= Pow = pow = [ w.
OH™ VaNOH™ oM

3. Sei nun M wie oben und w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem
Tréiger. Dann existiert eine endliche Menge I' C I mit suppw C Upep Pa(Va). Sei
(pa)acr eine Zerlegung der Eins angepasst an ¢q(V, N H™). Insbesondere sind die
Tréger von p, w kompakt und enthalten in ¢, (Ve N H™). Daher folgt aus 2.:

/dw /deaw=2/d(paw)iZ/paw

M M CVGI/ CVGI/M CMEI/
= / E Pa = /w.
om o€l oM

O

Korollar 4.4.4. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit OM = (). Ist w
eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem Tréger, so gilt:

/dw:O.

M

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus dem Satz von Stokes. 0
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Als Anwendung des Satzes von Stokes betrachten wir folgendes Beispiel:

(1) tayday AL A d/a;Z A ... Ndxy, so gilt:

-

Beispiel.  Sei w(x) =

=1

> (1) g Aday A Adzi A ... Adey,
=1

dw(x

~—

n
= delf\.../\dxn:ndml/\.../\dmn.
i=1

Sei A C R™ eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand 0A. Dann folgt:

nA"(A) = /dw = /Z(—l)ilxidxl A ANdzi AN da,.
A oA =1

Betrachte insbesondere die abgeschlossene Kugel A = K™(0,r) = {x € R" | ||z|| < r}. Dann
gilt OK™(0,7r) = S""Y(r) = {x € R"| |jz|| = r}. Fiir n = 2 erhalten wir

1
N(K?(0,7)) = 3 / x1dry — Todxy.
OK3(0,r)

Sei ¢ : [0,2m) — S'(r) die Parametrisierung mit ((t) = r(cost,sint). Diese ist kompatibel
mit der auf OK?(0,7) = S1(r) gegebenen Orientierung. Dann ist

21
r1dre — xodx1 = /(r2 cos?t + r? sin? t)dt = 272,

S1(r) 0

Insbesondere folgt: \2(K(0,7)) = 7r.

4.5 Die Volumenform und die klassischen Integralsitze

Jeder orientierbaren Untermannigfaltigkeit A/ € R™ der Dimension n lisst sich eine ausge-
zeichnete n-Form zuordnen. Sei (wy, ..., w,) eine positiv orientierte Basis in T,M C R¥. Der
Tangentialraum 7, M ist als Untervektorraum des RY beziiglich des auf T, M eingeschrénkten
Standardskalarproduktes des RY ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Nach dem Orthonorma-
lisierungsverfahren von Gram-Schmidt existiert genau eine ON-Basis (b1, ..., b,) mit

k
bk = Z ajpW;
j=1

und a;, € R sowie agi, > 0. Damit hat die lineare Abbildung T': T,M — T,M mit T'(w;) =
b; positive Determinante, denn ihre Matrixdarstellung ist beziiglich der Basis (w1,...,wy
durch die obere Dreiecksmatrix (a;i) gegeben, und die Diagonale hat nur positive Eintrége.
Insbesondere ist die Basis (b1, ..., b,) positiv orientiert. Wir definieren nun:
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Definition 4.5.1. Sei M C RY eine orientierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n
und sei p € M. Sei (b, ...,b,) eine positiv orientierte ON-Basis von T,M, so definiere fiir
V1, ..,y € TpM:

<b1,’01> e <b1,vn>
dM (p)(v1,...,vy) := det : :
(bp,v1) ... (bn,vn)

Die Differentialform dM heifit Volumenform.
Bemerkung.  Wegen (b;,b;) = ¢;; folgt
dM(p) =b] A...AD;.

Vorsicht: Die Volumenform dM ist nicht das Differential einer (n — 1)-Form (auch wenn ihre
Notation dies suggeriert).
Das folgende Lemma der linearen Algebra ist fiir das Arbeiten mit der Volumenform niitzlich.

Lemma 4.5.2. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, T : V — V ein Endomorphis-
mus und o € A"(V*). Dann gilt fiir jede Basis (v1,...,v,) €V

det (v; (T(UJ')))i,jgn =detT

und
a(T(v1),...,T(v,)) =detT - (v, ..., vp).

Beweis.  Sei (t;;) die Matrixdarstellung von T" beziiglich der Basis (v1,...,vy), d.h.

n
T(’Uj) = Ztijvi'
i=1
Dann folgt ¢;; = vf(T'(v;)) und somit die erste Aussage. Betrachte die von null verschiedene
n-Form v} A--- Av). Da dim A"(V*) = 1 existiert genau ein A € R mit
a=A-v] A Auvp.
Insbesondere folgt aus der Definition des Dachproduktes :
a(vi, ..., up) =X -0 A Avp (v, .., 0n) = A

Wir erhalten

a(T(v1),...,T(vn)) = X-viA---Av(T(v1),...,T(vy))
= MAdet (vf(T(vj)))MSn
= detT - a(vy,...,vy,)
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Bemerkung. Seien (by,...,b,) und (c1,...,c,) zwei geordnete Basen von T,M und T :
V — V der Endomorphismus mit 7'(b;) = ¢;. Dann folgt aus Lemma 4.5.2

detT-ciA...ANC=b]AN...AD},

n

durch Anwendung beider Seiten auf das n-Tupel (cy, ..., ¢,). Sind (by,...,b,) und (c1,...,¢p)
positiv orientierte ON-Basen so ist det T = 1, denn T ist dann eine orthogonale Abbildung
mit positiver Determinante. Insbesondere ist die Volumenform unabh#ngig von der Wahl der
positiv orientierten ON- Basis.

Die Volumenform besitzt folgende lokale Darstellung.

Lemma 4.5.3. Sei M C RY eine orientierbare Untermannigfaltigkeit, dM die Volumenform,
V C R™ offen und ¢ : V. — M eine lokale Parametrisierung mit p(x) = p € M. Dann gilt

©*dM (z) = \/det(gsj(x))dx1 A ... N dxy,

wobei die n x n Matriz (g;5(x)) durch

5(0) = (GE) o))

gegeben ist.

Bemerkung. In dieser Darstellung kommt die ON- Basis nicht mehr vor. Dieser Darstel-
lung zeigt auch die Differenzierbarkeit von dM. Fiir det(g;;(x)) schreiben wir manchmal auch
kurz g(x).

Beweis. Da ¢*dM € Q"(V) und V C R™ folgt
©*dM(z) = f(x)dxzy A ... Ndxy,.

Aus der Definition von dM erhalten wir:

flx) = "dM(x)(e1,...,en) = dM(:C)(aa—;Ol(x), R g—;(:c))
(b1, 22 () ... (b1, 22 (x))
= det : : )
(b, 22 (2)) . (Do, 5 (@)

wobei (by,...,b,) eine beliebige orientierte ON-Basis von T, M ist. Betrachte die zugehdorige
Matrix A = (ajx) € M(n,R) mit a;, = (b; 22 (1)), so gilt

) Oz,

(A7 ) = kZM =3 (22 @) (b 22@)) = (2200, 2200 ) =

k=1

Daraus folgt
F*(x) = (det A)* = det AAT = det((g:;(x))i,j<n)

und somit die Aussage. N
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Es gilt das folgende Kriterium fiir die Orientierbarkeit einer Untermannigfaltigkeit.

Satz 4.5.4. Sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. M ist genau dann
orientierbar, falls eine n-Form w € Q"(M) existiert mit w(p) # 0 fir alle p € M.

Beweis. Sei M orientierbar, so ist die Volumenform eine nirgends verschwindende n-Form,
denn
dM(p) =b] A... N},

fiir eine (und somit jede) positiv orientierte ON-Basis (b1, ..., by,).
Sei nun umgekehrt w eine nirgends verschwindende n-Form, so kénnen wir die Tangenti-
alrdume T,M wie folgt orientieren: Wir nennen eine geordnete Basis (vi,...,v,) € T,M

positiv orientiert, falls
w(p)(v1,...,v,) > 0.

Dies definiert eine Orientierung auf 7),M, denn ist T': T,M — T, M ein Isomorphismus, so
sind nach Definition (v1,...,v,) und (T(v1),...,T(v,)) genau dann gleich orientiert, falls
detT" > 0. Da wegen Lemma 4.5.2

wp)(T(v1),...,T(vy)) =det T - w(p)(vi,...,vp)

gilt, ist dies genau dann der Fall, falls w(p)(T(v1),...,T(v,)) > 0.
Einen Atlas kompatibel mit dieser Orientierung erhélt man dann wie folgt:
Ist V. C R" offen und ¢ : V.— U C M eine Parametrisierung und ist

w(p)(Dp(x)(e1), ..., Dp(x)(en)) <0
fiir ein 2 € V (und damit fiir alle x € V'), so betrachte die Spiegelung S : R" — R” mit
S(z1,... xn) = (21,22, ..., Xp).
Ersetze ¢ durch die Parametrisierung ¢ = ¢ 0 S : V — M mit V =: S~(V), so ist
Dp(z)(er) = Dp(S(x))(S(e1)) = —Dp(S(x))(e1)
und D@(z)(ej) = Do(S(x))(e;) fiir j > 2. Daher ist
W) (DF)(er), - DF(x)(en)) > 0.

Durch dieses Verfahren konstruiert man aus einem Atlas einen orientierten Atlas. 0

Definition 4.5.5. Sei M C RY eine n-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit mit
Volumenform dM. Sei f: M — R eine messbare Funktion, d.h.

fowa:Vo—R

sei Borel-messbar fiir alle « € I. Dann heiit f : M — R (Lebesgue-)integrierbar, falls die
n-Form fdM integrierbar ist. In diesem Fall heifit

JJ fam

das (Lebesgue-)Integral von f.
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Sei M C R™*! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit oder ohne Rand. Eine solche
Untermannigfaltigkeit heifft auch Hyperfidche.

Satz 4.5.6. Sei M C R"™! eine Hyperfliche. Dann ist M genau dann orientierbar, falls
ein stetiges Einheitsnormalenfeld N : M — R™1 existiert, d.h. eine stetige Abbildung mit
N(p) L T,M und |N(p)| =1 fir alle p € M. Wenn ein solches Feld existiert, so definiert

wp)(vy,...,v,) = det(N(p),vi,...,0p)
eine nirgends verschwindende n-Form. Diese Form ist dann auch die Volumenform von M.

Beweis. Sei N : M — R"™*! ein stetiges Einheitsnormalenfeld, so definiere

w(p)(v1,...,v,) = det(N(p),v1,...,vn)

fir v; € T, M. Diese Form definiert wegen Satz 4.5.4 eine Orientierung auf M. Ist (by,...,by)
eine positiv orientierte O N-Basis von T,M, so ist (N(p),b1,...,b,) eine ON-Basis von R"*!
und es gilt

w(p)(biy...,by) =1.

Da alternierende (n + 1)-Formen in R"*! bis auf einen Vorfaktor eindeutig bestimmt sind, ist
w(p) die zugehorige Volumenform dM (p).
Fiir die umgekehrte Richtung bendétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.5.7. Seien vy, ...,v, € R" linear unabhingig und n > 2. Sei

n+1
V1 X .o X Uy 1= E det(vy,...,vp,€)e;.
=1

Dann folgt:
(v1 X ... X vg,v5) =0
und
det(v,...,vn,v1 X ... X vy) > 0.
Beweis.

n
(V1 X ... X Uy, 5) = Zdet(vl, ooy Un,€i){ei, v5) = det(vi, ..., vn,v5) = 0.
1=1

AuBlerdem ist

n+1
det(vi,...,vp,v1 X ... X Uy) = Zdet(vl,...,vn,ei)det(vl, ceyUpyei) >0,
i=1

denn ist det(vy,...,v,,¢e;) = 0 fiir alle i, so wére e; von vy,...,v, linear abhéngig fiir alle
i €{1,...,n+ 1}. Dies ist unmoglich, da (e1,...,e,11) eine Basis von R™1 ist. a
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Bemerkungen.
(a) Fir n =2 ist “x” gerade das aus der Schule bekannte Kreuzprodukt.

(b) Seien v = vy X ... X v, und w € R"*! ein weiterer Vektor orthogonal zu den Vektoren
U1,y ...,0, mit det(vy,..., vy, w) > 0. Dann ist w = Av mit A > 0. Gilt insbesondere
lv]] = [Jw]|, so ist v = w.

(c) Sei M C R"*! eine Hyperfliche, so definieren wir ein stetiges Einheitsnormalenfeld wie
folgt: Sei V' C R"™ offen und ¢ : VN H™ — M eine positiv orientierte Parametrisierung,
so definiere fiir p = ¢(x)

N(p) = FE(x) X ... X ()
g (@) x ... x g (@)

Wegen Lemma 4.5.7 ist N(p) L T,M.

Fortsetzung des Beweises von Satz 4.5.6 .

Sei also nun M C R"*! eine Hyperfliiche mit orientiertem Atlas (¢, Vo N H™)aer. Fiir jede
Parametrisierung ¢, : V, N H™ — M definiert N, aus der obigen Bemerkung ein stetiges Ein-
heitsnormalenfeld auf ¢, (V,) C M. Ist M orientierbar, so betrachte zwei positiv orientierte
Parametrisierungen ¢, : Vo NH™ — M, @g: VgNH™ — M.

Falls p = ¢o(z) = p(y) € M, so stimmen die mittels ¢, bzw. g definierten Einheits-
normalenfelder N,(p) bzw. Ng(p) wegen No(p) L T,M L Ns(p) und ||[Na(p)|| = 1 =
INg(p)|| bereits bis eventuell auf ein Vorzeichen iiberein. Nach Lemma 4.5.7 sind sowohl

(%%‘f(:c), cee gﬁ: (x), Na(p)> als auch (%(y), cee g%(y),]\fg(p)) positive Basen von R+,

Weil (%%‘f(m),...,g%:(x)) und (%(g),...,%(y)) gleich orientiert sind, miissen auch

No(p) und Ng(p) gleich orientiert sein. Daher ist No(p) = Ng(p) und N héngt nicht von
der Wahl der Parametrisierung ab.

O

Sei nun M C R3 eine orientierbare 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und NN ein Einheits-
normalenfeld. Dann ist die durch IV induzierte Volumenform von M gegeben durch

dM (p)(v1,v2) = det(N(p),v1,v2) = (N(p),v1 X v2).

Sei w € R3, so gilt:
<U/, N(p)> : det(N(p)a U1, 02) = det(w’ Ulav2)
fiir alle vy, v2 € T, M. Denn sind vy, v linear abhéngig, so sind beide Seiten gleich 0. Andern-

falls schreibe

w = aN(p) + fv1 + yvs.
Dann gilt: (w, N(p)) = « und det(w, v1,vs3) = adet(N(p),v1,v2) = adM (p)(v1, v2).
Um den klassischen Stokesschen Integralsatz formulieren und beweisen zu kénnen, greifen wir
auf die auf Seite 94 gemachten Bemerkungen zur Vektoranalysis zuriick. Fiir ein differenzier-
bares Vektorfeld F : U — R? auf einer offenen Menge U C R3 haben wir die 1-Form w}, bzw.
die 2-Form w% durch

wh(z)(v) = (F(z),v) bzw. wi(z)(vi,vs) = det(F(z),v1,v2)
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definiert. Dann gilt:
dwllv' = w?otF

wobei rot F' die Rotation des Vektorfeldes F' bezeichnet.

Satz 4.5.8 (Klassischer Integralsatz von Stokes).
Seien M C U mit U C R? offen eine 2-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit mit
Rand OM und F : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/ (rot F, NYdM = / wh = / (F,T)dS,

M oM oM

wobei T das orientierte Finheitstangentialenfeld ldngs S = OM ist.

Beweis. Aus dem allgemeinen Integralsatz von Stokes folgt mit den Ausfiihrungen auf

Seite 94 zur Vektoranalysis:
2 1 1
/wth:/dwF: /WF~

M M oM
Es gilt fiir v,vo € T,M:

w?otF(p)(’Ulv’U?) = det(rOt F(p)vvlva) = <I‘Ot F(p),N(p)> : det(N(p)vvlv’UQ)
= (rot F(p), N(p)) - dM(p)(v1,ve).

Da wh(p) = f(p)dS(p) (genauer wk aufgefasst als 1-Form auf der 1 dimensionalen Mannig-
faltigkeit S = OM) gilt

wr(p)(T(p)) = (F(p),T(p)) = f(p)dS(p)(T(p)) = f(p),

und somit folgt die Behauptung. N

Wir wollen uns nun einer speziellen Form des Gaufischen Satzes fiir 3-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten M des R? mit Rand OM zuwenden. Solche Untermannigfaltigkeiten werden
manchmal auch Gebiete im R? mit glattem Rand genannt. Diese Untermannigfaltigkeiten
werden durch die Standardvolumenform dM = dzj A dzs A dxs orientiert. Ein beliebtes Bei-
spiel ist die Kugel im R3. Wieder benutzen wir die Bemerkungen zur Vektoranalysis auf Seite
94.

Sei F: U — R3 ein differenzierbares Vektorfeld, das auf einer offenen Teilmenge U C R? mit
M C U definiert ist. Dann gilt

dw? = div Fdaz, A dzy A das

mit div F(z) = g—fi(:c) + 2B () 4 g—f;’(x). Sei N : 9M — R3 das Einheitsnormalenfeld mit

0z

d(OM)(p)(v1,v2) = det(N(p),v1,ve) fiir alle p € OM und vi,v2 € T,0M (dieses heiit auch
dufleres Normalenfeld). Dann folgt aus obigen Bemerkungen:

wi(p)(v1,v2) = (F(p), N(p)) det(N(p), v1,v2) = (F(p), N(p))d(0M)(p)(v1,v2)

Mit dem Satz von Stokes erhalten wir somit die folgende spezielle Form des Gauf3schen Satzes.
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Satz 4.5.9 (Klassischer Integralsatz von Gauf).
Seien U C R®, M C U eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und F : U — R3
ein differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

[avF@an) = [(Fe).NE)dEm) e
M oM
Man kann den Gauflschen Satz auf beliebige Untermannigfaltigkeiten mit Rand verallgemei-

nern. Dazu muss man die Divergenz eines Vektorfeldes F' auf einer beliebigen orientierten
Untermannigfaltigkeit definieren.

Definition 4.5.10. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(a) Ein Vektorfeld F : M — RY auf M C RY ist eine Abbildung mit F(p) € T,M
fir alle p € M. F heifit m-mal stetig differenzierbar, falls fiir jede Parametrisierung
©:V — M,V C R" offen, die Abbildung F o ¢ : V — RY m-mal stetig differenzierbar
ist.

(b) Sei w eine k-Form auf M und F : M — R ein Vektorfeld, so heifit die (k — 1)-Form
1pw mit
irw(p)(v1,...,v-1) = wP)(F(p),v1,...,05_1)

das innere Produkt von F und w.

(c) Sei M C R¥ eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Volumenform
dM und F ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit die eindeutig bestimmte
Funktion div F': M — R mit

d(ipdM)(p) = div F(p)dM (p)
die Divergenz des Vektorfeldes F' auf M.
Bemerkungen.

(a) SeiV C R™ offen und ¢ : V' — M eine lokale Parametrisierung, so ist fiir jedes z € V das
Differential Dy(z) : R™ — T,,M ein Vektorraumisomorphismus. Ist nun F ein Vekorfeld
auf M, so heifit das Vektorfeld ¢*F : V — R” mit

P F(z) = (Dp(x)) ™ (F(p(x)))
das mittels der Karte ¢ auf V' zuriickgeholte Vektorfeld. Sei (Fi(x),...,F,(x)) =
©*F(x), so gilt )
Flpla) = Dola)(" F(a)) = 3 Fila) 57 (a).
i=1 !
Also sind die Komponenten von ¢* F(z) die Koeffizienten des Vektors F'(¢(x)) beziiglich
der Basis (g—ﬁ(x), cee %(@) von Tiy(z) M.

(b) Sei w eine k-Form auf M, so folgt

P (ipw) = i pe™ (W)
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auf M. Zum Beweis betrachte uq,...,ur_1 € R™. Dann gilt fiir jedes z € V:

¢ (irw)(z)(ur, ... up—1) = irw(p(r))(D ( )( ) - Dop(x)(ug-1))
= w(p(@))(Fe( (@) (u1), - .., Dep() (up—1))
= w(p(@))(De(x) )) Do(x )( 1)+ Dop(a)(ug-1))
= ¢'w(x)(¢"F(zx), ul,...,uk_l)
= g p(@w) (@) (ut,. .. up—1).

(c) i ist linear in F', d.h. fiir Vektorfelder F,G auf M und A, pu € R gilt
INF4uG = MF + HiG.

(d) Sei F' = (Fy...,F,) : V — R" ein Vektorfeld auf der offenen Menge V' C R"™ und
dxi A ... N\ dx, die Volumenform beziiglich der Standardorientierung auf R™. Dann gilt

n

ipdxy A ... Ndzy(z) = Z(—l)i_lFi(x)dxl A...dzi... \dzy,
i=1

und somit

d(ipdzy A ... Adz,)( Z z)dzy A ... Adx,.

axz

Also ist die Divergenz des Vektorfeldes F' : V' — R"™ beziiglich der Standardvolumenform
des R™ gegeben durch
div F(x
iv Z axl

Allgemein erhélt man fiir die Divergenz eines Vektorfeldes beziiglich einer Untermannigfal-
tigkeit und eines beliebigen Koordinatensystems:

Lemma 4.5.11. Sei M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Volumenform dM und F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M. Sei p : V. — M eine
lokale Parametrisierung, so gilt

div Fp(a)) = 3 2WIF) ()

wobei (Fyi(z),... Fy(x)) = ¢*F(x) die lokale Darstellung des Vektorfeldes F beziiglich der
Parametrisierung ¢ ist und g = det(g;;) (vgl. Bem. nach 4.5.3).
Beweis. Nach Definition der Divergenz gilt fiir p € M:

d(ipdM)(p) = div F(p)dM (p).

Sei ¢ : V — M eine lokale Parametrisierung, so folgt aus Lemma 4.2.3 und obiger Bemerkung
(a) firz e V:

o*(d(ipdM))(z) = d(¢* (ipdM))(x) = d(ipp("dM))(z).
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Wegen Lemma 4.5.3 und obiger Bemerkung (d) erhalten wir:

i (dM)(z) = +/g(x)igep(dzy A ... Adxy)(x)

n

= V@)Y (1) Fj(@)day A daj ... Ada,.
j=1

Also folgt zusammen mit den obigen Gleichungen
div F(e(x))v/g(x)dxy A ... ANdxy, = ¢ (divFdM)(x) = ¢*d(ipdM)(x)

= d(ip-pp*dM)(z) = (Z W@)) dzy A ... Ndzy,

o0x;
i=1 v

und daraus die Behauptung. 0

Um den GauBschen Integralsatz formulieren und beweisen zu kénnen, benétigen wir den Be-
griff des dufleren Normalenfeldes fiir eine positiv orientierte berandete Untermannigfaltigkeit.
Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand dM, so ist T,0M C T,M
ein Unterraum der Dimension n — 1 von T, M. Man definiert nun:

Definition 4.5.12. Sei M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
orientiertem Rand M und p € OM. Sei v1,...,v,—1 € T,0M eine positiv orientierte Basis,
so heifit der eindeutige Vektor N(p) L T,0M mit ||N(p)| = 1, fiir den (N(p),v1,...,Un-1)
eine positiv orientierte Basis des T), M bildet, duferer Einheitsnormalenvektor. Das Vektorfeld
p+— N(p) heifit duferes Einheitsnormalenfeld von M.

Bemerkung. Sei d(OM) die mit der Orientierung von OM kompatible Volumenform, so
gilt
indM (p) = d(OM)(p)

fiir alle p € OM. Denn ist (b1, ...b,—1) eine positiv orientierte ON-Basis von T,0M, so folgt
iNdM(p)(by,...,bp—1) =dM(p)(N(p),b1,...,bp—1) =1,

denn (N (p),b1...,by,—1) ist eine positiv orientierte ON-Basis von T, M.
Es gilt nun der folgende wichtige Integralsatz.

Satz 4.5.13 (Gaufscher Satz). Sei M C RN eine orientierte n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit orientiertem Rand OM. Sei N : OM — RY das duflere Einheitsnormalenfeld.
Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : M — RN auf M :

/ div FdM :8 é (F,N)d(OM).

M
Beweis. Aus dem allgemeinen Integralsatz von Stokes und der Definition der Divergenz
folgt:
/dideM: /d(z’FdM) = /iFdM.
M M oM

Betrachte die Zerlegung von F' in Normal- und Tangentialanteil

F(p) = (F(p),N(p))N(p) + T(p)
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mit T'(p) € T,0M. Dann folgt aufgrund der Linearitét von i:
ipdM = i(F,N)NdM + ipdM = (F, N)indM,

denn die (n — 1)-Form ipdM verschwindet auf OM, weil die Vektoren T'(p),vi,...,vp—1 €
T,0M linear abhéngig sein miissen. Aus Definition 4.5.12 und anschlielender Bemerkung folgt
somit die Behauptung. N

Bemerkung. Der Gaufische Integralsatz erlaubt auch die folgende physikalische Inter-
pretation der Divergenz eines Vektorfeldes. Sei M C R eine orientierte m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei (M,,)men eine Folge von n-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten des RY mit M,, ¢ M und Rand OM,,. Wir sagen, dass diese Folge gegen
p konvergiert, falls zu jeder Umgebung U C M von p ein mg existiert mit M,, C U fiir
alle m > myg. Sei zum Beispiel (r,,)men > 0 eine gegen 0 konvergente Folge, so definiert
M,, := M N K(p,r) eine solche Folge. Es folgt dann aus dem GauBschen Integralsatz fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': M — RN auf M

div F'(p) = mlgnoo volM,, m—oo vol

Mm OMm

/ div FdM,, = lim ?\4 / (F, NYd(9M,,).

Dabei wird der Quotient

1
oIl / (F, N)d(0M,y,)

OMpm

als der Fluss des Vektorfeldes F' durch 0M,, pro Volumeneinheit interpretiert.

M

Abbildung 4.9: Anschauliche Bedeutung der Divergenz

Ist zum Beispiel F' das Geschwindigkeitsfeld einer in M stromenden Fliissigkeit, so stellt der
Quotient die pro Zeiteinheit und Volumeneinheit nach auflen stromende Fliissigkeitsmenge
dar. Daher heifit div F(p) auch die Quellenstirke des Vektorfeldes F' im Punkte p. Das
Vektorfeld F heifit quellenfrei oder divergenzfrei, falls div F'(p) = 0 fiir alle p € M gilt.

Aus dem Gaufischen Integralsatz lassen sich weitere wichtige Integralformeln ableiten. Sei
M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand und f : M — R
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eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Sei df (p) : T,M — R das Differential von f
(siehe Definition ??), so ist der Gradient von f das durch

df (p)v = (grad f(p),v)
definierte Vektorfeld grad f auf M. Mit
A :=divgrad : C*(M) — C°(M)

bezeichnen wir den Laplace-Beltrami Operator auf M. Sei nun A C M eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von RY mit der Orientierung von M und orientiertem Rand 0A. Ist
N das duflere Einheitsnormalenfeld auf A, so heifit fiir jedes p € OM

Onf = Df(p)N(p) = (grad f(p), N(p))

die Normalenableitung von f. Dann gelten die folgenden Greenschen Formeln.

Satz 4.5.14 (Greensche Formeln). Es seien M C RY eine orientierte Untermannigfaltigkeit,
A C M eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und f,h : M — R zweimal stetig differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Trdger. Dann gelten folgende Formeln.

1. Greensche Formel 1.Art
[ 1A f(@) + (grad ) grad f(@) dA() = [ hlx)onf(@)d(04) @)
A 9A
2. Greensche Formel 2.Art

/A (h(2)A S (x) — f(x) Ah(x))dA(z) = / W) f(2) — f(2)Onh(z)d(0A)(x).

0A
Beweis. Betrachte das Vektorfeld F' = h grad f. Dann folgt:
div F(z) = (grad h(zx), grad f(z)) + h(z)Af(z).

Der Beweis dieser Identitédt kann durch Rechnung in lokalen Koordinaten gefiihrt werden.
Wenden wir den Integralsatz von Gaufl auf das Vektorfeld F' an, so erhalten wir die Greensche
Formel 1. Art. Zum Beweis der Greenschen Formel 2. Art betrachte die beiden Greenschen
Formeln 1. Art die durch Vertauschung von f und g entstehen. Die Substraktion beider
Gleichungen ergibt dann die Greensche Formel 2.Art. N
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Kapitel 5

Der Satz von Gauf3-Bonnet

Wir kommen nun zu einem fundamentalen Satz der Flichentheorie, der eine verbliiffende
Beziehung zwischen geometrischen Groflen (GauBkriimmung, geoditische Kriimmung) und
einer topologischen Invarianten (Eulercharakteristik) beschreibt.

5.1 Zusammenhangsform und der lokale Satz von Gauf3-Bonnet

Sei M C R? eine Fliche, U C M offen und N : U — S? die GauBabbildung. Definiere
Jp : TyM — TyM durch J,(v) = N(p) x v. Fiir alle v € T,M die von null verschieden sind,
definiert das Paar (v, N(p) x v) beziiglich der durch N vorgegeben Orientierung eine positiv
orientierte Basis, denn aus der Definition 1.7.5 des Kreuzproduktes folgt

3
det(N(p),v,N(p) x v) = Y _det(N(p),v,€;)*> > 0
i=1
falls ey, es, e3 die Standardbasis des R? ist. Sei nun X : U — R3 ein Vektorfeld auf M mit
X (p)|| =1 fiir alle p € M. Dann heifit
wp(v) := (DX (p)v, JX(p)) = (Vo X(p), JX(p))

Zusammenhangsform beziiglich X.

Lemma 5.1.1. Es gilt fiir alle p € M und v € T,M

Vo X(p) = wp(v)JX(p)
VoJX(p) = —wp(v)X(p)

Beweis. Da 1= (X(p),X(p)) folgt (Vo X (p), X (p)) = 0 und somit
Vo X (p) = (Vo X(p), JX(p))J X (p) = wp(v)J X (p)
Aus (X (p), JX(p)) = 0 folgt durch Differentiation in Richtung v € T, M
(Vo X(p), JX(p)) + (X(p), Vo JX(p)) =0
Da 1 = (JX(p), JX(p)) folgt ebenfalls (V,JX (p), JX (p)) = 0 und somit
VoJX(p) = (Vo JX(p), X(p)) X (p) = —wp(v) X (p).

129
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Mittels der Abbildung J 148t sich die geodatische Kriimmung von Kurven auf Flachen defi-
nieren. Sie ist die direkte Verallgemeinerung der Kriimmung von ebenen Kurven.

Definition 5.1.2. Sei M C R? eine Fliche und ¢ : I — M eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Dann heif3t

Re(t) := (E(1), J ()

die geoditische Kriimmung von c.

Bemerkung. Es gilt: (%c'(t), Jé(t)) = (é(t), Jé(t)). Ist ¢ - I — M nach der Bogenldnge
parametrisiert, so folgt %é(t) = Kc(t)Jé(t) Sie ist daher genau dann eine Geodétische, falls
Ke(t) = 0 fiir alle ¢t € I gilt.

Lemma 5.1.3. Sei M C R? cine Fliche und w die Zusammenhangsform beziglich eines
Vektorfeldes X : V. — R> auf M mit V. C M offen. Sei c: I — V eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve und

¢(t) = cosO(t) X (c(t)) + sinf(t)J X (c(t))
fiir eine differenzierbare Funktion 0 : I — R. Dann gilt
re(t) = 0(t) + we(p) (¢(2)).

Bemerkung. 0 ist wie bei den ebenen Kurven bis auf ganzzahlige Vielfache von 27
eindeutig bestimmt.

Bewets.
D TR
Ec(t) = —0(t)sin0(t) X (c(t)) + cos O(t) Ve X (c(t))
+0(t) cos O() JX (c(t)) + sin O(t) V() JX (c(t)
= —0(t)sin0(t) X (c(t)) + cos O(t)we(ry (E(t) T X (c(t))
+0(t) cos O(t) JX (c(t)) + sin 0(t)w, ) (e(t) X (c(t))
= 6(t)(cos 6(t)JX (c(t)) — sinf(t) X (c(t)))
wWe(t) (¢(t))(cos O(2)J X (c(t)) — sinO(t) X (c(t)))
= (60(t) + wen (E(1))) T ((1))-
Da andererseits %c’(t) = kc(t)Jé(t) gilt, folgt die Behauptung. U

Satz 5.1.4. Sei M C R? eine Fliche und N : V — S? eine Gauflabbildung definiert auf einer
offenen Menge V- C M. Sei dM,(vi,v2) = det(N(p),v1,v2) die Volumenform assoziiert zu N.
Sei X : V. — R3 ein Einheitsvektorfeld auf M und w die zugehdrende Zusammenhangsform.
Dann gilt

dw, = —K(p)dM,

fir allep e V.
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Beweis. Sei ¢ : U — M eine lokale orientierte Parametrisierung. Dann gilt:
@ dM (x) = \/det g;j(x)dz1 A dzo

Auf der anderen Seite gilt
w(z) = fi(z)dry + fo(x)dzs

mit
* 0
fil@) = gw(@)(e) = w(e@) (5 (@) ) = (Vo () X, TX)
é)lh oz,
Es gilt
df2 9f1
dp*w(z) = <8x1 (x) Dy (:c)) dxy N dzo
Wegen
dfs 0
8:61( ) = 0z <v§£‘;( )X’ JX)
= (Ve )V 2 (X0 TX) +{V g2 () X,V e ) TX)

dp
= <V V&p( )X, JX> _w(go(z)) <—(1‘)> <V 8(,0( )X X>

Bac() oz
1 2

o o
= (o )V g2 X TX) = ity (@) ) i (@) (U, X)

oz RED
= (vai(x)vai(x)X’ JX)
oz RED
erhalten wir
5f2 afl
= X X, JX
&p
= — —_— X, JX
( 22 (@), 2% )) LX)
Schreibe 5
afi () = a; X + b;JX
so gilt

a; = (g—;i(x),)ﬂ und b; = (%(m),JX}.

7

Da der Kriimmungstensor R schiefsymmetrisch in den beiden ersten Eintrédgen ist, folgt

(o)

R(alX + b0 JX, a0 X + bQJX)X

= albgR(X,JX)X+b1a2R(JX,X)X
== (blaz—albg)R(JX,X)X.
Auf der anderen Seite folgt mit
X, 22 X, 22
detgij(z) = det < > 9z @) ( ’am(x»
(JX, §2(x)) (JX, 52 (@)

= arby —bra
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¢ dp
— — X = —/det g;; X, X) X.
R (3$1 (x), Dg (:c)) et gij ()R (J )
Auf Grund des Theorema egregiums folgt
(R(JX, X)X, JX) = (X,LX)(L(JX),JX)— (X, L(JX))(LX,JX))
= det L = K(p),

denn (X,LX) (X,L(JX))
( (JX,LX) (JX,L(JX)) )

ist die Matrixdarstellung der Weingartenabbildung L beziiglich der ON -Basis (X, JX). U

Definition 5.1.5. Sei M C R? eine orientierte Fliche und N : M — S? die zur Orientierung
gehoérende Gaulabbildung. Seien v, w € T,M von Null verschiedene Vektoren und vy = ﬁ
und wg = ﬁ die zugeordneten Einheitsvektoren. Dann heifit die eindeutig bestimmte Zahl
0 € (—m, 7] mit

wp = cos Bvg + sin 6.J (vy),
der orientierte Winkel zwischen v und w: Dabei ist J(vg) = N(p) X vp.

Definition 5.1.6. Sei M C R? eine Fliche, so heit c : [a,b] — M eine stiickweise differen-
zierbare, regulire geschlossene Kurve, falls ¢(a) = ¢(b) und eine Unterteilung

a=tg<t1 <...<t,=0b

existiert, so dass die Einschrédnkungen c¢; := cy, ;.1 stetig differenzierbare regulére Kurven
sind (¢; differenzierbar bedeutet, dass ¢; eine differenzierbare Fortsetzung auf ein offenes
Intervall besitzt).

Die Kurve T : [a,b] \ {t1,...,t,} — R3 mit

s fiir ¢ € [a,b]\ {to,. .. tn}
e o, .
T(t) = th\r% Bl fir t=1¢t und 0<i<n-—1
o GO
T0) = im oy = T(@)

heifit Tangentenkurve von c. Die Punkte c(t;) heilen Ecken von c. Die Ecke ¢(t;) heifit nicht
trivial, falls die Tangentenkurve in ¢; unstetig ist. Die Ecke c(¢;) heifit nicht entartet, falls
T(t]) = li/m T(t) #-T(t;) gilt.

tt;

Wir betrachten im Folgenden nur solche geschlossenen Kurven fiir die alle Ecken ¢(¢;) nicht
entartet sind. Fiir solche Kurven wollen wir in Analogie zu den ebenen Kurven (siehe Defi-
nition 1.6.7) eine Tangentendrehzahl definieren. Dazu bendtigen wir ein Referenzfeld X und
eine Orientierung beziiglich derer wir die Rotation der Tangentenkurve messen koénnen. Fiir
die Definition benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 5.1.7. Sei M C R3? eine orientierte Fliche, V C M offen X : V. — R3 ein normiertes
Vektorfeld auf M. Sei c : [a,b] — V eine stickweise differenzierbare, regulire geschlossene
Kurve mit zugeordneter Unterteilung

a=th<t1 <...<tp,=0b
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Dann ezistiert eine Funktion 0 : [a,b] — R mit
T(t) = cos(6(t)) X (c(t)) + sin(0(t))J X (c(t)
die auf [a,b] \ {t1,...,tn} stetig ist und in t1,...,t, die Eigenschaft

besitzt, wobei €; der orientierte Winkel zwischen T(t}) = hm T(t) und T(t;) bezeichnet. Die
t;

Funktion 0 heifst Polarwinkelfunktion und ist bis auf gcmzzahl@ge Vielfache von 27 definiert.
Wegen T'(b) = T'(a) ist
0(b) —0(a)

T(C):TEZ

und hdngt nur von der Wahl der Orientierung und des Vektorfeldes X ab. T'(c) heifst Tan-
gentendrehzahl von ¢ beziiglich X und der Orientierung von M.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Umlaufsatzes von H. Hopf.

Satz 5.1.8. Sei M? C R? eine orientierte Fliche, U C R? ein offene Menge und ¢ : U — M
eine positiv orientierte Parametrisierung. Sei ¢ : [a,b] — @(U) eine einfach differenzierbar
geschlossene, stiickweise differenzierbare, regqulire Kurve, so gilt T'(c) = £1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: es geniigt anzunehmen, dass ¢ : [a,b] — M eine differen-
zierbare Kurve ist, d.h. das ¢ keine Ecken besitzt. Dazu betrachte eine einfach geschlossene
Kurve ¢ : [a,b] — M, die aus ¢ durch Abrunden der Ecken entsteht (siehe Zeichnung). Dabei
seien @ bzw. von ¢ die Polarwinkelfunktionen von ¢ beziiglich des normierten Vektorfeldes
X :U — R mit

22 (=1 (p))

X =
W= o

Dann gilt:

Abbildung 5.1: ¢-Ball um ¢(t;)
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0(s2) — O(s1) = 0(s2) — O(s1) + 2km (5.1)
Ist ¢ klein genug, so folgt:
10(s2) —0(s1) —€5] < € (5.2)
0(s2) —0(s1) —€¢j] < €

Falls € > 0 klein genug gewihlt, folgt aus (5.1), (5.2) und (5.3):

9(82) — (9(81) = 9(82) — 9(81).

Dies impliziert T'(¢) = T'(¢) und somit reicht es aus, die Behauptung fiir glatte Kurven zu
zeigen.

Nehme an, dass ¢ glatt ist und betrachte v = ¢t oc : [a,b] — U C R2. Diese ist eine
positiv orientierte, einfach geschlossene Kurve in der Euklidischen Ebene. Die Idee ist nun
auf v den Hopfschen Umlaufsatz anzuwenden. Dies ist leider nicht direkt mdoglich, da 6 {iber
das Skalarprodukt der Fldche , also die g;;’s, und nicht beziiglich der Euklidischen Metrik
definiert ist.

Genauer geht man wie folgt vor: die Skalarprodukte g, : T,R? x T,R? sind fiir jedes z € U so
definiert, dass das Differential

D@(x) : (TIR2’933) - (Tgo(x)M’ < ’ >]R3)

fir jedes z € U eine Isometrie ist. Insbesondere folgt g, (e;,e;) = gij(x). Betrachte nun fiir
s € [0,1] und z € U die Metrik

gr = (1= 8)ge +5(, )re.

Insbesondere sind g9 = g, g2 = (, )g2 und somit definiert s — g¢ eine stetige Deformation
der Fliachenmetrik in die euklidische Metrik. Sei

E(z) = Dp(z) "' X (p(z))
so ist E(zr) = ——2—. Ist

Voz(erer)
E*(z) = Dy(x) " I X (p(x))
so bilden E(x), E+(z) € T,R? eine ON-Basis beziiglich g,. Diese ist in T,R? = R? positiv
orientiert, denn ¢ ist positiv orientiert. Betrachte nun die stetige Deformation E,(z), B (z)
dieser ON Basis, die durch die Eigenschaften
€1

By(z) = —2
(@) gs(e1,e1)

> g;(Eé(x),Eé(x)) =1, g;(Eé(x)vEs(x)) =0

eindeutig bestimmt wird. Insbesondere bilden fiir jedes s € [0,1] die Vektoren E,(z), E&(z)
eine positiv orientierte ON-Basis beziiglich g5 und es ist Ei(z) = e; sowie Ef () = ea. Ist

nun @ : [a,b] — R eine Polarwinkelfunktion der Tangentenkurve von T.(t) = ”ig;” beziiglich
X,JX, so gilt
T.(t) = cosO(t) X (c(t)) + sinO(t)J X (c(t))
und somit
(4 ) '
7,(0) = T2 = Dioy(0) 7 (T(1) = cos 1) B (D) + sin 0B (4(0).




22. Juli 2010 135

Also definiert § auch eine Polarwinkelfunktion von v beziiglich der g°-ON-Basis Vektorfelder
E,E*. Sei nun 6, : [a,b] — R eine Polarwinkelfunktion von v beziiglich der g*-ON-Basis
Vektorfelder Fj, Ej, d.h.

T, (1) = cos B4 (1) By (1)) + sin 6, (6) EL (7 (¢).

Nun sind fiir alle ¢ € [a, b] die Funktionen s — 65(t) stetig. Insbesondere ist s — 65(b) — 05(a)
stetig und 05(b) — 0s(a) € 2nZ. Also ist 04(b) — 05(a) konstant und daher

Ho(b) — 00(&) _ Hl(b) — (91(0,)
27 27

==+1
denn die euklidische Tangentendrehzahl von -~ ist nach Hopf = £1. N

Definition 5.1.9. Sei M? C R3 eine orientierte Fliche mit oder ohne Rand M und ¢ : U —
M eine positiv orientierte lokale Parametriserung. Sei D C U, so dass D hom&omorph zu einer
abgeschlossenen Kreisscheibe ist, dessen Rand 9D Bild einer stiickweise differenzierbaren,
regulédre einfach geschlossenen Kurve « ist, deren Ecken nicht entartet sind. Dann heifit 2 =
(D) Polygon und 0f2 ist Bild der Kurve ¢ = ¢ o . Ist 7y positiv orientiert so auch ¢ = @ o~y
und die orientierten Winkel in den Ecken von ¢ heiflen duflere Winkel.

Bemerkung.  cist genau dann positiv orientiert falls fiir alle ¢ € [a, b] das Paar N, (t), ¢(t)
eine orientierte Basis von M ist, wobei N, € T.;) M das nach auflen gerichtete Einheits-
normalenvektor N, € T4 M léngs ¢ bezeichnet. Nach Definition der Orientierung von 0f2
stimmt dann der Durchlaufsinn von ¢ mit der induzierten Randorientierung iiberein. Die
Tangentendrehzahl von c ist 1.

Abbildung 5.2: Polygon mit Aulenwinkeln ;.

Satz 5.1.10. (Gaufs-Bonnet-Formel):
Die nach Bogenlinge parametrisierte Kurve c: [a,b] — M berande ein Polygon € im mathe-
matisch positiven Sinne. Dann gilt:

b

/KdM—i—/lic(t)dt—i—Zei = 2m,
Q

o i=1



136 22. Juli 2010

wobei €1, ...,€, die Auffenwinkel des Polygons 2 sind, k. die geoditische Krimmung von c
beziiglich der in M gegebenen Orientierung, und dM das kanonische Fldichenelement von M
bezeichnet.

Beweis. Seia =1ty <t; <ty <...<t,=>einer Unterteilung gemifl der Ecken von ¢
und 6 : [a,b] — R eine Polarwinkelfunktion. Dann gilt wegen obiger Bemerkung und Lemma
5.1.3

o = H(b)—ﬁ(a):i /é(t)dt e
Jj=1 2

b

b n
— / Ke(t)dt — / werr) (6()dt + Y ¢
a j:1

a

b n
= —/w+/nc(t)dt+zej.
c a J=1

Auf der anderen Seite gilt wegen Satz 5.1.4
dw=—-KdM

und daher mit Hilfe des Satzes von Stokes
/w:/w:/dw:—/KdM.
c o) Q Q

(Streng genommen miissen wir fiir die Anwendung des Satzes von Stokes voraussetzen, dass
der Rand glatt ist. Jedoch gilt der Satz auch noch falls der Rand nur endlich viele Ecken
besitzt.)

Dies impliziert nun die Gau-Bonnet-Formel. a

Als néachstes wollen wir die Winkelsumme in Dreiecken diskutieren.

Definition 5.1.11. Sei M eine orientierte Fliache. Ein 3-Eck A C M ist ein Polygon mit
genau 3 Ecken. Bestehen die Randkurven aus geodétischen Segmenten, so spricht man von
einem geodétischen Dreieck. Sind ¢;, ¢ € {1,2,3} so heiflen a; = 7 — ¢; Innenwinkel des
Dreieckes.

Korollar 5.1.12. (Winkelsumme in Dreiecken):
Sei A C M ein Dreieck in einer orientierten Fliche M. Die nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve ¢ : [a,b] — M berande ein Polygon Q im mathematisch positiven Sinne. Dann gilt:

b 3
/KdM+//£C(t)dt = Zai — .
A a =1

Ist insbesondere das Dreteck geoditisch, so gilt

3
/KdM:Zai—ﬂ'.
A =1
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3
Bemerkung. Ist also die Kriitmmung K positiv so folgt > «; > 7 und ist K negativ so
i=1
3
gilt > a; < . Besonders einfach ldsst sich dies im Falle der Sphére illustrieren.
i=1

Beweis. Aus der Gaufl-Bonnet-Formel folgt:

3

b 3 3
/KdM—i—/mc(t)dt:Qﬂ—Zei:QW—ZW—ai:QW—?ﬁr—i—Zai.
p i=1 i=1

A i=1

5.2 Der globale Satz von Gauf3-Bonnet

Unser néchstes Ziel ist es, aus Satz 5.1.10 eine globale Version des Satzes von Gauf3-Bonnet
herzuleiten. Eine wichtige Rolle spielt hierbei der Begriff der Eulercharakteristik.

Definition 5.2.1. Sei M C R? eine orientierte Fliiche mit glattem Rand OM wobei auch
OM = () erlaubt ist. Eine endliche Menge P = {Q1,Qs,...,Qxn} von Polygonen heifit Pflas-
terung von M, falls folgende Figenschaften erfillt sind:

N
(o) M = Q;
j=1
(b) Fiir alle i # j : ;N QY ist entweder leer oder eine einzelne Ecke oder eine gemeinsame

Seite der Polygone §);,§);.

FEine Pflasterung P von M heifit Triangulierung, falls alle Polygone Dreiecke sind. Sei e, k, f
die Anzahl der Ecken, Kanten und Fldchen einer Pflasterung P. Dann nennt man

X(M,P)=e—k+f
die Eulercharakteristik von M (beziiglich der Pflasterung P).

Beispiel. Eine Triangulierung der Sphire S2:

Satz 5.2.2. (Satz von Gaufl-Bonnet):

Sei M C R3 eine orientierte Fliche mit Rand OM , der sich aus einfach geschlossenen Kurven
c1,...,Cy zusammensetze. Die ¢; werden alle im mathematisch positiven Sinne durchlaufen.
Dann gilt fiir jede Pflasterung P von M :

/KdM—|— Z/"‘%idé’ =2mx(M,P).
M =1,

Beweis. Sei P = {1,...,Qp}. Seien {e1, ... e} die £(k) AuBenwinkel von €. Aus

Satz 5.1.10 folgt
£(k)

27T:/KdM+/I€bk(t)dt+Z€ik
Q

i=1
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Abbildung 5.3: e —k+ f =8 — 14 +8 =2 = (5%, P).

wobei by die positiv orientierte und nach Bogenlinge parametrisiert Randkurve von € be-
zeichnet. Durch Aufsummieren erhalten wir:

I f = /KdM—l—Z/nbk dt—i—ZZezk

k=11=1

Jede Innenkante der Pflasterung ist gemeinsame Kante von 2 Polygonen. Die Kanten werden
jeweils mit unterschiedlicher Orientierung durchlaufen. Daher heben sich die Beitrige der
geodatischen Kriimmung der orientierten inneren Kanten weg und es folgt

foUk)

oI f = /KdMJrZ/% Yt +> > (m — a)

k=11=1

wobei oy, die Innenwinkel von €, bezeichnen.

Z o

Abbildung 5.4:

Seien & bzw. £4 die Innenecken bzw. Auflenecken der Pflasterung: Bezeichne fiir eine Ecke
v € Q€ P mit a,(2) den Innenwinkel von €2 zur Ecke v. Dann gilt:

Foek)
ZZ T — k) Z Z T — ay(Q)
k=1 i=1 veETUER {QEeP|veN}

Bezeichne fiir eine Ecke v mit

N, = Anzahl der Kanten, die sich in v treffen
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so gilt fiir v € &
N, = Anzahl der Polygone 2 € P die die Ecke v enthalten ,
und fiir v € €
N, — 1= Anzahl der Polygone 2 € P die die Ecke v enthalten .

Da die Summe der Winkel fiir jeden inneren Eckpunkt 27 betrégt, folgt

Z T — ay(Q) = Ny — 2.
(QeP|veQ)

fiir alle v € & . Da fiir v € £g die Summe der Winkel 7 betréigt, erhalten wir

Z T—oy(Q)=(Ny—1)-m—7m =N, -7m— 27
{QePlve}

fiir alle v € €. Also folgt

Z Z T—ay(Q) = Z (Ny -7 —2m)
veEETUER {QEP|U€Q} veEETUER
= 27wk — 2me,

denn jede Kante besitzt 2 Ecken. Damit ergibt sich endgiiltig:
n
onf — 2rk + 2me = 2wy (M, P) = /KdM + Z/mcids.
i i=1

O

Bemerkung. Daraus folgt, dass die Eulercharakteristik einer orientierten Flache nicht
von der Wahl der Pflasterung ab hdngt. Wir definieren daher

Es sei schliefflich noch erwahnt, dafl jede kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand eine Triangu-
lierung zulaft.

Beispiel. M, sei eine kompakte Fliache ohne Rand mit g Léchern. Wir wissen, dass die

Abbildung 5.5: M; ist der Torus mit xp,, =0
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Abbildung 5.6: M ist der Torus ohne Deckel

Eulercharakteristik des Torus M; = T? verschwindet. Betrachte die obige Darstellung des
Torus M;. Wir wollen daraus die Eulercharakteristik der Brezelfliche Ms> bestimmen. Seien
f, k,e die Anzahl der Flichen, Kanten und Ecken einer Pflasterung von Mj, bestehend aus
Vierecken. Wir entfernen den Deckel, welches ein Polygon in M; darstellt Dann gilt fiir die
Anzahl der Flichen f’, Kanten &’ und Ecken ¢’ von Mj:

f'f=f—-1,K=kunde =e.
Damit erhalten wir fiir die Eulercharakteristik von M{:
XM =f -kK+ed=f—-k+te—1=-1

Nun kleben wir zwei Kopien M| an den Kanten des Vierecks zusammen und erhalten fiir die
Anzahl der Flichen f” , Kanten k” und Ecken e”: f” = 2f', k" = 2k — 4 = 2k — 4 und

Abbildung 5.7: My ensteht aus dem Zusammenkleben zweier Kopien von M/
¢/ =2¢ — 4 = 2e — 4. Damit ergibt sich

Xar = 2f = (2k —4) + (2e —4) =2(f' =K +¢) = -2,
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