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1 Einleitung

Fir die statische Analyse von Stabtragwerken ist die Kennt-
nis der Querschnittskennwerte von grundlegender Bedeu-
tung. Da flr gewalzte Querschnittsformen keine analytischen
Lésungen vorliegen, werden sie, zur Bestimmung der Torsi-
onskenngroéRen, haufig als dinnwandige Querschnitte (Mittel-
linienmodell) betrachtet. Mit Hilfe von weggréf3enorientierten
Vorgehensweisen erlauben aktuelle Entwicklungen eine
exakte Bestimmung der Kennwerte. So werden von Wagner/
Sauer/Gruttmann in [3] flr eine Vielzahl von gewalzten Quer-
schnitten genaue Kenngréf3en angegeben. Eine vollstandige
Zusammenstellung der genauen Lésungen fur U-Profile mit
parallelen Flanschflachen liegt jedoch noch nicht vor, wobei
in [2] die UPE-Reihe bereits betrachtet worden ist. Mit dem
von Kraus in [2] formulierten Verfahren basierend auf der
Finite-Elemente-Methode, das unter Anderem die genauen
TorsionskenngréBen beliebiger Querschnittsformen liefert,
werden diese hier fiir die UPE- und UAP-Reihe bereitgestellt.

2 Bezeichnungen

X Stablangsrichtung

Yy, Z Hauptachsen in Querschnittsebene

® normierte Walbordinate

® Wodlbordinate beziiglich eines Drehpunktes D
S Schwerpunkt

M Schubmittelpunkt

D beliebiger Drehpunkt

u Verschiebung in x-Richtung (auch Verwdlbung)
u Verwolbung bezuglich eines Punktes D

9 Verdrillung

G Schubmodul

A Querschnittsflache

lo Wolbwiderstand

I+ Torsionstragheitsmoment

M, ¢ dimensionslose, normierte Koordinaten

N; Formfunktion des Knotens i

n Vektor der Formfunktionen

on/dy Vektor der abgeleiteten Formfunktionen nach y
v,z Vektor der Elementkoordinaten y bzw. z

g(e) Vektor der Knotenverschiebungen eines Elements
® Vektor der Wolbordinaten des Querschnitts
ﬁ(e), K Element- und Gesamtsteifigkeitsmatrix

ng(e), fy  Element- und Gesamtlastvektor

det(J) Jacobi-Determinante (Koordinatentransformation)
w Arbeit

00 /0y partielle Ableitung nachy

o) virtuelle ZustandsgroRe

3 Formeln zur Berechnung der Kennwerte

TorsionskenngréRen fur UPE- und UAP-Profile werden z.B.
in [1] von Kindmann/Frickel bzw. [4] von Schneider-Burger
angegeben. Die Lage des Schubmittelpunktes yy, der Wolb-
widerstand |, sowie die maximale Wdlbordinate max , die
fur die Berechnung von Woélbnormalspannungen von Interes-
se ist, werden mit Hilfe des Mittellinienmodells eines Quer-
schnitts bestimmt, s. Modell a) in Bild 1. In [7] wird ein neues
Mittellinienmodell vorgestellt (Bild 1, Modell b), das fur die
Kennwerte der UPE und UAP-Reihe, im Vergleich zur ge-
nauen L&sung, zu besseren Ergebnissen fuhrt.
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Bild 1  U-Querschnitt und Idealisierung durch
Mittellinienmodelle

Mit Hilfe des Mittellinienmodells b) aus Bild 1 und der Normie-
rung, wie sie in [1] ausfihrlich beschrieben wird, ergeben sich
fur die Kennwerte folgende Bestimmungsgleichungen:

tg ) b—ts
Ym=ay+ey,—— mit ay =——— 1)
2 2+0,/3
2
Ag -3y 2 2:b° te
l, = b +a, - -b-t, +— @)
24440, 3 2
maxw = [(b-t,/2)-ay, | -a, /2 3)

Durch die Mittellinienmodelle (Theorie dinnwandiger Quer-
schnitte) kdnnen weder der Einfluss der Dicke eines Blechs
noch der der Walzausrundungen erfasst werden.

Die Berechnung des Torsionstragheitsmoments geht auf
einen Ansatz von Trayer/March [5] zurlick. Dabei wird die
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erhdhte Torsionssteifigkeit im Bereich der Walzausrundungen
durch zusatzliche Ersatz-Torsionssteifigkeiten o - D* nahe-
rungsweise erfasst, wobei D der Durchmesser des grof3ten
einbeschriebenen Kreises ist, s. Tabelle 1. Zudem wird mit
dem Term 0,4 - t; / b die geringere Torsionstrégheit im Be-
reich der freien Gurtenden bericksichtigt. Fir einen dinn-
wandigen, rechteckigen Teilquerschnitt, der zwei freie Enden
aufweist, ergibt sich der Faktor zu 0,63 - t; / b (anstelle von
0,4 - ty / b). Haufig wird dieser Faktor fiir U-Profile halbiert,
also mit 0,315 angesetzt, da jeder Gurt des U-Profils nur ein
freies Ende aufweist. Bei genauerer Betrachtung der Schub-
spannungsverteilungen wird jedoch deutlich, dass an den
Gurtenden, an denen der Steg anschlief3t, ebenfalls eine
geringe Abminderung vorhanden sein muss. Um dies zu
erfassen wird hier der Faktor 0,4 vorgeschlagen, der insbe-
sondere fur die UAP-Reihe zu besseren Ergebnissen fuhrt.

Tabelle 1  Torsionstragheitsmoment fir U-Profile
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4 Finite-Elemente-Methode

Die ausfiuhrliche Darstellung und Herleitung des hier ange-
wandten Finite-Elemente-Verfahrens kann [2] enthommen
werden. Die hier aufgefiihrten Gleichungen und Formulierun-
gen sollen vielmehr einen gewissen Uberblick verschaffen.

Zur Bestimmung der Kenngrof3en wird der reine Schubspan-
nungszustand der St. Venantschen Torsion (Priméarer Zu-
stand) betrachtet. Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verri-
ckungen lasst sich fur beliebige, dickwandige Querschnitts-
formen folgende virtuelle Arbeit herleiten:

SW __jG.(ﬂ 5(SU)+2 5(SU)j.dA

A 0z o0z oy oy
=3W,,
|G- - .G(SU)_ z-2 .6(6u) -9-dA =0
j (y Ym ) M
A 0z oy
=8Wyy:

(4)

Dieser Ausdruck setzt sich aus zwei Anteilen zusammen
(Verwolbungsanteil 8W,, Verdrillungsanteil 6Wy). Beide An-
teile missen im Gleichgewicht stehen, d.h., durch Vorgabe
einer Verdrillung 9’ kann die sich einstellende Querschnitts-
verwolbung u bestimmt werden. Zu dieser Verwdlbung (pri-
mére Torsionstheorie) korrespondiert die normierte Wolbor-
dinate, der Einfluss sekundéarer Schubverwdlbungen wird
somit als vernachléassigbar klein angenommen.

Es wird eine isoparametrische Elementformulierung ange-
wandt, bei der die Geometrie und die Verwolbungen Uber die
gleichen Formfunktionen N approximiert werden, s. Bild 2. Es
kommen die so genannten Lagrangeschen Interpolationspo-
lynome zum Einsatz, wobei fir die hier durchgefuhrten Be-
rechnungen der biquadratische Ansatz (9-Knotenelement)
Berucksichtigung findet. Der allgemeine Verschiebungsan-
satz sowie die Transformationsbeziehungen zur Abbildung
der Elementgeometrie lauten:
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Bild 2 Abbildung eines Elementes

Durch Einflhrung des Verschiebungsansatzes (5a) in die
virtuelle Arbeit, Abbildung der Elementgeometrie im element-
spezifischen n-C-System (5b, c) sowie der Transformation
des Bereichsdifferentials dA in dn - d¢ ergeben sich aus der
virtuellen Arbeit (4) folgende Beziehungen, mit Hilfe derer die
Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementlastvektor bestimmt
werden kdnnen:
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Mit dem Ersetzen von u durch u (Hinzufligen des Quer-
strichs) soll verdeutlicht werden, dass sich die Verwdlbungen
der GIn. (6) und (7) auf einen beliebigen Drehpunkt D bezie-
hen. Die auftretenden Integrationen lassen sich im Allgemei-
nen nicht analytisch l6sen, weshalb auf eine numerische
Integration Ubergegangen werden muss. Fur die Steifigkeits-
beziehung eines Elements ergibt sich:
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Fir einen Querschnitt, der sich aus mehreren Elementen
zusammensetzt, erfolgt der Zusammenbau der Element-
Steifigkeitsbeziehungen. Zur Ermittlung des Lastterms ist die
Vorgabe einer einheitlichen Verdrillung 9’, d.h. der gleichen
Verdrillung fur jedes Element, notwendig. Es gilt:

U=-0-9 > u=-0-9 = fur¢=-1:u=0 9)

Somit kann unter Vorgabe der Verdrillung 8’ = -1 die Wélbor-
dinate o beziglich eines beliebigen Drehpunktes bestimmt
werden. Unter Beriicksichtigung der Beziehung (9) ergibt sich
die Gesamtsteifigkeitsbeziehung zu:
T T
o K-m=398 fy (20)

el

Das entstandene Gleichungssystem nach Gl. (10) ist singular
und kann zunachst nicht gelést werden, da keine Lagerung
des Querschnitts vorliegt. Aus diesem Grund muss ein belie-
biger Knoten i als gelagert vorausgesetzt werden:

® =0 (11)

Unter Berticksichtigung dieser Randbedingung unterscheidet
sich der entstehende Lésungsvektor um einen Starrkorperan-
teil von den wirklichen Verwdélbungen. Dieser ergibt sich aus
der Normierung der Wodlbflache, bei der die negativen und
positiven Anteile gleich gro3 werden (Flachenausgleich).
AuRerdem muss zur Normierung der Wolbordinate die Lage
des Schubmittelpunktes M bestimmt werden, um sie auf
diesen zu beziehen (M: Drehpunkt). Er ergibt sich mit:

jz~6-dA
yM_yD:A— (12a)
ly
jy-6~dA
2y~ 2p = A (12b)

z

Eine strukturierte und veranschaulichte Vorgehensweise zur
Normierung der Wédlbordinate » ist in [1] enthalten. In [2]
werden die entsprechenden Beziehungen der FE-Formu-
lierung angepasst. Mit Hilfe der normierten Wolbordinate
lassen sich der Wolbwiderstand und das Torsionstragheits-
moment bestimmen:

a
(——m+(y—yM)j~(y—yM)
0z
I = -dA (13)

o
A + —0)+(Z—ZM) (z-2zy)

I(D:_[o)-urdA
A

Die GIn. (13) und (14) sind in [2] fur das FE-Verfahren eben-
falls ausformuliert.

(14)

5 Genaue Torsionskenngrof3en

Das beschriebene Verfahren zur Bestimmung der Quer-
schnittskenngréRen ist Bestandteil des Finite-Elemente-
Programms QSW-FE [6]. Mit diesem Programm sind die
genauen Torsionskenngrofen berechnet worden. Weitere
Ausfuhrungen zu dem Programm und zu dem FE-Verfahren,
mit denen neben den Querschnittskennwerten auch Schub-
spannungsverteilungen aus Querkraft sowie priméarer und
sekundarer Torsion bestimmt werden kénnen, sind [2] zu
entnehmen.

650 9-knotige
Elemente

2851 Knoten

Ausnutzung der Symmetrie
Bild 3 Diskretisierung der U-Querschnitte (Beispiel)

Die Querschnitte werden mit Hilfe von neunknotigen Elemen-
ten diskretisiert. Es werden auch Berechnungen unter der
Ausnutzung der Querschnittssymmetrie durchgefihrt, s. Bild
3. Die sich ergebende normierte Woélbordinate o wird bei-
spielhaft in Bild 4 fiir einen UPE 100 dargestellt. Die Maxima
der Ordinate stellen sich am Ende der inneren Flanschfla-

chen ein.
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Bild 4 Normierte Wélbordinate [sz] des UPE 100
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Tabelle 2  Torsionskenngrof3en der UPE- und UAP-Profile

UPE ey Ym max o It lo
FE Formel AW FE Formel AW FE Formel AW FE Formel AW
[cm] [cm] [cm] [0] [cm?’] [cm?’] [%] [cm’] [cm’] [%] [cm’] [cm’] [%0]
80 1,817 3,520 3,703 5,2 12,32 9,907 -19,6 1,462 1,423 -2,7 248,8 240,3 -3,4
100 1,906 3,758 3,915 4,2 16,90 14,07 -16,8 2,010 1,977 -1,7 590,1 574,7 -2,6
120 1,983 3,934 4,113 45 22,22 18,87 -15,0 2,884 2,820 -2,2 1238 1210 -2,3
140 2,173 4,362 4,530 3,8 27,94 23,86 -14,6 4,037 3,954 2,1 2418 2 359 -2,4
160 2,270 4,596 4,750 3,3 34,48 29,87 -13,4 5,196 5,125 -1,4 4 303 4217 -2,0
180 2,468 5,034 5,181 2,9 41,36 35,91 -13,2 6,993 6,932 -0,9 7 368 7216 -2,1
200 2,560 5,243 5,397 2,9 49,22 43,12 -12,4 8,884 8,793 -1,0 11 880 11 656 -1,9
220 2,703 5,544 5,690 2,6 57,54 50,57 -12,1 12,05 12,00 -0,4 18 898 18 588 -1,6
240 2,792 5,734 5,902 2,9 66,80 59,03 -11,6 15,13 14,97 -1,1 28 449 27 978 -1,7
270 2,893 5,970 6,126 2,6 79,50 70,75 -11,0 19,92 19,81 -0,5 46 533 45 886 -1,4
300 2,887 5,877 6,015 2,4 94,10 84,38 -10,3 31,54 31,66 0,4 76 676 76 173 -0,7
330 2,900 5,824 5,985 2,8 109,9 99,14 -9,8 45,20 45,27 0,2 117 919 117 538 -0,3
360 2,970 5,947 6,096 2,5 126,2 1145 -9,3 58,52 58,84 0,5 174 446 174 179 -0,2
400 2,977 5,902 6,035 2,3 148,0 135,4 -8,5 79,17 79,95 1,0 269 016 269 258 0,1

UAP ey Ym max @ I lo
FE Formel AW FE Formel AW FE Formel AW FE Formel AW
[cm] [cm] [cm] [%6] [cm’] [cm’] [%] [cm’] [cm’] [%] [cm’] [cm’] (%]
80 1,610 3,014 3,150 45 11,14 8,854 -20,5 1,905 1,914 0,5 200,8 196,6 -2,1
100 1,700 3,241 3,364 3,8 15,45 12,74 -17,5 2,654 2,669 0,6 490,4 483,7 -1,4
130 1,775 3,433 3,550 34 22,13 18,82 -15,0 4,154 4,173 0,5 1315 1304 -0,9
150 2,053 4,009 4,131 3,0 30,26 26,01 -14,0 6,515 6,561 0,7 3208 3182 -0,8
175 2,124 4,190 4,305 2,8 38,20 33,42 -12,5 8,432 8,495 0,7 5985 5950 -0,6
200 2,219 4,402 4,518 2,6 46,95 41,48 -11,7 11,24 11,32 0,7 10 577 10 525 -0,5
220 2,398 4,799 4,925 2,6 54,90 48,47 -11,7 14,41 14,47 0,4 16 808 16 692 -0,7
250 2,454 4,895 5,022 2,6 66,77 59,51 -10,9 20,39 20,50 0,6 28 976 28 860 -0,4
300 2,963 5,994 6,149 2,6 93,64 83,28 -11,1 36,32 36,42 0,3 79 608 79 012 -0,7

In Tabelle 2 sind die genauen KenngréRen der Finite-
Elemente-Berechnung angegeben (FE). Zum Vergleich wer-
den ebenfalls die Kennwerte aufgefuhrt, die sich mit Hilfe der
Formeln des Abschnitts 3 ergeben (Formel) sowie die Abwei-
chung dieser von der genauen FE-L&sung (AW).

Fur die maximale Wodlbordinate ergeben sich gravierende
Abweichungen, was aber auch auf die Tatsache zuriickzufiih-
ren ist, dass mit dem Mittellinienmodell eine maximale Ordi-
nate bestimmt wird, die néherungsweise ein Mittelwert des
Verlaufs Uber die Blechdicke darstellt.

Es wird deutlich, dass das Torsionstrdgheitsmoment mit der
Formel aus Tabelle 1 gut abgeschatzt wird. Mit einer Aus-
nahme ist der Wolbwiderstand, unter Verwendung der Formel
des Mittellinienmodells, zu gering, was auf verschiedene
Effekte zurlickzuftihren ist. Zum einen wird durch das Mittelli-
nienmodell die normierte Wélbordinate mit einem Mittelwert
als konstant tUber die Blechdicke angenommen, was nicht der
genauen L&sung entspricht (vgl. Bild 4). AuBerdem wird der
Einfluss von Walzausrundungen nicht erfasst. Analysen ha-
ben gezeigt, dass die Berlcksichtigung von Walzausrundun-
gen zu einer Verringerung der Querschnittsverwolbung fih-
ren, wenn sich die Lage des Schubmittelpunktes nicht veran-
dert. Die somit geringere normierte Wolbordinate fihrt im
Allgemeinen ebenfalls zu einem geringeren Wélbwiderstand,
obwohl sich die Querschnittsflache aufgrund der Walzaus-

rundungen entsprechend vergroRert. Fur die Profile gemaf
Tabelle 2 liegt der Schubmittelpunkt jedoch n&her am Steg
des Querschnitts, als das mit dem Mittellinienmodell ange-
nommen wird. Es liegt also eine Verschiebung des Schubmit-
telpunktes vor, die zu einer VergroRerung der maximalen
Verwdlbungen fuhrt.
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