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2.7 Aufgaben
Aufgabe 2.7.1

Bestimmen Sie fir die folgenden Spiele alle Gleichgewichte, also ggf. auch die
Gleichgewichte in gemischten Strategien. Stellen Sie fiir die gefundenen Gleichgewichte

auch fest, ob diese jeweils eindeutig und effizient sind.




Aufgabe 2.7.1.1
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Aufgabe 2.7.1.3
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Aufgabe 2.7.1.4
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Hinweis: Das Spiel besitzt zusatzlich zu den Gleichgewichten in reinen Strategien noch 4
Gleichgewichte in gemischten Strategien:

— Beide Spieler mischen jeweils alle drei Strategien

— Spieler 1 mischt nur ,,oben” und , mitte“, Spieler 2 mischt nur , links“ und ,,zentral”

— Spieler 1 mischt nur ,,oben” und ,unten”, Spieler 2 mischt nur ,links” und ,rechts”

— Spieler 1 mischt nur ,mitte” und ,,unten”, Spieler 2 mischt nur ,zentral“ und , rechts”




Aufgabe 2.7.2

Im Abschnitt 2.6.1 haben wir das Cournot-Duopol anhand eines Zahlenbeispiels
kennengelernt. Bestimmen Sie nun die allgemeine algebraische Losung des Gleichgewichts!
Die Nachfragefunktion lautet P = a — Q, wobei Q die Gesamtmenge ist, die von beiden
Unternehmen produziert wird, d.h. Q =g, +q,. Die Gewinnfunktionen beider

Unternehmen lauten:
Gy =Pqy—cqq
G, =Pq; —cq;
Hierbei bezeichnet c die konstanten Stlickkosten der Produktion.

Aufgabe 2.7.3

Die Strategie von Alena besteht in der Wahl des Wertes von x, die Strategie von Eva besteht

in der Wahl von y. Die Auszahlungen der beiden Spielerinnen lauten:
Auszahlung Alena:  Ayjeng = 10x + 0,5xy — x?
Auszahlung Eva: Agype = 20y + 0,5xy — y?

a) Bestimmen sie die Beste-Antwort-Funktionen beider Spielerinnen und stellen Sie diese in

einem geeigneten Diagramm grafisch dar!

b) Bestimmen Sie das Gleichgewicht des Spiels!

Losung zu Aufgabe 2.7.1.1

Das Gleichgewicht lautet {oben; links}. Es ist eindeutig und effizient.
Losung zu Aufgabe 2.7.1.2

Das Gleichgewicht lautet {unten; rechts}. Es ist eindeutig und ineffizient, da beide Spieler in
der Strategiekombination {oben;links} hoéhere Auszahlungen erreichen wirden als im

Gleichgewicht.




Losung zu Aufgabe 2.7.1.3

Die Gleichgewichte in reinen Strategien lauten {oben;links} und {unten;rechts}. Beide
Gleichgewichte sind effizient. Da es mehrere Gleichgewichte gibt, sind diese nicht eindeutig.
Zusatzlich zu den Gleichgewichten in reinen Strategien hat das Spiel ein Gleichgewicht in

gemischten Strategien. Dieses Gleichgewicht lautet:

In diesem Gleichgewicht erreicht Spieler 1 eine erwartete Auszahlung von:

3 4 5+3 3 2+4 4 2+4 3 6_26

7 7 7 7 7 7 77 7
Spieler 2 erreicht eine erwartete Auszahlung von:

3 4 6+3 3 2+4 4 2+4 3 5_26

7 7 7 7 7 7 77" 7

Da beide Spieler eine Auszahlung von 26/7, also ungefahr 3,71, erzielen, ist das
Gleichgewicht ineffizient, da beide Spieler in den Gleichgewichten reiner Strategien héhere

Auszahlungen erreichen.

Losung zu Aufgabe 2.7.1.4

Die Gleichgewichte in reinen Strategien lauten:
{oben; links}, {mitte; zentral}, {unten; rechts}

Das Gleichgewicht, in welchem beide Spieler jeweils alle drei reinen Strategien mischen, lasst
sich bestimmen, indem jeweils die erwarteten Auszahlungen eines Spielers fiir jede seiner
drei reinen Strategien gegen die optimale gemischte Strategie seines Gegners gleichgesetzt

werden.

Wenn Spieler 2 mit den Wahrscheinlichkeiten [ ,links“, z ,zentral” und mit der
Wahrscheinlichkeit r ,rechts” spielt, dann sind die erwarteten Auszahlungen fir Spieler 1:

- Wenn er ,,oben” spielt: 51

- Wenn er ,mitte” spielt: 2z

- Wenn er ,unten” spielt: 4r




Im Gleichgewicht muss also gelten:
5l =2z=4r

Zusatzlich ist zu bericksichtigen, dass die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten 1 betragen

muss:
l+z+r=1
Die Gleichung 51 = 2z kann nun nach z aufgel6st werden und man erhlt:
z = 2,51
Ebenso kann die Gleichung 51 = 4r nach r aufgeldst werden, und man erhilt:
r =1,251

Setzt man nun die beiden berechneten Gleichungen z = 2,5l und r = 1,25[ in die Gleichung

l+z+71r =1cein, so erhalt man:
l+z+r=1
l+250+1,251=475l=1

Auflosen ergibt einen Wert fiir die optimale Wahrscheinlichkeit [ fiir ,,links” in Hohe von:

Diesen Wert kann man nun zurlickeinsetzen in die beiden Gleichungen z = 2,51 und

r = 1,251 und man erhélt die optimalen Wahrscheinlichkeiten fir ,,zentral” und ,rechts” in

Hoéhe von:
10
=19
_ 5
"T 19

Damit ist die beste Antwort von Spieler 2 im Gleichgewicht gemischter Strategien mit allen

drei reinen Strategien vollstdandig bestimmt.




Analog geht man nun fir die erwarteten Auszahlungen von Spieler 2 vor, um die beste
Antwort von Spieler 2 zu bestimmen. Die erwarteten Auszahlungen fiir Spieler 2 lauten:

- Wenn er, links” spielt: 40

- Wenn er ,zentral” spielt: 7m

- Wenn er ,rechts” spielt: 5u

Mit den gleichen Berechnungsmethoden wie oben erhdlt man:

35 20 28
=83’ M™T83’ " " 83

Damit lautet das Gleichgewicht gemischter Strategien bei jeweils allen drei reinen

Strategien:

)m:_)u:_;l:_lzz

{ 35 20 28 4 0 5}
°= 383 83 83 1927197 T 19

Fir die Bestimmung der Gleichgewichte gemischter Strategien mit jeweils nur 2 reinen

Strategien pro Spieler ergibt sich:

Wenn Spieler 1 nur seine Strategien ,,oben” und ,mitte” mischt und Spieler 2 nur seine

Strategien , links” und ,,zentral” lautet das Gleichgewicht:

{_7 —4-l—2 _5}
0=—,m= ,—7,2—7

Wenn Spieler 1 nur seine Strategien ,oben” und ,unten” mischt und Spieler 2 nur seine
Strategien ,links” und ,,rechts” lautet das Gleichgewicht:

{_5 _4.1_4 _5}
0Tt Tei T T T

Wenn Spieler 1 nur seine Strategien ,mitte” und ,,unten” mischt und Spieler 2 nur seine

Ill

Strategien ,zentral” und ,rechts” lautet das Gleichgewicht:

5 7 2 1
{mz—,uz—;z §,r=—}




Losung zu Aufgabe 2.7.2

Setzt man zunachst Q = g4 + g, in die Nachfragefunktion ein, so erhdlt man P =a —Q =
a — g, — q,. Setzt man das wiederum in die Gewinnfunktionen der Unternehmen ein, so
ergibt sich:

Gi=Pqu—cq1=(a—q1—q2)q1 —cqx
Gy =Pqgy—cqy =(a—q1—q2)q92 — ¢q>
Ausmultiplizieren der Klammerterme ergibt:
Gy = a1 — qf — Q201 — €
G, =aq; — 14 — 43 — ¢q,

Die Maximierung beziglich der zu wahlenden Produktionsmengen ergibt als Bedingungen
erster Ordnung:

= =a 2q q =0
l 1 1 2 c
dGz
l 5 a q1 ZQZ c 0

Im Gleichgewicht missen die Strategien, hier also die Produktionsmengen, so gewahlt
werden, dass beide Bedingungen erster Ordnung simultan erfillt sind. Hierzu l6sen wir die

erste Gleichung nach g, auf und erhalten:

gz =a—2q;—c
Dies setzen wir in die obige zweite Gleichung ein und erhalten:
a—q—2q;—c=a—q;—2(a—2q,—¢c)—c=0

Diese Gleichung lasst sich nun nach g, auflésen und man erhalt:

a—c
3

q1 =

Setzt man das zuriick einin g, = a — 2q4 — ¢, so erhdlt man fir g,:

a—c
3

q; =

Das Gleichgewicht des Spiels lautet also:




a—c a—c
==
Losung zu Aufgabe 2.7.3

Teil a)

Wenn Alena ihre beste Antwort bestimmen will, muss Sie fir ihre Auszahlung die Bedingung
erster Ordnung aufstellen:

dAAlena

=10+4+05y—-2x=0
dx + y X

Auflésen nach x ergibt Alenas Beste-Antwort-Funktion:

x =025y +5

Um diese Funktion in einem x-y-Diagramm grafisch darstellen zu kdnnen, muss sie nach y
aufgeldst werden: Es ergibt sich

y =4x — 20
Wiederholung der gleichen Prozedur fiir Eva:

dAEva
dy

=20+05x—-2y=0

Auflésen nach y ergibt Evas Beste-Antwort-Funktion:

y =0,25x + 10

Da diese Funktion bereits nach y aufgeldst ist, kann sie direkt in ein Diagramm eingezeichnet
werden. Es ergibt sich:




Beste Antwort Alena

- == Beste Antwort Eva

Teil b)

Das Gleichgewicht ist wieder durch den Schnittpunkt beider Funktionen gekennzeichnet. Im
Gleichgewicht muss gelten, dass die beiden Spielerinnen jeweils die besten Antworten
aufeinander wahlen. Es muissen also gleichzeitig die beiden folgenden Gleichungen gelten:
y =4x — 20
y =0,25x + 10
Gleichsetzen ergibt:
4x — 20 = 0,25x + 10

Hieraus folgt ein optimaler Wert fiir x in Hohe von x = 8. Einsetzen in eine der Gleichungen
y = 4x — 20 oder y = 0,25x + 10 ergibt einen optimalen Wert fir y in Héhe von y = 12.
Das Gleichgewicht des Spiels lautet daher:

{8;12}

10
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