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LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen & % LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen &
‘ LAnfangswertprobleme
Randwertprobleme fiir gewohnliche Anfangswertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen Differentialgleichungen erster Ordnung
> Gegeben:
» Anfangswertprobleme » I Intervall
» Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme » D C R? Menge
) d .
» Randwertprobleme » f(t,y): I x D — R® Funktion
. > to € I Anfangszeit
» Schielverfahren > 4 € D Anfangswert
» Mehrzielmethode » Gesucht:
» Differenzenverfahren Differenzierbare Funktion y(¢) : I — D mit
» Variationsmethoden y'(t) = f(t,y(t)) fir alle t € I (Differentialgleichung)

und y(to) = yo (Anfangsbedingung)
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|—R.andwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Anfangswertprobleme

Beispiel: Konstante Wachstums- oder Sterberate Beispiel: Gedampfte Schwingung
> /(1) = Ay(t), y(0) = c > y'(t) = (5 %) u®), y(0) = (&)
» Entspricht: » Entspricht:

» [ = R, > I = R7

» D=R, » D=R?

> f(ty) =My, > fy) = (53,

> i = 0, > tg = 07

> Yyp=cC > yo=(c1)

> Losung: » Losung:
A Xt ( c1 cos(wt)—ca sin(wt)
y(t) = ce™ y(t) =€ <ci sin(wt)—&—cjcos(wt))
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Beispiel: Explodierende Losung Beispiel: Viele Losungen

> y'(t) = /ly(t)], y(0) =0
» Entspricht:

> y'(t) = y(t)? y(0) =1 S ]I; ﬂ%
» Entspricht: b W=l

» =R ’f(tay):\/|y|7

> D= 1Rz7 >ty = 07

> flty) =9 2=

> to =0 > Losungen:

.. ] 0 firt <0
» Losung: y(t) = ' 311"

B . .. it firt>0
y(t) = — explodiert fiir t — 1—
und unendlich viele weitere \

Losungen ‘
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Differentialgleichungen hoherer Ordnung

» Differentialgleichungen hoherer Ordnung koénnen durch
Einfiihren neuer Unbekannter in Differentialgleichungen
erster Ordnung transformiert werden.

» Beispiel: mechanisches System

» Ma"(t) + Rx'(t) + Kz(t) = F(t), 2(0) = g, 2'(0) = vg
» Einfiihren von v(t) = 2/(t) fithrt auf

'(t) = v(t),

V()= M1F(t)— M 'Ru(t) - M~ 1Kx(t),

z(0) = xo, v(0) = vo
» Dies entspricht

_ (=)
fty) = (]\J’?F(t)> + (_aix —m15)Y
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LAnfangswertprobleme

Abhangigkeit von den Anfangswerten

9/ 264

» Falls f zweimal stetig differenzierbar ist bzgl. der Variablen

y, hangt die Losung y des Anfangswertproblems
y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo differenzierbar vom
Anfangswert yo ab, d.h. y(t) = y(¢;v0).

» Die Ableitung Z(t) der Funktion g — y(¢; yo) 16st das
Anfangswertproblem
Z'(t) = Dy f(t, y(t;y0)) Z(t), Z(to) = 1.
Dabei ist D, f(t,y) die Jacobi-Matrix von f bzgl. der
Variablen y und [ die Einheitsmatrix.
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Eindeutige Losbarkeit

» Falls f stetig differenzierbar ist bzgl. der Variablen y, gibt

es ein Intervall J = (t_,¢;) C I mit ¢tp € J und eine

eindeutige auf J stetig differenzierbare Funktion y, die das

» Esist J = I oder y(t) strebt fiir ¢t — ¢+ gegen den Rand
von D.

» Ist die Ableitung von f bzgl. der Variablen y auf I x D
beschrankt, so ist J = I.

Anfangswertproblem /()

Vertiefung Numerische Mathematik

LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

X LAnfangswertprobleme

Beispiel: Gedampfte Schwingung

> (1) = (33 v, 5(0) = (&)
> y(t) = & (st e o)

> Dyf(ty) = (1)
> Z(t) = (Zm(t) Zl,2(t)>

29 1(t) 29 Q(t)

» Z/t) = (X)) Z@1), Z2(0) =1

> Zi,l(t) Az1,1(t) —wzo1(t), 21,1(0) =1
2172(15) Az12(t) —wza2(t), 21,2(0) =0
zé’l(t) wz11(t) + Az2.1(t), 221(0) =0
zh o(t) = wz12(t) + Az22(t), 222(0) =1
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‘ LN|.1meris¢::he Verfahren fiir Anfangswertprobleme LNumerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme
Grundidee Die einfachsten Verfahren
» Approximiere die Losung y des Anfangswertproblems zu o
Zeiten tg < t; <ty < .... » Explizites Euler-Verfahren:
3 . .. . . o = Yo, ™
» Bezeichne mit h; = t;11 — t; die i-te Schrittweite. i1 = M + hi f (£, i), /
> Im einfachsten Fall ist h; = h fiir alle 4, d.h. ¢; = to + ih. tiv1 =t + hy
» Bezeichne mit 7; die Approximation fiir y(;). » Implizites Euler-Verfahren:
» Berechne 7,11 aus f und 7; (Einschrittverfahren) oder aus 00 = & ™
. Nit1 = 1 + hi f (tiv1, Miv1),
fund n;, ..., 9i—m (Mehrschrittverfahren).
) . tiv1 =t + hy
» Viele Verfahren, insbesondere Runge-Kutta-Verfahren, » Trapezregel oder Verfahren von Crank-Nicolson:
erhélt man durch Anwenden einer Quadraturformel auf das o = Yo, ~
Integral in der Identitat . Nit1 = 1; + % [f @i mi) + f (i1, i), /
i+1
tiz1=1t; +h;
m =~ yltin) —yt) = [ Flsu(o)ds w1 =tk b
t;
13/ 264 14/ 264
Vertiefung Numerische Mathematik Vertiefung Numerische Mathematik
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LNumerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme LNumerisehe Verfahren fiir Anfangswertprobleme
Runge-Kutta-Verfahren Ordnung
> Mo = Yo
”
Mij =i + b Z ajrf(ti + crhymig) fir j=1,...,r » Ein Elnschrlttverfiﬁen hat die Ordnung p > 0, wenn gilt
pas ly(t1) —m| = O(hy™).
r » Die Ordnung ist ein Maf fiir den Fehler eines einzelnen
Mir1 =i +hi Y bef(ti + chynig) Schrittes des Verfahrens.

k=1

tiv1 = ti + hy » Hat das Einschrittverfahren die Ordnung p und ist f bzgl.

der Variablen y stetig differenzierbar mit beschrankter

lEEEe. sG] Ableitung, gilt |y(t;) — ni| = O((max h-)p) fiir alle 7.

> r heifit Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens. ’ 1<5<i

» Das Verfahren heifit explizit, wenn a;; = 0 ist fiir alle > Die beiden Euler-Verfahren haben die Ordnung 1.
k>7. » Das Verfahren von Crank-Nicolson hat die Ordnung 2.

v

Das Verfahren heifit implizit, wenn a;j # 0 ist fiir
mindestens ein k > j.
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I—Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme

Stabilitat Beispiel: Gedampfte Schwingung
» Das numerische Verfahren sollte fiir einen moglichst groflen > (1) = (—6039 —g.g) y(t)
Bereich von Schrittweiten eine Naherungslosung liefern, die y(0) = ((1)) e

das gleiche qualitative Verhalten hat wie die exakte Losung

des Anfangswertproblems. g Losung:_O.gt cos(6.3t)
» Fiir das Anfangswertproblem y/'(t) = —100y(¢), y(0) =1 y(t) = e (Sin(6-3t)>
mit exakter Losung y(t) = e 190 gilt: » 100 Schritte

» Das explizite Euler-Verfahren liefert nur dann eine
abklingende Losung, wenn h; < % ist fur alle 4.

» Das implizite Euler-Verfahren und das Verfahren von
Crank-Nicolson liefern fiir jede Schrittweite eine

. . 9
abklingende Lisung. SDIRK Ordnung 3,

SDIRK Ordnung 4
mit h; = 0.1 fiir alle 4

expliziter Euler,
impliziter Euler,
Crank-Nicolson,

» Explizite Verfahren konnen nicht stabil sein.

» Ks gibt stabile implizite Runge-Kutta-Verfahren beliebig
hoher Ordnung.
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|—Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme |—Randwertprobleme

Beispiel: Ungedampfte Schwingung

> () = (g5 0°)y(®)
y(0) = (§)

Randwertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung

> Losung: > Gegeben:
y(t) = (ij((ggg) » [ Intervall
o > a,b € I zwei verschiedene Punkte
> 100 Schritte » D C R? Menge
expliziter Euler, » f(t,y): I x D — R? Funktion
impliziter Euler, » r(u,v) : R x R? — R? Funktion

Crank-Nicolson, » Gesucht:

Differenzierbare Funktion y(t) : I — D mit
y'(t) = f(t,y(t)) fir alle t € I (Differentialgleichung)
und 7(y(a),y(b)) = 0 (Randbedingung)

SDIRK Ordnung 3,
SDIRK Ordnung 4
mit h; = 0.1 fiir alle 4
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LRandwertprobleme LRandwertprobleme
Beispiel: Gedampfte Schwingung Beispiel: Mechanisches System

» Mz"(t) + R2'(t) + Kx(t) = F(t), 2(0) = zo, x(L) = z,

» (1) = (2 ) y@), y1(0) =1, y1 (&) =0
y(®) (w A )y() 1(0) yl(Qw) » Einfiithren von v(t) = 2/(t) fihrt auf

» Entspricht:

» [ =R, '(t) = v(?),
> D=R? V' (t) = M~1F(t) — M—'Ro(t) — M~ Kx(t),
o f(t,y)Z(:‘)_)\“’)y, 0) = L) =
AN z(0) =z, (L) = x,
> b= L1, » Dies entspricht
> r(w,0) = (go)u+(§5)v = (o) v =(29),
v
» Losung:
g . 0 0 1
y(t) = Y <COS((wt;> f(ty) = (M—IF(t)> + (_MflK _MflR) Y,
sin(wt
r(uv) = (§8) u+ (70) v — (&)
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I—Randweﬂ;probleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen M I—Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen &
LRandwertprobleme LRandwertprobleme
Beispiel: Eigenwertproblem Beispiel: Freies Randwertproblem

» Gesucht sind w : [a,b] — R und A € R mit > Gesucht sind § > 0 und w : [0, 5] = R mit

W (t) = g(t, u(t)), p(u(a), u(b),\) =0 u'(s) = g(s,u(s)), p(u(0),u(B)) =0
» Entspricht:

» Entspricht:
vy = (%),

> y®) = ("9),

v

» f(t,y) = (Q(t()yl)) >t = y%, . )
’ ’ t.y) = (Y29(ty2,91
> r(w) = plur, v, v2) . ffu’ Z)) - ,(o<ul ) :
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L_SchieBverfahren

L Randwertprobleme

Eindeutige Losbarkeit Idee

» Bezeichne mit y(t; s) die Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = ft,y(t), y(a; s) = s.

» Dann 16st y(t; s) das Randwertproblem v/ (¢) = f(t, y(t)),
r(y(a),y(b)) = 0 genau dann, wenn gilt (s, y(b; s)) = 0.

» Bestimme mit dem Newton-Verfahren eine Nullstelle der
Funktion F(s) = r(s,y(b;s)).

} - o o . » Die Ableitung DF'(s) von F an der Stelle s ist gegeben

> /() = (3 0") w®), (58)w(0) + (§8)y(L) = (5) durch DE(s) = Dyr(s, y(b; s)) + Dyr(s, y(b; 8)) Z(b; 8),

» Allgemeine Losung der Differentialgleichung;: bei Z das Anf 5 ¢ i bl a '
y(t) _ <(:1 cos(wt)—ca sin(wt)) W(/) €l as Antangswertproblem -

e1 sin(wt)+ez cos(wt) Z'(t;s) = Dy f(t,y(t;s))Z(t; s), Z(a;s) = I 16st.

» [ = %’r, a =0, 8 =1 filhrt auf die widerspriichlichen
Bedingungen ¢; = 0 und ¢; = 1.

» L =27 o =0, =0 fiihrt auf die einzige Bedingung

w ?

c1 = 0, so dass cy beliebig ist.

» Fiir Randwertprobleme gibt es keine allgemeine Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage wie fiir Anfangswertprobleme.

» Die Losbarkeit und die Zahl allfalliger Losungen hangt von
dem konkreten Beispiel und dem Zusammenspiel von
Differentialgleichung und Randbedingung ab.

» Beispiel: Schwingung

» Lose die beiden Anfangswertprobleme fiir y(t; s) und
Z(t; s) ndherungsweise mit einem numerischen Verfahren
fiir Anfangswertprobleme, wobei beide Male die gleichen
Gitterpunkte t; benutzt werden.
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Schieflverfahren Eigenschaften

0. Gegeben sei ein Startwert (0 € R?. Setze i = 0.

1. Berechne mit einem numerischen Verfahren fiir » Die Anfangswertprobleme in Schritt 1 haben d Unbekannte.
Anfangswertprobleme eine Niherung 1) (¢) fiir die Losung

y® des Anfangswertproblems y®' (t) = f(t,49(t)),
Yy (a) = s, Setze FO) = r(s 5@ (p)).

2. Berechne mit dem gleichen Verfahren wie in Schritt 1 und
den gleichen Gitterpunkten eine Niherung ¢ (t) fiir die
Losung Z® des Anfangswertproblems

» Die Anfangswertprobleme in Schritt 2 haben d”
Unbekannte.

» Die Anfangswertprobleme in Schritt 2 sind linear.

» Die linearen Gleichungssysteme in Schritt 2 haben d
Gleichungen und Unbekannte.

ZW'(t) = Dy, f(t, nDNZD(t), ZO(a) = I. Setze » Das Newton-Verfahren sollte gedampft werden.
D@ = Dur(s®, 7O (b)) + Dyr(s®, 7@ ()¢ (b). » Falls das Newton-Verfahren konvergiert, ist die Konvergenz
3. Lose das lineare Gleichungssystem D(WAs() = —F(), quadratisch.

Setze st = s() 4 As() erhohe ¢ um 1 und gehe zu
Schritt 1 zuriick.
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L_SchieBverfahren

Ein warnendes Beispiel

» Randwertproblem:

y/<t) = (1(1)0 %)y(t)a yl(o) = 17 yl(lo) =1
» Losung:

y(t) = cre™ ' () + cae' (1)

" o110 _ 1 _ 100
mit ¢; = Co =
1= 2110 _ ,—100° “2 = 110 _ —100
» Losung des Anfangswertproblems zum Anfangswert s:
11s1 — s9 _ 10s1 + s2

y(t;s) = o1 (o) + o1 et ()

» Exakter Anfangswert:
1
st = (—10+21.% )

Der falsche Anfangswert s = (_10 iw,g ) mit einem
relativen Fehler von 10710 liefert 7 (10;3) ~ 10%7.

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Mehrzielmethode

Idee

v

Unterteile das Intervall [a, b] durch Zwischenpunkte
a=11<1m<...<Tp,=0>"

Fiir s1,..., 5, € R? bezeichne mit y(t; 7%, s;.) die Losung
des Anfangswertproblems v'(t) = f(t,y(t)), y(7k; sk) = Sk-
Definiere die stiickweise Funktion y durch y(t) = y(¢; 7%, sk)
fir 7, <t < 7ppqund 1 <k <m—1und y(7,) = Sm-
Dann 16st y das Randwertproblem y/(t) = f(¢,y(t)),
r(y(a),y(b)) = 0 genau dann, wenn gilt

Y(Tha1; Ty Sk) = Sg1 fir 1 <k <m — 1 und r(s1,s,,) =0.
Dies definiert ein Gleichungssystem F'(sq,...,s,,) = 0, das
mit dem Newton-Verfahren gelost werden kann.

Die Berechnung der Ableitung von F' erfordert das Losen
von Anfangswertproblemen auf den Intervallen |7y, 7xy1].

Vertiefung Numerische Mathematik

NA

LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Mehrzielmethode

Beobachtung

> Das Schieflverfahren versagt, weil Losungen zu
verschiedenen Anfangswerten exponentiell auseinander
laufen konnen.

» Man kann diesen Effekt vermeiden, indem man
Anfangswertprobleme nur auf kleinen Intervallen 16st.
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L Mehrzielmethode

Struktur von DF

Gi1 -1
Gy —1 0
» DI hat die Struktur . —
Gm_1 —1
A0 0 B

» Daher ist in jedem Newton-Schritt ein System zu losen, das
die Form hat:

G1A81 — ASQ = —Fl, ..
AAsy + BAs,, = —F,,

» Sukzessive Elimination von Aso, ..

- A m—1,

., Asy, fithrt auf

m—1 m-—1

(A =4k BGm_l 56 G Gl)Asl = _En — B Z( H G7)Fj
7j=1 i=j5+1
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LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen @ LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen @
$ LMehrzielmethode LMehrzielmethode
Mehrzielmethode I Mehrzielmethode 11
0. Gegeben seioen m Puonkte a=7 <...<Tp=bundm 2. Bestimme mit dem gleichen Verfahren wie in Schritt 1 und
Vektoren sg ), e s,(n) € RY. Setze i = 0. den gleichen Gitterpunkten Niherungen ¢(7)(¢) fiir die
1. Bestimme mit einem numerischen Verfahren fiir Lésurllgen Z039) der Anfangswgrtprobleme
Anfangswertprobleme Néaherungen 1("7) (1), 1 < j < m — 1, Z@'(t) = Dy f(t, G (#)) 2@ (t), Z29) (1;) = T fiir
fiir die Losungen y(*9) der Anfangswertprobleme l<jsm-1—~
y@i) (8) = f(t,y @D (2)), y @) (r;) = 55»1) fir 1 <j<m-—1. Setze Gﬁ-’) = 6(’”)( 1) fir1<j<m—1
Setze F() = 17( ’])(T ir1) — 55411 firl<j<m-1 und A® = () (3(%))737(71))
und F() (sg),sgn)) B®) = Dyr(s}”, sm ).
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LMehrzielmethode ‘ LMehrzielmethode
Mehrzielmethode 111 Eigenschaften
3. Berechne die Matrix 4
H® = A® 4 BC >G( ) et ng) > Bei gleicher Zahl von Gitterpunkten auf dem gesamten
- - 0 m—1 m—1 () (i) Intervall [a,b] erfordern die Anfangswertprobleme beim
und den Vektor o' = —F;)) — BY ( H G, )F] . Schieflverfahren und bei der Mehrzielmethode den gleichen
. ) ) g=1 I=j+1 Aufwand.
Lose das lineare Gleichungssystem . .. ..
D) A5l — o) » Die Anfangswertprobleme auf den Teilintervallen konnen
L llel gelo .
und berechne rekursiv die Vektoren parallel gelost werden
As 2; i) = G(Z) As (i) + F(Z) firl<k<m-—1. » Wenn keine zusatzlichen Informationen bekannt sind,
Setze s(lﬂ) ( ) i As( ) i 1 < k < m, erhhe i um 1 konnen die Punkte 71, ..., 7, dquidistant gewéhlt werden.

und gehe zZu Schrltt 1 zuruck.
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Sturm-Liouville-Problem

» Gegeben:
» p:[0,1] — R stetig differenzierbare Funktion mit
p= min p(z)>0
> ¢:[0,1] — R stetige Funktion mit
o= iy, q(z) >0

» Gesucht:

Zweimal stetig differenzierbare Funktion « : [0,1] — R mit
—(pu') + qu = f in (0,1) (Differentialgleichung)
und «(0) =0, u(1) = 0 (Randbedingung)
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L Differenzenverfahren

Symmetrischer Differenzenquotient

» Der symmetrische Differenzenquotient ist definiert durch
h

Bup(e) = 3 [ola + 2) — oo — )]

» Taylor-Entwicklung liefert fiir jede dreimal stetig
differenzierbare Funktion:

h2
Onp(z) = ¢'(x) + ﬁso"’(w + 6h)
1

mit einem geeigneten 6 € (—%, 2
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L Differenzenverfahren

Verallgemeinerung

> Jedes Sturm-Liouville-Problem der Form
—(pu')' + qu = f in (a,b), u(a) = o, u(b) = 8
kann transformiert werden in ein dquivalentes Problem mit:
a=0,b=1,a=0,5=0.

» Suche dazu u in der Form

Bb::(sc—a) + v(x)
mit v(0) =0, v(1) =0
und fiithre eine neue Variable ein durch
T —a
b= .
b—a

u(z) = a+
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L Differenzenverfahren

= %[p(x - g)u'(l’ - §> —plz+ §>u'<x + g)]
~ 3P = 3)0hule — 3) — pla + 3)ohule + )]
= L lple — () ~ ulz — )~ pla + M) (u(e + h) — u(@)

» Fordere die resultierenden Gleichungen nur in

o g q 1 g
Gitterpunkten ih mit h = P und 1 <7 <n.
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A LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen
LDiﬂ'erenzenverfahren

L Differenzenverfahren

Differenzendiskretisierung Eigenschaften

» Waihle eine Gitterweite h = —

ntl » Die Differenzendiskretisierung fiithrt auf ein lineares
» Fiir 1 <i < nsetze f; = f(ih), ¢ = q(ih), Pixl = p(ih £ %) Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir die n
» Bestimme ug, . .., u, 1 so dass Unbekannten uy, ..., .
ug = 0, Upy1 =0 » Die Matrix des Gleichungssystems ist symmetrisch, positiv
und fiir 1 < i <n definit und tridiagonal mit positiven Diagonalelementen
1 1 1 und negativen Nebendiagonalelementen.
fi= " pePi-gti1 l (ﬁ [pi*% er”%] Jr%) Ui ™ paPiy p Uil » Das Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung.

» Bezeichne mit w;, die stetige, stiickweise lineare Funktion, » Die Losung des Gleichungssystems mit dem GauBschen
die an den Stellen ik mit u; iibereinstimmt. Eliminationsverfahren oder der Cholesky-Zerlegung

//\\ erfordert O(n) Operationen.
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L Differenzenverfahren L Variationsmethoden

Fehlerabschatzung Idee der Variationsformulierung

» Multipliziere die Differentialgleichung mit einer stetig
differenzierbaren Funktion v mit v(0) =0, v(1) =0

> Es gelte: —(pu') (z)v(z) + q(z)u(z)v(z) = f(z)v(z) fir 0 <z < 1.
> p ist dreimal stetig differenzierbar. » Integriere das Ergebnis von 0 bis 1
» Die Losung u des Sturm-Liouville-Problems ist viermal 1 1
stetig differenzierbar. / [—(pu) (z)v(z) + q(z)u(z)v(z)|dz = / f(x)v(x)dx.
. . .. 0 0
» Dann gilt die Fehlerabschitzung » Integriere den Ableitungsterm partiell

max |u(z) — up(x)| < ch?. 1
0<z<1 —/ (pu) (z)v(x)dx
» Die Konstante ¢ héingt von der unteren Schranke ¢ fiir g, 0

. . 1
den Ableltungfan bis zur Ordnung 3 von p und den — p(0)e/ (0)v(0) — p(1)e (1)w(1) +/ p(2)d (z) (z)da
Ableitungen bis zur Ordnung 4 von u ab. 0

1
= / p(x)u’ (x)v' (z)dx
0
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L Variationsmethoden

Probleme

v

v

v

v

Fiir eine sinnvolle Variationsformulierung miissen die
Eigenschaften der Funktionen u und v praziser gefasst
werden.

Klassische Eigenschaften wie stetige Differenzierbarkeit
sind zu restriktiv.

Der Begriff der Ableitung muss daher geeignet
verallgemeinert werden.

In Hinblick auf die Diskretisierung sollten insbesondere
stickweise differenzierbare Funktionen im erweiterten Sinn
differenzierbar sein.

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Variationsmethoden

Beispiele

>

Jede stetig differenzierbare Funktion ist schwach
differenzierbar und die schwache Ableitung stimmt mit der
klassischen Ableitung iiberein.
Jede stetige, stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist
schwach differenzierbar und die schwache Ableitung stimmt
mit der stiickweisen klassischen Ableitung tiberein.
u(z) =1 — |22 — 1| ist schwach differenzierbar mit

i i
schwacher Ableitung w(z) = 2 ﬁjr ? SFSz
—2 fur s <z<l1

(Beachte: Der Wert w(3) ist beliebig.). A
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L vVariationsmethoden

Schwache Ableitung

>

Partielle Integration liefert fiir stetig differenzierbare
Funktionen % und v mit v(0) =0, v(1) = 0:

1 1
/ o (z)v(z)dr = u(1)v(1) — u(0)v(0) — / u(x)v' (z)dx
0 0
1
= / w(z)v' (z)dx
0

» Die Funktion u heifit schwach differenzierbar mit schwacher

Ableitung w, wenn fiir jede stetig differenzierbare Funktion
v mit v(0) =0, v(1) = 0 gilt

/01 w(z)(@)de = - /0 i)

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Variationsmethoden

Sobolev-Raume

v

1 1
o]l = {/ ]U(m)‘QdI}Q ist die L2-Norm.
0
L?(0,1) ist der Lebesgue-Raum aller Funktionen v mit
endlicher L2-Norm ||v||.

H'(0,1) ist der Sobolev-Raum aller Funktionen v in
L?(0,1), deren schwache Ableitung existiert und ebenfalls
in L2(0,1) ist.

H}(0,1) ist der Sobolev-Raum aller Funktionen v in
H'(0,1) mit v(0) = 0 und v(1) = 0.
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L variationsmethoden

Vertiefung Numerische Mathematik

LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L variationsmethoden

Beispiele

Jede beschriinkte Funktion ist in L2(0,1).

v(x) = \/LE ist nicht in L?(0, 1), da das Integral von

1 = v()? nicht endlich ist.

Jede stetig differenzierbare Funktion ist in H*(0,1).

Jede stetige, stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist
in H(0,1).

o(z) = 1 — |22 — 1] ist in H(0,1). __ N\
v(z) = 2/7 ist nicht in H'(0, 1), da das Integral von
1 = (v/(2))? nicht endlich ist.

x
Im Gegensatz zu mehrdimensionalen Problemen sind
Funktionen in H'(0,1) immer stetig.

Variationsproblem

Finde u € H}(0,1) so, dass fiir alle v € HZ(0,1) gilt

1 1
/ [p(m)u’(x)v'(x) + q(m)u(a:)v(x)]dm = / f(z)v(x)dx
0 0
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L Variationsmethoden

50/ 264

Vertiefung Numerische Mathematik
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L Variationsmethoden

Eigenschaften des Variationsproblems

> Das Variationsproblem hat eine eindeutige Losung.

» Die Losung des Variationsproblems ist das eindeutige
Minimum in H}(0,1) der Energiefunktion

1t , 1
[ ban @ + dwula - [ e

2

Finite-Element-Raume

v

T bezeichnet eine beliebige Unterteilung des Intervalls
(0,1) in nicht iberlappende Teilintervalle.

k > 1 bezeichnet einen beliebigen Polynomgrad.

SFO(T) ist der Finite-Element-Raum aller stetigen
Funktionen, die stiickweise auf den Intervallen von 7T
Polynome vom Grad héchstens k sind.

v

v

S(]f (T ist der Finite-Element-Raum aller Funktionen v in
S%0(T) mit v(0) = 0 und v(1) = 0.
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L Variationsmethoden

Finite-Element-Problem

Finde ur € Sg (T (Ansatzfunktion) so, dass fiir alle
vr € Sg 0(T) (Testfunktion) gilt

1 1
| @iz @ (@) + d@ur@por@]de = [ f@yor(z)da
0 0
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Nodale Basisfunktionen

» Lineare Elemente: Die Funktionen, die in genau einem
Intervall-Endpunkt den Wert 1 annehmen und an allen
anderen Intervall-Endpunkten den Wert 0 haben.

» Quadratische Elemente: Die Funktionen, die in genau
einem Intervall-End- oder -Mittelpunkt den Wert 1
annehmen und an allen anderen Intervall-End- oder
Mittelpunkten den Wert 0 haben.

ANA
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L vVariationsmethoden

Eigenschaften des Finite-Element-Problems

» Das Finite-Element-Problem hat eine eindeutige Losung.
» Die Losung des Finite-Element-Problems ist das eindeutige
Minimum in Sg’o(’f) der Energiefunktion.

» Nach Wahl einer Basis fiir Sp°(7) fithrt das Finite-
Element-Problem auf ein lineares Gleichungssystem mit
k- 4T — 1 Unbekannten und einer symmetrischen, positiv
definiten, tridiagonalen Matrix (Steifigkeitsmatrix).

» Meistens werden die Integrale durch Quadraturformeln
angenéhert.

» Meistens wird k gleich 1 (lineare Elemente) oder 2
(quadratische Elemente) gewé&hlt.

» In der Regel wird eine nodale Basis fiir Sg (T benutzt.

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Variationsmethoden

A priori Fehlerabschatzung

» Bezeichne mit h7 die maximale Lange der Intervalle in 7.

» Dann gelten folgende a priori Fehlerabschatzungen fiir die
Losungen u des Variationsproblems und wy des
Finite-Element-Problems:

I = | < cihr
lu = ur| < e2h%

» Die Konstanten c¢; und ¢ hangen nur von der unteren
Schranke p fiir p, Ableitungen bis zur Ordnung 1 von p,

dem Maximum von ¢ und Ableitungen bis zur Ordnung 2
von u ab.
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Grenzen der a priori Fehlerabschatzung

» Sie trifft nur eine Aussage iiber das asymptotische
Verhalten des Fehlers fiir A7 — 0 d.h. fiir immer feiner
werdende Unterteilungen.

> Sie gibt keine Information iiber die tatsachliche Grofle des
Fehlers.

> Sie erlaubt keine Information tiber die raumliche Verteilung
des Fehlers, die benétigt wird, um zuséatzliche Gitterpunkte
dort zu platzieren, wo der Fehler grof} ist.

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Variationsmethoden

Eigenschaften

> [+ (pup)' — qur ist das intervallweise Residuum der
Finite-Element-Losung bzgl. der Differentialgleichung.

» Der Aufwand zur Berechnung der Fehlerindikatoren ist
vernachlassigbar.

» Die a posteriori Fehlerabschatzung gibt zuverléssige
Informationen iiber die tatsachliche Grofie des Fehlers und
seine raumliche Verteilung.

» Die a posteriori Fehlerabschatzung kann fiir eine adaptive
Gitterverfeinerung genutzt werden, so dass jede
vorgegebene Genauigkeit mit (nahezu) minimaler Anzahl
an Unbekannten erreicht werden kann.

Vertiefung Numerische Mathematik
LR.a)nxdwertl:nroblelme fiir gewohnliche Differentialgleichungen
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L vVariationsmethoden

A posteriori Fehlerabschatzung

» Fiir jedes Intervall K in T bezeichne mit hx seine Lange
und definiere den Fehlerindikator nx durch

1
Nk = }LK{/K’f + (pus) — quﬂde}Q.

» Dann gelten die a posteriori Fehlerabschatzungen:

. 1
Jo = el < ()7 Wi}

KeT

1
N < c{/}{!u/ — UHde}Q fiir jedes K in T

Vertiefung Numerische Mathematik
LRandwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

L Variationsmethoden

Adaptive Gitterverfeinerung

0. Gegeben: eine Toleranz e.
Gesucht: Eine Finite-Element-Losung mit Fehler < e.

1. Wahle eine grobe Unterteilung 7y und setze k = 0.
2. Lose das Finite-Element-Problem zu 7.

3. Fiir jedes Intervall K in 7; bestimme den Fehlerindikator
nx und den Maximalwert 7, = maxxe7, Nk -

4. Falls ng < ¢ ist, stopp.

5. Fiir jedes K in Ty priife, ob nx > %Uk ist. Falls dies der
Fall ist, halbiere K, sonst lasse K unverdndert. Dies

bestimmt die neue Unterteilung 7j11. Erhéhe £ um 1 und
gehe zu Schritt 2 zuriick.
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LBeispiele

Partielle Differentialgleichungen Poisson-Gleichung I

v

v

v

» Die vertikale Auslenkung u : 2 — R einer elastischen, nicht
dehnbaren Membran mit Querschnittsflache 2 in der
(x,y)-Ebene unter Einfluss einer vertikalen Last f: Q — R

Beispiele wird durch die Membran- oder Poisson-Gleichung
T beschrieben:
ypen 2 2
0“u  0%u .
Losungseigenschaften —Au = “o a2 = fin Q.
Uberblick iiber Diskretisierungsmethoden » Auf dem Rand I" von 2 muss die Auslenkung eine der

folgenden Randbedingungen erfiillen:
» Dirichlet-Randbedingung « = 0 fiir eine eingespannte
Membran,
» Neumann-Randbedingung n - Vu = % = 0 fiir eine frei
bewegliche Membran.
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LPartielle Differentialgleichungen

LBeispiele
Poisson-Gleichung I1 Biharmonische Gleichung I

» Die Randbedingungen kénnen in dem
Signe gemischt We‘rden., fiass auf einem » Die vertikale Auslenkung u : Q — R der Mittelebene €2
T_ell des Randes die Dlrl?}?let’ und au‘f einer diinnen, starren Platte unter Einfluss einer vertikalen
einem anderen, dazu disjunkten Teil Last f : Q — R wird durch die Platten- oder biharmonische
die Neumann-Bedingung gelten soll. Gleichung beschrieben:

> In jedem Punkt des Randes muss genau eine der o 9w o
Bedingungen gefordert werden. Aly=_—— 42— +_——=FfinQ.

' . . ) Oxt 0x20y? oyt

> Die rechten Seiten 0 der Randbedingungen kénnen durch » Auf dem Rand I von © muss die Auslenkung eine der
beliebige gegebene Funktionen ersetzt werden. fo]genden Randbedjngungen erfiillen:

» Die Auslenkung v minimiert die Energiefunktion » v =0 und % = 0 fiir eine eingespannte Platte,

» 4 =0 und Au = 0 fiir eine frei bewegliche Platte.

1 5
5 /|Vuzdw — / fudzx in einer geeigneten Menge
J ) JQ

zulassiger Auslenkungen.
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Biharmonische Gleichung II Lineare Elastizitatstheorie 1

» Die Randbedingungen konnen in dem . 3 . .. 3
Y A - —-— » Die Verformung u :  — R eines Korpers 2 C R° unter

. . . . 3 . .
Teil des Randes die Platte fest und auf dem Einfluss auflerer Krafte f : Q — R° wird durch die

einem anderen, dazu disjunkten Teil Gleichungen der linearen Elastizitatstheorie beschrieben:

frei sein soll. —dive =fin Q.
» In jedem Punkt des Randes muss genau eine der » Dabei ist:
Bedingungen gefordert werden. 201 1 9221 4 Ooa1
. . q = » diveo = ‘92302 +agi+‘9g%
» Die rechten Seiten 0 der Randbedingungen kénnen durch e
beliebige gegebene Funktionen ersetzt werden. s o—Ce M
» Die Auslenkung v minimiert die Energiefunktion 1 T TR AR
L[ - : > e=c(Vut(V)) = | $5+352 G2 152+158
— [ |Au|*dz — | fudz in einer geeigneten Menge 2 19u 41 0us 3 dus 1 Oup ous
2 Q QO 2 9z 2 9x 2 Oy 2 9z Bz
zulassiger Auslenkungen.
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Lineare Elastizitatstheorie 11 Minimalflachen
» ¢ heifit Verzerrung (engl. strain).
» o heift Spannung (engl. stress).
> (' beschreibt das Materialgesetz. » Zu einer gegebenen Menge () in der (z,y)-Ebene und einer
» Ein wichtiger Spezialfall ist o = 2ue + A(e11 + €22 + €33)1 gegebenen Funktion ug : I' = R auf dem Rand I" von €2
mit den sog. Lamé-Parametern A und u. wird eine Flache der Form
» Auf dem Rand I' von  muss eine der Randbedingungen S ={(z,y,u(z,y)) : (z,y) € Q, u(x,y) = uo(x,y) auf I'}
u =0 oder n - o = 0 gefordert werden. mit minimalem Flacheninhalt gesucht.
» Die Poisson- und biharmonische Gleichung entstehen aus » Dann ist v : Q — R Loésung der Minimalflachengleichung
den Gleichungen der Elastizitatstheorie durch zusétzliche —div({1 + [Vx L\Q}*%Vz 1) =0 in Q

vereinfachende Modellannahmen. (T
u = ug auf I'.
» Die Verschiebung u minimiert die Energiefunktion 0
17 =
3 / €:odx — / f - udz in einer geeigneten Menge
Q Q

zulassiger Verformungen.
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Gasgleichung Warmeleitungsgleichung I

» Betrachte die rotationsfreie Stromung eines idealen,

_ » Die Temperatur u(z,t) im Punkt = eines Korpers ) C R3
kompressiblen Gases.

zur Zeit ¢ > 0 wird unter dem Einfluss einer dufleren
Warmequelle f(z,t) durch die Warmeleitungsgleichung
beschrieben:
» Aus der Massenerhaltung folgt div(pv) = 0, wobei p = p(v) Ou .
’ — — Au= Q x (0, 00).
die Dichte des Gases ist. ot u=/fin o9
» Die anfangliche Temperaturverteilung wird beschrieben

durch die Anfangsbedingung

» Dann gibt es ein skalares Potential u, so dass fiir die
Geschwindigkeit v des Gases gilt v = Vu.

» Da das Gas ideal ist, gilt die Zustandsgleichung
ol - -
v) = |1l — ——|v|?| 7!, wobei v > 1 der spezifische
p(v) = | 2 VI v U bez u(z,0) = up(x) fir alle z € Q.
» Zusétzlich ist auf dem Rand I des Korpers eine der
7 folgenden Randbedingungen zu erfiillen:
_ div([l = \Vuﬂ W%Vu> —0in Q » u(z,t) =0 fiir alle x € T und ¢ > 0 (feste Temperatur),
2

» Du(x,t) =0 fir alle € T und t > 0 (Isolation).

Warmekoeflizient ist.

> Daher erfiillt das Potential u die Gasgleichung

uw = ug auf I'.
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Warmeleitungsgleichung I1 Grundwasserstromung I

» Die rdumliche und zeitliche Verteilung u(x,t) einer
Fliissigkeit wie Grundwasser in einem Medium wie Erde
wird durch die Transport-Diffusions-Gleichung beschrieben:

» Die Randbedi ké ie iiblich ischt den. )
ie Randbedingungen kénnen wie iiblic gemlsc" werden ou diV(D(;I:,u)Vu) +k(zu) - Vi = f in © x (0,00).
> Die rechten Seiten 0 in den Randbedingungen kénnen ot
durch gegebene Funktionen ersetzt werden. » Dabei beschreibt der Quellterm f die Zufuhr (Quelle) bzw.

Entnahme (Brunnen) von Fliissigkeit.

5 » Die Diffusivitit D(x,u) € R3*3 und die Konduktivitit
Funktion der Zeit. k(z,u) € R? beschreiben spezifische Eigenschaften des
Mediums (Ton, Lehm, Sand usw.).

> Wie bei der Warmeleitungsgleichung ist die
Transport-Diffusions-Gleichung durch Anfangs- und
Randbedingungen zu erganzen.

1
» Die Energie 3 / u(x,t)?dz ist eine monoton fallende
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Grundwasserstromung 11 Wellengleichung

» Die zeitlich verdanderliche vertikale Auslenkung u einer

Falls d 1 b e . T It zeitlich elastischen, nicht dehnbaren Membran unter Einfluss einer
> Falls der Quellterm ab einem gewissen Zeitpunkt zeitlic vertikalen, zeitlich verdnderlichen Last f wird durch die

konstant 1st,'stre.bt die LF)sung u"der ' Wellen-Gleictmng beschrieben:
Transport-Diffusions-Gleichung fiir t — oo gegen einen

52
zeitlich konstanten stationaren Zustand v. 371; — Au = fin Q x (0, 00).
> Der stationdre Zustand v wird durch die » Der Anfangszustand wird beschrieben durch die zwei
Konvektions-Diffusions-Gleichung beschrieben: Anfangsbedingungen:

—div(D(z,v)Vv) + k(z,v) - Vo = f in Q.
» Diese ist wie die Poisson-Gleichung durch =
Randbedingungen zu erganzen.

u(z,0) = up(x) und d%u(:z: 0) = uy(z) fir alle z in .

Die Wellengleichung ist durch Randbedingungen zu

erganzen.
. .1 f ou,\ 2 2 . o
» Die Energie 5 {(5) + |Vl }dx ist zeitlich konstant.
[¢) A
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Ordnung Lineare und nichtlineare Gleichungen

» Eine partielle Differentialgleichung heifit linear, wenn eine
Uberlagerung oder Skalierung der Last zu einer
entsprechenden Uberlagerung bzw. Skalierung der Losung
fiihrt, d.h. die Zuordnung Last — LoOsung ist eine lineare
Funktion.

» Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung ist die
hochste Differentiationsstufe der in der Gleichung
auftretenden partiellen Ableitungen.

> Die Poisson-Gleichung, die biharmonische Gleichung, die
Gleichungen der linearen Elastizitatstheorie, die
Warmeleitungsgleichung und die Wellengleichung sind
linear, alle anderen Beispiele sind nichtlinear.

» Die biharmonische Gleichung hat die Ordnung 4.
» Alle anderen Beispiele haben die Ordnung 2.

> Bei einer Differentialgleichung der Ordnung 2k sind

typischerweise £ Randbedingungen zu fordern. » Die Transport-Diffusions- und die

Konvektions-Diffusions-Gleichung sind linear, wenn die
Diffusivitat und die Konduktivitdt nicht von der Losung u
abhangen.
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Elliptisch, parabolisch, hyperbolisch I Elliptisch, parabolisch, hyperbolisch 11

» Die allgemeine Form einer linearen partiellen » Die Wellengleichung ist hyperbolisch.

Differentialgleichung zweiter Ordnung ist » Die Wirmeleitungsgleichung und die

A(z) : D*>u+a(z) - Vu + a(z)u = f. Transport-Diffusions-Gleichung sind parabolisch.
> Wegen der Symmetrie der Hesse-Matrix D*u kann die » Die Gasgleichung ist elliptisch, falls der Gradient des
Matrix A(z) als symmetrisch vorausgesetzt werden. Potentials hinreichend klein ist (Unterschallstromung).
> Die Differentialgleichung heift » Alle anderen Beispiele sind elliptisch.

» elliptisch, wenn fiir alle z alle Eigenwerte von A(z) ungleich
Null sind und gleiches Vorzeichen haben,

» parabolisch, wenn fiir alle x genau ein Eigenwert von A(x)
gleich Null ist und alle anderen Eigenwerte gleiches » Parabolische Gleichungen beschreiben hiufig ein
Vorzeichen haben, Dissipationsphdnomen, bei dem eine Energie monoton fallt.

» hyperbolisch, wenn fiir alle z alle Eigenwerte von A(x)
ungleich Null sind und genau ein Eigenwert anderes

» Elliptische Gleichungen beschreiben haufig ein Variations-
oder Minimierungsproblem.

» Hyperbolische Gleichungen beschreiben hiufig einen

Vorzeichen hat als die restlichen Eigenwerte. Erhaltungssatz.
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Existenz-, Eindeutigkeit und Regularitat Beispiel

» Betrachte die Poisson-Gleichung
—Awu = 0 auf dem Kreissegment
Q={(rcosg,rsinp):0<r <1,
0<p< 37”} mit Randbedingung
u = sin(3¢) auf dem Kreisbogen
und v = 0 auf den geraden
Randstiicken.

» Lineare Differentialgleichungen haben in der Regel eine
eindeutige Losung.

» Nichtlineare Differentialgleichungen
konnen mehrere Losungen zulassen,
insbesondere konnen Verzweigungen
und Umkehrpunkte auftreten.
» Anders als bei gewohnlichen Differentialgleichungen héngt

die Regularitiat (Differenzierbarkeit) der Losung einer > Die Losung ist u =73 sin(3¢).

partiellen Differentialgleichung von Eigenschaften des » Die Losung hat in der Nahe der
Randes I' ab. Einspringende Ecken fiihren zu einem einspringenden Ecke (0, 0) keine
Regularitatsverlust. beschrénkte Ableitung.
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% LPartielle Differentialgleichungen @ LDifferenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen M
‘ LUberblick iiber Diskretisierungsmethoden
Diskretisierungsmethoden Differenzenverfahren fiir partielle
» Differenzenverfahren ersetzen Ableitungen durch Differentialgleichungen
Differenzenquotienten und fordern die resultierenden
Gleichungen nur in den Punkten eines (regelméfligen)
Gitters.
» Finite-Element-Methoden basieren auf einer
Variationsformulierung der Differentialgleichung und » Elliptische Differentialgleichungen

approximieren die dabei auftretenden Funktionen durch
stetige, stiickweise Polynome auf einer Unterteilung des
Gebietes (2 in einfache Teilgebiete wie Dreiecke oder
Vierecke.

» Parabolische Differentialgleichungen

» Hyperbolische Differentialgleichungen

» Finite-Volumen-Methoden basieren auf einer
Erhaltungsgleichung und erfiillen diese fiir stiickweise
konstante Funktionen auf einfachen Teilgebieten von (2,
den sog. Kontrollvolumina.
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Reaktions-Diffusions-Gleichung

—div(AVu) + au = f in Q
u=0 aufl » Ersetze alle partiellen Ableitungen durch
Differenzenquotienten.

» QO CR? mit d =2 oder d =3 » Fordere die resultierenden Gleichungen nur fiir die Punkte

» A(x) eine symmetrische, positiv definite, d x d Matrix fiir eines (regelméfigen) Gitters.
jedes z in Q

» «(z) eine nicht-negative Zahl fiir jedes x in 2
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‘ LEllipl:iso:he Differentialgleichungen

Vertiefung Numerische Mathematik
LDifferenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

LElliptische Differentialgleichungen

Gitter Nummerierung

e o 0 0 o
> o0 06000 0 ¢
o 00000000 » h > 0 Gitterweite > Njp = §Qy Zahl der Punkte im diskreten Gebiet
o 00060000 00 . WO .
00000000 0! > _ {lh ie Zd} > ﬁh = )y, Zahl aller Gitterpunkte
P P S P S P G S § » 0, =GN0 » Ny — N, Zahl der diskreten Randpunkte
PO POOPOYTS » Ty ={zeQy: » Nummeriere zuerst die Punkte in ) lexikographisch, d.h.
o 060060000900 h = h - . . . . .
ol h zeilenweise von links nach rechts beginnend mit der
o 00060000 0 0 m1n|1‘ y|<} .
6 6 6. 6. 6.6 66 6 (1:/1611{ Framndl obersten Zeile.
iskreter Ran
® 000000000 _ ) » Nummeriere dann fortlaufend die Punkte in I',.
® 0 0 06 06 0 0 0 0 0 >§2h:§2h\rhdlSkI'eteS . d _ d d—1
oo 00600000 Cebiet » Esist N = h™ unth—Nh%hf(fl)%th.
o 0000 0 0 0 o
S S S -
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LDifferenzernverfahren fiir partielle Differentialgleichungen & % LDiffere11zenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen &
LEllipl:ische Differentialgleichungen ‘ LEllipl:ische Differentialgleichungen
Differenzenquotienten Differenzendiskretisierung

Bestimme den Vektor u, = (up()),cq, so, dass gilt:
» up(x) =0
fur alle Punkte x auf dem diskreten Rand ',

» ¢; i-te Einheitsvektor
(i-te Komponente gleich 1, alle anderen Komponenten 0)

1
L 8}2“@) = n [U(IL‘ + he;) — u(ﬂf)] i-te vorwarts

d d
Differenzenquotient > — Z Z 3;; (Ai,jaitju) (7) + a(z)u(r) = f(v)
— I . . .. .. i:1 j:1
> 8h’l.u(:1c) = [u(ac) —u(z — hel)] i-te riickwarts fiir alle Punkte z im diskreten Gebiet €y,
Differenzenquotient

» Taylor-Entwicklung liefert mit geeignetem 6 € (0, 1):
0 1, 0
awiu(:c):&:iha—x?u(w + Ohe;)

0? 1 5,04

2 5
= 8_atfu($)+ﬁh 8—362111(:1/ + 6he;)

8}jflu(w) =
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LDil‘ferenzemverfemhren fiir partielle Differentialgleichungen

L Elliptische Differentialgleichungen

Eigenschaften

» Die Differenzendiskretisierung fiihrt auf ein lineares
Gleichungssystem mit N, Gleichungen fir die Ny,
Unbekannten up(z), © € Qp.

» Die Matrix Lj ist symmetrisch, positiv definit.

» Die Matrix ist diinn besetzt, pro Zeile sind hochstens 3%
Elemente von Null verschieden.

» Die Diagonalelemente sind positiv.

» Die Elemente auflerhalb der Diagonalen verschwinden oder

sind negativ.
1

. . . . =2
» Die Matrix hat Bandstruktur, die Bandbreite ist ~ N, <.

» Die Losung mit Gauf-Elimination oder Cholesky-Zerlegung
3-2 . 21
erfordert ~ N, ¢ Operationen und ~ N,

Speicherplétze.

Vertiefung Numerische Mathematik

LDiﬂ'erenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

L Elliptische Differentialgleichungen

Fehlerabschatzung

» Fir beliebige Diffusion A gilt
max|u(x) — up(x)| < crh.
z€eQp
Die Konstante ¢; hédngt von Ableitungen bis zur Ordnung 2
von A und von Ableitungen von u bis zur Ordnung 3 ab.
» Ist die Diffusion A eine konstante Diagonalmatrix, so gilt

max|u(z) — up(x)| < coh?.
Ieﬂh,
Die Konstante co hangt von Ableitungen von u bis zur

Ordnung 4 ab.
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L Elliptische Differentialgleichungen

LDiH‘eremzemverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

Beispiel
h | Speicher | Aufwand | Speicher | Aufwand
& 33-10% | 7.6-10° | 7.6-10° | 1.7-108
% |29-10* | 2.8-107 |28-107 | 2.8-10%
& | 25-10° | 9.9-10% | 9.9-10% | 3.9-10"2
5 | 2.0-10% | 3.3-10'° | 3.3-10% | 5.3.10™

Vertiefung Numerische Mathematik
LDiH'erenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

L Elliptische Differentialgleichungen

Grenzen

» Die Differenzierbarkeitsanforderungen an die Losung w der
Differentialgleichung sind unrealistisch.

» In der Praxis variiert die Losung v in weiten Teilen des
Gebietes kaum, wahrend sie sich in relativ kleinen Teilen
stark dndert.

» Ein gleichméBiges Gitter vergeudet die Unbekannten in den
uninteressanten Teilen des Gebietes.

» Die Gitterpunkte sollten in den Teilen des Gebietes
konzentriert werden, in denen sich die Losung stark dndert.

» Problem: Die relevanten Bereiche des Gebietes sind Teil der
Losung und nicht von vornherein bekannt.

—
_
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% LDifferenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen LDifferenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

‘ LEllipl:iso:he Differentialgleichungen LElliptische Differentialgleichungen
Neumann-Randbedingung Konvektionsterm I

> Gegeben seien ein Punkt z im diskreten Gebiet und ein

Vektor a # 0.

» Gesucht ist eine Approximation fir den Konvektionsterm
a-Vu(zr) = al%(m) SFese s ad%(a:).

> Gegeben seien ein diskreter Randpunkt = und ein
Einheitsvektor v.

» Gesucht ist eine Approximation 0y, u(x) fir v - Vu(z).

» Bestimme den Schnittpunkt v der

ou
Geraden durch z in Richtung v mit » Fiir die Diskretisierung von a;— () stehen zur Auswahl:
. ox;
dem Rand des Quadrates mit . . .
Mittel Kt 4 Kantenl: ol » vorwarts Differenzenquotient
ittelpunkt = un antenlange 2h. + _ 1
b i g ] ] a0y, u(r) = aiy [u(z + he;) — u(w)]
» Bestimme den am dichtesten an i liegenden Gitterpunkt z » riickwirts Differenzenquotient
auf . _ 1
] aiahju(x) =aiy [u(a:) —u(x — hei)]
> Opu(z) = [u(z) — u(z)] » symmetrischer Differenzenquotient
’ |z — 2| 1. - 1
dig [8h,iu(a:) + Bhﬂ.u(xﬂ = aigy [u(z + he;) — u(z — he;)]
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Konvektionsterm I1 Warmeleitungsgleichung

» Falls die Péclet-Zahl %" (v kleinster Eigenwert der

v

Diffusio‘nsnllatrix A(m)) gll“éﬁer ist als 1, ke.mn jede “VVahl zu Ou div(AVu) + au = f in 2% (0, 00)
unphysikalischen Oszillationen der numerischen Loésung ot
fithren. u=20 auf I'x (0, 00)

» Die Oszillationen treten auf, wenn die Matrix der u(x,0)=ug(z) in Q
Differenzendiskretisierung negative Diagonalelemente und
positive Nicht-Diagonalelemente aufweist. » QO CR?mitd=2oderd=3

» Daher ist je nach Vorzeichen von a; der riickwéarts- oder » A(x) eine zeitlich konstante, symmetrische, positiv definite,
vorwiérts Differenzenquotient zu wéhlen (upwinding): d x d Matrix fir jedes x in

a;t[u(z) — u(z — he;)]  falls a; > 0 » «a(z) eine zeitlich konstante, nicht-negative Zahl fiir jedes x

iauz‘ - !
a:0h ;u(z) {ai}z [u(x + he;) — u(m)] falls a; <0 e
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] Vertiefung Numerische Mathematik
A LDifferenzenverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
LParabolische Differentialgleichungen

L Parabolische Differentialgleichungen

Idee Differenzendiskretisierung

» Diskretisiere die Ortsableitungen wie bei der

. e . » Wibhle ei hri ite h ine Zeitschri i
e Wahle eine Ortsschrittweite i > 0, eine Zeitschrittweite

7 > 0 und einen Parameter 6 € [0, 1].
» Dies flihrt auf ein System gewdohnlicher

Differentialgleichungen der Form
Y‘I/h(t) = fh(t) = Lhuh(t) fir ¢ > 0,

» Bezeichne mit L; die Matrix der Differenzendiskretisierung
der Reaktion-Diffusions-Gleichung und setze f;' = f(z,n7)
fur alle x € Q.
un(0) = ug p- » Setze uf) = ug(z) fiir alle x € Q.

> Ersetze die Zeitableitung durch einen riickwartigen
Differenzenquotienten und setze diesen gleich einer 1
Konvexkombination der rechten Seite zu den - (71/2 - ,,111271) = 9(f h— LhUZf)Jr(l —0) (f;"fl - Lh"U/Z’*l)-
entsprechenden Zeiten (6-Schema).

» Bestimme v} fir n =1,2,... sukzessive durch
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Eigenschaften Fehlerabschatzung

» ¢ = 0 entspricht dem expliziten Euler-Verfahren, § = 1 dem 1 fiirg#1
impliziten Euler-Verfahren und 6 = 5 dem Verfahren von > Setize ¢ = firg = L’
Crank-Nicolson. 2

. . , . . » Fiir beliebige Diffusion A gilt
» Fiir ¢ = 0 erfordert die Berechnung von u;} lediglich eine

Matrix-Vektor-Multiplikation. meglffzo‘u(:l"’ nT) —ujp(z)] < e (77 + D).

» Fiir 0 > 0 erfordert die Berechnung von uj das Losen eines Die Konstante ¢; hédngt von Ableitungen bis zur Ordnung 2
linearen Gleichungssystems mit symmetrisch, positiv von A und von Ableitungen von u bis zur Ordnung 3 ab.
definiter Matrix %I + L. » Ist die Diffusion A eine konstante Diagonalmatrix, so gilt

» Fiir 0 < § muss fiir Orts- und Zeitschritt die max_ |u(z,n7) — ull(z)| < co (17 + h2).

CFL-Bedingung 7 < h? erfiillt sein. TEL 20

Die Konstante co hdngt von Ableitungen von u bis zur

> Fiir 0 > % konnen Orts- und Zeitschritt unabhingig Ord 4 ab
rdnung 4 ab.

voneinander gewahlt werden.

99/ 264 100/ 264



Vertiefung Numerische Mathematik Vertiefung Numerische Mathematik
, g g
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‘ LHyperbolische Differentialgleichungen LHyperbolische Differentialgleichungen
Wellengleichung
0%u . .. . . . .
- — w
- v u) + ou in 2x(0, 0o > Diskretisiere die Ortsableitungen wie bei der
ot I ) Reaktions-Diffusions-Gleichung.
u =0 auf I'x (0, oo . . . 1
) ’ > Dies fiihrt auf ein System gewohnlicher
u(z,0)= uo(z) in Q2 Differentialgleichungen der Form
ou .. ..
o7 (@ 0)=wui(z) inQ i (t) = fu(t) — Lpup(t) fiir t >0,
up(0) = ug,p,
» O C RY mit d =2 oder d =3 Up(0) = ug p.
» A(z) eine zeitlich konstante, symmetrische, positiv definite, > Ersetze die Zeitableitung durch einen symmetrischen
d x d Matrix fiir jedes x in 2 Differenzenquotienten und setze diesen gleich der rechten
J
» «(z) eine zeitlich konstante, nicht-negative Zahl fiir jedes z Seite zur mittleren Zeit.
in Q
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Differenzendiskretisierung Eigenschaften

» Waihle eine Ortsschrittweite h > 0 und eine Zeitschrittweite
7> 0.

» Bezeichne mit L; die Matrix der Differenzendiskretisierung
der Reaktion-Diffusions-Gleichung und setze f;' = f(z,n7)
fir alle x € Q.

» Setze uf) = ug(z) fiir alle x € Q.

» Die Berechnung von uj erfordert lediglich eine
Matrix-Vektor-Multiplikation.

» Fiir Orts- und Zeitschritt muss die CFL-Bedingung 7 < h

_ erfiillt sein.
» Setze u; = u) () + Tui(z) fiir alle z € Q.

» Bestimme up fiir n = 2,3, ... sukzessive durch

5 (=20 %) = (7 = L),
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LDiﬁ'erenzemverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

L Hyperbolische Differentialgleichungen

Fehlerabschatzung

>

>

Fiir beliebige Diffusion A gilt

1651;331(20‘u(x> nT) - UZ(J;N <a (T + h) ’

Die Konstante ¢; hédngt von Ableitungen bis zur Ordnung 2
von A und von Ableitungen von u bis zur Ordnung 3 ab.
Ist die Diffusion A eine konstante Diagonalmatrix, so gilt

T — a2 < e 2 }2 .
Jmax Ju(z,n7) = ufi(z)] < &7 + 1)

Die Konstante co hangt von Ableitungen von wu bis zur

Vertiefung Numerische Mathematik

LDiH‘eremzemverfahren fiir partielle Differentialgleichungen

L Hyperbolische Differentialgleichungen

Erganzungen

» Zeitabhéngige Diffusions- und Reaktionskoeffizienten

werden bei parabolischen und hyperbolischen Gleichungen
zu den gleichen diskreten Zeiten ausgewertet wie die
entsprechenden wuy-Terme.

» Konvektionsterme und Neumann-Randbedingungen werden

bei parabolischen und hyperbolischen Gleichungen
diskretisiert wie bei elliptischen Gleichungen; die Matrix Ly,
andert sich entsprechend.

Ordnung 4 ab.

Vertiefung Numerische Mathematik
LFinil:e-Element-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

Finite-Element-Methoden fir elliptische
Differentialgleichungen

v

Variationsformulierung

v

Finite-Element-Diskretisierung
Praktische Aspekte

Upwind und Petrov-Galerkin-Verfahren
Gemischte Finite-Element-Methoden

v

v

v
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LVariationsformulierung

Reaktions-Diffusions-Gleichung

—div(AVu) +au=f in Q
u=0 aufl

» ) ein Polyeder in R? mit d = 2 oder d = 3

» A(x) eine symmetrische, positiv definite, d x d Matrix fiir

jedes x in

» «(z) eine nicht-negative Zahl fiir jedes x in 2
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% LFinite-Element-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen
‘ LVariationsformulierung

Satz von Gaufl Mehrdimensionale partielle Integration I

Vertiefung Numerische Mathematik
LFinite-Element-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

LVariationsformulierung

» Satz von Gaufl angewandt auf w = v(AVu) liefert

» Divergenz: / vdiv(AVu)dx +/ Vv - AVudzx
d Q Q
di Ow;
W= B = / div(vAVu)dz = / divwdz = / w - ndS
i=1 Q Q r
> Satz von Gaufi:
= [ vn- AVudS
/divwda::/w-ndS r )
Q r » Falls v = 0 ist auf I, folgt
/ Vv - AVudzr = —/ vdiv(AVu)dx
Q Q
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Idee der Variationsformulierung Probleme

» Fiir eine sinnvolle Variationsformulierung miissen die
Eigenschaften der Funktionen u und v préaziser gefasst
werden.

» Multipliziere die Differentialgleichung mit einer stetig
differenzierbaren Funktion v mit v = 0 auf I'.

—div(AVu)(z)v(z) + a(z)u(x)v(z) = f(z)v(z) fir z € Q.

» Klassische Eigenschaften wie stetige Differenzierbarkeit
» Integriere das Ergebnis iiber (2 5 W & g

sind zu restriktiv.

/Q [— div(AVu)v + aw]dz = /Q fudx. » Der Begriff der Ableitung muss daher geeignet

> Integriere den Ableitungsterm partiell vl ZemE e i

‘ » In Hinblick auf die Diskretisierung sollten insbesondere
- /Q div(AVu)vdr = /Q Vv - AVudz stickweise differenzierbare Funktionen im erweiterten Sinn
differenzierbar sein.
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] Vertiefung Numerische Mathematik
A LFinite-Element-l\/Iethoden fiir elliptische Differentialgleichungen
LVariationsforn'lulierung

LVariationsformulierung

Mehrdimensionale partielle Integration II Schwache Ableitung

» Satz von Gaufl angewandt auf w = uve; (e; i-te
Einheitsvektor mit i-ter Komponente 1 und restlichen

' » Die Funktion u heifit schwach differenzierbar (bzgl. x;) mit
Komponenten 0) liefert

schwacher Ableitung w;, wenn fiir jede stetig

ou " Owv . : : on o _ .
/ vdr + | u—dzx differenzierbare Funktion v mit v = 0 auf I' gilt
q 0x; q O0x; ov
d(uv) w;vdr = — ua dx
:/ da::/divwd:r:/w-ndS Q Q 0%
o 0z Q r > Ist uw bzgl. jeder der Variablen z, ..., x4 schwach
. differenzierbar, so nennt man « schwach differenzierbar und
uon;dS ’
- 1 . .o
r schreibt Vu fiir den Vektor (wq, ..., wq) der schwachen
> Falls u = 0 oder v = 0 auf I' ist, folgt Ableitungen.
ou ov
vdr = — [ u dx
Jo 0x; Jo Oz;
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Beispiele Sobolev-Raume

» Jede stetig differenzierbare Funktion ist schwach
differenzierbar und die schwache Ableitung Vu stimmt mit
dem klassischen Gradienten iiberein.

v

1
||| = {/ "U‘de}Q ist die L2-Norm.
Q

» L%(Q) ist der Lebesgue-Raum aller Funktionen v mit

» Eine stiickweise stetig differen- endlicher L2-Norm |[v]|.
zuz,lrbar}c; lczl‘qufl kt1on. ISE genau dan'n » H'(Q) ist der Sobolev-Raum aller Funktionen v in L?(£2),
S(lj :)valc ! .ere?nz.lerd af, WeR 516 die schwach differenzierbar sind und fiir die |Vv|, die
global stetig 1st; dann stimmt euklidische Norm von Vv, in L?(Q) ist.

die schwache Ableitung Vu mit
dem stiickweise definierten klas-
sischen Gradienten iiberein.

» HL(Q) ist der Sobolev-Raum aller Funktionen v in H!(2)
mit v =0 auf T.
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Beispiele Variationsproblem

Vertiefung Numerische Mathematik
LFinite-Element-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

LVariatiomsformulierung

» Jede beschriinkte Funktion ist in L%(().
> v(x) = \/% ist nicht in L?(B(0,1)) (B(0,1) Kreis mit
x<+y

Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung), da
1
1
/ |v(z)|2dx = 27r/ —dr nicht endlich ist.
B(0,1) o’

» Jede stetig differenzierbare Funktion ist in H(€2).

» Eine stlickweise stetig differenzierbare Funktion ist genau
dann in H'(Q), wenn sie global stetig ist.

» Punktwerte sind fiir Funktionen in H'(Q) nicht definiert.

v(z) = In(|In(y/22 + y?)|) ist in H(B(0, 1)), besitzt aber
keinen endlichen Wert im Ursprung.

Finde u € H} () so, dass fiir alle v € H} () gilt

/ [Vv - AVu + auv] dr = / fudz
Q Q
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&'

LVariationsformulierung LFinite-Element-Diskretisierung

Eigenschaften des Variationsproblems Idee

» Zerlege €2 in nicht Uberlappende, einfache Teilgebiete, sog.
Elemente, wie Dreiecke, Parallelogramme, Tetraeder,

» Das Variationsproblem hat eine eindeutige Losung. Parallelepipede, ... (Unterteilung).
» Die Losung des Variationsproblems ist das eindeutige » Ersetze in der Variationsformulierung den Raum F} (1))
Minimum in H}(f2) der Energiefunktion durch einen endlich dimensionalen Unterraum bestehend

aus stetigen Funktionen, die stiickweise auf den Elementen

Polynome sind (Finite-Element-Raum).

E / [Vu - AVu + au?]dz — / fudzx.
2 Jo Q

> Dies filihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die
Approximation w7 an die Losung u der partiellen
Differentialgleichung.
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L Finite-Element-Diskretisierung

Unterteilung Bemerkungen
T ={K,;:1<i< Ny} bezeichnet eine Unterteilung von  mit
folgenden Eigenschaften: » Wenn Q kein Polyeder ist, kann man es nicht durch
» Q ist die Vereinigung aller Elemente K in 7. geradlinige Elemente wie Dreiecke iiberdecken, so dass der
> Zuliissigkeit: Je zwei Elemente K und 0 T sl Rand von Q zusétzlich approximiert werden muss.
entweder disjunkt oder haben einen Eckpunkt oder eine » Die Zulassigkeit wird benétigt, damit die
ganze Kante oder, falls d = 3 ist, eine ganze Seitenfliche Finite-Element-Riume in H}(€2) enthalten sind.
gemeinsam. » Bei fehlender Zulédssigkeit muss die Inklusion der
zuléissig ‘ nicht zuliissig Finite—Ele@ent—RéLume explizit erzwungen werden, was die
Implementierung erschwert.
» Affine Aquivalenz: Jedes Element K ist ein Dreieck oder » Es konnen auch allgemeine Vierecke und Quader betrachtet
Parallelogramm, falls d = 2 ist, oder ein Tetraeder oder werden, was die Implementierung erschwert.

Parallelepiped, falls d = 3 ist.
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Finite-Element-Raume Bemerkungen
span{z{* - ... 2% toq + ...+ ag < k}
> Ry(K) = K Dreieck oder Tetraeder . W der elobalen Stetiekeit ist S50(T) ¢ H(Q
e e oqg o, . . egen der globalen etigkelt 1S ) C 0
span{z{" - ... z3* : max{ai,...,aq} <k}

K Parallelogram oder Parallelepiped > Der Polynomgrad & kann auch von Element zu Element
variieren, was auf einen hoheren Aufwand fiir die

Gh1 () )
> (T) = { Q=R U|K € Ry(K) fiir alle K € T} Implementierung fiihrt.
> SPUT)=SA"HT)nC@)
> skO(T):skO( T) N HL(Q)

={veS*(T):v=0aufI'}
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L Finite-Element-Diskretisierung

Diskretes Problem Eigenschaften des diskreten Problems

» Das diskrete Problem hat eine eindeutige Losung.
» Die Losung des diskreten Problems ist das eindeutige
Minimum in Sé"'o(T) der Energiefunktion
Finde 1]27(-] e S¥O(T) (An.satzfu.nktion) so, dass fiir alle 1 / V- AV + au?]do — / fuds.
vr € Sy (T) (Testfunktion) gilt 2 Jo Q
» Das diskrete Problem fithrt nach Wahl einer Basis fiir
/ [Vor - AVur + auror]ds = / fordx Sg’O(T) auf ein lineares Gleichungssystem.
L L » Die Matrix, genannt Systemsteifigkeits- oder
Steifigkeitsmatrix, ist symmetrisch, positiv definit.
> Der Vektor der rechten Seite wird haufig als Lastvektor

bezeichnet.
» Die Zahl der Gleichungen und Unbekannten ist ~ k7N
(N7 =4T).
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A priori Felerabschatzungen Praktische Aspekte
» Bezeichne mit /7 den maximalen Durchmesser aller » Wahl einer Basis fur S(’)“’O(T )

Elemente in 7. » Aufstellen der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors

» Dann gelten folgende a priori Fehlerabschatzungen fiir die
Losung v des Varitionsproblems und die Losung w7 des
Finite-Element-Problems:

|IVu — Vur| < cihh-
lu —ur| < cghkT'H (Falls © konvex ist.)

» Die Konstanten ¢; und ¢y hidngen von €2, der Diffusion A,

der Reaktion o und den L?-Normen der Ableitungen bis
zur Ordnung k — 1 von f ab. » Losung der diskreten Probleme (— Effiziente Loser)

» Berechnung der dabei auftretenden Integrale
» Behandlung gekriimmter Rander
» Behandlung von Neumann-Randbedingungen

» Behandlung von Konvektionstermen (— Petrov-Galerkin
Verfahren)

» Bestimmung einer optimalen Unterteilung (— Adaptivitit)
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LPraktische Aspekte

Elementfreiheitsgrade N ;. Globale Freiheitsgrade N7

> N7 = UNK,k k=1
k=2 '

» Wegen der Zuléssigkeit von T sind die Funktionen in
SEO(T) eindeutig definiert durch ihre Werte in N7 .

I
ZER0

> k=4
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Nodale Basisfunktionen Eigenschaften

Fir = € Ny ist die nodale Ba-
sisfunktion A. ) eindeutig definiert

v

{\.k : 2 € N4} ist eine Basis fiir S¥0(T).

durch die Bedingungen » {M.x:2 € Ny \T} ist eine Basis fiir S&°(7).
> A € SEO(T), (Freiheitsgrade auf dem Rand I" werden unterdriickt.)
» A(z) =1, > . verschwindet auflerhalb der Vereinigung aller der
. /\Z:k(y) — 0 fiir alle Elemente, die den Punkt z enthalten.
y e N\ {=}. > Die Steifigkeitsmatrix ist diinn besetzt.
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Berechnung durch Transformation auf ein Beispiele fiir )z,
Referenzelement > Referenzdreieck [\
» k=1
Ecken 1 — 2z —vy, z, y
» k=2
» Referenzelemente K Ecken (1 - y)(1 =2z —2y), x(2z — 1), y(2y — 1)
] ] ] ] ~ Kantenmitten 4z(1 — = — y), 4ay, 4y(1 —z — y)
» Bestimme die nodalen Basisfunktionen Az, zum ]
~ ’ » Referenzquadrat
Referenzelement K . k=1
» Bestimme eine affine Transformation des Referenzelementes Ecken (1 —z)(1 —y), (1 —y), vy, (1 —2)y
K auf das aktuelle Element A > k=2
#og b Bedc K Ecken (1 —2z)(1 —z)(1 —2y)(1 —y),
2T =0 + PKT € (22 — 1)(1 - 29)(1 - ), 2(2 — y(2y - 1),
» Berechne . aus Az, mit Hilfe der affinen Transformation (1—-22)(1—2)y(2y — 1)
A\ (G Kantenmitten 4z(1 — z)(1 — y)(1 — 2y), 4x(2z — 1)y(1 — y),
2(2) = A (@) 4x(1 - 2)y(2y — 1), 4y(1 — y)(1 - 20)(1 — o)
Schwerpunkt
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Beispiele fuir affine Transformationen Berechnung aus Element-Geometrie (k= 1)
a a
. 2 R 2 . as \ (m) _ det(a: — a41, Aj42 — ai+1)
Jl" A & e det(a; — aj11, @42 — Aj4+1)
a a ao al ag—a, + + 4
bi{ = ag, By = (a1 —ap, ag — ao) N a a2)\ () = det(x — a;12, a;43 — aj+2)
a a a a i - ’
> S ? as—ay : det(a; — ait2, a3 — a;t2)
ag —a; a5 —a, . det(x —ajt9, Aj41 — ai+2)
bxg = ag, Bx = (a1 —ap, az — ao) a det(ai — &i+2, Aj+1 — ai+2)
3
ag . Do ) — det(r — a;11,ai12 — Ai11,8;43 — A;41)
a3 28“ det(a; — aj41,ai42 — Aj41,8i43 — Aj41)
ap a1
> mﬁ — az » Parallelepipede analog mit 3 Faktoren entsprechend 3
ap ap 2 aj a; Tetraedern
bk = ag, Bk = (al —ag,az —ap, az — ao) » Alle Indizes sind modulo der Eckenzahl des Elementes zu
» Analoge Formeln gelten fiir Parallelepipede. nehmen.
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Berechnung aus Element-Geometrie (k > 2) Aufstellen des Lastvektors
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LFinite-Element-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

LPraktische Aspekte

» Die A, konnen dargestellt werden als Produkte der
Basisfunktionen erster Ordnung A,; 1 zu den Ecken.

» Beispiel: Dreieck, k = 2

> Eckpunkt a; » Durchlaufe alle Elemente K:
Aa; 2 = Aa;[Aa; = Aaiyy — Aayisl » Durchlaufe alle Elementfreiheitsgrade z von K:
» Mittelpunkt z der Kante mit Endpunkten a; und a;;
Az2 = 4Xq; Aa » Berechne /Kf/\z,kda:.
» Beispiel: Parallelogramm, k = 2 > édciierﬁtdas Ergebnis zu dem entsprechenden Eintrag des
astvektors.

» Eckpunkt a;
)‘3“2 = >‘ai P‘ai - /\ai+1 + >‘ai+2 - Aai+3}

» Mittelpunkt 2z der Kante mit Endpunkten a; und a; 11
)\z,2 = 4)\3,5 [)\ai+1 - )\a'i+2]

» Schwerpunkt z
Az2 = 16A5, Aa,
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Aufstellen der Steifigkeitsmatrix Berechnung von Integralen

» Die exakte Berechnung der beim Aufstellen der
Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors auftretenden
Integrale ist hdufig nicht moglich oder zu aufwandig.
~ Dundieu slle T ereite i » Die Integrale werden daher durch Quadraturformeln

» Durchlaufe alle z, 2/ von Elementfreiheitsgraden von néherungsweise berechnet:
K: - &y _
/ pde = Qrlp) = Y cqp(q)-
» Berechne / [V/\z/,k AV k + a/\z/’k/\z,k]d:c. K 4€0K
> Addiere das Ergebnis zu dem entsprechenden Eintrag der » Damit der dadurch verursachte Fehler nicht den Fehler der
Steifigkeitsmatrix. Finite-Element-Diskretisierung dominiert, muss die

Quadraturformel mindestens die Ordnung 2k — 2 haben:
/ wdr = Qg (p) fir alle ¢ € Ry o(K).
K

» Fiir lineare Elemente S9(7) reicht also die Ordnung 0; fiir
quadratische Elemente S?0(T) die Ordnung 2.
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Beispiele fiir Quadraturformeln Behandlung gekrimmter Rander

> Dreieck:
» Ordnung 1:
> Ox Schwerpunkt von K,

> Gebiete mit gekriimmten Réndern kénnen nicht durch
geradlinige Elemente wie Dreiecke, Parallelogramme usw.

> ¢y = |K| exakt iiberdeckt werden.
» Ordnung 2: > Mogliche Auswege:
> Ok Kantenmittelpunkte von K, » Benutze in Randnéhe krummlinige (z.B. isoparametrische)
> cq = 3|K] fiir alle ¢ Elemente.
» Parallelogramm: » Dies macht die Implemetierung erheblich aufwindiger.
» Ordnung 1: » Nur spezielle krummlinige Rander konnen exakt dargestellt
» Ok Schwerpunkt von K, werden.
> cq = |K]| » Approximiere das Gebiet 2 durch ein Polyeder 27, das
» Ordnung 3: exakt iiberdeckt wird.
> Qk Ecken, Kantenmitten und Schwerpunkt von K, » Der durch die Randapproximation erzeugte Fehler ist ~ h3-.
361K falls ¢ Ecke > Falls Q nicht konvex ist, ist 27 N Q # 0. Dann miissen die
> cq = %|K | falls ¢ Kantenmitte Daten f, A, a der Differentialgleichung ggf. auf das groflere
%|K | falls ¢ Schwerpunkt Gebiet fortgesetzt werden.
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Neumann-Randbedingungen Konvektions-Diffusions-Gleichung

» Die Neumann-Randbedingung n- AVu =g auf 'y C T

fithrt zu —div(AVu)+a-Vu+au=f inQ
> einem zusatzlichen Term gudS auf der rechten Seite des u=0 aufl
Ty
Variationsproblems, ’
) o ) » () ein Polyeder in RY mit d = 2 oder d = 3
» einem zusétzlichen Term gu7dS auf der rechten Seite =
. Ty » A(x) eine symmetrische, positiv definite, d x d Matrix fiir
des diskreten Problems. ks m 0
» Die zuséatzlichen Beitrage zum Lastvektor werden beim » a(z) ein Vektor in RY fiir jedes  in 0
Durchlaufen der Elemente berticksichtigt. ) . . ) L .
) o ) » «(z) eine nicht-negative Zahl fiir jedes x in 2
» Die Elementfreiheitsgrade, die auf dem Neumann-Rand I'n 1 o )
» a(z) — 5 diva(z) > 0 fiir jedes 2 in €

liegen, sind zusatzliche Unbekannte.
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L Upwind und Petrov-Galerkin-Verfahren

Variationsproblem

» Der Konvektionsterm a - Vu fihrt auf einen zusatzlichen

Term [ va- Vudx im Variationsproblem.
Q

» Das Variationsproblem hat nach wie vor eine eindeutige
Losung.

» Die Losung des Variationsproblems ist nicht mehr
Minimum einer Energiefunktion.

Vertiefung Numerische Mathematik

LFinil:e-Elemenl:-Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

L Upwind und Petrov-Galerkin-Verfahren

Problem

» Falls die Péclet-Zahl Mal# (v kleinster Eigenwert der
Diffusionsmatrix A(z)) groBer ist als 1, fithrt die tibliche
Finite-Element-Diskretisierung zu unphysikalischen
Ostzillationen der numerischen Losung.

» Dies liegt daran, dass diese Diskretisierung einer zentralen
Differenzendiskretisierung des Konvektionstermes gleicht.

» Mogliche Auswege sind:

» Upwind-Verfahren,
» Petrov-Galerkin-Verfahren.
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Diskretes Problem

» Der Konvektionsterm a - Vu fihrt auf einen zusatzlichen

Term | vya- Vurdr im diskreten Problem.
Q

» Das diskrete Problem hat nach wie vor eine eindeutige
Losung.

» Die Losung des diskreten Problems ist nicht mehr
Minimum einer Energiefunktion.

» Die Steifigkeitsmatrix ist nicht mehr symmetrisch.
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Upwind-Verfahren

» Vorgehensweise:
» Approximiere beim Aufstellen der Steifigkeitsmatrix die

Konvektionsterme / Az ka - VA, pdx durch eine
K

Quadraturformel Z cee k(@)alq) - VA, x(q).
qE€EQK

» Ersetze a(q) - V. x(q) durch einen
upwind-Differenzenquotienten wie bei Differenzenverfahren.

» Nachteile:

» Der Ansatz fithrt haufig zu einem Genauigkeitsverlust.

» Wegen der nétigen Interpolation zwischen
Elementfreiheitsgraden treten haufig neue unphysikalischen
Ostzillationen auf.

» Bei nichtlinearen Differentialgleichungen héngt das
resultierende diskrete Problem nicht mehr differenzierbar
von der Losung ab.
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Petrov-Galerkin-Verfahren Eigenschaften
> Idee: » Das diskrete Problem besitzt eine eindeutige Losung.
Teste die Differentialgleichung zusétzlich elementweise mit » Unphysikalische Oszillationen werden weitest gehend

a- Vur.

> Diskretes Problem:
Finde u7 € Sg°(T) (Ansatzfunktion) so, dass fiir alle
vr € SEO(T) (Testfunktion) gilt

vermieden.

» Es gelten die gleichen Fehlerabschatzungen wie bei der
iiblichen Diskretisierung (kein Genauigkeitsverlust).

» Zusatzlich gilt eine analoge Fehlerabschatzung fiir den

/ [VUT - AVur +vra- Vur + OZUTUT] dr Fehler ||a- Vu — a - Vur|| der Konvektionsableitung.
@ . » Bei nichtlinearen Differentialgleichungen hiangt das diskrete
+ g dxhi / [* div(AVur) +a- Vur + aur } a- Voydx Problem differenzierbar von der Losung ab.
= JK
K g . . . o710 90 .
= . » Eine beliebte Wahl fiir die Stabilitadtsparameter ist
= / fordx + E ()"Kh[(/ fa-Vourdz 5 lalhx
= ’e K= —F/—.
Q KeT I /2 + |a|2h?
(hx Durchmesser von K, d; > 0 Stabilitdtsparameter) K
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Motivation Poisson-Gleichung als System erster Ordnung

> Die iiblichen Finite-Element-Verfahren liefern eine
Approximation fiir die Losung u (Verschiebung) der
Differentialgleichung. “Au=f inQ

» Poisson-Gleichung

» Hiufig sind abgeleitete Grofien wie Vu (Spannungen)

physikalisch interessanter. u= 0 auth
» Diese miissen nachtraglich durch numerische Differentiation

bestimmt werden und werden dadurch weniger genau » Fihre Vu als zusétzliche Variable ein.

approximiert. > Resultierendes System erster Ordnung
» Bei Elastizitatsproblemen fiihrt der klassische Ansatz

(Verschiebungsmethode) zu unphysikalischen Losungen 0 —-Vu=0 in

(locking). —dive = f in Q
» Gesucht sind Variationsformulierungen und Finite-Element- u=0 aufl

Diskretisierungen, die Verschiebungen und Spannungen
gleichzeitig mit gleicher Genauigkeit approximieren.
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Idee der Variationsformulierung Variationsproblem
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L Gemischte Finite-Element-Methoden

» Multipliziere die erste Gleichung mit einem
differenzierbaren Vektorfeld 7 : Q — R?% und integriere das > H(div,Q) = {o € L2(Q)? : divo € L2(Q)}

Ergebnis tiber 2
rgebnis iiber » Finde u € L%(Q) und o € H(div, ), so dass fiir alle

/ o-Tdr — / Vu-rdx =0. v € L*(Q) und alle 7 € H(div, Q) gilt
Q Q

> Integriere den Vu-Term partiell

/U-de—i—/udiVde:O
/Vu-Td:U:—/udiVde. Q Q
Q Q

» Multipliziere die zweite Gleichung mit einer Funktion N /Q vdivods = /Qf vz
v : £ — R und integriere das Ergebnis iiber (2

—/divavd:c:/fvdx.
Q Q
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Eigenschaften Gemischte Finite-Element-Diskretisierung

> Bestimme eine zuldssige Unterteilung 7 von ).

» Wihle endlich dimensionale Teilrdume X (7") von H(div, Q)
und Y (7)) von L?(€).

» Das Variationsproblem hat eine eindeutige Losung (o, u).

» Die primale Variable o ist das eindeutige Minimum der

. .1 .
Energiefunktion 3 /Q o : odz unter der Nebenbedingung » Finde ur € Y(T) und o7 € X(T), so dass fiir alle
(Gleichgewichtsbedingung) — div o = f; die duale Variable vr € Y(T) und alle 71 € X(T) gilt
u ist der zugehorige Lagrange-Multiplikator.
» (0,u) ist der eindeutige Sattelpunkt der Funktion / o7 - Trdr + / urdiv rrde = 0
Q Q

L(r,v) == [ T7:7dx+ / v div 7dx; o minimiert £ bei

2 Ja Q —/ vy divordr = / fordx
festem v, © maximiert £ bei festem 7. Q Q
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L Gemischte Finite-Element-Methoden

Eigenschaften Schwierigkeiten

» Nach Wahl von Basen fiir X(7) und Y (7) fihrt die
gemischte Finite-Element-Diskretisierung auf ein lineares

Gleichungssystem, Unbekannte sind die Koeffizienten von » Um optimale Fehlerabschéitzungen zu erhalten, muss
o7 und w7 zusitzlich der kleinste Eigenwert der Matrix BT A~'B
» Die Steifigkeitsmatrix hat die Form ( B‘,4T lg ) mit einer unabhéngig von 7 von Null weg beschrankt sein
symmetrischen, positiv definiten Matrix A und einer (inf-sup-Bedingung).
rechteckigen Matrix B. » Nicht jede auf den ersten Blick plausible Wahl von X (7")
» Die Steifigkeitsmatrix ist indefinit und hat positive und und Y (7)) erfiillt diese Bedingung.

negative Eigenwerte.

» Die Steifigkeitsmatrix ist genau dann invertierbar, wenn
BT A7 B invertierbar ist.
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Raviart-Thomas-Diskretisierung Eigenschaften

» 7 besteht aus Dreiecken oder Tetraedern.

» RT(K)={a+bzx:acR%becR} (Raviart-Thomas » Die Raviart-Thomas Diskretisierung erfiillt die inf-sup
Element) Bedingung.

» Freiheitsgrade sind die Nor- » Es gelten die Fehlerabschatzungen
malkomponenten in den Kan- lo — o + ||dive — divor| + |Ju — ur| < chr.

tenmittelpunkten fir d = 2
und in den Schwerpunkten der
Seitenflachen fiir d = 3.
» Y(T) =S Y(T) (stiickweise konstante Verschiebungen)
» X(T)={7:7|, € RT(K) fiir alle K € T,
T - n ist stetig in den Kanten-
bzw. Fldchenmitten}

» Die Konstante ¢ héngt von Ableitungen erster Ordnung
von f, u und o ab.

» Ks gibt analoge Diskretisierungen hoherer Ordnung und
solche fiir Unterteilungen in Parallelogramme und
Parallelepipede.
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Lineare Elastizitatstheorie

» Bei Anwendung auf die Gleichungen der linearen
Elastizitatstheorie entspricht « dem Verschiebungsvektor
und o dem Spannungstensor.

» Kine zusétzliche Schwierigkeit bereitet die Symmetrie des
Spannungstensors.

» Fiir das Variationsproblem ist sie automatisch erfiillt.

» Wird sie fiir das diskrete Problem exakt gefordert, treten
Stabilitdtsprobleme auf.

» Daher kann die Symmetrie fiir das diskrete Problem nur in
abgeschwéchter Form gefordert werden (PEERS: plane
elasticity elements with reduced symmetry).

Vertiefung Numerische Mathematik
L A posteriori Fehlerschitzung und Adaptivitiat

A posteriori Fehlerschatzung und Adaptivitat

» Motivation
» A posteriori Fehlerschétzer

> Gitteranpassung
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Stromungsmechanik

> In der Stromungsmechanik treten vorwiegend
Variationsprobleme mit Divergenz-Nebenbedingungen auf,
d.h. die Divergenz eines Vektorfeldes wie der
Geschwindigkeit muss verschwinden (Inkompressibilitét).

» Diese Nebenbedingung macht die Nutzung gemischter
Finiter-Element-Methoden zwingend erforderlich.

> Bei den resultierenden Variationsproblemen sind die Rollen
von u und o vertauscht; u ist die primale Variable, o ist
der Lagrange-Multiplikator zur Nebenbedingung.

v

u entspricht der Geschwindigkeit, o dem Druck.
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Grenzen von a priori Fehlerabschatzungen

> Sie liefern nur eine asymptotische Aussage iiber den Fehler,
d.h. tiber das Verhalten fiir immer feiner werdende
Unterteilungen.

> Sie geben keine Auskunft tiber die tatsachliche Grofle des
Fehlers.

» Sie erlauben keine Riickschliisse tiber die raumliche (und
zeitliche) Verteilung des Fehlers.
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L Motivation

L Motivation

Wunschliste Adaptiver Algorithmus

0. Gegeben: Daten einer partiellen Differentialgleichung und
eine Toleranz e.
Gesucht: Eine numerische Naherungslosung mit einem

» Kine leicht berechenbare und zuverlassige Information iiber Fehler kleiner oder gleich der Toleranz.
die tatsachliche Grofle des Fehlers und seine raumliche 1. Konstruiere eine erste grobe Unterteilung 7y, setze k = 0.
(und zeitliche) Verteilung. 2. Stelle das diskrete Problem zu 7; auf und lose es

» Erhalte eine Naherungslosung fiir die gegebene (ndherungsweise).
Differentialgleichung mit vorgegebener Toleranz und 3. Bestimme fiir jedes Element K in 7j einen Fehlerschétzer.
(nahezq) Ilnlmmalem Aufwand (z.B. gemessen in der Zahl 4. Falls der geschitzte Gesamtfehler kleiner oder gleich der
der Freiheitsgrade). Toleranz ¢ ist, stopp.

5. Entscheide welche Elemente von 7, unterteilt werden
miissen und konstruiere eine entsprechende neue
Unterteilung 7j1+1. Erhohe £ um 1 und gehe zu Schritt 2
zurtick.
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LA posteriori Fehlerschatzung und Adaptivitat LA posteriori Fehlerschatzung und Adaptivitat

L Motivation L Motivation

Wesentliche Ingredienzien Beispiel: Poisson-Gleichung mit singularer
Losung

Verfeinerung | Elemente | Unbekannte | rel. Fehler
gleichmafig 24576 12033 0.5%

Diskretisierungsmethode sdmi 11249 5599 0.5%
» Losungsverfahren fiir die diskreten Probleme (—

Effiziente Loser)
Fehlerschétzer (— A posteriori Fehlerschétzer)

v

v

v

Gitteranpassungsstrategie (— Gitteranpassung)
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LA posteriori Fehlerschatzer

' Vertiefung Numerische Mathematik
% LA posteriori Fehlerschatzung und Adaptivitat
‘ LMotivation

Beispiel: Reaktions-Diffusions-Gleichung mit Differentialgleichung und Diskretisierung
innerer Grenzschicht

Dreiecke Vierecke
gleichm. | adaptiv | gleichm. | adaptiv
Unbekannte 16129 2923 16129 4722

v

Lineare elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung

—div(AVu)+a-Vut+au=f inQ

Dreiecke 32768 5860 0 3830
Vierecke 0 0| 16384 2814 u=0 aufl
rel. Fehler 3.8% 3.5% 6.1% 4.4%

v

u Losung des Variationsproblems

Ubliche Finite-Element-Diskretisierung zu Unterteilung 7

v

» 17 berechnete Losung des diskreten Problems
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Residueller Fehlerschatzer A posteriori Fehlerabschatzungen
1 1
> {/ |Vu — VUT|2d:c}2 < c*{ Z 77%(}2
{ KeT
> K = {h%(/ |f + div(AVur) — a- Vur — aur|?dz 0 13
K L > N < c*{/ |Vu — Vur| dm}
2 2 WK
+ Z hg /E | ng - AVur |, ["dS } » wg Vereinigung aller Elemente, die
Befi\l mit A eine Kante (d = 2) bzw. Sei-
» &k Kanten (d = 2) bzw. Seitenflichen (d = 3) von K tenfléiche (d = 3) gemeinsam haben
> hx, hp Durchmesser von K bzw. E > ¢*, ¢, hiangen ab von
» np ein Einheitsvektor senkrecht zu E > dRer 11r{ela,tiven Grofle C;fon Diffusion A, Konvektion a und
eaktion a zueinander
> Sprung einer Funktion ¢ iiber F

» dem Polynomgrad von ur

» dem Formparameter von 7 (maximales Verhéltnis von
Elementdurchmesser zum Durchmesser des gréfiten
eingeschriebenen Balles)

171/ 264 172/ 264



Vertiefung Numerische Mathematik
LA posteriori Fehlerschatzung und Adaptivitat

La posteriori Fehlerschatzer

Struktur des Fehlerschatzers

» f+div(AVur) —a- Vur — aur (Elementresiduum) ist das
Residuum auf K von wy bzgl. der Differentialgleichung

> [n E- AVUT} » (Kantenresiduum) ist der Sprung iiber E
des Operators, der starke und schwache Form der
Differentialgleichung verbindet (Randterm bei partieller
Integration)

» Fiir Elemente niedriger Ordnung (k = 1) ist das
Kantenresiduum haufig entscheidend.
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LA posteriori Fehlerschatzer

Einige alternative Fehlerschatzer

» Lokale Hilfsprobleme: Lose lokale diskrete Hilfsprobleme
hoherer Ordnung mit Element- und Kantenresiduen als
Lasttermen.

» Hierarchische Schétzer: Vergleiche die aktuelle Losung mit
einer Finite-Element-Losung hoherer Ordnung basierend
auf einem Lumping der Steifigkeitsmatrix.

> 77-Schatzer: Vergleiche den Gradienten der Losung mit
einer Mittelung des Gradienten.

» Alle Schétzer sind dquivalent in dem Sinne, dass sie bis auf
multiplikative Konstanten gegeneinander abgeschatzt
werden konnen.
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La posteriori Fehlerschatzer

Struktur der a posteriori Fehlerabschatzungen

v

Die obere Schranke ist global.

v

Dies liegt daran, dass sie auf Eigenschaften des
Losungsoperators der Differentialgleichung beruht.
(Lokale Last impliziert globale Verschiebung.)

v

Die untere Schranke ist lokal.

v

Dies liegt daran, dass sie auf Eigenschaften des
Differentialoperators beruht.
(Lokale Verschiebung impliziert lokale Last.)
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L Gitteranpassung

Uberblick

» Die Gitterverfeinerung beruht auf zwei Saulen:

» Markierungsstrategien, die festlegen, welche Elemente
unterteilt werden sollen,

» Verfeinerungsregeln, die festlegen, wie ein einzelnes Element
unterteilt werden soll.

» Um die Zulassigkeit der Unterteilung zu gewahrleisten und
héngende Knoten zu vermeiden, erfolgt die Verfeinerung in
zwei Etappen:

» Zuerst werden alle Elemente unterteilt, die einen zu grofien
Wert des Fehlerschitzers nx aufweisen (regulire
Unterteilung).

» Danach werden zusétzliche Elemente unterteilt, um
hangende Knoten zu beseitigen, die wahrend der ersten
Etappe erzeugt wurden (irreguldre Unterteilung).

» Die Gitterverfeinerung kann mit einer Gittervergroberung
und Gitterglattung kombiniert werden.
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L Gitteranpassung

LGi':teranpassung

Markierung mit der Maximum-Strategie Modifikation

» Manchmal verteilen sich die Elemente auf drei Gruppen:

» eine sehr kleine Zahl von Elementen mit einem sehr grofien
geschatzten Fehler,

0. Gegeben: Unterteilung 7, Fehlerschitzer nx fiir die > eine s?hr grofle Zahl von Elemente mit einem sehr kleinen
Elemente K € T, Schwellenwert 6 € (0,1). geschataten Fehler,
Gesucht: Teilmenge T > eine mittlere Zahl von Elementen mit einem geschatzten

. Fehler mittlerer Grofle.
unterteilt werden sollen.
» Dann markiert die Maximum-Strategie nur die Elemente

1. Berechne 77 max = Rog K- der ersten Gruppe.
2. Falls nig > 017 max ist, markiere K und fiige es zu T hinzu. » Dies verschlechtert die Effizienz des adaptiven Algorithmus.
> Dies kann durch folgende Modifikation vermieden werden:

Markiere zuerst einen kleinen Prozentsatz & der Elemente
mit dem grofiten geschéatzten Fehler und wende danach die
Maximum-Strategie auf die verbleibenden Elemente an.
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LGitteranpassung | LGitteranpassung
.o . .o
Regulare Unterteilung Hangende Knoten

» Hangende Knoten zerstoren die Zulassigkeit der

Unterteilung.
» Verbinde die Kantenmittelpunkte der Elemente. —

<> Ol

» Daher muss man

» Dies erhélt den Formparameter (Verhaltnis des » entweder die Stetigkeit der Finite-Element-Funktionen an
den hingenden Knoten erzwingen (hingende Knoten sind

keine Freiheitsgrade)
» oder eine zusétzliche irreguldre Unterteilung durchfiihren.

Elementdurchmessers zum Durchmesser des grofiten
eingeschriebenen Balles).

» Das Erzwingen der Stetigkeit in den hingenden Knoten
kann der Verfeinerung zuwiderlaufen.
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LGii:teranpassung

L Gitteranpassung

Irregulare Unterteilung Bisektion markierter Kanten

» Konstruiere die erste Unterteilung so, dass die langste
Kante eines jeden Elementes auch die langste Kante des
» Dreiecke angrenzenden Elementes ist.
> Markiere die langsten Kanten in der ersten Unterteilung.

» Unterteile ein Element durch Verbinden des Mittelpunktes
seiner markierten Kante mit dem gegeniiberliegenden

» Vierecke i )
Eckpunkt (Bisektion).
» Bei Unterteilung einer Kante eines Elementes werden die
anderen Kanten die markierten Kanten der resultierenden
neuen Elemente.
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Gittervergroberung Gitterglattung

» Verbessere die Qualitit einer Unterteilung 7 durch
Verschieben der Elementeckpunkte unter Beibehaltung der

Nachbarschaftsbeziehungen.
> Kine Vergroberung von Unterteilungen ist erforderlich,
» um die Optimalitit des adaptiven Algorithmus zu
gewahrleisten, d.h. um eine gegebene Toleranz mit einer
minimalen Anzahl an Freiheitsgraden zu erreichen,
» um zeitlich veranderliche Singularitaten zu erfassen. » Die Qualitdt wird durch einen GauB-Seidel artigen
Glattungsprozess verbessert:

» Die Qualitdat wird durch eine Qualitatsfunktion ¢ gemessen,
wobei ein groflerer Wert von ¢ einer besseren Qualitéat
entspricht.

> Die Gittervergroberung erfolgt durch das Zusammenfassen
von benachbarten Elementen mit zu kleinem Fehler. Durchlaufe alle Elementeckpunkte 2 in 7T, fixiere alle durch
eine Kante mit z verbundenen Elementeckpunkte und

suche einen neuen Punkt 2 mit min ¢(K) > min ¢(K).
3eK z€EK
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Effiziente Loser Ein typisches Beispiel
» Poisson-Gleichung
—Au=fin Q, u=0auf I'
» Motivation » Q= (0,1)? Einheitsquadrat
» Geschachtelte Iteration » Courant-Triangulation
> Klassische iterative Verfahren bestehend aus 2n?
» CG-Verfahren rechtwinklig

gleichschenkligen Dreiecken

mit Katheten der Lange
» Verfahrensvergleiche B =n-l

» Mehrgitterverfahren

» Unsymmetrische, indefinite und nichtlineare Probleme ~ Thnesie Tined Demneiie

» Zahl N der Unbekannten
ist ~n?=h2
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Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix Eigenschaften direkter Loser

» Sie ist symmetrisch, positiv definit.

» Sie hat hochstens 5 von Null verschiedene Elemente pro > Fiir ein diskretes Problem mit V' Unbekannten in d

Zeile. Raumdimensionen benétigen sie ~ N2~ 4 Speicherpliitze.
. s 2 : :

» Sie hat Bandstruktur mit einer Bandbreite ~ 4! ~ N3. > Sie bendtigen ~ N~ 4 arithmetische Operationen.

» Das GauBsche Eliminationsverfahren erfordert ~ N2 » Bis auf Rundungsfehler liefern sie die exakte Losung des
Operationen. diskreten Problems.

» Eine Matrix-Vektor-Multiplikation erfordert ~ 5NV » Sie liefern eine Approximation fiir die Losung der .
Operationen. Differentialgleichung mit einem Fehler ~ h® ~ N~ d

» Der kleinste Eigenwert ist ~ 1. (typischerweise: o € {1,2}).

» Der grofite Eigenwert ist ~ h~2 ~ N.
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Eigenschaften klassischer iterativer Loser

» Sie bendtigen ~ N Speicherplatze.

» Sie benotigen ~ N arithmetische Operationen pro
Iteration.

» Ihre Konvergenzrate (Faktor um den der Fehler pro
Iteration reduziert wird) verschlechtert sich mit wachsender
Konditionszahl des diskreten Problems, die typischerweise
~h 2~ N7 ist.

» Um einen Anfangsfehler um den Faktor 0.1 zu reduzieren
benotigt man typischerweise folgende Anzahl
arithmetischer Operationen:

» ~ N7 fiir den GauB-Seidel Algorithmus,

» ~ N7 fiir das Konjugierte-Gradienten- (CG-) Verfahren,

» ~ N2 fiir das CG-Verfahren mit
SSOR-Vorkonditionierung.
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Geschachtelte Gitter

» Haufig muss man eine Folge diskreter Probleme Ljug = fi
losen, die zunehmend genaueren Diskretisierungen
entsprechen.

» In der Regel kennt man einen Interpolationsoperator
Ij,—1 i, der Funktionen der (k — 1)-ten Diskretisierung in
solche der k-ten Diskretisierung abbildet.

» Die Interpolierende einer verniinftigen Naherungslosung des
(k — 1)-ten diskreten Problem ist dann ein guter Startwert
fiir jeden iterativen Loser fiir das k-te diskrete Problem.

» Héaufig muss der Anfangsfehler nur um einen Faktor 0.1
reduziert werden.

191/ 264

Vertiefung Numerische Mathematik
L Effiziente Loser
L Motivation

Schlussfolgerungen

» Direkte Verfahren erfordern zu viel Speicherplatz und
Rechenzeit.

» Es ist vollkommen ausreichend, eine Naherungslosung des
diskreten Problems zu bestimmen, die verglichen mit der
exakten Losung der Differentialgleichung eine dhnliche
Genauigkeit hat wie die exakte Losung des diskreten
Problems.

> Iterative Loser sind iiberlegen, wenn es gelingt, ihre
Konvergenzrate zu verbessern und eine gute Startnédherung
zu finden.
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Geschachtelte Iteration

» Berechne
~ =1
ug = ug = LO fo.

» Fir k=1, 2, ... berechne sukzessive eine Naherungslosung
wy, fur ug, = L,;l fr durch Anwenden von my, Iterationen
eines iterativen Losers auf das Problem

Liyug = fi

mit Startnaherung 1 ptp—1.
» my wird dabei implizit bestimmt durch das
Abbruchkriterium

| fx — Ll < ellfe — Le(Tg—1kx—1)||-
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% L Effiziente Loser L Effiziente Loser

‘ LKlassische iterative Verfahren LKlassische iterative Verfahren
Problemstellung Richardson-Iteration

v

Zu lo6sen ist ein lineares Gleichungssystem Lu = f mit NV
Unbekannten.

v

Iterationsschritt: u+— u+ (f — Lu)

v

w heift Dampfungsparameter.

v

L ist symmetrisch, positiv definit.

% bezeichnet die Konditionszahl von L, d.h. das Verhaltnis
des grofiten Eigenwertes von L zum kleinsten Eigenwert.

. 2
» Esist k ~ Nd.

v

w muss die gleiche Groflenordnung haben wie der gréfite
Eigenwert von L.

v

v

q cp =1 1 _ A—2
Die Konvergenzrate ist =4 ~1— N"4.
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. . . .
Jacobi-Iteration Gaul3-Seidel-Iteration

» Tterationsschritt: u > u + L~ (Lu — f)

» L ist der Teil von L unterhalb der Diagonalen einschlieflich

) ) . . der Diagonalen
» Die Konvergenzrate ist =5 ~ 1 — N 4.

» Tterationsschritt: u +— u+ D~(f — Lu)

» D ist die Diagonale von L.

> In jedem Iterationsschritt werden sukzessive alle
Gleichungen durchlaufen, die i-te Gleichung exakt nach der
i-ten Unbekannten aufgelost und das Ergebnis unmittelbar
in alle nachfolgenden Gleichungen eingesetzt.

» In jedem Iterationsschritt werden sukzessive alle
Gleichungen durchlaufen, und die i-te Gleichung wird
exakt nach der i-ten Unbekannten aufgelost, ohne dabei

nachfolgende Gleichungen entsprechend anzupassen.
& & L e » Die Konvergenzrate ist z—ﬁ ~1— N4
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Idee des CG-Verfahrens

» Die Losung des symmetrischen, positiv definiten
Gleichungssystems Lu = f ist das eindeutige Minimum der
quadratischen Funktion J(u) = Ju - (Lu) — f - u.

» Der negative Gradient —V.J(v) = f — Lv von J an der
Stelle v ist die Richtung des steilsten Abstieges.

» J nimmt auf der Geraden ¢ — v + td sein eindeutiges

Minimum an der Stelle t* = <fd (iij)) < an.

» Bei sukzessiver Minimierung in Richtung der negativen
Gradienten verlangsamt sich das Verfahren zunehmend, da
die Suchrichtungen nahezu parallel werden.

» Das Verfahren wird durch Wahl L-orthogonaler
Suchrichtungen (d; - (Ld;) = 0 fiir ¢ # j) beschleunigt.

» [-orthogonale Suchrichtungen kénnen wahrend des
Verfahrens rekursiv mit bestimmt werden.
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Eigenschaften

» Das CG-Verfahren benotigt nur Skalarprodukte und

Matrix-Vektor-Multiplikationen.
1

Sl ~1- N7

» Das CG-Verfahren kann nur auf symmetrische, positiv
definite Gleichungssysteme angewandt werden und bricht
fiir unsymmetrische oder indefinite Systeme in der Regel
zusammen.

» Die Konvergenzrate ist
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Das CG-Verfahren

0. Gegeben: eine Startnaherung ug und eine Toleranz € > 0.

1. Berechne r¢g = f — Lug, dy = ro, 70 = 70 - 7o- Setze ¢ = 0.

2. Falls v; < £? ist, gebe u; als Niherungslosung aus; stopp.
Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Berechne s; = Ld;, a; = %, Uir1 = U; + o;d;,

8t 1
Ti+1l = Ti — Q4S5 Yi+1 = Ti+1 " Ti+1, B’L = Z+

diy1 = ri+1 + Bid;. Erhohe ¢ um 1 und gehe zu Schritt 2.
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Idee der Vorkonditionierung (preconditioning)

> Lose statt des urspriinglichen Systems Lu = f das
aquivalente System Lu = f mit L =H 'LH! f H7'f,
U = H'u und einer invertierbaren Matrix H.

» Wahle H so, dass:

» die Konditionszahl von L wesentlich kleiner ist als diejenige
von L,

» Gleichungssysteme der Form Cv = d mit C = HH?
wesentlich leichter zu 16sen sind als das urspriingliche
Problem Lu = f.

» Wende das CG-Verfahren auf das neue Gleichungssystem
Lu = f an und driicke alle Gréflen durch die
urspriinglichen Daten L, f und u aus.
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Das PCG-Verfahren

0. Gegeben: eine Startnaherung ug und eine Toleranz € > 0.
1. Berechne rg = f — Lug, lose Czy = ro und berechne
do = 20, Y0 = T0 * 20- Setze i = 0.
2. Falls 7; < £ ist, gebe u; als Niherungslosung aus; stopp.
Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Berechne s; = Ld;, a; = 72, w1 = u; + aud;,
1 1

Titl = T3 — ;S;, 10se C'z; 11 = r;41 und berechne

1 .
Vil = Titl* Zix1, Bi = %Tf., dit1 = zi41 + Bid;. Erhohe g
um 1 und gehe zu Schritt 2.

Vertiefung Numerische Mathematik
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L cG-Verfahren

SSOR-Vorkonditionierung

0. Gegeben: r und ein Relaxationsparameter w € (0, 2).
Gesucht: z = C~1r.

1. Setze z = 0.
2. Berechne firi=1,...,N
N
2z = 2z +wL; {r; — E Wgpia-

j=1
3. Berechne fir i = N,...,1

N
% = & ar wL;l{n — ZLiij}’
J=1
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Eigenschaften

ViE—1

» Die Konvergenzrate des PCG-Verfahrens ist Vi wobei &
die Konditionszahl von L ist.
> Bei geschickter Wahl von C, z.B. bei 1delr
SSOR—Vorkonditionierunlg, ist Kk = N4, was die
Konvergenzrate 1 — N 24 ergibt.
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Die zugrundeliegende Idee

» Klassische iterative Loser wie die Gaufl-Seidel-Iteration
démpfen schnell schwingende Fehlerkomponenten stark.

» Klassische iterative Loser wie die Gauf3-Seidel-Iteration

démpfen dagegen langsam schwingende Fehlerkomponenten

nur sehr schlecht.

» Langsam schwingende Fehlerkomponenten kénnen auf
einem groberen Gitter mit weniger Unbekannten gut
approximiert werden.
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Der Zwei-Gitter-Algorithmus Schematische Darstellung
» Fiihre auf dem aktuellen Gitter mehrere Schritte eines 9, 9,
klassischen iterativen Verfahrens durch. Zwei-Gitter o l TP
» Korrigiere die aktuelle Naherungslosung wie folgt:
» Berechne das aktuelle Residuum. %
» Schranke das aktuelle Residuum auf das nachst grobere g g
Gitter ein. _— —
» Lose das resultierende Problem auf dem gréberen Gitter
exakt. Rl TP
» Setze die Grobgitter-Losung durch Interpolation auf das el e @ @
néchst feinere Gitter fort. - } ?
» Fiihre auf dem aktuellen Gitter mehrere Schritte eines Rl TP
klassischen iterativen Verfahrens durch. <
-
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LMehrgitterverfahren | 1 : x| LMehrgitterverfahren
Ingredienzien Der Mehrgitter-Algorithmus
0. Gegeben: das aktuelle Niveau k, Parameter u, vq, 1o, die
» Eine Folge 7, zunehmend (gleichméfig oder adaptiv) Matrix Ly, die rechte Seite [, eine Startndherung .
verfeinerter Unterteilungen mit zugehorigen diskreten Gesucht: eine verbesserte Naherungslosung uy.
Problemen Liug = fy. 1. Falls k = 0 ist, berechne ug = Lalfo; stopp.
» Ein Glattungsoperator Mpy, der leicht auswertbar ist und 2. (Vor-Glattung) Fiihre v Schritte des Iterationsverfahrens
der gleichzeitig eine passable Naherung fiir L;l liefert. up, > ug + My (fx — Lrug,) durch.
» Ein Restriktionsoperator Ry ;—1, der Funktionen zur 3. (Grobgitter-Korrektur)
Unterteilung 7T in solche zur néchst groberen Unterteilung 3.1 Berechne [, 1 = Ry 1(fx — Lruy) und setze uy_; = 0.
i 5 uhre terationen des Mehrgitter-Algorithmus mit
Tr_1 abbildet. 3.2 Fiihre p I i des Mehrgi Algorith i

Parametern k& — 1, u, v1, vo, Lg—_1, fx—1, ux—1 durch und
bezeichne das Ergebnis mit ug_1.
3.3 Ersetze uy durch ug + Ip—1 pur—1.

» Ein Prolongationsoperator Ij_; i, der Funktionen zur
Unterteilung 7;_1 in solche zur néchst feineren

Unterteilung 7, abbildet. 4. (Nach-Gléattung) Fiihre v Schritte des Iterationsverfahrens

U — Uk + Mk(fk = Lkuk) durch.
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LMehrgii:terverf':ahren o LMehrgitterverf‘ahren

Typische Werte der Parameter Prolongation and Restriktion

» Die Prolongation ist typischerweise bestimmt durch die
natiirliche Inklusion der Finite-Element-Raume, d.h. eine
Finite-Element-Funktion zu einer groberen Unterteilung

» p =1 V-Zyklus oder kann durch die Basisfunktionen der aktuellen, feineren
w =2 W-Zyklus Unterteilung ausgedriickt werden.
> 1) =1y = v oder 0 0
v, =v, vp =0 oder % 0
v1=0,1n,=vr 1
» Die Restriktion wird tiblicherweise dadurch berechnet, dass
Basisfunktionen zur groberen Unterteilung in das diskrete
Problem zur feineren Unterteilung als Testfunktionen
eingesetzt werden.
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L Mehrgitterverfahren DR J L Mehrgitterverfahren
Glattung Benotigte arithmetische Operationen

» Gaufl-Seidel-Iteration
» SSOR-Iteration:

» Durchlaufe die Gleichungen in aufsteigender Nummerierung
mit einer Gauf3-Seidel-Tteration als Vor-Glattung.

» Nehme an, dass

v

ein Glattungsschritt O(Ny) Operationen erfordert,
die Prolongation in O(Nj) Operationen berechnet werden

v

» Durchlaufe die Gleichungen in absteigender Nummerierung ez
mit einer GauB-Seidel-Iteration als Nach-Gléttung. > die Restriktion O(N},) Operationen erfordert
» [LU-Gléattung: > < 2 ist,

v

» Bestimme eine unvollstédndige L R-Zerlegung (incomplete Ni > pNg—1 gilt.
lower upper decomposition) von Ly, indem Nullelemente » Dann bendétigt eine Iteration des Mehrgitterverfahrens
der Matrix unterdriickt werden (Unterdriickung von fill-in). O(Ny,) Operationen.

» Das Ergebnis ist eine ndherungsweise Zerlegung Ly, ~ L.

» Berechne vy = Mpug durch Losen des Systems
Ekukvk = Ug.-
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Konvergenzraten

» Die Konvergenzrate ist kleiner als 1 gleichméaBig fiir alle
Unterteilungen.

» Die Konvergenzrate ist durch € — beschrankt, wobei ¢
ctvitve ’

nur von den Formparametern der Unterteilungen abhangt.

» In der Praxis werden typischerweise Konvergenzraten
zwischen 0.1 und 0.5 erzielt.
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Iterationen
Beispiel: Lineare Finite-Element-Diskretisierung auf

Courant-Triangulierung der Poisson-Gleichung im
Einheitsquadrat; Anfangsfehler wird um Faktor 0.05 reduziert

h | GS[CG[PCG][MG
1
= 236 12 4 1
1
| 954 23 5| 2
1
& | 3820 47 7| 2
1
e [ 15287 | 94| 11| 1
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L Effiziente Loser

LVerfahrensvergleiche

Arithmetische Operationen

Beispiel: Lineare Finite-Element-Diskretisierung auf

Courant-Triangulierung der Poisson-Gleichung im
Einheitsquadrat; Anfangsfehler wird um Faktor 0.05 reduziert

h | GauB-El GS CG| PCG MG
& | 7.6-10° | 2.6-10° | 2.7-10* | 1.6-10* | 1.2 10
3 | 28-107 | 45-10° | 2.2-10° | 8.6-10 | 4.9-10%
s | 9.9-10% | 7.6-107 | 1.9-105 | 5.0-10° | 2.1-10°
o< 331010 [ 1.2.10° | 1.5-107 | 3.2-10° | 8.4-10°

Vertiefung Numerische Mathematik

L Effiziente Léser

LVerfahrensvergleiche

Iterationen und Konvergenzraten

Beispiel: Lineare Finite-Element-Diskretisierung mit adaptiver

Verfeinerung einer Reaktions-Diffusions-Gleichung im

Einheitsquadrat mit innerer Grenzschicht; Anfangsfehler wird
um Faktor 0.05 reduziert

CG PCG MG
DOF | It. Kk | It. Kk | Tt. K
9 41010 3102] 4]0.3
47 10060 7]05| 3|03
185 24 {080 |12 0.7| 5102
749 49 1090 | 21 |08 | 5| 0.4
2615 94 1095|3709 | 6|04
5247 | 130 1 0.96 | 55 [ 0.9 | 5| 04
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CG-Verfahren fiir unsymmetrische oder
indefinite Probleme

» Das CG-Verfahren bricht fiir unsymmetrische oder
indefinite Probleme (Steifigkeitsmatrix hat Eigenwerte mit
positivem und mit negativem Realteil) in der Regel
zusammen.

Ein naiver Ausweg ist das Anwenden des CG-Verfahrens
auf die symmetrischen, positiv definiten
Normalengleichungen L Lu = LT f.

Dadurch verdoppelt sich der Aufwand, weil sich die
Konditionszahl bei Ubergang zu den Normalengleichungen
quadriert.

Einen besseren Ausweg bieten spezielle Varianten des
CG-Verfahrens wie das stabilisierte bi-konjugierte
Gradienten Verfahren (Bi-CG-Stab-Verfahren).
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LUnsymmetrische, indefinite und nichtlineare Probleme

Eigenschaften

Das Bi-CG-Stab-Verfahren versucht, simultan das
urspriingliche Problem Lu = f und das adjungierte
Problem LTv = f zu 15sen.

Es benétigt nur die Steifigkeitsmatrix L des urspriinglichen
Problems.

Es erfordert nur Skalarprodukte und
Matrix-Vektor-Multiplikationen.

Das Bi-CG-Stab-Verfahren kann vorkonditioniert werden;
mogliche Vorkonditionierer sind das SSOR-Verfahren oder
die ILU-Zerlegung angewandt auf den symmetrischen
Anteil (L + LT) von L.
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LUnsymme':rische, indefinite und nichtlineare Probleme

Bi-CG-Stab-Verfahren

0. Gegeben: eine Startnaherung ug und eine Toleranz € > 0.

1. Berechne r9 = b — Lug und setze 79 = rg, v—1 = 0, p_1 =0,
a1 =1, p1=1 w_1 =1, sowie 7 = 0.

2. Falls 7; - r; < € ist, gebe u; als Naherungslosung aus;
stopp. Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Berechne p; =7; -1y, Bi_1 = % Falls |Bi—1] < ¢ ist,
liegt ein moglicher Abbruch vor; stopp. Andernfalls
berechne p; = r; + Bi_1{pi—1 — wi—1vi_1}, v; = Lp;,

a; = =L Falls |a;| < € ist, liegt ein moglicher Abbruch
T0 Vi

vor; stopp. Andernfalls berechne s; = r; — a;v;, t; = Ls;,

wi = Y2, uip = u; + 0ip; + wisi, Tig1 = 8 — wit;. Erhohe

¢ um 1 und gehe zu Schritt 2.
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LUnsymmetrische, indefinite und nichtlineare Probleme

Mehrgitterverfahren fiir unsymmetrische oder
indefinite Probleme

» Mehrgitterverfahren konnen direkt auf unsymmetrische
oder indefinite Probleme angewendet werden.

» Unter Umstdnden muss man spezielle Glatter verwenden.

» Die Richardson-Relaxation angewandt auf die
Normalengleichungen ist ein robuster Glatter, der
allerdings zu Konvergenzraten von etwa 0.8 fiir das
Mehrgitterverfahren fiihrt.

» Die ILU-Zerlegung ist ebenfalls robust, aber aufwéndiger
und fithrt zu Konvergenzraten von etwa 0.5.
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LUnsymmetrische, indefinite und nichtlineare Probleme J

Nichtlineare Probleme Parabolische Differentialgleichungen

» Nichtlineare Probleme werden typischerweise mit einem
(gedampften) Newton-Verfahren gelost.

> In jeder Iteration des Newton-Verfahrens ist ein lineares
Problem zu 16sen.

v

Diskretisierungsmethoden

v

> Dies kann mit iterativen Losern geschehen, das Ergebnis Raum-Zeit Finite-Elemente

der vorhergehenden Newton-Iteration ist dann meist ein

» Charakteristikenmethode

guter Startwert flir die innere Iteration. » Adaptivitét
> Bei Mehrgitterverfahren kann auch die Rolle von &uflerer

und innerer Iteration vertauscht werden, dann werden

wenige Newton-Iterationen verbunden mit einer wenig

genauen Losung der linearen Hilfsprobleme als Gléatter

verwendet.
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LDiskretisierungsmethoden LDiskretisierungsmethoden
Modellproblem: Lineare parabolische Gebrauchliche Diskretisierungsmethoden
Differentialgleichung zweiter Ordnung » Es gibt drei Hauptzugiinge:
» Linien-Methode,
ou ) . ‘ » Rothe-Verfahren,
ot sy e i am S i §R(0,40) » Raum-Zeit Finite-Elemente.
u=0 auf I'x(0,7] » Fiir klassische nicht adaptive Unterteilungen liefern sie
u(-,0)=1ug in Q haufig die selben diskreten Losungen.
» Die Linien-Methode ist unflexibel und fiir Adaptivitat

» ) ein Polyeder in R? mit d = 2 oder d = 3 nicht geeignet.
» A(x,t) eine symmetrische, positiv definite, d x d Matrix fiir > Die Analyse des Rothe-Verfahrens ist knifflig, da sie

jedes z in Q, ¢ in (0, 7] Diff.e.zrfenzier.bar.lfeitseig.enschaften bnzgl. der Zeitvariablen
benotigt, die haufig nicht zur Verfiigung stehen.

v

a(z,t) ein Vektor in R? fiir jedes z in €, ¢ in (0,7

. . . . . ) » Raum-Zeit Finite-Elemente erlauben a posteriori
a(z,t) eine nicht-negative Zahl fiir jedes x in Q, ¢ in (0, 7]

Fehlerabschétzungen und sind fiir Raum-Zeit-Adaptivitat
a(z,t) — 3 diva(z,t) > 0 fiir jedes z in ©, ¢ in (0,7 gut geeignet.

v

v
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L Diskretisierungsmethoden

Linien-Methode

» Waibhle eine feste Unterteilung 7 von 2 und einen
zugehorigen Finite-Element-Raum X (7))
(Ortsdiskretisierung); bezeichne mit A7 und f7 die
Steifigkeitsmatrix und den Lastvektor.

» Dann liefert die Ortsdiskretisierung das folgende System

gewohnlicher Differentialgleichungen:

dut
—=fr—A .
7 = JT —ATur

Vertiefung Numerische Mathematik
LParabolische Differentialgleichungen

L Diskretisierungsmethoden

Rothe-Verfahren

>

Interpretiere das parabolische Problem als eine gewohnliche
Differentialgleichung und wende hierauf ein
Standardverfahren an (impliziter Euler, Crank-Nicolson,
Runge-Kutta, ...) (Zeitdiskretisierung).

Jeder Zeitschritt erfordert dann die Losung einer
stationdren elliptischen Differentialgleichung, die mit einem
iiblichen Finite-Element-Verfahren diskretisiert wird
(Ortsdiskretisierung).

» Wende hierauf ein Standardverfahren fiir gewchnliche
Differentialgleichungen an (impliziter Euler,
Crank-Nicolson, Runge-Kutta, ...) (Zeitdiskretisierung).

» Das Crank-Nicolson-Verfahren ergibt z.B. die elliptischen
Differentialgleichungen

u —uml 1 .
» Das Crank-Nicolson-Verfahren ergibt z.B. die Vorschrift — + 3 (—div(AVu") +a- Vu" + au™ —
n n—1
= 1 , . T e e 1, . e
e = 5(}07’5 _ ATU%L-—F flgL_fl o ATuanl). dlv(AVu” l) +a Vu" 1 + au” 1) _ é(fn Ry 1>'
T
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LParabolische Differentialgleichungen LParabolische Differentialgleichungen

L Raum-Zeit Finite-Elemente L Raum-Zeit Finite-Elemente

Raum-Zeit-Gitter Raum-Zeit Finite-Element-Diskretisierung

> 7 = {[tn—lgtn] :1<n<
Nz}: Unterteilung von

Berechne eine Interpolierende uOTO € Xy von ug und bestimme
fir n = 1,2, ... sukzessive u% € X,, (Ansatzfunktion) so, dass

4 TN
tN, ’ [0,T] mit mit u™ = Oul + (1 — H)UL”TI: fiir alle v € X, (Testfunktion)
| 1 ] ] O=ty<...<ty,=T gilt:

‘ H ‘ (Die t,, werden im Laufe

‘1 I i des Verfahrens sukzessive / i(u% _ u%;ll)vndx +/ V™ - AVor.de
b2 bestimmt.) Q Tn Q
t1 > Tn =1ln —tn—1 +/ a- Vu"vr dx +/ auvr dx
to LIITT T 1 . Q Q

T » 7,: Unterteilungen von {2
’ » X,, = X(7,): zugehorige = /vaﬁda:
Finite-Element-Raume
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L Raum-Zeit Finite-Elemente

L Raum-Zeit Finite-Elemente

Wahl von 6 Eigenschaften

Idee

v

v

v

> Fiir 6 > 0 ist in jedem Zeitschritt ein lineares
Gleichungssystem zu l6sen, das der
Finite-Element-Diskretisierung einer elliptischen

230/ 264

0= % entspricht dem Crank-Nicolson-Verfahren. Differentialgleichung entspricht.
f = 1 entspricht dem impliziten Euler-Verfahren. » Fiir a # 0 ist die Steifigkeitsmatrix unsymmetrisch und
0 = 0 entspricht dem expliziten Euler-Verfahren. indefinit.
Aus Stabilitatsgriinden sollte 8 > % gewahlt werden. » Bei Verwenden eines iterativen Losers ist uf;-;_ll ein guter
Startwert fiir die Berechnung von u7- .
» Der Fehler der Diskretisierung verhilt sich wie h? + 77 mit
v =2 fir 0 = % und v =1 fiir 0 # % (h maximale
Ortsgitterweite, 7 maximale Zeitschrittweite).
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L Charakteristikenmethode | g L Charakteristikenmethode
Re-Interpolation
Fiir jeden Punkt (z*,t*) € Q x (0,T] besitzt die folgende » N, bezeichne die globalen
Charakteristikengleichung eine eindeutige Losung auf dem Freiheitsgrade von X,,.
Intervall (0,¢*) — » Wende fiir jedes n und
d i o . o
Lot t) = ala(t; o, 1), 1), a(thzh,t*) = 2. 5 jedes z € N_" L lleassmches
dt Verfahren (impliziter Euler,
Fir U(z",t) = u(z(t; 2", %), 1) gilt - Crank-Nicolson,
du._ du ta. Vu — Runge-Kutta, ...) auf die
dt ot ’ 2 Charakteristikengleichung
Daher kann das Modellproblem geschrieben werden als \ zu (z*,t*) = (2,t,) an und
dU _ . S
& _ &iv(AVu) + ou = f. 1 bezelc.hne mit 7 die )
dt resultierende Naherung fiir
Die Reaktions-Diffusions-Gleichung und die T(tn—1; 2, tn)-
Materialableitung werden separat diskretisiert.
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LCharakteristikenmethocle LCharakteristikenmethocle
Charakteristikenmethode Eigenschaften
» Die Charakteristikenmethode, alias
1 _ =1/ n—1\ : . . . . .

» Bestimme “T ' € X, so, dass u UT (2) = uTn_l(‘Lz ) ist Transport-Diffusions-Algorithmus, ist besonders geeignet

fiir alle z € V. fiir die Diskretisierung parabolischer Gleichungen mit
> Bestimme v} € X, so, dass fiir alle v} € X, gilt einem grofen Konvektionsterm.

» Sie entkoppelt die Diskretisierung der Zeit- und

/ u v dx + / Vil - AV dz + / oy vl dz Konvektionsableitungen von der Diskretisierung der
Q restlichen Terme.

— / 5’7’—_1 7. dz + / fur dz » Sie erfordert die Losung einer Folge gewohnlicher
Differentialgleichungen und von
Reaktions-Diffusions-Gleichungen mit symmetrisch, positiv
definiter Steifigkeitsmatrix.
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L Adaptivitat DR L Adaptivitat

Ein residueller Fehlerschatzer Bemerkungen

» &, Kanten (d = 2) bzw. Seitenfldchen (d = 3) der
Elemente in 7,

» 1), besteht aus den Elementresiduen der diskreten Losung
> Ol"tbindikdt()l" :

und aus Sprungtermen iiber die Elementgrenzen.

Mh = Z h% / ‘f z,tn) — (uTn - u% 11) > Bei den Elementresiduen wird die diskrete Losung
KeTn elementweise in die Differentialgleichung eingesetzt.
. 2
+ div(AVu% ) —a- Vul, — o’y |"da » Die Sprungterme sind die gleichen wie bei der
) entsprechenden elliptischen Differentialgleichung
Z hE/ |[ng - AVU%]E|2dS}§ (Zeitableitung unterdriickt).
Ecé, > 7n” beschreibt einen Sprungterm beziiglich der
> Zeitindikator Zeitvariablen.

/|Vu¢ — Vur | d:n}
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L Adaptivitit

A posteriori Fehlerabschatzungen

» Bezeichne mit uz die stetige, beziiglich der Zeit stiickweise

lineare Funktion, die zur Zeit ¢,, mit w7 tUbereinstimmt.

» Dann gilt

T 1
{max /\u—uz|2d$+/ /|Vu—Vuz|2dmdt}2
0=t<T Jo 0 JQ

Nt 1
%{/QWOTO — up|2dx + Zrn[(n}f)2 + (772)2]}2
n=1

Vertiefung Numerische Mathematik
LParabolische Differentialgleichungen
L Adaptivitat

Raum-Zeit Adaptivitat

0.
1o

. Falls n > —=

Gegeben: Toleranz e, Unterteilung 7o, Zeitschritt
1
Passe Ty so an, dass /Q’“()To — ug|?dx < 152 ist.

Setze n =1, t1 = 711.

. Lose das diskrete Problem zur Zeit t,, und bestimme die

Indikatoren 7); und 7.

N ist, ersetze t,, durch %(tn_l + t,) und gehe

zu Schritt 2 zuriick (Halbieren von 7).

. Passe T, so an, dass 7} < == ist.

= . Qﬁ
Falls n? < o ist, verdoppele 7,,.

. Falls t,, =T ist, stopp.

Andernfalls setze t,4+1 = min{T, ¢, + 7,}, erhéhe n um 1
und gehe zu Schritt 2 zurtick.
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LParabolische Differentialgleichungen
L Adaptivitit

Bemerkungen

v

~ bedeutet obere und untere Schranken modulo
multiplikativer Faktoren.

Diese Faktoren hangen von dem Polynomgrad der
Finite-Element-Funktionen und den Formparametern der
Unterteilungen ab.

Die oberen Schranken sind global in Ort und Zeit.

Die unteren Schranken sind global im Ort und lokal in der
Zeit.

7, kontrolliert den Fehler der Ortsdiskretisierung.

12 kontrolliert den Fehler der Zeitdiskretisierung.

Vertiefung Numerische Mathematik
LPalr‘albolische Differentialgleichungen
L Adaptivitat

Eigenschaften

>

| 2

Am Ende des Algorithmus ist

Nt 1
{/Q|u% —uode+ 37 [ ()? + ()]} <.
=il

Beim Anpassen von 7, werden t,, 7, und 7 fest gehalten.
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» Die Anpassung von 7, erfordert ggf. das wiederholte Losen

diskreter Probleme und die Neuberechnung von 7.
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V/IDXERK LSysteme in Divergenzform
Finite-Volumen-Methoden Aufgabenstellung
Gebiet: 2 c R?

>
> Quelle: g : R™ x Q x (0,00) = R™
> Masse: M : R™ — R™
o . RMm mxd
> Systeme in Divergenzform - R DGR £
T ———— il » Anfangswert: Ug: Q — R™
> Grundidee der Finite-Volumen-Verfahren » Problem: Finde U : Q x (0,00) — R™ so, dass mit
> Konstruktion der Gitter geeigneten Randbedingungen gilt
» Konstruktion der numerischen Fliisse OM(U) ) .
» Zusammenhang mit Finite-Element-Methoden Ot eI = ) i §15ci(lhe9)
U(-, O) - UO in )
4. 9F(U)
> divE(U) = ( i)
vE(U) Z Ox; /1<i<m
j=1
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LSysteme in Divergenzform LSysteme in Divergenzform
Advektive und Viskose Fliisse Beispiele
» Lineare parabolische Differentialgleichungen zweiter
. e Ordnung:
» Der Fluss F kann in zwei Beitriage aufgespalten werden: 9
» 2 —div(AVu) +a-Vu+au=f
18 = 18 g - 18 e . 875_ 1
» F. ., heifit advektiver Fluss und enthélt keine Ableitungen. R g _ "
» F ;. heiit viskoser Fluss und enthélt rdumliche » M(U)=u
Ableitungen. » F ., (U)=au
g o _ = Evisc(U) = —AVu
» Der advektive Fluss modelliert Transport- oder v g(U) = f — au+ (diva)u

Konvektionsphanomene. Bl Clleiclh
> »
» Der viskose Fluss modelliert Diffusionsphianomene. R
» Kompressible Navier-Stokes-Gleichungen

» Burger-Gleichung
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L Grundidee der Finite-Volumen-Verfahren L Grundidee der Finite-Volumen-Verfahren
Erster Schritt Zweiter Schritt
» Waihle einen Zeitschritt 7 > 0.
» Wihle eine Unterteilung 7 von € in beliebige, nicht Integriere die Terme auf der linken Seite partiell:
iiberlappende Polyeder. — SM(U)
» Betrachte ein n» € N* und ein K € 7. e Jx O dadt = M(U(:L‘, nt))dz
n T
» Integriere das System iiber K X [(n — 1)1, nT1]:
/ M(Ul(z, (n — 1)7))dz
8M
/ / d dt—|—/ / div F(U)dzdt nt
(n—1)7 —)r / / divF(U)dzdt = / / ) - ngdSdt
(n—1)7
= / / g(U, z,t)dxdt
(n—1)7 JK
245/ 264 246/ 264
Vertiefung Numerische Mathematik Vertiefung Numerische Mathematik
L Finite-Volumen-Methoden M L Finite-Volumen-Methoden &
L Grundidee der Finite-Volumen-Verfahren L Grundidee der Finite-Volumen-Verfahren
Dritter Schritt Vierter Schritt
» Nehme an, dass U beziiglich Ort und Zeit stiickweise
konstant ist.
» Bezeichne mit U’ und U’ " den Wert von U auf K zu Approximiere das Randintegral fiir den Fluss durch einen
den Zeiten nr und (n — 1)7: numerischen Fluss:
/ M(U(z,n7))dz ~ |K|M(U%) T/ F(U% ) -nkdS
0K
/ M(U(z, (n — 1)7))dz ~ |[K|M(U% ) ~ T Z 0K N OK'|F- (UL, U
K'eT
OKNOK'eE

/ / F(U) - ngdSdt ~ / F(U) - ngdS
(n—1)7 JOK 0K

nTt
/ / g(U, z, t)dadt = 7| K|g(U%, zx, (n — 1)7)
(n—1)T
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NXARCA

‘ LGrundidee der Finite-Volumen-Verfahren LGrundidee der Finite-Volumen-Verfahren

Resultierendes Finite-Volumen-Verfahren Mogliche Modifikationen

» Berechne fiir jedes Element K € T

1
Uoz—/Ux.
TR i o

» Die Zeitschrittweite kann variabel sein.

g IB(eree%Iine e g = Uy 20 Gl (i fedlen Iol et » Die Unterteilung von 2 kann sich von Zeitschritt zu
Zeitschritt andern.
M(U) = M(U?(il) » Die Naherung U’ muss nicht stiickweise konstant sein.
0K N oK' e .
—7 Z | |K| ’FT(UK lyUK/l)
K'eT
OKNOK'eE

+Tg(U”K71, i, (n—1)7).
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.
Noch offene Aufgaben Duale Gitter

» Die Unterteilung 7 wird héufig als duales Gitter zu einer
zulassigen primalen Finite-Element-Unterteilung 7

» Konstruiere die Unterteilung 7. konstruriert.
» Bestimme den numerischen Fluss F . » Fiir Probleme in zwei Raumdimensionen (d = 2) gibt es
» Beriicksichtige Randbedingungen. hierfiir im wesentlichen zwei verschiedene Ansétze:

» Konstruiere fiir jedes Element K € T die Mittelsenkrechten.
» Verbinde fiir jedes Element K € T seinen Schwerpunkt mit
den Kantenmittelpunkten.
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Mittelsenkrechten und Schwerpunkte Eigenschaften dualer Gitter
Mittelsenkrechten Schwerpunkte

» Jedes Element in
K € T entspricht einem
Elementeckpunkt z
von 7 und umgekehrt.

> Zu jeder Kante F von
T gibt es zwei
Elementeckpunkte 25 1,

TR von T so, dass die
Strecke Tg 1 T2 die
Kante E schneidet.
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Vor- und Nachteile von Mittelsenkrechten Bezeichnungen und Annahmen

» Die Strecke Tg 1 Zg 2 und die Kante E schneiden sich in
einem rechten Winkel. > T sei ein duales Gitter zu einer primalen

» Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks konnen sich in einem Finite-Element-Unterteilung 7.

Punkt auerhalb des Dreieckes schneiden. Der » Fiir jede Kante oder Fliche E von T seien
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten liegt genau dann im > K; und K> die angrenzenden Volumina,

: n—1 n—1
Dreieck, wenn das Dreieck spitzwinklig ist. > Uy, Uy die Werte U~ und UKQN’
» 11, xo die Elementeckpunkte von 7, fir die die Strecke

» Die Mittelsenkrechten eines Vierecks brauchen sich nicht zu 725 die Kante oder Fliche E schneidet.

schneiden. Die Mittelsenkrechten eines Viereckes schneiden

sich genau dann in einem Punkt, wenn das Viereck ein > Spalte den numerischen Fluss (U, Uz) in einen
Rechteck ist. viskosen numerischen Fluss F ;..(U1, Uz) und einen

dvekti ischen FI F- (U, U f.
» Die Konstruktion mit Mittelsenkrechten hat kein AAVERLIVER HIINETISCACH FIUSS *T’ad"( 1, Uz) au

dreidimensionales Analogon.
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Approximation der viskosen Fliisse Spektralzerlegung der advektiven Fliisse
» Fiihre ein lokales Koordinatensystem 7, ..., 7, so ein, dass > Beze?chne mit C(V) = D(F,q,(V) - ng,) € R™*™ die
die Richtung 7); parallel ist zur Richtung von 77 75 und die Ableitung von F,4,(V) - ng, nach V.
restlichen Richtungen tangential sind zu E. » Nehme an, dass diese Matrix diagonalisierbar ist (fiir Euler-
nQVM und kompressible Navier-Stokes-Gleichungen erfiillt)

QV)TIC(V)Q(V) = A(V)

mit einer invertierbaren Matrix Q(V) € R™*™ und einer

» Driicke alle Ableitungen in F' Diagonalmatrix A(V) € R™xm

vise durch partielle
Ableitungen beziiglich des neuen Koordinatensystems aus.

) ‘ . o » Setze " = max{z,0}, 2~ = min{z,0} und
» Unterdriicke alle partiellen Ableitungen, die nicht 7
betreffen. A(V)* =diag(AV)E, .-, AV)EL),
» Approximiere partielle Ableitungen beziiglich n; durch C(V)* =Q(V)A(V)EQ(V)L.
Differenzenquotienten der Form \ﬁi:ﬁl'
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Approximation der advektiven Flisse Eigenschaften

> Steger-Warming
» Beide Ansétze erfordern die Berechnung von
F7adav(U1, Uz) = C(U1)"U; + C(U) " Uy DF,;,(V) - ng, und der entsprechenden Eigenwerte und
Eigenvektoren fiir geeignete Werte von V.
» Im allgemeinen ist der Ansatz von van Leer aufwéandiger

als der von Steger-Warming, da er drei statt zwei
Auswertungen von C(V) erfordert.

» van Leer

FT,adv (Ul y UZ)

» Fiir die kompressiblen Navier-Stokes- und

1 1
= [C(Ul) + C(§(U1 +Uy))t — C(§(U1 + Uz))_} U, Euler-Gleichungen kann dieser Mehraufwand vermieden
1 1 werden, da diese Gleichungen die spezielle Struktur
+ [C(Uz) — C(5(U1+ Uy))* + C(5 (UL + Ua))‘} U F,., (V) ng, = C(V)V haben.
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Ein eindimensionales Beispiel

ou ou
» B -Gleichung: — — =0
urger-Gleichung ot +ua$
b Eadv(u) = %U2, C(u) =u, C(u)i = u*
> Steger-Warming;:
u? if ug >0,us >0
2 2
ud+uy; ifug >0,u <0
F up,ug) =4 L2 ’
_T’adV( 1 u2) u% if ug <0,us <0
0 if ug <0,us >0

Vertiefung Numerische Mathematik
L Finite-Volumen-Methoden

L Zusammenhang mit Finite-Element-Methoden

» 7T sei ein duales Gitter zu einer primalen

Finite-Element-Unterteilung T.

Zugeordnete Finite-Element-Funktionen

» Dann gibt es eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen
stiickweise konstanten Funktionen zu 7 und stetigen

stiickweise linearen Funktionen zu 7:

S“HT)™ 5 Uy « Uz € SY(T)™

fur alle K € T.

» van Leer:

u% if ug > —uy
uy ifu <
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Ein einfacher adaptiver Algorithmus

> Zu gegebener Losung U der
Finite-Volumen-Diskretisierung berechne die zugehorige
Finite-Element-Funktion Uxz.

» Wende einen gebrauchlichen Fehlerschatzer auf fI7~. an.

» Basierend auf diesem Fehlerschitzer wende eine
gebriauchliche Verfeinerungsstrategie auf 7 an und
konstruiere so eine neue lokal verfeinerte Unterteilung 7.

» Benutze 7 als primales Gitter zur Konstruktion eines
neuen dualen Gitters 7”. Dies ist die Verfeinerung von 7.
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