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Einleitung

Die folgenden stark vereinfachten Beispiele geben einige typische
Optimierungsprobleme an, mit deren Losung wir uns in dieser Vorle-
sung befassen.

BEISPIEL 1. Ein Transportunternehmen verfiigt iiber 18 Giiterwa-
gen am Bahnhof A und 12 Giiterwagen am Bahnhof B. Sie benétigt 11,
10 bzw. 9 Giiterwagen an den Bahnhofen R, S, T. Die folgende Tabelle
gibt die Entfernungen in km zwischen den einzelnen Bahnhofen an:

RS T
Alb5 4 9
B 7 8 10

Die Giiterwagen sind nun so zu arrangieren, dass die Gesamtzahl der
gefahrenen Kilometer minimal ist.

Da die Zahl der zur Verfiigung stehenden Giiterwagen gleich derjeni-
gen der angeforderten ist, ist die Zahl der jeweils zu verschiebenden
Waggons eindeutig festgelegt durch die Zahlen x und y der Waggons,
die von A nach R bzw. von A nach S verschoben werden. Damit ergibt
sich folgende ., Verschiebetabelle“:

| R S T
A x y 18—x—y
Bl1l—z 10—y 2z4+y—9
Die gefahrenen Leerkilometer sind
Sz + 4y +9(18 — x — y)
+7(11 —2)+8(10 —y) + 10(z +y — 9)

= —x — 3y + 229.
Diese Funktion ist zu minimieren unter denEinschrankungen
x>0, y=>0

18—z —y >0, 11—2>0
100—y>0, 24+y—9>0.
Diese 6 Ungleichungen beschreiben den fett umrandeten Bereich in
Abbildung 1. Die diinnen Linien beschreiben Niveaulinien der Funktion
229 — xz — 3y.
Offensichtlich ist diese Funktion im Punkt A minimal. Dieser hat die
Koordinaten (8,10). Es sind insgesamt 191 Leerkilometer zu fahren.
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ABBILDUNG 1. Zuléssiger Bereich (fett) und einige Ni-
veaulinien (diinn) der Verlustfunktion in Beispiel 1

BEISPIEL 2. Eine kleine Schuhfabrik stellt je ein Modell eines Da-
men- und Herrenschuhs her. Der Reingewinn pro Damenschuh betrégt
16 € , pro Herrenschuh 32 € . Der Lederbedarf pro Damen- bzw. Her-
renschuh betriigt 6 dm? bzw. 15 dm?; monatlich stehen 4500 dm? Leder
zur Verfiigung. Die Maschinen-Bearbeitungszeit betrdagt 4h bzw. 5h
pro Damen- bzw. Herrenschuh; monatlich stehen héchstens 2000 h Ma-
schinenzeit zur Verfiigung. Die menschliche Arbeitszeit betragt 20 h
bzw. 10h pro Damen- bzw. Herrenschuh; die monatliche Gesamtar-
beitszeit betragt hochstens 8000 h. Die Firma mochte diese Ressourcen
optimal einsetzen und einen maximalen monatlichen Gewinn erzielen.
Zur Losung bezeichnen wir mit x die Zahl der produzierten Damen-
schuhe und mit y die Zahl der produzierten Herrenschuhe. Dann ist
der Gewinn

162 + 32y.

Die vorhandenen Ressourcen ergeben folgende Bedingungen:
Leder: 6z + 15y < 4500,
Maschinen: 4x + by < 2000,
Mensch: 20x 4 10y < 8000.

Natiirlich kénnen keine negativen Schuhe produziert werden, d.h.
x>0, y>0.

Diese 5 Ungleichungen beschreiben die in Abbildung 2 fett umrandete
Fléche. Die diinnen Linien beschreiben Niveaulinien der Funktion 16x+
32y.

Offensichtlich ist der Gewinn maximal im Punkt B. Dieser hat die
Koordinaten (250, 200), d.h. 250 Damenschuhe und 200 Herrenschuhe.
Der Gewinn betragt 10400 € .
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ABBILDUNG 2. Zuléssiger Bereich (fett) und einige Ni-
veaulinien (diinn) der Gewinnfunktion in Beispiel 2

BEISPIEL 3. Wir éndern jetzt in Beispiel 2 die Gewinne fiir Damen-
und Herrenschuhe auf 27 € bzw. 21 € ab, so dass die Funktion 27x+21y
zu maximieren ist. Der Wert der neuen Funktion im Punkt (250, 200)
ist 10950 € . Im Punkt A = (192, 40) betriigt er 11800 € . In allen
anderen Ecken ist er niedriger. Also ist das Optimum jetzt (452, 452).
Dieses ist aber nicht realistisch, da nur ganze Schuhe produziert werden
konnen. _

Was tun? Runden wir, erhalten wir A = (333,133). Dieser Punkt
ist zuldssig (Das ist ein gliicklicher Zufall!) und liefert den Gewinn
11784 € . Aber ist dies wirklich das Optimum?

Reduzieren wir y um 1 und erh6hen x um 1, steigern wir den Gewinn.
Dies liefert den Punkt A = (334,132). Dieser Punkt ist auch zuléssig
und liefert einen besseren Wert!

Wiederholten wir diese Operation, verlieSen wir den zuléssigen Bereich.
Das sichert aber nicht die Optimalitit von A. Damit bleibt die Frage

nach dem Optimum vorerst offen.

BEISPIEL 4. Ein Fiirst will die drei wichtigsten Stadte A, B, C
seines Reiches besuchen. Er startet seine Reise in seiner Residenz R
und will sie dort beenden. Damit niemand bevorzugt erscheint, darf er
jede der Stadte A, B und C nur genau einmal betreten. Die folgende
Tabelle gibt die Fahrtzeiten zwischen den Stiadten an:

R A B C
R[— 8 6 15
Al 8 — 2 4
B| 6 2 — 5
Cl15 4 5 -
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Wie muss der Fiirst seinen Weg gestalten, um eine moglichst kurze
Strecke zuriickzulegen?

Da offensichtlich Wege der Fom R -+ A - B —-C - Rund R — C
— B — A — R die gleiche Lange haben, hat er bis auf Umkehr der
Reihenfolge folgende drei Moglichkeiten:

R—-A—-B—-C—R: 8+2+4+5+4+15= 30,
R—-B—-C—A—>R: 6+5+4+4+8 =23,
R—-C—>A—=B—R: 154+44+246=27.

Er muss also die Stddte in der Reihenfolge B, C, A aufsuchen.

ABBILDUNG 3. Olpipelines aus Beispiel 5 mit maximaler
Durchflussmenge jeder Pipeline

BEISPIEL 5. Eine Olfirma hat eine Quelle und eine Raffinerie, die
wie in Abbildung 3 skizziert durch Pipelines miteinander verbunden
sind. Die Zahlen geben die maximale Durchflussmenge jeder Pipeline
an. Wie grof8 ist die maximale Olmenge, die von der Quelle Q zur
Raffinerie R transportiert werden kann?

Durch ,,Hinsehen“ und Ausprobieren erhalten wir den maximalen Fluss
9, der sich wie in Abbildung 4 skizziert verteilt.

Alle Beispiele sind von der Form, dass eine Grofle, genannt Ziel-
funktion, unter gewissen Nebenbedingungen, die durch Gleichungen
oder Ungleichungen fiir weitere Funktionen beschrieben werden, mi-
nimiert oder maximiert werden soll. In den ersten beiden Beispielen
sind alle Funktionen linear. Dementsprechend spricht man von einem
linearen Optimierungsproblem. Im dritten Beispiel fordern wir zusétz-
lich, dass die auftretenden Groéflen nur ganzzahlige Werte annehmen
sollen. Dementsprechend spricht man von einem ganzzahligen Optimie-
rungsproblem. Das vierte und fiinfte Beispiel schliellich unterscheiden
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ABBILDUNG 4. Olpipelines aus Beispiel 5 mit der Durch-
flussmenge jeder Pipeline, die den maximalen Gesamt-
fluss von @ nach R ergibt

sich von den anderen Beispielen dadurch, dass die auftretenden Grofien
nur diskrete Werte annehmen koénnen. Dementsprechend spricht man
von einem diskreten Optimierungsproblem.

In §I.1 fithren wir allgemeine lineare Optimierungsprobleme und
solche in sog. Standard- und Simplexform ein und zeigen, dass alle
Formen ineinander umgerechnet werden koénnen.

In den §§1.2 und 1.3 legen wir dann die geometrischen und algebrai-
schen Grundlagen fiir die Losung linearer Optimierungsprobleme mit
Hilfe des Simplexalgorithmus, der in §II.1 schrittweise entwickelt wird.
In §IL.2 fithren wir den Begriff der Dualitét ein und betrachten darauf
aufbauend weitere Varianten des Simplexalgorithmus.

Héaufig stellt sich die Frage, wie sich ein berechnetes Optimum eines
linearen Optimierungsproblems &dndert, wenn sich die Daten des Pro-
blems abdandern. Diese Fragestellung untersuchen wir in §I1.3 und zei-
gen effiziente Wege auf, um von einer Losung des urspiinglichen Pro-
blems zu einer des gestorten Problems zu gelangen.

Der Simplexalgorithmus bestimmt eine Losung des Optimierungspro-
blems, indem er den Rand des zuldssigen Gebietes in geeigneter Wei-
se durchlduft. Manchmal ist dieser Zugang zu aufwindig. Stattdes-
sen betrachten wir in §I1.4 Verfahren, die dem Newton-Verfahren zur
Losung nichtlinearer Gleichungssystem nachempfunden sind, und die
eine Losung des Optimierungsproblems aus dem Innern des zuléssigen
Bereiches heraus suchen.

In §III.1 betrachten wir ganzzahlige Optimierungsprobleme und losen
sie mit Hilfe des Simplexalgorithmus angewandt auf geeignete Hilfspro-
bleme ohne Ganzzahligkeitsbedingung.

In §IT1.2 geben wir eine kurze Einfithrung in die wichtigsten Begriffe
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der Graphentheorie, die wir fiir die §§111.3 und II1.4 bendtigen. In die-
sen Abschnitten betrachten wir Algorithmen zur Bestimmung kiirzester
Wege in Graphen und zur Bestimmung maximaler und kostenminima-

ler Flisse in Netzwerken.



KAPITEL 1

Grundlagen

I.1. Problemstellung

In diesem Abschnitt beschreiben wir das lineare Optimierungspro-
blem in allgemeiner Form und geben seine Standard- und Simplexform
an. Die Standardform wird fiir die Analyse (Existenz und Charakteri-
sierung von Losungen; vgl. §§1.2, 1.3), die Simplexform fiir die konkrete
Berechnung von Losungen benutzt (vgl. §§11.1, 11.2). Alle drei Formen
sind in dem Sinne dquivalent, dass sie den gleichen Optimalwert lie-
fern und dass ihre Daten und Losungen in einer wohl definierten Weise
leicht ineinander umgerechnet werden kénnen.

1.1.1. Bezeichnungen. Die natiirlichen Zahlen einschliefSlich der
Null werden mit N bezeichnet; N* sind die natiirlichen Zahlen ohne die
Null.

Spaltenvektoren werden mit b, ¢, u, v, x, y usw. bezeichnet; x;
ist die i-te Komponente des Vektors z und z! ist der transponierte
Zeilenvektor zu dem Vektor x. Die Einheitsvektoren im R"™ werden
mit ey, ..., e, bezeichnet, d.h. e; ist der Vektor im R”, dessen i-te
Komponente 1 ist und dessen restlichen Komponenten alle 0 sind.

Matrizen werden mit A, B, C' usw. bezeichnet; A;; ist das Element
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A und A’ bezeichnet die
transponierte Matrix zu A mit (A")z = Ag.

Wir definieren eine Halbordnung ,,<* auf [R U {—o0, c0}|™ durch

r<y <= x;<y; firallel <i<n.

Dabei ist —oo < z und x < oo fiir alle x € R. Halbordnung bedeutet,
dass nicht alle Vektoren vergleichbar sind. So ist z.B. (1) < (3) und
(1) < (3); die Vektoren x = (3) und y = (2) dagegen sind nicht
vergleichbar, da z; < y; und y, < x5 ist.

I.1.2. Allgemeine Form. Gegeben seien ein Vektor ¢ € R", eine
Matrix A € R™" Vektoren b,b € [R U {—00,00}]™ und Vektoren
l,u € [RU{—00,00}|". Dann nennt man die Aufgabe:

(I.1.1) min{c'z: 2 € R", b < Ax < b, (<z< u}

11
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ein lineares Optimierungsproblem, kurz LP, in allgemeiner Form. Die
Menge

P={zecR":b<Ar<b, (<x<u}

heiflt Zuldssigkeitsbereich des LP.
Man beachte, dass wir uns wegen

max ¢’z = — min(—c'z)

auf Minimierungsprobleme beschrénken koénnen.
BeispieL I.1.1. In Beispiel 1 (S.5)ist n =2, m=1
A=(1 1), b=09, b =18,

) () ()

Man beachte, dass die additive Konstante 229 in der zu minimierenden
Zielfunktion zwar den Wert der Zielfunktion nicht aber die Minimal-
stelle beeinflusst.

In Beispiel 2 (S. 6) ist n =2, m =3

6 15 —o0 (4500
A=14 5], b=|-oco|, b={2000],
20 10 —o0 8000

-0 () )

Fiir die konkrete Anwendung ist es hilfreich, statt der allgemeinen
Form eines LP eine dazu dquivalente, standardisierte Form zu betrach-
ten. Wir benutzen im Folgenden zwei standardisierte Formen: Die erste
ist fiir theoretische Untersuchungen besonders geeignet; die zweite ist
besonders giinstig fiir die praktische Losung mit dem Simplexalgorith-
mus.

1.1.3. Standardform. Die Standardform eines LP lautet

(1.1.2) min{c'z : z € R*, Ax =b, x > 0}

mit der zugehorigen zuldssigen Menge

P={zxeR":Az=0b, z > 0}.

Wir bezeichnen dieses Problem im Folgenden kurz mit LP(P) oder
einfach P.
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I.1.4. Simplexform. Die Simplexform eines LP lautet

19 mleens (40 () (1) o2l

mit der zuldssigen Menge

pfirex (£ (-0) 20

Wir bezeichnen dieses Problem im Folgenden kurz mit LP(P) oder
einfach P. Ebenso setzen wir zur Abkiirzung

= () A=) -0)

I.1.5. Aquivalenz der Formen. Jedes LP kann in ein LP(P)
transformiert werden und umgekehrt. Die verschiedenen Formen sind
dquivalent in dem Sinne, dass die Zielfunktionen die gleichen Minimal-
werte haben und dass jedes Minimum des einen LP in das des anderen
LP transformiert werden kann.

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst die Richtung P — LP.
Offensichtlich entspricht Problem (I.1.2) dem Problem (I.1.1) mit

b=b, b=0b, (=0, u:(;).

o0

Fiir die Richtung LP — P beachten wir zuerst, dass Ungleichungen
der Form

—oo0 < (Ax);, (Az); < o0
ignoriert werden konnen. Ungleichungen der Form
b < (Az)i, (Az); < b

werden durch Einfithren von sog. Schlupfvariablen in die Standardform
iiberfiihrt:

gehen durch den Ansatz
ri=2z—Y, 22>0, y;>0
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in die Standardform tiber. Fiir endliche Werte /¢;, u; lauten die entspre-
chenden Umformungen

l; < x; < oo = y; > 0 mit yi = x; — s,
- <z <fuy —= z; >0 mit 2 = U; — T,

(G <z <uy = y; >0 und 2z >0
mit y; = x; — {;, 2 = U; — T;.

Man beachte, dass sich bei diesen Transformationen die beteiligten Vek-
toren und Matrizen, sowie die Dimensionen m und n dndern.
Ebenso sind die Standard- und Simplexform &quivalent. Denn of-
fensichtlich gilt
~ x ~
reP <= IT= ( . ) epP
—c'x
und die Minimierung von c'z ist dquivalent zur Maximierung von z
unter der Nebenbedingung

cdr+z2=0.

BEISpPIEL 1.1.2. Die Standardform von Beispiel 1 (S. 5) ist gegeben
durch

TL:6, m:47
~1
1 1 1000 18 —3
1 0 0100 11 0
A=10o 1 0010 =] “=|o
1 -1000 1 -9 0
0

Die Erhohung der Dimension n von 2 auf 6 ergibt sich durch die
Einfiihrung von 4 Schlupfvariablen, die sich in den 4 Null-Komponenten
von ¢ widerspiegeln.

Fiir Beispiel 2 (S. 6) erhalten wir analog

n =5, m =3,
16
6 15 1 0 0 4500 32
A=(4 5 01 0], b={2000], —c=]0
20 10 0 0 1 8000 0
0

1.2. Geometrische Grundlagen

In diesem Abschnitt legen wir die geometrischen Grundlagen fiir
die Losung von linearen Optimierungproblemen. Insbesondere konkre-
tisieren wir den intuitiven Begriff ,,Ecke* und zeigen, dass wir uns bei
der Suche nach Losungen eines LPs auf die Ecken des Zuléssigkeitsbe-
reiches beschrénken kénnen.
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1.2.1. Halbrdume und Polyeder. Eine Menge der Form

H={reR":ad'z <b}

mit ¢ € R” und b € R heifit ein Halbraum. Der Durchschnitt von
endlich vielen Halbraumen heif3t ein Polyeder.

Ein Polyeder ist stets von der Form {z € R" : Ax < b} mit A €
R™ ™ und b € R™. Da die Gleichung Ax = b offensichtlich dquivalent
ist zu den beiden Ungleichungen Az < b und (—A)z < —b ist die
zuléssige Menge eines LP in Standardform ein Polyeder.

BEISPIEL 1.2.1. Die Menge {z € R? : x5 — z; < 0.5} ist ein Halb-
raum in R? (vgl. Abbildung I.2.1) und entspricht a = ('), b = 0.5.

//

ABBILDUNG 1.2.1. Halbraum {x € R*: 2, — z; < 0.5}

1.2.2. Konvexe Mengen und Funktionen. Eine Menge M C
R™ heifit konvez (vgl. Abbildung 1.2.2), wenn fiir alle z,y € M und alle
A€ [0,1] gilt

A+ (1— Ny e M.

ABBILDUNG 1.2.2. Konvexe (links) und nicht konvexe
Menge (rechts)
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Eine Funktion f : M — R heifit konver (vgl. Abbildung 1.2.3),
wenn M konvex ist und fiir alle z,y € M und alle A € [0, 1] gilt

(L.2.1) fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)

Die Funktion f heif3t strikt konvexr, wenn fir alle x,y € M mit = # y
und alle A € (0,1) in (I.2.1) die strikte Ungleichung gilt.

ABBILDUNG 1.2.3. Konvexe (links) und nicht konvexe
Funktion (Mitte und rechts)

BEISPIEL [.2.2. Halbraume sind konvex. Lineare Funktionen sind
konvex, aber nicht strikt konvex.

Die folgende Eigenschaft konvexer Mengen folgt sofort aus der De-
finition der Konvexitét.

Der Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist
konvex. Insbesondere ist jeder Polyeder konvex.

1.2.3. Affine Mengen. Eine Menge A C R" heifit affin oder affi-
ne Menge, wenn fiir alle z,y € A und alle A € R gilt

Ar+ (1 — Ny € A.

Ist xg € A, soist L = {x —x¢ : x € A} ein Untervektorraum von R".
Seine Dimension heifit die Dimension von A, d.h. dim A = dim L. Ist
A = () die leere Menge, setzt man dim A = —1.

BEISPIEL [.2.3. Hyperebenen sind affin. Fiir
H={z eR":ad'x = b}
gilt
n—1 fallsa#0,

dimH =<¢n falls a = 0 und b = 0,
-1 falls a = 0 und b # 0.

Die Mengen {z € R? : z; + x5 = 1} und {z € R : 22y — x5 + 23 = 2}
sind ein- bzw. zweidimensionale Hyperebenen in R? bzw. R3.
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1.2.4. Affine Hiille. Fiir eine beliebige Menge S C R" bezeichnet
aff(S) die kleinste affine Menge, die S enthilt:

aff(S) = () C.

CDS
Caffin

aff(S) heiBt die affine Hille von S. Die Dimension von aff(S) nennt
man die (affine) Dimension von S.
Ist k = dimaff(5), so gibt es k + 1 Punkte z, ..., 25 € aff(S) mit

k k
aff(S) = {Zmi AN ER, D A= 1}.
1=0 =0

Man kann die Punkte sogar in S wéhlen. Denn ausgehend von einem
beliebigen Punkt zy € S kann man durch Hinzunehmen weiterer Punk-
te xy, ..., ) die Menge aff(S) sukzessive aufbauen:

aff({zo}) C aff({zo,21}) C ... C aff({xo,...,zx}) = aff ().
BEeispieL 1.2.4. Fir
P={zcR®:z +my+a3<1,2,>0, 2,>0, x5 >0}

erhalten wir

0 1 0 0
aff(P) = aff o), (0}, 1] ,10
0 0 0 1

und damit dim aff(P) = 3.

1.2.5. Spezielle Polyeder. Die zuldssigen Mengen von LPs in
Standardform sind spezielle Polyeder. Sie sind charakterisiert durch
Gleichungen und besonders einfache Ungleichungen. §1.1.5 (S. 13) zeigt
andererseits, dass jeder Polyeder in dieser speziellen Form dargestellt
werden kann. Wir verdeutlichen dies noch einmal fiir das spezielle Bei-
spiel des Einheitsquadrates

Q={recR*:0<2;<1,i=1,2}.
Analog zu §1.1.5 (S. 13) setzen wir
Y1 =21, Y=, Ys=1—-x1, y=1-—1u.
Dann gilt
ntys=1, yptyu=1 v >0:i1=1,...,4

D.h. das Einheitsquadrat ist die Projektion auf die (yi,y2)-Ebene des
Polyeders

P={yeR*": Ay=10b, y >0}
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1010 1
A:(o 10 1)7 b:(1>‘

1.2.6. Extremalpunkte. Fiir die praktische Losung eines LPs
spielen die ,, Fcken® des Zulassigkeitsbereiches eine wesentliche Rolle.
Wir benétigen eine saubere mathematische Definition dieses intuitiven
Begriffes. Dies leistet die folgende Definition. Sie besagt anschaulich,
dass eine Ecke nicht als Konvexkombination verschiedener Punkte des
Polyeders darstellbar ist.

mit

Ein Punkt a einer konvexen Menge M heifit Extremalpunkt
von M, falls mit 2,y € M und X € (0,1) aus

a=Xx+(1-N)y

stets
folgt.

BEISPIEL .2.5. M sei die abgeschlossene Einheitskugel in R™. Dann
sind die Randpunkte von M genau die Extremalpunkte von M.

1.2.7. Extremalmengen. Die Ecken von Polyedern in R? oder R?
sind genau die Extremalpunkte. Eine andere intuitive Definition von
» Ecken® ist diejenige als O-dimensionaler Durchschnitt (m — 1)-dimen-
sionaler ,, Seitenflichen®, wenn m die affine Dimension des Polyeders
ist. Hierzu benotigt man aber eine Prizisierung des Begriffes ,, Seiten-
fliche®. Die leistet die folgende Definition.

Eine konvexe Teilmenge E einer konvexen Menge M heif3t
Eztremalmenge von M, fallsausa € E, x,y € M, X € (0,1)
und
a=Xr+(1-N)y
stets folgt
T,y € b.

Extremalpunkte sind O-dimensionale Extremalmengen. M selbst ist
Extremalmenge von M maximaler Dimension. Die Kanten eines Poly-
eders in R? oder R? sind 1-dimensionale Extremalmengen. Die Seiten-
flichen eines Polyeders in R? sind 2-dimensionale Extremalmengen.

1.2.8. Eigenschaften von Extremalmengen. Es gilt folgende
Eigenschaft von Extremalmengen:
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E sei Extremalmenge der konvexen Menge M. Dann gilt
E = Mnaff(E).

Sei F eine Extremalmenge der konvexen Menge M. Dann ist offensicht-
lich E C M Naff(E).

Sei nun umgekehrt x € M N aff (E). Gemif §1.2.4 gibt es dann Punkte
Yo, - -, Yr € E und Gewichte wp,...,wr € R mit

k k
T = E WiYi, g w; = 1.
i=0 i=0

Falls alle w; > 0 sind, folgt * € E wegen der Konvexitiat von E.
Seien also einige Gewichte negativ. Definiere

a:—zwi, 21 = 1_’1_0[ Zwiym Zzz—é sz'yi.

w; <0 w; >0 w; <0

Dann ist
Zw¢:1+a>0

w; >0

und daher z; € E. Analog folgt 22 € E. Damit haben wir

reEM, zeE =z z2 € L.

J— "L'Jr a
T 14« 1+

Da E Extremalmenge ist, folgt wieder x € E.

1.2.9. Charakterisierung der Losungen von LPs als Extre-
malmenge. Betrachte ein allgemeines LPder Form

min{c'z : r € P}

mit dem Polyeder P der zuléssigen Losungen. Falls es Optimallésungen
gibt, ist

a =min{c'z : z € P}
endlich und es ist

E={zeP:dx=a}

ein Polyeder in P, also konvex.
Wir nehmen an, E sei keine Extremalmenge. Dann gibt es ein a € E,
xz,y € Pund A € (0,1) mit

a=Xx+(1-N)y
und z und y sind nicht beide in E enthalten. O.E. sei x ¢ F. Dann ist
dr>a und dy>a.
Damit folgt
a=ca=Nz+(1-Ncy>la+(1-Na=oa.

Dies ist ein Widerspruch und beweist folgende Charakterisierung von
Optimallésungen von LPs.
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Wenn ein allgemeines LP iiberhaupt Optimallésungen be-
sitzt, ist die Menge E der Optimallosungen eine Extremal-
menge des Polyeders P der zuldssigen Losungen von LP.

1.2.10. Extremalmengen von Polyedern. Jede konvexe Menge
M Dbesitzt M und die leere Menge () als Extremalmengen. Die Existenz
weiterer Extremalmengen, insbesondere von Extremalpunkten dagegen
ist nicht gesichert. Insbesondere besitzt kein Halbraum

H={zeR":dx <b}

mit n > 2 und a # 0 Extremalpunkte. Anders sieht es aus fiir Polyeder,
die keine Geraden enthalten.

Der Polyeder P sei nicht leer und enthalte keine Gerade.
Dann enthélt P mindestens einen Extremalpunkt.

Falls = kein Extremalpunkt ist, gibt es ein h € R™\{0} mit x + h € P.
Da P keine Gerade enthiilt, gibt es ein A € R*, so dass  + A\h = 2
ein Randpunkt von P ist. Falls 2’ kein Extremalpunkt ist, kénnen wir
diesen Prozess mit einem von h linear unabhéingigen Vektor h’ wiederho-
len. Spitestens nach n Schritten haben wir dann einen Extremalpunkt
gefunden.

1.2.11. Charakterisierung der Losungen von LPs als Extre-
malpunkte. Aus den beiden vorigen Abschnitten ergibt sich folgende
Charakterisierung von Optimallésungen von LPs.

Das LP in Standardform besitze Optimallésungen. Dann
gibt es unter ihnen auch Extremalpunkte des Zulassigkeits-
bereiches P.

Denn nach Voraussetzung ist P # (). Wegen
PcCc{zreR":2>0}

enthéalt P keine Gerade. Also besitzt P geméafl §1.2.9 mindestens einen
Extremalpunkt.

1.3. Algebraische Grundlagen

In diesem Abschnitt legen wir die algebraischen Grundlagen fiir die
Losung linearer Optimierungprobleme. Insbesondere charakterisieren
wir die Ecken, d.h. Extremalpunkte, des Zulédssigkeitsbereiches alge-
braisch.
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1.3.1. Basen und Basisvektoren. Im Folgenden ist stets

m<n, AeR™" zeR" beR™ N={1,...,n}.

Die folgenden Bezeichnungen erlauben uns eine kompakte und iiber-
sichtliche Schreibweise.

Sei J C N nicht leer. Dann besteht A; aus den Spalten-
vektoren von A, die zu der Indexmenge J gehoren; x; be-
steht aus den Komponenten von z, die zu der Indexmenge
J gehoren.

BEISPIEL [.3.1. Seim = 2,n =3, J; = {2}, J, = {1,3}, J3 = {2,3}
und
-1
1 2 3
A= (4 6 9) or=1 0

4 = (g) L= (5).

Dann ist

1 3 -1
AJ2 B (4 9) ’ :EJQ B ( 6 ) ’
2 3 )
AJ3 B (6 9) ’ st B (6) .

Man beachte, dass abweichend von Beispiel 1.3.1 die Eintrdge von
J nicht monoton wachsend angeordnet sein miissen. Ein Abweichen
von dieser natiirlichen Anordnung entspricht einem Vertauschen der
entsprechenden Spalten der Matrix A und der entsprechenden Kompo-
nenten des Vektors x.

BEISPIEL 1.3.2. Seien A und z wie in Beispiel 1.3.1 und J = {3, 1}.

Dann ist
3 1 6
A= (5 3) == (5):

Zwei nicht leere Teilmengen J und K von N heiflen kom-
plementdr, wenn gilt JNK = () und JUK = N. In diesem
Fall schreiben wir N = J & K.

BEISPIEL 1.3.3. Die Mengen J; und J; in Beispiel 1.3.1 sind kom-
plementér; K = {1} ist das Komplement der Menge Js.
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J C N heifit eine Basis, wenn #§.J = m und A; regulér ist.
In diesem Fall heif3t x; ein Basisvektor. Ist J eine Basis und
N = J® K, so heilit K eine zugehorige Nichtbasis bzw. ein
zugehoriges Komplement.

BEIspIEL 1.3.4. Die Menge J; aus Beispiel [.3.1 ist keine Basis, da
#J; = 1 < 2 ist. Die Menge J; ist eine Basis, da det (13) = =3 # 0
ist. Die Menge J5 ist wegen det (2 3) = 0 keine Basis.

1.3.2. Basislosungen und Tableaus. Es gelte rang A = m, d.h.
die m Zeilenvektoren der Matrix A sind linear unabhéngig. Dann ist
das LGS Az = b 16sbar. Daher gibt es eine Basis J. Fiir diese gilt mit
N=Jo K

b= AJxJ + AKxK
- A;lb =x5+ A;lAKl'K
- Xy :Ajlb—AylAKLL’K

Dies fiihrt auf folgende beiden Definitionen.

Es gelte rang A = m und J sei eine Basis und N = J & K.
Der Vektor x mit

rg =0 und :z:J:Ajlb

heifit eine Basislosung (zu J) und wird mit x(.J) bezeichnet.

Man beachte den Unterschied zwischen z; und z(J): Der erste Vektor
hat m Komponenten, der zweite n Komponenten. Falls die Eintrage von
J wie in Beispiel 1.3.2 nicht monoton wachsend angeordnet sind, wird
zudem beim Ubergang von z; zu z(.J) die entsprechende Vertauschung
der Spalten von A beriicksichtigt.

BEISPIEL 1.3.5. Seien A und J = J, wie in Beispiel 1.3.1 und

(2.

Ty = G) o(J) = §

Ist dagegen J = {3,1} wie in Beispiel 1.3.2, dann ist

e=(}). = o

Dann ist
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Ein Paar (J;(A,b)) mit J C N, A € R™" und b € R™
heifit ein Tableau, wenn gilt

Ay=1
Es heifit dem LGS Az = b zugeordnet, wenn die LGS Az = b
und Az = b dieselbe Losungsmenge haben.

BEISPIEL 1.3.6. Seien A und J = J, wie in Beispiel 1.3.1 und b wie

in Beispiel [.3.5. Dann ist
0 - 2
1)7 (A6 = (1)

= (3 L) ra=(g
01y e

3
Dabher ist (J; (A, b)) mit
ein dem LGS Ax = b zugeordnetes Tableau.

winvn O

1.3.3. Zulassige Basen. Wir erinnern an die Standardform eines
LP aus §1.1.3 (S. 12) mit Zuldssigkeitsbereich P = {z € R" : Az =
b,z > 0}. Wegen des vorigen Abschnittes sind Basislosungen des LGS
Ax = b Kandidaten fiir die Losung des LP. Dies fithrt auf folgende
Definition.

Das LGS Ax = b gehore zu einem LP in Standardform
mit Zuléssigkeitsbereich P. Eine Basis J von A heifit dann

zuldssig, wenn die zughorige Basislosung x(J) zuléssig ist,
d.h. in P liegt.

Man beachte, dass fiir N = J @ K stets gilt

Die Zulédssigkeit von z(.J) ist also eine Bedingung an die Komponenten
von x(J) .

BEISPIEL 1.3.7. Betrachte
-1 0 1 2 1
A:<—1 10 1)’ b:(Q)'

-1 2
det(_1 1)217&0

ist, ist J = {1,4} eine Basis. Die entsprechende Nichtbasis ist K =
{2,3}. Um das entsprechende Tableau zu erhalten, miissen wir A;'A

Da
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und A;'b berechnen:
=1 3
as( 205
()0

Also lautet das entsprechende Tableau

(1 =210
—\o -1 11

oG = (kg 3

Die zugehorige Basislosung ist

—
]

—_
—_

Sie ist nicht zuléssig. Dementsprechend ist J nicht zuléssig.

Da
01
det (1 0) =—1#0

ist, ist J' = {2,3} auch eine Basis. Die entsprechende Nichtbasis ist
K' = {1,4}. Fiir die zugehorige Basislosung erhalten wir

o=iv-3 D))

x(J') =

und damit

_= N O

0

Diese ist zuldssig. Dementsprechend ist J' zuléssig.

1.3.4. Basen und Basislésungen fiir LPs in Standard- und
Simplexform. Wir wollen den Zusammenhang zwischen Basen und
Basislosungen fiir LPs in Standard- und Simplexform untersuchen.
Insbesondere suchen wir nach einer einfachen Methode, aus einer Ba-
sislosung eines LPs in Standardform eine Basislosung fiir die entspre-
chende Simplexform und umgekehrt zu bestimmen. Dafiir setzen wir
fiir ein LP in Standardform (I.1.2) (S. 12) und das zugehorige LP in
Simplexform (I1.1.3) (S. 13):
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Tppr =2, N=NU{n+1}={1,....n+1},
~ A0 ~ b
=) -0
= (2) - )
x = = J
z Tni1
P={xeR":Axr=0b, z >0},
P={FeR":Az=0b, Ty >0}
Wegen
" AJ 0
det A5 = det (’33 1) =det Ay
gilt:
J ist eine Basis von A genau dann, wenn J = J @ {n + 1}
eine Basis von A ist.
Wegen®
A\AAA_ AJ 0 Ty o AJJZJ
Iy 1) \=cda(T)) T \hay — dx(T)
und

chay = cx(J)

gilt weiter:

x(J) ist eine Basislosung von Az = b genau dann, wenn

- (50

eine Basislosung von AT = b ist.

1.3.5. Ecken fiir LPs in Standard- und Simplexform. Wir
wollen einen Zusammenhang herstellen zwischen den Ecken, d.h. Ex-
tremalpunkten geméf §1.2.6, von P und P.

Seien x,y,z € P und

~ T ~ Y ~ z
Tr = gy ¥ Y= —cty y k= o

IMan kann mit Blockmatrizen rechnen wie mit gewdhnlichen Matrizen. Man
muss lediglich bei Produkten von Groflen, die selber Matrizen sind, darauf achten,
dass die Zeilen- und Spaltenzahlen zueinander passen und dass bei der Multiplika-
tion die richtige Reihenfolge eingehalten wird.
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Dann gilt
r=Ay+ (1 =Xz mit\e€]0,1]
= T=N+(1-N)z

Dies beweist:

Der Vektor z* ist genau dann eine Ecke von P, wenn der

Vektor
il A
-\ =clz*

1.3.6. Ecken und Basislésungen. Es gilt der folgende Zusam-
menhang zwischen den Ecken des Zuléssigkeitsbereiches P und den
Basislosungen des LGS Az = b.

eine Ecke von P ist.

Der Vektor z* ist genau dann eine Ecke von P, wenn es eine
zuléssige Basis J von A gibt mit z* = z(J).

Sei z* eine Ecke von P. Setze
S=8@E")={¢e N:xz; >0}

O. E. ist S # 0, da sonst z* = 0 und damit b = 0 ist. Wir behaupten,
dass die Spalten von Ag linear unabhéngig sind. Denn andernfalls gébe
einen Vektor A € R* mit A # 0 und

0=> XA,
icS
wobei A; die i-te Spalte von A bezeichnet. Definiere z € R™ durch

A fallsi e S,
zZi =
0  sonst.

Dann gilt
z#0 und Az =0.

Daher gilt fir alle e € R

A(z* £ez)=0.
Fiir
in.; *
0<e< min;es x;
maxi;es Zi
ist offensichtlich
r+tez>0.

Daher ist fiir mindestens ein € > 0

* 1 * * *

vt =g [(z" +ez)+ (¥ —ez)] und 2" +ezeP.

Dies ist ein Widerspruch zur Extremaleigenschaft von x*.

Da die Spalten von Ag linear unabhingig sind, ist S eine Basis oder kann
durch Hinzunahme weiterer Indizes zu einer Basis J ergénzt werden.

Nach Konstruktion von S ist * eine Basislosung zu dieser Basis J.
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Sei nun umgekehrt J eine zuléssige Basis von A und z(J) eine zu-
gehorige Basislosung. Dann gilt (J) > O und z(J)x = 0mit N = JOK.
Also gilt fiir

S =S(x(J) ={feN:x(J) >0}

die Inklusion S C J.
Wir nehmen nun an, dass

z(J)=Ay+ (1 - XNz

ist mit y, 2z € P und A € (0,1) und zeigen z =y = 2.
Fiir ¢« ¢ S ist 2(J); = 0. Wegen y > 0, z > 0 und X € (0,1) folgt
Fiir ¢ € S erhalten wir wegen y,z € P

O=b-b=Ay—Az=Aly—2)=>_ Ai(yi — ).
€S

Da S C J ist, sind die Spalten von Ag linear unabhéngig. Daher folgt
aus obiger Gleichung

Yi = Zi VieS.

Dies beweist * = y = z und damit die Extremaleigenschaft von z.
BEISPIEL [.3.8. Betrachte

P={reR’: Av=0b, 2>0}

mit
1 -1 0 0
=) =)
Dann ist
t
P = t]:t>0
1
Die einzige Ecke ist
0
=10
1

J ={1,3} ist eine Basis mit

Ay = ((1) (1)) a(J) = 2",

J' = {2,3} ist ebenfalls eine Basis mit

0
AJ/ = (_01 (1)> s I(J,) = 0 ="
1
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1.3.7. Nicht entartete Basen. Beispiel 1.3.8 zeigt, dass die Zu-
ordnung , Ecke - Basis“ nicht eindeutig ist. Der Grund fiir die Nicht-
Eindeutigkeit liegt daran, dass es zu viele aktive Ungleichungen gibt,
d.h. fiir die Basen J und J’ und die zugehorigen Basislosungen gibt es
einen Index j € J bzw. j' € J' mit x(J); = 0 bzw. 2(J');; = 0.

Gilt fiir eine Basis J dagegen x(J); > 0, so ist die Zuordnung ,,Ecke -
Basis“ eindeutig. Dies fiihrt auf folgende Definition.

Eine Basis J heifit nicht entartet, wenn fiir die zugehorige
Basislosung gilt (.J); > 0.

1.3.8. Tableaus fiir LPs in Standard- und Simplexform.
Zum Abschluss wollen wir untersuchen wie sich aus einem Tableau
zu einem LP in Standardform ein Tableau fiir das entsprechende LP in
Simplexform berechnen lasst.

Sei dazu J eine Basis zu A. Dann lautet das zugehorige Tableau
(J;(A,b)) mit A= A;'A und b = A;'b. Wir wollen zeigen, dass J =
J @ {n + 1} eine Basis zu A ist. Es ist

T b T A 0 ’\A_ AJ 0
=) A=) ()

Daher ist A\; von der Form

T—1 A;l 0

7 \—-m 1)°
I 0\ 1313 _ A7V 0\ [A; O\ I 0
0 1) 777 -7 1)\cy 1) \—7mA;+c, 1

folgt
TA;=¢, = n=cdA;.

Damit erhalten wir

~ 1, 5 (A7D 0\ (A 0 b\ I 0 A;'
Af(A’)—(—W 1)\ 1 0) \—mA+ 1 —7wb)-

Dies zeigt:

Sei J eine Basis zu A und (J; (A, b)) mit A = A;'Aund b =
A7;'b das zugehérige Tableau. Dann ist J = J @ {n+1} eine

Basis zu A. Das zugehorige Tableau lautet (:]\7 (?t 9 2)) mit

t=—-7mA+c, B=-mb, w= cf]Ajl.

Die Komponenten von 7 nennt man Schattenpreise.




KAPITEL II

Lineare Optimierung

I1.1. Der Simplexalgorithmus

Falls ein LP in Standardform {iberhaupt eine Losung besitzt, wird
geméf §1.2.11 (S. 20) das Optimum an einer Ecke des zulissigen Be-
reiches angenommen. Daher kann man das Optimum durch systema-
tisches Durchsuchen der endlich vielen Ecken finden. Auf dieser Be-
obachtung fufit der Simplexalgorithmus, der sich wie folgt beschreiben
lasst:

e Finde eine Ecke von P.

e Ausgehend von einer Ecke von P finde eine ,Nachbarecke*
mit einem kleineren Wert der Zielfunktion. Falls keine solche
Ecke existiert, ist das Optimum gefunden. Andernfalls setze
das Verfahren mit der neuen Ecke fort.

Fiir die Durchfithrung des Verfahrens ersetzen wir wegen §1.3.6 (S. 26)
den Begriff | Ecke“ durch den Begriff , Basis“. Dadurch ergibt sich aller-
dings die Schwierigkeit, dass bei entarteten Basen mehrere Basen zur
gleichen Ecke gehoren kénnen. Eine weitere Schwierigkeit ist natiirlich
das Auffinden einer ersten Ecke bzw. Basis.

Wir gehen nun wie folgt vor:

e Zuerst beschreiben wir den Algorithmus unter der Annahme,
dass eine erste Ecke bekannt ist und dass keine Entartung
auftritt.

e Dann beschreiben wir das Vorgehen im Falle einer Entartung.

e SchlieBlich zeigen wir, wie eine erste Ecke bestimmt werden
kann.

I1.1.1. Benachbarte Basen. Der Grundbaustein des Simplexal-
gorithmus ist der Austauschschritt von einer alten Basis des LGS Az =
b zu einer neuen Basis, die sich von der alten Basis in genau einem Index
unterscheidet. Daher fithren wir folgende Sprechweise ein:

Zwei Basen J und J’ zu dem LGS Az = b heiflen benachbart,
wenn sie sich um genau einen Index unterscheiden, d.h.

fJNnJ)=¢J—1.

29



30 II. LINEARE OPTIMIERUNG

Zwei Basen J = J @ {n+1} und J' = J' & {n+ 1} zu dem
erweiterten Problem Ax = b heiflen benachbart, wenn J und
J’ benachbart sind.

Sei nun J = (i1, ...,4y) eine Basis zu dem LGS Ax =bund s & J.
Wir wollen den r-ten Eintrag ¢,. von J durch s ersetzen und setzen daher
J' = (i1, .. 01,8, 0r11, ., 1mp). Dann ist natiirlich §(JNJ'") = §J — 1.
Die entscheidende Frage ist, ob J’ eine Basis ist.

Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir J=J&® {n + 1} und
betrachten das zu J und dem erweiterten System

w3000

gehorige Tableau (:f, (Zt 0 g)) . Weiter sei

c

a7
o = = jils
(67 Cs
Q41

die s-te Spalte von (?t ) Dann koénnen wir ¢, genau dann durch s erset-

zen, wenn wir den Vektor a in den r-ten Einheitsvektor transformieren
konnen. Dies ist genau dann moglich, wenn «, # 0 ist. Daher gilt:

J und J’ sind genau dann benachbarte Basen, falls a, # 0
ist.

Als néchstes stellt sich die Frage, wie sich das Tableau zu J' aus
demjenigen zu J berechnen lisst. Dazu definieren wir zwei Matrizen F'

und G durch

ir-te Spalte

1 *% 0 ir-te Spalte
1 o1 0
1 _Gr—1
ar 1 a1
1
F = ar und G = o
@ .

—% 1 : arp1 1

_‘5‘77”” ) 1 0 a;n 1 0
ar am 41 1

_Sm+t1 1
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Wie man leicht nachrechnet ist G = F~!. Da J und J’ sich in genau
einem Index unterscheiden und da konstruktionsgeméf

A; 0 (I 0
¢, 1) \0 1
(A 0
G‘(Ef], 1)'

Die zu J und J’ gehorigen Tableaumatrizen sind definiert durch

A0 0\ (A 0\ '[/4 0 b
¢ 1 8) \d 1 410
A 0 B\ _ (A 0\
@ 1 p) \) 1

Aus der ersten Gleichung folgt
A, 0\ [(A; 0\
(EJ/)t 1 o CS 1
Ay 0N ' (A 0\
Cf]/ 1 o (EJI)t 1

Einsetzen in die zweite Gleichung liefert
A0 TN _ (A 0\ (A 0\
(E/)t 1 ﬁ/ (Ejl)t 1 Cf] 1
(A, o\ [/A 0 b
S \@E)t 1 ¢ 18

A0 b
:F(Et 1 6)'

Die Berechnung von F' erfordert 1 Division und m Multiplikationen.

Wegen ((E%, ?) = ($9) = I miissen bei der Multiplikation F' (?t 0 g)

die zu J' = J'@{n+1} gehorenden Spalten nicht berechnet werden. Die
Berechnung der restlichen n+1—m Spalten erfordert (m+1)(n+1—m)
Additionen und Multiplikationen.

Praktisch fithrt man die Berechnung des neuen Tableaus wie folgt
aus:

ist, gilt

und

und damit

e Subtrahiere fir:=1,...,r—1,r+1,...,m+1das
z—i—fache der r-ten Zeile des Tableaus von der i-ten
Zeile.

e Dividiere die r-te Zeile des Tableaus durch «,.
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I1.1.2. Austauschschritt. Wegen des vorigen Abschnittes stellen
sich folgende Fragen:
e Wann ist eine Basislosung optimal?
e Wann existiert zu einer nicht optimalen Basislosung eine be-
nachbarte Basis mit einer besseren Lésung und wie kann diese
Basis bestimmt werden?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir eine zuldssige Basis J
mit Komplement K, zugehoriger Basislosung * = x(J) und zugehori-
gem Tableau (j, (?t 9 E))
Betrachte zunéchst den Fall ¢x > 0. Wegen Ay = I und ¢; = 0
reduzieren sich die Gleichungen des Tableaus auf

(1111) xJ+ZKxK:l_), Z—FE]}(.Q?Kzﬁ.

Wegen ¢ > 0 gilt daher fiir jede zulédssige Losung (x, z) des erweiterten
Problems

z=f—Crrx < 6.
Wegen z7j, = 0 gilt andererseits fiir das zugehorige z*
2t =p.

Also ist x* eine Losung des LP.

Sei J eine zuléssige Basis, K das zugehorige Komplement

und <:]\, (?t 0 E)) das zugehorige Tableau. Es sei ¢x > 0.

Dann ist die Basislosung 2* = z(.J) eine Losung des LP in
Standardform.

Betrachte nun den Fall, dass es ein s € K gibt mit ¢; < 0 und dass
fiir die s-te Spalte @ von A gilt @ < 0. Aus (I1.1.1) erkennen wir, dass
sich wegen ¢, < 0 der Wert z der Zielfunktion vergréfiert, wenn man die
Komponenten x; mit k € K\{s} bei Null behilt, z, vergrofert und die
Komponenten x; so bestimmt, dass die restlichen Tableaugleichungen
erfiillt bleiben. Fiir 8 > 0 setzen wir daher

xs(0) =0, T\ (0) =0,

z;(0) = b — 0a, z(0) = 5 —¢,0.
Mit dieser Wahl sind die Gleichungen (IL.1.1) fiir alle ¢ erfiillt. Da
nach Voraussetzung J zuléssig ist und z% = b ist, gilt b > 0. Da die
Komponenten von @ nach Voraussetzung nicht positiv sind, gilt fiir alle
>0

z7(0) >b>0.

Also ist () fur alle & > 0 zuléssig. Daher ist der zuléssige Bereich

unbeschrankt und z(6) wichst unbeschriankt. Daher besitzt das LP
keine Losung.
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Sei J eine zuléssige Basis, K das zugehorige Komplement

und <j, (?t (1’ g)) das zugehorige Tableau. Es gebe ein s €

K mit ¢, < 0. Fiir die s-te Spalte A, von A gelte A, < 0.
Dann ist der zuldssige Bereich des LP unbeschrankt und
das LP besitzt keine Losung.

Betrachte nun abschlieBend den Fall, dass es ein s € K und ein
re€{l,...,m} gibt mit ¢, < 0 und A,s > 0. Dann gibt es ein maximales
0%, so dass z(0*) zuléssig ist. Dieses 6* ist bestimmt durch

Q*Zmax{Q:B—é’EZO}
:max{e:l_)j—ﬁaj > 0 fiir alle j mit @; >0}

b
:min{_—j :Ej>0}.
aj

Wir wahlen nun r in §I1.1.1 so, dass dieses Minimum angenommen
wird. Dann gilt

2, (07) =0, 2,(0) >0, wr\(0°) =0.

Dabei ist z4(6*) > 0, falls J nicht entartet ist. Daher ist x(6*) eine
Basislosung zu J' = (J\{i,}) ® {s} und fiir das zugehorige z(6*) gilt

2(0%) > B dh. dz() <zt

Sei J eine zuléssige Basis, K das zugehorige Komplement

und (j, <§ 9 2)) das zugehorige Tableau. Es gebe ein s €

K mit & < 0 und ein 7 € {1,...,m} mit A,, > 0. Dann
fithrt §I1.1.1 auf eine benachbarte Basis J' = (J\{i,})®{s}.
Fiir die zugehorige Basislosung 2** = (J') gilt ¢'a** < dfa*.
Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn J entartet ist.

I1.1.3. Simplexschritt. Die §§I1.1.1 und I1.1.2 fithren auf folgen-
den Algorithmus.

ALGoORrITHMUS IL.1.1 (Simplexschritt).

(0) Gegeben sei eine zulissige Basis J und das zugehiorige Kom-
plement K. Bestimme das zu J = J@&{n+1} gehorige Tableau
(7 (212))

r\c¢ 18

(1) Setzew = x(J), Z=2(J), d.h. Ty =b, T =0, Z = B.

(2) Falls ¢ > 0 ist, ist T die gesuchte Optimallosung; beende das
Verfahren. Andernfalls bestimme ein s € K mit ¢, < 0.
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(3) Setze @ = A,, die s-te Spalte von A. Falls @ < 0 ist, besitzt
das LP keine Losung; beende das Verfahren mit einer entspre-
chenden Fehlermeldung.

(4) Wihle einr € {1,...,m} mita, >0 und

b.
—min{_—j LGy >O}.
aj
Setze

J = (I\{iy}) @ {s} = {ir,. .. ir—1, 8,541, -, i}

und bestimme das neue Tableau

A0 A0 5
(@ 15)=r@ V)

g = J @ {n+ 1} mit der Matriz F aus §I1.1.1.

BEISPIEL I1.1.2. Wir betrachten das LP aus Beispiel 2 (S. 6)
162 + 32y — max

Sl

unter den Nebenbedingungen
6x + 15y < 4500,
4x + by < 2000,
20z + 10y < 8000.
Zunichst miissen wir dieses LP in die Standardform bringen. Dazu

schreiben wir z; statt  und x5 statt y und fithren Schlupfvariable 3,
T4, T5 ein. Dann lauten die Nebenbedingungen Az = b mit

6 15 1 0 0 4500
A=14 5 0 1 0|, b= {2000
20 10 0 0 1 8000

Unter diesen Nebenbedingungen ist —16x; — 3225 zu minimieren, d.h.
¢t =(—16,-32,0,0,0). Wegen der Einfiihrung der Schlupfvariablen ist
(0,0, 4500, 2000, 8000)* eine zulissige Ecke, d.h. J = {3,4,5} ist eine
zuléssige Basis. Es ist

AJ = I, Cjg = 0.
Aus §1.3.8 (S. 28) erhalten wir das zu J = {3,4,5,6} gehorige Tableau:

A=A/A=A, b=A"b=0b,

W:CSAEIIO, t=-mA+cd=¢,
B =—mb=0,
d.h.
6 15 1 0 0 0 4500
A0 Dby | 4 5 010 0 2000
¢ 18 20 10 0 0 1 0 8000
~16 =32 0 0 0 1 0
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CKg = (:ég) < 0.

Wir wahlen s = 1. Dann ist

Es ist K = {1,2} und

6
a=141]>0.
20
Die Groflen 2—3 lauten
4500 2000 8000
- = —— =500, —— =400.
6 790, 4 ’ 20

35

Also ist 7 = 3 und damit J' = {3,4,1}. Fiir die Matrix F' aus §II.1.1

erhalten wir

10 -5 0
F_01—2ioo
00 5 O
00 £ 1

20
Damit ergibt sich das neue Tableau zu

A 0V (A O0D
(@ 1 m) =)
6

10 -5 0
; 6 15 1
|01 =5 0 4 5 0
. —-16 =32 0
00 2 1
0 12 1 0 —% 0 2100
0 3 0 1 —5 0 400
1 5 00 5 0 400
0 —24 0 0 2% 1 6400
Also ist
400
0
z(J) = |2100 [, Z(J) = 6400.
400
0

o O = O

O = OO

_— o O O

4500
2000
8000

Bezogen auf das urspriingliche LP sind wir von der Ecke (0,0)" mit
dem Zielfunktionswert 0 in die Ecke (400, 0)" mit dem Zielfunktionswert

6400 gewandert.
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I1.1.4. Vorgehen bei Entartung. §I1.1.2 zeigt, dass Algorith-
mus [I.1.1 genau dann zu einer echten Reduzierung der Zielfunktion
fithrt, wenn

min{f—g 1 >O} >0
aj

ist. Dies ist dquivalent dazu, dass die aktuelle Basis nicht entartet ist.
Falls Entartung vorliegt, nimmt die Zielfunktion nicht ab und es kann
passieren, dass die neue Basis J’ zu derselben Ecke gehort wie die alte
Basis J. In diesem Fall kann man bei fortgesetzter Durchfithrung von
Algorithmus II.1.1 in einen Zyklus geraten, d.h. man konstruiert eine
Folge von Basen Jy, ..., Jy mit J, = Jy, die alle zur selben Ecke gehoren.
Um dies zu vermeiden, miissen wir Schritt (4) von Algorithmus II.1.1
modifizieren und fiihren folgende Sprechweise ein:

Ein Zeilenvektor u! € R™ heifit lexiko-positiv, kurz u' >,0,
wenn gilt

u' = (0,...,0,u ... U,
mit ¢ > 1 und u; > 0, d.h. die erste von Null verschiedene
Komponente von u! ist positiv. Es ist u’ >, v’ genau dann,

wenn (u — v)' >, 0 ist.

Zwei Vektoren sind beziiglich der lexikographischen Ordnung genau
dann gleich grof, wenn sie identisch sind.

Sei (:f, (?t 0 g)) ein Tableau zu einer zulédssigen Basis J=Ja

{n + 1}. Dann kann man die Variablen z1, ..., , so umnummerieren,

dass die ersten m-Zeilen des permutierten Tableaus <2§ (1]) lexiko-
positiv sind, d.h.

¢j(5.4,0)>0

fiir 1 < j < m. Um dies einzusehen, nummeriere man die Unbekannten
so um, dass J = {1,...,m} gilt. Dann ist

(b, A,0) = (b, ], 1, .., 0n)

mit geeigneten Vektoren @1, ..., G, und einem Vektor b > 0. Daher
ist in jeder Zeile entweder das erste Element positiv oder die Zeile hat
die Form (0,...,0,1,%,...,%).

Mit diesen Konventionen lautet die angestrebte Modifikation von
Algorithmus I1.1.1:

AvcoriTHMUS II.1.3 (Lexikographischer Simplexschritt).

(0) Gegeben sei eine zulissige Basis J und das zugehirige Kom-
plement K. Bestimme das zu J = J®{n+1} gehorige Tableau
und nummeriere die Variablen ggf. so um, dass die ersten m
Zeilen von (b, A,0) lexiko-positiv sind.
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(1) Fiihre Schritt (1) von Algorithmus I1.1.1 aus.
(2) Fihre Schritt (2) von Algorithmus I1.1.1 aus.
(3) Fihre Schritt (3) von Algorithmus I1.1.1 aus.
(4)

Wihle ein r € {1,...,m} mit a, > 0 so aus, dass

1 - — 1 - —

—(b,A,0) = min{—(b,A,0) :@; >0

ar< 9 ) ) nllgn{a]< ) ) ) a] }
ist. Mit dieser Wahl von r fihre Schritt (4) von Algorithmus
I11.1.1 aus.

Falls _
min{?—g 1 ay >0} >0
aj
ist, stimmen die Schritte (4) der Algorithmen II.1.1 und II.1.3 {ibe-
rein. D.h., fiir eine nicht entartete Ecke dndert sich nichts. Falls aber
die Ecke entartet ist, wird die Wahl von r durch das Minimum bzg].
der lexikographischen Ordnung eindeutig. Daher konnen bei entarteten
Ecken keine Zyklen auftreten.

Die Basis J sei zuldssig und das zugehorige Tableau (J : <g§ 0 g))

lexiko-positiv im Sinne von Schritt (0) von Algorithmus I1.1.3. Dann
kann man zeigen [3, Lemma 1.4.11], dass Schritt (4) von Algorithmus
I1.1.3 auf eine benachbarte Basis J' fithrt, deren zugehoriges Tableau
7. A o 5’)
@)
rithmus I1.1.3. Insbesondere wichst die letzte Zeile des permutierten

) lexiko-positiv ist im Sinne von Schritt (0) von Algo-

Tableaus (g ?t (1)) im Sinne der lexikographischen Ordnung streng mo-

noton an.

I1.1.5. Auffinden einer ersten Basis. Wir wenden uns nun dem
Problem zu, eine zuléssige Basis bzw. Ecke fiir den Start von Algorith-
mus [1.1.1 zu finden.

Falls wie in Beispiel 11.1.2 die Nebenbedingungen des urspriingli-
chen LP von der Form sind

Ar <b mit b>0,

ist die Antwort einfach. Fiir die Standardform miissen wir Schlupfva-
riablen y € R™ einfithren, so dass die Nebenbedingungen iibergehen
in

Ar+y=0, x>0, y=>0.

Offensichtlich ist dann x = 0, y = b eine zulédssige Ecke und J =

{n+1,...,n+m} eine zulissige Basis.
Betrachte also die Nebenbedingung
Axr=b, x>0.

O.E. ist b # 0, da wir fiir b = 0 sofort die zuldssige FEcke z = 0
sechen und dementsprechend z.B. J = {1,...,m} eine zulédssige Basis
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ist. Ebenso kénnen wir o.E. b > 0 annehmen. Denn ist b; < 0 fiir ein
j, multiplizieren wir einfach die j-te Zeile des LGS mit —1, ohne die
zulédssige Menge zu dndern.

Setze e = (1,...,1)" € R™ und betrachte das Hilfs-LP in Standard-
form

(11.1.2) min{e's: Ax+s=b, >0, s> 0}.

Dann gilt:

Die zuléssige Menge P’ von (I1.1.2) ist nicht leer. Das Pro-
blem (II.1.2) besitzt ein Optimum. Der Optimalwert von
(I1.1.2) ist nicht negativ. Der Optimalwert von (I1.1.2) ist
genau dann positiv, wenn die zuléssige Menge P von (1.1.2)
leer ist.

Offensichtlich ist z = 0, s = b eine Ecke von P’. Fiir alle (x,s) € P’ gilt
wegen s > 0
e's > 0.

Also ist die Zielfunktion nach unten beschrinkt. Da P’ # () ist, besitzt
das Problem (II.1.2) eine Lésung und der Optimalwert ist nicht negativ.
Falls der Optimalwert von (I1.1.2) positiv ist, gilt fiir alle (z,s) € P’
e's >0
d.h. s # 0. Fiir mindestens ein j ist also s; > 0. Fiir die j-te Gleichung
von (I1.1.2) gilt dann
bj = e Ar +s; > el Ax.

Also kann nicht gelten Ax = b. Dies zeigt, dass die zuléssige Menge von
(I.1.2) leer ist.

Betrachte nun den Fall, dass der Optimalwert von (II.1.2) gleich 0 und
(z*,5*) € P’ eine Optimallosung ist. Wegen s* > 0 und efs* = 0 folgt
s$* =0 und damit Az* =b. Also ist z* eine zulissige Ecke von P.

II.1.6. Anlaufrechnung. Wegen §11.1.5 kann Algorithmus 11.1.3
auf das Problem (II.1.2) angewandt werden und liefert nach endlich
vielen Simplexschritten ein Optimum. Falls der Optimalwert gleich
Null ist und die zugehérige Basis Komponenten des s-Vektors enthélt,
konnen endlich viele Austauschschritte geméafl §11.1.1 so durchgefiihrt
werden, dass man eine Basis bestehend aus Komponenten des x-Vektors
erhélt. Dies fithrt auf folgenden Algorithmus.

ALGORITHMUS II.1.4 (Simplex-Anlaufrechnung).

(0) Gegeben sei das LP (1.1.2) (S. 12) in Standardform.
(1) Falls b =0 ust, setze J = {1,...,m} und beende das Verfah-
ren. Andernfalls multipliziere ggf. Gleichungen mit —1, um ein

dquivalentes Problem mit b > 0 und b # 0 zu erhalten. Stelle
das Hilfsproblem (11.1.2) auf.
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(2) Ausgehend von J' = {n+1,...,n+ m} fihre fortlaufend le-
xikographische Simplexschritte gemdfi Algorithmus 11.1.3 fiir
das Problem (11.1.2) aus, bis ein Optimum erreicht ist. Die
entsprechende Basis sei J', der Optimalwert sei .

(3) Falls v > 0 ist, besitzt das LP (1.1.2) keine Lisung. Beende
das Verfahren mit einer entsprechenden Fehlermeldung.

(4) Falls J' Indizes grofler als n enthdlt, fihre endlich viele Schrit-
te von Algorithmus I1.1.1 fir das Hilfsproblem (11.1.2) aus, um
diese Indizes gegen solche kleiner oder gleich n auszutauschen.
Die resultierende Basis nenne wieder J'.

(5) Gebe J' zuriick. Dies ist eine zuldssige Startbasis fir die Algo-
rithmen I1.1.1 und I1.1.35.

I1.1.7. Simplexalgorithmus. Fassen wir die Algorithmen I1.1.1,
I1.1.3 und II.1.4 zusammen, erhalten wir folgenden Gesamtalgorithmus.

AvcorITHMUS II.1.5 (Selbststartender Simplexalgorithmus).

(0) Gegeben sei ein LP in allgemeiner Form (I1.1.1) (S. 11).

(1) Bringe das LP in die dquivalente Standardform (1.1.2) (S. 12)
und versuche dabei, eine zuldssige Basis zu finden.

(2) Falls in Schritt (1) keine zuldssige Basis gefunden wird, wen-
de Algorithmus I1.1.4 an. Falls Algorithmus I1.1.4 mit einer
Fehlermeldung abbricht, beende das Verfahren mit einer ent-
sprechenden Fehlermeldung.

(3) Ausgehend von der zulissigen Basis aus Schritt (1) oder (2)
wende die Algorithmen I1.1.1 bzw. I1.1.3 im Entartungsfall an,
bis sie mit einer Optimallésung in Schritt (2) oder einer Feh-
lermeldung in Schritt (3) abbrechen. Im positiven Fall gebe die
Optimalldsung aus, 1m negativen Fall gebe eine entsprechende
Fehlermeldung.

I1.1.8. Aufwand des Simplexalgorithmus. Da eine nicht lee-
re zuldssige Menge endlich viele Ecken hat, folgt aus den bisherigen
Ergebnissen:

Der Simplexalgorithmus liefert nach endlich vielen Schritten
entweder eine Optimallosung oder die Information, dass das
LP nicht 16sbar ist.

Die zulédssige Menge hat hochstens (:L) Ecken. Daher benotigt der
Simplexalgorithmus héchstens O(()) Schritte. Jeder dieser Schritte

erfordert gemaf §I1.1.1 O((m + 1)(;7%— 1 —m)) Operationen. Die Aus-
driicke (") und (m+1)(n+1—m) sind jeweils fiir m = % maximal und
liefern die Werte 22 bzw. (%)% Damit ergibt sich folgende Aufwands-
abschétzung:
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Der Aufwand fiir den Simplexalgorithmus fiir ein LP in
Standardform mit n Variablen und m Gleichungen betragt
héchstens O((™) (m~+1)(n+1—m)) Operationen. Fiir festes

n sind dies hochstens O(22 (%£)?) Operationen.

Die Abschitzung (:l) fiir die Zahl der Ecken ist scharf. Um dies
einzusehen, betrachte man den k-dimensionalen Einheitswiirfel {z €
RF:0<2<1,1<i< k}. Er hat 2% Ecken. Durch Einfiithren von
Schlupfvariablen erhalten wir das dquivalente LP in Standardform mit
m =k, n=_2k.

Die Abschétzung iiber die Zahl der erforderlichen Schritte ist ex-
trem pessimistisch. In der Praxis beobachtet man eine lineare Laufzeit
des Simplexalgorithmus, d.h. man benétigt O(n) Schritte entsprechend
O(n?®) Operationen. Von Klee und Minty wurden aber Beispiele kon-
struiert, in denen der Simplexalgorithmus tatséchlich eine exponentielle
Laufzeit benotigt.

I1.2. Dualitit

Wir erinnern an unsere allgemeine Voraussetzung aus §1.3.1 (S. 21)
und betrachten ein LP in Standardform (I.1.2) (S. 12). O.E. setzen wir
voraus, dass b > 0 ist, sonst multiplizieren wir entsprechende Gleichun-
gen mit —1.

Es ist relativ leicht, obere Schranken fiir den Optimalwert von
(I.1.2) zu erhalten: Jeder zuldssige Punkt x € P liefert mit c'x eine
solche obere Schranke. Wir mdéchten aber gerne auch eine moglichst
gute untere Schranke fiir den Optimalwert von (I.1.2) haben.

I1.2.1. Untere Schranken fiir den Optimalwert. Ist d € R"”

irgendein Vektor mit d < ¢ und = € P gilt wegen = > 0 natiirlich

d'z < dzx.
Aber wie erhédlt man gute Kandidaten fiir d? Sei dazu J eine zuléssi-
ge Basis fur (1.1.2), z = z(J) die zugehorige Basislosung und K das
zugehorige Komplement. Dann ist

rg =0 und z;= A}lb.
Damit folgt
e =cir;=cGAT b =0 ATc; > by

fiir jeden Vektor y € R™ mit

y < Ajtcy.

Man beachte, dass wir an dieser Stelle die Voraussetzung b > 0 ausge-
nutzt haben.
Falls die Elemente von A; nicht negativ sind, folgt aus

Yy S A;tCJ
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sofort

ALy < ey.

Wir betrachten daher Vektoren d € R™ von der Form

d= Ay mit Aly<ec.

Falls es solche Vektoren iiberhaupt gibt, gilt fiir alle diese Vektoren

dr > d'z =y Ar = y'b = bly,

d.h. by liefert eine untere Schranke fiir den Optimalwert von (I1.1.2).

I1.2.2. Duales LP. Obige Uberlegungen fithren auf folgende De-

finition:

Das LP
(I1.2.1) max{b'y : A'y < c}

heifit das duale Programm zu dem LP (1.1.2) (S. 12) in
Standardform.

11.2.3. Optimalwert von LP und dualem LP. Es gilt der fol-

gende Zusammenhang zwischen einem LP und dem zugehorigen dualen

LP:

Wenn mindestens eines der LP (1.1.2) (S. 12) und (II.2.1)
eine zuldssige Losung besitzt, gilt

min{c'z : Ar =b, x > 0} = max{b'y : A'y < c}.

Wir verwenden die Konvention max ) = —oo und min () = oo, bezeichnen
mit P bzw. D die zuléssige Menge von (1.1.2) bzw. (I1.2.1) und setzen

Pt =inf{c'z : € P}, Dy =sup{b'y:y € D}.
Ist x € P und y € D, folgt
x> (A'y) 'z = y' Az = y'b = by
Also ist
Dsup S Rnf~

Insbesondere folgt

D=0 falls Py = —o0,

P=0 falls Dsyp = o0.

Sei Pp¢ endlich. Dann folgt aus §II.1, dass das LP (I.1.2) (S. 12) ei-
ne Optimallosung x* besitzt und dass der Simplexalgorithmus eine zu-
gehorige Basis J mit Komplement K liefert. Fiir das zugehorige Tableau

(i(zog)) gilt J=J @ {n+1} und

ct18
A 0 b\ _ [(A; O\ /A 0 b
¢ 1 g8) \cb 1 ¢ 10
A; 0\ ' _[(A7' 0
1 T\-7 1

sowie
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(11.2.2)

(11.2.3)

II. LINEARE OPTIMIERUNG

mit
m=chA7"
Wegen §I1.1.2 (S. 32) ist
cx > 0.
Weiter ist
e =—-nA+cs=0.

Definiere den Vektor y* durch

y =
Dann folgt

Al = An' = (mAg)' = (rAk)' — ex + cx = —Cx +cx < cx
und

ALy = ALt = (mAg) = ey
Also ist Ay™ < ¢, d.h. y* € D. Weiter gilt
by* =b'nt =xb= —[-mb+1-0]=-8= cz* = Py,

Also ist in diesem Fall Dgyp = Pins und y* ist eine Optimallésung von
(I1.2.1).

Sei nun Dsgyp endlich. Wir schreiben das LP (I1.2.1) um in ein dquiva-
lentes LP (I1.2.2) in Standardform und wenden auf das neue LP (I1.2.2)
das soeben Gezeigte an.

Da jeder Vektor y in der Form y = u—wv mit v > 0 und v > 0 geschrieben
werden kann und da

max b’y = —min(—b)'y
ist, ist gemiB §1.1.5 (S. 13) das LP (IL.2.1) dquivalent zu
—min{—b'(u—v): A'(u—v)+s=c,u>0,v>0, s>0}
Bis auf das Vorzeichen ist dieses LP von der Form
min{b'z : AZ =¢, ¥ > 0}

mit

[es)
»

Das zugehorige duale Problem ist
max{c'y : A'J < b}
mit y € R"™. Die Nebenbedingungen lauten
Ay < —b und —Ay<b
also
Ay = —b.

Also ist (I1.2.3) unser urspriingliches Problem (I.1.2). Daher beweist das
bisher Gezeigte Dsup = Pint-

Man beachte, dass wir soeben implizit gezeigt haben, dass das duale LP
zum Problem (II.2.1) das urspriingliche LP (1.1.2) (S. 12) ist.



I1.2. DUALITAT 43

I1.2.4. Dualer Simplexalgorithmus. Im vorigen Abschnitt ha-
ben wir gesehen, dass man fiir eine beliebige Basis J des LP (1.1.2) den
Vektor

y(J) = Aj'es
definieren kann. Dieser ist fiir das duale Problem (I1.2.1) genau dann
zuléssig, wenn gilt
CK = Cxg — A'ny(J) Z 0.
In diesem Fall ist der Wert der dualen Zielfunktion
bly(J) =bA 'c; = bey= z(J)se; = ctx(J).

Falls x(J) fur (1.1.2) zuldssig ist, hat man Losungen fiir (I1.2.1) und
(I.1.2) gefunden. Andernfalls kann man versuchen, den Wert der dualen
Zielfunktion unter Beibehaltung der Zuldssigkeit fiir (I1.2.1) so lange
zu vergrofern, bis man ein fiir (I.1.2) zuléssiges x(J) gefunden hat.
Diese Idee fiihrt auf folgende Definition und folgenden Algorithmus:

Eine Basis J fiir das LP (I.1.2) (S. 12) mit Komplement K
heifit dual zuldssig, wenn ¢ > 0 ist.

ALGORITHMUS II.2.1 (Dualer Simplexschritt).
(0) Gegeben sei eine dual zuldssige Basis J fir das LP (1.1.2)

(S. 12) in Standardform mit dem Tableau (j, (?t 0 g))

(1) Falls b > 0 ist, ist J fir (1.1.2) zuldssig und damit optimal;
beende das Verfahren. Andernfalls gehe zu (2).

(2) Wihle ein r € {1,...,m} mit b, < 0 und bezeichne mit @,k
die r-te Zeile von Ay . Falls arx > 0 ist, besitzt das LP (1.1.2)
keine zuldssige Losung; beende das Verfahren mit einer ent-
sprechenden Fehlermeldung. Andernfalls gehe zu (3).

(3) Bestimme ein s € K so, dass @, < 0 ist und ;:S mazimal ist
unter allen s’ € K mita, ¢ < 0. Setze J' = (J\{i,}) & {s} und
berechne das Tableau zu J' @ {n + 1} gemaf §11.1.1 (S. 29).

Algorithmus I1.2.1 sucht eine Losung des dualen Problems (I1.2.1),
arbeitet aber mit den Daten des primalen Problems (I.1.2). Man kann
zeigen [3, Satz 1.5.7], dass jede neue Basis J', die Algorithmus I1.2.1
liefert, wieder dual zuléssig ist und dass gilt

dx(J) > ().

Der duale Simplexalgorithmus ist besonders dann von Vorteil, wenn
eine dual zuléssige Basis leicht erkennbar ist, wihrend eine zuléssige
Basis fiir das primale Problem nicht offensichtlich ist.

BEISPIEL I1.2.2. Wir betrachten das Problem

Ty + To — min



44 II. LINEARE OPTIMIERUNG

unter
—2x1 — 19 < =3,
—x1 — 229 < =3,
x> 0.

Wir fithren Schlupfvariablen x3 und x4 ein. Dann lauten die Daten des

LP
-3 2 -1 10
““lo] b“<—3>’ A"(—1 ~2 0 1)'

Als erste Basis wéhlen wir J = {3,4}. Das zugehorige Tableau ergibt
sich zu

OO ==

-2 -1 1 0(0|—-3
-1 -2 0 1/0]|-3.
1 100[1] 0
Es ist primal nicht zulédssig. Allerdings ist es dual zuldssig. Fiir den
dualen Simplexschritt von Algorithmus I1.2.1 wéahlen wir » = 1, d.h.
11 = 3 soll die Basis verlassen. Dies fithrt wegen

1 1
I}
auf s = 1 und das mit * gekennzeichnete Element des Tableaus. Die
neue Basis ist {1,4} und das zugehorige Tableau ergibt sich zu

3

UL bofo g

3% 1 3
0 =3 —3 1|0)—3

1 1 3

0 5 30 1.‘5

Diese Basis ist nach wie vor primal nicht zuldssig. Der néchste duale
Simplexschritt gemafl Algorithmus I1.2.1 fithrt zu r = 2 und s = 2 und
das mit * markierte Element im Tableau. Die neue Basis ist {1, 2}, das
zugehorige Tableau lautet

10 -2 3]0 1

01 5 —2/0| 1

00 5 3 1.—2

Dieses Tableau ist primal zuléssig. Die zugehorige Basislosung

1
« |1
= o
0

liefert das Optimum fiir das LP, der Wert der Zielfunktion ist 2.
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I1.3. Sensitivitidtsanalyse

In diesem Abschnitt zeigen wir an Hand einiger Beispiele wie man
aus dem Tableau zu einer Optimallésung eines LP ablesen kann, wie
sich die Optimallésung und der Optimalwert &ndern, wenn sich die
Daten des LP &ndern.

I1.3.1. Das Ausgangsproblem. Wir greifen Beispiel 2 (S. 6) auf.
Wie wir in Beispiel 11.1.2 (S. 34) gesehen haben, fithrt die Transforma-
tion auf Standardform auf die Ausgangsbasis J = {3,4,5} und das
Tableau

6 15 1 0 0]0]4500
4 50 1 0]0]|2000
20 10 0 0 108000
16 32 00 01| 0

Aus der graphischen Losung von Beispiel 2 wissen wir, dass J = {1, 2,
5} die optimale Basis sein sollte. Wir wollen dies verifizieren, indem
wir das zugehorige Tableau bestimmen. Mit etwas Rechnung erhalten
wir

6 15 0 0
Ay N [ 4 5 o000
(cg 1) “ 20 10 10
~16 —32 0 1

-5 15 0 0
14 -6 0 0
30 | 60 —240 30 0

48 48 0 30

Damit ergibt sich das zugehorige Tableau zu

10 -1 1olo| 250
2 1

01 2 -1 olo| 200

00 2 -8 1|0| 1000 "
8 8

00 & & 0|1]10400

Wegen ¢x > 0 haben wir ein Optimum gefunden und lesen die
Optimallosung ab: 250 Paar Damenschuhe, 200 Paar Herrenschuhe,
10400 € Gewinn.

I1.3.2. Einfithren einer zusitzlichen Variablen. Der Fabri-
kant iiberlegt, ob er zusétzlich Damenstiefel produzieren soll. Ein Paar
benotigt 24 dm? Leder, 16 Stunden Maschinenzeit und 100 Stunden
menschliche Arbeitszeit und bringt einen Gewinn von 60 € .
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Wir miissen eine neue Variable zg fiir die Damenstiefel einfithren und
eine zusétzliche Spalte

24
| 16
== | 100
—60
in die Matrix (2 9}) aufnehmen. Wegen
X *
AJ 0 B . *
1 =
Ce
mit
1 8
Ce = %(48-24+48~16—30-60) 25-40—6024>0

ist die Basis J = {1,2,5} nach wie vor optimal. Es lohnt daher nicht,
die Produktion umzustellen und die Damenstiefel in das Programm
aufzunehmen.

Der Fabrikant fragt sich nun, wie gro3 der Gewinn pro Paar Damen-
stiefel sein muss, damit sich eine Umstellung lohnt.

Bezeichnen wir mit g diesen Gewinn, miissen wir die Spalte

24
| 16
%2 = | 100
—g

in die Matrix ( ;‘} (f 8) aufnehmen. Dies fithrt auf

A; 0\ 8
06263<C§ 1) 2925(24+16)—g:64—g.

Damit sich die Umstellung lohnt, muss ¢s < 0 also g > 64 € sein.

Der Fabrikant handelt jetzt einen Gewinn von 66 € pro Paar Damen-
stiefel aus. Wie lautet die optimale Produktion jetzt?

Wir erhalten

X -5 15 0 0 24 4
Ay 0N 114 -6 0 0 6] [0
;1 673060 —240 30 0O 100 ] |20

48 48 0 30 —66 -2
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und damit das Tableau

10— 3 0 4]0] 250
01 & —£ 0 0[]0 200
00 2 -8 1 20{0/| 1000 "

00 § £ 0 —2|1|10400

Wegen

250 1000
1 62.5 > 50 50

ist im Simplexschritt s = 6 und r = 3, d.h. die Schlupfvariable x5 wird
gegen die Variable z¢ fiir die Damenstiefel ausgetauscht. Die Matrix F’
aus §11.1.1 (S. 29) lautet daher

10 —£ 0
01 0 0
F:()oio
20
00 L 1

1 0 «x = % 010 50
01 = x x 010 200
00 « x *x 110 50 -

00 2 % L 0]1]10500

Diese Tableau ist optimal und wir lesen die Losung ab: 50 Paar Da-
menschuhe, 200 Paar Herrenschuhe, 50 Paar Damenstiefel und 10500 €
Gewinn.

I1.3.3. Anderung der Nebenbedingungen. Durch Rationali-
sierungsmafinahmen will der Fabrikant die monatliche Arbeitszeit auf
6000 Stunden reduzieren und die Maschinenlaufzeit auf 2500 Stunden
erhohen. Ist dies machbar?

Die letzte Spalte von (ﬁ 9 8) andert sich zu
4500
2500
6000

0
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Damit lautet die neue letzte Spalte des Tableaus

-5 15 0 0 4500 1500

1 4 -6 0 O 2500 | 100
30 | 60 —240 30 0 6000 | | —5000
48 48 0 30 0 11200

Da die dritte Komponente negativ wird, ist die Basis J = {1,2,5} nicht
mehr zuldssig und das Anliegen scheitert.

Der Fabrikant {iberlegt nun, dass er die Maschinenlaufzeit um m Stun-
den erhchen und dadurch die menschliche Arbeitszeit um 2m Stunden
verringern will. Er fragt sich, ob dies moglich ist und wie grof3 er ggf.
m wéhlen kann und welchen Gewinn die Mafinahme ggf. bringt.

Die neue letzte Spalte von (ﬁ 0 8) lautet

4500
2000 +m
8000 — 2m
0

und ergibt als letzte Spalte des Tableaus

-5 15 0 0 4500 250 + 2
114 -6 0 0]]2000+m | _| 200-2%
30 | 60 —240 30 0 | | 8000 —2m 1000 — 10m

48 48 0 30 0 10400 + $m

Falls die Mafinahme durchfiihrbar ist, bringt sie also auf jeden Fall einen
Gewinn. Sie ist durchfithrbar, wenn die ersten drei Komponenten der
letzten Tableauspalte alle nicht negativ sind. Dies gibt die Bedingungen

200—%20 — m < 1000
1000 — 10m >0 = m < 100,

Also ist m = 100 maximal moglich. Diese Wahl liefert 300 Paar Da-
menschuhe, 180 Paar Herrenschuhe und 10560 € Gewinn.

I1.3.4. Anderung des Gewinns. Der Hauptabnehmer des Fa-
brikanten mochte den Preis fiir Damenschuhe reduzieren, so dass der
Gewinn pro Paar nur noch 14 € betréagt. Als Ausgleich schlégt er vor,
fiir ein Paar Herrenschuhe 2 € mehr zu zahlen. Soll sich der Fabrikant
auf diesen Vorschlag einlassen?

Die neuen Gewinne fithren auf den neuen Vektor

—14
~ —34
c= ,

0
0
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-1
und wir miissen (‘%‘]’ (1)) berechnen. Aus §1.3.8 (S. 28) wissen wir,

dass gilt
Ay 0NN (450 0
& 1) -7 1
mit
1
T=c,A; = (14 =34 0) — = (=& —1 ),
—240 30 30
Also ist

5 15 0 0
A; 0" 1|14 -6 0 0
@ 1) T30]60 —240 30 0

66 6 0 30

Damit ergibt sich das neue Tableau zu
1 0 % % 0]0 250
01 % % 0|0 200
0 0 % %= 1/0| 1000 -

00 & % 0/1]10300

Der Handel wire also fiir den Fabrikanten nachteilig.

11.3.5. Sherman-Morrison-Woodbury-Formel. Das folgende
Ergebnis ist fiir das néchste Beispiel hilfreich.

Seien A € R™" invertierbar, u,v € R” und v!A~lu # —1.
Dann ist A + wv! invertierbar und

(A4+ur') ™t =A"— !

— A l'wtATh
1+ vtA-1y u

Wegen v' A~ u # —1 ist die Matrix

1

A luntA!
1+vtA-1y w

B=A"1'—

wohl definiert. Ausmultiplizieren liefert

t —1 ot 1 —1
BA+w')=T+A"uw fmA uv
A Mt A7 ot
———

=(vtA-1u)A~1u

1
T 1t vtA 1y
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und

1
1+vtA-1y

1 t4—1 t -1
—— wA T uw" A
1 tA-1
o “ =(vt A= lu)uvt

(A+ uvt)B =71 — wl A7 +untAT!

=1

I1.3.6. Anderung der Matrix. Krankheitsbedingt kommt es zu
Engpéssen in der Produktion, die begrenzt durch héhere Maschinen-
laufzeiten ausgeglichen werden kénnen. Dies &uflert sich in einer Sto-
rung der Matrix A der Form

6 15
A.=| 442 5+ 5¢
20 —4e 10— 10e

mit kleinem positiven €. Wie grofl darf die Stérung sein, ohne das Op-
timum zu beeinflussen, und wie wirkt sich die Stérung auf den Gewinn
aus?

Wir miissen ¢ maximal so bestimmen, dass die Basis J = {1,2,5}
optimal bleibt. Wir miissen daher die gestérte Matrix

6 15 00
B _ 44 2¢ 545 0 0
¢ 120—-4¢ 10—10e 1 0
—16 —-32 0 1
invertieren. Mit
6 15 0 0
4 5 00
B=1492 10 10
—-16 =32 0 1
ist B. von der Form
B. = B + cut’
mit
0 2
_ 1 N )
u=1_o v=1y
0 0
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Es ist
5 15 0 0 0
1 4 -6 0 0 1
tp—1, _ +
v'B “_30(2 50 0) 60 —240 30 0 —9
48 48 0 30 0
15
1 —6
:%(2500) )
*
— 0.

Daher kénnen wir die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel anwenden
und erhalten

B:'=B"1'—eB'w'B™!

15
1 -6 1
=Bl —c— 10 0 0 0)—.
¢39 | =300 | ) 35

48

Die letzte Spalte (g) des Tableaus ergibt sich damit zu

4500 9250 15
o f2000] 200 | e | -6
B 1 s000 | = | 1000 900 | =300 | #9000
0 10400 48
250 750
| 200 | —300
=~ | 1000 <1 =15000
10400 2400
9250 — 750
200 + 300¢

1000 + 15000e
10400 — 2400e

Also ist J = {1,2,5} nach wie vor zuldssig, wenn gilt

1
250 —750e > 0 <— agg.

Fiir die Optimalitdt miissen wir den Vektor ¢ iiberpriifen, d.h. das
dritte und vierte Element in der letzten Tableauzeile. Da die dritte
und vierte Spalte von (ﬁ 0 8) der erste bzw. zweite Einheitsvektor ist,
interessieren uns also die ersten beiden Elemente in der letzten Zeile
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von B!, Aus obiger Darstellung von B! erhalten wir

* * ok ok

5! * * ok ok

€ * * kX
8 _ 48 8

5 €90 5 * ¥

8
——e—2>0 <= e < 3.

Fir 0 < ¢ < % bleibt also die Basis optimal. Die Produktion von
Damenschuhen wird reduziert, die von Herrenschuhen wird gesteigert,
der Gewinn geht zuriick.

I1.4. Innere-Punkt-Methoden

Wie wir in §I1.1.8 (S. 39) gesehen haben, benétigt der Simplexalgo-
rithmus im ungiinstigsten Fall einen exponentiellen Aufwand. In diesem
Abschnitt beschreiben wir Methoden, die einen algebraischen Aufwand
benotigen. Sie erzeugen eine Folge von Nédherungen, die im Innern der
zuldssigen Menge liegen. Nach O(y/n|lne|) Schritten liefern sie eine
Néherung, die in einer e-Umgebung des Optimums liegt. Bei geeigne-
ter Wahl von ¢ liegt in dieser Umgebung nur eine Ecke des Simplexes.
Man projiziert daher die gefundene Naherung auf den Rand des Sim-
plexes und erhélt dann mit wenigen zusétzlichen Simplexschritten das
Optimum. Die Grundidee des neuen Verfahrens ist, das Optimierungs-
problem in ein einfaches dquivalentes nichtlineares Gleichungssystem
umzuformen und hierauf das Newton-Verfahren anzuwenden.

11.4.1. Formulierung des LP und des dualen LP als nicht-
lineares Gleichungssystem. Im Folgenden bezeichnen wir fiir Vek-
toren z,s € R™ mit X, S5 € R"™" die Diagonalmatrizen, deren Diago-
nalelemente die Komponenten der Vektoren x, s sind. Weiter ist stets
e=(1,...,1) e R™

Wir betrachten das LP (1.1.2) (S. 12) in Standardform

(I1.4.1) min{c'z : Ar =b, x > 0}.

Geméf §11.2.2 (S. 41) lautet das zughorige duale Programm (I1.2.1)
(S. 41)

max{b'y : Ay < c}.
Fiir dieses LP fithren wir Schlupfvariable s € R™ ein und erhalten die
dquivalente Form

(I1.4.2) max{b'y : Aly+s=c, s> 0}

GeméaB §11.2.3 (S. 41) sind z*, y* Optima von (I1.4.1) bzw. (11.4.2)
genau dann, wenn gilt

dr*=vy* == dz*-by"=0.
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Fiir die zugehorigen Schlupfvariablen s* bedeutet dies
25t = (e — Aly*) = g¥te — 2 Aly* = o — byt = 0.
Wegen z* > 0 und s* > 0 ist dies dquivalent zu
x:s; =0
fiir alle 7 oder dquivalent
X*s" = S"2" =0.

Dies beweist:

Definiere die Funktion
Uy : R} x R™ x R} — R" x R™ x R"
durch
Ar —b
Uo(z,y,8)= | Aly+s—c¢
Xs
Dann lésen z* und (y*, s*) die LPs (I1.4.1) und (I1.4.2) ge-
nau dann, wenn gilt

Uo(z*,y*, s*) = 0.

I1.4.2. Das Newton-Verfahren. Das Newton-Verfahren fiir das
System Wy(z,y,s) = 0 lautet:

Zu gegebenen Startwerten xg, 4o, So l0se fiir k = 0,1, ... das
lineare Gleichungssystem

Uy,

DVo(zk, vk, sk) | ve | = —Volxk, Yk, Sk)
Wi

und setze Tgy1 = Tk + Uks Ykt1 = Yk + Vks Sk+1 = Sk + Wy

11.4.3. Durchfiihrbarkeit des Newton-Verfahrens. Fiir die
Durchfiihrbarkeit des Newton-Verfahren des vorigen Abschnittes miis-
sen wir sicherstellen, dass DV invertierbar ist.

Es ist
A 0 O
DVy(z,y,s)=|0 A" T
S 0 X

Wir nehmen an, dass A maximalen Rang m hat und dass die Vektoren
2 und s strikt positiv sind. Zum Nachweis der Invertierbarkeit von DV,
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miissen wir zeigen, dass das homogene LGS

u
DVy(z,y,s) | v | =0
w

nur die Losung u = 0, v = 0, w = 0 besitzt.
Aus den Gleichungen ergibt sich

Au=0, Av+w=0 Su+Xw=0.
Wegen s > 0 ist S invertierbar, und wir erhalten
u=—S"Xuw.
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt
u'w = —u'A'v = —(Au)'v =0
und somit
0=w'XS w.

Wegen = > 0 ist auch X regular und daher w = 0 und somit v = 0.
AuBerdem folgt A'v = 0. Da A maximalen Rang hat, folgt v = 0. Dies
beweist die Invertierbarkeit von DW,.

I1.4.4. Regularisierung. Wegen des vorigen Abschnittes machen
wir im Folgenden die Voraussetzung

P={z:Ar=b, >0
(11.4.3) P={r:Ax , x>0} #0,

YOD:{(y,s):Aty—l—S:c,s>0}7é®.

Wir werden spéter zeigen, wie wir diese Bedingung umgehen konnen.
Wegen des vorigen Abschnittes konnen wir das Newton-Verfahren

auf der Menge P x D auf ¥, anwenden. Falls es konvergiert, liefert es
eine Nullstelle (z*, y*, s*) von ¥,. Wegen

X*s*=5*2"=0

muss diese aber auf dem Rand von P x D liegen. Dies fiihrt zu Kon-
vergenzproblemen beim Newton-Verfahren. Um diese zu umgehen, ,,re-
gularisieren” wir ¥,. Dazu definieren wir fiir © > 0 die Funktion ¥,
durch

Ax —b
U, (z,y,s) = Aly+s—c
Xs — ue
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11.4.5. Innere-Punkt-Verfahren. Die Idee des Verfahrens be-
steht darin, das Newton-Verfahren auf ¥, anzuwenden und in seinem
Verlauf den Parameter p so anzupassen, dass er gegen Null strebt.

AvLGORITHMUS II.4.1 (Innere-Punkt-Verfahren).

(0) Gegeben: eine Toleranz e > 0 und Vektoren xo, yo, So und eine
Zahl pg mat

o > 0, S()>0, ,U()>0,

1 1
Azy = b, Atyo +s0=c¢, —|Xoso— poell2 < 3.
o 2

Setze k = 0.
(1) Berechne

T = XkSk — LK€,

Dy = \/XkSk_l = diag <\/:Uk713,;&, ceey \/xkyns,zil) ,
ar. = DX '

Lose das LGS

(I1.4.4) (AD; A"z, = ADyqy,

berechne

Ay =z, Axp = —Dpqp + D,%Atzk, Asp = —Alz,

und setze

Thi1r = Tp + ATk, Ypr1 = Yo + AUk, Skg1 = Sk + Asp.
(2) Setze

1
—(1-——)
ME41 ( 6\/5) 273

Falls pyy1 < = ist, beende das Verfahren. Andernfalls ersetze
k durch k + 1 und gehe zu Schritt (1) zurick.

Schritt (1) von Algorithmus I11.4.1 ist der Newton-Schritt

Al‘k 0
DV, (xk, yr, si) | Dy | = =Wy, (T, yp,56) = | 0
Ask —Tg
Die Matrix AD?A" ist wegen der Voraussetzung rang A = m sym-

metrisch positiv definit. Daher wird das LGS (I1.4.4) am besten mit
dem Cholesky-Verfahren gelost. Der Aufwand zur Berechnung von z;
ist daher O(n?). Die Berechnung der restlichen Griflen erfordert nur
Matrix-Vektor-Multiplikationen und damit O(n?) Operationen.
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I1.4.6. Eigenschaften der Innere-Punkt-Methode. Folgende
Eigenschaften von Algorithmus I1.4.1 kann man beweisen [3, Lemmata
1.7.3-1.7.6, Satz 1.7.9]:

Algorithmus I1.4.1 ist durchfithrbar und liefert nach héchs-
tens 64/nIn(™£2) Iterationen zuldssige Naherungslésungen
x fiir das LP (I1.4.1) und vy, s fiir das duale Problem (I11.4.2)
mit

x>0, s>0, cz—>by<2e.

11.4.7. Selbst-duale LPs. Zum Abschluss wollen wir zeigen, wie
man die Annahme (I1.4.3) verifiziert bzw. vermeidet und wie man Start-
vektoren g, o, So fiir Algorithmus I1.4.1 findet. Dazu betrachten wir
eine schief-symmetrische Matriz C, d.h. eine Matrix mit C* = —C,
einen Vektor ¢ > 0 und das LP

min{a'z : Cx > —a, z > 0}.

Wegen a > 0 ist offensichtlich x = 0 zuléssig und zugleich optimal.
Obiges LP nennt man selbst-dual, da es bis auf das Vorzeichen mit
seinem zugehdrigen dualen LP {ibereinstimmt.

Durch Einfithren von Schlupfvariablen s erhalten wir die Standardform
min{a’z +0's:Cz —s=—a, >0, s > 0}.

Das zugehorige duale LP lautet wegen C* = —C

max{—aty: (9j)y§ (8)}
=max{—a'y: C'y < a, —y <0}
=max{—a'y: —Cy < a, y > 0}
=max{—a'y: Cy > —a, y >0}
= —min{a'y : Cy > —a, y > 0}.

Bis auf das Vorzeichen der Zielfunktion ist also das duale Programm
identisch mit dem primalen.

Wie wir gesehen haben, ist z* = 0 eine Optimallésung. Die zu-
gehorige Schlupfvariable ist s* = a. Offensichtlich gilt * + s* = a > 0.
Man kann nun folgende Verschérfung beweisen [2, Satz 4.8.2]:

Es sei C' schief-symmetrisch und a > 0. Dann gibt es Vek-
toren x und s, die strikt komplementdr sind, d.h. die die
Bedingungen

Cr—s=—-a, >0, s>0, z+s5>0, 2's=0

erfiillen.
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11.4.8. Konstruktion eines selbst-dualen LP. Wir wollen nun
einem LP

(I1.4.5) min{c'z: Az > b, = > 0}
und seinem zugehorigen dualen LP
(I1.4.6) max{b'y : Aly < ¢, y >0}

ein selbst-duales LP zuordnen, dessen Optimallosungen geméss §11.4.7
eine Auskunft {iber die Optimallosungen von (I1.4.5) und (I1.4.6) lie-
fern. Dazu beachte man, dass unser urspriingliches LP (II.4.1) die Form

(IL4.5) hat mit
i-(%) =(4)

Wir betrachten beliebige positive Vektoren xg, ug € R™ und yq, s € R™
und setzen

Bzg—ﬁxo—l—so, E:c—gtyo—UO,
a=cag—blyo+1, B=a+Dby,—cao+ 1.
Mit diesen Definitionen betrachten wir das folgende LP
min{ﬁ& - Az + b0 —br > 0,
—Z@—E@erzo,
(I1.4.7) —by+7cr—ar>—p,
by — ctz 4+ af > 0,
y>0,2>0,60>0, 7'20}.

Wie man leicht nachpriift, ist (I1.4.7) selbst-dual. Gemaf §I1.4.7 besitzt
(I1.4.7) eine strikt komplementédre Optimallosung x*, y*, 6*, 7*. Da
£ > 0 und der Optimalwert 0 ist, muss #* = 0 gelten. Daher folgt aus
der strikten Komplementaritét
v+ Azt —br* > 0,
x* — gty* +ecrt >0,
(I1.4.8) »
by +cx* —art +5>0,
by — dat >0

und somit:

Ist 7* > 0, sind x = Ti*m*, Yy = Ti*y* strikt zuléssige Opti-
mallosungen fur (11.4.5) bzw. (I1.4.6).

Ist 7 = 0, ist mindestens eines der Probleme (I1.4.5) oder
(I1.4.6) unzuléssig.
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Fall 7 > 0: Betrachte

1 * 1 *
rT= T, Y=Y
T T
Wegen 0 = 0 folgt aus den ersten beiden Nebenbedingungen von

(I1.4.7), dass « und y fiir (I1.4.5) bzw. (I11.4.6) strikt zuléssig sind. Die
Optimalitét folgt aus der letzten Nebenbedingung von (11.4.7). Die strik-
te Komplementaritét folgt aus (11.4.8).

Fall 7° = 0: Jetzt ist

A" >0, Ay <o,
und wegen der letzten Ungleichung von (I1.4.8)
byt —ctz* > 0.
Dies bedeutet aber, dass (I1.4.5) unzuléssig ist, falls gty* > 0 ist, oder
dass (I1.4.6) unzuliissig ist, falls c‘z* > 0 ist.

Aus einer strikt komplementéren Losung von (11.4.7) kann man also
entweder Optimallosungen von (I1.4.5) und (I1.4.6) konstruieren oder
die Information gewinnen, dass mindestens eines der LP (I1.4.5) oder
(I1.4.6) nicht zuléssig ist. Da wir aber mit g, yo und 6y = 79 = 1 strikt
zuldssige Vektoren fiir (I1.4.7) kennen, kénnen wir Algorithmus I1.4.1
mit diesen Startwerten auf (I1.4.7) anwenden.



KAPITEL IIT

Diskrete Optimierung

II1.1. Ganzzahlige Optimierung

Wir greifen Beispiel 3 (S. 7) auf und suchen jetzt ganzzahlige Losun-
gen linearer Optimierungsprobleme mit ganzzahligen Daten A, b und
c. Die beiden Losungsansétze dieses Abschnittes fithren diese Proble-
matik auf eine Folge linearer Optimierungsprobleme ohne Ganzzahlig-
keitsbedingung zuriick. Bei dem Branch and Bound Algorithmus von
Dakin aus §II1.1.3 wird der Zuléssigkeitsbereich immer weiter unter-
teilt, so dass man schlieflich nur noch ganzzahlige Losungen erhélt.
Bei dem Schnittebenen-Verfahren aus §I11.1.5 dagegen werden sukzes-
sive weitere Nebebedingungen eingefiihrt, so dass schliellich wieder nur
ganzzahlige Losungen moglich sind.

II1.1.1. Problemstellung. Wir betrachten folgende Problemstel-
lung:

Gegeben seien ein Vektor ¢ € Z", eine Matrix A € Z™*",
Vektoren b,b € [Z U {—00,00}]™ und Vektoren ¢,u € [Z U
{—00,00}|". Dann nennt man die Aufgabe

(IIL.1.1)  min{cz:0<Ar<b,(<zx<u, z€Z"}

ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem kurz GLP.
Die Menge

Pr={2cZ":b<Ax<b,l(<z<u}
heifit der Zuldssigkeitsbereich des GLP. Ist speziell
0 00
b=bezZ™ (=[:], u=|:],
0 00

sprechen wir von einem ganzzahligen linearen Optimierungs-
problem in Standardform oder kurz GP. Es hat die Form

(TI1.1.2) min{c’z : Av=b, x>0, v € Z"}.

Durch Einfithren von Schlupfvariablen und geeigneter Zerlegung
von x kann wie in §1.1.5 (S. 13) jedes GLP in ein #quivalentes GP
iiberfithrt werden. Gleiches gilt fiir die Transformation von Maximie-
rungsproblemen.

59
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Die Voraussetzung, dass die Daten ¢, A, b, b, £, u bzw. ¢, A, b ganz-
zahlig sein sollen, ist fiir die Praxis keine Einschrankung. Denn dort
sind die Daten stets mindestens rational und koénnen durch Multipli-
kation mit dem kgV aller Nenner auf ganzzahlige Daten transformiert
werden.

Wegen der Cramerschen Regel! ist jede Losung x des LGS Az = b
mit A € Z"™*™ und b € Z™ rational.

II1.1.2. Relaxierte LP. Wir wollen die Losung ganzahliger Opti-
mierungsprobleme auf die Losung linearer Optimierungsprobleme, wie
wir sie in §§1.1 — I1.3 betrachtet haben, reduzieren. Dazu benétigen wir
einige zusétzliche Notationen.

Gegeben sei ein GP in Standardform (II1.1.2) mit Zuléssig-
keitsbereich

Pr={xecZ": Az =0b, x>0}
Dann heifit das LP in Standardform
(II.1.3) min{c'zr:z € R", Ar =b, v >0}
mit Zuléssigkeitsbereich

Pr={zeR": Az =0b, x > 0}.

das zugehorige relaxierte LP.

Betrachte ein ganzzahliges Programm (II1.1.2) und das zugehorige
relaxierte lineare Programm (II1.1.3). Dann gilt offensichtlich:

e Py C Pk.

e min{c'z: x € Pr} < min{c'z : x € Pz}.

e Lost x* Problem (I11.1.3) und ist z* € Z™, so 16st =* auch das
Problem (II1.1.2).

Die Menge M C Z" werde durch lineare Ungleichungen
beschrieben. Dann ist M C R™ die Menge, die durch die-
selben Ungleichungen ohne die Ganzzahligkeitsbedingung
beschrieben wird.

Fir x € R sei

|z] =max{z €Z:2 <z}, [z]=min{z€Z:z>zx}.

Sind Pz und Pg der Zuléssigkeitsbereich eines GP bzw. des zu-
gehorigen relaxierten LP, so ist Pgr = Py.

IDie i-te Komponente x; der Losung a des LGS Az = b ist gegeben durch

W? wobei die Matrix [A;, b] aus der Matrix A entsteht, indem die i-te Spalte

von A durch den Vektor b ersetzt wird.
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BeispieL I11.1.1. Esist |2.3] =2, [2.3] =3 und [1.8] =1, [1.8] =
2.

II1.1.3. Branch and Bound Verfahren. Der folgende Algorith-
mus 16st ein GP durch eine Folge von relaxierten LPs. Dabei wird
der Zulassigkeitsbereich Pr der relaxierten LPs durch Zerlegung im-
mer mehr verkleinert. Gleichzeitig fiithrt der Algorithmus Buch iiber
die bisher beste relaxierte Losung.

AvcoriTHMUS II1.1.2 (Branch and Bound Algorithmus von Dakin
zur Losung eines GP).

(0) Gegeben: c € Z™, A € Z™*", b € Z™,

Gesucht: Eine Losung des GP
min{c'z : x € Pz}
mat
Pr={xe€Z": Az =b, x > 0}.

(1) Setze £ = 0o und K = {Pz}.

(2) Falls K = 0 ist, beende das Verfahren mit folgender Informa-
tion:

Falls ¢ = oo: Das GP ist nicht ldsbar.
Falls ¢ < oo: Das GP ist losbar, £ ist der Optimalwert, x st
die Optimalldsung.
Andernfalls gehe zu Schritt (3).

(3) Wihle ein M € K aus (Branching).

(4) Lose das relaxierte LP zu M. Falls dieses LP keine Losung
besitzt, entferne M aus KC und gehe zu Schritt (2). Andernfalls
gehe zu Schritt (5).

(5) Sei x* die Optimallosung des relaxierten LP aus Schritt (4).
Berechne ¢* = c'z* (Bounding).

(a) Falls ¢* > ( ist, entferne M aus K und gehe zu Schritt

(b) Falls ¢* < £ und x* € Z" ist, ersetze £ durch c*, entferne
M aus K und gehe zu Schritt (2).

(c) Falls ¢* < € aber x* & Z™ ist, bestimme einen Index i mit
xf € 7. Entferne M aus K und fiige die Mengen

M- =Mn{zeZ" :z < |x]]}

(2

und
Mt=Mn{z€eZ": x> [z}
zu IC hinzu. Gehe zu Schritt (2).

BEIspIEL I11.1.3. Wir wenden Algorithmus I11.1.2 auf Beispiel 3 an.
Man beachte, dass wir hierzu die Zielfunktion mit —1 multiplizieren
miissen, um aus dem Maximierungsproblem ein Minimierungsproblem
zu machen.
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M~ M+

T

ABBILDUNG III.1.1. Aufspaltung des Zuldssigkeitsbe-
reiches in Beispiel I11.1.3 nach dem ersten Durchlauf von
Algorithmus I11.1.2

Beim Start ist £ = oo und K = {Pz}. Wir wihlen in Schritt (3) M = Pz
und kommen zu Schritt (5) mit

1000

ot = ( 5 ) ¢* = —11800.
400
3

Damit greift Schritt (5.c). Wir wihlen i = 1% und erhalten
M- ={zxePy:x, <333} M"={xePs:ax > 334}

Damit ist der erste Durchgang abgeschlossen und K = {M~, M} (vgl.
Abbildung ITI.1.1).
Wir kommen wieder zu Schritt (3) und wihlen M = M+ aus.®> M+ hat

die Ecken
334 400 334
0 /)’ 0/’ 132

mit den Funktionswerten

—-9018, —10800, —11790.

¢ =—11790, z* = (334) € Py.

Also ist

132

Damit kommen wir zu Schritt (5.b), setzen

334
¢ =—-11790, =z = (132) € Pz

’Die Wahl i = 2 wiire genauso gut moglich.
3Genauso gut hétten wir erst M = M~ auswihlen konnen.
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und entfernen M+ aus K.
Wir kommen wieder zu Schritt (3). Jetzt ist K = { M~} und wir wihlen
M = M~ aus. M~ hat die Ecken

Go) (o) () () (%)

mit den Funktionswerten
—10950, —6100, —0, —8964, —11786.4.
Also ist

. (332 L )
v (134.4> ¢ Pz, ¢ =—-11768.4 > —11790 = (.
Damit greift Schritt (5.a) und M~ wird aus K entfernt.

Da nun K = () ist, sind wir fertig und erhalten den Optimalwert —11790
an der Stelle (334, 132).

II1.1.4. Trennende Hyperebenen. Wir wollen eine Alternative
zu Algorithmus II1.1.2 angeben. Dazu brauchen wir ein technisches
Hilfsergebnis.

Betrachte ein ganzzahliges Programm (II1.1.2) und das zugehorige
relaxierte lineare Programm (II1.1.3). Fiir die Optimallésung z* des
relaxierten Problems gelte x* ¢ Pz. Bezeichne mit J die zu z* gehorige
Basismenge und mit K das entsprechende Komplement. Setze

A= A" Ay

und wiéhle ein ¢ € J mit =} € Z. Definiere

und den Vektor d € R™ durch

R fir j & K.

Dann gilt:

Fiir alle z € Pz gilt d'z < r, d.h. die Hyperebene {d'z = r}
trennt Pz und x*.

Konstruktionsgeméif ist
h=A;'b, zx =0.
Fiir alle z € Pz gilt

Ajrg+ Az = Az =10



64 III. DISKRETE OPTIMIERUNG

und somit
x5+ Arg =x5 + AEIAKZ‘K = A;lb =2x7.
Insbesondere ist fiir alle x € Pz
(111.1,4) x; + Z Zijl'j = Ir
JEK
Hieraus folgt durch Abrunden
i + Z |AijJz; < .
jEK
Da die linke Seite ganzzahlig und =] € 7Z ist, gilt so gar
i + Z Z]Jm] < I_x
JjEK

Subtrahieren wir hiervon die Gleichung (III.1.4), erhalten wir fiir alle
x € Py

Z ([Ai;] — Aij) z; < @] — 2] baw. dz<r.
jeK

Andererseits ist d'z* = 0 wegen z} = 0 fiir j € K und r < 0 wegen
x; & 7.

II1.1.5. Schnittebenen-Verfahren. Der folgende Algorithmus
16st ein GP durch eine Folge relaxierter LPs, bei denen der Zuléssig-
keitsbereich durch zusétzliche trennende Hyperebenen immer weiter
eingeschrankt wird.

ALGORITHMUS III.1.4 (Schnittebenen-Verfahren zur Losung eines
GP).
(0) Gegeben: c € Z™, A € Z"*", b € Z™,
Gesucht: Eine Losung des GP
min{c'z : x € Pz}
mat
={ze€Z": Az =0b, v >0}
(1) Setze M = Py. o
(2) Lose das relazierte LP zu M. Falls dieses LP keine Lisung
hat, hat auch das GP keine Lisung. Beende das Verfahren
mit einer entsprechenden Meldung. Andernfalls gehe zu Schritt
(3).
(3) Sei x* die Losung aus Schritt (2).
(a) Falls x* € Z™ ist, lost x* das GP. Beende das Verfahren
und gebe x* und den Optimalwert ctx* aus.
(b) Falls x* ¢ Z™ ist, bestimme d € R™ und r € R wie in
§IIT.1.4. Ersetze M durch

Mn{zeZ" : dz<r}
und gehe zu Schritt (2) zuriick.
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In Schritt (3.b) von Algorithmus I11.1.4 wird eine Ungleichung hin-
zugefiigt, die das aktuelle * ausschliefit, aber die Menge P nicht be-
einflusst. Daher wird die Anwendung von Schritt (2) auf das neue M
ein anderes Optimum liefern. Da Schritt (3.b) die Menge Pz nicht be-
einflusst, liefert Algorithmus I11.1.4 entweder die Information, dass das
GP nicht losbar ist, oder gibt das exakte Optimum des GP zuriick.

BeispieL II1.1.5. Wir wenden Algorithmus I11.1.4 auf Beispiel 3
an. Zu Beginn ist M = Pz. Schritt (2) liefert

1000
T = )
400
3

Es ist?
6 15 1 0 0
J={1,2,3}, K={4,5}, A=|(4 5 010
20 10 0 0 1
und
1 1
6 12
A= |4 4
—4 %
Wir wihlen i = 1° und erhalten in §I11.1.4
0
1
r=——, d= 0
3
_5
6
_ L
12
Damit lautet die neue Ungleichung
x
4 5 1 1
d' = ——85y— —8§3 < ——.
o 672 127 =73
52
S3

Wir wollen diese Zusatzbedingung fiir das urspriingliche System ohne
Schlupfvariablen iibernehmen. Dazu beachten wir, dass

So = 2000 — 4x — by, s3 = 8000 — 20z — 10y

4Beachte, dass wir Schlupfvariablen fiir die drei Ungleichungen einfiihren miis-
sen und dass die erste Ungleichung fiir z* strikt ist.

SDie Wahl i = 2 wiire genau so gut moglich. Die Wahl ¢ = 3 ist nicht moglich,
da die Schlupfvariable fiir die erste Ungleichung ganzzahlig ist.
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ist und setzen diese Gleichungen in die neue Ungleichung ein:

1 5) 1
—= > —2[2000 — 4z — 5y] — — — 20z — 1
5 2 6[ 000 — 4z — 5y| 12[8000 0z — 10y]
7000
:—T+5x—|—5y
0—-1
<= 5x+5y§%
= 2333.

Wir erhalten also die zusétzliche Nebenbedingung
dx + dy < 2333.

Die neue Menge Pg ist in Abbildung II1.1.2 skizziert. Die neue Menge
Pz hat die Ecken

250 0 0 400 333.4 333
200 ) 300 ) 0/’ 0 )’ 133.2) 7 133.6 ) °

Der Optimalwert ist —11799 und wird in (333.4,133.2) angenommen.
Mit diesem Wert miissen wir dann wieder in Schritt (3) von Algorith-
mus [II.1.4 einsteigen.

T

ABBILDUNG III.1.2. Zuléssiger Bereich Py fiir das Op-
timierungsproblem aus Beispiel 3 und III.1.5 mit zusétz-
licher Bedingung 5z + 5y < 2333

II1.2. Grundziige der Graphentheorie

In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten Begriffe der Gra-
phentheorie zusammen, die wir in den folgenden beiden Paragraphen
bendtigen werden.
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II1.2.1. Gerichtete Graphen. Ein gerichteter Graph oder auch
Digraph ist ein Tupel G = (V, E) bestehend aus einer endlichen Kno-
tenmenge V und einer endlichen Kantenmenge E C V x V. Die Ele-
mente von V' heiflen Knoten, diejenigen von E Kanten. Fiir jede Kante
e = (u,v) wird u # v verlangt; u heifit Anfangsknoten von e, v der
Endknoten; u heifit Vorginger von v, v heiit Nachfolger von wu.

Einen gerichteten Graphen kann man sich vorstellen als eine An-
sammlung von Gehoften (Knoten), die durch Einbahnstrafien (Kanten)
verbunden sind, wobei nicht notwendig jedes Gehoft direkt mit jedem
anderen verbunden ist.

I11.2.2. Ungerichtete Graphen. Es werden gelegentlich unge-
richtete Graphen betrachtet. Bei diesen wird zwischen den Kanten
(u,v) und (v,u) nicht unterschieden. Aus jedem ungerichteten Gra-
phen kann man einen gerichteten Graphen konstruieren, indem man
fiir jedes ungeordnete Tupel {u,v} von Knoten die Kanten (u,v) und
(v,u) in die Kantenmenge aufnimmt. Wir beschrénken uns daher im
Folgenden auf gerichtete Graphen.

111.2.3. Adjazenz- und Inzidenzmatrix. Wir ordnen jedem
Graphen G = (V,E) zwei Abbildungen o : £ — V, w : E - V
und zwei Abbildungen K+ : V — P(E),° K~ : V — P(E) wie folgt

zZu:

a(e): beschreibt den Anfangsknoten der Kante e, d.h.

a((u,v)) = u.

w(e): beschreibt den Endpunkt der Kante e, d.h.

w((u,v)) =v.

K~ (v): beschreibt die Menge aller Kanten mit Anfangsknoten v,
d.h.

K~ (v)={e€ E:ale) =v}.

K™ (v): beschreibt die Menge aller Kanten mit Endknoten v, d.h.

K*(v) ={e € E:we) =v}.

6P(E) ist die Potenzmenge von E und besteht aus allen Teilmengen von E.
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ABBILDUNG II1.2.1. Graph der Beispiele [11.2.1 - T11.2.4
mit Nummerierung der Kanten

BEIspiEL II1.2.1. Fiir den Graphen aus Abbildung I11.2.1 erhalten
wir:
V={AB,C,D,E, F},
E= {(A7 B), (A7 C)v <B7 0)7 (Ou B)7 (B, D)7 (Ba E)7
(C,E),(D,E),(E,D), (D, F),(E, F)}

K=(A) ={(A,B),(A,C)},

Kt (A) =0,

K= (F) =10,
K*(F)={(D,F),(E,F)}.

Wir ordnen jedem Graphen G = (V| E) zwei Zahlen n = #V und
m = #E sowie zwei Matrizen A € R™™ und B € R™" wie folgt zu:

1 falls w(e) = v,
Aye =< —1 falls ale) =v,,
0 sonst,
B 1 falls (u,v) € E,
" 10 sonst.

A heiit die Inzidenzmatriz des Graphen, B heifit die Adjazenzmatrix
des Graphen.

BEISPIEL I11.2.2. Wir setzen Beispiel I11.2.1 fort und nummerieren
die Kanten des Graphen wie in Abbildung II1.2.1 (S. 68) angegeben.
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Die Knoten werden lexikographisch nummeriert. Dann ist

1-10 0 0 0 0O 0O O O O

A=

1
0
0
0
0

I11.2.4. Eigenschaften von Adjazenz- und Inzidenzmatri-
zen. Seien A und B die Inzidenz- bzw. Adjazenzmatrix eines Graphen.
Dann gilt:

e Die Spaltensumme jeder Spalte von A ist 0, d.h. e!A = 0 fiir
e=(1,...,1)' € R" mit n = #V.

e Die Diagonalelemente von B sind alle gleich 0.

e Eine Zeile von B ist genau dann gleich 0, wenn fiir den zu-
gehorigen Knoten u gilt K~ (u) = 0.

e Eine Spalte von B ist genau dann gleich 0, wenn fiir den zu-
gehorigen Knoten v gilt Kt (v) = 0.

e Die Zeilensumme der zu dem Knoten u gehorenden Zeile von
B ist #K~(u).

I11.2.5. Grad, Nachbarschaft. Sei G = (V| E) ein Graph mit
zugehoriger Inzidenzmatrix A und zugehoriger Adjazenzmatrix B. Die
Zahl

deg(v) = #K~(v) + #K(v) = > _|Auc]

ecE

heit der Grad des Knotens v.

Zwei Knoten u und v heien benachbart, wenn (u,v) oder (v,u) in E
enthalten ist, d.h. wenn B, + B,, > 0 ist.

Die Menge

['(u) = {v € V : u,v sind benachbart}

ist die Menge der Nachbarknoten des Knotens wu.
Ist W CV, soist

ueWw

die Menge der Nachbarknoten von W.

BeispieL I11.2.3. In Beispiel I11.2.1 (vgl. Abbildung II1.2.1) ist
deg(4) =2, T(A)={B,C},
deg(B) =5, I'(B)={A,C,D, E}.
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I11.2.6. Wege, Kreise, Zyklen, Zusammenhang. Sei G = (V,
E) ein Graph.
Ein Weg von u € V, dem Anfangspunkt des Weges, nach v € V| dem
Endpunkt des Weges, ist eine Folge (eq, ..., ex), k > 1, von Kanten mit
folgenden Eigenschaften:

I
=

a(er)
w(ex) = v,
wie) =aleg), 1<i<k-—1.

9

Ein Weg heifit geschlossen, wenn er den gleichen Anfangs- und End-
punkt hat.

Ein Weg heifit einfach, wenn alle beteiligten Kanten verschieden sind.
Ein einfacher, geschlossener Weg heifit Kreis.

G heifit zusammenhdngend, wenn es zu jedem u € V und jedem v € V/
mit u # v einen Weg von u nach v gibt.

G heiit einfach zusammenhdngend, wenn es zu jedem u € V und jedem
v € V mit u # v einen einfachen Weg von u nach v gibt.

Ein ungerichteter Weg von u € V nach v € V ist eine Folge ((vo, v1),
(v1,v2), .., (Vg—1,v%)), & > 1, von Tupeln mit folgenden Eigenschaften:

v; €V fiiralle 0 <i <k,
Vg = U, U =,
(vi_1,v;) € E oder (v;,v;_1) € E fiir alle 1 <i < k.

G heifit schwach zusammenhdngend, wenn es zu jedem u € V und je-
dem v € V mit u # v einen ungerichteten Weg von u nach v gibt.

Ein Zyklus ist ein ungerichteter Weg mit gleichem Anfangs- und End-
punkt, in dem — unabhéngig von der Orientierung — keine Kante zwei-
mal durchlaufen wird.

Einen gerichteten Weg kann man sich vorstellen als eine Fahrt
zwischen zwei Gehoften mit weiteren Gehoften als Zwischenstationen,
bei der die Einbahnstralenregelung respektiert wird. Ein ungerichteter
Weg ist eine entsprechende Wanderung, bei der Einbahnstralen even-
tuell gegen ihre Richtung durchlaufen werden.

BEISPIEL II1.2.4. Der Graph aus Beispiel 111.2.1 (vgl. Abbildung
[I1.2.1) ist einfach zusammenhéngend. Er enthélt keine Kreise.

((4,B).(B,D).(D,F))

und
((4,B),(B,C),(C,E),(E,D),(D, F))
sind Wege von A nach F'.

((B,D),(D,E),(E,C),(C,B))
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ist ein Zyklus, die Kante (C, F) wird in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Zyklenfreiheit und Inzi-
denzmatrix:

Sei G = (V, E) ein schwach zusammenhéngender Graph und
A die zugehorige Inzidenzmatrix. Dann sind die Zeilen von
A linear abhéingig; es ist rang(A) < n — 1. Die Spalten von
A sind genau dann linear unabhéngig, wenn G keine Zyklen
enthélt.

I11.3. Kiirzeste Wege

In diesem Abschnitt stellen wir zwei Algorithmen zur Bestimmung
kiirzester Wege in Graphen vor.

I11.3.1. Problemstellung. Gegeben sei ein Graph G = (V, E)
und eine Abbildung d : F — R, die jeder Kante eine ,Lange“ zuord-
net. Fiir je zwei verschiedene Knoten u,v € V bezeichne I'(u,v) die
Menge aller Wege mit Anfangspunkt v und Endpunkt v. Das Problem
des kiirzesten Weges besteht nun darin, zu gegebenem wu,v € V ein
v € I'(u,v) zu finden, so dass die ,Liange” d(y) = >_., d(e) minimal
ist. Die Interpretation ,Linge* legt dabei die Voraussetzung d(e) > 0
fiir alle e € E nahe. Fiir einige Anwendungen ist es aber notwendig,
auch negative Werte fiir d zuzulassen. Wie wir sehen werden, fiihrt dies
allerdings zu einigen Erschwernissen.

ABBILDUNG II1.3.1. Graph aus Beispiel II1.3.1 mit
Lange der Kanten



72 III. DISKRETE OPTIMIERUNG

BEISPIEL I11.3.1. Wir betrachten den in Abbildung I11.3.1 skizzier-
ten Graphen (vgl. Beispiel IT1.2.1 (S. 68) und Abbildung II1.2.1 (S. 68)),
wobei die Zahlen an den Kanten die Léngen der jeweiligen Kante ange-
ben. Dann besteht I'(A, F) aus folgenden Wegen mit folgender Lénge:

AB,D,F T, A B,D,E,F 10,
A B,E,F 8, A B,E,D,F T,
A,B,C.,E,F 6, A,B,C,E,D,F 5,
AC,E.F T, A,C,E,D,F 6,
A,C,B,D,F 10, A,C,B,D,E,F 13,
AC,B,E,F 11, A,C,B,E,D,F 10.

Der kiirzeste Weg ist offensichtlich A, B, C, E, D, F' mit der Léinge 5.

II1.3.2. Algorithmus von Dijkstra. Der folgende Algorithmus
16st das Problem des kiirzesten Weges unter der Voraussetzung d(e) > 0
fiir alle e € E.

AvrcoriTHMUS II1.3.2 (Algorithmus von Dijkstra).

(0) Gegeben: Ein Graph G = (V, E), eine Funktion d : E — R,
ein Anfangsknoten s € V und ein Zielknoten t € V\{s}.
Gesucht: Ein kiirzester Weg von s nach t.

Bezeichnungen:
D(v): Linge des bisher kiirzesten Weges von s nach v € V,
V(v): Vorginger von v € V' auf dem bisher kiirzesten Weg
von s nach v,
M (v): Linge des kiirzesten Weges von s nach v € V,
M: Menge der markierten Knoten,
U: Menge der unmarkierten Knoten.

Initialisierung:
D(s) =0,
D(v) =d((s,v)) fir alle v e 'V mit (s,v) € E,
D(v) = o0 fir alle v € V- mit (s,v) ¢ E,
V(v)=s fir alle v e V\{s},
M(s) =0,
M = {s},
U=V\{s}

(1) FallsU = () ist, gehe zu Schritt (5). Andernfalls gehe zu Schritt
(2).

(2) Bestimme ein u € U mit

D(u) =min{D(v) : v € U}.
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Falls D(u) = oo ist, gibt es keinen Weg von s nach t. Be-
ende das Verfahren mit einer entsprechenden Fehlermeldung.
Andernfalls gehe zu Schritt (3).
(3) Setze
M=MuU{u}, U=U\{u}, Mu)=D(u).
Falls uw = t ist, gehe zu Schritt (5). Andernfalls gehe zu Schritt

4).
(4) gqfr alle v e U mit (u,v) € E fiihre folgenden Schritt aus:
Falls
D(v) > M(u) + d((u,v))
1st, setze
D(v) = M(u) + d((u,v))
und

V(v) = u.
Gehe zu Schritt (1) zuriick.
(5) (Reguldares Ende) M(t) ist die gesuchte Linge des kiirzesten
Weges. Der entsprechende Weg wird durch folgenden rekursi-
ven Aufruf geliefert:

t, V), Viv), VIVIV(E)), ..., s
BEispieL I11.3.3. Wir wenden Algorithmus I11.3.2 auf den Graphen

aus Beispiel II1.3.1 mit s = A und t = F an.
Nach der Initialisierung ist

M = {A}, U=1{B,C D, E,F},

D(A) =0,

D(B) =1, V(B) = A,
D(C) =3, V(C) = A,
D(D) = oo, V(D)= A,
D(FE) = oo, V(E) = A,
D(F) = oo, V(F)=A,
M(s)=0.

Wir kommen zu Schritt (2) und erhalten
u=DB.

Damit ergibt Schritt (3)
M={A,B}, U={C,D,E,F}, M(B)=1.
Schritt (4) liefert

D(C) =2, V(C) = B,
D(D) = 6, V(D) = B,
D(E) =5, V(E) = B,
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D(F) = oo, V(F) = A.
Damit kommen wir erneut zu Schritt (2) und erhalten jetzt

u=~C.
Schritt (3) ergibt
M ={A,B,C}, U={D,E,F}, M(C)=2.

Schritt (4) liefert

D(E) = 3, V(E) =C.

Alle anderen Eintréage bleiben unveréndert.
Wir kommen erneut zu Schritt (2) und erhalten nun

u=FE.
Schritt (3) ergibt
M={A,B,C,E}, U={D,F}, M(E)=S3.
Schritt (4) liefert

D(D) = 4, V(D) = E,
D(F) =6, V(F) = E.
Wir kommen erneut zu Schritt (2) und erhalten nun
u=D.

Schritt (3) ergibt
M={AB,C E,D}, U={F}, M(D)=41
Schritt (4) liefert

D(F) =5, V(F)=D.
Damit kommen wir erneut zu Schritt (2) und erhalten jetzt
u=F
Wegen u = t kommen wir zu Schritt (5) und erhalten als Endergebnis
M(F) = 5.

I11.3.3. Negative Liangen. Mit vollstdandiger Induktion kann
man zeigen, dass Algorithmus I11.3.2 tatséchlich den kiirzesten Weg
liefert [1, Satz 24.6]. Bei negativen Weglangen kann Algorithmus I11.3.2
jedoch versagen. Dies zeigt das folgende Beispiel.

BEeispieL I11.3.4. Betrachte den in Abbildung II1.3.2 skizzierten
Graphen, wobei die Zahlen an den Kanten wieder die ,,Lange* der jewei-
ligen Kante angeben. Offensichtlich hat der Weg A, B, E die Léange 2,
der Weg A, B,C, D, B, E die Lange 1 und der Weg A, B,C, D, B,C, D,
B, E die Lange 0. Indem wir beliebig oft den Kreis B, C, D durchlau-
fen, konnen wir die Lange des Gesamtweges beliebig klein machen. Das
Problem des kiirzesten Weges hat also keine Losung. Anders sieht es
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ABBILDUNG III.3.2. Graph aus Beispiel II1.3.4 mit
,Lange® der jeweiligen Kanten

aus, wenn wir den Kreis B, C, D entfernen, indem wir die Kante (D, B)
streichen.

Obiges Beispiel zeigt, dass man bei negativen Werten der Funktion
d mindestens die Kreisfreiheit des Graphen fordern muss. Algorithmen,
die die Kresifreiheit erzeugen und kiirzeste Wege in Graphen mit ne-
gativer Lange bestimmen, findet man in [3, Algorithmen 11.3.6, 11.3.7,
11.3.9, 11.3.10].

I11.3.4. Algorithmus von Floyd-Warshall. Manchmal beno-
tigt man fiir einen Graphen sédmtliche kiirzeste Wege zwischen allen
Knotenpaaren. Dies kann man erreichen, indem man bei nicht negati-
ven Léangen Algorithmus I11.3.2 fiir alle Knotenpaare sukzessive aufruft.
Der folgende Algorithmus ist fiir diese Aufgabenstellung effizienter. Im
Gegensatz zu Algorithmus I11.3.2 funktioniert er auch bei negativen
Langen. Fiir einzelne Knotenpaare ist aber Algorithmus I11.3.2 effizi-
enter.

AvrcoriTHMmUs 111.3.5 (Floyd-Warshall).
(0) Gegeben: Ein Graph G = (V, E) mitn = 4V und eine Lingen-
funktion d : E — R.
Ausgabe: Fine Matriv W = (w;j)1<i j<n mit den Ldngen der
kiirzesten Wege vom Knoten v; zum Knoten v; und eine Ma-
tric P = (pij)1<ij<n mit der Nummer des vorletzten Knotens

auf dem kiirzesten Weg vom Knoten v; zum Knoten v;.
(1) Fir allei,j € {1,...,n} setze

wij = {duvi?vj)) falls (v, v;) € E,

00 sonst,

oo sonst.

{i falls (v;,v;) € E,
bij =

(2) Fir¢=1,...,n fihre folgenden Schritt aus:
Fire=1,...,n fihre folgenden Schritt aus:
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Fir 3 =1,...,n fihre folgende Schritte aus:
Falls

Wi; > Wig + Wy
15t, setze

Wi = Wip + Wy

Pij = Dej-
Falls i = 7 und w; < 0 ist, enthdlt G einen
Kreis negativer Linge. Breche das Verfahren
mit einer entsprechenden Fehlermeldung ab.

Ende der j-Schleife.

Ende der i-Schleife.
Ende der £-Schleife.

Algorithmus I11.3.5 liefert die Wege riickwérts durch rekursive Aus-
wertung der Matrix P: Fiir je zwei Indizes ¢ und j erhélt man die Indizes
der Knoten auf einem kiirzesten Weg von v; nach v; riickwérts durch

Js Jq =Dij> Jg—1 = Dijy> -+ » J1 = Dija» t = Pijy -

BEeispieL I11.3.6. Algorithmus II1.3.5 liefert fiir den Graphen aus
Beispiel 111.3.1 und Abbildung I11.3.1 das Ergebnis

— 1 2 4 3 5 — 1 2 5 3 4
— 2 1 3 2 4 — 3 2 5 3 4
~ 1 2 2 1 3 — 3 2 5 3 4
W=1___ 9 11 =1 - - 5 4 4
- - -1 2 2 — -~ — 5 4 4

I11.4. Fliisse in Netzwerken

In diesem Abschnitt geben wir Algorithmen zur Bestimmung ma-
ximaler und kostenminimaler Flisse in Netzwerken an.

111.4.1. Netzwerke und Fliisse. Ein Netzwerk ist ein Graph
G = (V, E) zusammen mit einer Kapazititsfunktion ¢ : E — Ry; c(e)
heilt die Kapazitdit der Kante e € E.

Seien G = (V, E), ¢ ein Netzwerk und s,t € V zwei verschiedene
Knoten. Eine Abbildung = : £ — R heifit ein zuldssiger (s,t)-Fluss,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(IT1.4.1) 0 <uz(e) <cle) fiir alle e € F,
Kapazititsbeschrankungen
(I11.4.2) Z z(e) = Z z(e) fir alle v € V\{s,t}.
e€K~(v) e€K+(v)

Flusserhaltungsgleichungen
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Ist = ein zuléssiger (s, t)-Fluss, heifit

plz)= Y ale)— Y ale)

e€K~(s) e€cK+(s)

der Wert des Flusses.

Wir betrachten nun folgende Aufgabe: Finde zu gegebenem Netz-
werk und gegebenen Knoten s, ¢ einen zulédssigen Fluss mit maximalem
Wert.

Physikalisch konnen wir uns diese Aufgabe so vorstellen, dass wir
durch ein Rohrnetz mit gegebener Kapazitiat moglichst viel Material
von s nach ¢ transportieren wollen, wobei zwischendurch nichts verloren
gehen soll.

I11.4.2. Vorwirts- und Riickwirtsbogen. Die Bezeichnungen
seien wie im vorigen Abschnitt. Weiter sei P ein ungerichteter Weg von
s nach t. Eine Kante e € P heifit ein Vorwdrtsbogen, wenn sie von s
aus in Richtung ¢ verlduft. Andernfalls heifit sie ein Rickwdirtsbogen. P
heif3t ein augmentierender oder erginzender Weg, wenn fiir alle Kanten
e € P gilt:

z(e) < c(e) falls e Vorwértsbogen ist,

z(e) >0 falls e Riickwértsbogen ist.

ABBILDUNG III.4.1. Graph aus Beispiel 111.4.1 mit Ka-
pazitiaten der einzelnen Kanten

BEISPIEL II1.4.1. Betrachte den Graphen aus Abbildung II1.4.1,
wobei die Zahlen an den Kanten die jeweilige Kapazitidt angeben. Ab-
bildung 1I1.4.2 gibt zu diesem Netzwerk einen zuléssigen Fluss von A
nach F' an. Der Wert des Flusses ist 3. Abbildung I11.4.3 zeigt dann
einen erginzenden Weg, wobei die Zahlen an den Kanten Werte an-
geben, um die der Fluss aus Abbildung I11.4.2 erhéht bzw. erniedrigt
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ABBILDUNG I11.4.2. Zuléssiger Fluss von A nach F fiir
das Netzwerk aus Abbildung I11.4.1; die Zahlen geben
die jeweiligen Flusswerte an

werden kann, ohne die Zuléssigkeit zu zerstoren. Die Kante (F, D) ist
ein Riickwértsbogen, die anderen drei Kanten sind Vorwértsbogen. Der
resultierende Fluss ist in Abbildung I11.4.4 dargestellt. Er hat den Wert
4.

ABBILDUNG II1.4.3. Ergénzender Weg zu dem Fluss
aus Abbildung I11.4.2; die Zahlen geben die jeweiligen
zusétzlichen Flusswerte an

111.4.3. Charakterisierung maximaler Fliisse. Es gilt folgen-
de Charakterisierung maximaler Fliisse:

Ein zuléssiger (s, t)-Fluss ist genau dann maximal, wenn es
keinen ergénzenden Weg von s nach ¢ gibt.
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ABBILDUNG III1.4.4. Resultierender Fluss zu dem Fluss
aus Abbildung I11.4.2 und dem ergénzenden Weg aus Ab-
bildung I11.4.3; die Zahlen geben die jeweiligen Flusswer-
te an

Betrachte einen zuldssigen (s,t)-Fluss und einen ergéinzenden Weg P.
Dann ist

€= min{min{c(e) —z(e) : e € P ist Vorwiirtsbogen},
min{z(e) : e € P ist Riickwéirtsbogen}}
positiv. Definiere y : E — R durch

z(e) falls e € P,
y(e) =S z(e) + ¢ falls e € P ein Vorwirtsbogen,
z(e) —e falls e € P ein Riickwirtsbogen.

Wegen der Wahl von ¢ erfiillt y die Kapazitidtsbeschrinkungen (I111.4.1).
Ist v € V\{s,t} ein Knoten, der nicht von P durchlaufen wird, unter-
scheidet sich y auf allen zu v inzidenten Kanten nicht von x. Daher
erfiillt y in v die Flusserhaltungsgleichung (II1.4.2).
Ist dagegen v € V\{s,t} ein Knoten, der von P durchlaufen wird, so
gibt es eine Kante e™, auf der P in v hineinliuft, und eine Kante e,
auf der P aus v herausliuft. Sind e™ und e~ beides Vorwirts- oder
Riickwirtsbégen, kénnen nicht beide in der gleichen Menge K+ (v) lie-
gen. Daher gilt in diesem Knoten die Flusserhaltungsgleichung (111.4.2)
fiir y. Ist aber eine der Kanten ein Vorwérts- und die andere ein Riick-
wirtsbogen, so miissen beide Kanten in der gleichen Menge K+ (v) lie-
gen. Daher dndert sich auch in diesem Fall nichts an der Giiltigkeit der
Flusserhaltungsgleichung (111.4.2).
Also ist y ein zuléssiger Fluss.
Da es mindestens eine Kante in K (s) U K~ (s) gibt, die zu P gehért,
ist
e(y) > p().

Also war x nicht maximal.

Sei nun z ein nicht maximaler zuldssiger (s,t)-Fluss und y ein
zuléssiger (s,t)-Fluss mit groerem Wert. Setze

z=y—.

79
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Dann erfiillt z die Flusserhaltungsgleichungen (II1.4.2) und es ist

Z z(e) — Z z(e) > 0.

ecK~(s) eeKt(s)

Daher gibt es mindestens eine Kante e; € K~ (s) U KT (s), auf der z
nicht verschwindet. Sei v; der andere Knoten auf e;. Wegen der Fluss-
erhaltungsgleichung (II1.4.2) in v; gibt es eine Kante e; € K~ (v1) U
K*(v1)\{e1}, auf der z nicht verschwindet. Sei v der von v; verschie-
dene Knoten auf es.

Wenn wir diesen Prozess fortsetzen, erhalten wir einen Weg von s nach
t. Aus der Konstruktion von z folgt, dass dieser Weg ergénzend ist.

I11.4.4. Algorithmus von Ford-Fulkerson. Der folgende Algo-
rithmus baut auf obiger Charakterisierung maximaler Fliisse auf und
bestimmt einen maximalen zuldssigen Fluss.

AvcoriTHMUS 111.4.2 (Ford-Fulkerson).
(0) Gegeben: Ein Netzwerk G = (V, E), ¢ und zwei Knoten s,t €

V.
Gesucht: Fin mazimaler zuldssiger (s,t)-Fluss x.
Bezeichnungen:
M: markierte Knoten,
U: noch zu bearbeitende Knoten,
V: Vektor, der den jeweiligen Vorgdnger auf einem ergdn-
zenden Weg angibt,
S: Vorzeichenvektor,
E: Vektor, der die Steigerungsmdglichkeiten auf einem er-
ginzenden Weg angibt.
Initialisierung:
z(e) =0 fiir alle e € E,
E(v) =0 fir alle v e V.

(1) (Markieren und Uberpriifen) Setze
M= {s}, U=/{s}.

(2) FallsU = 0 ist, ist der gegenwdirtige Fluss © mazimal. Beende
das Verfahren.

(3) Wihle ein u € U und entferne u aus U.

(4) Fir alle e € K~ (u) mit w(e) € M fiihre folgende Schritte aus:

(a) Setze
v =w(e).
(b) Falls x(e) < c(e) ist, setze
V(v) = u, S(v) =1,
E(v) = min{c(e) — x(e), E(u)},
M = MU {v}, U=UU{{v}.

(5) Fiir alle e € K™ (u) mit a(e) & M fiihre folgende Schritte aus:
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(a) Setze
v =ale).
(b) Falls z(e) > 0 ist, setze
V(v) = u, S(v) =—1,
£(v) = min{a(e), £(w)},
M= MU {v}, U=UU{v}.

(6) Falls t € M ist, gehe zu Schritt (7). Andernfalls gehe zu
Schritt (2) zuriick.

(7) (Augmentierung) Konstruiere einen erginzenden Weg und er-
hohe die Flusswerte um E(t) wie folgt:
(a) Setze

u =t.
(b) Setze
v =V(u),
z((v,u)) = z((v,u)) + S(uw)E(t).

(c) Falls v = s ist, gehe zu Schritt (1) zurick. Andernfalls
setze

u="v
und gehe zu Schritt (7.b) zuriick.

ABBILDUNG II1.4.5. Netzwerk aus Beispiel 111.4.3 mit
Kapazitiaten der einzelnen Kanten und Nummerierung
der Kanten (kleine Buchstaben)

BEIspiEL I11.4.3. Wir wenden Algorithmus I11.4.2 auf Beispiel 5
(S. 8) an. Abbildung II1.4.5 gibt das Netzwerk mit den jeweiligen ma-

ximalen Flusswerten und der Nummerierung der Kanten durch kleine
Buchstaben an. Wir ordnen die Knoten in der Reihenfolge @), A, B, C,
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ABBILDUNG I11.4.6. Fluss nach dem ersten Aufruf von
Schritt (7) von Algorithmus I11.4.2 mit jeweiligem Fluss-
wert bzw. in Klammern Kapazitét

ABBILDUNG II1.4.7. Fluss nach dem zweiten Aufruf von
Schritt (7) von Algorithmus I11.4.2 mit jeweiligen Fluss-
werten bzw. in Klammern Kapazitat

D, R Esist s=0Q,t=R.
Im ersten Durchlauf erhalten wir:

Schritt (1): M={Q}, U={Q},

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=@Q, U=0,

Schritt (4): V(D)=@Q, S(D)=1, &(D)=6,

V(A)=Q, S(A)=1, E&(A) =4,
M={Q.D.A}, U={D,A},
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ABBILDUNG II1.4.8. Fluss nach dem dritten Aufruf von
Schritt (7) von Algorithmus I11.4.2 mit jeweiligen Fluss-
werten bzw. in Klammern Kapazitat

Schritt
Schritt

Schritt
Schritt

Schritt
Schritt
Schritt
Schritt
Schritt

Schritt
Schritt
Schritt
Schritt

Schritt (5):
Schritt (6):

(5):
(6):
Schritt (2):
(3):
(4):

(5):
(6):
(2):
(3):
(4):
Schritt (5):
(6):
(2):
(3):
(4):

leer,
gehe zu (2),
gehe zu (3),
u=D, U={A},
(C)=D, SC)=1, €&(C)=3,
(B)=D, S(B)=1, &(B)=3,
M={Q,D,A C, B}, U={AC, B},

leer,

Vv
1%

gehe zu (2),
gehe zu (3),

u=A, U={C, B},
leer,
leer,
gehe zu (2),
gehe zu (3),

u=0C, U={B},

V(R)=C, S(R)=1, €&E(R)=3,
M={Q,D,A C,B,R}, U={B,R},

leer,
gehe zu (7).

Schritt (7) liefert jetzt den in Abbildung I11.4.6 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
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Klammern die Kapagzitat an.
Im néichsten Durchlauf erhalten wir:

Schritt (1): M={Q}, U={Q},

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=0Q, U=,

Schritt (4): V(D)=@Q, S(D)=1, &(D)=3,

VA =Q, S(A)=1, E(A) =4,

M={Q.D,A}, U~={D,A},

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=D, U={A},

Schritt (4): V(B)=D, S(B)=1, &(B)=3,
M=1{Q.D,A, B}, U=1{A, B,

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=A, U={B},

Schritt (4): leer,

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=DB, U=,

Schritt (4): V(C)=B, S(C)=1, €&[C)=2,
M={Q,D,A B,C}, U={C},

V(R)=B, S(R)=1, €&(R)=3,

M=1{Q,D,A,B,C,R}, U={C,R),

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (7).

Schritt (7) liefert jetzt den in Abbildung II1.4.7 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Schritt (1): M={Q}, U={Q},
Schritt (2): gehe zu (3),
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Schritt (3): u=0Q, U=1,
Schritt (4): VA =Q, S(A) =1, E(A) =4,
M ={Q, A}, U={A},

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=A, U=,

Schritt (4): V(B)=A, S(B)=1, €&(B)=4,

M={Q,A,B}, U~-{B},

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=DB, U=,

Schritt (4): V(C)=B, SC)=1, &C)=2,

M={Q,A B,C}, U={C},
V(R)=B, S(R)=1, &(R)=1,
M={Q,A B,C,R}, U={C,R},
Schritt (5): V(D)=B, S(D)=-1, &(D)=3,
M={Q,A, B,C,R,D}, U={C,R,D},
Schritt (6): gehe zu (7).

Schritt (7) liefert jetzt den in Abbildung I11.4.8 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Schritt (1): M={Q}, U={Q},

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=0Q, U=,

Schritt (4): V(A) =@, SA) =1 ¢EA) =3,
M={Q, A}, U= {A},

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=A4, U=10,

Schritt (4): V(B)=A, S(B)=1, &(B)=3,

M ={Q A, B}, U={B},
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Schritt (5):
Schritt (6):
Schritt (2):
Schritt (3):
Schritt (4):

Schritt (5):
Schritt (6):
Schritt (2):
Schritt (3):
Schritt (4):

Schritt (6):
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leer,
gehe zu (2),
gehe zu (3),
u=DB, U=,
V(C)=B, SC)=1, &C)=2,
M={Q,A,B,C}, U={C},
V(R) = B,
M={Q,AB,C}, U={C},
V(D)=B, S(D)=-1, &(D)=3,
M={Q,A B,C,D}, U={C,D},
gehe zu (2),
gehe zu (3),
u=C, U={D},
VR)=C, SR)=1, ER)=2,

M:{Q,A,B,C,D,R}, UZ{D,R},
gehe zu (7).

Schritt (7) liefert jetzt den in Abbildung II1.4.9 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Schritt

Schritt
Schritt

Schritt
Schritt

Schritt
Schritt

Schritt

Schritt
Schritt

(1):
Schritt (2):
(3):
(4):

(5):
(6):
Schritt (2):
(3):
(4):

(5):
Schritt (6):
(2):
(3):

M={Q}, U=A{Q},
gehe zu (3),
u=Q, U=,

VA)=Q, SA)=1, &(4) =1,
M=A{Q, A}, U={A},
leer,
gehe zu (2),
gehe zu (3),
u=A, U=,
V(B)=A, S(B)=1, &(B)=1,
M=1{QA,B}, U={B},
leer,
gehe zu (2),
gehe zu (3),
u=DB, U=,
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Schritt (4): leer,

Schritt (5): V(D)=B, S(D)=-1, &(D)=3,
M=1{Q.A,B.D}, U=1{D}.

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): gehe zu (3),

Schritt (3): u=D, U=,

Schritt (4): leer,

Schritt (5): leer,

Schritt (6): gehe zu (2),

Schritt (2): Fluss ist optimal.

ABBILDUNG III.4.9. Fluss nach dem vierten Aufruf von
Schritt (7) von Algorithmus I11.4.2 mit jeweiligen Fluss-
werten bzw. in Klammern Kapazitéat; der Fluss ist opti-
mal

111.4.5. Kostenminimale Fliisse. Wir betrachten nun das Pro-
blem, einen zulédssigen Fluss mit vorgegebenem Wert und minimalen
Kosten zu finden. Dazu seien G = (V, E), ¢ ein Netzwerk, s,t € V
ausgezeichnete Knoten, w : E — R eine Kostenfunktion und & € R
ein Flusswert. Dann lautet unser Problem

min {Z w(e)x(e) : x: E — R ist ein zuldssiger

ecE

(s,t)-Fluss mit Wert ¢(x) = CI>} :
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I11.4.6. Augmentierende Zyklen. Zur Bestimmung kostenmi-
nimaler Fliisse benttigen wir einige Notationen und Hilfsmittel.

Gegeben seien ein Netzwerk G = (V) E), ¢, ausgezeichnete Knoten
s,t € V und ein zuléssiger (s,t)-Fluss  : E — R. Weiter sei C' ein
Zyklus in G7. Sei O eine der beiden moglichen Orientierungen von C'.
Eine Kante von C' in Richtung von O heifit dann Vorwdrtsbogen bzgl.
O und eine Kante gegen die Richtung von O Riickwdrtsbogen bzgl. O.
C heilt augmentierend bzgl. x, wenn es eine Orientierung O von C'
gibt, so dass fiir alle Vorwértsbogen e bzgl. O gilt x(e) < ¢(e) und fiir
alle Riickwértsbogen e’ bzgl. O x(e') > 0.

ABBILDUNG II1.4.10. Netzwerk aus Beispiel 111.4.4 mit
jeweiligen Flusswerten bzw. in Klammern Kapazitét

BEISPIEL I11.4.4. Betrachte das Netzwerk aus Abbildung I11.4.10,
wobei die Zahlen die jeweiligen Flusswerte bzw. in Klammern die Ka-
pazitéiten angeben.

B, C, E, F, B ist ein Zyklus in G. Beziiglich dieser Orientierung ist
(F, E) ein Riickwértsbogen und (B, C), (C, E), (F, B) sind Vorwérts-
bogen. Dieser Zyklus ist augmentierend.

F, B, C, F ist auch ein Zyklus. Beziiglich dieser Orientierung ist (F, C)
ein Riickwartsbogen mit Flusswert 0. Beziiglich der entgegengesetzten
Orientierung F, C', B, F ist (F, B) ein Riickwértsbogen mit Flusswert
0. Also ist dieser Zyklus nicht augmentierend.

I11.4.7. Kostenfaktor. Seien G = (V| E), ¢ ein Netzwerk, s,t €
V' ausgezeichnete Knoten, w : £ — R eine Kostenfunktion und =z
ein zuldssiger (s,t)-Fluss. Dann heifit w(e) Kostenfaktor der Kante
e € F. Sei P ein augmentierender Weg in G. Die Kostenfunktion von
P ist definiert als die Summe der Kostenfaktoren aller Vorwértsbogen
abziiglich der Kostenfaktoren aller Riickwértsbégen. Die Kosten einer

Die Kantenorientierung von G wird also nicht notwendig berticksichtigt.
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Augmentierung sind definiert als das Produkt aus Kostenfaktor und
Augmentierungswert.

111.4.8. Charakterisierung kostenminimaler Fliisse. Es gilt
folgende Charakterisierung kostenminimaler Fliisse [3, Satz I1.4.11].

Ein Fluss z mit Wert ® hat genau dann minimale Kosten,
wenn es keinen augmentierenden Zyklus mit negativen Kos-
ten gibt.

Das folgende Ergebnis erlaubt die Augmentierung eines kostenmi-
nimalen Flusses [1, Satz 25.6].

Sei x ein Fluss mit Wert ® und minimalen Kosten. P sei
ein (s,t)-augmentierender Weg mit minimalen Kosten und
Augmentierungswert 6 > 0. Dann liefert die Augmentie-
rung durch P einen Fluss y mit Wert ® + ¢ und minimalen
Kosten.

I11.4.9. Augmentierende Netzwerke. Scien G = (V. E) ein
Graph, ¢ : F — R, eine Kapazitédtsfunktion, w : £ — R eine Kosten-
funktion, s,t¢ € V ausgezeichnete Knoten und x : £ — R ein zul&ssiger
(s,t)-Fluss. Wir ordnen diesen GroBen einen Graphen G, = (V,, E,)
und Funktionen ¢, : £, — R, und w, : E, — R wie folgt zu:

V.=V,
E,={ec FE:z(e) <cle)} U{(v,u): (u,v) € E, x((u,v)) > 0},

eae) = {c(e) —x(e) falls e € E, mit c(e) > z(e),
¢ z(e) falls e € E, mit z(e) > 0,

)

v — w(e)  falls e € E, mit ¢(e) > z(e),
“ ] —w(e) falls e € E, mit z(e) > 0.

(Va, By, ¢y w,) heifit das zu G und x gehdrende augmentierende Netz-

werk.
Aus obiger Definition und §I11.4.8 folgt:

Jedem augmentierenden Zyklus in G entspricht ein (gerich-
teter) Kreis im augmentierenden Netzwerk.

Ein zuléssiger Fluss ist genau dann kostenminimal, wenn
es im zugehorigen augmentierenden Netzwerk keinen Kreis
mit negativen Kosten gibt.

BeispieL II1.4.5. Wir betrachten den Graphen aus Abbildung
[T1.4.11, wobei die Zahlentripel an den Kanten jeweils die Kapazitat,
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5,4,0

ABBILDUNG II1.4.11. Graph aus Beispiel I11.4.5 mit
Kapazitét, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten

ABBILDUNG II1.4.12. Augmentierendes Netzwerk zum
Graphen aus Beispiel 111.4.5 und Abbildung I11.4.11 mit
Kapazitit und Kosten der jeweiligen Kanten

die Flusswerte und die Kosten angeben. Der Wert des Flusses ist 3, die
Kosten betragen

2-1+4-04+2-141-3+3-14+1-0+2-14+2-2=16.

Abbildung I11.4.12 zeigt das zugehorige augmentierende Netzwerk, wo-
bei die Zahlentupel an den Kanten jeweils die Kapazitit und die Kos-
ten angeben. D, A, C, B, D ist ein Kreis mit minimaler Kapazitéit 2
und Kostenfaktor 0 —2 — 1 — 1 = —4. Er bringt eine Ersparnis von
2. (—4) = —8. Der entsprechende augmentierte Fluss ist in Abbildung
[11.4.13 angegeben.
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ABBILDUNG II1.4.13. Augmentierter Fluss zu dem Gra-
phen aus Beispiel I11.4.5 und Abbildung I11.4.11 mit dem
augmentierenden Netzwerk aus Abbildung I11.4.12

111.4.10. Bestimmung eines kostenminimalen Flusses mit
vorgegebenem Wert. Der folgende Algorithmus konstruiert zuerst
augmentierende Zyklen mit negativen Kosten, so lange bis keine der-
artigen Zyklen mehr existieren. In dieser Phase werden jeweils Fluss-
werte und Kosten geédndert. Falls am Ende der gewiinschte Wert er-
reicht ist, ist der kostenminimale Fluss gefunden. Andernfalls werden
in der zweiten Phase durch augmentierende Pfade die Flusswerte bei
gleichbleibenden Kosten angepasst. In beiden Phasen miissen kiirzeste-
Wege-Probleme gelost werden. In der zweiten Phase wird der Dijkstra-
Algorithmus I11.3.2 (S. 72) angewandt, obwohl negative Weglédngen auf-
treten konnen. Dies ist erlaubt, da nach Abschluss der ersten Phase
Zyklen negativer Lénge wie in Beispiel 111.3.4 (S. 74) und Abbildung
I11.3.2 (S. 75) ausgeschlossen sind.

ALGORITHMUS II1.4.6 (Bestimmung eines kostenminimalen Flusses
mit vorgegebenem Wert).

(0) Gegeben:
Graph G=(V,FE),

Kapazitit c: E — R,
Kosten w:FE—R,
Knoten s, t eV,

Wert ¢ e R.
Gesucht: Ein kostenminimaler zuldssiger (s,t)-Fluss x mit
Wert .
(1) Setze
z(e) =0

fiir alle e € F.
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(2) Konstruiere das zu G, x gehorende augmentierende Netzwerk
(Vo By, Coywy).

(3) Wende den Algorithmus I11.3.5 (S. 75) von Floyd-Warshall
auf (V, E,) mit d = w, an.
Falls (V,, E,) keinen Kreis enthdlt oder falls alle Kreise bzgl.
w, eine nicht negative Linge haben, gehe zu Schritt (5).

(4) Sei K der in Schritt (3) gefundene Kreis negativer Lange bzgl.
w,. Bestimme

e =min{c,(e) : e € K}
und setze

z(e)+¢e fallsee KNE,
z(e) =< z(e) —e fallse € K\F,
z(e) falls e € K.

Gehe zu Schritt (2) zuriick.

(5) Bestimme @(x). Falls o(x) = ® ist, ist x der gesuchte Fluss.
Beende das Verfahren und gebe x aus. Andernfalls gehe zu
Schritt (6).

(6) Wende den Algorithmus I11.3.2 (S. 72) von Dijkstra auf den
Graphen (V,, E,) mit d = w, an und bestimme so einen bzgl.
w, kiirzesten Weg P von s nach t.

(7) Falls in Schritt (6) kein Weg gefunden wurde, existiert in G
kein zuldssiger (s,t)-Fluss mit Wert ®. Beende das Verfahren

mit einer entsprechenden Fehlermeldung. Andernfalls gehe zu
Schritt (8).
(8) Fiir den in Schritt (6) gefundenen Weg P bestimme

o' = min{c,(e) : e € P}
und

a =min{do/, ® — ¢(z)}.
Setze

z(e)+a fallsee PNE,
z(e) =< z(e) —a fallse € P\E,
z(e) falls e & P.

(9) Konstruiere das zu G, x gehérende augmentierende Netzwerk
(Vi, By, iy wy) und gehe zu Schritt (5) zurick.

BeispieL I11.4.7. Wir betrachten das in Abbildung I11.4.14 gezeigte
Netzwerk, wobei die Tupel an den Kanten die Kapazitéiten und Kosten
angeben. Gesucht ist ein kostenminimaler (s, #)-Fluss mit Wert 3.
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9,0

4,1

ABBILDUNG II1.4.14. Netzwerk aus Beispiel I11.4.7 mit
Kapazitéiten und Kosten der jeweiligen Kante

9,0

4,1

ABBILDUNG II1.4.15. Augmentierendes Netzwerk zum
Fluss x = 0 und dem Netzwerk aus Beispiel 111.4.7 und
Abbildung I11.4.14 mit Kapazitdten und Kosten der je-
weiligen Kante

Abbildung I11.4.15 zeigt das zu x = 0 gehorende augmentierende Netz-
werk, wobei die Zahlen an den Kanten die jeweiligen Kapazitdten und
Kosten angeben. Der einzige Kreis in diesem Netzwerk ist A, D, B, C,
A und hat bzgl. w, die Lénge 4. Damit gelangen wir direkt zu Schritt
(5). Schritt (6) liefert den Weg s, A, D, ¢t mit der Lange 2 bzgl. w,. Es
ist o/ = 2, a = 2. Damit erhalten wir das in Abbildung I11.4.16 gezeigte
Netzwerk, wobei die Zahlen an den Kanten jeweils die Kapazitét, den
Flusswert und die Kosten angeben. Es ist ¢(x) = 2 mit Kosten 4.
Abbildung I11.4.17 zeigt das neue zugehorige augmentierende Netz-
werk. Schritt (6) liefert den Weg s, A, D, B, C, t mit Linge 3 bzgl.
w,. Esist o/ =1, @ = 1. Damit erhalten wir das in Abbildung I11.4.18
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9,2,0

ABBILDUNG II1.4.16. Netzwerk aus Beispiel I11.4.7 mit
Kapazitét, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten
nach dem ersten Durchlauf von Algorithmus I11.4.6

Al

11

ABBILDUNG II1.4.17. Augmentierendes Netzwerk im
zweiten Durchlauf von Algorithmus I11.4.6 in Beispiel
[11.4.7 mit Kapazititen und Kosten der jeweiligen Kante

gezeigte neue Netzwerk. Es ist ¢(x) = 3 mit Kosten 7. Dies ist der
gesuchte kostenminimale Fluss.

BEISpPIEL I11.4.8. Zur Verdeutlichung der Arbeitsweise von Algo-
rithmus I11.4.6 starten wir mit dem Netzwerk aus Beispiel 111.4.5 und
Abbildung I11.4.11, d.h., wir iiberspringen die Initialisierungsphase von
Algorithmus I11.4.6 und starten mit dem ,, Gott gegebenen“ Fluss aus
Beispiel I11.4.5 und Abbildung I11.4.11 (S. 90). Dann liefern die Schrit-
te (3) und (4) den Fluss aus Beispiel I11.4.5 und Abbildung I11.4.13
(S. 91). Der Fluss hat den Wert 3 und die Kosten 16.

Abbildung I11.4.19 zeigt das zugehérige augmentierende Netzwerk. Es
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ABBILDUNG II1.4.18. Netzwerk aus Beispiel I11.4.7 mit
Kapazitét, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten
nach dem zweiten Durchlauf von Algorithmus I11.4.6; der
Fluss hat minimale Kosten und den vorgegebenen Wert

ABBILDUNG II1.4.19. Augmentierendes Netzwerk im
ersten Durchlauf von Algorithmus I11.4.6 in Beispiel
I11.4.8 mit Kapazitdten und Kosten der jeweiligen Kante

enthélt folgende Kreise

s,A,D,B,s Wert —1,
s,A,D,B,C,A,s Wert 4,
A,D,A Wert 0,
B,C.B Wert 0,
A D ,B,C A Wert 4.

95
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Also liefert Schritt (3) den ersten dieser Kreise mit ¢ = 1. Das resultie-
rende Netzwerk ist das kostenminimale Netzwerk aus Beispiel 111.4.7
und Abbildung I11.4.18.

Anders als in Beispiel I11.4.7 wissen wir in der jetzigen Phase von Algo-
rithmus I11.4.6 noch nicht, dass dieses Netzwerk optimal ist. Daher be-
stimmt Algorithmus I11.4.6 das zugehorige augmentierende Netzwerk,
das in Abbildung I11.4.20 gezeigt ist. Es enthélt die Kreise

s,B,C,A,s Wert 5,
B,C,B Wert 0,
A DA Wert 0,
B,D,B Wert 0,
B,C;A,D,B Wert 4.

Keiner hat einen negativen Wert. Daher kommen wir zu Schritt (5)
und der Algorithmus bricht wegen ¢(z) = 3 mit der Information ab,
dass der gesuchte Fluss gefunden ist.

3,0

1,1

1. —1 1,0

ABBILDUNG II1.4.20. Augmentierendes Netzwerk im
zweiten Durchlauf von Algorithmus I11.4.6 in Beispiel
[11.4.8 mit Kapazitdten und Kosten der jeweiligen Kante

Man kann Schritt (1) von Algorithmus II1.4.6 auch durch Algorith-
mus [11.4.2 ersetzen. Dies hat den Nachteil hoherer Kosten fiir diesen
einzelnen Schritt. Andererseits hat es den Vorteil, dass die restlichen
Schritte unter Umsténden weniger haufig durchgefiihrt werden miissen.
Dies ist z. B. der Fall, wenn der vorgegebene Wert ® kleiner als der
Wert des Maximalflusses ist.
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Digraph, 67 lineares Optimierungsproblem, 8, 12
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dual zuliissig, 43 Netzwerk 776
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strikt komplementér, 56
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Kapazitatsbeschrankungen, 76 Vorwértsbogen, 77, 88
Kapazitatsfunktion, 76 Weg, 70

Knoten, 67 Wert eines Flusses, 77
Knotenmenge, 67

Komplement, 22 Zielfunktion, 8
komplementér, 21 zugeordnetes Tableau, 23
konvex, 15 zuléssige Basis, 23

Kosten einer Augmentierung, 89 zuléissiger (s, t)-Fluss, 76
Kostenfaktor, 88 Zuldssigkeitsbereich, 12, 59
Kostenfunktion, 88 zusammenhéngender Graph, 70
Kreis, 70 Zyklus, 70

lexiko-positiv, 36
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