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Einleitung

Die folgenden stark vereinfachten Beispiele geben einige typische
Optimierungsprobleme an, mit deren Losung wir uns in den folgenden
Kapiteln befassen.

BEISPIEL 1. Eine kleine Schuhfabrik stellt je ein Modell eines Da-
men- und Herrenschuhs her. Der Reingewinn pro Paar Damenschuh
betrédgt 16 € , pro Paar Herrenschuh 32 € . Der Lederbedarf pro Paar
Damen- bzw. Herrenschuh betriagt 6 dm? bzw. 15dm?; monatlich ste-
hen 4500 dm? Leder zur Verfiigung. Die Maschinen-Bearbeitungszeit
betrigt 4h bzw. 5h pro Paar Damen- bzw. Herrenschuh; monatlich
stehen hochstens 2000 h Maschinenzeit zur Verfiigung. Die menschliche
Arbeitszeit betragt 20 h bzw. 10 h pro Paar Damen- bzw. Herrenschuh;
die monatliche Gesamtarbeitszeit betrdgt hochstens 8000 h. Die Firma
mochte diese Ressourcen optimal einsetzen und einen maximalen mo-
natlichen Gewinn erzielen.

Zur Losung bezeichnen wir mit « die Zahl der produzierten Paar Da-
menschuhe und mit y die Zahl der produzierten Paar Herrenschuhe.
Dann ist der Gewinn

16x + 32y.

Die vorhandenen Ressourcen ergeben folgende Bedingungen:
Leder: 6x + 15y < 4500,
Maschinen: 4x + 5y < 2000,
Mensch: 20z + 10y < 8000.
Natiirlich kénnen keine negativen Schuhe produziert werden, d.h.
x>0, y=>0.

Diese 5 Ungleichungen beschreiben die in Abbildung 1 fett umrande-
te Flache. Die diinnen Linien beschreiben Niveaulinien der Funktion
16z + 32y.

Offensichtlich ist der Gewinn maximal im Punkt B. Dieser hat die Ko-
ordinaten (250,200), d.h. 250 Paar Damenschuhe und 200 Paar Her-
renschuhe. Der Gewinn betragt 10400 € .

BEISPIEL 2. Ein Transportunternehmen verfiigt iiber 18 Giiterwa-
gen am Gahnhof A und 12 Giiterwagen am Bahnhof B. Sie benotigt 11,
10 bzw. 9 Giiterwagen an den Bahnhofen R, S, T. Die folgende Tabelle
gibt die Entfernungen in km zwischen den einzelnen Bahnhofen an:

5
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T

ABBILDUNG 1. Zuléssiger Bereich und einige Niveauli-
nien der Gewinnfunktion in Beispiel 1

RS T
Alb5 4 9
B 7 8 10

Die Giiterwagen sind nun so zu arrangieren, dass die Gesamtzahl der
gefahrenen Kilometer minimal ist.

Da die Zahl der zur Verfiigung stehenden Giiterwagen gleich derjeni-
gen der angeforderten ist, ist die Zahl der jeweils zu verschiebenden
Waggons eindeutig festgelegt durch die Zahlen x und y der Waggons,
die von A nach R bzw. von A nach S verschoben werden. Damit ergibt
sich folgende ,,Verschiebetabelle:

| RS T
A x y 18—z —y
Bl1l—2 10—y z+4+y—9
Die gefahrenen Leerkilometer sind
br+ 4y +9(18 —x — y)
+7(11 —z)+8(10 —y) + 10(x +y — 9)
= —r — 3y + 229.

Diese Funktion ist zu minimieren unter denEinschrankungen
x>0, y=>0
18—x—y >0, 11—2>0
100—y>0, z4+y—92>0.
Diese 6 Ungleichungen beschreiben den fett umrandeten Bereich in

Abbildung 2. Die diinnen Linien beschreiben Niveaulinien der Funktion
229 — x — 3y.
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Offensichtlich ist diese Funktion im Punkt A minimal. Dieser hat die
Koordinaten (8,10). Es sind insgesamt 191 Leerkilometer zu fahren.

y‘ \

Sy

ABBILDUNG 2. Zuléssiger Bereich und einige Niveauli-
nien der Verlustfunktion in Beispiel 2

BEeispIEL 3. Ein Fiirst will die drei wichtigsten Stadte A, B, C
seines Reiches besuchen. Er startet seine Reise in seiner Residenz R
und will sie dort beenden. Damit niemand bevorzugt erscheint, darf er
jede der Stadte A, B und C nur genau einmal betreten. Die folgende
Tabelle gibt die Fahrtzeiten zwischen den Stéadten an:

R A B C
R~ 8 6 15
Al 8 — 2 4
Bl 6 2 — 5
Cli5 4 5 -

Wie muss der Fiirst seinen Weg gestalten, um eine moglichst kurze
Strecke zuriickzulegen?
Da offensichtlich Wege der Foom R -+ A - B - C - Rund R — C
— B — A — R die gleiche Lange haben, hat er bis auf Umkehr der
Reihenfolge folgende drei Moglichkeiten:
R—-A—-B—-C—R: 84+2+5+15= 30,
R—+-B—-C—A—R: 6+5+4+8=23,
R-C—-A—-B—-R: 15+4+24+6=27.

Er muss also die Stddte in der Reihenfolge B, C, A aufsuchen.

BrISPIEL 4. Eine Olfirma hat eine Quelle und eine Raffinerie, die
wie in Abbildung 3 skizziert durch Pipelines miteinander verbunden
sind. Die Zahlen geben die maximale Durchflussmenge jeder Pipeline
an. Wie grof8 ist die maximale Olmenge, die von der Quelle Q zur
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ABBILDUNG 3. Olpipelines aus Beispiel 4 mit maximaler
Durchflussmenge jeder Pipeline

Raffinerie R transportiert werden kann?
Durch ,,Hinsehen“ und Ausprobieren erhalten wir den maximalen Fluss
9, der sich wie in Abbildung 4 skizziert verteilt.

ABBILDUNG 4. Olpipelines aus Beispiel 4 mit der Durch-
flussmenge jeder Pipeline, die den maximalen Gesamt-
fluss von ) nach R ergibt

BEISPIEL 5. Ein Paketdienst hat einen Sondertarif eingefiihrt. Er
betrifft quaderférmige Pakete, die folgende Bedingungen erfiillen:

e Jede Kante ist hochstens 40 cm lang.
e Fiir jede Seitenfliche ist der Umfang plus die Lénge der zur
Seitenflache senkrechten Kante hochsten 170 cm.

Wie grof} ist das maximale Volumen eines Paketes, das zu dem Sonder-
tarif befordert werden kann?
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Wir bezeichnen mit z, y und z die Kantenldngen. Dann ist das Volumen
V =xyz.
Wir koénnen die Bezeichnungen so wéhlen, dass
r<y<z
gilt. Dann ergeben sich die Einschrénkungen
2 <40, 2(z+vy)+ax <170.

Offensichtlich erhalten wir das maximale Volumen, wenn wir x, y und
z moglichst grof wéhlen und dabei die Bedingungen einhalten. Dies
liefert die Kandidaten

2 =40,z =y = 30 mit V = 36 dm?

und
r=y=z=34mitV = 39.304dm?>.

Also ist das maximale Volumen 39.304 dm?.

BEISPIEL 6. In einem Frachtraum, der die Form eines Ellipsoides
2 2 2
x Yy z
e pta!
hat, ist ein achsenparalleler Quader maximaler Lénge unterzubringen.
Wie grof ist das maximale Volumen?
Die Koordinaten der Quadereckpunkte sind (£, +y, +2). Dementspre-

chend ist das Volumen

V = 8zyz.
Dieses ist zu maximieren unter der Nebenbedingung
22 2 2
Stmtz=1

Hierzu stellen wir die Lagrange-Funktion (s. Skriptum ,, Analysis I-II1¢,
Satz VIL.5.14, S. 253) auf

2 2 2
L(m,y,z,/\) :8xyz+)\(x_2+y—+z—2—1)
a c

b2

und bestimmen deren kritische Punkte aus den Gleichungen
g—i = 8yz — 2)\% =0
g—j = 8xrz — 2)\by—2 =0
g—i = 8ry — 2/\;2 =0

oL x* y* 22
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Multiplizieren wir die erste, zweite und dritte Gleichung mit z, y und
z und addieren die Ergebnisse, erhalten wir mit der vierten Gleichung
22 2 2
0 = 24xyz — 2\ (¥+ﬁ+§) = 24xyz — 2\
= A\ =12zyz.

Setzen wir dies in die ersten drei Gleichungen ein, erhalten wir

2
O:8yz(1—3%)

2
0:8332(1—3‘7;—2)

2
0:8xy<1—3%).

Damit ergeben sich die Losungen
r=y=2=0

und
a b c

— Y=, 2= —.
V3T VB T

Da die erste Losung offensichtlich unsinnig ist, ist das maximale Volu-
men

Tr =

V = g\/gabc.

Alle Beispiele sind von der Form, dass eine Grofle, genannt Zielfunk-
tion, unter gewissen Nebenbedingungen, die durch Gleichungen oder
Ungleichungen fiir weitere Funktionen beschrieben werden, minimiert
oder maximiert werden soll.

In den ersten beiden Beispielen sind alle Funktionen linear. Dement-
sprechend spricht man von einem linearen Optimierungsproblem. Mit
solchen Problemen befassen wir uns in Kapitel 1.

Das dritte und vierte Beispiel unterscheiden sich von den anderen Bei-
spielen dadurch, dass die auftretenden Groéflen nur diskrete Werte an-
nehmen koénnen. Dementsprechend spricht man von einem diskreten
Optimierungsproblem. Diese sind Gegenstand des Kapitels II.

Beim fiinften und sechsten Beispiel schliellich sind die Zielfunktion
und / oder einige oder alle Nebenbedingungen nichtlineare Funktionen.
Dementsprechend spricht man von einem nichtlinearen Optimierungs-
problem. Solche Probleme behandeln wir in Kapitel II1.

Probleme wie in Beispiel 1 konnen schnell auch zu diskreten Opti-
mierungsproblemen werden. Dann nédmlich, wenn das Optimum nicht
ganzzahligen Werten entspricht und aus praktischen Griinden nur ganz-
zahlige Losungen in Frage kommen. (Es macht keinen Sinn, % Paar
Damenschuhe zu produzieren!) Insofern waren die Zahlen in diesem
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Beispiel gliicklich gew#hlt. Mit derartigen Problemen befassen wir uns
in Abschnitt II.1.

Die Kapitel I und III folgen im Wesentlichen der Monographie [2].
Kapitel II orientiert sich im Wesentlichen an dem Abschnitt ,, Ganzzah-
lige / Kombinatorische Optimierung in [1].






KAPITEL 1

Lineare Optimierung

I.1. Problemstellung

DEFINITION I.1.1. Wir definieren eine Halbordnung ,<“ auf [R U
{—00, 00}]™ durch

r<y <<= <y Vli<i<n.

DEFINITION [.1.2. Gegeben seien ein Vektor ¢ € R", eine Matrix
A € R™" Vektoren b,b € [RU {—o00,00}]™ und Vektoren ¢,u €
[R U {—00,00}]". Dann nennt man die Aufgabe:

(L.1.1) c'z — min
unter den Nebenbedingungen
reR”, b<Axr<b, (<z<u

ein lineares Optimierungsproblem, kurz LP, in allgemeiner Form. Fiir
ein LP schreiben wir auch kurz

min{c’z :b < Az <b, { <2 < u}.
Die Menge 3
P={zeR":b<Azx<b,{<z<u}
heiflt Zuldssigkeitsbereich des LP.
BEMERKUNG [.1.3. Wegen
max c'z = — min(—c'z)
kénnen wir uns auf Minimierungsprobleme beschranken.

BEISPIEL 1.1.4. In Beispiel 1 (S. 5) ist n =2, m =3

6 15 —0 (4500
A={4 5], b=|[-00]|, b=[2000],
20 10 —0 8000

0 0 (o0 (16
- 0/’ U = 00 C = 39/
In Beispiel 2 (S. 5) ist n =2, m =1
A=(1 1), b=09, b =18,

) e Go) - ()

13
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Man beachte, dass die additive Konstante 229 in der zu minimierenden
Zielfunktion zwar den Wert der Zielfunktion nicht aber die Minimal-
stelle beeinflusst.

Fiir die konkrete Anwendung ist es hilfreich, statt der allgemeinen
Form eines LP eine dazu dquivalente, standardisierte Form zu betrach-
ten. Wir benutzen im Folgenden zwei standardisierte Formen: Die erste
ist fiir theoretische Untersuchungen besonders geeignet; die zweite ist
besonders giinstig fiir die praktische Losung mit dem Simplexalgorith-
mus.

DEFINITION 1.1.5. Die Standardform eines LP ist gegeben durch
(I.1.2) min{c'z : Ax =0, x > 0}
mit der zugehdrigen zulédssigen Menge
P={zeR":Axr=b, z > 0}.
Wir bezeichnen dieses Problem im Folgenden kurz mit LP(P) oder
einfach P.

BEMERKUNG L.1.6. Jedes LP kann in ein LP(P) transformiert wer-
den und umgekehrt. Die verschiedenen Formen sind ssquivalent in dem
Sinne, dass die Zielfunktionen die gleichen Minimalwerte haben und
dass jedes Minimum des einen LP in das des anderen LP transformiert
werden kann.

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst die Richtung P — LP.
Offensichtlich entspricht Problem (I.1.2) dem Problem (I.1.1) mit

b=0b b=,
00
(=0, u=
00

Fiir die Richtung LP — P beachten wir zuerst, dass Ungleichungen
der Form
—o0 < (Az);, (Az); < o0
ignoriert werden konnen. Ungleichungen der Form
b < (Az)i, (Aw); <1;

werden durch Einfithren von sog. Schlupfvariablen in die Standardform

uberfiihrt:
Qi = (Ax)z — 84, S Z 07

l_)j = (ALL’)j + Sj, S5 Z 0.
Ungleichungen der Form

gehen durch den Ansatz
ri=2z—Y, %20, y >0
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in die Standardform tiber. Fiir endliche Werte /¢;, u; lauten die entspre-
chenden Umformungen

U <x; < o0 = y; > 0 mit yi = x; — Uy,
—oo <z <u = z; >0 mit Zi = U; — Ty,

b < <up = y; >0 und 2z >0
mit y; = x; — {5, 2 = U — Tj.

Man beachte, dass sich bei diesen Transformationen die beteiligten Vek-
toren und Matrizen, sowie die Dimensionen m und n dndern.

BEISPIEL [.1.7. Die Standardform von Beispiel 1 (S. 5) ist gegeben
durch

n =5, m =3,
16
6 15 1 0 0 4500 32
A=14 5 01 0|, b=[2000], —c=1]0
20 10 0 0 1 8000 0
0

Die Erhohung der Dimension n von 2 auf 5 ergibt sich durch die
Einfiihrung von 3 Schlupfvariablen, die sich in den 3 Null-Komponenten
von ¢ widerspiegeln.

Fiir Beispiel 2 (S. 5) erhalten wir analog

n =06, m =4,
—1
1 1 1000 18 —3
1 0 0100 11 0
A=10o 1 0010 =] “=|o
1 -1 000 1 -9 0
0

DEeFINITION 1.1.8. Die Simplexform eines LP ist gegeben durch

ws maefeem (30 ()< (2) ezl

mit der zuldssigen Menge

pfirex () ()-0) 20}

Wir bezeichnen dieses Problem im Folgenden kurz mit LP(ﬁ ) oder
einfach P. Ebenso setzen wir zur Abkiirzung

() () -0
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BEMERKUNG 1.1.9. Offensichtlich gilt

reP <= Ez(x)eﬁ

—clx

und die Minimierung von c'z ist dquivalent zur Maximierung von z
unter der Nebenbedingung

dr+2=0.

Daher sind die Probleme (I.1.2) und (I.1.3) dquivalent.

I.2. Geometrische Grundlagen
DEFINITION [.2.1. Eine Menge der Form
H={zeR":dx <b}

mit ¢« € R™ und b € R heifit ein Halbraum. Der Durchschnitt von
endlich vielen Halbraumen heifit ein Polyeder.

BEMERKUNG 1.2.2. Ein Polyeder ist stets von der Form
{zr e R": Az < b}
mit A € R™*™ und b € R™. Da die Gleichung
Ax =10
offensichtlich dquivalent ist zu den beiden Ungleichungen
Az <b, (A <-b
ist die zulédssige Menge eines LP in Standardform ein Polyeder.

DEFINITION [.2.3. Eine Menge M C R™ heifit konvez, wenn fiir alle
x,y € M und alle \ € [0,1] gilt

A+ (1= Ny e M.

Eine Funktion f : M — R heifit konvex, wenn M konvex ist und fiir
alle z,y € M und alle X € [0, 1] gilt

(I.2.1) fAz+(1=XNy) < Af(x)+ (1 =N f(y).

Die Funktion f heifit strikt konvexr, wenn fir alle x,y € M mit = # y
und alle A € (0,1) in (1.2.1) die strikte Ungleichung gilt.

BEMERKUNG 1.2.4. Halbraume sind konvex. Lineare Funktionen
sind konvex, aber nicht strikt konvex.

LEMMA 1.2.5. Der Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Men-
gen ist konvex. Insbesondere ist jeder Polyeder konvex.

BEWEIS. Ist offensichtlich. O
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DEFINITION 1.2.6. Eine Menge A C R"™ heif3t affin oder affine Men-
ge, wenn fiir alle x,y € A und alle A € R gilt
Ar+ (1 — Ny € A.
Ist xg € A, so ist
L={x—xp:x€ A}
ein Untervektorraum von R™. Seine Dimension heifit die Dimension
von A,
dim A = dim L.
Ist A =0 die leere Menge, setzt man dim A = —1.
BEISPIEL 1.2.7. Hyperebenen sind affin. Fiir
H={x eR":ad'z=0b}
gilt
n—1 fallsa#0,
dimH =<n falls a = 0 und b = 0,
—1 falls a = 0 und b # 0.

DEFINITION [.2.8. Fiir eine beliebige Menge S C R™ bezeichnet
aff(S) die kleinste affine Menge, die S enthiélt:

aff(S) = (1 C.

CDS
Caffin

Die Dimension von aff(S) nennt man die (affine) Dimension von S.

BEMERKUNG 1.2.9. Ist £ = dim aff(S), so gibt es k + 1 Punkte z,
ooy xp € aff(S) mit

Man kann die Punkte sogar in S wéhlen. Denn ausgehend von einem
beliebigen Punkt zy € S kann man durch Hinzunehmen weiterer Punk-
te x1, ...,z die Menge aff(S) sukzessive aufbauen:

aff({zo}) C aff({zo,21}) C ... C aff({xo,...,zx}) = aff ().
BEispieEL 1.2.10. Fir
P={zcR:z +my+a3<1,2,>0, 25>0, 23>0}

erhalten wir

0 1 0 0
aff(P) = aff o), (0}, 1] ,1]0
0 0 0 1
und damit

dim aff(P) = 3.
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BEMERKUNG [.2.11. Die zuléssigen Mengen von LPs in Standard-
form sind spezielle Polyeder. Sie sind charakterisiert durch Gleichungen
und besonders einfache Ungleichungen. Bemerkung 1.1.6 (S. 14) zeigt
andererseits, dass jeder Polyeder in dieser speziellen Form dargestellt
werden kann. Wir verdeutlichen dies noch einmal fiir das spezielle Bei-
spiel des Einheitsquadrates

Q={rcR*:0<2;<1,i=1,2}.
Analog zu Bemerkung 1.1.6 setzen wir
Y =21, Y=, Ys=1—x1, ys=1-—mx.
Dann gilt
y1+y3:1, y2+y4:1, yzZOZ:1774
D.h. das Einheitsquadrat ist die Projektion auf die (yi,y2)-Ebene des

Polyeders
P={yeR': Ay=1b, y>0}

1010 1
A‘(o 10 1)7 b‘(1>‘

Fiir die praktische Losung eines LPs spielen die ,,Fcken® des Zu-
lassigkeitsbereiches eine wesentliche Rolle. Wir bendtigen eine saubere
mathematische Definition dieses intuitiven Begriffes. Dies leistet die
folgende Definition. Sie besagt anschaulich, dass eine Ecke nicht als
Konvexkombination verschiedener Punkte des Polyeders darstellbar ist.

mit

DEerFINITION 1.2.12. Ein Punkt a einer konvexen Menge M heifit
Extremalpunkt von M falls mit z,y € M und A € (0, 1) aus

a=Xx+(1-N)y

stets
folgt.

BEISPIEL [.2.13. M sei die abgeschlossene Einheitskugel in R".
Dann sind die Randpunkte von M genau die Extremalpunkte von M.

Man {iberzeugt sich leicht, dass die Ecken von Polyedern in R? oder
R3 genau die Extremalpunkte sind. Eine andere intuitive Definition
von ,, Fcken® ist diejenige als O-dimensionaler Durchschnitt m — 1-
dimensionaler ,, Seitenflichen*, wenn m die affine Dimension des Po-
lyeders ist. Hierzu bendttigt man aber eine Prézisierung des Begriffes
yoeitenfliche. Die leistet die folgende Definition.

DEFINITION 1.2.14. Eine konvexe Teilmenge E einer konvexen Men-
ge M heiBt Extremalmenge von M, fallsausa € E, x,y € M, X € (0,1)
und
a=Xr+(1-N)y
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stets folgt
x,y € B.

BEMERKUNG 1.2.15. Extremalpunkte sind O-dimensionale Extre-
malmengen. M selbst ist Extremalmenge von M maximaler Dimension.
Die Kanten eines Polyeders in R? oder R? sind 1-dimensionale Extre-
malmengen. Die Seitenflichen eines Polyeders in R? sind 2-dimensionale
Extremalmengen.

SaTz 1.2.16. E sei Extremalmenge der konveren Menge M. Dann
gilt
E = Mnaff(E).
BEWEIS. Offensichtlich ist
E cC Mnaff(E).

Sei nun umgekehrt z € M N aff(£). Geméal Bemerkung 1.2.9 gibt es
dann Punkte v, ...,y € E und Gewichte wy,...,w; € R mit

k k
T = E WiYi, E w; = 1.
i=0 i=0

Falls alle w; > 0 sind, folgt x € E wegen der Konvexitat von F.
Seien also einige Gewichte negativ. Definiere

o= — sz‘, 2121_1_% sz‘yz‘, Zzz—é szyz

0<i<k 0<i<k 0<i<k

w;<0 w; >0 w;<0
Dann ist
E wi=14+a>0
0<i<k
w; >0

und daher z; € E. Analog folgt z5 € E. Damit haben wir

«
= E.
1+al’+1+a22€

Da F Extremalmenge ist, folgt € E und damit M Naff(F) C £. O

reM, zeFE =z

SATzZ 1.2.17. Wenn ein allgemeines LP tiberhaupt Optimallosungen
besitzt, ist die Menge E der Optimallosungen eine Extremalmenge des
Polyeders P der zuldssigen Ldsungen von LP.

BEWEIS. Das allgemeine LP besitzt die Form
min{c'z : x € P}
mit dem Polyeder P der zuléssigen Losungen. Falls es Optimallosungen
gibt, ist
a=min{c'r: z € P}
endlich und es ist
E={zeP:dx=a}
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ein Polyeder in P, also konvex.
Wir nehmen an, E sei keine Extremalmenge. Dann gibt es ein a € E|
z,y € Pund A € (0,1) mit

a=Ax+(1-Ny
und x und y sind nicht beide in £ enthalten. O.E. sei x ¢ F. Dann ist
dr>a und dy>a.
Damit folgt
a=ca=Nz+(1-Ncy>la+(1-Na=oa.
Dies ist ein Widerspruch. U

Jede konvexe Menge M besitzt M und die leere Menge () als Extre-
malmengen. Die Existenz weiterer Extremalmengen, insbesondere von
Extremalpunkten dagegen ist nicht gesichert. Insbesondere besitzt kein
Halbraum

H={zeR":d'x <b}
mit n > 2 und a # 0 Extremalpunkte. Anders sieht es aus fiir Polyeder,

die keine Geraden enthalten.

SATZ 1.2.18. Der Polyeder P sei nicht leer und enthalte keine Ge-
rade. Dann enthdlt P mindestens einen Extremalpunkt.

BEWEIS. Sei z € P. Falls x kein Extremalpunkt ist, gibt es ein h €
R"\{0} mit z£h € P. Da P keine Gerade enthélt, gibt es ein A € R*, so
dass x +Ah = 2’ ein Randpunkt von P ist. Falls 2’ kein Extremalpunkt
ist, konnen wir diesen Prozess mit einem von h linear unabhéngigen
Vektor h’' wiederholen. Spétestens nach n Schritten haben wir dann
einen Extremalpunkt gefunden. U

Sarz 1.2.19. Das LP in Standardform besitze Optimallosungen.
Dann gibt es unter ihnen auch Extremalpunkte des Zuldssigkeitsberei-

ches P.
BEWEIS. Nach Voraussetzung ist P # (). Wegen
Pc{zeR":2>0}

enthélt P keine Gerade. Also besitzt P geméfl Satz 1.2.18 mindestens
einen Extremalpunkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.2.17. [J

1.3. Algebraische Grundlagen

Im Folgenden ist stets

(I.3.1) m<n, AeR™" zeR", beR™ N={1,...,n}.
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DEFINITION [.3.1. (1) Sei J C N nicht leer. Dann besteht A; aus
den Spaltenvektoren von A, die zu der Indexmenge J gehoren; x; be-
steht aus den Komponenten von z, die zu der Indexmenge J gehoren.
(2) Zwei nicht leere Teilmengen J und K von N heiflen komplementir,
wenn gilt

JNK =0 und JUK = N.

In diesem Fall schreiben wir
N=J®&K.

(3) J C N heifit eine Basis, wenn §J = m und A, regulér ist. In diesem
Fall heifit x; ein Basisvektor. Ist J eine Basis und N = J @ K, so heifit
K eine zugehorige Nichtbasis bzw. ein zugehoriges Komplement.

Es gelte
rang A = m.

Dann ist das LGS Az = b 16sbar. Daher gibt es eine Basis J. Fiir diese
gilt mit N =J @ K

b= AJ.Z'L] + AKxK
- A;lb:xJ+A;1AK$K
- Xy :Ajlb—AglAKiL’K

DEFINITION 1.3.2. Es gelte rang A = m und J sei eine Basis und
N = J & K. Der Vektor x mit

g =0 und zy :Ajlb
heifit eine Basislosung (zu J) und wird mit x(.J) bezeichnet.

_ DeFINITION 1.3.3. Ein Paar (J; (4,b)) mit J C N, A € R™" und
b € R™ heifit ein Tableau, wenn gilt

A;=1.

Es heifit dem LGS Az = b zugeordnet, wenn die LGS Az = b und
Ax = b dieselbe Losungsmenge haben.

DEFINITION 1.3.4. Das LGS Az = b gehore zu einem LP in Stan-
dardform mit Zuléssigkeitsbereich P. Eine Basis J von A heiffit dann
zuldssig, wenn die zughorige Basislosung x(J) zuldssig ist, d.h. in P
liegt.

BEMERKUNG 1.3.5. Man beachte, dass fiir N = J @ K stets gilt

Die Zuléssigkeit von x(.J) ist also eine Bedingung an die Komponenten
von x(J) .
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BEISPIEL 1.3.6. Betrachte

=08 =)
=

reguldr ist, ist

J={1,4}
eine Basis. Die entsprechende Nichtbasis ist
K ={2,3}.

Um das entsprechende Tableau zu erhalten, miissen wir A;'A und A'b
berechnen:

=1 3)
aa=( )@ e )=06 3010
(. 2)0)-()

Also lautet das entsprechende Tableau

— = 1 -2 10]-3
aam-(oa(y 31 03)):
Die zugehorige Basislosung ist
-3
0
$(J): 0
-1

Sie ist nicht zulédssig. Dementsprechend ist J nicht zuléssig.

Da

0 1

10
regulér ist, ist J' = {2, 3} auch eine Basis. Die entsprechende Nichtbasis
ist K’ = {1,4}. Fiir die zugehorige Basislosung erhalten wir

y = A;lb= ((1) (1)) G) - @

z(J') =

und damit

O~ NN O

-+

Diese ist zuldssig. Dementsprechend ist J' zuléssig.
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Die folgende Definition und die nachfolgenden Sitze beschreiben
den Zusammenhang zwischen der Standardform und der Simplexform
eines LP und den zugehorigen Ecken.

DEFINITION [.3.7. Fiir ein LP in Standardform (I.1.2) (S. 14) und
das zugehorige LP in Simplexform (I.1.3) (S. 15) setzen wir

Tpt1 = %,

~

N=NU{n+1}={1,...,n+ 1},

P={zeR": Az =0b, xz >0},

P={FecR": AZ=0b, Ty >0}

SaTz 1.3.8. (1) J ist eine Basis von A genau dann, wenn
J=J@®{n+1}

eine Basis von A ist.
(2) x(J) ist eine Basislosung von Az = b genau dann, wenn

o) = (—ft(:v(]()ﬁ)

eine Basislosung von AT = b ist.

BEWEIS. ad (1): Folgt aus

detA\f: det (ftj (1)> =det Aj.
J

ad (2): Folgt aus
A\AAA: AJ 0 Ty _ AJZL‘J
JJ 1) \—cz(J) iy —ca(J)

chay = cx(J).

und

d

SATZ 1.3.9. (1) Der Vektor z* ist genau dann eine Ecke von P,
wenn der Vektor
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eine Ecke von P ist.
(2) Der Vektor x* ist genau dann eine Ecke von P, wenn es eine
zuldssige Basis J von A gibt mit x* = x(J).

BEWEIS. ad (1): Seien z,y,z € P und
~ | =z ~ [y ~ [ =z
(o) () (5

r=Ay+ (1 =Xz mit e ]0,1]
= T=N+(1-N)z

Dann gilt

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): ,==*: Sei x* eine Ecke von P. Setze

S=85x")={le N:x; >0}

O.E. ist S # (), da sonst z* = 0 und damit b = 0 ist und somit die
Behauptung offensichtlich gilt. Wir behaupten, dass die Spalten von Ag
linear unabhéingig sind. Denn andernfalls gibe einen Vektor A\ € R

mit A # 0 und
€S
Definiere z € R™ durch

L A fallsi e S,
“ 10 sonst.

Dann gilt
z2#0 und Az=0.
Daher gilt fiir alle e € R

A(x* £ez) =b.
Fir '
0<e< min;eg x;
maX;es 2;
ist offensichtlich
r+ez>0.

Daher ist fiir mindestens ein € > 0

1
:L'*:E (x*+5z)+(x*—5z)] und 2" f£ez e P.

Dies ist ein Widerspruch zur Extremaleigenschaft von x*.

Da die Spalten von Ag linear unabhéngig sind, ist S eine Basis oder
kann durch Hinzunahme weiterer Indizes zu einer Basis J ergédnzt wer-
den. Nach Konstruktion von S ist x* eine Basislosung zu dieser Basis
J.

,<=": Sei nun J eine zuldssige Basis von A und x(J) eine zugehorige
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Basislosung. Dann gilt z(.J) > 0 und z(J)x =0 mit N = J & K. Also
gilt fiir
S=8(J)={teN:x2(J) >0}

die Inklusion S C J.
Wir nehmen nun an, dass

z(J)=Ay+ (1 - Nz

ist mit y,z € P und A € (0,1) und zeigen x =y = z.
Fir i ¢ S ist x(J); = 0. Wegen y > 0, z > 0 und A € (0,1) folgt
Fiir « € S erhalten wir wegen y, 2z € P

0=b—b=Ay—Az=A(y — 2) :ZAi(yi—zi).
ieS
Da S C J ist, sind die Spalten von Ag linear unabhéngig. Daher folgt
aus obiger Gleichung

Dies beweist £ = y = 2z und damit die Extremaleigenschaft von z. [

BEISPIEL [.3.10. Betrachte
P={rcR®: Az =b, >0}

mit
1 =10 0
=) e-0)
Dann ist
t
P = t]:t>0
1
Die einzige Ecke ist
0
=10
1

J ={1,3} ist eine Basis mit

AJ:G (1)) o(J) = .

J' = {2, 3} ist ebenfalls eine Basis mit

0
AJ/ = (_01 (1)> s I(J,) = 0 ="
1
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Dieses Beispiel zeigt, dass die Zuordnung ,,Ecke - Basis® nicht ein-
deutig ist. Der Grund fiir die Nicht-Eindeutigkeit liegt daran, dass es
zu viele aktive Ungleichungen gibt, d.h. fiir die Basen J und J’ und die
zugehorigen Basislosungen gibt es einen Index j € J bzw. j/ € J' mit
x(J); =0 bzw. 2(J");; = 0.

Gilt fiir eine Basis J dagegen x(J); > 0, so ist die Zuordnung ,,Ecke -
Basis“ eindeutig. Dies fiihrt auf folgende Definition.

DEFINITION 1.3.11. Eine Basis J heifit nicht entartet, wenn fiir die
zugehorige Basislosung gilt z(J); > 0.

Satz 1.3.12. Sei J eine Basis zu A. Dann lautet das zugehdrige
Tableau (J; (A, b)) mit A = A;'A und b = A;'b. Dann ist J = J @
{n + 1} eine Basis zu A. Das zugehérige Tableau lautet (j, (?t 0 g))
mat

¢ =-mA+c, B=-mb, mw=chA;"

Die Komponenten von ™ nennt man Schattenpreise.

BEWEIS. Wir miissen nur noch die Aussagen zu J beweisen. Es ist

~ B\~ (A0 + (A0
= (o) A= 0) (5 1)

Daher ist 121\}1 von der Form

folgt

Damit erhalten wir

~ 1, (AP 0\ (A 0 b\ I 0 A;'
Az (A0) = (—7? 1)\ 1 0) \—-7mA+c 1 —7wb)"
Dies beweist die Behauptung. U

I.4. Der Simplexalgorithmus

Falls ein LP in Standardform {iberhaupt eine Losung besitzt, wird
geméfl Satz 1.2.19 (S. 20) das Optimum an einer Ecke des zulédssigen
Bereiches angenommen. Daher kann man das Optimum durch syste-
matisches Durchsuchen der endlich vielen Ecken finden. Auf dieser Be-
obachtung fult der Simplexalgorithmus, der sich wie folgt beschreiben
lasst:

e IFinde eine Ecke von P.
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e Ausgehend von einer Ecke von P finde eine ,Nachbarecke®
mit einem kleineren Wert der Zielfunktion. Falls keine solche
Ecke existiert, ist das Optimum gefunden. Andernfalls setze
das Verfahren mit der neuen Ecke fort.

Fiir die Durchfithrung des Verfahrens ersetzen wir wegen §1.3 den Be-
griff | Ecke“ durch den Begriff ,,Basis“. Dadurch ergibt sich allerdings
die Schwierigkeit, dass bei entarteten Basen mehrere Basen zur glei-
chen Ecke gehoren konnen. Eine weitere Schwierigkeit ist natiirlich das
Auffinden einer ersten Ecke bzw. Basis.

Wir gehen nun wie folgt vor:

e Zuerst beschreiben wir den Algorithmus unter der Annahme,
dass eine erste Ecke bekannt ist und dass keine Entartung
auftritt.

e Dann beschreiben wir das geeignete Vorgehen im Falle einer
Entartung.

e Schlielich zeigen wir, wie eine erste Ecke bestimmt werden
kann.

DEFINITION 1.4.1. Zwei Basen J und J’ zu dem LGS Az = b heifien
benachbart, wenn sie sich um genau einen Index unterscheiden, d.h.
8(JNJ) =4 —1. Zwei Basen J = J B {n+1}und J' = J & {n+1}
zu dem erweiterten Problem A7 = b heifen benachbart, wenn J und J’
benachbart sind.

SATz 1.4.2. Es sei J = (iy,...,4y,) eine Basis zu dem LGS Az = b
und s & J. Weiter sei J = J®{n+1} und( ,<A0b>> das zu J und

@18
dem erweiterten System

S ORI OR

gehorige Tableau. Ferner sei

aq
o (A
[077%% Cs
Q41
die s-te Spalte von (;) Dann ist J' = (i1, 01,8, lpt1s -« m)

genau dann eine Nachbarbasis von J, wenn o, # 0 st In diesem Fall
ist J' = J' @{n+1} eine Nachbarbasis zu J. Das zu J' gehorige Tableau

<J/ ( T 0 5')) 1st gegeben durch

A 0D A0 Db
(& 1 5)=r( 1 5)
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mit
ir-te Spalte

1 —a 0

(623

_r1

__GQm 1 0
_ 9m+1 1
(o723

FEs ist

1 Or 1

Qi1 1

o' 1 0
A1 1

BEWEIS. Wie man leicht nachrechnet, gilt im Fall ;. # 0

FG=GF=1.
Da J und J’ sich in genau einem Index unterscheiden und da konstruk-
tionsgeméf
A; 0\ _ (I 0O
¢, 1) \0 1
ist, gilt

_(Ay 0
G_<E§, 1)'

Die zu J und J’ gehorigen Tableaumatrizen sind definiert durch
A0 0\ [A; 0\ /4 0 b
¢ 1 B) \d 1 10
A0 B\ _[Ar 0\ (A0
@t 1 p &1 1

Aus der ersten Gleichung folgt

A,y 0\ (A, O\ ' [Ay 0
(EJ/)t 1 o CS 1 CS/ 1

und
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Ap O\ [ Ay 0\ (A, 0\
o1 \@En)t 1 1 '
Einsetzen in die zweite Gleichung liefert
A 00\ _[(Ay 0\ (A, 0\ /A 0 b
(E/>t 1 B/ a (a]/)t 1 Cf] 1 Ct 10
(A, O\ (A0 b
A\t 1 ¢ 1 p

A0 b
:F(Et 1 ﬂ)'

Dies beweist die Behauptung. U

und damit

BEMERKUNG [.4.3. Die Berechnung von F’ erfordert 1 Division und
m Multiplikationen. Wegen

—/
& -6
@)y 1 0 1
miissen bei der Multiplikation F (?t 0 E) die zu J' = J' & {n + 1}
gehorenden Spalten nicht berechnet werden. Die Berechnung der rest-

lichen n 4+ 1 —m Spalten erfordert (m + 1)(n+ 1 —m) Additionen und
Multiplikationen.

SATzZ [.4.4. Sei J eine zulissige Basis, K das zugehérige Komple-

ment und (j, (?t 0 2)) das zugehorige Tableau.

(1) Esseicx > 0. Dann ist die Basislosung x* = x(J) eine Losung
des LP in Standardform.

(2) Es gebe ein s € K mitc, < 0. Fiir die s-te Spalte A, von A gel-
te Ay < 0. Dann ist der zuldssige Bereich des LP unbeschrdankt
und das LP besitzt keine Lésung.

(3) Es gebe ein s € K mit ¢s < 0 und ein r € {1,...,m} mit
A,s > 0. Dann fihrt Satz 1.4.2 auf eine benachbarte Basis
J' = (J\{i,}) ® {s}. Fir die zugehorige Basislosung x** =
z(J') gilt cta** < cta*. Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn
J entartet ist.

BEWEIS. ad (1): Wegen A; = I und ¢; = 0 reduzieren sich die
Gleichungen des Tableaus auf

(141) xJ+ZKxK:l_), Z—FE?(.Q?Kzﬁ.

Wegen ¢ > 0 gilt daher fiir jede zulédssige Losung (z, z) des erweiterten
Problems

2= —Cgrx < B
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Wegen z7, = 0 gilt andererseits fiir das zugehorige z*
ZF = 0.

Also ist z* eine Losung des LP.

ad (2): Sei nun s € K so, dass ¢; < 0 ist. Bezeichne mit a die s-te
Spalte von A. Aus (1.4.1) erkennen wir, dass sich wegen ¢, < 0 der
Wert z der Zielfunktion vergroflert, wenn man die Komponenten zj
mit &k € K\{s} bei Null behilt, z, vergréfert und die Komponenten
2y so bestimmt, dass die restlichen Tableaugleichungen erfiillt bleiben.
Fiir 6 > 0 setzen wir daher

Is(e) = Ha xK\{s}(e) =0,
z;(0) = b — 0a, 2(0) = 5 —¢,0.
Mit dieser Wahl sind die Gleichungen (1.4.1) fiir alle 6 erfiillt. Da nach

Voraussetzung J zuléssig ist und z% = b ist, gilt b > 0. Da die Kompo-
nenten von @ nach Voraussetzung nicht positiv sind, gilt fiir alle 6 > 0

z7(0) >b>0.

Also ist z(0) fiir alle > 0 zuldssig. Daher ist der zuldssige Bereich
unbeschrankt und z(f) wichst unbeschriankt. Daher besitzt das LP
keine Losung.

ad (3): Wir gehen wie in Teil (2) vor. Dann gibt es ein maximales 6*,
so dass x(6*) zulédssig ist. Diese 6 ist bestimmt durch

9*:max{9:1_9—9620}
:max{Q:Z_)j—Qaj > 0 fiir alle j mit @; >O}

b.
:min{_—] :dj>0}.
a;

Wir wéhlen nun r in Satz 1.4.2 so, dass dieses Minimum angenommen
wird. Dann gilt

.CIZT(Q*) = 0, .2135(9*) Z O, .%K\{s}(@*) = 0.

Dabei ist z4(6*) > 0, falls J nicht entartet ist. Daher ist x(6*) eine
Basislosung zu J' = (J\{i,}) @ {s} und fiir das zugehorige z(6*) gilt

2(0%) > B dh. dz(0F) <zt

Die Satze 1.4.2 und 1.4.4 fithren auf Algorithmus [.4.1.
BeispIEL 1.4.5. Wir betrachten das LP aus Beispiel 1 (S. 5)

16 + 32y — max
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Algorithmus 1.4.1 Simplexschritt

Gegeben: zuldssige Basis J und Komplement K
Gesucht: neue Basis J' und zugehoriges Tableau

(:f; (ZOE>> « Tableau zu J = J & {n + 1}

¢ 1B

Ty b T+ 0,Z+ f
if ¢x > 0 then

stop > 7 ist Optimallosung
end if
s < Index in K mit ¢, < 0
a <+ A, > s-te Spalte von A
if @ <0 then

stop > LP besitzt keine Losung
end if -
7 4+ argmin, {2—1 cjed{l,...,m},a; > O}

J' o (N} @ st = {in it Syt i}
A 0 b A0 b
(El)t 1 6/ <_F Et 1 B

—_

—_ =
= O

[y
N

> neues Tableau

H
@

unter den Nebenbedingungen
6x + 15y < 4500,
4x + 5y < 2000,
20z + 10y < 8000.
Zuniéchst miissen wir dieses LP in die Standardform bringen. Dazu

schreiben wir z; statt  und x5 statt y und fithren Schlupfvariable 3,
x4, x5 ein. Dann lauten die Nebenbedingungen

Ax =
mit
6 15 1 0 0 4500
A=14 5 0 1 0|, b= 12000
20 10 0 0 1 8000
Unter diesen Nebenbedingungen ist —16x; — 3225 zu minimieren, d.h.
—16
—32
c= 0
0
0

Wegen der Einfiihrung der Schlupfvariablen ist (0, 0,4500, 2000, 8000)
eine zuldssige Ecke, d.h. J = {3,4,5} ist eine zuléissige Basis. Es ist

AJ:I, CJ:O.
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Aus Satz 1.3.12 (S. 26) erhalten wir das zu J = {3,4,5,6} gehorige
Tableau:

A=A7'A =A,
b= A;" =b,
T =chA;! =0,
¢ =—-nmA+d =,
b =—mb =0,
d.h.
- 6 15 1 0 0 0 4500
ZOb_él 5 0 1 0 0 2000
¢ 1 p 20 10 0 0 1 0 8000
-16 =32 0 0 01 O
Es ist
K ={1,2}
und
_ —16
CK = (_32) < 0.
Wir wahlen s = 1. Dann ist
6
a=141]>0
20
Die Grofien E—” lauten
4500 2000 8000
5 750, 1 500, 50 00
Also ist » = 1 und damit
J' =1{3,4,1}.

Fiir die Matrix F' aus Satz [.4.2 erhalten wir

10 -5 0
F:01—%0
00 5 0
00 2 1
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Damit ergibt sich das neue Tableau zu

A 0 v\ (A 00D
(@ 0 5)=r (0 0)
6

10 -5 0
. 6 15 1 0 0 0 4500
|01 =5 0 4 5 010 0 2000
00 L o0f|20 10 00 1 0 800
o —-16 =32 0 0 0 1 0
00 £ 1
0 12 1 0 —% 0 2100
0 3 01 —3 0 400
1 3§ 00 4 0 400
0 —24 0 0 i 1 6400
Also ist
400
0
z(J') = | 2100 [, =(J) = 6400.
400
0

Bezogen auf das urspriingliche LP sind wir also von der Ecke (0, 0)" mit
dem Zielfunktionswert 0 in die Ecke (400, 0)" mit dem Zielfunktionswert
6400 gewandert.

Der Beweis von Satz 1.4.4 (3) zeigt, dass Algorithmus 1.4.1 genau
dann zu einer echten Reduzierung der Zielfunktion fiihrt, wenn

min{é—g 1 >0} >0
a;

ist. Dies ist dquivalent dazu, dass die aktuelle Basis nicht entartet ist.
Falls Entartung vorliegt, nimmt die Zielfunktion nicht ab und es kann
passieren, dass die neue Basis J’ zu derselben Ecke gehort wie die alte
Basis J. In diesem Fall kann man bei fortgesetzter Durchfithrung von
Algorithmus 1.4.1 in einen Zyklus geraten, d.h. man konstruiert eine
Folge von Basen Jy, ..., Jy mit J, = Jy, die alle zur selben Ecke gehoren.
Um dies zu vermeiden, miissen wir Schritt (4) von Algorithmus I.4.1
modifizieren.

DEFINITION 1.4.6. Ein Zeilenvektor u! € R™ heifit lexiko-positiv,
kurz u' >, 0, wenn gilt

u' =(0,...,0,u;...,uy)

mit ¢ > 1 und u; > 0, d.h. die erste von Null verschiedene Komponente
von u' ist positiv. Es ist u’ >, 0" genau dann, wenn (u — v)" >, 0 ist.
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BEMERKUNG 1.4.7. (1) Zwei Vektoren sind beziiglich der lexikogra-
phischen Ordnung genau dann gleich grof, wenn sie identisch sind.

~

(2) Sei (J; (?t 0 E)) cin Tableau zu einer zuldssigen Basis J = J &

{n + 1}. Dann kann man die Variablen z1, ..., , so umnummerieren,

dass die ersten m-Zeilen des permutierten Tableaus <2 ?t (1]) lexiko-
positiv sind, d.h.

¢j(b, 4,0) >0
fiir 1 < 7 < m. Um dies einzusehen, nummeriere man die Unbekannten
so um, dass J = {1,...,m} gilt. Dann ist
(b,A,0) = (b, ], i1, .., 0n)

mit geeigneten Vektoren @1, ..., @, und einem Vektor b > 0. Daher
ist in jeder Zeile entweder das erste Element positiv oder die Zeile hat
die Form (0,...,0,1,%,...,%).

Dies fiihrt auf Algorithmus 1.4.2.

Algorithmus 1.4.2 Lexikographischer Simplexschritt

Gegeben: zulissige Basis J und Komplement K
Gesucht: neue Basis J' und zugehoriges Tableau

1: <j, <§?g,)> + Tableau zu J = J & {n + 1}
2:  Nummeriere die Variablen so um, dass die ersten m Zeilen von
(b, A, 0) lexiko-positiv sind.
Ty b T+ 0,Z+ f
if ¢x > 0 then

stop > Z ist Optimallosung
end if
s < Index in K mit ¢, < 0
a <+ A, > s-te Spalte von A
if @ <0 then
10: stop > LP besitzt keine Losung
11: end if
12: 7« argminjm{%(az, 0):j€{l,...,m},a; >0}
13: J’ <—/ (J\{zr/}) @ {s} ={i1, -y ir1,8brt1s s im}
A 0 b A 0 b
@1 p)F (zt 1 8

14: > neues Tableau

BEMERKUNG [.4.8. Falls
b
min{_—g 1 aj >O} >0
aj
ist, stimmen die Zeilen 11 und 12 der Algorithmen 1.4.1 und 1.4.2 iibe-
rein. D.h., fiir eine nicht entartete Ecke dndert sich nichts. Falls aber
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die Ecke entartet ist, wird die Wahl von r durch das Minimum bzg].
der lexikographischen Ordnung eindeutig. Daher konnen bei entarteten
Ecken keine Zyklen auftreten.

LEMMA 1.4.9. Die Basis J sei zuldssig und das zugehorige Tableau
<:]\, (?t 0 E)) lexiko-positiv im Sinne von Zeile 2 von Algorithmus 1./.2.
Dann fiihrt Zeile 12 von Algorithmus 1.4.2 auf eine benachbarte Basis
J', so dass das zugehorige Tableau j/; <(§;t?g'>> lexiko-positiv ist
im Sinne von Zeile 2 von Algorithmus 1.4.2. Insbesondere wdchst die
b A0

letzte Zeile des permutierten Tableaus ( 8 1) im Sinne der lexikogra-

phischen Ordnung streng monoton an.

BEWEIS. Das permutierte Tableau zu J’ ist gegeben durch

5A 0y _ (b A0
go@r 1) \Bp el
mit der Matrix F' aus Satz [.4.2. Wegen
¢j(6, 4,0) >0
fiir alle j und @, > 0 ist
— — 1 R
d@%ﬂ»=:d@&®§0

Fiir j # r gilt

und daher

genau dann, wenn gilt

1, - — 1, - —
:6§(b,A, O) — _—€$,(b, A, O) >0

@; ay [
falls @; > 0 bzw.
¢ (b, 4,0) >0
und
3@1®§0
falls a; < 0.

Die zweite Forderung ist erfiillt, da nach Voraussetzung
(b, 4,0)>0

ist fiir alle j. Die erste Forderung ist wegen der Wahl von r erfiillt, da
das Minimum bzgl. der lexikographischen Ordnung eindeutig ist. Also
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bleibt die lexikographische Ordnung des Tableaus erhalten.
Da
am+1 = ES < O
ist, gilt fiir die letzte Zeile des Tableaus
(8, (@) 1) = (8,7,1) = "2l (b, 4,0) > 0.

Dies beweist die Monotonie dieser Zeile bzgl. der lexikographischen
Ordnung. O

Wir wenden uns nun dem Problem zu, eine zuléssige Basis bzw.
Ecke fiir den Start von Algorithmus 1.4.1 zu finden.
Falls wie in Beispiel [.4.5 die Nebenbedingungen des urspriinglichen LP
von der Form sind
Ar <b mit b >0,

ist die Antwort einfach. Fiir die Standardform miissen wir Schlupfva-
riablen y € R™ einfithren, so dass die Nebenbedingungen iibergehen
in

Ar+y=>b, >0, y>0.

Offensichtlich ist dann z = 0, y = b eine zuléssige Ecke und J =

{n+1,...,n+m} eine zulissige Basis.
Betrachte also die Nebenbedingung
Ar=b, x=>0.
O.E. ist b # 0, da wir fiir b = 0 sofort die zuldssige Ecke x = 0 sehen
und dementsprechend z.B. J = {1,...,m} eine zuldssige Basis ist.

Ebenso konnen wir o.E. b > 0 annehmen. Denn ist b; < 0 fiir ein
J, multiplizieren wir einfach die j-te Zeile des LGS mit —1, ohne die
zuldssige Menge zu dndern.

SATz 1.4.10. Betrachte das LP in Standardform (1.1.2) (S. 14) mit
b>0undb#0. Setzee = (1,...,1)" € R™ und betrachte das Hilfs-LP
in Standardform

(1.4.2) min{e's: Az +s=b, >0, s> 0}.

(1) Die zulissige Menge P’ von (1.4.2) ist nicht leer. Das Problem
(1.4.2) besitzt ein Optimum. Der Optimalwert von (1.4.2) ist
nicht negativ.

(2) Der Optimalwert von (1.4.2) ist genau dann positiv, wenn die
zulissige Menge P von (1.1.2) leer ist.

BEWEIS. ad (1): Offensichtlich ist z = 0, s = b eine Ecke von P’.
Fiir alle (z,s) € P’ gilt wegen s > 0

els > 0.

Also ist die Zielfunktion nach unten beschrinkt. Da P’ # () ist, besitzt
das Problem (1.4.2) eine Losung und der Optimalwert ist nicht negativ.
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ad (2): Der Optimalwert von (1.4.2) sei positiv. Dann gilt fiir alle
(x,s) € P

els >0
d.h. s # 0. Fiir mindestens ein j ist also s; > 0. Fiir die j-te Gleichung
von (1.4.2) gilt dann

ot ¢
bj = eij + 55 > ejA:c.

Also kann nicht gelten Az = b. Dies zeigt, dass die zuléssige Menge
von (I1.1.2) leer ist.

Sei umgekehrt der Optimalwert von (1.4.2) gleich 0 und (z*,s*) € P’
eine Optimalldsung. Wegen s* > 0 und e's* = 0 folgt s* = 0 und damit
Ax* = b. Also ist x* eine zuléssige Ecke von P. O

Wegen Satz 1.4.10 (1) kann Algorithmus 1.4.2 auf das Problem
(I.4.2) angewandt werden und liefert nach endlich vielen Simplexschrit-
ten ein Optimum. Falls der Optimalwert gleich Null ist und die zu-
gehorige Basis Komponenten des s-Vektors enthélt, konnen endlich
viele Austauschschritte geméfl Satz 1.4.2 so durchgefiihrt werden, dass
man eine Basis bestehend aus Komponenten des z-Vektors erhélt. Dies
fithrt auf Algorithmus 1.4.3.

Algorithmus 1.4.3 Simplex-Anlaufrechnung

Gegeben: LP in Standardform
Gesucht: zulidssige Basis J' oder Information, dass LP nicht 16sbar ist
if b =0 then
J < {1,...,m}, stop
end if
: Erzeuge dquivalentes Problem mit b > 0.
: Stelle Hilfsproblem (I1.4.2) auf.
: Ausgehend von J' = {n+1,...,n 4+ m} wende Algorithmus 1.4.2
auf Problem (1.4.2) an; Ergebnis: Basis J', Optimalwert ~.
7. if v > 0 then

8: stop > LP besitzt keine Losung
9: end if

10: if J' enthélt Indizes grofler als n then

11: Tausche Indizes > n gegen Indizes < n; Ergebnis: Basis J'

> Algorithmus 1.4.1 angewandt auf Problem (1.4.2)
12: end if

Fassen wir die Algorithmen 1.4.1, 1.4.2 und 1.4.3 zusammen, erhalten
wir Algorithmus 1.4.4.

Da eine nicht leere zuldssige Menge endlich viele Ecken hat, folgt
aus den bisherigen Ergebnissen:

SaTz 1.4.11. Der Simplexalgorithmus liefert nach endlich vielen
Schritten entweder eine Optimalldsung oder die Information, dass das
LP nicht losbar ist.
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Algorithmus 1.4.4 Simplexalgorithmus

Gegeben: LP in allgemeiner Form
Gesucht: Optimallosung oder Information, dass LP nicht l6sbar ist
1: Bringe LP auf dquivalente Standardform.
2: Bestimme zulédssige Basis.
3: if keine Basis zuléssige Basis gefunden then
4: Wende Algorithmus 1.4.3 an.
5 if Algorithmus 1.4.3 bricht mit Fehlermeldung ab then
6 stop > LP nicht losbar
7: end if
8 Wende Algorithmen 1.4.1 oder 1.4.2 (im Entartungsfall) an.
9: end if

SATz 1.4.12. Der Aufwand fir den Simplexalgorithmus fir ein LP
in Standardform mit n Variablen und m Gleichungen betrigt hochstens
O((1)(m+1)(n+1—m)) Operationen. Fiir festes n sind dies hichstens

O(22(%)?) Operationen.

BEWEIS. Die zulédssige Menge hat hochstens (:1) Ecken. Daher be-
nétigt der Simplexalgorithmus hchstens O((")) Schritte. Jeder dieser
Schritte erfordert gemifl Bemerkung 1.4.3 O((m+1)(n+1—m)) Ope-
rationen. Die Ausdriicke () und (m + 1)(n+ 1 — m) sind jeweils fiir

m = 2 maximal und liefern die Werte 22 bzw. (2)2. O

BEMERKUNG 1.4.13. (1) Die Abschitzung (") fiir die Zahl der

Ecken ist scharf. Um dies einzusehen, betrachte man den k-dimensiona-
len Einheitswiirfel {z € R*: 0 <z, <1, 1 <4 < k}. Er hat 2% Ecken.
Durch Einfithren von Schlupfvariablen erhalten wir das dquivalente LP
in Standardform mit m = k, n = 2k.
(2) Die Abschitzung von Satz 1.4.12 iiber die Zahl der erforderlichen
Schritte ist extrem pessimistisch. In der Praxis beobachtet man eine li-
neare Laufzeit des Simplexalgorithmus, d.h. man benétigt O(n) Schrit-
te entsprechend O(n?®) Operationen. Von Klee und Minty wurden aber
Beispiele konstruiert, in denen der Simplexalgorithmus tatséchlich eine
exponentielle Laufzeit benotigt.

1.5. Dualitat

Wir erinnern an unsere allgemeine Voraussetzung (1.3.1) (S. 20) und
betrachten ein LP in Standardform (I1.1.2) (S. 14). O.E. setzen wir vor-
aus, dass b > 0 ist, sonst multiplizieren wir entsprechende Gleichungen
mit —1.

Es ist relativ leicht, obere Schranken fiir den Optimalwert von
(I.1.2) zu erhalten: Jeder zuldssige Punkt = € P liefert mit c'x eine
solche obere Schranke.
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Wir mochten aber gerne auch eine moglichst gute untere Schranke
fiir den Optimalwert von (I.1.2) haben. Ist d € R™ irgendein Vektor
mit d < ¢ und z € P gilt wegen x > 0 natiirlich

diz < cz.

Aber wie erhélt man gute Kandidaten fiir d?
Sei dazu J eine zuléssige Basis fiir (1.1.2), x = x(J) die zugehorige
Basislosung und K das zugehoérige Komplement. Dann ist

rg =0 und z;= A}lb.
Damit folgt
cdr=ciry=cGAT b =0 AT, > by
fiir jeden Vektor y € R™ mit
y < A}tcj.

Man beachte, dass wir an dieser Stelle die Voraussetzung b > 0 ausge-
nutzt haben.
Falls die Elemente von A; nicht negativ sind, folgt aus

y < Aj'cy
sofort
ALy < cy.
Wir betrachten daher Vektoren d € R™ von der Form
d= Ay mit Aly<ec.
Falls es solche Vektoren iiberhaupt gibt, gilt fiir alle diese Vektoren
dae > dzr =y Az = y'b = by,

d.h. by liefert eine untere Schranke fiir den Optimalwert von (I1.1.2).
Diese Uberlegungen fiithren auf folgende Definition:

DEFINITION [.5.1. Das LP
(I.5.1) max{b'y : Ay < c}
heiBt das duale Programm zu dem LP (I1.1.2) (S. 14) in Standardform.
SATZ 1.5.2. Mit der Konvention
max ) = —oco, minl = oo
qgilt
min{c'z : Ar = b, x > 0} = max{b'y : A'y < ¢},

sofern mindestens eines der LP (1.1.2) (S. 14) und (1.5.1) eine zuldssi-
ge Lésung besitzt.
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BEWEIS. Bezeichne mit P bzw. D die zulédssige Menge von (1.1.2)
bzw. (I.5.1) und setze

Pyt = inf{c'z : 2 € P}, Dy =sup{b'y:y € D}.
Ist z € P und y € D, folgt
x> (Aly)lr = y'Ax = y'b = V.
Also ist
Dygyp < Piyg.

Insbesondere folgt

D=0 falls Py = —o0,

P =0 falls Dy, = co.

Also ist in diesen beiden Féllen die Behauptung bewiesen, und wir
miissen nur noch die Félle betrachten, dass Pyt oder Dy, endlich sind.
Sei also Py endlich. Dann folgt aus §1.4, dass das LP (1.1.2) (S. 14)
eine Optimallosung x* besitzt und dass der Simplexalgorithmus eine
zugehorige Basis J mit Komplement K liefert. Fiir das zugehorige Ta-

bleau <j, <§?2)) gilt J=J® {n+1} und

A0 0\ (A 0\ '[/4 0 b
¢ 1 8) \d& 1 A& 10

und .

Ay 0 (AN 0

d 1) T \-m 1
mit

™= cf,Ajl.
Wegen Satz 1.4.4(1) (S. 29) ist
cx > 0.

Weiter ist

¢, =-1A+d;=0.
Definiere den Vektor y* durch

y'=m
Dann folgt
Al = Almt = (TtAk)' = (mAg)" — cx + cx = —Cx + cx < cx
und

Al = Al = (mA))' = ¢y
Also ist Ay* < ¢, d.h. y* € D. Weiter gilt
by =bin' =nb=—[-mb+1-0] = = = 'z* = Py

Also ist in diesem Fall Dg,, = Py und y* ist eine Optimallésung von
(I.5.1).
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Sei nun Dy, endlich. Wir schreiben das LP (I.5.1) um in ein dquiva-
lentes LP (I.5.2) in Standardform und wenden auf das neue LP (1.5.2)
das soeben Gezeigte an.

Da jeder Vektor y in der Form y = v — v mit v > 0 und v > 0
geschrieben werden kann und da

max b’y = — min(—b)"y
ist, ist geméfl Bemerkung I.1.6 (S. 14) das LP (I.5.1) &quivalent zu
(L5.2) —min{-=b"(u—v): Alu—v)+s=c,u>0,v>0,s>0}
Bis auf das Vorzeichen ist dieses LP von der Form

min{b'z : AT =¢, ¥ > 0}

mit
b=|0b ]|, Z=|v|, ¢=c¢ A=(A" —A' I)
0 5
Das zugehorige duale Problem ist
(I.5.3) max{c'y : Ay < b}

mit y € R™. Die Nebenbedingungen lauten
Ay<—-b und —Ay<b

also

Ay = —b.
Also ist (I.5.3) unser urspriingliches Problem (1.1.2). Daher beweist das
bisher Gezeigte die Behauptung auch in diesem Fall. U

BEMERKUNG 1.5.3. Im letzten Teil des obigen Beweises haben wir
implizit gezeigt, dass das duale LP zum Problem (I.5.1) das urspriing-
liche LP (I.1.2) (S. 14) ist.

Im Beweis von Satz 1.5.2 haben wir gesehen, dass man fiir eine
beliebige Basis J des LP (1.1.2) den Vektor

y(J) = Aj'es
definieren kann. Dieser ist fiir das duale Problem (I.5.1) genau dann
zuléssig, wenn gilt
tx = cxg — Aly(J) > 0.
In diesem Fall ist der Wert der dualen Zielfunktion
bly(J) =b'A 'c; = bey= x(J)se; = ctx(J).

Falls «(J) fiir (I.1.2) zuléssig ist, hat man Losungen fiir (I.5.1) und
(I.1.2) gefunden. Andernfalls kann man versuchen, den Wert der dualen
Zielfunktion unter Beibehaltung der Zuléssigkeit fiir (I.5.1) so lange zu
vergrofiern, bis man ein fiir (1.1.2) zuléssiges x(.J) gefunden hat.

Diese Idee fithrt auf Definition 1.5.4 und Algorithmus 1.5.1.
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DEFINITION 1.5.4. Eine Basis J fiir das LP (1.1.2) (S. 14) mit Kom-
plement K heifit dual zuldssig, wenn ¢x > 0 ist.

Algorithmus 1.5.1 Dualer Simplexschritt

Gegeben: dual zuléssige Basis J und Tableau (j, (?t 0 g))

Gesucht: neue dual zuléssige Basis J’' und Tableau
1: if b > 0 then
2 stop > J ist primal zuléssig und optimal
3: end if
4: 7 < Index in {1,...,m} mit b, < 0, @, < r-te Zeile von Ay
5. if @, x > 0 then
6: stop > LP besitzt keine Losung
7. end if
8

: § 4= argmax

Cs

:s€eKunda,s <0

Ar s
9: J « (J\{i.}) ® {s}, berechne Tableau zu J' ® {n + 1}

BEMERKUNG 1.5.5. Algorithmus [.5.1 sucht eine Losung des dualen

Problems (I.5.1), arbeitet aber mit den Daten des primalen Problems
(I.1.2).

SATZ 1.5.6. Falls Algorithmus 1.5.1 eine neue Basis J' liefert, ist
diese wieder dual zuldssig und es gilt

dx(J) > ().

BEWEIS. Das Tableau zu J' = J' & {n+ 1} erhiilt man durch Mul-
tiplikation mit der Matrix F' aus Satz 1.4.2 (S. 27):

A 0 b\ (A0 b
(@ 0 5)=r( 0 5)

Insbesondere folgt fiir die letzte Zeile des Tableaus mit den Notationen
aus Satz [.4.2

d=c- T 2,
(L5.4) A ar
g =5-=8,
a,
wobei

Qi1 = Cs >0

ist, da J nach Voraussetzung dual zuléssig ist. Aufgrund der Auswahl-
regeln fiir r und s gilt weiter

— — C C Cg! —
b, <0, a,=A4,,<0, —== :max{_s :Ar,s/<0}.

Qr r,8 7,8’
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Wir miissen nun zeigen, dass ¢, > 0 ist fiir alle { € K’ = (Ke{i. })\{s}.
Fir ¢ =4, ist ¢;, = 0und A4, , =1, weil i, € J ist. Damit folgt aus der
ersten Gleichung von (1.5.4)

—/ — ES A

G =G — = AriT:_— ZO
' Ar,s 7 Ar,s
FﬁrEEKmitE%sundXT,ZZOist
C. —
T =0 — =—A,,>¢>0
¢ ¢ . L2 Co 2
Fiir £ € K mit £ # s und A,, < 0 folgt
Cs — _ Cs — _ C —
O =0 — = Ay =C+ ——(—Any) >+ ZZ (—A,0) =0
T,8 r,8 rl

Also ist J’ dual zuléssig.
Die Behauptung fiir die primale Zielfunktion folgt aus der zweiten Glei-
chung von (1.5.4). O

Der duale Simplexalgorithmus ist besonders dann von Vorteil, wenn
eine dual zuldssige Basis leicht erkennbar ist, wiahrend eine zuléssige
Basis fiir das primale Problem nicht offensichtlich ist.

BEISPIEL [.5.7. Wir betrachten das Problem
T, + 9 — min

unter
—2x1 — 19 < =3,
—x1 — 229 < =3,
x> 0.

Wir fithren Schlupfvariablen z3 und x4 ein. Dann lauten die Daten des

LP
-3 2 -110
“= ’ b:<—3)’ A:(—1 ~2 0 1)'

Als erste Basis wéhlen wir J = {3,4}. Das zugehorige Tableau ergibt
sich zu

OO ==

-2 -1 1 0(0|—-3
-1 -2 0 1/0]|-3.
1 100[1] 0
Es ist primal nicht zuldssig. Allerdings ist es dual zuldssig. In Zeile 4
von Algorithmus I.5.1 wahlen wir » = 1, d.h. 7; = 3 soll die Basis
verlassen. Dies fiihrt wegen
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auf s = 1 und das mit * gekennzeichnete Element des Tableaus. Die
neue Basis ist {1,4} und das zugehorige Tableau ergibt sich zu

L1l ofo] @
0 b ajo| -2
o 1 toli]-:

Diese Basis ist nach wie vor primal nicht zuléssig. Zeile 4 von Algo-
rithmus [.5.1 fithrt jetzt zu r = 2 und s = 2 und das mit * markierte
Element im Tableau. Die neue Basis ist {1,2}, das zugehorige Tableau
lautet

2 1
1o -2 1]o| 1
01 3 —2/0| 1
00%%1.—2

Dieses Tableau ist primal zuléssig. Die zugehérige Basislosung

OO ==

liefert das Optimum fiir das LP, der Wert der Zielfunktion ist 2.

1.6. Sensitivitdtsanalyse

In diesem Abschnitt zeigen wir an Hand einiger Beispiele wie man
aus dem Tableau zu einer Optimallosung eines LP ablesen kann, wie
sich die Optimallésung und der Optimalwert dndern, wenn sich die
Daten des LP &ndern.

BEISPIEL 1.6.1. Wir greifen Beispiel 1 (S. 5) auf. Wie wir in Beispiel
1.4.5 (S. 30) gesehen haben, fithrt die Transformation auf Standardform
auf die Ausgangsbasis J = {3,4,5} und das Tableau

6 15 1 0 0]0]4500
4 50 1 0]0]|2000
20 10 0 0 108000

16 32 00 01| 0

Aus der graphischen Losung von Beispiel 1 wissen wir, dass J =
{1,2,5} die optimale Basis sein sollte. Wir wollen dies verifizieren,
indem wir das zugehorige Tableau bestimmen. Mit etwas Rechnung
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erhalten wir
1

6 15 00
Ay ' |4 5 00
¢, 1) T2 10 10

~16 —32 0 1

-5 15 0 0
14 -6 0 0
“ 30| 60 —240 30 0

48 48 0 30

Damit ergibt sich das zugehorige Tableau zu

10 —¢ 3 0l0] 250

2
01 2 -1 olo| 200

15
00 2 -8 1{0] 1000 -

8 8
00 5 & 0|1]10400

Wegen ¢x > 0 haben wir ein Optimum gefunden und lesen die
Optimallésung ab: 250 Paar Damenschuhe, 200 Paar Herrenschuhe,
10400 € Gewinn.

BEISPIEL [.6.2. Der Fabrikant iiberlegt, ob er zusétzlich Damen-
stiefel produzieren soll. Ein Paar benétigt 24 dm? Leder, 16 Stunden
Maschinenzeit und 100 Stunden menschliche Arbeitszeit und bringt
einen Gewinn von 60 € .

Wir miissen eine neue Variable xg fiir die Damenstiefel einfithren und
eine zusétzliche Spalte

24

16

100

—60

Z =

in die Matrix (2 9}) aufnehmen. Wegen

c10
Ay 0\
¢ 1) T |«

Ce

* %

mit
1 8
06:%(48-24—#48-16—30-60)23-40—60:4>0

ist die Basis J = {1,2,5} nach wie vor optimal. Es lohnt daher nicht,
die Produktion umzustellen und die Damenstiefel in das Programm
aufzunehmen.
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Der Fabrikant fragt sich nun, wie gro3 der Gewinn pro Paar Damen-
stiefel sein muss, damit sich eine Umstellung lohnt.
Bezeichnen wir mit g diesen Gewinn, miissen wir die Spalte

24
| 16
%2~ | 100
—g

in die Matrix (é‘% (1) 8) aufnehmen. Dies fithrt auf

Ay 0\ 8
ce = €} <c’} 1) 2y = 5(24—1-16)—9:64—9.
Damit sich die Umstellung lohnt, muss ¢s < 0 also g > 64 € sein.

Der Fabrikant handelt jetzt einen Gewinn von 66 € pro Paar Damen-
stiefel aus. Wie lautet die optimale Produktion jetzt?

Wir erhalten

X -5 15 0 0 24 4
Ay 0 114 —6 0 0 6] [0
;1 73060 —240 30 0 100 | — | 20
48 48 0 30/ \—66 —2
Wegen
250 1000
—— =62. =
1 62.5 > 50 20

ist im Simplexschritt s = 6 und r = 3, d.h. die Schlupfvariable x5 wird
gegen die Variable z¢ fiir die Damenstiefel ausgetauscht. Die Matrix F’
aus Satz 1.4.2 (S. 27) lautet daher

10 —£ 0
01 0 0
F:ooio
20
00 & 1

1 0 = = % 010 50
01 « = *x 00 200
00 = x x 110 50 -

00 2 % & 0]1]10500

Diese Tableau ist optimal und wir lesen die Losung ab: 50 Paar Da-
menschuhe, 200 Paar Herrenschuhe, 50 Paar Damenstiefel und 10500 €
Gewinn.
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BEISPIEL 1.6.3. Durch Rationalisierungsmafinahmen will der Fabri-
kant die monatliche Arbeitszeit auf 6000 Stunden reduzieren und die
Maschinenlaufzeit auf 2500 Stunden erhohen. Ist dies machbar?

Die letzte Spalte von (49 0) &ndert sich zu
4500
2500
6000
0
Damit lautet die neue letzte Spalte des Tableaus
-5 15 0 0 4500 1500
114 -6 0 0 2500 | 100
30 | 60 —240 30 O 6000 | | —5000
48 48 0 30 0 11200

Da die dritte Komponente negativ wird, ist die Basis J = {1, 2,5} nicht
mehr zuldssig und das Anliegen scheitert.

Der Fabrikant iiberlegt nun, dass er die Maschinenlaufzeit um m Stun-
den erhohen und dadurch die menschliche Arbeitszeit um 2m Stunden
verringern will. Er fragt sich, ob dies moglich ist und wie grofl er ggf.
m wéhlen kann und welchen Gewinn die Mafinahme ggf. bringt.

Die neue letzte Spalte von (A 0 b) lautet

ct10
4500
2000 +m
8000 — 2m
0
und ergibt als letzte Spalte des Tableaus
-5 15 0 0 4500 250 +
114 -6 0 0 2000+m | 200 — &
30 | 60 —240 30 O 8000 —2m | | 1000 — 10m
48 48 0 30 0 10400 + Em

Falls die Mafinahme durchfiihrbar ist, bringt sie also auf jeden Fall einen
Gewinn. Sie ist durchfiihrbar, wenn die ersten drei Komponenten der
letzten Tableauspalte alle nicht negativ sind. Dies gibt die Bedingungen

200—%20 — m < 1000

1000 — 10m >0 = m < 100.

Also ist m = 100 maximal moglich. Diese Wahl liefert 300 Paar Da-
menschuhe, 180 Paar Herrenschuhe und 10560 € Gewinn.

BEISPIEL [.6.4. Der Hauptabnehmer des Fabrikanten mochte den
Preis fiir Damenschuhe reduzieren, so dass der Gewinn pro Paar nur
noch 14 € betrédgt. Als Ausgleich schliagt er vor, fiir ein Paar Herren-
schuhe 2 € mehr zu zahlen. Soll sich der Fabrikant auf diesen Vorschlag
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einlassen?
Die neuen Gewinne fithren auf den neuen Vektor
—14
s —34
O )
0

und wir miissen

A; 0\ !
a1

berechnen. Aus dem Beweis von Satz [.3.12 (S. 26) wissen wir, dass gilt
Ay O\ (AT 0
&1 o1

1
T=cA = (14 =34 0) ——(-u -
o0 30) B

mit

U=
]
~

—5 15 0 0
Ay 0N\ 1[4 =6 0 o0
& 1) T 30|60 —240 30 0

66 6 0 30

Damit ergibt sich das neue Tableau zu
1 0 % x 00 250
01 % %= 0/0] 200
0 0 % % 1[0/ 1000 -

0 0 L 1 0]1]10300

5 5

Der Handel wire also fiir den Fabrikanten nachteilig.
Fiir das letzte Beispiel bendtigen wir das folgende Ergebnis:

SATZ 1.6.5 (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel). Sei A € R™*"
invertierbar, u,v € R™ und v' A= u # —1. Dann ist A+uv® invertierbar

und
1

t—1 __ -1 —1 t A—1
BEWEIS. Wegen v A=ty # —1 ist
1
B=A"'— —— A YutA™!

14+vtA- 1y
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wohl definiert. Ausmultiplizieren liefert
1 —1

ty —1 t t
B(A"’UU)—I"’A U’U—mA uv
1
- A 'wfA !
1 _+_ 'UtAil'LL N——
=(wtA-lu)A-lu
=1
und
1 _ _
(A -+ U?)t>B =71 — W—A_luuvtA ! + UUtA 1
1
- wfAT'wt AT
1 + UtA—lu N———’
=(vt A~ lu)uvt
= 1. U

BEISPIEL 1.6.6. Krankheitsbedingt kommt es zu Engpéssen in der
Produktion, die begrenzt durch héhere Maschinenlaufzeiten ausgegli-
chen werden konnen. Dies d&uflert sich in einer Storung der Matrix A
der Form

6 15
A.=| 442 5+ 5¢
20 —4e 10 —10e

mit kleinem positiven €. Wie grofl darf die Stérung sein, ohne das Op-
timum zu beeinflussen, und wie wirkt sich die Stérung auf den Gewinn
aus?

Wir miissen ¢ maximal so bestimmen, dass die Basis J = {1,2,5}
optimal bleibt. Wir miissen daher die gestorte Matrix

6 15 0 0
B — 4+ 2¢ 5+5 0 0
¢ 120—-4¢ 10—10s 1 0
—16 —-32 0 1
invertieren. Mit
6 15 0 0
4 5 00
B=1492 10 10
—-16 —-32 0 1
ist B, von der Form
B. = B+ cu’
mit
0 2
_ 1 )
u=1_o v=1y
0 0
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Es ist
5 15 0 0 0
4 -6 0 0 1
tp—1, _ +
VB lu=5(2 5 0 0) 60 —240 30 0 —9
48 48 0 30 0
15
1 _
——(2 50 0) 6
30 *
*
— 0.

Daher konnen wir Satz [.6.5 anwenden und erhalten

B:'=B"1'—eB'w'B™!

15
1 -6 1
=B ' —e— 10 0 0 0)—.
¢35 | 300 | ) 35

48

Die letzte Spalte (E) des Tableaus ergibt sich damit zu

4500 9250 15
S f2000] 200 | e | -6
B 1 s000 | = | 1000 900 | =300 | #5000
0 10400 48
250 750
| 200 | —300
= | 1000 <1 =15000
10400 2400
9250 — 750
| 200+ 300e
= | 1000 + 15000

10400 — 2400e

Also ist J = {1,2,5} nach wie vor zuldssig, wenn gilt

250 =750 >0 <+ <

Wl =

Fiir die Optimalitdt miissen wir den Vektor ¢ iiberpriifen, d.h. das
dritte und vierte Element in der letzten Tableauzeile. Da die dritte
und vierte Spalte von (ﬁ 0 8) der erste bzw. zweite Einheitsvektor ist,
interessieren uns also die ersten beiden Elemente in der letzten Zeile
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von B!, Aus obiger Darstellung von B! erhalten wir

*k * b - 3
B % b - 3
-1 _
B =
* % *
s 48 8
5 €90 5 * ¥

Also ist J = {1,2,5} nach wie vor optimal, wenn gilt

8 48
——— > < 3.
5 590_0 <= e<3

Fir 0 < ¢ < % bleibt also die Basis optimal. Die Produktion von
Damenschuhen wird reduziert, die von Herrenschuhen wird gesteigert,
der Gewinn geht zuriick.

1.7. Innere-Punkt-Methoden

Wie wir in Satz [.4.12 (S. 38) und Bemerkung 1.4.13 (S. 38) ge-
sehen haben, benétigt der Simplexalgorithmus im ungiinstigsten Fall
einen exponentiellen Aufwand. In diesem Abschnitt beschreiben wir
Methoden, die einen algebraischen Aufwand benétigen. Sie erzeugen
eine Folge von Néherungen, die im Innern der zuléssigen Menge lie-
gen. Nach O(y/n|lng|) Schritten liefern sie eine Ndherung, die in einer
e-Umgebung des Optimums liegt. Bei geeigneter Wahl von ¢ liegt in
dieser Umgebung nur eine Ecke des Simplex. Man projiziert daher die
gefundene Nédherung auf den Rand des Simplexes und erhélt dann mit
wenigen zusétzlichen Simplexschritten das Optimum. Die Grundidee
des neuen Verfahrens ist, das Optimierungsproblem in ein einfaches
aquivalentes nichtlineares Gleichungssystem umzuformen und hierauf
das Newton-Verfahren anzuwenden.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir Vektoren z,s € R™ mit X, S €
R™™ die Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente die Komponenten
der Vektoren x, s sind. Weiter ist stets

1
e=1|:] eR"
1
Wir betrachten das LP (1.1.2) (S. 14) in Standardform
(L.7.1) min{c'z : Ar =b, x > 0}.

GeméB Definition 1.5.1 (S. 39) lautet das zughorige duale Programm
(I.5.1) (S. 39)

max{b'y : Ay < c}.
Fiir dieses LP fithren wir Schlupfvariable s € R” ein und erhalten die
dquivalente Form

(1.7.2) max{b'y : Ay +s=rc, s >0}
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Gemafl Satz 1.5.2 (S. 39) sind z*, y* Optima von (1.7.1) bzw. (1.7.2)
genau dann, wenn gilt
da* =by* <= dz* -ty =0.
Fiir die zugehorigen Schlupfvariablen s* bedeutet dies
e — .’E*t(c . Aty*) — e x*tAty* — oyt — bty* —0.

Wegen z* > 0 und s* > 0 ist dies dquivalent zu
fiir alle ¢ oder dquivalent

Dies beweist:

SaTz 1.7.1. Definiere die Funktion
Uy : RY x R™ x RY — R" x R™ x R"

durch
Az —b
Uo(z,y,8)= | Aly+s—c¢
Xs

Dann lésen z* und (y*,s*) die LPs (1.7.1) und (1.7.2) genau dann,
wenn gilt
Uo(z*,y*, s*) = 0.
Wir wollen das Newton-Verfahren auf das System
Uo(z,y,s) =0

anwenden. Dazu miissen wir sicherstellen, dass DW regulér ist.

LEMMA 1.7.2. Es ist

A 0 0
DVy(z,y,s)= |0 A" T
S 0 X

Falls gilt
rangA=m, x>0, s>0,
1st DWWy requldr.
BEWEIS. Die Darstellung von DV folgt sofort aus
Xs=Sx.
Zum Nachweis der Regularitét betrachten wir (u,v,w) mit

u
DVy(z,y,s) | v | =0.
w
Dann gilt
Au=0, Av+w=0, Su+Xw=0.
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Wegen s > 0 ist S invertierbar, und wir erhalten

u=—S"Xw.
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt
u'w = —u'A'v = —(Au)'v =
und somit
0=w'XS w.
Wegen x > 0 ist auch X reguldar und daher
w=0
und somit
u=0.
AufBlerdem folgt
Alv = 0.
Da A maximalen Rang hat, folgt
v=0.
Dies beweist die Regularitiat von DW,,. U

Wegen Lemma [.7.2 machen wir im Folgenden die Voraussetzung
707:{90:143321), x>0} #0,
D={(y,s): Aly+s=c, s>0} #0.

Wir werden spéter zeigen, wie wir diese Bedingung umgehen kénnen.
Wegen Lemma [.7.2 kénnen wir das Newton-Verfahren auf der Men-

(1.7.3)

ge 73 X D auf ¥y anwenden. Falls es konvergiert, liefert es eine Nullstelle
(x*,y*, s*) von ¥,. Wegen

X*s*=S5*2"=0

muss diese aber auf dem Rand von P x D liegen. Dies fiihrt zu Kon-
vergenzproblemen beim Newton-Verfahren. Um diese zu umgehen, , re-
gularisieren® wir ¥y. Dazu definieren wir fiir © > 0 die Funktion ¥,
durch

Ax —b
U, (z,y,s) = Aly+s—c
Xs — pe

Wir wenden nun das Newton-Verfahren auf ¥, an und passen in seinem
Verlauf den Parameter i so an, dass er gegen Null strebt.

LEMMA 1.7.3. Die Matriz A € R™ ", m < n, habe den maximalen
Rang m; die Matriz D sei symmetrisch und regquldr. Dann ist AD?A?
wnvertierbar, und

I = DAY(AD*A") ' AD
beschreibt die Orthogonalprojektion auf den Bildraum R(DAY) von DA*.
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BEWEIS. Wegen der Symmetrie von D ist
AD?*A' = AD'DA' = (DA")'DA!

symmetrisch.
Fir y € R™ folgt
Yy AD?*Aly = 0
= DAy =
= Aly =
= y =0,

da rang(A) = m ist.
Also ist AD?A? invertierbar und Iz wohl definiert. Sei

y € R(DA"), dh. y=DAw
fiir ein w € R™. Dann folgt
Mry = DA'(AD?*AY) 'ADDA'w = DA'w = y.
Sei z € R(DAY)*. Dann ist
z € ker((DA")") = ker(AD") = ker(AD)
und es folgt
[zz = DA'(AD?*A") ™! ADz = 0.

<~
=0

Also ist IIg die Orthogonalprojektion auf R(DA").
LEMMA 1.7.4. Folgende Voraussetzungen seien erfillt:
u>0, x>0, s>0, Ar=0b Ay+s=c
Definiere die positive Diagonalmatriz D durch
D*=XS"'=5"X
und die Projektionsmatriz g durch
[z = DA'(AD*A") ' AD.
Dann gelten fir die Losung (Az, Ay, As) des LGS

Ax
D\I/M([I),y,S) Ay = —\Iju(l‘,y, S)
As
die Beziehungen
DA'Ay = ggq,

Az = —D(I —Tlg)q,
As = —D lxq

g=DX'r
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und
r= Xs— ue.

BEWEIS. Aus den Voraussetzungen und der Definition von ¥, folgt

0
U, (z,y,s) =10
r

und
A 0 0
DV, (z,y,s)= |0 A" I
S 0 X
Damit lautet das LGS
AAx =0,
A'Ay + As = 0,

SAxr + XAs = —r.

Wir zeigen, dass die im Lemma angegebenen Groflen Az, Ay und As
dieses LGS losen.
Da I — Il die Orthogonalprojektion auf

ker((DA"') = ker(AD)
ist, folgt sofort
AAx = —AD(I —1lz)q = 0.
Ebenso erhalten wir
0=1Ipq — Hpq =1lrqg — DD 'TIzq = DA'Ay + DAs
= D(A'Ay + As)
und wegen der Regularitéit von D
A'Ay+As =0
SchliefBlich folgt
SAz + XAs = —SD(I —Tlg)g — XD 'Trq
_ _ -1
=—-SDg+ SD, Ilrq— XD 'llgq
=SD2?2p~1
=55-1xp-1
=XD™!
= —SDq
= -SDDX'r
=—-SST' XXy

= —T.

Dies beweist die Behauptung. U
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LEmMA 1.7.5. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie
i Lemma 1.7.4. Zusdtzlich gelte

[rlle < Bu
fiir ein 8 € (0, 3]. Dann gilt
A(x + Ax) = b,
Ayt Ay) + (s 1 As) =
x4+ Azx >0,
s+ As > 0.

Fiir das neue Residuum

r=(X+AX)(s+ As) — pe

qilt zudem
72 < 6.
BEWEIs. Die Giiltigkeit der Gleichungen
A(x + Azx) = b,

Al(y + Dy) + (s + As) = ¢

folgt aus dem Newton-Schritt.
Da Diagonalmatrizen kommutieren, erhalten wir fiir das neue Residu-
um mit Lemma [.7.4

r=Xs—pe+XAs+ AXs+AXAs
= A)ggs T

= D 'AXDAs

= diag(({ — IIg)g)Ilrg.

Bezeichnen wir mit ¢ den Winkel zwischen ¢ und (I — Ilg)q, so folgt
hieraus

~ : 1 :
711> < llgllzlcos 6 sin 6] = 5 lqll3]sin(20)]

1
< 5 lall3
Weiter ist
DX =V5IXX ' =V§ X T =v5X = \/Rtul .
Damit folgt

1
DX 7Y% = (R + uI) |y = max .
| 12 = [1(R + pd)~ {2 = m E——

Nach Voraussetzung gilt fiir jedes ¢

il < llrllz < Bu
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und somit
i+ pl > p— |l > p = B = (1 - B)pu.

Damit erhalten wir ]

DX M2< ——n—

und somit

. 1
lglls < IDX[5[Irll3 < ml!?‘\l% <
1

Insgesamt liefert dies wegen 3 € [0, 5]

62
1-p"

- 1
17]l2 < 5”61”3 <3 Fu < Bu.

1
(1—0)
Dies beweist die Behauptung fiir ||7]|o.
Weiter folgt aus unseren Abschétzungen und Lemma 1.7.4
X Azl = X7 D(I - TIg)qll

< [IXT'DIl2 |(7 = Tr)gll2
—_———

<llqll2
1 B
< 2
\/(1—5)/“/1—5\/_
__B
1-p
<1
wegen [ < % Hieraus folgt = + Ax > 0.
Analog erhalten wir
1S Aslla = S_'D”} Tggl.
=S-1xx-1p-1
:DZX—ID—I
=DXx"1
< IDX " 2llqll2
< 1.
Dies beweist s + As > 0. O

LEMMA 1.7.6. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie
i Lemma 1.7.5. Weiter sei

p=(1-=20)u
und _
r=(X+AX)(s+ As) — pe.
Falls
5 280-5)
3vn
ist, gilt

17]l2 < B
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BEwEIS. Offensichtlich ist
F= (X +AX)(s+ As) —pe + (u— p)e =7+ dpue.
Damit folgt aus Lemma 1.7.5

I7ll2 < 171> + Sullello < 82 + 6v/mp

Es gilt
B2+ 6v/np < Bi
=Bl —0)u
— B2 +0v/n < (1 —6)
= o(Vn+pB)<B(1-p).
Wegen

VAHBS Vs < v

ist die letzte Bedingung sicher erfiillt, wenn gilt

3 26(1 - B)

— < B(1 — < ——=,

2\/55 <p1l-p) = 6< NG

Dies beweist die Aussage des Lemmas. O

Die Lemmata [.7.4, 1.7.5 und 1.7.6 fithren auf Algorithmus [.7.1, der
die eingangs beschriebene Idee realisiert.

Algorithmus 1.7.1 Innere-Punkt-Verfahren

Gegeben: Toleranz ¢ > 0, Vektoren x > 0, y, s > 0, Zahl p > 0 mit
Ax =b, Aly+ s = ¢, i”Xs — pells < 3

Gesucht: Naherungslosung des LP (1.7.1)

1: while > = do

r< Xs—pe, D+ VXS g+ DX Ir

z < Losung von (AD?A")z = ADq

Ay + z, Aw + —Dq+ D*Atz, As < —Alz

ré—r+Ax, y+—y+ Ay, s+ s+ As

i (A

7. end while

BEMERKUNG [.7.7. Zeilen 2 — 5 von Algorithmus 1.7.1 sind der
Newton-Schritt

Al’k 0
D‘I’uk(itk,ykysk) Ay | = —‘I’uk(mk,yk,sk) = 0
ASk —’]"k

Die Matrix AD?A? ist wegen der Voraussetzung rang A = m symme-
trisch positiv definit. Daher wird das LGS in Zeile 3 am besten mit
dem Cholesky-Verfahren gelost. Der Aufwand zur Berechnung von z
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ist daher O(n?). Die Berechnung der restlichen Gréflen erfordert nur
Matrix-Vektor-Multiplikationen und damit O(n?) Operationen.

Sarz 1.7.8. Algorithmus 1.7.1 bricht nach hdichstens 61/nlIn(£2)
Schritten ab. Er liefert dann zuldssige Niherungslésungen x fiir das
LP (1.7.1) und y, s fir das duale Problem (1.7.2) mit

x>0, s>0, cz—0by<2e.

BEWEIS. Wegen Zeile 6 gilt nach k Iterationen von Algorithmus
[.7.1

1 k
—(1-——)

Also bricht Algorithmus 1.7.1 nach k Iterationen ab, wenn gilt

k
LN R
( 6\/5) po=4

Y
—_
|
m‘
—_
-5
N—
x>
= |
=™
o

Aus dem Mittelwertsatz folgt

e R

Also ist

£

1 1
(o)

Dies beweist die Behauptung iiber die maximale Zahl der Iterationen
von Algorithmus [.7.1.

Die Aussage iiber die Zuldssigkeit von x bzw. y, s folgt aus der Kon-
struktion des Verfahrens.

< 6ynn (@)
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Die Aussage © > 0, s > 0 folgt aus Lemma 1.7.4.
Bei Abbruch des Verfahrens gilt
dr—bly=1a's =e'Xs=e'(r+pe) =e'r + pe'e = e'r + un
< valrls +np.
Wegen Lemma 1.7.5 ist!

1
Il < 51
Aus dem Abbruchkriterium folgt daher
1 1
ctx—bty§u<§\/ﬁ+n) <eg <m+1) < 2e.
Dies beweist die Behauptung. U
Zum Abschluss wollen wir zeigen, wie man die Annahme (1.7.3)
verifiziert bzw. vermeidet und wie man Startvektoren xq, 1o, so fiir
Algorithmus 1.7.1 findet. Hierzu benétigen wir sog. selbst-duale LPs.
Gegeben sei eine schief-symmetrische Matriz C, d.h. eine Matrix
mit
C'=-C
und ein Vektor a > 0. Betrachte das LP
min{a'z : Cx > —a, z > 0}.

Wegen a > 0 ist offensichtlich x = 0 zuléssig und zugleich optimal.
Durch Einfiithren von Schlupfvariablen s erhalten wir die Standardform

min{a'r +0's : Cx —s=—a, v >0, s > 0}.
Das zugehorige duale LP lautet wegen C' = —C'
max {~a'y: (%) < (§))
=max{—a'y: C'y <a, —y <0}
=max{—ady: -Cy<a,y>0}
= max{—a'y : Cy > —a , y > 0}
= —min{a'y : Cy > —a, y > 0}.

Bis auf das Vorzeichen der Zielfunktion ist also das duale Programm
identisch mit dem primalen. Daher nennt man derartige Programme
selbst-dual.

Wie wir gesehen haben, ist * = 0 eine Optimallosung. Die zu-
gehorige Schlupfvariable ist s* = a. Offensichtlich gilt

r*+s" =a>0.

Man kann nun folgende Verschirfung beweisen [2, Satz 4.8.2]:

IBeachte: Algorithmus 1.7.1 entspricht dem Fall 5 = % in den Lemmata 1.7.5
und 1.7.6.
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LEMMA 1.7.9. Es sei C' schief-symmetrisch und a > 0. Dann gibt
es Vektoren x und s, die strikt komplementar sind, d.h. die die Bedin-
gungen

Cr—s=—-a, >0, s>0, v+s5>0, a's=0
erfiillen.
Wir wollen nun einem LP
(1.7.4) min{c'z : Az > g, x>0}
und seinem zugehorigen dualen LP
(L.7.5) max{by : Aly < ¢, y >0}

ein selbst-duales LP zuordnen, dessen Optimallosungen geméss Lemma
[.7.9 eine Auskunft iber die Optimallésungen von (1.7.4) und (1.7.5)
liefern. Dazu beachte man, dass unser urspriingliches LP (1.7.1) die

Form (1.7.4) hat mit
~ A > b

Wir betrachten beliebige positive Vektoren xg, uy € R™ und yg, sg € R™
und setzen

[_?:Z—AJJIO—FSO,

At
C_Ayo_u07

c
a=czg —gtyo + 1,
B = a—i—l_)tyo —c'ao + 1.
Mit diesen Definitionen betrachten wir das folgende LP
min{ﬁﬁ Az + 00— br > 0,
— Aty — ¢ + e > 0,
(1.7.6) - l_)ty +ér—ar > -4,
gty —cz+ah >0,
y>0,2>0,0>0, Tzo}.

Wie man leicht nachpriift, ist (1.7.6) selbst-dual. Geméafi Lemma 1.7.9

besitzt (1.7.6) eine strikt komplementére Optimallosung =*, y*, 6*, 7*.
Da 8 > 0 und der Optimalwert 0 ist, muss

0* =0
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gelten. Daher folgt aus der strikten Komplementaritét
v+ Azt —br* >0,
zt — Aly* + et > 0,
(L.7.7) -
by 4+ —art+5>0,
T +gty* —cdz* > 0.
Wir miissen nun zwei Félle unterscheiden:

Fall 7 > 0: Betrachte
1 1

= ;93*7 Yy = ;y*
Wegen 0* = 0 folgt aus den ersten beiden Nebenbedingungen von
(1.7.6), dass x und y fiir (1.7.4) bzw. (1.7.5) strikt zuléssig sind. Die Op-
timalitdt folgt aus der letzten Nebenbedingung von (1.7.6). Die strikte
Komplementaritét folgt aus (1.7.7).
Fall 7" = 0: Jetzt ist

Az* >0, Aly* <0,
und wegen der letzten Ungleichung von (1.7.7)
gty* —cla* > 0.
Dies bedeutet aber, dass (1.7.4) unzuléssig ist, falls gty* > 0 ist, oder
dass (I1.7.5) unzuléssig ist, falls cfa* > 0 ist.

Aus einer strikt komplementédren Losung von (1.7.6) kann man also
entweder Optimallosungen von (1.7.4) und (1.7.5) konstruieren oder die
Information gewinnen, dass mindestens eines der LP (1.7.4) oder (1.7.5)
nicht zulédssig ist. Da wir aber mit xg, yo und 8y = 79 = 1 strikt zulédssige

Vektoren fiir (1.7.6) kennen, kénnen wir Algorithmus 1.7.1 mit diesen
Startwerten auf (1.7.6) anwenden.



KAPITEL II

Diskrete Optimierung

I1.1. Ganzzahlige Optimierung

Wir greifen die linearen Programme aus Kapitel I auf. Allerdings
machen wir jetzt die wesentliche Einschrankung, dass die Komponen-
ten des Losungsvektors ganzzahlig sein sollen. Sie ist dadurch motiviert,
dass in vielen Anwendungen nur ganzzahlige Einheiten einen Sinn ma-
chen. So ist es in unserem allerersten Beispiel 1 (S. 5) sicher nicht
sinnvoll, ein 3 oder 2 Paar Schuhe zu produzieren.

Zur Verdeutlichung der Konsequenzen unserer neuen Einschrén-
kung greifen wir Beispiel 1 erneut auf.

BEeIspIEL I1.1.1. Beispiel 1 lautete
max{lGx 432y - 62 + 15y < 4500, 4z + 5y < 2000,

20 + 10y < 8000, z > 0,y > 0}.

Hierbei bezeichnet x, y die Menge der produzierten Damen- bzw. Her-
renschuhe. Wir fordern nun zusétzlich x € Z, y € Z. Bezeichne mit

Pp = {(x, y) € R?: 62 + 15y < 4500, 4z + 5y < 2000,

20z + 10y < 8000, = > 0, y > 0}

und

Py = {(a;, y) € 72 : 62 + 15y < 4500, 4z + 5y < 2000,

20 + 10y < 8000, z > 0, y > o}

die zulédssigen Mengen des alten und neuen Problems. Dann ist natiir-
lich Pz C Pgr und daher

max{16x + 32y : (x,y) € Pr} > max{16z + 32y : (z,y) € Pz}.

Wie wir in Beispiel 1 (S. 5) gesehen haben, wird der Optimalwert fiir
Pr in (250,200) (Punkt B in Abbildungen 1 (S. 6) und II.1.1) ange-
nommen. Da dieser Punkt in Py liegt, ist dies auch das Optimum fiir
Pz und nichts dndert sich.

Jetzt dndern wir die Gewinne fiir Damen- und Herrenschuhe auf 27 €
bzw. 21 € | so dass die Zielfunktion 27z + 21y ist. Der Wert der neuen

Zielfunktion im Punkt (250, 200) ist 10950 € . Im Punkt A = (192, 400)

63
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betragt er 11800 € . In allen anderen Ecken von Py ist er niedriger.
Also ist das Optimum fiir Pg jetzt (1%, 439). Dieser Punkt liegt aber
nicht in Py. B

Was tun? Runden wir, erhalten wir A = (333, 133). Dieser Punkt ist
fiir Pz zuléssig (Das ist ein gliicklicher Zufall!) und liefert den Gewinn
11784 € . Aber ist dies wirklich das Optimum?

Reduzieren wir y um 1 u/{ld erhohen z um 1, steigern wir den Gewinn.
Dies liefert den Punkt A = (334, 132). Dieser Punkt liegt in Pz und
liefert einen besseren Wert!

Wiederholten wir diese Operation, verlieflen wir den zuléssigen Bereich.
Das sichert aber nicht die Optimalitdt von A. Damit bleibt die Frage
nach dem Optimum fiir Pz vorerst offen.

T

ABBILDUNG II.1.1. Zuléssiger Bereich Py fiir das Opti-
mierungsproblem aus Beispiel 11.1.1

In Anlehnung an §1.1 definieren wir (vgl. Definitionen 1.1.2 (S. 13)
und 1.1.5 (S. 14)):

DEFINITION I1.1.2. Gegeben seien ein Vektor ¢ € Z", eine Matrix
A € 7", Vektoren b,b € [Z U {—00,00}|™ und Vektoren ¢,u € [Z U
{—00,00}]™. Dann nennt man die Aufgabe

(IL.1.1) min{cz :b< Az <b, <z <u,xcZ"}

ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem kurz GLP. Die Menge
Pr={2cZ":b<Ax<b,(<z<u}

heifit der Zuldssigkeitsbereich des GLP. Ist speziell

0 00
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sprechen wir von einem ganzzahligen linearen Optimierungsproblem in
Standardform oder kurz GP. Es hat die Form

(I1.1.2) min{c'z: Az =b, 2 >0, € Z"}.

BEMERKUNG II.1.3. (1) Durch Einfiihren von Schlupfvariablen und

geeigneter Zerlegung von x kann wie in Bemerkung 1.1.6 (S. 14) jedes
GLP in ein dquivalentes GP iiberfithrt werden. Gleiches gilt fiir die
Transformation von Maximierungsproblemen.
(2) Die Voraussetzung, dass die Daten ¢, A, b, b, £, u bzw. ¢, A, b ganz-
zahlig sein sollen, ist fiir die Praxis keine Einschrankung. Denn dort
sind die Daten stets mindestens rational und kénnen durch Multipli-
kation mit dem kgV aller Nenner auf ganzzahlige Daten transformiert
werden.

Wir wollen die Lésung ganzahliger Optimierungsprobleme auf die
Losung linearer Optimierungsprobleme, wie wir sie in Kapitel I be-
trachtet haben, reduzieren. Dazu benotigen wir einige zusétzliche No-
tationen.

DEFINITION II.1.4. Gegeben sei ein GP in Standardform (II.1.2)
mit Zuléssigkeitsbereich
Pr={xe€Z": Az =0, x> 0}.
Dann heifit das LP in Standardform
(I1.1.3) min{c'z :x € R" , Az =10, z > 0}
mit Zuléssigkeitsbereich
Pr={zeR": Az =0, z > 0}.
das zugehorige relaxierte LP.
BEMERKUNG II.1.5. Betrachte ein GP (II.1.2) und das zugehorige
relaxierte LP (II1.1.3). Dann gilt offensichtlich:

(1) Pz C Pk.

(2) min{c'z : x € Pr} < min{c'z : x € Pz}.

(3) Lost x* Problem (I1.1.3) und ist 2* € Z"™, so 16st z* auch das
Problem (I1.1.2).

DEeFINITION II.1.6. (1) Die Menge M C Z™ werde durch lineare
Ungleichungen beschrieben. Dann ist M C R”™ die Menge, die durch
dieselben Ungleichungen ohne die Ganzzahligkeitsbedingung beschrie-
ben wird.

(2) Fiir x € R sei

|z =max{z € Z:z <z}, [z]=min{z€Z:z>zx}

BEMERKUNG I1.1.7. Sind Pz und Py der Zuléissigkelcsbereich eines
GP bzw. des zugehorigen relaxierten LP, so ist Pr = Py.

Algorithmus I1.1.1 leistet das Gewiinschte.
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Algorithmus I1.1.1 Branch and Bound Algorithmus von Dakin

Gegeben: ce Z", A€ Z"*", b e 7™
Gesucht: Losung des GP min{c'z : € Pz} mit P, = {& € Z" :
Az =b, z >0}
1: Eeoo,lC<—{Pz}
2: while K # () do
3: M < Element in K > Branching

4: x < Losung des relaxierten LP zu M

5: if relaxierte LP nicht 16sbar then

6: K+~ K\M

7: else

8: d <« cw > Bounding
9: if d > ¢ then

10: K+ K\M

11: else

12: if x € Z" then

13: l—d, K+~ K\ M

14: else

15: i < Index mit x; € Z

16: M-~ Mn{xeZ" : x <|zf|}
17: Mt Mn{xeZ" : x; > [zf]|}
18: K+~ (K\M)UM-UMT

19: end if
20: end if

21: end if
22: end while
> ¢ = oo: GP nicht l6sbar
> ¢ < oo: GP losbar, ¢ Optimalwert, x Optimallosung

BEerspieL 11.1.8. Wir wenden Algorithmus I1.1.1 auf Beispiel 11.1.1
an. Man beachte, dass wir hierzu die Zielfunktion mit —1 multiplizieren
miissen, um aus dem Maximierungsproblem ein Minimierungsproblem
zu machen.

Beim Start ist £ = co und K = {Pz}. Wir wihlen in Zeile 3 M = Py,
und kommen zu Zeilen 8 — 18 mit

1000
x*_( ’ ) ¢* = —11800.
400

3
Damit greifen Zeilen 15 — 18. Wir withlen ¢ = 1' und erhalten

M- ={x€Pg:x, <333} M"={xePs:z >334}.

Damit ist der erste Durchgang abgeschlossen und K = {M~, M "} (vgl.
Abbildung I11.1.2).

IDie Wahl i = 2 wiire genauso gut moglich.
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M~ M+

T

ABBILDUNG II.1.2. Aufspaltung des Zuldssigkeitsberei-

ches in Beispiel 11.1.8 nach dem ersten Durchlauf von
Algorithmus I1.1.1

Wir kommen wieder zu Zeile 3 und wiahlen M = M+ aus.? M1 hat die
Ecken
334 400 334
0 )’ 0 )’ 132
mit den Funktionswerten

-9018 , —10800, —11790.

. . (334
¢ =—11790, z* = (132> € Py

Also ist

Damit kommen wir zu Zeile 13, setzen

334
¢ =—-11790, =z = (132) € Pz

und entfernen M aus K.
Wir kommen wieder zu Zeile 3. Jetzt ist £ = {M~} und wir wihlen
M = M~ aus. M~ hat die Ecken

332

134.4

250 0 0 332
200 /)’ 300/’ 0/’ 0 /)
mit den Funktionswerten

—10950 , —6100, —0, —8964 , —11786.4.

Also ist

. (332 . B
T = (134‘4) &Py, o =—117684 > —11790 = (.

2Genauso gut hétten wir erst M = M~ auswéhlen konnen.



68 II. DISKRETE OPTIMIERUNG

Damit greift Zeile 10 und M~ wird aus K entfernt.
Da nun K = () ist, sind wir fertig und erhalten den Optimalwert —11790
an der Stelle (334, 132).

Wir wollen eine Alternative zu Algorithmus II.1.1 angeben. Dazu
brauchen wir folgendes technisches Hilfsergebnis.

LEMMA I1.1.9. Betrachte ein GP (11.1.2) und das zugehdrige rela-
zierte LP (11.1.3). Fir die Optimallosung x* des relazierten Problems
gelte x* & Py. Bezeichne mit J die zu x* gehorige Basismenge und mit
K das entsprechende Komplement. Setze

A= A" Ay
und wdihle ein i € J mit x} ¢ Z. Definiere
r=lz] -
und den Vektor d € R™ durch
g — {LZUJ — Ay firj €K,
! 0 fiir j & K.

Dann ist

und fir alle x € Py qult
dz <r.
D.h., die Hyperebene {d'x = r} trennt Py und x*.
BEWEIS. Konstruktionsgeméaf ist
% =A7'b, a3 =0.
Fiir alle x € Py gilt
Ajrx;+ Agrg = Az =0

und somit
Insbesondere ist fiir alle z € Pz
jeK

Hieraus folgt durch Abrunden
jeK
Da die linke Seite ganzzahlig und z} ¢ Z ist, gilt so gar

Ti + ZLE’J’J%’ < 7]

jeEK
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Subtrahieren wir hiervon die Gleichung (II1.1.5), erhalten wir fiir alle

T & PZ
D (1 Ay) —Ay)wy < |a}] — o
jeK
bzw.
dx <r.
Andererseits ist
d'z* =0
wegen z; = 0 fiir j € K und
r <0
wegen z; ¢ Z. Dies beweist die Behauptung. Il

BEMERKUNG II.1.10. Die Bezeichnungen seien wie in Lemma [I.1.9.
Zusétzlich gelte, dass x* nicht in der konvexen Hiille von Py liegt. Dann
folgt aus Satz I11.2.16 (S. 124), dass z* und die konvexe Hiille von
Pz, also insbesondere z* und Py, eigentlich getrennt werden konnen.
Lemma I1.1.9 geht aber wesentlich weiter:

o [s zeigt, dass die Trennung so gar strikt ist.

e Es ist konstruktiv.

o Aus z* & Pz folgt nicht, dass x* nicht in der konvexen Hiille
von Pz liegt.

Diese Uberlegungen fithren auf Algorithmus I1.1.2.

Algorithmus II1.1.2 Schnittebenen-Verfahren

Gegeben: ce Z", A€ Z"*", b e 7™
Gesucht: Losung des GP min{c'z : © € Pz} mit P, = {z € Z" :
Ar=0b, x>0}
1: M+ Py
2: loop > wird in Zeilen 5 oder 8 beendet
x < Losung des relaxierten LP zu M, J < zugehorige Basis
if relaxierte LP nicht 16sbar then
stop > GP nicht losbar
end if
if x € Z" then
stop > z ist Optimallsung
end if
10: i<+ Index in J mit z; € Z, r < |z;] — x;
11: for j g J do dj — LZ”J _Zij
12: end for
13: for j€ Jdod; <0
14: end for
15 M+ Mn{yeZ: dy<r}
16: end loop
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BEMERKUNG I1.1.11. In Zeile 15 von Algorithmus I1.1.2 wird eine
Ungleichung hinzugefiigt, die das aktuelle x ausschliefit, aber die Menge
Pz nicht beeinflusst. Daher wird Zeile 3 fiir das neue M ein anderes
Optimum liefern. Da Zeile 15 die Menge Py nicht beeinflusst, liefert
Algorithmus I1.1.2 entweder die Information, dass das GP nicht l6sbar
ist, oder gibt das exakte Optimum des GP zuriick.

BEISPIEL I1.1.12. Wir wenden Algorithmus I1.1.2 auf Beispiel 11.1.1
an. Zu Beginn ist M = Py. Zeile 3 liefert

1000
3
€r = .
400
3

Es ist?
6 15 1 0 O
J={1,2,3}, K={4,5}, A=|(4 5 010
20 10 0 0 1
und
1 1
6 12
A= |1 -4
—4 %
Wir wihlen 7 = 1* und erhalten in Lemma I1.1.9
0
0
1
——— d=1o0
T 3
_5
6
_ 1
12
Damit lautet die neue Ungleichung
T
Y 5 1 1
s | =—=59— —s53< —=.
6 12 3
52
53

Wir wollen diese Zusatzbedingung fiir das urspriingliche System ohne
Schlupfvariablen iibernehmen. Dazu beachten wir, dass

So = 2000 — 4z — by, s3 = 8000 — 20x — 10y

3Beachte, dass wir Schlupfvariablen fiir die drei Ungleichungen einfiihren
miissen und dass die erste Ungleichung fiir =* strikt ist.

“Die Wahl i = 2 wiire genau so gut moglich. Die Wahl ¢ = 3 ist nicht moglich,
da die Schlupfvariable fiir die erste Ungleichung ganzzahlig ist.
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ist und setzen diese Gleichungen in die neue Ungleichung ein:

1 ) 1
—— > —2[2000 — 4z — 5y] — — — 202 —1
3 = 6[ 000 — 4z — 5y| 12[8000 0x — 10y]
7000
=—T+5x+5y
7000 — 1
— Br4by< o —
= 2333.

Wir erhalten also die zusétzliche Nebenbedingung
bx + Hy < 2333.

Die neue Menge Pg ist in Abbildung I1.1.3 skizziert. Die neue Menge
Pz hat die Ecken

250 0 0 400 333.4 333
200/ 300/ 0/’ 0/’ 133.2)° 133.6/°
Der Optimalwert ist —11799 und wird in (333.4, 133.2) angenommen.

Mit diesem Wert miissen wir dann wieder in Zeilen 10 — 15 von Algo-
rithmus I1.1.2 einsteigen.

T

ABBILDUNG II.1.3. Zuléssiger Bereich Py fiir das Op-
timierungsproblem aus Beispiel II.1.1 und II.1.12 mit
zusatzlicher Bedingung 5z + 5y < 2333

I1.2. Grundziige der Graphentheorie

DEerFINITION I1.2.1. Ein (gerichteter) Graph oder auch Digraph ist
ein Tupel G = (V, E) bestehend aus einer endlichen Knotenmenge V
und einer endlichen Kantenmenge EE C V x V. Die Elemente von V
heiflen Knoten, diejenigen von E Kanten. Fiir jede Kante e = (u,v)
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wird u # v verlangt; u heifit Anfangsknoten von e, v der Endknoten; u
heifit Vorgdnger von v, v heifit Nachfolger von wu.

BEMERKUNG I1.2.2. Es werden gelegentlich ungerichtete Graphen
betrachtet. Bei diesen wird zwischen den Kanten (u,v) und (v, w) nicht
unterschieden. Aus jedem ungerichteten Graphen kann man einen ge-
richteten Graphen konstruieren, indem man fiir jedes ungeordnete Tu-
pel {u,v} von Knoten die Kanten (u,v) und (v,u) in die Kantenmen-
ge aufnimmt. Wir beschrinken uns daher im Folgenden auf gerichtete
Graphen.

DEFINITION I1.2.3. Wir ordnen jedem Graphen G = (V| E) zwei
Abbildungen o : F — V, w : E — V und zwei Abbildungen K+ :V —
P(E), K~ :V — P(E) wie folgt zu:

a(e): beschreibt den Anfangsknoten der Kante e, d.h.
a((u,v)) = u.

w(e): beschreibt den Endpunkt der Kante e, d.h.
w((u,v)) =wv.

K~ (v): beschreibt die Menge aller Kanten mit Anfangsknoten v,
d.h.

K~ (v) ={e€ E: ale) =v}.
K (v): beschreibt die Menge aller Kanten mit Endknoten v, d.h.
K*(v)={e€ E:w(e) =v}.

ABBILDUNG II.2.1. Graph der Beispiele 11.2.4, 11.2.6,
[1.2.10, 11.2.12 und II.2.15 mit Nummerierung der Kan-
ten
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BEISPIEL I1.2.4. Fiir den Graphen aus Abbildung I1.2.1 erhalten
wir:

VZ{A,B,C,D,E,F},
E= {(A7 B)a(A7C)=(B7C)7(Ca B)v(BvD)7(B7E)7
(C,E), (D, E),(E,D),(D,F),(E, F)}

K_(A) = {(Av B)’ (Av C)}v
K™ (A) =0,
K~ (F) =0,

K*(F) ={(D,F),(E,F)}.

DEFINITION I1.2.5. Wir ordnen jedem Graphen G = (V| E) zwei
Zahlen n = gV und m = {FE sowie zwei Matrizen A € R™™ und
B € R™"™ wie folgt zu:

1 falls w(e) = v,
Ape = ¢ —1 falls a(e) =, ,
0 sonst,
B - 1 falls (u,v) € E,
“7 10 sonst.

A heifit die Inzidenzmatriz des Graphen, B heifit die Adjazenzmatriz
des Graphen.

BEeispieEL I1.2.6. Wir setzen Beispiel 11.2.4 fort und nummerieren
die Kanten des Graphen wie in Abbildung I1.2.1 (S. 72) angegeben. Die
Knoten werden lexikographisch nummeriert. Dann ist

-1 -1 0 0 O O O O 0 0 O
1 6o 1 -1 -1 -1 0 O O 0 O
A o 1 -1.1 06 0 -1 0 O 0 O
o o0 o o 1 0 o 1 -1 -1 01]"
o o o o0 oo 1 1 -1 1 0 -1
o o0 o o o0 o0 o o0 0 1 1
011000
001110
010010
B_000011
000101
000O0O0O0

BEMERKUNG I1.2.7. Seien A und B die Inzidenz- bzw. Adjazenz-
matrix eines Graphen. Dann gilt:

(1) Die Spaltensumme jeder Spalte von A ist 0, d.h.
eA=0



74 II. DISKRETE OPTIMIERUNG

fire=(1,...,1)" € R" mit n = V.

(2) Die Diagonalelemente von B sind alle gleich 0.

(3) Eine Zeile von B ist genau dann gleich 0, wenn fiir den zu-
gehorigen Knoten u gilt

K~ (u) = 0.
(4) Eine Spalte von B ist genau dann gleich 0, wenn fiir den zu-
gehorigen Knoten v gilt

K*(v)=10.
(5) Die Zeilensumme der zu dem Knoten u gehorenden Zeile von

B ist K~ (u).

DEFINITION I1.2.8. Sei G = (V, E) ein Graph mit zugehoriger In-
zidenzmatrix A und zugehoriger Adjazenzmatrix B.

(1) Die Zahl
deg(v) = tK~(v) + 1K (0) = 3| Ay]
eck

heifit der Grad des Knotens v.
(2) Zwei Knoten u und v heien benachbart, wenn (u,v) oder (v, u)
in E enthalten ist, d.h. wenn

Buv + Bvu >0
ist.
(3) Die Menge
['(u) ={v € V : u,v sind benachbart}

ist die Menge der Nachbarknoten des Knotens wu.
(4) Ist W C V, so ist

ueW

die Menge der Nachbarknoten von W.
(5) Ein Knoten u mit I'(u) = () bzw. dquivalent

Z(Buv + Bvu) =0

veV

heif3t isoliert.
(6) Ist W C V, so heifit

d(W)={ecFE:ale)e W, wle)gW}

der zugehorige Schnitt. Ist w € W und v € W, so nennt man
(W) einen u und v trennenden Schnitt.

BEMERKUNG I1.2.9. Ist u € V, so ist §({u}) = K~ (u).
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BEISpPIEL 1.2.10. In Beispiel I1.2.4 (vgl. Abbildung I1.2.1 (S. 72))
ist
deg(A) =2, [(4) =1{B,C},
deg(B) = 5, I(B)={4,C,D,E},
0({B,C}) ={(B, D), (B, E),(C,E)}.

DEFINITION I1.2.11. Sei G = (V, E) ein Graph.

(1) Ein Weg von u € V', dem Anfangspunkt des Weges, nach v €
V', dem Endpunkt des Weges, ist eine Folge (eq, ..., ex), k > 1,
von Kanten mit folgenden Eigenschaften:

(a) a(er) = u,
(b) w(ex) = v,
(c) w(e;) = alejr), 1 <i<k-—1.

(2) Ein Weg heifit geschlossen, wenn er den gleichen Anfangs- und
Endpunkt hat.

(3) Ein Weg heifit einfach, wenn alle beteiligten Kanten verschie-
den sind.

(4) Ein einfacher, geschlossener Weg heifit Kreis.

(5) G heiBt zusammenhingend, wenn es zu jedem u € V und jedem
v € V mit u # v einen Weg von u nach v gibt.

(6) G heifit einfach zusammenhdngend, wenn es zu jedem u € V
und jedem v € V mit u # v einen einfachen Weg von u nach

v gibt.
(7) Ein ungerichteter Weg von u € V nach v € V ist eine Folge
((vo,v1), (v1,v2), .-, (Vk—1,v%)), k > 1, von Tupeln mit folgen-

den Eigenschaften:

(a) v; € V fiir alle 0 <i < k,

(b) vo = u, vy = v,

(¢) (vi—1,v;) € E oder (v;,v;—1) € E fiir alle 1 <i <E.

(8) G heiit schwach zusammenhdngend, wenn es zu jedem u € V/
und jedem v € V mit u # v einen ungerichteten Weg von u
nach v gibt.

(9) Ein Zyklus ist ein ungerichteter Weg mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt, in dem — unabhéngig von der Orientierung —
keine Kante zweimal durchlaufen wird.

BEeispIEL [1.2.12. Der Graph aus Beispiel 11.2.4 (vgl. Abbildung
I1.2.1 (S. 72)) ist einfach zusammenhéngend. Er enthélt keine Kreise.

((A, B), (B, D), (D, F))
und
((A, B),(B,C),(C,E),(E,D),(D, F))
sind Wege von A nach F.

((B,D),(D,E),(E,C),(C,B))
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ist ein Zyklus, die Kante (C, F) wird in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen.

DEFINITION I1.2.13. Sei G = (V, E) ein Graph und £’ C E. Dann
heifit G' = (V, E') der von E' induzierte Graph.

DEFINITION I1.2.14. (1) Ein schwach zusammenhéngender, zyklen-
freier Graph heif3t Baum.
(2) Sei G = (V,E) ein Graph und E' C E. Der von E’ induzierte
Graph G’ heifit aufspannender Baum fiir G, wenn G’ ein Baum ist und
fiir jedes v € V ein € € E' existiert mit v = a(e’) oder v = w(e’).

B

ABBILDUNG I1.2.2. Aufspannender Baum fiir den Gra-
phen aus Beispiel 11.2.4 (vgl. Abbildung I1.2.1)

BeispiEL 11.2.15. Die Graphen der Abbildungen 11.2.2 und 11.2.3
sind aufspannende B#éume fiir den Graphen aus Beispiel 11.2.4 (vgl.
Abbildung I1.2.1 (S. 72)).

SATz 11.2.16. Es sei G = (V, E) ein schwach zusammenhdngender
Graph mit n =V und m = §E. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Das sukzessive Hinzufiigen von Kanten e € E zu einer wach-
senden Kantenmenge T ausgehend von T = () fiihrt nach n—1
Schritten zu einem aufspannenden Baum von G.

(2) Gilt

deg(v) > 2
fiir alle v € V', so enthdlt G einen Zyklus.

(3) Der sukzessive Abbau von G durch Entfernen eines Knotens v

mat

deg(v) =1
und der dazu inzidenten Kante ldscht genau dann alle Kanten,
wenn G keine Zyklen enthdlt.
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ABBILDUNG I1.2.3. Aufspannender Baum fiir den Gra-
phen aus Beispiel 11.2.4 (vgl. Abbildung I1.2.1)

(4) Jeder aufspannende Baum von G hat genaun —1 Kanten und
jede Kantenmenge E' C E mit mehr als n — 1 Elementen
enthdlt eine Zyklus.

BEWEIS. ad (1): Wir wéhlen zwei benachbarte Knoten vy, v, € V.
Wegen des Zusammenhanges gibt es eine Kante e15, auf der v; und vy
liegen. Wir fiigen diese zu 1" hinzu. Dies liefert einen Baum mit zwei
Knoten und einer Kante.

Haben wir bereits einen Baum mit £ Knoten und £ —1 Kanten konstru-
iert und ist £ < n, gibt es wegen des Zusammenhanges einen Knoten

Vk+1 g {Uh s ,Uk}

und eine Kante e, auf der vg,; und einer der Knoten aus {vy, ..., vy}
liegen. Wir fiigen e zu T" hinzu. So erhalten wir einen Baum mit k£ + 1
Knoten und k£ Kanten.

Wenn wir so n Knoten abgearbeitet haben, ist V' erschopft und wir
sind fertig.

ad (2): Wir wéhlen zwei benachbarte Knoten v; und vy und eine ver-
bindende Kante e12. Wegen deg(ve) > 2, gibt es eine weitere von ejs
verschiedene Kante, auf der vy liegt. Sei vs der von vy verschiedene
Knoten auf dieser Kante. Falls v3 = wv; ist, haben wir einen Zyklus
konstruiert und sind fertig.

Andernfalls setzen wir den Prozess mit v3 an Stelle von vy fort.

Dies geht so lange, bis wir einen bereits erreichten Knoten ein zwei-
tes Mal erreichen. Jedesmal, wenn wir auf einen neuen Knoten treffen,
konnen wir ihn auf einer anderen Kante verlassen, da sein Grad min-
destens 2 ist.

Loschen wir jede bereits besuchte Kante, sinkt der Grad der inzidenten
Knoten jeweils um 1. Der Prozess muss nach n — 1 Schritten enden, da
dann keine unbesuchten Knoten mehr existieren.
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ad (3): Baut man einen Graphen in der beschriebenen Weise ab, sind
zwei Endzustidnde moglich:

e Es werden nicht alle Kanten geloscht und die dazu inzidenten
Knoten haben mindestens den Grad 2.
e Es sind keine Kanten mehr vorhanden.

Im ersten Fall enthédlt G wegen Teil (2) einen Zyklus.

Im zweiten Fall wird mit jeder Kante auch ein Knoten geloscht. Sind
daher keine Kanten mehr vorhanden, so auch keine Knoten und der
gesamte Graph ist geloscht.

ad (4): Man braucht mindestens n — 1 Kanten. Denn betrachtet man
zunéchst n Knoten als Einzelkomponenten, dann reduziert das Einfii-
gen einer Kante die Komponentenzahl héchstens um 1. Also ist bei
weniger als n — 1 eingefiigten Kanten die Komponentenzahl noch > 1.
Man braucht auch hochstens n — 1 Kanten. Denn hitte man mehr als
n — 1 Kanten, kénnte man wie in Teil (3) sukzessive alle Knoten vom
Grad 1 und die dazu inzidenten Kanten abbauen. Wegen des Zusam-
menhanges und der Kantenzahl > n kann dieser Prozess nicht zur
vollsténdigen Loschung fithren, und der Graph enthélt wegen Teil (3)
einen Zyklus. U

Sarz 11.2.17. Sei G = (V,E) ein schwach zusammenhingender
Graph und A die zugehorige Inzidenzmatriz. Dann gilt:

(1) Die Zeilen von A sind linear abhdngig; rang(A) < mn — 1.
(2) Die Spalten von A sind genau dann linear unabhdngig, wenn
G ein Baum ist .

BEWEIS. ad (1): Folgt aus Bemerkung 11.2.7 (1).
ad (2): Wir zeigen die Verneinung der Aussage.
G enthalte also einen Zyklus. Definiere den Vektor y € R*¥ wie folgt

ye = 1: falls e im Zyklus positiv durchlaufen wird,
ye = —1: falls e im Zyklus negativ durchlaufen wird,
ye = 0: falls e im Zyklus nicht durchlaufen wird.

Da jeder Knoten im Zyklus den Grad 2 hat, folgt aus der Definition
von A und y die Beziehung Ay = 0.

Sei nun umgekehrt y € R* \ {0} ein Vektor mit Ay = 0. Definiere
E' ={e € E:y. # 0} und bezeichne mit G’ den durch E’" induzier-
ten Graphen, mit A’ die zugehorige Inzidenzmatrix und mit ¢’ € R’
den Vektor, der durch Streichen aller Nullkomponenten von y entsteht.
Dann sind alle Komponenten von 3" ungleich Null und es gilt Ay’ = 0.
Angenommen G’ enthielte einen Knoten v mit Grad 1 in G’. Dann
enthélt die entsprechende Zeile von A’ genau einen von Null verschie-
denen Eintrag. Dies widerspricht den Eigenschaften von 3/. Also sind
die Knoten von G’ isoliert oder haben in G’ mindestens den Grad 2.
Wegen y # 0 sind nicht alle Knoten von G’ isoliert. Aus Satz 11.2.16 (2)
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angewandt auf eine nicht triviale Zusammenhangskomponenten von G’
folgt, dass G' und damit G einen Zyklus enthilt. O

I1.3. Kiirzeste Wege

Gegeben sei ein Graph G = (V| F) und eine Abbildung d : £ — R,
die jeder Kante eine ,,Lange® zuordnet. Fiir je zwei verschiedene Knoten
u,v € V bezeichne I'(u,v) die Menge aller Wege mit Anfangspunkt u
und Endpunkt v. Das Problem des kiirzesten Weges besteht nun darin,
zu gegebenem w,v € V ein v € I'(u, v) zu finden, so dass die ,,Lange*

d(v) =) d(e)

ecy

minimal ist.

BEMERKUNG II.3.1. Die Interpretation , Lénge“ legt die Voraus-
setzung d(e) > 0 fiir alle e € E nahe. Fiir einige Anwendungen ist es
aber notwendig, auch negative Werte fiir d zuzulassen. Wie wir sehen
werden, fiithrt dies allerdings zu einigen Erschwernissen.

ABBILDUNG I1.3.1. Graph aus Beispiel 11.3.2 mit Lénge
der Kanten

BEISPIEL I1.3.2. Wir betrachten den in Abbildung I1.3.1 skizzierten
Graphen (vgl. Beispiel I11.2.4 (S. 73) und Abbildung I1.2.1 (S. 72)), wo-
bei die Zahlen an den Kanten die Langen der jeweiligen Kante angeben.
Dann besteht I'(A, F') aus folgenden Wegen mit folgender Lange:

A B,D,F T, A,B,D,E,F 10,
A B E,F 8, A B,E,D,F T,
A B,C,E,F 6, A,B,C,E,D,F 5,
AC,EF 7 A,C,E,D,F 6,

A,C,B,D,F 10, A,C,B,D,E,F 13,



80 II. DISKRETE OPTIMIERUNG
AC B E F 11, A C,B,E,D,F 10.
Der kiirzeste Weg ist offensichtlich A, B, C, E, D, F' mit der Lange 5.

Algorithmus I1.3.1 16st das Problem des kiirzesten Weges unter der
Voraussetzung d(e) > 0 fiir alle e € E.

Algorithmus I1.3.1 Algorithmus von Dijkstra

Gegeben: Graph G = (V, E), Langenfunktion d : E — R, Anfangs-
knoten s € V, Endknoten t € V' \ {s}
Gesucht: Kiirzester Weg von s nach ¢
> D(v) Lange des bisher kiirzesten Weges von s nach v
> V(v) Vorgénger von v auf dem bisher kiirzesten (s, v)-Weg
> M(v) Lénge des kiirzesten Weges von s nach v
> M markierte Knoten, ¢/ unmarkierte Knoten
D(s) <0, M(s) <= 0, M« {s}, U <V \ {s} v Initialisierung
for v € V mit (s,v) € £ do D(v) < d((s,v))
end for
for v € V mit (s,v) € E do D(v) < o0
end for
forve V\{s}doV(v) < s
end for
while U # () do
u < argmin{D(v) : v € U}
10: if D(u) = oo then
11: stop > es gibt keinen (s, t)-Weg
12: end if
13: while u # t do
14: M— MU{u}, U U\ {u}, M(u) < D(u)
15: for v € Y mit (u,v) € F do
16: if D(V) > M(u) + d((u,v)) then
17: D(V) < M(u) + d((u,v)), V(v) < u
18: end if
19: end for
20: end while
21: end while

M (t) ist die gesuchte Lénge.
> Der kiirzeste Weg ist ¢, V(¢ ) VV(t),V(V(V(t)),...,s.

BEIispieL 11.3.3. Wir wenden Algorithmus I1.3.1 auf den Graphen
aus Beispiel I11.3.2 mit s = A und ¢t = F an.
Nach der Initialisierung ist

M = {4}, U={B,C,D,E,F},
D(A) =0,
D(B) =1, V(B) = A,
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D(C) =3, V(C) = A,
D(D) = 0, V(D)= A,
D(E) = oo, V(E) = A,
D(F) = 0, V(F)=A,
M(s) = 0.
Wir kommen zu Zeile 9 und erhalten
u=B.

Damit ergibt Zeile 14
M={A B}, U={C,D,E,F}, M(B)=1.
Zeile 17 liefert

D(C)=2, V(C)=B8B,
D(D)=6, V(D)=B5B,
D(E) =5, V(E)=B,
D(F) =00, V(F)=A.
Damit kommen wir erneut zu Zeile 9 und erhalten jetzt
u="C.

Zeile 14 ergibt
M={AB,C}, U={D,E,F}, M(C)=2.
Zeile 17 liefert
D(E) =3, V(E)=C.
Alle anderen Eintrdage bleiben unveréndert.
Wir kommen erneut zu Zeile 9 und erhalten nun

u=F.
Zeile 14 ergibt
M={AB,C,E}, U={D,F}, M(FE)=23.

Zeile 17 liefert
D(D) =4, V(D)=FE,

D(F)=6, V(F)=E.

Wir kommen erneut zu Zeile 9 und erhalten nun
u=2D.
Zeile 14 ergibt
M={AB,C,E,D}, U={F}, M(D)=4.

Zeile 17 liefert

D(F)=5, V(F)=D.
Damit kommen wir erneut zu Zeile 9 und erhalten jetzt

uw=F
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Wegen u = t endet Algorithmus I1.3.1 und liefert als Endergebnis
M(F) = 5.

Mit vollstéandiger Induktion kann man zeigen, dass Algorithmus
I1.3.1 tatséchlich den kiirzesten Weg liefert [1, Satz 24.6]. Bei nega-
tiven Weglangen kann Algorithmus 11.3.1 jedoch versagen. Dies zeigt
das folgende Beispiel.

ABBILDUNG I1.3.2. Graph aus Beispiel 11.3.4 mit , Lan-
ge“ der jeweiligen Kanten

BEIsPIEL I1.3.4. Betrachte den in Abbildung I1.3.2 skizzierten Gra-
phen, wobei die Zahlen an den Kanten wieder die ,,Lange* der jeweili-
gen Kante angeben.

Offensichtlich hat der Weg
A, B, E die Lénge 2,
der Weg
A, B,C,D, B, FE die Lange 1
und der Weg
A, B,C,D,B,C,D, B, E die Lange 0.

Indem wir beliebig oft den Kreis B, C, D durchlaufen, kénnen wir die
Lange des Gesamtweges beliebig klein machen. Das Problem des kiirzes-
ten Weges hat also keine Losung.

Anders sieht es aus, wenn wir den Kreis B, C, D entfernen, indem wir
die Kante (D, B) streichen.

Obiges Beispiel zeigt, dass man bei negativen Werten der Funktion
d mindestens die Kreisfreiheit des Graphen fordern muss. Dies ergibt
das Problem, Kreise aufzufinden. Algorithmus I1.3.2 leistet dies. Er ist
durch Satz I1.2.16(3) (S. 76) motiviert.

Enthélt ein Graph einen Kreis, kann man diesen entfernen, indem
man eine Kante entfernt. Dabei sollte der Zusammenhang des Graphen
erhalten bleiben. So kann man z. B. in dem Graphen aus Beispiel 11.3.4
und Abbildung I1.3.2 die Kante (D, B) entfernen, nicht aber die Kanten
(B,C) oder (C,D). Wir brauchen also einen Algorithmus, der priift,
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Algorithmus 11.3.2 Auffinden eines Kreises in einem Graphen
Gegeben: Graph G = (V, E)
Gesucht: Kreis in G oder Information der Kreisfreiheit
1: Entferne alle Knoten mit Grad 1 aus V' und alle zugehorigen Kanten
aus E. Verringere die Grade der restlichen Knoten entsprechend.

2: if V = () then

3: stop > Graph ist kreisfrei
4: end if

5: n < 4V, vg < Knoten in V'

6: fori=1,....n—1do

7 e < Kante in K~ (v;_1), v; < w(e)

8: if v; € {vg,...,v;_1} then

9: stop > Kreis gefunden
10: else

11: E < E\e, deg(v;_1) < deg(v;_1) — 1, deg(v;) + deg(v;) —1
12: if deg(v;—1) = 0 then

13: {Uo, . ,’Ui_l} — {?)07 c ,Uz‘_l} \ {’Ui—l}a 141—1

14: end if

15: end if

16: end for

ob der Zusammenhang erhalten bleibt, wenn eine Kante entfernt wird.
Dies leistet Algorithmus I1.3.3.

Algorithmus I1.3.3 Test auf Zusammenhang nach Entfernen einer
Kante
Gegeben: G = (V, F), Kante e = (u,v)
Gesucht: Information, ob (V| E'\ e) zusammenhéngend ist
: T<—{u},E<—E\€
. while existiert e € £ mit a(e) € T und w(e) ¢ T do
T+ TUw(e)
end while
if v € T then
stop > Kante (u,v) darf entfernt werden.
else

stop > Kante (u,v) darf nicht entfernt werden.
. end if

© PN

LEMMA 11.3.5. Ist der Graph G = (V,E) kreisfrei, konnen die
Knoten so nummeriert werden, dass fir alle Kanten (v;,v;) € E gilt
1 < 7. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer solchen Nummerierung
die Kreisfreiheit.

BEWEIS. Die Umkehrung ist offensichtlich.
Zum Nachweis der Existenz der Nummerierung zeigen wir zunéchst,
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dass es ein v € V' gibt mit KT (v) = 0.

Denn andernfalls hat jeder Knoten einen Vorgéinger und bei Zuriick-
verfolgung stoflen wir wegen der endlichen Knotenzahl irgendwann auf
einen schon behandelten Knoten und haben so einen Kreis gefunden.
Dies ist ein Widerspruch.

Wir setzen i = 1 und suchen ein v € V mit §K*(v) = 0. Wir setzen
v; = v und entfernen v aus V und K~ (v) aus E. Danach setzen das
Verfahren mit ¢ + 1 an Stelle von ¢ fort. O

Algorithmus I1.3.4 liefert die gewiinschte Nummerierung und setzt
das im Beweis von Lemma I1.3.5 benutzte Verfahren um.

Algorithmus 11.3.4 Sortieralgorithmus

Gegeben: kreisfreier Graph G = (V, E)
Gesucht: aufsteigende Nummerierung von V' > (v;,v;) € E =1 <j
. U+V, M0
2: fori=1,...,4V do
3: v < Knoten in & mit K" (v) =0
4 v—o,U—UN\A{v}, M+~ MU{v}
5: Losche alle Kanten aus K~ (v).
6: end for

Algorithmus I1.3.5 baut auf diesen Vorbereitungen auf und 16st
das Problem des kiirzesten Weges auch bei negativen ,,Langen®. Dabei
konnen die Algorithmen 11.3.2; I1.3.3 und I1.3.4 eingesetzt werden, um
die erforderliche Voraussetzungen herzustellen.

Manchmal bené6tigt man fiir einen Graphen sdmtliche kiirzeste We-
ge zwischen allen Knotenpaaren. Dies kann man erreichen, indem man
Algorithmus I1.3.1 bei nicht negativen Léngen bzw. Algorithmus
I1.3.5 fiir alle Knotenpaare sukzessive aufruft. Algorithmus I1.3.6 ist fiir
diese Aufgabenstellung effizienter. Im Gegensatz zu den Algorithmen
I1.3.1 und II.3.5 bendétigt er weder nicht negative Léngen noch Kreis-
freiheit. Fiir einzelne Knotenpaare sind aber die Algorithmen I1.3.1 und
I1.3.5 effizienter.

BEMERKUNG I1.3.6. Algorithmus I1.3.6 liefert die Wege riickwérts
durch rekursive Auswertung der Matrix P: Fiir je zwei Indizes ¢ und
7 erhélt man die Indizes der Knoten auf einem kiirzesten Weg von v;
nach v; riickwérts durch

Js Jq =Dijy Jg=1 = Dijgs -+ » J1 = Dijay» = Dijy -
I1.4. Fliisse in Netzwerken

DEFINITION I1.4.1. Ein Netzwerk ist ein Graph G = (V, E') zusam-
men mit einer Kapazititsfunktion ¢ : E — Ry. c¢(e) heiBt die Kapazitit
der Kante e € E.



I1.4. FLUSSE IN NETZWERKEN 85

Algorithmus 11.3.5 Algorithmus von Moore-Bellman

Gegeben: kreisfreier, zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit
aufsteigender Nummerierung, Langenfunktion d : £ — R, An-
fangsknoten v;, Endknoten v,

> (U, vn) € E=m<n

Gesucht: kiirzester Weg von v; nach v; und seine Linge >1<]

for (v;,v) € E do D(v) < d((v;,v))

end for

for (v;,v) ¢ E do D(v) < o0

end for

for v € V\ {v;} do V(v) < v;

end for

fork=i+2,...,j5do
for{=i+1,....k—1do

if (v, vx) € F und D(vp) + d((ve, vg)) < D(vg) then
D(Uk) — D(Ug) + d((vg,vk)), V(Uk) < Uy
end if
end for
: end for
> kiirzeste Weg: v;, V(v;), V(V(v))), ..., v;; Lénge: D(v;).

— = = e
A

DEFINITION 11.4.2. Seien G = (V, E), ¢ ein Netzwerk und s,t €
V' zwei verschiedene Knoten. Eine Abbildung x : £ — R heifit ein
zuldssiger (s,t)-Fluss, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(I1.4.1) 0 <z(e) < c(e) fir alle e € F,
Kapazititsbeschrankungen
(I142) Y a(e)= >  x(e) firalleve V\{st}.
eeK~(v) eeK+(v)
Flusserhaltungsgleichungen

Ist x ein zuldssiger (s,t)-Fluss, heifit
pla)=) ale)— Y ale)
e€K~(s) eeKt(s)
der Wert des Flusses.

Wir betrachten nun folgende Aufgabe:

Finde zu gegebenem Netzwerk und gegebenen Knoten s,
t einen zuldssigen Fluss mit maximalem Wert.

Physikalisch kénnen wir uns diese Aufgabe so vorstellen, dass wir durch
ein Rohrnetz mit gegebener Kapazitdt moglichst viel Material von s
nach ¢ transportieren wollen, wobei zwischendurch nichts verloren ge-
hen soll.
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Algorithmus 11.3.6 Algorithmus von Floyd-Warshall

Gegeben: Graph G = (V, E), n = {V, Langenfunktion d : £ — R

Gesucht: Matrix W = (w;;)1<i j<n mit Lénge des kiirzesten Weges
von Knoten v; zu Knoten v;, Matrix P = (p;;)1<;,j<, mit Nummer
des vorletzten Knotens auf dem kiirzesten Weg von Knoten v; zu

Knoten v;

1: for:=1,...,ndo > Initialisierung
2 for j=1,...,ndo

3 if (v;,v;) € E then

4: Wi < d((UZ'7Uj)), Dij < 1

5: else

6: Wij $— 00, Pij <= OO

7 end if

8 end for

9: end for

10: for /=1,...,ndo

11: fori=1,...,ndo

12: for j=1,...,ndo > kann in Zeile 17 abbrechen
13: if w;; > wi + wy; then

14: Wij = Wig + Wej, Pij < Pej

15: end if

16: if 7 = 7 und w;; < 0 then

17: stop > Graph enthélt Kreis negativer Lénge
18: end if

19: end for
20: end for
21: end for

DEFINITION I1.4.3. Die Bezeichnungen seien wie in Definition 11.4.2.
Weiter sei P ein ungerichteter Weg von s nach ¢. Eine Kante e € P
heifit ein Vorwdrtsbogen, wenn sie von s aus in Richtung ¢ verlduft.
Andernfalls heifit sie ein Riickwdrtsbogen. P heifit ein augmentierender
oder erginzender Weg, wenn fiir alle Kanten e € P gilt:

z(e) < c(e) falls e Vorwértsbogen ist,

z(e) >0 falls e Riickwértsbogen ist.

BEISPIEL I1.4.4. Betrachte den Graphen aus Abbildung I1.4.1, wo-
bei die Zahlen an den Kanten die jeweilige Kapazitit angeben. Ab-
bildung 11.4.2 gibt zu diesem Netzwerk einen zulédssigen Fluss von A
nach F' an. Der Wert des Flusses ist 3. Abbildung 11.4.3 zeigt dann
einen ergdnzenden Weg, wobei die Zahlen an den Kanten Werte an-
geben, um die der Fluss aus Abbildung I1.4.2 erhoht bzw. erniedrigt
werden kann, ohne die Zuléssigkeit zu zerstoren. Die Kante (F, D) ist
ein Riickwirtsbogen, die anderen drei Kanten sind Vorwértsbogen. Der
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ABBILDUNG II1.4.1. Graph aus Beispiel 11.4.4 mit Ka-
pazitiaten der einzelnen Kanten

ABBILDUNG I1.4.2. Zuléssiger Fluss von A nach F' fiir
das Netzwerk aus Abbildung I1.4.1; die Zahlen geben die
jeweiligen Flusswerte an

resultierende Fluss ist in Abbildung I1.4.4 dargestellt. Er hat den Wert
4.

SATz 11.4.5. Ein zuldssiger (s,t)-Fluss ist genau dann mazimal,
wenn es keinen erginzenden Weg von s nach t gibt.

BEWEIS. Wir zeigen die Aquivalenz:

Ein zuléssiger (s, t)-Fluss ist genau dann nicht maximal,
wenn es einen ergdnzenden Weg gibt.
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ABBILDUNG 11.4.3. Ergénzender Weg zu dem Fluss aus
Abbildung I1.4.2; die Zahlen geben die jeweiligen zusétz-
lichen Flusswerte an

ABBILDUNG I1.4.4. Resultierender Fluss aus dem Fluss
aus Abbildung I1.4.2 und dem ergénzenden Weg aus Ab-
bildung I1.4.3; die Zahlen geben die jeweiligen Flusswerte
an

,<=": Sei P ein ergénzender Weg. Dann ist
€= min{min{c(e) —x(e) : e € P ist Vorwértsbogen},
min{z(e) : e € P ist Rﬁckwértsbogen}}
positiv. Definiere y : £ — R durch

z(e) falls e € P,
yle) =< z(e) + e falls e € P ein Vorwirtsbogen,
z(e) —e falls e € P ein Riickwértsbogen.
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Wegen der Wahl von ¢ erfiillt y die Kapazitatsbeschrankungen (I11.4.1).
Ist v € V\{s,t} ein Knoten, der nicht von P durchlaufen wird, unter-
scheidet sich y auf allen zu v inzidenten Kanten nicht von x. Daher
erfiillt y in v die Flusserhaltungsgleichung (11.4.2).

Ist dagegen v € V\{s,t} ein Knoten, der von P durchlaufen wird, so
gibt es eine Kante et, auf der P in v hineinlduft, und eine Kante e,
auf der P aus v herauslduft. Sind et und e~ beides Vorwirts- oder
Riickwirtsbogen, kénnen nicht beide in der gleichen Menge K*(v) lie-
gen. Daher gilt in diesem Knoten die Flusserhaltungsgleichung (11.4.2)
fiir y. Ist aber eine der Kanten ein Vorwérts- und die andere ein Riick-
wirtsbogen, so miissen beide Kanten in der gleichen Menge K*(v)
liegen. Daher dndert sich auch in diesem Fall nichts an der Giiltigkeit
der Flusserhaltungsgleichung (11.4.2).

Also ist y ein zuléssiger Fluss.

Da es mindestens eine Kante in K (s) U K~ (s) gibt, die zu P gehort,
ist

o(y) > p(x).
Also war z nicht maximal.

,=—": Sei nun x ein nicht maximaler zuléssiger (s,?)-Fluss und y ein
zuléssiger (s,t)-Fluss mit groerem Wert. Setze

z=1y—x.

Dann erfiillt z die Flusserhaltungsgleichungen (I1.4.2) und es ist

Z z(e) — Z z(e) > 0.

e€K—(s) eeKt(s)

Daher gibt es mindestens eine Kante e; € K~ (s) U KT (s), auf der z
nicht verschwindet. Sei v; der andere Knoten auf e;. Wegen der Fluss-
erhaltungsgleichung (I1.4.2) in v, gibt es eine Kante ey € K~ (v1) U
K*(v1)\{e1}, auf der z nicht verschwindet. Sei vy der von v; verschie-
dene Knoten auf e,.

Wenn wir diesen Prozess fortsetzen, erhalten wir einen Weg von s nach
t. Aus der Konstruktion von z folgt, dass dieser Weg ergénzend ist. [J

Satz 11.4.5 fithrt auf Algorithmus 11.4.1.

BEISPIEL I1.4.6. Wir wenden Algorithmus I1.4.1 auf Beispiel 4 (S. 7)
an. Abbildung 11.4.5 gibt das Netzwerk mit den jeweiligen maximalen
Flusswerten und der Nummerierung der Kanten durch kleine Buchsta-
ben an. Wir ordnen die Knoten in der Reihenfolge @), A, B, C', D, R.
Esist s=0Q, t = R.

Im ersten Durchlauf erhalten wir:

Zeile 6: M ={Q}, U =10},
Zeile 11: u=Q, Uu=70,
Zeilen 12 - 18: V(D) = Q, S(D) =1,
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Algorithmus 11.4.1 Algorithmus von Ford-Fulkerson

Gegeben: Graph G = (V| F), Kapazitét ¢, Knoten s,t € V
Gesucht: Maximaler zuldssiger (s,t)-Fluss x

I I I S R N R R R R S el T e e O e

W w
N

33:

w
2

> M markierte Knoten, U noch zu bearbeitende Knoten
>V Vorginger auf einem ergénzenden Weg, S Vorzeichen
> & Steigerungsmoglichkeiten auf einem ergédnzenden Weg

for e € E do z(e) < 0 > Initialisierung
end for
for v € V do £(v) +
end for
> wird in Zeile 9 verlassen
M — {s}, U + {s} > Markieren und Uberpriifen
loop > wird in Zeile 31 verlassen
if U = () then
stop > Fluss x ist maximal.
end if

u < Element in U, U + U \ {u}
for e € K~ (u) mit w(e) ¢ M do
v+ w(e)
if z(e) < c¢(e) then
V(v) < u, S(v) < 1, E(v) + min{c(e) — z(e),E(u)}
M— MU{vh U+~ UU{v}
end if
end for
for e € KT (u) mit ae) ¢ M do
v < afe)
if z(e) > 0 then
V()  u, S(v) + —1, E(v) < min{z(e),E(u)}
M~ MU{v}, U+~ UU{v}
end if
end for
if t € M then > Augmentierung
U—1t, vt
while v # s do
v V(u), z(((v,u)) + x((v,u)) + S(w)€(u), u v
end while
break > springe in Zeile 6
end if

end loop

34: end loop

£(D) =6, V(A)=Q,
S(A) =1, E(A) =4,
M ={Q,D, A}, U ={D,A},
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ABBILDUNG II1.4.5. Netzwerk aus Beispiel 11.4.6 mit
Kapazitdten der einzelnen Kanten und Nummerierung
der Kanten (kleine Buchstaben)

ABBILDUNG 11.4.6. Fluss nach dem ersten Erreichen
von Zeilen 26 — 32 von Algorithmus I[.4.1 mit jeweili-
gem Flusswert bzw. in Klammern Kapazitit

Zeile 11: u=D, U={A},
Zeilen 12 - 18: V(C) = D, S(C) =1,
£(C) =3, V(B) = D,
S(B) =1, E(B) =3,

M =1{Q,D,A,C, B}, U={AC, B,
Zeilen 11: u=A, U ={C, B},

Zeilen 11: u=C, U ={B},

Zeilen 12 - 18: V(R) = C, S(R) =1,
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ABBILDUNG I1.4.7. Fluss nach dem zweiten Erreichen
von Zeilen 26 — 32 von Algorithmus I1.4.1 mit jeweiligen
Flusswerten bzw. in Klammern Kapazitét

E(R) =3,
M =1{Q.D,A,C,B,R},
U = {B,R}.

Zeilen 26 — 32 liefern jetzt den in Abbildung I1.4.6 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Zeile 6: M ={Q}, U=1{Q},
Zeile 11: u=Q, U =1,
Zeilen 12 - 18: V(D) = Q, S(D) =1,
£(D) =3, V() = Q.
S(A) =1, E(A) =4,
M=1{Q,D, A}, U= {D, A},
Zeile 11: u=D, U={A},
Zeilen 12 - 18: V(B) = D, S(B) =1,
E(B) =3, M={Q,D, A, B},
U =1{A, B},
Zeile 11: u==4, U = {B},
Zeile 11: u= B, U =10,
Zeilen 12 — 18: V(C) = B, S(C) =1,
£(0) =2,
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u={Ct, V(R) = B,
S(R) =1, £(R) = 3,

M =1{Q,D,A,B,C, R},

U ={C,R}.

Zeilen 26 — 32 liefern jetzt den in Abbildung I1.4.7 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Zeile 6: M ={Q}, U=1{Q},
Zeile 11: u=Q, U =10,
Zeilen 12 - 18: V(A) = Q, S(A) =1,
E(A) =4, M ={Q, A},
U ={A},
Zeile 11: u=A, U =10,
Zeilen 12 - 18: V(B) = A, S(B) =1,
E(B) =14 M={Q.A B},
U= {B}.
Zeile 11: u= B, Uu=1,
Zeilen 12 - 18: V(C) = B, S(C) =1,
E(C) =2, M={Q, A B,C},
U=A{cy, V(R) = B,
S(R) =1, E(R) =1,
M={Q, A, B,C, R}, U={C, R},
Zeilen 19 — 25: V(D) = B, S(D) = -1,
ED) =3,
M={Q,A B,C,R,D},
U={C,R,D}.

Zeilen 26 — 32 liefern jetzt den in Abbildung I1.4.8 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Zeile 6: M ={Q}, U={Q},
Zeile 11: u=Q, U=70,
Zeilen 12 - 18: V(A) = Q, S(A) =1,
£(A) =3, M ={Q, A},

U= {A}a
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Zeile 11:
Zeilen 12 — 18:

Zeile 11:

Zeilen 12 — 18:

Zeilen 19 — 25:

Zeile 11:
Zeilen 12 — 18:
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u=»A, U =1,
V(B) = 4, S(B) =1,
E(B) =3, M ={Q, A, B},
U={Bj},
u= B, U =1,
V(C) = B, S(C) =1,
E(C) =2, M={Q, A, B,C},
u=A{cy, V(R) =B,
M={Q,A,B,C}, Uu=1{Ccy,
V(D) = B, S(D) = —1,
ED) =3,
M={Q,A,B,C,D},
Uu={C, D},
u=C, U=1{D},
V(R) =C, S(R) =1,
E(R) =2,

M:{Q?A7B7C7D7R}7
U ={D,R}.

Zeilen 26 — 32 liefern jetzt den in Abbildung I1.4.9 angegebenen Fluss.
Die Zahlen an den Kanten geben die jeweiligen Flusswerte bzw. in
Klammern die Kapazitat an.

Im néchsten Durchlauf erhalten wir:

Zeile 6:
Zeile 11:
Zeilen 12 — 18:

Zeile 11:
Zeilen 12 — 18:

Zeile 11:
Zeilen 19 — 25:

M ={Q}, U=A{Q},
u=Q,&U =0,
V(A) =Q, S(A) =1,
£(A) =1, M ={Q, A},
U={A},
u=A, U =10,
V(B) = A, S(B) =1,
E(B) =1, M={Q, A, B},
U ={B},
u=DB, U=70,
V(D) = B, S(D) = —1,
E(D) =3, M={Q, A, B, D},
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Zeile 11: u=D, Uu==0,
Zeile 9: Fluss ist optimal.

ABBILDUNG I1.4.8. Fluss nach dem dritten Erreichen
von Zeilen 26 — 32 von Algorithmus I1.4.1 mit jeweiligen
Flusswerten bzw. in Klammern Kapazitét

ABBILDUNG I1.4.9. Fluss nach dem vierten Erreichen
von Zeilen 26 — 32 von Algorithmus I1.4.1 mit jeweiligen
Flusswerten bzw. in Klammern Kapazitat; der Fluss ist
optimal

Wir betrachten nun das Problem, einen zuldssigen Fluss mit vor-
gegebenem Wert und minimalen Kosten zu finden. Dazu seien G =
(V,E), ¢ ein Netzwerk, s,t € V ausgezeichnete Knoten, w : £ — R
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eine Kostenfunktion und ® € R ein Flusswert. Dann lautet unser Pro-
blem

min {Z w(e)x(e) : x: E — Rist ein zulédssiger

ecE

(s,t)-Fluss mit Wert ¢(x) = CI>} .

Zur Losung diese Problems benétigen wir einige Notationen und Hilfs-
mittel.

DEFINITION I1.4.7. Gegeben seien ein Netzwerk G = (V| E), ¢,
ausgezeichnete Knoten s, € V' und ein zuléssiger (s,t)-Fluss x : E —
R. Weiter sei C' ein Zyklus in G°. Sei O eine der beiden moglichen
Orientierungen von C'. Eine Kante von C' in Richtung von O heifit
dann Vorwdrtsbogen bzgl. O und eine Kante gegen die Richtung von O
Riickwdrtsbogen bzgl. O. C' heiit augmentierend bzgl. x, wenn es eine
Orientierung O von C' gibt, so dass fiir alle Vorwértsbogen e bzgl. O
gilt

z(e) < c(e)
und fiir alle Riickwértsbogen e’ bzgl. O

z(e') > 0.

ABBILDUNG I1.4.10. Netzwerk aus Beispiel 11.4.8 mit
jeweiligen Flusswerten bzw. in Klammern Kapazitét

BEISPIEL 11.4.8. Betrachte das Netzwerk aus Abbildung I1.4.10,
wobei die Zahlen die jeweiligen Flusswerte bzw. in Klammern die Ka-
pazitéiten angeben.

B, C, E, F, B ist ein Zyklus in G. Beziiglich dieser Orientierung ist

Die Kantenorientierung von G wird also nicht notwendig berticksichtigt.
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(F, E) ein Riickwértsbogen und (B, C), (C, E), (F, B) sind Vorwiérts-
bogen. Dieser Zyklus ist augmentierend.

F, B, C, F ist auch ein Zyklus. Beziiglich dieser Orientierung ist (F, C)
ein Riickwirtsbogen mit Flusswert 0. Beziiglich der entgegengesetzten
Orientierung F, C', B, F ist (F, B) ein Riickwértsbogen mit Flusswert
0. Also ist dieser Zyklus nicht augmentierend.

DEFINITION 11.4.9. Seien G = (V, E), ¢ ein Netzwerk, s,t € V
ausgezeichnete Knoten, w : E — R eine Kostenfunktion und z ein
zuléssiger (s,t)-Fluss.

(1) w(e) heiBt Kostenfaktor der Kante e € E.

(2) Sei P ein augmentierender Weg in G. Die Kostenfunktion von
P ist definiert als die Summe der Kostenfaktoren aller Vor-
wartsbogen abziiglich der Kostenfaktoren aller Riickwértsbo-
gen. Die Kosten einer Augmentierung sind definiert als das
Produkt aus Kostenfaktor und Augmentierungswert.

SATz 11.4.10. Fin Fluss x mit Wert ® hat genau dann minimale
Kosten, wenn es keinen augmentierenden Zyklus mit negativen Kosten
qibt.

BEWEIS. ,,<=*: Wir nehmen an, dass es einen Fluss y mit gerin-

geren Kosten gibt. Setze
Z=1y—.

Durch Induktion iiber die Kanten und Fallunterscheidung [1, Satz 25.5]
kann man zeigen, dass z als Summe augmentierender Zyklen dargestellt
werden kann. Da z negative Werte hat, muss ein augmentierender Zy-
klus mit negativen Kosten existieren. Dies ist ein Widerspruch.
»,=—"“: Wir nehmen an, C' sei ein augmentierender Zyklus mit negativen
Kosten. Dann setzen wir

€= min{min{c(e) —z(e) : e € C ist Vorwértsbogen},

min{z(e) : e € C ist Rﬁckwértsbogen}}

und
z(e) falls e ¢ C,
yle) =< x(e) +& falls e € C ein Vorwirtsbogen,
z(e) —e falls e € C ein Rickwirtsbogen.
Dann hat y geringere Kosten als . Dies ist ein Widerspruch. U

SATz 11.4.11. Sei x ein Fluss mit Wert ® und minimalen Kosten.
P sei ein (s,t)-augmentierender Weg mit minimalen Kosten und Aug-
mentierungswert 6 > 0. Dann liefert die Augmentierung durch P einen
Fluss y mit Wert ® + 6 und minimalen Kosten.

BEwWEIS. Wir miissen zeigen, dass y minimale Kosten hat. Ange-
nommen, dies sei nicht der Fall. Wegen Satz 11.4.10 gibt es dann zu
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y einen augmentierenden Zyklus C' mit negativen Kosten. Mittels In-
duktion und Fallunterscheidung [1, Satz 25.6] zeigt man dann, dass C'
auch augmentierend zu x ist. Dies ist ein Widerspruch. U

DEFINITION 11.4.12. Seien G = (V, E) ein Graph, ¢ : E — R,
eine Kapazitdtsfunktion, w : £ — R eine Kostenfunktion, s,t € V
ausgezeichnete Knoten und z : £ — R ein zuléissiger (s,t)-Fluss. Wir
ordnen diesen Groflen einen Graphen G, = (V,, F,) und Funktionen
¢ E, — Ry und w, : B, — R wie folgt zu:

Vo=V,
E,={ec E:z(e) <cle)} U{(v,u): (u,v) € E, z((u,v)) > 0},

ea(e) = {c(e) —x(e) falls e € E, mit c(e) > z(e),
’ x(e) falls e € £, mit z(e) > 0,

)

w(e)  falls e € E, mit c(e) > z(e),
Wy = .
—w(e) falls e € E, mit z(e) > 0.

(Va, By, oy w,) heifit das zu G und x gehdrende augmentierende Netz-
werk.

Aus Definition 11.4.12 und Satz 11.4.10 folgt:

LEMMA 11.4.13. (1) Jedem augmentierenden Zyklus in G entspricht
ein (gerichteter) Kreis im augmentierenden Netzwerk.
(2) Ein zuldssiger Fluss ist genau dann kostenminimal, wenn es im zu-
gehorigen augmentierenden Netzwerk keinen Kreis mit negativen Kos-
ten gibt.

ABBILDUNG I1.4.11. Graph aus Beispiel 11.4.14 mit Ka-
pazitat, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten
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ABBILDUNG I1.4.12. Augmentierendes Netzwerk zum
Graphen aus Beispiel 11.4.14 und Abbildung I1.4.11 mit
Kapazitit und Kosten der jeweiligen Kanten

BeispiEL 11.4.14. Wir betrachten den Graphen aus Abbildung
I1.4.11, wobei die Zahlentripel an den Kanten jeweils die Kapazitat,
die Flusswerte und die Kosten angeben. Der Wert des Flusses ist 3, die
Kosten betragen

2:-1+4-04+2-14+1-34+3-1+1-0+2-1+2-2
= 16.

Abbildung 11.4.12 zeigt das zugehorige augmentierende Netzwerk, wo-
bei die Zahlentupel an den Kanten jeweils die Kapazitat und die Kosten
angeben. D, A, C, B, D ist ein Kreis mit minimaler Kapazitéit 2 und
Kostenfaktor
0-2—-1—-1=—-4.
Er bringt eine Ersparnis von
2. (—4)=-8.

Der entsprechende augmentierte Fluss ist in Abbildung I1.4.13 angege-
ben.

Algorithmus 11.4.2 setzt diese Ergebnisse um und konstruiert zu-
néchst augmentierende Zyklen mit negativen Kosten, so lange bis kei-
ne derartigen Zyklen mehr existieren. In dieser Phase werden jeweils
Flusswerte und Kosten geéndert. Falls am Ende der gewiinschte Wert
erreicht ist, ist der kostenminimale Fluss gefunden. Andernfalls werden
in der zweiten Phase durch augmentierende Pfade die Flusswerte bei
gleichbleibenden Kosten angepasst. In beiden Phasen miissen kiirzeste-
Wege-Probleme geltst werden. In der zweiten Phase wird der Dijkstra-
Algorithmus I1.3.1 (S. 80) angewandt, obwohl negative Wegléngen auf-
treten konnen. Dies ist erlaubt, da nach Abschluss der ersten Phase
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ABBILDUNG I1.4.13. Augmentierter Fluss zu dem Gra-
phen aus Beispiel 11.4.14 und Abbildung I1.4.11 mit dem
augmentierenden Netzwerk aus Abbildung I1.4.12

ABBILDUNG I1.4.14. Netzwerk aus Beispiel 11.4.15 mit
Kapazititen und Kosten der jeweiligen Kante

Zyklen negativer Liange wie in Beispiel 11.3.4 (S. 82) und Abbildung
I1.3.2 (S. 82) ausgeschlossen sind.

BEISPIEL I1.4.15. Wir betrachten das in Abbildung I1.4.14 gezeigte
Netzwerk, wobei die Tupel an den Kanten die Kapazitiaten und Kosten
angeben. Gesucht ist ein kostenminimaler (s, t)-Fluss mit Wert 3.
Abbildung 11.4.15 zeigt das zu z = 0 gehérende augmentierende Netz-
werk, wobei die Zahlen an den Kanten die jeweiligen Kapazititen und
Kosten angeben. Der einzige Kreis in diesem Netzwerk ist A, D, B, C,
A und hat bzgl. w, die Lange 4. Damit gelangen wir zu Zeile 18 und
erhalten den Weg s, A, D, t mit der Lange 2 bzgl. w,. Es ist o/ = 2,
a = 2. Damit erhalten wir das in Abbildung I1.4.16 gezeigte Netzwerk,
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Algorithmus I1.4.2 Bestimmung eines kostenminimalen Flusses mit
vorgegebenem Wert
Gegeben: Graph G = (V, F), Kapazitit ¢ : E — R, Kosten w :
E — R, Knoten s,t € V, Wert & € R
Gesucht: Kostenminimaler zuldssiger (s,t)-Fluss x mit Wert ®
1: for e € E do z(e) < 0

2: end for
3: loop > wird in Zeilen 16 oder 20 verlassen
4: (Vy, By, €z, w,) < augmentierendes Netzwerk

5: Wende Algorithmus I1.3.6 auf (V,, E,) mit d = w, an.
> Floyd-Warshall

6: if (V,, E,) enthélt einen Kreis K negativer Linge then
7 ¢ < min{c,(e) 1 e € K}
8: foree KN E do x(e) « z(e) +¢
9: end for
10: foree K\ F do z(e) < x(e) — ¢
11: end for
12: else
13: loop > wird in Zeilen 16 oder 20 verlassen
14: @ + Wert von x
15: if ¢ = ® then
16: stop > x ist gesuchte Fluss
17: else
18: P < kiirzeste (s,t)-Weg
> Algorithmus 11.3.1 von Dijkstra fir (V,, £,) mit d = w,
19: if P existiert nicht then
20: stop > gesuchte Fluss existiert nicht
21: else
22: o < min{c,(e) : e € P}, a < min{do/, & — ¢(x)}
23: foree PN E do z(e) + z(e) + «
24: end for
25: foree P\ E do z(e) < z(e) — «
26: end for
27: (V, By, €z, w,) < augmentierendes Netzwerk
28: end if
29: end if
30: end loop
31: end if

32: end loop

wobei die Zahlen an den Kanten jeweils die Kapazitéit, den Flusswert
und die Kosten angeben. Es ist ¢(x) = 2 mit Kosten 4.

Abbildung I1.4.17 zeigt das neue zugehorige augmentierende Netz-
werk. Zeile 18 liefert den Weg s, A, D, B, C', t mit Lange 3 bzgl. w,. Es
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9,0

4,1

ABBILDUNG I1.4.15. Augmentierendes Netzwerk zum
Fluss x = 0 und dem Netzwerk aus Beispiel 11.4.15 und
Abbildung I1.4.14 mit Kapazititen und Kosten der je-
weiligen Kante

ABBILDUNG II1.4.16. Netzwerk aus Beispiel 11.4.15 mit
Kapazitét, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten
nach dem ersten Durchlauf von Algorithmus 11.4.2

ist ' = 1, @ = 1. Damit erhalten wir das in Abbildung I1.4.18 gezeigte
neue Netzwerk. Es ist ¢(z) = 3 mit Kosten 7. Dies ist der gesuchte
kostenminimale Fluss.

BEISPIEL 11.4.16. Zur Verdeutlichung der Arbeitsweise von Algo-
rithmus 11.4.2 starten wir mit dem Netzwerk aus Beispiel 11.4.14 und
Abbildung 11.4.11, d.h., wir {iberspringen die Initialisierungsphase von
Algorithmus 11.4.2 und starten mit dem , Gott gegebenen®“ Fluss aus
Beispiel 11.4.14 und Abbildung I1.4.11 (S. 98). Dann liefern die Zeilen
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i1

ABBILDUNG I1.4.17. Augmentierendes Netzwerk beim
zweiten Durchlauf von Algorithmus 11.4.2 in Beispiel
I1.4.15 mit Kapazititen und Kosten der jeweiligen Kante

ABBILDUNG I1.4.18. Netzwerk aus Beispiel 11.4.15 mit
Kapazitéit, Flusswert und Kosten der jeweiligen Kanten
nach dem zweiten Durchlauf von Algorithmus I1.4.2; der
Fluss hat minimale Kosten und den vorgegebenen Wert
3

13 — 30 von Algorithmus 11.4.2 den Fluss aus Beispiel 11.4.14 und Ab-
bildung I1.4.13 (S. 100). Der Fluss hat den Wert 3 und die Kosten 8.
Abbildung 11.4.19 zeigt das zugehorige augmentierende Netzwerk. Es
enthalt folgende Kreise

s,A,D,B,s Wert -1,
s,A,D,B,C,A,s Wert 4,
A DA Wert 0,

B,C.B Wert 0,
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ABBILDUNG I1.4.19. Augmentierendes Netzwerk beim
ersten Durchlauf von Algorithmus I1.4.2 in Beispiel
I1.4.16 mit Kapazititen und Kosten der jeweiligen Kante

A D ,B,C A Wert 4.

Also liefern Zeilen 7 — 11 den ersten dieser Kreise mit ¢ = 1. Das
resultierende Netzwerk ist das kostenminimale Netzwerk aus Beispiel
I1.4.15 und Abbildung I1.4.18.

Anders als in Beispiel 11.4.15 wissen wir in der jetzigen Phase von
Algorithmus I1.4.2 noch nicht, dass dieses Netzwerk optimal ist. Daher
bestimmt Algorithmus I1.4.2 das zugehorige augmentierende Netzwerk,
das in Abbildung I1.4.20 gezeigt ist. Es enthilt die Kreise

s,B,C,A,s Wert 5,

B,C,B Wert 0,
A D A Wert 0,
B,D,B Wert 0,

B,C,A,D,B Wert 4.

Keiner hat einen negativen Wert. Daher kommen wir zu Zeile 16 und
der Algorithmus bricht wegen ¢(z) = 3 mit der Information ab, dass
der gesuchte Fluss gefunden ist.

BEMERKUNG I1.4.17. Man kann in Zeile 5 von Algorithmus I1.4.2
auch den Algorithmus I1.4.1 nutzen. Dies hat den Nachteil hoherer Kos-
ten fiir diesen einzelnen Schritt. Andererseits hat es den Vorteil, dass
die restlichen Schritte unter Umstédnden weniger haufig durchgefiihrt
werden miissen. Dies ist z. B. der Fall, wenn der vorgegebene Wert &
kleiner als der Wert des Maximalflusses ist.
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3,0
3,114 D
2,0
1, -1

1,3
B
3.1

ABBILDUNG I1.4.20. Augmentierendes Netzwerk beim
zweiten Durchlauf von Algorithmus [1.4.2 in Beispiel
I1.4.16 mit Kapazititen und Kosten der jeweiligen Kante
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KAPITEL IIT

Nichtlineare Optimierung

II1.1. Minimierung ohne Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem:

Gegeben seien eine nicht leere Menge D C R™ mit n > 1
und eine stetige Funktion f : D — R. Finde eine Mini-
mum von f, d.h. l6se

(III.1.1) min{f(z) : x € D}.

Selbst fiir einfache Funktionen einer Variablen ist diese Aufgabe héufig
nicht losbar. Stattdessen miissen wir uns mit lokalen Minima zufrieden
geben. Dabei heifit o € D ein lokales Minimum von f, wenn es eine
Umgebung U von z gibt, so dass x( die Funktion f in UND minimiert,
d.h. f(y) > f(xp) fur alley € UN D.

Fiir differenzierbare Funktionen ist folgende Charakterisierung lo-
kaler Minima wohl bekannt:

SaTz II1.1.1. (1) Es sei D offen und f € C*(D,R). Dann ist jedes
lokale Minimum x* von f auch ein stationdrer Punkt von f, d.h. es
qgilt

Df(z")=0.
(2) Es sei D offen, f € C*(D,R) und x* ein stationdrer Punkt von

f. Dann ist x* ein lokales Minimum von f, wenn die Hesse-Matrix
D2 f(x*) positiv definit ist.

Satz II1.1.1 legt folgende Vorgehensweise zur Bestimmung lokaler
Minima nahe:

Bestimme mit dem Newton-Verfahren eine Nullstelle x
von D f und priife, ob D?f(xq) positiv definit ist.

Neben den bekannten Schwierigkeiten des Newton-Verfahrens ergeben
sich mit diesem Ansatz weitere Probleme:

e Das Newton-Verfahren liefert allenfalls stationdre Punkte. Die-
se konnen auch Maxima oder Sattelpunkte sein.

e Der Nachweis der postiven Definitheit einer Matrix ist sehr
aufwandig.

e Die Vorgehensweise erfordert zweimalige Differenzierbarkeit
und die Kenntnis der zweiten Ableitungen.
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Aus diesen Griinden interessieren wir uns auch fiir Verfahren, die ohne
(hohere) Ableitungen auskommen. Auflerdem mochten wir das Newton-
Verfahren in eine groflere Verfahrensklasse einbetten. Dies erlaubt dann
die leichtere Analyse von Modifikationen des Newton-Verfahrens.

Wir beginnen mit dem einfachen Spezialfall von Funktionen einer
Variablen, d.h. n = 1 und D = [a,b]. Dieser ist von Interesse, da
fast alle Verfahren fiir den allgemeinen Fall n > 2 eindimensionale
Minimierungsprobleme als Teilaufgaben enthalten.

LEmMA II1.1.2. Seia <z < b, f € C([a,b],R) und
f(z) <min{f(a), f(b)}.

Dann besitzt f ein lokales Minimum n € (a,b). Falls f differenzierbar
ist, ist f'(n) = 0.

BEWEIS. Da f stetig und [a, b] kompakt ist, besitzt f ein globales
Minimum p € [a, b].
Falls € (a,b) ist, ist nichts zu zeigen.
Falls = a ist, folgt

f(p) < f(z) und  f(z) < fla) = f(p).
Also ist
f(x) = )
und x € (a,b) ist ein lokales Minimum.
Analog argumentiert man im Fall p = b. U

Lemma III.1.2 fithrt auf folgenden Ansatz zur Bestimmung eines
lokalen Minimums:

Gegeben seien a, r und b wie in Lemma II1.1.2. Bestimme
den Mittelpunkt u des lingeren der beiden Teilintervalle
[a,z] und [z,b]. Wihle aus den Punkten a, b, x, u drei

Punkte a, bund 7 so aus, dass a < ¥ < b und

(@) < min{f (@), f(b)}
ist.
Dieser Ansatz fiithrt auf Algorithmus I11.1.1.

Satz 111.1.3. Fir die Folgen (ag)ken, (bk)ren und (xy)gen, die Al-
gorithmus II1.1.1 mit € = 0 erzeugt, gilt:
(1) ar <z, < by, fiir alle k.
(2) f(zg) < mln{f(ak) f(bg)} fiir alle k.
(3) b, — ar < ()" by — ao) fiir alle k.
(4) Falls f differenzierbar ist, ist
= Jim = Jim o = Jim b

ein stationdrer Punkt.
Falls f zweimal stetig differenzierbar ist, ist f"(n) > 0.
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Algorithmus III.1.1 Eindimensionale Minimierung

Gegeben: Punkte a < x < b mit f(z) < min{f(a), f(b)}, Toleranz
e>0
Gesucht: Minimum z von f
1: while b—a > ¢ do

2 if < (a+b) then

3 u< 3(z+0b)

4: else

5: u< 3(x+a)

6 end if

7 if f(z) < f(u) then

8 if < (a+b) then
9: b+ u

10: else

11: a < U

12: end if

13: else

14: if 2 < 1(a+b) then
15: a<—x

16: else

17: b+ x

18: end if

19: end if

20: end while

BEWEIS. Die Punkte (1) und (2) folgen direkt aus der Konstruktion
des Algorithmus.
Falls f(xo) < f(ug) ist, folgt sofort

3
by —a; < Z(bo — ayp).

Falls f(xg) > f(uo) ist, ist zwar by — a; < by — ag, aber der Quotient
Ib’é:—gé kann beliebig nahe bei 1 sein. Allerdings ist jetzt z; = %(al +01)
und im n#chsten Schritt wird die Intervalllinge mindestens um den
Faktor % reduziert. Danach gilt diese Reduktion fiir jeden Schritt. Dies
beweist die Behauptung (3).

Wegen (1) und (3) konvergieren die Folgen (ay), (x) und (bx) gegen
denselben Grenzwert. Geméfli Lemma [11.1.2 liegt in jedem Intervall

(ax, by) ein lokales Minimum ;. Dann gilt auch
li =1.
Jim =

Falls f stetig differenzierbar ist, gilt f'(ux) = 0 fiir alle £ und daher
f'(n) = 0. Falls f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt f”(ux) > 0 fiir
alle £ und daher f”(n) > 0. O
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Wir wenden uns nun dem Fall mehrerer Verénderlicher zu, d.h.
D =R"mitn > 2. Sei f € C*(R",R), z € R" und s € R" mit ||s| = 1,
wobei ||-|| die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Wir betrachten die
Funktion ¢ : R, — R mit

o(t) = f(z+ts).
Offensichtlich gilt

Also ist

= f(z) +tDf(z)s + %tQStsz (4 ms)s

fur ein n € (0,t). Falls Df(x)s < 0 ist, gilt daher f(x +ts) < f(z) fiir
hinreichend kleines ¢ > 0. Andererseits ist D f(z)s minimal fur

1
s=————Df(x).
IDf ()]
Dies fiihrt auf Algorithmus I11.1.2, der eine ganze Verfahrensklasse be-

schreibt.

Algorithmus II1.1.2 Abstiegsverfahren

Gegeben: Parameter 0 < ¢; < ¢y < 1, 0 < v < 1, Vektor z € R,
Toleranz € > 0
Gesucht: stationdrer Punkt x von f
1: while ||[Df(z)|| > ¢ do
2: s <= Vektor in R™” mit ||s|| =1 und —Df(z)s > v | Df(x)]|
> Suchrichtung
3: A < positive Zahl mit > Schrittweite

flz+As) < f(x) + My D f(x)s
Df(x+ As)s > coDf(x)s

4: T4 T+ As
5. end while

(I11.1.2)

BEMERKUNG IT1.1.4. (1) Es ist typischerweise ¢, < 1.
(2) Algorithmus II1.1.2 beschreibt eine ganze Verfahrensklasse, da die
Wahl der Suchrichtungen s und die Bestimmung der Schrittweiten A
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nicht spezifiziert sind.

(3) Bei der Wahl

1

S ) YTPSTTReAS

ist die Bedingung von Zeile 2 fiir jedes v < 1 erfiillt.

(4) Je kleiner v gewahlt wird, desto grofler ist der Bereich der zulédssigen
Suchrichtungen. Im Grenzfall v — 0 wird in Zeile 2 nur ausgeschlossen,
dass s senkrecht ist zum negativen Gradienten —D f(x).

(5) Die Wahl

1

= "o

liefert das gedampfte Newton-Verfahren. Die Bedingung in Zeile 3 ist
erfiillt, falls die Hesse-Matrizen D?f(xz) stets positiv definit sind und es
eine gemeinsame untere Schranke fiir ihren kleinsten Eigenwert gibt.

(6) Fiir die oben eingefiihrte Hilfsfunktion ¢ bedeutet die Bedingung
(I11.1.2)

P(A) < 9(0) + Aerg(0)
#'(A) = cag(0).

Es gibt verschiedene Strategien zur Realisierung von (II1.1.2). Ebenso
kann man (III.1.2) durch andere Bedingungen ersetzen. Zwei hiervon
werden wir spéter kennen lernen.

BEIspIEL III.1.5. Sei A € R™"™ symmetrisch positiv definit und
b € R". Bekanntlich 16st z € R™ das LGS

Ax =1
genau dann, wenn es das eindeutige Minimum von
1
f(z) = §:ctAa: — b
ist.
Wihlen wir in Algorithmus I11.1.2

1 1
or@n > = o= aay

und bestimmen A so, dass es t — f(z +ts) minimiert, erhalten wir das
aus der Vorlesung , Einfithrung in die Numerik* bekannte Gradienten-
verfahren. Zeile 2 gilt mit v = 1. Eine leichte Rechnung zeigt, dass die
Bedingung (IT1.1.2) mit ¢, = 3 und beliebigem ¢; < ¢, erfiillt ist. Aus
der Vorlesung , Einfithrung in die Numerik“ wissen wir, dass das Gra-
dientenverfahren konvergiert und dass es gemessen in der Energienorm

(2! Az)2 die Konvergenzrate

Amax
)\mm((A)) B 1 )\max(A> - /\m1n<A)
Ao

/\maX(A) )\max A
sl 41 (A) +

S = —

b— Ax)
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hat.

Ebenso kann man das konjugierte Gradienten-Verfahren als Algorith-
mus [11.1.2 mit passender Wahl der Suchrichtungen interpretieren. Glei-
ches gilt fiir das vorkonditionierte konjugierte Gradienten-Verfahren.

Im Folgenden bezeichnet ||-|| stets die euklidische Norm auf R™ und
lll-]| die zugehorige Matrixnorm

| Az <Am<AtA>)%
Alll = max = .
LAl zeR™M\{0} || z]] Amin(A*A)

LEMMA IT1.1.6. Es sei f € C*(R",R) mit

zle%nf(x) > —00

und 0 < ¢; < ¢ <1 sowie 0 <y < 1. Fir ein x € R™ und ein s € R”
gelte

Df(x) #0, sl =1, —Df(x)s =~|Df(x)ll

Dann gibt es ein kleinstes \* > 0, das die zweite Bedingung von (I111.1.2)
erfillt, d.h.

Df(x+ \'s)s = caDf(x)s
und
Df(x+1ts)s < caDf(x)s
fiir alle 0 <t < \*.
Fiir \* gilt auch die erste Bedingung von (I11.1.2), d.h.
flx+Xs) < f(z)+ X Df(x)s.

Sei
L > max ||D*f(z +ts)]||.

Ot

Dann gilt fiir jedes X\, das die Bedingung (111.1.2) erfillt, die Abschdt-

zung
iggf(a:—kts) < flz + As)

(I11.1.3) - r(1 — )
< fta) = =y b e

BEWEIS. Definiere ¢ : R — R durch
o(t) = f(z+ts).

Wir zeigen zuerst, dass es ein A > 0 gibt mit

©'(A) > ca'(0).

Denn andernfalls wiirde fiir alle ¢ > 0 gelten

(1) < c2¢/(0).
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Hieraus folgte

ﬂM—M@szﬁWSACMWWZQMW)

— —00

A—00

wegen ¢'(0) < 0. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme

x1£ﬂ§n f(x) > —o0.

Da ¢'(0) < c2¢'(0) ist, folgt aus dem soeben Gezeigten und der Stetig-
keit von ¢, dass es ein kleinstes A* > 0 gibt mit ¢'(\*) = c2¢’(0). Dies
beweist die Existenz von \*.

Weiter ist

@uw:wm+A o (1)t

gwm+1 exg! (0)dt
©(0) + ca\*'(0)
2(0) + 1A (0).

Also erfiillt A* auch die zweite Bedingung von (I11.1.2).
Wegen |[|s|| =1 gilt fiir alle ¢ € [0, \*]

p"(t) = s'D*f(x +ts)s < [|ID*f(z +ts)||| < L.

<

Wegen
¢'(A7) = c2¢(0)
und
—¢'(0) = =Df(z)s > 7| Df ()]

folgt hieraus

*L > * /!
NL >\ 022};@ (t)

> [*
0
= ¢'(A") = #(0)
= 2¢'(0) — ¢(0)
= (1 = e2)(=¢'(0))
> (1= )| Df ()]
Da ¢/(t) = Df(x + ts)s nicht konstant ist, ist L > 0. Also konnen wir

durch L dividieren und erhalten

Lo (=)
A ZTHDf(a?)H-
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Die erste Ungleichung in (III.1.3) ist offensichtlich erfiillt. Fiir jedes A.
das (I11.1.2) erfiillt, gilt konstruktionsgemafl A > A*. Damit erhalten
wir fiir jedes derartige A

Fla+A) = o)
< o(0) + e A ¢'(0) (erste Bed. von (II1.1.2))
~——

<A IIDf (@)l

< ¢(0) — ey Df (@)
< ¢(0) = aXy|[Df ()]
1—co)ery
< p(0) ~ TN b
1—co)ery
= fa) - L2 b e
Dies beweist die zweite Ungleichung in (II1.1.3). O

SaTz 11.1.7. Sei f € C*(R™,R), z9 € R™ und
K ={zeR": f(z) < f(zo)}

kompakt. Dann ist Algorithmus I11.1.2 durchfihrbar. Er bricht entweder
nach endlich vielen Schritten mit einem x), € R™ mit Df(x;) = 0 ab,
wobei gilt f(xy) < f(zr—1) < ... < f(xo), oder er erzeugt eine Folge
(xk)ken mit folgenden Eigenschaften:

(1) (f(xg))ken ist streng monoton fallend.

(2) (xg)ken besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt x*.

(3) Fiir jeden Hdaufungspunkt x* von (xx)ren gilt D f(z*) = 0.

BEWEIS. Offensichtlich ist

inf f(z)= inf f(x).

zER™ zeK
Da K kompakt ist, gilt

mleann f(z) > —o0.

Wegen Lemma II1.1.6 sind daher die Zeilen 2 und 3 von Algorith-
mus III.1.2 immer durchfiihrbar, sofern Zeile 1 nicht zum Abbruch
fithrt. Auflerdem ist konstruktionsgeméfl die Sequenz der Funktions-
werte streng monoton fallend, so dass (1) gilt. Wir miissen also nur
noch die Eigenschaften (2) und (3) beweisen.

Da (zg)reny € K und K kompakt ist, folgt (2).

Fiir den Nachweis von (3) sei

_ 2
L = max|[|D°f ()|l

Gemifl Lemma II1.1.6 existiert fiir jedes k eine kleinste Zahl A\ > 0,
die die Bedingung (II1.1.2) erfiillt. Daher gilt
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und
f@ +tsp) < flan) < f(o)
fiir alle k£ und alle ¢t € [0, Ax]. Also ist

L> D? tsi)ll-
2 g gy IS e sl

Mit
c1(1—c)y?

L

o =

folgt daher aus Lemma II1.1.6
fxrga) < flxx) — | Df ()|

< flagmr) = al| Df(w-1)|* — al| Df () |1®

< flaw) - a Y IDf ;)
und somit
S IDS )P < = (f (o) = Fla),

Da (f(xk))ken monoton fallend und durch inf,cx f(x) > —oo nach
unten beschréinkt ist, ist die Reihe Y || D f(z;)||* beschrénkt und damit
(1D f(x;)|)jen eine Nullfolge. Dies beweist (3). O

KoRroLLAR III.1.8. Satz I11.1.7 bleibt giiltig, wenn in Algorithmus
I11.1.2 die Bedingung (I111.1.2) zur Bestimmung der Schrittweite Ay
durch eine der beiden folgenden Bedingungen (B) oder (C) ersetzt wird:

(B) (exakte Liniensuche)
i = argmin{ f(zg + Asg) : A > 0}.

(C) (Armijo-Liniensuche) Fiziere eine Konstante o > 0. Im k-ten
Schritt von Algorithmus I11.1.2 bestimme eine A}, o mit

Ao 2 ol Df ()]
und bestimme die kleinste natiirliche Zahl j;, mit
flz, + Z_j’“/\zyosk) < f(xp) + 277, Df (1) 55
Setze
A =277\ g
oder
Ap = argmin{ f(z + 27" Afg5%) 1 0 < i < ji}

BEWEIS. Strategie (B): Die Existenz von A folgt aus der Kompakt-
heit der Niveaumenge K. Wegen der ersten Ungleichung in (I11.1.3) in
Lemma III.1.6 bleibt der Beweis von Satz I11.1.7 fiir diese Wahl von A
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iiltig.
%tmtgf;agie (C): Wir halten den Iterationsindex k fest und setzen wieder
p(t) = flax +tsy).
Dann lautet die Bedingung fiir j = ji
P(277N00) < 0(0) + 127X 04/ (0).
Angenommen, diese Bedingung wére fiir alle 7 € N verletzt. Dann
wiirde gelten

127N 00" (0) < 027X 4) — ©(0)

P(277 X5 0) — #(0) :
’. — /(0).
ring, i

= a1’ (0) <

Dies ist aber ein Widerspruch zu ¢’(0) < 0 und 0 < ¢; < 1. Dies
beweist die Existenz von j.
Um den Beweis von Satz I11.1.7 zu iibertragen, reicht es zu zeigen, dass
es ein festes a > 0 gibt mit

(IIL14)  fze) < flag + 275X ) < flaw) — ol Df (zn)]|

Wir miissen hierzu zwei Falle unterscheiden:

Fall j, = 0: Wir haben dann
SOO‘Z,O) —¢(0) < CM}Z,W’(O)
< —ao|| Df (o) [V [|D f () |
= —aoy| Df ()%,

was (I11.1.4) beweist.

Fall j, > 0: Gemé Lemma III.1.6 existiert ein grofites A; > 0 mit
' (t) < o’ (0) fur alle 0 <t < . Angenommen es wire 2*(3"6*1))\2’0 <
Aj. Dann wiirde gelten

| 2Ok g
wrm”&m—wmwi/ (1)t
0

2_(jk_1))‘1:,o
< / c2¢'(0)dt
0

= 0227(3"“71))\2,090/((»
< 270U 1 (0)

Also wiirde die Auswahlbedingung schon fiir j; — 1 erfiillt. Dies ist ein
Widerspruch. Also ist 27Us=D\x > Xr. Damit folgt aus Lemma I11.1.6

— g\ * 17'7 * 1 * (1_02>7
2 ]k)‘k,o = 52 Ui 1))‘k,0 > §>‘k > THDf(Q;k)H
Wie in Lemma II1.1.6 liefert dies
PN a(l — )y
(23N ) — 0l0) < — LY b g,

2L
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was wiederum (II1.1.4) beweist.
Damit folgt der Rest der Behauptung wie im Beweis von Satz I11.1.7.
O

I11.2. Konvexitidt und Trennungssitze

Wir erinnern an die Definition 1.2.3 (S. 16) der Konvexitét von
Mengen und Lemma 1.2.5 (S. 16) der Durchschnittsstabilitdt der Kon-
vexitat.

DEFINITION II1.2.1. Sei S C R"™ eine nicht leere Menge. Dann heif3t

conv(S) = ﬂ C

scC
C' konvex

die konvexe Hiille von S.

Satz I11.2.2. Es gilt folgende Charakterisierung der konvexen Hiille
conv(S) = {x:EINEN, dzq,...,ay €S, 3N >0,..., Ay >0

N N
mit Z/\i =1undzxz = Z)\sz}
i=1 i=1

BEWEIS. Bezeichne mit M die Menge auf der rechten Seite obiger
Gleichung. Offensichtlich ist S C M. Wie man leicht nachrechnet, ist
M konvex. Also gilt conv(S) C M.

Seien nun andererseits N € N, z1,...,xy € S und Aq,..., Ay mit
Ai > 0und > \; = 1 beliebig. Dann gilt natiirlich xy, ..., zy € conv(S)
und daher

N
Z Aix; € conv(S).
i=1

Dies beweist M C conv(S). O

SATz [11.2.3. Die Menge S C R™ sei endlich. Dann ist thre konveze
Hiille conv(S) kompakt.

BEWEIS. Sei
S={x1,...,om}

und

Tm:{AeRm:Alzo,...,Amzo, ZAizl}.
=1

Da T,, offensichtlich beschréinkt und abgeschlossen ist, ist 7}, kompakt.
Gemaf Satz I11.2.2 ist die Abbildung

=1

T, — conv(S)
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surjektiv. Offensichtlich ist sie auch stetig. Hieraus folgt die Behaup-
tung. U

SaTz 111.2.4 (Caratheodory). Sei S C R™ und k = dim(aff(5)).
Dann gilt

ConV(S):{x:Elxo,...,xkES, I >0,..., 0 >0

k k
mit Z)\i =1undxz = Zkle}
i=0 i=0
Jeder Punkt x € conv(S) ist also Konvezkombination von hdchstens

k + 1 Punkten aus S.

BEWEIS. Sei x € conv(S) beliebig und N die kleinste Zahl, so dass
x die Konvexkombination von N 4 1 Punkten aus S ist, d.h.

N
ZE‘ZZ)\ZI'Z, .To,...,.TNES,
i=0
N
M >0, A >0, Y N=1
i=0

Da N minimal ist, sind alle \; so gar positiv. Wir nehmen nun an,
dass N > k ist. Wegen der Definition von k£ und den Definitionen 1.2.8

(S. 17) von aff(S) und 1.2.6 (S. 17) von dim(aff(S)) sind dann die
Punkte xg,...,xy affin abhingig, d.h., es gibt Zahlen py,..., uy, die
nicht alle verschwinden, mit

N N
Z wix; =0 und Z w; = 0.
i=0 i=0

Damit ist mindestens ein pu; positiv. Setze

o =max{a>0: )\ —au; >0 fiir alle i} = minﬁ.
ni >0 i
Dann gilt
N
Z()‘i —ap)x; =0,
=0
N
Z()\l — Oé*/Lz) = 1,
i=0
Ai —a'p; >0

fiir alle ¢ und

N —a' ;=0
fiir mindestens ein 7. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von
N. O
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DEFINITION II1.2.5. Seien a € R™\{0}, o € R und
H={rxeR":d'v=a}
eine Hyperebene und
H,={reR":d'zx > a}
und
H ={zeR":dx<a}
die zugehorigen Halbrdaume. Weiter seien K, Koy C R™ zwei Mengen.
Wir sagen (vgl. Abbildung I11.2.1):
(1) H trennt K; und Ky, wenn gilt K3 C H_ und Ky C Hy, d.h.
atry < a < alxs fiir alle z; € K;.
(2) H trennt Ky und Ky strikt, wenn gilt K3 C H_ und Ky C H,
d.h. a'z, < a < alay fiir alle z; € K;.
(3) H trennt Ky und Ky eigentlich, wenn H die Mengen K; und
K, trennt und Ky U Ky ¢ H ist, d.h., a'z; < o < d'zy gilt

fiir alle z; € K; und es gibt mindestens ein Paar x; € K; mit
alr; < alxs.

H_ H_

ABBILDUNG III.2.1. Strikte Trennung (links) und ei-
gentliche Trennung (rechts)

BEISPIEL II1.2.6. Betrachte
K, = {(x,0) e R*: 2 > —1},
Ky ={(z,0) e R* : z < 1}.
Die einzige Hyperebene, die K; und K, trennt ist
H={(z,y) €R*:y =0}
={(z,y) eR?: (9)" () = 0}.
H enthilt aber K7 und K5. Die Trennung ist also nicht eigentlich.
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Satrz I11.2.7. Sei K C R™ nicht leer, konvex und abgeschlossen mit
0 ¢ K. Dann kann {0} strikt von K getrennt werden, d.h., es gibt ein
a € R"\{0} und ein o > 0 mit a'x > « fir alle x € K.

BEWEIS. Sei #* € K ein beliebiger Punkt. Nach Voraussetzung ist
||l*]] > 0. Dann ist

inf{||z| : z € K} = inf{||z] : z € KN B(O, ||z*])}.

Da K N B(0,||z*||) kompakt ist, wird das Infimum in einem Punkt
y € K angenommen. Nach Voraussetzung ist y # 0. Fiir x € K und
A € R sei

p(A) = Az + (1= Ny|]?
=M+ (1 =Ny)'Ox+(1-Ny)
= Nz —yll* + 2X\(z — »)'y + [lyl*.
Fiir alle A € [0,1] ist Az + (1 — A\)y € K und daher
e(A) > [lylI” = »(0).
Deshalb ist

und somit
'y > [lyl*.
Damit folgt die Behauptung mit a = y und a = %HyHQ O
SaTz 111.2.8. Sei K C R™ nicht leer und konvexr mit 0 ¢ K. Dann

kann {0} von K getrennt werden, d.h., es gibt ein a € R™"\{0} mit
alx >0 fiir alle v € K.

BEWEIS. Setze
S={zeR":|z]| =1}
und definiere fiir x € K die Mengen A, und C, durch
A, ={y€S:yr>0}
C, =R™"\A,.
1. Beh.: Sind zy, ...,x, € K mit k beliebig, so ist
Ay, N NA,, #0.
Bew.: Sei
P =conv({zy,...,zx}).
Geméf Satz I11.2.3 ist P kompakt. Wegen P C K und 0 ¢ K ist 0 ¢ P.
Wegen Satz I11.2.7 gibt es daher ein y* € S mit y**x > 0 fiir alle z € P.

Insbesondere gilt y*'z; > 0 fiir alle i. Also ist y* € A, N...NA,,.
2. Beh.: Es gibt ein y € S mit

vée |G

zeK
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Bew.: Wir nehmen an, es sei

sc .

Da S kompakt ist, gibt es ein £ € N und x4, ..., 2, € K mit

k
sclCu.

i=1

Also gilt
SNA,N...NA, =0.

Konstruktionsgeméf ist aber A, C S fiir jedes x. Geméafl der 1. Beh.
ist Az, N...N A, # 0. Dies liefert einen Widerspruch.
Gemaf der 2. Beh. gibt es ein y € S mit

yé | c.
zeK
Fiir dieses y gilt
Yy € ﬂ A,
reEK
Dies beweist die Behauptung mit a = y. U

SaTz I11.2.9. Seien Ky und Ky zwei nicht leere, disjunkte, konvexe
Mengen in R™. Dann gibt es eine Hyperebene H, die K1 und Ky trennt.

BEWEIS. Sei
K=K, —Ky={x=y,—vy1 :y; € K;}.

Wie man sicht leicht iiberlegt, ist K konvex. Wegen K; N Ky = () ist
0 ¢ K. Gemif} Satz I11.2.8 gibt es ein a € R™\{0} mit a’z > 0 fiir alle
x € K. Setze
a = sup a'y.
yeK,
Dann ist o < oo und H = {y : a'y = o} leistet das Gewiinschte. O

Fiir die strikte Trennung von konvexen Mengen bendtigen wir den
Begriff des relativen Innern einer konvexen Menge. Dieser benutzt die
affine Hiille, die wir in Definition 1.2.8 (S. 17) eingefiihrt haben.

DEFINITION II1.2.10. Sei K C R" konvex. Das relative Innere (im
topologischen Sinne) des Abschlusses K von K bzgl. aff (K) heifit das
relative Innere von K und wird mit K7 bezeichnet.

Aus der Definition des topologischen relativen Inneren einer Menge
bzgl. einer anderen Menge folgt:

BEMERKUNG IIL.2.11. Es ist 2 € R™ in K’ genau dann, wenn gilt
x € K und es gibt ein ¢ > 0 mit B(z,¢) Naff(K) C K.
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BEeispIEL 111.2.12. Betrachte
K={zeR*:2,=0,0<z <1}

Offensichtlich ist K konvex, IO( = () und
K={rcR*:2,=0,0<2, <1}
aff(K) = {x € R? : 25, = 0}.
Es ist
K'={zxcR*:2,=0,0<uxz, <1}.

Satz I11.2.13. Fiir jede micht leere konvexe Menge K C R™ ist
KT £.

BEWEIS. Sei

m = dim(aff(K)).

Falls m = 0 ist, ist K = {zo} und somit aff(K) = K und K! = K.
Also ist 0.E. m > 1. Daher gibt es m + 1 Punkte xq,...,z,, € K, so
dass jedes x € aff(K) darstellbar ist in der Form

m m
ZU:Z)\ﬂ?i mit Z/\,;zl.
i=0 i=0

Diese Darstellung ist eindeutig. Also ist das LGS

A
1.1 Y\
To ... Tm )\:m T \xz

fiir jedes x € aff(K) eindeutig losbar. Daher hat die Matrix

M = ( L ... 1 ) c R(n-l—l)x(m—i—l)
o ... Iy
den maximalen Rang m + 1 und die Matrix M*'M ist regulir. Setze
_ 1 <
T=_—7 5
m+ 1 <=

Offensichtlich ist # € K. Wir wollen zeigen, dass T € K' ist. Dazu
bezeichnen wir mit ||-||o die Maximumnorm auf R™™ und mit |||-|||
die zugehorige Matrixnorm. Setze

e = [+ Dllaran 2]

Sei nun 7 € aff(K') mit || — 7|« < € beliebig. Dann ist

m
i=0
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mit
Ao
(1
/()-0
Am
bzw.
Xo X
= (MMM (N)
Am
Wegen
Ao 1
. 1 tay—tagt (L
= =(M'M)""M -
) 1
folgt
XO Xo
. . : — (MtM)flMt 1 o 1
Am m) |l >

< MM ™ Moo |7 — F| o
< efl(M* M) M|
1

m+1
Also ist Xz > 0 fiir alle 4 und somit € K. Dies beweist
B(z,e)Nnaff(K) C K
und damit 7 € K. O

LEMMA I11.2.14. Sei K C R™ konvex, y € K und x € K'. Dann
st die Menge

[z,y) ={(1 =Nz + A y:0< A< 1}
in K' enthalten.
BEWEIS. Nach Definition von K’ gibt es ein € > 0 mit
B(z,e)Nnaff(K) C K.

Sei z = (1 — Nz + Ay € [z,y) beliebig. Setze
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Wegen A < 1ist > 0. Wegen y € K gilt y € K + B(0,2) und somit
B(z,&)Naff(K) = [z + B(0,8)] N aff(K)
(1 =Nz + Ay + B(0,6)] Naff (K)

=
C [AK +AB(0,€) + (1 — Nz + B(0,8)] N aff (K)
=AK+(1—=Nz+(1+N)B(0 5)] N aff(K)
=AM+ [(1-Nz+(1 )\)B(O, “)] Naff(K)
= AK +[(1 = Nz + (1 — \)B(0, 5)] N aff(K)
=AK + (1 =Nz + B(0,¢)] Nnaff(K)
=AK + (1 = X)B(z,e) Naff(K
CAK + (1 - NE
C K.
Also ist z € K'. O

SATz I11.2.15. Sei K C R"™ konvex. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) z € K.
(2) Zu jedem y € aff(K) gibt es eine >0 mit x £e(y —z) € K.
BEWEIS. (1) = (2): Nach Voraussetzung gibt es ein € > 0 mit
B(z,e)naff(K) C K.
Sei y € aff(K) beliebig. O.E. ist y # x. Setze

£

20|z =yl
Dann ist
rte(ly—x) € B(x,¢)
und
rte(y —x) € aff(K).
Also gilt

rte(ly—x) € B(x,e)naff(K) C K.
(2) = (1): GeméiB Satz I11.2.13 gibt es ein y € K'. Nach Vorausset-
zung gibt es ein € > 0 mit
T=x—¢c(ly—z) e K.

Offensichtlich ist 1
_ €
1 iyl
und daher z € [Z,y). Aus Lemma I11.2.14 folgt z € K. O

SaTz I11.2.16. Seien K und Ky konvexe Teilmengen des R™. Dann
existiert genau dann eine Hyperebene H, die Ky und Ky eigentlich
trennt, wenn Ki N K3 =0 ist.
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BEWEIS. ,—“ Sei
H={zeR":dx=a}
eine Hyperebene, die K; und K, eigentlich trennt. Wir zeigen, dass fiir
alle z; € KT und alle z, € K1 gilt
a'z < a'ws.
Dies beweist K{ N K] = 0.
Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir das Gegenteil an, d.h., es
gebe ein Paar z; € K] mit
a'z, = a'z,.
Da H die Mengen K; und K, eigentlich trennt, gibt es 7; € K; mit
atfl <a< atfg.
Geméf Satz I11.2.16 gibt es ein € > 0 mit
y=1x1—e(T1 — 1) € Ky
und
Yo = Ty — £(Ty — x2) € K.

Dann folgt

a'(y1 — o) = (1 +e)a’(z1 — x2) — ea' (T1 — @)
= —z—:at(fl — fg)
>0

im Widerspruch zur Trennung von K; und K, durch H.
,<=" Nach Voraussetzung ist 0 ¢ K{ — KI. Wie man sich leicht iiber-
legt, ist
Kl — K! = (K, — K,)".
Setze
X =aff(K; — K5).

X ist isomorph zu R™ mit m = dim X und (K; — K)! ist das to-
pologische Innere von K; — K5 in X. Da K; — K, konvex ist, gibt es
gemaf Satz [11.2.7 eine Hyperebene H in X, die in X den Punkt 0 von
(K, — Ky)! trennt. Da (K; — K3)! in X offen ist, ist diese Trennung
strikt. Ebenso folgt, dass die Trennung (ohne Striktheit!) fir K; — K,
in X gilt. Dies beweist, dass K; und K5 innerhalb von X eigentlich
durch H getrennt werden. Indem wir die Hyperebene orthogonal auf
ganz R" fortsetzen, erhalten wir die eigentliche Trennung in R". U

DEFINITION II1.2.17. (1) Eine Menge K C R™ heifit ein Kegel,
wenn fiir alle x € K und alle A > 0 gilt A\x € K.
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(2) Fiir eine beliebige Menge A C R™ bezeichnen wir mit cone(A) den
kleinsten konvexen Kegel, der A enthélt, d.h.

cone(A) = ﬂ C.
C konvexer Kegel
AcCC

BEMERKUNG [I1.2.18. (1) Ein Kegel K ist genau dann konvex,
wenn fiir alle z,y € K gilt  +y € K.
(2) Es gilt folgende Charakterisierung

cone(A):{:L':EINGN, dxy,...,ay €A, N >0,..., Ay >0

N
=1

BEWEIS. ad (1): ,—*“: Sei K ein konvexer Kegel und z,y € K.

Da K konvex ist, ist

1 1
— —y e K.
2x—|—2y

Da K ein Kegel ist, ist
T+y=2 (%x+%y) € K.
,<="%: Sei K ein Kegel und z,y € K. Fiir beliebiges A € [0, 1] gilt dann
AeK, (1-MNyeK.
Also ist nach Voraussetzung
A+ (1-NyeK

und damit K konvex.
ad (2): Der Beweis ist analog zu dem von Satz I11.2.2. O

DEFINITION II1.2.19. Seien (-,-) ein beliebiges Skalarprodukt auf
R™ und A C R" eine beliebige Menge. Dann heifit

={y eR": (y,z) <O fiir alle z € A}
der bzgl. (+,-) zu A polare Kegel. Die Menge
AP = —AF
heifit der duale Kegel zu A (vgl. Abbildung I11.2.2).

SAtTz 111.2.20. Es gilt:

(1) AP ist ein abgeschlossener konvexer Kegel.

(2 )A1CA2:>AP3AP

(3) A" = cone(A).
(4) A¥ = A <= A ist ein abgeschlossener Kegel.
(5)

5 (cone( ))P = AP,
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AD

AP

cone(A)

ABBILDUNG II1.2.2. Polarer und dualer Kegel einer Menge

(6) Ist A ein Untervektorraum von R", so ist A¥ = A+,

BEWEIS. ad (1): Geméf Definition I11.2.19 ist

AP = ({y eR": (y,z) <0}

z€EA

Fiir jedes x € Aist {y € R": (y,z) < 0} ein Halbraum und damit ein

abgeschlossener konvexer Kegel. Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Ist offensichtlich.

ad (3): ,cone(A) C AP"“: Sei # € A. Dann ist
(y,z) <0

fiir alle y € A” und daher z € AP". Dies beweist A ¢ AP”. Wegen (1)
folgt hieraus cone(A) C AP”.

,,APP C cone(A)“: Angenommen, es gebe ein zy € APP\cone(A).
Gemif Satz I11.2.7" gibt es dann ein a € R™\{0} und ein o € R
mit

(a,x9) > a > (a,x)

fiir alle x € cone(A). Da cone(A) ein nicht leerer Kegel ist, folgt ov > 0.
Wegen A C cone(A) gilt

(a,2) <0<«
fiir alle # € A. Also ist a € AP. Wegen z, € AP" folgt
(a, x9) <O.
Dies ist ein Widerspruch.
ad (4): Folgt aus (3).

ISatz I11.2.7 ist fiir das euklidische Skalarprodukt formuliert. Jedes Skalarpro-
dukt (-,-) auf R” ist von der Form (z,y) = xz'Hy mit einer symmetrisch positiv
definiten Matrix H. Fiir jedes solche H gibt es eine regulire Matrix C mit H = C*C.
Die Transformation x — Cz reduziert daher den allgemeinen Fall auf den Fall des
euklidischen Skalarproduktes.
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ad (5): Aus (3), (1) und (4) folgt
—\"® [, pP\" PP p
cone(A =(A =(A = A",
(conel@) = (477) = (an)" 2

ad (6): Ist A ein Untervektorraum, so ist mit z auch —z in A. Also
gilt fiir alle z € A und alle y € A"

(y,2) =0
und
also
(y,z) = 0. O
Sarz I11.2.21. Sei M C R™ konvex und f : M — R konvex. Dann
ist f auf dem Innern M von M stetig.

BEWEIS. Ist M = (), ist nichts zu zeigen. Sei also M # () und

xg € M. Dann ist insbesondere aff (M) = R™. Daher gibt es n + 1 affin
unabhéngige Punkte yo, ..., y, € M mit

1 n
$0=n+1;yi-

Setze

Q = conv(yo, ..., Yn)-
Fiir x = > \y; € Q ist wegen der Konvexitét von f

fl@) =11 (Z Az’%’) < Z Aif (i) < max f(y;).
i=0 i=0 ==
Also ist f auf @ durch
M = max f(y;)

0<i<n

beschrénkt. Da z( ein innerer Punkt von @) ist, gibt es ein € > 0 mit
B(zg,e) C Q. Seien y € B(0,¢) und o € [0,1] beliebig. Dann ist
xo £ oy € Q. Wegen

rotoy=o(xoty)+ (1 —0)xg
und zo £y € Q folgt
flxotoy) <of(roty) + (1 —0)f(xe) <M
und somit
f(xo £ 0y) — f(x0) < o(f(20 £y) — f(20)) < o(M = f(20)).
Wegen

(xo £ oy)

Ty = (xo Fy) +

1+0 l1+o
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ist auch
o 1
< — —_— + < M.
Flao) < 7 flw F ) + - flw £ oy) <
Multipliziert man dies mit 1 4 o, so folgt

(1+0)f(x0) < of(woFy)+ flao £ oy)
= o(f(x0) — (2o Fy)) < flzo £ oy) — f(20)
= fl@oE£oy) — f(xo) 2 o(f(z0) — f(z0 F y))
> o(f(xo) — M).
Also ist
|f(zo £ oy) — f(x0)| < oM — f(x0)].
Dies beweist die Stetigkeit von f in xg. U

II1.3. Optimalititskriterien fiir konvexe Probleme

Wie man sich als Ubungsaufgabe leicht iiberlegt, besitzt eine dif-
ferenzierbare konvexe Funktion f : R" — R genau dann in z* ein
Minimum, wenn z* ein kritischer Punkt ist, d.h., wenn D f(z*) = 0 ist.

Wir wollen dieses Ergebnis auf Probleme mit Nebenbedingungen
iibertragen. Wir betrachten daher im Folgenden die Aufgabenstellung:

Problem (CP): Gegeben sind eine nicht leere konvexe
Menge C' C R", eine konvexe Funktion f : C - R, p >0
konvexe Funktionen f1,....f, : C = Rund m —p >0
affine Funktionen f,i1,..., fi : € — R. Gesucht ist ein
Minimum von f in C' unter den Nebebedingungen

filz) <0 1<i<p,

filz)=0 p+1<j<m.
Wir lassen dabei bewusst die Fiélle p = 0, d.h. keine Ungleichungsne-
benbedingungen, und m = p, d.h. keine Gleichungsnebenbedingungen,

Zu.
Zur Vereinfachung setzen wir

fi(z)
Fi(z) = : )
fo()
foi1(2)
Fy(z) = : ;
fm ()

Fi(x
Fo = (50).
S={reC:Flx) <0, F(z)=0}.
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Dann kann das Problem (CP) in der kompakten Form
(I11.3.1) min{f(z) : x € S}
geschrieben werden.

Wie man sich leicht iiberlegt, ist die Menge S konvex, sofern sie
nicht leer ist.

Sarz I11.3.1. Sei C' C R™ eine nicht leere konvexe Menge, F' : C' —
R™ und jede Komponentenfunktion von F' konvex. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt kein x € C' mit F(z) < 0.
(2) Es gibt ein z € R™\{0} mit z > 0 und

2'F(z) >0
fiir alle x € C.

BEWEIS. (2) = (1): Dies ist wegen z > 0 offensichtlich.
(1) = (2): Setze
A={veR": 3z € C mit F(x) < v}.

Da die Komponentenfunktionen von [ konvex sind, ist A konvex.
Offensichtlich ist A # (% Nach Voraussetzung ist 0 ¢ A. Gemif
Satz I11.2.8 (S. 120) kann 0 von A getrennt werden, d.h., es gibt ein
z € R™\{0} mit

Zv>20=0
fiir alle v € A. Seien nun v € A, w € R™ mit w > 0 und A > 0. Dann
ist offensichtlich

v+Iwe A
und daher

(v + Aw) > 0.
Da dies fiir alle A > 0 gilt, folgt
Zlw > 0.

Da w > 0 beliebig ist, folgt
z > 0.
Weiter gibt es zu jedem z € C ein v € A, das beliebig nahe bei F(z)
liegt. Daher gilt mit
v >0
auch
Z'F(z) > 0. O

LEMMA II1.3.2. Sei C' C R™ nicht leer und konvex und F : C' —
R™ mit konvexen, nicht positiven Komponentenfunktionen. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

2Betrachte ein o € C und setze v = F(zo) 4+ e mit e = (1,...,1)". Dann ist
veE A
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(1) Zu jedem i € {1,...,m} gibt es ein x; € C mit
Fi(x;) < 0.
(2) (Slater Bedingung) Es gibt ein x € C' mit
F(z) <0.
BEWEIS. (2) = (1): Ist offensichtlich.

(1) = (2): Setze
1 &

Dann gilt fiir jedes j € {1,...,m} wegen der Konvexitét von F

R P
:_ZF ) +— F(xj)

1<i<m X
i#j =

< 0. O

<0

Satz I11.3.3. Folgende Voraussetzungen seien erfillt:

(1) Es gibt ein z* € SNCL.

(2) Zu jeder nicht affinen Funktion f; gibt es ein z; € S mit

(3) [ ist auf S nach unten beschrinkt, d.h.

a=inf{f(x):z € S} > —occ.

Dann gibt es einy € R™ mit y; > 0 fiir 1 < <p und
(I11.3.2) f(x) +9y'F(z) > «
fiir alle x € C.

BeEwEIS. O.E. ist o = 0, sonst gehen wir zu f(z) — « iiber.
Wir machen zunéchst folgende einschrinkende Voraussetzung:

(2a) Zu jedem i € {1,...,p} gibt es ein x; € S mit f;(x;) < 0.
Am Ende des Beweises werden wir zeigen, wie Bedingung (2a) durch
die Bedingung (2) ersetzt werden kann.
Geméafl Lemma I11.3.2 mit F' = F}; und C' = S gibt es ein 2™ € S mit
Fi(z™) < 0. Wie im Beweis von Lemma I11.3.2 zeigt man, dass man
sogar z** € S N CT wihlen kann.

1. Schritt: Wir setzen fo = f und zeigen, dass es ein 2 = (2q,...,2,)" €
R™! gibt mit z; > 0 fiir alle ¢ € {0,...,p} und

Z zifi(r) >0

1=0
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fiir alle z € C.
Dazu definieren wir

A= {v: (vg, ..., 0m)" € R™: 3z € C mit
Vo > fO(x)>
v; = fi(x),p+1<j < m}.

Der Vektor
fo(z™) +1
fi(z™)

o = fp(ﬂﬁ**) c Rm+1
0

0
ist offensichtlich in A enthalten. Wegen der Konvexitét der Funktionen
fo, .., fp und der Affinitét der Funktionen f,i1,..., fi, ist A konvex.
Wegen der Voraussetzung (3) und o = 0 ist 0 ¢ A. Geméa$ Satz I11.2.16
(S. 124) kann A eigentlich von 0 getrennt werden. Es gibt also einen
Vektor z = (zg,...,2,)" € R™M\{0} mit v > 0 fiir alle v € A und
ein v € A mit 27 > 0. Wie im Beweis von Satz I11.3.1 folgt z; > 0 fiir
0 <17 < p. Ebenso gilt fiir alle x € C' und alle € > 0

Ve = (foggg 5) € A

Also gilt fiir alle z € C' und alle € > 0
0 < 2'v. = 2(fo(z) +¢) + Zzlfz(x)
i=1

Durch Grenziibergang € — 0 folgt die Zwischenbehauptung.
2. Schritt: Sei z der Vektor aus Schritt 1. Wir wollen zeigen, dass zg > 0
ist.
Fiir den Vektor v* aus dem ersten Schritt gilt zfv* > 0. Wire 2y = 0,
so folgte wegen f;(x**) < 0 fiir 1 <i<pund 2z >0 fiir 1 <i <p die
Beziehung

n=zn=...=2,=0.

Aus der Definiton von A folgt dann

m

> zfilx) >0

Jj=p+1



111.3. KONVEXE OPTIMALITATSKRITERIEN 133

fiir alle z € C. Da 0 eigentlich von A getrennt werden kann, gibt es ein
T € C mit

> zfi@ >0
Jj=p+l1
Wegen x** € C! ist 2** — &(T — z**) € C fiir hinreichend kleines & > 0.
Da fyi1,..., fm affin sind, folgt fir p+1<j <m
[ie™ —e(@—a™)) = (L +¢) f;(a™) = f;(7)
—

=0

= —f;(@).
Also ist
S oafi@ —e@—a) =—¢ Y 2 f(T)
Jj=p+1 Jj=p+1
< 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also muss zy > 0 sein.
3. Schritt: Sei wieder z der Vektor aus dem 1. Schritt. Wegen 2z, > 0
gilt

0< Zzzfz(if) = 20 {fo(ﬁ) + Z ;fz(x)}

fiir alle z € C. Also leistet der Vektor

das Gewdiinschte.

4. Schritt: Wir wollen nun die Bedingung (2a) zur Bedingung (2) ab-
schwichen. Dazu bezeichnen wir mit I C {1,...,p} die Menge der
Indizes, fir die f; affin ist und (2a) nicht gilt. Diese Indizes schlagen
wir zu den Indizes p+ 1, ..., m. Damit erhalten wir die Existenz eines
y € R™M\{0} mit y; > 0 fiir i € {1,...,p}\I, das (II1.3.2) erfiillt. Wir
miissen noch erreichen, dass auch y; > 0 gilt fiir alle ¢ € I. Die Menge
aller y, die (II1.3.2) erfiillen, ist konvex. Die Annahme, dass fiir alle
diese y fiir mindestens ein ¢ € I die Ungleichung y; < 0 gilt, fiihrt dann
aber zu einem Widerspruch zum Trennungssatz I111.2.16 (S. 124). O

BEISPIEL I11.3.4. Sein =m =p =1, C =Ry, f(zx) = —y/x fur
x € C'und fi(z) = . Dann ist

S={reC:x<0}={0}

und somit

snct =g.
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Das Problem (II1.3.1) besitzt das eindeutige Optimum z* = 0 und der
Optimalwert ist 0.
Es gibt aber kein y > 0 mit

—Vr+yz >0

fir alle z > 0.
Denn y = 0 erfiillt diese Bedingung offensichtlich nicht und fiir y > 0
und

erhalten wir

1 1 1
Ty +yzy 2% + 1y 1y

Diese Beispiel zeigt, dass man auf die Voraussetzung (1) in Satz I11.3.3
nicht verzichten kann.

BEISPIEL II1.3.5. Sein = m =p =1, C = R, f(z) = = und
f1(z) = x?. Offensichtlich ist S = {0} und das Problem (IT1.3.1) be-
sitzt das eindeutige Optimum z* = 0 mit dem Optimalwert 0. Die
Voraussetzung (2) von Satz I11.3.3 ist aber verletzt.

Offensichtlich gibt es kein y > 0 mit
r+yx® >0

fiir alle x € R.
Dieses Beispiel zeigt, dass man auf die Voraussetzung (2) in Satz I11.3.3
nicht verzichten kann.

Sarz I11.3.6. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie
in Satz I11.3.3. Zusditzlich sei C = R™ und die Funktionen f, fi, ...,
fm seien differenzierbar. Auferdem besitze das Problem (I111.3.1) eine
Losung x*. Dann besitzt das System

Df(z)+> yDfi(z) =0,

filx)y; =0, 1<i<p,
filz) <0, 1<i<p,

y; >0, 1<i<p,
file) =0, p+1<j<m

eine Losung. Die Bedingungen (111.3.3) heiffen Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen, kurz KKT-Bedingungen.

(I11.3.3)

BEWEIS. Geméf Satz II1.3.3 gibt es ein y* € R™ mit y7 > 0 fiir
1 <7 <pund

flz)+ nyﬁ-(r) > f(z%)
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fir alle z € R™. Setze
p(x) = f(z) — f(z") + Zy?fi(:v)-

Die Funktion ¢ ist konvex und differenzierbar. Fiir alle z € R" ist
o(x) > 0. AuBerdem ist p(z*) < 0. Also ist 2* das eindeutige Minimum
von ¢ und es gilt

0= Dp(a*) = Df(x") + Y y; Dfi(a").

Also erfiillt (2*,y*) die erste Gleichung von (II1.3.3). Die letzten drei
Gleichungen sind konstruktionsgemaf erfiillt. Die zweite Gleichung ist
erfiillt, da wegen der Stetigkeit von ¢ die Beziehung p(z*) = 0 gilt. O

DEFINITION IIL1.3.7. (1) Sei
D={yeR":y, >0firl<i<p}
Dann heifit die Funktion £ : C' x D — R, die durch

L(z,y) = f(r)+ Zyzfz(x) = f(z) +y'F(x)

definiert ist, die Lagrange-Funktion zu Problem (I11.3.1).
(2) Ein Punkt (z*,y*) € C' x D heiit Sattelpunkt von L, wenn fiir alle
(z,y) € C x D gilt
L(x,y*) > L(z",y") > L(z",y).
Sarz I11.3.8. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie
in Satz I11.3.3. Dann ist x* € C genau dann eine Optimallosung von

(II1.3.1), wenn es ein y* € D gibt, so dass (x*,y*) ein Sattelpunkt der
Lagrange-Funktion L ist.

BEWEIS. ,,=—“: Gemaéf Satz I11.3.3 gibt es ein y* € D mit
L(z,y") = f(a) +y" ' F(z) > f(z")
fiir alle x € C. Fiir x = z* folgt hieraus
y*'F(z*) > 0.

Wegen
fpt1(z7)
: = Fy(27) =0
folgt
S i filat) = 0.
i=1

Wegen yf > 0 und f;(«*) <0 fiir 1 <i < p folgt
y; fi(z*) =0
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fiir 1 <7 <p. Also ist
Yy F(a") =0
und damit
Fa) = LG, y).

Fiir alle y € D gilt wegen fi(z*) <0 fiir 1 <14 <pund f;(z*) = 0 fiir
p+1 < 7 <m die Ungleichung

y'F(z*) <0.
Also ist
L(z*y") = f(z")
> f(a") +y' F(x)
L(x*y).

Dies zeigt, dass (z*,y*) ein Sattelpunkt von L ist.
,<=": Fiir alle y € D gilt dann

£<$*,y*> > ﬁ(l’*,y) = f(x*) + th(.%*).

Aus der Definition von D folgt dann f;(z*) < 0 fiir 1 < ¢ < p und
file*) =0fur p+1 < j < m. Also ist * € S. Angenommen, es ist
yr fi(x*) # 0 fir ein ¢ € {1,...,p}. Dann gilt yF > 0 und f;(z*) < 0.
Setze y; = 0 und y, = y; fiir £ # 7. Dann folgt

L(z*y) > L(xz*,y")

im Widerspruch zur Sattelpunktseigenschaft. Also ist y f;(«*) = 0 fiir
alle 1 < ¢ < m und somit

Fiir beliebiges x € S folgt

fla®) =Lz, y*) < L(z,y") = f(z) +\yii@ < f(x).

Also ist 2* eine Optimallosung von (II1.3.1). O

Aus Satz I11.3.6, Satz I11.3.8 und dem Beweis von Satz I11.3.8 folgt:

KoRoOLLAR II1.3.9. Die Voraussetzungen seien wie in Satz II1.3.6.
Dann ist z* € R™ genau dann eine Optimallésung von (111.3.1), wenn
es ein y* € D C R™ gibt, so dass (z*,y*) die Bedingungen (111.3.3)
erfillt.
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II1.4. Optimalititskriterien fiir allgemeine Probleme

Sei f € C*(R"™,R). Ist z* ein lokales Minimum von f, so ist bekannt-
lich z* ein kritischer Punkt, d.h. Df(z*) = 0, und die Hesse-Matrix
D? f(x*) ist positiv semi-definit. Ist umgekehrt z* ein kritischer Punkt
und D? f(x*) positiv definit, so ist bekanntlich z* ein lokales Minimum
von f.

Wir wollen diese notwendigen und hinreichenden Kriterien so weit
wie moglich auf Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen iiber-
tragen. Dabei wollen wir die Voraussetzungen des vorigen Abschnittes
dahingehend abschwichen, dass die zu minimierende Funktion f und
die Funktionen f;, die die Ungleichungsnebenbedingungen beschreiben,
nicht ldnger konvex und dass die Funktionen f;, die die Gleichungsne-
benbedingungen beschreiben, nicht mehr affin sein miissen. Um unnéti-
ge technische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachten wir allerdings
nur den Fall, dass der gemeinsame Definitionsbereich der Funktionen
f, fi und f; ganz R" ist® und dass die Funktionen ein- oder zweimal
stetig differenzierbar sind.

Wir betrachten somit folgende Aufgabenstellung:

Problem (NP): Gegeben sind differenzierbare Funktionen
f R =R fi,....fp, : R" = Rund fp41,...,fm :
R™ — R. Gesucht ist ein Minimum von f in R™ unter
den Nebenbedingungen

Wieder lassen wir die Sonderfille p = 0 (keine Ungleichungsnebenbe-
dingungen) und m = p (keine Gleichungsnebenbedingungen) zu. Wir
benutzen die gleichen Notationen wie im vorigen Paragraphen und set-
zen insbesondere

S={zeR": fi(x)<0,1<i<p, filr) =0, p+1<j<m}.
Damit kann das Problem (NP) in der kompakten Form
(I11.4.1) min{f(z):x € S}
geschrieben werden.

DEFINITION II1.4.1. Seien S C R™ eine nicht leere Menge und x €
S. Dann heif$t

T(S;z) = {v € R": I )ren C Ry, I@p)ren C S
mit lim zp =2 und lim A\g(zp — x) = v}
k—o0 k—o0

der Tangentialkegel von S in = (vgl. Abbildungen I11.4.1 und I11.4.2).

3Eine offene Teilmenge reicht.
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ABBILDUNG III.4.1. Menge S (fett umrandet) aus Bei-
spiel 111.4.3 (1) und ,angehefteter* Tangentialkegel x +
T(S; x) schraffiert

ABBILDUNG II1.4.2. Menge S (fett umrandet) aus Bei-
spiel 111.4.3 (2) und , angehefteter” Tangentialkegel x +
T'(S; x) schraffiert

BEMERKUNG II1.4.2. (1) Ist x ein innerer Punkt von S, so ist
T(S;z) =R"
(2) Ist
S={reR": F(z)=0}
mit F € C*(R™,R™) eine C''-Mannigfaltigkeit, so ist T'(S;x) der Tan-

gentialraum von S in x.
(3) Sind S C R eine nicht leere Menge, x ein Punkt in S und K C R”

ein abgeschlossener Kegel mit S —z C K, so ist T'(S;x) C K.
BeispieL I11.4.3. (1) Sei
S={reR*: 2 +25<1}

und
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Dann ist
T(S;z) = {v € R : vy > 0}.
Denn fiir v € R? mit vy, > 0 erfiillen v und

1
:Uk:$+%v, e =k

fiir hinreichend grofles £ € N die Bedingungen von Definition I11.4.1.
Dies beweist R x R, C T(S;x). Die umgekehrte Inklusion folgt aus
Bemerkung 111.4.2 (3).

(2) Sei

S={rcR*:2y>2?, 2, >0 N{z cR? : 2y > 23, 2, > 0}.

Dann ist
T(S;0)={veR?:v; >0, vy >0}
Denn fiir v € (R, )? erfiillen v und

11 5 (1

fiir hinreichend grofles £ € N die Bedingungen von Definition I11.4.1.
Dies beweist Ry xR, C T'(S; x). Die umgekehrte Inklusion folgt wieder
aus Bemerkung 111.4.2 (3).
(3) Sei

S={rcR*:2, >0, 0< 2y <a?}.
Dann ist

T(S;0)={veR*:v; >0, vy =0}.

Denn ist (g )keny C S und (Ag)geny C Ry mit M\gzp — v, so ist v; > 0
und vy > 0. Angenommen es sei v, > 0. Wegen z,2 — 0 folgt dann

A — oo und
1
MeTr2 < )\kxiJ = /\—()\kka)Z — 0.
k
Dies ist ein Widerspruch. Also ist vy = 0.
Ist umgekehrt v € R? mit v; > 0 und v, = 0 beliebig, ist z;, = %v eSS

und erfiillt x; — 0 und kzy — v. Also ist v € T'(S;0).
Sarz I11.4.4. T(S;x) ist ein nicht leerer, abgeschlossener Kegel.

Beweis. Offensichtlich ist 0 € T'(.S; x).
Die Kegeleigenschaft folgt sofort aus der Definition.
Zum Nachweis der Abgeschlossenheit sei (vy)gen € T(S;2) und v € R™
mit

lim v, = v.
k—o0

Indem wir ggf. zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir

1
_ < Z
low — ol <



140 III. NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

fiir alle k& € N* voraussetzen. Zu jedem v, gibt es definitionsgeméf
Folgen (Mg ;)jen C Ry und (2 ;)jeny C S mit

lim x; =@
J—00

und

lim Ay (@, — ) = vg.
j—o0

Wihle fir jedes k den Index j(k) so, dass fiir alle j > j(k) gilt

[ — || < %
und )
1A (g — @) = oill < 7.
Dann folgt
[ Akgi) (@hioy — ) = vl < [ Akion) (@hgy — @) — vkl + [low — o]
2
< —.
—k
Also gilt
Ji o=
und
B Ao (Tr0) —2) = 0.
Also ist v € T'(S;x) und T'(S; x) somit abgeschlossen. O

SAtTz 111.4.5. Sei z* € S ein lokales Minimum von f und f in x*
differenzierbar. Dann gilt

Df(z")v>0
fiir alle v € T(S;z").

BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es ein € > 0 und eine in 0 stetige
Funktion r : R — R mit

r(0) =0
und
f(@) = f(@") + Df(a")(x — ") + r(|lz — 27|)[|z — 27

fiir alle z € B(x*,e)N.S. Sei nun v € T'(S; z*) und (A )reny und (zx)gen
wie in Definition I11.4.1. Dann gibt es ein ky € N mit z; € B(z*,e)N S
fiir alle & > ko. Da x* ein lokales Minimum ist, gilt fiir alle k > kg

f(@®) < flay)
= f(z") + Df(@")(x — 27) + r([|zp — 27[]) |z — 27
und somit

0 < Df(e") (e — %) + r(llax — 2" [Dllee — 27
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Hieraus folgt nach Multiplikation mit A\
0 < Df(") Prlwr — 2]+ r(llee —2™]) [ Aslzr — 27|

e o N
— Df(z")v.
Dies beweist die Behauptung. O

BEMERKUNG II1.4.6. Ist z* ein innerer Punkt von S, ist T'(S; z*) =
R™ und somit D f(z*)v > 0 fiir alle v € R”. Hieraus folgt das bekannte
Kriterium D f(z*) = 0.

Satz I11.4.5 ist fiir die praktische Rechnung wenig geeignet, da die
Berechnung des Tangentialkegels in der Regel recht aufwéndig ist. Wir
wollen auf einfachere Bedingungen vom Typ der Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen (I11.3.3) (S. 134) des vorigen Paragraphen hinaus. Dazu
ersetzen wir die Funktion f und die Nebenbedingungen F' durch Linea-
risierungen. Zur Abkiirzung schreiben wir im Folgenden fiir Vektoren
u,v € R™

u<gv <= u;<wv firl<i<pund
uj=v; firp+1<j5<m.

Sei nun z* € R", a € R™ mit a <g 0 und A € R"™*". Dann definieren
wir

Sp={zeR":a+ A(z —2") <k 0}
und
LSp)={veR":v=ANax—2"), A\ >0, x€ S.}.
L(S1) kann man als eine kegelformige ,, VergroBerung® von Sy, auffassen.

LEmMMA [I1.4.7. Esist L(SL) C T(Sp; x*).

BEWEIS. Sei v € L(Sg). Dann gibt es ein x € Sy und ein A > 0
mit

v=ANx—z).
Setze fur k > 1
1 n E—1 .
Tp = 7T i
Dann gilt
Jim =
und

1
EX(xp — ) = k‘/\E(x —z*)=w
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sowie
1
a+ Az —2") =a+ A[E(x —z")]
1 -1
= EiaqLA(it—x*)]—l—kT a
<x0 <k0

<k 0

Also ist oy, € Sp, und daher v € T(Sp; z*). d

LEMMA 1I1.4.8. Es sei x* € S ein lokales Minimum von [ und a =
F(z*), A = DF(z*) in der Definition von Si. Weiter gelte L(SL) C
T(S;2*). Dann lost z* das Minimumproblem

min{ f(z*) + Df(z*)(x — 2*) : x € SL.}
=min{f(z*) + Df(x*)(x —2%) : F(z*) + DF(2*)(z — 2*) <k 0}.
BEWEIS. Geméfl Satz I11.4.5 ist
Df(z*)v>0
fir alle v € T'(S;2*) also insbesondere
Df(x")w >0

fiir alle w € L(Sr). Sei nun x € Sy, beliebig. Dann ist x — z* € S;, und
wir erhalten

f@) + Df(a")(z —2%) > f(z7),

-~

>0

Also 16st x* obiges linearisiertes Optimierungsproblem. U

Das folgende Lemma gibt ein einfaches Kriterium, wann L(Sy) C
T(S; x*) ist. Wir verzichten auf den sehr technischen Beweis und ver-
weisen stattdessen auf [2, Satz 9.1.14 und Satz 9.1.19].

LEMMA II1.4.9. In der Definition von Sy, sei a = F(z*) und A =
DF(x*). Dann ist L(Sp) C T(S;x*) genau dann, wenn die Gradienten
Dfpa(x¥), ..., Dfp(z*) linear unabhingig sind und es ein s € R™ gibt
mit Df;(x*)s =0 fir alle j € {p+1,...,m} und Df;(z*)s < 0 fir alle
Indizes i € {1,...,m} mit fi(z*) =0.

Aus den Lemmata I11.4.8 und I11.4.9 und Satz I11.3.6 (S. 134) folgt:

SaTz 111.4.10 (KKT-Bedingungen). Es sei x* € S ein lokales Mi-
nimum von f. Die Gradienten D f,i1(x*), ..., Dfy,(z*) seien linear
unabhdngig und es gebe ein s € R™ gibt mit Df;(x*)s = 0 fir alle
je{p+1,...,m} und Df;(z*)s < 0 fir alle Indizes i € {1,...,m}
mit f;(x*) = 0. Dann gibt es einen Vektor y* € R™, so dass die Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen (111.3.3) (S. 134) aus Satz II1.3.6 (S. 134)
erfillt sind.
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KoroLLAR [11.4.11. Die Voraussetzungen von Satz II1.4.10 seien
erfillt. Dann gibt es einen Vektor y* € (Ry)? x R™™P so dass (z*,y")
ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion

L(z,y) = f(z) +y"F(x)
15t.

Satz 111.4.10 bzw. Korollar I11.4.11 geben notwendige Bedingungen
fiir eine Losung von Problem (III.4.1). Der folgende Satz gibt hinrei-
chende Bedingungen. Sein Beweis ist technisch aufwéndig, da genau
Buch gefiihrt werden muss, welche Ungleichungsnebenbedingungen zu
Gleichungsnebenbedingungen entarten, und weil man Ergebnisse zur
Linearisierung von Tangentialkegeln benétigt, die diejenigen von Lem-
ma [11.4.9 ergéinzen. Wir verzichten daher auf den Beweis und verweisen
stattdessen auf [2, Satz 9.2.2 und Satz 9.2.8].

SaTz 111.4.12. Fiir (z,y) € Sx((R,)?xR™P) definiere die Mengen
I(z) und I(z,y) durch

I(z)={i:1<i<p, fi(x) =0}
und _
I(x,y)={i € I(z):y; >0}
Folgende Voraussetzungen seien erfillt:
(1) (z*,y*) € Sx((RL)? xR™P) ist ein Sattelpunkt der Lagrange-
Funktion L. B
(2) Die Gradienten D fy(z*), k € I(z*,y*)U{p+1,...,m}, sind
linear unabhdngig.
(3) Es gibt ein s € R™ mit

Dfi(z*)s =0
fir alle k € I(z*,y ) U{p+1,...,m} und
Dfij(z*)s <0

fir alle j € I(x)\I(z*, y").
(4) Mit

L(z*) = {S eER": Dfi(z")s=0
fiir k € T(x*,y*) U{p+1,...,m},
Df;i(z*)s <0
fiir j € e \I(2*,y") }
gilt fir alle s € L(xz*)\{0}
0 < s'D2L(x*, y*)s

:StDQ S+Zy* tD2
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Dann ist x* ein lokales Minimum von f, d.h., es gibt ein € > 0 mit

fz™) < f(=)
fir alle x € B(xz*,e) N S\{z*}.

II1.5. Projektionsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir das Abstiegsverfahren aus Algorith-
mus I11.1.2 (S. 110) auf Probleme mit Nebenbedingungen iibertragen.
Dazu betrachten wir das Problem (II1.3.1) (S. 130)

min{f(z): x € S}

mit einer nicht leeren, abgeschlossenen, konvexen Menge S und einer
C'-Funktion f. Ein wichtiger Spezialfall ist der eines Polyeders, d.h.

S=8Sp={reR": Az < b}

mit A € R™*™ und b € R™. Innerhalb dieses Spezialfalles ist der Son-
derfall einer quadratischen Zielfunktion, d.h.

F() = fola) = 3a'Co+ a4,

von besonderer Bedeutung.

Die Grundidee unseres Ansatzes besteht darin, in Algorithmus
[I1.1.2 (S. 110) die Iterierten auf die Menge S zu projizieren. Dazu
bendtigen wir einige Eigenschaften der Projektion auf konvexe Men-
gen.

LEmMA II1.5.1. Sei S C R™ eine nicht leere, abgeschlossene, kon-
vexe Menge. Dann gilt:

(1) Zu jedem x € R™ gibt es genau ein Ps(x) € S mit
[l = Ps()|| < [l = yll

fiir alley € S.
(2) Fir alley € S gilt

(z — Ps(x))'(y — Ps(x)) < 0.
(3) Fir alle x,y € R™ gilt
(Ps(y) = Ps(2))"(y — ) = [|Ps(y) — Ps()[|*.
(4) Fiir alle x,y € R™ gilt
1Ps(y) — Ps(x)|| < [lz —yl|.
BEWEIS. ad (1): Sei x € R™ beliebig. Nach Voraussetzung gibt es
ein yp € S. Fiir jedes y € S mit
ly — yoll > 2[|z — yol|
gilt
ly — 2l > [ly — woll — llz — wol|
> [l = woll
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Also ist

inf{[ly — 2| : y € S} = mf{|ly — [l - y € SN B(yo, 2[lz — wol) }-

Da SN B(yo, 2||x — yo||) kompakt ist, gibt es ein y* € S mit minimalem
Abstand.

Wir miissen also noch die Eindeutigkeit beweisen. Seien dazu y1,ys € S
zwei Elemente mit minimalem Abstand. Da S konvex ist, ist

1
5(3/1 +y2) € 5.
Dann folgt
|z — ylH2 = ||z — y2||2
und somit
1 1
§H$ — |+ §H37 —l]? = [l — p?

1
<z —=(y1 +v)|

2
— H%(az — ) + %(:c —1)|1?
= Jlle =l + e - P
+ %(:L" —y1)'(x — y2)
= Sllz =l + Sl — al?
— H%(ﬂ«" — ) — %(az —)|1?

1 1
= §||$ — |’ + §||$ — y|?

— 2l — el
Also ist
lyr =y <0
und damit
Y1 = Ya.

ad (2): Seien z € R" und y € S. Dann ist
ty+ (1 —t)Ps(xz) € S
fiir alle ¢ € [0, 1]. Daher ist die Funktion ¢ : [0,1] — R mit

p(t) = ||z — ty — (1 = t) Ps(z)|”
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wohl definiert und differenzierbar und hat in 0 ein Minimum. Damit
folgt

0 < ¢(0)

= 2(z — ty — (1 — 1) Ps(x))" (Ps(x) — y)

— 2z — Py(a))!(Ps(z) — ). )

Dies beweist die Behauptung.
ad (3): Aus (2) folgt fiir x,y € R”

(z = Ps(z))"(Ps(y) — Ps(x)) <0
und
(y — Ps(y))'(Ps(x) — Ps(y)) <O0.
Addition dieser Ungleichungen liefert
0> (z — Ps(@)) (Ps(y) — Ps(x)) + (y — Ps())'(Ps(x) — Ps(y))
= (z — Ps(2))"(Ps(y) — Ps(x)) + (Ps(y) — y)'(Ps(y) — Ps(z))
= (z —y+ Ps(y) — Ps(x))"(Ps(y) — Ps(x)).

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (4): Folgt aus (3) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. [J

Diese Uberlegungen fithren auf Algorithmus II1.5.1.

Algorithmus II1.5.1 Projektionsverfahren

Gegeben: Punkt x € S, Parameter 5, € (0,1), 7 > 0
Gesucht: stationdrer Punkt € S von f

1: while min{Df(z)v:v € T(S;x),||v]| =1} <0 do
2 1,2 Ps(x —0yDf(x))
3 while f(z) > f(z) + uDf(z)(z — =) do
4: § <+ op
5
6
T

end while
T4z
end while

BEMERKUNG II1.5.2. (1) Gemaf Satz I11.4.5 (S. 140) gilt fiir jedes
lokale Minimum x* von f

Df(z")v>0

fir alle v € T(S;2*). In Zeile 1 von Algorithmus III.5.1 wird dieses
notwendige Kriterium nachgepriift.

(2) In Algorithmus II1.1.2 (S. 110) fiir Probleme ohne Nebenbedingun-
gen wird im k-ten Schritt f entlang der Halbgeraden {z) — tD f(xy) :
t > 0} minimiert. In Algorithmus II1.5.1 wird diese Halbgerade auf S
projiziert und durch die Kurve {Ps(xy — tDf(zx)) : t > 0} ersetzt.
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Falls Algorithmus I11.5.1 nicht Zeile 1 abbricht, kann man zeigen, dass
fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt

D f(xy)[Ps(xr — tDf(xx))] < 0.

Die Schleife in Zeile 3 wird also nach endlich vielen Schritten beendet.
(3) Falls S = Sp ein Polyeder ist, kann man einen Startwert zo mit dem
Simplexalgorithmus aus Kapitel I bestimmen (vgl. Satz 1.4.10 (S. 36)
und Algorithmus 1.4.3 (S. 37)).

(4) Da Algorithmus I11.5.1 ein Gradientenverfahren ist, muss man wie
im nicht restringierten Fall aus §II1.1 mit einer langsamen Konvergenz
rechnen.

(5) Die Berechnung der Projektion Ps ist auch bei Polyedern haufig
sehr aufwindig.

Zum Nachweis der Konvergenz von Algorithmus II1.5.1 benotigen
wir das folgende technische Hilfsergebnis:

LEMMA II1.5.3. Seien x,d € R™. Definiere die Funktion ¢ : Ry —
R durch

9(0) = 71| Ps(e + td) — .

Die Funktion 1 ist monoton fallend.
BEWEIS. Sei 0 < 8 < «. Falls

Ps(z + ad) = Ps(x + d)
ist, ist nichts zu zeigen. Sei also

Ps(z + ad) # Ps(x + 5d).
Wir setzen zur Abkiirzung

u= Ps(x+ad) —z, v=Ps(x+ d)—=x.
Dann ist
u—v = Ps(z + ad) — Ps(x + pd).
Aus Lemma I11.5.1 (2) mit y = Ps(z + ad) folgt
(IIL5.1)  (z+ Bd — Ps(z + Bd)) (Ps(x + ad) — Ps(z + 4d)) <0
bzw. nach Multiplikation mit —1
0 < (Ps(x + Bd) — (x + Bd))"(Ps(z + ad) — Ps(x + fd))

vV Vv
=v—Ld =u—uv

= (v = fd)'(u—v)
= v'(u —v) — Bd'(u —v)
und somit

(I11.5.2) v (u—v) > Bd'(u—v).
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Aus Lemma II1.5.1 (3) folgt weiter
lu = vl* = || Ps(2 + ad) = Ps(x + Bd)||?
< (Ps(z + ad) — Ps(z + fd))"((x + ad) — (z + (d))
= (u—v)'d(a—p).
Da nach Voraussetzung o > 8 und Ps(x + ad) # Ps(x + 8d) ist, folgt
(I11.5.3) (u —v)'d > 0.
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
u'v < lulflv]
folgt
wolllull + ol < Nulllol {llell + 0]
bzw. nach Umsortieren
lullu'v = ullvll* < ul*[lo]] = u'v|jv].
Wegen
[ull* = u'u, [of|* = o'
kann man diese Ungleichung in der Form schreiben
Jullot (= v) = [ful[[@', ']

=utv

= [[ullu'v = [lullv]?

< [lull*lloll = w'vlv]

= |lvll[u'v — u'v]

= Jlvllu’(u —v).
Wegen (II1.5.3) kénnen wir diese Ungleichung durch v*(u—v) dividieren
und die Ungleichung bleibt erhalten. Wegen (I11.5.3) ist auch v # 0, so
dass wir ebenso durch ||v|| dividieren kénnen, ohne die Ungleichung zu
dandern. Insgesamt folgt

1Ps(z +ad) —af| _ [lul] _ u'(u—v)
1Ps(z + Bd) —z| o]l = v'(u—v)
Wegen (I11.5.2) ist

u(u—wv) _ u(u—vw)
vt(u—v) = Bdt(u—v)
Vertauschen wir in (II1.5.1) die Rollen von o und /3 erhalten wir
0> (x+ ad — Ps(z + ad))(Ps(x + fd) — Ps(z + ad))
= (Ps(z + ad) — (z + ad)) (Ps(x + ad) — Ps(x + Bd))
= (u—ad) (u—v)

=u'(u—v) — ad(u—")
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bzw.
u'(u—v) < ad'(u—v).

Insgesamt folgt

| Ps(z 4+ ad) — || < u'(u —v) < ad' (u — v) _a
|Ps(z+ Bd) — | = vi(u—v) = Bd(u—v) B
Also ist
Pla) <¥(B),
was die Monotonie von 1 beweist. O

SATz 111.5.4. Folgende Voraussetzungen seien erfillt:
(a) Die Funktion f:R™ — R ist auf S stetig differenzierbar.
(b) Die Ableitung D f ist auf S gleichmdfig stetig.
(c) f ist auf S nach unten beschrinkt, d.h.
inf{f(z):2 €S} > —o0.
Dann gilt fiir jede von Algorithmus I11.5.1 erzeugte Folge (xy)pen:

U, oy
(2) lm [|zgs1 — x| = 0.
k—o0

(3) Fiir jeden Hiufungspunkt x* von (zy)gen 1St
Df(x*)v >0
fiir alle v € T(S;z*).

BEWEIS. ad (1): Sei my die Zahl der Durchlaufe der Schleife in
Zeile 3 von Algorithmus I11.5.1 im k-ten Durchlauf der Schleife in Zeile
1. Wir setzen zur Abkiirzung

@41 — k| = 0.

ay = By
Dann lautet die Behauptung
1
lim —||zg+1 — x| = 0.
k—o0 Qv

Wir nehmen an, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein € > 0 und eine
unendliche Indexmenge K mit

1
— || g1 — k]| > €
(673

fiir alle k € K. Fiir alle £ € K gilt dann auch
1

(IL.5.4) Oé_kakH — zp)|? > max{ellzp i — wl®, 2on}

= emax{||zr1 — z]|* , e}
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Da (f(zk))reny monoton fallt und geméf Voraussetzung (c) nach unten
beschrinkt ist, ist (f(xy))ren konvergent. Damit folgt aus Schritt (3)
von Algorithmus I11.5.1

(IIL.5.5) ]}1_{20 Df(xg)(xpr1 — xx) = 0.
Wegen zj, € S folgt aus Lemma I11.5.1 (3)
a1 — ]|
= || Ps(zr — oD f (k) —
= [|Ps(ax — axDf (1)) — Ps(ai)|®
< (Ps(ax — axD f (1)) — Ps(x)) (2, — D f (xx) — )
= (zr1 — zx) (D f(w1))
= o Df(xp)(z — Tpar).
Also gilt auch

||

) 1
lim —||zp1 — ]| = 0.
k—o0 Qv

Damit folgt aus (II1.5.4)

lim ap =0 und lim ||zg4 — 2] = 0.
k—o0 k—o0
kEK kEK

Mithin gilt fiir grole k € K
my > 0.

O.E. konnen wir daher my > 0 fiir alle £ € K annehmen. Wegen der
Schleife in Zeile 3 von Algorithmus II1.5.1 gilt mit der Abkiirzung

Tpr1 = Ps <90k - %Df(xk))

fir alle k €¢ K
S @hy1) > flr) + puD f(2r)(Tr — 1)

Wegen
i > o
- k
g
folgt aus Lemma I11.5.3 mit z = x, d = —Df(x}) die Abschitzung
1 Tp+1 — Tk
i — el? = i — g 122
(0753 k
~— —
=1 (o)
[ Trs1 — i
> [|p =l ——
>eay *
=0 (F)

> ef|Tria — wi-



II1.5. PROJEKTIONSVERFAHREN 151
Lemma II1.5.1 (3) mit
a
v =, —axDf(w), y=ax— —=Df(w)

B
liefert
0 < [|Tps1 — 2|
(e}
< (—Ek + ar) D f(21) (Thi1 — Try1)
—_———
g
und somit
Df(zr)(wr — Trr1) = Df(wg)(2r — Tpy1)
> —||7py1 — 2]
(IIL.5.6) = o e =
> eB||Thi1 — x|
> 0.
Wegen

lim D f(z)(xx — Tp41) = 0

k—o0
folgt hieraus
lim ka—i-l - ka = 0.
k—o0
kCK
Auflerdem ist die Grofle

o = f(@r) = f(@ri1)
D f (1) (Tp1 — 1)
wohl definiert und erfiillt fiir alle £ € K die Ungleichung

pr < p < 1.

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von D f gibt es andererseits eine
in 0 stetige Funktion r mit

r(0)=0
und _ _
r(|Tx1 — 2l Thss — 2]

P S e e e — )

Wegen (I11.5.6) folgt

Lo
ok — 1] < —r([[Tps1 — @il]) — 0.
ef ko0
keK
Dies ist ein Widerspruch. Also gilt (1).
ad (2): Folgt wegen my, > 0 und 5 < 1 aus (1).
ad (3): Sei nun z* ein Haufungspunkt von (xj)geny und (x,, )ken eine
Teilfolge mit
Ty, —> X"

k—o0
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Sei z € S beliebig. Dann folgt aus Lemma II1.5.1 (2) mit z = z} —
arDf(zg) und y = 2
(@1 — (21 — ax D f (1)) (2h41 — 2) < 0.
Durch Umformen erhalten wir
oD f (i) (2h41 — 2) < (@per — 20)" (2 — Tps1)
= (Thr1 — zx)' (2 — )

+ (Zhpr — z)" (T — Tpp)

7

<0

<
< lzrsr = zllllz — ]

und
Df(wp)(xr — 2) = Df (@) (@ — 2ra1) + Df (@) (@541 — 2)
< Dif{n)(on = on) + - oss — aellle = ol
Wegen (I11.5.5) folgt
Df(z*)(z* —2) <0

fir alle z € S. Zusammen mit der Definition II1.4.1 (S. 137) des Tan-
gentialkegels folgt hieraus die Behauptung. U

I11.6. Penalty-Verfahren

Wir betrachten zunéchst das allgemeine Problem
(I11.6.1) min{f(z):x € S}

mit einer nicht leeren, abgeschlossenen Teilmenge S von R™ und einer
stetigen Funktion f. Spater werden wir uns auf das Problem (II1.4.1)
(S. 137) aus §II1.4 beschrianken, d.h.

s={ver": fim)<0,1<i<p,
(I1L.6.2)
fi{@) =0p+1<j<m}.
DEFINITION IIL.6.1. Sei S eine abgeschlossene, nicht leere Teilmen-
ge von R". Eine Funktion ¢ : R” — R mit
l(x)>0 fallsx ¢& S,
lz)=0 fallsz e S
heiit Straffunktion (engl. penalty function) zu S.

BeispieL I11.6.2. Fiir die Menge S aus (I11.6.2) ist

p m

) =Y (file)) + > Ifi@)"

i=1 j=p+1
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mit o > 0 und

2T = max{z, 0}

eine Straffunktion.

Die Idee der Penalty-Verfahren, die Algorithmus II1.6.1 zugrunde
liegt, ist folgende:
Fiir r > 0 suchen wir ein lokales Minimum z(r) der Funk-
tion
p(z,r) = f(x) +rl(z)

in ganz R"™, wobei ¢ eine Straffunktion zu S ist. Dies ist
ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen. Falls
0(x(r)) = 0 ist, ist z(r) auch ein lokales Minimum von
f in S und wir sind fertig. Nun betrachten wir eine mo-
noton wachsende Folge (74 )gen mit 7, — oo und berech-
nen die zugehorigen x(ry). Falls dieser Prozess nicht mit
einem x(r,) € S abbricht, hoffen wir, dass zumindest
(x(7%))ken gegen ein Optimum von f in S konvergiert.

Algorithmus IT1.6.1 Allgemeines Penalty-Verfahren

Gegeben: Startwert r > 0, Funktion f : R” — R, Menge S C R",
Straffunktion ¢ zu S
Gesucht: Minimum z € S von f

1: repeat
2: x < argmin{ f(z) + rl(z) : x € R"}
3: T 2r

4: untilz € S

Der Satz I11.6.3 beweist die Konvergenz von Algorithmus I11.6.1.

SaTz 111.6.3. Sei f : R® — R stetig, x* € S ein striktes lokales
Minimum von f in S und ¢ : R® — R eine stetige Straffunktion zu S.
Dann gibt es ein g > 0 so, dass die Funktion

p(z,r) = f(x) +ri(z)

fiir jedes r > rq ein lokales Minimum x(r) besitzt, das fir r — oo gegen
x* konvergiert.

BEWEIS. Fiir € > 0 sei
C.={zeR": |z —z"|| =} = 0B(z",¢).
Falls SN C. # 0 ist, ist S N C. kompakt. Daher kénnen wir die Zahl
d(e) durch
min f(x) — f(z*) falls SNC. #0
o(e) =

zeSNC:e

1 falls SNC. =0
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definieren. Da x* ein striktes lokales Minimum ist, ist fiir hinreichend
kleines € im Fall SN C. # ()

d(e) > 0.
Es gibt daher ein ky > 0 mit
5(27%) >0
fur alle k£ > kqo. O.E. ist kg = 0.
Fiir p > 0 und k£ € N setzen wir
Spk ={r € Cyr : 3z € SN Cyr mit ||z — z|| < p}.

Die Menge S, kann leer sein, enthélt aber auf jeden Fall die Menge
SN Cy—r. Mit der Konvention

me%lf(x) = 00

folgt daher wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f auf der kompakten
Menge Cy-«, dass es zu jedem k € N ein p; > 0 gibt mit

min f(z) - f(z) > 22,

xESPk’k 2

Auf Cy-i\S,, 1, gilt £(x) > 0. Wegen der Kompaktheit dieser Menge
und der Stetigkeit von ¢ gibt es daher ein A\; > 0 mit

fir alle z € Cy-1\ Sy, k-
Setze
M), = min {0, min f(z) — f(a:*)}
xEC'Q_k

und

~ M,

E=——.

k "

Fir z € Cy-x NS, x und r > 7}, gilt dann

Fir z € Cy-x\S,, r und r > 7}, gilt andererseits
p(z,7) > f(x) — M > f(z%) = p(z*, 7).

Daher besitzt p(-, 7) fiir jedes r > 7, ein lokales Minimum in B(z*, 2%).
Wir setzen nun
ro="o+1
und fir kK > 1
rr, = max{ry_1, 75} + 1.
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Dann ist die Folge (ry)gen monoton wachsend mit rp — oo. AuBlerdem
besitzt die Funktion p(-, ) fiir jedes r € [rg, 7x41) ein lokales Minimum
x(r) mit

lo(r) — 2" < 27,
Dies beweist die Behauptung. U

In jedem Schritt von Algorithmus II[.6.1 ist ein Minimierungs-
problem ohne Nebenbedingungen zu losen. Wir sind daher besonders
an differenzierbaren Straffunktionen interessiert. In Hinblick auf Satz
IT1.6.3 sind wir andererseits an sogenannten ezakten Straffunktionen
interessiert, bei denen es ein 7 gibt, so dass fiir alle » > 7 das Minimum
von p(+, ) auch ein Minimum von f ist. Denn fiir derartige Straffunktio-
nen bricht Algorithmus I11.6.1 nach endlich vielen Schritten ab. Leider
widersprechen sich diese beiden Wiinsche in der Regel.

Wir suchen daher nach einer Modifikation der Penalty-Methode,
die diesen Widerspruch nicht aufweist. Dazu beschrinken wir uns auf
Mengen S der Form (II1.6.2), die wir in §I11.4 untersucht haben. Wir
setzen voraus, dass die zugehorige Lagrange-Funktion

L(z,y) = f(z)+ Z yifi(z)

einen Sattelpunkt (z*, y*) besitzt, der die Bedingungen von Satz I11.4.12
(S. 143) erfillt.

DEFINITION II1.6.4. Die Funktion A : R™ x R™ x (R%)™ — R, die
durch

definiert ist, heifit erweiterte Lagrange-Funktion (engl. augmented La-
grangian) zu Problem (I11.6.1), (I11.6.2). Dabei ist

2" = max{z, 0}.

BEMERKUNG II1.6.5. Wegen

1 Q} »_lyt 1 e
QT[f+r oy gty
gilt im Fall p = 0, d.h. beim Fehlen von Ungleichungsnebenbedingungen

Az, y,r) = L(x,y) + Z %rjfj (z)2.
j=1
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Dies erkliart den Namen , erweiterte Lagrange-Funktion®.

SATz 111.6.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) (z*,y*) ist ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L, d.h., es

qilt
D, L(z7,y") = 0,
fi(z") <0, 1<i<np,
y; 20, 1<i<p,
yi fiz") =0, 1<i<p,
fiz") =0, p+1<j<m.
(2) Es gibt ein r € (RL)™, so dass (x*,y*) ein stationdrer Punkt

von A(-,-,r) ist, d.h.
D.TA("'E*7y*7 T) = 07
DyA(z*,y",r) = 0.

BEWEIS. Aus der Definition von A folgt

DA, y.r +Zn {fz %} Dfi ()
+ Z Ty {f] ]ij( )
J p+1
D A = (1w +2) ~% 1<igy
ayz Y Y (2 /r‘z Tz Y — — Y
0
dy;
»(1) = (2)“: Fur p+1 < j < mist fiir jedes r € (R%)™
a * * *
a—yj/\(x yhr) = fi(z*) =0
Fir 1 <i¢<pundr e (R})™ gilt
0 y* + y*
A * * — 1 _ v
A ) = (1) + ”) g

Sei
I={ie{l,....p}: fi(z") =0}.
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Fir i e {1,...,p}\] gilt
filz") <0 und y; =0

<f¢(:c*) + y—)+ =0.

und daher

i

Damit folgt

p x7+
D,A(z*,y*,r) = Df(z*) + Zr {fi(af;*) + y—’} Df;(z*)

r;
ier N ~ d
p y* +
7 1 ¥ = D i *
#3or |5t + 2| Dse
il ~
- oY) .
£ [fj(x >+7ﬂ Dy (")
j=p+1
_Y
p p
=Df(x*>+zy?Dfi(x )+Zn y; Dfi(x")
el g1 =0
+ Z y;kDfJ(x*)
j=p+1
= D, L(z*,y")

»(2) = (1) Firp+1<j <mgilt

a * * _ . *
0_8_yj (f Y 7T>_f](x )

Dies ist die letzte Bedingung von (1).
Fiir 1 <4 < p haben wir

0= aziA(x*,y*,r)
*\ T *
gy ) Y
<fl(x )+ Ti) T
= max{fi(x*) + y—i>0} -2
T; T
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Also gilt

und somit

AuBerdem kénnen nicht f;(x*) und y; gleichzeitig von Null verschieden
sein. Dies beweist die Bedingungen zwei bis vier von (1).
Damit folgt wie im ersten Teil des Beweises

0= D, Ax*,y*,r) = D, L(z",y")
also die erste Bedingung von (1). O

BEMERKUNG II1.6.7. Beim Beweis der Richtung ,,(1) = (2)“ ha-
ben wir im obigen Beweis so gar gezeigt, dass

D A(z*,y*,r) =0 und D,A(z*,y",r)=0
ist fiir alle r € (R*)™.

Satz I11.6.6 legt folgende Vorgehensweise nahe:

Zu gegebenem y, r finde ein x = z(y,r), das A(,y,r)
minimiert. Dann ist

D A(z,y,r)=0.

Versuche nun, bei festem z, r ein y zu finden, das die
zweite Gleichung

DyA(z,y,7) =0
erfiillt.

Leider fiihrt dieses naive Vorgehen in der Regel nicht zum Ziel. Statt-
dessen hilft folgende Beobachtung: Nach Berechnung von =z = z(y,r)
gilt

0= D,A(z,y,r)

T

— Df() + Z el pw+ 2 " Dh)

3 [5+ L] i

J=p+1

Andererseits lauten die KKT-Bedingungen (II1.3.3) (S. 134) fiir das
urspriingliche Problem

0=D,L(x,5) = Df(x)+ Y _ GuDfi(x).
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Dies legt es nahe, y durch

_l’_
= (A ) mwisisy

7

= (f@+ ) fwpri<i<m
J

zu ersetzen. Da dann
D, (A(z,y"",r) #0

sein wird, ist dieser Prozess zu iterieren.
Diese Idee fiihrt auf Algorithmus I11.6.2.

Algorithmus III.6.2 Penalty-Verfahren mit erweiterter Lagrange-
Funktion
Gegeben: Vektoren r € (R})™, y € (Ry)? x R™7P,
Gesucht: stationédrer Punkt der Lagrange-Funktion A

1: repeat
2 x +— argmin{A(z,y,r) : x € R"}
3 for:=1,...,pdo
4 yi < (rifi(z) + i
5: end for
6
7
8
9:

)+

for j=p+1,...,mdo
y; < rifi(@) +y;
end for
until (z,y) erfiilllt KKT-Bedingungen

Man kann zeigen [2, Korollar 11.2.23]:

SATZ I11.6.8. Fiir hinreichend grofses p > 0 konvergiert Algorithmus
II1.6.2 mit
p
r=pe=|\:
p
gegen eine Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L. Die Konvergenz ist
linear. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist umso besser, je gréfier p ist.

Ein anderer Penalty-Ansatz geht von der Beobachtung aus, dass
im allgemeinen Ungleichungsnebenbedingungen wesentlich schwerer zu
behandeln sind als Gleichungsnebenbedingungen. Daher werden nur
Ungleichungen mit Straftermen belegt. Andererseits werden in den
Straftermen Ungleichungen der Form f;j(z) < 0 zu fi(z) < d; mit
d; > 0 abgeschwiicht. Wesentliches Hilfsmittel bei diesem Ansatz sind
Barriere- Funktionen.

DEFINITION II1.6.9. Eine Funktion B : R — R U {oco} heiit Bar-
riere-Funktion (engl. barrier function), wenn sie folgende Bedingungen
erfiillt:
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) B(t) = oo fiir alle t < 0.

) B ist monoton fallend.

) B ist konvex.

) B ist auf R stetig differenzierbar.
) lim B(t) = oo.

) t—0+

BEeIsSPIEL 111.6.10. Die Funktionen

—Int fur¢t>0
B(t) n 311“ >
00 firt <0

t7 furt
By={' "
oo furt<o0

mit « > 0 sind Barriere-Funktionen.

Fiir eine gegebene Barriere-Funktion B definieren wir die Funktion
¢ :R" x R% x (Ry)? = R durch

O(z, p,d) = f(x) + MZB(di — fi(z))

und betrachten das Hilfsproblem
(I11.6.3) win {®(z, i d) < f;(2) =0, p+1<j<m}.

LEmMA II1.6.11. Sind die Funktionen f und fi, ..., f, konvez, so
ist die Funktion ®(-,pu,d) fir jedes p > 0 und d € x(Ry)P ebenfalls
konvex.

BEwEISs. Sind ¢, h konvexe Funktionen und A > 0, u > 0, so
ist auch Ag + ph konvex. Wir miissen daher nur zeigen, dass fiir eine
konvexe Funktion g, eine reelle Zahl d und eine Barriere-Funktion B
die Funktion x — B(d — g(x)) konvex ist.

Seien dazu z,y € R™ und A € [0,1]. Aus der Konvexitdt von g folgt
dann

d—g(z+ (1= Ny) >d—Ag(z) — (1 - Ng(y)
= Ald —g(@)] + (1 = N)]d = g(y)].
Damit folgt
B(d—g(Ar + (1= Ny))
< B(A\d—g(x)]+ (1 —=X)]d—g(y)]) Monotonie von B
< AB(d—g(x)) + (1 = XN)B(d—g(y)) Konvexitiat von B. [
Sind f und fi, ..., f, konvex und f,11, ..., fn, affin, ist das Hilfs-
problem (II1.6.3) wegen Lemma II1.6.11 fiir jedes p und d ein konvexes

Optimierungsproblem, wie wir es in §II1.2 betrachtet haben. Man kann
zeigen [2, Lemma 12.1.3]:
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SATz 111.6.12. Die Funktionen f und fi, ..., f, seien konvex und
die Funktionen fyi1, ..., fm seien affin. Die Menge S aus (111.6.2) sei
nicht leer und beschrinkt. Fir die Barriere-Funktion B gelte

lim B'(t) = 0.

t—00
Dann besitzt das Hilfsproblem (I111.6.3) fir jedes p > 0 und jedes d €
(R%)P eine Optimallosung x(p, d) und es gilt

lim inf{||:c* —z(Ap, Ad)|| : x*ist eine Optimallosung
A—=04 x*

von (IIL6.1), (111.6.2)} = 0.
Satz I11.6.12 fiihrt auf Algorithmus I11.6.3.

Algorithmus IT1.6.3 Barriere-Verfahren fiir konvexe Optimierungs-
probleme

Gegeben: Konvexe Funktionen f, fi, ..., f,, affine Funktionen f,.,,
..+, fm, Barriere-Funktion B, Vektor x € R™ mit f;(z) = 0 fiir
p+1 <5 < m, Parameter u, Toleranz ¢ > 0

Gesucht: Minimum z von f in S

1: e<— 00
2: while e > ¢ do
3: d < Vektor in (R} )P mit fi(x) < d; fir 1 <i<p

4: A <= Zahlin (0,1) mit f;(x) < Ad; fuir 1 <i<p

5: y  argmin{®(z, p,d) :x € R", , fj(x) =0, p+1<j<m}
> Liniensuche mit Startwert x

6: e« |r—yl,zey

7. end while

II1.7. SQP-Vefahren

Wir betrachten wieder das Problem (I11.4.1) (S. 137) aus §II1.4.
GeméiB Satz I11.4.10 (S. 142) ist eine notwendige Bedingung fiir ein
lokales Minimum x* die Existenz eines Lagrange-Multiplikators y*, so
dass die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (II1.3.3) (S. 134)

Df(z*) + Y _y;Dfi(z*) =0,
=1

filz)y; =0, 1<i<p,
fi(z*) =0, p+1<j<m,
filz") <0, 1<i<p,
y; 20, 1<i<p
erfiillt sind. Die Gleichungsnebenbedingungen kénnen wir in der Form
O(z",y") =0
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schreiben mit ® : R* x R™ — R™ x R™ und

Df(x) + Z yiDfi(z)
ylﬁx)
Ul (@)

for1()

()

Falls f und die f; zweimal differenzierbar sind, folgt sofort
D3L(zy) Dfi(z) ... Dfp(x) Dfps1(z) ... Dfm(x)
nDfi(z) fi(z)

D(I)(-T,y) = pr).”p(m) ‘ fo(@)
Dfpti(z) 0

. 0 .
D fn () 0

mit

D2L(z,y) = D*f(z) + Zyiszxx)-

Unter den Voraussetzungen von Satz II1.4.12 (S. 143) kann man
zeigen, dass D®(z*, y*) invertierbar ist. Daher liegt der Versuch nahe,
eine Losung von ®(x,y) = 0 mit dem Newton-Verfahren zu bestimmen.
Neben den bekannten Problemen des Newton-Verfahrens stellt sich hier
zusitzlich die Schwierigkeit, dass die Ungleichungsnebenbedingungen
fi(x) <0, y; > 0 fiir 1 <4 < p zu erfiillen sind. Dies kann man bei
naiver Anwendung des Newton-Verfahrens nicht erwarten. Daher wird

der Newton-Schritt modifiziert.

Um diese Modifikation zu beschreiben definieren wir die Funktion

U R x R™ x RPY™™ & R™ x R™ durch

A Dfi(z) ... Dfp(x) Dfpti(z) ... Dfm(x)
viDfi(z) fi(x)

\I’(QT, Y, A) = pr}p(x) ' fo(@)

Dfpyi(z) 0
: 0 -
D fm(z) 0
Dann ist

D®(x,y) = U(x,y, D;L(z,y))
und der iibliche Newton-Schritt hat die Form
U (. yi, DIL(zk, Y1) (ﬁ;ﬁ:) = —O(2k, Yi)
T = 11, + Axy,
Yk+1 = Yk + Ay
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Die Modifikation des Newton-Schrittes besteht nun in folgendem An-
satz

\Ij(xkzvyk—&-l, Diﬁ(ﬂﬁk, yk)) (ﬁ;:) = —Cb(xk,yk)
Tpe1 = Tp + Axy,
Y1 = Y + Ay
Ykt1,i > 0 1<:<p
filwy) + D fi(xgp) Az <0 1<i<p.
Es sind also die Ungleichungsnebenbedingungen hinzugekommen und
U(zg, Y, D2L(2r, yx)) ist durch (g, ypr1, D2L(xy, yr)) ersetzt. Da-
durch wird (Azg, Ayx) nicht mehr durch ein lineares Gleichungssystem

bestimmt sondern durch ein nichtlineares System.
Um dieses besser zu verstehen, setzen wir zur Abkiirzung

By = DiL(w, i)
und schreiben das nicht lineare System aus:

BiAzy, + Z Ay Dfi(x) = =D f(xy) — Z Yr,i D fi(r)

i—1 —
Yk+1,i D fi(xr) Axy, + filxr) Ayr = —yrifi(xr) 1<:i<p
Dfi(xp) Az, = —fi(xy) p+1<j<m

bzw.
Df(xy) + BrAzg + Y ypsriDfi(ar) =0
i=1
Yr+1 [fi(xk) + Dfi(zp)Azp| =0  1<i<p
fi(ze) + Dfj(zr)Az, =0  p+1<j<m.
Zusammen mit den Ungleichungsnebenbedingungen
Y1, >0 1<e<p
filzg) + Dfi(xg) Az, <0 1<i<p

sind dies die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir das Hilfsproblem
1
min{ Df(wy)s + 55'Bys : fi(wy) + Dfi(ai)s <0,1<i <p,

fi(zg) + Dfj(xr)s =0,p+1<j < m}.

(Azy, Ayg) losen die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir dieses
Hilfsproblem. Die zu minimierende Funktion ist quadratisch, die Ne-
benbedingungen sind affin. Dies gab dem Verfahren den Namen Se-
quential Quadratic Programming oder kurz SQP. Es wird durch Algo-
rithmus II1.7.1 realisiert.
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Algorithmus II1.7.1 SQP-Verfahren

Gegeben: Vektoren v € R", y € (R%)? x R™7?, Toleranz € > 0
Gesucht: Minimum z von f in S

1: e < 00
2: while e > ¢ do
33 B+« D2L(z,y)
4: (s,z) < Losung fiir die KKT-Bedingungen des Hilfsproblems
1
min{Df(:U)s + §stBs : filz) + Dfi(x)s < 0,1 <i<p,
fi(@) + Dfj(a)s = 0,p+1<j<m|
b e stz st s,y ytz

6: end while

BEMERKUNG III.7.1. (1) Bei der praktischen Durchfiihrung von
Algorithmus I11.7.1 wird wie bei Quasi-Newton-Verfahren D2L(x,y)
durch eine Approximation B ersetzt.

(2) Ist B = D?L(x,y), konvergiert Algorithmus I11.7.1 lokal quadra-
tisch. Bei geeigneter Approximation von D2L(z,y) ist die Konvergenz
noch linear.

II1.8. Die Simplexmethode von Nelder und Mead

Dieses Verfahren ist nicht zu verwechseln mit dem Simplexalgorith-
mus aus §1.4. Es wird auf allgemeine, nichtlineare Optimierungspro-
bleme angewandt. Sein Name riihrt daher, dass es mit n-dimensonalen
Simplizes arbeitet. Fiir dieses Verfahren existiert keine Konvergenz-
theorie und es konvergiert in der Regel sehr langsam. Dennoch ist es in
der Praxis sehr beliebt, da es sehr einfach ist, wenige Funktionsauswer-
tungen benotigt, ohne Ableitungen auskommt und relativ schnell eine
grobe Approximation des gesuchten Optimums liefert.

Zur Beschreibung der Idee von Algorithmus I11.8.1 betrachten wir
zunéchst das nicht restringierte Problem

min{f(x) : x € R"}.

Wir nehmen an, dass wir n + 1 affin unabhéngige Punkte xg,...,z, €
R"™ kennen. Wir sortieren diese Punkte so, dass

ist. Die Punkte xy,...,z,_1 erzeugen eine Hyperebene, die den R" in
zwei Teilrdume aufspaltet. In dem einen liegt der ,schlechte* Punkt
Z,. Die Hoffnung ist, in dem anderen Teilraum einen besseren Punkt
zu finden. Dazu wird x,, am Schwerpunkt von z, ..., x,_ 1 gespiegelt;
das Ergebnis sei z/,. Falls

fla,) < flan)
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ist, wird x,, durch z], ersetzt. Falls

f@) > f(zn)

ist, ldsst man den Simplex ,schrumpfen®. Falls f(z!) ,;sehr klein* ist,
sexpandiert“ man den Simplex.

BEMERKUNG IIL.8.1. Fiir restringierte Probleme der Form
min{f(z): x € K}

wahlt man zu Beginn von Algorithmus I11.8.1 die Punkte xq,...,x,
in K und ersetzt die Funktionswerte f,., f. bzw. f. durch oo, falls der
betreffende Punkt nicht in K liegt.

I11.9. Globale Optimierung

Alle bisher betrachteten Algorithmen liefern bestenfalls ein loka-
les Minimum. In manchen Anwendungen benétigt man aber ein oder
so gar alle globalen Minima. Diesen Problemkreis nennt man globale
Optimierung.

Alle Algorithmen der globalen Optimierung haben folgende gemein-
same Struktur:

e Untersuche mehrere Kandidaten fiir globale Minima.

e Ersetze gegebenenfalls einen Kandidaten durch das Ergebnis
einer lokalen Suche, d.h. wende einen der bisher betrachteten
Algorithmen mit dem gegebenen Kandidaten als Startndhe-
rung an.

e [teriere gegebenenfalls iiber eine Liste von Kandidaten.

e Store gegebenenfalls Kandidaten.

Dia Algorithmen unterscheiden sich durch

e die Auswahl der Kandidaten,

e die Methoden zur Verbesserung der Kandidaten,
e die Art der Storung,

e den Grad an Zufall,

e den Aufwand fiir die lokale Suche.

Im Folgenden beschreiben wir diese Punkte kurz.

Man unterscheidet zwei Varianten fiir die Wahl der Kandidaten:
deterministisch und zufdillig. Bei der deterministischen Variante iiber-
deckt man die zuléssige Menge S C R™ durch ein gleichméBiges Gitter
(vgl. den linken Teil von Abbildung I11.9.1). Bei der Zufallsvariante
dagegen iiberdeckt man S durch ein Gitter zufélliger Punkte beziiglich
eines gewahlten Wahrscheinlichkeitsmafles wie z. B. der Gleichvertei-
lung (vgl. den rechten Teil von Abbildung I11.9.1). Bei beiden Varianten
konstruiert man gegebenenfalls mehrere Listen von Kandidaten.

In der Regel werden mehrere Varianten zur Verbesserung von Kan-
didaten genutzt:
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Algorithmus II1.8.1 Simplexmethode von Nelder und Mead fiir Pro-
bleme ohne Nebenbedingungen

Gegeben: n + 1 affin unabhéngige Punkte zy, ..., z, € R", Funktion
f, Toleranz € > 0
Gesucht: Minimum von f

1: fori=0,1,...,ndo f; + f(x;) > Initialisierung
2: end for

3: Sortiere die Punkte so um, dass fy < ... < f, ist.

4: d + o0

5:

while d > ¢ don

n

— 1 1 —\2
6 fen—ﬂzofm), 1o 2@ =)
1 n—1 = =
7: C<_ni22$“ Ty 4 20 — Tp, fr < flx,)
8: if fo < f. < f,_1 then > Reflexionsschritt
9: Tp < Ty, fn<_fr
10: end if
11: if f. < fo then > Expansionsschritt
12: Te < 22, — ¢, fo  f(x.)
13: if f. < f, then
14: Ty $— T
15: end if
16: Tp < Tpy fro < fr
17: end if
18: if f. > f.,_1 then > Kontraktionsschritt
19: if f. > f, then
20: Te < 5 (2, +C)
21: else
22: Te 4 2 (2, + ¢)
23: end if
24: Je f(xc)
25: if f. < min{f,, f.} then
26: Ty < e, fnkfc
27: else
28: for:=1,...,ndo
29: XT; < % (.770 + $Z'), fz — f(l‘l)
30: end for
31: end if

32: end if
33: Sortiere die Punkte so um, dass fo < ... < f, ist.
34: end while

e Benutze eine lokale Suche mit einem der in den vorigen Ab-
schnitten betrachteten Verfahren.
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/1IN
/]

N

ABBILDUNG II1.9.1. Deterministisches (links) und zu-
falliges (rechts) Gitter fiir eine zuldssige Menge S

e Store Kandidaten durch die unten beschriebene Technik.
e Akzeptiere mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit eine Vergrofie-
rung der Zielfunktion f. Bei dem sog. simulated annealing

wird z. B. ein Punkt 2/ mit f(z/) > f(z) dem Punkt z mit

Wahrscheinlichkeit e’ 7 vorgezogen. Dabei ist T die sog.

Abkiihlzeit (engl. cooling time), die auf Basis heuristischer Kri-
terien gewahlt und im Laufe des Algorithmus angepasst wird.

e Gegebenfalls werden Kandidatenlisten auch mit Verzweigungs-
techniken (engl. branch and bound) angepasst.

Eine beliebte Storungstechnik geht wie folgt vor:

e Normalisiere alle Punte so, dass ihre Koordinaten durch einen
String mit N Bits dargestellt werden konnen.

e Fiir jeden Kandidaten wéhle zuféllig ein Bit seiner Darstellung
aus und schalte es zufillig um.

Mit dieser Technik kann man leicht Stérungen mit einem groffen Ab-
stand in der euklidischen Norm konstruieren.

BEeIspieL II1.9.1. Fiir N =4 und
r=15=1-24+1-2241-2"+1.2°
sind
?=11=1-2240-22+1-2"+1-2°
und
2 =7=0-2"+1-22+1-2"41.2°
zuldissige Storungen von x, wihrend
T=9=1-22+0-224+0-2"+1-2°
keine zuldssige Storung ist.
Bei der Auswahl der Optimierungsmethode sollte man nie verges-
sen, dass jeder Algorithmus seine Vor- und Nachteile hat und dass

es keinen effizienten universellen Black-Box-Algorithmus gibt, der alle
denkbaren Probleme 16st.






Literaturverzeichnis

[1] K.-H. Borgwardt, Optimierung, Operations Research, Spieltheorie, Birkhduser,
Basel, 2001, Mathematische Grundlagen.
[2] F. Jarre and J. Stoer, Optimierung, Springer, Berlin, 2004.

169






>4, 33

< 13
<r, 141
I, 112
I, 112
@, 21
(,-), 126
AP 126
Ay, 21
AP 126
A, 15

£, 135
GLP, 64
GP, 65
T(W), 74
D(u), 74
H_,119
Hy, 119
K7, 121
K=, 72
K+, 72
LP, 13
LP(P), 14
LP(P), 15
L(S), 141
A, 155
N, 20

P, 14

P, 15

P, 13

P, 15

Sy, 141
T(S;x), 137
aff(S), 17
a, 72

b, 15
cone(A), 126
conv(S), 117
S(W), 74
deg(v), 74

Index

171

w, 72
Ty, 21
z, 15
z(J), 21

Abkiihlzeit, 167

Abstiegsverfahren, 110

Adjazenzmatrix, 73

affin, 17

affine Dimension, 17

affine Dimension einer Menge, 17

affine Menge, 17

Algorithmus von Dijkstra, 80

Algorithmus von Floyd-Warshall, 84

Algorithmus von Ford-Fulkerson, 89

Algorithmus von Moore-Bellman, 84

allgemeines Penalty-Verfahren, 153

Anfangsknoten, 72

Anfangspunkt eines Weges, 75

Armijo-Liniensuche, 115

Auffinden eines Kreises in einem
Graphen, 82

aufspannender Baum, 76

augmented Lagrangian, 155

augmentierender Weg, 86

augmentierender Zyklus, 96

augmentierendes Netzwerk, 98

barrier function, 159

Barriere-Funktion, 159

Barriere-Verfahren fiir konvexe
Optimierungsprobleme, 161

Basis, 21

Basislosung, 21

Basisvektor, 21

Baum, 76

benachbarte Basen, 27

benachbarte Knoten, 74

Bestimmung eines kostenminimalen
Flusses mit vorgegebenem Wert,
100



172

branch and bound, 167
Branch and Bound Algorithmus von
Dakin, 65

cooling time, 167

Digraph, 71

Dimension, 17

Dimension einer affinen Menge, 17
diskretes Optimierungsproblem, 10
dual zuléssig, 42

dualer Kegel, 126

dualer Simplexschritt, 41

duales Programm, 39

Ecke, 18

eigentlich trennende Hyperebene,
119

eindimensionale Minimierung, 108

einfach zusammenhéngender Graph,
75

einfacher Weg, 75

Endknoten, 72

Endpunkt eines Weges, 75

erganzender Weg, 86

erweiterte Lagrange-Funktion, 155

euklidische Norm, 112

exakte Liniensuche, 115

exakte Straffunktion, 155

Extremalmenge, 18

Extremalpunkt, 18

Flusserhaltungsgleichungen, 85

ganzzahliges lineares
Optimierungsproblem, 64
ganzzahliges lineares
Optimierungsproblem in
Standardform, 65
gedampftes Newton-Verfahren, 111
gerichteter Graph, 71
geschlossener Weg, 75
globale Optimierung, 165
globales Minimum, 165
Grad eines Knotens, 74
Gradientenverfahren, 111
Graph, 71

Halbraum, 16, 119
Hesse-Matrix, 107
Hyperebene, 119

induzierter Graph, 76
Innere-Punkt-Verfahren, 58

Inzidenzmatrix, 73
isolierter Knoten, 74

Kante, 71

Kantenmenge, 71

Kapazitat, 84

Kapazitdtsbeschrankungen, 85

Kapazitatsfunktion, 84

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen,
134, 142

Kegel, 125

KKT-Bedingungen, 134, 142

Knoten, 71

Knotenmenge, 71

Komplement, 21

komplementér, 21

konjugierte Gradienten-Verfahren,
112

konvex, 16

konvexe Hiille, 117

Kosten einer Augmentierung, 97

Kostenfaktor, 97

Kostenfunktion, 97

Kreis, 75

Lagrange-Funktion, 135, 143, 155
lexiko-positiv, 33

lexikographischer Simplexschritt, 34
lineares Optimierungsproblem, 10, 13
lokale Suche, 165

lokales Minimum, 107, 165

Mannigfaltigkeit, 138
Matrixnorm, 112
Menge der Nachbarknoten, 74

Nachfolger, 72

Netzwerk, 84

nicht entartete Basis, 26

Nichtbasis, 21

nichtlineares Optimierungsproblem,
10

penalty function, 152
Penalty-Verfahren mit erweiterter
Lagrange-Funktion, 159

polarer Kegel, 126

Polyeder, 16

Problem des kiirzesten Weges, 79
Projektionsverfahren, 146

relatives Inneres, 121
relaxiertes LP, 65
Riickwértsbogen, 86, 96



Sattelpunkt, 135

Satz von Caratheodory, 118

Schattenpreise, 26

schief-symmetrische Matrix, 60

Schlupfvariablen, 14

Schnitt, 74

Schnittebenen-Verfahren, 69

schwach zusammenhéngender
Graph, 75

Seitenfléche, 18

selbst-dual, 60

selbst-duales LP, 60

sequential quadratic programming,

163
Sherman-Morrison-Woodbury-

Formel,

48
Simplex-Anlaufrechnung, 37
Simplexalgorithmus, 26, 37
Simplexform, 15
Simplexmethode von Nelder und

Mead, 165
Simplexschritt, 30
simulated annealing, 167
Skalarprodukt, 126
Slater Bedingung, 131
Sortieralgorithmus, 84
SQP-Verfahren, 163
Standardform, 14
stationédrer Punkt, 107
Straffunktion, 152
strikt komplementér, 61
strikt konvex, 16

strikt trennende Hyperebene, 119

Tableau, 21

Tangentialkegel, 137

Tangentialraum , 138

Test auf Zusammenhang nach
Entfernen einer Kante, 83

trennende Hyperebene, 119

trennender Schnitt, 74

ungerichteter Graph, 72
ungerichteter Weg, 75

Verzweigungstechnik, 167
Vorgénger, 72
vorkonditionierte konjugierte
Gradienten-Verfahren, 112
Vorwiartsbogen, 86, 96

Weg, 75
Wert eines Flusses, 85

INDEX

Zielfunktion, 10

zugeordnetes Tableau, 21
zuldssige Basis, 21

zuléissiger (s, t)-Fluss, 85
Zulassigkeitsbereich, 13, 64
zusammenhédngender Graph, 75
Zyklus, 75

173



	Einleitung
	Kapitel I. Lineare Optimierung
	I.1. Problemstellung
	I.2. Geometrische Grundlagen
	I.3. Algebraische Grundlagen
	I.4. Der Simplexalgorithmus
	I.5. Dualität
	I.6. Sensitivitätsanalyse
	I.7. Innere-Punkt-Methoden

	Kapitel II. Diskrete Optimierung
	II.1. Ganzzahlige Optimierung
	II.2. Grundzüge der Graphentheorie
	II.3. Kürzeste Wege
	II.4. Flüsse in Netzwerken

	Kapitel III. Nichtlineare Optimierung
	III.1. Minimierung ohne Nebenbedingungen
	III.2. Konvexität und Trennungssätze
	III.3. Optimalitätskriterien für konvexe Probleme
	III.4. Optimalitätskriterien für allgemeine Probleme
	III.5. Projektionsverfahren
	III.6. Penalty-Verfahren
	III.7. SQP-Vefahren
	III.8. Die Simplexmethode von Nelder und Mead
	III.9. Globale Optimierung

	Literaturverzeichnis
	Index

