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Motivation

Zur Motivation betrachten wir die Finite Element Diskretisierung
des eindimensionalen Sturm-Liouville Problems

(1) — (Pu) 4+ Qu=Fin (0,1), u(0)=u(l)=0.

Im Vergleich zu der Differenzendiskretisierung aus [16, §I1.4] machen
wir hier die schwicheren Annahmen

F e L*([0,1],R),
Q € C([0,1],R),  min Q(t) >0,
P e C(]0,1],R), orgti% P(t)=p>0.

Dennoch erhalten wir allgemeinere und bessere Fehlerabschatzungen.
Die Finite Element Diskretisierung beruht auf einer geeigneten Va-
riationsformulierung von (1). Zu deren Motivation multiplizieren wir
(1) mit einer Funktion v € C§°((0, 1), R), integrieren das Ergebnis von
0 bis 1 und benutzen partielle Integration fiir die Ableitungsterme. Dies

liefert
1 1 1
—i—/ (Pu’)v’—i—/ Quu
0 0 0

/Ova = —/Ol(Pu’)’v + /01 Quv = —Pu'v
_ /OI(PU')U'Jr /01 Quo.

Daher hat eine mogliche Variationsformulierung von (1) die Struktur:

Finde eine Funktion u in einem geeigneten Funktionen-
raum X, so dass fir alle Funktionen v in X der erste
und der letzte Term in obiger Gleichungskette tberein-
stimmen.

Um diesen Ansatz in eine mathematisch fundierte Form zu bringen,
miissen wir zuerst den Raum X sauber definieren. Eine Mindestan-
forderung ist dabei natiirlich, dass die entsprechenden Integrale end-
lich sind. Wegen unserer Annahmen an F';, P und ) und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung bedeutet dies, dass die Funktionen in X
quadrat-integrierbar mit quadrat-integrierbarer Ableitung sein miissen.
AuBerdem miissen die Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 in einem ge-
eigneten Sinn erfiillt sein.
Die folgende Definition prézisiert diese Vorstellungen.
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6 MOTIVATION

DEFINITION 1 (Absolut stetige Funktion; Sobolev-Raum). (1) Eine
Funktion ¢ : [a,b] — R heifit absolut stetig auf [a,b], wenn es zu jedem
e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir jedes endliche System von Intervallen
[ai, bz] mit

a<a <bh<aa<b<..<a,<b,<b und Z(bi—ai)<5
i=1

gilt
Z lo(b;) — @(a;)] < e.
(2) Fiir m € N* ist der Sobolev-Raum H™(a,b) definiert durch
H™(a,b) = {¢ € C"([a,b],R) : ™ ist absolut stetig,
'™ existiert fast iiberall und
™ € L*([a,b],R)} .
Er wird versehen mit der Norm

ol = {isai}é

k=0

o=l = { | W}%,
|so|k—{/}so } FeN.

(3) Ho(a,b) = {p € H'(a,b) : p(a) = p(b) = 0}.

BEMERKUNG 2. (1) Jede absolut stetige Funktion ist gleichmé&Big
stetig. Die Umkehrung gilt i.a. nicht.
(2) H™(a,b) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarproduktt

m ap
-y / HF)(8)
k=0 Y@

(3) Hi(a,b) ist die Vervollsténdigung von C§°((a,b), R) bzgl. |||/,

mit

Fiir den Nachweis, dass die Variationsformulierung von (1) eine
eindeutige Losung besitzt, und fiir die Fehlerabschétzungen der Finite
Element Diskretisierung bendtigen wir das folgende Hilfsresultat.

LEMMA 3 (Friedrichsche Ungleichungen). (1) Zuu € H'(a,b) gebe
es ein t* € [a,b] mit u(t*) = 0. Dann gilt

maxx [u(®)] < (b= )} uly, Jully < (b= a) ul,



MOTIVATION 7
(2) Fiir alle uw € Hy(a,b) gilt
{1+ 0—a)} 2 lully < lul; < lull, .

BEWEIS. ad (1): Fir t € [a, b] folgt mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

u(t)] = [u(t) = u(t”)|

Wegen

folgt hieraus die Behauptung.
ad (2): Die Ungleichung

[ul, < [lull,
ist offensichtlich. Aus Teil (1) folgt
lally = {llullg + luli}2 < {(b—a)* + 1} Jul, . -

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die gesuchte Variati-
onsformulierung angeben und den Begriff einer schwachen Lésung von
(1) einfithren.

DEFINITION 4 (Schwache Losung). Eine Funktion u € Hj(0,1)
heiit schwache Lisung von (1), wenn fiir alle v € H}(0,1) gilt

() /0 (P + Quu) = /O "o,

Unsere Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnittes zeigen die fol-
gende fundamentale Beziehung zwischen schwachen und klassischen
Losungen von (1).

SATZ 5 (Schwache und klassische Losung). Jede klassische Lisung
von (1) ist auch eine schwache Lisung. Umgekehrt ist jede zweimal
stetig differenzierbare schwache Lésung von (1) auch eine klassische
Lésung.

BEMERKUNG 6 (Regularitét). Satz 5 zeigt, dass in geeignetem Sin-
ne die Probleme (1) und (2) dquivalent sind. Eine Aussage der Form
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,Jede schwache Losung von (1) ist aus C? (und damit
klassische Losung).“

nennt man einen Regularitdtssatz. Fiir Sturm-Liouville Probleme kann
man derartige Siatze aus dem Regularitéitssatz [16, Satz 1.1.16] fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen ableiten. Fiir partielle Differential-
gleichungen ist der Beweis von Regularitiatssitzen wesentlich aufwén-
diger und erfordert zusétzliche Annahmen an das Gebiet, vgl. [16, Bei-
spiel I11.1.12].

Der folgende Satz zeigt, dass (1) eine eindeutige schwache Losung
besitzt.

SATZ 7 (Schwache Losbarkeit des Sturm-Liouville Problems). Pro-
blem (1) besitzt eine eindeutige schwache Lisung. Diese ist das eindeu-
tige Minimum des Funktionals

1 1 1
Hg(o,l)azwé/ {Pu’2+Qu2}—/ Fu.
0 0

BEWEIS. Wir wenden den Satz von Lax-Milgram, Satz I.1.1 (S. 15),
an mit X = H3<07 ]-)7 ||||X = ||1 und

B(u,v):/ol{Pu’v’—l—qu}, E(v):/ol Fu.

Die Symmetrie und Bilinearitdt von B und die Linearitdt von ¢ sind
offensichtlich. Die Stetigkeit von B und ¢ folgt aus unseren Annahmen
an P, Q) und F, der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 3.
Die Koerzivitdt von B schliellich folgt aus

1
B> [ Pl plaf} O
0

Fiir die Diskretisierung von Problem (1) ersetzen wir in (2) den
Raum H}(0,1) durch einen endlich dimensionalen Unterraum X7. Das
Céa-Lemma, Satz [.1.2 (S. 17), zeigt dann, dass das diskrete Problem
eine eindeutige Losung uy hat und dass der Fehler |u —uy|; durch

die Approximationsgiite in)f( |u — vr|, bestimmt wird. Der Satz von
vreXT

Aubin-Nitsche, Satz 1.1.5 (S. 18), mit H = L?(0, 1) schlieBlich liefert
fiir die L2-Norm des Fehlers eine (hoffentlich) verbesserte Abschitzung.

Die Funktionen in X7 sollen stiickweise Polynome sein. Die Forde-
rung X7 C H}(0,1) und die Definition 1 von H}(0, 1) implizieren, dass
diese Funktionen stetig sein miissen. Dieser Ansatz fiithrt auf folgende
Definition.

DEFINITION 8 (Finite Element Rdume). Sei T = {[; : 0 < j < n}
mit [; = [tj,tj41] und 0 =t < t; < ... < t,41 = 1 eine Unterteilung
von [0, 1] in n + 1 Teilintervalle. Setze

hj = tj-i-l — tj, 0 S] S n, und h = 012]&;21 hj.
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Fir £ € Nund m € N sei
SEUT) = {90 [0,1] - R: 90|Ij eP,V0<j < n},
Shm(T) = S5Y(T) N C™([0, 1], R),
Sy°(T) = {p € S*T) 1 p(0) = (1) = 0}
Dabei bezeichnet P, den Raum der Polynome vom Grad < k.

BEMERKUNG 9. (1) S™(T) = R fiir alle m € N.
(2) SH™(T) c H™(0,1) fiir alle k € N*, m € N.
(3) dim S*°(T) = (n+1)(k—1)+n+2, dim Sg°(T) = (n+1)(k—1)+n.
(4) Die Funktionen in S*™(T) heiflen (eindimensionale) Finite Elemen-
te. Ist speziell m = k — 1, so spricht man auch von Splines, vgl. [15

§1.3).

Nach Wahl eines Polynomgrades k € N* lautet die Finite Element
Diskretisierung von (1):

Finde ur € SY°(T), so dass fiir alle vy € SYO(T) gilt

1 1
(3) /0 {Purv + Quyvr} = /0 Fur.

Problem (3) ist ein lineares Gleichungssystem mit (n + 1)(k — 1) +n
Gleichungen und Unbekannten. Die Matrix dieses LGS, die sog. Sys-
temsteifigkeitsmatriz oder kurz Steifigkeitsmatriz, ist wegen der Sym-
metrie und Koerzivitiat der Bilinearform B symmetrisch positiv definit.
Das LGS kann daher mit einer Cholesky Zerlegung [15, Algorithmen
IV.2.3, IV.2.4] oder, insbesondere fiir groie n, mit einem CG-Verfahren
[15, Algorithmus 1V.7.2] gelost werden.

tica tic1r ti liyn tive tio1 1y ity

ABBILDUNG 1. Die Basisfunktionen v; und w;

BEISPIEL 10 (Lineare und quadratische Basisfunktionen). (1) Es
ist
SY(T) = span{vy, ..., v,}
mit
0 fir t <t; , odert >t;1
vi(t) = t;t—j fiir ;1 <t <t

—t+t; ..
h—iH fir ¢; <t <t
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(vgl. Abbildung 1). Dann ist (3) dquivalent zu

tit1 tit1
Fv;, = Qusu
ti—1 ti—1

1 b
h’?—l ti—1
1
h2

Approximiert man die Integrale durch

tit1
t

i

DO | —

tit1
/ Fv; ~ —(h;—1 + h;)F; (Trapezregel)
ti—1

tit1
/ Quju ~
ti—1

tiopt1
/ P~h;_,P_, 1 (p=0,1) (Mittelpunktsregel)

t

(hi—1 + hi)Qiu; (Trapezregel)

N —

i—p
und wahlt man h; = h = n+r1 fiir alle 1 <17 < n, so erhilt man bis auf
Skalierung mit dem Faktor h die Differenzendiskretisierung aus [16,

§11.4).

(2) Es ist
SEV(T) = span{vy, ..., v, wo, ..., Wy}
mit vy, ..., v, wie in Teil (1) und
0 fur ¢ S tz oder ¢ Z tz’—&—l
wl(z) - 4(t—ti)§f2i+l—t) fiir t<t< tz’+1

(vgl. Abbildung 1). Die Matrix des LGS (3) hat nun die Form

- (3, 4

@7 \Aly Age)”
wobei Ay die Matrix von (3) zu S™°(T) ist und Agg diagonal ist.
Spaltet man den Losungsvektor und die rechte Seite entsprechend auf,

hat (3) die Form
ALQ AQQ uQ JQ

und ist somit dquivalent zu
[AL — ALQAélQAgQ]uL = fL — ALQAélQFQ
ug = Agolfo — Alqurl.
Man muss also wie in Teil (1) effektiv nur ein LGS der Gréfie nxn lésen,

wobei die Matrix wieder symmetrisch, positiv definit und tridiagonal
ist.
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Als niichstes schiitzen wir die Approximationsgiite von S&°(7) in
H}(0,1) ab.

SATZ 11 (Approximationsfehler). Seiu € H*1(0,1)NHL(0,1) mit
k € N*. Dann gilt

inf  |u—vr|, < Bl .
vreSy(T) ' e

BEWEIS. Fiir 0 <7 < n sei L, das Lagrangesche Interpolations-
polynom von u zu den Knoten ¢; 4 %hi, 0 <j < k. Setze

Dann ist v3 € Sy°(T). Aus dem Satz von Rolle folgt fiir 0 < i < n
und 0 < p < k, dass (u— v3)® in I; mindestens k + 1 — u Nullstellen
hat. Wegen Lemma 3 ist daher

|u—v;—|u7hShi|u—v*T|M+Mi VO<i<n,0<pu<k.
Da (vi-)*+1) auf jedem I; verschwindet, folgt hieraus durch Induktion
lu — U:Hl,fi < hf |U|k+1,1i Vo<i<n
und damit die Behauptung. (|
Satz 11 liefert zusammen mit den abstrakten Sétzen 1.1.2 (S. 17)

und I.1.5 (S. 18) folgende Fehlerabschétzung fiir die Diskretisierung (3)
von Problem (1).

SATZ 12 (A priori Abschétzung). Seien v € HJ(0,1) die eindeutige
schwache Losung von (1) und uyr € Sg°(T) die eindeutige Lisung von
(3). Weiter sei u € H**1(0,1). Dann gilt

k
max [u(t) — ur(t) < fu = urly < cih ful,

mit ¢y = 2p~! max{|| Pllco , [Qllco}-
Besitzt zusdtzlich (1) fiir jede rechte Seite p € L2([0,1],R) eine ein-
deutige schwache Léisung u, € Hy(0,1) N H?(0,1) mit

|uply < callelly,
so gilt weiter
lu —urlly < esh™ " fulyy,
mit cg = 4cop™! max{|[Pl|co . |Qllco}*.
BEMERKUNG 13. (1) Im Vergleich mit [16, Satz I1.4.2] kommt Satz
12 mit wesentlich schwécheren Regularitdtsannahmen aus. Dies ist fiir

die Ubertragung auf partielle Differentialgleichungen ein groBer Vorteil.
(2) Die Konstante ¢, kann grob abgeschétzt werden durch 3p~? max{1,

[Pl 1@l o}
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Satz 12 liefert keine Aussage iiber die tatséichliche Grofie des Feh-
lers und seine Verteilung. Dies leisten nur sog. a posteriori Fehler-
abschitzungen, die zusammen mit adaptiven Gitterverfeinerungen fiir
die effiziente Diskretisierung partieller Differentialgleichungen unab-
dingbar sind.

SATZ 14 (A posteriori Abschitzung). Seien u € HJ(0,1) die ein-
deutige schwache Losung von (1) und uy € Sg’O(T) die eindeutige
Lésung von (3). Dann gilt

um ], < {zn;}
=0

SIS

mat
;= hy |[F'+ (Puy) = Qurlly,, -

BEwEIS. Wir benutzen die Bezeichnungen des Beweises von Satz 7
und setzen zur Abkiirzung e = u — ur. Bezeichne mit I+ : H}(0,1) —
Sé ’O(’T) den Operator, der jeder Funktion ihre stetige, stiickweise linea-
re Interpolierende in den Punkten ¢y, ..., t,11 zuordnet. Einsetzen von
v = Ire in (2) und von vy = Ire in (3) und Subtraktion der resultie-
renden Gleichungen liefert dann die sog. Galerkin Orthogonalitéit

Ble, Ie) = 0.
Daher ist
p le> < Ble,e) = B(e,e — Ire) = {(e — Ire) — B(ur,e — Ire).

Hieraus folgt durch partielle Integration auf den Teilintervallen I;, 0 <
Jj <mn, wegen (e — Ire)(t;) =0 firalle 0 <i<n+1

l(e — Ire) — B(ur,e — Ite)

= Z/I{F(e — Ite) — Pulr(e — Ire) — Qur(e — Ie)}

=3 [P+ (Pup = Qurle— Ire).

Aus dem Beweis von Satz 11 ergibt sich fiir jedes Teilintervall /;
le — ITeHo,Ij < hy ‘eyuj :

Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

plel; < Z/ {F + (Puy) — Qurl(e —Ire) <Y njlel, ;.
j=0 71 =0

n 3
- {zn;} el .
=0



MOTIVATION 13

BEMERKUNG 15. (1) Mit etwas technischem Mehraufwand kann
man zeigen, dass gilt

nj < |lu—urly; +HOT, V0<j<mn,

wobei HOT fiir einen explizit berechenbaren Term hoherer Ordnung
bzgl. n; steht.

(2) Die Grofle n; nennt man einen residuellen Fehlerindikator. Sie kann
bei bekanntem s explizit berechnet werden und gibt somit eine leicht
berechenbare Schranke fiir den Fehler.

(3) Man kann die GroBen 7); wie folgt zur automatischen Gitteranpas-
sung benutzen:

(i) Wéhle ein grobes Gitter Ty = {]](0) :0<j <ng}. Setzem = 0.
(ii) Lose das diskrete Problem zu T, und berechne damit die ent-

sprechenden Fehlerindikatoren njm), 0 <j<n,,. Setze

(m) — (m)
K og}gifm A

(iii) Falls n™ < ¢ ist, beende das Verfahren. Andernfalls gehe zu
(iv).
(iv) Falls n](m) > ynt™) ist, halbiere das Intervall I](-m). Andernfalls
lasse es unverdndert. Dies bestimmt das néchste Gitter Tp,.1.
Ersetze m durch m + 1 und gehe nach (ii) zuriick.
Dabei ist in (iii) € eine gegebene Toleranz und in (iv) v € (0,1) ein

gegebener Parameter; typischerweise ist v = %

In den folgenden vier Kapiteln behandeln wir Finite Element Ver-
fahren fiir lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
In Kapitel I betrachten wir zunéchst abstrakte Variationsprobleme und
ihre Diskretisierung, fithren dann die Sobolev-Raume ein und geben
ihre wichtigsten Eigenschaften an und nutzen schliellich diese Ergeb-
nisse fiir die Herleitung schwacher Formulierungen elliptischer Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung. In Kapitel II fithren wir die Fi-
nite Element Ridume ein, beweisen ihre Approximationseigenschaften
und leiten so a priori Fehlerabschétzungen fiir die Finite Element Dis-
kretisierung elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung her.
Kapitel III befasst sich mit praktischen Aspekten der Finite Element
Methode: Behandlung gekriimmter Rénder, Berechnung der auftreten-
den Integrale, effiziente Losung der diskreten Probleme, a posterio-
ri Fehlerabschiatzungen, adaptive Gitterverfeinerung und erforderliche
Datenstrukturen. In Kapitel IV schliefSlich behandeln wir kurz nicht-
konforme und gemischte Finite Element Diskretisierungen fiir ellipti-
sche Differentialgleichungen zweiter Ordnung.






KAPITEL 1

Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst abstrakte Variations-
probleme und deren Diskretisierung. Danach fithren wir die Sobolev-
Réume ein und geben einige ihrer wichtigsten Eigenschaften an. An-
schliefend leiten wir schwache Formulierungen elliptische Differential-
gleichungen zweiter Ordnung her und zeigen einige ihrer wichtigsten
Eigenschaften.

1.1. Abstrakte Variationsprobleme

Motiviert durch das einfithrende Kapitel und die schwache Formu-
lierung, Definition 4 (S. 7), des Sturm-Liouville Problems (1) (S. 5),
betrachten wir in diesem Paragraphen abstrakte Variationsprobleme
der Form:

Finde ein uw € X, so dass fir alle v e X gilt B(u,v) = {(v).
Dabei ist X ein Banach-Raum, B eine Bilinearform auf X und ¢ ein
lineares Funktional auf X.

Der folgende Satz sichert unter geeigneten Voraussetzungen die ein-
deutige Losbarkeit derartiger Probleme und charakterisiert ihre Losun-
gen.

Satz 1.1.1 (Satz von Lax-Milgram). Seien (X, ||-||y) ein Banach-
Raum, ¢ € L(X,R) ein stetiges lineares Funktional und B € L*(X,R)
eine stetige Bilinearform. Zusdtzlich sei B symmetrisch, d.h.

B(u,v) = B(v,u) Yu,v € X,
und koerziv, d.h., es gibt ein 5 > 0 mit

B(u,u) > flul% Yue X.
Dann besitzt das Funktional J € C*(X,R) mit

J(u) = %B(u, w) — ¢(u)

ein eindeutiges Minimum u* in X. Dieses ist die eindeutige Losung
von

(I.1.1) B(u*,v) ={(v) YveX.
BEWEIS. 1. Schritt: Offensichtlich ist J € C?(X,R) mit
DJ(u)v = B(u,v) — £(v) Vu,v € X.
15



16 I. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN

Also ist jeder kritische Punkt von J eine Losung von (I.1.1).
2. Schritt: Seien uy,us € X zwei Losungen von (I.1.1). Dann folgt

B(uy —ug,v) =0 Yve X
und wegen der Koerzivitit von B
B ”U1 — UgHi— S B(Ul — U2, U1 — Ug) = 0

Also besitzt (I.1.1) hochstens eine Losung.
3. Schritt: Fiir alle u € X gilt wegen der Koerzivitdt von B und der
Stetigkeit von £

s 2 p 2 1 2
() 2 5 llullx = Ml e el = 7 el = 5 1ellzoom

1

> —— 102 xp)
5 L(X,R)

Also ist J nach unten beschrinkt. Sei
p= ig)f( J(u) e R
und (u,),en eine Minimalfolge, d.h.
p= lim J(uy,).
n—00

Dann folgt fiir n,m € N wegen der Koerzivitit, Symmetrie und Bili-
nearitdt von B und der Linearitdat von ¢
B ||, — um||§( < By — Uy, Upy — Upy)

= B(tn, up) — 2B (U, Up,) + B(tm, tnp)

= 2B(up, Up) + 2B (U, Up) — Bt + Uy, U + Upy)

= 2B (tn, upn) — () + 2B (U, ) — 40(wyy,)

4B (%(“n + ), %(un + “m)> 8t (%(“” ’ um))

=38 {%J(un) + %J(um) —J (%(Un + Um)> }

<38 {%J(un) + %J(um) - p}

— 0.

n,Mm—00

Also ist (uy,)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein u* € X
mit J(u*) = p. Also besitzt J mindestens ein Minimum. Zusammen
mit den Schritten 1 und 2 folgt hieraus die Behauptung. U

Motiviert durch die eindimensionalen Finite Elemente des einfiih-
renden Kapitels betrachten wir abstrakte diskrete Probleme der Form:

Finde ein ur € X7, so dass fir alle vy € X gilt B(uy,vr) = {(vr).
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Dabei ist X7 ein geeigneter endlich dimensionaler Unterraum von X.
Die diversen Finite Element Diskretisierungen unterscheiden sich dann
u.a. in der Wahl der diskreten Rdume X7

Satz [.1.1 angewandt auf einen solchen Raum Xy liefert sofort die
eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems und fiihrt es auf ein dqui-
valentes endlich dimensionales System linearer Gleichungen zuriick. Der
folgende Satz zeigt, dass der Fehler zwischen den Lésungen der Varia-
tionsprobleme in X und in X7 bestimmt ist durch die Approximati-
onsgiite des Raumes X7 C X. Diese Grofle ist unabhéngig von den
Formen B und ¢ und damit von der speziellen Differentialgleichung.
Daher erhalten wir mit dem folgenden Satz Fehlerabschétzungen fiir
eine ganze Klasse von Differentialgleichungen und Diskretisierungen.

SATZ 1.1.2 (Céa-Lemma). Die Voraussetzungen und Bezeichnungen
seien wie in Satz 1.1.1. Setze zur Abkiirzung

B = ||B||£2(X,R) :

Sei X7 C X ein endlich dimensionaler Unterraum von X. Bezeichne
mit u € X und ur € X7 das eindeutige Minimum von J in X bzw.
X7. Dann gilt

B
[.1.2 — < — inf — .
(112) Ju—urlly <5 g u=vrll

BEWEIS. Wegen Satz 1.1.1 besitzt J ein eindeutiges Minimum us
in X7. Dieses ist charakterisiert durch

(1.1.3) B(UT, UT) = f(UT) Yor € Xr.
Aus (L.1.1) und (I.1.3) folgt wegen der Bilinearitidt von B die sog. Ga-
lerkin Orthogonalitdt
(I.1.4) B(u —ur,vyr) =0 Yvr e Xr.
Hieraus ergibt sich fiir jedes v+ € X7 wegen der Koerzivitit von B
Bllu—urly < Blu—ur,u—ur)
= B(u —ur,u—v7) + B(u — ur,vr — ur)
= B(u — ur,u—vr)
< Bllu —ur|x lu —vrl 5 -
Da v7 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. Il
Wie bei dem Sturm-Liouville Problem wird bei den Anwendungen
der folgenden Abschnitte |||, in der Regel die H'-Norm oder eine
dhnliche Norm sein. Wie bei dem eindimensionalen Problem wollen
wir aber hiiufig auch Fehlerabschiitzungen in der L?-Norm oder einer

vergleichbaren Norm herleiten. Dazu benotigen wir den Begriff der ste-
tigen Einbettung.
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DEFINITION I.1.3 (Stetige Einbettung). Seien (X, ||-||y) und (Y,
l|I-|ly) zwei normierte Vektorraume. Dann heifit X stetig eingebettet in
Y, kurz X — Y, wenn X C Y und die kanonische Injektionz: X — Y
stetig ist.

BEMERKUNG [.1.4 (Normvergleich bei stetiger Einbettung). Gilt
X — Y, so folgt aus der Definition der Stetigkeit fiir lineare Opera-
toren, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit |||, < c|p]y fiir alle
p e X.

Der folgende Satz zeigt, dass wir unter bestimmten Bedingungen
die Abschétzung von Satz [.1.2 verbessern konnen.

SATZ 1.1.5 (Satz von Aubin-Nitsche). Zusdtzlich zu den Vorausset-
zungen der Sdtze 1.1.1 und 1.1.2 sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarpro-
dukt (-, -) 5 und Norm |||, derart, dass X — H und bzgl. ||-|| dicht
ist in H. Fiir jedes ¢ € H bezeichne u, € X die eindeutige Losung von

(I.1.5) B(v,u,) = (¢, v)y YveX.
Dann gilt
(L1.6)  Nu—urlly <Bllu—-urlx swp  inf Jluy —orfly.

pe;||lpllgp=1vreXT

BEWEIS. Wegen X — H definiert jedes ¢ € H durch v — (¢, v) 4
ein stetiges lineares Funktional auf X. Wegen Satz [.1.1 besitzt somit
(L.1.5) eine eindeutige Losung u, € X. Aus (I.1.5) und (I.1.4) folgt fiir
beliebiges ¢ € H und beliebiges vy € X+

(u—ur, @)y =Blu—ur,uyp)
= B(u_ Ur, Uy — U’T)
< Bllu —urllx lug —vrllx -

Da wegen der Dichtheit von X in H

v —url ;= sup (u—ur, o)y
peH; el g=1
ist, folgt hieraus die Fehlerabschétzung. U

In den néchsten Paragraphen werden wir u.a. Konvektions-Diffu-
sionsgleichungen betrachten. Deren Variationsformulierung und Finite
Element Diskretisierung passt nicht in den Rahmen der Satze 1.1.1,
[.1.2 und I.1.5, da die zugehorige Bilinearform B nicht mehr sym-
metrisch ist. Der folgende Satz zeigt, dass die analytischen Probleme
(I.1.1) und (I.1.5) und das diskrete Problem (I.1.3) nach wie vor ein-
deutig 16sbar sind und dass die Fehlerabschatzungen (1.1.2) und (1.1.6)
giiltig bleiben. Allerdings konnen wir wegen der fehlenden Symmetrie
von B die Losungen von (I.1.1) und (I.1.3) nicht mehr als Minimum
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des Funktionals J charakterisieren. Zudem brauchen wir eine zusétzli-
che Bedingung an den Raum X und miissen fiir die eindeutige Losbar-
keit der analytischen Probleme (I.1.1) und (I.1.5) deutlich schérferes
funktionalanalytisches Geschiitz auffahren.

SATZ 1.1.6 (Koerzive, nicht symmetrische Bilinearform). Die Vor-
aussetzungen der Sdtze 1.1.1, 1.1.2 und 1.1.5 seien bis auf die Symme-
trie der Bilinearform B erfillt. Zudem sei X reflexiv. Dann besitzen die
Probleme (1.1.1), (1.1.3) und (1.1.5) fiir jedes ¢ € L(X,R) bzw. ¢ € H
eine eindeutige Losung u € X, ur € X7 und u, € X und es gelten die
Fehlerabschdatzungen (1.1.2) und (1.1.6).

BEWEIS. Im Beweis der Satze 1.1.2 und [.1.5 haben wir die Koerzi-
vitdt von B, nicht aber die Symmetrie ausgenutzt. Daher miissen wir
nur die eindeutige Losbarkeit der Probleme (I.1.1), (I.1.3) und (I.1.5)
zeigen.

Betrachte zunéchst das diskrete Problem (I.1.3). Dieses ist ein endlich
dimensionales lineares Gleichungssystem mit genauso vielen Gleichun-
gen wie Unbekannten. Wegen der Koerzivitdt von B besitzt das zu-
gehorige homogene Problem nur die triviale Losung. Daher ist (I1.1.3)
fir alle £ € L(X,R) eindeutig 16sbar.

Betrachte als néchstes das analytische Problem (I.1.1). Wegen der Koer-
zivitét von B besitzt (I.1.1) hochstens eine Losung. Weiter definiert B
durch die Vorschrift (Lu)(v) = B(u,v) eine lineare Abbildung von X in
seinen Dualraum X* = £(X,R), die wegen der Stetigkeit von B eben-
falls stetig ist. Wegen der Koerzivitdt von B gilt S ||ully < [|Lul .
fiir alle w € X. Daher ist L injektiv und das Bild R von L ein abge-
schlossener Unterraum von X*. Wire R # X* gébe es wegen des Satzes
von Hahn-Banach [17, Korollar I11.1.8] und der Reflexivitit von X ein
Element vy € X mit (Lu)(vg) = B(u,vy) = 0 fiir alle u € X.! Dies ist
ein Widerspruch zur Koerzivitiat von B. Also ist L auch surjektiv und
damit (I.1.1) eindeutig losbar.

Die eindeutige Losbarkeit von Problem (I.1.5) schliefllich folgt ganz
analog mit dem adjungierten Operator L* mit (L*u)(v) = B(v,u) an
Stelle von L.

BEMERKUNG [.1.7 (inf-sup Bedingung). Die Koerzivitéit der Bili-
nearform B kann zu der sog. inf-sup Bedingung

B
0<p< inf  sup M
ueX\{0} veX\{0} Jullx [[v]l x

abgeschwicht werden. Wegen

¢
x« = Sup [4(w) Vi e X*
vex\(oy [l x

1]

1Fiir einen Hilbert-Raum ist vg = w— Prw mit w € X\ R und der orthogonalen
Projektion Pr auf R.
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impliziert sie ndmlich fiir obigen Operator L

g HUHX < HLU| X Yu € X.

Hieraus folgt dann wieder die Injektivitdt von L und die Abgeschlos-
senheit seines Bildes. Die inf-sup Bedingung ist fiir sog. Sattelpunkts-
probleme von besonderer Bedeutung (vgl. §1V.3 (S. 120)).

BEMERKUNG 1.1.8 (Allgemeine Diskretisierungsverfahren). Wir be-
trachten allgemeine Diskretisierungsverfahren Lju;, = f, fiir abstrakte
lineare Probleme Lu = f wie in [16, §II1.2]. Dabei ist L : X — Y
eine nicht notwendig stetige lineare Abbildung zwischen zwei Banach-
Raumen (X, ||-||) und (Y, [||ly) und Ly : X; — Y} eine automatisch
stetige lineare Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen Banach-
Réumen (X, [|-[|x, ) und (Ya, |||y, ). Die unendlich dimensionalen und
die endlich dimensionalen Raume sind durch Restriktionsabbildungen
Rx, : X = X, und Ry, : Y — Y} verkniipft. Zusétzlich wird ein
Fortsetzungsoperator Iy, : X, — X in einen Banach-Raum (X, ||-|| %)

mit einer schwicheren Topologie als X und X C X betrachtet, der
Fehlerabschétzungen in der h-unabhéngigen Norm ||-|| ¢ erlaubt.

Die Variationsprobleme dieses Abschnittes und ihre Diskretisierungen
passen wie folgt in diesen Rahmen. Es ist Y = X* der Dualraum von
X, L ist wie im Beweis von Satz [.1.6 definiert durch (Lu)(v) = B(u,v),
Y}, = X ist der Dualraum von X, = X7 und Lj, ist die Restriktion von
L definiert durch (Lpup)(vy) = B(up,vy) fur alle uy, v, € X;,. Wegen
X7 C X kann fiir Iy, die kanonische Injektion gewéhlt und Ry, als die
kanonische Restriktion (Ry, £)(vs,) = ¢(vy,) definiert werden; Rx, hingt
vom Diskretisierungverfahren ab und ist in der Regel ein Interpolations-
oder Quasi-Interpolationsoperator (vgl. (I1.2.1) (S. 41) und Definition
I11.3.1 (S. 82)). Ublicherweise ist X der Raum H aus dem Satz von
Aubin-Nitsche 1.1.5. Aus der Koerzivitiat von B bzw. der inf-sup Bedin-
gung aus Bemerkung 1.1.7 folgt die Stabilitét ||L;* Hc(Yh X S f~L Aus

der Stetigkeit der Bilinearform B folgt die Konsistenzfehlerabschétzung
|Ln Ryt — Ry, Lully, < B[ Ryu— ull .

1.2. Sobolev-Riume

Im Folgenden bezeichnet Q@ C R? d > 1, stets eine offene, be-
schrankte Menge, p € [1,00) einen Lebesgue-Exponenten mit dualem
Exponenten p’ € (1, o¢], zla + z% =1, und o € N? einen Multiindex mit
la] = a1+ ... 4+ ag und

|al
D 0 prid Vo € Ol ().

LA T e

Da ) beschrinkt ist, gilt LP(Q2) C L'(Q2), und die kanonische Injektion
ist stetig. Aus dem Gaufischen Integralsatz folgt fiir alle ¢, € C§°(£2)
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und alle o € N¢
oy — |l a
(1.2.1) /Qw = (=1) /w

Gleichung (1.2.1) motiviert die folgende Definition der schwachen Ab-
leitung. Dieser Begriff verallgemeinert denjenigen der klassischen Ab-
leitung.

DEFINITION 1.2.1 (Schwache Ableitung). Seien ¢, € L'(Q) und
a € N Dann heiit 1 die a-te schwache Ableitung von ¢, kurz ¢ =
D%p, wenn fiir alle p € C3°(Q) gilt

/Q@DO‘,OZ (—1)'“'/91#/)-

BEMERKUNG 1.2.2 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). (1) Die
a-te schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig im Sinne von
L'-Funktionen.

(2) Ist p € C1(Q), so stimmen die a-te schwache Ableitung und die
klassische a-te Ableitung iiberein.

BEWEIS. ad (1): Seien ¢, 1,1y € L' () mit
1)l / bip = / pD%p = (1) / ap  Vp € CF°(9).
Q Q Q

Dann gilt
[wi—vap=0 wecr@)
Q

Da C§°(Q) dicht ist in L*(Q), folgt 1y = 1, fast iiberall.
ad (2): Folgt aus dem Gaufischen Integralsatz (vgl. (1.2.1)). O

BEISPIEL 1.2.3 (Schwach, aber nicht klassisch differenzierbare Funk-
tion). Sei 2 = (—1,1) und ¢(z) = |z|. Dann ist ¢ im Sinne von Defi-
nition [.2.1 differenzierbar und die Ableitung ist

-1 fir —1<x<0,
¢<x>_{1 fir 0 <z < 1.

Denn fiir alle p € C°°( gllt

—
0

= ©(0)p(0 —s@-)p(—l)+/p

—M@M@+wﬂh@%:lp

1

= - wpa

-1

da p(£1) = 0 ist.
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Mit Hilfe der schwachen Ableitung definieren wir die Sobolev-Réu-
me. Sie verallgemeinern die klassischen C*(Q)-Rdume und sind ein un-
verzichtbares Hilfsmittel fiir die Variationsrechnung (vgl. §1.3), auf der
die Finite Element Methoden aufbauen.

DEFINITION [.2.4 (Sobolev-Riume W#*?(Q)). (1) Fiir k € N und
p € [1,00) definieren wir den Sobolev-Raum W"P(£2) und seine Norm
[ cuxch

WkP(Q) = {p € LP(Q) : D¢ € LP(Q) Y |a| <k},

1/p

lell, =4 D ID%l;

la|<k

ot = { [ w};.

(2) Fiir k € N* definieren wir durch

mit

elep = 2 1D

laf=F

eine Semi-Norm auf W*P(Q) und setzen zur Abkiirzung |-, , = |||,

(3) Ist speziell p = 2, so schreiben wir H*(Q) statt W*?2(Q2) und lassen
den Index p = 2 bei der Norm und Semi-Norm weg.

BEISPIEL 1.2.5 (Unbeschriankte Sobolev-Funktionen). (1) Seien ¢
und 2 wie in Beispiel 1.2.3. Dann gilt ¢ € Wh?(Q) fiir alle p € [1, 00).
(2) Seien d > 2, @ = B(0,1) und ¢(z) = |z|° mit s € R, wobei |-| die
euklidische Norm in R? bezeichnet. Dann gilt

Do ()| < |27

und
1
1D%¢l],, ~ / rlmlabppd=1qy < oo
0
— ps—laf)+d—1> -1
d
= s> |a| — —.
p
(3) Sei d = 2, @ = B(0,3) und ¢(z) = In|In(|z|)|. Offensichtlich ist
p e L*Q). Fiir z # 0 und 7 € {1,2} ist

9o _ o
Or; ol In(|z])|
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Hieraus folgt

1z

(%ci

51 177
27?/ — g rdr =2rlim | ——
o r3(Inr)? e=0| Inr] __

2
~ In2’
Also ist ¢ € H'(2). Man beachte, dass |¢(x)| — oo fiir |z| — 0 gilt. So-

mit zeigt dieses Beispiel, dass fiir Raumdimensionen d > 2 Funktionen
in H' im allgemeinen keine Punktwerte besitzen.

SAaTZ 1.2.6 (Eigenschaften der Sobolev-Riume). (1) (W*P(Q),
[[l.,) ist ein Banach-Raum.

(2) C*(Q) ist dicht in WFP(Q).
(3) H*(Q) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(6, ) / Do,

la| <k

BEWEIS. ad (1): Sei ngq = #{a € N¢: |a| < k}. Dann kénnen wir
WEP(Q) vermittels der Abbildung i : ¢ — (D“@)jaj<k mit LP(£2; R™d)
identifizieren. Insbesondere ist dann |||, , = [[i()|| L rrr.ay- Hieraus
folgt sofort die Normeigenschaft von ||-[|, . Sei nun (¢, )nen C W*(Q)
eine Cauchy-Folge. Dann ist (i(@,))nen C LP(2; R™-4) ebenfalls eine
Cauchy-Folge und damit konvergent. Daher gibt es zu jedem a € N?
mit |a| < k ein ¢, € LP(Q), so dass D%p,, in LP(£2) gegen 1, kon-
vergiert. Insbesondere konvergiert D%y, punktweise f.ii. gegen v,,. Fiir
jedes p € C§°(R2) gilt andererseits

(I.2.2) oD% = (—1)‘CYI / D%p,p.
Q Q

Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes konnen wir in (1.2.2) den
Grenziibergang n — oo durchfithren und erhalten

/z/JODO‘p: lim /ganap— lim ( |°“/Do‘g0 P
w n—oo TL_>OO

_q)lel /Q%p'

Also ist ¥, die a-te schwache Ableitung von v, und (p,),en konver-
giert in W*P(Q) gegen 1.

ad (2): Kopiere den Beweis von ,,C*°(£2) ist dicht in LP(€2)“.

ad (3): Offensichtlich ist (-, -), bilinear und ||¢[|} = (¢, ¢),. Damit
folgt die Behauptung aus Teil (1). 0

Im Folgenden werden wir héufig Funktionen begegnen, die stiick-
weise glatt sind. Der folgende Satz gibt uns ein Kriterium, wann solche
Funktionen in W*P(Q) sind.
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ABBILDUNG [.2.1. Zerlegung von €2 in Teilgebiete

SaTz 1.2.7 (Stiickweise glatte Funktionen). Seien Q, Qo zwei nicht
leere, offene, beschrinkte und disjunkte Teilmengen von 0 mit stiick-
weise glattem Rand und 2 = Q, U Q. Weiter sei p € LP(QQ) so, dass
©la, () ist firi € {1,2} und k > 1. Dann ist p € W*P(Q)
genau dann, wenn ¢ € C*¥1(Q) ist.

BEWEIS. Es reicht, den Fall £ = 1 zu betrachten. Der allgemeine
Fall folgt dann durch Induktion. Sei n die &ulere Normale an 2; und
Js(p) der Sprung von ¢ iiber XX = 9Q; N 982 in Richtung n, d.h.

Js(p)(z) = tl—i}(ﬂ o(x +tn) — tl_ig}r o(r —tn) VreX.

Seien p € C§(Q2) und ¢ € {1,...,d} beliebig. Dann folgt aus dem
GauBlschen Integralsatz

~ea = ea Lo
(’08951 o 908331- O w@xi
0 0
= awﬁ—/ SOPHH—/ agpﬁ‘f‘/ ppn;
Q1 Z; o0 Qo T 002

axlp + / JE pnz
Ist also ¢ € WP(Q), so folgt

/ZJz(go)pni =0 Vpe(C5P(),ie{l,...,d}.
)

Also ist Ju(p) = 0 f.ii. auf X, d.h. aber ¢ € C(Q).
Ist umgekehrt ¢ € C(Q), so verschwindet Js(¢) auf X, und aus obiger
Identitéit folgt ¢ € WP(Q). O

BEMERKUNG 1.2.8 (C§°(£2) nicht dicht in H'(Q)). Gemif} Satz 1.2.6
(2) ist der Raum C*°(Q2) dicht in WH*P(Q). Fiir C5°(Q2) gilt dies aber i.a.
nicht. Betrachte z.B. d = 1, 2 = (0,1) und ¢(z) = 2. Sei p € C{*(Q2)
beliebig. Wegen ¢(0) = p(0) = p(1) = 0 folgt aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

<l = pll; -
Also kann C§°(€) nicht dicht in H'(Q) sein.
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Bemerkung 1.2.8 fiihrt auf folgende Definition.

DEFINITION 1.2.9 (Sobolev-Réume W{7(Q)). WiP(Q), k > 1, ist
die Vervollstdndigung von Cg°(€2) bzgl. [|-[|, HE(Q) = WF(Q).

Wie wir aus [16, §IIL.1] wissen, spielt der Rand von 2 eine we-
sentliche Rolle fiir die Regularitédt der Losungen partieller Differenti-
algleichungen. Dies gilt auch fiir das Randverhalten von Funktionen
in W*P-Riaumen. Die folgenden Definition und Bemerkung prizisieren
diesen Sachverhalt.

Ko

ABBILDUNG [.2.2. links: Lipschitz-Gebiet mit Kegel
Ky; rechts: nicht Lipschitz-Gebiet

DEFINITION 1.2.10 (Lipschitz-Rand). Q hat einen Lipschitz-Rand
bzw.  ist ein Lipschitz-Gebiet, wenn es ein N € N* und offene Mengen
Ui,..., Uy € R? mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) o2 C UlgigN Ui,
(2) Fiir jedes 1 < i < N ist 0Q N U; darstellbar als Graph einer
Lipschitz-stetigen Funktion.

BEMERKUNG [.2.11 (Einheitsnormalenfeld; Kegelbedingung). (1)
Q2 sei ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fast {iberall auf 0€2 das dufere
Einheitsnormalenfeld n zu €.
(2) € habe einen stiickweise glatten Rand. Zudem gebe es zu jedem
7o € 0N einen nicht trivialen Kegel K, mit Basis 2o und Q C R4\ K
(Kegelbedingung). Dann ist €2 ein Lipschitz-Gebiet.

Der folgende Satz charakterisiert die Spuren von W*P-Funktionen,
d.h. ihre Einschrankungen auf den Rand von ).

SATz 1.2.12 (Spursatz). Seien S ein Lipschitz-Gebiet und k € N*,
¢ € {0,...,k — 1}. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung y, :
WHhP(Q) — LP(0S) mit der Eigenschaft
_ 9
~ On’ e

BEWEISIDEE. ([1], [2, §§A5.7, A5.14]) Man zeigt zunéchst, dass die
Restriktionen von C’g‘f.(Rd)—Funktionen auf Q dicht sind in WHP(Q).
Dann fithrt man eine Uberdeckung von 0f2 wie in Definition 1.2.10 ein

und rechnet die Eigenschaft von ~y, auf den Karten 9QNU; fiir C5°(RY)-
Funktionen nach. O

Ye(p) Vo € C*(Q).



26 I. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN

BEMERKUNG [.2.13 (Wk_é_%’p(aQ)—Raume). Die Bezeichnungen
und Voraussetzungen seien wie in Satz [.2.12. Wegen des Satzes vom
abgeschlossenen Bild (engl. closed range theorem) [17, Theorem IV.5.1]
ist ¢ (W*P(Q2)) ein abgeschlossener Unterraum von LP(9S2). Dieser wird
iiblicherweise mit TW* 57 (0§2) bezeichnet. Fiir unsere Anwendungen
sind die Félle f =0 und ¢/ =1 besonders wichtig. Fiir eine alternative
Charakterisierung der Raume W* ™" #7(9) analog zu Definition 1.2.4
mit Q ersetzt durch 09 verweisen wir auf [1].

Der folgende Satz charakterisiert W(f P_Funktionen als die WHP-
Funktionen, die auf dem Rand von 2 in einem geeigneten Sinne ver-
schwinden.

SATz 1.2.14 (Kern des Spuroperators). WaP(Q) = {p € WF(Q) :
Ye(p) =0V0 <l <k —1}.

BEWEISIDEE. ([1], [2, §§A5.7, A5.14]) Da die Abbildungen 7, stetig
sind, ist (Ny<s<p_1 kery, ein abgeschlossener Unterraum von WhP(€),
der C§°(2) enthalt. Hieraus folgt mit Definition 1.2.9 die Behauptung.

Ul

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel.

SaTz 1.2.15 (Friedrichsche Ungleichung). ||-||,.,, und |-[, , sind dqui-
valente Normen auf Wi (Q).

BeweErs. Offensichtlich gilt ||, , < ||, fir alle o € WHP(Q).
Fiir die umgekehrte Abschidtzung wihle R € R so, dass € in dem
Wiirfel B),_ (0, R) enthalten ist. Dabei bezeichnet |-|  die Maximum-
Norm auf R?. Sei o € N¥ mit |a| = k — 1 und ¢ € C°(Q), ¥ = D%p.
Dann ist ¢ € C5°(£2). Wegen 2 C By, _(0, R) folgt fiir beliebiges = € (2
mit der Holderschen Ungleichung

p
’/ pr (y, o, ..., xq)dy
o P
2 — . .
<rp [ 2 |
Integration iiber €2 liefert
Il - / pers e
P
(2R)? / / y,xg,...,xd) dydzx
By (0,R) 0:171
81/1 oy ||°
~ 2R / — 2Ry | &2
ery [ Janl =enr|a]
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Summation iiber alle Multiindizes o € N¢ mit |a| < k — 1 ergibt
|90|£—1,p S Ck'_l |¢|Z,p

mit cx_1 = (QR)p(C]lc!’(Lkd__f))!!. Hieraus folgt

k—1 k—1
lells, = lelh, +> lel, <lelh, + > celell,,
/=0 /=0

< {1 +cCp 1+ Cp1Co+ ...+ Cp_1... clco} |S0’£,p .
Dies beweist die Behauptung, da C5°(2) dicht ist in Wi?(Q). O

BEMERKUNG 1.2.16. Aus Satz 1.2.15 folgt |||, < cx() ]y, fiir
alle ¢ € WJP(Q). Die Konstante ¢ () hingt nur von & und dem Durch-
messer von {2 ab. Eine analoge Abschitzung gilt fiir alle Funktionen,

die auf einem Teil des Randes verschwinden, der positives (d — 1)-
dimensionales Maf$ hat.

Als néchstes wollen wir Teilmengenbeziehungen zwischen W*»- und
L9-Raumen untersuchen. Dazu benotigen wir neben dem Begriff der
stetigen Einbettung, Definition 1.1.3 (S. 18), auch denjenigen der kom-
pakten Einbettung.

DEFINITION 1.2.17 (Kompakte Einbettung). Seien (X, |||y) und
(Y, ||-ly-) zwei normierte Vektorrdume. Dann heiBt X kompakt einge-

bettet in Y, kurz X <> Y, wenn die Einheitskugel By, (0,1) bzgl. der
Norm ||| eine kompakte Teilmenge von Y ist bzgl. der Norm ||-||-.

BEMERKUNG 1.2.18 (Eigenschaften kompakter Einbettungen). (1)
Aus X S Y folgt X < Y.

(2) Ist X <Y und (¢n)neny C X eine beschriankte Folge bzgl. der Norm
l|I|| 5, so besitzt (,)nen eine in Y bzgl. der Norm ||-||,, konvergente
Teilfolge.

SATZ 1.2.19 (Sobolevscher Einbettungssatz). (1) Sei p < d. Dann
gilt WPP(Q) — W*19(Q) fir alle ¢ € [1, dedp] und WHP(Q) <
W) fiir alle q € [1, 25).

(2) Sei p = d. Dann gilt WE?(Q) < W*19(Q) fir alle ¢ € [1,00).
(3) Sei k > ;—;. Dann gilt W*P(Q) < C4Q) fiir alle £ € N mit 0 < { <
k-4

P

BeEwEIs. [1], [2, §§A 5.1, A5.4, A8.2] O

BEMERKUNG 1.2.20. (1) Sei d = 2, p = 2 und Q = B(0; 3). Dann
zeigt Beispiel 1.2.5 (3), dass die Schranke an ¢ in Satz 1.2.19 (2) scharf
ist.

(2) Seid > 3, p=2und Q = B(0; %) Dann zeigt Beispiel 1.2.5 (2),
dass die Schranke an ¢ in Satz 1.2.19 (1) scharf ist.
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(3) Sei p = 2 und d = 2. Dann ist H'(Q) < LY(Q) fiir jedes ¢ € [1, 00).
(4) Sei p = 2 und d = 3. Dann ist H*(Q) <> LU(Q) fiir jedes ¢ € [1,6)
und HY(Q) — L°(Q).

(5) Sei p = 2 und d € {2,3}. Dann ist H?(Q) — C°(Q). Fiir H(Q)-
Funktionen sind Punktwerte dagegen nicht definiert (vgl. Beispiel 1.2.5
(3))-

Der folgende Satz ist ein Analogon der Friedrichschen Ungleichung.

Satz 1.2.21 (Poincarésche Ungleichung). |-|, und ||-||, sind dquiva-
lente Normen auf V = {p € H'(Q) : [, = 0}.

BEwEIS. Wie im Beweis von Satz [.2.15 miissen wir nur zeigen,
dass es eine Konstante C' > 0 gibt mit

(1.2.3) lelly < Clely VeeV.

Wir nehmen an, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es
eine Folge (¢,)neny C V mit

(1.2.4) lonll, =1 ¥neN
und
(1.2.5) Tim[ipn|y = 0.

Wegen Satz 1.2.19 und Bemerkung 1.2.18 (2) gibt es eine Teilfolge
(Vny ) ren von (¢n)neny und eine Funktion ¢ € L*(€) mit

Jim flon, — @l = 0.
— 00

Wegen (1.2.5) konvergiert (¢, )ren sogar in H'(€). Mithin ist ¢ €
H'(Q) und |p|, = 0. Daher ist ¢ konstant. Da V ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H'(Q) ist, gilt aber [, = 0. Also ist ¢ = 0 im
Widerspruch zu (1.2.4). O

BEMERKUNG 1.2.22. (1) Satz 1.2.21 kann fiir H'(Q2) nicht gelten,
da die rechte Seite von (I1.2.3) fiir die konstante Funktion ¢ = 1 ver-
schwindet.

(2) Der Beweis von Satz [.2.21 ist nicht konstruktiv. Mit anderen Tech-
niken kann man zeigen, dass die Konstante C' in (1.2.3) proportional
zum Durchmesser diam(€2) = sup, ,cq |* — y| von € ist. Ist insbeson-
dere Q konvex, ergibt sich C' < 1 diam(€) [13, §3.4].

(3) Analoge Aussagen zu Satz 1.2.21 gelten fiir WHP(Q2) und {¢ €
Whe(Q) : [, =0} mit p € (1,00) [13, §3.4].

I.3. Schwache Lésungen

Im Folgenden ist  C R?, d > 2 eine offene beschrinkte Menge mit
Lipschitz-Rand I' = 9€2 und duflerem Einheitsnormalenfeld n. Wir be-
trachten skalare, lineare, elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung.
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Thre allgemeine Form lautet [16, §II1.1]

(1.3.1) - > g( i ) Zaz —i—ozu-f in 0.

1<4,5<d

Dabei ist f € L*(Q), a € C(Q,R,), a = (aj,...,ay) € C(Q,R?) und
A= (Aij)lﬁi,jﬁd S CI(Q,RdXd) mit A”(,I) = A]Z(ZL') fir alle x € Q,
1<4,7<dund

TA
No = inf inf 0% T(:v)z
zeQ zeRA\{0} 2'Z

> 0.

Spater werden wir die Glattheitsbedingungen an die Koeffizienten o, a
und A abschwéchen. Zur Vereinfachung der Notation sprechen wir im
Folgenden von

e ciner Konvektions-Diffusionsgleichung, wenn «, a und A be-
liebig sind,

e ciner Reaktions-Diffusionsgleichung, wenn a = 0 ist,

e eciner Membrangleichung, wenn o = 0 und a = 0 ist,

e ciner Poissongleichung, wenn o =0, a =0 und A = [ ist.

Die partielle Differentialgleichung (I.3.1) muss mit Randbedingungen
versehen werden. Wir betrachten drei Typen von Randbedingungen

e (homogene) Dirichlet-Randbedingungen: u = 0 auf T,
e (inhomogene) Neumann-Randbedingungen: n- AVu = g auf T',
e gemischte Dirichlet-Neumann-Randbedingungen: uw = 0 auf I'p
und n - AVu = g auf I'y.
Dabei ist g € L*(T'), TpNTx =0 und T = T'p U T'y. Wir werden bei
gemischten Randbedingungen stets fordern, dass I'p ein positives (d —
1)-dimensionales Maf§ hat. Die Beschrinkung auf homogene Dirichlet-
Randdaten ist nicht wesentlich, vereinfacht aber die Darstellung.
Seinun u € C*(Q) eine Losung von (1.3.1) mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen und v € C§°(€2). Multiplikation von (I.3.1) mit v,
Integration iiber €2 und Anwenden des Gaufischen Integralsatzes liefert

IR /8x< Yo, )

1<4,5<d

ou
+izl/ﬂaia—xiv+/gauv
ou Ov d ou
— Z / Zjaxjﬁ_a:i+;/g)ai8xiv+/gzauv

1<4,j

(1.3.2)

:/{VU-AVU+(a-Vu)U+auv}.
Q
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Da C5°(9) dicht ist in H(Q) folgt, dass u € H () die Gleichung
(1.3.3) / {Vu-AVv+ (a-Vu)v + auv} = / fu
Q Q

fiir alle v € H}(Q) erfiillt. Umgekehrt folgt aus (1.3.2), dass eine Losung
von (1.3.3) die Differentialgleichung (1.3.1) erfiillt, sofern sie hinreichend
glatt, d.h. in C?*(Q) ist. In diesem Sinne ist (1.3.3) zur Konvektions-
Diffusionsgleichung (I.3.1) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
dquivalent.

Betrachten wir in obigem Argument Funktionen v € C*(Q), so
treten in (I.3.2) zusétzlich Randterme — [.n - AVuv auf. Erfiillt u
Neumann-Randbedingungen, so gilt fiir diesen Randterm

—/n-AVuvz—/gv.
r r

Wir werden daher in diesem Fall (I1.3.3) durch den zusétzlichen Term
fr gv auf der rechten Seite modifizieren. Diese Uberlegungen fithren auf
folgende Definition.

DEFINITION 1.3.1 (Schwache Losung). (1) u € H}(Q) heiit schwa-
che Losung der Konvektions-Diffusionsgleichung mit homogenen Di-
richlet-Randbedingungen, wenn fiir alle v € Hg () gilt

/{Vu-AVv+(a-Vu)v+auv}:/fv.
Q Q

(2) u € HL(Q) = {p € H'(Q) : ¢ = 0auf'p} heiBt schwache
Losung der Konvektions-Diffusionsgleichung mit gemischten Randbe-
dingungen, wenn fiir alle v € Hj(Q2) gilt

/{Vu-AVv+(a-Vu)v~l—auv} :/fv—ir/ qu.
Q Q 'n

(3) u € H*(Q) heiit schwache Lésung der Konvektions-Diffusionsglei-
chung mit Neumann-Randbedingungen, wenn fiir alle v € H'(Q) gilt

/Q{Vu-AVv—l—(a-Vu)v—l—ozuv}:/vajL/FgU.

BEMERKUNG 1.3.2 (Eigenschaften schwacher Losungen). (1) Je-
de klassische Losung von (1.3.1) ist auch eine schwache Losung. Jede
schwache Losung, die zweimal stetig differenzierbar ist, ist eine klassi-
sche Losung von (1.3.1).

(2) Fiir schwache Losungen benotigen wir fiir die Koeffizienten nur
die Regularitiitsvoraussetzungen o € L>®(Q), a > 0, a € L>®(Q, RY),
A€ L>®(Q, R,

(3) Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen v = up auf I' bzw.
I'p muss in Definition 1.3.1 die Bedingung u € H}(Q) bzw. u € H},(Q)
durch u € up + Hg(Q) bzw. u € up + Hp(Q) ersetzt werden.
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SATz 1.3.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Losun-
gen). (1) Ist —3diva+a > 0, so besitzt die Konvektions-Diffusions-
gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen eine eindeutige
schwache Losung.

(2) Ist —% divat+a > 0 unda-n > 0 auf 'y, so besitzt die Konvektions-
Diffusionsgleichung mit gemischten Randbedingungen eine eindeutige
schwache Losung.

(3) Ist —%diva—l— a>ay>0unda-n >0 auf T', so besitzt die
Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen eine
eindeutig schwache Lisung.

(4) Ista =0, diva=0unda-n=0 auf T sowie [, f+ [rg=0, so
besitzt die Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedin-
gungen eine eindeutige schwache Liosung u mit fQ u=0.

BEWEIS. Wir wenden jeweils Satz 1.1.6 (S. 19) an. In allen Fillen
ist X ein abgeschlossener Unterraum von H'(Q2) und damit reflexiv

und
E(v):/QfU—F/FNgv

B(u,v) = /Q {Vu-AVv + (a-Vu)v + auv}

mit der offensichtlichen Modifikation fiir I'y = (). Die Linearitit von ¢
und die Bilinearitét von B sind offensichtlich. Aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung und dem Spursatz, Satz 1.2.12 (S. 25), folgt

)] < 1A o+ liglioy [l

< {Ifl+ellgle, } Il
|B(u, v)| < [|All o fuly o]y + llall luly [l + lledl Tull o]
< max {[[ Al l[allo s lledle lully Mol

und damit die Stetigkeit von ¢ und B. Daher miissen wir nur noch die
Koerzivitat von B nachweisen. Partielle Integration des Konvektions-
termes in B(u,u) ergibt fiir alle v € H'(Q)

/Q(a-Vu)u:/Q%a.V(uQ)Z—/Q%(diva)u2+/rén_au2

und damit
B(u,u)

1 1
(1.3.4) Z/Q{VU-AVU+ (a—gdiva> u2}+£§n-au2
2, . L. 2 1 2
> Ao Jul] + ;relsf] a(zr) — §d1V a(z) ¢ |lu||” + A gh-au’.

Daher miissen wir in allen vier Fillen nur noch die rechte Seite von
(I.3.4) geeignet abschétzen.
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ad (1): In diesem Fall ist X = H}(Q). Damit folgt aus (I1.3.4) fiir alle
ue X

(1.3.5) Blu,u) > o |ul> .

Zusammen mit der Friedrichschen Ungleichung, Satz 1.2.15 (S. 26), be-
weist dies die Koerzivitit von B.
ad (2): Jetzt ist X = HLH(Q). Wegen a-n > 0 auf I'y folgt aus (1.3.4)
wieder (I.3.5) und wegen der Friedrichschen Ungleichung die Koerzi-
vitat von B.
ad (3): Nun ist X = H'(Q). Wegen @ > ag > 0und a-n > 0 auf T’
folgt aus (1.3.4)

Blu,u) = o [ul? + ao [lull® = min{A, ao} ul
und damit die Koerzivitat von B.
ad (4): Alle GroBen sind wie in (3). Wegen o« = 0, diva =0 undn-a =0
auf I" folgt aus (1.3.4) wieder (1.3.5). Hieraus und aus der Poincaréschen
Ungleichung, Satz 1.2.21 (S. 28), folgt die Koerzivitdat von B auf dem
abgeschlossenen Unterraum V = {¢ € H'(Q) : [,¢ = 0} von X.

Damit liefert Satz 1.1.6 (S. 19) die Existenz einer eindeutigen Losung
u* €V von

B(u*,v) =4l(v) YveV.
Wir miissen noch zeigen, dass diese Gleichung sogar fiir alle v € X gilt.
Sei dazu v € X beliebig. Setze

1
mv:—/v und U =1v —m,.
€2 Jo

Dann ist v € V' und daher
B(u*,v) — {(v) = B(u",v) — {(v) + B(u*,m,) — £(m,)
= B(u*,my) — £(m,).

Wegen der Kompatibilitdtsbedingung an ¢ ist ¢(m,) = 0. Mit dem
GauBlschen Integralsatz folgt

B(u*,m,) = /(a -Vu*)m, = — /(diva)u*mv + / a-nu'm, =0.
0 0

r

Also ist u* eine schwache Losung der Konvektios-Diffusionsgleichung.
O

BEMERKUNG 1.3.4. (1) Im Fall der Reaktions-Diffusionsgleichung,

d.h. a = 0, reduzieren sich die Voraussetzung von Satz [.3.3 auf a >
ag > 0 bei Teil (3) und auf @ =0, [, f + [ g = 0 bei Teil (4).
(2) Gelegentlich treten auch sog. Robin-Randbedingungen fu-+mn-AVu
= ggr auf I'r C I' auf. In diesem Fall muss ¢ durch er grv und B durch
fFR Buv erginzt werden. Die Koerzivitdt von B bleibt erhalten, wenn
entweder 5 > 0 und I'p # () oder 5 > [y > 0 ist.
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Das folgende Beispiel aus [16, §II1.1] zeigt, dass wir eine Regula-
ritdtsaussage der Form u € H?(Q) fiir schwache Losungen nur unter
zusédtzlichen Annahmen an den Rand I' erwarten kénnen.

BeispieL 1.3.5 (Einspringende Ecken). Sei 0 < a < 27 und £, das
Kreissegment 2, = {z € R*: 2 = (rcosp,rsing),0 <r < 1,0 < ¢ <
a}. Definiere die Funktion v : €, — R durch v(z) = ra sin(Z¢p) fiir
x = (rcosp,rsinp). Dann gilt fiir jedes x € €,

10 [ ov 1 0%v
A =——(r— ——=0.
v(z) ror (Tﬁr) * 72 0p? ’
Sei w € Cg°(R* R) mit suppw C B(0,3) und w = 1 auf B(0, 3).
Definiere u = wv und f = A[(1 — w)v]. Dann gilt
—Au=f in Q,
u=0 auf 0€,.

Offensichtlich ist (1—w)v € C=(R?, R) und somit f € C*°(Q,). Ebenso
ist u € C*(Qy). Wegen u = v in B(0, 5) gilt aber u ¢ C*(Q,). Wie
man leicht nachrechnet gilt fiir k > 1 u € C*(Q,) genau dann, wenn
0 < a < Tist, und fiir k > 2 D*u € L*(Q4) genau dann, wenn 0 < a <
7 ist. Wir konnen also bei gegebenem « i.a. keine Abschitzung der
Form [l gesag, < o I s, oder Nl < ¢ 17, erwarten,

wie sie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gelten wiirde.

SATZ 1.3.6 (Regularitéitssatz). Sei I' eine Ct-Mannigfaltigkeit oder
Q konvexr und f € L*(Q). Bei gemischten oder Neumann-Randbedin-
gungen gebe es eine Funktion u, in H*(Q) mit g = Yo(ug) = ug|ry -
Dann gilt fiir die schwache Losung u der Konvektions-Diffusionsglei-
chung mit homogenen Dirichlet- oder gemischten oder Neumann-Rand-
bedingungen die Regularititsaussage v € H?*(QQ) und die a priori Ab-
schétzung

lully < e {IAI+ Tluglly } -

Die Konstante ¢ hingt nur von Q und den Koeffizienten o, a und A

ab.
BEwEIS. [5, §9.2], [9, 11] O






KAPITEL II

Theoretische Aspekte

In diesem Kapitel fithren wir die Finite Element Raume ein, bewei-
sen ihre Approximationseigenschaften und leiten daraus a priori Fehler-
abschétzungen fiir die Finite Element Diskretisierung elliptischer Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung ab. Dabei ist stets  C R? mit
d € {2,3} ein offenes, beschrinktes, zusammenhéngendes Polyederge-
biet, d.h., der Rand I" von €2 besteht stiickweise aus Hyperebenen.

I1.1. Finite Element Riume

Die Finite Element Methode basiert auf folgender Grundidee:

e Unterteile 2 in Teilgebiete K7, ..., K, mit einfacher geome-
trischer Struktur.

e Approximiere die Sobolev-Rdume W#*?(Q) durch endlich di-
mensionale Raume X7, so dass jedes v € X7 eingeschrankt
auf ein beliebiges Element K; eine einfache Struktur hat.

e Konstruiere eine Basis von X7, so dass jede Basisfunktion eine
einfache Struktur und einen kleinen Tréager hat.

Die geforderte einfache geometrische Struktur der Elemente K lésst
sich wie folgt konkretisieren: Es gibt ein Referenzelement K C R?, so
dass jedes K zu K diffeomorph ist und dass der entsprechende Diffeo-
morphismus Fk : K — K eine einfache Gestalt hat. Wie in der Praxis
iiblich, werden wir zwei Typen von Referenzelementen betrachten:

e den Referenz d-Simplex K = I?S ={TeRl:z+...+24<

l,z; > 0,1 <i<d} und

e den Referenz d- Wiirfel K=Ky = [0, 1]%.
Wir beschranken uns im Folgenden auf affin dquivalente Finite FEle-
mente, d.h. jedes Element K ist das Bild des Referenz-Simplex oder
Referenz-Wiirfels unter einer affinen Transformation Fy, d.h. die Ja-
cobi-Matrix DFy ist konstant. Ist K der Referenz-Simplex, so ist K
ein allgemeiner d-Simplex. Ist dagegen K der Referenz-Wiirfel, so ist K
ein d-Epiped, d.h. ein Parallelogramm fiir d = 2 bzw. ein Parallelepi-
ped fiir d = 3. Wenn K der Referenz-Wiirfel ist, werden in der Praxis
auch sog. isoparametrische Elemente betrachtet, bei denen die Diffeo-
morphismen Fg Polynome hoheren Grades sind. Wir beschranken uns
auf affin dquivalente Elemente, weil dies den technischen Aufwand bei
Fehlerabschétzungen erheblich reduziert.

35
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Sei also 7 = {K; : 1 < ¢ < mg} eine Unterteilung von €, die
folgende Bedingungen erfiillt:
o Affine Aquivalenz: Zu jedem K € T gibt es einen affinen Dif-
feomorphismus Fx des Referenz-Simplexes oder -Wiirfels K
auf K.
o Zulissigkeit: Je zwei Elemente K1, Ky € T sind entweder dis-
junkt oder haben einen Eckpunkt, oder eine Kante oder, falls
d = 3 ist, eine Seitenflache gemeinsam (vgl. Abbildung I1.1.1).
o Regularitat: Der Quotient Z—I’j ist durch eine Konstante Cr, die
nicht von K oder h abhéngt, nach oben beschrénkt.
Dabei ist hx der Durchmesser von K und px der Durchmesser des
grofiten, in K eingeschriebenen d-Balles.

ABBILDUNG II.1.1. Zuléssige Elementpaare (links und
Mitte) und nicht zuldssiges Elementpaar (rechts)

Wir bezeichnen mit A die Menge aller Eckpunkte und mit £ die
Menge aller Kanten (d = 2) bzw. Seitenflachen (d = 3) aller K €
T. No und &g sind die Mengen aller Eckpunkte bzw. Kanten oder
Seitenflichen im Innern von €. Fiir ein Element K € T bezeichnen
schlieSlich N und Ex die Menge aller Eckpunkte von K und die Menge
aller Kanten bzw. Seitenflachen von K.

DEFINITION 11.1.1 (S, 3¢, G, Ry, Ry,). (1) Bezeichne die Eckpunk-
te des Referenz-Simplexes mit 27 = eq, ..., zg = ¢g und zz.; = 0. Dann
ist fir &k € N*

- as 1 k-1 e
Zk:{I‘:ZMz/Z\z/LzE{O,E,7771}7211,1:1},
i—1 i=1

falls K der Referenz-Simplex ist, und
& H1 Hd
S :{(—,...,—): Le {01,k }
k i 2 i € { }

falls K der Referenz-Wiirfel ist. N
(3) Setze G = Jper 2i(K) und Go =GN Q.
(4) Setze Qy = Py = R und definiere fiir £ € N*

= gpan{z® : o € N¢ max o; < k
Qk p { € ’1Si§)il X }

P, = span{z®:a € N* oy + ... + ag < k}
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mit 2% = 2" - ... -2y, Setze

B o_n ( I/(\') ) Q. falls K der Referenz-Wiirfel,
R | P, falls K der Referenz-Simplex

und
Ry = Ry(K) = {ﬁo Flipe Rk} .

BEMERKUNG II.1.2. (1) Sei K ein allgemeiner Simplex. Bezeichne
die Eckpunkte von K mit z1,..., z4,:1. Dann ist

d+1 1 d+1
= iZi L i € O,—,... z_l

Analog kann man fiir ein allgemeines Epiped K die Punkte von ¥ (K)
bestimmen, indem man die Kanten von K &quidistant unterteilt und
die so entstandenen Punkte miteinander verbindet (vgl. Abbildung
I1.1.2).

(2) Die Menge G heifit auch Gitter. Die Punkte von G werden auch
Knoten genannt.

(3) Da die Fk affin sind, beschreiben die Transformationen ¢ +— o Fi

und ¢ + 9 o Fj' Isomorphismen von C(K) auf C’(l?) bzw. von C’(}?)
auf C'(K), die fiir jedes k € N den Polynomraum Ry in Rj bzw. den
Polynomraum FRj in R; abbilden.

NN

ABBILDUNG II.1.2. Die Mengen 35 und Y5 fiir ein Drei-
eck und ein Parallelogramm

SaTz I1.1.3 (Unisolvenz von S und Yy). Sei k € N*. Dann ist
jedes p € Ry und jedes p € Ri(K) mit K € T eindeutig bestimmt
durch seine Werte auf ¥y bzw. auf Xp(K).

BEWEIS. Wegen der Definition von 34 (K) und Bemerkung I1.1.2
(3) reicht es, die Behauptung fiir Zk zu zeigen. Eine leichte Rechnung
zeigt, dass dim Rk #Zk ist. Daher reicht es, eine der folgenden Aus-
sagen (a) oder (b) zu zeigen:
(a) Zu jedem Vektor (b), g5, existiert ein ¢ € R), mit (2) = b,
fir alle z € f]k R
(b) Ist ¢ € Ry und ¢(z) = 0 fiir alle z € ¥y, so ist ¢ = 0.
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Fall 1: K ist der Referenz-Wiirfel: Definiere fiir i € N¢ die Funktion
durch

_ ﬁ ﬁ kx]
j=1 £;=0
7£1J
Dann ist p; € Q) mit p;(£1) = 1 und p($i') = 0 fiir alle i’ € N¢ \ {i}.
Sei nun (b;);ena beliebig. Dann leistet die Funktion

= Z bipi ()

s Nd
ieNy

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall 2: K st der Referenz-Simplex: Definiere die Funktionen Ay, ...,
Ag+1 durch

/)\\l<l'>:l'l, 1§Z§d, )\d+1 —1—21}1

Die Funktionen Xl, cee /A\d_i_l heiflen die Schwerpunktskoordinaten von
K und haben offensichtlich die Eigenschaft :\\Z cePifirl<i<d+1
und N (%)) = 6, fir 1 <i,j <d+1.

Fall k = 1: Zu gegebenem (b;)1<i<a+1 leistet offensichtlich

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall k = 2: Bezeichne mit Z;; = 3(Z+ %), 1 <i < j < d+1, die

Kantenmittelpunkte von K. Definiere

I
>

pi=N2N -1, 1<i<d+]1,
X,

by 1<i<j<d+]1.

| |
W

Dann gilt offensichtlich ju, it;; € Py und fiir alle Vi, j, k, ¢, m
pi(z) = 0ijs - piZke) =0,
Nl](zkzé) = 005, MJ( m) = 0.

Daher leistet zu gegebenem (b.), s, = (b, bye) die Funktion

d+1

— Z bipi(z) + > bope(x)

1<k<t<d+1



IL.1. FINITE ELEMENT RAUME 39

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall k = 3: Definiere

1
. | o
zl-jk:§(zi+zj+zk), 1<i<j<k<d+1
und 1
5)\[3/\i—1}[3)\i—2], 1<i<d+1,
9e v~
Miij = §>\)\[3)\i_1]: 1<4,7<d+1,5#1,
Lish = 2TAN Ak, 1<i<j<k<d+1.

Offensichtlich gilt fu;, 415, pijr € P3. Eine leichte Rechnung liefert fiir
die relevanten Indizes

wi(z;) = 6i, 1i(Zik) =0, pi(Zjre) = 0,
Liij (Zkke) = Gidje, wiii(Ze) = 0, piij (Zkem) = 0,

Lijk(Zemn) = 0t0jmOkn,  ijr(Ze) =0,  pije(Zeem) = 0.

Daher leistet fiir gegebenes (b,) = (bs, bjjk, bemn) die Funktion

Z€§3
d+1
= b))+ D b))+ Y bigspge()
=1 1§i,'j¢§'d+l 1<i<j<k<d+1
i#£j

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall k > 4: Sei ¢ € P, mit p(z) = 0 fiir alle z € 5. Dann verschwindet
@ auf allen Kanten bzw., falls d = 3 ist, auf allen Seitenflichen von K.
Daher gibt es ein ¢ € Py_4_1 mit

¢:X1~...~Xd+1w und  Y(2) =0 VeSS, NK.
Damit folgt die Figenschaft (b) durch Induktion iiber k. U

SaTz I1.1.4 (Stetigkeit stiickweiser Polynome). Seien k € N*, K,
Ky € T mit KiN Ky # (0 und p1 € Ry(K1), p2 € Rp(Ks). Definiere die
Funktion ¢ auf Ky U Ky stickweise durch |k, = p; firi=1,2. Dann
ist p € C(K1 U K3) genau dann, wenn fir alle x € FKl(Ek) N FKQ(Ek)
gilt p1(z) = pa().

BEWEIS. ,,=—“: Ist offensichtlich.

,<="“: Offensichtlich ist nur etwas zu zeigen, wenn K; und K, eine
Kante oder, falls d = 3 ist, eine Seitenfliche gemeinsam haben.

Wir betrachten zunéchst den Fall, Si\ass gl\ = 2 ist und K7 und Kg\ eine
Kante E' gemeinsam haben. Setze E = K N {zy = 0}. Dann ist £ das
Einheitsintervall, d.h. der Standard 1-Simplex. Die Transformationen
Fk, und Fk, konnen so gewihlt werden, dass F = Fg, (E) = Fg,(E)
ist. Definiere ¢ = py o Fi, |5 — p2 © Fi,|5. Wegen Bemerkung I1.1.2 (3)
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ist ¢ € Ry, ein Polynom einer Verdnderlichen. Nach Voraussetzung ver-
schwindet ¢ in allen Punkten von EA]k N E. Also ist ¢ = 0 und damit ¢
stetig.

Betrachte nun den Fall, dass d = 3 ist und K; und K, eine Seiten-
flsiche gemeinsam haben. Setze E = K N {x3 = 0} und definiere ¢ wie
oben. Dann ist ¢ € Ry, ein Polynom in zwei Verénderlichen, das in den
Punkten von Ek N E verschwindet. Da E der Standard 2- Simplex bzw.
Standard 2-Wiirfel ist, folgt aus Satz 11.1.3, dass ¢ = 0 und damit ¢
stetig ist.

Ist schliefllich d = 3 und haben K; und K, eine Kante gemeinsam,
setzen wir £ = K N {x3 = 2, = 0} und gehen ansonsten wie im Fall
d = 2 vor. U

Wegen Satz I1.1.4 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION II.1.5 (Finite Element Réume). Die Finite Element
Raume zu T sind definiert durch

SEHT) ={p € L'(Q) : ¢lk € Re(K) VK € T},
SEO(T) = SA=HT) nC(),
SEUT) = {p € S*(T) : o = 0 auf I'},
SEUT) = {p € S*T) : o = 0 auf I}

BEMERKUNG II.1.6 (Eigenschaften der Finite Element Raume). (1)
Wegen Satz 1.2.7 (S. 24) ist S¥O(T) ¢ W(Q) und Sy°(T) € WyP(Q)
fiir jedes 1 < p < 0.

(2) Aus den Sitzen I1.1.3 und II.1.4 folgt, dass die Funktionen in
SEO(T) und Sg°(T) eindeutig bestimmt sind durch ihre Werte in den
Gitterpunkten G bzw. Gq. Dabei ist die Zuléssigkeit von 7T wesent-
lich. Insbesondere gibt es zu jedem z € G eine eindeutige Funktion
v, € SPO(T) mit v.(z) = 1 und v,(2) = 0 fiir alle 2’ € G\ {z}.
Die Funktionen v,, 2 € G, heiflen nodale Basis von S®0(T). Jedes
ur € SHO(T) ldsst sich eindeutig darstellen als ur = Y __; p1-v., und
die Koeffizienten i, sind die Werte ur(z).

(3) Wenn 7T wie im rechten Bild von Abbildung II.1.1 zkizziert nicht
zuléissig ist, bleibt Definition 11.1.5 giiltig, aber die Konstruktion ei-
ner nodalen Basis muss abgéindert werden und ist dann wesentlich
aufwéandiger.

I1.2. Approximationseigenschaften

Motiviert durch das Céa-Lemma, Satz 1.1.2 (S. 17), und den Satz
von Aubin-Nitsche, Satz [.1.5 (S. 18), wollen wir die Approximations-
fehler inf, _cgo¢7) |v — vrl|, und infwTeS(l)“’o(T) |lw —wrl|, fiir £ € {0,1}

und v € H*(Q) bzw. w € H*1(Q) N H}(Q) abschétzen.
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Dazu definieren wir einen Interpolationsoperator Iy : H*(Q) —

SHO(T) durch
(I1.2.1) (Iru)(z) =u(z) Vzeg

oder dquivalent

Iru = Zu(z)vz
2€G
Man beachte, dass geméf Bemerkung 1.2.20(5) (S. 27) Funktionen in
H2(Q) stetig sind und dass I7-(HL(Q) N H2(Q)) C SEO(T) ist.
Offensichtlich ist

inf v —v < |lv = I+v
nt o= vl < o - Iyl
und
inf = wrll, < Jw - Irwl,.
wTESO’ (T)

Wegen der Additivitiat des Lebesgue Integrals miissen wir fiir die Ab-
schitzung der rechten Seiten dieser Ungleichungen fiir jedes Element
K € T Grofien der Form [lu — I7ul|; und |u — I7u|, ; kontrollieren.

Dies geschieht durch Transformation auf das Referenzelement K und
Abschétzung des Interpolationsfehlers auf K.
Dazu definieren wir auf dem Referenzelement einen lokalen Inter-
polationsoperator 11, : H*(K) — Ry, durch
(Mew)(2) = u(z) Vz € Sy

Wegen Satz I1.1.3 und Bemerkung 1.2.20(5) (S. 27) ist diese Definition
sinnvoll. Aus Bemerkung I1.1.2(3) (S. 37) folgt aulerdem fiir jedes u €
H?(Q) und jedes K € T die Identitéit (vgl. Abbildung I1.2.1)

(I7ru)|x = [ﬁk (u|x o FK)} o Fle,

H*(K)>u —Z%  Irue Ry(K)

oFKl ToFgl

H*(K) > uoFx —% Tx(uo Fg) € Ry(K)
ABBILDUNG I1.2.1. Interpolation auf K und K

Im Folgenden versehen wir Grofien wie K , gk oder ﬁk mit einem
zusétzlichen Index S oder W, wenn wir hervorheben wollen, dass sie
sich auf den Referenz-Simplex (S) bzw. auf den Referenz-Wiirfel (W)

beziehen.
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LeEMmMA I1.2.1 (Norméquivalenz). Sei k € N*. Dann wird durch
el = Tz + > Ju(2)]
ZEihS

eine Norm auf H**\(K) definiert, die zu I llyy1. 2 dquivalent ist.

BEWEIS. Da gemif Satz 1.2.19 (S. 27) H*''(K) — C(K) ist, ist
ll-ll,.; wohldefiniert, und es gibt eine Konstante ¢; € R* mit

lullypr < erllullyz Vo€ HHE).
Wir miissen also noch zeigen, dass es eine Konstante c; € R gibt mit
lullynz < collulllyy,  Yu € HFH(EK).

Angenommen, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine
Folge (un)neny € HM(K) mit

(I1.2.2) lunllpyr.g =1 VneEN
und
(11.2.3) i [, = 0.

Wegen Satz 1.2.19 (S. 27) und Bemerkung 1.2.18 (S. 27) gibt es eine
Teilfolge (tn,, )men von (Uy)neny und ein v € H¥(K) mit

Jim{|up,, —ull,z = 0.
Wegen (I1.2.3) ist insbesondere

TrlLignoo [t = u|k+1;f( =0.

Daher ist sogar u € Hkﬂ(l?) mit |ul;, .z =0, und es gilt
Timn [, — ull 1.5 = O
Wegen |ul, .z = 0 ist u € Py. Wegen Satz 1.2.19 (S. 27) gilt

u(z) = lim w,,, (2) Vzé€ ik,s-
m—ro0

Hieraus und aus (I1.2.3) folgt aber
u(z) =0 Vze ik,s.
Wegen Satz I1.1.3 ist also u = 0 im Widerspruch zu (I1.2.2). d

Mit Hilfe von Lemma I1.2.1 kénnen wir nun den Interpolationsfehler
u — IIu auf dem Referenzelement abschétzen.

SATZ 11.2.2 (Interpolationsfehler auf dem Referenzelement). Zu je-
dem k € N* gibt es eine Konstante c, die von k abhdngt, mit

Hu—ﬁkUH _ <clul.z vu € H*(K).

k+1;K
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BEWES. Fall 1: K = [?5: Aus Lemma I1.2.1 folgt fiir beliebiges
u e HY(K)

k+1;K

‘u - Hkumkﬂ = C2 |“’k+1;f(’

da [Tu € P, und u(z) — yu(z) = 0 ist fiir alle z € ik,s-
Fall 2: K = Ky : Sei u € H*"(K) beliebig. Da K¢ C Ky ist, folgt
aus der Dreiecksungleichung

O o s

k+1;K k4+1;K kLR

Wegen P, C @ und Satz I1.1.3 gilt
ﬁk,W(ﬁk,Su) = ﬁk,SU
und somit
thu — Hkywu = th(Hhsu — U)
Bezeichne mit v,, z € ik,w, die nodale Basis zu K und Qr, d.h.
0. €Qr T.(2)=1, T()=0V2€Tpw\ {z}.
Dann folgt fiir beliebiges ¢ € HkH(l?) mit Satz 1.2.19 (S. 27)
[Tewe| =1 > e

k+1L;K

Zeik’w k+1,[?

Y @z

ZEE}C’W

SHSO“CU?) Z H@\szH;f(

Zeihw

§C||‘P||k+1;l? Z ||i}\z||k+1;l?

Zeikyw
= lollrrz -

Aus dem soeben Gezeigten und dem Fall 1 folgt

IN

O D T Y Yo

E+1;K k+1;K k+1,K

S (1—|—C/> Hu—ﬁ;@guH =R
k+1;K
<(1+d)e ’“|k+1;f{ : O

Da der Beweis von Lemma II1.2.1 nicht konstruktiv ist, haben wir
keine explizite Information iiber den Wert der Konstanten ¢ in Satz
I1.2.2. Fiir den Spezialfall £ = 1 geben die folgenden beiden Beispiele
eine derartige Information.



44 II. THEORETISCHE ASPEKTE

BEISPIEL 11.2.3 (Bilineare Elemente). Sei K = [0,1]? das Einheits-
quadrat. Dann gilt fiir alle u € H?(K)

‘u—Hlu

1
< — 5
LR~ \/g ’u‘Z;K

Zum Beweis beachten wir, dass wir wegen Satz 1.2.6(2) (S. 23) u €
C*°(K) annehmen konnen. Bezeichne mit ¢ : C([0,1],R) — Py den li-
nearen Interpolationsoperator in den Punkten 0 und 1. Mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung und partieller Integration
erhalten wir fiir alle p € C?([0,1],R) und alle t € R

und

— (1) — (1—D)g/(t) - / (1 - 8)o"(s)ds.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 1—¢ und der zweiten Gleichung
mit ¢t und anschlieBende Addition der resultierenden Gleichungen liefert

o0 = eot)+ (1=0) [ Heas =t [ ooas
=1wp(t) — (1 — t)/o s’ (s)ds — t/t (1 —s)p"(s)ds.

Anwenden der Gleichung (I1.2.4) auf die Variable z liefert fiir alle
(z,y) € K

u(r,y) = (w(-,y)) (@)
- (1- a:)/o s%(s,y)ds
0*u

—x/:a—s)@@,y)ds.
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Wenden wir Gleichung (II.2.4) fir festes x auf die Variable y und
o(y) = (tu(-,y))(z) an, erhalten wir weiter

(- 9) )
— (1) {<1 — )u(0,0) + yu(0, 1) + (1 —y)

L o
=1 —<o7t>dt}
y Oy
Y ou

+x {(1 —y)u(1,0) + yu(1,1) + (1 — y)/ —(1,t)d¢

0 oy
L ou
— —(1

Y ou

0,¢)dt
gy, 0

y Oy
:ﬁlu(x,y)—i—(l—y)/oyg—Z(O,t)dt—y y ‘3“(0 £)dt
+x(1—y)/0y{g—Z(l,t)—g—Z(O,t)}dt
—xy/yl{gZ(l t)—g—Z(O t)}dt.
Da fiir alle ¢ € [0,1]
g—Z(u) - g—z(o,t) - 01 ;;gy(s,t)ds

ist, erhalten wir insgesamt die Darstellung

) =Thuteg) + (=) [ G000 =y [ Fh00a0

z(1—y
//aaystdsdt
T 0%u
—xy/ / 8.178?; (s,t)dsdt — (1 — x) i s@(s,y)ds
u
[ a0 Tt s

Differentiation bzgl. x liefert

0 9%u
a:U(u—Hw)(ﬂc Y) / / K (t y)a 3y (s, t)dsdt

0%u
K. R
[ Ko
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mit
1— fir0<t<
—y firy<t<l1

Ko(s, ) = s fir0<s<z
2T (1 —s) fira<s <1

Quadrieren dieser Identitdt und Anwenden der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung ergibt

9 2
(u — ) (z,y)

<2//\K1ty\dsdt// (s,1) dsdt
xay
—l—2/ | Ky (s, z)|* ds i 8:102(8 Y) ds.
Integration iiber K liefert
a 2
/A —(u—Tu
<2 Ky (t dsdtdzd
////'”"8 ”’aay
—i—2/ / \Kg(s,x)lzdsdx —
0o Jo
Wegen
11 p1 pl 1
2/ / / / |4 (t,y)| dsdtdady = =
o Jo Jo Jo 3
1 p1 1
0o Jo 3
erhalten wir insgesamt die Abschéitzung
0 oo 0%u|?
‘ —(u— Hlu) < = ' Y —QZL
ox 7 3020y | & 0r? || &
Vertauschen der Rollen von x und y liefert mit der gleichen Rechnung
0 2 0%u 0%ul|”
u—Tu <= -
8y( ) 7 0x0y || » 02 |7
Addition dieser beiden Abschitzungen beweist wegen
o2 9% ||? 5 9% |7 N % ||I?
vo. s = |l= —
LK 022 ||z 0xdy || || 0y?

die Behauptung.
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BEISPIEL 11.2.4 (Linecare Elemente). Sei K das Referenzdreieck.
Dann gilt fiir alle u € H*(K)

—1I < 2.5|ul,»
] <200
und
Hu —Tu ‘f( < V10|uly -

Zum Beweis kénnen wir wie in Beispiel 11.2.3 u € C*(K) annehmen.
Da IT;u linear ist, ist V(II;u) konstant und

V(fiu) = (“( )
Fiir beliebiges (z,y) € K gilt daher
2wt = [ { St - G0 fas
- [{5een - Srsafass [{Fen - Feo}a
—i—/: {%(x,y) — %(z,l — s)}ds
—l—/:{%(x,l—s)—%(s,l—s)}ds
+/x1 {%(3, 1—s)— %(3,0)} ds
_ [ x% a,y)dads—i—/ox /Oy ggy(s,t)dtds
+/: /: ai?gy(:r,t)dtds—/: /:%(0,1—3)@(13
+/$1 /01_5 ggy(s,t)dtds

~—~

Quadrieren und Integrieren dieser Gleichung liefert wegen der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir endliche Summen die Abschétzung

a . 2 5
—(u — Iju <5 /[Z-Q.
Hax< w| =53 [
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Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale kénnen
die Ausdriicke [ |IZ~|2 wie folgt abgeschétzt werden:
dads}

Jowe< [AL oL [

a 27
‘0#
<
[ /{ / /dtds}{ [ ] ]
8x8y 7
1 v | 9% 2
<
/K|13| /{ }{/ /1 awy@,t) dt ds}
1 0%u
2 || 020y || 7
1 s 1 2
/A|14|2§/A{/ / dads}{ (0,1 ) dads}
K K T T x
) ad
Ox?
2
2 <
[ine<] {// g [ [ o] o}
1 0*u
0x0y || &
Insgesamt ergibt sich
9 ~ 1?25 [| 0% 0%u ||
2. —(u — < — — .
(I1.2.5) '0x(u ;) =7 {‘ 97 }?+‘ 920y ;?}

Vertauschen wir die Rollen von x und y erhalten wir mit den gleichen

Argumenten
2 2 2
<7 el lomnl
K K

Hieraus folgt die erste Ungleichung.
Zum Beweis der zweiten Ungleichung sei (z,y) € K beliebig. Wegen

0%u
0xdy

32
dy?

‘—U—Hlu
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u(0,0) = (I;u)(0, 0) gilt

(u— Tu)(z, y)
= (u—Ihu)(z,y) — (u— Iu)(z,0)
+ (u — Thu)(x,0) — (u — Iyu)(0,0)

Yy ~ x ~

:/0 %(u—ﬂlu)(x,t)dt—i—/o %(U—HW)(S,O)dS
Y9 ~ 0 ~

:/0 a—y(u—Hlu)(x,t)dt+/0 %(U—HW)(S’?/)dS

e Il dtd
—/0 /0 8xay(u_nlu>(8’t) tds
3
i=1

Quadrieren und Integrieren iiber K dieser Gleichung liefert mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir endliche Summen

2

3
2
f{g:a;/f([i.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale erhalten wir
fiir die ersten beiden Summanden

1 2 118 N
2 2
< 2| (e —
/K] 5 o /1?12_2"a$(u T u)

Wegen Hlu € Py ist 5 (Hlu) = 0. Daher gilt fiir den dritten Sum-
manden

Hu—ﬁlu

8_<u — Iu)

K

82
1'2 t) dtd
=Y a ay (s, 5= 94 || zoy|| -
Aus diesen Abschatzungen und Ungleichung (I1.2.5) folgt insgesamt
2
Hu — I ul| _
30 > 3|0 ~ P 1 9%
<? _1 N -t -
‘8x(u 1) [A(+2 ‘ay(“ 1) f(+8’6x8y 7
9u|” Ou||” 751 0%u
pr a2 \178) | oz0
x4 || 7 Vel & 8 x0yY ||
<10ulyz -

Damit wir Satz I1.2.2 auf ein allgemeines Element K € T iibertra-
gen konnen, miissen wir zundchst das Verhalten der Sobolev-Normen
unter der affinen Transformation des Referenzelementes auf K und der
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inversen Transformation untersuchen und die Operatornormen der Ja-
cobi Matrizen dieser Transformationen abschéitzen. Dazu bezeichnet
im Folgenden K ein beliebiges Element in 7T, F K ¢ bx + Bk
eine affine Transformation des Referenzelements K auf K, || die eu-
klidische Norm in R? und ||-||, die zugehorige Operatornorm, d.h. die
Spektralnorm.

LeEmMA 11.2.5 (Transformation von Sobolev-Normen). Fiir jedes
¢ € N und jedes u € HY(K) gilt

_1
[uo Ficlyg < Idet Bx|™? | Bz ulys -
LT
|ulg e < |det Bg|? HBKlHE |uo FK‘e;f{’

BEwEIs. Fiir £ = 0 sind die beiden Ungleichungen Gleichungen
und folgen aus dem Transformationssatz fiir Integrale. Fiir £ > 1 folgt
aus der Transformationsformel fiir Ableitungen

(Dz(u o FK)) (z1,...,20) = ((Dzu) o FK) (Bgz1,...,Brkz)
und der Definition der entsprechenden Operatornormen
|D (wo Fi)ll o < 1Bl [|(Dw) o Fie|| -

Mit dem Transformationssatz fiir Integrale liefert dies

e g = [ Do il
< /K |Bxl 2 [[(D*) o )|,
_ HBKHif\detBK\‘I/ HD%HZ
K

2 —1 12
= Bk |l |det Bx| ™ July -

Dies beweist die erste Abschéitzung. Die zweite Abschitzung folgt aus
der ersten durch Vertauschen der Rollen von Fi und F' 1}1 und Ausnut-

zen von D (Fgl) = B U
LEMMA I1.2.6 (Normen von Transformationsmatrizen). Es ist
hx _ hz
IBxll, < == und ||Bi!|, < .
K PK

BEWEIS. Sei z € R? mit |Z] = pp beliebig. Dann gibt es Punkte
T,y € K mit T —y=72. Da Fg : K — K bijektiv ist, folgt
B3| = |Fi(@) — F(@)] < .
Also ist
1 . _h
IBkl,=— sup [Bg3 <—.
K ZeR%; Z]=pp PR
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Vertauschen der Rollen von K und K beweist die Abschétzung fiir
1B s

Nach diesen Vorbereitungen koénnen wir jetzt den Interpolations-
fehler u — I7u auf einem allgemeinen Element K abschétzen.

SATz 11.2.7 (Interpolationsfehler auf einem allgemeinen Element).
Firalek e N*, 0 <{<k+1, K€ T undu € H"(K) gelten die
Interpolationsfehlerabschdtzungen

u— ]Tu|e;1< < chy ‘U|k+1;K :

b gp.
PK

Die Konstante ¢ hingt nur von k, £ und Cy = maxg
BEWEIS. Aus Lemma I1.2.5 folgt
lu— Irul, < |det Bx|? | B || |(u — Iru) o Fiel .
o Filyoig < Idet Bie| ™ | Brlly™ Julnz -

Aus diesen Abschétzungen, Lemma I1.2.6 und Satz [1.2.2 ergibt sich
wegen I7u o Fr = Ili(uo Fk)

B\t hy k+1
lu — ITU‘E;K <c (_K) <_> |u|k+1;K

PK PR
RS he\*
K K k+1—£
=c — | h U . O
pi}(ﬂ (PK) K | ’k+1,K

Fir ¢ € {0,1} folgen aus Satz 11.2.7 durch Quadrieren und Sum-
mieren iiber alle Elemente die folgenden globalen Interpolationsfehler-
abschétzungen. Man beachte, dass fiir £ > 2 analoge Abschétzungen
fiir |u — I7ul, nicht gelten konnen, da I7u nicht in H?*(Q) ist.

SATz 11.2.8 (Interpolationsfehlerabschétzung). Fir alle k € N* und
u € H*1(Q) gelten die globalen Interpolationsfehlerabschiitzungen

|u — Irul| < crhF |u’k+1 ;o u— ITU|1 < eoh” |u|k+1 .

Dabei ist h = maxger hi. Die Konstanten ¢; und co hingen von k und

- hg
Cr = maxg pﬁ ab.

Der folgende Satz erlaubt es uns, fiir Finite Element Funktionen ele-
mentweise verschiedene Sobolev-Normen gegeneinander abzuschéitzen.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass ein derartiges Ergebnis nicht fiir
beliebige Sobolev-Funktionen gelten kann.

SaTz 11.2.9 (Inverse Abschitzungen). Fir alle k € N*, m > 2,0 <
(<m—1,ur € S¥(T) und K € T gelten die inversen Abschitzungen

L 1,m

e < el

7wl -
prpl R

Die Konstante ¢ hingt nur von k, m und ¢ ab.
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Bewers. Fiir £ = 0 ist ||,z eine Norm auf dem endlich dimen-

sionalen Raum Rk(f( ) und fiir £ > 1 eine Semi-Norm, die auf P, ver-
schwindet. Andererseits ist |-| » eine Semi-Norm auf Rk(l? ), die auf
P, verschwindet. Wegen ¢ < m ist insbesondere 0],z = 0 fiir alle
7 € Rp(K), fiir die 0],z = 0 ist. Daher gibt es eine nur von k, £ und
m abhéngige Konstante ¢ mit

Bl < cllz V0 € Ry(R).

Transformation von |ur/|, - auf K, Ausnutzen dieser Abschitzung fiir
v = ur o Fx und Riicktransformation von |uy o Fg|,p auf K liefert
wegen Lemma [1.2.5

U] < |det Bgl? | B || lur © Ficl,.
< cldet Bi|? ||BgY|[ Jur o Ficl.z

_1m ¢
sc HBKIHL ||BK||L |UT|e;K'
Hieraus folgt die Behauptung mit Lemma I1.2.6. U

BEISPIEL I1.2.10 (Gegenbeispiel zu inverser Abschétzung). Sei K =

[0,1] und v, = X—E sin(nmz), n € N*. Dann gilt

1
Ualye = 1¥n € N und  [|v,||, < E7H_O>o()

BEMERKUNG I1.2.11 (LP-Normen). Die Ergebnisse der Lemmata
I1.2.1 und I1.2.5 und der Séatze 11.2.2, I11.2.7, I1.2.8 und 11.2.9 gelten mit
den offensichtlichen Modifikationen fiir alle W*+1P_.Rédume mit 1 < p <
00.

I1.3. A priori Fehlerabschitzungen

Wir betrachten zunéchst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen

—div(AVu) +au = f inQ

(I1.3.1) u=0 aufl
mit f € L*(Q), « € C(Q,Ry), A e C'(Q,REYE) und
T
N= inf mf 2A®E

T

zeQ zeRN{0} 2' 2

Im Rahmen von §I.1 (S. 15) ist geméaf §1.3 (S. 28)
X = H;(Q /ffu B(u,v) —/{VU‘AVv—i-auv}.
0

Im Rahmen von Satz 1.1.2 (S. 17) setzen wir X7 = Sg°(7) mit k € N*,
so dass die diskrete Losung ur € Sg (T bestimmt ist durch

(11.3.2) B(ur,vr) = L(vr) Yor € SYO(T).
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Problem (I1.3.2) ist ein lineares Gleichungssystem mit #Gq Gleichun-
gen und Unbekannten. Wegen der Symmetrie und Koerzivitit der Bili-
nearform B ist die Matrix des Gleichungssystems, die sog. Steifigkeits-
matriz, symmetrisch positiv definit. Bei Verwendung der nodalen Basis
aus Bemerkung 11.1.6(2) (S. 40) sind die Koeflizienten des Losungsvek-
tors die Werte von uy in den Gitterpunkten Gg. Da die Tréger der
nodalen Basisfunktionen aus wenigen Elementen bestehen, ist die Stei-
figkeitsmatrix diinn besetzt.

Aus Satz 1.1.2 (S. 17), Satz [.1.5 (S. 18), Satz 1.3.6 (S. 33) und Satz
I1.2.7 (S. 51) folgt unmittelbar die folgende Fehlerabschétzung.

SaTz 11.3.1 (A priori Fehlerabschitzung). Seien v € H(Q) die
schwache Losung der Reaktions-Diffusionsgleichung (11.3.1) und ur €
SEC(T) die Losung der Finite Element Diskretisierung (11.3.2). Weiter
sei u € H*Y(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

u—url, < erh® luly, .
Ist zusdtzlich  konvex, so ist
[ — ur]l < cph* |ulpyr -

Die Konstanten ¢y und co hdangen nur von Cr = maxg Z—;, Q und den
Koeffizienten o und A ab.

BEMERKUNG I1.3.2 (Andere Randbedingungen). (1) Bei inhomo-
genen Dirichlet-Randbedingungen v = up auf I' sucht man die Losung
ur des diskreten Problems (I1.3.2) statt in Sp°(7) in Irup + Se°(T),
d.h., man setzt us in der Form

ur = Z MUz + Z uD(Z)vz

zeNq 2eN\Nq

mit unbekannten Koeffizienten p, an. Satz 11.3.1 bleibt giiltig.

(2) Bei gemischten oder Neumann-Randbedingungen muss man analog
zu Definition 1.3.1 (S. 30) auf der rechten Seite des diskreten Problems
(I1.3.2) den Term fFN gur addieren und die Losung u in dem Raum

S¥0(T) suchen. Satz I1.3.1 bleibt giiltig.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 (S. 31) gilt Satz 11.3.1
auch fiir Konvektions-Diffusionsgleichungen, wobei die Bilinearform B
wie in §1.3 beschrieben angepasst werden muss. Die Konstanten ¢; und
¢y verhalten sich dann wie Ay max {||A4],|lall.,l|lall.}. Fiir Pro-
bleme mit dominanter Diffusion, d.h. ||al|_ ~ [|A]|, = Ao, ist die-
se Abschitzung gut. Fiir Probleme mit dominanter Konvektion, d.h.
Al = X < |la]l,,, ist sie dagegen unbrauchbar. AuBerdem ent-
spricht das diskrete Problem (II.3.2) einer zentralen Differenzendiskre-
tisierung des Konvektionstermes a - Vu. Daher treten bei der numeri-
schen Losung ur unphysikalische Oszillationen auf, wenn die Péclet-
Zahl Ny ||al| h grof ist.
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Im Folgenden wollen wir ein Verfahren beschreiben, das diese Pro-
bleme vermeidet und sowohl bei dominanter Konvektion wie auch bei
dominanter Diffusion gute Ergebnisse liefert. Dieses Verfahren firmiert
in der Literatur unter den Bezeichnungen Stromlinien-Diffusions Me-
thode (engl. streamline-diffusion finite element method, kurz SDFEM )
bzw. streamline upwind Petrov-Galerkin Verfahren, kurz SUPG. Fiir
die Darstellung des zugrunde liegenden Prinzips beschranken wir uns
auf den einfachsten Spezialfall konstanter Koeffizienten A = €I, a €
R%\ {0}, @ = 0 und homogener Dirichlet-Randbedingungen, d.h.

—cAu+a-Vu=f in

(IL.3.3) u=0 aufl.

Dabei ist die Skalierung so gewéhlt, dass |a] = 1 und 0 < ¢ < 1ist. An-
dere Randbedingungen und variable Koeffizienten werden im Prinzip

genauso behandelt, erfordern aber grofieren technischen Aufwand.
Im Rahmen von Satz I.1.1 (S. 15) ist jetzt

X = HI(Q), £(v):/ﬂfv, B(u,v):/Q{ew-wﬂa.wm}.

Der diskrete Raum X7 bleibt unversindert Sg°(7). Wir definieren
auf Sg ’O(T) eine gitterabhéngige Bilinearform B, Linearform /7 und
Norm ||, ;- durch

Brlur,vr) = Blur,vr) + 3. b [ (~ebur +a-Vur)a: Vo,

KeT K

Cr(ur) = Llvr) + ) 5K/Kfa -Vor,

KeT

1
2
urlyy = {ew vy ua-wua} |

KeT

Das neue diskrete Problem lautet dann
(IL.3.4) Br(ur,vr) = (r(vr) Vor € S7°(T).

Dabei sind die dx nicht negative Parameter, die wir spéter bestimmen
werden. Die dx-Terme werden eine zusétzliche Stabilisierung ergeben.
Der zusétzliche Term in By entspricht einer Diskretisierung von —g%.
Daher wird eine zusétzliche Diffusion in Stromrichtung eingefiihrt. Ins-
besondere kann man erhoffen, dass senkrecht zu der Stromrichtung kei-
ne kiinstliche Diffusion, d.h. kein Verschmieren auftritt. Formal kann
man sich vorstellen, dass die Konvektions-Diffusionsgleichung statt mit

v mit vr + Y ey Oxa - Vour getestet wird.

LEMMA 11.3.3 (Koerzivitat von By). Fir alle Elemente K € T sei

(5Kh,}25 < c}l, wobei die Konstante c; nur von k und Cy = maxg Z—I’j
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abhdngt. Dann gilt fiir alle ur € Sg’O(T)

1
By (ur,ur) > 5 ur|? 7.

BEWEIS. Aus dem Beweis von Satz 1.3.6(1) (S. 33) ergibt sich fiir

alle v € H} (D)
B(v,v) > ¢ ’Uﬁ
Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir jedes ur €
So(T)
Br(ur, ur)

= B(ur,ur) + Z Ok ||a- Vur|s — Z §K€/ Aura - Vur
K

KeT KeT
>elurli + ) dxlla- Vurlli — D oxe | Aurlx lla- Vur| -

KeT KeT

Wegen Satz 11.2.9(1) (S. 51) gibt es eine Konstante ¢, die nur von k
und C7 abhéngt, mit

1Aurl g < erhi Jurlyye VK €T.

Wegen —zy > —32% — 2y fiir 2,y € R folgt aus diesen Abschétzungen

Br(ur, ur)
1 — 2 1 2
> (1 — max §c§6KhKQe) € lur|] + 3 Z Ok ||a- Vur||y
KeT
1 2
= 5 urly - =

Aus Lemma I1.3.3 folgt, dass das diskrete Problem (I1.3.4) eindeu-
tig losbar ist. Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschétzung fiir diese
Losung.

SaTz 11.3.4 (A priori Fehlerabschitzung). Die Bedingung von Lem-
ma 11.3.3 an die Stabilisierungsparameter dx sei erfillt. Bezeichne mit
u € H}(Q) die schwache Lisung der Konvektions-Diffusionsgleichung
(I1.3.3) und mit ur € Sp°(T) die Lésung der SDFEM Diskretisierung
(11.3.4). Es sei u € H*(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

2
lu—url|,+ <c { Z e + 0k + *0kchi” + 65 W] bt |u|z+1;K} :

KeT

Die Konstante ¢ hdngt nur von k und Cy = maxy z—;{ ab. Die Fehler-

abschdtzung ist optimal fir die Wahl 0 = P
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BEWEIS. Wegen der Dreiecksungleichung gilt
u— urly 7 < |u— ]Tu|1,’r + [Iru —url; 7.

Aus Satz I11.2.7 (S. 51) folgt wegen |a|] =1

D=

e Fral,y < c{z@wmh% u}

KeT

Setze zur Abkiirzung wy = uy — Iru. Wegen Satz 11.3.3 ist

1
3 |w7'|i7— < Br(wr,wr)
= Br(u — ITu,wr) + Br(ur — u,wr).
Da u € H*1(Q) C H*(Q) ist, folgt aus der Definition von By, {7 und
(11.3.4)

Br(ur — u,wr)
= lr(wr) — Br(u, wr)

(wr) +Z§K/fa Vwsr

KeT

B(u, wr) Z‘SK/ —cAu+a-Vu)a- Vwr

KeT

—Z5K/{f+5Au—a Vu}a- Vwr
KeT

=0.

Mittels partieller Integration fiir den Konvektionsterm erhalten wir we-
gen diva =10

[ @ V- i)ur =~ [ @ Vo) -t

Q
und somit
Br(u — ITu, wr)

:E/V(U—ITU)-V’LUT—/Q(a-VwT) (u— I7ru)

+Z(5K/ —eA(u — I7u) +a-V(u— I7u))a- Vwr.

KeT
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Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung wegen |a| = 1

BT(U - ]TU, UJT)

<elu—Iruly fwrl, + ) llu— Irull ¢ la- Vur|

KeT
+ 3 b (lu— Irulye + lla- V(= Fru)l ) lla- V|
KeT
< \/§|WT|1,T { Z e + 0k] [u — ]Tuﬁ;K + Z %0 |u — [TUE;K
KeT KeT

3
+ Z 6t |l — ]Tu||§(} :

KeT
Hieraus ergibt sich mit Satz I1.2.7 (S. 51)

Br(u — Iru, wr)

< clwr|, - { E e + x]h% |U|Z+1;K + E 2ochy |U|z+1;K
KeT KeT
1

2
LY s ||}

KeT

[V

=cC |U)7-’1’7— { Z [8 + (SK + 825[(}1;(2 + 5;{1}&(] h%? |u]z+1;K}
KeT
Aus diesen Abschéitzungen folgt

lur — Irul, 7 = lwr|, -

[NIES

<d { Z e + 0k + X0xchi + ] hi |U|Z+1;K}
KeT

Zusammen mit der bereits bewiesenen Abschitzung fiir |u — ITu]LT

folgt hieraus die Fehlerabschétzung fiir |u — ur|, ;. Offensichtlich ist

sie optimal, wenn die dx- und §'-Terme gleich sind. Hieraus folgt die

Behauptung iiber die optimale Wahl von . U

BEMERKUNG I1.3.5. Es gilt 0 &~ hg, wenn ¢ < hg ist. In diesem
Fall liefert Satz 11.3.4 eine Fehlerabschéitzung der Form ||a - V(u — uy)||
< ch* |ul,; in Stromrichtung. Im Fall hx < e, in dem auch die Stan-
dard-Diskretisierung gut funktioniert, ist dx & h%-c~!, und Satz 11.3.4
liefert eine Fehlerabschétzung der Form |u — ur|; < ch |ul,,, die ver-
gleichbar ist zu derjenigen von Satz I1.3.1.






KAPITEL IIT

Praktische Aspekte

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einigen praktischen Aspek-
ten der Finite Element Methode. Zuerst beschreiben wir die Vorgehens-
weise bei gekriimmten Réndern und untersuchen den Effekt einer néhe-
rungsweisen numerischen Berechnung der Integrale, die beim Aufstel-
len des diskreten Problems auftreten. Anschlieend befassen wir uns in
6II1.2 mit der effizienten numerischen Losung der diskreten Probleme.
Da diese in der Regel sehr grof3, die Steifigkeitsmatrizen aber diinn be-
setzt sind, scheiden direkte Losungsverfahren wie die Gauf3-Elimination
oder Cholesky-Zerlegung wegen des Speicherbedarfes und des Rechen-
aufwandes aus. Stattdessen werden die diskreten Probleme nur néhe-
rungsweise mit einem iterativen Verfahren gelost. Dabei nutzen wir aus,
dass die diskreten Probleme nur mit einer Genauigkeit gelost werden
miissen, die dem Approximationsfehler der Finite Element Rdume ent-
spricht, und dass wir im Rahmen eines adaptiven Gitterverfeinerungs-
prozesses mit der Néherungslosung des groberen Gitters einen guten
Startwert fiir die Iteration auf dem aktuellen feineren Gitter haben. In
§I11.2 betrachten wir daher Mehrgitterverfahren, geben einen dem Fini-
te Element Rahmen angemessenen Konvergenzbeweis und betten diese
Verfahren in die groflere Klasse der sog. Teilraumkorrekturmethoden
ein. In den §8II1.3 und II1.4 befassen uns mit adaptiven Finite Element
Methoden basierend auf a posteriori Fehlerschitzern. Wir untersuchen
beispielhaft einen sog. residuellen Fehlerschétzer und beweisen unter
vereinfachten Annahmen die Konvergenz des adaptiven Verfahrens. In
6IIL.5 stellen wir schlieBllich kurz geeignete Datenstrukturen vor und
geben einige numerische Beispiele.

I11.1. Randapproximation und numerische Integration

In Kapitel II haben wir stets vorausgesetzt, dass 2 ein Polyeder-
gebiet ist, d.h. der Rand I' besteht stiickweise aus Hyperebenen. Im
allgemeinen ist jedoch der Rand von () gekriimmt. Daher ersetzt man
in der Praxis {2 durch ein approximierendes Polyeder €2, derart dass
die Eckpunkte von €2, auf I' liegen und die Kanten von €2, die Lénge
O(h) haben (vgl. Abbildung II1.1.1). 7 ist dann eine Unterteilung von
)y, die den Bedingungen von §II.1 (S. 35) geniigt. Zusétzlich miissen
die Eckpunkte von €, in der Menge N der Elementeckpunkte enthalten
sein. Fiir die Konstruktion von €2;, und 7 muss der Benutzer den Rand

59
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[ stiickweise als Graph oder implizit als Nullstellenmenge {F'(z) = 0}
zusammen mit F' und grad F' angeben.
Sei I'y, der Rand von . Wenn I stiickweise C? ist, folgt dann
dist([',T',) = sup inf |z —y| = sup inf |z —y| = O(h?).
zel' yel'y yel'y, zel
Daher kann der Fehler der Finite Element Approximation bestenfalls
von der Ordnung O(h?) sein.

ABBILDUNG III.1.1. Randapproximation eines konve-
xen und eines nicht konvexen Gebietes

Falls 2 konvex ist, gilt €2, C € und die Fehlerabschétzungen von
§I1.3 (S. 52) konnen iibertragen werden, wobei die Randapproximation
einen zusitzlichen Konsistenzfehler von O(h?) beitréigt.

Ist © nicht konvex, gilt € \ Q # (). Dann miissen die Daten A, a, «
und f auf €, fortgesetzt werden. Dies geschieht am einfachsten durch
Reflexion (vgl. Abbildung I11.1.2):

Ist x € Q, \ Q, setze f(x) = f(Z) und analog fir A, a
und «. Dabei wird = wie folgt bestimmt: Berechne die
orthogonale Projektion Z von x auf I' und wéhle = auf
der Geraden durch z und 7, so dass = in €2 liegt und den
gleichen Abstand zu T hat wie x.

Mit diesen Modifikationen bleiben die Fehlerabschétzungen von §I1.3
(S. 52) erhalten. Dabei miissen alle Normen auf ©Q N, statt auf Q
bezogen werden. Die Randapproximation trigt wieder einen Konsis-
tenzfehler der Ordnung O(h?) bei.

Um den Konsistenzfehler durch die Randapproximation zu verrin-
gern, kann man auch krummlinige oder isoparametrische Elemente be-
trachten. Dabei ist mit der Notation von §II.1 (S. 35) die Transfor-
mation Fy : K — K nicht mehr affin, sondern ein allgemeiner Dif-
feomorphismus (krummlinige Elemente) oder komponentenweise eine
Funktion aus Ry (isoparametrische Elemente). In diesem Sinne sind li-
neare simpliziale Elemente (k = 1, K=K s) isoparametrische Elemente
der Ordnung 1. Bei Verwendung isoparametrischer Elemente der Ord-
nung k > 2 kann man eine Randapproximation der Ordnung O(h+1)
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ABBILDUNG III.1.2. Reflexion am Rand T

erreichen. Dementsprechend ist der Konsistenzfehler durch die Randap-
proximation auch von der Ordnung O(h**1). Die grofere Genauigkeit
wird natiirlich durch einen erhthten Aufwand erkauft.

Die Finite Element Diskretisierungen von §I1.3 (S. 52) fithren auf
lineare Gleichungssysteme. Zur Berechnung der rechten Seite und der
Steifigkeitsmatrix miissen Integrale der Form |, e mit o = fu, o =
Vu - AV oder dhnlich berechnet werden. Wir haben bisher stets an-
genommen, dass dies exakt geschiecht. Aufler in einfachen Spezialféllen
wird man aber in der Praxis diese Integrale nur ndherungsweise mit ei-
nem Quadraturverfahren berechnen. Passende Quadraturformeln wer-
den wegen der Ergebnisse von §I1.2 (S. 40) am besten aus solchen fiir
das Referenzelement hergeleitet. Sei also

L A~
Qir(®) =) wip(be)
=1

eine Quadraturformel fiir [ @. Sie hat die Ordnung m, wenn fiir alle

~

P € Ry(K) gilt
Qf{(]/?\)_/f(ﬁ-

Sei nun K € 7 und Fyx : K — K eine affine Transformation mit
Bk = DF¥. Da Fy affin ist, folgt aus [16, Satz 11.1.4], dass

o~

L
Qi) => wip(b) mit w, = |det Bi| Dy, by = Fye(be)
=1
eine Quadraturformel der Ordnung m fiir [ o ist, d.h.

QK(sO)Z/Kso Vo € R (K).

Man kann zeigen, dass die Fehlerabschétzungen von §11.3 (S. 52) fiir
Finite Element Diskretisierungen der Ordnung k, d.h. X7 = S¥O(7),
giiltig bleiben, wenn die Quadraturformel @)z mindestens die Ordnung
2k — 2 hat [7, §§25-29]. Insbesondere reicht also fiir lineare simpliziale



62 III. PRAKTISCHE ASPEKTE

Elemente (k = 1, K = Kg) und d-lineare Wiirfelelemente (k = 1, K =
Ky ) eine Quadraturformel der Ordnung 0 aus, d.h. nur die konstanten
Funktionen miissen exakt integriert werden.

BeispIEL II1.1.1 (Quadraturformeln). (1) Die Mittelpunktsregel
d+1
1 1 ~
Qrle) = ¥ <—d+ 1 ;:1 Zz)

liefert eine Quadraturformel der Ordnung 1 fiir den Referenz d-Simplex.
(2) Die Formel

1 1, .
-5 X o(3E+3)
1<i<j<3

hat die Ordnung 2 fiir das Referenzdreieck.
(3) Die Formel

@fm:%{szw@ws > o(3E+9)

1<i<j<3

3
1 ~

hat die Ordnung 3 fiir das Referenzdreieck.
(4) Sei

Q) = B (F)

eine Quadraturformel der Ordnung m fiir fol Y(x)dx. Dann ist gemaB
[15, Beispiel 11.1.3 (3)]

L L
7 :Z Z Wéd (w@n"-a:f@d)
l1=1 =1

eine Quadraturformel der Ordnung m fiir den Referenz d-Wiirfel.
(5) Die Mittelpunktsregel liefert die Formel

(11
%@ =7 (53)
der Ordnung 1 fiir das Referenzquadrat.
(6) Die Trapezregel liefert die Formel
1

SISy )

=0 7=0

»-l>|>—‘
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der Ordnung 1 fiir das Referenzquadrat.
(7) Die Simpson-Regel liefert mit

1 1
(aij)o<ij<2= |4 16 4
1 1

die Formel

der Ordnung 3 fiir das Referenzquadrat.

II1.2. Losung der diskreten Probleme

Wir betrachten zunéchst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen (I11.3.1) (S. 52) und das zugehori-
ge diskrete Problem (II.3.2) (S. 52). Auf Konvektions-Diffusionsglei-
chungen gehen wir kurz in Bemerkung I11.2.12 ein.

Da die Trager der nodalen Basisfunktionen nur aus wenigen Ele-
menten bestehen, ist die Steifigkeitsmatrix der Finite Element Diskre-
tisierung diinn besetzt. Wegen des Speicherplatzbedarfes und des Re-
chenaufwandes sind direkte Gleichungsléser wie die Cholesky-Zerlegung
nur fiir grobe Gitter, d.h. wenige Elemente effizient. Fiir feinere Diskre-
tisierungen sind iterative Losungsverfahren vorzuziehen. Da die Effizi-
enz dieser Verfahren wesentlich von der Kondition der Steifigkeitsma-
trix abhéngt, wollen wir diese zunéchst abschétzen. Dazu definieren wir
ein gitterabhéngiges Skalarprodukt (-, -); und eine zugehérige Norm

||HT auf S(’)“’O(T) durch
(0, 0= S hhol), el = (0, 9)%.
KGTZGEk(K)

|||+ ist eine skalierte euklidische Norm auf RY™ mit N7 = #Gq. Die
Matrix, die zu (-, -); und der nodalen Basis gehort, ist diagonal. Ins-
besondere konnen Gleichungssysteme der Form

(u, v); = L(v) Yoe SyT)
leicht gelost werden.

LEmMMA II1.2.1 (Norméquivalenz). [|-|| und ||-|| sind dquivalente
Normen auf S(’)“’O(T). Die entsprechenden Konstanten hingen nur von

k und Cy = maxy Z—If ab.

1
BEWEIS. Wegen Satz I1.1.3 (S. 37) ist {Zzeik \@(2)]2}2 eine Norm

auf Ry. Da Ry, endlich dimensional ist, gibt es zwei Konstanten ¢, ¢,
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die nur von £ abhingen, mit

alelz <D ey <alellz Ve € R
Zeik
Sei nun K € T beliebig und F : K — K eine affine Transformati-

on. Bezeichnet |D| das d-dimensionale Lebesgue-Ma$ einer messbaren
Menge D C R?, gilt dann

|det DFK| = 1T S Cghcfl(,
g
K

|det DFg| = {7‘ > Cuplke > Cshd
d

Aus diesen Abschétzungen und Lemma I1.2.5 (S. 50) folgt

[N

d
2

1
lellc = Idet DFx|? |lp o Fllg < ethie ¢ Y oo Fi(2)[”

ZGik

3

=cq > hkle(z)]

ZEE]C(K)
und
3 3

d

> hile@P p =hi S D oo Fr(2)

ZEZk(K) ZGE}C

d
<Ghilleo Fklz

= &h |det DFr| ™7 ||l
<callollg -

Hieraus folgt die Behauptung durch Quadrieren und Summieren iiber
alle Dreiecke. Man beachte, dass die Konstanten ¢y, co von C7 abhén-
gen. U

Aus Lemma I11.2.1, dem Beweis des Existenzsatzes 1.3.3 (S. 31) und
der Friedrichschen Ungleichung 1.2.15 (S. 26) folgt fiir alle v € Sg°(T)

B(v,0) 2 Blof; = 8" ol* = 8" [|v]|7-

Ebenso folgt aus dem Beweis von Satz 1.3.3 (S. 31), der inversen Ab-
schétzung von Satz 11.2.9 (S. 51) und Lemma II1.2.1 fiir alle v,w €
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k,0
S (T)

2
B < < in h
(0.0) < B, fol, < 8 (yintuc) ol o]

—2
< (spintc) ol -

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Kondition O ((min ket h K)fz). Da-
her scheiden das Jacobi und Gauf-Seidel-Verfahren als Loser aus. Da
die Bilinearform B symmetrisch und koerziv ist, ist die Steifigkeitsma-
trix symmetrisch positiv definit, und ein CG-Verfahren oder besser ein
PCG-Verfahren kénnen als Loser benutzt werden. Als Vorkonditionie-
rer eignet sich z.B. der SSOR-Vorkonditionierer aus [16, §II1.6]. Auf-
grund unserer dortigen Erfahrungen mit Differenzenverfahren erwarten
wir aber, dass Mehrgitterverfahren die besten Ergebnisse liefern.

TABELLE III.2.1. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(%), MG-V(1)- und MG-
W(1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
[11.2.2 (1)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG V(%) V(1) | W(1)
N K K K K K

491 0.592 | 0.496 | 0.183 | 0.150 | 0.150
22510.792 | 0.665 | 0.131| 0.054 | 0.031
961 | 0.899 | 0.801 |0.136 | 0.034 | 0.027

3969 | 0.943 | 0.890 | 0.143 | 0.029 | 0.027

T(s)| 0.18 0.42| 0.06| 0.08| 0.09

TABELLE III.2.2. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(3), MG-V(1)- und MG-
W (1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
I11.2.2 (2)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG V(%) V(1) | W(1)
N K K K K K

3310578 | 0.428 | 0.175 | 0.077 | 0.077
161 | 0.789 | 0.617 | 0.181 | 0.073 | 0.066
7051 0.882 | 0.787 | 0.181 | 0.072 | 0.066

29451 0.937 | 0.876|0.181 | 0.072 | 0.065

T(s)| 0.13] 0.22] 0.09] 0.06| 0.07

BEISPIEL II1.2.2 (Verfahrensvergleich). Wir wenden
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e das CG-Verfahren,

e das PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung,

e das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und mit einer Gauf}-
Seidel-Vorwirtsiteration als Vorgléatter und einer Gauf-Seidel-
Riickwiirtsiteration als Nachglitter (MG-V(3)),

e das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und jeweils einer SSOR-
Iteration als Vor- und Nachglattung (MG-V(1)),

e das Mehrgitterverfahren mit W-Zyklus und je einer SSOR-Ite-
ration als Vor- und Nachglattung (MG-W(1))

auf drei diskrete Probleme an:

(1) Die Poissongleichung im Quadrat (—1,1)? mit rechter Sei-
te f = 1 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die
grobste Unterteilung besteht aus 8 gleichschenklig rechtwinkli-
gen Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung (1, —1) (Courant-
Triangulierung). Die weiteren Unterteilungen werden durch
uniforme Verfeinerung erzeugt. Dabei wird jedes Dreieck in
vier kleinere Dreiecke unterteilt, indem die Kantenmittelpunk-
te miteinander verbunden werden (vgl. §I11.4 (S. 91)).

(2) Die Poissongleichung im L-formigen Gebiet (—1,1)*\ [(0,1) x
(—1,0)] mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die
Randfunktion up und die rechte Seite f sind so, dass die exakte
Losung der Differentialgleichung in Polarkoordinaten gegeben
ist durch u(z,y) = r3 sin(3¢). Die grobste Unterteilung be-
steht aus 6 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Hy-
potenusen in Richtung (1,—1). Die weiteren Unterteilungen
werden wie in (1) durch uniforme Verfeinerung erzeugt.

(3) Die Differentialgleichung und die grobste Unterteilung sind wie
in (2). Die feineren Unterteilungen werden aber mit einer adap-
tiven Gitterverfeinerung basierend auf einem residuellen Feh-
lerschétzer erzeugt (vgl. Beispiel I11.4.1 (S. 99) und Abbildung
I11.4.5 (S. 100)).

Auf dem grobsten Gitter wird der Nullvektor als Startwert verwen-
det. Auf feineren Gittern wird die lineare Interpolierende der Néhe-
rungslosung auf dem néchst groberen Gitter als Startwert benutzt (vgl.
die geschachtelte Iteration [16, Algorithmus I11.6.1]). Die Iteration auf
dem aktuellen Gitter wird jeweils abgebrochen, wenn das Startresidu-
um um den Faktor 100 reduziert wurde. In den Tabellen IT1.2.1 — I11.2.3
werden fiir die Verfahren jeweils die Konvergenzraten x angegeben. N
bezeichnet die Zahl der Unbekannten. T' ist die Gesamtrechenzeit in
Sekunden auf einem Macintosh G4-Powerbook.

Wir wollen ein Mehrgitter-Verfahren, Algorithmus I11.2.1, fiir die
Finite Element Diskretisierung analysieren. Dazu nehmen wir an, dass
wir eine Hierarchie von Unterteilungen 7y, 71, ..., Tr mit zugehérigen
geschachtelten Finite Element Riumen Si°(75) € Sg°(Ti) € ... C
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TABELLE II1.2.3. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(3), MG-V(1)- und MG-
W(1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
I11.2.2 (3)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG | V(1) | V1) | W(1)

N K K K K K
16 1 0.511 | 0.385|0.136 | 0.066 | 0.066
541 0.957 | 0.957]0.167 | 0.073 | 0.068
221 10.966 | 0.966 | 0.293 | 0.139 | 0.099
718 10.976 | 0.976 | 0.296 | 0.152 | 0.146

T(s)| 0.16] 0.24| 0.01] 0.02| 0.04

Algorithmus I11.2.1 MG-Verfahren mit V-Zyklus und Jacobi Glét-
tung

Gegeben: Niherung v, € X,, fiir die Losung des diskreten Problems.
Gesucht: Verbesserte Niherung u/2 2t € X,
1: if m = 0 then

2: Lose das Problem
B(ug,v) = lo(v) Yv e Xo.
3: ugt ™t = g, stop
4: end if
5:fori=1,...,11do > Vor-Gléttung
6: Berechne ! aus u~! als Lésung von

(u;n — U)m =w ! {Em(v) - B(uf;l,v)} Vv € X,,.
7: end for
8: Berechne > Grobgitterkorrektur
U1 (v) =l (v) — B(ugt,v) Yo e X, .
9: Wende das MG-Verfahren mit Startwert v, ; = 0 auf das Problem
Bu!, 1,v) =lp_1(v) YveE X,
an. Das Ergebnis sei @, 1. Setze
u T = U Uy
10: fori=v1+4+2,...,v1 +1n+ 1do > Nach-Glattung
11:  Berechne u!, aus u’;! als Losung von

(ub, — it v), = w {ln(v) = Bul ' v)} Vv € X
12: end for

Sg 0 (Tr) haben. Es gilt, die Finite Element Diskretisierung zur feinsten
Unterteilung zu berechnen. Dazu machen wir folgende Annahmen:
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e () ist konvex.
e Jede Unterteilung 7, ist uniform, d.h.

hy, = max hg < c min hg
" KeTn T KETm

mit einer von m unabhéngigen Konstanten c.
e h,_1 < ch,, fir alle m mit einer von m unabhéngigen Kon-
stanten c.

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir einen Index 7, in der
Regel durch m und setzen X, = Sg*°(T,,).

BEMERKUNG I11.2.3. (1) Es ist {g(v) = £(v) = [, fv. Die rechten
Seiten ¢, zu den groberen Unterteilungen werden rekursiv berechnet.
(2) Die Dampfungsparameter w,, werden spéter bestimmt.

(3) Die Gleichungssysteme in den Gliattungsschritten haben eine dia-
gonale Koeffizientenmatrix.

(4) Die Grobgitterkorrektur nutzt aus, dass die Finite Element Raume
geschachtelt sind, d.h. X,, ; C X,,. In der Praxis stellt man w,, und
U1 als Vektoren dar, deren Komponenten die Werte in den entspre-
chenden Gitterpunkten sind. Insbesondere muss wu,,_; vom Gitter G,,,_;
auf das Gitter G,, interpoliert werden.

Da die Bilinearform B symmetrisch ist, besitzt sie auf jedem X,,
einen vollstdndigen Satz A\,.1, ..., Amn,., m = dimX,,, von Eigen-
werten und zugehdrigen, bzgl. (-, -), orthonormierten Eigenfunktionen

Y1y s Vs dh
Bt v) = A (e, ), W0 € Xip
(Vmpp s V) = O
O.E. konnen wir die Eigenwerte der Gréfle nach ordnen
0 <A1 <.oo <A = A

Da die Unterteilungen uniform sind, folgt aus Satz 11.2.9 (S. 51) und
Lemma I11.2.1 A,,, & h,2. Wir nehmen im Folgenden an, dass w,, = A,
ist. Es reicht jedoch, wenn w,, > A, und w,, ~ h_? ist.

Jedes v € X, lasst sich eindeutig darstellen als

Nm
V= E Cum. -
p=1

Fir s € R konnen wir daher durch

o 3
ol {ZA}
pn=1

eine Norm auf X, definieren. Aus den Voraussetzungen folgt fiir alle
veE X,

1
[0lom = [0l = M0l [0l = B(o,0)2 = (o] -
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Dabei bedeutet ,,~“ Aquivalenz von Normen mit von m unabhingigen
Konstanten. Sind v,w € X, mit v = > ¢, ¥, W = > dymy, SO
folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Summen und der
Orthogonalitdt der Eigenfunktionen

2.1 B(v,w) = Z A Cudy, < Z CZ Z )\fnvudi
( o ) pn=1 pn=1 pn=1

= |U|O,m |w|2,m :

Satz 111.2.4 (Ritz-Projektion). Bezeichne mit Q., : Xy — X1
die Ritz-Projektion, d.h. Q,,v € X,,_1 und

B(Qumv,w) = B(v,w) Yw € X;_1.
Dann gilt fir alle v € X,

N

lv — va|1,m < chy, |v|2’m )
Die Konstante ¢ hingt nicht von m ab.
BEWEIS. Aus der Definition der Ritz-Projektion und (I11.2.1) folgt
lv — vaﬁm = B(v — Qnv,v — Quv) = B(v — Qnu,v)
< [0 = Qg (V]
< cllv = Qumvllgm V]am -
Da 2 konvex ist, folgt aus Satz 1.1.2 (S. 17)
o= Qutll < et 0= Quutlly < s [0 = Q-
Wegen h,,_1 < ch,, folgt hieraus die Behauptung. O
Als néchstes definieren wir einen Operator J : X,,, — X,,, durch
(Ju,w), = (v,w), —A'Bv,w) Vwe X,.

J beschreibt die Fehlerfortpflanzung in den Glattungsschritten von Al-
gorithmus II1.2.1. Ist v € ) ¢ 1y, 4, so folgt

Nm )\m
JU:ZCM (1— A’”) Y-

pn=1

Insbesondere ist J symmetrisch positiv semi-definit bzgl. des Skalar-
produktes B(-,-). Definiere fiir v € X,

o[

P falls 0 £ 0,
0| = Bv, Jo)%, plo) = . 07 7
0 falls v = 0.

Dann gilt offensichtlich fiir v € X,

lv] = ’J%v

, 0<pv) <1
1,m
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Sarz I11.2.5 (Glattungseigenschaft). Sei v € X, und p = p(J"v).

Dann gilt
|JVU‘1,m S pV |U’1,m :

BEWEIS. Schreibe v = ) ¢4y, und setze zur Abkiirzung o, =
1-— ’\]\"—: Dann folgt mit der Hélderschen Ungleichung

Nm,
Vo2 . § 22U 2
|'] U|1,m - /\m»ﬂa,u C,u
p=1

2v 1
Nm 2v+1 Nm, 2v+1
2v+1 2 2
< 5 A0, €, E A€
,u=1 le

4v 2
2v+1 20+1
|U|1,m .

1
J' 2y

,m

Bilden wir die (v + $)-te Potenz dieser Ungleichung, so erhalten wir
L2

Ju+§v
1

| J v <

v 1 2v
myv‘l,m: ‘J U’ |/U‘1,m'

Hieraus folgt

2v

| J" v

| J ], < {W V] = 07 V] - [
m

Satz I11.2.6 (Approximationseigenschaft). Sei v € X, und p =
p(v). Dann gilt

17 = Qulvly, < min {1,ey/T=p} ol
Dabei ist ¢ die Konstante aus Satz 111.2.4.
BEwWEIS. Da I — @,, eine Projektion ist, ist
[ = Q] < [0l -

Weiter ist mit v = > ¢, m

Nm Nm )\
o= 0 = D0 s = D s (1 52
=1 =1 "
l:lm ©
=Y AN,
pn=1
= Ar_nl |U|§,m :

Hieraus und aus Satz I11.2.4 folgt
= Qulvly,, < Eh2 oy, = Ehp An(L = p) ol -

Da A,, ~ h_? ist, folgt hieraus die Behauptung. U
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Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Konvergenz von
Algorithmus I11.2.1 beweisen.

SATz I11.2.7 (Konvergenzrate des Mehrgitteralgorithmus). Bezeich-
ne mit o, die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.1 mit vy = vy = v
auf dem m-ten Gitter gemessen in der ||, , -Norm. Dann gilt mit der
Konstanten ¢ aus Satz I11.2.} ’

c
c+ 2

Om <

BEWEIS. Bezeichne mit v, die Losung der Finite Element Proble-
me auf dem m-ten Gitter und mit e/, den Fehler im i-ten Schritt von
Algorithmus I11.2.1. Dann gilt

v+l _ v * * ~
€ =€ — Uy T Uy 1 — Up—1

14

= € = Uy g + O == (U ) — U
5m71
=[I — Qnley, + Om—1Wp—1

mit w,, 1 = 0, (U, | — Um_1) € X,y und

*
m—

E3
< um—l‘l,mfl ’

|wmfl‘1,m71
Wegen der Galerkin Orthogonalitét
B((I —Qm)v,w)=0 Yve X,,,we X,

folgt aus u;, | = Qmer,

2 2
[ - Qm]el;nh,m + |wm—1|1,m

1] — Qulely + w3, = |
1= Qulebl} + lwmalf,
|

< | = Qmlenlim

= |l = Quleblt  + [wpil)
= [[I — Qmle, + uj,_ 1|1m

= |e¥, 27

Sei nun w € X, mit |wl, ,, =1 beliebig. Dann gilt

B(e2 ™ w) = B(JVel M, w)
o B( v+1 Ju )
= B([I — Qulel, + dm_1Wpm—1, J w)
= (1 - 5m—1)B([I - Qm]erym Jyw)
+ 01 B([I — Qulel, + w1, J w).
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Da I — @, ein Projektor bzgl. des Skalarproduktes B(-,-) ist, folgt fiir
den ersten Summanden

B([[ - Qm]ezm Jyw) = B([I - Qm]€;m [I - Qm]‘]uw)
<[ - Qm]emLm 7 - Qm]JVw|1,m'
Fiir den zweiten Summanden gilt

B([I = Qulen, + w1, J'w) < |[I = Quley, + w1y, [T W]y,
< e,

m|1,m |‘]Vw|1,m'

Aus diesen beiden Abschétzungen folgt mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

Bey ™ w) < (1= 0n-1) [l = Qulenly [ = Qu] T 0]y,

+ Om—1 |eZ’L’1,m |Jyw’1,m
< {0 =) T = Quletlu+ ms el )
A= G T = Qul T wh  + b [Tl 0}
Wegen der Satze I11.2.5 und II1.2.6 ist
(1 - 5m71) H[ - Qm]egnﬁm + 5m 1 ‘erunﬁ,m
= (1 ) [T - Qu L bt [P,
2
{(1—(5 )mm{l,c 1—,0(J”e9n)} —|—5m1} p(J"ed) 2”‘em|im

und

(1= bm1) [l = Qua] J*wI3 , + Gr | T w03,
2
<{ = dnmin {1 eVT=aT0 |+ 0 ol

Da

=

|e2l’+1‘1 = sup B(e2"+1, w)
WEXm; |wly =1
ist, folgt hieraus
651 < 1], e {2 s+ (1= ) min (L1 = p)}}.
Also ist
O < max {p* [6m1 + (1 = ) min {1, c(1 - p)}]}.

0<p<1

Da auf dem grébsten Gitter exakt gelost wird, gilt

c
0o =0< .
0 —c+2v
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Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir m—1 gezeigt. Man iiberlegt
sich leicht, dass die Funktion

6 — max {p* [0+ (1 = 6)min{1,c(1 —p)}]}

0<p<1

auf [0, 1] monoton wachsend ist. Daher folgt aus der Induktionsannah-
me

5 < max {pz”[ c_ ¥ min{l,C(l—p)}H

0<p<1 c+2v  c+2v

< max < p* <4 cav (1—p)
— 0<p<1 P c+2v c+2v P
c

_ 2v o
_CHV&%{p 2v+1—2vp]}

o
e+ 2

Denn die Funktion p — p?[2v + 1 — 2vp| ist monoton wachsend auf

[0, 1] und nimmt den Wert 1 im Punkt 1 an. d

Satz 111.2.8 (Konvergenzrate des Mehrgitteralgorithmus). Sei gm
die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.1 mit v; = v, vo = 0 auf dem
m-ten Gitter gemessen in der ||, -Norm. Dann gilt mit der Konstan-

ten ¢ aus Satz 111.2.
5. < [ ¢ r.
e+ 2v

BEWEIS. Sei M der Operator €2, + €% des Algorithmus I11.2.1
mit vy = v, v, = 0. Dann beschreibt der bzgl. des Skalarproduktes
B(-,-) adjungierte Operator M* die Fehlerfortpflanzung von Algorith-
mus II1.2.1 mit 4 = 0, v» = v. Insbesondere beschreibt M*M die
Fehlerfortpflanzung von Algorithmus II1.2.1 mit 14 = vy = v. Damit
folgt aus Satz I11.2.7

c
c+2v°

Der Beweis von Satz I11.2.7 beruht wesentlich auf den Annahmen,
dass ) konvex ist und die Gitter uniform sind. Die Konvexitdt von
Q wird in Satz I11.2.4 benétigt, da dort das Dualitdtsargument von
Aubin-Nitsche benutzt wird, das die H2-Regularitit der Differential-
gleichung voraussetzt. Die Uniformitéit der Gitter wird fiir die inverse
Abschétzung zur Kontrolle des grofiten Eigenwertes der Steifigkeitsma-
trix benotigt. Diese Einschrankungen sind fiir die Praxis zu restriktiv.
Ebenso hat sich gezeigt, dass man mit anderen Glattern als der simplen
Jacobi Iteration in Algorithmus II1.2.1 wesentlich bessere Konvergenz-
raten erzielen kann.

Die genannten Nachteile konnen mit einem allgemeineren, abstrak-
ten Zugang, der sog. Teilraum-Korrektur-Methode (TRK), vermieden

4

IM][z = | M|, <
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werden. Wir wollen diesen Zugang und die entsprechende Konvergenz-
analyse im Folgenden kurz darstellen. Dazu betrachten wir folgende
abstrakte Situation:

e I/ ist ein endlich dimensionaler Hilbert-Raum mit Skalarpro-
dukt (-, ).

e Vi, ..., Vi sind Untervektorrdume von V mit V = Zf\il Vi,
wobei diese Zerlegung in der Regel weder direkt noch gar or-
thogonal ist.

e (; : V — V; sind die orthogonalen Projektionen bzgl. (-, -).

e [V — V ist ein symmetrischer, positiv definiter Operator.

e L;:V; — V;ist die Einschrénkung von L auf V;, d.h. (L;u, v)
= (Lu, v) fir alle u,v € V,.

e R, : V; — V; ist eine leicht berechenbare, symmetrisch positiv
definite Approximation an L;'.

Im Rahmen dieser Vorlesung ist V' ein Finite Element Raum, (-, )
ist das L2-Skalarprodukt oder ein dazu dquivalentes Skalarprodukt wie
z.B. (-, -); und L wird durch eine symmetrische, koerzive Bilinearform
erzeugt.
Zu 16sen ist das Problem

Lu=f.
Dies geschieht mit Algorithmus I11.2.2.

Algorithmus I11.2.2 Teilraum-Korrektur-Methode,

Gegeben: Niherung u € V.
Gesucht: Verbesserte Naherung w.
1: forv=1,...,do

2: for j=1,...,N do

3: u—u+ R;Q; (f — Lu).
4: end for

5. end for

BeispieL I11.2.9 (GauB-Seidel und Mehrgitterverfahren). (1) Sei
V = RY und V; = span{e;}. Dann ist Algorithmus I11.2.2 das Gauf-
Seidel-Verfahren.
(2) Sei V = SHTx), Vi = SE¥UT;), Ry = Ly und R; = w;'I, i >
0. Dann ist Algorithmus I11.2.2 der Mehrgitteralgorithmus I11.2.1 mit
vy = 1, o, = 0. Durch passende Wahl der R; kann man auch den Fall
v1 > 1 und andere Glétter beriicksichtigen.

Fiir die Konvergenzanalyse von Algorithmus I11.2.2 setzen wir
A= ImiIn )\min(RiLi)a A= 115%3{;\7 )\max(RiLi)v ,—Tz = RZQzL

1<i<N

Aus den Voraussetzungen folgt 0 < A < A. Durch entsprechende Ska-
lierung kann man o.E. erreichen, dass A < 2 ist. Wir bezeichnen mit
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|-| die zu L gehorige Energienorm, d.h.
lu| = (Lu, w)? Yu€e V.

Fiir eine Finite Element Diskretisierung der Reaktions-Diffusionsglei-
chung ist insbesondere |-| zur H'-Norm #quivalent.

SaTz I11.2.10 (Konvergenzrate der Teilraum-Korrektur-Methode).
Es gebe zwei Konstanten Koy und K1 mit

N 2 N
{Z|UZ|2} < Kyl Vo= Zv,- eV

=1 i=1

und
N (N 3
Z (Lv; , w,) §K1{2|vi|2} {Z|w]~|2} Y, € Vi, w; € V.
1<i,j<N i=1 j=1

Weiter sei A < 2. Dann ist die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.2
gemessen in der Norm || kleiner oder gleich

[1 - (% - 1) (AK)(\)IQ)Q] é'

BEWEIS. Sei u die exakte Losung von Lu = f. Aus Algorithmus
I11.2.2 ergibt sich

wtg == T) (u-u, )

und somit
U—Uprr =L =Ty) ..o (I =T1)(u— uy).
Setze zur Abkiirzung
Ey=1, E;=(I-T;)-...-(I-Ty),1<j<N.

Dann miissen wir zeigen, dass fiir alle v € V' gilt

(I11.2.2) |Env| < [1 - (% - 1) (AK)(\)Kl)Q] : ] .

Aus der Definition der E; folgt sofort

Bezeichne mit P; : V — V; die orthogonale Projektion bzgl. des Ska-
larproduktes (L-, -). Dann folgt

QiL = LiP,

und damit
(RiL;)'T; = (R;Ly) 'R,Q;L = (R;L;) ' R;L; P, = P,,
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d.h. (R;L;)~'T; ist die orthogonale Projektion von V auf V; bzgl. (L-, -).
Damit folgt fiir beliebiges v € V
|Bj10f* — | Ejof?
= |TjEj-1v + Epol” — |Ejof’
= (LTE 10, TE 1U) + 2 (LTE] 1V, Ej’U)
(LT Ej 10, T E] 1U) +2 (LT E] 10, (I - Y})Ej_lv)
— (LT v, (21 = T))Ey 1)
>(2- )(LTjEj—lv> Ej1v).

Summieren wir diese Ungleichung von j = 1 bis NV, so erhalten wir
N
[of* ~ | Exol* = Z {1Bj-wl® — B}

(I11.2.3) N
MY (LTE; v, Ej_v).
j=1

Schreibe v = ZZ L vi- Da (R;L;)™'T; die orthogonale Projektion bzgl.
(L-, -) ist, gilt wegen der Definition von A

N
j0]* = (Lv,v) Z Lv, v;) = Z (L(RiLi) "' T, v;)

Hieraus folgt mit der Chauchy-Schwarzschen Ungleichung und der ers-
ten Voraussetzung des Satzes

i=1

1
N 2
<Aoo {z |Tw|2}

=1

1 1
N N 2 N 2
2NN Tl o] < A7 Ty|? 1k
v]” < Z’ i |vi| < Z’ iv| Z‘%’
=1 =1

und somit

D=

N
(111.2.4) lv] < ATK, {Z \Tw\Q}

i=1



I11.2. LOSUNG DER DISKRETEN PROBLEME T

Mit einem Teleskop-Summen-Argument ergibt sich wegen Fy = I und
der Definition von A

(LTv, Tv)

Mz

s
Il
—_

Mz

i=1

o
I

{i (LT, T(EJ 1= Ej)v) + (LT, TiEi—IU)}

WE

i—1
> (LTw, TIT;E;_yv) + (LT, TiE“u)}

i=1 (j=1

%

N
AY Y (LTw, TiEjv) .

i=1 j=1

IA

Hieraus folgt mit der zweiten Voraussetzung des Satzes

Z|TU| <AZZ (LTw, T,E;_v)

=1 j5=1

N § N %
< AK, {z mvrz} {z mw}
j=1

=1

und somit
N N
STl < AK2S T ol
i=1 j=1

Wegen der Definition von A ist

N N
D ITE =) (LTiEj v, TjE; 1v)
j=1 j=1
N
S A Z (LT}E]‘_ﬂ) s Ej—lv) .
j=1
Insgesamt erhalten wir somit
N N
(II1.2.5) S Tl < A°K?Y (LT E;j_yv, Ej_yv).

j=1
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Aus (II1.2.3), (I11.2.4) und (II1.2.5) folgt

N
o] = |Exv* > (2= A) Y (LTEj 10, Ej_yv)

=1
N
> (2— MAK Y (Tl
=1

> (2= MANK2KT? o)
und damit (111.2.2). d

BEMERKUNG II1.2.11. (1) Aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung folgt die zweite Voraussetzung von Satz [11.2.10 stets mit K; <
N. Fiir Mehrgitterverfahren bedeutet die Abschiatzung K; < N, dass
die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.2 sich schlimmstenfalls wie
1/In|hy| verhélt. Haufig kann man jedoch eine verschdrfte Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung

(Lv; , wy) < A |y |wj|

mit vy € (0,1) beweisen. Dann ist K; < ﬁ

(2) Da nach Voraussetzung V = S V; ist, ist die Abbildung
N
Vix...xVy> (Ul,...,UN) HZUZ‘ eV
i=1

linear, stetig und surjektiv. Aus dem Satz von der offenen Abbildung
[2, §6.6] folgt daher, dass die erste Voraussetzung von Satz I11.2.10
ebenfalls stets erfiillt ist. Die Schwierigkeit besteht darin, eine explizite
Abschéatzung von Ky, die moglichst nicht von N abhéngt, zu finden.
Mit Hilfe allgemeiner Sétze der Approximationstheorie und tiefliegen-
der Charakterisierungen der Sobolev-Raume ist dies im Rahmen von
Mehrgitterverfahren fiir Finite Element Diskretisierungen in der Tat
moglich.

BEMERKUNG II1.2.12 (Konvektions-Diffusionsgleichung). Bei Kon-
vektions-Diffusionsgleichungen geht die Symmetrie der Bilinearform B
und der Steifigkeitsmatrix verloren. Die Nachteile direkter Losungs-
verfahren bleiben davon unberiihrt. Ebenso dndert sich die Kondition
von O ((minKeT hK)_Q) der Steifigkeitmatrix nicht, so dass klassische
iterative Verfahren wie das Gauf-Seidel Verfahren nach wie vor nicht
geeignet sind. Wegen der fehlenden Symmetrie kann das CG-Verfahren
nicht mehr angewandt werden. Stattdessen muss man auf das BiCG-
Stab-Verfahren und seine vorkonditionierten Varianten [14, Algorithm
IV.3.4] ausweichen. Beim Mehrgitterverfahren ist ein fiir unsymme-
trische Probleme geeigneter Glétter, wie z.B. die Jacobi-Iteration fiir
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die Normalengleichungen, zu benutzen. Die theoretischen Konvergenz-
resultate sind etwas schwécher, indem sie gitterunabhéngige Konver-
genzraten nur fiir hinreichend viele Glattungsschritte liefern. In der
Praxis beobachtet man bei 1 bis 2 Glattungsschritten fiir symmetri-
sche Probleme Konvergenzraten von etwa 0.1 und fiir unsymmetrische
Probleme von etwa 0.4 bis 0.5.

I11.3. A posteriori Fehlerabschitzungen

In §I1.3 (S. 52) haben wir sog. a priori Fehlerabschitzungen ge-
zeigt, d.h., wir haben den Fehler der Finite Element Diskretisierung
abgeschétzt, ohne dazu das entsprechende diskrete Problem zu losen.
Die Fehlerabschiatzungen sind alle asymptotisch, d.h., sie sagen etwas
iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlers aus, wenn die Ele-
mentgroflen gegen Null streben. Fiir ein gegebenes Problem und eine
gegebene Unterteilung sind sie aber unbrauchbar, da sie u.a. von Nor-
men der unbekannten Losung der Differentialgleichung abhéngen. Fiir
die Praxis stellt sich aber natiirlich die Frage nach dem tatséchlichen
Fehler der berechneten Finite Element Losung. Zudem will man i.a.
eine bestimmte Genauigkeit mit minimalem Aufwand, d.h. moglichst
wenigen Elementen erreichen. Diese Fragen werden durch a posterio-
ri Fehlerabschdtzungen, die wir in diesem Abschnitt betrachten, und
adaptive Gitterverfeinerungstechniken, die wir im néchsten Abschnitt
behandeln, gelost.

Wir betrachten zunéchst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen (I1.3.1) (S. 52) und ihre Diskre-
tisierung (I1.3.2) (S. 52). Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen
wir zudem an, dass die Koeffizienten A und o konstant sind. In Be-
merkung I11.3.11 am Ende dieses Abschnittes gehen wir auf variable
Koeffizienten und Konvektions-Diffusionsgleichungen ein.

Zunéchst miissen wir einige zusétzliche Notationen einfiithren. Jede
Kante (d = 2) bzw. Seitenflache (d = 3) E € £ im Innern von Q ist die
gemeinsame Grenzflache von genau zwei Elementen, die wir mit Kg;
und Kgy bezeichnen. Jedem E € &g ordnen wir einen Einheitsvektor
ng zu, der senkrecht auf F steht und von Kg; nach Kgy zeigt. Fiir jede
stiickweise stetige Funktionen ¢ bezeichnen wir mit Jg(¢) den Sprung
von ¢ iiber F in Richtung ng, d.h.

Je(p)(z) = tglg}r p(z +tng) — tli%l p(r —tng) VzeE.

Der Sprung Jg(¢) hiangt von der Orientierung von ng ab. Grolen der
Form Jg(ng - Vo) sind aber von der Orientierung von ng unabhéingig.
Fiir E € &£ bezeichnet hg den Durchmesser von E. Wegen der Regu-

laritédtsbedingung von §I1.1 (S. 35) kénnen Gréfen der Form :—II(‘, und

Z_I; mit K N K’ # () und EN K # () nach oben und unten durch die

Konstante C7 = maxg Z—g abgeschétzt werden.
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Schliefllich bendtigen wir verschiedene Umgebungen von Elementeck-
punkten z € N, Kanten bzw. Seitenflichen F € &; und Elementen
K € T (vgl. Abbildung IT1.3.1):

WK = U Kla @K = U Kl:

KnK’e€ KNK'#0
WE = U K/, (,~UE': U K/,
ECOK' ENK'#0
W, = Supp A, = U K’
zeK'

Dabei ist A, € SY9(T) die nodale Basisfunktion zu z, und K N K’ €
& bedeutet, dass K und K’ eine Kante bzw. Seitenfliche gemeinsam

haben.

ABBILDUNG III.3.1. Gebiete wx, Wi, wg, wg und w,

Im Folgenden bezeichnen v € HY(Q) und ur € SF(T) die schwa-
che Losung der Reaktions-Diffusionsgleichung (I1.3.1) (S. 52) und die
Losung des diskreten Problems (I1.3.2) (S. 52). Die Abbildung

R : v~ {l(v) — B(ur,v)

definiert ein stetiges lineares Funktional auf H} (), das sog. Residu-
um. Zwischen dem Fehler und dem Residuum besteht offensichtlich die
Beziehung

(II1.3.1) R(v) = B(u —ur,v) Vv € Hy(Q).
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Wiéhrend der Fehler nicht berechenbar ist, ist das Residuum fiir jedes
v € H} () berechenbar.

Wegen der Koerzivitdat und Stetigkeit der Bilinearform B gilt fiir jedes
v € HYD)

Bllu—url < Blu—ur,u—ur), Blu—ur,v) < Bllu—ur], vl
Hieraus folgt die Aquivalenz von Fehler und Residuum

R
(111.3.2) Blu—url, < sup D
ve HE(Q)\{0} ||UH1

< Bllu—url;.

R(v)
llvlly
nicht berechenbar, da dies die Losung eines unendlich dimensiona-

len Variationsproblems erfordern wiirde und damit genauso aufwéndig
wire wie die Losung der Reaktions-Diffusionsgleichung. Alle a poste-
riori Fehlerschétzer ersetzen diese Dualnorm durch leicht berechenbare
untere und obere Schranken.

Bevor wir derartige Schranken herleiten, halten wir noch einige
wichtige strukturelle Eigenschaften des Residuums fest.
Aus (II1.3.1), der Definition von B und der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt fiir jedes v € H} ()

(11133) |R(U>’ S B Hu - uT“l;suppv ”U“Lsuppv :

Da S¥(T) ¢ HL(Q) ist, haben wir die Galerkin-Orthogonalitit des
Fehlers

(I11.3.4) R(vy) = B(u—ur,vr) =0 Yoy € SEY(T).

Schliellich wollen wir eine Darstellung des Residuums angeben, die
praktisch handhabbar ist. Sei dazu v € H}(Q) beliebig. Anwenden des
GauBschen Integralsatzes auf jedem Element K € 7T liefert mit der
auBleren Normalen ng zu K

R(v) = {(v) — B(ur,v)
- /ny — /Q {Vur - AVv + auyv}

:Z{/Kfv—/KVuT-AVU—/KauTU}

Obwohl das Residuum berechenbar ist, ist seine Dualnorm sup,

KeT
:KZGT{/KJCU+/KV'(AVUT)U_/aKHK'AVUTU—/KOzuTU}
:KZGT/K{f+V-(AVuT) —auT}v—Egﬂ/EJE(nE.Avuﬂv_

Dies liefert die sog. L2-Darstellung des Residuums

(II1.3.5a) R(v) = Z / rrU + Z /jEv Vv € HE ()

KeT Ec&q
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mit
(II1.3.5Db) rx = f+ V- (AVur) — aur,
(II1.3.5¢) jg = —Jp(ng - AVur).

Im folgenden sei v € Hj(2) mit ||v]|, = 1 beliebig, aber fest. Wegen
der Galerkin Orthogonalitét (I11.3.4) kénnen wir auf der rechten Seite
von (II1.3.5a) ein beliebiges Element v € Si°(7) von v subtrahieren.
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale folgt dann

(13.6)  R) < Y Irellg o = vrll + D liellg llo = vrllg-

KeT Eeg

Als néichstes miissen wir vy € Sg’O(T) geschickt wéhlen, so dass die
Normen ||v — v7||, und ||v — vr| , moglichst klein werden. Wegen der
Ergebnisse von §11.2 (S. 40) sind wir versucht, vy = I7v zu wihlen.
Dies ist aber nicht mdglich, da v nur aus H}(f2) ist und damit Irv
gar nicht definiert ist. Stattdessen konstruieren wir einen sog. Quasi-
Interpolationsoperator.

DEeFINITION I11.3.1 (Quasi-Interpolationsoperator). Fiir jedes z €
N sei g, = @ . der Mittelwert von ¢ auf w., wobei |w.| das

d-dimensionale Lebesgue-Mafl von w, ist. Dann ist der Quasi-Interpo-
lationsoperator Jy : H} () — Sy°(T) definiert durch

zeNq

Man beachte, dass Jr¢ fiir alle ¢ € L'(Q) definiert ist und dass
nur iiber die Elementeckpunkte im Innern von €2 summiert wird.

Wir wollen lokale Fehlerabschatzungen fiir 77 beweisen. Dazu beno-
tigen wir die folgenden beiden Hilfsergebnisse, die von eigensténdigem
Interesse sind.

LEmMMA II1.3.2 (Poincarésche Ungleichung). Es gibt eine von Cy =

};—g abhdngige Konstante cp, so dass fiir alle Elementeckpunkte

z, alle Elemente K in w, und alle ¢ € H'(w,) gilt

maxg

o — @ZHWZ < cphy ||90”1;wz :

BEWEIS. Aus der Poincaréschen Ungleichung, Satz 1.2.21 (S. 28),
und Bemerkung 1.2.22(2) (S. 28) folgt fiir jedes z € N und jedes ¢ €
H (w.)

lo = @.1l,, < cadiam(w:) [y, -
Falls w, konvex ist, ist ¢,; = % [13, Proposition 3.10], andernfalls héngt

¢.1 von Cr ab [13, Proposition 3.21]. Wegen der Regularitéitsannahme
an T gibt es weiter eine Konstante c,, mit

diam(w,) < c.ohg VK C w,. O
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LEMMA II1.3.3 (Spurungleichung). Es gibt eine von C+ = maxy Z—i

abhingige Konstante c¢., so dass fir alle Elemente K, alle Kanten
(d =2) bzw. Seitenflichen (d =3) E von K und alle p € H'(K) gilt

_1 1
1 < cor {hict ellie + hic Iellc -

BEWEIS. Bezeichne mit £ die Kante (d = 2) bzw. Seitenfliche
(d = 3) des Referenz-Elementes K in der Hyperebene {z4 = 0}. Dann
ist £ das Referenzelement in R%-!, Wegen des Spursatzes 1.2.12 (S. 25)
gibt es eine Konstante ¢, so dass fiir alle ¢ € H 1(IA( ) gilt

lellz <ellellz -

Wihle die affine Transformation Fy : K — K so, dass E auf E abge-
bildet wird. Bezeichne mit Iy die Restriktion von Fx auf E und setze

~

P =po Fx € H(K). Dann folgt aus Lemma I1.2.5 (S. 50)
lells = IDFel* 18l 5 < EIDF&l* 18],
und
~ ~12 ~2 > -1 2 2 2 2
181,z = {1805 +180.2 )" < IDFxl™ {lleli + IDFl? el )

DFg| _ |BI|K]

Wegen der Regularitéitsannahme an 7 ist DFxl — TB|IA] < chl_{l mit
einer von Cy abhéngigen Konstanten. Hieraus folgt die Behauptung
mit Lemma I1.2.6 (S. 50). O

SaTz 111.3.4 (Fehlerabschétzung fiir den Quasi-Interpolationsope-
hx

rator). FEs gibt zwei Konstanten ¢y, ¢y die nur von Cr = maxg
abhingen, so dass fiir allev € HY(Q), K € T und E € Eq gilt
v = Trvll < cih o]l g,
1
lv = Trvllp < b vl g, -

BEWEIS. 1. Schritt: Sei K € T ein Element, das keinen Eckpunkt
auf dem Rand I' hat. Dann ist }_ .. . =1 auf K. Hieraus folgt

Z /\z(v - Fz)

ZGNK

Wegen [|A. || ..x < 1 und Lemma II1.3.2 ist fiir jedes z € N

< Z ||)\z(v_6z)||K'

K ZGNK

lv = Troll =

A=(v = Vo)l < Mlo = el < Mlo =72l < cphi (vl -

Damit folgt insgesamt

||U - jTUHK S Z CPhK ||U||1;wz S ChK ||U||1§‘*~JK ’
2€NK
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2. Schritt: Betrachte nun ein Element K, das mindestens einen FEck-
punkt auf dem Rand I' hat. Dann gilt auf K

v—Jrv = Z AU — Z AU,

2€NK zENKNNq
=D -1+ > AT
2eNK zeNK\Na
und somit
o= Trolle < D0 A=)l + D ATk
2eENK 2eENK\Na

Der erste Summand wurde bereits in Schritt 1 abgeschétzt. Sei also

z € Nk \ Ng ein Eckpunkt von K, der auf I liegt. Wegen ||\, ]| . <1

ist ) ’
A0l < K2 [o2] .

Da z € T ist, gibt es ein Element K’ € T und eine Kante bzw. Seiten-

flache E' von K’, so dass z ein Endpunkt von E' und E' C I' ist. Da v

auf E’ verschwindet, ist

L 1 _
0| = B2 [0l g = [E']2 [lo = Vel

Da w, konstant ist, folgt aus Lemma [11.3.3
1 1

= oo {0 =Tl + b ol b
t i
Konstanten. Zusammen mit Schritt 1 folgt aus diesen Abschétzungen
die Behauptung fiir K.

3. Schritt: Sei E € £ eine Kante (d = 2) bzw. Seitenfliiche (d = 3), die
keinen Eckpunkt auf dem Rand I' hat. Dann ist } .. A, =1 auf E.
Hieraus folgt wie in Schritt 1

Wegen der Regularitét is < chg mit einer von Cy abhéingigen

o= Trollp = [ 32 Aw=2)| < D Ao =)l
2eNE E zeNE
< Z ”U_UZHE'
zGNE

Bezeichnet Kg ein Element, das E als Kante bzw. Seitenfliche hat,
folgt aus Lemmata I11.3.2 und 111.3.3

_1 1
o =Tellp < o { Bk llo =Tl + By [0 = Tl }
1
< eothic, V],

1
< chi v

”1;(313 :
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Aus diesen Abschéitzungen folgt die Behauptung fiir E.
4. Schritt: Betrachte abschlieBend eine Kante bzw. Seitenflache E, die
einen Endpunkt auf dem Rand I' hat. Dann ist auf

v—Jrv = Z X(v—1,)+ Z AT,
zeNE zeNE\Na

Der erste Summand wird wie in Schritt 3 abgeschétzt. Der zweite Sum-
mand wird mit den gleichen Methoden wie in Schritt 2 behandelt.
Hieraus folgt dann die Behauptung fiir E. O

Wir greifen nun die Abschéitzung (I11.3.6) wieder auf. Wir setzen
vy = J7v, benutzen Satz I11.3.4 und wenden die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung fiir endliche Summen an:

1 .
Rw) <er ) hucllrglp lollig, +e2 ) hEllislg o),

KeT Ee&q
1 1
2 2
2 2
< {z i urKuK} {z uvan}
KeT KeT
1 1
2 2
.2 2
+ co { Z hg H]EHE} { Z Hle;aE}
Ee€&q Ee&q

1
2
2 -2
<d |l {Z hiclrielle + ) he IIJEHE} :

KeT Eec&q

Dabei haben wir im letzten Schritt die Regularitdtsbedingung an 7T
ausgenutzt. Hieraus und aus (I11.3.3) folgt insgesamt

(I11.3.7a) lu—urll, <en
mit
%
(ITL.3.7D) n= {Z ni} :
KeT
1 Ll
(I11.3.7¢) i = 4 Wi el + B > helisl
ECOK\I

und rg, jp wie in (IT1.3.5b) und (I11.3.5¢). Der Faktor 3 vor der zweiten
Summe in g beriicksichtigt, dass bei Summation iiber alle Elemente
jede innere Kante (d = 2) bzw. Seitenfliche (d = 3) doppelt gezéhlt
wird.

Ungleichung (II1.3.7a) ist eine a posteriori Fehlerabschitzung. Die
GroBen 1 und g in (I11.3.7b) und (II1.3.7¢) kénnen aus den gegebenen
Daten f, A, a und der berechneten numerischen Losung us a posterio-
ri berechnet werden. Sie heiflen daher auch a posteriori Fehlerschdtzer.
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Ungleichung (I11.3.7a) zeigt, dass der Fehlerschitzer zuverlissig ist,
d.h., ist n < €, so ist der Fehler ebenfalls (bis auf einen Faktor) nicht
grofer als €. Die Kontrolle von 7 erlaubt also, eine vorgegebene Tole-
ranz zu erreichen. Um dies mit einem minimalen Aufwand zu erreichen,
reicht die obere Schranke (II1.3.7) nicht aus. Wir miissen zusétzlich ga-
rantieren, dass n den Fehler nicht iiberschétzt und die rdumliche Vertei-
lung des Fehlers auch richtig widerspiegelt. Dies nennt man Effizienz.
Sie ist gegeben, wenn es gelingt, den Fehler auch nach unten durch n
abzuschétzen.

Fiir den Beweis der unteren Schranken, benotigen wir sog. Blasen-
funktionen.

DEFINITION II1.3.5 (Blasenfunktionen). Fiir jedes Element K € T
und jede Kante (d = 2) bzw. Seitenfliche (d = 3) E € & bezeichne mit
Ng und Ng die Menge der Eckpunkte von K bzw. E und setze

¢K:OéKH)\z, ¢E:aEHAZ
ZGNK ZGNE
mit

{(d + 1)1 falls K ein d-Simplex,
A =

(Qd) 2 falls K ein d-Parallelepiped,
22 falls E eine Kante,
ap = { d° falls E ein (d — 1)-Simplex,
2d71

@)
Die folgenden beiden Lemmata geben einige FEigenschaften der Bla-
senfunktionen an.

falls E ein (d — 1)-Parallelepiped,

LEMmMA I11.3.6 (Eigenschaften der Blasenfunktionen). Fiir alle K €
T und alle E € & gilt

Vi € Co(K), Vg € Co(wp),

Vi € Ry (K), VYelk € Ry(K), VK C wg,

Y >0 auf K, Yp >0 aufwg,

Y =0 auf OK, Ve =0 auf Owg,
rile%cw;((:c) =1, I}CleagwE(:c) =1

BEWEIS. Die ersten vier Eigenschaften von ¢ x und g folgen aus
den Eigenschaften der nodalen Basisfunktionen .. Die Aussagen iiber
den Maximalwert der Blasenfunktionen folgt aus der Beobachtung, dass
diese aus Symmetriegriinden ihr Maximum im Schwerpunkt von K
bzw. E annehmen, dass dort die beteiligten Basisfunktionen A\, alle
den Wert (#{z € Ni})™" baw. (#{z € Nz})™" haben und dass ein
d-Simplex und ein d-Parallelepiped d + 1 bzw. 2¢ Eckpunkte hat. [
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LeEmMMA II1.3.7 (Inverse Abschétzungen). Fir jedes Element K €
T, jede Kante (d = 2) bzw. Seitenfliche (d =3) E € £, jedes k € N,
jedes v € Rip(K) und jedes o € Ry(E) gilt

1
2
@wmz{ﬂwwﬁ < ol

cahi vl < Tl < eshic [Wncvll

1
2
%wms{é¢wﬁ <ol

crh 1Wpoll,, < Weoly, < chg' [Yeol,, .

1
[bgoll,, <chilollg-

hic b,

Die Konstanten cs, ..., cg hdingen nur von k und Cr = maxg o

BEWEIS. Die obere Schranke in der ersten Abschiatzung folgt aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
1
Wie man leicht nachrechnet, definiert w — { [z ¢k o Fxw?}? eine

Norm auf ﬁk Da auf endlich dimensionalen Rdumen alle Normen &dqui-
valent sind, gibt es eine Konstante ¢ mit

1
5 A~
mM@s{éwKu%w} v € R

Diese Abschitzung und Lemma I1.2.5 (S. 50) beweisen die untere
Schranke der ersten Abschétzung.

Da Yk o Fx in den Eckpunkten von K verschwindet, wird durch w
YK o Fgwl|,  eine Norm auf Ek definiert. Mithin gibt es zwei Kon-
stanten ¢ und Co mit

@ [ o Frwlig < | o Fiewl, g < ok o Fwlg  Vw € Ry,

Hieraus und Lemmata I1.2.5 (S. 50) und I1.2.6 (S. 50) folgt die zweite
Abschétzung.

Die Abschétzungen fiir o folgen mit den gleichen Argumenten wie die-
jenigen fiir v. U

Bezeichne mit f7 irgendeine, im Folgenden feste Finite Element Ap-
proximation an f, z.B. die L?>-Projektion auf die stiickweise konstanten

Funktionen S®71(T). Sei K € T beliebig. Setze
wr =Y (fr+ V- (AVur) — aur).
Wegen Lemma II1.3.7 ist

Allfr+ V- (AVur) — 04“7’”?{ < / wg(fr + V- (AVur) — aur).
K
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Setzen wir wg als Testfunktion v in (II1.3.5a) ein und berticksichtigen,
dass wyx auf K und auflerhalb von K verschwindet, so erhalten wir
wegen (II1.3.5b), (I11.3.1) und (I11.3.3)

/K wic(fr + V - (AVur) — auy)

:/KwKTK—i-/KwK(fT_f)
~ Blu—ur i) + [ wilfr = 1)

K
< Bllu —urllyp okl + 17— fllg w5 -
Offensichtlich ist
lwrllx < If7+ V- (AVur) — aur||, .

Aus Lemma II1.3.7 folgt weiter

1
2 2 2 —2\3
wicllyse = { sl + ol b < {1+ Ehi2} flwxl
< chid lfr + V- (AVur) — aur| -

Aus diesen Abschétzungen und der Dreiecksungleichung ergibt sich
3.8)  huclirl < e {llu—urll o+ b lf = Frili -
Sei nun E € & eine Kante (d = 2) bzw. Seitenflache (d = 3). Setze

Wg = YEJE.

Wegen Lemma II1.3.7 ist

c%\leIIQES/EijE.

Setzen wir wg als Testfunktion v in (II1.3.5a) ein und beriicksichti-
gen, dass wg auf dwg und auBerhalb wg verschwindet, so folgt wegen
(II1.3.1) und (II1.3.3) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

/ijE: Z /TKU)E—B(U—UT,’LUE)
E K

KCwg

1
2
2
< { > IITKIIK} lwelly, + B llu = urlly, lwell,,

KCwg

Wegen Lemma II1.3.7 ist

1 F
|well,, < cohgllwellp < cohg ljellg
und

1
lwell, < chg' lwel,, < dhg® iells-
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Aus diesen Abschitzungen und (I11.3.8) ergibt sich insgesamt

L .
a3.9) g lislp < e {llu = urlly, +helf = frio, b

Aus den Abschétzungen (I11.3.8), (I11.3.9) und der Definition (I11.3.7¢)
erhalten wir folgende lokale untere Fehlerschranke

(111.3.10) e < el = urll + i I = Fril, b

Summation iiber alle Dreiecke liefert zudem die globale untere Fehler-
schranke

[NIE

(111.3.11) n<cl flu—ur|, + {Z hic 1 — fﬂli}

KeT

In beiden Abschétzungen sind die f — f7-Terme Storterme, die unter
zusdtzlichen Regularitdtsannahmen an f von hoéherer Ordnung sind
und die zudem a priori allein aus der Kenntnis der Daten kontrolliert
werden konnen, ohne eine Differentialgleichung oder ein diskretes Pro-
blem zu l6sen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

SATz I11.3.8 (A posteriori Fehlerabschitzung). Bezeichne mit u €
HY(Q) und ur € SYO(T) die schwache Lisung der Reaktions-Diffu-
sionsgleichung (11.3.1) (S. 52) und ihre Finite Element Approzimation
(I1.3.2) (S. 52). Die Koeffizienten A und « seien konstant und fr €
Sk=L(T) sei irgendeine Finite Element Approzimation an f. Fiir jedes
Element K € T definiere den Fehlerschitzer ng durch

n = % || f + V- (AVaur) — aur]|y

(111.3.12)

ol

1
+5 > hellJe(ng - AVur)|l;
ECOK\D

Dann gibt es drei Konstanten Cy, Cy und Cs5, die nur von k und

Cr = maxg Z—g abhdingen, so dass die folgenden a posteriori Fehler-

abschdatzungen gelten

1
2
— scl{zn;} |

KeT

mie < Ca {Jlu = urlly + hac If = frll, )

{Z ni} <y llu—url, + {Z A fT||i}

KeT
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BEMERKUNG I11.3.9 (Struktur der Abschéitzungen). (1) Die Grofien
rx und jp aus (II1.3.5b) und (II1.3.5¢) heiflen das Elementresiduum
und das Kantenresiduum. Das Elementresiduum ist elementweise das
Residuum der Finite Element Losung bzgl. der starken Form der Diffe-
rentialgleichung. Diese Grofe ist global nicht definiert, da die diskrete
Losung nicht in H%(2) enthalten ist, wohl aber elementweise, da auf den
einzelnen Elementen die diskrete Losung als Polynom beliebig oft diffe-
renzierbar ist. Das Kantenresiduum ist der Sprung des Spuroperators,
der beim Ubergang von der starken zur schwachen Form der Differen-
tialgleichung mittels partieller Integration auftritt. Diese Struktur der
Residuen iibertriagt sich auf allgemeine elliptische Differentialgleichun-
gen.

(2) Die Aquivalenz (I11.3.2) von Fehler und Residuum ist eine struktu-
relle Eigenschaft des Variationsproblems und véllig unabhéingig von der
speziellen Diskretisierung. Dementsprechend kénnen die Konstanten in
dieser Ungleichung nicht durch die Wahl der Diskretisierung beeinflusst
werden. Physikalisch beschreiben sie, wie empfindlich die Losung der
Differentialgleichung auf Stérungen der Daten reagiert.

(3) Die L*-Darstellung (I11.3.5) des Residuums ist ebenfalls eine struk-
turelle Eigenschaft der Differentialgleichung. Sie gilt fiir alle Systeme
in Divergenzform.

(4) Die Galerkin-Orthogonalitét ist nur eine technische Eigenschaft,
die die Herleitung der oberen Fehlerschranken wesentlich vereinfacht.
Fiir die SUPG-Diskretisierung (I1.3.4) (S. 54) der Konvektions-Diffu-
sionsgleichung z.B. ist sie verletzt. Dennoch kann man fiir diese Diskre-
tisierung und Differentialgleichung Abschétzungen wie in Satz I11.3.8
beweisen [13, §4.4].

(5) Die obere Schranke (II1.3.7) ist global, da sie den inversen Dif-
ferentialoperator, der ein globaler Operator ist, benotigt. Die untere
Schranke (I11.3.10) dagegen ist lokal, da sie nur den Differentialopera-
tor benutzt, der ein lokaler Operator ist.

BEMERKUNG II1.3.10 (Zuverldssigkeit, Effizienz, Robustheit). Die
obere Schranke (I11.3.7) beweist die Zuverldssigkeit des Fehlerschétzers;
ist der Schétzer unterhalb einer Toleranz, gilt dies auch fiir den Fehler.
Die untere Schranke (I11.3.10) beweist die Effizienz des Fehlerschétzers;
ist der Schétzer oberhalb einer Toleranz, gilt dies auch fiir den Fehler.
Beide Schranken und die lokale Natur der unteren Schranke zusammen
garantieren, dass der adaptive Gitterverfeinerungs-Prozess I11.4.1 eine
Néherungslosung der Differentialgleichung mit vorgegebener Toleranz
und minimalem Aufwand liefert. Das Produkt C;C5 der Konstanten
aus Satz II11.3.8 ist ein Maf fiir die Giite des Fehlerschétzers dhnlich
zur Kondition einer Matrix. Wegen (I11.3.2) ist diese Grofle proportio-
nal zu B71B. Falls die Differentialgleichung und damit 2 und B von
Parametern abhéngen, sollte C7C5 gleichméfig beschrankt sein bzgl.
dieser Parameter. Das ist die sog. Robustheit. Die Robustheit ist eine
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nicht triviale Bedingung. Um dies einzusehen, betrachte die Reaktions-
Diffusionsgleichung (I1.3.1) (S. 52) mit A=¢el, a =1 und 0 < ¢ < 1.
Versieht man Hg (€) mit der iiblichen Norm |[|-|, ist dann S ~ ¢, B~ 1
und C1C3 =~ &' Damit ist die a posteriori Fehlerabschitzung von
Satz II1.3.8 unbrauchbar. Um diesen unerwiinschten Effekt zu vermei-
den, muss man H} () mit einer geeigneteren Norm versehen und Satz
[11.3.4 und Lemma II1.3.7 verfeinern [13, §4.3].

BEMERKUNG II1.3.11 (Neumann Randbedingungen, variable Koef-
fizienten, Konvektions-Diffusionsgleichungen). (1) Bei Neumann Rand-
bedingungen n - AVu = ¢ auf einem Teil I'y des Randes muss man bei
der Definition (II1.3.12) von 7 noch die Terme

> hpllg—n-AVur|y
ECOKNTy
hinzufiigen [13, §1.4].
(2) Bei variablen Koeffizienten A und o muss man wegen Lemma [11.3.7
beim Beweis der unteren Schranken A und « durch diskrete Approxi-
mationen A7 und ag ersetzen. Dies fithrt in den unteren Schranken
von Satz II1.3.8 zu zusétzlichen Termen der Form

hi [|=div((A — A7)Vur + (a — ar)ur||k

[13, Theorem 4.19].

(3) Satz II1.3.8 kann auf Konvektions-Diffusionsgleichungen iibertra-
gen werden unabhéngig davon, ob die Standard-Diskretisierung (11.3.2)
(S. 52) oder die SUPG-Diskretisierung (I11.3.4) (S. 54) verwendet wird.
Die Struktur des Fehlerschéitzers bleibt erhalten. Allerdings muss man
die Skalierungsfaktoren hy und hg modifizieren, um Abschéatzungen
zu erhalten, die robust sind bzgl. der relativen Grofle der Diffusion,
Konvektion und Reaktion zueinander [13, §4.4].

BEMERKUNG I11.3.12 (Andere Fehlerschiitzer). Es gibt einen gan-
zen Zoo von Fehlerschitzern [13, §§1.5-1.12], die alle zu dem hier be-
trachteten in dem Sinne dquivalent sind, dass die verschiedenen Schét-
zer bis auf multiplikative Faktoren nach oben und unten gegeneinan-
der abgeschétzt werden konnen. So kann man z.B. bei Verwendung von
Sy*(T) auf die Elementresiduen verzichten [13, §1.6] oder den element-
weise konstanten Gradienten Vus mitteln und den Fehler der Finite
Element Losung us durch die Differenz der Mittelung zum urspriingli-
chen Gradienten abschétzen [13, §1.9].

I11.4. Adaptivitit

Wir wenden uns nun dem Problem der adaptiven Gitterverfeinerung
basierend auf einer posteriori Fehlerabschétzung zu und betrachten da-
zu Algorithmus I11.4.1.

Die praktische Durchfithrung von Algorithmus I11.4.1 erfordert in
den Schritten 11 und 12 zwei Komponenten:
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Algorithmus II1.4.1 Adaptive Gitterverfeinerung

Gegeben: Daten der Differentialgleichung, Toleranz e.
Gesucht: Nidherungslosung mit gegebener Toleranz .
1: Bestimme eine grobe Unterteilung 7, von €.
2: for k=0,1,... do
3: Lose das diskrete Problem zur Unterteilung 7.

4: for K € T, do

5: Berechne einen a posteriori Fehlerschétzer ny.

6: end for

7 n < %nea%; NK

8: if n < e then

9: stop > Toleranz erreicht

10: end if N

11: Bestimme aus (nx)x eine Menge 7 von zu verfeinernden Ele-
menten. _

12: Bestimme aus 7 eine zuléssige Verfeinerung 7,1 von 7.

13: end for

e cinen Algorithmus, der die zu unterteilenden Elemente be-
stimmt, und
e cine Vorschrift wie Elemente unterteilt werden.

Wir wenden uns zunéchst dem ersten Problem zu. Man konnte ver-
suchen, den geschétzten Fehler 7 iiber alle Unterteilungen 7 mit einer
gegebenen Elementzahl zu minimieren. Dies ist jedoch ein hochgra-
dig nichtlineares, extrem aufwéndiges Optimierungsproblem. Einfache
heuristische Argumente zeigen andererseits, dass bei einer optimalen
Unterteilung alle Elemente etwa den gleichen Beitrag zu 7 liefern. Dies
legt es nahe, Elemente, die einen zu grofien Beitrag nx liefern, zu un-
terteilen, und fithrt auf die Algorithmen I11.4.2 und I11.4.3.

Algorithmus I11.4.2 Maximum Strategie

Gegeben: Unterteilung 7, Fehlerschitzer (nx)ger, Parameter 6 €
(0,1).
Gesucht: Teilmenge T markierter Elemente, die verfeinert werden sol-
len.
1T« 0
2: 1) < MaXgeT NK
3: for K € T do
4: if nx > 0n then
5 T+ TU{K}
6 end if
7: end for
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Algorithmus II1.4.3 Ausgleichsstrategie; Dorfler Strategie

Gegeben: Unterteilung 7, Fehlerschitzer (ngx)xer, Parameter 6 €
(0,1).

Gesucht: Teilmenge T markierter Elemente, die verfeinert werden sol-
len.

LT 0,240,003 cerik

2: while ¥ < 0O do

3 N MaXp o 7K

4 for K € T\ T do

5: if ng =n then

6 T+ TU{K}, S« S+n%

7 end if

8 end for

9: end while

Am Ende von Algorithmus I11.4.3 ist

don =0 i

KeT KeT

Beide Markierungsstrategien liefern vergleichbare Ergebnisse. Die Ma-
ximum Strategie ist offensichtlich billiger als die Ausgleichsstrategie.
Bei der Maximum Strategie fiihrt ein grofler Wert von ¢ zu einer klei-
nen Menge 7, d.h., nur wenige Elemente werden fiir die Verfeinerung
markiert; ein kleiner Wert von 6 dagegen liefert eine grofie Menge 7T,
d.h., nahezu alle Elemente werden markiert. Bei der Ausgleichsstra-
tegie ist der Effekt umgekehrt: ein kleiner Wert von 6 fithrt zu einer
kleinen Menge T, ein groler Wert von 6 liefert eine grole Menge 7.
Bei beiden Strategien hat sich die Wahl 6 ~ 0.5 bewéhrt.

Die Algorithmen II1.4.2 und III.4.3 konnen auch ggf. durch eine
Vergroberungsstrategie erganzt werden. Dies ist fiir zeitabhéngige Pro-
bleme wichtig.

Als néchstes beschreiben wir, wie Elemente verfeinert werden und
wie die Zuléssigkeit der verfeinerten Unterteilung gesichert wird. Dabei
miissen wir beachten, dass alle Unterteilungen die Regularitdatsbedin-
gung erfiillen sollen, d.h., die Elementswinkel sollen nicht zu klein oder
zu grofl werden. Dazu fiithren wir folgende Sprechweise ein (vgl. Abbil-
dung I11.4.1 und 111.4.2):

e Ein Dreieck wird rot unterteilt, wenn seine Kantelmittelpunkte
miteinander verbunden werden.

e Ein Dreieck wird blau unterteilt, wenn der Mittelpunkt der
lingsten Kante mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt und
dem Mittelpunkt einer weiteren Kante verbunden wird.
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e Fin Dreieck wird grin unterteilt, wenn der Mittelpunkt der
langsten Kante mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt ver-
bunden wird.

e Ein Dreieck hat einen (oder mehrere) hingenden Knoten, wenn
K nicht unterteilt wurde, aber eines (oder mehrere) der an-
grenzenden Dreiecke unterteilt wurde.

Dabei bedeutet ,,angrenzend*, dass die betreffenden Dreiecke eine Kan-
te gemeinsam haben.

ABBILDUNG III.4.1. Rote, griine und blaue Untertei-
lung eines Dreieckes

ABBILDUNG II1.4.2. Beispiel fiir einen hiangenden Kno-
ten e

Eine rote Unterteilung erzeugt offensichtlich dhnliche Dreiecke und
verdndert somit die Winkel nicht. Die Vorgabe, primér die langste Kan-
te zu unterteilen, sichert bei der griinen und blauen Unterteilung, dass
der kleinste Winkel nicht verkleinert wird. Offensichtlich ist eine Un-
terteilung genau dann zulédssig, wenn kein Dreieck hdngende Knoten
hat.

In Schritt (4) von Algorithmus I11.4.1 werden nun markierte Elemente
rot unterteilt. Nicht markierte Elemente K werden geméifl folgender
Regeln behandelt:

e Hat K drei hingende Knoten, unterteile K rot.

e Hat K zwei hingende Knoten, von denen keiner auf der langs-
ten Kante liegt, unterteile K rot.

e Hat K zwei hingende Knoten, von denen einer auf der langsten
Kante liegt, unterteile K blau.

e Hat K einen hidngenden Knoten, unterteile K blau, wenn der
héingende Knoten nicht auf der langsten Kante liegt, sonst
unterteile K griin.

Man kann zeigen, dass diese Regeln in endlich vielen Schritten eine
verfeinerte Unterteilung erzeugen, die den oben diskutierten Vorgaben
genigt.
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Die bisherigen Ergebnisse konnen direkt auf Unterteilungen in Par-
allelogramme iibertragen werden. Dabei konnen (und miissen bei loka-
ler Unterteilung) Dreiecke und Parallelogramme gemischt werden. Bei
der Unterteilung der Parallelogramme muss man offensichtlich neben
der roten Unterteilung in vier neue dhnliche Parallelogramme zusétz-
liche Unterteilungen fiir Elemente mit 1, 2 und 3 héngenden Knoten
vorsehen. Diese Regeln sind in Abbildung I11.4.3 veranschaulicht.

ABBILDUNG III1.4.3. Rote, griine und blaue Untertei-
lung eines Parallelogramms

Eine interessante Alternative zu der beschriebenen roten Untertei-
lung ist die Bisektion markierter Kanten. Diese erfordert keine Zusatz-
regeln fiir die Behandlung hdngender Knoten und erleichert nétigenfalls
die Vergroberung einer Unterteilung. Die Bisektion markierter Kanten
erfolgt auf Basis folgender Regeln (vgl. Abbildung I11.4.4):

e Die grobste Unterteilung 7y wird so konstruiert, dass die langs-
te Kante eines jeden Elementes entweder eine Randkante oder
die ldngste Kante des angrenzenden Elementes ist.

e Die ldngsten Kanten der Elemente in 7, werden markiert.

e Fin Element wird unterteilt, indem der Mittelpunkt seiner
markierten Kante mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt ver-
bunden wird.

e Wird ein Element durch Bisektion unterteilt, werden seine
nicht unterteilten Kanten die markierten Kanten der beiden
neuen Dreiecke.

[

ABBILDUNG II1.4.4. Sukzessive Bisektion markierter
Kanten; markierte Kanten sind durch e gekennzeichnet
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Wir wollen nun zeigen, dass Algorithmus I11.4.1 konvergiert, wenn
in Schritt (4) die Ausgleichsstrategie fiir die Markierung gew#hlt wird.
Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten wir die zweidimensiona-
le Poissongleichung mit Dirichletrandbedingungen, d.h. (I1.3.1) (S. 52)
mit A =1, « =0 und Q C R?, lineare Dreieckselemente, d.h. (I1.3.2)
(S. 52) mit £ = 1 und 7 aus Dreiecken bestehend, und den residuel-
len Fehlerschétzer ng aus Satz I11.3.8 (S. 89). Die Ergebnisse kénnen
mit einigem technischen Mehraufwand auf allgemeinere Differential-
gleichungen, Diskretisierungen und Fehlerschétzer iibertragen werden
(13, §4.13].

In einem ersten Schritt nehmen wir an, dass die rechte Seite f stiick-
weise konstant ist, so dass die Terme ||f — fr|| verschwinden. Diese
Einschrénkung werden wir dann in einem zweiten Schritt iberwinden.

Betrachte eine Unterteilung 7; von €2 und eine Verfeinerung 75 von
Ti, d.h., jedes Element in 77 ist die Vereinigung von Elementen in 75.
Die zugehérigen Finite Element Raume Sy°(77) und Sy°(73) sind dann
geschachtelt, d.h.

(I11.4.1) Sy (T7) € Sy°(Ts).

Bezeichne mit u die schwache Loésung der Poissongleichung und mit
up und uy die zugehorigen Finite Element Losungen. Aus Beziehung
(II1.4.1) und der Galerkin-Orthogonalitéat (I11.3.4) (S. 81) folgt

(I1.4.2) IV (u = ) ||* = [V (1 = u)[|* = |V (w1 — us)||*.
Da f stiickweise konstant ist, folgt aus Satz I11.3.8
(I11.4.3) IV (u—u)[* < CF > k.

KeTi

Wir wéhlen nun einen Parameter 6 € (0, 1) und bestimmen mit Algo-
rithmus I11.4.3 eine Teilmenge 7; von 77, so dass

(ITT.4.4) D omk=0> ik

KeTh KeT:

ist. Aus den Abschéitzungen (I11.4.3) und (I11.4.4) ergibt sich dann

02
2 1 2
(I11.4.5) [V(u—u)” < 2 Z n%.
KeTy
Wir nehmen nun zusétzlich an, dass die verfeinerte Unterteilung 7o
folgende Bedingungen erfiillt:

e Der Mittelpunkt jeder Kante in 7, ist ein Elementeckpunkt
von Ts. B

e 7Zu jedem Element in 77 gibt es einen Punkt in seinem Inneren,
der ein Elementeckpunkt von 75 ist.
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Diese Bedingungen kénnen z.B. durch zwei Schritte der roten Unter-
teilung oder durch drei Schritte der Bisektion markierter Kanten der
Elemente in 7; erfillt werden.

Wegen dieser Annahmen kénnen wir fiir jedes Element K und jede
Kante E in 77 die Blasenfunktionen 1, und 1 durch die nodalen Ba-
sisfunktionen von Sy°(73) ersetzen, die dem inneren Elementeckpunkt
in K und dem Mittelpunkt von E entsprechen. Man {iberzeugt sich
leicht, dass Lemma II1.3.7 (S. 87) auch fiir diese Funktionen gilt. Da-
her bleibt der obige Beweis der unteren Fehlerschranke giiltig. Da f
stiickweise konstant ist, erhalten wir somit die Abschéatzung

(I1.4.6) > i < G5V (up — )|
KeTi
Aus den Abschétzungen (I11.4.5) und (I11.4.6) folgt

1 0
— V(g —u)|* < ] d i< T IV (u— ) ||
~ 21

KeTi

Setzen wir dies in Ungleichung (II1.4.2) ein, erhalten wir schlieBlich

0
900 - )l < (1= g ) IV ul®
2¥1

Dies beweist die Konvergenz von Algorithmus I11.4.1, sofern die rechte
Seite f auf der grobsten Unterteilung 7y stiickweise konstant ist. Jede
Iteration von Algorithmus I11.4.1 reduziert dann den Fehler der Finite

Element Approximation um den Faktor ,/1 — %, der nur von dem
2¥1

Parameter § und dem Formparameter C+ = maxg Z—ﬁ (d.h. kleinste
Winkel) von 7y abhéngt.

Nun wollen wir die Annahme einer stiickweise konstanten rechten
Seite f iiberwinden. Betrachte dazu eine beliebige Funktion f € L?(Q),
eine beliebige Unterteilung 7 und die L2-Projektion fr von f auf
S%~1(T). Bezeichne mit u die schwache Losung der Poissongleichung
mit rechter Seite f, mit u die schwache Losung der Poissongleichung
mit rechter Seite fr, mit ur die Losung des diskreten Problems mit
rechter Seite f, und mit uy die Losung des diskreten Problems mit
rechter Seite f7. Da us die beste Approximation an u in Sy°(7) bzgl.
der Norm |-|; = || V-] ist, folgt

IV (u = ur)|| < [[V(u—ur)]
Weiter folgt aus der Dreiecksungleichung
IV (u—ur)|| < |[V(u=w)| +[[V(w—ur)]l.

Der Term ||V (u — u7)|| kann mit obigen Techniken fiir stiickweise kon-
stante rechte Seiten behandelt werden. Daher miissen wir nur noch den
Term ||V (u — w)|| kontrollieren.
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Um dies zu erreichen, beachten wir, dass

_ u—u)-Vw
[V(u—u)f = sup Ja ¥
weHL(2)\{0} [Vw]]

ist. Da u und u die Poissongleichung zu den rechten Seiten f und fr
16sen, gilt fiir jedes w € H}(2)

| v=-vo= [t fru

Da aber fr die L?-Projektion von f auf den Raum der stiickweise
konstanten Funktionen ist, gilt

wobei wy die L*Projektion von w auf S®~(7) ist und fj und Wx
die Mittelwerte von f und w auf K bezeichnen. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung folgt somit

/w—u Vi < 371 = Tiell e llw — il

KeT

Da jedes Element K konvex ist, folgt aus der Poincaréschen Unglei-
chung, Satz 1.2.21 (S. 28), und Bemerkung 1.2.22(2) (S. 28) fiir jedes

Element

hi
lw =Wl < —= IVl -

Mit Hilfe einer gewichteten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten
wir somit die Abschétzung

IV(u-a)| <= {Zh |- fKHK} :

KeT

Also miissen wir fiir allgemeine Daten f die rechte Seite dieser Ab-
schiatzung, die haufig als Datenoszillation bezeichnet wird, kontrollie-
ren. Dies kann mit folgender Abwandlung von Algorithmus I11.4.1 ge-
schehen.

Wir betrachten wieder eine Unterteilung 7; und eine Verfeinerung
7> von Ti. Dann wenden wir Algorithmus I11.4.3 auf 7; mit 7% ersetzt

durch h3 H f—- 7KH§< an und bestimmen so eine Teilmenge ’7] von Tq

mit
Sork = Trll =0 > Wil f =Tl

KeTh KeTi
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Wir nehmen nun an, dass 7 folgende Bedingung erfiillt: Jedes Element

K in 7T; ist die Vereinigung von Elementen in 75, derart dass jedes die-

ser Elemente hochstens den Durchmesser %hK hat.

Diese Bedingung kann wieder durch zwei Schritte der roten Untertei-

lung oder drei Schritte der Bisektion markierter Kanten erfiillt werden.
Wir spalten nun 73 so in zwei disjunkte Teilmengen 75 p and 7oy

auf, dass Uper, , K O Uges K ist. Dann gilt

Z h Hf fKHK— Z h ”f fKHK

KeTzu KeTi\Th
=S |l = Tuli = Y w1 F =Tl
KeTi KeTh
und

> hiclls - lelK_4ZhK||f Ficlle

K€7—2 R Ke’]‘l
Hieraus folgt

Sonklf =Tl = X0 B NF Tl + D B — Fallx

KeTs KeTar KGTzU
< S nk | -Tell - Zh 1F =Tl
KeTh Ke7’1
< (1-F) X Akl -Tulle
KeTi

Algorithmus I11.4.1 mit hg Hf — 71{”1{ an Stelle von ng reduziert dann
mit jeder Iteration die Grofle ||V (u — u)|| mindestens um den Faktor

1— %. Fiir jede Toleranz e erhalten wir daher nach endlich vie-

len Schritten eine Unterteilung 7o mit |V (u —u)|| < 5. Diese bildet
dann den Ausgangspunkt fiir den adaptiven Algorithmus fiir stiickwei-
se konstante rechte Seiten f. So erhalten wir dann nach einer weite-
ren endlichen Zahl von Schritten eine verfeinerte Unterteilung 7; with
V(= up)l| < 5 und [[V(u—w)] <e.

Zum Abschluss geben wir zwei Beispiele, die die Vorteile der ad-
aptiven Gitterverfeinerung basierend auf a posteriori Fehlerschétzern
illustrieren.

BeispieL I11.4.1 (Einspringende Ecke). Wir betrachten wie in Bei-
spiel 111.2.2 (S. 65) die Poissongleichung mit inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen in demL formigen Gebiet (—1,1)*\[(0,1) x (—1,1)]
mit exakter Losung u = 75 sin (3 ) Als grobstes Gitter verwenden wir
eine Unterteilung mit 6 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit
Hypotenusen in Richtung (1, —1). Wir lésen die Differentialgleichung
ndherungsweise einmal mit einer uniformen Verfeinerung und einmal



100 III. PRAKTISCHE ASPEKTE

mit einer adaptiven Verfeinerung geméfl Algorithmus I11.4.1 und der
Maximum Strategie I11.4.2 basierend auf dem Fehlerschéitzer aus Satz
I11.3.8 (S. 89) und der Bisektion markierter Kanten. Dabei wird die
uniforme Verfeinerung so lange durchgefiihrt, bis die Speicherkapazitat
erschopft ist. Der adaptive Algorithmus wird so lange durchgefiihrt, bis
er eine Ndherungslosung liefert, die etwa die gleiche Genauigkeit hat
wie die Finite Element Losung auf dem feinsten uniformen Gitter. In
Tabelle 111.4.1 geben wir jeweils die Zahl L der Gitter, die Zahl NT' der
Elemente, die Zahl NV der Eckpunkte, die Zahl NN der Unbekannten
auf dem feinsten Gitter und den relativen Fehler ¢ gemessen in der
H'-Norm in Prozent auf dem feinsten Gitter. Abbildung I11.4.5 zeigt
das feinste bei der adaptiven Verfeinerung erzeugte Gitter.

TABELLE III.4.1. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung fiir das Problem aus Beispiel 111.4.1

uniform | adaptiv

L 12 17
NT 12288 784
NV 6273 499
NN 6017 365

(%) 0.13 0.2

mesh of level 17 with 784 elements and 499 nodes

T T T T T T T T 1
-0 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

ABBILDUNG III.4.5. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
fiir das Problem aus Beispiel 111.4.1

BEISPIEL I11.4.2 (Innere Grenzschicht). Wir betrachten die Reak-
tions-Diffusionsgleichung mit inhomogenen Diricht-Randbedingungen
auf dem Quadrat (—1,1)%. Die Randfunktion up, die rechte Seite f
und der Reaktionsterm « sind so gewihlt, dass die exakte Losung ge-
geben ist durch v = tanh (100 (xQ +y? — i)) — 1. Die exakte Losung
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hat eine scharfe innere Grenzschicht entlang des Randes des Kreises um
Null mit Radius % Als grobstes Gitter verwenden wir eine Untertei-
lung mit 8 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Hypotenusen
in Richtung (1, —1). Ansonsten gehen wir wie in Beispiel I11.4.1 vor.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 111.4.2 wiedergegeben. Abbildung I11.4.6

zeigt das feinste bei der adaptiven Verfeinerung erzeugte Gitter.

TABELLE III1.4.2. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung fiir das Problem aus Beispiel 111.4.2

uniform | adaptiv

L 11 11
NT 8192 1000
NV 4225 701
NN 3969 493
e(%) 2.13 2.05

mesh of level 11 with 1000 elements and 701 nodes

-10 T T T T T T T T
210 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

ABBILDUNG II1.4.6. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
fiir das Problem aus Beispiel 111.4.2

II1.5. Implementierung

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Implementierung der
Methoden der letzten Paragraphen und die dafiir benétigten Daten-
strukturen ein. Um die Notationen und den technischen Aufwand ge-
ring zu halten, beschranken wir uns auf zweidimensionale Probleme
und lineare Dreiecks- und bilineare affine Viereckselemente.

Die Klasse node realisiert das Konzept eines Knotens, d.h. eines
Elementeckpunktes. Sie hat folgende Mitglieder:
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e c: Dies ist ein zweidimensionales Feld vom Typ double und
speichert die euklidischen Koordinaten des betreffenden Kno-
tens.

e t: Diese Grofle vom Typ integer beschreibt den Typ des Kno-

tens. Es ist

(0 falls der Knoten im Innern des

Gebietes liegt,

k k > 0, falls der Knoten auf dem
k-ten Dirichletrand liegt,

—k k> 0,falls der Knoten auf dem
k-ten Neumannrand liegt.

\

e d: Diese Grofle vom Typ integer gibt die Nummer des Frei-
heitsgrades des betreffenden Knotens an. Sie ist gleich —1, falls
der Knoten kein Freiheitsgrad ist.

Das Attribut d beriicksichtigt, dass nicht jeder Knoten ein Freiheits-
grad ist, z.B. weil er auf einem Dirichletrand liegt. Fiir die Effizienz der
Losungsalgorithmen ist es aber wichtig, Freiheitsgrade fortlaufend zu
nummerieren, damit z.B. Vektoradditionen und Skalarprodukte durch
einfache Schleifen realisiert werden kénnen. Durch das Attribut d wird
eine einfache Verbindung zwischen der Menge der Knoten und der Teil-
menge der Freiheitsgrade hergestellt.

Die Klasse element realisiert das Konzept eines Elementes. Sie hat
folgende Mitglieder:

e nv: Diese Grofle vom Typ integer gibt die Zahl der Element-
eckpunkte an und legt damit den Elementtyp, d.h. Dreieck
oder Viereck, fest.

e v: Dies ist ein Feld der Linge 4 vom Typ integer. Es gibt
die globalen Nummern der Elementeckpunkte an. Lokal, d.h.
innerhalb des Elementes, werden die Eckpunkte fortlaufend
beginnend mit 0 im mathematisch positiven Sinn durchnum-
meriert. Falls das Element ein Dreieck ist, ist v[3] = —1.

e e: Dies ist ein Feld der Lénge 4 vom Typ integer. Es be-
schreibt die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Elemen-

ten. Es gilt
(] falls die i-te Kante des Elementes an
das Element mit der Nummer j grenzt,
-1 falls die i-te Kante des Elementes Teil ei-
eli] = nes geraden Randstiickes des Gebietes ist,

—k—2 k> 0,falls die i-te Kante des Elementes
Teil des k-ten gekriimmten Randstiickes
des Gebietes ist.
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Dabei werden die Kanten so nummeriert, dass die Kante mit
Nummer ¢ die Eckpunkte ¢ + 1 und ¢ + 2 als Endpunkte hat
(vgl. Abbildungen II1.5.1 und II1.5.2), wobei Ausdriicke der
Form i+ 1, i + 2 usw. immer modulo der Grofle nv zu nehmen
sind.

e p: Diese Grole vom Typ integer gibt die Nummer des Eltern-
elementes des betreffenden Elementes an.

e t: Diese GroBle vom Typ integer beschreibt den Verfeine-
rungstyp des Elementes. Es ist (vgl. Abbildungen II1.5.1 und
111.5.2)

(0 falls das Element nicht unterteilt wird,
) falls das Element rot unterteilt wird,
1+ 1 falls die i-te Kante unterteilt wird,

t=<¢1+1+55 falls die Kanten ¢z und i + 5,5 > 0,
unterteilt werden,
1+ 35 falls die Kanten ¢,7 + 1 und 7 + 2

L unterteilt werden,

e c: Diese Grofle vom Typ integer gibt die Nummer des ersten
Kindes des Elementes an. Die weiteren Kinder werden wie in
Abbildungen IT1.5.1 und II1.5.2 angegeben fortlaufend num-
meriert.

i+2AO)\ i+1 i+2 i+1

+3) +0 +1
1 42

0 +(i+1) +(i4+2) 0 0 0

i+1 7 i+2 i+1 7 i+2
7 7
i+2 i+1 i+2 o \itl
+0 +0

0 +2 0 0 +1 0

i+1 [ i+2 i+1 7 i+2

ABBILDUNG III.5.1. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Dreieckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len i, ..., 1+ 2 sind modulo 3 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergénzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j + £ erhilt, wenn
j der Wert des Attributes ¢ des Elternelementes ist.
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i+2 i i+1
0 0
+(i+2) +(i+1)
i+1 i+3
+(i+3) +(¥)
0 0
i+3 i+2 i
i+2 i i+1 i+2 i i+1
0 0 0
0
+1 +0
i+1 i+3 i+1 11 o |i+3
+2
0
i+3 i+2 i i+3 i+2 i
i+2 i i+1 i+2 i i+1
0 0
+4 +4
+0 +0
i+1 3 |i+3 i+1 13 |43
0
+1
+2 +1
+2
0 0
0 0 0
i+3 i+2 i i+3 i+2 i

ABBILDUNG III.5.2. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Viereckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len i, ..., 1+ 3 sind modulo 4 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergénzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j 4 k erhélt, wenn
j der Wert des Attributes ¢ des Elternelementes ist.

Auf den ersten Blick mag es ungewohnlich erscheinen, die Informa-
tionen iiber Knoten und Elemente in verschiedenen Klassen zu halten.
Dieser Ansatz bietet aber einige Vorteile:
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e Er reduziert den Speicherbedarf. Die Koordinaten eines Kno-
tens miissen so nur einmal gespeichert werden. Wenn Knoten
und Elemente in einer gemeinsamen Klasse gehalten werden,
miissen die Knotenkoordinaten etwa 4 bis 6 mal gespeichert
werden.

e Die Elemente représentieren die Topologie des Gitters, die un-
abhéngig ist von der aktuellen Positionierung der Knoten. Die-
se dndert sich z.B. nicht, wenn Knoten verschoben werden.
Daher ist es bei dem bestehenden Ansatz wesentlich einfacher,
sogenannte Gitterglattungsalgorithmen (mesh smoothing al-
gorithms), die nur die Position der Knoten nicht aber die Git-
tertopologie beeinflussen, zu implementieren.

Bei der Gitterverfeinerung sind die Knoten komplett hierarchisch,
d.h.; ein Knoten der Unterteilung 7; ist auch Knoten jeder Untertei-
lung 7; mit j > ¢. Daher konnen alle Knoten in einem Feld vom Typ
node konsekutiv gespeichert werden. Ein Knoten wird zu dem Feld
hinzugefiigt, sobald er bei einer Elementunterteilung erzeugt wird.

Da die Gitter i.a. nur teilweise verfeinert werden, sind die Elemen-
te nicht komplett hierarchisch. Daher wird die Information iiber alle
Elemente aller Unterteilungen gespeichert. Dies geschieht mittels eines
Feldes vom Typ level. Seine Linge ist die maximal mdégliche Zahl von
Verfeinerungsstufen. Die Klasse 1level hat folgende Mitglieder:

e nn: die Zahl der Knoten des aktuellen Gitters,

cn: die kumulative Zahl der Knoten des aktuellen und aller
groberen Gitter,

first: die Adresse des ersten Elementes des aktuellen Gitters,
last: die Zahl der Elemente des aktuellen Gitters,

nt: die Zahl der Dreiecke des aktuellen Gitters,

nq: die Zahl der Vierecke des aktuellen Gitters,

ne: die Zahl der Kanten des aktuellen Gitters,

dof: die Zahl der Freiheitsgrade des aktuellen Gitter.

Alle GréBen haben den Typ integer.

Bezeichnet 11 das Feld vom Typ level, das die Gitterinformation
speichert, hat daher eine Schleife iiber alle Knoten des Gitters k£ die
Form

for(i = 0; i < 11[k].nn; i+){...}.
Eine Schleife iiber alle Elemente des Gitters k dagegen hat die Form
for(i = 11[[k].first; i < 11[k].last; i++){...}.
Fiir das Aufstellen des diskreten Problems muss man die Gréflen
bz‘ = K(UZ) und Q35 = B(U,‘, Uj)

berechnen. Dabei ist v; die nodale Basisfunktion zum ¢-ten Knoten. Die
Berechnung geschieht elementweise. Auflerdem ist zu beachten, dass
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Knoten auf dem Dirichletrand, die kein Freiheitsgrad sind, ausgeblen-
det werden. Bezeichne fiir ein Element K mit ¢ bzw. Br die Ein-
schrankung von ¢ bzw. B auf das Element K, d.h. die Integrale werden
nur bzgl. K genommen, und mit vertices das Feld vom Typ node
das die Knoteninformation enthélt. Dann erfolgt die Berechnung der
rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix nach folgendem Schema:

fiir alle Elemente K des aktuellen Gitters
fur alle Knotennummern i von K

j = vertices[K.v[i]].d

bj = bj + gK(UZ)

fiir alle Knotennummern | > i von K
m = vertices[K.v[l]].d
Umj = Gmj + Bi (v, v;)

Dabei wird ¢ (v;) mit einer Quadraturformel berechnet. Fiir ein
Dreieck und die Formel aus Beispiel I111.1.1(2) (S. 62) ergibt sich z.B.

Ui (v;) = %D {f (%(zi + zM)) +f (%(zi + zm)) } :

Dabei sind zq, 29, z3 die Eckpunkte von K und
D= det(z2 — Z1,%3 — Zl).

AuBerdem sind die Indizes ¢ + 1 und ¢ + 2 modulo 3 zu verstehen.
Ahnliche Formeln ergeben fiir Vierecke.

Ganz analog geht man bei der Berechnung der Groflen By (v, v;)
vor. Dabei sind zusétzlich folgende Punkte zu beachten:

e Bei Dreieckselementen sind die Ableitungen der Basisfunktio-
nen stiickweise konstant.

e Bei Viereckselementen ist die partielle Ableitung nach = bzw.
y einer Basisfunktion eine lineare Funktion nur der Variablen
y bzw. x.

e Die Steifigkeitsmatrix ist diinn besetzt; das Element i, j ist
hochstens dann von Null verschieden, wenn die entsprechenden
Eckpunkte auf einer gemeinsamen Elementkante liegen.

Damit ergibt sich fiir den Gradienten Vgv; der Basisfunktion v;
eingeschrinkt auf das Element K die Formel

1 Zi+2,1 — 2,1 — (Z¢+2,2 - Zi,2>

VK’UZ‘ = — .
D \Zit12 — Zi2 — (Zig11 — 2i1)

Eine analoge Formel gilt fiir Vgv;. Da die Ableitungen konstant sind
konnen die Integrale mit der Mittelpunktsregel aus Beispiel I11.1.1(1)
(S. 62) berechnet werden.

Bei Viereckselementen geht man analog vor. Da die Ableitungen linear
sind, konnen sie wieder durch Differenzenquotienten und die Integrale
durch die Simpsonregel aus Beispiel I11.1.1(7) (S. 62) berechnet werden.
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Die diinne Besetzung der Steifigkeitsmatrix wird durch folgende
spezielle Speichertechnik berticksichtigt:

e Es werden nur die von Null verschiedenen Matrixelemente ge-
speichert.

e Die relevanten Matrixelemente werden hintereinander in einem
Feld m vom Typ double abgelegt.

e Ein zusétzliches Feld ¢ vom Typ integer speichert den Spal-
tenindex des entsprechenden Eintrages in m, d.h., m[i] steht
in der Spalte c[i].

e Ein zusétzliches Feld r vom Typ integer speichert den Beginn
der Zeilen, d.h., alle Eintréige m[¢| mit r[k] < i < r[k+1] stehen
in der k-ten Zeile.

e Ein zusitzliches Feld d vom Typ integer speichert die Adres-
sen der Diagonalelemente, d.h., m[d[k]] ist das k-te Diagonal-
element ayy.

Dabei ist beriicksichtigt, dass die Steifigkeitsmatrix wegen des Konvek-
tionstermes i.a. nicht symmetrisch ist. Wenn man sich auf Reaktions-
Diffusionsgleichungen beschrankt, erhédlt man symmetrische Matrizen
und kann sich auf die Speicherung der Matrixelemente oberhalb der
Diagonalen einschlieilich der Diagonalen beschrinken.
Mit der beschriebenen Datenstruktur hat eine Matrix-Vektor-Multipli-
kation z.B. folgende Form:
for(i = 0; i < nn; i++)
y[i] = 0;
for(j = rlil; j < rli+1]; j++)
y[i] += m[j1*x[c[j1];

Dabei ist nn die Zahl der Unbekannten.






KAPITEL IV
Erginzungen

Als Ergénzung der bisherigen Ergebnisse betrachten wir in diesem
Kapitel nicht-konforme und gemischte Finite Elemente, sowie Discon-
tinuous Galerkin und Finite Volumen Methoden. Bei ersteren ist der
Finite Element Raum nicht mehr in dem Raum, in dem das zugrunde-
liegende Variationsproblem formuliert ist, enthalten. Dies gibt mehr
Flexibilitat fiir die Diskretisierung, fithrt aber auch zu zusétzlichen
Konsistenzfehlern, die sorgfiltig kontrolliert werden miissen. Die ge-
mischten Finite Element Methoden sind zugeschnitten auf sog. Sattel-
punktsprobleme. Bei diesen wird ein geeignetes Funktional bzgl. eines
Anteils der gesuchten Losung minimiert und bzgl. eines anderen Anteils
maximiert. Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Satelpunktsfor-
mulierung der Poissongleichung. Hier sind die erwdhnten Losungskom-
ponenten die Funktion w und ihr Gradient Vu. Discontinuous Galer-
kin Methoden sind spezielle nicht-konforme Methoden. Bei ihnen ist
die diskrete Losung komplett unstetig und verletzt in der Regel auch
eventuelle Dirichlet Randbedingungen. Die Losbarkeit des diskreten
Problems wird durch geschickte Stabilisierungsterme erreicht, die zu-
dem so gewihlt werden, dass keine Konsistenzfehler auftreten. Finite
Volumen Methoden sind auf sogenannte Systeme in Divergenzform zu-
geschnitten. Sie fallen konzeptionell zunéchst vollig aus dem bisheri-
gen Rahmen, haben aber dennoch strukturelle Beziehungen zu Finite
Element Methoden. Geeignete Discontinuous Galerkin Methoden fiir
Systeme in Divergenzform stellen zudem einen gemeinsamen Rahmen
fiir Finite Element und Finite Volumen Methoden her.

IV.1. Nicht-konforme Finite Elemente

Bisher haben wir stets konforme Finite Element Methoden betrach-
tet, bei denen der diskrete Raum X7 im unendlich dimensionalen Raum
X des Variationsproblems enthalten ist. Nun wollen wir sog. nicht-
konforme Methoden betrachten, bei denen diese Inklusion nicht mehr
gilt.

Zunéchst betrachten wir wie in §I.1 eine abstrakte Situation. Sei
dazu (X, |||y) ein Banach-Raum, ¢ € L(X,R) und B € L3(X,R)

symmetrisch und koerziv. Zu l6sen ist das Variationsproblem

(IV.1.1) B(u,v) ={(v) YveX.
109
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Weiter seien (X7, [|-[| ) ein endlich dimensionaler Banach-Raum, {7 €
L(X7,R) und By € L*(X7,R) symmetrisch und koerziv. Die Nor-
men von ¢+ und By sowie die Koerzivititskonstante S+ von By seien
gleichméBig bzgl. 7 nach oben bzw. fiir S7 nach unten weg von 0 be-
schriankt. Die diskrete Approximation von (IV.1.1) lautet

(IV.1.2) BT(UT, UT) = €T<UT> Yor € Xr.

Wegen Satz I.1.1 (S. 15) haben (IV.1.1) und (IV.1.2) jeweils eine ein-
deutige Losung u bzw. ur. Man beachte, dass hierfiir die gleichméflige
Beschréanktheit von [|¢7||,, ||Brl||,2 und By nicht benétigt wird. Da
wir an der nicht-konformen Situation interessiert sind, ist X+ ¢ X.
Allerdings setzen wir voraus, dass Br, {7 und ||| auch fiir Elemen-
te von X einen Sinn machen und fiir solche Elemente mit B, ¢ bzw.
||I-||x tbereinstimmen. Der folgende Satz ist unter diesen Annahmen
das nicht-konforme Analogon zum Céa-Lemma, Satz 1.1.2 (S. 17). Sein
Beweis ist analog zu dem von Satz I11.3.4 (S. 55).

Satz IV.1.1 (Zweites Strang-Lemma). Unter den obigen Voraus-
setzungen gilt die Fehlerabschdtzung

Br
_ < 2T _
lu—ur|x < <1+ 5T)UTlg)f(THU orllx,
1

+ sup | B (u, wr) — r(wr)] -
BT wrexr; lwrllx, =1

Dabei ist By = || Br|| ;2 und B die Koerzivititskonstante von Br.

BEWEIS. Sei vy € X7+ beliebig und wy = ur — vy. Aus der Koer-
zivitdt von B folgt dann
Br lwrl, < Br(wr, wr) = Br(ur — vy, wy)
= Br(u — vr,wr) + Br(ur, wr) — Br(u,wr)
= Br(u — vr,wr) + {r(wr) — Br(u, wr)
< Brllu —vrllx, llwrlly, + [¢r(wr) — Br(u,wr)| .

Hieraus folgt die Behauptung mit der Dreiecksungleichung
lu—urllx, <llu—vrlx, +lwrly, U

Der folgende Satz ist die nicht-konforme Variante des Dualitétsar-
gumentes von Aubin-Nitsche, Satz I1.1.5 (S. 18).

SaTz IV.1.2 (Satz von Aubin-Nitsche fiir nicht-konforme Diskreti-
sierungen). Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz
IV.1.1. Zusditzlich sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -)
und Norm |||y, so dass X — H dicht und X7 C H ist. Fir jedes
¢ € H seien u, € X die eindeutige Losung von

B(v,u,) = (p,v)y YveX
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und u, 7 € X7 die eindeutige Lisung von

BT(UT; U%T) = ((p, UT)H Yor € Xr.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lu—urly < sup {Brlu—urly, lu, - v,

pEH; |||l =1

+ [Br(u—ur,u,) — (¢, u—ur)yl
1B,y = tp7) = (g = up )| |

BEwWEIS. Da X — H dicht und X+ C H ist, ist

(IV.1.3) lu—ur|ly; = sup (¢, u—ur)y-
weH; |l g=1

Sei nun ¢ € H mit ||p||,; = 1 beliebig. Dann folgt
(¢, u—ur)y
= B(u,u,) — Br(ur, up,7) = Br(u, up) — Br(ur, up,7)
= Br(u — ur,uy — up 1) + Br(ur, uy — tp7) + Br(u — ur, up1).
Wegen
Br(u,up) = (¢, u)y und Br(ur,ue7) = (¢, ur)y
folgt fiir den zweiten und dritten Summanden dieser Gleichung
Br(ur, uy — up1)
= By (ur,u,) — Br(u,u,) + Br(u, uy,) — Br(ur, uy7)
= —Br(u—ur,u,) + (¢, u—ur)y

und
Br(u—ur, uy7)
= Br(u,uy7) — Br(u,u,) + \Bﬂu, Uy) —\BT(uT, Uy T)
—t(u,) —tr(ug.7)
= —Br(u,uy — up 1) + lr(up — up 7).
Also ist
(¢, u—ur)y = Br(u—ur,up — uy7)
—{Br(u—ur,uy) = (¢, u—ur)y}
—{Br(u,up — up,7) — lr(up — up 1)}
Hieraus und aus (IV.1.3) folgt die Behauptung. O

Wir wenden diese abstrakten Ergebnisse auf ein einfaches, aber
typisches Modellproblem an: die Crouzeiz-Raviart Diskretisierung der
zwei-dimensionalen Poissongleichung mit homogenen Dirichlet Rand-
bedingungen. Dabei ist 2 C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes
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Gebiet mit stiickweise geradem Rand ', X = H}(Q), H = L*(Q),
fov und B(u,v) = [, Vu- Vo.

W1e in §I1.3 (S. 52) bezeichnet 7 = {K; : 1 < i < mg} eine
zuldssige und regulére Unterteilung von €2 in Dreiecke. Wir bezeichnen
die Dreieckskanten in 7 mit £ und die inneren Kanten mit £q. Fiir
E € &£ ist mp der Kantenmittelpunkt. Da jede Ebene durch drei nicht
ko-lineare Punkte eindeutig bestimmt ist, ist fiir jedes K € T jedes
lineare Polynom p € P; eindeutig bestimmt durch seine Werte in den
Kantenmittelpunkten von K. Daher ist folgende Definition sinnvoll

Xr=CR(T)={¢eL*(Q):¢lx P VK €T,
@ ist stetig in mg, VE € &g,
o(mg) =0VE € £\ &}

CR(T) heifit der Finite Element Raum von Crouzeiz-Raviart.

Jedes ur € CR(T) ist eindeutig bestimmt durch seine Werte in
den Kantenmittelpunkten mg, F € £q. Bezeichnen zg, 21, 2o die Eck-
punkte von K und g, A1, Ay die zugehorigen nodalen Basisfunktio-
nen in SYO(T) aus §I1.3 (S. 52), so folgt mit einer leichten Rechnung
urlx = Y7o ur(m)w;, wobei m; der Mittelpunkt der i-ten Kante
von K und w; = A\j11 + Aip2 — A; ist. Dabei liegt wie in §IT1.5 (S. 101)
die i-te Kante vereinbarungsgeméfl dem i-ten Eckpunkt gegeniiber und
Knotennummern werden modulo 3 genommen.

Die Funktionen in C'R(7) sind nicht stetig und verschwinden nicht
identisch auf T'. Daher ist X7 ¢ X. Es ist aber X7 C H = L*(Q).
AuBerdem ist offensichtlich S;°(7) ¢ CR(T). Die Norm ||| x,» die

Linearform ¢+ und die Bilinearform B7 werden definiert durch

lurlly, = {Z|UT|1K}7

KeT
rlur) = / fur,
KeT
Br(ur, vr) / Vur - Vour.
KeT

Offensichtlich sind die Voraussetzungen der Satze IV.1.1 und IV.1.2
erfiillt. Insbesondere ist By = 7 = 1.

SATZ IV.1.3 (Abschiitzung des Konsistenzfehlers). Seiu € HJ(2)N
H?(Q) die Lisung von (IV.1.1) und

Lu(w) = Br(u,w) — (r(w) Vw € HY(Q) ® CR(T).

Dann gilt fir alle w € H}(Q) & CR(T) mit einer nur von Cy =
max ﬁ—g abhdngigen Konstanten

| Lu(w)| < ch[ully [[wl]x., -
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BEWEIS. Sei w € Hj(Q2) & CR(T) beliebig. Durch elementweise
partielle Integration folgt mit den gleichen Notationen wie in §II1.3

(S. 79)

Z/VUVU}— /fw

KeT KeT
= Z / Vu-Vw + Z / Auw
KeT KeT
= Z/ Ng - VU
KeT oK
Z/JEnEVu Z/nVu
Ecéq Eeé\Eq

Da u € H*(Q) ist, gilt fiir jede innere Kante £ € &g

/EJE(HE -Vu) =0.

Ist dagegen E € £\ & eine Randkante, so ist entweder w = 0 auf E,
falls w € X ist, oder

/ w = hgw(mg) =0,
B

falls w € CR(T) ist. Definieren wir daher fiir jede Kante F € £ den
Mittelwert von w auf FE durch

EE:hEI/w,
E

Z/JEHEVuwwE Z/nVuwwE)

EeEq Ee€\Eq

so folgt

Bezeichne mit I : X N H*(Q) — Sy°(T) € CR(T) den nodalen
Interpolationsoperator aus §I1.3 (S. 52). Da fiir jede Kante £

/E(W—WE)ZO

und (ng - V(I7u))|g konstant ist, folgt

Z/JE ng - V(u— Iru))(w —wg))

Eec&q

+ Y /n V(u— Iru)(w — Wg).

Ee&\Eq
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Wegen |n| = |ng| = 1 folgt hieraus mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

Lu(w) 2 [V (u—Iru)g lw = wel -
Eceg

Betrachte nun eine beliebige Kante £ € £ und ein Dreieck K € T,
das F als Kante hat. Bezeichne mit E die horizontale Kathete des
Refergnz—Dreieckes [g: und mit Fx : K — K eine affine Transformation
von K auf K, die F auf E abbildet. Setze w = w o Fk. Aus dem
Transformationssatz folgt

EE—hEl/w—/A@ und daher /A(@—@E)—O.
E E E

Wie im Beweis der Poincaréschen Ungleichung, Satz 1.2.21 (S. 28),
folgt, dass es eine Konstante ¢ gibt mit |||z < €|p|,.5 fiir alle ¢ €

HY(K) mit Jz¢ = 0. Hieraus folgt mit dem Spursatz, Satz 1.2.12
(S. 25), und Lemmata I1.2.5 (S. 50) und IL.2.6 (S. 50)

l N —_—
lw =gy = hillw—wklz

5 s — 2 s — 2 2
< hpe {1 — Wil + 1@ - el ¢ |

N[

l AN AN —
< hpe(l+c ?)2 | — wE|1;f{
1
= hje(1+E2)2 @],z
1
S C,h’% ‘w‘l;K :

Mit den gleichen Argumenten folgt aus dem Spursatz 1.2.12 (S. 25),
Satz 11.2.2 (S. 42) und Satz [1.2.7 (S. 51) durch Transformation auf das
Referenzelement mit ©@ = w o Fy

_1 N
IV(u—Iru)l|p = hg® |V(u —7u)| 5
_1
< chy® |lu —7ull,
3 (1~  ~np2 ~ a2 2 \®
= chy® {Hu —mullz + [u—7uli; + |u|2;f(}
_1
< Clh’E2 |ﬂ’2j€
1
S c/,hlg‘_} |u|2;K .

Aus diesen Abschétzungen und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
fiir Summen folgt

Lu(u)] < ¢y hplwlyx lulyge < Chllwlx, luly- L
EcE

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir eine Fehlerabschatzung fiir
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung beweisen.
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SaTz IV.1.4 (A priori Fehlerabschétzung). Seien Q konvex, u €
H () N H*(Q) die schwache Lésung der Poissongleichung und uy €
CR(T) die Lisung der Crouzeiz-Raviart Diskretisierung. Dann gelten
die Fehlerabschdatzungen

lu—urlx, < cihrluly, |lu—ur| < chF|ul,.
Die Konstanten ci, co hingen von Q und Cr = maxg Z_;( ab.

BewErs. Da S;°(T) € CR(T) ist, folgt aus Satz 11.2.7 (S. 51)

inf U — U7 < inf U — w = inf U — w
vr€CR(T) | I, wreSyO(T) H llxr wreSyO(T) | 7h
< |u—Irul,
< chr|ul,.

Damit folgt die erste Fehlerabschéitzung aus den Sétzen IV.1.1 und
IV.1.3.
Satz IV.1.3 mit w = u — us liefert andererseits

|Br(u —ur,up) — (¢, u—ur)| < chylugl, [lu—urllx
< chr el llu —urllx, -
Satz IV.1.3 mit w = u, — u, 7 und der erste Teil des Beweises ergeben
weiter
| B (u, up — up, 1) — 1 (up — up7)| < chr|lup — up 7l 5 [uly
< chry |uply [ul,
< "hr |l ful, -

Damit folgt die zweite Fehlerabschéitzung des Satzes aus der ersten
Abschéitzung und Satz 1V.1.2. (|

BEMERKUNG IV.1.5. (1) Sei J(u) = $Br(u,u) — {7(u). Wegen
Sy(T) € X ist

inf J(u) < inf  J(ur).

SOEN

Wegen Sy°(T) € CR(T) ist ebenso

. < .
UTEI&E(T) Mur) < uTelsr%’fo(T) Hur)

Daher ist das Minimum von J bei nicht-konformen Methoden kleiner
als bei konformen Methoden und h&aufig dichter am kontinuierlichen
Minimum.

(2) Satz IV.1.4 bendtigt im Gegensatz zu Satz 11.3.1 (S. 53) nicht nur
die H?-Regularitit der aktuellen Losung u sondern die H?2-Regularitiit
fiir jede rechte Seite in L?*(f2). Daher muss € als konvex vorausge-
setzt werden. Diese zusétzliche Einschrinkung ist nicht Beweistechnik.
Nicht-konforme Methoden reagieren haufig empfindlicher als konforme
Methoden auf mangelnde H?-Regularitiit z.B. aufgrund einspringender



116 IV. ERGANZUNGEN

Ecken.

(3) Konstruktionsgemif gilt L,(w) = 0 fiir alle w € HJ (). Dies gilt
aber nicht fiir L2-Funktionen, da L, auf L?(2) nicht stetig fortsetzbar
ist.

(4) Aus der Eulerschen Polyederformel £7 — #€ + A = 1 und der
Identitét 347 = 24€ — #&r folgt 4T ~ 24N und £€ =~ 34N. Daher ist
dim CR(T) ~ 3dim S3°(7).

IV.2. Discontinuous Galerkin Methoden

In diesem Abschnitt betrachten wir wie im vorigen die Poissonglei-
chung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen. Im abstrakten Rah-
men von §IV.1 ist wieder 2 C R? ein beschrinktes, zusammenhingen-
des Gebiet mit stiickweise geradem Rand I', X = Hj(Q2), H = L*(Q),
((v) = [, fvund B(u,v) = [, Vu- Vo.

Wir wollen jetzt fiir das diskrete Problem (IV.1.2) (S. 110) den
diskreten Raum X7 und die diskreten Bilinear- und Linearformen By
und /7 so konstruieren, dass folgende Wiinsche erfiillt sind:

e Unstetigkeit: Die Ansatz- und Testfunktionen sind komplett
unstetig und miissen die Dirichlet Randbedingung nicht erfiil-
len, d.h. S*~H(T) C X7 C L*(9),

o Konsistenz: Fiir die schwache Losung u der Poissongleichung
und jede Funktion v € L*(Q), die elementweise in H*(K) ist,
gilt By (u,v) = lr(v).

o Symmetrie: By ist symmetrisch.

e Beschrinktheit: Die Bilinearform By ist stetig und die Norm
B1 von By ist beziiglich 7 und eventueller weiterer Parameter
der Diskretisierung gleichméflig nach oben beschrankt.

o Koerzivitit: Die Bilinearform By ist koerziv und die entspre-
chende Grofle 57 ist beziiglich 7 und eventueller weiterer Pa-
rameter der Diskretisierung gleichméBig positiv.

Bevor wir By und /7 konstruieren, erinnern wir an den Sprung
Jg(-) iiber eine innere Kante E in Richtung eines Einheitsnormalen-
vektors ng. Das Vorzeichen von Jg(-) hdngt von der Orientierung von
ng ab. Dies ist aber fiir die folgenden Argumente unerheblich. Zusétz-
lich definieren wir fiir eine innere Kante £ den Mittelwert Ag(-) durch

1/ .

Ap(p)(z) = 5 (tlir& o(r +tng) + th(Er oz — tnE)) Ve € E.

Dann gilt fiir alle inneren Kanten und alle Funktionen ¢, 9

Je(py) = Je(P)Ap(¥) + Ap(p) e ().

Fir Randkanten £ C I' setzen wir zudem
Je(p)(@) = Ap(p)(z) = lim ¢(z —tng) Ve L,

wobei jetzt ng die duflere Normale zu I ist.
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Im Folgenden nehmen wir an, dass die rechte Seite f in L*(2) und
die schwache Lésung u der Poissongleichung in H?(2) ist. Wegen der
Dirichlet Randbedingung gilt dann fiir jede Kante Jg(u) = 0. AuBer-
dem ist Vu € H(div; ), so dass fiir jede innere Kante Jg(ng-Vu) =0
ist.

Seien nun v und w beliebige Funktionen in L?(Q), die fiir jedes
Element K in H'(K) sind. Wir multiplizieren die Poissongleichung auf
einem beliebigen Element K mit w, integrieren iiber K und integrieren
die Ableitungsterme partiell. Dies liefert mit der &ufleren Normalen ng
zu OK

| ro= [ cave= [ Vevo- [ nguo

Summation iiber alle Elemente K ergibt

Z/wa:Z/KVu-Vw

KeT KeT
— Z/JE(HE-Vuw)— Z/nE-Vuw.
Eegq ' E Ee&r VP

Fiir jede innere Kante ist wegen Jg(ng - Vu) =0

/EJE(HE'VUUJ) :/EJE(HE-VU)AE(w)+[EAE(HE-Vu)JE(w)

— /EAE(nE-Vu)JE(w)a

und fiir jede Randkante ist wegen der Definition von Sprung und Mit-
telwert

/EnE -Vuw = /EAE(HE - Vu)Jp(w).

Insgesamt erhalten wir somit

Z/wa_Z/Kvu'vw_Z/EAE(nE'VU)JE(w>‘

KeT KeT E€€
Daher sind
w Z/ fw,
KeT /K
v, W Z / Vv - Vw — Z/ Ag(ng - Vo)l g(w)
KeT 7K pee’E

Kandidaten fiir /7 und B, die die Konsistenzbedingung erfiillen. Of-
fensichtlich ist dieser Kandidat fiir By aber nicht symmetrisch. Die
Symmetrie erhalten wir, indem wir —Y ;¢ [ Ag(ng - Vw)Jp(v) zu
unserem Kandidaten hinzufiigen. Wegen Jg(u) = 0 fiir alle Kanten
zerstort dies nicht die Konsistenz.
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Als néchstes untersuchen wir die Beschréanktheit dieses Kandidaten
fiir By, da dies die Wahl von |||, beeinflusst. Dazu setzen wir von
nun an voraus, dass v und w in S*~!(7T) sind und {iberlegen uns mit
einem Skalierungsargument (d.h. Transformation auf das Referenzele-
ment, Aquivalenz von Normen auf endlich dimensionalen Raumen dort
und Riicktransformation), dass es eine Konstante ¢, gibt, die nur von
dem Polynomgrad k£ und dem Formparameter C7 abhéngt, so dass fiir
alle Elemente K, alle Kanten E von K und alle Polynome ¢ € Ry (K)
gilt

1
”SOHE < cwrhp® H‘PHK

Dann erhalten wir mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Z/Vv Vuw — Z/AEHE Vo)l g(w)

KeT Eeg
Ec&
< Z ‘U|1;K \w\ng + Z Ctth;5 ’U|1;K 15 (w)| &
KeT Eecg
1
+ Z Corhpg® |w’1;K [REEICHIP®
Eec&
1
2
< {Z (Wl + D ' [13e(v) HE} :
KeT Eeg

{lelm+zh T e (w ||E} :
KeT Ee&

Also ist unser Kandidat fiir By beziiglich

||U||XT {Z |U|1K+Zh 1||JE ||E}

KeT Ee&

gleichméfig beschrankt.

Bevor wir uns der Koerzivitdt zuwenden, miissen wir noch nach-
priifen, dass |- . tatsichlich eine Norm ist. Die Homogenitét und die
Dreiecksungleichung sind klar. Wir miissen nur nachpriifen, dass aus
[v]lx, = 0 auch v = 0 folgt. Aus |[v|[_ = 0 folgt |v]|, , = O fiir jedes
Element K. Also ist v elementweise konstant. Aus [[v[|y = 0 folgt
|Je(v)||z = 0 fiir jede innere Kante E. Also ist v global konstant. Da
aber vy, mindestens einen Beitrag |[Jp(v)||; = v einer Rand-
kante enthalt, folgt wie gewiinscht v = 0.
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Setzen wir in unseren Kandidaten fiir By zweimal das gleiche Ar-
gument v € S®~1(T) ein, erhalten wir mit obiger Spurungleichung

> ol =23 [ hetng - 0

KeT Ec&
_1
Z Z |U’1;K -2 Z Z Ctr ‘Ull;K h’E'2 H"]]E(U)HE
KE’T KeT FEelk
Z |U|1K 4Ctrzh HJe(v) ||E
KeT Ec&

Dies zeigt, dass wir Koerzivitét erhalten, wenn wir zu unserem Kandi-
daten fiir By noch die Terme § Y, hp' [, Jp(v)Ip(w) mit § > 4¢,
hinzufiigen. Solange § ~ 4c?. ist, bleibt die Beschrinktheit bestehen.
Die Symmetrie wird offensichtlich auch nicht zerstort. Da Jg(u) = 0
ist fiir jede Kante F, bleibt auch die Konsistenz erhalten.

Diese Uberlegungen fithren auf die folgenden Daten fiir die discon-
tinuous Galerkin Methode:

X'T = Shil(T)’
o]l = {Z\UMKJFZh HlJe(v) HE} ,
KeT Ee€
-3 [ 1w
KeT
Br /VU Vw — Z/AEHE Vou)lp(w)
KeT Ec&
—Z/AE ng - Vw JE —1—52}1 /JE JE
Ee& Ee&

Die discontinuous Galerkin Methode passt in den abstrakten Rah-
men von §IV.1. Daher liefern die Sdtze IV.1.1 (S. 110) und IV.1.2
(S. 110) Fehlerabschétzungen fiir |lu —ur|/y und [[u —ur|]. Wegen
der Konsistenz fallen in diesen Satzen die Konsistenzfehler weg. Insbe-
sondere folgt

lu—urlly, < (1450)  infflu—oy
u—1mu —_— 1mn u— v .
T Br ) vrest=y(T) T
Fiir k > 1ist S;°(T) € Sg(T) € S*=Y(T). Da zudem ||| auf
H*(Q) mit ||, iibereinstimmt, folgt fiir u € H*(Q2)

lu—urlly, <c  inf Ju—wvr| <chr|ul,
v €Sy (T)

und fiir u € H*(Q)

lu—urly, <c it fuorl < oAl
vreSy (T)
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Damit folgt aus den Sétzen IV.1.1 und 1V.1.2:

SaTz IV.2.1 (A priori Fehlerabschitzung). Seien k > 1, ur €
Sk=YT) die Lésung der discontinuous Galerkin Diskretisierung und
u € H}(Q)NH*(Q) die schwache Lésung der Poissongleichung. Dann
15t

|u — UTHXT < Clhﬁr |U’k+1 :
Ist zusdtzlich ) konvex, gilt

[u — ur|| < b5 |ul,, -

Die Konstanten cq, co hingen von €, k und C+ = maxg Z—g ab.

BEMERKUNG IV.2.2. (1) Man kann auch k£ = 0 fiir die discon-
tinuous Galerkin Diskretisierung wahlen. Dann enthélt By nur die
Sprungterme 6 e hp' [, Jp(v)Jp(w). Der obige Beweis der a priori
Fehlerabschétzung funktioniert dann nicht mehr, da wir nicht mehr
auf die Inklusion Sy°(T) < S*'(T) zuriickgreifen kénnen. Tech-
nisch aufwéndigere, verfeinerte Methoden liefern aber noch eine Feh-

lerabschétzung der Form |lu — ur| . < ch3 |ul,.

(2) Die discontinuous Galerkin Methode ist bei Problemen mit domi-
nanter Konvektion besonders beliebt, da sie besonders flexible upwind-
oder SDFEM-artige Approximationen des Konvektionstermes erlaubt
[8].

(3) Wie in Bemerkung IV.1.5(4) (S. 115) folgt dim St1(T) = 34T ~
64N ~ 6dim Sy (T) und dim S>~1(T) = 647 ~ 124N ~ 3(AN +4E) ~
3dim S7°(T). Fiir k > 3 konnen bei der konformen Finite Element
Methode und bei der discontinuous Galerkin Methode die inneren Frei-
heitsgrade eliminiert werden, sog. statische Kondensation, so dass der
Aufwand der discontinuous Galerkin Methode asymptotisch etwa dop-
pelt so grof} ist wie derjenige der konformen Methode gleichen Poly-
nomgrads.

IV.3. Gemischte Finite Elemente

Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden und die wesentlichen
Aspekte besser herauszuarbeiten, beschranken wir uns im Folgenden
auf ein einfaches Modellbeispiel: die Poissongleichung in einem zwei-
dimensionalen, beschréankten, konveren Polygon ) mit homogenen Di-
richlet-Randbedingungen

—Au=f inQ

(Iv.3.1) u=0 aufl.

Dies ist ein extrem einfaches Modell fiir die vertikale Auslenkung u einer
ebenen, diinnen, eingespannten Membran unter Einfluss einer vertika-
len Last f. Die bisher betrachteten Methoden liefern Approximatio-
nen der Auslenkung. Unter mechanischen Gesichtspunkten sind aber
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hiufig die aus der Belastung resultierenden inneren Spannungskrifte
viel wichtiger. Im Rahmen dieses einfachen Modells ist dies der Gradi-
ent Vu der Auslenkung. Diese Grofle muss bei den bisher betrachteten
Methoden durch Differentiation aus der Auslenkung u berechnet wer-
den und wird i.a. um eine h-Potenz schlechter approximiert als die
Auslenkung. Wegen der Bedeutung dieser Grofie sucht man nach Ver-
fahren, die sie direkt und genauer approximieren.

Dies leisten sog. gemischte Finite Element Methoden. Dazu fithren
wir 0 = Vu als zusétzliche Variable ein. Damit geht (IV.3.1) iiber in
das folgende Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

c—Vu=0 in
(IV.3.2) —dive=f inQ
u=0 aufl.

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (IV.3.2) mit einem hinrei-
chend glatten Vektorfeld 7, integrieren iiber €2, wenden den Gaufischen
Integralsatz an und nutzen die Randbedingungen fiir w aus, erhalten

O:/J-T—/T~Vu:/0~T+/udiv7'—/ur~n
Q Q Q Q r
:/0'T+/udiVT.

Q Q

Offensichtlich ist die zweite Gleichung von (IV.3.2) dquivalent zu

—/deiva:/va Yo € L*(9Q).

Diese Beobachtung fiihrt auf folgende schwache Formulierung von Pro-
blem (IV.3.1): Finde [o,u] € X = M x @Q, so dass

/U T+/ud1VT—O VreM
—/vdivaz/fv Yu € Q.
Q Q
Dabei ist

M = H(div,Q) = {0 € L*(;R?) : dive € L*(;R)},
Q = L*(Q).

M wird versehen mit der Norm

1ol r(aivisy = {ller I T [ldivo]*}?.

Wie in Satz [.2.6 (S. 23) kann man zeigen, dass M mit dieser Norm ein
Banach-Raum ist.

Die Herleitung von (IV.3.3) zeigt, dass dieses Problem im {iiblichen
Sinne zu (IV.3.2) dquivalent ist: Jede klassische Losung von (IV.3.2)

(IV.3.3)
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16st auch (IV.3.3) und jede hinreichend glatte Losung von (IV.3.3) ist
auch eine klassische Losung von (IV.3.2).

Problem (IV.3.3) ist ein sogenanntes gemischtes oder Sattelpunkts-
problem. Es stellt die Euler-Lagrange Gleichungen des folgenden Opti-
mierungsproblems mit Nebenbedingungen dar:

1
J(a):§/ﬂa-a—>min in My={oceM:—dive = f}.

Fiir die Analyse von (IV.3.3) fiithren wir folgende Abkiirzungen ein:

1
2 . 2 2\ 2
o, ulllx = {lloll” + lIdiv o |* + flul"}*

B([a,u],[f,v]):/QU.T+/QudiVT—/Qwaa,
() = /Q fo.

Dann ist (IV.3.3) offensichtlich dquivalent zu
(IV.3.4) B([o,u], [1,v]) = £([r,v]) V[r,v] € X.

Auf den ersten Blick scheint Problem (IV.3.4) in den abstrakten Rah-
men von §1.1 (S. 15) zu passen. Aber die Bilinearform B ist nicht koer-
ziv. Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.3.3) wider. Statt der
Koerzivitat erfiillt B allerdings eine sog. inf-sup Bedingung.

LEMMA IV.3.1 (inf-sup Bedingung). Es gibt eine Konstante 3 > 0,
die nur von ) abhdngt, mit

B
g sup ([o,u], [r,0]) > 8.
(oulex\{0} frolex\foy o ulll x 17 vl

BEWEIS. Sei [o,u] € X \ {0} beliebig, aber fest. Dann gilt
B([o,u], [0, u]) = |lo]|*
und wegen diveo € L*(Q)
B([o,u], [0, —divo]) = ||diva|®.
Da € beschriinkt ist, gibt es ein R > 0 mit Q C (=R, R)?. Setze u

durch 0 auf ganz R? fort und definiere

Tu(z) = 61/ u(s,xe)ds Vo = (x1,29) €
-R

Dabei ist e; der erste Einheitsvektor in R%. Offensichtlich ist 7, € M

und erfillt

divry, = u, |7 < coflull.
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Dabei héngt die Konstante ¢y nur vom Durchmesser von 2 ab. O.E.
ist ¢y > 1. Hieraus folgt

B([o, ul, [7., 0])

2 2 2
Z/QO'-TuHIUII > — ol lImull + llull” = = lloll co llull + ffull

P
Setze
p=Cco+T, w=cou— édivo.
Dann folgt
B(lo,ul, [p, w])

1
= 4 B([o,u], [o,u]) + B([o,u). [1., 0)) + 5 B([o,u], [0, - div o))
1 1 1
> ¢ ||‘7||2 + B HUHQ - 503 ||<T||2 + 3 ||div J||2

1
> = ol

und wegen HTuH2 <c HUH2

1 :
Il wlllx < g lllo ulllx + N7, O)llx + 5 10, = dive]ll

2 ovs 1
= ¢ o, ulllx + {llull” + 7l }? + 5 lldiva]l

1
112
<{a+de1e g} ol

< 2¢3 ||[ov ]l -

Aus diesen Abschiitzungen folgt die Behauptung mit 8 = 5. O

403
Aus Lemma IV.3.1 folgt:

SaTz IV.3.2 (Eindeutige Losbarkeit des Sattelpunktproblems). Das
Problem (IV.3.3) besitzt eine eindeutige Losung.

BEWEIS. Seiu € Hj () die schwache Losung von (IV.3.1) im Sinne
von Definition I.3.1 (S. 30). Da €2 konvex ist, folgt aus Satz 1.3.6 (S. 33)
u € H?(Q). Also ist ¢ = Vu € H(div,Q). Aus der Herleitung von
(IV.3.3) folgt, dass [o,u] eine Losung von (IV.3.3) ist. Wir miissen
also noch die Eindeutigkeit zeigen. Dazu reicht es, zu zeigen, dass das
homogene Problem, d.h. (IV.3.3) mit f = 0 bzw. (IV.3.4) mit ¢ = 0,
nur die triviale Losung hat. Ist aber [0, u] eine Losung des homogenen
Problems (IV.3.4), so folgt aus Lemma IV.3.1

G ||[0> U]HX < sup B([a’ u]’ [7—7 U])

=0.
mojex\ioy T 0lllx
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Also ist 0 = u = 0. O

Fiir die Diskretisierung von (IV.3.3) betrachten wir nur das ein-
fachste Beispiel, das sog. Raviart-Thomas Element niedrigster Ord-
nung. Dazu bezeichnet T eine Familie zulassiger und regulérer Trian-
gulierungen von €2 und £ die Menge der Dreieckskanten in 7. Fiir ein
Dreieck K sei

RT(K) = {(Zq)) —i—r(i;) :p,q,TER}.

LeEMmMA 1V.3.3 (Eigenschaften der Raviart-Thomas Elemente). Sei
K ein Dreieck und ng das duflere Finheitsnormalenfeld zu OK. Dann
gilt fiir jedes o € RT(K):
(1) o - nk ist konstant auf den Kanten von K.
(2) o ist eindeutig bestimmt durch die Werte von o - ng auf den
Kanten von K.

BEWEIS. ad (1): Die Funktion x + x - ng ist konstant auf den
Kanten von K.
ad (2): Wegen dim RT(K) = 3 miissen wir nur zeigen, dass 0 die
einzige Funktion o € RT(K) ist, fir die o - ng auf allen Kanten von
K verschwindet. Sei o = (§) + 7 (3 ) eine solche Funktion. Dann folgt
aus dem GauBlschen Integralsatz

O:/ O-nK:/diVO':/QT = r=0.
oK K K

Also steht der Vektor (%) senkrecht auf dem zweidimensionalen Raum,
der von den Richtungsvektoren der drei Kanten von K aufgespannt
wird. Also ist auch p = ¢ = 0. O

Wegen Lemma IV.3.3 ist folgende Definition sinnvoll:
RI™NT)={c:Q—R*:0|x € RI(K)VK € T},
RT(T) = RT'(T) N H(div, Q).
Wie im Beweis von Satz 1.2.7 (S. 24) folgt, dass 0 € RT!(T) genau
dann in RT'(T) liegt, wenn o - ng stetig ist iiber alle Dreieckskanten,
die in €2 liegen. Wegen Lemma IV.3.3 ist daher RT(T) # {0}. Die
Freiheitsgrade der Funktionen o7 € RT(T) sind genau die Werte von

o7 - ng auf den Kanten in &. Insbesondere ist dim RT(7) = #&. Wir
setzen nun

My =RT(T), Qr=5""NT), Xr=MrxQr

und approximieren Problem (IV.3.4) durch: Finde [o7,ur] € X7, so
dass

(IV.3.5) B(lor,ur], [rr,v7]) = U7, vr])  Virr,vr] € X7
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oder in anderer Schreibweise: Finde (o7, ur] € X7, so dass

/UT'TT+/quiVTT—O Vrr € My
(IV.3.6) @ 2

—/UTdiVUT:/fUT Yor € Q.
Q Q

SAaTz 1V.3.4 (Eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems). (1)
Es ist div M7 = Q1. Zu jedem ur € Q1 gibt es ein 7, 7 € My mit

div Tur, T = UT, ||7—u7~,7'|| < ||UT|| .
Die Konstante c; hdngt nur vom Durchmesser von €2 und dem Form-
parameter Cr = maxyg Z—g ab.

(2) Es gibt eine Konstante B > 0, die nur von der Konstanten ¢, aus
Teil (1) abhingt, so dass die diskrete inf-sup Bedingung gilt

nf sup B(lor,ur], [r1,v7]) > 3

(o ur]eX\{0} frrwrlex\foy o urlllx Ill7r, vrlll x
(3) Problem (IV.3.5) bzw. (IV.3.6) besitzt eine eindeutige Lisung.

BEWEIS. ad (1): Aus der Definition von RT(T) folgt sofort div M
C Q7. Sei nun ur € Q7 beliebig und

Tuy = 61/ ur(s,x9)ds Vo = (z1,25) € Q
-R

wie im Beweis von Lemma IV.3.1. Wir definieren einen Operator J :
H(div, ) — My durch

(IV37)  (Jrr) ng = hEl/ rng VK eT,Ecé ECOK.
E

Dabei ist hg die Linge von E. Wegen Lemma I'V.3.3 ist diese Definition
sinnvoll. Fiir jedes K € T folgt mit dem Gauflschen Integralsatz

/KdiV(JTTuT): Z /E(JTTW)'HK: Z [ETuT'nK

ECOK ECOK

:/ diVTuT:/uT.
K K

Da uy und div(J77,, ) auf K konstant sind, bedeutet dies
diV(JTTuT) = Ur-.
Mit dem iiblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Rdumen, zeigt man, dass
1I77ur | < 2 1Tur | raivioy
ist mit einer Konstanten c,, die nur von C abhéngt. Also leistet 7, 7

= Jr7., das Gewiinschte mit ¢; = cp(1 + cg)% und ¢y wie im Beweis
von Lemma IV.3.1.
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ad (2): Wegen Teil (1) konnen wir den Beweis von Lemma IV.3.1 ko-
pieren. Dabei iibernimmt 7, 7 aus Teil (1) die Rolle von 7, aus dem
Beweis von Lemma IV.3.1.

ad (3): Wie im Beweis von Satz IV.3.2 folgt aus Teil (2), dass das
homogene Problem (IV.3.5), d.h. (IV.3.5) mit ¢ = 0, nur die triviale
Losung besitzt. Da (IV.3.5) ein lineares Gleichungssystem mit der glei-
chen Anzahl von Gleichungen und Unbekannten ist, folgt hieraus die
Behauptung. O

SaTz IV.3.5 (A priori Fehlerabschitzung). Sei [o,u] € X die ein-
deutige Losung von Problem (IV.3.4) und [or,ur] € X7 die eindeu-
tige Losung von (IV.3.5). Es sei o € H'(Q)?, dive € HY(Q) und
u € HY(Q). Dann gilt die Fehlerabschiitzung

lo = o7l + div(e — o)l + llu — ur]
< chr {lo|, + |divel, + [ul;}.

Die Konstante ¢ hdngt nur von Q und Cy = maxy Z_II; ab.

BEWEIS. Sei [7r,vr] € X7 beliebig. Mit der Dreiecksungleichung
folgt

||[U_JT:U_UT]||X < ||[U_TTvu_UT]||X + H[TT_UTaUT_UT]HX'

Wegen X7 C X folgt aus (IV.3.4) und (IV.3.5) die Galerkin-Orthogo-
nalitét

B(lo — or,u —ut],[pr,wr]) =0 V]pr,wr] € X7.
Hieraus und aus Satz [V.3.4 (3) folgt

Brr — or,vr —url| x
B([rr — or,v7 — ur], [pr, wrl])

< sup
o7 wrleX\{0} o7, wrlll x
B _ _
— sup ([TT g,vr U], [pTa /LUT])
o7 wrlexT\{0} I lo7, wrlll ¢

<|rr —o,vr —u|x .

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung fiir Integrale und Summen und die Definition von ||-||; ausge-
nutzt. Da [77,vr] € X7 beliebig war, beweisen diese Abschétzungen
das folgende Analogon zum Céa-Lemma, Satz [.1.2 (S. 17),

I lllx < (1+ 1) inf ] Il
oc— o, u—1u < - in o—Tr,U— v )
7 X B ) rrorlexr 7 Tx
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Bezeichne mit 77 : L*(Q)) — Q7 die L?-Projektion. Dann folgt aus
obiger Abschétzung mit dem Interpolationsoperator J7 aus (IV.3.7)

1
{llo = or|® + [div(e — o) | + [lu — ur|*}?
1
S (1 + E) H[O’ - JTO',U — 7T7-u]HX
(1 + 5) {llo = Jro|? + ||div(e — Jro)|* + [lu — mrul® }

Aus der Poincaréschen Ungleichung, Satz 1.2.21 (S. 28), folgt

: ¥
1
2
Hu—muu:{ZHu—muK} :{Z 1 . }
KeT KeT K
1
3
< {3 it |
KeT
< chr |ul; .

Durch Transformation auf das Referenzdreieck folgt wie im Beweis von
Satz I1.2.7 (S. 51) fiir jedes K € T

—J < inf — < c inf —
o= Jrollx <c_int o —rillx < inf o= ple

< hg |0|1;K )

Dabei haben wir wieder im letzten Schritt die Poincarésche Unglei-
chung, Satz 1.2.21 (S. 28), ausgenutzt. Quadrieren dieser Abschétzung
und Summieren iiber alle Dreiecke liefert

|lo — Jro|| < chrlol; .
Sei nun v € L?*(2) beliebig. Dann ist

/Q div(e — Jro)v = / div(e — Jro)(v — m7v)

0
+ / div(o — Jro)mrv.
Q

Wegen (IV.3.7) erhalten wir fiir den zweiten Summanden

/ div(oc — Jro)mrv = Z / div(c — Jro)mrv
)

KeT

—Z/ ng - (0 — Jro)myv
KeT /oK

—Z Z {/IIK'O'—/I’IK-(JTO')}WTU
KeT ECOK E

= 0.
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Fiir den ersten Summanden folgt aus der Cauchy-Schwarzschen und
der Poincaréschen Ungleichung

N

/Qdiv(a — Jro)(v — mrv) < ||div(e — Jro)|| {Z lv — 7T7‘U||§(}

KeT

1
< eldiv(o - Jro))| {z - wiK} |

KeT

Wihlen wir speziell v = div(c — Jyo) und beachten, dass div Jro
elementweise konstant ist, erhalten wir aus obiger Abschéitzung

3
Ildiv(e — Fro)lI” < ¢||div(o — Jro)| {Z hi |div Uﬁ;x}
KeT
< chy ||div(c — Jro)| |dive|,

und damit
|div(o — Jro)|| < chr|divol, .
Hieraus folgt die Fehlerabschétzung des Satzes. U

BEMERKUNG 1V.3.6 (Regularititsannahmen). Da (2 konvex ist, ist
u € H*(Q) und 0 = Vu € H'(Q). Wegen divo = —f sind daher die
Regularitéitsannahmen von Satz IV.3.5 erfiillt, wenn f € H'(Q) ist.

Das lineare Gleichungssystem (IV.3.6) hat folgende Struktur

(5 0) ()= (5n)

Die Koeffizientenmatrix dieses LGS ist symmetrisch, aber indefinit.
Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.3.3) wider. Die Matrix
A ist symmetrisch, positiv definit, und die Matrix B hat wegen Satz
IV.3.4 (1) maximalen Rang. Die Grofle des LGS (IV.3.6) ist #& +#7T.
Wegen der Indefinitheit kann es nicht mit einem CG-Verfahren gelost
werden. Wir wollen nun ein dquivalentes diskretes Problem herleiten,
das auf ein kleineres, symmetrisches, positiv definites LGS fiihrt.

Bezeichne dazu wie in §IV.1 mit £, die Menge aller Kanten im In-
nern von €. Jedem E € &, ordnen wir wieder einen dazu orthogonalen
Einheitsvektor ng zu und bezeichnen mit Jg(p) den Sprung von ¢ iiber
E in Richtung ng. Setze

v=JE

Ee&)
und bezeichne mit

SO ={A: Y — R: g €RVE € &}

die stiickweise konstanten Funktionen auf .
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LEMMA IV.3.7 (Weitere Eigenschaften der Raviart-Thomas Ele-
mente). (1) Es ist

RT(T) = {O’ € RT!

7)Y [ Teenpn—0vne (s )}

Ec&q

(2) Sei o € LIRT YT

), R) m ( ) =0 fir alle 0 € RT(T). Dann
gibt es genau ein A\, € S*!

/JE o-ng)\, Yoe€ RTYT).

BEWEIS. ad (1): Wie im Beweis von Satz 1.2.7 (S. 24) folgt, dass
o € RT7Y(T) genau dann in RT(T) liegt, wenn o - ng stetig ist iiber
alle inneren Kanten, d.h., wenn Jg(0-ng) fiir alle £ € &, verschwindet.
Wegen Lemma IV.3.3 (1) ist dies genau dann der Fall, wenn gilt

Z/JEU ng)A=0 Ve SO ().

Eecéq

ad (2): Sei ¢ € L(RT~Y(T),R) eine lineare Abbildung, die auf RT(T)
verschwindet. Wegen des Rangsatzes gibt es ein A, € S (3) mit der
gewiinschten Eigenschaft. Wir miissen also nur noch die Eindeutigkeit
von A\, zeigen. Sei dazu p € S®~(X) mit

/JEa np)u=0 Yoe RT™(T).

Ec&q
Dann miissen wir p = 0 zeigen. Sei dazu E* € &g beliebig und K* € T
ein Dreieck, das E* als Kante hat. Wegen Lemma [V.3.3 gibt es ein
o* € RT™YT) mit

o*lg =0 firalle K e T\ {K"}
o -ngp =0 fir alle Kanten £ von K* mit F # E*

" -ng = 1.

Damit folgt

/ Je(c" -ng)u Je(c" - ng«)
Fe&q £~

Da E* beliebig war, folgt u = 0. U
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Wir betrachten nun das folgende Problem: Finde o7 € RT'(T),
ur € SO7YT), iy € SO7L1(X), so dass

/5T'TT+/a7‘diVT7‘
Q Q

+ Z / JE(TT . nE)ﬁT =0 V711 € RT_1<T)
E
(IV.3.8) peea
— / vrdivor = / for Your e 50’71(7-)
Q Q
> [ Ie@r -np)Ar =0 YAr € S%7H(D).
Ee&q E

Sarz 1V.3.8 (Aquivalenz der diskreten Probleme). Die diskreten
Probleme (IV.3.6) und (IV.3.8) sind dquivalent.

BEWEIS. Sei o7, ur, fir eine beliebige Losung von (IV.3.8). Aus

der dritten Gleichung von (IV.3.8) und Lemma IV.3.7 (1) folgt o7 €
RT(T) = My. Indem wir in der ersten Gleichung von (IV.3.8) nur
Vektorfelder 7 € RT(T) als Testfunktionen betrachten, sehen wir,
dass o7, ur eine Losung von (IV.3.6) ist.
Betrachte nun umgekehrt die Losung o7, ur von (IV.3.6). Diese erfiillt
wegen (IV.3.6) und Lemma IV.3.7 (1) die zweite und dritte Gleichung
von (IV.3.8). Wegen (IV.3.6) verschwindet zudem die lineare Abbildung
T [qor T+ [qurdivT auf RT(T). Wegen Lemma IV.3.7 (2) gibt
es daher genau ein pur € S% () mit

/w-rﬁ/ urdiver+ Y | Ju(rrmp)ur =0 ¥rr € RT7H(T).
Q Q

Eec&q B
Also ist o7, ur, pr eine Losung von (IV.3.8). O
Problem (IV.3.8) ist ein LGS der Form
A BT COT oT 0
B 0 0 ur | = | —=br
C 0 0 U 0

Da es die Grofle #E +#T +#Eq hat, haben wir auf den ersten Blick im
Vergleich zu (IV.3.6) nichts gewonnen. Dieser Eindruck tduscht aber.

Da die Funktionen in RT~*(T) keine globalen Stetigkeitsbedingun-
gen erfiillen miissen, gibt es eine Basis von RT (7)) aus Funktionen,
deren Tréger jeweils auf ein einziges Dreieck konzentriert ist. Daher
ist A eine blockdiagonale Matrix; die Zahl der Blocke ist #7. Wegen
Lemma IV.3.3 (2) ist jeder Block eine 3 x 3 Matrix. Wir kénnen da-
her die Unbekannte o7 elementweise durch us und ps ausdriicken und
erhalten

o7 = —A{B"ur + C"pr}.



IV.3. GEMISCHTE FINITE ELEMENTE 131

Einsetzen in die Gleichung fiir us liefert
_bT = BO’T = —BgilBTUT - B;lllCTuT.

Da_die Funktionen ur elementweise konstant sind, ist die Matrix
BA-'BT diagonal. Wir kénnen daher us durch ps ausdriicken und
erhalten

ur = {BA'B"Y by — BA'C" s}
Setzen wir dies in die Gleichung fiir p17 ein, erhalten wir
0= CUT

= —CAV_:[BTUT - Cﬁ_lc‘T,uT
~ ~ -1 ~ ~

— _CA'pT {BA—lBT} {bT - BA‘ICT,MT} —CATNCT
~ ~ -1 ~

- {CA‘lBT {BA—lBT} BAlCT - CA‘lc’T} wr

_CABT {BZ—lBT}_l br.

Wir konnen also die Unbekannten o7 und u elementweise eliminieren
und erhalten ein LGS der Form

fiir p7. Es hat nur noch die Grole #E&q. Die Matrix

~ ~ -1 ~ ~
H=CA'BT {BA—IBT} BA'CT — cA'CT

ist offensichtlich symmetrisch. Da die Matrix des LGS (IV.3.8) we-
gen Satz 1V.3.4 (3) und Satz IV.3.8 regulér ist, ist H auch regulér.
Man kann zeigen, dass H sogar positiv definit ist. Daher kann Problem
(IV.3.9) z.B. mit einem CG- oder PCG-Verfahren gelést werden.

Die Freiheitsgrade von pg sind die Werte in den Mittelpunkten der
inneren Kanten. Gleiches gilt fiir die nicht-konforme Crouzeix-Raviart
Diskretisierung aus §IV.1. In der Tat sind das Problem (IV.3.9) und
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung eng verwandt. Aufgrund dieser
Verwandschaft kann man zudem die Unbekannte p7 benutzen, um eine
Approximation der Ordnung O(h%) fiir die Verschiebung zu erhalten.

SaTz 1V.3.9 (Verbesserte a priori Fehlerabschétzung). Seien [0, u]
€ X und (o7, ur, pr] € RTHT)x S%(T) x S*~Y(X) die eindeutigen
Losungen der Probleme (IV.3.3) und (IV.3.8). Bezeichne mit CR(T)
den Raum der Crouzeiz-Raviart Elemente aus §1V.1 und definiere ur €

CR(T) durch
ﬂT(mE) = _,UT|E VE € &.
Dabei st mg der Mittelpunkt der Kante E. Dann gilt

lu =z < ehg{If]; + llull,} -
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BEWEIS. Da die Mittelpunktsregel fiir lineare Funktionen exakt ist,
folgt aus der Definition von us

/(ﬂT—i-,uT):O VE € &,.
E

Definiere analog u% € C'R(T) durch

/(ui;_u):o VE € £,
E

Dann ist
= @l < = + s — ]
und gemé&f §1V.1
lu — il < b flull, -
Daher miissen wir nur noch |[u% — uy|| passend abschétzen. Dazu be-
notigen wir die L?-Projektion Uy = mru von u auf S%~(T).
Sei 77 € RT~(T) beliebig. Da div - € S®~(T) ist, folgt

/ﬂTdiVTT:/UdiVTT.
Q Q

Elementweise partielle Integration ergibt

/udiVTT:Z{—/Vu-T7—+/ UIIK'TT}.
Q Ker K oK

Wegen o = Vu folgt aus diesen beiden Gleichungen

/U~TT+/ﬂTdiVTT: Z ung - Tr
Q Q

KeT oK

= Z UJE(IIE'TT)

Eeéq E
= Z / u*TJE(nE . TT).
Eec&q £
Da Jg(ng - 77) auf den inneren Kanten konstant ist, gilt

/ urJp(ng - 77) = —/ prde(ng - 7r) VE € &.
E

E

Aus diesen beiden Beziehungen und der ersten Gleichung von (IV.3.8)
erhalten wir

> [ @ = u)Istne )

Eec&q

= Z {—/ENTJE(HE'TT) —/EUfrJE(nE‘TT)}

Ec&q

Z/Q(UT—U)-TT+/Q(uT—ﬂT)divrT.
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Mit dem iiblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Rdumen, folgt andererseits, dass es eine Konstante ¢ gibt, die nur

von C7 abhéngt, mit
{Z | @r = i)3etne TT>}
E
lar —uy| <e  sup —o=o .

Tr€RT—1(T) ) ) %
> [l + lldiv o7 ]

KeT

Damit folgt aus obiger Identitét

1

2
~ 2 — 12
[ur —url <c { > [hillo = orl + llur —wrll%] }

KeT
< d{hrllo = or| + |lur —url|}.

Gemaf Satz IV.3.5 und Bemerkung IV.3.6 ist
hrllo —or| < ch2{|f], + llull,}.

Wir miissen also noch zeigen, dass gleiches fiir ||ur — a7 gilt. Dazu
benutzen wir ein Dualitdtsargument und bezeichnen mit z die schwache
Losung von

Az =Ur —ur in
z2=0 auf I'

und setzen ¢ = Vz. Mit dem Interpolationsoperator Jr aus (IV.3.7)
folgt dann wegen div ¢ = Az = Uy — ug und div(Jrp) € S*1(T)

@7 — ur|? = /(ET —ur)divy = /(ET —ur) div(J7y)
Q Q

— [ = ur)div(ry)
Q
= /(UT —0)JTe.
Q
Weiter ist

/Q(UT—U)JTSOZ/Q(UT—U)(JTSO—%O)JF/(UT—U)SD

Q

und

/SZ(UT—U)wz/Q(UT—U)~Vz:—/Qdiv(afr—a)z
__ /Q div(oy — 0)(z — 772).
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Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

/(O’T — o)
0
< llo = arlllle = Jrell + ldiv(e — or)[l [z — 772
< chr {llo —orlllel; + l|div(e —o7)[|2],} -
Da Q konvex ist, folgt aus dem Regularitétssatz, Satz 1.3.6 (S. 33)
|2l + lely < cllzlly < ¢ ur —urll.
Aus diesen beiden Abschétzungen und Satz IV.3.5 folgt schliellich

[ar — urll < chr {llo — o7l + [|div(e — o7)]|}
< A AIf1 A+ Nlull,}- U

IV.4. Finite Volumen Methoden

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte Systeme in Diver-
genzform. Gegeben sind dabei ein beschrinktes Gebiet 2 C R™ mit
iiblicherweise n = 2 oder n = 3, eine Zahl m > 1 und Funktionen
g:R"xQx(0,00) > R™ M:R"™ - R™ F : R" - R™" und
Up : Q2 — R™, gesucht wird eine Funktion U : Q x (0,00) — R™ mit

OM(U)
(IV.4.1) ot

+divF(U) =g(U,z,t) in Q x (0, 00)
U(-,0) =1U, in .

Fiir ein wohlgestelltes Problem miissen zu dieser Gleichung noch ge-
eignete Randbedingungen gestellt werden. Diese vernachléssigen wir
aber im Folgenden durchweg, um die Darstellung moglichst einfach zu
gestalten.

Man beachte, dass die Divergenz in Gleichung (IV.4.1) zeilenweise
zu verstehen ist, d.h.

divF(U) = (Z —aEgz)i’j> .

J=1

Die Funktion F heifit der Fluss des Systems. Er wird im allge-
meinen additiv in einen sogenannten advektiven Fluss F 4., der keine
Ableitungen enthélt, und einen sogenannten viskosen Fluss F ..., der
Ortsableitungen enthélt, zerlegt d.h. F=F ., + F Jic

BEISPIEL IV 4.1 (Zeitabhéngige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Die zeitabhingige Diffusions-Konvektions-Reaktions Glei-
chung 2 — div(AVu) +a- Vu+ au = f ist wegen div(au) = udiva+
a - Vu ein System in Divergenzform mit m = 1, U = u, M(U) = u,
g(U,z,t) = f — (e« —diva)u, F ;. (U) = —AVu und F,_,,(U) = au.

Visc(
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. . . u
BEISPIEL 1V 4.2 (Burgers Gleichung). Die Burgers Gleichung % +

ou _ u _ D (1,2) o N -
uge = 0 ist wegen ug; = o- (§u ) ein System in Divergenzform mit

n=m=1U=u MU) =u, g(U,z,t) =0, F,,..(U) = 0 und
F, . (U) = tu2

=adv 2

BEISPIEL 1V.4.3 (Euler und Navier-Stokes Gleichungen). Die rei-
bungsfreie bzw. reibungsbehaftete Stromung einer kompressiblen Fliis-
sigkeit mit Dichte p, Geschwindigkeit v und interner Energie e, die
héufig mit der Temperatur identifiziert wird, wird durch die Euler bzw.
Navier-Stokes Gleichungen beschrieben. Beide sind Systeme in Diver-

genzform mit m =n+2, U = <§>, M(U) = (p’i’), g = (fpof) und
F. .. (U) = (pvé)\",ﬂl) Fiir die Euler Gleichungen ist F

ev—+pv

=visc (

U) =0

=visc (

und fiir die Navier-Stokes Gleichungen F

VISC(
T=1 5 (Vu+Vu ),p:p(p,e) und o = aVe.

Zur Beschreibung der grundlegenden Ideen vom Finite Volumen
Verfahren wéhlen wir eine Zeitschrittweite 7 > 0 und eine feste Un-
terteilung 7 von ). Man beachte, dass 7 aus beliebigen Polyedern
bestehen darf, die aber nicht einander {iberlappen diirfen.

In einem ersten Schritt wéhlen wir eine Zahl ¢ und ein Element
K € 7. Dann integrieren wir das System (IV.4.1) iiber den Raum-
Zeit-Zylinder K x [(i — 1)T, 27'] Dies liefert

/ / 8M d dt + / / divF(U)dxdt
z 1 2 1
:/ /g(U,x,t)dxdt.
(i—-1)r JK

Partielle Integration liefert mit der &ufleren Normalen ny von K fiir
die linke Seite

/(:;)T/KaMa—iU)dxdt:/ M(U(z,it))dx

- [ MU (i~ )7)da

/ / div F(U)dadt = / / F(U) - ngdSdt.
(-1 JK (i-1)7 JOK

Im Folgenden nehmen wir an, dass U beziiglich Ort und Zeit stiickweise
konstant ist und bezeichnen mit U% und U’;" die Werte von U auf K
zu den Zeiten i7 und (i — 1)7. Dann ist

U) = (( I-(gpl ) mit

T+pl)-v+o

/M (z,i7))dz ~ | K| M(U)

/ M(U(x, (i — 1)7))de ~ |K| M(Ug),
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wobei | K| das n-dimensionale Lebesgue-Mafl von K bezeichnet.
Als néchstes approximieren wir den Fluss-Term durch

/ / F(U) - ngdSdt ~ 7 / F(ULY) -ngdsS.
(i—-1)7 JOK OK

Die rechte Seite dagegen approximieren wir durch

/ / g(U,z,t)dzdt ~ 7 |K| g(Ut zk, (i — 1)7),
(i-1)r JK

wobei x i ein fester Punkt in K ist, z.B. der Schwerpunkt.
Im letzten Schritt ersetzen wir das Randintegral des Flusses durch einen
numerischen Fluss

T/ F(ULY ngdS~T Z 0K NOK'| Fr(UH ULH.
oK

K'eT
OKNOK'e&

Dabei bezeichnet wie iiblich £ die Menge aller n — 1-dimensionalen
Elementflachen.

Damit lautet die einfachste Finite Volumen Diskretisierung von
Gleichung (IV.4.1).

Berechne fiir jedes Element K € T

1

Und fiir « = 1,2,... berechne sukzessive fiir jedes Ele-
ment k € T
M(Uj) = M(Uy ")
0K NoK' i1 vy
ey SEEEu v
K'eT
OKNOK'eEr

+7g(ULt 2k, (i — 1)7).

BEMERKUNG 1V.4.4. Wegen der Flussterme hingt Ui von Ul!
und allen U%! der an K grenzenden Elemente K’ ab. Der Zeitschritt
1 — 1 — 1 ist explizit. Daher ist eine CFL-artige Koppelung der Zeit-
schrittweite 7 an eine geeignete Gitterweite von 7 zu erwarten. In der
Praxis arbeitet man mit variablen Zeitschrittweiten und Unterteilun-
gen. Dazu wihlt man eine streng monoton wachsende Folge 0 = ¢, <
t1 <ty < ...von Zeiten und ordnet jeder Zeit ¢; eine Zerlegung 7; von
() zu. Dann muss man natiirlich 7 durch 7; = t; — ¢,_; ersetzen, und K
und K’ sind Elemente in 7,_; oder 7;. Zusétzlich benétigt man einen
Interpolationsoperator, der stiickweise konstante Funktionen beziiglich
einer Unterteilung in stiickweise konstante Funktionen beziiglich einer
anderen Unterteilung abbildet.
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Fiir eine konkrete Realisierung des Finite Volumen Verfahrens miis-
sen wir im Folgenden noch die Zerlegung 7 und den numerischen Fluss
F+ bestimmen.

Zuerst beschreiben wir die Konstruktion der Unterteilung 7. Selbst-
versténdlich kann man hierzu wie bei Finite Element Unterteilungen
vorgehen. In der Praxis aber bevorzugt man sogenannte duale Gitter.
Zur Beschreibung der grundlegenden Idee betrachten wir den Fall n =
2. Wir beginnen mit einer sogenannten primalen Finite Element Un-
terteilung 7, die die Voraussetzungen von §II.1 (S. 35) erfiillt. Dann
unterteilen wir jedes Element K € T in Kleinere Elemente, indem wir
entweder

e die Mittelsenkrechten von K ziehen (siche Abbildung IV.4.1)
oder _
e die Kantenmittelpunkte von K mit seinem Schwerpunkt ver-
binden (siehe Abbildung 1V.4.2).
Die Element von 7 bestehen dann aus der Vereinigung der kleinen
Elemente, die einen Eckpunkt von 7 gemeinsam haben.

ABBILDUNG IV.4.1. Duales Gitter (fette Linien) mittels
Mittelsenkrechten eines primalen Gitters (diinne Linien)

Bei beiden Konstruktionen kann man jedem Element in 7" eindeutig
einen Eckpunkt eines Elementes in 7 zuordnen und zu jeder Kante
eines Elementes in 7 gibt es genau zwei Eckpunkte von Elementen in
T, so dass deren Verbindungslinie die gegebene Kante schneidet (siehe
Abbildung 1V.4.3). Die erste Konstruktion hat den Vorteil, dass dieser
Schnitt orthogonal ist. Allerdings hat sie einige gravierende Nachteile,
die die zweite Konstruktion nicht hat:

e Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreieckes kann
auBerhalb des Dreieckes liegen. Er liegt genau dann innerhalb
des Dreieckes oder auf seinem Rand, wenn der gréfite Winkel
hochstens ein rechter ist.
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ABBILDUNG IV.4.2. Duales Gitter (fette Linien) mittels
der Schwerpunkte eines primalen Gitters (diinne Linien)

e Die Mittelsenkrechten eines Vierecks schneiden sich genau
dann, wenn das Viereck ein Rechteck ist.

e Eis gibt kein dreidimensionales Gegenstiick der ersten Kon-
struktion.

X2 T2

4 X1

ABBILDUNG 1V.4.3. Beispiele fiir gemeinsame Kanten
E (fette Linien) zweier Elemente eines dualen Gitters
und zugehorige Elementeckpunkte z; und x5 des ent-
sprechenden primalen Gitters mit ihrer Verbindungslinie
(diinne Linien)

Als néchstes beschreiben wir die Konstruktion des numerischen
Flusses Fr (U, U, Dazu betrachten wir zwei aneinandergrenzen-
de Elemente K und K’ und spalten 0K N 0K’ in gerade Kanten, falls
n = 2 ist, oder Flachen, falls n = 3 ist, auf. Betrachte eine derartige
Kante oder Flache E. Bezeichne die angrenzenden Elemente mit K,
und K5 und schreibe U; und U, statt U@;ll und U@;;. Wir nehmen
zudem an, dass T das duale Gitter zu einer primalen Finite Element
Unterteilung 7 ist und bezeichnen mit z; und x5 die Elementeckpunkte
in 7, deren Verbindungslinie £ schneidet (siehe Abbildung IV.4.3).
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Fiir die Konstruktion des zu E gehorenden Flusses Fr(Uy, Uy)
spalten wir diesen wie den analytischen Fluss F additiv in einen advek-
tiven Anteil F7 ,4,(Up, Us) und einen viskosen Anteil Fr yis.(Uy, Us)
auf.

Fiir die Konstruktion des viskosen Flusses fiihren wir ein lokales
Koordinatensystem 7y, ..., n, derart ein, dass die Richtung 7, parallel
ist zu der Richtung 7773 und die anderen Richtungen tangential sind zu
E. Im allgemeinen sind diese Koordinatenrichtungen nicht paarweise
orthogonal. Wir driicken nun alle Ableitungen in F . in dem neuen
Koordinatensystem aus und vernachléssigen alle Ableitungen, die nicht
1, enthalten. Die Ableitungen beziiglich 7, dagegen approximieren wir

durch Differenzenquotienten der Form ﬁ.

BEISPIEL 1V.4.5 (Zeitabhéngige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Mit V,u = BV,u, dem &ufleren Einheitsnormalenvek-
tor ng, zu K; und dem ersten Einheitsvektor e; ergibt sich fiir die
zeitabhéngige Diffusions-Konvektions-Reaktions Gleichung aus Beispiel
V4.1 F’T,visc(Uh Ug) = Ng, - AB - (S5} g

|z1—z2] "

Fiir den advektiven Teil des numerischen Flusses bezeichnen wir
fir einen beliebigen Vektor V € R™ mit D(F,4, (V) - ng,) € R™*™ die
Ableitung von F,_,; (V) -ng, nach V. Fiir die zeitabhéngige Diffusions-
Konvektions-Reaktions Gleichung aus Beispiel 1V.4.1 und die Burgers
Gleichung aus Beispiel 1V.4.2 ist dies wegen m = 1 eine Zahl. Man kann
zeigen, dass fiir viele Systeme mit m > 1, insbesondere die Euler- und
Navier-Stokes Gleichungen aus Beispiel IV.4.3, die Matrix D(F,4,(V)-
ng, ) diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix Q(V) €

R™ ™ und eine Diagonalmatrix A(V) € R™*™ mit
Q(V) ' D(Ey4e(V) - 15, )Q(V) = A(V).

Die Diagonalelemente von A(V) sind naiirlich die Eigenwerte von
D(F, 4, (V) - ng, ). Fiir reelle Zahlen z definieren wir wie iiblich

Ladv
2" = max{z,0}, 2~ = min{z, 0}
und setzen
AV 0 0
A | 0 AV 0
0 0 AV)E,
sowie

C(V)* = Q(V)A(V)*Q(V) ™.

Mit diesen Notationen lautet die Steger-Warming Approximation des
advektiven Flusses

FT,adv(Ula UQ) - C(U1)+U1 + C(Ug)iUQ.
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Ein anderer weit verbreiteter advektiver numerischer Fluss ist die van
Leer Approzimation

FT,adv<U17 U2)

1
2

%C(Ul) +C (%(U1 + U2)>+ - C (

(U + UQ)) _] U,

_|_

1 1 * 1 B
§C(U2) - C (§(U1 + U2)> +C <§(U1 + U2)) ] Us,.
Bei beiden Approximationen muss man fiir jede gemeinsame Kan-
te oder Seitenfliche von zwei benachbarten Elementen die Ableitung
DF, ., (V) - ng, und ihre Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen.

BEISPIEL 1V.4.6 (Zeitabhéngige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Fiir die zeitabhingige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung aus Beispiel IV.4.1 ist D(F,4,(V) - ng,) = ng, - a. Damit

=adv

ergibt sich fiir die Steger-Warming Approximation

ng, -au; fallsng, -a>0

Fr.w(U,Uy) =
Taav(U1, U2) {nK1~au2 falls ng, -a <0

und fiir die van Leer Approximation

3 1
SNf, -au; — 3Ng, -auy fallsng, -a>0

F d U U -
7.aav(U1, U2) {%Hm Cauy — %nK1 cauy fallsng, -a<0

1
= F 0, (U1, Uy) + 3 Ing, - al (ur — uy),
wenn FST\Zdv(Uh U,) die Steger-Warming Approximation bezeichnet.

BeIsPIEL IV.4.7 (Burgers Gleichung). Fiir die Burgers Gleichung
aus Beispiel IV.4.2 ist D(F,4, (V) -ng,) = V. Damit ergibt sich fiir die

=adv
Steger-Warming Approximation

u? falls u; > 0,us >0

w+u? falls uy >0,us <0
Fro0(Up, Uy =¢ L7772 . -
Fraae(Ur, Us) u? falls u; < 0,us <0

0 falls uy < 0,us >0

und fiir die van Leer Approximation

w? falls u
ET7adV(U17U2) = { ; '

> —Us
ujy  falls up < —us.

Die Tatsache, dass die Elemente eines dualen Gitters mit den Ele-
menteckpunkten eines primalen Finite Element Gitters assoziiert wer-
den kénnen, gibt eine einfache und sehr niitzliche Briicke zwischen Fi-
nite Volumen und Finite Element Verfahren.
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Betrachte dazu eine stiickweise konstante Funktion ¢ € S%~1(T) auf
einem dualen Gitter 7 zu einem primalen Gitter 7. Der Funktion ©»
konnen wir dann ein-eindeutig die stetige stiickweise lineare Funkti-
on ® € SYO(T) zuordnen, die im Elementeckpunkt xx von 7, der in
K € T liegt, den Wert vk annimmt, d.h. ®(zx) = pk.

Diese Beziehung erleichtert manchmal die Analyse von Finite Volumen
Methoden ganz erheblich. So kann man mit ihrer Hilfe ganz einfach a
posteriori Fehlerschitzer und adaptive Gitterverfeinerungen fiir Finite
Volumen Methoden wie folgt erzeugen:

e Gegeben sei die Losung ¢ der Finite Volumen Diskretisierung.
Berechne die Finite Element Funktion .

e Wende einen iiblichen a posteriori Fehlerschatzer auf ® und
die Differentialgleichung an.

e Basierend auf diesem Fehlerschitzer fiihre eine iibliche adap-
tive Verfeinerung von 7 aus und bestimme so eine verfeinerte
primale Finite Element Unterteilung 7.

e Bestimme das zu T gehorige duale Gitter 7. Dies ist die ad-
aptive Verfeinerung von 7.

Eine weitere Briicke zwischen Finite Element und Finite Volumen
Verfahren bilden die discontinuous Galerkin Methoden. Im einfachsten
Fall geht man dhnlich wie in §IV.2 vor:

e Approximiere U durch unstetige Funktionen, die beziiglich Ort
und Zeit Polynome auf Orts-Zeit-Zylindern K x [(n — 1)7, n7]
mit K € 7T sind.

e Fiir jeden Orts-Zeit-Zylinder multipliziere die Differentialglei-
chung mit einem Testpolynom und integriere das Ergebnis
iiber den Zylinder.

e Fiihre partielle Integration fiir die Flussterme aus.

e Akkumuliere die Beitréige aller Elemente in 7.

e Kompensiere die unzuléssige partielle Integration durch geeig-
nete Sprungterme iiber die Elementgrenzen.

e Stabilisiere die Diskretisierung durch geeignete Elementresidu-
en wie bei den Petrov-Galerkin Methoden.

In der einfachsten Form fiihrt dies auf das folgende diskrete Problem:

Berechne die L?*-Projektion UY von Uy auf S»~(T).
Berechne fiir n = 1,2, ... sukzessive U% € S*»~1(T) so,
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dass fiir alle Vo € S&=1(T) gilt

> - /MU” VT—Z/ (U2) : VV7

KET KeT

+Z§E/JE ng - UT>VT)
Ec&

+ ZaK/ divE(UL) - divE (V)
KeT

+> g / Je(UNIe(Vr)
Ec&

=> - /MU”1 V7+Z/ ,nT)

KET KeT

+ Z 5K/ )-divE(Vy)
KeT

Dieser Ansatz kann wie folgt ausgebaut werden:

e Die Sprung- und Stabilisierungsterme kénnen verfeinert wer-
den.

e Der Zeitschritt kann variabel sein.

e Das Ortsgitter kann fiir jede Zwischenzeit unterschiedlich ge-
wéhlt werden.

e Die Funktionen Uy und V4 kénnen auch beziiglich der Zeit
Polynome hoheren Grades sein. Dann miissen Terme der Form

/ /@MUT
KeT Y (n=1)7

auf der linken Seite obiger Gleichung und Terme der Form
OM(U7)
ot

zu den Elementresiduen hinzugefiigt werden.

Vo
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