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KAPITEL 1

Anfangswertprobleme fiir gew6hnliche
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir numerische Verfahren zur Lésung
von Anfangswertproblemen fiir gewohnliche Differentialgleichungen,
d.h. von Problemen der Form: Finde eine differenzierbare Funktion
y einer reellen Veranderlichen ¢ mit y/(¢) = f(¢,y(t)) und y(to) = yo.

Zuerst stellen wir in §I.1 einige theoretische Ergebnisse fiir derartige
Probleme bereit und zeigen unter anderem die eindeutige Losbarkeit
dieses Problems und die stetige und differenzierbare Abhéngigkeit der
Losung von dem Anfangswert 1.

In den §81.2 — 1.4 untersuchen wir dann Einschrittverfahren, die
ausgehend von einer Naherung »; fiir y(¢;) eine neue Naherung 7,4 fiir
y(t; + h) berechnen. Wichtigste Vertreter dieser Verfahrensklasse sind
das explizite und das implizite Euler-Verfahren, die Trapezregel und
die Runge-Kutta-Verfahren. In §1.3 zeigen wir, dass diese Verfahren
unter geeigneten Annahmen an die Funktion f gegen die Losung y des
Anfangswertproblemes konvergieren und dass der Fehler bestimmt wird
von demjenigen eines einzelnen Schrittes. In §1.4 betrachten wir dann
einige Aspekte zur praktischen Durchfithrung dieser Verfahren.

In den §§1.5 — 1.7 betrachten wir lineare Mehrschrittverfahren. Bei
diesen Verfahren werden zur Berechnung der Néherung 7,4 fir y(¢;+h)
mehrere alte Naherungen n;, ..., n;_y fir y(¢;), ..., y(t; — kh) heran-
gezogen. Wichtigste Vertreter dieser Verfahrensklasse sind die Adams-
Bashforth-, Adams-Moulton-, Nystrom- und BDF-Verfahren. Wir zei-
gen in §1.6 die Konvergenz der Verfahren und untersuchen in §I.7
Aspekte ihrer praktischen Implementierung.

Die Konvergenzresultate der §§1.3 und 1.6 sind asymptotischer Na-
tur, d.h. sie treffen eine Aussage iiber das Verhalten des Fehlers im
Grenzfall h — 0. Tatséchlich rechnet man aber natiirlich mit einer
festen endlichen Schrittweite. Verfahren, die sich im Grenzfall h — 0
gleich verhalten, kénnen fiir endliches h vollig unterschiedliches Verhal-
ten aufweisen. Die genaue Analyse dieses Effektes ist Gegenstand des
§1.8.

Im abschlieenden §1.9 betrachten wir kurz Algebro-Differentialglei-
chungen, bei denen Differentialgleichungen mit algebraischen Zwangs-
bedingungen gekoppelt sind.
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I.1. Einige theoretische Ergebnisse

In diesem Paragraphen stellen wir einige fiir die Numerik wichti-
ge theoretische Ergebnisse iiber Anfangswertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen zusammen. Die Ergebnisse werden in der Regel
nicht bewiesen. Stattdessen verweisen wir auf [1, Kapitel II] und [8,

Kapitel XI].
Im Folgenden bezeichnen stets I C R ein nicht leeres offenes Inter-
vall und U C R™, n € N*| eine nicht leere offene Menge; |[|-|| ist eine

beliebige Norm auf R"™.

DEFINITION [.1.1 (Gewdhnliche Differentialgleichungen, Anfangs-
wertprobleme). (1) Seien & € N*, V' C R*" eine nicht leere offene Menge
und f : I x V — R" eine Funktion. Dann heifit das Problem: Finde
y € C*(I,R") mit

(L1.1) y W) = fty(t), ...y (1))

in [ eine gewdohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung auf I. Ist
speziell k = 1, so sprechen wir einfach von einer gewdohnlichen Diffe-
rentialgleichung (gDgl).

(2) Seien ty € I und vy = (vop,...,v0k-1) € V. Dann heifit (I.1.1)
zusammen mit den Bedingungen

y(to) = voo, --- >y V(o) = vos

ein Anfangswertproblem (AWP).
(3) Eine gDgl bzw. ein AWP heiflen autonom, wenn die Funktion f
nicht von der Variablen ¢ abhéngt.

BEMERKUNG I.1.2 (Ordnungsreduktion, Autonomisierung). (1) Ei-
ne gDgl k-ter Ordnung, k£ > 2, kann stets in eine dquivalente gDgl erster
Ordnung auf R™ umformuliert werden. Um dies einzusehen, setze

2(t) = (20(t), - 21 () = (y(8), ¥/ (1), ..,y (1) € R™

und

F(t,2(t)) = (z1(t), ..., 21 (1), f(t, 20(D), . .., 21 (2))) € R,
Dann ist offensichtlich y genau dann eine Losung von (I.1.1), wenn z
eine Losung von

Z(t) = F(t 2(1))
ist. Aus diesem Grunde betrachten wir im Folgenden nur gewthnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung.
(2) Eine gDgl kann stets in eine dquivalente autonome gDgl umformu-
liert werden. Um dies einzusehen, setze

2(s) = (y(s),s) e R™

und

F(z) = F((y(s),5)) = (f(s,y(s)),1) € R™".
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Dann ist y genau dann eine Losung von (I.1.1), wenn z eine Losung
von

ist.

BEIspIEL 1.1.3 (Populationsdynamik). Die Funktion y(t) beschrei-
be die Grofle einer Population zur Zeit ¢ > 0. Die relative zeitliche
Anderung der Populationsgrofie sei eine bekannte Funktion r der Zeit
und der aktuellen Populationsgrofie. Diese Annahmen fithren auf die

gDgl
y'(t) = r(t,yt))y(t).

Wichtige Spezialfille sind die des unbeschrinkten Wachstums
r(t,yt) =a >0

und des beschrankten Wachstums

r(t,yt) = aly” —y(t))

mit a > 0, y* > 0. Die Zahl y* spielt die Rolle einer Grenzpopulation,
deren Uberschreiten zum Absterben der Population fiihrt.

BEISPIEL 1.1.4 (Federschwingung). Die vertikale Schwingung z(¢)
einer Feder mit Masse m > 0 wird nach den Newtonschen Kraftgesetzen
durch die gDgl 2. Ordnung

mz"(t) = —kz(t) — r2'(t)

beschrieben. Dabei ist —kz(t), k > 0, die Riickstellkraft der Feder und
—rz'(t), r > 0, die Reibungskraft. Die dquivalente gDgl 1. Ordnung
lautet

2Z(t) = v(t)
(1) = —F o) = Do),
m m
Dabei ist v(t) die Geschwindigkeit der Auslenkung.

Wir stellen uns zunéchst die Frage nach der Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen von AWPen. Dazu benotigen wir einige Vorberei-
tungen.

DEFINITION I.1.5 (Lipschitz-Stetigkeit). Die Funktion f € C(I x
U,R™) heifit gleichmdfig Lipschitz-stetig auf I x U bzgl. U wenn es ein
L € R, die sog. Lipschitz-Konstante, gibt mit

1f(t2) = f(E )l < Lz =yl

fiir alle t € I, x,y € U. Die Funktion f heifit Lipschitz-stetig auf
I x U bzgl. U, wenn es zu jedem (to,z9) € I x U eine Umgebung
JxV € U((ty, o)) gibt, derart dass f auf J x V gleichméafig Lipschitz-
stetig ist bzgl. V.
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BEMERKUNG 1.1.6 (Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit).
(1) Ist f € C(I x U,R™) bzgl. der Variablen y differenzierbar und
D,f e C(IxU LIR"R"),soist fauf I x U bzgl. U Lipschitz-stetig.
(2) Ist f € C(I xU,R™) Lipschitz-stetig auf I x U bzgl. U und J x K C
I x U kompakt, so ist f auf J x K gleichméfig Lipschitz-stetig bzgl.
K.

(3) Ist f € CY(U,R"™), so ist f Lipschitz-stetig (auf U bzgl. U). Ist f €
C(U,R™) Lipschitz-stetig und K C U kompakt, so ist f gleichmé&Big
Lipschitz-stetig auf K.

SAaTz 1.1.7 (Lemma von Gronwall). Seien «,,u € C(I,Ry) und
to € I mit

u(t) < aft) +

t
B(s)u(s)ds

to

fiir alle t € I. Dann gilt fir alle t € 1

[ et

to

BEWEIS. [1, Lemma 6.1] und [8, Satz XI.1.6].
Beweisidee: Betrachte t € I mit t > t5 und setze

v(t) = / B(s)u(s)ds, (t) = Jo .

JiB@)do)] gq

u(t) < alt) +

Dann folgt
(o) () = 7/ (1) (8) + 1 (B (1) = —BEOA ) (E) + A (OF(E)u(t)
<4 (0F(Dal)
und somit
[ tsiutsis = o) <507 [ als)tshs)ds

- a(s)B(s)el FoNgs,

to
Hieraus folgt die Behauptung fiir ¢ > ¢y. Der Fall ¢ < t; wird analog
behandelt. O

SaTz 1.1.8 (Satz von Picard-Lindelof). Sei f € C(I x U,R™) auf
I x U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (to,yo) € I x U
ein € > 0, so dass das AWP

y' = f(t,y) auf (to —e,t0 +¢),  y(to) = o
eine eindeutige Losung y € C*((to — &, to + ), R™) hat.

BEWEIS. [1, Satz 7.4] und [8, Satz XI.1.7].
Beweisidee: Wahle g > 0 und R > 0 so, dass [tg — £o,t0 + €0] X
B(yo, R) C I x U ist und f auf [ty — &9, to + 0] X B(yo, R) gleichméBig

Lipschitz-stetig ist bzgl. B(yo, R). Bezeichne die Lipschitz-Konstante
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mit L. Sei M das Maximum von || f|| auf [ty — £¢,%0 + 0] X B(yo, R)
und setze ¢ = min{eg, 1+}. Sei X = C([ty — &,t0 +¢],R") und K =
By Ty, R). Dabei bezeichnet |-|| , die Maximumsnorm auf X und 7,
die konstante Funktion mit Wert yq. Definiere die Abbildung ¢ : X —
X durch

t

Py(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds

to
fir alle |t —ty| < e. Dann ist y € X genau dann ein Fixpunkt von
®, wenn es das AWP 16st. Mit Hilfe der Definition von ® und der
Lipschitz-Stetigkeit von f zeigt man, dass ® eine Kontraktion auf K
ist mit Kontraktionsrate x = 1 — e~*¢. Dabei wird X versehen mit der
Norm

Iyl = max [|eHttoly(1)]] .

Dann folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz. [J

BEMERKUNG I.1.9 (Nicht eindeutige und nicht globale Losbarkeit,
Autonomisierung). (1) Auf die Lipschitz-Bedingung kann man in Satz
[.1.8 nicht verzichten. Betrachte dazu das autonome AWP

v =\/ll. w0 =0

Die Funktion +/|y| ist in keiner Umgebung von 0 Lipschitz-stetig. Die-
ses AWP hat offensichtlich die Lésungen

1
y(t) =0 und y(t) = ZtQ.
Fiir beliebiges a,b € R U {+o00} sind weitere Losungen gegeben durch

—ft+a)? firt<-—a,

Yap(t) =40 fir —a <t <,
(=02  firb<t

(2) Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1.8 kann man i.a. nur die
lokale Existenz der Losung des AWP erwarten. Betrachte z.B. das au-
tonome AWP

y =y’ y0)=1
Die eindeutige Losung lautet

fiir alle t < 1. Sie explodiert fiir ¢t — 1.

(3) Satz 1.1.8 zeigt, dass es nicht immer ratsam ist, eine nicht autono-
me gDgl in die dquivalente autonome gDgl umzuformen. Fiir die nicht
autonome gDgl benotigen wir namlich nur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. v,
fiir die dquivalente autonome gDgl dagegen Lipschitz-Stetigkeit bzgl. y
und ¢.
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SaTz 1.1.10 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei f €
C(IxU,R") auf I xU bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann ezistiert fiir jedes
(to,yo) € I x U genau eine nicht fortsetzbare Liosung y(-;to,yo) €
CY(I(to,y0),U) des AWP
(112) y/ = f<t7y)v y(tO) = Yo-

Das mazimale Ezistenzintervall I(tg,yo) ist offen, d.h.
I(to, y0) = (t™ (to: y0): t" (tos o)),
und es gilt entweder
t= =1t (to,y0) =inf I bzw. T =1tT(to,yo) =sup/
oder
lim min {dist(y(¢; to, y0), OU), ||y(t; to, yo)Hil} = 0.

t—tTF0
Dabei ist dist(z,0) = +oo und dist(z, A) = inf{||z —y| : y € A} fir
eine nicht leere abgeschlossene Menge A.
BEWEIS. [1, Satz 7.6] und [8, Satz XI.1.9 ].
Beweisidee: Sei (to,yo) € I x U beliebig. Wegen Satz 1.1.8 gibt es ein
g1 > 0, so dass (I1.1.2) eine eindeutige Losung u auf Iy = [tg—e1,to+&1]
besitzt. Wegen Satz [.1.8 gibt es weiter ein €5 > 0, so dass das AWP
y' = fty), ylto+e1) =ulto+e1)

eine eindeutige Losung v auf Iy o = [to + 1 — €2, + €1 + €2 besitzt.
Wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt w = v auf I; N I; 5. Folglich

ist u; mit
v auf [
= {v auf [; o

eine Losung von (1.1.2), die u echt fortsetzt. Wegen dieses Fortsetzungs-
argumentes ist folgende Definition sinnvoll

t+ =t*(to,yo) = sup{B € I : (1.1.2) besitzt eine Losung auf [to, 3]},

t™ =t (to,y0) = inf{B € I : (1.1.2) besitzt eine Losung auf [, to]}.
Dann existert genau eine nicht fortsetzbare Losung v € C1((¢t,¢T), U)
von (I.1.2). Das maximale Existenzintervall ist offen, da wir sonst das

obige Fortsetzungsargument anwenden konnen.
Nehme nun an, dass ¢+ < sup I und

lim _min {dist (u(t), OU), [u(t)| '} >0
t p—

t—
ist. Dann kann man zeigen, dass es eine Folge (¢,,)neny C I mit lim ¢, =
n—o0

t* und t, < t* fiir alle n € N und Zahlen € > 0, 6 > 0 gibt, so dass fiir
alle n € N und alle s € [0, min{d,t* — ¢,}] gilt

1
|u(t, + s)|| < B und  dist(u(t, + s),0U) > e.
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Hieraus folgt dann, dass es eine Konstante M > 0 gibt mit
Ju(t) —uls)|| < M|t — 5|

fiir alle s,¢ € [tT —4,¢T). Daher ist (u(t],))nen eine Cauchy-Folge, wenn
(t! )nen eine beliebige Folge mit ¢/, < ¢ fiir allen € Nund lim ¢/, =t

n—oo
bezeichnet. Hieraus folgt aber, dass die maximale Losung u von (1.1.2)

auf [tg, t1] fortgesetzt werden kann im Widerspruch zur Definition von
t*. Ganz analog beweist man die Aussage fiir ¢ ™. O

BEMERKUNG 1.1.11 (Maximale Trajektorien). Die Bezeichnungen
und Voraussetzungen seien wie in Satz [.1.10. Definiere

Y (to, yo) = {ult;to, yo) : t € [to, t" (to, 40))},
7 (to, yo) = {ult;to, y0) = t € (¢ (o, y0), tol } -
Dann gilt:
(1) Ist v* beschriinkt, so ist t¥ = sup [ bzw. t~ = inf I oder es

gilt dist(u(t; to, vo),0U) — 0 fiir t — = F 0. D.h., die Losung
existiert entweder fiir alle Zeiten oder sie lauft gegen den Rand

von U.
(2) Ist 4* in einer kompakten Menge enthalten, so ist t* = sup [
bzw. t~ = inf I.

BEMERKUNG 1.1.12 (Linear beschrénkte Differentialgleichungen).
Die Funktion f sei linear beschriankt, d.h. es gebe o, § € C(I,R,) mit

17 &)l < a@) llyll + 5()

fir alle (t,y) € I x U. Dann folgt aus dem Lemma von Gronwall, Satz
[.1.7, dass jede Losung von y' = f(t,y) beschrénkt ist auf beschrankten
Intervallen. Ist insbesondere U = R", so besitzt das AWP ¢’ = f(¢,vy),
y(to) = yo fur alle ty € I, yo € R™ eine eindeutige globale Losung.

Insbesondere fiir die Behandlung von Randwertproblemen in Ka-
pitel II ist die stetige und differenzierbare Abhéngigkeit der Losungen
von AWPen von den Anfangswerten von fundamentaler Bedeutung.
Sei hierzu f € C(I x U,R") auf I x U Lipschitz-stetig bzgl. U. Wegen
Satz 1.1.8 wissen wir, dass das AWP (1.1.2) fiir jedes (to,y0) € I x U
in einer Umgebung von ¢ty eine eindeutige Losung y = y(+;to, yo) be-
sitzt. Wir wollen zeigen, dass y(-; o, o) stetig und — unter zuséitzlichen
Voraussetzungen an f — differenzierbar von y, abhéngt. Dazu benut-
zen wir zunéchst, dass aus dem Beweis von Satz [.1.8 folgt, dass es
zu jedem (to,y0) € I x U zwei Umgebungen J = J(ty) € U(ty) und
V =V (yo) € U(yo) mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(1) f ist gleichméBig Lipschitz-stetig auf J x V bzgl. V.
(2) Zu jedem y; € V besitzt das AWP

yl = f(ta y(t))> y(tO) =W
eine eindeutige Losung y(+; o, y1) € CH(J, V) auf J.
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Daher koénnen wir durch ¢(z) = y(-;to,2) eine Abbildung ¢ : V —
CY(J,V) definieren. Damit konnen wir unser Ziel wie folgt formulie-
ren: p € C(V,C(J,V)) bzw. — unter zusétzlichen Bedingungen an f —
p € CHV,C(J,V)). Dazu nehmen wir zur Vereinfachung an, dass J
beschrankt ist.

SaTz 1.1.13 (Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten). Die
Funktion ¢ ist gleichmdf$ig Lipschitz-stetig auf V :

le(21) = o(22) oy < el — 2|z

fir alle z1,zy € V. Dabei ist d = sup{|s — t| : s,t € J} die Linge von
J und L die Lipschitz-Konstante von f.

BEWEIS. [1, Satz 8.3] und [8, Satz XI.3.1].

Beweisidee: Aus der Darstellung

w@ﬂﬂzy@mwk=%ﬁlf@w®¢mdﬂs

folgt

A~ pl)(0) = 2=+ [ Csploiton ) — Flo,(sto, )] s

to

und somit wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f

lo(z2)(t) — (=) (8]
/lexM@D—y@%wMHﬁ

to

< lze =zl +

= |lz2 — 21| +

/zwmaxﬁ—wun@n®

to

Damit folgt die Behauptung aus dem Lemma von Gronwall, Satz [.1.7.

i

SAaTz 1.1.14 (Differenzierbare Abhéingigkeit von den Anfangswer-
ten). Die Funktion f(t,y) sei zusdtzlich auf J x 'V stetig differenzierbar
bzgl. der Variablen y und D, f sei Lipschitz-stetig bzgl. V. Dann ist ¢
stetig differenzierbar:

(De(2)w)(t) = Z(t; 1o, 2)w

fir allet € J, z € V, w € R". Dabei ist Z(-;1y,2) € CH(J,R™") die
eindeutige Losung des linearen AWP

7' = Dyf(t,y(t,to, Z))Z, Z(to) = Ian

BEWEIS. [1, Satz 9.2] und [8, Satz XI1.3.2].
Beweisidee: Aus der Definition von ¢ und Z und dem Hauptsatz der
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Differential- und Integralrechnung folgt
p(22)(t) — @(21)(t) = Z(E: o, 21) (22 — 21)
= y(t;to, 22) — y(t;to, 21) — Z(t;to, 21) (22 — 21)
t
= / [y (s5t0, 22) — ¥ (s5t0, 21) — Z'(s5t0, 21) (22 — 21)] ds

to

= [ 17 plssto, ) = Fsuptsito 1) -
D, f(s,y(s;to, 21)) Z(8; to, z1)(22 — z1)] ds.

Erneute Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung ergibt

f(s,y(s5t0, 22)) — f(s,y(s:t0,21))
— Dy f(s,y(s;t0, 21)) Z (83 t0, 21) (22 — 21)

_ / (D, (5. y(5: o, 2) + 0y (s for 22) — y(s: 0, 21)))

[y(sito, 22) — y(sito, 21)]
=Dy f(s,y(s;t0,21))Z(s;t0,21)(22 — 21)] O

= / Dy f(s,y(s;to, 21) + 0(y(s; to, 22) — y(s;t0,21)))
0

~[y(sito, z2) — y(s;to, 21) — Z(s5t0, 21) (22 — 21)] A0

" / D, £ (5,951 fo, 21) + By fo, 22) — y(s: o, 21)))

=Dy f(s,y(s:t0, 21))] Z (s to, 21) (22 — 21)dO.
Aus diesen Gleichungen und der Lipschitz-Stetigkeit von D, f folgt mit
dem Lemma von Gronwall, Satz [.1.7,
1
—_— — — Z(-t — =0
||zz—1zrln\|—>0 HZQ . ZIH HSD(ZQ) SO(ZI) ( ’ 0721)(22 zl)HC(J,V)
und damit die Behauptung. U

Fiir die Anwendungen in Kapitel 11 ist es wichtig, eine Abschitzung
iiber das Wachstum der Funktion Z aus Satz 1.1.14 zu haben. Hierzu
bezeichne ||-|| . eine beliebige Matrixnorm auf R™*".

SaTz 1.1.15 (Wachstum von Losungen linearer Differentialgleichun-
gen). Sei T € C([a,b],R™™) und k(t) = ||T(t)||,. Dann gilt fir die
Losung Y des AWP

die Abschdtzung

IV (8) = 1]l < exp {/:k:(s)ds} Y
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Beweis. Offensichtlich gilt fir alle ¢ € [a, b]

Y(t)=1+ /tT(s)Y(s)ds.

Mit u(t) = [|Y(¢) — I, folgt

ut) < [T IV Oleds < [ ks)lu) + s

Diese Abschitzung und das Lemma von Gronwall, Satz [.1.7, mit
a(t) = [ k(s)ds und B(t) = k(t) beweisen die Behauptung. O

Die Satze 1.1.13 — [.1.15 liefern sinnvolle Aussagen iiber das Kurz-
zeitverhalten von Losungen des AWP (1.1.2) bei Stérungen des An-
fangswertes. Fiir Aussagen iiber das Langzeitverhalten, d.h. [t — ¢o| >
1, sind sie unbrauchbar, da ihre Abschéatzungen Faktoren enthalten,
die exponentiell mit |t — ty| wachsen. Andererseits zeigt das Beispiel
f(y) = —y mit der Losung y(t;to, %) = yoe ), dass u.U. fiir alle
Anfangswerte y, yo gilt

tlgglo Y (t;to, y1) — y(ts to, y2)|| = 0.

Derartige Aussagen iiber das Langzeitverhalten von Losungen von An-
fangswertproblemen sind mit den Begriffen Ljapunov-Stabilitit bzw.
asymptotische Stabilitdt verbunden. Aus Zeitgriinden kénnen wir hier
auf diesen Problemkreis nicht néher eingehen und verweisen stattdes-
sen auf [1, §§13, 15] und [8, §XI.4].

Wir schlielen diesen einfiihrenden, theoretischen Paragraphen mit
einem Regularititssatz fiir Losungen von gDglen, der mit der Ketten-
regel durch vollstandige Induktion folgt. Aufgrund dieses Regularitéats-
satzes unterscheiden sich gDglen grundsétzlich von partiellen Differen-
tialgleichungen.

SATZ 1.1.16 (Regularititssatz). Sei f € C*(I x U,R™). Dann gilt
fiir jede Losung y der gDgly' = f(t,y) auf ihrem Definitionsbereich J
die Regularititsaussage y € C*H1(J R™).

1.2. Einschrittverfahren

Im Folgenden wollen wir die Losung des AWP (1.1.2) (S. 10) mit
Lipschitz-stetigem f numerisch approximieren. Dazu betrachten wir
Gitterpunkte ¢ty < t; < ... und bezeichnen die numerische Approxima-
tion mit 7; oder n(t;, h;). Dabei bezeichnet h; = t; — t;_ die Schritt-
weite. Haufig ist sie konstant, d.h., die Gitterpunkte sind dquidistant.
Fiir gegebenes t > ty sind wir an der Konvergenz(-geschwindigkeit)
von n(t, (t — to)/n) fiir n — oo gegen die exakte Losung y(t) inter-
essiert. Dazu bezeichnet ||| eine beliebige Norm auf R™ und ||-|| . die
zugehorige Matrixnorm.



1.2. EINSCHRITTVERFAHREN 15

Bevor wir eine allgemeine Definition von Einschrittverfahren geben,
wollen wir drei der gebrauchlichsten Verfahren, an denen sich die prin-
zipiellen Strukturen besonders gut studieren lassen, aus geometrischen
und analytischen Uberlegungen herleiten.

Angenommen wir kennen die Losung y des AWP (1.1.2) (S. 10) im
Punkte t. Wegen ¢/(t) = f(t,y(t)) gibt f(t,y(t)) die Steigung der Tan-
gente an die Losungskurve im Punkt ¢ an. Daher sollte y(t)+hf (¢, y(t))
eine passable Niherung an y(t + h) sein. Diese Uberlegung fiihrt auf:

DEFINITION [.2.1 (Explizites Euler-Verfahren). Das explizite Euler-
Verfahren ist gegeben durch:

o = Yo
Nig1 = 1 + hf(ti, mi)
tiy1 = t; + h.

Genauso gut hétten wir eine Ndherung 7,41 fir y(t + h) aus der
Bedingung herleiten konnen, dass die Tangente durch die Lésungskurve
im Punkte t,,1 = t; + h durch den Punkt (¢;,y;) gehen soll, d.h.

Yi = Nig1 — hf(ti + h,migr).
Dies fithrt auf:

DEFINITION 1.2.2 (Implizites Euler-Verfahren). Das implizite Euler-
Verfahren ist gegeben durch:

Mo = Yo
Nig1 = N + hf (tiga, Mig1)
ti+1 - tz + h

Im Gegensatz zu [.2.1 muss man in [.2.2 in jedem Schritt ein nicht-
lineares Gleichungssystem der Form v = z + hf(¢,u) mit bekannten
Groflen z und t 16sen. Falls f stetig differenzierbar ist, folgt aus dem
Satz iiber implizite Funktionen, dass dieses Gleichungssystem fiir hin-
reichend kleines A eine Losung in der Néhe von z hat. Auf die praktische
Berechnung dieser Losung gehen wir in §1.4 (S. 28) ein.

Das dritte Verfahren erhalten wir durch folgende Uberlegung. Fiir
die exakte Losung von (1.1.2) (S. 10) gﬂt

(I.2.1) y(t+h)=y(t / f(s,y(s

Das Integral in (1.2.1) wird beim expliziten Euler-Verfahren durch

/ T (s () ds ~ Rt y(0)

approximiert und beim impliziten Euler-Verfahren durch

t+h
/t f(s,y(s))ds = hf(t+ h,y(t+ h)).
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Ebenso konnten wir es aber auch durch die Trapezregel

[ Houods = 5 e.ut0) + 6+ hoate-+ )

annahern. Dies fiihrt zu:

DEFINITION 1.2.3 (Trapezregel, Crank-Nicolson-Verfahren). Die Tra-
pezregel bzw. das Verfahren von Crank-Nicolson ist gegeben durch:

Mo = Yo
h
Nit1 =1 + 5 Lf(ti,mi) + f(tigr, mig1)]
ti+1 == tl + h

Bei den drei vorgestellten Verfahren wird die Néherung n;, fiir
y(t;+1) ausschlieBlich durch die letzte Naherung »; fiir y(¢;) bestimmt.
Daher spricht man von einem FEinschrittverfahren kurz ESV. Die all-
gemeine Definition lautet:

DEFINITION [.2.4 (Einschrittverfahren, Verfahrensfunktion). Ein
allgemeines Finschrittverfahren kurz ESV zur Losung des AWP (1.1.2)
(S. 10) hat die Form

o = Yo
ti+1 - tl + h

Die Funktion ® heifit die Verfahrensfunktion des ESV.

Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden stets das Argument
f bei der Verfahrensfunktion fort.
Fiir das explizite Euler-Verfahren ist offensichtlich

O(t,y, h) = f(t,y).
Die Verfahrensfunktionen fiir das implizite Euler-Verfahren und die
Trapezregel sind komplizierter. Aus der Definition der Verfahren und

dem Satz iiber implizite Funktionen erhalten wir fiir hinreichend kleines
h fiir das implizite Euler-Verfahren

B(t,9,) = 3 [[1d— (e + by~ o]

und fiir die Trapezregel
1 h - h

wobei ¢g7! die Umkehrfunktion der Funktion g bezeichnet.

An dieser Stelle sei betont, dass die Verfahrensfunktion der theoreti-
schen Analyse der Verfahren dient. Fiir praktische Rechnungen arbeitet
man mit den Definitionen 1.2.1 — 1.2.3.
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Die Verfahrensfunktion eines ESV ist gleich dem Differenzenquo-
tienten der Naherungslosung. Fiir verniinftige Verfahren sollte sie den
Differenzenquotienten der exakten Losung moglichst gut approximie-
ren. Dies fithrt auf:

DEFINITION 1.2.5 (Lokaler Verfahrensfehler, Konsistenz, Ordnung).
Bezeichne fir « € [a,b] und y € R” mit z die Lésung des AWP

2= f(t,z(t), =z2(z)=y.
Dann heifit die Funktion

1
T(m,y,h):E{z(ijh)—y}—@(w,y,h), h>07

der lokale Verfahrensfehler des ESV mit Verfahrensfunktion ®. Das
Verfahren heifit konsistent, falls gilt

lim |[7(z,y, h)|| = 0

fir alle z € [a,b], y € R" und f € C'((a,b) x R",R"). Es hat die
Ordnung p, falls gilt

limsup h™? ||7(z, y, h)|| < oo
h—0

fiir alle 2 € [a,b], y € R” und f € CPPl((a,b) x R",R").

BEMERKUNG 1.2.6 (Fehler eines Schrittes und lokaler Verfahrens-
fehler). Setzen wir 1y = vy, ist

(o, h) = 3 (o + ) = ]

d.h., der lokale Verfahrensfehler ist der durch die Schrittweite dividierte
Fehler eines Schrittes des ESV. Die Division durch die Schrittweite wird
durch folgende heuristische Uberlegung motiviert: Wir wollen ein AWP
auf dem Intervall [ty,¢;] 16sen und fithren hierzu n Schritte des ESV
mit Schrittweite & = %= aus. Dann erwarten wir, dass der Fehler zur
Endzeit ¢; das n-fache des Fehlers eines einzelnen Schrittes ist. Der
Einzelfehler wird also mit dem Faktor n = tlﬁ - verstarkt. Satz 1.3.1
(S. 27) zeigt, dass diese heuristische Uberlegung korrekt ist.

Fiir das explizite Euler-Verfahren erhalten wir durch Taylor-Ent-
wicklung wegen f(x,y) = 2/'(z)
1
1
= 2(a) + 5 () + O(W) — f(x.y)

1 " 2

Also hat das explizite Euler-Verfahren die Ordnung 1.
Fiir das implizite Euler-Verfahren und die Trapezregel bestimmen wir
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die Ordnung am besten durch die Analyse des Fehlers eines einzelnen
Schrittes. Fiir das implizite Euler-Verfahren erhalten wir wegen 7y =

y = 2()
z(x+h) —m=z@+h)—n— (m—m)

z+h

:/‘ 2(t)dt — hf(z + hymy)
xaz—l—h

:/‘ £t 2(6)dt — hf(x + hymy)

z+h
=/’ (6, 2(0) — fla + hy2(a + B))] dt

Bezeichnet L die Lipschitz-Konstante von f und K eine Schranke fiir
| Dy fl|, so folgt hieraus

I2(z + h) —mll < Kh* + hL||z(z + h) —m] -

Also ist fiir hinreichend kleines h
Kh?
1—hL’

Also hat das implizite Euler-Verfahren ebenfalls die Ordnung 1.
Fiir die Trapezregel erhalten wir analog

|2z + h) —m| <

(o h) = = 2o h)— o — 5 (7w m) + Fa -+ hom)]

:/xfmdm&—gﬁ@dwﬂﬁw+hwﬁwm

o[t b2+ )~ fot b)),

Bezeichnet p(t) das lineare Interpolationspolynom von f(¢, z(t)) in den
Punkten z und x + h, ist

h

B UG + sz = [ poa

und daher

x+h
[ o) = § 5@ + fo (o )|

Lﬁﬁwmz@>—MMdﬂ
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wobei M eine obere Schranke fiir | D?f|| ;. ist. Hieraus folgt wie beim
impliziten Euler-Verfahren

LM RS
h) — <

Also hat die Trapezregel die Ordnung 2.

BEISPIEL 1.2.7 (Schwingung). Wir fiihren jeweils 100 Schritte der
beiden Euler-Verfahren und der Trapezregel fiir das AWP

y = <(1) _01) y, y(0) = (é)

mit h = 0.13 aus. Die exakte Losung lautet y(t) = (cost,sint) mit 0 <
t < 13. Abbildung 1.2.1 zeigt die entsprechenden Losungskurven. Das
explizite Euler-Verfahren explodiert. Dies ist eine Folge seiner fehlenden
Stabilitét (s. §1.8). Das implizite Euler-Verfahren dagegen dampft die
Losung zu stark. Die Trapezregel schliellich liefert eine Losungskurve,
die auf der exakten Losungskurve, dem Kreis um den Ursprung mit
Radius 1, liegt.

100 steps of several single- or multi- step methods

2.0

1.5

1.0

0.5

|

0.0 |

05\
-1.0

-1.57

22.04 —

-2.5

ABBILDUNG [.2.1. Losungskurven der beiden Euler-
Verfahren und der Trapezregel fiir das AWP aus Beispiel
[.2.7

BEIspIEL 1.2.8 (Rauber-Beute-Modell). Wir fithren jeweils 1000
Schritte der Euler-Verfahren und der Trapezregel fiir das AWP

()= (Coim) - o= (o)
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mit h = 0.01 aus. Dieses AWP beschreibt ein Réuber-Beute-Modell.
Die exakte Losung ist eine geschlossene Kurve [8, Beispiel XI.2.2]. Ab-
bildung 1.2.2 zeigt die Losungskurven der drei Verfahren. Das explizite
Euler-Verfahren explodiert. Das implizite Euler-Verfahren dampft die
Losung zu stark. Die Trapezregel dagegen liefert qualitativ gute Ergeb-
nisse.

10000 steps of several single- or multi- step methods

25

ee

ABBILDUNG [.2.2. Losungskurven der beiden Euler-

Verfahren und der Trapezregel fiir das AWP aus Beispiel
[.2.8

Die bisher betrachteten Verfahren sind Spezialfille einer gréfleren
Verfahrensklasse, den sog. Runge-Kutta- Verfahren. Um diese Verfahren
zu motivieren betrachten wir die beiden Euler Verfahren unter einem
anderen Blickwinkel. Seien dazu nf® und n/¥ die mit dem expliziten
und dem impliziten Euler-Verfahren berechneten Nédherungen fiir die
Losung des AWP (1.1.2) (S. 10). Sei u € P; das lineare Polynom, das
in den Punkten ¢; und ¢, die Werte n/* und nZ5 annimmt. Dann gilt
offensichtlich

nf? = u(t;)
Nt = ulti + h)
W(8) = 3 (o~ nF"} = Fltinf?)
= [(ts, u(ts)).
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Analog sei v € Py das lineare Polynom, das in den Punkten ¢; und ¢;,
die Werte n/¥ und n/f; annimmt. Dann gilt offensichtlich

m" = v(t;)
TIZ+1 (t + h)
t +h {771+1 E} ft + h, anrl)

= f(tz + h,v(t; + h)).

Die beiden Euler-Verfahren haben also folgende allgemeine Struktur:
Wahle r > 1 Punkte 0 < ¢; < ... < ¢, < 1, bestimme das Polynom
w € P, mit

(1) w(t;) = m,
(2) w'(t; + coh) = f(t; + coh,w(t; + coh)), 1 < <,

und setze
Nig1 = w(t; + h).

Die Bedingung (2) heifit auch Kollokationsbedingung. Bei den beiden
Euler-Verfahren ist » = 1. Beim expliziten Euler-Verfahren ist ¢; = 0;
beim impliziten Euler-Verfahren ist ¢; = 1.

Um aus den Bedingungen (1) und (2) das Polynom w zu bestimmen,
setzen wir

ki,j = w’(ti + th), 1 S j S T

und bezeichnen mit Ay, ..., A\, die Lagrangeschen Grundpolynome zu
den Knoten ¢, ..., ¢, mit A\; € P,y und X;(¢;) = 6 fiir 1 <4,5 <.
Dann gilt

'(t; + 0h) ka
¢
Durch Integration folgt fiir 1 < ¢ <7 mit ay; = / A;(0)do
0

ce
0
T )
=ni+h) kj/ X;(0)de
j=1 0

=1 + hz ki ja

j=1
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1
und mit b; = / A;(6)d6
0

1
Niy1 = w(t; + h) = w(t;) + h/ w'(t; + 0h)do
0
T 1
=ni+hY ki / A;(0)dd
j=1 0

=1+ hz k‘i,jbj.

j=1

Einsetzen der Darstellung von w(t; + ¢,h) in die Kollokationsbedingun-
gen (2) liefert schlieBlich die dquivalenten Bedingungen

kio = w'(t; + coh) = f(t; + coh, w(t; 4+ coh))

= f (ti + Cgh, i + hz kmagj) .

j=1
Insgesamt erhalten wir somit die folgende Verfahrensvorschrift:

DEFINITION 1.2.9 (Runge-Kutta-Verfahren). Ein r-stufiges Runge-
Kutta-Verfahren ist gegeben durch:

Mo = Yo
ki,é = f (tz + Céh, i + hZagjkiyj> s 1 S E S T,
j=1
=1
tip1 ="t +h

mit ()"Scl <...<c¢ <1
Der Ubersichtlichkeit halber fasst man die Zahlen ¢, ayj, by in einem
Schema, der Form
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zusammen. Auflerdem definiert man die r X r Matrizen A und C und
die r-Vektoren b und e durch

ayy ... Qi 1 0
A= L], O= )
Arl  vn Gy 0 Cyr
by 1
b=1:1], e=|:
b, 1

Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit:

e crplizit, wenn A eine strikte untere Dreiecksmatrix ist,

e diagonal-implizit, wenn A eine untere Dreiecksmatrix mit nicht
verschwindender Diagonale ist,

e implizit, wenn A eine allgemeine Matrix ist,

e linear-implizit oder stark diagonal-implizit, wenn es diagonal
implizit ist und die Diagonalelemente von A alle gleich sind.

Bei einem diagonal-impliziten Verfahren miissen in jedem Schritt
r nichtlineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten gelost werden;
bei einem impliziten Verfahren ist es ein nichtlineares Gleichungssys-
tem mit rn Unbekannten pro Schritt. Eine besonders effiziente nume-
rische Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme erlauben die linear-
impliziten Runge-Kutta-Verfahren.

BEMERKUNG [.2.10 (Alternative Darstellung, Invarianz unter Au-
tonomisierung). (1) Eine #dquivalente Darstellung von Runge-Kutta-
Verfahren erhélt man durch Einfithren der Grofien

Nie =1 + hz agiki
j=1

Damit lautet das Verfahren

Mo = Yo

me=ni+hYy agfti+chmg), 1<0<r,

j=1

Nit1 =1 + I Z b f(ti + c;h, i)
j=1

ti+1 - tz + h

Diese Darstellung ist fiir die Ordnungsberechnung von Vorteil.

(2) Eine wiinschenswerte Eigenschaft eines Runge-Kutta-Verfahrens ist
seine Invarianz unter Autonomisierung: Das Verfahren angewandt auf
das dquivalente autonome AWP sollte das gleiche Ergebnis liefern wie
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das Verfahren angewandt auf das urspriingliche AWP. Wie man leicht
nachrechnet ist dies der Fall, falls fiir alle 1 < k < r gilt

T
Ae = Ce oder dquivalent ¢ = Z ;-
j=1

Die Verfahrensfunktion eines r-stufigen Runge-Kutta-Verfahren ist
gegeben durch

(122) @(t,y,h) = ib]f(t+ th,Uj(h))
Jj=1
mit
(1.2.3) ueh) =y +h Y agf(t+choug(h), 1<0<r
j=1

Alle bisher betrachteten Verfahren sind Runge-Kutta-Verfahren.
Dem expliziten Euler-Verfahren entspricht das Schema

0]0
—r = 1
Dem impliziten Euler-Verfahren entspricht das Schema
1]1
—17 = 1.

Der Trapezregel entspricht schlieflich das Schema

Fiir »r = 2 und das Schema

o= O

Olwvi= O

erhalten wir das sog. modifizierte Fuler-Verfahren:

Mo = Yo
1 1
Niy1 =n;i +hf (ti + §h, ni + Ehf(tia 771))
tiv1 =1t;+ h.
Fiir r = 2 und das Schema
0[0 O
1 0

=
=
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erhalten wir das Verfahren von Heun, auch modifizierte Trapezregel
genannt:

Mo = Yo
h h
Nit1 = N; + §f(tz‘,77i) + §f (ti + h,mi + hf(ti,m))
ti+1 == tz + h

Das sog. klassische Runge-Kutta- Verfahren ist schliefllich gegeben durch
das Schema

0[0 0 0 O
11
505 0 00
% 0 % 0 0 r=4.
110 0 1 0
1 2 2 1
6 6 6 6
Die entsprechende Verfahrensvorschrift lautet:
To = Yo
i =1
h
Ni2 =i + 5 f(ti;mi1)

2

Jp— _|_hf t,+h .
i3 =" 9 7 27771,2
h
Nia =1 +hf |t + 5013

h h
Nit1 =N + 5 {f (tismin) +2f (ti + 5:771,2)

h
+2f <ti + 57771',3) + f(ti +h, 771‘,4)}
ti+1 - tl + h

Die Bestimmung der Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens er-
folgt durch Taylor-Entwicklung von (1.2.2), (1.2.3). So folgt z. B. aus
(1.2.2), (1.2.3):

Ug(h) ZUZ—FhUe—i-O(hz), 1 Séé”/’

mit
u =y, 1<L<Zr
und ;
=Y agf(ty), 1<e<r,
j=1
sowie

(t,y, h) = Do(t,y) + P1(t, y)h + O(h?)
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mit

(I)O(t7 y) = Z bjf<t7 y) = bTQZ/@)

J=1

und

(I)l(t7y) = ij {ijt(t7y> + fy(t7y)f(t7y> Zajf}
j=1 =1

=" Cefilt,y) +b" Aef,(t,y)f(t,y).
Hieraus folgt fiir den lokalen Verfahrensfehler:
7(z,y,h) = (1 —b'e) (z)
1| §30) — 0 Ceonn) e o) )]
+ O(h?)
= (1—-b"e) ()
wi|(5-7ce) fto+ (5 - ¥7e) ffo ) e
+O(h?).
Also hat das Verfahren die Ordnung 1, falls gilt
ble=1
und die Ordnung 2, falls zusétzlich gilt

b'Ce =b"Ae = %

Ganz analog beweist man den folgenden Satz [2, Lemme 5.10, 5.11].

SATz 1.2.11 (Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens). FEin r-stufi-
ges Runge-Kutta-Verfahren hat die Ordnung:

1 — ble=1,
1
2 <= Ordnung 1 plus b' Ce = b’ Ae = 3

Fulls Ae = Ce ist, hat es die Ordnung

1 1
3 <= Ordnung 2 plus b* C?e = 3 b ACe = 3

4 <= Ordnung 3 plus
1 1 1 1
T3, _ = 3T A2, _ T A2 = — pT ==
bC’e—4,b AC%e 12,bAC’e 24,() CACe g

Aus Satz 1.2.11 folgt zusammenfassend:
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KOROLLAR 1.2.12 (Ordnung einiger wichtiger Runge-Kutta-Verfah-
ren). (1) Das explizite und das implizite Euler-Verfahren haben die
Ordnung 1.

(2) Die Trapezregel, das modifizierte Euler-Verfahren und die modifi-
zierte Trapezregel haben die Ordnung 2.
(8) Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat die Ordnung 4.

I.3. Konvergenz von Einschrittverfahren

In diesem Paragraphen sei stets f Lipschitz-stetig auf (a,b) x R™
bzgl. R™, ty € (a,b), yo € R™ und y = y(-;to, yo) die nicht fortsetzbare
Losung des AWP (1.1.2) (S. 10). Wir wollen die Konvergenz eines all-
gemeinen ESV mit Verfahrensfunktion ® untersuchen. Dazu bezeich-
nen wir fiir ¢ > to mit n(t;h) = n; falls ¢ = tg + ih die numerische
Néaherungslosung und mit e(t; h) = n(t; h) — y(t) den globalen Diskre-
tisierungsfehler. Der folgende Satz zeigt, dass Verfahren der Ordnung
p, p > 0, konvergent sind und dass fiir ¢ > t; die Fehlerabschitzung
le(t; hn)l| = O(h%) mit b, = =72 gilt.

SATz 1.3.1 (Globale Fehlerbschéitzung fiir Einschrittverfahren). Die
Funktion f sei gleichmdfSig Lipschitz-stetig mit Lipschitz- Konstante L.
Weiter gebe es ein hg > 0, so dass die Verfahrensfunktion ® des ESV
fir alle t € [a,b], alle z € R™ und alle 0 < h < hy die Ordnungsbedin-
gung

|7(t,z,h)| < Kh?
erfillt. Dann gilt fir den globalen Diskretisierungsfehler des ESV fiir
alle t > to und alle n mit h, < hy die Abschdtzung

eL(t—to) _ 1
L

BEwEIS. Offensichtlich ist e(ty) = 0. Fiir ¢« > 0 bezeichne z; die
Losung des AWP

le(t; k)| < B K

= ft (1), 2(t)=m
Dann ist
le(tie )|l = [1mit1 — y(tisd) ||
< nir — 2t )| + zi(tivn) — y(tira)|l -
Da n;41 — 2i(tiv1) = h7(t;, m;, h) ist, folgt aus der Ordnungsbedingung
i1 — zi(tisn) || < KR
Da y auch das AWP
= f(tx@), =)=yt
16st, folgt aus Satz 1.1.13 (S. 12)

l2i(tien) = y(tipn) | < e [l — y(t) | = €™ [le(t)]] -
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Also gilt fiir alle 7 > 0
le(tiva)ll < e lle(ts)]| + KhP*".

Hieraus folgt durch Induktion fiir alle ¢+ > 0
i-1

iLh

iLh +1 iLh __ et =1

et < e el + K 320 = K
Wegen e —1 > Lh und e = e(ti—0)L folgt hieraus die Behauptung.

g

BEMERKUNG 1.3.2. (1) Die Einschrankung der Schrittweite ist fir

implizite Verfahren erforderlich, da die Losbarkeit der auftretenden
nichtlinearen Probleme nur fiir hinreichend kleine Schrittweiten ge-
wiahrleistet ist.
(2) Die Voraussetzungen von Satz [.3.1 konnen dahin gehend abge-
schwicht werden, dass die Funktion f nur Lipschitz-stetig sein muss
in einem Streifen um die Losung von (I1.1.2) (S. 10) und dass die Ord-
nungsbedingung fiir die Verfahrensfunktion ® auch nur in einem sol-
chen Streifen gelten muss.

Der folgende Satz ist fiir eine effiziente Implementierung der ESV
von Bedeutung. Wir verzichten hier auf den sehr technischen Beweis
und verweisen stattdessen auf [5, S. 176 ff].

SaTz 1.3.3 (Asymptotische Fehlerentwicklung fiir Einschrittverfah-
ren). Sei f € CET2((a,b) xR™, R"™) und n(t; h) eine mit einem ESV der
Ordnung p < K gewonnene Niherung fir die Losung y(t) des AWP
(I.1.2) (S. 10). Dann besitzt n(t; h) die asymptotische Entwicklung

n(t;h) = y(t) + ep ()" + eppa (P + .+
+ex()h" + Ega(t; h)h"H

fiir alle t € [0,b), h = =22 mit ey(to) = 0, p < k < K. Die Funktio-
nen e, k < p < K, sind stetig und von h unabhdngig. Die Funktion
Ex1(t,.) ist fir jedes t beschrdnkt.

I.4. Implementierung von Einschrittverfahren

In diesem Paragraphen befassen wir uns mit zwei Aspekten der
praktischen Implementierung von ESV:

e dem Losen der nichtlinearen Gleichungssysteme,
e der Schrittweitensteuerung.

Bei impliziten ESV wie dem impliziten Euler-Verfahren oder der
Trapezregel miissen in jedem Schritt ein (oder mehrere) nichtlineare
Gleichungssysteme gelost werden. Dies kann mit Hilfe des Newton-
Verfahrens geschehen. Die Naherungslosung 7; am Punkt ¢; ist dabei
ein guter Startwert fiir das Newton-Verfahren zur Berechnung von ;.
Wegen der quadratischen Konvergenz des Newton-Verfahrens reichen in
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der Regel wenige Iterationen aus. Bei der praktischen Implementierung
beschréankt man sich haufig sogar auf eine Newton-Iteration pro Schritt.

Beim Newton-Verfahren muss in jeder Iteration eine Jacobi-Matrix
berechnet und ein lineares Gleichungssystem mit N Unbekannten gelost
werden. Da dies haufig recht aufwéndig ist, benutzt man in der Praxis
als Alternative sog. Prddiktor-Korrektor-Verfahren. Dabei berechnet
man ausgehend von 7); zunéchst mit einem expliziten Verfahren eine
Néherung nﬁ)l und benutzt diese dann als Startwert fiir eine Fixpunk-
titeration angewandt auf das implizite Verfahren, wobei man h&ufig
nur einen Iterationsschritt durchfiithrt. Damit das Gesamtverfahren die
gleiche Ordnung hat wie das benutzte implizite Verfahren, sollte das
explizite Verfahren die gleiche Ordnung haben wie das implizite. Dieses
Vorgehen wird an folgenden zwei Beispielen deutlich.

BEISPIEL 1.4.1 (Implizites Euler-Verfahren mit Pradiktor-Korrek-
tor). Wir betrachten das explizite Euler-Verfahren als Préadiktor und
das implizite Euler-Verfahren als Korrektor. Dies liefert

Ny = i+ hf (t,m)
Niv1 = ni + hf(ti +h, 7753)1)
oder direkt
Mivr = 0+ hf (G + homi + hf (ti,mi)) -

Dies ist ein explizites zweistufiges Runge-Kutta-Verfahren mit dem
Schema
0/0 0
111 0.
01
Aus Satz 1.2.11 (S. 26) folgt, dass es die Ordnung 1 hat.

BEISPIEL [.4.2 (Trapezregel mit Pradiktor-Korrektor). Wir neh-
men wieder das explizite Fuler-Verfahren als Pradiktor, aber die Tra-
pezregel als Korrektor. Dies liefert

772(3)1 = + hf(ts,m)
_, . h h (0)
Nit1 =1N; + §f(ti>77i) + §f(tz’ + b, mi31)
oder direkt
h h
Niv1 = Ni + 5]”(151,771’) + §f (ti +h,mi + Rf(ti,mi)) -
Wir erhalten also die modifizierte Trapezregel, die die Ordnung 2 hat.

Wir wenden uns nun dem Problem der Schrittweitensteuerung zu.
Ziel ist es, ausgehend vom Punkt ¢y in moglichst wenigen Schritten eine
Néherung der Losung y(t) im Punkt ¢ mit einer gegebenen Genauigkeit
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€ zu berechnen. Typischerweise ist € = K - eps, wobei eps die Maschi-
nengenauigkeit und K eine obere Schranke fir ||y(t)|| ist. Es gibt zwei
Strategien zur Schrittweitensteuerung:

e Vergleich verschiedener Schrittweiten,
e Vergleich verschiedener Verfahren.

Zur Darstellung der ersten Strategie bezeichne mit 7(¢; h) die mit
einem ESV der Ordnung p und Schrittweite h gewonnene Naherung fiir
y(t). Dann ist unter Vernachldssigung von Termen hoherer Ordnung
gemaB Satz 1.3.3 (S. 28)

n(t;h) = y(t) + ep(t)h”

und somit

) = g {0 (15 ) }-

Also gilt bei Fortfithren des Verfahrens mit der neuen Schrittweite H
unter Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung

e(t+H;H)=n(t+H;H) -yt + H)
=e,(t + H)H?
= e,(t)H?

o () )

Mithin erhalten wir als optimale Schrittweite

O )

Dies fiihrt auf Algorithmus 1.4.1 zur Schrittweitensteuerung.
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Algorithmus 1.4.1 Schrittweitensteuerung durch Halbieren

Gegeben: Gegeben tg, 1o, Startschrittweite h und Toleranz e
Gesucht: Neue Werte tg, 1o und h fiir néchsten Zeitschritt

h
1: Berechne n(to + h; h), n (to + h; 5)

2: H<—h{(1—2 )Hn(t0+h;h)—77(to+h;%)||}

ing%then
h <+ 2H

Gehe zu 1 zuriick.
end if

h
t0<—t0+h,y0%n(to+h;§),heQH

Bei der Durchfithrung von Algorithmus I.4.1 muss man im Normal-
fall drei Schritte des ESV pro Iteration durchfiihren: einen mit Schritt-
weite h und zwei mit Schrittweite %. Aus Satz 1.3.3 (S. 28) folgt auBer-

dem, dass
L 217] t +h—h —Nt —|—hh
2r — 1 0 ’ 2 ( 0 ’ )

eine Niherung der Ordnung h?*! fiir y(to+h) ist. Dies ist das einfachste
Beispiel fiir ein Extrapolationsverfahren.

BEISPIEL 1.4.3 (Schwingung). Wir wenden die beiden Euler-Ver-
fahren und die Trapezregel mit der Schrittweitensteuerung von Algo-
rithmus [.4.1 auf das AWP aus Beispiel 1.2.7 (S. 19) an. Alle Verfahren
liefern die exakte Losungskurve, den Kreis um den Ursprung mit Ra-
dius 1. Wie aus Tabelle 1.4.1 ersichtlich ist, unterscheiden sie sich aber
deutlich bei der erreichten Endzeit T, der maximalen Schrittweite A ax
und der Rechenzeit. Die Anfangszeit und die zu erreichende Endzeit
ist jeweils 0 bzw. 13, die erste Schrittweite ist immer 0.013 und die
Toleranz ist stets ¢ = 1076,

TABELLE 1.4.1. Euler-Verfahren und Trapezregel mit
Schrittweitensteuerung durch Halbieren fiir die Schwin-
gungsgleichung aus Beispiel 1.2.7; angegeben sind die er-
reichte Endzeit T', die Zahl der Schritte IV, die maximale
Schrittweite hy.x und die Rechenzeit in Millisekunden
auf einem MacBook Pro

T N Rmax | Msec
expliziter Euler | 1.299 | 1000 | 0.00615 | 247
impliziter Euler | 1.317 | 1000 | 0.00615 | 525

Trapezregel | 10.987 | 1000 | 0.04590 | 423
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BEISPIEL 1.4.4 (Réuber-Beute-Modell). Wir wenden die beiden Eu-
ler-Verfahren und die Trapezregel mit der Schrittweitensteuerung von
Algorithmus 1.4.1 auf das Rduber-Beute-Modell aus Beispiel 1.2.8 an.
Anfangs- und Endzeit sind jeweils 0 bzw. 100, die erste Schrittweite ist
immer 0.1 und die Toleranz ist stets ¢ = 1075. Alle Verfahren liefern die
gleiche Losungskurve. Die erreichten Endzeiten, benotigten Schritte,
minimalen Schrittweiten und benétigten Rechenzeiten sind in Tabelle
[.4.2 angegeben.

TABELLE 1.4.2. Euler-Verfahren und Trapezregel mit
Schrittweitensteuerung durch Halbieren fiir das Rauber-
Beute-Modell aus Beispiel 1.2.8; angegeben sind die er-
reichte Endzeit T, die Zahl der Schritte N, die maximale
Schrittweite hp.. und die Rechenzeit in Millisekunden
auf einem MacBook Pro

T N Rmax | MSEC
expliziter Euler | 0.959 | 5000 | 0.00390 | 1148
impliziter Euler | 0.889 | 5000 | 0.00451 | 2298

Trapezregel | 43.938 | 5000 | 0.24362 | 2299

Zur Darstellung der zweiten Strategie bezeichnen wir mit 7(¢; h) die
mit einem Verfahren der Ordnung ¢, ¢ > p, gewonnenen Naherungen.
Dann ist bis auf Terme hoherer Ordnung

n(t;h) = y(t) + e, (t)h?
n(t; h) = y(t) + e, ()t

und somit
ep(t) = h™"{n(t;h) —n(t; h)}.

Mithin ist fiir das Verfahren der Ordnung p die optimale Schrittweite
gegeben durch

= h{lln(t; ] }

Dies fiihrt zu Algorithmus 1.4.2 zur Schrittweitensteuerung:
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Algorithmus 1.4.2 Schrittweitensteuerung durch Ordnungsvergleich

Gegeben: Gegeben tg, 1o, Startschrittweite h und Toleranz e
Gesucht: Neue Werte tg, 1o und h fiir néchsten Zeitschritt
1: Berechne 7n(ty + h; h), 1(to + h; h).

£ P
: H“h{unuom;h)—ﬁ(tom;h)n} |
3:if H< % then
4: h<+ H
5: Gehe zu 1 zuritick.
6: end if
T to(—to—l—h, yo(—n(to—f-h,h), h+< H

Bei den Runge-Kutta-Fehlberg- Verfahren kann man die Naherung n
ohne groflen zusétzlichen Aufwand berechnen.

BEIspPIEL 1.4.5 (Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren). (1) Das Schema

0 0 0 0 0
1 1
1 7 0 0 0
27 189 729
40 800 800 0 0
214 1 650
1 891 33 891 0
533 0 800 1
2106 1053 78

beschreibt ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren (RKF2) der Ordnung
2. Dann ist

214 1 1
m =10+ <—=hf(to,no1) + s5hf (to + Z_Lh’ 770,2)

891 33
650 27
—hflt —h
+891 f(0+40 7770,3)

eine Ndherung der Ordnung p = 2 und

533 800 27
o= ——hf(t ——hf |t —h
m = "o+ 5106 f(to,mo1) + 1053 f ( o+ 10 J?o,s)

1
— %hf(to +h,m)
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eine Ndherung der Ordnung ¢ = 3.
(2) Das Schema

o= O O O O
o O O O O

— = N Ne O
== O O Nie O

Wi | W= O N O O
WIE Wik =R O O O

0o 1L

6
beschreibt ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren (RKF3) der Ordnung
3. Dann ist

1 1 1
n=no+ ghf(to,no,l) + ghf (to + Qh’ 770,2)

1
2
eine Ndherung der Ordnung p = 3 und

1 1
+ ghf (to + =h, 770,3> + ghf(to + h,10.4)

- 1 1 1
m ="+ 6hf(toa Noa) + ghf (to + §h; 770,2)

1 1 1
+ ghf (to + §h, 770,3) + éhf(to +h,m)

eine Ndherung der Ordnung ¢ = 4.
(3) Das Schema

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1
= = 0 0 0 0 0 0
3 3 9
10 40 0 0 0 0 0 0
4 44 _ 56 32
5 45 15 9 0 0 0 0
8 | 19372 25360 64448 _ 212 0 0 0
9 | 6561 2187 6561 729
1] 907 355 46732 49 5103 0 0
3168 33 5247 176 18656
1] 35 0 500 125 _2187 1
384 1113 192 6784 84
5179 0 571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

beschreibt ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren (RKF4) der Ordnung
4. Dann ist

35 500 3
m =1+ —==hf(to,n1) + —=hf (to + —h, 770,3)

384 1113 10
125 8 2187 8
= °h _ 2o, °h
T 102 f (to 10 ,770,4) 6781 f (to +3 ,770,5>

11
+ 8—4hf(t0 + h,106)
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eine Ndherung der Ordnung p = 4 und

- 5179 7571 3
m="mn0+ —=—hf(to,m71) + ——=hf (to + —h, 7]0,3)

57600 16695 10
393 8 92097 8
O (o + _ h °h
+ 520" ( " 10 ’770’4> 339200 (to 9 ’770’5)
187 1
+ mhf(to +h,moe) + Ehf(to + h,m)

eine Ndherung der Ordnung ¢ = 5.

BEISPIEL 1.4.6 (Schwingung). Wir wenden die Runge-Kutta-Fehl-
berg-Verfahren aus Beispiel 1.4.5 mit der Schrittweitensteuerung von
Algorithmus 1.4.2 auf das AWP aus Beispiel 1.2.7 (S. 19) an. Alle Ver-
fahren liefern die exakte Losungskurve, den Kreis um den Ursprung
mit Radius 1. Die entsprechenden Ergebnisse sind in Tabelle 1.4.3 an-
gegeben. Dabei sind die Bezeichnungen wie in Beispiel 1.4.3.

TABELLE 1.4.3. Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren mit
Schrittweitensteuerung durch Ordnungsvergleich fiir die
Schwingungsgleichung aus Beispiel 1.2.7; angegeben sind
die erreichte Endzeit T, die Zahl der Schritte NV, die ma-
ximale Schrittweite hp,., und die Rechenzeit in Millise-
kunden auf einem MacBook Pro

T| N Rmax | MSEC
RKF2 | 13.000 | 260 | 0.25664 31
RKF3 | 13.000 | 400 | 0.13323 | 199
RKF4 | 13.000 | 151 | 0.35478 67

BeispieL 1.4.7 (Réuber-Beute-Modell). Wir wenden die Runge-
Kutta-Fehlberg-Verfahren aus Beispiel 1.4.5 mit der Schrittweitensteue-
rung von Algorithmus 1.4.2 auf das Rauber-Beute-Modell aus Beispiel
[.2.8 (S. 19) an. Alle Verfahren liefern die gleiche Losungskurve. Die
entsprechenden Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle angegeben.
Dabei sind die Bezeichnungen wie in Beispiel 1.4.4.

I.5. Lineare Mehrschrittverfahren

Bei den bisher betrachteten ESV wird die neue Néherung 7;,; di-
rekt aus der alten Naherung 7); berechnet. In diesem und den néchsten
Paragraphen wollen wir lineare Mehrschrittverfahren (MSV) betrach-
ten, bei denen zur Berechnung von 7;; alte Naherungen n;, n;_1, ...,
nj—r bendtigt werden. Bevor wir eine allgemeine Definition geben, be-
trachten wir einige Beispiele.
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TABELLE 1.4.4. Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren mit
Schrittweitensteuerung durch Ordnungsvergleich fiir das
Réuber-Beute-Modell aus Beispiel 1.2.8, angegeben sind
die erreichte Endzeit T, die Zahl der Schritte N, die ma-
ximale Schrittweite h.. und die Rechenzeit in Millise-
kunden auf einem MacBook Pro

T N hmax | MSEC
RKF2 | 100.000 | 2633 | 1.35645 | 215
RKF3 | 100.000 | 4011 | 0.60405 | 1615
RKF4 | 100.000 | 1593 | 1.45927 | 869

BEIspIEL [.5.1 (Formeln von Adams-Bashforth, Adams-Moulton
und Nystrom). Wir wihlen dquidistante Punkte t; = to+ih, i € N. Sei
p > 0. Wir nehmen an, dass wir die Losung y des AWP (1.1.2) (S. 10)
in den Punkten %o, ..., ¢, kennen. Sei 0 < s < p. Dann folgt

Y(tpsr) — Ylty—s) = / "y
(L5.1) tf;;;
- / £t y(r))dr.

P

Sei nun k& € {0,1} und ¢ > 0 so, dass p+ k — ¢ > 0 ist. Dann approxi-
mieren wir den Integranden in (I1.5.1) durch das Interpolationspolynom
in den Punkten ¢,., tp1x—1, - .., tp1r—q und erhalten

Y(tp1) = y(tp—s)

tp+1 4 T —tyap
~ / E f(tp—i-k—iay(tp—i-k—i))n ; PR dr
to—s =0

g k=i — ot

J#i
q 1 4 :
z2—k+j
=0 fltpercisattone)) [ [0 2as
: et J—1
=0 7=0
J#i
q
=h Z f@pn—is Y(tprr—i)) Bai-
i=0

Dies liefert das MSV

q
Np+1 = Np—s + 1 Z Baif (tpth—is Mprk—i)-
i=0

Je nach Wahl von s und k erhalten wir drei haufig benutzte Klassen
von Verfahren:
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Adams-Bashforth-Formeln: s =0, k=0
q
Np+1 = Tlp +h Z B(ﬁBf(tp—i) np—i)'
i=0

Die Koeffizienten sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

AB
q qt
0 1
3 _1
1 2 2
23 16 5
2 12 T 12 12
3 55 _59 37 _9
24 24 24 24
4| 1901 2774 2616 1274 251
720 720 720 720 720

Fiir ¢ = 0 erhalten wir also das explizite Euler-Verfahren zuriick.
Adams-Moulton-Formeln: s =0, k=1

q
Npt1 =1+ h Z Bng(tp—i—l—i; Mp+1-i)-
=0

Die Koeffizienten sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

AM
q qi
0 1
1 1
1 2 2
5 8 _ 1
2 12 12 12
3] 9 1 _5 1
24 24 24 24
4| 251 646 264 106 _ 19
720 720 720 720 720

Die Formeln von Adams-Moulton sind also implizit. Fiir ¢ = 0 erhal-
ten wir das implizite Euler-Verfahren, und fiir ¢ = 1 erhalten wir die
Trapezregel.

Nystrom-Formeln: s =1, k =0

q
Np+1 = Mp—1 T hZﬁé\i[ (tp,i, np*i)-

=0
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Die Koeffizienten sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

N
q qi
17 2 0
v 2 1
2 3 3 3
8 5 4 1
3 3 3 3 3
4| 269 _266 204 146 29
90 90 90 90 90

Fiir ¢ = 1 erhélt man speziell die hdufig benutzte Mittelpunktsregel

Tlp+1 = Tlp—1 + th(tpa np)-

BeispieL 1.5.2 (Riickwértige Differentiation, BDF-Formeln). Die
Idee ist, das Interpolationspolynom ¢ zu den Knoten ¢,.1, tp, ..., tp—m
und den Daten 7,41, 1y, - -, Mp—m zu bestimmen und (’(¢,+1) gleich
f(tp+1,Mp+1) zu setzen. Dies liefert nach Normierung des Koeffizienten
von 7,41 ein MSV der Form

m+1

Z AmkTp+1—k = hbmf<tp+17 anrl)
k=0

mit den folgenden Koeffizienten

m bm Amk
0 1 1 -1
2 4 1
g 1 303
6 _1’8 9 _2
2 11 1 11 11 11
3| 12 1 —48 36 16 3
25 25 25 25 25
4| 80 1 300 300 _ 200 75 _ 12
137 137 137 137 137 137

Die betrachteten Verfahren sind alle von der Form:
Linearkombination von mehreren aufeinanderfolgenden Naherungen =
Linearkombination von mehreren aufeinanderfolgenden f-Werten.

Dies fiihrt auf folgende allgemeine Definition, wobei der Bequem-
lichkeit halber die Indizierung geéndert ist.

DEFINITION 1.5.3 (Lineares Mehrschrittverfahren, MSV). Ein [i-
neares r-Schritt-Verfahren kurz MSV zur Losung des AWP (1.1.2)
(S. 10) hat die Form

(I.5.2a) m=y(t;)+e, 0<i<r—1
(1.5.2b) Z aRNj+k = hz bif(tivksnjvk), J=0,1,...
k=0 k=0
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mit a, = 1.
Die Startfehler €;, 0 < i < r—1, fasst man zu der Fehlerfunktion €(t; h)
mit

e(ti,h) =¢;
zusammen. Fiir die Losung von (1.5.2a), (1.5.2b) schreibt man 7(¢; ¢, h)
mit
n(ti; e, h) = ;.
Die Polynome

r

W(z) = Z arz®, x(2) = Z b2"

k=0

nennt man die charakteristischen Polynome des Verfahrens.
Der lokale Verfahrensfehler T(z,y;h) des Verfahrens ist definiert als

T

T(x,y; h) = % {Zakz(x + kh) — thkf(x + kh, z(x + k:h))}

k=0
wobei z die Losung des AWP

Z = [t 2(1), =)=y
1st.
Das Verfahren heifit konsistent, wenn es eine Funktion o(h) gibt mit
Iz, y; )|l < o(h)
fur alle z € [a,b], y € R" und
limo(h) = 0.

h—0

Es hat die Ordnung p, p > 0, wenn es konsistent ist und wenn fiir die
Funktion o gilt

limsup h™Po(h) < 0o
h—0

fir alle f € C?((a,b) x R*,R™). Das Verfahren heifit schliefllich kon-

vergent, wenn gilt
t—t
iy 12 55) -0
n

n—oo

fiir alle ¢ € [to, ], yo € R™, f € C'((a,b) x R",R") und alle Fehlerfunk-
tionen ¢, zu denen es eine Funktion ((h) gibt mit
le(; m)Il < ¢(h)
fiir alle t € [a,b] und
lim ¢(h) = 0.

h—0



40 I. ANFANGSWERTPROBLEME

BEMERKUNG [.5.4 (Berechnung der Startwerte). Ein r-Schritt Ver-
fahren benétigt offensichtlich r Startwerte no, ..., n,_1. Falls r > 1 ist,
werden diese mit einem ESV berechnet. Die Groflen ;,, 0 <7 <r —1,
beriicksichtigen die dabei auftretenden Fehler. Sinnvollerweise benutzt
man zur Berechnung der Startwerte ein ESV, das die gleiche Ordnung

hat wie das MSV.

Die Konsistenz und Ordnung eines MSV lésst sich besonders leicht
mit Hilfe der charakteristischen Polynome berechnen.

SATz 1.5.5 (Bedingungen fiir Konsistenz und Ordnung eines MSV).
Ein MSV ist genau dann konsistent, wenn gilt

$(1) =0 wnd /(1) = x(1) = 0.
Auflerdem sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Das MSV hat die Ordnung p > 0.

d k 1
(2) Z{ak_l_bk }k“120fdr alle 1 < p < p.
!

— (p—=1)!
(3) Die Funktion ¢(z) = % — x(2) hat in z = 1 eine p-fache
Nullstelle.

BEWEIS. Seien = € [a,b], y € R", f € C™((a,b) x R*",R") und z
Losung des AWP
7 =[ftz2(1), 2z)=y.
Dann ist z € C"™*!((a,b)). Taylor-Entwicklung des lokalen Verfahrens-
fehlers um z liefert

T(x,y;h) = % {Z apz(r + kh) — thkz’(a; + kh)}

k=0
1 T m 1 ( )
= Sy | Y @k
k=0 =0 H
T m—1

l'z(““)(x)k;“h“ﬂ

}+omm

k=0 pn=0
1 T . T T
= —2z(x) Zak + 2'(x) {Z kay, — Zbk}
k=0 k=0 k=0
m—1 T 1 1
+ Z h* {Z {—akk““ — bk—k"] z(““)(x)}
~ |z e+ !
+ O(h™).

Also ist das Verfahren konsistent genau dann, wenn gilt

Y1) => ar=0
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und
I8

(1) = x(1) =) (kay — by) =0.
k=0
Auflerdem hat es die Ordnung p > 0 genau dann, wenn Bedingung (2)
erfiillt ist. Daher miissen wir nur noch die Aquivalenz von (2) und (3)
zeigen. Taylor-Entwicklung von ¢(e") um h = 0 liefert

p(e") —x(e")

D‘I’—‘ D‘I’—‘?‘l*—‘
@

¢")]
thkekh}
a[ l,kﬂiw] Zbk [Z k“h““]}

n=0

m—1 r 1 1
(07% + h'u’ /{Z‘M—H — bk—k‘u
— — M + 1)! !

+ o)

Also ist (2) dquivalent dazu, dass p(e”) in h = 0 eine p-fache Nullstelle
hat. Da die Funktion e" mitsamt allen Ableitungen in h = 0 nicht
verschwindet, ist dies dquivalent zu (3). O

E

<

B
Il
o

??‘
o

/Q/—/H/—/H
RN

<

:IH + ?IH

BEMERKUNG 1.5.6 (Konsistenz und Ordnung 1 eines MSV). Wegen

r

> (ark = by) = ¢'(1) = x(1)

k=0

hat ein konsistentes MSV immer mindestens die Ordnung 1.

BEMERKUNG 1.5.7 (Lineare 1-Schritt-Verfahren, #-Schema). Die
allgemeine Form eines linearen 1-Schritt-Verfahrens, d.h. eines MSV
mit r = 1 lautet

N1+ aon; = h (b1 f (541, mj41) + 0o f (85, 15)) -
Die charakteristischen Polynome sind
U(z) =z +ag, x(2)=0biz+by.

Wegen Satz 1.5.5 ist es genau dann konsistent, wenn ag = —1 und
by + bp = 1 ist. Daher lautet die allgemeine Form eines konsistenten
linearen 1-Schritt-Verfahrens

Niv1 =N +h(0f (tj1,m40) + (1= 0)f(t5,n5))
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mit 6 € R. Wegen Satz 1.5.5 hat es fiir alle § mindestens die Ordnung

1 und die Ordnung 2 genau dann, wenn 6 = % ist. Fir 0 =0,60 =1
und 0 = % erhalten wir offensichtlich das explizite Euler-Verfahren, das

implizite Euler-Verfahren und die Trapezregel.
Aus Satz 1.5.5 folgt mit einiger Rechnung;:

KOROLLAR 1.5.8 (Ordnung der Adams-Verfahren und der Nystrom-
und BDF-Formeln). Die Adams-Verfahren und die Nystrom-Formeln
haben die Ordnung q+ 1. Die BDF-Formeln mit m+ 1 Schritten haben
die Ordnung m + 1.

Satz 1.5.5 zeigt auch, wie man ein MSV moglichst hoher Ordnung
konstruieren kann. Zu gegebenem 1 bestimmt man x so, dass die Ter-
me h, ..., h" in der Taylor-Entwicklung von ¢ verschwinden. Dann
kann man zudem versuchen, 1 so zu bestimmen, dass weitere Terme in
der Taylor-Entwicklung von ¢ verschwinden. Wir werden im néchsten
Paragraphen sehen, dass dies nicht ohne weiteres moglich ist und dass
man weitere Bedingungen bei der Konstruktion und Analyse von MSV
beachten muss.

1.6. Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren

In diesem Paragraphen bezeichnen

W(z) = Zakzk und  x(z) = Z b 2"
k=0 k=0

die charakteristischen Polynome eines linearen r-Schritt Verfahrens.
Wir wollen Bedingungen fiir die Konvergenz dieses Verfahrens herlei-
ten. Wir werden sehen, dass wir zusétzlich zur Konsistenz eine weitere
Bedingung, die fiir ESV automatisch erfiillt ist, benotigen.

Zur Motivation wenden wir das MSV auf das AWP

(1.6.1) y =Xy, y(0)=1yo

mit A € C an.

Dieses AWP spielt eine herausragende Rolle bei der Analyse von nu-
merischen Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen,
da sich jede Differentialgleichung nach Linearisierung und Koordina-
tentransformation lokal wie (I.6.1) verhélt, wobei A ein Eigenwert der
Jacobi Matrix ist.

Wir erhalten dann fiir j = 0,1, ... die Gleichungen

Z agNj+k = hA Z bknjtk
k=0 k=0
oder mit p = Ah

T

(1.6.2) > (ak = pbi)njsx =0 j=0,1,....

k=0



I.6. KONVERGENZ VON LINEAREN MEHRSCHRITTVERFAHREN 43

Gleichung (1.6.2) ist eine homogene Differenzengleichunyg.
Zunéchst charakterisieren wir die Losungen von (1.6.2).

SATz 1.6.1 (Losungen homogener Differenzengleichungen). Jede Lo-
sung (un)nen der homogenen Differenzengleichung

> crujr =0 j=0,1,...
k=0

mit ¢, € C, ¢, # 0 ist von der Form

L m;—1

:Z Z ozijnjz? n €N

i=1 j=0

mit a;; € C. Dabei sind 21, ...,z € C die Nullstellen mit Vielfachheit

mi,...,mg, y.m; =r, des charakteristischen Polynoms
T
p(z) = Z cr2”.
k=0

BEWEIS. Zum besseren Verstandnis betrachten wir zunichst den

Fall, dass p nur einfache Nullstellen besitzt, d.h. £ = r, m; = ... =

m, = 1. Fiir 1 <14 <r definieren wir die Folge (u%))neN durch u) = 2P

fiir alle n € N. Dann folgt fiir j e Nund 1 < <r

Z ckuéi)rk = Z cszk = zsz(zz) =0.
k=0 k=0
Also sind die Folgen uV, ..., v Losungen der Differenzengleichung

(1.6.2). Da der Losungsraum offensichtlich r-dimensional ist, reicht es
zu zeigen, dass diese r Folgen linear unabhéngig sind. Angenommen

das Gegenteil sei der Fall. Dann sind ( J) Ji<j<r, 1 <@ < r, r linear
abhéngige Vektoren im R". Also sind die Spalten der Matrix A mit

Api = u,(jll, 1 < k,2 < r, linear abhéngig. Dann gilt gleiches fiir die
Zeilen, und es gibt r Zahlen 71, . ..,7, mit 3 |v&|” # 0 und

r r r—1

k—1 m
E VoA = E T2y = E Ymt+1%; =0
k=1 k=1 m=0

fiir alle 1 <4 < 7. Also hat das Polynom o(z) = 327" 5,112 einen
Grad < r und besitzt die r verschiedenen Nullstellen z, ..., z.. Dies
ist ein Widerspruch.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Wir definieren Polynome
P0, - -+ pr—1 vom Grade r durch

po(2) = p(2), pis1(z) =2pl(2), i1 =0,...,r—2.
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Dann folgt durch Induktion

r

pr(2) :Zcﬂ,ukz“, k=0,...,r—1.

pn=0
Sei nun z* eine ¢*-fache Nullstelle von p, ¢* > 1. Dann folgt durch

Induktion pg(z*) = 0 fir k¥ = 0,...,¢* — 1. Damit erhalten wir fiir
0<m<¢—1lundnéeN

S el Ry (=33 (m> R ()

k=0 k=0 p=0 H’
“m\ .
=Z( )nmwz) o)
u=0 K
= 0.

Also sind die Folgen (u,(f’j))neN = 2" )pen, 1 <0 < 0,0 < 5 <
m; — 1, Losungen der homogenen Differenzengleichung. Daher reicht es
zu zeigen, dass diese r Folgen linear unabhéingig sind. Wir nehmen an,
das Gegenteil sei der Fall. Dann sind die Spalten der Matrix A mit
i—1
Ap=w-1y7z"1 1 S,u,l/gr,,u:Zma+j
a=1
linear abhéngig. Also sind auch die Zeilen linear abhéingig. Also gibt es
Zahlen o, ..., %1 € Cmit 3 |y* # 0 und 327 _{ v pfz = 0 fiir 1 <

o %
i </{,0<j<m;—1. Wie oben folgt hieraus, dass das Polynom o(z) =
Z;;t 72" die Nullstellen zy, ..., 2z, mit Vielfachheiten my, ..., m, hat.
Also ist o das Nullpolynom. Dies ist ein Widerspruch. U

Aus Satz 1.6.1 folgt unmittelbar:

KOROLLAR 1.6.2 (Stabilitdtsbedingung). Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) Fiir jede Losung (uy)nen der homogenen Differenzengleichung

chu]qu:o j:O,l,
k=0

gilt
sup |u,| < oo.
neN

(2) Fiir jede Nullstelle z* des charakteristischen Polynoms
o) = e
k=0
qgilt:
|2*| <1 und z* hat die Vielfachheit 1, falls |2*| =1 ist.
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Wiéhlen wir in Gleichung (1.6.1) speziell A = 0, dann ist ¢ das cha-
rakteristische Polynom der Differenzengleichung (1.6.2). Da die exakte
Losung des AWP konstant ist, sollten fiir ein verniinftiges MSV in die-
sem Fall die Losungen von (I1.6.2) beschrankt bleiben. Also sollte ¢ die
Bedingung (2) von Korollar 1.6.2 erfiillen. Dies fiihrt auf folgende, von
Dahlquist stammende Definition.

DEFINITION 1.6.3 (Asymptotische Stabilitét). Ein lineares r-Schritt
Verfahren heif3t asymptotisch stabil oder kurz stabil, wenn das zugehori-
ge Polynom v die Stabilitdtsbedingung (2) von Korollar 1.6.2 erfiillt.

Wir wollen zeigen, dass ein konsistentes und stabiles MSV konver-
gent ist. Dazu benotigen wir ein Hilfsergebnis.

LEMMA 1.6.4 (Stabilitdtsbedingung und Matrixnormen). Das cha-
rakteristische Polynom der n x n Matriz A erfille die Stabilitdtsbedin-
gung (2) von Korollar 1.6.2. Dann gibt es eine Vektornorm ||-||,, so
dass fir die zugehorige Matriznorm ||-|| , gilt || A, < 1.

BEWEIS. Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von A mit Vielfachheiten
my,...,myg, > m; =n. Nach Voraussetzung gilt |\;| < 1 fiir 1 <i </
und m; = 1 falls |\;] = 1. Weiter gibt es eine reguldre Matrix U, so
dass UAU ! Jordansche Normalform hat:

C1
Ji 0 )
A
Sei 0 = 1—max{|\;| : m; > 1}. Nach Voraussetzung ist § > 0. Definiere
m;—1
D, d
D, 1
Dann folgt
Ji
DUAU'D™ ! =
Jo
mit
Ai O
J; = DiJ:D;t =
)
Ai
Also ist

[pUAr-D, <1
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wobei |- ., die zur Maximumsnorm ||-||, zugehorige Zeilensummen-
norm ist. Definiere
[zl 4 = 1DVl -
Dann folgt
Al DUAS,
zer(o) 2l a0 [[DUz]

DUAU-'D™!
~ sup | Yo _ | prrav—p-
40 191l

<1. O

1Al =

'l
L,00

Wir kommen nun zum wesentlichen Ergebnis dieses Paragraphen.

SATz 1.6.5 (Konvergenz von Mehrschrittverfahren). Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

(1) Das MSV ist konsistent und asymptotisch stabil.
(2) Das MSV konvergiert fiir jede Funktion f € C((a,b) xR" R™),
die gleichmdflig Lipschitz-stetig ist bzgl. R™.

BEWEIS. (2) = (1): Wende das MSV auf

y' =0, y(t) =wo
an. Dann folgt die asymptotische Stabilitdt aus Korollar 1.6.2.

Wihle speziell yg =1 und 99 = ... =n,_1; = 1. Dann folgt
Zakﬁﬂk =0,5=0,1,... und lim n, =1.
=0 n—oo

Also gilt

0= lim {Z akm+k} = Zak =(1).
7% k=0 k=0
Aus der asymptotischen Stabilitdt folgt weiter ¢/'(1) # 0. Daher ist
K= 12(,((11)) wohldefiniert. Wende das MSV auf
Yy =1, ylto) =0

an mit den Startwerten n; = thK, 0 < i < r — 1. Dann folgt fiir
n; = ]hK7 ] 2 Ou

> i —hY bp=jhKY ap+ > axkhK —hY b
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= jhE(1) + hE4' (1) — hx(1)
= 0.

Aus der Konvergenz des Verfahrens folgt daher

t—t
t—to = y(t) = lim n(t; 0) = (t —to)K
n

n—0o0
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und somit K = 1. Damit ist die Konsistenz des Verfahrens gezeigt.
(1) = (2): Sei f auf (a,b) x R™ gleichméBig Lipschitz-stetig bzgl. R"
mit Lipschitz-Konstante L. Definiere e; = n; — y(¢;). Dann gilt

Cjtr = Njtr — Y(tjgr)

r—1 r
= — Z agNj+k +h Z bkf<tj+ku nj+k> - y(tj+7")
k=0 k=0

T

= — Z arejik — {Z agy(tjrx) —h Z b f (tjv, y(tj+k))}
k=0 k=0 k=0
+ B> bk [ (Ens i) — f (i y(Eiar))]
k=0

r—1
= — Z ap€jtk — hT(tj7 y(tj); h)
k=0

H B> bk [f (ks M) — F (Ens ()] -
k=0

Definiere
0 1
e 0 0
EjZ(_E >’Tj:< 0 )714:
€jtr—1 —7(t;,y(t;);h) 0 !
—aQ ... e —Qr—1
0
A = '

Z b f (ks Mjsre) — f(Ejn y(Ean))]
k=0

Dann folgt aus obiger Rechnung
Ej+1:AEj+hj}+hAj, ]:0,1,

GeméB Lemma 1.6.4 gibt es eine Vektornorm ||| ,, so dass fiir die zu-
gehorige Matrixnorm ||| . gilt [|Al|, < 1. (Hier geht die asymptotische
Stabilitéit ein, da 1) das charakteristische Polynom von A ist.) Da auf
dem R" alle Normen &quivalent sind, gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

1
~[Jull < ully < clull
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fiir alle u € R". Damit folgt
||Ej+1||A < ||Ej||A +h ||T]||A +h ||Aj||A
< IEjll4 + ch Tl + ch Al
< Ejll 4 + chllm (s, y(t;); W

+ b > bkl Ltk k) = f s (i)
k=0

< | Bjll 4 + cho(h) +ch ) |bi| L llejl
k=0

r—1
< ||Ejll 4 + cho(h) + chL (Z |bk|) 1E;
k=0

+chL[bp| | Ejill

r—1
< (1 ALY |bk|> VBl + cho(h) + HL b [ Bl

k=0
Definiere B = Y, |bx|. Falls c?hLB < § ist, folgt aus obiger Abschét-
zung

1+ 2hLB cho(h)
Eill, < ——ZZ Bl , + ———2—
1Esilla < 7=z WEila + =251

< (1+4c¢*hLB) ||Ej|| , + 2cha(h).
Hieraus folgt durch Induktion fiir n > 1

) oA LB _
1Bl 4 < €™ HP | Byl 4 + M—MQChU(h)
und somit fiir n > r
lenll < [1Enllo

< c||Enl 4

S oY st

) ) b t—to)4c2LB

— (2p(t—t0)4c’LB Ogr?g?(_l I, — y(t)] + el O;LB — 1a(h)

t—tg)4c? LB

— 2(t—t0)dPLB || (t; t —nto) H N el O;LB — la(h).

Dies beweist die Konvergenz des Verfahrens. U

BEMERKUNG 1.6.6. (1) Ein lineares 1-Schritt-Verfahren ist immer
asymptotisch stabil.
(2) Mit technischem Mehraufwand kann man in Satz 1.6.5 (2) die gleich-
miéfige Lipschitz-Stetigkeit durch Lipschitz-Stetigkeit und R™ durch
eine offene Teilmenge U ersetzen.



I.6. KONVERGENZ VON LINEAREN MEHRSCHRITTVERFAHREN 49

Aus dem Beweis von Satz 1.6.5 folgt unmittelbar:

KOROLLAR 1.6.7 (Globale Fehlerabschétzung). Das MSV sei asym-
ptotisch stabil und habe die Ordnung p. Fiir die Fehlerfunktion € gelte

le(t; )| = O(hP).
Dann gilt fiir den Fehler des MSV die Abschdtzung
t—1 t—tol”
w0 -n () =0 (|5") ).
n n
Die Stabilitdtsbedingung begrenzt die maximal erreichbare Ord-
nung eines MSV. Dies zeigt folgendes Beispiel.

BEISPIEL 1.6.8 (Stabilitét begrenzt die maximal erreichbare Ord-
nung eines MSV). Wir betrachten ein 2-Schritt Verfahren der Form
Nj+2 + a1 + aonj = hby f(tj1,mj41) + hbo f (L5, 1)
Aus Satz 1.5.5 (S. 40) folgen die Bestimmungsgleichungen
1+ ap +ag = 0
2+G1—b1—b():0
1

2 + —a1 — bl =0

2

4 n 1 1

— _a —_——

376 2

die die maximale Ordnung 3 liefern. Die Losung lautet
ap :4,6L0 = —5,b1 :4,b0 = 2.

Das entsprechende Polynom 1 = 22 + 4z — 5 hat die Nullstellen

1
)\1’2:—2:|:\/4+ I{

blzoa

5
Also ist das Verfahren nicht stabil und damit auch nicht konvergent.

Die maximale Ordnung eines stabilen linearen r-Schritt Verfahrens
wurde 1959 von Dahlquist bestimmt:

SATZ 1.6.9 (Dahlquist, maximale Ordnung eines stabilen MSV).
FEin stabiles, lineares r-Schritt Verfahren hat hidchstens die Ordnung
r+ 1, falls r ungerade ist, bzw. r + 2, falls r gerade ist.

BEISPIEL 1.6.10 (Trapezregel, Simpson-Regel). Die Trapezregel ist
ein stabiles lineares 1-Schritt-Verfahren der Ordnung 2. Das Verfahren
h 4h h
Nj+2 — 1 = gf(tj+277]j+2) + ?f(tj—&-lﬂ]j—i-l) + gf(tju n;)

ist ein stabiles 2-Schritt-Verfahren der Ordnung 4. Man erhélt es durch
Anwenden der Simpson-Regel auf die Identitéit

t+2h
y(t +2h) — y(t) = / F(s,y(s))ds.
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1.7. Implementierung linearer Mehrschrittverfahren

Bei den impliziten linearen MSV wie z.B. den Verfahren von Adams-
Moulton oder den BDF-Formeln muss in jedem Schritt ein nichtlinea-
res Gleichungssystem gelost werden. Dies kann wie bei ESV mittels
einiger Iterationen des Newton-Verfahrens oder mit einer Pradiktor-
Korrektor-Formel geschehen. Fiir die Adams-Moulton-Verfahren be-
nutzt man dabei das entsprechende Adams-Bashforth-Verfahren als
Pradiktor. Dabei ist zu beachten, dass in der Notation von §I.5 das
Adams-Moulton-Verfahren mit ¢ + 1 dem Adams-Bashforth-Verfahren
mit ¢ in dem Sinne entspricht, dass beide auf die gleiche Zahl alter
Néaherungen zuriickgreifen. Fiir » > 1 Schritte ist das entsprechende
Pradiktor-Korrektor-Verfahren dann gegeben durch

np+1 = np+hz A8 (i hpi)
0
Npt1 =1+ h Z :,11Mf<tp+1—z'7 Np+1—i) + h :}é\/[f(tp+1a 77;()421)-
i=1

Die Schrittweitensteuerung geschieht bei MSV wie bei ESV im
Prinzip durch Vergleich von Rechnungen mit einem Verfahren und
zwei verschiedenen Schrittweiten oder durch Vergleich von Rechnungen
mit zwei verschiedenen Verfahren und identischer Schrittweite. Wegen
der Kosten der Anlaufrechnung ist die zweite Moglichkeit haufig der
ersten {iberlegen. Bei den Adams-Verfahren kann man dabei wieder
das Adams-Moulton-Verfahren mit ¢ + 1 zur Steuerung des Adams-
Bashforth-Verfahrens mit ¢ benutzen. Sei dazu fiir r > 1

FAB _ %[ (t+rh) — y(t + (r — D))
—Zﬁ (4 (= L= byt (r = 1= 0)R))
und
M = %w k) = y(t+ (= 1))

—ZB (t+ (r—1i)h,yt+ (r—1)h))

der lokale Verfahrensfehler der beiden Verfahren und 7; die mit dem
Adams-Bashforth-Verfahren berechnete Nédherungslosung. Dann folgt
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aus Korollar 1.5.8 (S. 42) und dem Beweis von Satz 1.6.5 (S. 46)

r—1
= B+ (r— 1= i)k, +Zﬁ (t+ (r —i)h, moi)
=0 =0

— S AL =1
—ft+(r—=1=0)h,ylt+ (r—1—1)h))]
+Z f+ (r—1i)h,n—;)

— ft+ (r—i)h,y(t+ (r —i)h)]

AB AM
+ 717 =T,

— C?Bhr . C;LXMhrJrl 4 O(hrJrl)_

Damit folgt fiir die Fehlerkonstante des Adams-Bashforth-Verfahrens
in erster Ordnung

{Zﬁ (t+ (r—1di)h,n—;)
—Z ot (=1 —d)h,n 1 1)}

= hiril[nr - 777(= )]'
Hieraus kann die Schrittweite dann wie bei ESV gesteuert werden.
Bei Anderung der Schrittweite benétigt ein r-Schritt Verfahren r
neue Startwerte. Diese konnen im Prinzip durch eine neue Anlaufrech-
nung bestimmt werden. Da dies sehr aufwéndig ist, bestimmt man
die neuen Startwerte haufig durch Interpolation von p + 1 bereits be-
rechneten Naherungen, wobei p die Ordnung des Verfahrens ist. Die
neuen Startwerte haben dann die gleiche Genauigkeit wie die bisher
berechneten Nédherungen. Fine andere Moglichkeit ist die Verwendung
von Adams-artigen Formeln mit variabler Schrittweite. Wir gehen aus
Zeitgriinden hierauf aber nicht néher ein.

1.8. Stabilitdt von Ein- und Mehrschrittverfahren

Die Ordnung eines ESV oder MSV, die wir bisher betrachtet ha-
ben, erlaubt einen asymptotischen Vergleich der Verfahren, d.h. fiir
hinreichend kleine Schrittweiten h. Danach ist bei gleicher Ordnung
ein explizites Verfahren vorzuziehen, da es pro Schritt einen geringeren
Aufwand erfordert als ein implizites Verfahren. In der Praxis rechnet
man aber mit einer endlichen Schrittweite, die u.U. viel gréfer ist als
diejenige, fiir die die asymptotischen Aussagen gelten. Daher sind in
dieser Situation die Verfahren u.U. génzlich anders zu beurteilen, und
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man beno6tigt andere Kriterien als die Ordnung. Ein Kriterium fiir die
Qualitat eines Verfahrens bei endlicher Schrittweite ist die Stabilitdt.
Bevor wir eine Definition dieses Begriffes geben, betrachten wir ein
einfaches Beispiel.

BEeIsPIEL [.8.1 (Warmeleitungsgleichung). Wir betrachten einen
Stab der Lénge 1, der zur Zeit ¢ = 0 eine gegebene Temperatur ug(x)
mit up(x) > 0 fiir 0 < 2 < 1 hat und dessen Enden auf die Temperatur
0 gekiihlt werden. Physikalisch erwarten wir, dass fiir jedes = € (0,1)
die Temperatur u(z,t) eine streng monoton fallende Funktion der Zeit
ist und fiir ¢ — oo gegen 0 strebt. Mathematisch wird die Temperatur
durch die Wérmeleitungsgleichung

ou  d*u .
E—w—o 1n(0,1)><(0,oo)

(1.8.1) w(w, ) =0  firze{0,1},t>0
u(z,0) = ug(x) fir z € (0,1)

beschrieben (vgl. Beispiel I11.1.5 (S. 84)). Dabei haben wir der Einfach-

heit halber die Gleichung so skaliert, dass der Warmeleitwert gleich 1

ist.

Zur numerischen Losung (vgl. §111.4 (S. 109)) wéahlen wir N € N*| set-
1 9%u

zen Az = 57 und approximieren 57 in den Gitterpunkten z; = iAx,

1 <7 < N, durch den zweiten zentralen Differenzenquotienten

0%

1 2
52 (i, 1) = W[u(xi,l,t) —2u(x;, t) + u(wir1, t)] + O((Ax)?).

Mit der Notation
u(z1,t) uo(z1)
y(t) = » Yo = )
u(z,t) uo(zN)

1 NxN

geht dann (1.8.1) iiber in das AWP

(1.8.2) y = Ay, y(0) = vo.

Definiere die Vektoren z*) € RY und die Zahlen \; € R, 1 < k < N,
durch
(k)

2, =sinkmz; 1<i<N,1<EZN,
2
)\kzw(l—coslmrAx) 1<k<N.

Mit Hilfe der Additionstheoreme rechnet man leicht nach, dass die Vek-
toren z(*) die Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten —\;, sind. Daher
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lautet die exakte Losung von (1.8.2)

N
(1.8.3) y(t) = Z ape Mtz (k)
k=1
mit
N
Z OékZ(k) = Yo-
k=1

Wendet man nun das explizite Euler-Verfahren mit konstanter Schritt-
weite At auf (1.8.2) an, so erhélt man die Naherungslésung

N
(1.8.4) n(iAt; At) = Z o (1= NeAt) 23
k=1

Damit (1.8.4) fiir festes At und ¢ — oo das gleiche asymptotische

Verhalten aufweist wie (1.8.3) fiir ¢ — oo muss offensichtlich gelten

|1 — A\pAt| < 1 fiir alle 1 < k& < N. Wie man leicht nachrechnet ist
0< A <A< <Ay,

4, TmAx

A= (Ar) sin 5

=71+ O((Az)?),

AN = (1+cosmAz) = O((Ax)~?).

2
(Az)?
Also muss gelten (vgl. Lemma I11.4.6 (S. 113) und Satz I11.4.7 (S. 115))
At < 20" = O((Az)?).

Dies ist eine gravierende Einschrinkung an den Zeitschritt, die von
der uninteressantesten, da am schnellsten abklingenden Losungskom-
ponente herriihrt.

Wenden wir hingegen das implizite Euler-Verfahren mit konstanter
Schrittweite At auf (1.8.2) an, so erhalten wir die Ndherung

N
(1.8.5) n(iAt At) =) " ap (1+ \pAt) ™ 20,

k=1
Wegen Ay > 0, 1 < k < N, hat (1.8.5) fiir jede Schrittweite At > 0
das gleiche asymptotische Verhalten wie die exakte Losung (1.8.3). Wir
erhalten also selbst fiir grole Schrittweiten eine zumindest qualitativ
richtige Losung.

Das AWP (1.8.2) ist ein Beispiel fiir eine steife Dgl: Die Komponen-
ten der Losung haben ein sehr stark unterschiedliches Abklingverhal-
ten, und die Komponente, die am schnellsten abklingt und die damit
am uninteressantesten ist, stellt die stdrksten Einschriankungen an die
Schrittweite der Diskretisierung. Das obige Beispiel zeigt auch, dass
implizite Verfahren trotz des zusétzlichen Aufwandes fiir die Losung
der (nicht-) linearen Gleichungssysteme expliziten Verfahren gleicher
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Ordnung weit iiberlegen sein kénnen. Es legt das folgende Stabilitdts-
kriterium zur Beurteilung der Qualitéit eines numerischen Verfahrens
fiir AWPe nahe:
Bei Anwendung auf das AWP (1.6.1) (S. 42) mit A € C und Re A < 0
sollte das numerische Verfahren fiir moglichst grofie Schrittweiten h
noch das gleiche qualitative Verhalten haben wie die exakte Losung
von (1.6.1) (S. 42).

Wir betrachten nun zunéchst ein lineares r-Schritt Verfahren mit
den charakteristischen Polynomen

T

W(z) = Z arz®, x(2) = Z b2

k=0

Wenn wir dieses MSV auf (1.6.1) (S. 42) anwenden, erhalten wir die
Differenzengleichung

Z@Imﬂk = ﬂzbkanrk j=0,1,...
k=0 k=0
mit p = hA und dem charakteristischen Polynom

p(p; z) = P(z) — px(2).

Das obige Kriterium und Korollar I.6.2 (S. 44) fiithren dann auf folgende
Definition.

DEFINITION 1.8.2 (Stabilitétsgebiet eines linearen MSV). Das Sta-
bilititsgebiet S eines linearen MSV mit charakteristischen Polynomen
1 und y ist definiert durch

S={peC:ip(y;2) =v(z) — px(2)
hat nur Nullstellen mit |z| <1,
ist auBerdem z eine Nullstelle mit |z| = 1,

so ist z einfache Nullstelle} .

BEIspPIEL 1.8.3 (Stabilitatsgebiete der Euler-Verfahren und der Tra-
pezregel). Fir das explizite Euler-Verfahren ist

plp;z) =z—1—p
und damit
S={peC:lp+1] <1}
Fiir das implizite Euler-Verfahren ist
plp;z) =z—1—pz=(1-p)z—1

und damit

S:{ueC:

<1l;= ceC:|1—pul>1L
TSl =i i-plz )
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Fiir die Trapezregel erhalten wir schliellich

p(u;Z)zz—l—g(HU:(1_g>2_<1+g>

und

144

-

S:{MGC:‘

Sl}:{MGC:ReMSO}:H_.

ABBILDUNG [.8.1. Stabilitatsgebiete des expliziten und
impliziten Euler-Verfahrens (links und Mitte) und der
Trapezregel (rechts)

DEFINITION 1.8.4 (A-Stabilitét). Ein lineares MSV mit Stabilitéts-
gebiet S heifit absolut-stabil oder A-stabil, wenn gilt H_ = {u € C :
Rep <0} C S.

Ein A-stabiles MSV angewandt auf (1.6.1) (S. 42) liefert also fiir jede
Schrittweite h eine zumindest qualitativ richtige Naherungslosung.
Aus Beispiel 1.8.3 folgt:

SATZ 1.8.5 (A-Stabilitdt des impliziten Euler-Verfahrens und der
Trapezregel). Das implizite Euler-Verfahren und die Trapezregel sind
A-stabil.

Wegen der giinstigen qualitativen Eigenschaften A-stabiler Verfah-
ren ist man daran interessiert, A-stabile Verfahren moglichst hoher
Ordnung zu konstruieren. Es gilt jedoch:

SATz 1.8.6 (Dahlquist, maximale Ordnung A-stabiler linearer Mehr-
schrittverfahren). Ein A-stabiles lineares MSV hat hochstens die Ord-
nung 2.

Wegen dieses negativen Resultates hat man verschiedene Stabi-
litdatsbegriffe, die die A-Stabilitdt abschwichen, eingefithrt. Zwei der
wichtigsten geben wir in folgender Definition an.

DEFINITION 1.8.7 (A(«)-stabil, steif-stabil). (1) Ein lineares MSV
heifit A(a)-stabil mit o > 0, falls fiir das Stabilitatsgebiet S gilt

S,={n€C:p=Re™ R>0,weR, Jw—7|<a}Cs.
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(2) Ein lineares MSV heifit steif-stabil, wenn es Zahlen D > 0 und
R > 0 gibt, so dass fiir das Stabilitdtsgebiet S gilt

Spr={peC:Rep<-D}U{peC:—-D <Rep<0,|Imu| <R}
cS.

T >

ABBILDUNG [.8.2. Die Mengen Sz (links) und Sy (rechts)

Um bei Anwendung auf (I.8.2) eine qualitativ richtige Losung zu
erhalten, reicht offensichtlich die A(0)-Stabilitét aus.

BEIspIEL 1.8.8 (Stabilitidtsgebiete der Adams-Verfahren). Fir die
Verfahren von Adams-Bashforth (AB) und Adams-Moulton (AM) mit
r-Schritten gilt [—¢,,0] C S. Die Zahlen ¢, sind in Abhéngigkeit von r
in Tabelle 1.8.1 zusammengefasst.

TABELLE 1.8.1. Abschnitte [—g,, 0] im Stabilitdtsgebiet
der Adams-Verfahren

6 3 90

AB 2 1 11 10 551
90 45
3 49 38

BEISPIEL 1.8.9 (Stabilitédtsgebiete der BDF-Formeln). Die BDF-
Formeln mit m Schritten sind A(a,,)-stabil. Aulerdem gilt {u € C :
Rep < —D,,} € S. Die Zahlen «,, und D,, sind in Abhéngigkeit von
m in Tabelle 1.8.2 zusammengefasst. Sie zeigt, dass diese Formeln fiir
m = 3,4 ein befriedigendes Stabilitdtsverhalten haben.
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TABELLE 1.8.2. Offnungswinkel und Abschnitte auf der
negativen Halbachse im Stabilitdtsgebiet der BDF-For-
meln

m 3 4 5 6
o | 88°20 73°217 51°50" 17°50/
D,, 10.083 0.667 2.327 6.075

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die Stabilitdt der Runge-
Kutta-Verfahren ein. Anwenden des r-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens

o = Yo

Nig =1 +h Z ajpf(ti +ceh,mip) 1< <r
k=1

Nig1 =1 + h Z b f(ti + ckh, mig)
k=1
ti+1:ti+h 220,1,

auf das AWP (1.6.1) (S. 42) liefert mit u = Ah
o = Yo

Nij =M+ 1 Z @ ki k
k=1

Ni+1 = M + 1 Z bk 1i k-
k=1
Mit den Vektoren
b: (bl,...,br)T, e = (1,...,].)T, ﬁi:(nz‘,lwwani,T)T

und der Matrix

ay; ... ap
A —
arp ... Q1p
folgt
N = nie + pAf, N = n; + pb’ 7,
und somit
(L.8.6) N1 = [1+ pb" (I — pA) el

wobei I — A fiir |p| hinreichend klein sicherlich regulér ist. Aus (1.8.6)
folgt:
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DEFINITION [.8.10 (Stabilitétsgebiet und absolute Stabilitéit eines
Runge-Kutta-Verfahrens). (1) Das Stabilitatsgebiet S eines r-stufigen
Runge-Kutta-Verfahrens ist definiert durch

S={peC:I— pAist regulir und ‘1 + b (I — uA)_16| <1}.

(2) Das r-stufige Runge-Kutta-Verfahren heifit absolut-stabil oder A-
stabil, wenn gilt H_ C S.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Funktion
g(z) =1+ 2" (I —2zA) e

rational ist und dass die Z&hler- und Nennerpolynome den Grad <
r haben. Insbesondere ist fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren ¢ ein
Polynom vom Grade < r. Hieraus folgt:

KOROLLAR 1.8.11 (Stabilitéitsgebiet expliziter Runge-Kutta-Ver-
fahren). Das Stabilititsgebiet eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens
st beschrankt.

Man kann jedoch zeigen, dass es implizite, absolut stabile Runge-
Kutta-Verfahren beliebiger Ordnung gibt. Statt eines Beweises geben
wir zwei Beispiele an.

BEISPIEL 1.8.12 (A-stabile Runge-Kutta-Verfahren). (1) Das zwei-
stufige Runge-Kutta-Verfahren

3—V3 1 3-2v3
6 4 12

3+v3 | 3+2v3 1

6 12 4

1 1

2 2

ist absolut stabil und hat die Ordnung 4.
(2) Das dreistufige Runge-Kutta-Verfahren

5—V15 5 10=3V15 25—-6v15
10 36 45 180
1| 104+3v15 2  10-3v15
2 72 9 72
5++v15 | 2546415 1043v15 5
10 180 45 36
5 4 5
18 9 18

ist absolut stabil und hat die Ordnung 6.

Am Ende von § 1.1 haben wir kurz die Bedeutung des Langzeitver-
haltens von Losungen eines AWP unter Storungen der Anfangswerte
und den damit verbundenem Begriff der Ljapunov-Stabilitdt erwahnt.
Offensichtlich ist es wiinschenswert, dass sich die Ljapunov-Stabilitéit
eines AWP auf das numerische Losungsverfahren iibertrigt. Aus Zeit-
griinden kénnen wir hier auf diesen Punkt nicht nédher eingehen und
verweisen stattdessen auf [4, §6]. Grob gesprochen, sind unter diesem
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Aspekt L-stabile bzw. L(«)-stabile MSV oder Runge-Kutta-Verfahren
besonders giinstig. Dabei heifit ein MSV oder Runge-Kutta-Verfahren
L-stabil bzw. L(«)-stabil, wenn es A-stabil bzw. A(«)-stabil ist und
der unendlich ferne Punkt im Innern des Stabilitéitsgebietes liegt. Das
implizite Euler-Verfahren ist z.B. L-stabil; bei der Trapezregel dagegen
liegt der unendlich ferne Punkt auf dem Rand des Stabilitdtsgebietes.

I.9. Algebro-Differentialgleichungen

BEISPIEL 1.9.1 (Schwingendes Pendel). Die Bewegungsgleichungen
eines schwingenden Pendels der Masse m und der Lénge L lauten in
kartesischen Koordinaten (z1, z):

(1.9.1a) maxy] = — Ama
(1.9.1b) mxly = — Amxy — mg
(1.9.1c) L? =2 + 3.

Die linke Seite von (I.9.1a), (I.9.1b) beschreibt die beschleunigende
Kraft, der A-freie Term auf der rechten Seite von (1.9.1b) ist die Gravi-
tationskraft, und die A-Terme auf der rechten Seite von (1.9.1a), (1.9.1b)
beschreiben die Kréfte, die aufgebracht werden miissen, um die Zwangs-
bedingung (1.9.1¢) zu erfiillen.

Problem (1.9.1) ist eine sogenannte Algebro-Differentialgleichung und
stellt eine Kombination aus gDgl (1.9.1a), (1.9.1b) und aus algebraischer
Gleichung (1.9.1¢) dar. Dieses Problem passt offensichtlich nicht in den
bisher behandelten Rahmen. Durch geeignete Umformungen kann al-
lerdings (1.9.1) in den bisherigen Rahmen gepresst werden. Dazu diffe-
renzieren wir (1.9.1a), (1.9.1b) einmal und (I1.9.1c¢) dreimal und erhalten
die Beziehungen

(1.9.2a) maxy = —dmax] — N'ma,

(1.9.2b) may = —Amaxl, — N'mas

und

(1.9.2¢) 0 = 2212 + 2291,

(1.9.2d) 0 = 2] + 22 + woxl) + 2
(1.9.2¢) 0 =z + 3zl a] + zoxl + 3ahal.

Multiplikation von (1.9.2a) mit 27 und von (1.9.2b) mit x5, Addition der
Gleichungen, Einsetzen in (1.9.2¢) und Ausnutzen von (1.9.2a), (1.9.2b)
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und (1.9.1a), (1.9.1b) liefert

" " A/ 0
0= . {xyma" + xomal'} + 3zqx] + 3xhay

1
= — { —Amx 2} — Amxoxh —Nma?d — Nmas p + 322 + 3zhal
m ~ ~

Vv Vv
=0 =—NmL?2

3
= —NL* + — {&\ma + zhmal)
m

3
= -NL*+ - —A\mx ] — A\maaxy —mgry
=0
= —NL? - 3gz),
Insgesamt erhalten wir also die gDgl 2. Ordnung
mz| = —Amx;
(1.9.3) maxly = —Amxy —mg
LN = —3gx).

Nach Ubergang zu dem #quivalenten System 1. Ordnung ist Problem
(1.9.3) offensichtlich von dem bisher betrachteten Typ. Der Ubergang
von (1.9.1) zu (1.9.3) ist wegen der Differentiation allerdings mit einem
Informationsverlust verbunden: Die Gleichung (1.9.1c) enthélt offen-
sichtlich mehr Information als die daraus durch Differentiation gewon-
nene Gleichung (1.9.2¢).

Um einen kurzen Einblick in die numerische Behandlung von Alge-
bro-Differentialgleichungen zu geben, betrachten wir im folgenden das
Problem

(L9.4a) o' = f(t,x(t),y(t))
(194b) 0= g(t7 ZE(t)7 y(t))
(1.9.4¢) (x(to), y(to)) = (z0,Y0)-

Dabeisind z : I - U,y : 1 -V, f:IxUxV —R" ¢g:1Ix
U x V — R” hinreichend glatte Funktionen auf geeigneten offenen
Mengen I C R, U C R™, V C R™. Damit (1.9.4) 1osbar ist miissen die
Anfangswerte (¢, yo) offensichtlich die Konsistenzbedingung

0 = g(to, zo, Yo)

erfiillen. Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, setzen wir vor-
aus, dass g stetig differenzierbar ist und dass gilt

(1.9.5) Dyg(to, xo, yo) € Isom(R",R").

Wenn diese Voraussetzung erfiillt ist, sagt man auch, die Algebro-
Differentialgleichung (1.9.4) hat den Indez 1.
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Beispiel 1.9.1 erfiillt Bedingung (1.9.5) nicht; es ist ein Problem vom
Index 3. Allerdings folgt aus (1.9.2d) und (1.9.1)

1
" " 2 2
0= — {zyma] + zomay} + 27 + x5
m

1
= — { —Ama? — Amax; —mgzy p + 2 +
m |~ >

——AmL?
= —AL? — gmy + 22 + 2.
Ersetzen wir (1.9.1c) durch diese Bedingung, so erhalten wir ein Pro-

blem vom Index 1.
Aus (1.9.5) und dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dass es

eine Umgebung I x U von (g, o) und eine stetig differenzierbare Funk-
tion ¢ : I x U — V gibt mit

¢(to, T0) = Yo
und
g(t,z,y) =0,(t,z,y) € IXUXV & y= o(t, ).
Also ist (1.9.5) dquivalent zu dem AWP

v’ = f(t,{l?(t), @(t’ Qf(t))), x(to) = Zp-

Auf dieses Problem koénnen die bisher betrachteten numerischen Ver-
fahren angewandt werden. Aufler in trivialen Spezialféllen ist diese Vor-
gehensweise allerdings nicht praktikabel, da die Funktion ¢ nicht ex-
plizit bekannt ist.

Differentiation von (1.9.4b) liefert

0= Dig(t,z,y) + D,g(t,z,y)x" + Dyg(t, z,y)y.

Wegen (1.9.5) ist in einer Umgebung I x U x V von (to, zo, o) die Ab-
leitung D,g € Isom(R™ R"). Daher kénnen wir auf dieser Umgebung
(I.9.4a), (1.9.4b) in die gDgl

' = f(t,z,y)

y/ = _Dyg(taxvy)il Dtg(tvxay) + Dw(thuy) f(tJ‘r?y)
—_—

=/

transformieren. Auf dieses Problem kénnen wieder die bisher betrach-
teten Verfahren angewandt werden. Allerdings miissen wir wegen der
Differentiation von (1.9.4b) mit einem Informationsverlust rechnen.
Die besten Ergebnisse erzielt man in der Praxis, indem man eines
der gebrauchlichen Verfahren auf den gDgl-Anteil (1.9.4a) anwendet
und in jedem Schritt auf die Nebenbedingung (1.9.4b) projiziert. Wir
wollen diese Vorgehensweise an Hand des impliziten Euler-Verfahrens
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und der Trapezregel erldutern. Dazu bezeichnen wir die Approxima-
tionen an x(t;) bzw. y(t;) mit n; bzw. u;. Dann lautet das implizite
Euler-Verfahren fur (1.9.4)

Mo = o,
Ho = Yo
Nivr = N + hif (L1, Miva, pigr)
0 = g(tis1, Mis1, Miv1)

tiv1 =1t +h;
und die Trapezregel
To = Zo,
Mo = Yo
1
Nit1 =N + 5}%’ f(tigrs Misv1s pigr) + f (G, 14, )]
0 = g(tit1, Mit1, fit1)

ti+1 - tl + hz

Bei beiden Verfahren ist in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungs-
system der Form

n+60hf(t,n,p) =F
g(t,n,p) =0

zu 16sen. Dabei ist fiir das implizite Euler-Verfahren 6 = 1 und fiir die
Trapezregel 0 = % Die Funktionalmatrix hat die Struktur

<]+0thf HhDyf)
D,g Dyg )

Wegen (1.9.5) ist sie fir hinreichend kleines h regulér, so dass beide
Verfahren durchfithrbar sind.



KAPITEL II

Randwertprobleme fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Kapitel Randwertprobleme. Wie im vori-
gen Kapitel ist dabei eine Losung einer gewohnlichen Differentialglei-
chung gesucht. Aber anders als dort muss diese Losung nicht einen
vorgegebenen Wert an einem vorgegebenem Punkt annehmen (die An-
fangsbedingung), sondern einen vorgegebenen funktionalen Zusammen-
hang zwischen den Werten an zwei verschiedenen Punkten erfiillen (die
Randbedingung). Die einfachsten Beispiele fiir Randwertprobleme sind
die Schwingung einer eingespannten Saite und die Flugbahn eines Bas-
ketballes bei einem Freiwurf.

In §II.1 beschreiben wir die Klasse der betrachteten Randwertpro-
bleme zunichst genauer und zeigen dann, dass auch andere Proble-
me wie z.B. Eigenwertprobleme oder freie Randwertprobleme in die
beschriebene Form passen. Danach stellen wir einige theoretische Er-
gebnisse fiir Randwertprobleme vor und zeigen, dass fiir diese Proble-
me kein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitsatz wie der Satz von
Picard-Lindelof, Satz 1.1.8 (S. 8), fiir Anfangswertprobleme existiert.

In §I1.2 und §I1.3 beschreiben wir zwei Verfahren zur Losung von
Randwertproblemen. Beide beruhen auf dem Ansatz, Anfangswertpro-
bleme zu l6sen und den Wert der Losung am zweiten Randpunkt mit
der Randbedingung abzugleichen. Dies fithrt auf ein nichtlineares Glei-
chungssystem, das mit dem Newton-Verfahren gelost wird. Zur Be-
rechnung der Jacobi-Matrix braucht man dann insbesondere die diffe-
renzierbare Abhéngigkeit der Losung eines Anfangswertproblemes vom
Anfangswert, Satz [.1.14 (S. 12). Die beiden Verfahren unterscheiden
sich darin, dass bei demjenigen aus §I1.3 das Intervall, {iber das die
Differentialgleichung zu l6sen ist, in kleine Teilintervalle unterteilt wird
und in jedem Teilintervall separat ein Anfangswertproblem gel6st wird.
Dies erlaubt einerseits die Parallelisierung und Beschleunigung des Ver-
fahrens und andererseits seine Stabilisierung, da gemafl Satz 1.1.13
(S. 12) Losungen zu verschiedenen Anfangswerten exponentiell mit der
Léange des Losungsintervalls auseinander laufen.

In §I1.4 betrachten wir schliellich Differenzenverfahren fiir eine spe-
zielle Klasse von Randwertproblemen, die Sturm-Liouville-Probleme.
Diese Probleme koénnen auch mit den Verfahren der §8I1.2 und I1.3
gelost werden, aber die Differenzenverfahren sind auf ihre spezielle

63
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Struktur zugeschnitten und daher effizienter. Auflerdem bereitet die-
ser Abschnitt die Techniken und Ergebnisse von §II1.3 iiber Differen-
zenverfahren fiir elliptische Diferentialgleichungen vor, da die Sturm-
Liouville-Probleme deren eindimensionale Analoga sind.

I1.1. Einige theoretische Ergebnisse

Wir betrachten in diesem Kapitel Randwertprobleme kurz RWP fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen der folgenden Form:
Gegeben sind zwei Zahlen a,b, € R mit a < b, eine stetige Funktion
f i (a,b) x R" — R™ und eine stetige Funktion r : R” x R*” — R".
Gesucht ist eine Funktion y : [a,b] — R", die die gewohnliche Differen-
tialgleichung

(IL.1.1a) y = ft.y(t)
in (a,b) 16st und die Randbedingung
(IL1.1b) r(y(a), y(b)) = 0
erfiillt.

Ein Spezialfall sind lineare RWP. In diesem Fall ist

r(y(a),y(b)) = Ay(a) + By(b) — c
mit A, B € R™" und ¢ € R". Haufig sind die Randbedingungen ent-

koppelt, d.h. es ist
(A (0
=) 7= (5)

mit A; € Rmxnﬂ B, € R(n—m)xn,
Eine Reihe anderer Probleme lassen sich formal als RWP schreiben,
so dass die Methoden dieses Kapitels angewandt werden koénnen.

BeispieL II.1.1 (Eigenwertproblem). Gesucht sind eine Funktion
u: [a,b] = R™ und eine Zahl A € R mit
W = f(t,u(t)) (f:RxR™—R™)
m(u(a),u(d),\) =0 (7T :R™ x R™ x R — R™).
Dieses Eigenwertproblem lésst sich in der Form (II1.1.1) schreiben mit
n=m+ 1 und
yi=u; 1<i1<m
Ym+1 = A
flt.y) = (At my),..., fult, my),0)"
r(v,w) = 7(rv, w)

m:R" = R™ y»—>(y1,...,ym)T.
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BEIspPIEL I1.1.2 (Freies Randwertproblem). Zu gegebenem a ist eine
Zahl b mit b > a und eine Funktion u : [a,b] — R™ mit
W = f(s,u(s)) (f:RxR™—R™)

r(u(a),u(b)) =0 (7 : R™ x R™ — R™)
gesucht. Dieses freie Randwertproblem lésst sich in der Form (I1.1.1)
schreiben mit n = m + 1 und

yi=u; 1<i1<m
Ymi1 =b—a

s—a
t =

Ym+1
Fty) = (nfrla+tyn, 7y), . ., Ynfrnla + tyn, 7y), 0)"
r(u,v) = (7, 7v)
TR = R™ 4= (y1,...,ym).
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des

RWP (IL.1.1) ldsst sich nicht so leicht beantworten wie beim AWP.
Dies zeigt das folgende Beispiel.

BEISPIEL I1.1.3 (Schlecht gestelltes RWP). Betrachte das RWP

0 1
= (% o) Av+ But) - c=o
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

[ mcosx +ypsinw
y= —ysine + ypcosx )

10 0 0 0
a—O,b—W,A—(O O>,B—<1 O>’C_(—1)

erhalten wir die widerspriichlichen Bedingungen v; = 0 und +; = 1, so
dass das RWP keine Losung hat.

Fiir
10 0 0 0
a—O,b—W,A—(O 0)73—(1 0),C—<O>

erhalten wir die Bedingung v; = 0, so dass alle Funktionen y = (J 33};2)
Losung des RWP sind.

Beispiel I1.1.3 zeigt, dass es keinen allgemeinen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz fiir RWP geben kann. Wir geben daher einen solchen
Satz nur unter speziellen Voraussetzungen an und gehen nicht auf
mogliche Abschwichungen der Voraussetzungen ein.

Satz 11.1.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fir RWP). Die fol-
genden Voraussetzungen seien erfillt:



66 II. RANDWERTPROBLEME

(1) f ist in C'((a,b) x R, R") und r ist stetig differenzierbar.
(2) Die Matrix

P(u,v) = Dyr(u,v) + Dyr(u,v)
besitzt fir alle u,v € R" eine Zerlegung der Form
P(u,v) = B[l + M(u,v)]

mit einer von u,v unabhdngigen, requliren Matriz Py und es
gibt zwei Konstanten m # 0 und 0 < p < 1 mat

| M (w,v)||, < HP 'Dyr(u,v ||E<m

fir alle u,v € R™.
(3) Es gibt eine Zahl A mit 0 < A < 1 — p und eine Funktion
k € C([CL, b],R+) mat

HDyf(t?y)”L < k(t)

fir alle t € [a,b] und y € R™ und

/abk:(t)dx <In (1 + %) .

Dann besitzt das RWP (11.1.1) eine eindeutige Lisung.

BEWwEIs. Fiir s € R" bezeichne mit y(¢; s) und z(¢; s) die eindeuti-
gen Losungen der AWP
y' = fty(t;s)), ylass) =s
Z' = Dy f(ty(t;s))z(t;s), Z(ais) =1

Gemafl Satz 1.1.14 (S. 12) ist Z(t;s) = Dsy(t; s).
Definiere die Funktionen F': R® = R” und ® : R® — R"™ durch

F(s) =r(s,y(bis)), ®(s)=s—F; " F(s).

Offensichtlich ist y(-; ) genau dann eine Losung des RWP (I1.1.1),
wenn « ein Fixpunkt von & ist. Daher geniigt es zu zeigen, dass ® eine
Kontraktion ist. Mit der Kettenregel folgt

DO(s) = I — By '[Dur(s, y(b; s)) + Dyr(s, y(b; 5)) Dsy(b; 5)]
= I — Py [Dur(s, y(b; s)) + Dyr(s, y(b; 5)) Z(b; 5)]
=1 — By '[Dyr(s,y(b; s)) + Dyr(s, y(b; )]

— PytDyr(s,y(b; ) [Z(b; 5) — 1]
M(s,y(b;s)) — Py ' Dyr(s, y(b; 5))[Z(b; 5) — 1]

r\s, ;S

s,
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Aus den Voraussetzungen und Satz 1.1.15 (S. 13) folgt
1D ()]l < 1M (s, y(bs ) o + || Po " Dor(s, (b5 5)|| . 12 (b 5) = Tl .

<o i {oxp [/abk:(t)dt] -1

- A
§u+m{1+:—1}
m
< 1.

o~

Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG II.1.5 (Schlecht gestelltes RWP). Fiir das RWP aus
Beispiel 11.1.3 ist P(u,v) = (1 ). Wie man leicht nachpriift sind die
Voraussetzungen von Satz 11.1.4 nicht erfiillt.

I1.2. Das Schieflverfahren

Wir betrachten das RWP (I1.1.1) (S. 64). Fiir s € R™ sei y(-; s) die
Losung des AWP

(IL.2.1) y = f(t,y(t;s), yla;s) =s.
Definiere die Funktion F': R® — R" durch

F(s) = r(s,y(b; s))-

Offensichtlich ist y(-;s) genau dann eine Losung von (II.1.1), wenn s
eine Nullstelle von F ist. Wegen Satz [.1.14 (S. 12) ist die Jacobi-Matrix
von F' gegeben durch

DF(s) = Dyr(s,y(b;s)) + Dyr(s,y(b;s))Z(b; s),
wobei Z(t; s) das AWP
(I1.2.2) Z'=Dyf(t,y(t;)Z(t;s), Z(a;s)=1

16st. Die Idee des Schiefiverfahrens besteht darin, die AWP (I1.2.1) und
(I1.2.2) mit einem der Verfahren aus Kapitel I ndherungsweise zu 1sen,
wobei in (I1.2.2) statt y die berechnete Ndherung fiir y benutzt wird,
damit F und DF' zu approximieren und ein Newton-Verfahren zur Be-

rechnung der Nullstelle von F' anzuwenden. Dies fiithrt auf Algorithmus
I1.2.1.

BEMERKUNG I1.2.1 (Aufwand des Schieverfahrens). (1) In jeder
Iteration von Algorithmus I1.2.1 miissen zwei AWP der Grole n bzw.
n? geldst werden.

(2) Das Newton-artige Verfahren in Algorithmus I1.2.1 kann mit den
Methoden von [9, §III.3] modifiziert werden. Insbesondere kann die

Matrix D wihrend mehrerer Schritte festgehalten werden, was wegen
der Grofle des AWP in Schritt (2) den Aufwand erheblich vermindert,
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Algorithmus I1.2.1 Schieverfahren

Gegeben: Startwert s € R", Toleranz e, maximale Iterationszahl N
Gesucht: Niherung 7(-; h) fiir die Losung des RWP (I1.1.1) (S. 64)
1: e4—00,140
2: while e > ¢ und 7 < N do
3: Berechne eine Néherung n(-; h) fir die Losung des AWP

y/ = f(ta y<t))7 y(a) =S.
4 Fr(snbh), e ||F]
5: Berechne eine Ndherung ((-; h) fiir die Losung des AWP
7 = Dyf(tn(t:)Z(), Z(a) =T

6: D« Dyr(s,n(b;h)) + Dyr(s,n(b; h))C(b; 1)

7: Lose das lineare Gleichungssystem DAs = —F.
8: s« s+ As, i+ i+1

9: end while

und es kann und sollte eine Dampfung der Newton-Schritte eingebaut
werden.

Unabhéngig von den Schwierigkeiten, die beim Newton-Verfahren
auftreten, ergeben sich bei der Durchfiihrung von Algorithmus I1.2.1
Probleme, die an der Natur der Differentialgleichungen liegen und die
seine praktische Anwendbarkeit stark einschranken. Dies zeigt das fol-
gende Beispiel.

BEeispiEL I1.2.2 (Schlecht konditioniertes RWP). Betrachte das
RWP

/= (10 1)y (o 0)s@+ (1 o)so-(5) =0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

e 1 e [ 1
y(t) = e <_10) + coe (11> )

Hieraus ergeben sich fiir die Losung des RWP die Bedingungen
cte=1, et 4t =1

und somit
o110 _ 1 — o100

(G=———"""—, C=———.
e110 _ =100 e110 _ =100

Analog ergibt sich fiir s = (s1, 52)7 als Losung des AWP

/o 0 ]. .
die Funktion

. o 11s1 — 89 —10t 1 10s1 + 59 11t 1
y(t;s) = —57 ¢ _10) T —>7 ¢ 1)
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Der zur Losung des RWP gehorige Parameter s* ist

. 1
5= (—10+21-%)'

Bei 10-stelliger Arithmetik erhalten wir im Rahmen der Rechnergenau-

igkeit
rd(s7) = (_11(01(1+ fQQ))

mit |g;] < 1071 4 = 1,2. Sei insbesondere & = 0, &, = —107!°. Dann
erhalten wir fiir den Anfangswert

~ 1
°T (—10 + 10—9)
die Losung

21 - 10_9 —10t 1 10_9 11¢ 1

1
y1(10;3) = 510_96110 ~2.8-10%.

und somit

Das Ergebnis von Beispiel I1.2.2 ist nicht erstaunlich, wenn wir uns
an Satz [.1.13 (S. 12) erinnern. Dort hatten wir fiir zwei Losungen eines
AWP zu verschiedenen Startwerten die Abschéatzung

(I1.2.3) ly(t: 1) = y(t; so)[| < 70l s — s

gezeigt. In Beispiel 11.2.2 ist L = 110 und |t — tg| = 10, so dass wir
mit einer Verstirkung des Anfangsfehlers um den Faktor 1% rechnen
miissen. Die Abschéitzung (I1.2.3) zeigt aber auch, dass wir das Phéano-
men aus Beispiel I1.2.2 vermeiden koénnen, wenn es uns gelingt, die
Intervallldnge |t — to| zu reduzieren. Diese Beobachtung ist Grundlage
der Modifizierung des SchieBverfahrens, die wir im folgenden Paragra-
phen betrachten.

I1.3. Die Mehrzielmethode
Wir betrachten wieder das RWP (II.1.1) (S. 64), wéhlen m Punk-

te t1, ..., t,, mit a = t; < ty < ... < t,, = b und bezeichnen fiir
S1y+-+s8m € R" mit y(+;tg, sk), 1 <k <m—1, die Losung des AWP
(IL3.1) Y = f(ty(tite, 1), y(tes te, sx) = s

Dann ist

(t) = y(ttg,sk) fallsty <t <tpy, 1 <k<m-—1
Y= Sm fallst =t¢,, = b
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eine stiickweise stetige Funktion. Konstruktionsgeméf ist die Funktion
y genau dann eine Losung von (I1.1.1), wenn sie global stetig ist und
die Randbedingungen erfiillt, d.h., wenn gilt

y(tk+1;tk, Sk) = Sk+1 1 < k S m—1

r(s1,8m) = 0.

Also ist (I1.1.1) dazu dquivalent, eine Nullstelle der Funktion F' : R™"
— R™ mit
y(ta;ty, 51) — 2
F(s1,...,8m) = :
y(tma tm—ly Sm—l) — Sm

(51, Sm)

zu finden. Bezeichne fir 1 < &k < m — 1 mit Z(-;t, sx) die Losungen
der AWP

(I1.3.2) Z' = Dyf(t,y(t;te, si)) Z(t; te, sk),  Z(te;ty, sk) = 1.

Dann ist geméaf Satz 1.1.14 (S. 12) Z(t;tx, sk) = Dsy(t; tx, sk). Damit
folgt

Z(tz;tl,sl) -1
Z(tg;tz,Sz) -1 0
DF = : :
Z(tnL;tanhsmfl) —I
Dyr(s1,8m) 0 .. 0 Dyr(s1,$m)

Wie beim Schieiverfahren besteht die Idee der Mehrzielmethode darin,
die AWP (I1.3.1) und (I1.3.2) mit einem der Verfahren aus Kapitel I
zu 16sen, wobei in (I1.3.2) y(+;t, sk) durch die berechnete Naherung
ersetzt wird, damit die Funktionen /' und DF zu approximieren und ein
Newton-Verfahren zur Berechnung der Nullstelle von F' zu verwenden.
Dabei muss in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem der Form
ASl
(I1.3.3) DF | =—F(s1,..,5m)
As,,
gelost werden. Dies ist ein System mit nm Gleichungen und Unbe-
kannten. Wegen der speziellen Form von DF kann dies aber auf das
Losen eines linearen Gleichungssystems im R™ reduziert werden. Um
dies einzusehen, schreiben wir zur Abkiirzung

Gk:Z(thrl;tk,Sk)a 1 §k§m—1,
A = Dyr(s1, Sm)
B = Dyr(s1,Sm)
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Dann hat das Gleichungssystem (I1.3.3) die Form
G1A81 — ASQ = —F1
GQASQ — ASg = —Fg

G181 — A8y, = —Fri
AAsy + BAs,, = —F,,.
Hieraus folgt sukzessiv
Asy = Fy + G1Asy
Ass = Fy + G9Asy
= Fy + Gy} + GG Asy

ASm = Fm—l + Gm—lASm—l

m—1 m—1
:Z(H Gz) Fj+Gm_1G1A81

=1 \i=j+1

und
m—1 m—1

Das folgende Lemma zeigt, dass
H=A+BG, 1-...-G
unter geeigneten Annahmen an das RWP regulér ist.

LEMMA I1.3.1 (Invertierbarkeit von H). Die Voraussetzungen seien
wie in Satz I1.1.4 (S. 65). Dann ist H ist requldr.

BEWEIS. Es ist
I—P'H=1-P;' [A+ B+ B(Gn_1—I)+ BGp1(Gpy— 1)
..+ BGp1Gpg ... Go(Gy —I)]

= —M(s1,5) — Py 'Dyr(s1, 5m) Z(H G)

i=j+1
Aus den Voraussetzungen von Satz I1.1.4 (S. 65) folgt daher

17 - P1H||£<M+WZ<HIIG|IE>||G P

Jj=1 \i=j+1
Wegen Satz [.1.15 (S. 13) ist andererseits

tit1
1Gl, < exp { / k(s)ds}
t;
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und
ti+1
1G5 =1, < |exp / k(s)ds p — 1] .
tj
Hieraus folgt
11— rH,
m—1 tm tit+1
<p+m Z exp / k(s)ds p |exp / k(s)ds p —1
j=1 tj+1 tj

J

— mij [exp {/ttm k(s)ds} —exp {/:ﬂ k(s)ds}]

<p+A
<1
Also ist I — (I — Py'H) = Py 'H und damit auch H regulér. O

Zusammenfassend erhalten wir Algorithmus I1.3.1 zur Losung des
RWP (I1.1.1) (S. 64).

BEMERKUNG I1.3.2 (Aufwand und Durchfiihrung der Mehrzielme-
thode). (1) Bei der gleichen Anzahl von Gitterpunkten auf dem Gesam-
tintervall [a, b] haben die Schritte (1) und (2) der Algorithmen II.2.1
(S. 68) und IL.3.1 die gleiche Komplexitiat. Die AWP in den Schrit-
ten (1) und (2) von Algorithmus I1.3.1 konnen fiir alle Teilintervalle
(trythr1), 1 < k < m — 1, simultan gelost werden, so dass sich auf ei-
nem Parallelrechner mit m—1 Prozessoren der Aufwand um den Faktor
m — 1 reduziert.

(2) Fur die Durchfithrung des Newton-Verfahrens gelten die Bemer-
kungen I11.2.1(2) (S. 67) analog.

(3) Falls keine zusétzlichen Informationen tiber die Losung von (I1.1.1)
(S. 64) bekannt sind, kann man die Punkte ¢, ..., t, dquidistant
wihlen, d.h. t; = a + == (b — a).

I1.4. Differenzenverfahren

Wir betrachten das Sturm-Liouville- Problem
—(py")' +qy=f in (a,b)

(I1.4.1) y(a) = «
y(b) =5
mit p € C'([a,b],R), ¢ € C([a,b],R) und
p= min p(z) >0, ¢= min ¢(z)>0.
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Algorithmus I1.3.1 Mehrzielmethode
Gegeben: Punkte a =t; < ... <t,, = b, Vektoren s1,...,s,, € R”,

Toleranz e, maximale Iterationszahl N

Gesucht: Niherung 7(-; h) fiir die Losung des RWP (I1.1.1) (S. 64)

1: e<—00,1+ 0

2: while e > ¢ und 7 < N do

3: Berechne Niherungen n);(-; h) fiir die Losungen der AWP
yi =ty (), yi(t) =55, G =1,...,m=1).

4: F’j<_77j(tj+1;h)_3j+1a (]:1,,m—1)

5. Fr(s1,5m) e < > |5

J=1

6: Berechne Naherungen (;(+; h) fiir die Losungen der AWP

T Gj<_Cj(tj+1;h)a (jzl,,m—l)
: A < Dyr(s1,8m), B < Dyr(s1,Sm)

m—1 m—1
9: H:A+BGm_1-...-G1,gpz—Fm—BZ(H Gl>Fj
j=1

10: Lose das lineare Gleichungssystem HAs; = .
11: ASJ‘_H(—GJ'ASJ'—F.FJ‘, (]:1,7m—1)

12: Sk Sp+As (k=1,....m), i+ 1+1

13: end while

N

Wir iiberlegen uns zuerst, dass wir

mit

Dies liefert

—(pZ’)’+qz=—<p [y’—i:j])/w(y—a—i::@—a))

=f+ﬁb_;jp’—q{a+ b_a(x—a)}

=9
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in (a,b). Definiere weiter ¢, u, P,  und F' durch
r—a xr—a
t_b—a’ z(:v)-u(b_a),
r—a r—a
o =0-arp (5220) . = (5=1),
T —a
=F
9(x) (b_a>

und bezeichne die Ableitung nach ¢ mit -. Dann folgt

(=)

= g()
=q

(z)z(z

Q(}f
(

(= -
-ore (5=2)(522))

— (p(x)2'(z))
(

(b—a)?
also
—(Piu) +Qu=F in (0,1)
(I1.4.2) u(0) =0

u(l) =0.

Man kann zeigen, dass das Problem (I1.4.2) eine eindeutige Losung
u besitzt und dass u € C*([0, 1], R) ist, sofern F', P und @ hinreichend
oft differenzierbar sind. In der Vorlesung ,,Numerik II“ werden wir zei-
gen, dass (I1.4.2) eine eindeutige Losung in einem abgeschwéchten Sinn
besitzt, sofern P und @ stetig und F' quadrat-integrierbar sind.

Nach Ubergang zum &quivalenten System erster Ordnung nimmt
(I1.4.2) die Form (IL.1.1) (S. 64) an und kann mit den Methoden der
vorigen beiden Abschnitte gelost werden. Stattdessen betrachten wir im
Folgenden ein spezielles Verfahren zur Losung von (I1.4.2), das dessen
spezielle Struktur ausnutzt und daher effizienter ist. In §I11.3 werden
die Methoden dieses Abschnittes auf elliptische partielle Differential-
gleichungen iibertragen, fiir die das Sturm-Liouville-Problem (I1.4.2)
das eindimensionale Analogon ist.

Zur Diskretisierung von (I1.4.2) erinnern wir daran, dass fiir den
zentralen Differenzenquotienten

duplt) = 3 [@0 (”g) ¥ (t_gﬂ
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und ¢ € C3(]0, 1], R) gilt

One(t) = ’(z&)+h—2 " t+0ﬁ + " t+eﬁ
hP\L) = @ 48 ¥ 15 ¥ 25

2

h
— /t _l//t 9h
Pl(t) + 59" L+ Oh)

mit 0,6, € (0,1) und 6 € (—3, 3).

Wir wéhlen nun ein n € N* und setzen h = n+_1, t;=1h,0<i<n+1.
Wir fordern die Giiltigkeit von (II.4.2) nur noch in den Punkten ¢; mit
1 <4 < n und ersetzen die Ableitungen durch den Differenzenquotien-

ten 0. Mit der Notation

liefert dies

F; = Qiu; — ah<Pahu)i
1

= Qiu; — ﬁ [PH%(WH - Uz) - Pp%(“i - ui71>:| .

Wir approximieren also (I1.4.2) durch die Differenzengleichung

Fi = (Lyu);
— —ip;luifl + (i[P'l +Pyi]+ Ql) Ui
h2 "2 h%" "2 e
(11.4.3) B %FH%W (1<i<n)
Uy = 0
Upt1 =0

Man beachte, dass (I1.4.3) ein lineares Gleichungssystem mit einer sym-
metrischen, tridiagonalen n x n Matrix ist. Man kann zeigen, dass diese
Matrix positiv definit ist. Daher kann (II.4.3) durch eine Cholesky-
Zerlegung oder ein CG-Verfahren gelost werden.

Im Folgenden identifizieren wir den R™ mit {0} x R"™ x {0} und
versehen ihn mit der Maximum-Norm |-|| .

LEMMA I1.4.1 (Stabilitat). Fir alle u € R™ gilt
(I1.4.4) llulle < | Lnully -

Insbesondere besitzt das LGS (11.4.3) stets eine eindeutige Losung.
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BEWEIS. Seienu € R", M = ||Jul|, und ¢ € N} mit |u;| = M. Dann
folgt

[Lnulloo 2> |(Lnu)il

> |z (P + Pya) + Qi fuil

— 5 b Juia] - ﬁpwé |wis1]

= qllull -

Wegen (I1.4.4) besitzt das LGS Lyu = 0 nur die triviale Losung. Hieraus
folgt die eindeutige Losbarkeit. O

SaTz 11.4.2 (Fehlerabschétzung). Bezeichne mit u und wuy, die ein-
deutigen Losungen der Probleme (11.4.2) und (11.4.3). Zusdtzlich gelte
P e C3([0,1],R) und u € C*([0,1],R). Dann gilt die Fehlerabschiitzung

) 1
yax fulti) = unil < 750 (1 21" )g 1Pllcs el

~ _ 0
mit [[¢llen = mex max |0 ()]

BEwEIS. Aus (I1.4.4) folgt

max u(t;) — uni| < g max | L (u — up)il -

Sei ¢ € N7 beliebig. Dann ist

| Ln(u = up)i| = |Lyu(ti) — Fi| = |Lpu(ti) — Lu(ty)]
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und

- [—P (ti - %h) u(t; - h)

+ [P (ti - %h) 4P (t@- + %h)] u(t,)

—P <ti + %h) u(t; + h)} + (Pu')'(t;)

Ao ()

' hi [2u(ts) = ulti = h) = u(ti + 1))

1 1 1
! [p (m —h> P (ti— —h)]
2 2 2
1
% [u(t; + h) —u(t; — h)]
Taylor-Entwicklung um ¢; liefert mit 6y,...,604 € (—1,1)

! {p (ti . %h) P (t,- ; %h)} o [2u(t) — ulti — h) — u(t; + )]

h? 7 1 " h? (4)

und

-1 {p (m + %h) _p (ti _ %h)} o Tt + ) — u(ts — )]

_ ey e (o Lo )] T + u s+ 0un)
- i 24 ) 92 3 U (t; 6u ) 4 .

Hieraus folgt

5 1
Zu(u = wi] < o (14 5] IPles balge.
BEMERKUNG I1.4.3. (1) Die Konstante in der Fehlerabschétzung
von Satz I1.4.2 kann noch verbessert werden. Die Voraussetzung ¢ > 0
ist iiberfliissig. Man benétigt nur p > 0. Ahnliche Abschétzungen gel-
ten auch fiir die 2-Norm.
(2) Die Regularititsannahme u € C* ist besonders im Hinblick auf par-
tielle Differentialgleichungen zu restriktiv. Die Methoden der Vorlesung
,Numerik II* kommen mit schwécheren Regularitdtsannahmen aus.
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BeispieL 11.4.4 (Einfluss der Diffusion P). Abbildung I1.4.1 zeigt
die Losung der Differenzendiskretisierung (11.4.3) des Sturm-Liouville-
Problems (I1.4.2) mit ' = 1, @ = 1, P € {1,0.01,0.001} und h €

a

ABBILDUNG I1.4.1. Diskrete Losung aus Beispiel 11.4.4
mit P = 1 (linke Spalte), P = 0.01 (mittlere Spalte),
P = 0.0001 (rechte Spalte) und h = 0.1 (obere Zeile),
h = 0.01 (untere Zeile)

BEispIEL 11.4.5 (Innere Grenzschicht). Wir betrachten das Sturm-
Liouville-Problem (II.4.1) mit a = =1, b=1, a=—-1,8=1,p=¢
qg=1+ 2tanh( ) f = 3Zan1;1§ 3 und exakter Losung u = Zjlgi;
Abbildung 11.4.2 zeigt die exakte Losung (griin), die diskrete Losung
(blau) und den Fehler (rot) fiir e = 0.1 (linke Spalte), ¢ = 0.01 (mittlere
Spalte), € = 0.001 (rechte Spalte) und die Gitterweiten h = 0.1 (erste
Zeile), h = 0.01 (zweite Zeile), h = 0.001 (dritte Zeile), h = 0.0001
(vierte Zeile). Tabelle I1.4.1 gibt fiir diese Werte von € und h den Feh-
ler [|u —up||,, in der Maximumnorm und die geschétzte Konvergenz-

In|u— ulohll lnllu un |

ordnung = an. Sie unterstreicht die asymptotische
Natur der Fehlerabschatzung von Satz 11.4.2.



1I.4. DIFFERENZENVERFAHREN

. ,,,’,/,,,,,
," //
. |
| J,f |
/
|
/ | :
|

ABBILDUNG 11.4.2. Exakte Losung (griin), diskrete Lo-
sung (blau) und Fehler (rot) fiir Beispiel 11.4.5 mit ¢ =
0.1 (linke Spalte), ¢ = 0.01 (mittlere Spalte), ¢ = 0.001
(rechte Spalte) und h = 0.1 (erste Zeile), h = 0.01 (zweite
Zeile), h = 0.001 (dritte Zeile), h = 0.0001 (vierte Zeile)

TABELLE I1.4.1. Fehler ||u — uyl| und geschétzte Kon-

Inlu—u10n | —Influ—un||

vergenzordnung =5 = fiir Beispiel 11.4.5
e=0.1 e =10.01 e =0.001

h Fehler | Ord. Fehler | Ord. Fehler | Ord.

0.1 0.028854 0.000832 0.000008

0.01 0.001627 | 1.25 | 0.028854 0.000832

0.001 |0.000016 | 2.01 | 0.001627 | 1.25 | 0.028854

0.0001 | 0.000000 | 2.02 | 0.000016 | 2.01 | 0.001627 | 1.25

79






KAPITEL IIT

Differenzenverfahren fiir partielle
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir einen elementaren Uberblick iiber die
numerische Losung partieller Differentialgleichungen. Die betrachteten
Differenzenverfahren benétigen nur einen geringen technischen Appa-
rat — im wesentlichen die mehrdimensionale Taylor-Entwicklung und
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Summen — und erlauben einen
schnellen Einblick in die entscheidenden Probleme bei der Losung par-
tieller Differentialgleichungen, die diese wesentlich von gewo6hnlichen
Differentialgleichungen unterscheiden. Dafiir sind diese Verfahren fiir
die Losung komplexer praktischer Probleme nicht geeignet, da sie un-
realistische Differenzierbarkeitsannahmen an die Losung der Differen-
tialgleichung erfordern und zu wenig flexibel sind, indem sie keine lo-
kale adaptive Anpassung an die Struktur der Losung erlauben. Verfah-
ren, die dieses Manko beheben und dafiir wesentlich anspruchsvollere
mathematische Techniken erfordern, sind Gegenstand weiterfithrender
Vorlesungen wie z.B. ,Numerik II“ und , Finite Element Methoden fiir
die Navier-Stokes Gleichungen®.

In §II1.1 geben wir zunichst einen Uberblick iiber die wichtigsten
partiellen Diffentialgleichungen und die zugrunde liegenden physika-
lischen Probleme. Wir beschreiben die drei wichtigsten Haupttypen
elliptische, parabolische und hyperbolische Gleichungen zweiter Ord-
nung zusammen mit den entsprechenden Modellproblemen Diffusions-
Reaktions-Gleichung, Warmeleitungsgleichung und Wellengleichung.
Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei der Einfluss des Randes auf die
Differenzierbarkeit der Losung der Differentialgleichung. Insbesondere
bei den fiir die Numerik besonders wichtigen Polyedergebieten besitzen
die Differentialgleichungen selbst bei beliebig oft differenzierbaren rech-
ten Seiten haufig keine klassische Losung, geschweige denn eine beliebig
oft differenzierbare Losung.

In §II1.2 stellen wir einen allgemeinen Rahmen fiir die Konvergenz-
analyse von Diskretisierungsverfahren vor. Wichtigstes FErgebnis ist die
Aquivalenz von Konsistenz und Stabilitéit des Verfahrens zu seiner Kon-
vergenz.
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Anschliefend wenden wir in den §§I11.3 — IIL.5 die allgemeinen Er-
gebnisse von §I11.2 auf elliptische, parabolische und hyperbolische Diffe-
rentialgleichungen mit der Diffusions-Reaktions-Gleichung, der Warme-
leitungsgleichung und der Wellengleichung als wichtigsten Modellpro-
blemen an. Ein wichtiger Aspekt bei den zeitabhédngigen Problemen ist
dabei die Tatsache, dass die Orts- und Zeitschrittweite der Diskretisie-
rung nicht unabhéngig von einander gew#hlt werden konnen.

Die Verfahren der §§I11.3 — I11.5 erfordern die Losung grofer, diinn
besetzter, schlecht konditionierter linearer Gleichungssysteme. Wegen
der Gréfle und der diinnen Besetzung sind direkte Losungsverfahren
wie die GauB-Elimination nicht effizient genug [9, Beispiel IV.6.1]. We-
gen der schlechten Kondition scheiden klassische iterative Verfahren
wie die Jacobi- oder Gauf-Seidel-Relaxation ebenfalls aus [9, Beispiel
IV.6.5]. Fiir Probleme mittlerer Grofie bietet sich ein geeignet vorkon-
ditioniertes CG-Verfahren [9, Algorithmen 1V.7.10, IV.7.14] an, das
wir als erstes in §II1.6 aufgreifen. Im Zentrum dieses Abschnittes ste-
hen Mehrgitterverfahren, die die effizientesten Verfahren zur Losung
der bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichung entstehen-
den diskreten Probleme sind.

II1.1. Beispiele partieller Differentialgleichungen

In diesem Paragraphen geben wir einige Beispiele partieller Diffe-
rentialgleichungen kurz pDGI und ihrer Anwendungen, ohne jedoch auf
die physikalische Herleitung néher einzugehen. Weiter beschreiben wir
die verschiedenen Typen pDGlen und ihre wesentlichen Eigenschaften.

BEISPIEL II1.1.1 (Membran-, Poisson-Gleichung). Sei Q C R? ein
offenes, beschrianktes, zusammenhédngendes Gebiet, das von einer diin-
nen Membran (z. B. Trommelfell) in ihrer Ruhelage eingenommen wird.
Auf die Membran wirke eine duflere Kraft f. Diese bewirkt eine Auslen-
kung u = u(z) = u(z, x9) in vertikaler Richtung. Unter der Annahme,
dass die Membran nicht dehnbar und die Auslenkung klein ist, folgt aus
dem Prinzip von ,,Actio = Reactio“, dass die Auslenkung beschrieben
wird durch

2
0%u

i=1

in 2.

Dies ist eine pDGI, die sog. Membran- oder Poisson-Gleichung. Falls
die Membran am Rand I' von €2 eingespannt ist, gilt dort

(II1.1.2) u=0 aufl.

Dies ist eine Randbedingung, die sog. homogene Dirichlet-Randbedin-
gung. Falls die Membran am Rand dagegen frei gelagert ist, gilt dort

(IT1.1.3) % =0 aufl.
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Dies ist die sog. homogene Neumann-Randbedingung. Man kann zeigen,
dass das Problem (III.1.1) zusammen mit der Randbedingung (I11.1.2)
oder mit der Randbedingung (I11.1.3) plus der Normierungsbedingung

/u:O
Q

in einem geeigneten schwachen Sinn stets eine eindeutige Losung hat.
Diese ist bestimmt durch die Bedingung

(IT1.1.4) J(u) = 1/ |Vul? — / fu — min in V,
2 Jo Q

wobei V' ein geeigneter Funktionenraum ist. Dabei bezeichnet Vu den
Gradienten von u.

BEISPIEL I11.1.2 (Platten-, biharmonische Gleichung). Wir ersetzen
die Membran aus Beispiel II1.1.1 durch eine diinne, starre Platte und
bezeichnen mit u die Auslenkung der Mittelebene der Platte. Dann

folgt aus den gleichen physikalischen Prinzipien, dass u bestimmt wird
durch

0*u o*u 0t
I1.1.5 = A’u = A(Au) = 2
( ) / " (Au) o] * 0x20x3 * o}
Dies ist die sog. Platten- oder biharmonische Gleichung. Falls der Rand
der Platte fest eingespannt ist, gilt zusétzlich die Randbedingung

in 2.

(II1.1.6) u=0 und % =0 aufl,

ist der Rand dagegen frei gelagert, so gilt die Randbedingung
(II1.1.7) u=0 und Au=0 aufl.

Man kann wieder zeigen, dass Problem (III.1.5) mit den Randbedin-
gungen (II1.1.6) oder (I11.1.7) in einem geeigneten schwachen Sinn stets
eine eindeutige Losung besitzt. Diese ist bestimmt durch die Bedingung

1

(II1.1.8) J(u) = —/ |Aul? — / fu — min in V,
2 Jq Q

wobei V' wieder ein geeigneter Funktionenraum ist.

BeispieL II1.1.3 (Minimalflichen). Sei €2 wie in Beispiel II1.1.1.
Wir suchen unter allen Fliachen der Form

S={zeR’: 2 = (11,22) € Q, 23 = u(2'), u(z') = up(2) V2’ € T'}

diejenige, die einen minimalen Fliacheninhalt hat. Dabei ist uy eine
gegebene Funktion. Dies fiihrt auf das Variationsproblem

I11.1.9 Ju:/ 1+ |[Vul’dz’ = min in V,
( ) (u) Q\/ |Vl
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wobei V' eine konvexe Teilmenge eines geeigneten Funktionenraumes
ist. Man kann zeigen, dass dieses Problem eine nicht notwendig ein-
deutige Losung hat, die die pDGI

-V ({1 + |Vu|2}_% Vu) =0 inQ
mit der Randbedingung

u=wuy aufl

g% die Divergenz des Vektorfeldes
Ly

erfiillt. Dabei bezeichnet V- = Z
i=1
p:R" — R"™

BeispieL II1.1.4 (Gasgleichung). Wir betrachten die rotationsfreie
Stromung eines idealen, kompressiblen Gases. Aus der Rotationsfreiheit
folgt fiir die Geschwindigkeit V des Gases

V =Vu
fiir ein skalares Potential u. Aus der Massenerhaltung folgt
V- (pV) =0,
wobei p = p(V) die Dichte des Gases ist. Da das Gas ideal ist, gilt die
Zustandsgleichung

-1 =
pv) = 1= 25 v

wobei 7 > 1 der spezifische Warmekoeffizient ist. Insgesamt erfiillt
somit das Potential u die pDGI

1 A
V. [(1 - 77 |Vu]2) Vu

zusammen mit der Randbedingung

=0 inQ

uw=uy aufl,
wobei ug eine gegebene Funktion ist.

BEISPIEL II1.1.5 (Wirmeleitungsgleichung). Sei Q C R? ein offe-
nes, beschrianktes, zusammenhéngendes Gebiet. Die Funktion u(z,t) :
2 x Ry — R beschreibe die Temperatur zur Zeit ¢ im Punkt = des
Korpers. Wenn dieser einer dufleren Warmequelle f ausgesetzt ist, wird
der zeitliche Verlauf der Temperatur durch die sog. Wirmeleitungsglei-
chung

Ju

(II1.1.10) i Au=f inQxR,
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beschrieben. Diese pDGI ist zu ergénzen durch eine Information iiber
die anfiangliche Temperaturverteilung, d.h. durch eine Anfangsbedin-

gung
(III.1.11) u(z,0) = up(x) in Q,

wobel ug : 2 — R eine bekannte Funktion ist. Wenn der Rand des
Korpers kiinstlich auf einer bestimmten, zeitlich nicht notwendig kon-
stanten Temperatur gehalten wird, gilt zusétzlich die Randbedingung

(IT1.1.12) u(x,t) = gp(z,t) auf I' x RY.

Ist der Rand des Korpers dagegen isoliert, d.h. findet dort kein Warme-
fluss statt, gilt die Randbedingung

(II1.1.13) g—g(x,t) =gn(z,t) auf I' x RY,

wobei gy eine bekannte Funktion ist, z.B. gy = 0. Man beachte, dass
f Wiarmequellen im Innern des Korpers beschreibt, wogegen gy die
Wirmezufuhr von auflen modelliert.

Sei nun u eine hinreichend glatte Losung von (I11.1.10) zu f = 0 mit
der Randbedingung (II1.1.12) mit gp = 0. Multipliziere (II1.1.10) mit

u und integriere iiber €). Dann folgt mit dem Integralsatz von Gaufl

o 6u _d 1 2 2
0—/{2{5 Au}u—dt[Q/Qu]+/Q|Vu|.

Also ist die Energie F : R, — R mit

(I11.1.14) E(t) = % / u(z,t)*dxr
Q

monoton fallend.

Man kann zeigen, dass die Gleichung (II1.1.10) mit der Anfangsbedin-
gung (III.1.11) und der Randbedingung (II11.1.12) bzw. (II1.1.13) in ei-
nem geeigneten schwachen Sinn stets eine eindeutige Losung hat. Falls
die Funktionen f und gp oder gy fiir £ — 400 gegen zeitliche konstan-
te Funktionen f und g, bzw. g, konvergieren, kann man zusitzlich
zeigen, dass die Losung u(z,t) fir t — 400 gegen die Losung u = u(z)
der stationdren Gleichung

—Au=f in
o du
u=ygp auf' bzw. o, =N auf I’
konvergiert.

BEISPIEL I11.1.6 (Transport-Diffusions-Gleichung).  Die Funktion
u(z,t) bezeichne die rdumliche und zeitliche Verteilung einer Fliissig-
keit, z.B. Grundwasser, in einem pordsen Kérper Q C R?, z.B. Erde.
Die Funktion wu ist Losung der sog. Transport-Diffusions-Gleichung

(II1.1.15) % —V - (D(z,u)Vu) + k(z,u) -Vu=f in QxR,.
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Diese ist zu ergédnzen durch eine Anfangsbedingung der Form (II1.1.11)
und Randbedingungen der Form (I11.1.12) oder (I11.1.13). Der Quell-
term f bezeichnet die Zufuhr (Quellen) oder Entnahme (Brunnen) von
Fliissigkeit. Die Diffusivitit D(x,u) : Q x R — R3*? und die Konduk-
tivitit k(z,u) :  x R — R3 beschreiben spezifische Eigenschaften des
Korpers (Ton, Lehm, Sand usw.).
Unter geeigneten Voraussetzungen besitzt (I11.1.15) zusammen mit An-
fangs- und Randbedingungen eine eindeutige Losung, die unter geeig-
neten zusidtzlichen Voraussetzungen gegen einen stationéren Zustand
u konvergiert. Dieser ist Losung der sog. Konvektions-Diffusions-Glei-
chung

~V - (D(z,u)Va) + k(z,u) - Vi = f inQ
mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen.

BeispieL II1.1.7 (Wellengleichung). Wir betrachten wie in Bei-
spiel II1.1.1 eine diinne, elastische Membran, versetzen sie aber diesmal
durch eine zeitlich verdnderliche duflere Kraft in Schwingung. Falls die
Auslenkung klein ist, tritt keine Dampfung durch innere Reibung auf.
Die Auslenkung u(x,t) am Ort z zur Zeit ¢ wird dann durch die sog.
Wellengleichung

0%u )
(III.1.16) 2 Au=f inQ xRy
beschrieben. Zusétzlich gelten auf I'x R, die Randbedingungen (I11.1.2)
oder (II1.1.3), je nachdem ob die Membran eingespannt oder frei gela-
gert ist. Schliellich muss noch der Anfangszustand des Systems ange-
geben werden. Dies geschieht durch die Anfangsbedingungen
(II1.1.17) u(z,0) = up(x) und gt (2,0) = uy(z) in S
Man kann wiederum zeigen, dass die pDGI (III.1.16) mit den An-
fangsbedingungen (II1.1.17) und den Randbedingungen (III.1.2) oder
(IT1.1.3) in einem geeigneten Sinne stets eine schwache Losung besitzt.
Betrachte nun speziell Gleichung (I11.1.16) mit f = 0 und der Randbe-
dingung (I11.1.2). Sei u eine hinreichend glatte Losung. Multiplikation
von (II1.1.16) mit 4, Integration iiber 2 und der Integralsatz von Gauf
liefern dann

82 8U 2 1 2
0—/{W—Au}—dx /6’1& (E) +§]Vu]
d |1 ou

Also bleibt die Energie

(II1.1.18) E(t) = %/Q { (%)2 + |Vu|2} dz




III.1. BEISPIELE PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 87

erhalten.

DEeFINITION II1.1.8 (Differentialoperator, Ordnung, Typ, Differen-
tialgleichung). (1) Ein Differentialoperator m-ter Ordnung, m > 1, hat
die Form

u+— D(x,u(x), Du(z),..., D"u(x))
mit x € 2 C R". Er heifit quasilinear, wenn er darstellbar ist als

D(z,u(z), ..., D"u(x)) = A(z,u(z),. .., D"u(z))
—i—B(x,u(m),...,Dm Lu(z))

mit
A(z,u(x),...,D"u(zx)) = Z ao(z,u(x), ..., D™ u(z)) D).
a2

Der Operator A heifit dann der Hauptteil des Differentialoperators.
Der Differentialoperator D heif3t semilinear, wenn er quasilinear ist
und die Koeffizienten a, des Hauptteils nur von x, aber nicht von u
oder Ableitungen von u abhéingen Er heifit linear, wenn zusétzlich gilt

B(z,u(z),..., D" 'u(x)) = Y bylx (2).
BEN™
|6|<m 1

Der lineare Differentialoperator D hat konstante Koeffizienten, wenn
die Funktionen a, und bs konstant sind.

(2) Ein quasilinearer Differentialoperator m-ter Ordnung heifit ellip-
tisch, wenn fiir alle € €2, alle hinreichend oft differenzierbaren Funk-
tionen u : @ — R und alle z € R™ \ {0} gilt

> aala,ul@), ..., D" u(x)) #0.

laj=m

Dabei ist 2% = 2" - ...« 297,
(3) Eine partielle Dzﬁerentmlglezchung m-ter Ordnung, kurz pDgl ist
ein Ausdruck der Form

D(u) = f
mit einer gegebenen Funktion f : {2 — R und einem Differentialopera-
tor m-ter Ordnung. Sie heiflt quasilinear, semilinear, linear, linear mit
konstanten Koeffizienten bzw. elliptisch, wenn gleiches fiir den Diffe-
rentialoperator D gilt.

BEMERKUNG II1.1.9 (Typisierung der Beispiele). Die biharmoni-
sche Gleichung ist eine pDGI 4-ter Ordnung. Die anderen pDGlen in
obigen Beispielen sind von 2-ter Ordnung. Alle betrachteten Gleichun-
gen sind quasilinear. Die pDGlen der Beispiele I11.1.1, T11.1.2, II1.1.5
und II1.1.7 sind linear mit konstanten Koeffizienten. Die Konvektions-
Diffusions- bzw. Transport-Diffusions-Gleichung aus Beispiel I11.1.6 ist
semilinear, wenn die Diffusitdt D nur von x abhéngt.
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Fiir die Hauptteile der linearen und semilinearen Differentialoperatoren
der Beispiele ITI.1.1, IT1.1.2, IT1.1.5, IT1.1.6 und III.1.7 ergibt sich:

1.1 A(u) = —Au,
Z Ao 2" = _ZZZQ < 0 fur alle z € R™\ {0},

|| =2 i=1
elliptisch;
1.2 A(u) = A?u,
Z a2 = 2} + 22725 + 2y = (27 + 23)* > 0, fiir alle z €
la]=4
R*\ {0},
elliptisch;
1.5 A(u) = —Au,

E 2 2 2 2
aazazzl +22+23+O‘Z4,

acN*
=2

nicht elliptisch'

Alu 0*u
1.6 ZD” x u)é)x Bz

nicht elhptlsch im zeitabhingigen Fall, elliptisch im stationiren
Fall, falls D(q: u) definit;

8 u
ao2* = 22 + 25+ 25 — 22,
acN*
|a|=2

nicht elliptisch.

Die nicht semilinearen Differentialoperatoren der Beispiele I11.1.3 und
[I1.1.4 haben die Struktur

(I11.1.19) D(u, Du, D*u) = — div (a (|Vu[*) Vu)

mit a(n) = (1+77) 2 fiir die Minimalflichengleichung I11.1.3 und a() =
(1-— VT )v T fiir die Gasgleichung I11.1.4. Wegen

—div (a (|Vu*) V ZD( (Z )2> Dm)

J

= —Z \Vu\ D;iu

— Z 2d/ (|Vu|2) Dju D;;u Dyu

= —a (|Vul®) Au — 2d’ (|Vul?) Z Dju D;;u D;u

.3
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ergibt sich fiir den Hauptteil der Minimalflichengleichung I11.1.3

Aw) =—{1+ |Vu|2}_% {(1 + | Vaul?) Au — Z DiuDjuDiju}
i3

und fiir den Hauptteil der Gasgleichung I11.1.4

Alu) = — {1 _ 77_1 |vu|2}”ll {Au

-1
v—1 2

2]
Weiter ist mit 7 = |Vul|?

Z aa2® = —a(n) Z 22 —2d'(n) Z DiuDju z;z;

i ij
=2 Az

mit
A= —a(n)I —2d' (n)Vu ® Vu.

Jeder Vektor w € R™ mit w L Vu ist ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert —a(n). Ebenso ist Vu ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
—a(n)—2a’(n)n. Daher ist die Differentialoperator (I11.1.19) genau dann

elliptisch, wenn fiir alle n > 0 gilt a(n) # 0 und 1 + 2‘5((:77)) n > 0.
Fiir die Minimalflichengleichung I11.1.3 ergibt sich

a(n) = (1+1)7"2 #0,
) = 5+,

a
a’(n)nzl_ n_ 1
a(n) 147 1+n

Also ist die Minimalflichengleichung elliptisch.
Fiir die Gasgleichung I11.1.4 ergibt sich

a(n) = (1 - 77_177)7117

S
1 v—1 vy—1 \71!
/!
= — 1 - —

142 > 0.

!/
|4 2% =11
a(n) — 5N
L— 5

L=
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Der erste Ausdruck ist ungleich Null fiir n < %; der letze Ausdruck
2 2 2 . . .

T Wegen 71 < 5og dst daher die Gasgleichung

genau dann elliptisch, wenn n < —== ist. Dies entspricht einer Unter-

2
v+1
schallstromunyg.

ist positiv fiir n <

Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung kann man genauer cha-
rakterisieren als in Definition I11.1.8. Wir beschrénken uns hier auf den
linearen Fall, der allgemeine quasilineare geht aber ganz analog. Der
allgemeine lineare Differentialoperator 2. Ordnung hat die Form

(I11.1.20) D(u) = A(z) : D*u+ a(x) - Vu + a(z)u
mita: Q—>R, a:Q—R" A:Q— R und

1<i,j<n
Wegen der Symmetrie von D?u kann man dabei o.E. annehmen, dass
A(x) fiir alle z symmetrisch ist.

DEFINITION II1.1.10 (Charakterisierung von Differentialoperatoren
2. Ordnung). Der Differentialoperator (III.1.20) heift

e clliptisch in z, wenn alle Eigenwerte von A(z) von Null ver-
schieden sind und gleiches Vorzeichen haben,

o hyperbolisch in x, wenn alle Eigenwerte von A(z) von Null
verschieden sind und genau ein Eigenwert das entgegengesetzte
Vorzeichen der restlichen Eigenwerte hat,

e parabolisch in z, wenn genau ein Eigenwert von A(z) gleich
Null ist, die restlichen Eigenwerte gleiches Vorzeichen haben
und die n x (n + 1) Matrix [A, a] maximalen Rang hat.

Er heifit elliptisch, hyperbolisch, bzw. parabolisch, wenn er in jedem
Punkt elliptisch, hyperbolisch, bzw. parabolisch ist.

BEMERKUNG III.1.11 (Eigenschaften der Differentialgleichungsty-
pen). (1) Die Definition von elliptisch aus Definition I11.1.10 stimmt
mit derjenigen aus Definition III.1.8 iiberein.

(2) Die Wellengleichung aus Beispiel I11.1.7 ist hyperbolisch. Die Wir-
meleitungsgleichung aus Beispiel I11.1.5 ist parabolisch. Die Transport-
Diffusions-Gleichung aus Beispiel 1I1.1.6 ist parabolisch, sofern D(z)
positiv definit ist.

(3) Elliptische, parabolische und hyperbolische Gleichungen beschrei-
ben verschiedene physikalische Situationen. Diese kann man grob wie
folgt charakterisieren:

e Eine elliptische Gleichung beschreibt ein Variations- oder Mi-
nimierungsproblem, (vgl. Funktionale (II1.1.4), (III.1.8) und
(I11.1.9)).

e Eine parabolische Gleichung beschreibt ein Dissipationsphdno-
men, d.h. ein System, in dem eine Energie gedampft wird (vgl.
Gleichung (III.1.14)).
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e Eine hyperbolische Gleichung beschreibt einen Erhaltungssatz,
d.h. ein System, in dem eine Energie erhalten wird (vgl. Glei-
chung (I11.1.18)).

Eine wesentliche Eigenschaft gewohnlicher Differentialgleichungen
ist die Tatsache, dass jede Losung so regulér ist, wie es die rechte Seite
zulésst (vgl. Satz 1.1.16 (S. 14)). Ein solches Ergebnis kénnen wir fiir
partielle Differentialgleichungen nicht erwarten, wie das folgende Bei-
spiel zeigt. Eigenschaften des Randes I' spielen eine wesentliche Rolle.

BeispieL [I1.1.12 (Einfluss des Randes auf die Regularitidt der
Losung einer pDgl). Sei 0 < a < 27 und €2, das Kreissegment

Q, = {x€R2:x:(rcosgo,rsingp),0<r< 1,0<<,0<a}.

Definiere die Funktion v : 2, — R durch
., ™
v(x) = rosin (ago)
mit z = (7 cos @, rsin ). Dann gilt fiir jedes x € €,

10 v 1 0%
AU(LE) = ;E (TE) + ﬁﬁ_gﬂ =0.

Sei w € Cg°(R* R) mit suppw C B(0,2) und w = 1 auf B(0, 3).
Definiere

u=uwv, f=A[(1l—-w)w].

Dann gilt
—Au=f in Q,
u=0 auf 99,.

Offensichtlich ist (1—w)v € C=(R?, R) und somit f € C*°(Q,). Ebenso
ist u € C®(Q). Wegen u = v in B(0,3) gilt aber u ¢ C®(Q,).
Wie man leicht nachrechnet, gilt u € C*(Q,) mit k¥ > 1 genau dann,

wenn 0 < o < T ist, und D*u € L*(Q,) mit k& > 2 genau dann,
wenn 0 < o < ;75 ist. Wir kénnen also bei gegebenem « i.a. keine

Abschéitzung der Form

HuHckJr?(ﬁa) < Hf”ck(ﬁa)

oder

N =

1
2

> 1%l ¢ <y 22 10l

18| <k+2 181<k

erwarten, wie sie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gelten wiirde.
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II1.2. Konvergenz von Diskretisierungsverfahren

Wir betrachten in diesem Paragraphen folgende abstrakte Situati-
on. Gegeben sind zwei Banach-Raume (X, [|-|| ), (Y, ||I-|ly-), ein Element
f € Y und eine lineare, nicht notwendig stetige Abbildung L : X — Y.
Gesucht ist eine Losung u € X der Gleichung

(I11.2.1) Lu=f.

Zur Diskretisierung von (II1.2.1) betrachten wir zwei Familien (X,
[, )s (Ya, [Illy,) endlich dimensionaler Banach-Réume, h > 0, eine
Familie f;, € Y}, von diskreten Approximationen von f und eine Familie
linearer Abbildungen Ly : X, — Y}, von Diskretisierungen von L. Dann
ersetzen wir (I11.2.1) durch die diskreten Probleme

(11122) Lhuh = fh

mit unbekannten Elementen u;, € Xj,. Die Rdume X und Y sind mit
ihren Diskretisierungen X}, Y} durch lineare, nicht notwendig stetige
Operatoren Ry, : X — X}, und Ry, : Y — Y}, verbunden. Die Situati-
on kann man anschaulich in folgendem Schema zusammenfassen.

X s,y

Rx, J{ J{ Ry,

Xh — Yh
Ly,

BEMERKUNG III1.2.1 (Gitterweite). Der Parameter h > 0 entspricht
einer Gitterweite und wir sind an dem Verhalten fiir h — 0 interessiert.
Die Dimension der Raume X} und Y} wéchst fiir h — 0.

DEFINITION I11.2.2 (Diskretisierungsverfahren, Konsistenz, Stabi-
litdt, Konvergenz). (1) Das durch (II1.2.2) gegebene Diskretisierungs-
verfahren heifit konsistent mit (I11.2.1), wenn fiir alle u € X gilt

HLhRXhu — RYhLuHYh E}) 0.

(2) Das Diskretisierungsverfahren (111.2.2) heifit stabil, wenn gilt

sup {12, 1, < 00

(3) Das Diskretisierungsverfahren (I11.2.2) heifit konvergent, wenn fiir
jedes f €Y, jede Losung u von (I11.2.1) und jede Familie f;, € ¥}, mit

lim | Ry, f ~ fully, =0

gilt
}llii% [ Rx,u— uh”xh =0,

wobei uy, eine Losung von (I11.2.2) ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Differenzenverfahren aus §11.4
in den abstrakten Rahmen obiger Definition passt.
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BeispieL I11.2.3 (Sturm-Liouville-Problem). Fiir das Sturm-Liou-
ville-Problem

—u"+u=f in(0,1)

u(0) =0
u(l)=0
mit f € C([0,1],R) setzen wir
Y =c([0,1],R), lelly = max [p(2)],

X = C%([0,1],R) N Co([0,1],R), [l = max max [ (z)],

0<z<1 0<kL2

Lu=—u"+u.

Fiir n € N* betrachten wir das Gitter {ih : 1 < i < n} mit h = n+r1
Wir setzen

Y, =R", lelly, = max |eil
X =10} x R" x {0}, lellx, = max Joil
Ry, | = (f(ih))1<i<n, Ry, u = (u(ih))o<i<nt1,
—Ui—1 + 2u; —
Lhu:< ¢ 1—}—2u u“—i—ui) i
h 1<i<n

Mittels Taylor-Entwicklung folgt fiir jedes u € X
lim max |—u"(ih) + u(ih) — (LpRx,u):| = 0,

h—01<i<n
d.h. Konsistenz. Fiir u € C*([0,1],R) gilt sogar
| Ry, Lu — LRy, ully, < ch®[uflga -
Geméafl Lemma I1.4.1 (S. 75) gilt fiir alle uj, € X, und h >0
lunllx, < [[Lnunlly, ;
d.h.
sup [| 2, v, ) < 1

Dies ist die Stabilitdt. Die Konvergenz des Verfahrens haben wir in
Satz [1.4.2 (S. 76) gezeigt.

Im Folgenden wollen wir notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Konvergenz eines Diskretisierungsverfahrens angeben.

Satz 111.2.4 (Konsistenz und Stabilitét implizieren Konvergenz).
Das Diskretisierungsverfahren (111.2.2) sei konsistent mit (111.2.1) und
stabil. Dann st es konvergent.
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BEWEIS. Aus der Stabilitét folgt insbesondere Lj, € Isom(X}, Y)
fiir alle h > 0. Seien f € Y beliebig, u € X eine Losung von (I11.2.1),
fn € Y}, eine Familie von Diskretisierungen von f mit

lim || Ry, f = fally, =0
und up, € X, die eindeutige Losung von (I11.2.2). Dann folgt

1R, = unlly, < [ |2y, 10 Bxw = Lntnlly,

Yy, X
< vy LB, — Ry Lully,
+HRYhf—thyh}
—0 fiurh — 0. O

BEMERKUNG III.2.5. (1) Das Ersetzen von Ry, f durch f; ist fur
die Praxis hilfreich, da die exakte Berechnung von Ry, f unter Umstén-
den recht aufwandig ist.

(2) Wie wir in spéteren Paragraphen sehen werden, ist der Nachweis
der Stabilitdt haufig das Hauptproblem.

(3) Aus dem Beweis des Satzes I11.2.4 folgt, dass man die Vorausset-
zungen wie folgt abschwéichen kann

HLile,c(meh) <ch™, a>0, Yh>0
Ly Rx,u— Ry, Lully, < b’ B>a, Yh>0
IRy, f = fully, < csh” Vh > 0.
Dann gilt immer noch

| Rx,u — uh||Xh < ci(cy +c3)hP — 0.

Die folgenden beiden Sétze zeigen, dass die Voraussetzungen von
Satz 111.2.4 im wesentlichen notwendig sind.

Sarz 111.2.6 (Konvergenz impliziert Stabilitét). Das Diskretisie-
rungsverfahren (111.2.2) sei konvergent. Dann ist es stabil.

BEWEIS. Angenommen es ist sup HLngC(Yh X, = O Dann exis-
h>0 ’

=1 fiir alle A > 0 und lim HL;lfh‘ = 00.
Yy, h—0

tieren ]?h € Y, mit Hﬁl
Xh

Setze

alh) = |7, fu=an)

Dann folgt }lLiI% [ frlly, = 0. Betrachte (II1.2.1) mit f = 0 und Lésung
—>

u = 0. Aus der Konvergenz des Verfahrens folgt

)} = L7 fll, 0.

Dies ist ein Widerspruch. U
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SATz I11.2.7 (Konvergenz impliziert Konsistenz). Das Diskretisie-
rungsverfahren (I11.2.2) sei konvergent und es gelte sup || Lyl z(x, v,) <
h>0 ’

oo. Dann ist es konsistent mit (111.2.1).

BEWEIS. Sei v € X beliebig, f = Lu und f;, = Ry, f. Dann folgt
aus den Voraussetzungen

Ry, Lu — LR, ully, < 1Ll gox, vy [|Bxu — Ly .,

— 0. O
h—0

Bisher haben wir nur Konvergenz in den diskreten Rdumen X
bzgl. der evtl. von h abhéngigen Normen ||-||y, . Fiir viele praktische
Anwendungen ist es aber wiinschenswert, Konvergenz gegen u in einem
festen Banach-Raum zu zeigen. Dazu miissen die diskreten Losungen
uy, fortgesetzt werden. Da dies in der Topologie von X héufig sehr
schwierig ist, betrachten wir einen Banach-Raum (X, ||-|| ) derart, dass
X C X bzgl. |-/ ¢ dicht ist, und eine Familie Iy, : X;, — X linearer
Operatoren. Da dim X; < oo ist, sind diese automatisch stetig. Der
folgende Satz stellt dann eine Beziehung zwischen den Ry, und den
1 X her.

Satz II1.2.8 (Zusammenhang zwischen Ry, und Iy, ). Folgende
Aussagen sind dquivalent:

(1) Aus lim [, — R, y, = 0 folgt lim | L, un — g = 0.
(2) Es gilt sup ||Ix, || z(x, 5y < 00 und [lu — Ix,Rx,ul g — 0 fir
alleu € X.

BEWEIS. (1) = (2): Der zweite Teil von (2) folgt aus (1), indem
wir up = Rx, u setzen.
Angenommen es ist sup || Iy, || £(x,,%) = 00- Dann gibt es eine Familie
h>0 '

up, € Xy, mit ||lup||y, =1 fiir alle h > 0 und a(h) = |[Ix,unl 5 2 oo,
_)
Setze vy, = a(h)’%uh € Xj,. Dann folgt
tim 1, = lim s — R, 0]y, =0
und wegen (1)
1
(W)} = Ml = 1,00~ Ol 0.

Dies ist ein Widerspruch.
(2) = (1): Folgt aus

u—Ix,up = [u—Ix, Rx,u] + Ix, [Rx,u — up]. O

BeispieL II1.2.9 (Sturm-Liouville-Problem). Wir wéhlen in Bei-
spiel 111.2.3

X = Co(0,1LR), J¢llg = max |o(a)]

0<z<1
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und fiir Iy, die stetige, stiickweise lineare Interpolierende in den Kno-
ten ¢h,0 <7 < n+ 1. Dann folgt sofort

1,1l £, %) = 1
und
||u - IXhRXhuH)Z' < ch? ||u||02

fir alle v € X.

I11.3. Elliptische Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Paragraphen die Reaktions-Diffusions-
Gleichung

—V - - (AVu)+au=f in

(IT1.3.1) u=0 aufI' =099.

Dabei ist €2 C R™ ein beschrianktes, zusammenhéngendes, offenes Ge-
biet und @ € C(Q,R,), A € CHQ,R™™) N C(Q,R™™) mit A;;(z) =
Aji(x) fir alle x € Qund 1 < 4,j < n und strikt positivem kleinsten
Eigenwert, d.h.

T
(I11.3.2) do=inf min AW

> 0.
eQ zeRm\{0} 2Tz

Im Rahmen von §III.2 setzen wir
X =CHQR) N Co(QR), el = sup max |D*p(x)],
|| <2
Y =C(Q,R), lelly = suple@)]
Lo = -V - (AVp) + ap.
Fiir die Rdume X}, Y} bendtigen wir den Begriff des Gitters.

DEFINITION I11.3.1 (Aquidistantes Gitter). Sei h > 0.
(1) Die Menge
Gh:{QZ:ZhIZEZn}
heift Gitter der Maschenweite h.
(2) Definiere (vgl. Abb. I11.3.1)

Q, =QNGy,
[y ={z €Q,: dist(z,I') < h},
Q, = ﬁh \ Iy,

Dabei ist
dist(z,I') = inf ||z — .
15( ) ) ;EFH yH
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Die Menge I'y, heif3t diskreter Rand von §Qy,.

(3) Definiere die Réume X}, und Y}, durch
X, = {up : Qp — R uy(x) =0 fiir alle z € T}
Y, = {Uh : Qh — R}

(4) Die Operatoren Rx, : X — Xj, und Ry, : Y — Y} sind definiert
durch

u(z) fiir alle x € Qp
R et
(Rx,u)(z) {0 fiir alle z € T},

(Ry,v)(z) = v(x) fiir alle x € Q.

yd AN
/ N
/ \
/ \
\ /
\ /
N\ /
\C ~

ABBILDUNG III.3.1. Gebiet {2 mit dquidistantem Gitter
G}, (links) und Approximation €, (rechts)

BEMERKUNG II1.3.2 (Ergédnzungen). (1) Die Normen von Xj und
Y}, legen wir spéter fest.
(2) Sei N}, = #Q,. Dann ist X}, = RY. Da € beschrinkt ist, gibt es
eine nur von €2 abhéngige Konstante cq mit Ny < coh™.
(3) Man kann auch nicht dquidistante Gitter einfiihren (vgl. Abb.
I11.3.2). Betrachte dazu fiir 1 < k& < n streng monoton wachsende
Folgen (xg m)mez mit

lim xp,, = —oo, lim zy,, = +o00
m——0o0 m——+00

fiir alle 1 < k£ < n. Dann wird durch
Gh = {('xl,ml; LI 7$n7mn) . mk; G Z, 1 S ]{,’ S ’]’L}

ein nicht dquidistantes Gitter definiert. Die Definitionen von ,, I', und
), iibertragen sich analog. Das richtige Analogon zu h ist

max Sup |Tum — Thmiil -
1§k§nm€%| m m+1]
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Die Abschéatzung fiir N, = #€2;, bleibt giiltig, wenn gilt

min inf |zg,, — 1| > 0.
1§k§nm€Z| k,m k1]

Die Beschrankung auf dquidistante Gitter ist nicht wesentlich, verein-
facht aber im Folgenden die Argumentation.

/ \
/ \
/ \
\ /
\ /
N\ /
\\ // N N I B L]

ABBILDUNG III.3.2. Gebiet {2 mit nicht dquidistantem
Gitter G}, (links) und Approximation €2, (rechts)

Fiir die Definition von L; bendtigen wir die vorwéarts und riickwérts
Differenzenquotienten.

DEeFINITION II1.3.3 (Differenzenquotienten). Seien h > 0,1 < k <
n und z € R". Dann heiflen

n 1
I pulz) = iE[u(x + hey) — u(x)]

der k-te vorwdirts (7) bzw. rickwdrts (7) Differenzenquotient. Dabei
ist e;, der k-te Einheitsvektor.

LEmMMA [I1.3.4 (Fehlerabschitzung fiir Differenzenquotienten). (1)
Firue CYQ,R) und 1 <k <n gilt

. + . .
}Llir(l) max }0h7ku(m) Opu(z)| = 0.

(2) Seim € N* und v € C™(Q,R). Dann gibt es fiir alle x € Q, und
alle 1 <k <nemnbe(0,1) mi

-1

3

1
O pu(z) = Opu(z) + 2 T (£h) oL ()
=1
(R (e + Ohey).

Tmr )
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(3) Seiu € C*,R). Dann gibt es fiir alle v € Qp und alle 1 <k <n
ein 6 € (—1,1) mit

aljk(gfjkuxx) = a}:k@:k“)(x)
= Ofu(x) + %/ﬂ@ﬁu(m + Ohey,).

BeEWEIs. ad (1): Folgt direkt aus der Definition der partiellen Ab-
leitungen und der gleichmifligen Stetigkeit von Oyu (Beachte: € ist
kompakt!).
ad (2): Folgt direkt aus der Taylor-Formel.
ad (3): Folgt aus der Taylor-Formel und

8;k((i),:ku)(x) = 8;k(8;ku)(a7) = %[u(x+h6k)—2u(:p)+u(:p—h6k)]. O

Lemma I11.3.4 (3) und die Ergebnisse von §I11.2 legen folgende De-
finition von L; nahe.

DEerINITION II1.3.5 (Differenzendiskretisierung). (1) Die Differen-
zendiskretisierung Ly : X}, — Y}, des Differentialoperators L aus Glei-
chung (II1.3.1) ist fir alle x € €, definiert durch

(I11.3.3) (Lpu)(z) = =Y > 05 :(Ay0) u)(z) + au(z).

i=1 j=1

(2) Die Differenzendiskretisierung von (II1.3.1) ist gegeben durch:
Finde u;, € X}, mit

(I11.3.4) Lyup(z) = f(z) fiir alle z € Q.

BEMERKUNG II1.3.6 (Eigenschaften). (1) Man kann in (II1.3.3) die
Rollen von (9;’ ; und J;; vertauschen.
(2) Gleichung (I11.3.4) ist ein LGS mit NV, Gleichungen und N}, Unbe-
kannten. Aus den Ergebnissen dieses Paragraphen folgt, dass die ent-
sprechende Matrix symmetrisch positiv definit ist. Auflerdem ist sie
diinn besetzt: Das Element p, v ist hochstens dann von Null verschie-
den, wenn fiir die zu diesen Indizes gehérenden Gitterpunkte x und y
gilt ||z — y||, < h, wobei |||, die Maximum-Norm auf R” ist.
Wir werden uns in §I11.6 ausfiihrlich mit den Eigenschaften dieses LGS
und seiner numerischen Lésung beschéftigen.

Fiir die Konvergenzanalyse miissen wir Normen auf X, und Y}, spe-
zifizieren.

DEeFINITION II1.3.7 (Diskretes Skalarprodukt und Normen). Das
diskrete L*-Skalarprodukt (-,-)n, die diskrete L*-Norm ||-[|,, und die



100 III. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

diskrete H'-Norm ||-||, , auf Qy, sind definiert durch

(w,v), = B Y ula)o()

z€Qy,

1
lllo,, = (u, w)y

n , 3
||U||1,h = {Z Haftku}lo,h}
k=1

BEMERKUNG II1.3.8 (Skalierung, Wahl der Differenzenquotienten).
(1) Man priift leicht nach, dass (-, -), und [|-|[, , ein Skalarprodukt und
eine Norm sind. Um einzusehen, dass |-, , auf Xj eine Norm ist, be-
achte man, dass aus ||ul|, , = 0 folgt u = konstant.
(2) Die Skalierung von ||-[|,, ist so gewihlt, dass ||1]|,, ~ 1 ist und es
eine von h unabhéngige Konstante ¢ gibt mit ||ull,, < c|lull,, fiir alle
u € Xh'
(3) In der Definition von [|-[|, , konnen die vorwérts Differenzenquotien-
ten J; , durch die riickwirts Differenzenquotienten @, ersetzt werden.

Im Folgenden setzen wir

(I1.3.5) e, = M-l s [y, = 1o n -
LeEmMA 1I1.3.9 (Konsistenz). Das Diskretisierungsverfahren der

Gleichungen (111.3.3), (I11.3.4) ist bzgl. der Normen (I11.3.5) konsis-
tent. Fiir alle uw € C3(Q, R) gilt zudem

| LnRx, uw — Ry, Lulf,,, < ch ||U||c3(§,R) ||A||c2(§,JR) :
Ist zusitzlich A eine konstante Diagonalmatriz, so gilt fir alle u €
CHQ,R)
LR, u — Ry, Lully, < 0 |Jull a i) -

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Lemma I11.3.4. U

Fiir die Stabilitéit brauchen wir zwei Hilfsergebnisse. Zur Motivation
des ersten Hilfsergebnisses betrachte eine Funktion u € C'(2,R) N
C(,R) mit = 0 auf I'. Da Q beschriinkt ist, gibt es ein R > 0 mit
Q C [-R, R]". Setze u durch Null auf [~ R, R]" fort. Dann gilt fiir die
L2()-Norm |-

lull? = / juf? = / W, ol / Byl / Byl
—R,R]" [-R,R)"

Betrachte einen beheblgen Punkt x € [— R, R|" und schreibe ihn in der
Form = = (z1,7') mit 2’ € [-R, R]"™! Wegen u(R,2") = 0 und der
Cauchy-Schwarzen Ungleichung ist dann

R 2
/ Oru(t, «')dt

1

R
lu(z)]?> = < QR/R |0yu(t, )| dt.
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Integration bzgl. x liefert wegen des Satzes von Fubini

/ uf? < 432/ Oruf?
[_RvR]n [_RvR]n

Insgesamt ergibt sich somit die Friedrichsche Ungleichung

2R

— [|[Vu|| .

vl
LeEmMA II1.3.10 (Diskrete Friedrichsche Ungleichung). Es gibt eine

nur von €2 abhdingige Konstante cq, so dass fir alle w € X, gilt

lull <

[ullon < callully,-

BEWEIS. Der Beweis imitiert obige Voriiberlegung. Seien R > 0
und N € N* so, dass Q C [-R, R]” und R < Nh < R+ h ist. Setze
Dy, = GiN[—R, R|"™. Funktionen aus X}, setzen wir durch Null konstant
auf Dy, fort. Jedes z € 2, kénnen wir schreiben als x = (ih, 2") mit
—N < i < Nund 2/ € R*! Wegen u(Nh,z') = 0 folgt aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Summen

N-1

> (€ + 1)h,a') — u(th, ')

und damit

N 3
lully, < {h"ZNh2 oy \a;lu(zh,x')f}

z€Qp b=—N

< {h”4N2h2 Z ‘8;[1u(1:)’2}

z€Dy,
< callully, - D

LeEmMA II1.3.11 (Diskrete partielle Integration). Fir alle u,v € X},
und alle 1 < k <n gilt

(@;ku, v)h: — (u, 8,ikv)h und ((9,tku, U)h: —(u, (9,;kv)h.
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BEWEIS. Wegen der Symmetrie des Skalarproduktes folgt die zwei-
te Identitédt aus der ersten durch Vertauschen von v und v. Zum Nach-
weis der ersten Identitdt konnen wir uns auf den Fall & = 1 be-
schrénken, da der allgemeine Fall aus diesem durch Umnummerieren
der Koordinaten folgt. Mit den gleichen Notationen wie im Beweis von
Lemma I11.3.10 folgt

N
(Opyu,v), =h" Z Z Oy u(ih, ') (ih, x')

z/ 1=—N+1
(u, O v), = h”Z Z (jh, 2")05 jv(jh, ')
x j=—N

und

N
Z Oy u(ih, 2')u(ih, x")

=—N+1

- Z h u(ih, o) = u((i = Db, o' o(ih, o)

~N+1
N-1
= Z h™u(ih, z")v(ih, z") Zh_lu(jh,x)(( + 1)h, 2
i=—N+1 j=—N
N-1
= > uljh, )9 w(jh, o) O
j=N 7

LeEmmA II1.3.12 (Stabilitat). Das Diskretisierungsverfahren der
Gleichungen (111.3.3), (I11.3.4) ist bzgl. der Normen (111.3.5) stabil.

BEWEIS. Sei u € X}, \ {0} beliebig. Dann folgt aus Lemma I11.3.11

(Lpu, uh—< ZZ@MAU@L] + au, u)
h

i=1 j=1
— Z Z (Aijﬁ,tju, a,tiu)h + (ou, u), .
i=1 j=1
Da « nicht negativ ist, ist (aw, u), > 0. Andererseits folgt aus (I11.3.2)

Y o> (Aydu, ), ="y ZZAU )05 ju()0) u(x)

i—1 j—1 weQy i=1 j—1
& 2
> \oh™ Z Z ‘8,fku(x)‘

z€Q k=1

2
= Ao l[ully, -
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Lemma I11.3.10 impliziert
(Lnu, w), < | Lnull, [[ully, < callLnullgy, llully, -
Also ist
Ao llully < e llLnully,
und somit

L;, < ey O

dl
L(Yn,Xn)

Satz I11.3.13 (Fehlerabschéitzung). Fir die Losung u von (I11.3.1)
gelte u € C3(Q,R). Dann gilt fiir die Lésung uy, von (I111.3.4) die Feh-
lerabschdtzung

ot = unllo < collu =l < bl [ All s
Ist zusitzlich A eine konstante Diagonalmatriz und gilt u € C*(Q, R),
so gilt sogar

lw = unlly, < callu—unlly, < ¢ lull ga -

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz 111.2.4 (S. 93), Lemma
I11.3.9, Bemerkung I11.3.8 (2), Lemma I11.3.10 und Lemma I11.3.12. O

BEMERKUNG I11.3.14 (Fehlerabschétzung bzgl. der L?>-Norm). Um
Satz I11.2.8 (S. 95) anzuwenden, wéhlen wir fiir Iy, die n-lineare In-

terpolierende zwischen den Gitterpunkten und X = L2(Q,R), || g =
[l 2

BeispiiL I11.3.15 (Poisson-Gleichung). Wir betrachten die Poisson-
Gleichung, d.h. (II1.3.1) mit A = [ und « = 0, auf dem Quadrat

Q = [~1,1)> mit homogenen Randbedingungen und glatter exakter
Losung u(z,y) = (1 — z%)(1 — y?) und auf dem L-formigen Gebiet
Q=[-1,1]*\[0,1] x [~1,0] mit inhomogenen Randbedingungen und

singuldrer exakter Losung wu(r cos p,rsinp) = rs sin ( ). Abblldung
I11.3.3 zeigt die Konturlinien der beiden diskreten Lésungen zu h = 6 1
Tabelle I11.3.1 gibt den Fehler [|u — uyl|, , und die geschéitzte Konver-

In(|lu—ugnll, h) ln(llu unly,p)

genzordnung fiir die beiden Beispiele an. Sie
zeigt deutlich den Emﬂuss der Regularitédt der Losung v auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der Diskretisierung.

Im Rest dieses Paragraphen behandeln wir in Ergdnzung der obigen
Ergebnisse die Behandlung inhomogener Dirichlet-Randbedingungen,
die Diskretisierung Neumannscher Randbedingungen und die Behand-
lung von Ableitungen erster Ordnung der Form a - Vu.

BeispieL 111.3.16 (Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen). Fiir
die pDGI (II1.3.1) mit der inhomogenen Dirichlet-Randbedingung u =
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solution of level 11 with 8192 elements and 4225 nodes. solution of level 11 with 6144 elements and 3201 nodes

05567

03337

01117

01117

-0.333 i |

-0.556

-0.7787

-1.000 T T T T T T T T -1.000
1000 -0778 -0556 -0333 -0.111 0111 0333 055 0778  1.000 -1.000 -0778 -0556 -0.333 -0.111 0111 0333 055 0778  1.000

ABBILDUNG II1.3.3. Konturlinien der diskreten Losun-
gen aus Beispiel I11.3.15 zu h = 6—14

TABELLE IIL.3.1. Fehler |lu —upl,, und geschitzte

In(llu—uznly,p)—In(lu=unll,z)

Konvergenzordnung o fiir Beispiel
I11.3.15
glatte Losung | singulédre Losung
h=! | Fehler | Ordnung | Fehler | Ordnung
410.3130 0.0932
810.1614 0.96 | 0.0667 0.48
16 | 0.0815 0.99 | 0.0435 0.62
321 0.0410 0.99 | 0.0278 0.65
64 | 0.0205 1.00 | 0.0176 0.66

g auf I' ersetzen wir X, Y, X}, )Y}, L und L; durch

X =C*(Q,R)NC(Q,R), Y =C(Q,R) x C(T,R),
XhI{UIﬁh—)R}, YhI{UIQh—)R}X{QOIPh—)R},
Lu = (=V - (AVu) + au,ul)
und
Lyup(x) = — Z Z@,;i(Aijaijuh)(x) + a(x)up(z) fir x € Q
i=1 j=1
Lyup(z) = up(x) fir x € I',.

Das LGS (II1.3.4) geht iiber in

Lyup(x) = f(z) fir alle x € Q
(I11.3.6) vnle) = flo) '
up(x) = gp(x) fir alle z € T'y,.

Man beachte, dass dieses LGS #quivalent dazu ist, dass man auf der
linken Seite von (I11.3.6) wy, in allen diskreten Randpunkten gleich gy,
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setzt und die entsprechenden Terme auf die rechte Seite schafft. Daher
ist (II1.3.6) wie (II1.3.4) ein LGS mit N, = #Q, Gleichungen und
Unbekannten. Die Funktion g, ist wie folgt definiert: Fiir z € T'), sei
mx € I' gegeben durch ||z — mz| = inf e [|x — y||. Falls h hinreichend
klein ist, ist mx eindeutig definiert. Dann ist g,(z) = g(7z). Man kann
zeigen, dass mit diesen Modifikationen Satz I11.3.13 giiltig bleibt.

BeispieL 111.3.17 (Inhomogene Neumann-Randbedingungen). Wir
betrachten die pDGI (I11.3.1) mit der Neumannschen Randbedingung
v-Vu = g auf I'. Dabei ist ||v|| = 1. Zusétzlich gebe es ein £ > 0 mit
x—trv e Qfirale0<t<eund z € I', dh. v zeige nach auflen.
Besonders wichtige Spezialfiille sind v = n und v = |n- A 'n- 4,
wobei n die &ulere Normale an I' ist. Wir ersetzen jetzt X, Y, X, Y},
L und L;, durch

X =C*Q,R)NnCHQ,R), Y =C(Q,R) x C(I',R),
Xh:{u:ﬁh—HR}, Yh:{UIﬁh—)R},
Lu= (-V - (AVu) + au,v - Vu‘r)

und

Lyup(x) = — Z Z@;Z(A”é?;luh)@) + a(z)up(x) fir z € Qy

i=1 j=1
Lyup(x) = Oppun(z) fir x € Ty,

Das LGS (II1.3.4) geht iiber in

Lyup(z) = f(z) fir alle x € Qp

I11.3.
(TIL.3.7) Onup, = gp(x) fiir alle x € Ty,.

Man beachte, dass (I11.3.7) ein LGS mit N, = #Q;, Gleichungen und
Unbekannten ist. Die Funktion g ist wie in Bemerkung I11.3.16 de-
finiert. Der Differenzenquotient 0y, wird wie folgt konstruiert (vgl.
Abb. I11.3.4): Sei € I', und 7, = {y € R* : ||z —y|, = h}. Be-
zeichne mit x den Schnittpunkt der Geraden durch z in Richtung —v
mit v,. Falls h hinreichend klein ist, gilt z € Q. Setze Op,un(z) =
|z — z|| " Jun(z) — w,(z)]. Dabei ist u,(z) eine geeignete Interpolie-
rende in einem oder mehreren Gitterpunkten, die einen Abstand < h
von z haben: w,(z) = wy(z;) mit ||z — z;|| = minj—o; ||z — z;|| oder
() = Oup(x) + (1 — O)up(x1) mit x = Ozg + (1 — 0)x,. Man kann
wiederum zeigen, dass Satz I11.3.13 giiltig bleibt, sofern h hinreichend
klein ist.

BEMERKUNG I11.3.18 (Gemischte Randbedingungen). Die Aussa-
gen von Bemerkung II1.3.16 und II1.3.17 bleiben giiltig, wenn die ent-
sprechenden Randbedingungen nur auf Teilen des Randes gelten.
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~~

Zo

|8

/

ABBILDUNG II1.3.4. Konstruktion von 0, , up(z)

T

Zum Abschluss betrachten wir die elliptische pDGI

-V -(AVu)+a-Vu+au=f in{

I11.3.
(IT1.3.8) u=0 aufl

mit A und o wie in (II1.3.1) und @ € C(Q,R"). Wir behalten X, Y,
Xn, Y, Rx, und Ry, bei und definieren

Lu=—-V-(AVu)+a-Vu+au

Lhu = — i i 8,;1(14”8;#) + i aﬁ}tlu + au.
=1

i=1 j=1

(111.3.9)

Satz I11.3.19 (Ladyzhenskaya-Bedingung). Der Differentialopera-
tor L aus (111.3.9) erfille die sog. Ladyzhenskaya-Bedingung, d.h., es
gibt emn po > 0 mit

Z Z 2 Aij ()25 + Z ai(z)zizo + a(x) 28 > po Z 22
i=1 =1

i=1 j=1
fiir alle x € Q und (2o, . .., 2,) € R"™. Dann besitzt das LGS
Lyup(z) = f(z) fir alle x € Qy,

mit Ly, wie in (IIL3.9) in X eine eindeutige Losung. Gilt fir die
Lisung u von (I11.3.8) u € C3(,R), so ist

[ = unllop < llu—=unlly, < chllullgs {[[Allge + llallgo -
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BEWEIS. Aus der Ladyzhenskaya-Bedingung und Lemma I11.3.11
folgt mit 2y = u(z) und z; = 9 ;u(x)

(Lyu, u), —h"Z{ZZAU (2)0) u(x) 0 ju(x)

zeQ, \i=1 j=1

+ Z a; ()05 u(x)u(x) + a(a:)u(x)Q}

> pigh™ S Z 05 u()|”

zeQy k=1
2
= po [lully, -
Hieraus ergibt sich wie in Lemma II1.3.12 die Stabilitdt des Diskre-
tisierungsverfahrens bzgl. der Normen (II1.3.5). Die Konsistenz folgt

aus Lemma II1.3.4 und Bemerkung II1.3.8 (2). Damit ergibt sich die
Behauptung aus Satz I11.2.4 (S. 93). O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Ladyzhenskaya Bedingung
nicht immer erfiillt ist.

BEISPIEL I11.3.20 (Verletzte Ladyzhenskaya-Bedingung). In R? sei
u=—Au+ ad,u + au
mit a,« € R, a > 0. Dann ist die Ladyzhenskaya-Bedingung erfiillt,
wenn fiir alle (29, 21, 22) € R? gilt
22 25+ aziz + azg > po(2d + 23)

mit py > 0. Quadratische Ergénzung der linken Seite und etwas Rech-
nen liefert, dass eine solche Ungleichung nur gelten kann, wenn a? < 4«
ist.

Das folgende eindimensionale Beispiel zeigt, dass die Diskretisie-
rung (II1.3.9) schlecht ist, falls die Ladyzhenskaya Bedingung nicht
erfiillt und h nicht hinreichend klein ist.

BeispiEL I11.3.21 (Sturm-Liouville-Problem mit verletzter Lady-
zhenskaya-Bedingung). Betrachte das Sturm-Liouville-Problem
—u" +au' =0 1in (0,1)

u(0) =0

u(l) =1
mit a > 0. Die Ladyzhenskaya Bedingung lautet jetzt 22 +az129 > po23
fiir alle (2, 2,) € R% Die Wahl 2z = 1, 2; = —35 zeigt, dass sie nicht
erfiillt werden kann. Die exakte Losung des RWP lautet

e —1
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Mit h = N+r17 xz; =1h, 0 <i < N+ 1, und p = ah liefert (I11.3.9) das
LGS
(I11.3.10) o = 0

uny1 = L.

Dieses ist fiir 4 = 1 offensichtlich nicht 16sbar. Aus der Formel fiir die
allgemeine Losung einer homogenen Differenzengleichung, Satz 1.6.1
(S. 43), folgt, dass fiir u # 1 die Losung von (II1.3.10) gegeben ist

durch .
(1—p)i-1

(—p) -1
Fiir g > 2 erhélt man also eine stark oszillierende numerische Lsung.
Erst fiir p < 1 ist die numerische Losung qualitativ richtig. Man erhéalt
im Prinzip das gleiche Ergebnis, wenn man 9; u durch den zentralen
Differenzenquotienten 3 (9, u+ 8;, u) ersetzt. Ersetzt man dagegen 9; u
in (II1.3.9) durch 0, u, so erhélt man statt (II11.3.10) das LGS

(IIL3.11) o = 0

uns1 = 1.

0<:<N+L

U; =

Dieses hat fiir alle i die eindeutige Losung

~ 1+p)i-1 ,
.= 0<i<N+1.
R
Diese hat fiir alle Werte von p das gleiche qualitative Verhalten wie die

exakte Losung des RWP.

Eine genaue Analyse von Beispiel 111.3.21 zeigt, dass der wesent-
liche Unterschied zwischen den verschiedenen Diskretisierungen darin
liegt, dass das LGS (II1.3.11) eine Koeffizientenmatrix mit strikt posi-
tiven Diagonalelementen und nicht positiven Auflerdiagonalelementen
besitzt. Dies fithrt auf folgende Diskretisierung von (II1.3.8).

DEFINITION I11.3.22 (Upwind Diskretisierung). Die upwind Diskre-
tisterung von (I11.3.8) ist gegeben durch

(I11.3.12) Lyu=— Z Z Ops (AijOp u) + Z a;0f ;u + .

i=1 j=1 i=1

Dabei ist der i-te upwind Differenzenquotient 0 ; gegeben durch
O ju(r) = — sgn(a;)h ! [u(z — sgn(a;)he;) — u(x)].

BEMERKUNG I11.3.23 (Eigenschaften der upwind Diskretisierung).
(1) Sei M die Matrix des LGS

(I11.3.13) Liup(x) = f(z) fir alle x € Q
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mit L} wie in (II1.3.12). Dann gilt M,, > 0, M,, < 0 fir alle 1 < p,
v < N, p # v. Diese Bedingung ist fiir die eindeutige Losbarkeit von
(I11.3.13) und fir die Konvergenzanalyse wesentlich.

(2) Man kann zeigen, dass (I11.3.13) stets eine eindeutige Losung besitzt
und dass die Fehlerabschéatzungen von Satz I11.3.13 gilt.

(3) Die Bemerkungen I11.3.16 — I11.3.18 tibertragen sich direkt auf den
Operator L und seine Approximation L}.

(4) Fiir den Nachweis der eindeutigen Losbarkeit von (II1.3.8) ist das
folgende Maximumprinzip wesentlich: Gilt Lu < 0 in €0, so besitzt u
kein positives Mazximum in €2. Der Operator Lj erfiillt das folgende
diskrete Analogon: Gilt Liu,(xz) < 0 fir alle x € Qp,, so besitzt uy kein
positives Maximum in €. Dieses ist fiir eine Konvergenzaussage der
Maximumsnorm wesentlich. Auflerdem impliziert es, dass im Gegensatz
zur ersten Diskretisierung aus Beispiel I11.3.21 keine Oszillationen der
Losung uy, auftreten kénnen.

111.4. Parabolische Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Paragraphen die parabolische pDGI

%—V-(AVU)—%au:f in Q x (0,7

(II1.4.1) u=0 aufT x (0,7T]
u(,O) = Ug in Q

Dabei sind die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in §I11.3. Al-
lerdings ist jetzt f von x und ¢ abhéngig. T" > 0 und ug sind gegeben.
Man beachte, dass dagegen A und « von ¢ unabhéngig sind. Der Fall
zeitabhangiger Koeffizienten A und « kann mit technischem Mehrauf-
wand genau so behandelt werden wie der hier betrachtete Fall, sofern

T
2t Az, t)z
man min  «az,t) >0und  min min # =7 >0
(x,£)eQx[0,T] (z,t)€Qx(0,T] zeR™\{0} 2tz
voraussetzt.

Im Rahmen von §III.2 setzen wir
X = CY([0,T],C*(2,R) N Cy(, R)),
Y =C(Qx[0,T],R) x C(,R),
Iy
Lo = (E — V- (AVy)+ap, @(-,0)) :

Zur weiteren Motivation betrachten wir die Differenzendiskretisierung

(Lhu)(x) = =D O (Aydi u) (@) + alx)u(z) Vo e,
i=1 j=1
des Differentialoperators Lu = —V - (AVu) + au aus Definition I11.3.5
(S. 99). Wenn wir wie in §II1.3 Funktionen auf dem Gitter €2, mit
Vektoren in RV N, = #Q,, identifizieren und die Ortsableitungen
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durch £, approximieren, kénnen wir (III.4.1) durch die folgende gDGI
in R"» approximieren

(11142) dh == fh - Ehuh in (0, T], Uh(O) = Up,0

mit f,(t) = (f(2,1))zeq, und upo = (uo(x))zeq, . Als nichstes konnen
wir (II1.4.2) mit einem der Verfahren auf Kapitel I naherungsweise lsen
und erhalten so eine Approximation an die Losung von (I11.4.1). Fir
Fehlerabschéitzungen kénnten wir solche fiir numerische Verfahren an-
gewandt auf (II1.4.2) mit Fehlerabschitzungen fiir u — u; kombinieren.
Dieses Vorgehen ist nicht effizient, da wir dafiir Regularitédtsaussagen
iiber uy, als Funktion von ¢ benétigen, iiber die wir nicht verfiigen. Wir
werden daher Fehlerabschiatzungen mit Hilfe des abstrakten Rahmens
aus §II1.2 herleiten. Dennoch liefern uns (I11.4.2) und die Ergebnisse
aus Kapitel I, insb. §1.8 (S. 51), niitzliche Informationen iiber sinnvolle
Diskretisierungen der Zeitableitung. So lehrt uns Beispiel 1.8.1 (S. 52),
dass Kenntnisse iiber das Spektrum von L fiir die Wahl der Zeitdiskre-
tisierung besonders wichtig sind.

LEMMA II1.4.1 (Inverse Abschitzung, Spektrum von L£). Fir alle
v,w: Qp = R gilt
ol < 2v/nbh™ [[0llg
(Lav, v}, = Ko vl
(Lpv, w), <K Hv”l,h Hw”Lh

mit Ao aus Gleichung (I111.3.2) (S. 96), K = ||Al| o + ¢4 ||l go und cq
aus Lemma I111.5.10 (S. 101).

Beweis. Fiir alle z € Q, und alle k € {1,...,n} ist
O sv(@)] < b7 {lv(@)| + [v(@ + hex)[} -

Zusammen mit |[v(- + heg)|ly, = ||vlly, und der Definition von |||, ,
folgt hieraus die erste Ungleiéhung. 7 7
Die zweite Ungleichung wurde im ersten Schritt des Beweises von Lem-
ma [11.3.12 (S. 102) gezeigt.

Aus Lemma II1.3.11 (S. 101) folgt schlielich

(Lo, w)y, < [Allggpncn [Vl 1wl + ledllo@r) [2llon @l

Zusammen mit Lemma I11.3.10 (S. 101) beweist dies die dritte Unglei-
chung. U

Aus Lemma I11.4.1 folgt, dass die zu — L gehorige Matrix negativ
definit ist und dass ihre Eigenwerte in einem Intervall [—c;h ™2, —cs] mit
0 < ¢o < ¢ liegen. Das Verfahren zur numerischen Losung von (111.4.2)
sollte also mindestens Ag-stabil sein. Mithin kommen BDF- und impli-
zite Runge-Kutta-Verfahren infrage. Wir beschrinken uns hier auf das
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0-Schema aus Beispiel 1.5.7 (S. 41). Wegen Beispiel 1.5.7 und Definition
[.8.2 (S. 54) ist das Stabilitétsgebiet

1 1-06
1 — ub
Wegen
i |LEAEZO) 120y gL
pr—r—00 1 — pb 0 2
pER

kann das #-Schema fiir 0 < 8 < % nicht Ag-stabil sein. Mit Hilfe des

Riemannschen Abbildungssatzes der Funktionentheorie kann man zei-

gen, dass es fiir 6 > % A-stabil ist. Der Wert 6§ = % ist von besonderem

Interesse, da er mit der Trapezregel auf ein Verfahren zweiter Ordnung
fithrt. Andererseits ist die Wahl § = 0 auch interessant, da sie auf das
explizite Euler-Verfahren fiihrt.

DErINITION II1.4.2 (Differenzendiskretisierung). Seien A > 0 und
M € N* beliebig, 7 = % und I, = {k7 : 0 < k < M}. Dann ist die
Differenzendiskretisierung von (I11.4.1) gegeben durch
Xp={u: O x I, >R},

lally, = masx (k) o

Yh - Xh7
-y, = [, -
O-u(z,t) + 0Lpu(x,t)
(Lpu)(z,t) =< +(1 — 0)Lpu(x,t —7)  fiir t > 0,
u(z,0) firt =0,
(Rx,u)(x,t) = u(z,t) fir alle (z,t) € Qp x I,

Of(x,t) + (1 =0)f(z,t —71) furt >0,
R t) =
( Yy (u0>) (IE, ) {UQ(.T) fur t — 0

Dabei ist

O-u(z,t) = %[U(L t) —u(z,t — 7)),

Lyu(zx,t) I 4( AU@M x,t) + a(r)u(x,t)
=1 j5=1
und 6 € [0,1].
BEMERKUNG I11.4.3 (Realisierung). Setze u’“(x) u(z, k) fir alle
x € Qp und alle k € {0,...,M}. Dann ist Lyu = ( 0) aquivalent
zuu’ =wupin Q, und fir 1 <k < M
Lok

—[u® — " 0L+ (1= 0) Lo = 0fF + (1 —0)

T
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in ,. Daher kann v* fiir k = 1,..., M sukzessiv aus u*~! durch Losen
des LGS

1
(I11.4.3) [—1 + Hﬁh] uf = g

T

mit g¥ =0+ (1—0) %! — (1 —0)Lyu"* + Lu"* berechnet werden.
Fiir # = 0 ist das Losen von (I11.4.3) trivial. Aus Lemma I11.4.1 folgt,
dass die Matrix auf der linken Seite von (II1.4.3) fur alle 6 € [0, 1]
symmetrisch positiv definit ist. Fiir # > 0 entspricht (I11.4.3) der Dis-
kretisierung aus §I11.3 der elliptischen pDGI

ot
v=0 auf I

—V-(AVU)—l—(oz—i-i)v:'gv in

mit geeigneter Funktion g.
Fiir die Konsistenz- und Konvergenzabschitzung benotigen wir:
DEFINITION I11.4.4 (Holder-Réume). Fiir o, € N sei
CP(Qx[0,T),R) = {p € C(Qx[0,T],R) :
Ofp € C(Ax[0,T],R),0< p < B,
Dl € C(Qx[0,T],R),0 < || < a}

ol
1 I
xz,"...0xy"

mit D)y = 5 und |y| =1 + ... + 7, sowie

_ 12 _ 2 _
[0l gas = max {02132‘5 108 el c@xpo.rm) o mnax HDzQOHC(Qx[O,T],R)} :

LEmMA 111.4.5 (Konsistenz). Das Dz’skretz’siezungsverfahren aus
Definition II1.4.2 ist konsistent. Fir u € C372T7(Q x [0,T],R) gilt

| L Rx,u — RYhLUHyh <c [THU + hlﬂq ||U||(;3+p,2+o max {1, ||A||c2+p}
mat
{1 falls A konstante Diagonalmatrix, {1 falls 0 = %,
— o=

0 sonst, 0 sonst.

BEWwEIS. Fir (z,t) € Q, x {I. \ {0}} gilt
(LpRx,u)(z,t) — (Ry, Lu)(z,t)
= %[u(% t) —u(z,t — 7)) — 00u(z,t) — (1 — 0)Ou(x, t — 7)

+0[Lp(z,t) + V- (AVu)(z,t) — a(z)u(z, t)]
+ (1 =0)[Lru(z,t —7)+ V- (AVu)(x,t — 1) — a(x)u(z,t — 7)]
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und
%[u(a:, t) —u(z,t — 1) — 00wu(x,t) — (1 — 0)Opu(x,t — 7)
= %(1 —20)70Mu(z,t) + %(—2 + 30) 7?0} u(z, t) + O(7?).
Hieraus und aus Lemma I11.3.9 (S. 100) folgt die Behauptung. O

LEMMA II1.4.6 (Stabilitdt). Es sei 0 € {0} U3, 1]. Fir 6 =0 gelte
zusdtzlich die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung (kurz CFL-Bedin-

gung) 4nK71 < h%. Dann ist das Diskretisierungsverfahren aus Defini-
tion II1.4.2 stabil.

BEWEIS. Sei u € X}, beliebig und v = Lju. Dann ist definitions-
gemaf

[u- 0)llo = [[Enul- 0)llg < I Lnully, -

Daher reicht es zu zeigen, dass fiir alle 1 < m < M gilt
(II1.4.4) [u(,m7)o, < cllLnully,

mit einer von u, h und 7 unabhéngigen Konstanten c.
Setze zur Abkiirzung fiir alle 0 < k < M

ub = (- kr), oF =w(- k7).

Wir betrachten zunéchst den Fall 8 = 0. Aus v = Lyu folgt fiir alle
1<k<M

1 .
—[u* — ") =Rt — LTt in Q.
-

Bildet man das (-, -),-Skalarprodukt dieser Gleichung mit u*, ergibt
sich

(Las) = b, - (b)) = (R ), (Gt ),

T

Fiir die linke Seite von (I11.4.5) folgt

1 _
—{ll o, = (0 ), }
1 _ _
= 5 {1l = [l + = =5, -

Wegen

2 (ﬁhuk_l, uk) = (ﬁhuk_l, uk_l)h + (,Chuk, uk)

h h
o (Eh(uk . ukfl)’ uk o ukfl)h
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erhalten wir mit der Cauchy-Schwarschen Ungleichung fiir die rechte
Seite von (I11.4.5)
(Uk—l 7 uk)h _ (ﬁhuk—

o

Lo
_ 1 _ _
<o Mo el = 5 (Lne™, W),

_ % (ﬁhuk, ulc)h + % (Eh(uk o uk—1>7 uk‘ . uk‘—l)h‘

Wegen
_ ct 112 A 2
I o Bl < i 7+ 2

folgt hieraus mit Lemma I11.4.1
(Uk—l ’ uk)h _ (Lhuk—l 7 uk)

< i ﬁ
- 2)\0 20?2

h

] A K ]
[l + 5 Il = 5 et + 5 et = w1,

c2 12 1 _ 1112
< a7 o+ ZAnKRT o ="l .

Wegen der CFL-Bedingung 7K h~24n < 1 folgt aus den Abschitzungen
fir (I11.4.5)

2
U — lu < T ||v .
h h = h
0, 0, o 0,

Summation von k£ = 1 bis m liefert
e
m|2 0 Q k—1]]2
[ g, < ||u HOh + _TZ HU ||Oh
b AO k_l b

C?) k112
—mT max ||v H W
Ao 0<l<m—1 0,

C£22 2
< (1+27) 1ol

< [ llg +

Dies beweist (I11.4.4) mit ¢ = [1 + %T] .
Betrachte nun den Fall § € [3,1]. Aus v = Lyu folgt firalle 1 <k < M

l[uk — ") = 00 4+ (1 — O — 0L — (1 - 0) Lyt in Q.
-

Bildet man das (-, -),-Skalarprodukt dieser Gleichung mit w = fu”* +
(1 — §)ur~1, ergibt sich

(I11.4.6) ! (uf — w1, w)h = (00" + (1 = 0)o* ", w)

. — (Lrw, w), .

h
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Fiir die linke Seite von (I11.4.6) erhalten wir

% (uk . Uk_17 w)h

1 _ _
= 2O, - = 0 o (- 26) (), )
1 _
- {omlt, - oo,
1 k k—1]|2 k|2 k—1]|2
#3020 = 1) [Ju = a0, = e, — 1)}

1 _ -
= 5 Ul = G, + 20 = 1) =, }
1 -
et £ e [ Y
Fiir die rechte Seite von (I11.4.6) folgt mit Lemma I11.4.1
(GUk + (1 — 9t 1, w)h — (Lpw, w),
< Hevk + (L= 0)0" |y, Nwllo s — Ao llwlly

/\o

‘0 + 0 h- 1||0h |w||0h )‘OHw”ih

—4%’
2 l
S4—Aol nax v olg.

34—§Ollvllih-

Kombinieren der letzten beiden Abschétzungen und Summation von
k =1 bis k = m liefert wieder

2 2
m 0](2 ‘a 2 ca 2
I < 0+ g ol < (14 527 ol ©

SATz I11.4.7 (Fehlerabschitzung). Seien u die Losung von (111.4.1)
und uy, die mit dem Diskretisierungsverfahren aus Definition II1.4.2
berechnete Ndherungslosung. Die Voraussetzungen von Lemma I11.4.6
seien erfillt. Dann gilt

omax Ju(, k) —un(, k)llo,p

< [T+ B ul| s pore max {1, || All czen }

mit p und o wie in Lemma II1.4.5.

BEwEIS. Folgt aus Satz I11.2.4 (S. 93) und Lemmata I11.4.5 und
IT1.4.6. U
BEMERKUNG II1.4.8. (1) Bei gegebenem h ist die optimale Schritt-

weite 7 in Satz I11.4.7 gegeben durch hiFe . Fiir § = 0 und allgemeines
A ist diese wesentlich gréfler als die durch die CFL-Bedingung von
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Lemma II1.4.6 vorgeschriebene Schrittweite. Die Trapezregel 6 = % ist
allen anderen Verfahren vorzuziehen, weil es die grofite optimale Zeit-
schrittweite 7 erlaubt.

(2) Die Bemerkungen von §I11.3 zur Behandlung anderer Randbedin-
gungen und von Termen der Form a - Vu iibertragen sich sinngeméaf3
auf die entsprechenden parabolischen Probleme.

BEeispIEL 111.4.9 (Eindimensionale Warmeleitungsgleichung). Wir
betrachten die Differenzendiskretisierung mit 7 = 0.2 und h = 0.02
der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung (I11.4.1) mit © = (0, 1),
T =1A=1 a =0, f =0, yyp = sin(mrz) und exakter Losung
u = e ™ 'sin(rz). Abbildung I11.4.1 zeigt die diskreten Lésungen zu
den Zeiten 0 (rot), 0.2 (griin), 0.4 (blau), 0.6 (gelb), 0.8 (tiirkis), 1
(lila) und den Werten 6 = 0 (links), 6 = 0.5 (Mitte), § = 1 (rechts). Sie
belegt die mangelnde Stabilitédt des expliziten Euler-Verfahrens 6 = 0
und die hohere Genauigkeit der Trapezregel 6 = 0.5.

ABBILDUNG III.4.1. Diskrete Losungen aus Beispiel

I11.4.9 zu den Zeiten 0 (rot), 0.2 (griin), 0.4 (blau), 0.6

(gelb), 0.8 (tiirkis), 1 (lila) und den Werten 6 = 0 (links),
= 0.5 (Mitte), @ =1 (rechts)

I11.5. Hyperbolische Differentialgleichungen
In diesem Paragraphen betrachten wir die hyperbolische pDGI

2
%—V-(AV%L)—Fau:f in@Q=Qx(0,7T)
=0 tS=1Tx(0,T
(ITL5.1) ! o <(0.7)
u(-,0) =up in Q
0 :
au(-, 0)=wu; in Q.

Dabei benutzen wir die gleichen Bezeichnungen und Voraussetzungen
wie in den §§II1.3 und III.4. Ahnlich wie in §II1.4 kénnte man mit
technischem Mehraufwand den Fall zeitabhéngiger Koeffizienten A und
a behandeln. Wir beschrianken uns hier aber auf den zeitlich konstanten
Fall.
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Im Rahmen von §II1.2 setzen wir

X =C*Q,R)nC([0,T], Co(R)),
Y = C(@Q,R) x C(Q,R) x C(Q, R)

0? 0
Lo= (52~ (Vo) +ap. F00). pl0)).

Den Ortsteil des Differentialoperators diskretisieren wir wie in §I11.3.
Die Zeitableitungen behandeln wir gleichberechtigt, d.h., wir diskreti-
sieren sie durch symmetrische Differenzenquotienten in Zeitrichtung.

DEeFINITION II1.5.1 (Differenzendiskretisierung). Seien A > 0 und
M € N* beliebig, 7 = %, I ={kt:0<k<M}und Qp, = Qp x I,.
Dann ist die Differenzendiskretisierung von (I11.5.1) gegeben durch

Xh = {U : Qh,T — R},

lullx, = {HU( 013

N

+7 3 [l k), + 07 ut ko) 5, } 7

k=1
Yh:{f:Qh7T—>R}x{u1:Qh—>R}
x {ug : Q — R},

1
M 2
2 2 2
1Cf,urs wo)lly, = {TZ LFCo k) o p + llunllon + HuoHl,h} )

k=1

(00 u(z,t —7) + Lyu(z,t —7) 2r <t <T,
o7 u(w,t) t=r,

\u(z,t) t=0,

(Rx,u)(z,t) =u(z,t) (x,t) € Qnr

(fla,t=7) (2,1) €Qurt >,

(Rvi () @1 = Sml@,0)  (5,8) € Qurt =0,

| wo(z,0) (x,t) € Qpr,t =0.

(Lhu) (ZE, t)

Dabei ist

(. t) — iimx, t£7) — ula, )],

Lyu(z,t) ZZ@M Awahj z,t) + a(z)u(z, t).

=1 j5=1
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BEMERKUNG I11.5.2 (Realisierung). Mit u*(x) = u(z, k1) fiir alle
zeQyund 0 < k < M ist

(IIL5.2) Lou=p= (J)
uo

dquivalent zu
()
(z) + Tu(z)

F(o) —uf () — P2 Lpuf () + TR (2).
Die Losung von (I11.5.2) kann also durch das sukzessive Auswerten der
Gleichungen von (II1.5.3) berechnet werden. Das Verfahren aus Defini-
tion I11.5.1 ist also wie das Verfahren zu 6 = 0 aus §I11.4 explizit. Wir

erwarten daher, dass die Stabilitdt des Verfahrens nur dann gewéhr-
leistet ist, wenn eine CFL Bedingung erfiillt ist.

(I11.5.3) u'(x) = u’
k+1( ) 2u

u

Lemma IIL5.3 (Konsistenz). Das Diskretisierungsverfahren aus
Definition II1.5.1 ist konsistent. Fiir u € C3(Q,R) gilt

[ By, L = Ly R, ully, < e[r + A [|ulls

wobei ¢ von ||Al| o2 abhdngt.

BeEwEIs. Folgt aus Lemmata [11.3.4 (S. 98) und I11.3.9 (S. 100). O

LeEmMMA II1.5.4 (Stabilitdat). Es gelte die CFL-Bedingung

A A
T<m1n{ 40 KQT/_ }

wobei N\g und K wie in Lemma II1.4.1 (S. 110) sind. Dann ist das
Diskretisierungsverfahren aus Definition I111.5.1 stabil.

BEWEIS. Sei u € X}, beliebig und Lyu = (v, w, z). Dann gilt

[uC 0l = N2l <l Lnully,

Ha u(
undfﬁrlSkSM—l
OFo-uf + Lput =" in Q.

Bilden wir das (-, -), Skalarprodukt dieser Gleichung mit 0 u* + 0 u"
und beachten, dass d-u**1 = 9Fu ist, erhalten wir
(v*, o u* + 8;uk)h
= (0f o u*, 0Ffu* + o ub), + (Lpu®, OfuF 4+ 07u"),

th ||wH0,h SHLhu”Yh

= (OfuF —o-u", ofuF + o7u"), + (Lpu, OFu" + 07 "),
|07 ’“HM— g 20

kHOh + (Lpu®, OFuh + 0-u"),

\]|>—l\]|>—t\] =

>
B
+
_’_‘
=
=

2 OR R, (e e+ o),

‘ T
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Sei 2 < p < M — 1. Dann liefert Summation von £k =1 bis p — 1
p—1
TZ (v*, Ofu* + 070",
k=1

p—1
- 2 — 1|2 E o, k+1 k—1
= ore 2, 1oyt + X (Lnt, ot =)

h
k=1
2 2
- lor e, ~ o
[0z |lg, = [0 u' (|5,
p—1 p—1
ko ktl ko k-1
—l—g (/lhu,u )h— (Ehu,u )h
k=1 k=1

Wegen

erhalten wir
p—1
TZ (", fuk + o7,
k=1
= 07w, = 107 ut g, + (Caw™", ), = (L, )
01, — s w2, + (Can? ), — ()
— (Lp(w? —uP Yy uP), — (La(u' —u®), u?), .

Wegen 0-u' = 9Fu® folgt hieraus mit Lemma I11.4.1 (S. 110)

h

h

107 w5, + Ao 2”I1,
= ||8T_upH0,h + (Lpu?, u),
= H@juoHah + (Lou’, uo)h

+ (Lpw? —uP 1ty uP), + (La(u' —u®), u°),
p—1

+7’Z(Uk, Ofuf +o7u"), .
k=1

Wegen Lemma II1.4.1 ist
(Cnd, %), < K [l
Wiederum wegen Lemma I11.4.1 und K2\/ﬁh_17 < Ap ist
(La(u? —uP™h), uP), < K |lu? —u?7H| | [l
< K2v/nh~'r |0z u?|[, ey,
< Ao [0z 17l

2+ﬁ

a_upHO,h 2

=5 H - ||Up||ih-
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Wegen 07 u! = 9 folgt mit dem gleichen Argument

Ao

A
(Calu =), ), < 05, + 5 el

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, der Dreiecksungleichung
und der Abschitzung ab < %a2 + %bz folgt schlieBlich

(v*, aret + o), < o8l [0F o, + (1070 )
1 LA
< NeHllg + 5 107l + 5 N0zl -
Insgesamt erhalten wir somit
Hf);upH(z),h + o ||Up||ih

A A
< (143 lorell,+ (5433 ) Il
Ao
2

P ) P )
| > llozut|
—1—7'2”7) O,h+T o-u oh
k=1 k=1

Da wir 0.E. 0 < Ay < 1 < K annehmen konnen, folgt hieraus

2
. Kl

+ 2 o, +

A
2 Jlorurl, + 17l }
3 + 0 2 0112 L k112 2 — k2
S (e S [ A R W [ P S [
k=1 k=1
Definiere

P
ap =73 {llora |, + ¥, )
k=1

3 p
8= SE 0l + 11} +7 D [,
k=1

Dann haben wir gezeigt

Qp — Op_1
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fiir alle 2 < p < M — 1. Mittels Induktion liefert dies die Abschétzung
lT p—1 9 P lT 2—k
<142 = 14+ —20
ap_<+1—37 oq—i-)\OTZﬁk +1—/\%T

4 \"! 2
S (1 -+ )\—07') |:Oél + )\—OTpﬁp:|

4
=T — 1112 1112
<e {7’ o~ u 0,h+ u ||y,

)
R R TR S AL
Wegen
[0z, = (|05 ][, = lwlg
1, = el
[l < 7llozul(],, + 1],
< ovnrh™||ozul(|,, + [l ,
< 2 fullgp + ol

folgt hieraus
4
lul%, < e(n, do, K)exo" max{1, T} || (v, w, 2)|3, - O

SaTz II1.5.5 (Fehlerabschitzung). Sei u die Losung von (I111.5.1)
und uy, die durch das Diskretisierungsverfahren von Definition I11.5.1
gelieferte Niherungslosung. Fs gelte die CFL-Bedingung von Lemma

I1.5.4 und v € C3(Q,R). Dann gilt die Fehlerabschitzung
[u—unllx, < clm+ ] lullcs gpy

mit ¢ = c(n, Ao, K) | Al g2 gnxny eroT max{1,T'}.

BeEwels. Folgt aus Satz 111.2.4 (S. 93) und Lemmata II1.5.3 und
I11.5.4. U

BEMERKUNG II1.5.6. (1) Die CFL-Bedingung 7 < ch aus Lemma
I11.5.4 ist wesentlich schwicher als die CFL-Bedingung 7 < ch? aus
Lemma I11.4.6 (S. 113) fiir den Fall @ = 0. Wegen der Fehlerabschétzung
ist zudem die Wahl 7 ~ h optimal.

(2) Falls A eine konstante Diagonalmatrix und u € C*(Q, R) ist, erhilt
man sogar die Abschétzung

lu = unllx, < el + P [ullosgm) -

(3) Andere Randbedingungen und Terme der Form a - Vu kénnen wie
in §I11.3 behandelt werden.
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I1I.6. Numerische Losung der diskreten Probleme

Die Ergebnisse der §§111.4 und I11.5 zeigen, dass man bei der nume-
rischen Losung parabolischer und hyperbolischer pDGI mit impliziten
Zeitschrittverfahren in jedem Zeitschritt ein diskretes Problem losen
muss, das einer Differenzendiskretisierung einer elliptischen pDGI ent-
spricht. Da die Zahl der Zeitschritte grof} ist, muss dieser Losungspro-
zess sehr effizient sein.

Wir betrachten daher in diesem Paragraphen numerische Verfahren
zur Losung der Differenzengleichung

(111613) Lhuh = fh in Qh

mit

(IIL6.1b)  (Lpup)(x) = — > Y Oy (Aydy ) (@) + alx)up(x)
i=1 j=1

aus §III.3. Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen und Vorausset-
zungen wie dort.

Offensichtlich ist (II1.6.1) ein LGS mit N, = # Gleichungen
und Unbekannten. Da € beschrénkt ist, gilt N, = O(h™"). Wegen der
Voraussetzungen an A und « ist die Matrix A des LGS (I11.6.1) sym-
metrisch positiv definit. Sei z4, ..., zy, irgendeine Abzdhlung der Git-
terpunkte in €. Dann folgt aus (I11.6.1) A;; = 0 falls ||z; — 25| > h.
Dabei bezeichnet |||, die Maximum-Norm auf R™. Die Matrix A ist al-
so dinn besetzt. Die Zahl der von Null verschiedenen Elemente ist e, =
O(3"h~"). Dies ist auch die Zahl der arithmetischen Operationen fiir
eine Matrix-Vektor Multiplikation. Der Anteil der von Null verschiede-
nen Elemente an der Gesamtzahl der Elemente von A ist p, = O((3h)")
und nimmt somit fiir ~ — 0 ab. Sei b, = max{|i — j| : A;; # 0} die
maximale Bandbreite von A. Mit graphentheoretischen Methoden kann
man zeigen, dass bei geeigneter Aufzidhlung der Gitterpunkte gilt b, =
O(h™™*1) und dass diese Grofenordnung optimal ist. Daher benétigt
ein direktes Losungsverfahren fiir (I11.6.1) wie z.B. Gau$-Elimination,
LR-Zerlegung oder Cholesky-Zerlegung s, = Nyb, = O(h=2"*1) Spei-
cherplétze und z, = Nb? = O(h™3"2) arithmetische Operationen. Der

2

Gesamtaufwand verhélt sich also wie N : ~* und wichst somit superline-
ar mit der Zahl der Unbekannten. Daher sind direkte Losungsverfahren
fiir das LGS (II1.6.1) sowohl vom Speicher- als auch vom Rechenbedarf
nicht effizient.

Dies wird eindriicklich durch Tabelle I11.6.1 belegt. Ein Giga-Flop-
Rechner wiirde z.B. zur Losung der Poisson-Gleichung auf dem Ein-
heitswiirfel mit der Schrittweite A = -1 mehr als 6 Tage und einen

128
Speicherplatz von 33 Gigabyte erfordern. Man beachte, dass in diesem
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TABELLE III.6.1. Speicherbedarf und Rechenaufwand
fiir die Cholesky-Zerlegung des LGS (I11.6.1) mit A =1,
a=0,Q=][0,1"

n| h Ny, e by, S, 7
= 225 | 1.1-10° 15| 3.3-10% | 7.6-10°
2| 5 961 | 4.8 - 103 31| 2.9-10*| 2.8-107
& 13.9-10°|2.0-10 63| 2.5-10° | 9.9-10°
75 | 1.6-10* | 8.0 - 10* 127 | 2.0-10°| 3.3 10"
2 3.3-10% | 2.4-107 225 | 7.6-10° | 1.7-10°
3| 45 |30-10"]21-10° 961 | 2.8-107 | 2.8 - 10"
& 125-10°1.8-10°(3.9-10° | 9.9-10% | 3.9 10"
25 12010 1.4-107 | 1.6-10* | 3.3- 10 | 5.3 - 10"

Beispiel zur Speicherung eines Vektors ,nur® 2 Megabyte und zur Spei-
cherung der von Null verschiedenen Matrixelemente ,nur” 14 Megabyte
erforderlich sind.

Wegen dieser Uberlegungen benutzt man in der Praxis fast aus-
schlielich iterative Verfahren zur Losung von (I11.6.1). Deren Effizienz
wird wesentlich beeinflusst durch folgende Uberlegungen:

e Die exakte Losung von (II1.6.1) approximiert die Losung der
entsprechenden pDGI, an der wir eigentlich interessiert sind,
mit einem Fehler von O(h) oder O(h?). Daher reicht es voll-
kommen aus, das LGS (II1.6.1) auch nur mit einem entspre-
chenden Fehler zu l6sen.

e Ist uy, eine Ndherungslosung von (I11.6.1) zur Schrittweite hy,
die obigem Kriterium geniigt, so ist eine geeignete Interpo-
lierende von uy, eine gute Startndherung fiir jeden iterativen
Losungsalgorithmus zu LGS (II1.6.1) mit einer Schrittweite

ho < hy, sofern Z—f nicht zu klein ist.

Diese Uberlegungen liegen Algorithmus I11.6.1 und Satz I11.6.1 zugrun-
de. Dabei betrachten wir eine Folge hy > hy > ... > hpg kleiner wer-
dender Schrittweiten und zugehorige Differenzenapproximationen

Lhkuhk == fhk, 0 S k S R.

Zur Abkiirzung ersetzen wir iiberall den Index hy durch k.
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Algorithmus IT1.6.1 Geschachtelte Iteration

Gegeben: Rechte Seiten fy, ..., fg.
Gesucht: Niherungslosungen o, . .., ug fir die Systeme Lyu, = fx,
k=1,....R
1: ﬂo <— Ug = Lalf()
2: for k=0,...,R do
3: Berechne eine Niherungslosung wy, fiir uy = L' fi, durch An-
wenden von my, Iterationen eines iterativen Losungsverfahrens auf
das entsprechende LGS (II1.6.1) zu hy mit Startwert I xty_1,
wobei [j,_; 1 Xp—1 — X}, ein gegebener Interpolationsoperator ist.
4: end for

SATz II1.6.1 (Fehlerabschétzung fiir die geschachtelte Iteration).
Bezeichne mit 9y, die Konvergenzrate des im k-ten Schritt von Algo-
rithmus I11.6.1 benutzten iterativen Losungsverfahrens. Die folgenden
Voraussetzungen seien erfillt:

(1) JJux — Reul|| < co(u)hy fir alle 0 < k < R, wobei co(u) nur
von u abhdngt und o > 0 von k und u unabhdngig ist.

(2) k-1l pix, ) x,) < € fiir alle 1 <k < R, wobei ¢y nicht von
k abhdngt.

(3) Me—1xBe—1u — Ryully, < coco(u)hy fir alle 1 < k < R, wobei
¢y nicht von k und u abhdngt.

(4) hfL;l <3 firallel <k <R.

(5) 0,% < [1+ ca+ 28]t

Dann gilt fir alle0 < k< R

[k — Ryullx, < 2co(u)hi,

d.h., uy ist eine ebenso gute Approximation an u wie uy.

BeEwers. Fiir k = 0 folgt die Behauptung aus (1). Sei also & > 1.
Dann folgt aus der Definition von & und (1)

lue — Ryully, < llue — wellx, + llux — Reul| x,
S (5]:% ||Ik—1,kﬂk—1 — uk||Xk + Co(u)hz.
Wegen (2) — (4) ist
| g1 kUk—1 — UkHXk < |1 (g1 — quu)HXk
+ [ k-1 e Ri—1u — Riul| y + [ R — |,
< 2¢1c0(u)hy_y + caco(u)hy + co(u)hy
< co(u)hy {2¢1¢5 + ¢+ 1}.
Damit folgt aus (5)
||t — RkUHXk < co(u)hy {14 0," [2c1¢5 + c2 + 1]} < 2¢(u)hy. O
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BEMERKUNG II1.6.2 (Anwendungen). (1) Im k-ten Schritt von Al-
gorithmus II1.6.1 muss der Anfangsfehler nur um einen von k un-
abhéngigen Faktor reduziert werden. Falls 6, von k& unabhéngig ist,
kann dies mit einem zu N, proportionalen Aufwand geschehen. Der
Gesamtaufwand von Algorithmus II1.6.1 ist dann zu NN, proportional.
(2) Fiir (II1.6.1) ist o = 1 oder o = 2, co(u) = ||u||p2tas €3 = 2, Tp—1k
die lineare Interpolierende zwischen €1 und Q, ¢; = 1, ¢co = 1 und
daher
6 fira=1,

10 fiir a = 2.

Es reicht also, den Anfangsfehler um einen Faktor 10 zu reduzieren.

1—1—02—1—2010?:{

Um die Frage beantworten zu konnen, welches geeignete Iterations-
verfahren zur Losung des LGS (II1.6.1) sind, miissen wir zunéchst den
minimalen und maximalen Eigenwert der Matrix A abschétzen.

LeEMMA II1.6.3 (Spektrum von A). Seien Ayin und Apax der mini-
male bzw. maximale Eigenwert der Matriz A des LGS (111.6.1). Dann
gibt es zwei Konstanten ¢, und ¢z, die nur von 2, A und o abhdngen,
mit ¢1 < Amin < Amax < c2h 2. Diese Schranken sind scharf.

BEWEIS. Wir identifizieren Vektoren im R™ mit den entsprechen-
den Gitterfunktionen auf 2;,. Da A symmetrisch ist, besitzt es einen
vollstdndigen Satz von Eigenvektoren. Diese konnen bzgl. des Skalar-
produktes (-, -), auf R orthonormiert werden. Da wir o.E. die Ei-
genwerte der Grofle nach anordnen konnen, gilt somit

Lyup = Mgug, (g, we)y, = 0ke, A1 <o < Ay,

Aus Lemmata I11.3.10 (S. 101) und III.3.11 (S. 101) und dem Beweis
von Lemma [I1.3.12 (S. 102) folgt fiir 1 < k < N,

Mo = M (ui s up)y, = (Lo, ui), > o llunlli > Nocg? lurllg
= )\0052
und

Ak = (Lhuka Uk)h

n n

2
< ||A’|C(Q,Rn><n) Z Z Ha}t]’“kHo,h ||8}tiukH07h + ||a||C(Q,R) ||Uk||0,h
i=1 j=1
2
< {n? Allo@gnen + 0 llos) & | el
Geméafl Lemma I11.4.1 (S. 110) gilt aber
luelly p < P20 sl = h7'2v/n. O

Aus Lemma I11.6.3 folgt, dass die Richardson-Iteration den Fehler
gemessen in der H'”o,h‘N orm pro Iteration um den Faktor 1 — i‘mi“ =

max

1 — ch? reduziert. Mit etwas Mehraufwand kann man zeigen, dass



126 III. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gleiches mit anderer Konstante c¢ fiir das Jacobi und GauB-Seidel-
Verfahren gilt. Die genannten Verfahren benctigen daher einen Auf-
wand von O(h™?) Tterationen und O(h™2N}) = O(h™"~2) Operationen,
um den Anfangsfehler um einen festen Faktor zu reduzieren. Sie sind
somit nicht geeignet, um in Schritt 2 von Algorithmus II1.6.1 ange-
wandt zu werden. Besser geeignet sind das konjugierte Gradienten-
und das vorkonditionierte konjugierte Gradienten-Verfahren [9, Algo-
rithmen IV.7.10, IV.7.14]. Wegen ihrer Bedeutung geben wir diese Ver-
fahren hier nochmals an.

Algorithmus III.6.2 Vorkonditioniertes konjugiertes Gradienten-

Verfahren, PCG-Verfahren

Gegeben: Matrix, A, rechte Seite b, Startnaherung z, Toleranz ¢, Vor-
konditionierungsmatrix C, Maximalzahl fiir Iterationen N

Gesucht: Niherungslosung = mit || Az —b|| < e

r<b—Azr, 2+ Clr,d< 2, v+ (r,z),n<+0

2: while v > 2 und n < N do

3: S%Ad,aeﬁ,x%x—i-ad,r(—r—as

4: 2+ Clr, B+ (r’,yz)
5: end while

—_

a’7<_(7"72),d<—z+ﬁd,n<—n+1

BEMERKUNG II1.6.4. (1) (-, -) bezeichnet in Algorithmus II1.6.2
das euklidische Skalarprodukt. Der Algorithmus ist invariant unter Ska-
lierungen des Skalarproduktes.

(2) C beschreibt die Vorkonditionierung. C = I entspricht dem konju-
gierten Gradienten-Verfahren.

SaTz I11.6.5 (Konvergenzrate des PCG-Verfahrens). Sei e; der Feh-

ler der i-ten Iterierten von Algorithmus I111.6.2 und ||z| , = (Ax, x)%.
Dann gilt

ill g <2
el RCIA) + 1

wobei k(C™YA) die Kondition von C™' A bzgl. der euklidischen Norm
15t.
BEWEIS. [9, Satz IV.7.12] O

BEMERKUNG II1.6.6 (Anwendung auf (II1.6.1)). (1) Bei Anwen-
dung auf das LGS (IIL.6.1) ist [-[| , dquivalent zu ||-||, ,, wobei die
entsprechenden Konstanten nicht von h abhéngen.

(2) Aus Lemma IT1.6.3 folgt #x(A) = 2h~?. Algorithmus TI1.6.2 mit
C = I reduziert also den Fehler gemessen in der ||-||, ,-Norm pro Itera-
tion um den Faktor 1 — ch.

k(C1A) —1 '
A ] leoll.
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Algorithmus IT1.6.3 SSOR-Vorkonditionierung

Gegeben: Matrix A, Vektor r, Relaxationsparameter w € (0, 2)
Gesucht: z=C"!r

1. 240
2: fori=1,...,ndo
w n
3: Zi(—ZZ'—i‘AM {Ti—j;Aiij}
4: end for
5 fort=n,n—1,...,1do
w n
6: Zi(—Zi—l-AM {Ti_jz:;Aijzj}
7: end for

Algorithmus I11.6.3 liefert fir das LGS (II1.6.1) eine ordentliche
Vorkonditionierung.

SATz I11.6.7 (Darstellung von C~'r, Kondition von C~'A). (1) Die
Matriz A sei symmetrisch, positiv definit und besitze eine Zerlequng
der Form A = D — L — LT mit einer Diagonalmatriz D und einer

strikten unteren Dreiecksmatriz L. Dann gilt fir das Ergebnis z von

Algorithmus I11.6.3 z = C™'r mit C = w(z;_w)(l? —wL)D™ YD — wL?).

(2) Zusditzlich gebe es zwei Konstanten 0 <y < T mit
1
v(z, Dz) < (z, Az), (z, AD'ATz) < ZF (z, Ax)
fiir alle x € RN wobei A = YD — L ist. Dann gilt mit pn = %2
2 2w

i 1 T ! -1 -1
L T T < . < < 2.
{27 ot S/J = Al €AV S A€ =

Insbesondere ist kK(C~1A) optimal fiir wy, = #TF Fiir w = wey, gilt

1o r
k(C A)l—i-\/;.

BEWEIS. ad (1): Bezeichne mit z das Ergebnis von Schritt 2 von
Algorithmus I11.6.3. Dann folgt wegen Schritt 1

Z=wD r+ L7}
und
=24+ wD Hr —DZ4 LI+ L2}
=Z4+wD Yr+ LZ} —wZ+wD LT
=(2—-w)zZ+wD LTz
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Hieraus folgt
z=(I—-wD 'L 2 -w)Z
= (I —wD 'L (2 —w)(I - L) wD
= (D —wLh) w2 —w)D(D - wﬁ) Ly,
ad (2): Aus Teil (1) und der Definition von p und A folgt

o
w(2 —w)

_ (519 - ﬁ) (2 =)D w (i” F T)
(-9 [(2-)e] (o-0)

= (uD + A)[2uD] ' (uD + AT)
= (uD+ A) (%] + iD_lAT)

H Ler 1 1 —1AT
=D+ -A"+_-A+—AD A
2 * 2 * 2 * 2u

= (D —wl) DD —wLh)

1

1
_Epi A+ ZADIAT
2 2u

2
Da D und AD AT positiv definit sind, folgt hieraus fiir alle x € RV»

1
(x, Cx) Zﬁ(x,Ax)

oder dquivalent
qp AT
RN\ {0} (z, Cx)
Die linke Seite dieser Ungleichung ist aber gerade der maximale Eigen-
wert von C1A.
Aus den Voraussetzungen an D und A folgt weiter fiir alle z € RV

w1 T
(x,Cx) < {2V+2+8M} (x, Ax)

oder dquivalent

inf —+ -+
zeRMn\(0} (2, Cx) — |27y 2 8u
Die linke Seite dieser Ungleichung ist aber gerade der kleinste Eigenwert
von C1A.
Dies beweist die behauptete Abschitzung der Eigenwerte von C~1A.
Insbesondere gilt stets

(z, Ax) {u 1 Lr'

1 T
-1 < 1%
k(C A)_2{27+2+8u]
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Definiere ¢ € C'(R*%,R%) durch ¢(z) = S+1+ +. Offensichtlich gilt
lim ¢(z) = +oo, hm o(z) = 400

z—0+ T—4-00
und ) . .
@'(i):;—rxgzo = $:§\/ﬂ~
Also ist
nf o) = (5977 =1+\ﬁ.
TERY 2 v
Wegen

11 1 2
——l=p=yTy = =
w2 FTaovyy 1+

folgt hieraus die Aussage iiber die optimale Wahl von w und den ent-
sprechenden Wert von x(C™1A). O

LEMMA II1.6.8 (Anwendung auf (I11.6.1)). Die Matriz A des LGS
(IT11.6.1) erfiillt die Voraussetzungen von Satz II1.6.7 mit v = c1h?® und
I' = ¢o, wobei c¢; und co nicht von h abhdngen.

BEWEIS. Sei x der k-te Gitterpunkt in €2;,. Dann folgt

Dy = h™ Z {Z Ajj(x) + Az hei)} + a(z).

Wenn wir wieder Vektoren des RV» mit entsprechenden Gitterfunktio-
nen identifizieren, folgt hieraus

(u, Du) = h™" (u, Du),

_927 _m 2
< {n+ DAl + lallogom § 220" ul,

und
(u, Du) =h™" (u, Du), > Mh " [|ulls, h .
Andererseits folgt aus dem Beweis von Lemma I11.3.12 (S. 102)
(u, Au) = W™ (u, Lyu), = Moh™" Jullf, = Aocg®h™" [lullg, -
Also ist fiir alle u € RV
(u, Au) = {nfn+ 1) Al + lalle} ™ Brocq? (u, Du).
Dies beweist die Aussage iiber ~.

Zum Beweis der Aussage iiber I' sei v = ATw. Dann folgt

L2
D 2v ‘
0,h
= Ao thE (v, 0) = A0TRPRT o,
Ahnlich wie in Beweis von Lemma I11.3.12 (S. 102) folgt

1

2
Il < {IAlloazmn) + llog b s

(v, D) = A"

< Aglh? (D’%v, DD*%U)
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Zusammen mit Lemma I11.4.1 (S. 110) liefert dies
(w, ADT ATu) < At h?h " e(A, o) [full3,, < Agth"ellullg,,
< N%che(u, Au) . O

Aus Satz I11.6.5, Satz I11.6.7 und Lemma I11.6.8 folgt zusammen-
fassend:

SaTz I11.6.9 (Konvergenzraten des CG- und PCG-Vefahrens fiir
Problem (I11.6.1)). Das CG-Verfahren angewandt auf das LGS (I111.6.1)
reduziert den Fehler, gemessen in der |||, ,-Norm, pro Iteration um
einen Faktor 1 — c1h. Das PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionie-
rung reduziert den Fehler, gemessen in der ||-||, ,-Norm, pro Iteration

um einen Faktor 1 — CQh%. Dabei hingen ¢ und co nur von A, a und
Q ab.

In Tabelle II1.6.2 stellen wir die Zahl der Iterationen zusammen,
die das Gauf-Seidel-, das CG- und das PCG-Verfahren mit SSOR Vor-
konditionierung benétigen, um fiir Problem (I11.6.1) mit A = I, o = 0,
2 =0,1]" den Fehler um den Faktor 10 zu reduzieren.

TABELLE II1.6.2. Zahl der Iterationen, die verschiedene
Verfahren benotigen, um bei Problem (II1.6.1) mit A =
I, a =0, Q = [0,1]" den Fehler um den Faktor 10 zu

reduzieren
h | GauB-Seidel | CG | SSOR-PCG
i 236 | 12 4
= 954 | 23 5
+ 3820 | 47 7
% 15287 | 94 11

Pro Iteration und Gitterpunkt benétigen das Gaufl-Seidel-, CG-
und SSOR-PCG-Verfahren 2n + 1, 2n + 6, bzw. 5n 4+ 8 Operationen.

Tabelle II1.6.3 stellt die Zahl der Operationen zusammen, die be-
notigt werden um den Fehler um den Faktor 10 zu reduzieren. Bei Ver-
wendung der Verfahren innerhalb Algorithmus II1.6.1 sind diese Wer-
te mit einem Faktor 2 zu multiplizieren, um eine Approximation mit
der Genauigkeit des Diskretisierungsfehlers zu erhalten. Zum Vergleich
sind die Operationen aufgefiihrt, die das Cholesky-Verfahren benétigt.
Die Tabelle zeigt deutlich die Uberlegenheit der iterativen Verfahren,
besonders in Verbindung mit Algorithmus I11.6.1.

Das PCG-Verfahren ist 3 — 4 Zehnerpotenzen schneller als das
Cholesky-Verfahren oder andere direkte Verfahren. Zudem benétigt es
wesentlich weniger Speicherplatz.
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TABELLE III1.6.3. Zahl der Operationen, die verschie-
dene Verfahren benétigen, um bei Problem (II1.6.1) mit

A=Ta=00=

zu reduzieren

[0,1]" den Fehler um den Faktor 10

n h | Cholesky | Gauf3-Seidel CG | SSOR-PCG
11—6 759’375 265’500 27000 16"200
= | 2.8-107 4'583'970 | 221’030 86’490
6%1 9.9-10% 7.6 107 | 1865430 500'094
Els 3.3-10%° 1.2-10°| 1.5-107 3'193'542
%6 1.7-108 5'575'500 | 486’000 310’500
% 2.8-101° 2.0-10% | 8222316 3'425'965
& | 3.9-10" 6.7-10°| 1.4-10°8 4.0 - 107
== 5310 | 22101 | 2.3-10° 5.2 108

Offensichtlich liefert das PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionie-
rung gute Ergebnisse. Dennoch wichst sein Aufwand wie O(N +2").
Wir wollen nun ein Verfahren angeben, dessen Aufwand immer pro-
portional zu N, ist. Zur Motivation betrachten wir ein Beispiel.

BeispieL II1.6.10 (Fiinf—Punkte—Stern) Betrachte das Problem
(1.6.1) mit A = I, a = 0, Q = [0,1]> und Gitterweite h =
Die Differenzengleichung lautet dann

n+1

1
72 —[du(x) — u(z — hey)

u(z — hesy)|

f(@) = Ln(x) = u(x + hey) —

—u(z + hey) —

fir alle z € Q. Fur 1 < k, ¢ < n definiere uy ¢(x) = sin(kmwx;) sin(drz,).
Aus den Additionstheoremen folgt dann fiir alle z €

Ly () [2 — cos(kmwh) — cos(¢mh)].

. 2
= )\k,guu(x) mit )\k,é = ﬁ

Der kleinste Eigenwert ist

4
min Mg = A1 = e —[1 — cos(mh)]

)\min =
1<k t<n

8 ., (mhY\
—ﬁsm 7 )
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der grote Eigenwert ist wegen (n+ 1)h =1

4 4
Amax = 1£%§n Aot = Ao = ﬁ[l — cos(nwh)] = ﬁ[l + cos(mh)]

8 S (mh
= ECOS 7 .

Aus den Additionstheoremen folgt auflerdem fiir 1 < k, ¢, u,v <n

(Uk s Upw)p

= h? {Z sin(kmih) sin(umih) } {Z sin(lmjh)sin(vmjh) }

i=1 j=1

- ihQ {Z [cos((k — p)mih) — cos((k + u)m‘h)]}

i=1

) {Z [cos((£ — v)mjh) — cos((£ + V)?Tjh)]}

j=1
= 1h2n25k 1)
4 nCly-
Die Funktion wy, sind also paarweise orthogonal bzgl. (-, -),.
Wir 16sen das LGS (II1.6.1) mit der Richardson-Iteration und Damp-
fungsparameter w = %2. Dann sind die uy, auch Eigenfunktionen der
Iterationsmatrix. Seien ¢ bzw. e! der Fehler vor bzw. nach einem Ite-

rationsschritt. Mit
0
€ = E Ci eUk ¢

1<k <n
gilt dann

und somit

1
1 n :
= 3 { 3 e}

1<k,0<n

1 n h? ? g
HelHo,h:§n+1{ 2. <1—§>\M) Ci,e} :

1<k t<n

Offensichtlich gilt

h? h? .o (Th 9
1%%%);” 1— g)\k’g = ‘1 - §A1’1 =1—sin <7> =1- O(h )
und
h? 1 1 1 3
_ — R — < —.
ma)g}fk}]fz% 1 S Y, ma)g}fz}}fzg 5+ 1 cos(kmh) + 1 cos(&rh)‘ <3
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Der Fehler wird also pro Iteration nur um einen Faktor 1 — O(h?)
geddmpft. Die Komponenten des Fehlers zu den Eigenfunktionen wuy
mit max{k, ¢} > % werden dagegen mindestens um den Faktor 2 ge-
dampft. Die schlechte Konvergenz des Verfahrens riihrt also von den
langsam schwingenden Fehleranteilen her. Diese kénnten aber gut auf
einem Gitter mit doppelter Gitterweite 2h approximiert werden.

Beispiel I11.6.10 fiithrt auf die Mehrgitteridee:
Fiihre einige wenige Schritte eines stationéren Iterationsverfahrens aus,
um die schnell schwingenden Fehleranteile zu reduzieren. Lose danach
ein analoges Problem auf dem groben Gitter zur Schrittweite 2h, um
die langsam schwingenden Fehleranteile zu reduzieren. Das Grobgitter-
problem wird dabei mit dem gleichen Algorithmus nur ndherungsweise
gelost.

Zur Beschreibung des Mehrgitteralgorithmus benotigen wir folgen-
de Notationen:

hy =2 %hg 0 < k < R, Gitterweiten,
Ly = Ly, Diskretisierung auf 2, ,
fr rechte Seite,
fr= frp fr,0 <k < R—1, wird rekursiv bestimmt,
Ug, Naherungslosung auf €2y, ,
Ii1 g Interpolationsoperator von €2, , nach ,,
Ry -1 Restriktionsoperator von 2, nach €, _,
My, Ny beschreiben ein stationéres Iterationsverfahren
fir Lyuy = fr,

Lk = Mk — Nk, Mk regulér.

BEMERKUNG II1.6.11 (Bausteine des Mehrgitterverfahrens). (1)
Algorithmus I11.6.4 ist rekursiv. Fiir Programmiersprachen wie Fort-
ran, die keine Rekursionen zulassen, kann diese Rekursion explizit auf-
gelost werden. Besonders einfach ist dies fiir den Fall p = 1.

(2) Der Parameter p bestimmt wesentlich die Komplexitit des Mehrgit-
teralgorithmus. Gebrauchlichsind g = 1, genannt V-Zyklus, und p = 2,
genannt W-Zyklus. Der Ablauf von Algorithmus I11.6.4 ist in Abbildung
IT1.6.1 fiir p = 1 und R = 2, d.h. drei Gitter, schematisch dargestellt.
(3) Zur Glattung kann fast jedes stationdre Iterationsverfahren ver-
wendet werden. Besonders beliebt sind die Richardson-, Jacobi- und
GauBl-Seidel-Iterationen.

(4) Es gibt verschiedene Moglichkeiten fiir die Restriktion und Inter-
polation. Sehr héaufig verwendet wird eine lineare Interpolation. Es hat
sich als theoretisch und praktisch vorteilhaft erwiesen, wenn die Re-
striktion zur Interpolation adjungiert ist. Die lineare Interpolation und
die dazu adjungierte Restriktion sind in den Abbildungen II1.6.2 und
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Algorithmus I11.6.4 MG(k, j1, 11, v, Ly, f,u) eine Iteration des Mehr-
gitteralgorithmus auf dem k-ten Gitter ),

Gegeben: Gitterzahl k, Parameter u, vy, v9, Matrix Ly, rechte Seite
f, Approximation M, fiir L,;l, Startwert w.
Gesucht: Verbesserte Ndherung .
1: if £ =0 then
2 u <+ Lyt f, stop
3: end if
4: fori=1,...,v; do > Vor-Gléattung
5: u(—u—i—Mk(f—Lku)
6: end for
7o f < Rip—1(f — Lyu), v <0 > Grobgitterkorrektur
8: Fiihre p Iterationen von MG(k — 1, y, vq, 19, Ly_1, f,v) aus; Ergebnis
.
9: u < u+ [y v
10: fori=1,...,15 do > Nach-Glédttung
11: u<—u+Mk(f—Lku)
12: end for

I11.6.3 schematisch dargestellt. Analoge Vorschriften gelten in drei Di-
mensionen.

(5) Algorithmus I11.6.4 ist besonders effizient in Verbindung mit Algo-
rithmus II1.6.1. Man spricht dann von einem wollen Mehrgitteralgorith-
mus oder auch full multigrid algorithm.

(6) Das exakte Losen in Schritt (1) von Algorithmus I11.6.4 kann durch
einige Iterationen eines stationédren Iterationsverfahrens ersetzt werden.
(7) Falls in Schritt (3) von Algorithmus I11.6.4 das Grobgitterproblem
exakt gelost wird, spricht man von einem Zweigitteralgorithmus. Die-
ser ist nur fiir die Konvergenzanalyse (s. Beweis von Satz I11.6.14) von
Interesse.

Als nédchstes schiatzen wir den Aufwand von Algorithmus I11.6.4 ab.

SaTz 111.6.12 (Aufwand des Mehrgitteralgorithmus). Es gebe von
k unabhdingige Konstanten g, d, v, p, so dass ein Gldttungsschritt, die
Berechnung von Lyuy, die Berechnung von Ry j_iuy und die Berech-
nung von Iy yug—1 jeweils gNy, dNy, rNy bzw. pNy Operationen er-
fordert. Weiter sei 1 < p < 2". Bezeichne mit my, den Aufwand fir
eine Mehrgitteriteration auf dem k-ten Gitter. Dann gilt

n

mi < pFmg + M[(V1+V2)g—|—d—l—r+p]Nk.

o —

Asymptotisch, d.h. fir grofles k, benotigt Algorithmus II1.6.4 pro Ite-
ration und pro Gitterpunkt %[(1/1 +13)g + d + r + p|] Operationen.
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ABBILDUNG III.6.1. Schematischer Verlauf eines Mehr-
gitterverfahrens mit V-Zyklus und drei Gittern. Es be-
deuten: G Glétten, R Restringieren, P Interpolieren, £
exaktes Losen.

1 1 1
X3 X3 X3
1 1
O X§ (@] X§ O
1 1 1
) 7 oy

ABBILDUNG III.6.2. Interpolation im Feingitterpunkt

o; die Zahlen geben die Gewichte der Grobgitterpunk-
te X an.

1 1 1
°7 %93 9y
1 1
o3 xl1 o3
1 1 1
°7 °3 9%

ABBILDUNG III.6.3. Restriktion im Grobgitterpunkt x;
die Zahlen geben die Gewichte der Gitterpunkte an.

BEWEIS. Aus den Voraussetzungen folgt
my = pmy_1 + [(11 + 12)g + d + r + p| Ny
Wegen Nj,_; < 27" N}, folgt hieraus durch Induktion

k—1
mi < pFmo + (v + va)g +d+r +pINe Y (u27)
=0
1

< pfmo + (1 +2)g +d +r +p]Nkm-
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Hieraus folgt die erste Behauptung. Die zweite folgt aus
pFmo Nt = [ 27" Fmo Ny " 0. O
—00

BEMERKUNG II1.6.13 (Aufwand fiir (II1.6.1)). Fiir das Problem
(II1.6.1) und Richardson-, Jacobi- oder Gau-Seidel-Iteration als Glét-
ter gelten die Voraussetzungen von Satz [11.6.12 mit g = d = 2n + 1
und p = r = n. Bei Verwendung eines V-Zyklus (1 = 1) mit je einer
Vor- und Nachglattung, d.h. 1y = vy = 1, benotigt Algorithmus I11.6.4
daher fiir n = 2 und n = 3 asymptotisch héchstens 26 Operationen pro
[teration und Gitterpunkt. Die entsprechenden Zahlen fiir den PCG
Algorithmus mit SSOR Vorkonditionierung waren 18 (n = 2) bzw.
23 (n = 3) Operationen pro Iteration und Gitterpunkt. Da bei den
genannten Parametern zwei Iterationen von Algorithmus I11.6.4 mit
GauB-Seidel-Glittung ausreichen, um den Fehler gemessen in der [|-[[, -
Norm um den Faktor 10 zu reduzieren, ergibt sich fiir Problem (II1.6.1)
mit A = I, a = 0, Q = [0,1]" die in Tabelle II1.6.4 angegebenen
Werte fiir den Aufwand. Bei den genannten Gitterweiten benétigt der
Mehrgitteralgorithmus also nur 20 —50% des Aufwandes fiir den PCG-
Algorithmus.

TABELLE III.6.4. Aufwand des PCG-Verfahrens mit
SSOR-Vorkonditionierung und des Mehrgitterverfahrens
mit V-Zylus und je einer Vor- und Nach-Glattung fiir
Problem (I11.6.1) mit A =1, « =0, Q = [0, 1]"

n h | PCG-SSOR | Mehrgitter
= 16200 11700

2| % 86/490 48'972
& 500094 | 206'988

s | 3193542 838708

= 310’500 | 175’500

3] 55 | 3425965 | 1'549'132
= 4.0-107 |  1.3-107

= 52-10% |  1.1-108

Aus Zeitgriinden kénnen wir hier keinen vollstéandigen Konvergenz-
beweis fiir Algorithmus I11.6.4 bringen. Die folgenden Sétze und Bemer-
kungen sollen einen Eindruck iiber die zugrunde liegende Idee liefern.

Satz 111.6.14 (Konvergenz des Mehrgitteralgorithmus). Bezeich-
ne mit |||-|||, die zur |||, ,, -Norm gehdrende Operaternorm. Folgende
Voraussetzungen seien erfillt:
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(1) (Glattungseigenschaft) Es gibt eine monoton fallende Funktion
n:[1,00) = RY mit lim, o n(z) = 0, ein a € RY und ein
c1 € R mit

| Li(X = M7 Lp)" |||, < can(v)hg®
fiir alle k > 0.
(2) (Approximationseigenschaft) Es gibt ein c; € R mit
|HL1;1 - [k—l,kL;;_lle,k—lmk < cahy,
fir alle k > 0, wobei o wie in (1) ist.
(3) Es ist
Ry p—1lp—1 = Idj_1,
und es gibt c3,cqy € R mit

=1kl = sup [ L1 pture—1llg p, < 3
||uk—1Ho7hk71:1

fir alle k > 1 und

[Res-1ll, =  sup  [[Rigp—1uklly,, , <ca
HukHo,hkzl

fiir alle k > 1.
(4) ||| — M Ly||, <1 fiir alle k> 0.

Dann gilt:

(i) Die Konvergenzrate érqg des Zweigitteralgorithmus gemessen
in der |||y, -Norm ist beschrinkt durch

dra < crcan(vn).

(ii) Es gibt ein vy € N, so dass der Mehrgitteralgorithmus mit p >
2, 11 > 1y und vy > 0 konvergiert. Fiir seine Konvergenzrate
o gemessen in der |-, , -Norm gilt

op < 207¢ < %

BEWEIS. Bezeichne mit T'G), und MG, die Iterationsmatrizen des

Zwei- bzw. Mehrgitteralgorithmus auf dem k-ten Gitter. Dann gilt
TGy = [I — M L) (I — iy o Ly Ry L) [T — M MLy )™

MGy =0
und
MGy =[I — M7 'Ly [T — L1 1 Li ' Rig1 Ly

+ Lo b MG LY Rypy L) [T — M L]
Damit folgt aus (1), (2) und (4)
orc = IITGlll, < |||[Ly" = Te—1e Lty Repa] L (I — M Li)™ |||,
< e1can(1)
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Dies beweist (i).
Wiéhle 1y € N, so dass

) 1
c1¢9m(vp) < min {(50304) L Z}

ist. Wegen (1) ist dies moglich. Aus (1) — (4) folgt dann fiir pu > 2,
v1 > vyund v >0

o = [[M G|l
< 006 + ||Li-a MG Lt Riga L] - [ = M L] |
< Ora + c30)_4 H‘le—%Rk,kflLk[[ — MLy Hlk
< b6 + cscadj_y {[||[7 — M L] ],
{12t = oLy Bepa[] [l 2607 = M Lo ], 3
< drg + czcady_y {1+ crean(v)}

)
< 5TG + 10304(5;:_1.

Offensichtlich gilt 00 = 0 < 2d7¢. Nehme also an, dass (ii) fir & = 1
bewiesen ist. Dann folgt aus obiger Abschétzung

< 207¢- U

5) 5)
5k S 5TG + 103045]3_1 < 5TG + 1036445%6' = 5Tg(1 + 503645Tg)

BEMERKUNG II1.6.15. (1) Die Voraussetzung (4) von Satz I11.6.14
sei erfiillt, d.h., das als Glatter verwendete Iterationsverfahren ist kon-
vergent. Dann kann man zeigen, dass

1
Li(I — =M Ly)”

C
< — || M,
: A

e VY

ist mit einer von k£ unabhéngigen Konstanten c. Fiir die Richardson-,
Jacobi- und GaufB-Seidel-Iteration angewandt auf das LGS (II1.6.1)
kann man zudem die Abschétzung |||My]||, < ¢'h,? beweisen.

(2) Mit einigem technischen Mehraufwand kann man zeigen, dass fiir
Problem (II1.6.1) die Approximationseigenschaft mit o = 2 erfiillt ist,
sofern €2 konvex ist. Diese Einschrankung rithrt daher, dass die Appro-
ximationseigenschaft dquivalent ist zu einer Regularitétsaussage fiir die
Losung der pDGI, die nur fiir konvexe Gebiete und Gebiete mit glattem
Rand erfiillt ist.

(3) Fiir die Interpolation und Restriktion aus Beispiel I11.6.11 (4) ist
die Voraussetzung (3) von Satz I11.6.14 mit ¢3 = ¢4 = 1 erfiillt.

(4) Mit einer anderen Technik kann man ohne Regularitdtsvorausset-
zungen an die Losung der pDGI zeigen, dass die Konvergenzrate von
Algorithmus I11.6.4 mit 4 = 1, 1 = v, = v > 1 und GauB-Seidel-
Iteration als Glattung durch Py beschréinkt ist mit einer von k& un-
abhéngigen Konstanten c.
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(5) Fiir den unter (4) angegebenen Mehrgitteralgorithmus erhélt man
in der Praxis in Abhéngigkeit von der Glattheit der Koeffizienten A
und o Konvergenzraten zwischen 0.1 und 0.5.
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