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KAPITEL XI

Stochastik I
Diskrete Modelle

XI.1. Modelle fiir Zufallsexperimente

XI.1.1. Endliche Wahrscheinlichkeitsraume. Wir betrachten
Zufallsexperimente mit endlich vielen méglichen Ausgéngen. Diese wer-
den beschrieben durch eine endliche, nicht leere Menge €2, deren Ele-
mente w die Versuchsausgénge bezeichnen. Sie heilen ERGEBNISSE
oder ELEMENTAREREIGNISSE. {2 heifit ERGEBNISMENGE.

Die Teilmengen von () sind die EREIGNISSE, die in dem Modell in
Betracht gezogen werden. Genauer:

Wir identifizieren A C 2 mit dem Ereignis, dass ein w €
A der beobachtete Versuchsausgang ist.

Dementsprechend bezeichnen A N B bzw. A U B die Ereignisse, dass
A und B bzw. A oder B eintreten. Die leere Menge () heifit auch das
UNMOGLICHE EREIGNIS; () ist das SICHERE EREIGNIS.

Jedem Ereignis ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit zu. Die Men-
ge aller moglichen Ereignisse ist die POTENZMENGE P(f2), d.h. die
Menge aller Teilmengen von ). Eine Abbildung P : P(Q) — [0,1]
heifit WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG oder WAHRSCHEINLICH-
KEITSMASS, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

P(Q)=1 (NORMIERUNG)
P(A) >0 fiir alle A
(POSITIVITAT)
P(AUB)=P(A)+ P(B) fiir alle disjunkten A, B
(ADDITIVITAT)

P(A) heifit die WAHRSCHEINLICHKEIT des Ereignisses A. Das Paar
(Q, P) heifit der dem Zufallsexperiment zugeordnete WAHRSCHEIN-
LICHKEITSRAUM.

BeispieL XI.1.1. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass die Summe der bei zwei Wiirfen eines Wiirfels erhaltenen Au-
genzahlen mindestens 10 ist. Wir konnen die Ergebnisse des Zufallsex-
perimentes ,, Zweimaliges Werfen eines Wiirfels“ durch die Paare (i, k)

5



6 XI. STOCHASTIK I

der beobachteten Augenzahlen beschreiben. Daher ist
Q={(i,k):1<ik<6}.

) hat 36 Elemente. Aus Symmetriegriinden ist es naheliegend, sie alle

als gleich wahrscheinlich zu betrachten. Jedes (i, k) hat also die Wahr-

scheinlichkeit -, Die Menge der Ergebnisse, fiir die die Summe i + k

36
mindestens 10 ist, ist

A ={(6,6),(6.5), (5,6). (6,4), (4,6), (5,5)}.

Da A genau 6 Elemente hat, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit % =z

Aus den obigen Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafles fol-
gen leicht weitere Eigenschaften. Fiir A, B, A; € P(Q) gilt

P(O\A) =1 — P(A)
P®) =0

AC B = P(A) < P(B)

P(A\B) = P(A) — P(B)

und

n

P(U A;) = Z P(A;) falls Aq,..., A, paarweise disjunkt
i=1

i=1
P(U A;) < Z P(A;) fiir beliebige Ay, ..., A,
i=1 i=1

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere

P(4) = 3 P},
weA

Die Wahrscheinlichkeit von A ist also die Summe der Wahrschein-
lichkeiten der Ergebnisse, bei denen A eintritt. P ist also eindeutig
bestimmt durch die Werte aller P({w}) mit w € Q. Man schreibt
auch P(w) statt P({w}). Die Abbildung w +— P(w) heifit WAHR-
SCHEINLICHKEITSFUNKTION. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
also auch durch Angabe der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion
beschrieben werden. Offensichtlich gilt fiir jede Wahrscheinlichkeits-
funktion:

P(w) >0 fiir alle w € Q

> Plw)=1

wef)
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Ein besonders wichtiger Spezialfall einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
ist die GLEICHVERTEILUNG auf €2, bei der alle Ergebnisse w € () gleich
wahrscheinlich sind. In diesem Fall wird (€2, P) als LAPLACESCHER
WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM bezeichnet; das zugehorige Zufallsexpe-
riment heifit LAPLACE-EXPERIMENT. Offensichtlich gilt dann:

1
P(w) = fiir all Q
(w) card(Q) iir alle w € €,
card(A) -
P(A) = fiir alle A C Q.
(A) card(Q) iir alle A C

XI.1.2. Urnenmodelle. Viele Laplace-Experimente lassen sich
durch Urnenmodelle beschreiben. Dabei stellen wir uns vor, dass wir
aus einer Urne mit N Kugeln, die von 1 bis N nummeriert sind, suk-
zessive n Kugeln zufillig ziehen.

Offensichtlich sind zwei Arten des Ziehens zu unterscheiden:

(1) MiT RUCKLEGEN: Nach jedem Zug wird die gerade gezoge-
ne Kugel wieder in die Urne zuriickgelegt; jede Kugel kann
mehrmals gezogen werden.

(2) OHNE RUCKLEGEN: eine gezogene Kugel wird nicht zuriickge-
legt; jede Kugel kann nur einmal gezogen werden.

Ein Beispiel fiir (1) ist das mehrmalige Werfen eines Wiirfels; ein Bei-
spiel fiir (2) ist die Ziehung der Lottozahlen.

Man kann das Ergebnis der Folge der Ziehungen dadurch beschrei-
ben, dass man das n-Tupel (w1, ...,w,) angibt, in dem w; die Nummer
der im i-ten Zug gezogenen Kugel ist. Offensichtlich kann man hier
wiederum zwei Arten von Ziehen unterscheiden:

(i) MIT REIHENFOLGE: Es kommt auf die Reihenfolge des Er-
scheinens an; (1,2) und (2, 1) bezeichnen verschiedene Ergeb-
nisse.

(ii) OHNE REIHENFOLGE: Es kommt nicht auf die Reihenfolge des
Erscheinens an; (1, 2) und (2, 1) bezeichnen gleiche Ergebnisse.

Ein Beispiel fiir (i) ist das Bestimmen einer Losnummer durch sukzes-
sives Ziehen ihrer Ziffern; ein Beispiel fiir (ii) ist wieder die Ziehung der
Lottozahlen.

Durch diese Unterscheidungen ergeben sich insgesamt vier verschie-

dene Ergebnismengen. Zu ihrer Beschreibung setzen wir

A={1,2,...,N}.
(I) STICHPROBEN IN REIHENFOLGE MIT RUCKLEGEN (1i):
Qr =A",
card(€);) = N™.
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(II) STICHPROBEN IN REIHENFOLGE OHNE RUCKLEGEN (2i):
Qrr ={(wr,...,wp) € A" 1 w; # wj filr i # j}
N!
(N —n)!
=N-(N-1)-...-(N—=n+1).

(III) STICHPROBEN OHNE REIHENFOLGE OHNE RUCKLEGEN (2ii):

card(Qy) =

Q[[]:{<w1,...,wn)EA”IUJ1<CL)2<...<wn}
N
C&I‘d(Q][}) = ( )
n
N!
(N —n)n!’

(IV) STICHPROBEN OHNE REIHENFOLGE MIT RUCKLEGEN (1ii):
Qry ={(w1,...,wp) EA" 1w <wy <o < wy}

card(Qry) = (N - 1>.

n
Man kann diese Urnenmodelle auch alternativ wie folgt interpretieren:

Gefragt ist nach der Anzahl der Moglichkeiten, n Mur-
meln auf N Plidtze zu verteilen. Dabei entspricht die
Nummer der Ziehung der Nummer der Murmel und die
Nummer der Kugel der Nummer des Platzes.

XI.1.3. Anwendungsbeispiele.

BeispiEL XI.1.2. Es werden vier vollig gleich aussehende Wiirfel
gleichzeitig geworfen. Welches ist die Wahrscheinlichkeit p, dass die
vier erscheinenden Augenzahlen verschieden sind?

Da ein gleichzeitiger Wurf von vier Wiirfeln dem viermaligen Werfen
eines Wiirfels entspricht, handelt es sich um ein Experiment mit Riick-
legen. Da die Wiirfel nicht unterscheidbar sind, kénnte man versucht
sein, ein Modell ohne Reihenfolge zu betrachten. Dies ist aber falsch:
Dem Resultat, dass die Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 auftreten, entspricht
in diesem Modell nur ein Ergeignis, da es nicht auf die Reihenfolge
ankommt. Tatséchlich entsprechen diesem Resultat jedoch die 4! = 24
Permutationen der Menge {1, 2, 3,4}. Das richtige Modell ist also das-
jenige mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Daher sind alle moglichen
Félle ©; mit N = 6 und n = 4. Die giinstigen Félle (alle Augenzahlen
verschieden) sind Q;; mit N = 6 und n = 4. Daher ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit
6!
|
P=ii
3-4-5-6
= —i
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5
18

BEisPIEL XI.1.3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p, dass min-
destens 2 von 25 Schiilern einer Klasse am gleichen Tag Geburtstag
haben?
Als Ereignisraum kénnen wir €; mit n = 25 und N = 365 wéihlen.
Das Ergebnis (w1, ...,wss) bedeutet, dass Schiiler Nummer 1 am w;-
ten Tag Geburtstag hat, Schiiler Nummer 2 am ws-ten Tag usw. Das
interessierende Ereignis ist das Komplement des Ereignisses 2;;, das
alle Schiiler an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Also ist

pzl—P(QII)
Fiir P(£;;) erhalten wir
N
—n)!
P(QH)_(]?VH)
N N-1 N-2  N-n+1
N N N N
1 2 n—1
— 11— ) (1— 2. -
(1-3) -2y

Wenn wir jeden Ausdruck (1 — £) durch exp(—£) approximieren, er-
halten wir

Damit ergibt sich p &~ 0.56. Der exakte Wert ohne diese Approximation
ist p = 0.568.

BEISPIEL XI1.1.4. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 werden n = 6 Kugeln
aus N = 49 Kugeln ohne Riicklegen gezogen. Dabei kommt es nicht auf
die Reihenfolge an. Also ist die Ereignismenge 2;;; mit

card(Qpp) = (469>

= 13983816.
Daher ist die Wahrscheinlichkeit pg fiir ,,6 Richtige*®
B 1
Pe = card(Qy;7)

~ 7.1511-107%.
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Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit py fiir ,,genau 4 Richtige“?

Seien @y, ...wg die gezogenen Zahlen. Dann kénnen wir die Menge
aller gesuchten Ergebnisse wie folgt erzeugen: Wir ziehen zunéchst 4
Kugeln aus {@y,...,ws} und dann zwei Kugeln aus den 43 Kugeln
{1,...,49}\{@1, ...,ws}. Fiir das erste Ziechen haben wir

(-

Moglichkeiten, fiir das zweite Ziehen

4
(23) =21-43 =903

Moglichkeiten. Daher ist
15-903

13983816
_3.5.43

74446 - 47
~ 9.68619 - 10~*.

Analog kann man die Wahrscheinlichkeit ps fiir ,genau 5 Richtige’
berechnen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,mindestens 4 Richtige* ist dann

pa+ ps + pe ~ 9.8714 - 107,

Pa =

4

BEISPIEL XI.1.5. Auf wie viele Arten kénnen sich zwei nicht unter-
scheidbare Spatzen auf vier Telegraphenleitungen verteilen?
Dies ist Q7 mit N =4 und n = 2. Dementsprechend gibt es

)-r

XI.1.4. Die hypergeometrische Verteilung. In Beispiel XI.1.4
haben wir einen Spezialfall dieser wichtigen Verteilung kennen gelernt.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir eine Urne, die S schwarze und
W weifle Kugeln enthélt, insgesamt N = S + W Kugeln. Es werden
n < S+ W Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass dabei s schwarze und w = n — s weifle Kugeln gezogen werden,
betragt

Moglichkeiten.

h(s;n,N,S) =

Diese Verteilung heifit HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG.

BEisPIEL XI.1.6. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim
Skatspiel ein Spieler genau 3 Asse erhélt?
Dies entspricht obiger Situation mit S = 4 (Zahl aller Asse), W =
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28 (Zahler aller anderen Karten), s = 3 (Zahl der Asse des Spielers)
und n = 10 (Zahl der Karten des Spielers). Daher ist die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit
4y (28
_BE)

T

10
4-22-8-9-10
- 32-31-30-29
66
899
~ 7.34%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Spieler 3 Asse erhalt, ist
dreimal so grof}, da keine zwei Spieler gleichzeitig drei Asse erhalten
konnen.

XI.1.5. Multinomialkoeffizienten. Die Binomialkoeffizienten
(Z) beschreiben, auf wie viele Arten man eine Menge von n num-
merierten Kugeln so in zwei Gruppen einteilen kann, dass die erste
Gruppe k Kugeln enthélt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahlen
1,...,n so in r Gruppen einzuteilen, dass die erste Gruppe k; Ele-
mente hat, die zweite ko Elemente usw.? Dabei muss man natiirlich

k14 ...+ k, = n voraussetzen. Man kann zuerst auf ( :1 ) Arten die ers-
te Gruppe auswihlen, dann auf (";2’“) Arten die zweite Gruppe usw.

Insgesamt erhélt man

n n —ky n—=k —ky n—Fk —...— k1
kq ko ks k,
n!
koK)

Moéglichkeiten. Diesen Ausdruck bezeichnet man als MULTINOMIALKO-

EFFIZIENTEN und kiirzt ihn mit (1Cl e ) ab:

i S mit ky +...+ k. =n
ki, ko,... k. o klks! k) 1+ . =n.

BeispiEL XI.1.7. 26 Schulkinder haben einen Fuflball, vier Tennis-
schldger, ein Fuflballfeld und einen Tennisplatz. Die Zahl der Eintei-
lungen in zwei Fuflballmannschaften mit je 11 Spielern und in zwei
Tennisteams mit je 2 Spielern betrégt

26 26!
11,11,2,2/) 1111112121

=2.5-12-13-14-15-17-19-23-26
~ 6.327 - 10'°,
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XI.1.6. Identititen fiir Binomialkoeffizienten. Aus der Bino-
mischen Formel (vgl. Abschnitt 1.2.8 (S. 19, Teil 1))

(z+y)" = i <Z> aty"

k=0
ergibt sich durch Einsetzen von z =1, y =1 bzw. x = —1, y = 1 bzw.
durch Ableiten nach x und anschliefendes Einsetzen von z =1, y = 1:

()

k=0

i(—l)k(;’) 0

k (Z) =n2" 1.
k=1

In Abschnitt 1.2.8 (S. 19, Teil I) haben wir bereits die folgenden
Identitaten kennen gelernt:

(-G

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten h(s;n, N, S) aus Abschnitt
XI.1.4 (S. 10) gleich 1 ist, ergibt sich schlieBlich

S0 menssin

s=0

XI.2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

XI.2.1. Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten. Héaufig
steht, bevor das Ergebnis eines Zufallsexperimentes bekannt ist, schon
die Information zur Verfiigung, dass das Ergebnis zu einer gewissen
Teilmenge des Ereignisraumes gehort. Z.B. sieht ein Spieler beim Skat
seine eigenen Karten. Interessiert sich Spieler 1 fiir das Ereignis A, dass
Spieler 2 zwei Asse hat, so wird er zunédchst seine eigenen Asse zdhlen.
Hat er selbst drei oder vier Asse, so ist fiir ihn die Wahrscheinlichkeit
von A natiirlich 0; hat er maximal zwei Asse, so ist die Wahrschein-
lichkeit von A fiir ihn positiv.
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Fiir Laplace-Experimente ist der Ansatz fiir die Definition beding-
ter Wahrscheinlichkeiten sehr nahe liegend. Waren urspriinglich alle
Ergebnisse w € 2 gleich wahrscheinlich und erhélt man nun die Infor-
mation, dass w € B liegt, so ordnen wir den Ergebnissen in Q\B die
bedingte Wahrscheinlichkeit 0 zu und betrachten die Ergebnisse aus B
als gleich wahrscheinlich unter der bedingten Wahrscheinlichkeit. Dies
bedeutet, dass fiir A C Q die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei
gegebenem B den Wert

_ card(AN B)
P(AIB) = card(B)
erhélt. Aus
card(AN B)
P(ANB)= ———=
(AN B) card(92)
und
P(B) = card(B)
~ card(9Q)
ergibt sich daher in diesem Fall
P(ANB)

Wir definieren nun auch fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsraume (£2, P)
und fiir beliebige Ereignisse B mit P(B) > 0 die BEDINGTE WAHR-
SCHEINLICHKEIT P(A|B) von A bei gegebenem B durch diese Formel.

BEISPIEL XI.2.1. Aus einer Urne, die zwei schwarze und drei weifle
Kugeln enthélt, werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zuriicklegen
gezogen. Wir interessieren uns fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A, dass die zweite gezogene Kugel schwarz ist, bei gegebe-
nem Ereignis B, dass die erste gezogene Kugel weif3 ist. Da nach dem
ersten Ziehen drei von vier Kugeln schwarz sind, sollte diese Wahr-
scheinlichkeit % betragen. Um die Richtigkeit unserer Definition nach-
zupriifen, nummerieren wir die weilen Kugeln mit 1 und 2 und die
schwarzen Kugeln mit 3, 4 und 5. Dann haben die interessierenden
Ereignisse die Form

ANB=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)},
B =1{(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5) }.

Es ergibt sich

_card(ANB) 6 3
P(A|B) = card(B) 8 4



14 XI. STOCHASTIK I

XI.2.2. Eigenschaften. In der Praxis wird héufig nicht P(A|B)
aus P(AN B) und P(B) berechnet, sondern umgekehrt P(A N B) aus
P(A|B) und P(B). Aus der Definition von P(A|B) ergibt sich namlich
die PRODUKTFORMEL FUR WAHRSCHEINLICHKEITEN

P(ANB) = P(B)P(A|B).

BeispiEL XI.2.2. In Beispiel XI.2.1 kénnen wir zur Berechnung von
P(AN B) wie folgt argumentieren: Da zu Beginn 2 von 5 Kugeln weifl

sind, ist P(B) = 2. Da nach Eintreten von B 3 von 4 Kugeln schwarz

g.
sind, ist P(A|B) = 2. Also muss

P(ANB) =

ot Do
1w
|

sein.

Die obige Produktformel ldsst sich wie folgt verallgemeinern: Sind
Ay, ..., Ay Ereignisse mit P(A; N ... N Ag) > 0, so ist

P(AiN...NAL) = P(A1)-P(As|Ay)-.. - P(Ag]A1N. . .NAL_1).

BeispieL XI1.2.3. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass beim Skat jeder der drei Spieler genau ein Ass hat. Bezeichne
dazu mit A; das Ereignis, dass Spieler ¢ genau ein Ass erhélt. Aus
Symmetriegriinden konnen wir annehmen, dass Spieler 1 die ersten 10
ausgeteilten Karten erhélt, Spieler 2 die néchsten 10, dann Spieler 3
zehn, und die letzten 2 Karten in den Stock kommen. Dann ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(Al ﬁ A2 ﬁ Ag) - P(Al)P(AQ‘Al)P(Ay,’Al ﬂ AQ)
Es ist

4y (28
peay -0
10
Da nach Austeilen der Karten an Spieler 1 noch 22 Karten incl. 3 Asse
zu verteilen sind, ist

P(A2’A1> — G) (199) )

Analog ist
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Damit ergibt sich

20

899
~ 5.56%.

P(A1NAyNA;) =

Folgende Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten sind sehr
niitzlich:

(1) Sei P(B) > 0. Durch Pg(A) = P(A|B) wird ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 definiert. Ist A C
O\ B oder P(A) =0, so ist P(A|B) = 0.

(2) (FORMEL VON DER TOTALEN WAHRSCHEINLICH-
KEIT) Sind By, Bs, ... paarweise disjunkte Teilmen-
gen von 2, deren Vereinigung () ist, so gilt fiir jedes
Ereignis A

ZP By,)P(A|By).

(3) (FORMEL VON BAYES) Ist P(A) > 0 und gelten
die Voraussetzungen von (2), so gilt fiir jedes i
P(B;)P(A|B;)
> P(Br)P(A|By)
(4) Ist C die Vereinigung der paarweise disjunkten Er-

eignisse C1, Csy, ... mit P(C;) > 0 fiir alle ¢ und sind
die P(A|C;) alle gleich, so ist P(A|C) = P(A|CY).

P(Bi|A) =

BEIspIEL XI.2.4. Wir greifen Beispiel XI1.2.1 (S. 13) auf. Wie gro8

ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C', dass beide ohne Zuriick-
legen gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben?
Sei B; das FEreignis, dass die erste gezogene Kugel weif} ist, und B,
das Ereignis, dass sie schwarz ist. Wenn die erste gezogene Kugel weifl
ist, ist beim zweiten Zug nur eine von vier Kugeln weifs. Damit ist
P(C|By) = 5. Analog ergibt sich P(C|B,) = 5. Wegen P(B;) = 2 und
P(B,) = 2 ergibt sich mit der Formel von der totalen Wahrschelnhch—
keit

P(C) = P(B1)P(C|By) + P(B2) P(C|B,)
3
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BEISPIEL XI.2.5. Eine Krankheit komme bei ca. 0.5% der Bevolke-
rung vor. Ein Test zur Erkennung der Krankheit fithrt bei 99% der
Kranken zu einer Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, bei der die Reaktion auf-
tritt, tatsdchlich krank ist?

Zur Losung denken wir uns die Bevolkerung von 1 bis N nummeriert.
By sei die Menge der Kranken und B, diejenige der Gesunden. Al-
so ist card(B;) =~ 0.005N und card(Bs) ~ 0.995N. A bezeichne die
Menge der Personen, bei denen der Test zur Reaktion fithrt. Dann ist
card(A N By) =~ 0.99 card(B;) und card(A N By) ~ 0.02 card(Bs). Ge-
sucht ist P(B;|A).

Wir wenden die Formel von Bayes an und ordnen jeder Person bei
zufilliger Auswahl die Wahrscheinlichkeit % zu. Dann ist

P(By) = 0.005,

P(B,) = 0.995,
P(AN By) = 0.99 - 0.005,
P(AN By) = 0.02 - 0.995.

Damit ergibt sich mit der Formel von Bayes

P(AN By)
P(A)
0.99 - 0.005

= 0.99-0.005+ 0.02 - 0.995
495

2485
~ 0.2.

P(B1|A) =

Von allen Personen, bei denen der Test eine Reaktion zeigt, sind also
nur 20% tatséichlich erkrankt.

XI.2.3. Unabhingigkeit. Zwei Ereignisse A und B heiflen UN-
ABHANGIG, wenn P(AN B) = P(A)P(B) ist. Ist P(B) > 0, ist dies
dquivalent zu P(A) = P(A|B).

Unabhéngigkeit von A und B driickt aus, dass A und B wahrschein-
lichkeitstheoretisch in dem Sinn keinerlei Einfluss aufeinander haben,
dass die Information ,, B tritt ein“ keinen Einfluss auf die Wahrschein-
lichkeit von A hat. Dies muss man deutlich von der realen Beeinflussung
unterscheiden.

BEISPIEL XI.2.6. Wir werfen einen Wiirfel zweimal. Sei A das Er-
eignis, dass die Summe der beiden Augenzahlen gerade ist, und B das
Ereignis, dass die zweite Augenzahl gerade ist. Offensichtlich ist
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und
P(ANB) = i = P(A)P(B).

Also sind die beiden Ereignisse unabhéngig, obwohl B mitbestimmt,
ob A eintritt.

Wir miissen den Begriff der Unabhéingigkeit auf Familien von Er-
eignissen iibertragen. Dazu sagen wir, dass fiir die endliche Familie
{A; :i € J} von Ereignissen die PRODUKTFORMEL gilt, wenn

P(()4) =[] P4
ieJ ieJ
ist. Eine beliebige Familie {A; : ¢ € J} von Ereignissen heift UN-

ABHANGIG, wenn fiir jede endliche Teilfamilie die Produktformel gilt.
Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

(1) Jede Teilfamilie einer unabhéngigen Familie von
Ereignissen ist unabhéngig. Eine Familie ist genau
dann unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie
unabhéngig ist.

(2) Ist {A; : i € J} eine Familie unabhéngiger Er-
eignisse, k ein nicht zu J gehdrender Index und
P(Ag) = 0 oder P(Ag) =1, so ist auch {4; : i €
J U{k}} unabhéngig.

(3) Ist {A; : i € J} unabhéngig und B; fur jedes 7 eines
der Ereignisse A;, Q\A;, 0 oder 2, so ist {B; : i €
J} unabhingig.

(4) Ist J = {1,...,n} endlich, so ist {A4; : i € J}
genau dann unabhingig, wenn fiir jede Wahl von
B; € {A;, 2\ A,} die Produktformel fiir By,..., B,
gilt.

XI.2.4. Produktexperimente. Wir nehmen an, dass wir schon
Modelle (24, Py), ..., (Q,, P,) fiir gewisse Zufallsexperimente kennen,
und wollen nun ein Modell fiir das Experiment konstruieren, das in der
unabhéngigen Hintereinanderausfithrung aller dieser Teilexperimente
besteht. Dazu liegt es nahe, als Ereignisraum das kartesische Produkt

U x...xQ,={w=(w1,...,wpn) 1w; €Y, 1 <i<n}
zu wahlen und als Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(w) = Pi(wy) ...  Py(wn).

Man bezeichnet (2, P) als PRODUKT DER WAHRSCHEINLICHKEITS-
RAUME (€;, P;) und schreibt

Q=0 xX...xQ,,
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P=P x...x P,.

Ist A; ein Ereignis im i-ten Experiment, so bezeichnet das kartesische
Produkt A; x ... x A,, das Ereignis in €2, dass fiir alle ¢ im i-ten Teil-
experiment A; eintritt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist

P(A; % ... x A,) = P(A)) - ... P(A,).

XI.2.5. Binomialverteilung. Wir betrachten ein Experiment,
das in der unabhingigen n-fachen Wiederholung eines Einzelexperi-
mentes mit nur zwei verschiedenen moglichen Ausgédngen besteht. Wir
bezeichnen diese beiden Ausgénge mit 0 und 1. Dann ist ©; = {0,1}
und Q = {0, 1}". Da die Teilexperimente Wiederholungen des gleichen
Experimentes sind, sollen in allen Teilexperimenten die gleichen Wahr-
scheinlichkeiten auftreten. p = P;(1) soll also nicht von i abhédngen. p
heiflt oft ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT. Natiirlich ist dann P;(0) =
1 — p. Dann ist im Produktmodell P(w) = p*(1 — p)"*, wenn k die
Anzahl der Einsen in w ist. Ein Experiment dieser Form nennt man
BERNOULLI-EXPERIMENT und P heifit BERNOULLI-VERTEILUNG.

Das Ereignis, dass insgesamt k£ Einsen auftreten wird durch

Ek:{wEQ:Zwi:k}
i=1

beschrieben. Die Zahl der Elemente von Fj ist gleich der Zahl der
Méoglichkeiten, die k Zeitpunkte in {1,...,n} festzulegen, an denen die
Einsen auftreten, also (Z) Es folgt

P(E}) = <Z)pk(1 —p)"*

Die Terme

b (k) = (Z)pk(l —p)"" mit0<k<n

bestimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie sind nicht negativ
und haben die Summe 1. Man nennt sie BINOMIALVERTEILUNG mit
Parametern n und p oder kurz b, ,-Verteilung.

BEisPIEL XI1.2.7. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Wiir-
fen eines Wiirfels 3 Sechsen zu erhalten?
Wir kénnen die gewofenen Sechsen als Erfolge auffassen und ihnen den
Wert 1 zuordnen; die anderen Ergebnisse sind Misserfolge und erhalten
den Wert 0. Dann ist p = %. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

() () -
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BEISPIEL XI1.2.8. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Jun-
gen sei p = 0.51. Aufeinanderfolgende Geburten seien unabhéngig.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit 4 Kindern 2
Jungen und 2 Méadchen vorkommen, gleich

4
(2) 0.51%20.49% ~ 37.47%.

XI1.2.6. Multinomialverteilung. Hier hat man wieder n unab-
héngige, identische Teilversuche, aber jeder Teilversuch hat nun r mog-
liche Ausginge. Die Teilexperimente sind beschreibbar durch P;(j) =
pj, j = 1,...,r, wobei die Wahrscheinlichkeiten py,...,p, beliebig vor-
gegeben sind mit p; > 0, 7 = 1,...,r, und p; + ... + p, = 1. Die
Wahrscheinlichkeit, in den n Teilversuchen k;-mal das Ergebnis 1, k-
mal das Ergebnis 2 usw. zu erreichen, ist

n kl. . k'r
<k1,...,kr)p1 P

XI.2.7. Geometrische Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit,
dass in einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p der
erste Erfolg genau im k-ten Versuch eintritt, ist p(1—p)*~1, k > 1. Man
k als Ergebnis eines Experimentes auffassen, das darin besteht, zu be-
obachten, wann in einer Folge von Bernoulli-Experimenten der erste
Erfolg eintritt. Die zugehorige Ereignismenge ist dann € = N\{0}. Die
zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion ist P(k) = p(1 — p)¥~1. Die
hierdurch definierte Verteilung heifft GEOMETRISCHE VERTEILUNG.
Man beachte, dass im Gegensatz zu allen bisherigen Beispielen der
Ereignisraum jetzt nicht mehr endlich ist.

XI.2.8. Negative Binomialverteilung. Dies ist eine Verallge-
meinerung der geometrischen Verteilung. Sei f(k;r, p) die Wahrschein-
lichkeit, dass bei n > r + k Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p genau k Misserfolge dem r-ten Erfolg vorangehen. Man
kann nachrechnen, dass

E+r—1

f(k;m?)z( L )p’"(l—p)’“

ist. Die hierdurch bei festem 7 auf 2 = N definierte Verteilung nennt
man NEGATIVE BINOMIALVERTEILUNG oder PASCAL-VERTEILUNG.

XI1.3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

XI.3.1. Zufallsvariable. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum und X eine beliebige Menge. Eine Abbildung X : Q@ — X
heifit (X-wertige) ZUFALLSVARIABLE.

BEMERKUNG XI.3.1. Da Q endlich ist, ist die Bildmenge X () =
{X(w) : w € Q} einer Zufallsvariablen X auf 2 stets endlich.
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BEISpIEL XI1.3.2. Vor einer Wahl werden zufillig ausgewéhlte Biir-
ger gefragt, welche Partei sie wiahlen wollen. Hier ist €2 die Menge der
Biirger, P die Gleichverteilung auf €2, X die Menge der wiahlbaren Par-
teien vereinigt mit der ,Partei“ der Nichtwihler und X (w) die Partei,
die Biirger w angeblich wihlen will.

BEISPIEL XI1.3.3. Wir interessieren uns fiir die Summe der Augen-
zahlen beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln. Hier ist Q = {(4,7) : 1 <14,j <
6}, P die Gleichverteilung auf Q, X = {2,...,12} und X ((7,5)) = i+J.

An Zufallsvariablen interessiert uns vor allem ihre Verteilungsfunk-
tion. Diese gibt an, wie wahrscheinlich die einzelnen Ergebnisse von
X sind. Genauer versteht man unter der VERTEILUNGSFUNKTION von
X : Q — X das Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Xy = X(Q), das
definiert ist durch

Px(x) = P{w € Q: X(w) =z}) mitx € Xx.

Px(x) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x annimmt.

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X kann durch ein
STABDIAGRAMM veranschaulicht werden. Dazu erstellt man zunéchst
eine Liste der moglichen Werte z, € X von X, berechnet fiir jedes xy,
die Wahrscheinlichkeit Px(xj) und zeichnet dann senkrecht iiber den
Punkten ), der z-Achse Striche der Lange Px(zy).

BEISPIEL XI.3.4. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen aus
Beispiel X1.3.3 ist durch Tabelle XI.3.1 bestimmt. Das zugehorige Stab-
diagramm ist in Abbildung XI.3.1 wiedergegeben.

TABELLE XI.3.1. Verteilungsfunktion der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI1.3.3

| 20 3| 41 5] 6] 7| 8] 9100|1112

Pe(we) | & | 2|24 2|8 24224

XI.3.2. Gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariabler.
Sind auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mehrere Zufallsvaria-
ble Xi,..., X, mit evtl. verschiedenen Wertebereichen X,..., &, de-
finiert, kann man sie zu einer einzigen Zufallsvariablen X mit Werte-
bereich

X=X x...x4X,
zusammenfassen, indem man

X(w)=(X1(w),..., X, (w))

setzt. Die Verteilungsfunktion von X nennt man die GEMEINSAME
VERTEILUNGSFUNKTION von Xiq,...,X,.
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ABBILDUNG XI.3.1. Stabdiagramm der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI.3.3

BeispieL XI.3.5. Wir betrachten die Bernoulli-Verteilung P zu
p € (0,1) auf Q = {0,1}" (vgl. Abschnitt XI.2.5 (S. 18)). Fiir w € Q

sel

S(w)=wi + ...+ wy,
die Zahl der Erfolge. Fiir w mit S(w) > 1 setzen wir
N(w) =min{j > 1:w; = 1}.

Dies ist die Wartezeit bis zum ersten Erfolg. Ist S(w) = 0, setzen wir
N(w) = n+ 1. S und N sind zwei Zufallsvariable auf (2, P). Ihre
gemeinsame Verteilung wird beschrieben durch die Angabe der Wahr-
scheinlichkeiten

p(k,h) =P(S=k, N =h)
mit 0 < k <nund 1 < h < n+ 1. Wir wollen diese Verteilung
bestimmen.

Offenbar ist
p(0,n+1) = (1-p)"
und
p(0,h) =0

fir 1 < h < n.lIst S(w) =k > 1 und N(w) = h, so muss gelten
w; = 0 fiir © < h und wy, = 1, und es miissen genau k£ — 1 Einsen unter
Whil, -, W, vorkommen. Es gibt (Z:}l‘) solche Elemente, und jedes hat
die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"=*. Also ist

iy = (1)t

fir £k > 1. Ist Kk — 1 > n — h, so gibt es kein solches w, und es ist
(2:?) 0. Die obige Formel bleibt also richtig.
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XI.3.3. Unabhéngigkeit. Sei (2, P) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum. Eine Familie X;, ¢ € I, von Zufallsvariablen X; : Q — X}
heifit UNABHANGIG, wenn fiir jede Wahl von A; C X, i € I, die Ereig-
nisse {X; € A;}, ¢ € I, unabhéngig sind.

Sei nun X, ..., X, eine unabhingige Familie von Zufallsvariablen.
Dann gilt geméB Abschnitt XI1.2.3 (S. 16) speziell fiir alle (xy,...,z,)
ceX =4 x...x &,

P(Xy=m1,..., X, = 2,) = [ [ P(Xi = a2).

Die gemeinsame Verteilung von Xj,..., X, ist also das Produkt der
Verteilungen der X;.

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen bleibt unter der Kompo-
sition von Abbildungen erhalten: Sind X;, ¢ € I, unabhéngige Zufalls-
variable und F; : X; — ); beliebige Abbildungen mit beliebigen Werte-
bereichen, so sind die Zufallsvariablen F; o X;, ¢ € I, auch unabhéngig.

XI1.3.4. Erwartungswert. Sei (2, P) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum und X eine reellwertige Zufallsvariable auf 2. Dann ist
der ERWARTUNGSWERT von X definiert durch

EX =E(X)=) X(w)P(w).

we

BEISPIEL XI.3.6. Fiir die Zufallsvariable ,Summe der Augenzahlen
beim Werfen von zwei Wiirfeln“ aus Beispiel X1.3.4 erhalten wir den
Erwartungswert

1
EX:%{1-2+2-3+3-4+4-5+5-6—|—6-7

+5-844-9+43-10+2-11+1-12}

252

T 36
=T

Sind X, Y reellwertige Zufallsvariable auf €2 und ist A € R, so gilt

E(OX) = AE(X)
E(X+Y)=EX)+ E(®Y)
X, Y unabhéngig = E(XY) = E(X)E(Y).
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Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Erwartungswertes. Zur Nachweis der dritten Eigenschaft bezeichnen
wir mit z;, ¢ € I, und y;, j € J, die (endlich vielen!) moglichen Werte
von X bzw. Y. Dann folgt mit dem vorigen Abschnitt

E(XY)=> X(w)Y(w)P(w)

weN
=3z P(X =2;,Y =)
iel jeJ N

P(X=xz;)P(Y=y;)

= Z inyjP(X = ;) P(Y =y;)

= {chiP(X = fci)} {ZZJ;’P(Y = Z/j)}
— E(X)E(Y). j

BeispiEL XI.3.7 (ERWARTUNGSWERT DER BINOMIALVERTEI-
LUNG). Fiir die Zufallsvariable S aus Beispiel XI.3.5 erhalten wir

k=0
n n -
=2 k(k) pra=p
k=1 \ ,
=n(321)
_ - =1\ i \(=D—(k-1)
= n<k B 1)1919 (1-p)
k=1
n—1 n— 1
=npy ( ) )pz(l —p)
(=0
= np.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir einfacher mit folgendem ,, Trick®, der
auch in anderen Situationen hilfreich ist: Definiere die Zufallsvariablen
Si,..., S, durch die Vorschrift S;(w) = 1, falls das i-te Teilexperiment
ein Erfolg ist, S;(w) = 0 sonst. Dann ist S = S; + ...+ S5,. Fiir jedes i
ist aber offensichtlich F(S;) = p. Daher ist

E(S) = iE(SI) = np.
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BEISPIEL XI.3.8 (ERWARTUNGSWERT DER HYPERGEOMETRI-
SCHEN VERTEILUNG). In einer Urne befinden sich S schwarze und W
weifle Kugeln, insgesamt N = S+ W Kugeln. Wir ziehen daraus n < N
Kugeln ohne Zuriicklegen (vgl. Abschnitt XI.1.4 (S. 10)). Die Zufalls-
variable X sei die Zahl der dabei gezogenen schwarzen Kugeln. Um
E(X) zu berechnen, bezeichnen wir mit X; die Zufallsvariable, die den
Wert 1 liefert, wenn im i-ten Zug eine schwarze Kugel gezogen wird,
und die sonst den Wert 0 gibt. Dann ist X = X; + ...+ X,,, und fiir
jedes i gilt E(X;) = £. Damit folgt

S
E(X)=n—.
(X)=n~

XI.3.5. Varianz und Kovarianz. Seien X und Y zwei reellwerti-
ge Zufallsvariable auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (£2, P).
Die VARIANZ von X ist definiert durch

Var(X) = B((X — BE(X))?).

Die Grofle

ox =/ Var(X)

heift die STREUUNG oder STANDARDABWEICHUNG von X .
Die KOVARIANZ von X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y)=E(X — E(X))(Y — E(Y))).

Die Grofle

heit der KORRELATIONSKOEFFIZIENT von X und Y. Die Zufallsva-
riablen X und Y heiflen UNKORRELIERT, wenn Cov(X,Y’) = 0 ist.
Die Varianz ist ein Mafl fiir die Streuung einer Zufallsvariablen
um den Erwartungswert E X, der ein Maf fiir den Mittelwert ist. Ist
EX =0 und haben die Werte z1,...,x, von X alle die gleiche Wahr-

scheinlichkeit %, so ist
1 } : 2
ox — ﬁ Xy

Bis auf den Skalierungsfaktor \/iﬁ ist also ox der Euklidische Abstand
des Punktes (z1,...,2,) vom Ursprung.
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Eine positive Kovarianz von X und Y bedeutet, dass X die Tendenz
hat, dort grof§ zu sein, wo auch Y grof} ist.

Sind X, Y, X, reellwertige Zufallsvariable und a, b, ¢, d reelle Zah-
len, so gelten folgende Eigenschaften:

Var(X) =
Var(aX + b) = a® Var(X)
Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y)
Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
|Cov(X,Y)| < oxoy

Var(z X;) = Z Var(X;) + Z Cov(X;, X))
i=1 i=1 i
X,Y unabhingig = Cov(X,Y) =0

E(X?) - B(X)?

Xi,...,X, unabhingig = Var(z X;) = ZVar(X

i=1

Zum Nachweis dieser Eigenschaften beginnen wir mit der dritten.
Da der Erwartungswert einer konstanten Zufallsvariablen diese Kon-
stante ist, erhalten wir

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
=FEXY -XEY)-YEX)+ EX)E(
=EXY)-EXE(Y) —EYEX))+ EEX)E®Y))
=FEXY)-EX)EY)-EX)EY)+ EX)E(Y)
= E(XY) - E(X)E(Y).
Die erste Eigenschaft ist der Spezialfall X =Y der dritten Eigenschaft.
Aus der dritten Eigenschaft folgt Cov(X,Y) = 0, wenn eine der Zu-
fallsvariablen X oder Y konstant ist. Aus der Definition der Kovarianz

folgt zudem, dass die Abbildung X,Y + Cov(X,Y) bilinear ist. Damit
folgt

S

Cov(aX + b,cY 4+ d) = Cov(aX,cY) 4+ Cov(aX, d)
+ Cov(b, cY') + Cov(b,d)
= acCov(X,Y).
Die zweite Eigenschaft ist der Spezialfall X = Y, a = ¢ der soeben
bewiesenen vierten Eigenschaft.

Die fiinfte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition.
Die sechste Eigenschaft ist eine Konsequenz der Cauchy-Schwarzschen
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Ungleichung (vgl. Abschnitt I1.6.6 (S. 103, Teil I)).
Zum Nachweis der siebten Eigenschaft setze X; = X; — F(X;). Dann
folgt

Var( ZX ZXv)Q)

=1

— zn:Var(Xi) + Z Cov(X;, Xj).

i#]
Sind X und Y unabhéngig, so auch X — F(X) und Y — E(Y). Damit
folgt die achte Eigenschaft:
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
=F(X - EX))EY —E(Y)) (wg. Unabhingigkeit)
=0.
Die letzte Eigenschaft schliellich folgt aus der siebten und achten Iden-
titat.

BEISPIEL X1.3.9 (VARIANZ DER BINOMIALVERTEILUNG). Wir be-
trachten die Zufallsvariable S aus Beispiel XI.3.5 (S. 21) und definieren
die Zufallsvariablen S; wie in Beispiel X1.3.7 (S. 23). Da sich S; nur auf
das i-te Teilexperiment bezieht und die Teilexperimente unabhéngig
sind, sind die .S; unabhéngig. Daher ist

Var(S) = Var(S; + ...+ Sy)
= Var(S;) + ...+ Var(S,)
= n Var(S}),

da jedes S; die gleiche Varianz hat. Weiter ist
Var(S)) = E(S?) — E(S;)?

=p—p°
=p(1 —p).

Insgesamt folgt

Var(S) = np(1 —p).
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BEISPIEL XI.3.10 (VARIANZ DER HYPERGEOMETRISCHEN VER-
TEILUNG). Wir betrachten die Zufallsvariablen X und X7, ..., X,, aus
Beispiel X1.3.8 (S. 24). Setze p = &. Alle X; haben die gleiche Varianz:

Var(X;) = Var(X))
= B(X}) — BE(X,)?
=p—p°
=p(1—p).
Ebenso gilt aus Symmetriegriinden fiir alle ¢ # j
Cov(X;, X;) = Cov(Xy, X»)
= E(X1X,) — E(X1)E(X2).
Weiter ist
E(X1Xy)=P{X;i =1} n{Xy=1})
= P{X1 =11HP({Xo = 1}[{Xy = 1})
_5S5-1
NN -1
S—1
N-1

=P

Damit folgt

S—1

Cov(X;, Xj) PN 7 —p’
S—1

—p(m—p)

fiir ¢ # 7 und

Var(X) = Var(X;) + Y Cov(X;, X;)

i=1 itj
S -1
=np(l —p) + (n* —n)p (m — D)
_5-1_5_ _s-
SN-1 N NWN-D
S—N
—_———
=51 (p—1)
—p(1 - p)(1 - 2L
=np p N _1
N—n
— (1 —
np(l = p)

Tabelle XI.3.2 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusammen.
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TABELLE XI.3.2. Erwartungswert und Varianz einiger Verteilungen

Verteilung Erwartungswert Varianz
binomial np np(1 —p)
hypergeometrisch
h(s;n,N,S),p=% np np(1 —p) 3=

XI1.3.6. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen. Seien X,
..., X, unabhéngige, reellwertige Zufallsvariable mit gleichem Erwar-
tungswert und Var(X;) < M fiir alle 4. Dann gilt fiir alle € > 0:

SCHWACHES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN:

Es besagt, dass bei immer h&ufigerer, unabhéngiger Wiederholung
eines Experimentes das Ergebnis im Mittel fast sicher gleich dem Er-
wartungswert ist.

BeispiEL XI.3.11. Fiir die Zufallsvariablen S und Si,...,.S, des
Bernoulli-Experimentes aus den Beispielen XI.3.5 (S. 21) und XI.3.9
haben wir fiir alle ¢

1
Var(S;) = p(1l —p) < 1
h, = %S ist die relative Haufigkeit, mit der ein Erfolg eintritt. Die

Wahrscheinlichkeit, dass diese relative Haufigkeit um mehr als € von
dem Erwartungswert p abweicht, ist

P(lh, —p| > ¢) < =
BeispiEL XI.3.12. Wir betrachten ein fiir uns vorteilhaftes Spiel,

bei dem wir auf Dauer fast sicher verlieren.

Die Spielregeln lauten:

e Der Anfangseinsatz betragt 1 Euro.

e Es wird immer wieder eine Miinze geworfen. Féllt Zahl geht
die Hélfte des aktuellen Einsatzes verloren, fillt Kopf gewinnen
wir % des aktuellen Einsatzes hinzu.

Da der Gewinn hoher ist als der Verlust, ist dieses Spiel vorteilhaft fiir
uns. Dennoch werden wir auf Dauer fast sicher verlieren.

Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit X,,_; den Einsatz vor dem
n-ten Wurf, n > 1. Dann ist Xy = 1 Euro und X,, = %Xn_l, wenn
im n-ten Wurf Zahl kommt, und X, = %Xn,l, wenn im n-ten Wurf
Kopf fallt. Setze Y,, = %, falls im n-ten Wurf Zahl kommt, und Y,, = g,
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falls im n-ten Wurf Kopf fallt. Dann ist X,, =Y; -...-Y,. Die Y; sind
unabhéngig. Es ist
1 1 15
EY)==-~+4+~--=
(¥3) 2 2 + 2 3
13
12
> 1.
Daher ist
B(X,) =[] EM)
i=1
_(13\"
- \12
—> m
Setze
p = E(logY;).
Dann ist
1 1 1 5
= Zlog(=) + = log(Z
=5 log(5) + 5 log(3)
1 1 1
“log(=) + =
< 5 log(5) + 5 log(2)
=0.
Mit e = %\u! = —% w1 gilt nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
1
P (12 tog(ri) + ..+ og(v) — s <) — 1
Wegen
log(Xy) =log(Y1) 4 ... +log(Yy)
und
1 1
{11060 -l < =t} < {Liogx) < 4]
folgt
Pliog(x,) <2 1
—log(X,) <=) — 1.
n & 2 n—oo

Fiir grofie n gilt also mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei 1
X, < ez

Wegen p < 0 strebt dieser Ausdruck exponentiell schnell gegen Null.
Dieses scheinbar paradoxe Verhalten liegt daran, dass man mit sehr
kleiner Wahrscheinlichkeit sehr grofle Gewinne machen kann.

Wir kénnen uns das Ergebnis heuristisch auch leicht wie folgt klar
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machen: Nach 2n Spielrunden sollten wir etwa n-mal gewonnen und
n-mal verloren haben. Dann betrédgt unser Kapital

1 n n n
X2n ~ | = ? - § .
2 3 6
Wegen % < 1 strebt dieser Ausdruck fiir n — oo aber gegen Null.

XI.4. Grundbegriffe der Schitztheorie

XI.4.1. Motivation. Ein Teich enthilt eine unbekannte Zahl N
von Fischen, die geschétzt werden soll. Um dies zu erreichen, fangen
wir W Fische, markieren sie mit einem weiflen Fleck und setzen sie
wieder aus. Wir warten eine Weile und fangen nun n Fische. Sei z die
Zahl der markierten Fische in diesem Fang. Eine von dieser Zahl x
abhingige Schitzung N (x) fiir N erhalten wir mit folgender Plausi-
bilitdtsbetrachtung: Wenn z nicht zu klein ist, sollte der Anteil % der
markierten Fische im zweiten Fang etwa dem Anteil % der markierten
Fische am Gesamtbestand entsprechen, d.h. =~ % Da wir x, n und
W kennen, kénnen wir diese Naherungsgleichung nach N auflésen und
erhalten die Schéatzung

N~ N(z) = [Mw :
x
Dabei bezeichnet [a] die groBite ganze Zahl < a.

Wir koénnen diese Plausibilitdtsbetrachtung auf ein etwas sichereres
mathematisches Fundament stellen. Dazu beschreiben wir den zweiten
Fang durch das Modell des Ziehens ohne Riicklegen von n Kugeln aus
einer Urne mit W weilen und N — W schwarzen Kugeln. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass = weifle Kugeln gezogen werden, ist dann

()
()
Man beachte, dass die Abhéngigkeit von N hier eine ganz andere ist
als bisher: NV ist nicht ein Ereignis, sondern ein unbekannter, zu be-

stimmender Parameter.

Der MAXIMUM-LIKELIHOOD ANSATZ zur Schétzung von N besagt,
dass man bei gegebenem W und x den Wert von N so bestimmt, dass
Py (x) maximal wird. Um NN so zu bestimmen, betrachten wir

Py@) (GO E

Py () EY)

(N = W)(N = n)
N(N—-W —-n+uz)

Pyn(z) = mit 0 <z < n.

Offensichtlich gilt
PN(x) > PN71<I>
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= (N—=W)N—-n)>NN-W —n+x)
<— Wn > Nzx.

Analoge Aquivalenzen gelten auch fiir die Beziehungen < und =. Daher
liefert der Maximum-Likelihood Ansatz die gleiche Schétzung wie unser
Plausibilitdtsargument.

XI.4.2. Der allgemeine Rahmen von Schéitzproblemen. Zur
Beschreibung eines Schéitzproblemes mit endlichem Stichprobenraum
bendtigen wir:

e cine nicht leere, endliche Menge X', den STICHPROBENRAUM,

e cine Familie {Py : ¥ € O} von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
X und

e cine zu schitzende Funktion g(v).

X ist die Menge der moglichen Beobachtungsergebnisse. Durch die
unterschiedliche Notation zu den vorigen Abschnitten — X statt ) —
soll betont werden, dass jedes x € X tatsédchlich beobachtbar sein
muss. Bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen treten dagegen
auch Stichproben- bzw. Ereignisrdume €2 auf, deren Elemente w nicht
beobachtbar sind.

BeispieL, XI.4.1. Im Rahmen des vorigen Abschnittes ist X =
{1,2,...,n}, wenn n die Zahl der Fische im zweiten Fang ist. Wei-
ter ist ¥ = N die unbekannte Zahl der Fische im Teich. Py = Py ist
die hypergeometrische Verteilung h(.;n, N,W) und die Funktion g ist
gegeben durch g(¥) =9 = N.

In obigem Beispiel ist die zu schétzende Funktion g(d) = 9. Ist
dagegen z.B. die Varianz einer Binomialverteilung zu schétzen, ist 9 =
pund g(p) = np(1 — p).

Bezeichne mit YV den Wertebereich der zu schétzenden Funktion
g. Jede Abbildung T : X — ) heifit ein SCHATZER von ¢. Diese
Sprechweise ldsst natiirlich auch vollig unsinnige Schétzer zu.

Héufig deutet man in der Notation an, dass geschéitzt wird, und
setzt ein ,,Dach* iiber die zu schitzende Grofle. N wiire also ein Schétzer
fiilr N, p ein Schétzer fiir p und g ein Schétzer fiir g.

XI.4.3. Maximum-Likelihood Schitzer. Sei x € X eine feste
Beobachtung. Die Funktion

L,:0 —10,1]
mit

nennt man LIKELIHOOD-FUNKTION. Wenn L, einen Maximalwert in
¥ = ¥(z) annimmt, d.h.

Lo () = sup{L,(?) : ¥ € O},
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nennt man 5(x) eine MAXIMUM-LIKELIHOOD SCHATZUNG von ¢ und
g(9) eine Maximum-Likelihood Schiitzung von g(¥).

Héufig ist © ein Intervall in R, und eine Maximum-Likelihood Schét-
zung kann wie in Abschnitt IV.2.1 (S. 136, Teil I) durch Differentiation
gefunden werden. Dabei ist es oft einfacher mit der Funktion £, = In L,
zu arbeiten. Wegen der Monotonie des Logarithmus haben £, und L,
ihre Maxima an der gleichen Stelle.

BEISPIEL X1.4.2. In n Bernoulli-Experimenten soll die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p aus der Zahl x der Erfolge geschétzt werden. Es ist

L.(p) = <Z>p””(1 —-p)""
L.(p) = In L,(p)

=1In (Z) +xlnp+ (n—2)In(1 — p)

d r n—2x

SLp) =1 -1
dp p 1-p
Also liegt das eindeutige Extremum bei . Wie man leicht nachpriift,
ist dies auch ein Maximum. ¥ ist die Maximum-Likelihood Schétzung

fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

X1.4.4. Erwartungstreue. Ist T : X — R ein Schétzer, so be-
zeichnen wir den Erwartungswert von T bzgl. Py mit Ey(T):

Ey(T) =Y T(x)Py(x).
TEX
Die Beobachtung des Experimentes, das dem Schétzproblem zugrunde
liegt, konnen wir als eine Zufallsvariable X auffassen, d.h. X(x) =
x. Mit dieser Notation konnen wir den Begriff der Erwartungstreue
definieren:

Ein Schétzer g fiir () heiit ERWARTUNGSTREU, wenn fiir
alle ¥ € © gilt

Ey(9(X)) = g(9).
Speziell heifit ¥ ein ERWARTUNGSTREUER SCHATZER von
9, wenn fiir alle ¥ € © gilt

~

Ey(¥(X)) = 0.
Die Differenz
b(1,9) = Eg(9(X)) — 9(¥)
heiBt der Bras (wortlich: Vorurteil) des Schétzers g. Ein

Schitzer ist also genau dann erwartungstreu (engl.: UNBIA-
SED), wenn sein Bias gleich Null ist.
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BeispiEL XI1.4.3. Ist X binomial verteilt mit den Parametern n
und p, so ist E(£) = p (vgl. Abschnitt XI1.3.5 (S. 24)). Daher ist die
Schatzung p(X) = % aus Beispiel XI.4.2 erwartungstreu.

BeispieL XI.4.4. Haufig erfolgt die Messung einer unbekannten
Grofle g durch Ausfithren von n unabhéngigen Zufallsexperimenten,
die p als Erwartungswert haben. Mathematisch bedeutet dies, dass wir
n unabhéngige Zufallsvariable X1, ..., X, und eine unbekannte Familie
Py von Wahrscheinlichkeiten haben, so dass Ey(X;) = p ist fiir alle 4

und ¢. Sei

und

Also ist der Mittelwert ein erwartungstreuer Schétzer fiir g;.
Haben die X; alle die gleiche unbekannte Varianz o2, so bestimmt die
Familie Py auch diese Grofle. Setze in diesem Fall

92(0) = o’
= Var(Xj,).

Wir wihlen

1 .
2: XZ_XQ
= )

i=1
als Schéitzer fiir o2, (Beachte, dass durch n — 1 geteilt wird!) Da die X;
unabhéngig sind, erhalten wir fiir jedes ¢

Ey((X = p)?) = Vary(X)

1
= ﬁVarﬁ(Xl + ... +Xn)

1
= ﬁ(V&Yﬁ(Xl) + ...+ Vary(X,))
o2

n
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und

By((X = XP) = Byf((X, — ) — (X = )?)
= Bol(X, — ) ~ 2Bg((X, — (X — )
+ Ey(X 1)
=0 = 23 B = i) — )+

Vv
=0 fiirj#i

2 o?
=02 — ZEy((X; — pn)?) + —
o* = ZEy(Xi— ) + 2
2
:0‘2—0-—
n
1
—0%(1 - =
01— )
Hieraus folgt
R —
2y 2
Bals®) = =3 2B = )
1 9 1
— 1—=
n—lna( n)
= o

Also ist s? ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Unbekannte Varianz
2

o°.

XI.4.5. Der mittlere quadratische Fehler. Die wohl wichtigs-
te Forderung an einen Schétzer T von g¢(¥) ist wohl diejenige, dass
der Fehler T'(X) — g(¥) der Schétzwerte ,klein“ sein sollte. Um diese
Grofle quantitativ zu messen, betrachtet man den MITTLEREN QUA-
DRATISCHEN FEHLER

R(W,T) = Ey(T(X) — g(9))*).

Man kann den mittleren quadratischen Fehler auch durch die Vari-
anz und den Bias ausdriicken. Beriicksichtigt man, dass Ey(T) — g(9)
eine Konstante ist, erhélt man nédmlich

B (100 - 9)))

_ £, (((T<X> — Bo(T)) = (9(0) - Eﬁ(TD)Q)
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— By ((T(X) - Eﬁ(T))Q)

.

v~

=Vary(T)
=28 ((T(X) = Bo(1) (909) — Eo(T)))
—(9(9)— g (T)) Eg (T(X)— Ey (T))=0

%—Eﬁ<<g@ﬂ——Eb(T»2>

[ J/

=(9(9)~ g (T))?
= Varg(T) + 6(19, T)2
Also ist der mittlere quadratische Fehler

R(9,T) = Vary(T) + b(9, T)>.

BEISPIEL XI1.4.5. Fiir den Schiitzer T'(X) = < aus Beispiel X1.4.3
(S. 33) fiir die binomial verteilte Zufallsvariable X gilt gem&fl Beispiel
XI.4.3 und Abschnitt XI.3.5 (S. 24)

b9, T) = 0,

1
Vary(T) = = Vary(X)

1
=—9J(1 —9).
~0(1 =)
Also ist der mittlere quadratische Fehler

R9,T) = 29(1 — ).

n
Fiir alle ¥ € © = (0, 1) gilt

1
< —.
R(,T) < +-

BEISPIEL X1.4.6. Wir greifen Beispiel XI1.4.4 (S. 33) auf. Der Bias
des Mittelwertes X ist Null; seine Varianz ist geméafl Beispiel XI1.4.4
gleich %2, wenn alle X; die gleiche Varianz o2 haben. Also ist der mitt-

lere quadratische Fehler

0.2

RO, %)= .

n

XI.5. Approximationen der Binomialverteilung

Fiir grofle Werte von n ist die exakte Berechnung der Wahrschein-
lichkeit

bnp(k) = (Z)pk (1—p)*
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duBerst miihselig und anféllig fiir Rundungsfehler. Dies gilt vermehrt
fiir Summen dieser Ausdriicke. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
Approximationen fiir b, ,(k) bestimmen, die leichter und mit geringeren
Rundungsfehlern berechnet werden kénnen.

Zur Vereinfachung der Sprache fithren wir die Notation

a, ~b, < lima—zl

ein. a, ~ b, bedeutet, dass es eine Nullfolge (6,,)nen gibt mit

fiir alle bis auf endlich viele n.

XI1.5.1. Approximation von n! und b, ,(k). Unser wichtigstes
Hilfsmittel ist die STIRLINGSCHE FORMEL

nl ~\2mn n"e ",

Fiir die eingangs erwidhnte Folge (6,,)nen kann man in diesem Fall
zeigen:

1 1
<6, <—
12n+1 — 12n

fir alle n.

Tabelle XI.5.1 gibt einen Eindruck von der Genauigkeit der Stir-
lingschen Formel.

TABELLE XI.5.1. Genauigkeit der Stirlingschen Formel

n n! | V2rnnre | IMov2rnnte"| 27:!1"%_71'
2 1.919 4.05%

5 120 118.019 1.65%
10 | 3628800 3598690 0.83%

Mit der Stirlingschen Formel folgt

n

boal) = ()=

V2t ne ™
V2rk kke=k /2w (n — k) (n — k)(n—ke—(n—k)

- \/127 k(nn— k) (%)k (%)H

pF(1—p)
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Wir betrachten nun eine Folge (k;,)neny mit k,, ~ np. Dann ist n —k,, ~
n(1l —p) und
n 1

Fn(n = ka) ~ \/rp(1—p)

wobel

On =V np<1 _p>

die Standardabweichung der b, ,-Verteilung ist (vgl. Abschnitt XI1.3.5
(S. 24)). Wir wollen nun das Verhalten von

x(n, k) = (Z_i’)kn (77;51_——]{5)>nkn

studieren. Dazu bilden wir den Logarithmus und setzen

Dann gilt t,, — p fiir n — oo und

—Inx(n,k,) = —kp ln(Z—f) —(n—k,) ln(nél_—_kf))
kn tn k’n 1-— %‘
:n{gln(g)ﬂl_ T )}

= n{tnln(%) +(1—t,) 1n(11_t")}.

-Pp
Definiere die Funktion ¢ : (0,1) — R durch

t 1—1¢
t)=tln(—)+ (1 —1¢)In .
9(t) (p) (1—1) (1_p)
Dann ist
9(p) =0,
g'(p) =0,
1 1
"
p)=-—+—
9" (p) P
B 1
p(l —p)
Nach der Taylor Formel ist daher
1
g(t) = ——(t—p)?> +r(t—p) mit |r(t—p)| <c|t—p
()= o=yt = PP+ 7t =p) mitr(t=p)] <clt—p

in einer Umgebung von p.
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Wir nehmen nun an, dass nicht nur ¢, — p gilt, sondern dass sogar
n(t, —p)® — 0 gilt. Dann folgt n|r(t, — p)| — 0 und daher

n(tn - p)2
—Inx(n,k,) — ———| — 0.
Setzen wir
k, —np
kn - )
(k) = =
SO ist

n(t, — p)? _ z(n, kn)?
2p(l-p) 2
Damit erhalten wir
z(n, kn)2>

)~ exp (<2

Insgesamt haben wir somit unter obigen Voraussetzungen die Bezie-

hung
1 1 z(n, ky)?
)~ o (28]

gezeigt.
Die Funktion

X

o) = o (—3)

heifit DICHTE DER STANDARD-INORMALVERTEILUNG. Damit 14sst sich
unsere Approximation der b, ,-Verteilung schreiben als

bup(k) ~ —p((n, k)

n
mit

on = /np(l —p),

k—
x(n, k) = Ly

On

Mit Hilfe von Ergebnissen der Funktionentheorie folgt

o 1 22
p(x)dr = — e zdx =1.
—00 V 27 /oo
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X1.5.2. Der Satz von Moivre-Laplace. Wir wollen Summen
von Wahrscheinlichkeiten b, ,(k) fiir grofie n néherungsweise berech-
nen. Dazu definieren wir

®(x) :/OO cp(t)dt:\/%_ﬂ/;e‘t;dt.

Die Funktion ® heifit die VERTEILUNGSFUNKTION DER STANDARD-
NORMALVERTEILUNG. Sie hat folgende Eigenschaften

lim ®(z) =0

1

d(0) = =

0=
O(—z)=1—0(z) fiirx>0
O(x) < P(y) fir x <y

Sie ist ausfiihrlich tabelliert (z.B. in U. Krengel: Einfiihrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, Vieweg 2000, S. 248).
Sei nun S, eine b, ,-verteilte Zufallsvariable. Setze

n

On
_ Sp— E(Sh)
Var(S,)

Dann ist F(S}) = 0 und Var(S}) = 1. S} heifit daher die STANDARDI-
SIERTE oder NORMIERTE Form von .S,,. Nimmt S,, den Wert k an, so
hat S} den Wert z(n, k) mit x(n, k) aus dem vorigen Abschnitt.

Der SATZ VON MOIVRE-LAPLACE besagt, dass ® eine gute Appro-
ximation fiir die Verteilung von S} ist:

lim P(a < S; <b)=d(b) — P(a).

n—oo

BEISpIEL XI1.5.1. Wie grof ist ndherungsweise die Wahrscheinlich-
keit, bei 600 Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens 90 und hochstens
100 Sechsen zu erhalten?

Es ist

n = 600
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und
1
p - 67
also
np = 100
und
1 5
L =1/600-=-=
7 6 6
/250
V3
~ 9.13
Damit folgt
90 — 100 100 — 100
PO0<S,<100)=P(——— <S5, < ———)
on o
10
~ ®(0) — O(———
=0.5—d(—1.095)
=0.5— (1 — ®(1.095))
~ 0.36.

BEispiEL XI1.5.2. Wir wollen den Prozentsatz der Wahler der Partei
A schitzen. Werden n Wihler befragt und sind darunter S,, Wéhler der
Partei A, so sei % der Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit p, dass ein
zufiillig ausgewahlter Wahler die Partei A wéhlt. Wie grof3 muss n sein,
damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums um 1% nicht groéfler ist als
0.057

Es muss also gelten
P(—0.01 < % —p <0.01) ~ 0.95.
Mit
on = \/1p(1 —p)

erhalten wir

0.01 0.01
0.95 ~ P(— -1 < g < 2
o o
0.01n 0.01n
~ o — P(—
() - a2
01
_ oYy



XL.5. APPROXIMATIONEN DER BINOMIALVERTEILUNG 41

also

0.01In

On

®( ) &~ 0.975.

Da ® streng monoton ist, existiert die Umkehrfunktion ®~!. Es muss
also gelten

0.01n

On

~ ®1(0.975).

Aus einer Tabelle von ® entnehmen wir
<I>*1(O.975) ~ 1.96.

Also muss gelten

.01
1.96 = 0.0
On
_0.01y/n
p(1—p)

== n ~ 1964/p(1 — p)
— n~196°p(1 —p).

Wir kennen aber p nicht! Aber wir wissen, dass fiir alle moglichen p,
namlich 0 < p < 1, gilt

p(l—p) <
Damit erhalten wir die Schétzung

1962

Ty
= 98?2
= 9604.

-

Wir miissen also ca. 9600 Wihler befragen.
Héatten wir z.B. die Zusatzinformation p < 0.1 zur Verfiigung, kiimen
wir wegen

max p(l—p)=20.1-0.9=0.09

0<p<0.1

mit ca. 3450 Befragungen aus.

X1.5.3. Die Poisson-Approximation. In diesem Abschnitt ge-
ben wir eine andere Approximation der b, ,-Verteilung an, die fiir kleine
Werte von p besser ist als die Normalverteilung aus Abschnitt XI.5.1.

Eine Zufallsvariable X heifit POISSON-VERTEILT mit Parameter
A > 0, wenn gilt
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P(X=k)=e*~ mithk=0,1,...

Ist (pn)nen eine Folge in [0, 1] mit np, — A, so gilt fiir jedes k die
P0OI1SSON- APPROXIMATION

n

bn.p,, (k) = (k>p§(1 —p)nh

k
A
— e .

Um dies einzusehen, setze A\, = np,,. Dann gilt fiir festes k

gy

k! nk

n n
_1In n-1 n—k—i—l)\k ] A\ ] An "
S kln o T n " n n '
Fiir n — oo streben die Quotienten 7, "T_l, cee ”‘T’““ alle gegen 1;
nach Voraussetzung gilt
AP \F
und
A
- )% =1,
(-2 =

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

>\n n -2

Damit folgt die Poisson-Approximation.

TABELLE XI.5.2. Poisson-Approximation fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass unter 91 Personen genau k£ am heu-
tigen Tage Geburtstag haben

k| P(X = k)~ 02557025
1 0.1047
2 0.0243
5

6.337-107°
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BEispIEL XI.5.3. In einem Horsaal befinden sich 91 Studierende.
Die Wahrscheinlichkeit p, heute Geburtstag zu haben, ist p = 3%5.
Die Zahl derer, die heute Geburtstag haben, ist praktisch Poisson-
verteilt mit A = % ~ 0.25. Tabelle XI.5.2 gibt die mit der Poisson-
Approximation gendherte Wahrscheinlichkeit P(X = k) an, dass heute

genau k Personen aus dem Horsaal Geburtstag haben.

BEeispPIEL XI.5.4. Bei der Produktion von Blitzlichtlampen ist mit
der Wahrscheinlichkeit p = 0.015 eine Lampe schon bei der Produktion
defekt. Wie grofl muss man n wéhlen, damit in einem Karton mit n
unabhéngig gewihlten Lampen mit Wahrscheinlichkeit > 0.8 mindes-
tens 100 funktionstiichtige Exemplare sind?

Die Zahl n ist minimal zu wéahlen unter der Bedingung

0.8 < P(,,hochstens n — 100 fehlerhafte Lampen*)

n—100

= Z bn,p(k)-

Approximieren wir die rechte Seite mit der Poisson-Verteilung zu A\, =
np, erhalten wir die Bedingung

Mit Hilfe eines Taschenrechners priifen wir nach, dass n = 102 die
kleinste Zahl ist, die diese Bedingung erfiillt. Wir miissen also 102 Lam-
pen in den Karton legen.

Wiirden wir die Wahrscheinlichkeit auf 0.9 erhohen, miissten wir 103
Lampen in den Karton legen.

XI.6. Tests

XI.6.1. Motivation. Eine Person behauptet, dass sie bei Milch-
kaffee schmecken kann, ob zuerst der Kaffee oder die Milch in die Tasse
gegeben wurde. Wie kénnen wir die Stichhaltigkeit dieser Behauptung
nachpriifen?

Ein erster Ansatz geht auf Fisher (1935) zuriick. Er schliagt folgende
,, Versuchsanordnung* vor:

In vier Tassen wird zuerst Kaffee und dann Milch gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir Tassen vom Typ 1. In weite-
re vier Tassen wird zuerst Milch und dann Kaffee gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir vom Typ 2. Die Kaffee- und
Milchmenge ist dabei natiirlich bei allen Tassen die glei-
che, und es wird gut umgeriihrt. Nun werden der Person
die acht Tassen in beliebiger Reihenfolge (8! Moglichkei-
ten) vorgesetzt, und sie soll die vier Tassen vom Typ 1
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identifizieren. Falls ihr das gelingt, wollen wir ihre Be-
hauptung als wahr akzeptieren.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person rein zuféllig richtig rét, ist
aufgrund der hypergeometrischen Verteilung aus Abschnitt XI.1.4 (8.

10) gleich
8\ 1
4) 70

Wir geben der Person also nur mit dieser Wahrscheinlichkeit Recht,
wenn ihre Behauptung nicht stimmt.

Schwieriger wird die Angelegenheit, wenn die Person behauptet,
nicht unfehlbar zu sein, aber mit grofler Sicherheit die Unterscheidung
treffen zu kénnen. Wenn wir ihr die Behauptung in diesem Fall schon
dann glauben, wenn sie mindestens drei der vier Tassen vom Typ 1 rich-
tig identifiziert, ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen zufélligen Treffer
schon

DG +GG) _1+4-4

(3) 70
_u
70
~ (.24,

Wie kann man in diesem Fall die Gewissheit, der Person auf die Schliche
zu kommen, erhéhen, ohne sie dabei zu benachteiligen?

Neyman (1950) schldgt dazu die folgende verbesserte ,, Versuchsan-
ordnung* vor:

Der Person wird n-mal die Aufgabe gestellt, zwei Tas-
sen, von denen eine vom Typ 1 und eine vom Typ 2
ist, korrekt zu klassifizieren. Die beiden Tassen werden
ihr jeweils in einer zufélligen, durch Miinzwurf bestimm-
ten Reihenfolge vorgesetzt. Damit die Person unabhéngig
von fritheren Entscheidungen urteilen kann, wird jeder
Teilversuch an einem anderen Tag ausgefiihrt.

X sei die Zahl der Tage, an denen die Person die Tassen richtig klassi-
fiziert.

Ein mathematisches Modell fiir diese Versuchsanordnung ist die An-
nahme, X sei binomial verteilt mit Parametern n und p. Die Hypo-
these ,,die Person schwindelt und trifft ihre Entscheidung rein zufallig*
entspricht dem Fall p = % Diese Hypothese nennt man die ,,Nullhypo-
these®. Die Alternative ist, dass die Person tatséichlich die behauptete
Féhigkeit hat, und entspricht dem Fall p > % Es wird nun eine Zahl ¢
festgelegt, so dass P(X > t) < a ist. Dabei ist « eine vorgegebene, klei-
ne, positive Schranke, z.B. o = 0.05. Dies ist die ,,Sicherheitsmarge®,
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mit der wir ausschliefen wollen, dass wir der Person ungerechtfertig-
terweise auf den Leim gehen. Falls die Person nun mindestens t-mal die
Tassen richtig klassifiziert, wollen wir ihr glauben.

Der Unterschied des Neymanschen Ansatzes zu dem von Fisher liegt
darin, dass er prazise Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit erlaubt, die
Nullhypothese zu akzeptieren, wenn die Alternative zutrifft.

XI.6.2. Grundbegriffe der Testtheorie. Von einem Testpro-
blem spricht man, wenn eine zufillige Gréfe X mit einer unbekannten
Verteilung Py beobachtet wird, und man aufgrund des beobachteten
Wertes « von X entscheiden soll, ob Py einer bestimmten Menge von
Verteilungen angehért oder nicht.

Zur genaueren mathematischen Beschreibung sei X die Menge der
moglichen Werte der Zufallsvariablen X und {Py : ¢ € ©} die Menge
der in Betracht gezogenen Verteilungen von X. Unter diesen méglichen
Verteilungen ist eine echte Teilmenge {Py : ¥ € H} durch zusétzliche
Bedingungen ausgezeichnet. Ein TEST ist eine Entscheidungsregel, die
fiir jeden moglichen Wert von X festlegt, ob man sich fiir die HypPo-
THESE ,, € H* oder fiir die ALTERNATIVE ,,i) € O\ H“ entscheiden
soll. Man nennt auch kurz H die Hypothese und K = ©\H die Al-
ternative. Die Entscheidung fiir die Hypothese nennt man ANNAHME
DER HYPOTHESE, und die Entscheidung fiir die Alternative nennt man
VERWERFEN DER HYPOTHESE.

Ein Test ist also beschrieben durch Angabe der Menge R derjenigen
Werte z von X, fiir die die Hypothese verworfen werden soll. R heif3t
VERWERFUNGSBEREICH oder KRITISCHER BEREICH des Tests.

Innerhalb des gewéhlten Modells sind zwei Arten von Fehlern mog-
lich:

e Ist ¥ € H und wird die Hypothese verworfen, spricht man von
einem FEHLER ERSTER ART.

e Ist ¥ € K und wird die Hypothese angenommen, spricht man
von einem FEHLER ZWEITER ART.

Praktisch beschreibt man den Verwerfungsbereich R durch eine
Funktion T'(z), die so gewéhlt wird, dass grofie Werte gegen die Hypo-
these sprechen. T heifit TESTSTATISTIK. Man wéihlt dann einen KRI-
TISCHEN WERT ¢ und verwirft die Hypothese, wenn T'(z) > ¢ ist. Es
ist also

R={x:T(z) > t}.

Bisher ist das Testproblem so formuliert, dass H und K symme-
trische Rollen spielen. Dies ist aber in der Praxis in der Regel nicht
der Fall. Vielmehr wird man die Hypothese so wéhlen, dass sie der
etablierten Hypothese oder der bisherigen Erfahrung entspricht. Bei
unserem einfithrenden Beispiel bedeutet dies, dass man als Hypothese
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,die Person schwindelt“ nehmen wird. Bei der Einfithrung eines neu-
en Medikamentes wiirde man z.B. die Hypothese ,,das Medikament ist
nicht wirksamer als die bekannten Mittel“ wéhlen.

Man zieht nur Verwerfungsbereiche in Betracht, fiir die die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers erster Art durch eine vorgegeben kleine Zahl
a > 0 begrenzt ist. Quantitative Aussagen erhélt man durch die GUTE-
FUNKTION

B() = Py(X € R).
Sie ordnet jedem ¢ die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter Py zu. Der
Test hat das Niveau «, wenn fiir alle ¥ € H die Ungleichung G(¢) <
a gilt. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist dann also
maximal «. Gebriuchliche Werte fiir « sind 0.05, 0.02 oder 0.01.

XI1.6.3. Zuriick zur Motivation. In unserem motivierenden Bei-
spiel des ersten Abschnittes ist das gesuchte Modell beschrieben durch
X ={0,1,...,n},
1

62[57 ]7

v = p,

Die Hypothese ist

H=1{=
)
und die Alternative ist
1
K= (= 1].
(2’ ]

Der Verwerfungsbereich ist von der Form
R={x:z >t}
Sei
Blplt.n) = P(X > 1)
die Giitefunktion dieses Tests. Als Niveau wollen wir
a=0.05

wéhlen. Wir miissen dann fiir gegebenes n den Parameter ¢ so wihlen,
dass

1
B(5ltm) < 0.05
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ist.
Fiir n = 5 kommt nur ¢ = 5 in Frage. Denn fiir ¢t = 4 ist
1 1 5\, 1
- 4 — (= 5 ~\5
8145 =+ (]) 3
6

T 32
~ 0.187

> 0.05.

Die Person miisste also in jedem der 5 Versuche die Tassen richtig
klassifizieren, damit wir ihr glauben.
Fiir n =5 ist

B®l5,5) = p.
Es ist
£3(0.6]5,5) ~ 0.08
und

3(0.9]5,5) ~ 0.59.

Hétte also die Person eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 0.6 pro Klas-
sifizierung, wiirde sie doch nur mit Wahrscheinlichkeit 0.08 ihre Fahig-
keit beweisen konnen. Selbst bei einer Erfolgswahrscheinlichkeit von
0.9, wiirde ihre Behauptung nur mit Wahrscheinlichkeit 0.59 akzep-
tiert. Die Giitefunktion zeigt also, ob der Test iiberhaupt in der Lage
ist, eine Abweichung von der Hypothese anzuzeigen.

Ist z.B. p = 0.6, ist erst bei n = 42 zu klassifizierenden Tassenpaaren
die Wahrscheinlichkeit wenigstens %, dass die Behauptung der Person
akzeptiert wird. Der kleinste Wert von ¢ mit 3(3¢,42) < 0.05 ist t =
27. Die Person miisste also mindestens 27von 42 Tassenpaaren richtig
klassifizieren.






KAPITEL XII

Stochastik 11
Allgemeine Modelle

XII.1. Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten

XII.1.1. Ergebnismengen. Im vorigen Kapitel haben wir stets
endliche Ergebnismengen 2 betrachtet. Die Bedingung card({2) < oo
lassen wir jetzt fallen und betrachten allgemeine Ergebnismengen ().
Die wichtigsten Beispiele fiir dieses Kapitel sind 2 = R und 2 = R".

XII.1.2. o-Algebren. Bisher waren die Wahrscheinlichkeitsmafle
stets auf der ganzen Potenzmenge P(f2) definiert, d.h. jede Teilmenge
von €2 war ein mogliches Ereignis. Man kann zeigen, dass dies fiir unend-
liche Mengen wie 2 = N oder 2 = R zu Widerspriichen fiihrt. Daher
koénnen wir nur noch Teilmengen A von P(2) als mogliche Ereignis-
mengen betrachten. Diese miissen aber gewisse Eigenschaften haben.

Der richtige Begriff ist hier derjenige der o-Algebra. Eine Menge
A C P(Q) von Teilmengen von 2 heifit o-ALGEBRA (iiber 2), wenn
folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

Qe A
Ae A = QANAc A

A Ay . A = UAZGA

=1

Sei nun B C P(€2). Dann kann man zeigen, dass es genau eine
o-Algebra A mit den folgenden beiden Eigenschaften gibt:

e BCA. 3 . .
e Fiir jede o-Algebra A mit B C A gilt A C A.
A ist gewissermaflen die kleinste o-Algebra, die das Mengensystem B
enthélt. A heifit die von B ERZEUGTE o- ALGEBRA.
BEisPIEL XII.1.1. Sei 2 = R. Betrachte folgende Mengensysteme
By = {(—00,a] : a € R},
By = {(—00,a) :a € R},
Bs ={(a,b):a,b € R a < b},
B, ={[a,b] : a,b € R,a < b}.
49
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Alle vier Mengensysteme erzeugen die gleiche o-Algebra B. Diese heifit
die o-Algebra der BORELMENGEN von R. Alle Intervalle, egal ob offen
oder nicht, egal ob beschrénkt oder nicht, sind in B enthalten.

BEIspIEL XII.1.2. Sei 2 = R™. Wir definieren die Relation < auf
R"™ durch

r<y <= gz <y firalel <i<n.
Mit dieser Relation kénnen wir Intervalle verallgemeinern:
la,b] ={z € R" : a < 2z < b}.

Fir n = 2 ist z.B. [a,b] das Rechteck, dessen linke untere Ecke die
Koordinaten (ai,az) hat, und dessen rechte obere Ecke die Koordi-
naten (b, bs) hat. Das Mengensystem {[a,b] : a,b € R"} aller dieser
Intervalle erzeugt eine o-Algebra B. Diese heifit wieder o-Algebra der
BORELMENGEN von R”. Zu ihr gehoren z.B. alle offenen und alle ab-
geschlossenen Mengen (vgl. Abschnitt VIIL.2.1 (S. 35, Teil II)).

XII.1.3. Wahrscheinlichkeitsmafle. Sei nun 2 eine beliebige
Menge und A irgendeine o-Algebra iiber §2. Eine Abbildung P : A —
0, 1] heifit ein WAHRSCHEINLICHKEITSMASS auf €, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:

P(Q)=1
P(A)>0 firalleAc A

Ay, Ag, ... € A paarweise disjunkt = P(U A) = ZP(Ai)
i=1

=1

Ein WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM ist ein Tripel (€2, A, P) mit einer
Menge €2, einer o-Algebra A und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Die
Elemente von A heiflen EREIGNISSE.

Im vorigen Kapitel konnten wir auf die Angabe der o-Algebra A
verzichten, weil diese ,,per ordre de mufti“ stets die Potenzmenge P(€2)
war.

Eine wichtige Konsequenz aus den obigen Eigenschaften eines Wahr-
scheinlichkeitsmafes ist:

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

e Ist By C By C ... eine wachsende Folge von Ereig-
nissen und B deren Vereinigung, so ist

P(B) = lim P(B).
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e Ist (4, D (5 D ... eine fallende Folge von Ereignis-
sen und C' deren Durchschnitt, so ist

P(C) = lim P(C)).

XII.1.4. Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten. Wir betrach-
ten nun den Fall Q@ = R und A = B die Menge der Borelmengen auf
R. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R. Dann existiert fiir jedes
x € R die Zahl

F(z) = P((—o0, z]).

Die Funktion F': R — [0, 1] ist monoton wachsend mit

lim F(z) =0,
lim F(x)=1.
L )

AuBerdem existiert fiir jedes x € R der rechtsseitige Grenzwert F'(z+0)
(vgl. Abschnitt I11.3.4 (S. 121, Teil I)) und stimmt mit F'(x) iiberein.
Die Funktion F' heifit die zu P gehorende VERTEILUNGSFUNKTION.

Ist umgekehrt ' : R — [0, 1] eine Funktion mit obigen Eigenschaf-
ten, so wird durch

P([a,b]) = F(b) — F(a)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R definiert. Die gegebene Funktion F
ist dann die zugehorige Verteilungsfunktion. In diesem Sinne besteht
eine eindeutige Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsmafien auf R
und Verteilungsfunktionen.

Eine Funktion f: R — [0, 00) mit

|t

hei3t DICHTE. Sie definiert durch

- / OO F(t)dt

eine Verteilungsfunktion und damit ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
R. Die Funktion f heifit dann die zu P gehorende Dichte.

Nicht jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf R besitzt eine Dichte. Aber
Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichte sind fiir die Anwendungen beson-
ders wichtig.

XII.1.5. Gleichverteilung auf einem Intervall. Seien a,b € R
mit a < b. Die Funktion f: R — [0, 00) mit

f() = {ﬁ falls = € [a, b]

0 sonst
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ist eine Dichte. Sie heifit Dichte der GLEICHVERTEILUNG. Das zugehori-
ge Wahrscheinlichkeitsmafl ordnet jedem Intervall I seinen relativen
Anteil an [a, b] zu.

XII.1.6. Exponentialverteilung. Fiir jedes A > 0 wird durch

Ae ™™ fallsx >0
faz) = {0 -
sonst

eine Dichte definiert. Sie heifit Dichte der EXPONENTIALVERTEILUNG.

XII.1.7. Normalverteilung. Die Funktion

Pro(z) = ——exp (_ (@ - p)? )

oV 2 202

heifit Dichte der NORMALVERTEILUNG mit Mittelwert p und Varianz
o?. Tst
1 x?

T) = exp(——
() o p(=%)
die Funktion aus Abschnitt XI.5.1 (S. 36), so ist

).

1 z—p
Pu,o? (x) - ;gp(

o
Mit

v 1 t2
O(x) = / me_Tdt

und der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 174, Teil 1))
folgt daher

XII.1.8. Produktdichten. Werden n Teilexperimente durch
Dichten fi,..., f, beschrieben, verwendet man

flxy, .. xy) = filzy) - s fulzy)

als Dichte fiir die Verteilung auf R", die die unabhéngige Hintereinan-
derausfithrung der Teilexperimente beschreibt.
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XII1.2. Zufallsvariable und ihre Momente

XII.2.1. Messbare Funktionen. Seien 2 und € zwei beliebige
Mengen und A und A’ zwei beliebige o-Algebren auf Q2 bzw. . Eine
Abbildung f : Q — Q' heifit MESSBAR, wenn fiir jede Menge A" € A’
das Urbild

FUAY = fe e Q: f(x) € A}
unter f in A enthalten ist.

Man beachte, dass der Begriff der Messbarkeit von den o-Algebren
A und A’ abhéngt.

BEISPIEL XII.2.1. Sei Q2 eine endliche Menge und A = P(Q2). Dann
ist fiir jede Menge €)' und jede o-Algebra A’ auf ' jede Abbildung
f Q2 — Q messbar. Aus diesem Grunde haben wir den Begriff der
Messbarkeit in Kapitel XI nicht benotigt.

BEISPIEL XII.2.2. Sei 2 = R™, € = R™ und A und A’ die o-
Algebren der Borelmengen. Dann ist jede stetige Abbildung f : Q — €
messbar. Ist speziell m = 1, so ist jede stiickweise stetige Funktion (vgl.
Abschnitt V.1.1 (S. 165, Teil I)) messbar.

Sind f:Q — Q und g : Q' — Q" messbar, dann ist auch die
Komposition go f : @ — " messbar. Sind fi, f : @ — R messbar und

aq,an € R, so sind auch oy fi+as fo, fi fo, min{ f1, fo} und max{f, fo}
messbar.

XI1.2.2. Zufallsvariable. Seien (2,4, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, 2’ eine beliebige Menge und A’ eine o-Algebra auf €. Eine
messbare Funktion X : Q — Q' heifit ({)'-wertige) ZUFALLSVARIABLE.
Jede Zufallsvariable X : Q — Q' definiert durch

Py(A)) = P(X € A)

fiir A’ € A" ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf €. Ist speziell ' = R, so
lasst sich dieses Wahrscheinlichkeitsmafl durch seine Verteilungsfunk-
tion (vgl. Abschnitt XII.1.4 (S. 51))

Fx(z) = Px((=00,2]) = P(X <)

beschreiben. Fx heifit die VERTEILUNGSFUNKTION der reellwertigen
Zufallsvariablen X. Besitzt F'x eine Dichte f, so heifit diese die DICHTE
der Zufallsvariablen.

Seien nun X : {2 — R eine reellwertige Zufallsvariable und ¢ : R —
R eine streng monoton wachsende, differenzierbare Funktion. Dann ist
Y = p o X auch eine reellwertige Zufallsvariable. X habe die Dichte
f. Dann folgt aus der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 174,
Teil 1)) fiir jedes y € R

Fy(y) = P(po X <y)
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= P(X < ¢ '(y)) wegen der Monotonie

() . B 1
= - f(x)dx ‘x =@ (t), de = —¢/(¢—1(t))dt
y B 1
= ) O
Also hat ¢ o X die Dichte
)
W)= ey

Mit den gleichen Argumenten folgt, dass fiir eine streng monoton fal-
lende, differenzierbare Funktion ¢ : R — R die Zufallsvariable ¢ o X

die Dichte
fW~ ()

W) = i (y)]

hat. Speziell folgt:
e Hat X die Dichte f, so hat X + a die Dichte

9(y) = f(y —a).
e Ist ¢ # 0, hat ¢X die Dichte
Ly
9(y) H (Z)

XII.2.3. Unabhéingigkeit. Seien €);, i € I, beliebige Mengen und
A; o-Algebren auf den €;, sowie (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X; : Q — Q; Zufallsvariable. Dann heiflen die X; UNABHANGIG,
wenn fiir alle A; € A; die Ereignisse {X; € A;} unabhéngig sind.

Diese Definition ist eine direkte Verallgemeinerung derjenigen aus
Abschnitt X1.3.3 (S. 22). Fiir die praktische Rechnung ist sie aber wenig
geeignet. Fiir den Spezialfall reellwertiger Zufallsvariabler mit Dichten
hilft folgendes Ergebnis:

Die reellwertigen Zufallsvariablen X7,..., X, mit Dichten
fi, ..., fnsind genau dann unabhéngig, wenn X = (X, ...,
X,,) die Produktdichte

flxy, .. xy) = filzy) - oo fulzy)
besitzt.

Seien X; und X5 zwei reellwertige Zufallsvariable mit Dichten f;
und f,. Dann folgt aus Obigem, dass X; + X, die Dichte

f1*f2 / flU—Ufz )

besitzt. Der Ausdruck f; * fo heift FALTUNG der Dichten f; und fs.
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BEeispieL XII.2.3. Betrachte zwei unabhéingige, reellwertige Zufalls-
variable X} und Xy, die N (p;, 02)-verteilt sind, i = 1, 2. Wir behaupten,
dass ihre Summe X; + X, dann N (p, 0?)-verteilt ist mit

M= 1+ flo
und

2 _ 2 2
o” = 0]+ 0;5.

Wir miissen also fiir alle © € R die Gleichung
(( —ur—mV)
\/27n/01+02 2(0f +03)

1 oy _ 2
= / exp —(u v—m) exp | — —(v /;2) dv
210109 J_ oo 2072 205

beweisen. Diese ist dquivalent zu

| m/ exp( {(u—v—u1)2+(v—ﬂz)2

V21 0109 U% 0%
2
u_ J—
Sl a
o1 + 05

=1

Wir betrachten den Term in eckigen Klammern und erhalten mit der
Abkiirzung

T =u— = e
Y=7v— 2
die Beziehung
(u—v—p)*  (v—=p2)®  (u—p— p)?

+ —
2 2 2
o lop o]+ o3
2 2 2
(x—y)?° v oz
o} o5 oi+o3
2 2y R 4 22
o2 o2 o} o2 o402
2 2 2
05 2 1 O] + 05 o
=3 517 — 20y + ——
o] + o
1 2 1 103

T
\oi+ 03 0102

Daher liefert die Variablentransformation

o9 ol + 03
b= (= gy — ) — A
o1 + 05 0102

2
( 09 \/m y)

v — )
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g Voitos

N 0102
fir alle a < b und alle u € R

1 \/W/ eXp( {U—U—M1)2+(U—M2)2

01029 0'% 05

(u=m —M2)2D o

0% + 0%

\/02-&-02
\/TO'Q (u—p1—p2) o109 (b—p2)
w/o%-ﬁ»a%(

7192

1
exp(—§t2)dt
a—pi2)

R

2 (U p1—p2)—
+02

exp( ——t2)dt

)
=1.
Dies beweist die Behauptung.
XII1.2.4. Erwartungswert. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und X : 2 — R eine reellwertige Zufallsvariable.

Falls X nur endlich viele Werte x4, ..., z, annimmt, konnen wir X
wie in Abschnitt XI1.3.4 (S. 22) einen Erwartungswert durch

i=1

zuordnen.

Wir wollen diese Einschrinkung gerne fallen lassen. Dazu nehmen
wir zundchst an, dass X beschriankt ist, d.h. es gibt ein R > 0 mit
| X (w)| < R fiir alle w € Q. Fiir k € Z und n € N* definieren wir dann

k k+1
Akvn:{wEQ:—SX(w)< i },

1 fallsw € Ay,
XAk,n (CU) =

3

n

0 sonst,
k
keZ

Da X beschrénkt ist, nimmt X,, nur endlich viele Werte an und es ist

E(X,)=>_ %P(Ak,n).

kEZ
Man kann zeigen, dass die Folge (E(X,,))nen konvergiert. Den Grenz-
wert nennen wir Erwartungswert von X und bezeichnen ihn mit

B(X) = lim B(X,).
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Falls X die stiickweise stetige Dichte f besitzt, erhalten wir fiir jedes
n

Man kann zeigen, dass dieser Ausdruck fiir n — oo gegen

/_Z xf(x)dx

konvergiert. Daher erhalten wir in diesem Fall

B(X) = /_Z o f (@)dz

Wenn X nicht beschriankt ist, benutzen wir diese Identitit als Defini-
tion des Erwartungswertes:

Die reellwertige Zufallsvariable X auf €2 besitze die stiick-
weise stetige Dichte f. Dann ist der ERWARTUNGSWERT
von X definiert durch

B(X) = /_Z o f (@)dz

sofern das uneigentliche Integral existiert.

BEISPIEL XI1.2.4. X sei N(u,0?)-verteilt. Fiir a < 0 < b folgt

b

1 (@—w)? — 1

/m e 2t da ‘tzx 'u,dt:—d:c
a 2T o

a——00
b—oo

Also hat X den Erwartungswert pu.
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BEeispiEL XII.2.5. X sei exponentiell verteilt mit Parameter A. Fiir

a > 0 gilt
/ z AN dr = —ge | 4+ / e Mdx
0 S—— =0 0

:7ie—)\m
1 1
— —Xa _ ~ _—Xa -
ae e + \
1
- -
a—00 )\
Da X (z) = 0 ist fiir x < 0, folgt
1
EF(X)=—.
(X) =5

Offensichtlich gilt fiir den Erwartungswert

E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y),

wobei X, Y reellwertige Zufallsvariablen und a, b reelle Zahlen sind.

XII.2.5. Varianz. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit einem endlichem Erwartungs-
wert F(X). Die VARIANZ von X ist definiert durch

Var(X) = E((X — E(X))*),

sofern dieser Erwartungswert existiert. Die STANDARDABWEICHUNG

ist dann definiert durch
o = y/Var(X).
Wie in Abschnitt XI1.3.5 (S. 24) gilt

Var(X) = B(X?) — B(X)2.

Hat daher X die stiickweise stetige Dichte f, ergibt sich

Var(X) = /OO 22 f(2)dx — V: a:f(a:)dxr.

—00

BEISPIEL XI1.2.6. Sei X N(u,0?)-verteilt. Fiir a < 0 < b erhalten
wir wie in Beispiel XI1.2.4 (S. 57)

b
1 (z—p)? — 1

/x2 e 2t d ‘t:x 'u,dt:—dx
a oV 2T o o
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7 1 1,2
= (ot + p)? e 2V dt
a—p Vo

by
g 4 1,2
= t?e 2t
V2 Ja—w
20u / 1
te dt
\/27r

e’%tht

N

2
_l’_
\ 2T

2 pmbmn bop
g 1,2 o ag o 1,92
- t(—e 3t + / e~ dt
/271' ( ) t:a;H A /27'(- a;l»t

201 B

e 2’ dt

I
+
V2T
-
b—o0

Da E(X) = p ist, folgt
Var(X) = o2

59

BEISPIEL XII.2.7. X sei exponentiell verteilt mit Parameter \. Fiir

a > 0 erhalten wir
/ * e Mdr = 2*(—e )
0

2
— _a2€—/\a + _Z,(_e—/\ac)

r=a

+2/ re Mdx
x=0 0

2
Zae — ST 4

22 A2

A
2 2
2 —Xa __ —Aa
a-e \

2
=
a—o0o \2
Wegen E(X) = 1 ergibt sich
1

Var(X) = ’VE

r=a 2 a A
— - Id
- + )\/0 e T

Tabelle XII.2.1 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusam-

men.
Wie in Abschnitt XI1.3.5 (S. 24) gilt die Rechenregel

Var(aX + b) = a® Var(X),
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TABELLE XII.2.1. Erwartungswert und Varianz der
Normal- und Exponentialverteilung

Verteilung | Erwartungswert | Varianz

N(u,0?) f o’

L

Exponential A 32

>

wobei X eine reellwertige Zufallsvariable und a, b reelle Zahlen sind.
Ebenso gilt

Xi,..., X, unabhéngig
= Var(X; + ...+ X,,) = Var(X;) + ... + Var(X,,).

XII.3. Schatzverfahren

XII.3.1. Maximum-Likelihood Schitzung. Es werde eine Zu-
fallsvariable X mit Werten in R™ beobachtet. Die Verteilung von X
hénge von einem unbekannten Parameter ¢ € © ab. Wir nennen sie
Py. Py habe fiir jedes ¢ € © eine Dichte f(-;¢). Dann ist fiir jedes
x € R" Py(z) = 0. Wir konnen also nicht, wie im diskreten Fall, aus
der Betrachtung von Py(x) Schétzer ableiten. Statt dessen definieren
wir nun die Likelihood-Funktion durch die Dichte

Ly(0) = f(x:9).
Wie in Abschnitt XI.4.3 (S. 31) setzen wir
L.(0) = In L, ().

BeispiEL XII.3.1. Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhén-
gig und jeweils N(u,o?)-verteilt. Dann ist ¥ = (u, o). Die Dichte von

Xi ist
filz;9) = L exp (—u) )

o\ 2T 202

Daher hat X = (Xj,...,X,) an der Stelle = (xy,...,2,) die Pro-
duktdichte

n

fla9) =[] fila:;9)

=1

_ (U 12W)nexp <_% zn;(x - u)?) .
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Der Maximum-Likelihood Schétzer 9§ = 1/9\(x) ist wieder der Parame-
terwert, der L,(9) bzw. £,(9) maximiert. Aus obiger Darstellung der

Dichte erhalten wir
n

Lo(0) = —nln(o/27) — % S (s p)?

=1

und somit

2
g =1
nu 1 «
=5 T g7 2.
i=1
0 no 1 o
9 Ea:(ﬁ):_; ; (xz_ﬂ)2

Wir miissen nun drei Félle unterscheiden:
1. p IST UNBEKANNT, ABER 0? = 0§ IST BEKANNT: Dann ist © =
{(tt,00) : p € R}, und wir miissen eine Nullstelle ;2 von gﬁx(p, 00)

finden. Aus der Formel fiir %EI folgt sofort

Indem wir die zweite Ableitung bilden, sehen wir, dass 1 wirklich ein
Maximum ist.

2. = po IST BEKANNT, ABER 02 IST UNBEKANNT: Jetzt ist © =
{(t0,0) : o > 0}, und wir miissen eine Nullstelle & von &L, (0, 0)
finden. Aus der Formel fiir %Ew ergibt sich

1 n
~2 o 2
0" = ;1 (x; — o)~

Wieder folgt durch Bilden der zweiten Ableitung, dass o2 tatsichlich
ein Maximum ist.
3. it UND ¢? SIND BEIDE UNBEKANNT: Die Gleichungen

9] 1 -
a—uﬁx(,u, o) = = [nu — ;xll

a _ 1 2 . 2
55 Lol 0) = — [—na + ;(m — 1) ]



62 XII. STOCHASTIK II
=0

fiir einen kritischen Punkt liefern die Losungen

1S

i =

52 =

SRS

Durch Bilden der Hesse-Matrix sehen wir, dass diese Werte wirklich
das Maximum liefern.

Der Schitzer i und der Schitzer 2 bei bekanntem Erwartungswert
o sind erwartungstreu. Der Schitzer 52 im Fall 3 dagegen ist nicht
erwartungstreu. Analog zu Abschnitt XI1.4.4 (S. 32) liefert in diesem
Fall

1
2 2
s-n_lg(acl T)

=1

einen erwartungstreuen Schétzer fiir die Varianz.

XII.3.2. Die Methode der kleinsten Quadrate. Oft stellt sich
das Problem, eine Gerade, eine Parabel oder eine andere ,einfache
Funktion einer gegebenen Menge von Messwerten anzupassen. Zum
Beispiel kann eine Grofle y in Abhéngigkeit von einer Grofie  gemessen
worden sein und es liegen nun n Messergebnisse (z1,y1), .., (Tn, Yn)
vor. Wenn die Messergebnisse relativ gut auf einer Geraden liegen,
konnen wir einen linearen Zusammenhang der beobachteten Grofien
vermuten, der durch Messfehler z; gestort ist. Dann wire

yz:a+ﬁ$z+zz 7i:17"'7n7

mit zu bestimmenden Parametern o und (.

Allgemeiner nehmen wir an, dass 4, ..., 19, unbekannte Parameter
sind und dass fiir bekannte Funktionen ¢; der gemessene Wert bei der
i-ten Messung von der Form ist

yi = @i(P, ..., 0) + 2

mit einem Messfehler z;. Im Beispiel der Geraden ist

p=2,
191204,
192257

©i(01,72) = 01 + Vau;.
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Die METHODE DER KLEINSTEN (QUADRATE besteht darin, die Pa-
rameter ¥y, ...,9, so zu bestimmen, dass die Groe

Q= Z — 0i(1, ..., 0,))?

minimal wird.

Dieser Ansatz kann ad hoc ohne Statistik formuliert werden und
wird héufig auch so angewandt. Wir wollen nun zeigen, dass dieser An-
satz statistisch fundiert ist. Dazu nehmen wir an, dass die Messfehler
2z; Realisierungen von unabhiingigen N (0, 0?)-verteilten Zufallsvaria-
blen Zy,...,Z, sind. Dann sind die y; Realisierungen von unabhingi-
gen Zufallsvariablen Y7, ..., Y, die N(p;(¥1,...,9,),0?)-verteilt sind.
Daher hat Y = (Y3, ...,Y,,) die Dichte

(U 127T>nexp <—% i[yi - goi(ﬁl,.._,ﬁp)V) '

=1

Diese Dichte ist genau dann maximal, wenn obige Groflie () minimal
ist. Die Methode der kleinsten Quadrate ist also gerade der Maximum-
Likelihood Schétzer fiir die Parameter 94, ..., 7,.

BeispIEL XI1.3.2 (REGRESSIONSGERADE). Wir wollen eine Gerade
y = a + Pz mit der Methode der kleinsten Quadrate an Messdaten
(x1,%1),s - -+, (Tn,yn) anpassen. Dann ist

Q=Qa, ) =Y (yi — B — ).

=1

Die Gleichungen fiir einen kritischen Punkt o, B lauten

O:a :—22 ﬁ%—a
0= % :—22 ﬁxz—ax.

Zur Abkiirzung setzen wir

3

8
I
S|
I
I
&
<
I
S|
-
I
&

x
&
I
S
(7=
S
&
i
S
(7=

@
Il
—
-
Il
—_
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Nach Multiplikation mit —% nehmen dann obige Bestimmungsglei-
chungen die Form an

Dies liefert die Losung

Die Gerade y = @ + (B2 heift REGRESSIONSGERADE.
Mit den Abkiirzungen

erhilt man wegen

n o __ n o __
Spy = Ty — T
A L A
n o __ n o __
Spe = TT — T
on—1 n—1
die alternative Darstellung
5= 2w
SII

XII.3.3. Median. Wenn in einem schweizer Bergdorf fiinfzig Ein-
heimische und fiinf zugezogene Millionére leben, ist es fiir die Einheimi-
schen wenig befriedigend, wenn man ihnen erklart, das durchschnittli-
che Einkommen in diesem Dorf sei hoch. Dieses Beispiel zeigt, dass der
Erwartungswert manchmal kein guter Mafistab fiir das ,,Zentrum* einer
Verteilung ist. Einige wenige ,, Ausreifler” konnen ihn stark verfilschen.
Man betrachtet daher auch andere Maflzahlen. Die bekannteste davon
ist der Median.

Ist Z eine reellwertige Zufallsvariable, so heifit jede Zahl p,, mit

1
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und

P(Z < pim) >

DN | —

ein MEDIAN von Z.
Man beachte, dass der Median pu,, nicht notwendig eindeutig be-

stimmt ist. Eine Mehrdeutigkeit tritt genau dann auf, wenn es ein In-
tervall [a,b] gibt mit @ < bund P(Z > b) =  und P(Z < a) = 1.
Dann ist jede Zahl in dem Intervall [a, b] ein Median. Gibt es dagegen
eine Zahl c mit P(Z > c+1t) = P(Z < c—t) fir alle t > 0, so ist ¢ der
eindeutige Median von Z. In diesem Fall heifit Z symmetrisch, und es
ist c = E(Z).

Fiir n Messwerte x4, ..., x, kénnen wir den EMPIRISCHEN MEDIAN
I, wie folgt ermitteln:
Bezeichne mit x() < w0y < ... < 2 die der Grofle nach umgeordne-
ten x;. Dann ist

R {x nly falls n ungerade,
sz

2
[x(ny + 22 yp] falls n gerade.

BeispieL XII.3.3. Fiir 1 = 3.1, xo = 4.5, x3 =4.5, x4y = 2.8, 15 =
2.6, g = 9.8 erhalten wir z(;) = 2.6, x(2) = 2.8, x3) = 3.1, x4y = 4.5,
T(5) = 4.5, T(6) = 9.8 und ﬁm = %[17(3) + ZE(4)] = %[31 + 45] = 3.8. Der
Mittelwert ist T = 4.55.

XII1.4. Tests

XII.4.1. Vorbemerkungen. Wir beobachten eine, im allgemei-
nen vektorwertige, Zufallsvariable X, deren Verteilung einer Familie
{Py : ¥ € O} angehort. O ist die disjunkte Vereinigung der Mengen H
und K, der Hypothese und der Alternative. Aufgrund des beobachte-
ten Wertes x von X soll entschieden werden, ob der Parameter ¢} der
zu X gehorenden Verteilung in der Menge H liegt oder nicht.

Hierzu bilden wir den LIKELIHOOD-QUOTIENTEN

o(z) = sup{L,(¥) : 0 € K}
sup{L,(9):0 € H}

Offensichtlich ist 0 < ¢(x) fiir alle z. ¢(z) ~ 0 spricht fiir die Hypothese,
q(x) > 0 spricht fiir die Alternative.

Ein TEST ist nun eine messbare Abbildung ¢ des Wertebereiches X
von X in [0, 1]. Wird = beobachtet, besagt ¢(x) = 1, dass die Hypothese
verworfen werden soll, und ¢(z) = 0, dass sie angenommen werden
soll. Im Fall 0 < ¢(x) < 1 soll ein zusétzliches Zufallsexperiment mit
Wabhrscheinlichkeit ¢(z) zur Verwerfung fiithren.
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Ein Test ¢ heiit LIKELIHOOD-QUOTIENTEN TEST, wenn es ein
¢ > 0 gibt mit den Eigenschaften

e ¢(x) >c = p(x) =1 und
o g(z) <c= ¢(z)=0.
XII.4.2. Der t-Test. Wir beobachten Zufallsvariable X1, ..., X,

die unabhiingig und N (u, 0?)-verteilt seien mit unbekanntem (u,o?).
Fiir ein gegebenes g sei zu testen, ob u = g ist oder nicht. Dann ist

0= (,0)

©={(n,0) : peR,o>0}
H = {(po,0) : 0 > 0}

K ={(p,0): p# po,0 > 0}.

Die Dichte f(x;9) von X = (X7,...,X,) ist geméB Abschnitt XII.3.1
(S. 60)

" 1 < )
Fa9) = (a %) exp (—@;m—m )
Aus Stetigkeitsgriinden ist

sup{f(z;9) : ¥ € K} =sup{f(z;9) : ¥ € ©}.

Damit ergibt sich aus Abschnitt XII.3.1 (S. 60), dass das Supremum
an der Stelle

L=z
1 n
- - Zi,
=1
o I _
QZE' (JZZ‘—ZE)Q

angenommen wird. Ebenso folgt, dass das Supremum sup{ f(z;?) : J €
H} an der Stelle

o, 1
5= =3 (- o)
=1

n -

angenommen wird. Daher ist der Likelihood-Quotient

flx; 1,0
o - L25)
f(xnu()vo-)
a\" 1 « PRV )
= (5) eXP<—@ ZZI(% —R) To5 ;(xz — o) )
- T2 - 2

-Gy
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Ist ¢ irgendein Likelihood-Quotienten Test, gibt es daher ein ¢ > 0 mit

ot {(2) )
w0 wi {(2) <),

ist dies dquivalent zu

Mit

Es ist

U_ =1

CE
> (@i =7’
i=1

Wir definieren daher
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Dann folgt

82

1
— =1+ —|T(2)%
T =14 T ()]
Also gibt es fiir jeden Likelihood-Quotienten Test ¢ ein ¢t > 0 mit

(2) = 1 falls |T(z)| > t,
P TN0 0 falls |T()] < ¢

Unser Testproblem ist damit auf die Bestimmung der Verteilung von
T(x) zuriickgefithrt. Diese Verteilung heifit t-VERTEILUNG mit n — 1
Freiheitsgraden oder kurz t,,_1-VERTEILUNG. Die zugehorige Dichte ist
gegeben durch

b= F(”Tlnf(f))m (1 = 1)3

Dabei ist I' die Eulersche Gammafunktion aus Abschnitt V.4.3 (S. 192,
Teil I). Fiir n — oo konvergiert h,_;(z) gegen die Dichte \/LTW exp(—%)
der Standard-Normalverteilung.

Damit lautet der ¢t-TEST ZUM NIVEAU a AUF DIE HYPOTHESE
EINER N (pg, 0?)-VERTEILTEN STICHPROBE:

Berechne die Grofien

_ 1
r = — ZT;
n

=2
n—li (x; — T)

V(T — po)
s(x)

Bestimme aus einer Tabelle der t,,_;-Verteilung das (1 —%)-
QUANTIL t,-1,1-¢ aus der Bedingung

tn—l,l—a
/ ’ hp—1(x)dx =1 — %.

Falls |T'(z)| < t,-11-¢ ist, wird die Hypothese angenom-

men, sonst wird sie verworfen.

T(x) =

BEeispiEL XII1.4.1. An 15 Glasfaserplatten einer bestimmten Stérke
wird die Warmeleitfahigkeit gemessen. Es ergibt sich der Mittelwert
7 = 17.1 und der Wert s? = 0.36. Zu testen ist die Hypothese y = 17
zu dem Niveau a = 0.1. Aus einer Tabelle der t14-Verteilung lesen wir
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das 0.95-Quantil ¢14995 = 1.76 ab. Aus den gegebenen Daten ergibt
sich
Vv14(17.1 — 1
T(z) = (17 ) ~ 0.624.
v 0.36

Also kann die Hypothese akzeptiert werden.

X1I.4.3. Der y?-Test. Wir betrachten folgendes Testproblem: Es
werden n unabhéngige, gleichartige Teilexperimente ausgefiihrt. Jedes
hat r > 2 mogliche Ausginge, und der i-te Ausgang hat die Wahr-
scheinlichkeit p;. Der Parameter J = (py,...,p,) ist unbekannt. Fiir
einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsvektor m = (7, ..., 7,) ist zu tes-
ten, ob ¢ = 7 ist.

Die Wahrscheinlichkeit, die Haufigkeiten 1, ..., z, zu beobachten,
ist nach der Multinomialverteilung

n T T,
Py(x) = <$1 . )pll---wpr :

Der Vektor = (x1,...,z,) muss dabei natiirlich der Bedingung x; +
...+ x, = n geniigen. Die Likelihood-Funktion ist L,(1) = Py(x). Bei
der Ermittlung des Maximums muss die Nebenbedingung p;+. . .4+p, =
1 beriicksichtigt werden. Dies fithrt auf das Gleichungssystem
0 0 0

— InL,(¥)=—1ImL,(¥)=...= In L, (1).

Ip1 (¥) Op2 (®) Ip, (9)
Als Losung ergibt sich der Schitzer p;(z) = 7. Damit folgt fiir den
Likelihood-Quotienten

1
_ P@(l‘) ]/7\1 ﬁr 2 1 4 (.TZ — mrz-)?
q(z) = Pa) <7T1 SRR exp (5, o, :

=1

Gilt die Hypothese ¥ = 7, so ist nach dem Gesetz der groflen Zahlen
pi(z) = 2 mit Wahrschemhchkelt nahe 1 gleich 7;. Daher ist in diesem
Fall

o(x) ~ exp(5 V().

Man kann zeigen, dass V?(z) durch die sog. x*-VERTEILUNG mit 7 — 1
Parametern, kurz x2 ,-VERTEILUNG approximiert wird. Diese hat die
Dichte
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1 r—1 T
—————a 2 ‘ez fallsx >0,

groi(z) = ¢ 22 D(5)
0 sonst.

Damit lautet der x?-TEST zUM NIVEAU o

Berechne die Gréfie
" (z; — nm;)?
V3(z) = —_—.
-3t
Bestimme aus einer Tabelle der x?_,-Verteilung das (1—a)-
QUANTIL x;_,_, aus der Bedingung

X$71,17a
/ gr—1(x)dr =1 — a.
0

Falls V*(x) < x2_,,_, ist, wird die Hypothese angenom-
men, sonst wird sie verworfen.

BEISPIEL XII.4.2. Man vermutet, dass die Bliitenfarben rot, rosa
und weif} einer Rosenart mit den Wahrscheinlichkeiten }l, % und % ver-
erbt werden. Unter einer Auswahl von 320 Nachkommen beobachtet
man 102 rote, 156 rosa und 62 weifle Bliiten. Die Hypothese soll mit
dem y2-Test zum Niveau o = 0.1 getestet werden. Es ist

111
=yd

und
o~ 102 156 62
(D1, D2, P3) = (ﬁ; 320’ %)
Wir erhalten den Wert

102 — 80)? 156 — 160)? 62 — 80)2
(10230 ( 2, (6280

2 _
Vi) = —%; 160 80

~ 10.2.

Aus einer Tabelle der y2-Verteilung mit 2 Parametern erhalten wir das
0.9-Quantil

o = 461,
Daher muss die Hypothese verworfen werden.
BeispiEL XII.4.3. Es wird behauptet, dass auf einer Pferderenn-

bahn die Startposition einen Einfluss auf die Gewinnwahrscheinlichkeit
hat. In 144 Rennen hatten die Sieger die Startposition 1, 2, ..., 8 mit
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den Héaufigkeiten 29, 19, 18, 25, 17, 10, 15, 11. Wir wollen die Hypo-
these, dass alle Startpositionen die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit
haben, zu dem Niveau a = 0.05 testen. Aus einer Tabelle der y2-
Verteilung mit 7 Freiheitsgraden lesen wir das 0.95-Quantil

X$,0.95 =20.28

ab. Da nm; = 16 ist fiir alle 4, erhalten wir mit den beobachteten Werten

1
V() = T (29 — 16)* + (19 — 16)* + (18 — 16)* + (25 — 16)*
+ (17 — 16)* + (10 — 16)* + (15 — 16)* + (11 — 16)*}
~ 20.375.

Also wird die Hypothese verworfen.

Die y2-Verteilung wird auch fiir das Testen der Varianz einer Nor-
malverteilung genutzt. Der x2-TEST ZzUM NIVEAU a AUF DIE HYPO-
THESE EINER N (p,02)-VERTEILTEN STICHPROBE lautet:

Berechne die Grofien

1 n
s(z)? = e (z; — 7)*
o = 0 (17()%8(:1:)

Bestimme aus einer Tabelle der Xn_l—Verteilung die (1— %)-
und §- QUANTILE XZ_M_% und Xi_Lg aus den Bedingun-

gen
Xifl,lf% o
/ gn_1(x)dr =1— —,
. 2
X2_1a
/ e Gn—1(z)dx = %.
Falls

Xi—l,g <T(x) < X?z—m—%

ist, wird die Hypothese angenommen, sonst wird sie verwor-
fen.

BEMERKUNG XII.4.4. Bei dem oben dargestellten Test wird auf

2 2 < o} getestet werden soll, lautet das

o2 = of getestet. Falls auf o
Testkriterium

T(r) < X?L—l,l—a'
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Falls auf 02 > o getestet werden soll, lautet das Testkriterium
T(l’) 2 X?Z’L—l,Oé'

BEeispieL XI1.4.5. Nach Angaben des Herstellers eines bestimmten
PKW-Typs ist der Benzinverbrauch im Stadtvekehr annédhernd normal-
verteilt mit Erwartungswert 9.5 1/100km und Streuung 2.5 1/100km.
Zur Uberpriifung dieser Angaben testet eine Verbraucherorganisation
25 PKWs und misst einen Durchschnittverbrauch von 9.9 1/100km mit
einer Streuung von 3.5 1/100km. Das Niveau des Tests soll a = 0.05
sein.

Fiir den Erwartungswert ergeben diese Daten

V/25(9.9 — 9.5)
3.5

T(x) =
~ 0.571
t24,0.975 = 2.064.

Daher ist die Aussage iiber den erwarteten Durchschnittsverbrauch zu
akzeptieren.
Fiir die Varianz liefern diese Daten

24 - 3.52
T =55

~ 47.04
X§4,0.025 =12.40
X§4,0.975 = 39.36.

Wegen T'(z) > X§4’0.975 ist die Aussage iiber die Streuung der Ver-
brauchswerte zu verwerfen.
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XTI Stochastik I: Diskrete Modelle

1. Modelle fiir Zufallsexperimente
Ergebnisse oder Elementarereignisse; Ergebnismenge; Ereignisse;
Potenzmenge; Wahrscheinlichkeitsverteilung oder -mafl; Wahr-
scheinlichkeit; Wahrscheinlichkeitsraum; Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on; Laplace-Experimente; Urnenmodelle: Stichproben in Reihen-
folge mit Riicklegen, Stichproben in Reihenfolge ohne Riicklegen,
Stichproben ohne Reihenfolge ohne Riicklegen, Stichproben ohne
Reihenfolge mit Riicklegen; Anwendungsbeispiele; hypergeometri-
sche Verteilung; Multinomialkoeffizienten; Identitéiten fiir Binomi-
alkoeffizienten

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit
Bedingte Wahrscheinlichkeiten; Beispiele; Produktformel; Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit; Formel von Bayes; Anwendungen;
Unabhéangigkeit; Produktexperimente; Produkte von Wahrschein-
lich-
keitsrdumen; Bernoulliexperiment und -verteilung; Binomialvertei-
lung; Multinomialverteilung; geometrische Verteilung; negative Bi-
nomialverteilung oder Pascalverteilung

3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz
Zufallsvariable; Beispiele; Stabdiagramme; gemeinsame Verteilungs-
funktion; Unabhéngigkeit; Erwartungswert; Erwartungswert der Bi-
nomialverteilung; Erwartungswert der hypergeometrischen Vertei-
lung; Varianz; Kovarianz; Streuung; Standardabweichung; Korrela-
tionskoeffizient; unkorrelierte Zufallsvariable; Varianz der Binomi-
alverteilung; Varianz der hypergeometrischen Verteilung; schwaches
Gesetz der groflen Zahl; Anwendungen

4. Grundbegriffe der Schéatztheorie
Motivation; allgemeiner Rahmen; Schitzer; Maximum-Likelihood
Schétzer; Erwartungstreue; Mittelwert; mittlerer quadratischer Feh-
ler

5. Approximationen der Binomialverteilung
Stirlingsche Formel; Dichte der Standard-Normalverteilung; Satz
von Moivre-Laplace; Verteilungsfunktion der Standard-Normalver-
teilung; Anwendungen; Poissonapproximation; Poissonverteilung

6. Tests
Motivation; Hypothese; Annehmen und Verwerfen einer Hypothe-
se; Verwerfungsbereich oder kritischer Bereich; Fehler erster und
zweiter Art; Teststatistik; kritischer Wert; Giitefunktion
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XII Stochastik II: Allgemeine Modelle
1. Wahrscheinlichkeitsmafie mit Dichten

Ergebnismengen; o-Algebren; Borelmengen; Wahrscheinlichkeits-
mafle; Wahrscheinlichkeitsriume; Dichten; Gleichverteilung auf ei-
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tungswert; Eigenschaften des Erwartungswertes; Varianz; Eigen-
schaften der Varianz

3. Schétzverfahren
Maximum-Likelihood Schétzung; Methode der kleinsten Quadrate;
Regressionsgerade; Median

4. Tests
Likelihood-Quotienten; Likelihood-Quotienten Test; t-Test; x2-Test;
Anwendungen
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