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KAPITEL VII

Potenzreihen

VII.1. Reihen

VII.1.1. Definition. Jeder Zahlenfolge (a,),en ordnen wir eine
neue Zahlenfolge (s, )nen zu durch die Vorschrift

n
Sp = g ar = ag + ...+ ay.
k=0
Diese neue Zahlenfolge nennen wir eine REIHE und bezeichnen sie mit

> ren @k Die Zahlen ag, aq, . .. heifien die GLIEDER der Reihe; die Zah-
len s, s1, ... heilen ihre PARTIALSUMMEN.

Z ay ist eine Abkiirzung fiir (Z ak> )
neN

keN k=0

Die Reihe ),y ax heifit KONVERGENT, wenn die Folge (s, )nen
ihrer Partialsummen konvergiert. Ist s = lim,, .. S,, S0 schreiben wir

$ =D po k-

oo n
s= E ay, ist eine Abkiirzung fiir s = lim E .
n—oo
k=0 k=0

BEISPIEL VIL1.1. Die GEOMETISCHE REIHE ), ¢* besitzt die
Glieder a;, = ¢* und die Partialsummen (vgl. Beispiel 1.2.6 (S. 18, Teil

D) )
5 = /= 1_1+q falls g # 1,
— n+1 fallsg=1.
Wegen der Beispiele 111.2.4 (S. 114, Teil I) und II1.2.9 (S. 116, Teil I)
ist die geometrische Reihe genau dann konvergent, wenn |g| < 1 ist. In
diesem Fall ist

1
5 " = —— falls|q| < 1.
l—gq
k=0
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BEISPIEL VIL.1.2. Die HARMONISCHE REIHE Y, (. 1 hat die Glie-
der a; = % Die harmonische Reihe ist nicht konvergent.
DENN: Da alle Glieder positiv sind, ist die Folge der Partialsummen
monoton wachsend. Fiir m € N* ist

2m
1
82m = -
Z k
k=1
m 2t
=1 k=20—141 "N~
>2-¢

+

1

> =

2/
Z 27 je 2¢ — 27! Summanden

=53
=1 \ k=2¢-141
— Z (2€ . 24—1)2—@

~
Il

1

SE
(NI

Also ist die Folge der Partialsummen nicht beschréankt und damit auch
nicht konvergent.

BEIsPIEL VII.1.3. Die ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE
> pen-(—1)F 711 hat die Glieder a = (—1)"*+. Wegen des Leibniz-
Kriteriums (s.u.) ist sie konvergent.

VIIL.1.2. Absolute Konvergenz. Die Reihe ),  a; heifit AB-
SOLUT KONVERGENT, wenn die Reihe ), _\|ax| konvergiert. Eine kon-
vergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heiit BEDINGT KONVER-
GENT.

BEISPIEL VII.1.4. Die alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent.

BEISPIEL VIL.1.5. Die Reihe Y, (—1)%27" ist konvergent und ab-
solut konvergent.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Konvergenz und absolu-
ter Konvergenz:

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

VII.1.3. Konvergenzkriterien. Wir stellen im Folgenden einige
Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen zusammen.
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Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge:

Z ay konvergent = (a,)nen ist Nullfolge.
keN

BEMERKUNG VII.1.6. Die harmonische Reihe zeigt, dass die Um-
kehrung dieser Folgerung nicht gilt.

BEISPIEL VIL1.7. Y, . kk—’f ist nicht konvergent, denn fiir alle k£ €
N* ist ’fc—]f > 1.

Ein wichtiges Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen ist:

LeiBN1Z-KRITERIUM: Fiir jede monoton fallende Nullfolge
(an)nen konvergiert die zugehorige alternierende Reihe

> (=D

keN

Ein wichtiges Vergleichskriterium fiir Reihen ist:

MAJORANTENKRITERIUM: Besteht fiir die Reihenglieder
die Abschétzung

0 < |ag| < by fiir alle k& > ko,

dann gilt
Z by konvergent = Z aj absolut konvergent
keN keN
Z lax| nicht konvergent = Z by nicht konvergent.
keN keN

BEeisPIEL VII.1.8. Die Reihe ), . k% ist genau dann konvergent,
wenn « > 1 ist.
DENN: Ist @ < 1, gilt % < k% fiir alle £ € N*, und aus dem Majoranten-
kriterium und Beispiel VII.1.2 folgt, dass ), - % nicht konvergiert.
Sei nun a > 1. Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend,
da die Glieder der Reihe allesamt positiv sind. Wir miissen daher nur
zeigen, dass die Folge der Partialsummen beschrénkt ist. Dazu gehen

wir dhnlich wie in Beispiel VII.1.2 vor. Fiir jedes m € N* erhalten wir

2"

52777, = e
: : ka
k=1
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22

D

1
ko
k=20-141 “~~

I

—_

+
[]:

=1
<g-alta
2Z
<1+ Z g-atte | e 2 — 271 Summanden
k=2¢-141

I
—
_|_

M= 11

(24 . 2@—1)2—055-1-01 2Z . 23—1 — % . 24

o~
Il

1

1
-1 _2—(0&—1)€+C¥
+2 5
=1
=142 "(27"Y)" Beispiel VIL1.1 mit g = 27~
(=0
2&—1
ST e

Hieraus folgt die Behauptung.

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

QUOTIENTENKRITERIUM: Ist a; # 0 fiir alle £ > k¢ und

konvergiert die Folge ("5 )i>g,, so gilt:

AR41
ag

lim

k—o00

<l= Z ay konvergiert absolut.
keN

Af+1

ak

lim

k—o00

>1= Z aj konvergiert nicht.
keN

BEMERKUNG VII.1.9. An den Beispielen der harmonischen Reihe
und der alternierenden harmonischen Reihe erkennt man, dass im Fall

limg_.oo = 1 keine Aussage moglich ist.

Ak+1
a

BEIsPIEL VII.1.10. Die Reihen

keN
2k+1
>_(=1) (2:; +1)r
keN )
2k
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konvergieren fiir jedes x € R absolut.
DENN: Fiir z = 0 sind die Glieder bis auf dasjenige zu k& = 0 alle gleich
Null, und die Behauptung ist offensichtlich. Fiir z # 0 gilt jeweils

i
| D
i e R
=0,
k41 _a?kt3
lim M — lim [
e | (LI | T R 2k 2)(2K + 3)
=0,
k41 _a?kt?
lim M — lim [
22k oo
koo | (—1)R A k—oo (2k +1)(2k 4 2)
=0,

und die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium.

VII.1.4. Rechenregeln. Konvergente Reihen konnen gliedweise
addiert, subtrahiert und mit einem konstanten Faktor multipliziert wer-
den:

o0

Zak:a, ibk—b
k=0

k=0

:>Z(6Lk:|:bk) = a:l:b,
k=0

Z(cak) = ca.

k=0

WARNUNG: Elementare Manipulationen, die bei endlichen Summen
den Summenwert nicht d&ndern, sind bei Reihen nicht uneingeschrdnkt
erlaubt. Z.B. konnen nicht beliebig Klammern gesetzt, Klammern fort-
gelassen oder Summanden vertauscht werden. Diese Manipulationen
sind nur bei absolut konvergenten Reihen erlaubt.

CAucHY-PRODUKT: Fiir absolut konvergente Reihen
Y ken @ und Y, by gilt die Produktformel

£ (2 2

k=0 \/{=0
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VII1.2. Potenzreihen

VII.2.1. Definition. Eine POTENZREIHE ist eine Reihe der Form
S o
keN

mit z € R (variabel!) und ag, a,... € R (fest!). Die Zahlen ag, ay, . ..
heiflen die KOEFFIZIENTEN der Potenzreihe.

BEISPIEL VIL.2.1. Die Potenzreihe ), 2" hat die Koeffizienten
ap =1 (/{7 € N)

Die Potenzreihe ZkeN(—l)k% hat die Koeffizienten ag = 0, a; = 1,
. _1)k
ay =0, a3 = —é, ... (allgemein: agy = 0, agg1 = %)

VII.2.2. Konvergenzradius. An ciner Potenzreihe Y, ayz”
interessieren zu allererst die Menge

M={zeR: Zakxk ist konvergent}
keN
und die Zahl

R sup{|z| : x € M} falls M beschrankt ist,
| falls M unbeschréankt ist.

Man nennt R den KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe. Es gibt drei
Moglichkeiten:

R=0, 0<R<oo oder R=oc.

BEISPIEL VIL2.2. Die Potenzreihe ), 2" hat den Konvergenz-
radius 1. Denn geméf Beispiel VII.1.1 (S. 7) ist sie genau dann kon-
vergent, wenn |x| < 1 ist.

BeispiEL VII.2.3. Die drei Reihen aus Beispiel VII.1.10 (S. 10) sind
fiir alle x € R konvergent und haben daher den Konvergenzradius oc.

BEISPIEL VIL.2.4. Die Potenzreihe Y,  kla* ist fiir = 0 konver-
gent, da alle Glieder bis auf das Erste gleich Null sind. Fiir z # 0 ist sie
nicht konvergent, da dann (k!z*),cy keine Nullfolge ist. Also hat diese
Reihe den Konvergenzradius 0.

Fiir eine Potenzreihe Y,y axz® mit Konvergenzradius R
gilt:
(1) R=0 <= Die Reihe konvergiert nur fiir x = 0.
(2) Ist R > 0, konvergiert die Reihe }°, y axz” fiir alle
r € R mit |z| < R.
(3) Fiir alle z € R mit |z| > R ist die Reihe Y, . apz”
nicht konvergent.
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VII.2.3. Bestimmung des Konvergenzradius. Der Konver-
genzradius R einer Potenzreihe ), aix® kann hiufig mit einem der
folgenden drei ,, Tricks®“ berechnet werden:

(1) Es gibt ein kg € N mit ay, # 0 fiir alle & > ko und limy_ o,

existiert oder ist co, dann ist

ag
Ak+1

R = lim |-

k—o00

Ap41

(2) In regelméfBigen Abstédnden sind einer oder mehrere Koeffizi-
enten gleich Null, d.h. }°, qawz® =3, bpr™ " mit r > 0,

¢ > 1und b, # 0 fiir alle n € N. Falls lim,, ’bsil

existiert

oder gleich oo ist, gilt

(Dabei ist \/oo = oo zu setzen!)
(3) R=sup B mit B={r > 0: (|ag|r*)rey ist beschrinkt}.

BEISPIEL VII.2.5. Fiir die Potenzreihe 3, . ¥ 2* erhalten wir

kk
_ KL
T (kDR
(k+1)!
kk

1

(50"

b

(145"
1

% —_
k—oo €

ag

Ak41

I =

Also hat sie den Konvergenzradius %
BeispieL VIIL.2.6. Die Potenzreihen

ka7 Z %xk, %xk

keN keN* keN*

haben alle den Konvergenzradius 1 (es ist jeweils limy_, o ‘aZi -l =1).
Sie haben aber ein sehr unterschiedliches Verhalten in den Randpunk-

tenz=—1und z = 1:

Z z¥ st fiir = —1 und = 1 nicht konvergent,
keN
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1
Exk ist fiir x = 1 nicht konvergent
keN
und fiir x = —1 bedingt konvergent,

1

Z ﬁxk ist fiir x = —1 und x = 1 absolut konvergent.

keN

BeISPIEL VIL2.7. Fiir die Potenzreihe Y, . (—1)F Zra? 1 er-

halten wir mit unserem zweiten ,, Trick”“ den Konvergenzradius

n+1
R:\/limwz\/g.

n—oo nhn

BEeispIEL VII.2.8. Die Koeffizientenfolge der Potenzreihe ), z
weist immer grofler werdende Liicken auf. Wir kénnen daher die ersten
beiden ,,Tricks® nicht anwenden. Wir versuchen also den dritten. Es
ist (Jax|r)een = (¥ )ren. Diese Folge ist offensichtlich genau dann
beschrinkt, wenn r < 1 ist. Also ist der Konvergenzradius 1.

VII.2.4. Differentiation und Integration von Potenzreihen.
Im Folgenden ist stets Y,y axz” eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0. Die Vorschrift

0. 0]

k

T — g apT
k=0

definiert dann eine Funktion f : (=R, R) — R. Wir sagen, die Funktion
f wird durch die Potenzreihe dargestellt.

DIFFERENTIATION VON POTENZREIHEN: Eine durch eine
Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im offenen Konver-
genzintervall (—R, R) beliebig oft differenzierbar. Die Ab-
leitungen konnen durch gliedweise Differentiation bestimmt
werden, d.h. fiir alle z € (=R, R), und alle n € N ist

BEISPIEL VII.2.9. Fiir die geometrische Reihe Y,  z* aus Beispiel
VIL.1.2 (S. 8) erhalten wir fir alle z € (—1,1) :
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2 @ 1
(1—z)3 dr2'1—2x

o0

)

k(k —1)z*2

k=2

INTEGRATION VON POTENZREIHEN: Potenzreihen konnen

im offenen Konvergenzintervall (— R, R) gliedweise integriert
werden, d.h.

/{Zakx}dx_zk

k=0
Insbesondere ist fiir alle —R < o < ﬂ <R

8
/ {Zakw }dx _ Z — ax(BE — by,

BeispiEL VII.2.10. Durch Integration der geometrischen Reihe
> ren &F ergibt sich fiir alle 2 € (—1,1):

—In(l —x) = 1—t _Zk

0

VII.2.5. Potenzreihendarstellung einiger Funktionen. Als
erste Anwendung der Sétze des vorigen Abschnittes ergibt sich:

1
exp(z) = Z — " fir alle x € R

9 1 k
sin(z) = Z ¥x2k+l fir alle x € R

cos(z) = Z (=1) %k fir alle x € R

gh ! fir alle z € (—1,1)

— (—1
arctan(z) = Z (=1) pHl fir alle x € (—1,1).
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Zum Nachweis dieser Identitdten gehen wir wie folgt vor:
Wegen
1

lim —A! :klim(k:—i-l):oo

k—o0 ———

(k+1)!

hat die erste Potenzreihe den Konvergenzradius oo und stellt damit eine
auf ganz R differenzierbare Funktion f dar. Gliedweises Differenzieren
liefert fiir alle x € R

Also ist (vgl. Abschnitt IV.4.1 (S. 157, Teil 1)) f(z) = cexp(z). Wegen
f(0)=1ist c=1.

Die zweite Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius oo und
stellt eine auf ganz R beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. In-
dem wir die Potenzreihe zweimal gliedweise differenzieren, erhalten wir

g'(x) = —g(x)
fur alle z € R. Aus Beispiel IV.2.4 (S. 139, Teil I) folgt

g(z) = g(0) cos(x) + ¢'(0) sin(z) = sin(x).

Die Argumentation bei der dritten Potenzreihe ist vollig analog zu
derjenigen bei der zweiten.
Die Aussagen fiir die vierte und fiinfte Potenzreihe erhalten wir durch
Integration der Identitdten

k=0
1 _ i(_l)k 2k
1122 = T
k=0

VII.2.6. Die Binomialreihe. Fiir o € R und & € N definieren
wir den Binomialkoeffizienten (Z) durch

ala—=1)-...-(a—k+1)

(a) falls k > 1
= el
k 1 falls k = 0.

Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Binomialkoeffizienten

(%) aus Abschnitt 1.2.8 (S. 19, Teil I). Die Potenzreihe >°, ()" mit
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a € R heifit BINOMIALREIHE. Wegen

¢ _ . . J— '
lim (2) lim ala—1)-...- (a—k+1) (k:+'1),
koo | ()| koelala—1)- o (a—k+1)-(a—k) &
~ lim k+1
k—o0 |Oz—/€|

hat sie den Konvergenzradius 1 und stellt damit auf dem Intervall
(—1,1) eine beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. Durch glied-

weise Differentiation erhalten wir
o0

(1+a)g (@) =) (1+z) (Z) k!

k=1

Fiir die Funktion

ergibt sich daher A/(xz) = 0, also h(x) = h(0) = 1. Insgesamt erhalten
wir:

(1+2)*= Z <Z)xk fur alle z € (—1,1),a € R.

0o
k=0

VII1.2.7. Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt.
Eine Reihe der Form
Z ap(x — o)k

keN

mit ag,aq,... € R und g € R heilit POTENZREIHE MIT ENTWICK-
LUNGSPUNKT xq. Alle frither betrachteten Potenzreihen hatten den
Entwicklungspunkt xy = 0. Durch die Transformation z = = — x
geht eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xy in eine Potenzreihe
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Y kN a2 vom bisher betrachteten Typ iiber. Hieran erkennt man,
dass sich alle bisherigen Aussagen iibertragen. Insbesondere bezeich-
net man als Konvergenzradius der Potenzreihe Y,  ax(z — 20)* den
Konvergenzradius R der Potenzreihe ), a,z*. Wegen

|t —x9] <R <= xp—R<zx<z0+ R

gilt

z € (rg— R,z0+ R) = Z ap(r — 0)* konvergiert
keN

¢ [rg— R, 20+ R = Z ar(x — x0)* konvergiert nicht.
keN

BEISPIEL VII.2.11. Wegen exp(z) = exp(x — x¢) exp(x) wird die
Exponentialfunktion durch die Potenzreihe

e"o
> =)
mit Entwicklungspunkt zy dargestellt.
VII.2.8. Koeffizientenvergleich. Zwei Potenzreihen

E apx®  und E bpx®
keN keN

stellen genau dann diesselbe Funktion dar, wenn alle ihre Koeffizienten
iibereinstimmen, d.h. a;, = by, fiir alle & € N.

BEIsPIEL VII.2.12. Aus Abschnitt VII.2.6 und dem Cauchy-Pro-
dukt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 11) folgt fir o, € R und z € (—1,1)

> (O‘zﬁ)xk R

- =(1+2)*(1+2)°
=0 HE O
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VII.3. Taylorreihen

VIIL.3.1. Die Taylor-Formel. Wir betrachten eine beliebig oft
differenzierbare Funktion f : I — R auf einem Intervall I und zwei
verschiedene Punkte x, z¢ in I. Aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 167, Teil I) folgt

F(2) = flao) + / " p byt

Auf das Integral wenden wir partielle Integration an mit

u(t) = —(z—t), '(t) =1, v(t) = f'(1)

/ fl/ x_t
t=x0

— f(x0) + f'(w0) (@ — o) + / £ @ — Dt

und erhalten

f(@) = fzo) = (x = 1) f

Erneute partielle Integration mit

ult) = —5 (e — 1 () =2 —t, olt) = (1)

ergibt
/(@) Ly <xo><x — o) + 5 @)z — 70)’

/ R

Fiihren wir diese Prozedur fort, erhalten wir nach n-Schritten

n

fla) =3 8O =)+ [ £ )~ o
k=0 " %o ’

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Abschnitt V.1.2 (S.
166, Teil I) gibt es ein 1 zwischen x und xy mit

[ Lo - opar = g [ L opar
0 1 o

= =

Das Polynom




20 VII. POTENZREIHEN

heiflt das n-TE TAYLOR-POLYNOM VON f MIT ENTWICKLUNGSPUNKT
Zg-
Unsere obigen Uberlegungen beweisen:

TAYLOR-FORMEL: Fiir jede auf dem Intervall I n + 1-mal
differenzierbare Funktion f und jeden Punkt xq € I gilt

f(x) = Tu(f;20) () + Ruyi(f; 20, 7)

fiir alle z € I mit

R (f;20,2) = /m %f(ml)(t)(x — t)"dt
und
R (f520,2) = (n i 1)!f(n+1)(77)($ — xo)"

fiir ein 7 zwischen zy und z.

Wir kénnen die Taylor-Formel wie folgt deuten: Die Funktion f und
das Taylor-Polynom T,,(f; zo) beschreiben zwei Kurven. Beide Kurven
gehen durch den Punkt (zg, f(x¢)). In diesem Punkt haben sie die glei-
che Steigung, die gleiche Kriimmung und alle Eigenschaften gemein-
sam, die durch die Ableitungen bis zur Ordnung n in diesem Punkt be-
stimmt werden. Das Restglied R, 1(f;xo, ) erlaubt die Abschétzung
des Fehlers f(z) — T,,(f; x0)(z) in einem von xz, verschiedenen Punkt.

BEISPIEL VII.3.1. Wegen exp(™ = exp ist

1
T (exp; 0)(z) = El’k
k=0

n

und

eXp(U) xn—‘rl )

Rn—H (eXp; 07 :U) -

(n+1)!
Fiir |x| < 1 ergibt sich hieraus z.B.
ez_ilxk < € |£L’|n+1
k| T (n+ 1) '

Wollen wir also z.B. %! mit einem Fehler von +10~% berechnen, miissen
wir n so grofl wahlen, dass

e
—(n41) -6
(n+1)! 10 = 10

ist. Wegen

e 3
—107°< —10°=25-10""
5! = 120
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ist dies sicherlich fiir n = 4 erfiillt und wir erhalten

1 1 »
5 0001+ - 0.0001 & 10°.

Eine Folgerung aus der Taylor-Formel ist:

1
et :1+0.1+§ 0.01 +

Jede auf einem Intervall n+ 1-mal differenzierbare Funktion
f mit verschwindender (n+1)-ter Ableitung ist ein Polynom
vom Grad < n.

Eine weitere Konsequenz ist der folgende EXTREMWERT-TEST:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I n-mal differenzierbar
und fiir xg € I gelte

fl(wo) = ... = f" V(o) = 0, f (o) #0.
Dann gilt:
(1) xg ist eine Extremalstelle von f <= n ist gerade.
(2) n gerade und £ (zp) < 0 = g ist lokales Maxi-
mum.

n gerade und f™(xq) > 0 = = ist lokales Mini-
mum.

BEISPIEL VIIL.3.2. Fir
f(z) = 2* — 82 + 242 — 322 4+ 19
gilt
@) =r"2)=r"2=0
und
fW(2) = 24.
Also ist g = 2 ein lokales Minimum von f.

VII.3.2. Die Taylor-Reihe. Die Funktion f sei auf dem Intervall
I beliebig oft differenzierbar und xy sei ein Punkt aus I.
Die Potenzreihe

T(fsa0)() = 3 22 ® o) (& — )t

keN

heifit die TAYLOR-REIHE VON f MIT ENTWICKLUNGSPUNKT .
Gibt es ein R > 0 mit

=1
f(x) = Z Ef(k) (x0)(z — xo)k fir alle |x — 29| < R,
k=0
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so sagt man, ,, f ldsst sich in zy als Taylor-Reihe darstellen* oder ., f
lasst sich in xy in eine Taylor-Reihe entwickeln®.
Wegen Abschnitt VIL.2.8 (S. 18) gilt:

Eine Funktion f ldsst sich genau dann als eine Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt xq darstellen, wenn sich f in zq in
eine Taylor-Reihe entwickeln lésst.

WARNUNG: Selbst wenn die Taylor-Reihe von f existiert und einen
positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht die Funktion f darstel-
len.

Es gilt:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I beliebig oft diffe-
renzierbar und xg sei ein Punkt aus /. Dann wird f durch
seine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt x, dargestellt,
wenn das Restglied R,,11(f; xo, z) aus der Taylor-Formel fiir
n — oo gegen Null konvergiert. Dies ist sicherlich dann der
Fall, wenn es Konstanten A, B € R gibt, so dass fiir alle
v e gilt |f™(z)] < AB™.

VII.3.3. Methoden der Potenzreihenentwicklung. Es gibt
verschiedene Moglichkeiten eine gegebene, beliebig oft differenzierba-
re Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln. Die erste Moglichkeit
ist, die Taylor-Reihe zu bestimmen und die Restglieder R, .1(f;xq, )
abzuschétzen (vgl. die Taylor-Formel). Dies ist jedoch hiufig miihse-
lig. Die zweite Moglichkeit ist, bekannte Potenzreihen zu differenzieren
oder zu integrieren.

BEeispIEL VII.3.3. Geméafi Abschnitt VII.2.6 (S. 16) ist fir |¢| < 1
1 = (-1
= 2 ).
A alr)
Die Transformation ¢t = —x? liefert fiir alle |z| < 1

e ()

Gliedweise Integration dieser Reihe liefert

arcsin(z) = i (1" _% 2kt
n 2k+1\ k '

k=0

Eine weitere Moglichkeit ist, die Funktion als Summe oder Produkt
bekannter Potenzreihen darzustellen.
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BEISPIEL VII.3.4. Aus der bekannten Potenzreihenentwicklung der
Exponentialfunktion ergibt sich

1
cosh(z) = §(ex+e 7)
R I B e N G
PP Shy e
k=0 k=0

— Ly

= Z —2X
= (20

Analog folgt
1
sinh(z) = E(e’c —e )

_ S 1 20+1
_z; PSR

BEeispiEL VII.3.5. Aus den bekannten Potenzreihen fiir cos(z) und

—— und dem Cauchy-Produkt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 11) folgt fiir

lz] <1

cos(x) _ {
11—z

= (—1)F ,, =
2 " }{Z}

k=0
B 1., 1, 4 11,
—1+:L’+(1—5)x +(1—5)x +(1—5+I)x + ...
1 1 3
:1+m—|—§x2+§m3+1x4+....

VII.4. Anwendungen

VII.4.1. Grenzwertbestimmung. Haufig konnen Grenzwerte
der Form g mit Hilfe bekannter Potenzreihenentwicklungen leichter be-
stimmt werden als mit der Regel von de ’'Hopital aus Abschnitt IV.2.4
(S. 142, Teil I). Zudem gibt dieser Zugang einen besseren Einblick in
das Konvergenzverhalten.

BEIsSpIEL VII.4.1. Definiere fiir = # 0

Wie verhalt sich diese Funktion fiir z — 07

Aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir

mit der Substitution t = —x?:

- _1k2k
s

k=0
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k=1
1 1
——x+§x3—6x5+
Also ist
lirr(l) f(z) =0.

Mit f(0) = 0 erhalten wir dann eine auf ganz R definierte Funkti-
on, die beliebig oft differenzierbar ist. Insbesondere kénnen wir in der
Reihenentwicklung die Werte der Ableitungen im Nullpunkt ablesen:

F1(0)=—1, f"(0)=0, f&0)=3, ...

VII.4.2. Niherungsformeln. Mit den Taylor-Formeln erhilt
man oft leicht berechenbare Naherungsformeln fiir komplizierte Funk-
tionen.

BeispieL VII.4.2. Fiir den Fall mit Luftwiderstand gilt das Weg-

Zeit-Gesetz
v2 gt
s(t) = 22 In(cosh(Z
(1) = nfeosh(£)

mit der Grenzgeschwindigkeit

vy = limv(t).

t—o0

Fiir die ersten vier Ableitungen in ty = 0 erhalten wir

(4 sinh(%)
5 = Uocosh(g—t)
v
= 5(0)=0
1
S(0) — gt
50 gcoshz(g—t)
Vo
=50) =9
2 sinh(%
sO(t) = _29_%
vo cosh”(£-)
= 5%(0) =0
) (4 293 1 sinh® (%)
s v2 coshQ(—g) cosh4(§—§)
3
= sW(0) = —22.
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Also gilt fiir kleine ¢ die Naherungsformel

s(t) = Ty(s;0)(t)

1 1 ¢
_ 29
27" T 12

VII.4.3. Integration. Durch gliedweise Integration von Potenz-
reihendarstellungen kann man héufig Integrale berechnen, die nicht ge-
schlossen dargestellt werden konnen.

BEISPIEL VII.4.3. Die Gaufische Fehlerfunktion ist definiert durch

@(:U)—/ et
0

Dieses Integral ist nicht geschlossen darstellbar. Durch Integration der
Potenzreihe von e~ erhilt man die Reihendarstellung

2k
K;E: x tdt

— Z _]‘)k I2k+1.
£ |12k +1)

Diese Darstellung erlaubt die Berechnung der Funktionswerte bis zu
jeder gewiinschten Genauigkeit.

VII.4.4. Lésen von Differentialgleichungen. Oft kann man
Differentialgleichungen durch einen Potenzreihenansatz l6sen.

BeispiEL VIL.4.4. Wir betrachten die Auslenkung s() aus der Ru-
helage eines Pendels, dessen Riickstellkraft proportional zum Quadrat
der Zeit ist. Zur Zeit t = 0 soll sich das Pendel in der Ruhelage befinden
und die Geschwindigkeit 1 haben. Wir miissen somit das ANFANGS-
WERTPROBLEM

5(t) +s(t) = 0
s(0) =0
5(0)=1

losen. Hierzu machen wir den Potenzreihenansatz

= Z aktk

keN*

mit unbekannten Koeffizienten a; (dabei ist $(0) = 0 mit ap = 0 schon
ausgenutzt!). Falls diese Reihe einen positiven Konvergenzradius hat,
kénnen wir sie in die Differentialgleichung einsetzen, gliedweise diffe-
renzieren und erhalten

0= 3(t) + t*s(t)



26 VII. POTENZREIHEN

d S k 2 G k
=0 Z axt ) +t ; axt
= k(k - Dapt™ 2+ apth*?
k=2 k=1
= 2as + 6ast + 12a4t* + Z k(k — 1)apt* 2+ Z agtht?
k=5 k=1

N N
l=k—2 l=k+2

= 2a; + Gagt + 124t + > (0 +2) (0 + 1)ags + ag_o].
=3

Die Bedingung $(0) = 1 und Koeffizientenvergleich ergeben

a1:1,
QQZO,
a3:07
a4:0,
1
Apyo = — 77— ~Ay_2 {>3.

(C+1)(+2) " =
Hieraus folgt fiir alle £ € N

a2k:07

A4f+3 = 0 ;

1
anpr = (1!
1 ao(ar+)

Also ist
[e%) k
st)=> (D" ] Mgl o[
i e (al+1)
1 1 1
=t— — 7+ 9 B

20 1440 £ 224640

Dies ist zunédchst einmal eine rein formale Lésung. Um nachzuweisen,
dass die Losung des Anfangswertproblems tatséchlich durch diese Po-
tenzreihe dargestellt wird, miissen wir zum Abschluss noch nachpriifen,
ob sie einen positiven Konvergenzradius hat. Mit dem zweiten ,, Trick®
aus Abschnitt VII.2.3 (S. 13) erhalten wir fiir den Konvergenzradius R

R = {/ lim dak+1

k—o0

A4k+5
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= ¢/ lim (4k + 5)(4k + 4)
= Q.

Also stellt die berechnete Potenzreihe auf ganz R die Losung des An-
fangswertproblemes dar.






KAPITEL VIII

Differentiation von Funktionen in mehreren
Variablen

In der mathematischen Behandlung von Naturvorgédngen treten
h#iufig Funktionen auf, die von mehreren Variablen x4, ..., x, abhdngen
(etwa von den Ortskoordinaten x,y, z, der Zeit ¢, dem Druck p,...)
und deren Wertebereich mehrdimensional ist. Hierfiir ist es hilfreich,

die Variablen z1,...,x, zu einem Spaltenvektor
T
X =
Iy

zusammenzufassen. Im Folgenden untersuchen wir daher Funktionen f :
D — R™ mit D C R", die jedem Spaltenvektor x = (x1,...,2,)T € D
einen mit f(x) oder f(x1, ..., z,) bezeichneten Spaltenvektor im R™ zu-
ordnen. Hierfiir schreiben wir f : R* D D — R™ bzw. D 5 x +— f(x) €
R™. R™ heifit URBILDRAUM, DD DEFINITIONSBEREICH, R BILDRAUM
und f(D) = {f(x) : x € D} das BiLD der Funktion f. Zuerst behan-
deln wir die Sonderfialle n =1, d.h. f: R D> I — R™, und m = 1, d.h.
f:R" D> D — R. Der allgemeine Fall (m > 1,n > 1) ldsst sich hierauf
zuriickfithren.

VIII.1. Kurven im R"

VIII.1.1. Parameterdarstellungen. In der Praxis hat man héau-
fig das Problem, ein geometrisches Gebilde ,, Kurve* oder , Weg“ ana-
lytisch, d.h. durch Funktionen darzustellen. In der Ebene sind bereits
einige Darstellungsarten bekannt (s. Abschnitt V.5 (S. 193, Teil I)):

e die evtl. nur abschnittsweise explizite Darstellung y = f(x) als
Graph einer Funktion,

e die implizite Darstellung F'(x,y) = 0,

e die Parameterdarstellung.

Fiir die allgemeine Behandlung eignet sich am besten die Parameterdar-
stellung mit der Vorstellung, dass die Kurve die Bahn eines bewegten
Punktes darstellt, der zur Zeit ¢ den Ortsvektor x(t) besitzt.

Wir betrachten daher vektorwertige, auf einem Intervall I C R
erkldarte Funktionen x : I — R"™. Jede derartige Funktion besteht aus

29
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n Komponentenfunktionen z; : I — R, 1 < i <mn, d.h.

1(t)
x(t) = : tel.
Tn(t)
Der Grenzwertbegriff wird komponentenweise erklart:
ZL’l(t> C1
lim : =|:] < limz(t)=¢ (1<i<n).
t—to t—to
T (t) Cn

Dementsprechend heifit x : I — R™ in ¢ty € I bzw. auf [ stetig bzw.
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen in ¢tq € I bzw. auf 1
stetig bzw. differenzierbar sind. Die Ableitung wird komponentenweise
berechnet:

d 1 ()
x(t) = Zx(t) = lim o[x(t +h) =x(@)] = |
(1)

mit &;(t) = <La,(¢). Man nennt x(¢) den TANGENTIALVEKTOR von X
an der Stelle ¢ (vgl. Abschnitt V.5.2 (S. 195, Teil I) fiir den Fall n = 2).

Mit x,y : I — R", a,0 € Rund g : I — R gelten folgende
Rechenregeln:

%[ax(t) + By ()] = ax(t) + By(t)
Li(t) - (0] = () - y(t) + x(8) - ¥(0)

%[x(t) Xy(t)] =%(t) xy(t)+x(t) xy(t) fallsn=3
d

Z9@x(O)] = 9(6)x(t) + g(t)%(?).

DEFINITION VIIL1.1. Seien G C R" und [a,b] C R. Wir nennen
jede stetig differenzierbare Funktion x : [a,b] — G ein KURVENSTUCK
in G mit ANFANGSPUNKT x(a), ENDPUNKT x(b) und SPUR {x(¢) :
a <t <b}. x(a) und %x(b) sind als einseitige Ableitungen zu verstehen.
Ein Kurvenstiick heift REGULAR, wenn X(t) # 0 ist fiir alle ¢ € [a, b].

BEMERKUNG VIIL.1.2. (1) Unter einer KURVE versteht man eine
Kette von aneinanderhéngenden Kurvenstiicken (vgl. Definition 1X.2.2
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(S. 82)). Wir beschranken uns im Augenblick aber auf Kurvenstiicke.
(2) Statt ,Spur eines Kurvenstiickes“ sagt man héufig auch kurz ,, Kur-
venstiick®.

Fiir ein reguléres Kurvenstiick x : [a,b] — R™ existiert fiir jedes
t € [a,b] die Zahl

s(t):/at |>'<(T>|d7:/at V(T + .+ dn(7)2dr.

Sie heifit BOGENLANGE des Kurvenstiickes. L(x) = s(b) heifit die
LAENGE des Kurvenstiickes. Wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 167, Teil I) ist

Man nennt

ds = |x(t)|dt das (SKALARE) BOGENELEMENT
dx = x(t)dt  das VEKTORIELLE BOGENELEMENT.

ds ist in erster Néherung die im Zeitintervall [t,¢ 4 dt] zuriickgelegte
Weglinge.

VIII.1.2. Das begleitende Dreibein, Kriimmung und Tor-
sion. Wir betrachten ein regulires Kurvenstiick x : I — R? im Raum,
d.h. n = 3. Die Bewegung eines Massenpunktes entlang eines solchen
Kurvenstiickes und die Auswirkung von Kréaften und Momenten in den
einzelnen Kurvenpunkten wird am besten in einem der Geometrie ange-
passten begleitenden kartesischen Koordinatensystem (x(t) : T, N, B)
beschrieben, in dem sich auch die Basisvektoren T, N, B mit dem Pa-
rameter ¢ verdndern. Dieses Koordinatensystem heifit BEGLEITENDES
DREIBEIN und wird wie folgt definiert. Es ist

T(t) heifitt TANGENTENVEKTOR des Kurvenstiicks an der Stelle .
Weiter ist
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B(t) = T(t) x N(t)

N(t) heifit HAUPTNORMALENVEKTOR, B(t) heifit BINORMALENVEK-
TOR.
Die Parameterdarstellung der Kurventangente im Punkt x(ty) lautet

y(\) = x(to) + A\T(ty), A€ R.

Die von N(tg) und T(¢y) im Punkt x(to) aufgespannte Ebene heifit die
SCHMIEGEEBENE der Kurve im Punkt ?y. Ihre Parameterdarstellung
lautet

Y()‘a M) = X(tO) + )‘T(tO) + MN(tO)a )‘a JUES R.
Die Anderungsrate
1 1
—~ AT= —
As s(ty) — s(t)
des Tangentenvektors bezogen auf die Bogenldnge beschreibt anschau-
lich das mittlere Kriimmungsverhalten der Kurve im Parameterinter-

vall [t,t1] bzw. [t1,t]. Mit der Regel von le 'Hopital ergibt sich fiir den
Grenzwert t; — t:

[T(t:) = T(#)]

. 1 1 .

Wegen $(t) = |%(t)| nennt man daher

I . .
mT(t) den KRUMMUNGSVEKTOR und
X
T(t .
K(t) = | , )l die KRUMMUNG
|%(t)]

der Kurve an der Stelle ¢.
Fiir die Darstellung von x und X ergibt sich im begleitenden Drei-
bein:

Diese Formel hat folgende KINEMATISCHE DEUTUNG:

Stellt x die Bewegung eines Massenpunktes dar, so ist dessen Geschwin-
digkeitsvektor x = $T tangential zur Bahn in Durchlaufrichtung und
dem Betrag nach gleich der Momentangeschwindigkeit . Der Beschleu-
nigungsvektor x hat 3T als Tangential- und $2xN als Normalkompo-
nente. Daher kann % als Radius eines Kriimmungskreises in der Schmie-
geebene gedeutet werden.
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Wegen T x T =0 und T x N = B ergibt sich aus obiger Formel
x(t) x %(t) = $(t)*k(t)B(t).
Wegen |B| =1 folgt

%(t) x ()]
"0 = T RoP

1 .
B() = s X0

Wegen dieser Formel bestimmt man das begleitende Dreibein
(T,N,B) am besten in der Reihenfolge

1
T_f}.(,
%]
r . .
= ——X X X,
|x X X|
N=BxT.

Fiir eine ebene Kurve, d.h. x3(t) = 0 fiir alle ¢, liefern die hergeleite-
ten Formeln bis aufs Vorzeichen die Formeln fiir die Kriimmung aus
Abschnitt V.5.4 (S. 198, Teil I).

Die Anderungsrate des Binormalenvektors bezogen auf die Bogen-
lange beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene.
Daher nennt man

——B(t) den TORSIONSVEKTOR.

Wegen B(t) - B(t) = |B(t)]?> = 1 ist B(t) - B(t) = 0, d.h. B ist
orthogonal zu B. Wegen

. d
B=_(TxN
(T xN)

—TxN+TxN
—TxN
ist B auch orthogonal zu T, also parallel zu N. Daher gibt es eine
skalare Funktion 7(¢) mit
1 .
——B(t) = —7(¢t)N(1).
|%(2)]

Diese heifit TORSION der Kurve. Es ist
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_det(x(t),%(t), x(t))
T TR0 < x0F

BEIsPIEL VIII.1.3. Die neutrale Faser einer Schraubenfeder wird
dargestellt durch

rcost
x(t) = | rsint |, 0<t<2mn.
ht

Dabei ist r der Radius, 2wh die Ganghohe und n die Windungszahl.
Es ist

—rsint
x=| rcost |,

h

—rcost
x(t) = [ —rsint |,
0

rsint
X(t) = | —rcost
0

Mit der Abkiirzung
R=[%(t)] = Vr2+ h2

folgt hieraus fiir das Begleitende Dreibein

1 [~7 sint
T(t) = = rcost |,
h
—cost
N(t) = [ —sint |,
0
1 hsint
B(t) = = | —hcost
R
r
und fiir Kriimmung und Torsion
r
) = —5——=
h

m(t) = r2 4+ h2’
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Eine Belastung F = —Fe3 mit der Schraubenachse als Wirkungslinie
erzeugt in jedem Punkt x(¢) der Schraubenfeder das Moment
sint

m(t) = —xx F=rF | —cost
0

Es besitzt im begleitenden Dreibein (T, N, B) die Zerlegung
m=(m-T)T+ (m-N)N+ (m-B)B

Fr? Frh
=——T+ —B
R R
VIII.2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller
Veridnderlicher

VIII.2.1. Einige topologische Grundbegriffe. Der Betrag ei-
nes Vektors x € R” ist geméf Abschnitt 11.6.7 (S. 104, Teil I) definiert
durch

x| =y/a3+ ...+ a2,

Dementsprechend ist [x — y| der Abstand zweier Punkte x,y € R™.
Zu a € R" und r > 0 heifit die Menge

By(a)={xeR":|x—a| <r}
der (OFFENE) BALL UM a MIT RADIUS r.

BeispieL VIII.2.1. Fiir n = 1 ist B,(a) das offene Intervall (a —
r,a+1). Fiir n = 2 ist B,(a) das Innere des Kreises mit Mittelpunkt a
und Radius r. Fiir n = 3 ist B,.(a) das Innere der Kugel mit Mittelpunkt
a und Radius 7.

DEFINITION VIII.2.2. Sei D C R” eine nichtleere Menge.

(1) Ein Punkt a € D heifit INNERER PUNKT von D, wenn es ein
r > 0 und einen Ball B,.(a) um a mit Radius r gibt, der ganz
in D liegt, d.h. B.(a) C D.

(2) Die Menge D heifit OFFEN, wenn jeder Punkt von D ein innerer
Punkt ist.

(3) Ein Punkt b € R™ heifit RANDPUNKT von D, wenn jeder Ball
B,(b) um b mindestens einen Punkt von D und mindestens
einen nicht zu D gehorenden Punkt enthilt. Die Menge al-
ler Randpunkte von D heifit RAND von D und wird mit 9D
bezeichnet.

(4) Eine Menge D heifit ABGESCHLOSSEN, wenn sie alle ihre Rand-
punkte enthalt.

BrisPIEL VIIL.2.3. (1) Die Menge K = {(z,y) : 22 + y? < 1} ist
offen mit Rand 0K = {(z,y) : 2* + y* = 1}.
(2) Die Menge R = {(z,y) : |z] <1, |y| < 1} ist abgeschlossen. Die
Menge ihrer inneren Punkte ist {(x,y) : |z| < 1, |y| < 1}, ihr Rand ist
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OR = {(x,y) : |x| =1 oder |y| = 1}.

(3) Die Menge S = {(z,y) : 2> + y* < 1,2 > 0,y > 0} ist weder offen,
noch abgeschlossen. Thr Rand ist 05 = {(z,y) : 2> +¢y* = 1,2 > 0,y >
0}U{(z,0): 0 <2 <1}U{(0,y):0 <y <1}, die Menge ihrer inneren
Punkte ist {(z,y) : 2 +y* < 1,2 > 0,y > 0}.

DEFINITION VIII.2.4. (1) Eine Menge D C R™ heifit BESCHRANKT,
wenn es ein K > 0 gibt mit D C Bg(0), d.h. wenn fiir alle x € D gilt
x| < K.

(2) Eine Menge die beschriankt und abgeschlossen ist, nennen wir KOM-
PAKT.

BeispieL VIIL.2.5. (1) Die Menge R aus Beispiel VII1.2.3 (2) ist
kompakt.
(2) Die Mengen K und S aus Beispiel VIII.2.3 (1) und (3) sind be-
schréankt, aber nicht kompakt.
(3) Die Menge H = {(z,y) : * > 0} ist abgeschlossen, aber nicht
beschrankt.

VIIIL.2.2. Reelle Funktionen mehrerer reeller Verdnderli-
cher. Unter einer reellen Funktion von n reellen Verdnderlichen ver-
steht man eine auf einer nichtleeren Teilmenge D des R™ definierte
Abbildung f : D — R mit Werten in R. Sie ordnet jedem Punkt
x = (z1,...,2,)7 € D des Definitionsbereiches eine reelle Zahl z =
f(x) = f(x1,...,2,) zu. Fir Funktionen in 2 bzw. 3 reellen Verénder-
lichen schreibt man haufig auch f(x,y) bzw. f(z,vy, 2).

Zur Untersuchung und Darstellung einer Funktion f : R* D D — R
ist es haufig vorteilhaft, sie auf speziellen Mengen zu betrachten:

e den NIVEAUMENGEN N, = {x € D : f(x) = ¢} mit ¢ € R,
e den zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden durch D;
man erhélt dann die Funktionen einer reellen Verédnderlichen
x; — flay,...,a;-1,%;, Git1,...a,) mit (a,...,a,) € D kon-
stant.
Im Fall n = 2 bzw. n = 3 bezeichnen die Niveaumengen Kurven in
der Ebene bzw. Flachen im Raum.

BEISPIEL VIIL.2.6. (1) Die Gerade 2x+3y = 1 ist die Niveaumenge
der Funktion f(z,y) = 2z + 3y zum Wert ¢ = 1.
(2) Der Kreis 22 +y* = r? ist die Niveaumenge der Funktion f(z,y) =
2% + y? zum Wert ¢ = r2.
(3) Die Ebene 4x — 2y + 3z = 4 ist die Niveaumenge der Funktion
f(z,y,2) = 4z — 2y + 3z zum Wert ¢ = 4.
(4) Die Niveauflachen eines quadratischen Polynoms in drei Verdnder-
lichen sind Quadriken x” Ax + b’x + ¢ = 0 im R3.

Wie im Fall n = 1 kann man jeder Funktion f : R®™ D D — R ihren
GRAPHEN
Iy ={(x, f(x)):xe€ D} c R"
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zuordnen. Er ist die Niveaumenge zum Wert ¢ = 0 der Funktion
F(z1,.. . xns1) = Tpyr — fx1, .., 20).

VIIIL.2.3. Grenzwerte und Stetigkeit. Wir erinnern an die De-
finition der Stetigkeit einer Funktion einer reellen Veranderlichen aus
Abschnitt I11.3.1 (S. 119, Teil I).

DEeFINITION VIIL.2.7. Sei f:R*" D D — Rundae€ DUJD.

(1) f hat in a den GRENZWERT ¢ € R, kurz f(x) — c fir x — a
oder lim f(x) = ¢, wenn es zu jedem noch so kleinen ¢ > 0

einen Ball Bs(a) um a mit Radius ¢ gibt, sodass |f(x) —¢c| < ¢
ist fiir alle x € D N Bs(a).

(2) f heifit STETIG in a € D, wenn lim f(x) = f(a) ist.

(3) f heiit STETIG auf D, wenn f in jedem Punkt a € D stetig
1st.

Fiir stetige Funktionen mehrerer reeller Verdnderlicher gel-
ten die gleichen Rechenregeln wie in Abschnitt I11.3.2 (S.
119, Teil I).

BEIspIEL VIII.2.8. Die Projektionen p; : R” — R mit p;(x) = z;
sind stetig. Aufgrund der Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist jedes
Polynom

p(x) = Z Ay, T ke
k;<m
in n reellen Verdnderlichen stetig. Ebenso ist jede rationale Funktion

p(x)
X)=—F—=
fx) )
in allen Punkten xq stetig, in denen ¢(xg) # 0 ist.

BErISPIEL VIII.2.9. Betrachte f : R? — R mit

B % falls (z,y) # (0,0),
flzy) = {0 " falls (z,y) = (0,0).

Es ist
aljli% f(z,0)=0
= f(ov 0)
lim £(0,y) =0
- f(ov O)
aber
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=1

# f(0,0).
Daher ist f nicht stetig in O.

Analog zu Abschnitt I11.3.3 (S. 120, Teil I) gilt

Jede auf einer kompakten Menge D C R"™ stetige Funktion
f D — R nimmt dort ihr Minimum und Maximum an,
d.h. es gibt ein X, € D und ein X, € D mit

f(Xmin) < (%) < f(Xmax)
fir alle x € D.

BEISPIEL VIIL.2.10. Die Funktion f(z,y) = e ist auf R? stetig.
Wegen
lim ¢ =0 und lime' =00

t——o00 t—o00
nimmt sie auf R? weder Minimum noch Maximum an. Dagegen besitzt
sie auf der kompakten Menge R aus Beispiel VIII.2.3 (2) ein Minimum
und ein Maximum. Mit Hilfe der Methoden der AbschnittAbschnitt
VIIL.3.6 (S. 57) und VIIL.3.7 (S. 59) erhalten wir
1

I)I{léi}%(f(:t) =e, Ecneilglf(x) =e .

VIIIL.2.4. Partielle Ableitungen, der Gradient. Sei D C R"
offen, f : D — R und a € D. Existiert die Ableitung der Funktion
xi— flay,...,a_1,%; 11, ..., a,) an der Stelle x; = a;, so nennt man
sie die PARTIELLE ABLEITUNG VON f NACH z; IM PUNKT a und
bezeichnet sie mit g—aé(a) oder f,.(a):

0
oL (a) = fu(a)
o %%E[f(al, ey @i, Q; +h,ai+17---aan)
— flay, ..., a,)]
- }Lji%%[f(aqt he;) — f(a)].

BEISPIEL VIIL.2.11. Fiir f(x,y) = 2%y®> + yInz auf D = {(z,y) €
R?: 2 > 0} folgt

0
L (2,9) = Fulo) = 205 + 2,
of

By (z,y) = fy(z,y) = 32%y* +Inx.
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Die Funktion f heiit PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn alle par-
tiellen Ableitungen existieren. Sie heifit STETIG PARTIELL DIFFEREN-
ZIERBAR, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.
Die Funktion aus Beispiel VIII.2.11 ist stetig partiell differenzierbar.

Fasst man die partiellen Ableitungen einer Funktion f zu einem
Vektor zusammen, erhilt man den GRADIENTEN von f an der Stelle
a:

grad f(a) =

aas (a)

BEISPIEL VIII1.2.12. Fiir f(z,y,2) = e**% + 2%y2? erhalten wir

et 4 2y 23
grad f(x,y,2) = [ 2T + 2223
3w2y2?

Jede partielle Ableitung % ist eine reelle Funktion von n reellen
Verdnderlichen und kann ggf. erneut partiell abgeleitet werden. Dies
definiert die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung:

_ o
TiTi T (9—.1'12
0 (of
O (33_1> ’
2
x;0x;

N (7
N aiL'j 0951 ’ W

BeispieL VIIL.2.13. (1) Fiir die Funktion aus Beispiel VIII.2.11
erhalten wir

82
fm(x,y) = @(x,y)
Y
- 2y3 - ﬁ?
82
fyy(*ray) - 3_gﬂ(x’y)
= 627y,
82
f$y<x7y) - ax—ay('ray>
= 6xy? l
- y + 9
xXr
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2
fye(w,y) = o

1
= 6ay* + —.
T
(2) Definiere f : R? — R durch
Fag) = |7V fir (@) # (0.0
7 0 fur (z,y) = (0,0).

Da fiir alle z,y € R gilt f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0, ist f,(0,0) =
f4(0,0) = 0. Fiir (z,y) # (0,0) erhalten wir

72— y2 4x2y2
fx(x’w—y(xQ—l—y?+(J:2—|—y2)2)’
.132 o y2 4{E2y2
.Z'Q + yQ (I2 + y2)2 :

fo(@,y) =x<

Hieraus folgt

fxy((),()) = }Jli% Y

— 1 -y
= l1im —
y—0 y

und

Also ist
f2y(0,0) # f4e(0,0).
Wie Beispiel VIII.2.13 (2) zeigt, kann es bei hoheren partiellen Ab-

leitungen einen Unterschied machen, in welcher Reihenfolge man die
Variablen ,abarbeitet”. Es gilt jedoch:

VERTAUSCHBARKEITSKRITERIUM FUR PARTIELLE ABLEI-
TUNGEN: Existieren alle partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung und sind stetig, so ist

o (01\_ o (0f
Ox; <8xj> Oz <39€z>

fiir alle 1 < 1,7 < n. Eine analoge Aussage gilt fiir partielle
Ableitungen hoherer Ordnung.
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Wir fiithren folgende Abkiirzung ein (k > 1):

C%D,R)={f:D —R: fist stetig},
C*(D,R) = {f: D —R: alle particllen Ableitungen der
Ordnung < k existieren

und sind stetig}.

VIII.2.5. Die totale Ableitung und lineare Approximation.
Sei wieder D C R" offen, f: D — R und a € D.

Die Funktion f heifit in Punkt a TOTAL DIFFERENZIERBAR bzw.
LINEAR APPROXIMIERBAR, wenn es einen Vektor g € R™ gibt mit

lim ——{£(x) — f(a) — g - (x — a)} = 0.

x—a |x — a|
Ist f im Punkt a total differenzierbar, wird f in der Ndhe von a
durch die lineare Funktion
9a(x) = f(a) +g- (x—a)
approximiert. Fiir den Fehler
Ra(x) = f(x) = ga(x)

dieser Approximation gilt

Man sagt hierfiir auch
Ra(x) = o(|x — al).

Die Niveaumenge

{xeD: f(x)=f(a)}
wird also in der Ndhe von a durch die Menge

[x€D:ga(a) = fla)} = {x € D:g-(x—a) =0}

approximiert. Fiir n = 2 ist dies eine Gerade durch a senkrecht zu g;
fiir n = 3 handelt es sich um eine Ebene durch a senkrecht zu g.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen partieller und totaler
Differenzierbarkeit:

Die Funktion f seiin a € D total differenzierbar. Dann gilt:
(1) f ist in a stetig.
(2) Fiir alle v € R™ ist
1

lim = [f(a+tv) — f()] = g v.

t—
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(3) fistin a partiell differenzierbar und g = grad f(a).

Teil (3) dieses Ergebnisses besagt:

»f in a total differenzierbar = f in a partiell differen-
zierbar.“

Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen falsch. Es gilt jedoch:

Jede Funktion f C C*(D,R) ist auf D total differenzierbar.

Hieraus ergibt sich:

TEST FUR DIE TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT: Berechne
die partiellen Ableitungen und priife, ob sie stetig sind.

BEISPIEL VIII.2.14. Fiir die Funktion f(z,y) = z*+ 2z%y* +y und
den Punkt a = (1, 1) erhalten wir
f(L1) =4,

(42?4 62?y?
gradf($ay) - ( 4x3y+ 1 )

erad f(1,1) — (150) .

Die partiellen Ableitungen sind Polynome und somit stetig. Daher ist
f total differenzierbar. Die lineare Approximation im Punkt a = (1,1)
lautet
Ga(z,y) =4+ 10(x — 1) +5(y — 1).

Die Niveaumenge {(z,y) : f(x,y) = 4} wird in der Ndhe von (1,1)
durch die Gerade 10(z — 1) +5(y — 1) = 0, d.h. 10z + 5y = 15 approxi-
miert. Der Graph von f ist die Fliche z = 2* + 223y? 4+ y. Der Punkt
(1,1,4) liegt auf dieser Fliche. Die Gleichung der Tangentialebene an
diese Flédche in diesem Punkt ist

Z = ga(z,y)
d.h.
z=44+10(x — 1)+ 5(y — 1).

VIIIL.2.6. Einfache Anwendungen. Fiir einfache Fehler- und
Néherungsrechnungen wird eine Funktion f mehrerer Verédnderlicher
in der Néhe eines Punktes a durch ihre lineare Approximation ersetzt.

BrispiEL VIIL.2.15. f(z,y) = 2¥ = ¢V™®) wird in (1, 3) wegen
f(1,3) =1,
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yav~!
gradf(:t,y) = (ln(l.)xy) )
3
grad £(1,3) = (

durch 1+3(xz—1) linear approximiert. Damit erhélt man z.B. fiir 1.023-%!
den Naherungswert 1.06. Der genaue Wert ist 1.061418168. . ..

Werden statt der wahren Werte x = (x4, ..., x,) die Naherungswer-
te xo = (o1, - - ., Ton) gemessen, dann belasten die Messfehler |Az;| =
|z; — zo;| den Funktionswert mit dem Fehler

[AFX)] = [f(x) = f(x0)|
~ | grad f(xo) - (2 — o)

i=1 i

Sind also fiir die einzelnen Messungen Fehlerschranken |Az;| < S; be-
kannt, so erhédlt man eine ungefdhre Fehlerschranke S fiir die Funkti-

onswerte (JAf(x)| <.S) durch

n

S%Z

i=1

BEIsPIEL VIII.2.16. Fiir den Elastizitdtsmodul F eines Stabes mit
quadratischem Querschnitt a, Linge ¢, Ausbiegung h und Belastung F'
gilt

E=E(F,h,{,a) = 4F(*ha™.
Misst man ¢ = 50 cm auf 1%, a = 2 cm auf 1%, h = 2 mm auf 3% und
F = 130 N auf 0.5% genau, so ergibt die Fehlerrechnung bei linearer
Approximation

AFE 8 OF oF
—Ah+ —Al+ —A
‘ ' |E] |0 ' "o AT
1
= W|4E3h_la_4AF — 4F€3h_2a_4Ah
a
+12FCh~ a Al — 16 FPh 20" Aa|
A Al
< — |+ 3|—

= 0.105
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und somit
N
E = 203125—2 4+ 10.5%
mm

= 203125 + 21328.125%.
mm

VIIIL.2.7. Die Richtungsableitung. Die partiellen Ableitungen
einer Funktion f geben die Anderung der Funktionswerte entlang der
Koordinatenachsen an. Es ist naheliegend, die entsprechenden Ande-
rungen entlang beliebiger Richtungen zu betrachten. Ist daher v € R"
ein beliebiger Einheitsvektor, d.h. |[v| = 1, so nennen wir den Grenzwert

0uf(@) = lim S[f(a+1v) — f(a)]

t—0

— sofern er existiert — die RICHTUNGSABTEILUNG VON f IN RICHTUNG
Vv AN DER STELLE a.

Es gilt folgender Zusammenhang mit totaler und partieller Diffe-
renzierbarkeit.

Die Funktion f : D — R sei im Punkt a total differenzier-
bar. Dann existieren alle Richtungsableitungen 0, f(a) von
fin a und es ist

Ovf(a) = grad f(a) - v =

BeispiEL VIII.2.17. (1) Ein Massenpunkt durchquere mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v = (2,4,7)7 einen Raum mit der Tempera-
turverteilung T = f(x,y, 2z) = 2xy + 4yz. Er erfihrt dann im Punkt a
die momentane Temperaturdnderung

M%f@=h@mﬁ®ﬁﬁzgmﬂﬂw.

Fiir a = (1,1, 1) ergibt sich insbesondere der Wert

2 2 2
grad f(1,1,1)- (4| ={2+4 |- |4 ]| =56.
7 4 7

(2) Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Fiir die zugehorige qua-
dratische Form ¢ gilt

q(x) = xT Ax
grad ¢(x) = 2Ax
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Ovq(x) = 2(Ax) - v
= 2xT Av.

VIIIL.2.8. Die Kettenregel. Seien D C R” offen, f : D — R
partiell differenzierbar und x : [a,b] — D die Parameterdarstellung
eines Kurvenstiickes in D. Dann wird durch [a,b] ¢t — f(x(t)) eine
Funktion ¢ : [a,b] — R definiert. Diese Funktion ist differenzierbar und
es gilt die KETTENREGEL

%f (x(t)) = grad f(x(t)) - X(t)

BEISPIEL VIIL.2.18. Fiir die Funktion f(z,y,z) = 2?y*2z und die
Schraubenlinie x(¢) = (rcost,rsint, ht)? erhalten wir:

2x1°2
grad f(z,y,2) = | 32°y°2 |,
22y
—rsint
x(t) = | rcost |,
h

d 2r4ht cos t sin® ¢ —rsint

af(x(t)) = [ 3r*htcos®tsin®t | - [ rcost
75 cos? t sin® ¢ h

= —2r°ht costsin® t + 3r°ht cos® t sin’ t
+ rPhcos? tsin®t
= r°hcostsin®t[—2tsin’t + 3t cos® t + cos t sint].

Die Kettenregel benotigt man immer dann, wenn neue Variablen
eingefithrt werden und die partiellen Ableitungen bzgl. der neuen Va-
riablen zu berechnen sind.

BEeISpIEL VIII.2.19 (EBENE POLARKOORDINATEN). Durch z =
rcosp, y = rsin e wird die Funktion f(z,y) transformiert in

F(r,p) = f(rcosp,rsineg).
Falls f € C? ist, ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen von F mit
der Kettenregel

F.=f;-cosp+ f, sinp
F,=fy-(—rsing) + f, - (rcosyp)
Frr - fx:p 'COS290+2fxy 'COS<PSin90+fyy 'Sin290
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Frp = fox - (—rsingcosp) + fo - (—7 sin? ¢ + 7 cos® )
+ fyy - (rcospsing) + f, - (—sing) + f, - (cos p)

Fop = for (r?sin® @) + fo, - (=2r% cos psing) + f,, - (r* cos® ¢)
+ fu(=rcosp) + f,(—rsiny).

Lost man diese Beziehungen nach der partiellen Ableitung von f auf,
erhélt man fiir » # 0

1
fo=F,-cosp— —F,sinyp
r

1
fy=F, -sinp+ ;Fw COS .

Hieraus ergibt sich fiir den LAPLACE-OPERATOR (vgl. Abschnitt
VIIL.4.4 (S. 71)):

Af:fxx+fyy
1 1
:FT‘T‘_‘_;F’I’_‘_T_QFQOQO

10 (oFY 1,
ror Tar r2- e

BeispieL VIII.2.20 (RAUMLICHE KUGELKOORDINATEN). Mit dem
Ansatz x = rcosypsinf, y = rsinpsing, z =rcosfmitr > 0,0 < ¢ <
27, 0 < 6 < 7 erhélt man fiir die Funktion f(x,y, z) die transformierte
Funktion

F(r,p,0) = f(rcosgsind, rsinpsind, rcosf).
Anwenden der Kettenregel liefert
F. = f, - (cospsind) + f, - (sinpsind) + f, - (cosf)
F, = fy - (—rsinpsinf) + f, - (rcos¢sinf)
Fy=f,-(rcospcosf) + f, - (rsingcosf) + f, - (—rsinh).

Hieraus ergibt sich fiir den LAPLACE-OPERATOR (vgl. Abschnitt
VIIL.4.4 (S. 71)):

Af:fxx+fyy+fzz
Fod 2F 4+ —— Fo 4 L Fp+ ~(cot9) -
== rr - r S . 9 A Y _CO ‘
r 2sin2g w8 g2 0T 2 0

SNy e L I S S Y RNy
“2or\" ar ) T r2en?e T 2smoog \O a0 )
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VIII.3. Anwendungen der Differentiation

VIIIL.3.1. Richtung des stirksten Anstieges. Fiir eine diffe-
renzierbare Funktion f : R” D D — R ist der Anstieg in einem Punkt
a € D in Richtung eines Einheitsvektors v € R™, |v| = 1, gemafl Ab-
schnitt VIIL.2.7 (S. 44) gegeben durch die Richtungsableitung

Oy f(a) = grad f(a) - v = | grad f(a)| cos a.

Dabei ist o der Winkel zwischen den Vektoren v und grad f(a). Also
ist der Anstieg maximal, wenn cos o maximal ist, d.h. wenn a = 0 ist.
Das bedeutet:

grad f(a) = Richtung des maximalen Anstieges der
Funktion f im Punkt a.

Da f genau dann ansteigt, wenn — f abfallt, gilt:

— grad f(a) = Richtung des maximalen Abfallens der
Funktion f im Punkt a.

Diese Beobachtung fiihrt auf das GRADIENTENVERFAHREN zur Be-
stimmung eines Maximums (bzw. Minimums) einer Funktion f:

Ausgehend von einer Startndherung xq berechne grad f(xg) und
setze x1 = Xo+hgrad f(xg) (bzw. x; = xo—h grad f (X)) mit ei-
ner problemangepassten Schrittweite A > 0. Falls f(x;) > f(xo)
(bzw. f(x1) < f(xo)) ist, setze das Verfahren mit x; an Stelle
von xq fort. Andernfalls halbiere h und probiere den entspre-
chenden neuen Wert von x; aus.

VIIIL.3.2. Tangenten und Tangentialebene. Ist f : R" D D —
R eine differenzierbare Funktion, definiert die Gleichung f(x) = ¢ mit
konstantem ¢ € R eine Hyperfldche in D. Fiir jede Kurve x(¢) auf dieser
Hyperfliache gilt f(x(t)) = c fiir alle ¢. Durch Differentiation folgt mit
der Kettenregel

grad f(x(t)) - x(t) =0 fiir alle ¢.

Wir werten diese Formel nun fiir die wichtigen Spezialfille n = 2 und
n = 3 aus.

»n = 2% In diesem Fall beschreibt f(x) = ¢ eine Kurve. Ist (zg, yo) ein
Punkt auf dieser Kurve, besagt obige Gleichung, dass grad f(zo, yo)
senkrecht ist zur Tangente an die Kurve im Punkt (zg, y9). Also lautet
die NORMALENGLEICHUNG DER TANGENTE AN DIE NIVEAUKURVE
f(z,y) = ¢ IM PUNKT (z0,o):
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fa(z0, y0) (@ — 20) + fy (20, Y0)(y — yo) = 0.

,n = 3“ In diesem Fall beschreibt f(x) = c¢ eine Fliache. Ist xq =
(20, Yo, 20) ein Punkt auf dieser Fliche, besagt obige Gleichung, dass
grad f(xg) senkrecht steht zu allen Tangenten an die Fliche im Punkt
xg. Alle diese Tangenten spannen eine Ebene auf, die sog. TANGEN-
TIALEBENE. Daher lautet die NORMALENGLEICHUNG DER TANGEN-
TIALEBENE AN DIE NIVEAUFLACHE f(z,y,2) = ¢ IM PUNKT (z0, Yo,

Zo):

fa(20, Y0, 20)(x — 20) + fy(20, Yo, 20) (¥ — vo)
+ fZ(an?JOa ZO)(Z - Zo) = 0.

BEeispIEL VIIL.3.1. (1) Betrachte einen Kreis mit Mittelpunkt (u, v)
und Radius r. Dieser entspricht der Niveaukurve

fl@,y) = (z —u)®+ (y —v)* =%

Ist daher (zg,yo) ein Punkt auf dem Kreis, lautet die Normalenglei-
chung der Tangente in diesem Punkt

2(zo — u)(z — z0) + 2(yo — u)(y — yo) = 0.
Dividieren wir diese Gleichung durch 2, schreiben
r—Top=T—U+UuU—2Xg
Y=—Y% =y —utu—1

und nutzen die Kreisgleichung fiir (zy, yo) aus, erhalten wir die bekannte
Darstellung

(w0 — u)(x —u) + (yo —u)(y —u) ="

(2) Das Paraboloid i—z—i-z—j —2pz = 0 mit p # 0 besitzt im Flachenpunkt
(20, Yo, 20) die Tangentialebene
2xo(z — x0) | 2y0(y — o)
a? * b?

Dividieren wir diese Gleichung durch 2 und nutzen die Beziehung

—2p(z — 2z) = 0.

2 2
Lo , Yo _
2 + 2 2pzg =0
aus, erhalten wir die Darstellung
ToT
Dot L Y (24 20) = 0.

a? b2
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VIIIL.3.3. Die Taylor-Formel. Sei D C R" eine offene Menge,
a ein Punkt in D, f : D — R eine hinreichend oft differenzierbare
Funktion und v € R™ mit |v| =1 ein Einheitsvektor. Dann gibt es ein
€ > 0, so dass die Funktion

p(t) = fla+tv)

auf (—e, e) definiert und differenzierbar ist. Fiir diese Funktion gilt die
Taylor-Formel aus Abschnitt VII.3.1 (S. 19)

p() = 9(0) + $(0)t + ZH(O)7

1
+o+ Hga(k)(O)tk - (k1)

) k+1

® n)t

(k+1)!

mit einem geeigneten n € (0,1).

Wir wollen diese Formel durch die Funktion f und deren Ableitun-
gen ausdriicken.
Konstruktionsgeméf ist

Wegen der Kettenregel ist

p(t) = grad f(a +tv) - v,
¢(0) = grad f(a) - v
= oy f(a).

Wir wollen auch die hoheren Ableitungen ¢, ..., *) durch Richtungs-
ableitungen von f in Richtung v ausdriicken. Dazu fithren wir den
Differentialoperator

0. = i_|_ i_|_ + i
V_Ul&’zzl Uz@xg Un@xn

ein und bezeichnen mit 0% dessen k-malige Ausfiihrung. Dann ist
p=0uf, p=04f, ... 8V =05f.
BeispieL VIIL.3.2. Fiir
fla,y) =2’y

109

erhalten wir

und

1
ovf = 5(9x2y2 + 8$3y)7
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1
02 f = %{3(181@2 + 242%y) + 4(18z%y + 82°)}
1
= %{54:@2 + 1442*y + 322°}

1
RS = E{3(54y2 + 288y + 9627) + 4(108xy + 1442?)}

1
= E5{162y2 + 12962y + 86427}

Driicken wir in der Taylor-Formel fiir ¢ alle Ableitungen durch 0,
aus, erhalten wir die TAYLOR-FORMEL IN n VERANDERLICHEN:

flatv) = (@) + O f (@)t + 5ORF@)E + ..+ 0k fla
1

0T 1)!8§+1f(a + nv)t*T mit einem 7 € (0, 1).

+

Sind x und xg zwei verschiedene Punkte in D derart, dass die Stre-
cke von xy nach x ganz in D verlauft, kénnen wir in obiger Formel
a=uxy, V= \xf—lx0|(x —Xp) und t = |x — Xo| wihlen. Wir erhalten dann

F6) = o) + 0 (00) e — o] + 502 (o) —
+...+ %Oﬁf(xoﬂx — xo|"

1
5T f (%0 + m(x — x0))|x — x|

MRS

1
tv=_——(x— d 0,1).
mit v |X—X0|<X xo) und n € (0,1)

Der Ausdruck

T(F:0) () = F00) + O o) e — ol + 502300 —

1
+...+ y&’if(x())lx — xo/*

mit v = (x — xp))

Ix — Xo

ist ein Polynom vom Grade k in x und heifit k-tes TAYLOR-POLYNOM
von f mit Entwicklungspunkt xg.

BeispieL VIII.3.3. Wir wollen fiir die Funktion f aus Beispiel
VIII.3.2 das Taylor-Polynom T5(f;x0) zum Entwicklungspunkt xo =
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(1,2) bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst einen beliebigen Ein-
heitsvektor v. Dann ist

Ovf =v1fe+v2fy
= v132%y* + v22°y,
Oz [ = vi1[v1 fo + vafyle + va[vr fu + v fyly
= v1[V162Y* + V262°Y] + Vo[v162°%Y + V2277

= vf6:cy2 + V109 123:23/ + v§2x3.
Damit ergibt sich

avf<X0) = 12’01 -+ 4’[}2,
0% f(x¢) = 24v? + 24v vy + 203,
Sei nun x # X, ein beliebiger Punkt. Mit dem speziellen Einheitsvektor

v = m(x — Xg) erhalten wir aus obiger Formel

|x — x0|0yv f(x0) = 12(x — 1) + 4(y — 2),
|x — x0|?02 f(x0) = 24(x — 1)* + 24(z — 1)(y — 2) + 2(y — 2)*.
Wegen f(xg) = 4 ergibt sich damit
Io(fi%0)(x) =4+ 12(x — 1) + 4(y — 2)
+12(x — 1) + 12z — 1) (y — 2) + (y — 2)*.

VIII.3.4. Die Hesse-Matrix. Fir eine zweimal differenzierbare
Funktion f heifit die symmetrische Matrix

o*f
Hia) = a
(@)= (@) .
2%f 2% f 2%f
d_:c%( ) 8:618:1:2( ) Tt O0x10xn (a)
92 . 9?2 . 9?2 ‘
8a:ngzl (a) 8mngrg (a) o LB_%f(a)

die HESSE-MATRIX von f an der Stelle a.
Mit Hilfe der Hesse-Matrix konnen wir das 2-te Taylor-Polynom
von f besonders leicht darstellen

T5(f;%0)(x) = f(x0) + grad f(xo) - (x — Xo)

s s )




52 VIII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

BEISPIEL VIIL.3.4. Fiir die Funktion f(z,y) = 23y aus Beispiel

VIII.3.2 ist
_ (3%
gradf(x,y) - (21’33/) 3

6xy?> 622
Hien) = (o ).

Damit ergibt sich fiir den Entwicklungspunkt xo = (1,2)7 aus Beispiel
VIIL.3.3

To(fix0)(x) =4+ (142) ' G - ;>

+ %(;E —1,y—2) G;L 122> (g B ;)
=4+ 12(x —1)+4(y —2)
+12(z — 12 +12(x — 1)(y — 2) + (y — 2)%.
Aus der Taylor-Formel folgt

f(x) = Ta(f;%0)(x) + Ra(x;%0)

1
XIEEO m}%g(x; xg) = 0.
D.h., die Funktion f wird durch das Polynom T5(f;x¢)(x) in der Nihe
von xg mit einem Fehler o(|x — x¢|?) approximiert. Zusammen mit der
Darstellung von T5(f;x0)(x) hat dies in den Féllen n = 2 und n = 3
folgende anschauliche Deutung:
,n = 2“ Der Graph z = f(z,y) wird in der Nihe des Fliachenpunk-
tes (o, Yo, f(zo,v0)) approximiert durch die SCHMIEGEQUADRIK

z = f(xo,vy0) + fu(xo,yo)(z — z0) + fy(x0,Y0)(y — ¥o)

mit

+ %fm(xo, Yo)(z — 1’0)2 + fay (%0, Y0) (= — 20) (Y — Yo)

+ %fyy(%; Y0) (Y — Yo)*-

Falls H(zo,y0) # 0 ist, ist diese ein Paraboloid oder ein parabolischer
Zylinder. Man nennt den Flachenpunkt iiber (zg,yo) FLACH, wenn die
Schmiegequadrik eine Ebene ist, d.h. wenn Hy(zo,y0) = 0 ist. Man
nennt den Flachenpunkt ELLIPTISCH bzw. HYPERBOLISCH bzw. PARA-
BOLISCH, wenn die Schmiegequadrik ein elliptisches Paraboloid bzw.
ein hyperbolisches Paraboloid bzw. ein parabolischer Zylinder ist.

BEISPIEL VIII.3.5. Der AFFENSATTEL z = 2° — 3zy? hat im Punkt
(x,y) = (0,0) einen Flachpunkt mit der (x,y)-Ebene als Tangential-
ebene. Die Hesse-Matrix ist

[ 6z -6y
Hy= (—6y —690) '
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Thre Determinante ist —36(z% + y?) und ist auBerhalb von (0, 0) stets
negativ. Daher ist jeder Punkt der Fliache mit (z,y) # (0,0) hyperbo-
lisch.

,n = 3% Die Niveaufliche f(z,y,z) = ¢ wird in der N&he eines
Flachenpunktes (xg, yo, 20) approximiert durch die Quadrik

r — XTg
grad f(zo,v0,20) - | ¥ — Yo
zZ — 20
T
Tr — 2o T — Xo
+§ y—% | Hf(xo,y0,20) | ¥y =20 | =0.
Z— 20 Z— 20

BErispiEL VIIL.3.6. Betrachte die Niveaufldche
T Ccosy + ycosz + zcosx = 2
und den Flachenpunkt (0,0, 2). Es ist

f(z,y,z) =xcosy + ycosz+ zcosz,

cosy — zsinx

grad f(z,y,2z) = | —xsiny +cosz |,
—ysin z + cosx
1
grad f(0,0,2) = [ cos2 |,
1
—zcosx —siny —sinz
Hy(z,y,z) = | —siny —zcosy —sinz |,
—sinxr —sinz —ycosz
-2 0 0
H(0,0,2)=1| 0 0 —sin2
0 —sin2 0

Daher lautet die Schmiegequadrik
r+ycos2+z—2—2°—y(z—2)sin2 = 0.
Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid.

VIIIL.3.5. Implizite Funktionen. Sei D eine offene Teilmenge
des R? und f : D — R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Niveaukurve f(x,y) = 0 und fragen uns, ob sie
in der Nahe eines Punktes (z,yo) mit f(xg,y0) = 0 als Graph einer
Funktion g der Variablen x darstellbar ist. Wenn dies der Fall ist, muss
g(xo) = yo sein und fiir alle z in der Ndhe von xy muss gelten

f(x, 9(x)) = 0.
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Falls g differenzierbar ist, folgt hieraus mit der Kettenregel

Je(z,9(7)) + fy(x79<x>>gl<$) = 0.

Diese Gleichung sollte zumindest fiir x = 5 nach der Steigung ¢'(xo)
auflosbar sein. Das ist aber dann der Fall, wenn

fy(z0, 9(z0)) = fy(w0,90) # 0

ist. In der Tat kann man zeigen, dass f,(zo,v0) # 0 tatséchlich die
Darstellbarkeit der Niveaukurve als Graph garantiert.

SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN: Die Funktion f sei
auf der offenen Menge D C R? differenzierbar. Fiir (g, y9) €
D gelte

f(@o,90) =0 und  fy(zo,y0) # 0.

Dann gibt es ein offenes Intervall I mit o € I und eine
differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit

(1) g(zo) = vo,

(2) (z,9(x)) € D fiir alle z € I,

(3) f(z,g(x)) =0 fiir alle z € 1.

(4) fy(z,g(x)) #0 fur alle x € 1.

Fiir die Ableitung von g gilt
Jal, g(x
) — _Aelaa@)
fy(@,g(x))
Falls f € C* ist, k > 2, ist g k-mal differenzierbar. Die

Ableitungen von ¢ erhélt man durch Differenzieren obiger
Gleichung.

BEeispiEL VIIL.3.7. Wir betrachten die nichtlineare Gleichung
(%) ety a4t -1=0

oder dquivalent

eV +yd=1—2%— 23

Um die Losbarkeit dieser Gleichung zu untersuchen, betrachten wir die
Funktion

h(y) = e’ +y°.
Wegen
R (y) =e’+3y> >0
ist sie monoton wachsend. Weiter ist

lim Ah(y) = —oc0, lim h(y) = oc.

y——00 y—00
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Daher ist h : R — R bijektiv und zu jedem x € R gibt es genau ein
y € R mit
1—2% 2% =h(y) = e’ +9°.
Also definiert die Gleichung (*) implizit eine Funktion g : R — R mit
eI Lgx)P + a4+ 22—1=0 fir alle .

Alle Versuche, diese Gleichung nach g aufzultsen, scheitern. Wir konnen
aber den Satz iiber implizite Funktionen anwenden:
Es ist

flz,y)=e"+y* +2° + 2> -1,
fo(w,y) = 32* + 20,
fu(@,y) =€’ +3y* >0 fiir alle y.

Damit folgt

32?4 2z
! - .
g(x)= 0 T 3g(2)? fur alle .
Durch Differenzieren dieser Gleichung kénnen wir Ableitungen beliebi-
ger Ordnung von g berechnen, z.B.

62 + 2 32% + 2z
"(z) = — (d ()@ + 64’
9@ = =S g T @ gy W @+ 69 @)g())
6x + 2 322 + 2z o(2) /
ed(@) 4 3g(x)? * (eg(a:) + 3g(x2))? (e +69g())g'(v)
6x +2 (32% + 2x)?

= EE (o) 4 6g(a)-

e+ 34 ) (65 + 3 ()"

Fiir z = 0 erhalten wir wegen €° = 1 z.B.

9(0) =0
g'(0) =0
9"(0) = -2

und

g(x) = —2* + o(z?).

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen auch die
Extrema von implizit definierten Funktionen bestimmt werden:
Differenzieren wir die Identitét fiir ¢’ im Satz iiber implizite Funktionen
ein weiteres Mal, erhalten wir

vy Jea(@g(2)) + fay(z, g(2))g (2)
7(2)= (@, 9(@)

+fy(x7g(x))2(fxy< ,g( ))+fyy( 79( ))g< ))
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Insbesondere ist ¢'(zg) = 0, wenn f,(xg,y0) = 0 ist. In diesem Fall
vereinfacht sich der Ausdruck fiir ¢”(zy) zu

_ fas(@0,90)

g (x(]) B fy(%,yo) '

Damit folgt

Die durch f(z,y) = 0 implizit definierte Funktion y = g(x)
hat an der Stelle (zo, o) eine horizontale Tangente, wenn
gilt

f(xo,y0) =0, fa(zo,90) =0, fy(xo, o) # 0.

xp ist ein lokales Maximum von g, wenn gilt
fx:r (.I'o, 3/0)
fy(x0, v0)
xo ist ein lokales Minimum von g, wenn gilt
fmx ([L'(), yO)
fy(x07 ?JO)

> 0.

< 0.

Der Satz iiber implizite Funktionen gilt allgemein fiir Funktionen
f:R" D> D — R in der Umgebung eines Punktes a = (ay,...,a,)"
mit f(a) =0 und a‘%(a) # 0. In diesem Fall gibt es eine offene Menge

U C R mit (ay,... ,an,l)T € U und eine differenzierbare Funktion
g :U — R mit

flxy, ... xp1,9(xy, ... x0—1)) =0 furalle (zq,...,2,-1) € U.
Fiir die partiellen Ableitungen von g gilt

a _ fxi($1a---axn—hg(xla---axn—l))
g(x1, . Tpq) = — )
axi fwn(xlv'"axn—hg(‘rl:'-'axn—l))

Beispier VIII.3.8. Durch
f(z,y,2) =xcosy+ycosz+ zcosx —2 =0

ist implizit eine Funktion z = g(x,y) erkldrt. Es ist ¢(0,0) = 2 und

£.(0,0,2)
~ 1.(0,0,2)

cosy — zsinx

g:c(07 0) =

—ysinz 4+ cosx ‘(0,0,2)
=1,

£,00,0,2)

1-(0,0,2)

cosz — rsiny

gy(()? O) =

—qsin 2z 4+ cos x 1(0,0,2)
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= —cos 2.

VIIIL.3.6. Lokale Extrema. Wir betrachten eine Funktion f :
D — R in n Variablen.

Ein Punkt a € D heifit ein LOKALES MAXIMUM (bzw. LOKALES
MINIMUM) von f, wenn es ein r > 0 gibt, sodass fiir alle x € B.(a)ND
gilt

f@) = f(x)  (bzw. f(a) < f(x)).
Gilt die entsprechende Ungleichung fiir alle x € D, heifft a ein GLOBA-
LES MAXIMUM bzw. (GLOBALES MINIMUM). Ein LOKALES EXTRE-
MUM ist ein lokales Minimum oder Maximum.

Eine Hauptaufgabe der angewandten Analysis ist die Bestimmung
solcher lokalen Extrema. Je nachdem, ob sie im Innern von D oder auf
dem Rand von D liegen, hat man unterschiedliche Charakterisierungen.

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit lokalen Extrema im
Inneren von D. Sei a ein solches Extremum und v € R™ mit |v| =1
ein beliebiger Einheitsvektor. Dann hat die Funktion ¢(t) = f(a+ tv)
in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Gemé&$ Abschnitt IV.2.1 (S. 136, Teil
I) muss also gelten

0=¢'(0) =grad f(a) - v.

Da v ein beliebiger Einheitsvektor ist, muss also grad f(a) zu allen
Einheitsvektoren senkrecht sein. Das ist nur moglich, wenn grad f(a) =
0 ist. Damit haben wir folgende NOTWENDIGE CHARAKTERISIERUNG
LOKALER EXTREMA IM INNERN VON D:

a ist lokale Extremalstelle von f = grad f(a) = 0.

Punkte a mit grad f(a) = 0 nennt man auch STATIONARE PUNKTE
von f. Es gilt also:

Jede lokale Extremalstelle im Innern von D ist ein stati-
ondrer Punkt.

MERKREGEL: Zur Bestimmung der lokalen Extrema sind
zunéchst alle stationdren Punkte zu bestimmen.

Sei nun a ein stationdrer Punkt von f. Dann ist in der Nédhe von a

1
F(x) = f(a) + 5(x — a)" Hy(a)(x — a) + of|x — af).
Daher ist a genau dann ein Minimum bzw. Maximum von f, wenn es
ein Minimum bzw. Maximum der Quadrik 5(x — a)” Hy(a)(x — a) ist.
Damit haben wir folgenden EXTREMSTELLEN-TEST:
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a sei ein stationiirer Punkt der C?-Funktion f. Dann gilt:
e Hy(a) ist positiv definit = a ist lokales Minimum.
e Hy(a) ist negativ definit = a ist lokales Maxi-
mum.
e H;(a) ist indefinit = a ist kein lokales Extremum.

MERKREGEL: Berechne fiir jeden stationdren Punkt die
Hesse-Matrix und priife, ob sie positiv definit, negativ defi-
nit oder indefinit ist.

Im Falle von zwei Verdnderlichen, d.h. n = 2, lautet der Extrem-
werttest:

a sei stationdrer Punkt von f: R? D D — R, d.h. f,(a) =
fy(a) = 0. Dann gilt
o det He(a) > 0 und f,,(a) > 0 = a ist lokales
Minimum.
e det Hf(a) > 0 und f,,(a) < 0 = a ist lokales
Maximum.
e det Hf(a) < 0 = a ist kein Extremum.

BrispieL VIIL.3.9. Wir betrachten die Funktion
f(z,y) = 20* + y* — 227 — 22
Es ist
grad f(z,y) = (ijji B iz) :

Also sind die stationédren Punkte von f bestimmt durch die Losungen
des nichtlinearen Gleichungssystems

422> —1) =0

4y(y* — 1) = 0.

Da ein Produkt a3 genau dann Null ist, wenn mindestens ein Faktor
gleich Null ist, hat f neun stationéire Punkte

a; = (0,0), a; = (0,1), azg = (0,—-1),
1 1 1
a = (%7())7 a5 = (ﬁ? 1)7 A = (E? _1>7
1 1 1
ay = (—E,O), ag — (—E,l), ag — (_ﬁ’_l)
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Fiir die Hesse-Matrix erhalten wir
24x% — 4 0
Hf(l',y)— ( 0 12y2_4) )
det Hy(z,y) = 16(62° — 1)(3y* — 1).

Dies ergibt folgende Tabelle
aj A as ) | Ay | Ag ay | Ag | Ag

foz(ay) | —4| —4| —4 8| 8| 8 8| 8] 8
det Hy(a;) | 16 | —32| —32| —32 |64 |64 | —32 | 64 | 64

Also hat f bei a; ein lokales Maximum und bei as, ag, ag und ag ein
lokales Minimum; a,, a3, ay und a; sind keine Extrema.

VIIIL.3.7. Extrema unter Nebenbedingungen. Wir betrach-
ten nun Extremalpunkte auf dem Rand des Definitionsbereiches D der
Funktion f. Haufig ist der Rand lokal als Schnitt von Niveauflichen
gegeben. Diesen Fall wollen wir untersuchen. Dazu betrachten wir der
Einfachheit halber zunéchst den Fall nur einer Niveauflache. Dazu seien
f und g zwei geniigend oft differenzierbare Funktionen in n Verdnder-
lichen. Wir suchen die Extremwerte von f auf der Niveauflache

M={xeR":g(x)=0}.

1. METHODE: AUFLOSEN DER NEBENBEDINGUNG. Man 16st die
Bedingung g(x) = 0 nach einer Variablen auf, d.h. man stellt M als
Graph einer Funktion in n — 1 Variablen dar. Losen wir z.B. nach der
Variablen z,, auf, ist M von der Form {(xy,..., 2,1, h(z1,...,24-1)}
mit einer geeigneten Funktion hA. Wir konnen diese Darstellung in f
einsetzen und erhalten auf diese Weise eine Funktion in n —1 Variablen

F($1, e ,SL’n_l) = f(l’l, ey Tp_1, h(.ﬁ(}l, . ,In_l)).
Die Extremalstellen von F’ kénnen wir nun wie im vorigen Paragraphen
bestimmen.

BeispieL VIII.3.10. Wir wollen die Extrema von

fla,y) =e™
auf dem Kreisrand
2 + y2 =1
bestimmen, d.h.
g(x,y) = 2> +y* - 1.
Wegen f(—z,—y) = f(z,y) konnen wir uns auf den oberen Halbkreis
beschranken. Dort ist

y=v1—22 mit —1<z<1.

Setzen wir dies in f ein, miissen wir die Extrema von

F(z) = e™ 1-a?
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auf [—1, 1] bestimmen. Kandidaten sind zunéchst die Randpunkte z =
+1; es ist

F(£1) =1.

Weitere Kandidaten sind die stationdren Punkte von F'. Wegen

3 1
F'(x) = e*Vi—® 1—a2—p?——
(#) = Y v

1
z/ 1—x2(1 _ 23:,2)

= —F—€

Vi

sind dies die Punkte :l:\%. Wegen

1 1

—5 ein Minimum. Wegen der Symmetrie

f(=z,—y) = f(z,y) folgt insgesamt:
_ 1

f hat Maxima in (\%17 \%1) und ( \l/i, —?)
f hat Minima in (—757 75) und (75, —75),

ist ein Maximum und —

S

2. METHODE: PARAMETRISIERUNG DER NEBENBEDINGUNG. Be-
trachte als Beispiel den Spezialfall n = 2. Falls wir eine Parameter-
darstellung x(t), t € I, der Kurve M kennen, kénnen wir diese in f
einsetzen. Wir erhalten so eine Funktion einer Veradnderlichen

p(t) = f(x(1)),

deren Extrema wir in Abschnitt IV.2.1 (S. 136, Teil I) bestimmen
konnen.

BeispieL VIIIL.3.11. In Beispiel VIIL.3.10 ist
x(t) = (cost,sint), 0<t<2m,
eine Parameterdarstellung. Wir erhalten
o(t) = peostsint _ 5 sin(2t)
Wegen
¢ (t) = cos(2t)ez ()

sind die stationédren Punkte von ¢ gegeben durch ¢ = 7, ¢ = ?jf, t= Ejf
und t = %’r, wobei 7 und %’r Maxima und %’T und %r Minima sind.

3. METHODE: LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN. Dieser Methode
liegt folgender Satz zugrunde:
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Sei a € R" eine Extremalstelle von f unter der Neben-
bedingung ¢g(x) = 0. Dann gibt es eine Zahl A, genannt
LAGRANGE-MULTIPLIKATOR, so dass (a, \) ein stationdrer
Punkt der LAGRANGE-FUNKTION

L(x,A) = f(x) + Ag(x)
ist, d.h.
grad f(a) + Agradg(a) =0

und

g(a) =0.

MERKREGEL: Stelle die Lagrange Funktion
L(x,A) = f(x) + Ag(x)

auf und bestimme alle ihre stationdren Punkte.

BrispieL VIIL.3.12. Die Lagrange-Funktion zu Beispiel VIII.3.10
lautet

L(x,\) = e™ + \2? +y* — 1).

Die stationéiren Punkte sind die Losungen des nichtlinearen Gleichungs-
systems

L.(z,y,\) =0 < ye™ + 2 x =0
L,(x,y,\) =0 < xe™ +2\y =0
Ly(z,y,\) =0 <= 22+ 9y —1=0.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit x und die zweite Gleichung
mit y, addieren die beiden Ergebnisse und niitzen die dritte Gleichung
aus. So erhalten wir

0 = 2ye™ + 2Xz? + zye™ + 2\y?
= 2xye™ + 2\ (22 + 3?)
~—

=1
= 2xye™ 4 2.

Also ist
A= —xye™.
Setzen wir dies in die ersten beiden Gleichungen ein, erhalten wir
0 = ye™ — 22ye™ = y(1 — 22%)e™

0 = ze™ — 2zy%e™ = z(1 — 2y*)e™.
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Die Losungen dieses Gleichungssystems sind

a; = (070)7

1 1
as = (0, E), az = (07 _E)a

1 1

ay = (E,O), a5:<_ﬁvo)a
o NS
ANl e

1 1 1 1

ag=(——=,—), ag=(—,——).
Da die Punkte a;, as, a3, a; und a5 die Nebenbedingung nicht erfiillen,
bleiben nur die Kandidaten ag, ay, ag und ag. Durch Einsetzen in f
und Vergleichen der Funktionswerte sehen wir, dass ag und a; Maxima
und ag und ag Minima sind.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall des Durchschnittes meh-
rerer Niveauflichen

g1(x) =0, ..., gr(x) =0.

In diesem Fall stellt man eine Lagrange-Funktion auf und bestimmt
deren stationédre Punkte. Die Lagrange-Funktion hat jetzt die Form

L(x, A1,y M) = f(x) + Z Xigi(x).

BeispiEL VIII.3.13. Sei S die Kugeloberflache
4 =1
und £ die Ebene
r+y+z=0.
Wir suchen die Extrema von
fla,y,z) = ™*
auf SN E. Die Lagrange-Funktion lautet mit A, ;1 an Stelle von A\, Ao:
L(x,y, 2, A\, p) = € + N2 + > + 2° — 1) + p(z + y + 2).
Die Bedingungen fiir einen stationdren Punkt sind
yze™* + 2 +pu =0
xze™* + 2 y+pu=20
xye™* + 20z +pu=0
P24y 422 —-1=0
r+y+2z=0.
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die
dritte mit z, addieren die Ergebnisse und beachten die vierte und fiinfte
Gleichung, erhalten wir

0 = 3zyze™ + 2\ (2° + > + 2%) +u(z + y + 2)

=1 =0

= 3xyze™* + 2\
also
3
A= —éxyzexyz.

Setzen wir dies in die ersten drei Gleichungen ein, erhalten wir

e yz(1—32%) +pu =0
(xx) e xz(1—3y*) +pu=0

e ry(1 —32%) + u = 0.

Subtrahieren wir die erste von der zweiten und dritten Gleichung er-
halten wir

e 2(y — )1+ 3zy) =0
e y(z —z)(1 4 3zz) = 0.
Man beachte, dass die zweite Gleichung aus der ersten durch Vertau-

schen von y und z hervorgeht. Analog erhélt man durch Vertauschen
von z und z die Gleichung

e a(y — 2)(1 + 3yz) = 0.

Wir betrachten zuerst den Fall x = 0. Einsetzen in die Gleichungen
(xx) liefert p = 0 und yz = 0. Also ist auch y = 0 oder z = 0. Dies ist
aber nicht mit den beiden Nebenbedingungen vereinbar. Analog fithren
die Annahmen y = 0 und z = 0 zum Widerspruch.

Als néchstes betrachten wir den Fall + = y. Diese Annahme fiihrt
wegen der beiden Nebenbedingungen auf die Losungen

-1
a=—|1], a,=— [ —1

Vo \ s o\

Analog erhélt man fiir die Félle y = z und x = z die Losungen

1 _12 1 21
az = —= ; as=—1|-1],
V6 1 V6 1
1 1
1 1
as— — -2, ag=— [ 2

Schliefllich miissen wir noch den Fall 1+ 3xy = 0 betrachten. Da offen-
sichtlich  # 0 sein muss, kénnen wir diese Gleichung nach y auflosen.
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Setzen wir das Ergebnis in die erste Nebenbedingung ein und beriick-
sichtigen die zweite Nebenbedingung, erhalten wir

l=a2*+ > + 2

~~
1 ==Y

927 ~—~

1 1 — 3a?
2 2
v 9x2 ( 3x )

1
= @(18904 — 627 +2)

also
0=182" — 152% + 2

mit den Losungen

und

Dies sind die bereits bekannten Losungen as, . ..ag. Analog sieht man
ein, dass die Fille 1 +3yz = 0 und 1+ 32z = 0 zusétzlich nur noch die
bereits bekannten Losungen a; und ay liefern.

Wegen

1

flay) = flas) = f(as) = e 5,
flas) = f(ay) = f(ag) = 03VE

sind daher a;, ag und a5 Minima und a,, a; und ag Maxima.

VIIIL.3.8. Extrema auf kompakten Mengen. Jede stetige
Funktion f : D — R auf einer kompakten Menge D C R™ nimmt
ihr Maximum und Minimum an (vgl. Abschnitt VIII.2.3 (S. 37)). Die
Extremstellen bestimmt man durch eine Kombination der Methoden
der beiden vorigen Paragraphen.

BeispiEL VIIL.3.14. Gesucht sind die Extrema von
fz,y) = 32% = 22y + ¢
auf der Kreisscheibe
D ={(r,y) e R*: 2* +y* < 1}.

Wir suchen zunéichst Extremwerte im Innern von D und gehen dazu
wie in Abschnitt VIII.3.6 vor. Die Bedingungen fiir einen stationéren
Punkt sind

6z —2y =0
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—2z 4+ 2y = 0.

6 =2
det<_2 2):8

hat dieses LGS nur die Losung x = 0, y = 0. Da
6 -2
Hf(ovo) = (_2 ) )

positiv definit ist, ist dieses ein lokales Minimum; der zugehorige Funk-
tionswert ist 0. Wir wissen aber noch nicht, ob es sich um ein globales
Minimum handelt!

Nun betrachten wir den Rand von D und gehen dazu wie in Abschnitt
VIIL.3.7 vor. Die Lagrange-Funktion lautet

L(z,y,\) =322 — 2vy + > + A2 + % — 1).

Die Bedingungen fiir einen stationidren Punkt sind

Wegen

6r — 2y + 2 x =0 d.h. —3r+y= A\
—2rx+2y+2\y=0 d.h. r—y=A\y
w2 —1=0.

Also miissen wir die Eigenwerte A der Matrix

()

und die zugehorigen normierten Eigenvektoren bestimmen.
Das charakteristische Polynom lautet:

det (_31_ = Z) B4 2)1+2) -1

=244z + 2*
=(z+2)?%-2

und hat die Nullstellen —2 + /2. Die Gleichungssysteme fiir die Eigen-
vektoren lauten fiir A = —2 + /2

(;}l—_(l\/—ﬁ)jg;yy z 8 —y=(1+V2)z
=T = j:;
4422

und fiir A = =2 — /2

(-14+V2)z+y = 0

T+ (1+v2)y =0 =y =(1-V2e
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Also sind unsere Kandidaten fiir die Extremalstellen

Ay = —Aj

-]

Die zugehorigen Funktionswerte sind

4
flag) = f(a1) = PN

4
flay) = f(az) = =2

Also sind ag und a4 globale Maxima und (0,0) das globale Minimum
von f.

VIIIL.4. Vektorwertige Funktionen

VIII.4.1. Die Differentiation. Wir betrachten Funktionen f, die
Punkten x € D C R™ Vektoren f(x) € R™ zuordnen:

f:R">D—R"

fi(x)
fx)=1|
fm(x)
fl(Il, N ,Zl'n)
fm(z1, Cy Ty

Die Begriffe ,Grenzwert®, , Stetigkeit®, , partielle Ableitung® sind fiir
solche vektorwertigen Funktionen komponentenweise definiert:

o GRENZWERT:

lim f;(x)
X—XQ
lim f(x) = :
i lim £, (x)
X—X(

e STETIGKEIT: f ist stetig in x, <= alle Komponentenfunk-

tionen f1,..., f,, sind stetig in xq.
e PARTIELLE ABLEITUNGEN:
of . (%0)
(x0) = : 1<i<n.
8.731' 8fm.
G (%o)
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Die vektorwertige Funktion f : R” D D — R™ heifit im Punkt xq € D
TOTAL DIFFERENZIERBAR oder LINEAR APPROXIMIERBAR, wenn es
eine m x n Matrix A gibt mit
1

lim ———{f(x) — f(x9) — A(x —x¢)} = 0.

x—=x%0 |X — Xq
f ist genau dann linear approximierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen fi, ..., f., linear approximierbar sind. In diesem Fall ist die obige
Matrix A eindeutig bestimmt. Sie heiffit JACOBI-MATRIX von f an der
Stelle xo und wird mit Df(xg) bezeichnet. Ihre Zeilenvektoren sind die

transponierten Gradienten der Komponentenfunktionen fy, ..., f,:
(grad f1(x0))T
Df(Xo) =
(grad fm(x0))"
g—Q(X()) e %(XQ)
%(Xo) e %’:(Xo)

BEeIsPIEL VIII.4.1. Jede lineare Abbildung f : R" — R mit f(x) =
Ax und A € R™*™ ist total differenzierbar. Fiir alle x ist Df(x) = A.

BeispIEL VII1.4.2 (POLARKOORDINATEN). Der Streifen
D={(r,p):r>0,0<¢p <2}
der kartesischen (r, ¢)-Ebene wird mittels
_ [rcosep
B(r.¢) = (r sin go)
auf die kartesische (z,y)-Ebene abgebildet, sodass zu jedem Punkt

(x,y) # (0,0) genau ein Punkt (r,¢) € D gehort. Die Jacobi-Matrix
dieser Abbildung ist

_ [cosp —rsing
DE(r, ) = <sing0 T COS ) '

Fiir die Jacobi-Matrix gelten folgende Rechenregeln (v, w : R" —
R™ f:R*" - R, a,3 € R):

= aDv(x) + fDw(x

)(x) )

D(fv)(x) = f(x)Dv(x) + v(x)(grad f(x))"
)(x) = v(x)" Dw(x) + w(x)" Dv(x)
)(x) = v(x)
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AcHTUNG: Der Ausdruck v(x)(grad f(x))” in der zweiten Formel
ist kein Skalarprodukt, sondern eine m x n Matrix. Die Vektorpro-
dukte auf der rechten Seite der vierten Gleichung sind spaltenweise zu
nehmen.

BEISPIEL VIII.4.3 (QUASILINEARE ABBILDUNGEN). Wir betrach-
ten eine skalare Funktion f : R® D D — R und eine m x n Matrix
A. Mit ihnen definieren wir eine vektorwertige Funktion f : D — R™
durch f(x) = f(x)Ax. Eine solche Funktion nennt man QUASILINEAR.
Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich

DE(x) = f(x)A + (Ax)(grad f(x))".

VIII.4.2. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren mit sei-
nen Modifikationen ist das wichtigste Verfahren zur numerischen Lo-
sung nichtlinearer Gleichungssysteme mit n Gleichungen und n Unbe-
kannten. Ein solches Gleichungssystem kann stets in die Form gebracht
werden

(%) f(x)=0

mit einer Funktion f : R® D D — R". Die Idee des Verfahrens ist
die gleiche wie bei Gleichungen in einer Unbekannten (vgl. Abschnitt
IV.2.6 (S. 146, Teil I)):

Wir nehmen an, dass wir eine Néherungslosung xq fiir (%) , geraten®
haben. Falls f differenzierbar ist, wird f in der Ndhe von xy durch
die lineare Funktion x — f(xq) + Df(xg)(x — x0) approximiert. Wir
ersetzen f in (%) durch diese Approximation und erhalten das lineare
Gleichungssystem

f(xg) + Df(x0)(x —x0) =0

fiir den unbekannten Vektor x. Es ist genau dann losbar, wenn die
Jacobi-Matrix Df(x¢) invertierbar ist. In diesem Fall lautet die Losung
des linearen Gleichungssystems

X1 =Xg — Df(Xo)_1f<X0).
Wir nehmen x; als neue, hoffentlich bessere Naherung fiir die Losung

von (*) und wiederholen das Verfahren mit x; an Stelle von xq.

BEMERKUNG VIII.4.4. Selbstversténdlich wird bei der Berechnung
x; die Matrix Df(xq) nicht invertiert. Stattdessen wird das lineare
Gleichungssystem

Df(Xo)(Xl — Xo) = —f(Xo)

mit dem GauBlschen Eliminationsverfahren oder einem seiner Verwand-
ten gelost (vgl. Abschnitte I1.1.4 (S. 53, Teil I) und I1.2.5 (S. 64, Teil

I)).

Zusammenfassend lautet das NEWTONVERFAHREN:
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(1) Gegeben sei eine Nidherungslosung x, fiir das Glei-
chungssystem
f(x) = 0.

(2) Fir k=0,1,... fithre folgende Schritte aus:
(a) Bestimme die Jacobi-Matrix Df(xy).
(b) Falls Df(xy) singulér ist, breche das Verfahren
ab.
(c¢) Andernfalls berechne die Losung z des linearen
Gleichungssystems

Df(xy)z = —f(xy).
(d) Setze

Xp+1 = X + Z.

Wie in einer Dimension, n = 1, konvergiert das Newton-Verfahren
nicht fiir jeden Startwert. Falls aber xy hinreichend nahe bei einer
Losung x* des Gleichungssystems liegt, f zweimal stetig differenzierbar
ist und Df(x*) invertierbar ist, kann man zeigen, dass das Newton-
verfahren quadratisch konvergiert. D.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit

Ix* — x| < cfx* — xi|?
fiir alle k.

BEeispieL VIIL.4.5. Zur Darstellung der Zahnflanken von Stirnrad-
getrieben verwendet man die Kreisevolvente v mit der Parameterdar-

stellung
x(t)— rsint — rtcost
~ \rcost+rtsint—1r)"

Soll v durch die Punkte (0,0) und (a, b) gehen, fithrt dies auf die beiden
folgenden nichtlinearen Gleichungen fiir » und ¢:

fi(r,t) = rsint — rtcost — a =0
fa(r,t) =rcost +rtsint —r —b =0
Die Jacobi-Matrix von f im Punkt (rg, ) lautet

sinty — tg costy roto sin tg
costy +tgsintyg — 1 rotgcosty )

Die Determinante der Matrix ist roto(sintg — o). Sie ist ungleich Null
sofern rotg # 0 ist.

Fir (a,b) = (1,1) und die Startwerte (rg,tg) = (2,1.2) liefert das
Newtonverfahren dann z.B. folgende Werte:

7”0:2 t0:12
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r1 = 2.12598 to = 1.17449
ro = 2.12891 to = 1.17504
ry = 2.12891 to = 1.17504.

VIII.4.3. Die Kettenregel. Betrachte zwei offene Mengen D C
R" und G C R™ und zwei Funktionen f : D — R™ und g : G — R*
derart, dass f(D) C G ist. Dann ist die Komposition gof : D — R*
wohldefiniert. Sind f und g differenzierbar, ist auch gof differenzierbar
und es gilt die KETTENREGEL:

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df (o).

BEISPIEL VIII.4.6. Sei f : D C R? — R? wie in Beispiel VIII1.4.2
und g : R? — R? definiert durch

22y
glz,y) = [ e
sin(zy)
Es ist
213 3x2y?
Dg(z,y) = [ e et

ycos(zy) xcos(zy)
Damit liefert die Kettenregel

D(gof)(r, ¢)

27 cos psin® 3rd cos? psin? ¢ cos© —rsin
= er(cos p+sin ) er(cos p+sin @) ( N g )
g N ) sing 7cos¢

7 sin ¢ cos(r sin ¢ cos ) T cos ¢ cos(r? sin p cos

574 cos? psin? r3[—2 cos psin? p+3 cos? psin? ]
= er(cos p+sin @) (cog p4-sin @) re(€os @+sin®) (cos p—sin )
2r sin ¢ cos ¢ cos(r2 sin ¢ cos ) 12 (cos? p—sin? ) cos(r? sin ¢ cos @)

BEISPIEL VIIL.4.7 (BASISWECHSEL). Wir betrachten eine Funk-
tion f : R* D D — R™. Im R” fithren wir ein neues kartesisches
Koordinatensystem (P;by,...,b,) ein und wéhlen im R™ eine neue
Basis (wq,...,w,,). Durch diesen doppelten Basiswechsel im Urbild-
und Bildraum geht f in eine andere Funktion g iiber. Wir wollen die-
se Funktion bestimmen und ihre Jacobi-Matrix Dg durch die Jacobi-
Matrix Df von f ausdriicken.

Einem Punkt x € R™ entspricht im neuen Koordinatensystem der Vek-
tor y, der durch x = By + Igestimmt ist, wobei B die orthogonale
Matrix (by,...,b,) und p = OP ist. Ein Vektor v € R™ hat beziiglich
der Basis (wy, ..., w,,) den Koordinatenvektor w, der durch v =Ww
mit der invertierbaren Matrix W = (w1, ..., w,,) bestimmt ist.

Setzt man v = f(x) und x = By + p, so ist g(y) implizit definiert
durch

v ={(x)=f(By +p) = Ww = Wg(y).
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Losen wir diese Gleichung nach g(y) auf, erhalten wir

g(y) = W'f(By + p).

Damit folgt aus der Ketenregel

Dg(yo) = W 'Df(x0)B mit xo = Byg + p.

Mit diesen beiden Identitéten lassen sich leicht Eigenschaften einer
Funktion untersuchen, die unabhingig sind von der speziellen Wahl
des Koordinatensystems im Urbild- und Bildraum.

VIII.4.4. Raumliche Skalaren- und Vektorfelder. Der drei-
dimensionale Anschauungsraum wird nach Wahl eines kartesischen Ko-
ordinatensystem (O;ey, ey, e3) durch den R? dargestellt. Dementspre-
chend wird jeder rdumliche Bereich durch eine Menge D C R? darge-
stellt. Ein SKALARENFELD (oder Belegungsfunktion) f:R3> > D — R
ordnet jedem Punkt x € D einen Zahlenwert zu. Ein (rdumliches) VEK-
TORFELD v : R?* D D — R? ordnet jedem Punkt x € D einen Vektor
v(x) zu. Man stellt sich dabei vor, dass jedem Punkt x der entsprechen-
de Vektor v(x) angeheftet ist. Eine Kurve in D heifit FELDLINIE des
Vektorfeldes v, wenn der Vektor v(x) in jedem Kurvenpunkt x parallel
zur Kurventangente ist. Man spricht von einem C"-Skalarenfeld f bzw.
C"-Vektorfeld v, wenn f bzw. v r-mal stetig differenzierbar sind.

BEISPIEL VIIIL.4.8 (STARRE DREHUNG). Eine Rechtsdrehung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse durch den Null-
punkt mit Richtungsvektor a = (ay,as,a3)” mit |a|] = 1 wird darge-
stellt durch

x(t) = cos(wt)xg + (1 — cos(wt))(xp - a)a + sin(wt)a X xg.
Dabei bezeichnet x die Lage zur Zeit t = 0. Fiir die Geschwindigkeit
v(t) = x(t) ergibt sich wegen

ax (axxg) =(a-xg)a—(a-a)xg
= (a-xp)a — X
und a x a =0 (vgl. Abschnitt 1.4.7 (S. 27, Teil 1)) die Beziehung
v(t) = w{—sin(wt)xq + sin(wt)(xg - a)a + cos(wt)a X Xq}
= wa X x(t).

Damit hat das Geschwindigkeitsfeld einer gleichférmigen Drehbewe-
gung die Darstellung

v(x) =wa X X.
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Das Vektorfeld v : x — wa X x ist linear und hat die konstante Jacobi-
Matrix

Dv(x) = (v(e1), v(es), v(es))

0 —as a9
= as 0 —a|w.
—a9 aq 0

Offensichtlich ist Dv schiefsymmetrisch und hat verschwindende Spur,
d.h divv(x) = 0 fiir alle x € R?® (vgl. Abschnitt VIIT.4.5).

BeispiEL VIII.4.9 (ZENTRALES KRAFTFELD). Eine Punktmasse
M im Ursprung zieht nach I. NEWTON die Punktmasse m in X =
(21, T2, x3) mit der GRAVITATIONSKRAFT

c
K(x) = @x ,x #0
—
an, wobei x = OX und ¢ = —ymM mit v > 0 ist. Das zentrale

Kraftfeld ist quasilinear. Daher ergibt sich fiir x # 0 mit der 3 x 3
Einheitsmatrix I

c c
DK(x) = x(grad(m))T + W]I
= #{X -xI — 3xxT}
c a:% + m?,) — 2:10% —3T12 —3r173
= P —3212 r? 4 13 — 222 —3x923
—3x125 —3x915 22 + 23 — 222

DK ist symmetrisch mit verschwindender Spur, d.h. div K(x) = 0 fiir
alle x # 0 (vgl. Abschnitt VIII.4.5).

BeispiEL VIIL.4.10 (LAMINARE ROHRSTROMUNG). Eine zihe
Fliissigkeit wird durch ein zur xs-Achse koaxiales Rohr vom Radius r
mit geringer Geschwindigkeit gepresst, sodass eine laminare Stromung
entsteht. Das Geschwindigkeitsfeld wurde 1850 unabhéngig voneinan-
der von dem deutschen Ingenieur G. HAGEN und dem franzosischen
Arzt J. L. M. POISEUILLE betimmt zu

0
vix)=c|r?—z}—2}| mital+a; <0 c>0.
0
Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich
0O 0 O
Dv(x)=1[—-2z; 0 —2z3|c.
0O 0 O

Sie ist weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch, hat aber verschwin-

dende Spur, d.h. divv(x) = 0 fiir alle x (vgl. Abschnitt VIIL.4.5).
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VIII1.4.5. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace Ope-
rator. Im Folgenden ist stets D C R3 eine offene Menge und f : D —
R bzw. v : D — R? ein hinreichend oft differenzierbares Skalaren- bzw.
Vektorfeld. Hierfiir konnen wir die folgenden Differentialoperatoren de-
finieren:

GRADIENT:
of
oz

grad f = [ &L

i
Ox3
LAPLACE-OPERATOR (skalar):
O*f  O*f  O%f
Af =
/ 03 i 13 * o3
DIVERGENZ:

. vy Ovy  Ous
divv =
vy 0, * 0s * 03

ROTATION:

Ovg _ vy

T

— | Qv _ Ous
rotv = D 91
Jua _ Oun

oz Oz

LAPLACE-OPERATOR. (vektoriell):
AUl
Av = AUQ
AUg

Mittels Volumen- und Oberfléichenintegralen (vgl. Abschnitte 1X.4.5
(S. 114), IX.4.6 (S. 115) und IX.5.5 (S. 124)) kann man zeigen, dass
divv die QUELLDICHTE von v und rotv die WIRBELDICHTE von v
beschreiben.

BeispiEL VIII.4.11. Fiir die Vektorfelder der Beispiele VIII.4.8 —
VIIL.4.10 gilt:

e starre Drehung:
v(x) =wa X X
divv(x) =0
rot v(x) = 2wa.

e zentrales Kraftfeld:
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rot v(x) = 0.
e Rohrstromung:
0
v(x)=c | r*—xz?— a3
0
divv(x) =0
T3
rotv(x) =2c| 0

BEISPIEL VIII.4.12. Fir das Vektorfeld

2zy
v(x) = | 2? + 322
92>
erhalten wir
2y 2z 0
Dv(x)={2x 0 62
0 922 18yz
divv(x) =2y + 18yz
922 — 62
rot v(x) = 0
2 — 2%
922 — 62
= 0
0

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen der Jacobi-Matrix
und den Operatoren Gradient, Divergenz und Rotation:

grad f(xo) = D f(xo)"
div v(x9) = Spur Dv(xo)

rot v(xg) X (x —xqg) = [DV(XQ) — Dv(xo)" | (x — x0).

BEMERKUNG VIII.4.13 (KOORDINATENINVARIANZ). Der Wert von
div v(x) ist unabhéngig vom Koordinatensystem, in dem man v dar-
stellt und die partiellen Ableitungen berechnet. Dasselbe gilt fiir die
Léange und Richtung von grad f(x) und rot v(x).

Es gelten folgende Rechenregeln:



VIII.4. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN 75

rot(grad f) =0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)
div(rotv) =0 (Feld der Rotation ist quellfrei)
div(grad f) = Af
div(fv) = (grad f) - v + fdivv
rot(fv) = (grad f) x v+ frotv
rot(rot v) = grad(divv) — Awv.
Mit dem symbolischen Operator
)
b)
J
V=121,
i
0z

dem sog. NABLA-OPERATOR, lassen sich die vier hier betrachteten
Felder formal als Produkte schreiben:

grad f = V[,
Af=V-(V]),
divv=V_.v

rotv=YV X v.

ACHTUNG: Beim Umgang mit dem Nabla-Operator ist Vorsicht gebo-
ten, da man mit ihm nicht immer wie mit einem Vektor rechnen kann.

BEISPIEL VIII.4.14. Fiir die Vektorfelder

und

erhalten wir

und damit
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V-(fxg)=2zrz+2z+0

= 3Jxz
3y — zy
Vx(fxg)=|a*—3z?
yz —0
3y — zy

= —2x2
Yz



KAPITEL IX

Integration von Funktionen in mehreren Variablen

I1X.1. Parameterintegrale

IX.1.1. Ubersicht. Viele wichtige Funktionen der Analysis ha-
ben die Form

d
F(x):/f(x,y)dy ya<x<b.

Da der Integrand von dem Parameter x abhéngt, spricht man von einem
PARAMETERINTEGRAL. Beispiele sind:

e die EULERSCHE GAMMAFUNKTION
o0
[(x) :/ t*le7tdt x>0,
0

o die BESSELFUNKTIONEN
1

In(z) = —/ cos(xsint —nt)dt n € Z,x € R,
T Jo

o die FOURIER-TRANSFORMIERTE

F(f)w) = / Y et i)t weR

o
Wenn alle Zahlen a, b, ¢, d endlich sind und der Integrand f auf dem
Bereich a < z < b, ¢ < y < d stetig ist, spricht man von einem
EIGENTLICHEN PARAMETERINTEGRAL, sonst von einem UNEIGENTLI-
CHEN PARAMETERINTEGRAL. Fiir beide Félle wollen wir im Folgenden
die Integration und die Differentiation bzgl. der Variablen x untersu-
chen.

IX.1.2. Eigentliche Parameterintegrale. Wir betrachten ein
abgeschlossenes und beschrianktes Rechteck D = [a, b] x [, d] = {(x,y) :
a <z <bec<y<d}inR? und eine stetige Funktion f : D — R.
Dann hat die durch

Fz) = / £, y)dy

definierte Funktion F : [a,b] — R folgende Eigenschaften:
e [ ist stetig auf [a, b].
e [ ist integrierbar und

/ab Fa)da = /ab {/Cdf(x,y)dy} dz

7
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_ /Cd {/abf(x,y)dx} dy.

e Ist f zusitzlich nach der Variablen x partiell differenzierbar
und ist f, auf D stetig, so ist I’ differenzierbar und

P = [ sena= [ 5

BeispieL IX.1.1. Fur

Flz) = /1 "sin(te) 4,

t

erhalten wir
F'(z) = / cos(tx)dt,
1
F'"(z) = —/ tsin(tx)dt.
1

BEISPIEL IX.1.2. Fiir die BESSELFUNKTION

1 Ko
Jn(z) = —/ cos(zsint —nt)dt ,n€Z
T Jo
erhalten wir
1 K
J (x) = ——/ sin(t) sin(x sint — nt)dt,
T Jo
1 ™
J(z) = ——/ sin?(t) cos(z sint — nt)dt.
T Jo

Den Ausdruck fir J/, kénnen wir mittels partieller Integration umfor-
men

J (x) = % /07r (—sin(t)) sin(z sint — nt)dt

:% cos(t)
t=m
= —cos(t) sin(z sint — nt)
T t=0
1 ™
- — / cos(t) cos(x sint — nt)[z cos(t) — nldt
T Jo

1 ™
=— / cos(wsint — nt)[—x cos®(t) + n cos(t)]dt.
T Jo

Damit ergibt sich
xQJg(x) +2J! (z) + (2* — n?)J,(2)
1

=— / cos(zsint — nt)[—x?sin®t — 2% cos® t + nx cost + x> — n?]dt
T Jo
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1 ™
=— / cos(zsint — nt)n[z cost — nldt
T Jo
n t=m
= —sin(xsint — nt)
T =0

=0.
Also 16st J,, die gewohnliche Differentialgleichung
22 I+ x4+ (2* —n*)J, = 0.

Héufig hangen die Integrationsgrenzen auch von = ab:
h(x)
F(r) = fz,y)dy

g9(z)
Wenn g und h differenzierbar und f nach x partiell differenzierbar sind,
kann man die Ableitung von F' in diesem Fall wie folgt bestimmen:

Definiere ;
G@w@z/f@w@

F(z) = G(z,g(x), h(x)).
Daher folgt mit der Kettenregel
F'(z) = Go(w, 9(2), h(z)) + Gu(=, 9(x), h(x))g (z)
+ Gz, g(x), h(z))h' ()

h(x)
= folw,y)dy — f(z,9(x))g'(x) + f(x, h(z))H' (z).

g(x)

Dann ist

Also insgesamt

d [
dx g9(x)

h(x)
= fol,y)dy — f(z,9(x))g'(x) + f(x, h(z)) (z).

9(x)

fz,y)dy

BeispieL 1X.1.3. Fiir
1 t
= E/ f(u)sin(k(t — u))du
0

erhalten wir mit obiger Formel und ¢(t) =0, h(t) =t
)= 7 [ kG costhlt = )+ 110 snlh )
/ fu) cos(k(t —u))du
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(t) = / kf(u)sin(k(t — u))du + f(t) cos(k(t —t))

= —k*x(t) + f(2).
Also ist = eine Losung der Schwingungsgleichung
&4 k*r = f.

IX.1.3. Uneigentliche Parameterintegrale. Die Resultate der
vorigen Abschnittes konnen nicht ohne Weiteres auf uneigentliche Pa-
rameterintegrale, bei denen z.B. d = oo ist, {ibertragen werden. Man
bendtigt weitere Zusatzbedingungen. Der Einfachheit halber beschrén-
ken wir uns auf einen Spezialfall.

Sei d = oo und D = [a,b] X [¢,d) = {(z,y) :a < x <bc<y<
d}. Die Funktion f sei in D stetig und nach der Variablen x partiell
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Weiter gebe es zwei Funktionen
g,h : [c,d) — R mit den folgenden Eigenschaften:

o |f(z,y)] < g(y) fiir alle (z,y) € D,
o |fu(x,y)| < h(y) fiir alle (z,y) € D,
d

d
e die uneigentlichen Integrale / g(y)dy und / h(y)dy existie-

[

ren.

Dann existiert fiir jedes x € [a, b] das uneigentliche Integral

/fxy

Die dadurch definierte Funktion F' ist differenzierbar mit

= /Cd fo(z,y)dy

BEISPIEL IX.1.4. Wir betrachten
F(z) :/ e~ cos(wt)dt.
0

Es ist f(x,t) = e " cos(xzt) und f,(x,t) = —te " sin(xt). Daher gilt
fir alle x, ¢

o)l < e | fulz,t)] < te.
Die uneigentlichen Integrale

/ e Pdt / te ' dt
0 0

existieren wegen Abschnitt V.4.2 (S. 191, Teil I). Daher ist F' differen-
zierbar und erfiillt

F'(z) = —/0 te™" sin(at)dt.
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Mittels partieller Integration folgt fiir R > 0

1 [ >
= / (—2te™"") sin(wt)dt
2 Jo ~~——~

—d —t2?
—dt
1 ro1 [
= §e’t2 sin(:z:t)’ - 5/ ez cos(wt)dt
0 0
1 B
= §e’R2 sin(xR) — g/ e cos(xt)dt
0
x
e gt )

Also erfiillt F' die gewohnliche Differentialgleichung

F=-2F
2
BEIspiEL IX.1.5. Mit obiger Vorgehensweise kénnen die Ableitun-
gen der Gammafunktion berechnet werden:

[(x) :/ e 't
0

F’(:c):/ e " tntdt,
0

I"(x) :/0 e "7 (Int)?dt.

IX.2. Kurvenintegrale

1X.2.1. Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion. Wir
betrachten eine offene Menge D C R”, eine skalare Funktion f : D — R
auf D und ein stetig differenzierbares Kurvenstiick w : [a,b] — D in
D. Wir fassen f als eine Belegungsfunktion auf w auf und wollen den
Gesamtwert der Belegung von w berechnen. Dazu unterteilen wir das
Kurvenstiick, indem wir Punkte a = t) < t; < ... < t, = b im
Parameterintervall und in jedem Teilintervall [t;_1, ;] einen Punkt ;
wéhlen. Dann ist der Wert der Belegung nidherungsweise

Zf Z)_ tio1) |NZf w(n:)|W(n:)|(ti — ti-1).

N|w(77z)|(t1 ti— 1)

Bei immer feiner werdender Zerlegung strebt dies gegen

/ F(w(t)) ¥e(t) .

Daher definieren wir:



82 IX. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

Das KURVENINTEGRAL von f ldngs w ist

/fds—/ F(w(t) [w(t)dt.

Die Berechnung eines Kurvenintegrals erfolgt in drei Schritten:

e Bestimme eine Parametrisierung w : [a,b] — R" des Kur-
venstiickes.

e Bestimme das Bogenelement ds = |w(t)|dt.

e Berechne das Integral

/ F(w () e (Bt

BEISPIEL I[X.2.1. Wir betrachten eine Schraubenfeder mit Radius
2, Ganghohe 7, Gesamthohe 2 und Massendichte p(z, ¥y, 2) = z?y*+2%.
Zu bestimmen ist die Gesamtmasse M. Dies bedeutet die Berechnung
eines Kurvenintegrals mit p als Belegungsfunktion und der Schrauben-
feder als Kurvenstiick. Eine Parametrisierung ist

t
w(t) = (2cost,2sint, 5)T ,0 <t <dm.

Das Bogenelement ist

1 V1
ds = |(—2sint,2cost, —) |dt = 4+Zdt Tdt

Damit erhalten wir

M= /M wo(t)dt

1 V17
:/ {48111 t-4dcos’t+ ZtQ} —dt
0

2
17 47 1 47
= —{16/ sin? t cos? tdt+—/ t2dt}
2 0 4 Jo
A ~~ J/ HH
:%W —64.3

3

17 16
= or + B,

Es ist zweckméBig, den Begriff des Kurvenintegrals auch auf Kurven
auszudehnen, die aus aneinanderhdngenden Kurvenstiicken bestehen.

DEFINITION IX.2.2. (1) Unter einer KURVE w in D C R" verste-
hen wir eine endliche Folge wy, ..., w, von stetig differenzierbaren Kur-
venstiicken w; : [a;, b;] — D mit w;(b;) = wyy1(a;q) fiiri =1,... k—1.
(2) Das KURVENINTEGRAL einer Funktion f : D — R entlang einer
Kurve w, die aus den Kurvenstiicken wy, . .., w, besteht, ist die Summe
der Kurvenintegrale von f liangs der Kurvenstiicke
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/wfds:/mfds—ir...jt/w fds.

BeispiEL IX.2.3. Die Kurve w fithre vom Ursprung zum Punkt
(2,1,3) entlang achsenparalleler Strecken und zwar zunéchst parallel
zur x-, dann zur y- und zuletzt zur z-Achse. Dann besteht w aus drei
Kurvenstiicken wy, wo, w3 mit

w : [0,1] — R3 ,t— (2t,0,0)7,
wy : [0,1] — R? Jt— (2,6,0)7,
ws : [0,1] — R? Lt (2,1,30)7.

Fiir die Funktion f(x) = |x|? erhalten wir dann das Kurvenintegral

/ fds = fds + fds + fds

w2 w3

1 1 1
:/ 4t2-2dt+/ (4+t2)-1dt+/(4+1+9t2)~3dt
0 0 0

8 1
=—-4+ 4+ 15+9
S+ (4t 5)+(15+9)
= 31.

Fiir Kurvenintegrale gelten die tiblichen Rechenregeln (f,g: D —

R,a € R):
/Wafds:a/wfds

/W(f—l—g)d:s:/wfds—l—/wgds

AuBlerdem gilt der MITTELWERTSATZ

Aﬂkzﬂﬂh

wobei X ein geeigneter Punkt auf der Kurve und L die Lange der Kurve
ist.

IX.2.2. Anwendungen. Stellt p(z,y,z) die Massendichte einer
Kurve w dar, so betrigt die Gesamtmasse

M:/pds.
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Man nennt
dm = p(z,y, 2)ds
daher auch das Massenelement.

Die k-ten Momente beziiglich der Koordinatenebenen eines in
(z,v, 2) befindlichen Massenpunktes der Masse dm sind xz*dm, y*dm
und z"dm. Dementsprechend sind die k-ten Momente einer Kurve w
mit der Massendichte p(x,y, z) gegeben durch

= [

My,k:/ykpdsa

Mz7k:/zkpds.

Fiir £ = 1 sind dies die STATISCHEN MOMENTE und fiir £ = 2 die
TRAGHEITSMOMENTE. Der Punkt S = (zg, ys, 25), in dem eine Punkt-
masse der Grofie M die selben statischen Momente wie die Kurve w be-
sitzt, heifit MASSENMITTELPUNKT oder SCHWERPUNKT. Damit folgt

1

Tg = M/wxpds,
1

Ys = M/Wypds,
1

zZg = M/wzpds

mit
M:/pds.

Im Falle einer homogenen Massenverteilung, d.h. p(z,y,z) = const,
stimmt der Massenmittelpunkt mit dem geometrischen Schwerpunkt
iiberein. In diesem Fall ist in obiger Formel M durch die Lénge L der
Kurve und p durch 1 zu ersetzen.

BEISPIEL 1X.2.4. Betrachte die Schraubenlinie
w(t) = (rcost,rsint,ht)" 0 <t < 2mn.
Mit
R=Vr>+h?
ist ihre Lénge
L= / m V2 + hidt
0

= 2mnR.
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2mn 2mn
/ costdt = / sintdt =0
0 0

sind die z- und die y- Koordinate des Schwerpunktes gleich Null. Mit

Wegen

H =2mnh

ergibt sich fiir die z-Koordinate

1 2mn
25 = Z/ ht\V/r? + h2dt
0
1 1
= —hR(27n)?
gy S CULY
= mnh
H
)

Also ist (0,0, Z) der Schwerpunkt. Er liegt nicht auf w.

IX.2.3. Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes. Wir betrach-
ten eine offene Menge D C R”, ein stetig differenzierbares Kurvenstiick
w : [a,b] — D in D und ein Vektorfeld v : D — R™ auf D. Wir wollen v
langs w integrieren. Dazu iiberlegen wir uns, dass hierfiir in einem be-
liebigen Kurvenpunkt w(¢) nur die Projektion von v auf die Kurve eine
Rolle spielt. Dies ist aber das Skalarprodukt von v(w(#)) mit dem Ein-

heitstangentenvektor M—h)lw(t). Daher entspricht die Integration von v
lings w dem Kurvenintegral der skalaren Belegung v(w(t)) W(t)m

Deshalb definieren wir:

Das KURVENINTEGRAL des Vektorfeldes v ldngs des Kur-
venstiickes w ist

‘Lvﬂzlum@ywmt

Das Integral lang einer Kurve, die aus den Kurvenstiicken wy, ...,
w;, besteht, ist analog definiert als die Summe der Integrale lings der
einzelnen Kurvenstiicke.

Es gelten die iiblichen Rechenregeln (u,v: D — R" o € R):

/au'dx—a/u-dx
/(u—l—v)-dx:/u-dx+/v-dx
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BEISPIEL [X.2.5. Wir betrachten das Vektorfeld
2 T
v(z,y,z) = (z7y,x — z,2y2)

und als Kurve den Graphen von y = 23, 0 < x < 2, in der Ebene z = 2.
Eine Parametrisierung ist

w(t) = (t,t*,2)7 ,0<t<2
Damit ergibt sich
t° 1

2
/V-dx:/ t—21 -3t dt
w 0 2t 0

2
:/[t5+3t2(t—2)]dt
0
64 3-16 6-8

6 "4 3
20
-2

BEeispieEL 1X.2.6. Wir wollen das Integral des Wirbels

Vo) = ()@ £ 00)

$2+y2 €T

langs des einmal positiv durchlaufenen Einheitskreises berechnen. Eine
Parametrisierung ist

w(t) = (cost,sint)’ 0 <t <27,
Damit ergibt sich
2 . .
1 — _
[t [ () ()
w o cos®t-+sint \ cost cost
\_v_/
=1
2T
= / cos?t + sin® t dt
ﬁ_/
0

=1
= 2.

Eine Kurve w heifit GESCHLOSSEN, wenn ihr Anfangs- und End-
punkt iibereinstimmen, d.h. w(a) = w(b) mit w : [a,b] — R". Ist w
geschlossen, schreiben wir

]{fds bzw. fv-dx
statt/fds bzw. / v - dX.
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IX.2.4. Das Potential eines Gradientenfeldes. Sei D C R"
offen. Wir nennen ein Vektorfeld v : D — R"™ ein GRADIENTENFELD,
wenn es eine skalare Funktion f : D — R” gibt mit v = grad f. In
diesem Fall heiffit f eine STAMMFUNKTION von v und U = —f ein
POTENTIAL von v.

BEMERKUNG IX.2.7. In einem konservativen Kraftfeld stellt das
Potential die potentielle Energie dar. Das Vorzeichen ist so gewéhlt,
dass v = —grad U in Richtung des starksten Potentialabfalls zeigt.

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes steht die Frage: ,, Wann ist ein
gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld und wie kann man gegebenen-
falls eine Stammfunktion bestimmen?*

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst einige Konsequenzen aus der Fi-
genschaft, Gradientenfeld zu sein. Sei also v = grad f ein Gradienten-
feld und w ein Kurvenstiick in D. Dann folgt mit der Kettenregel

/Wv-dx: /abv(w(t))-v'v(t)dt
= [ st it

b d
| growna
= f(w(b) — f(w(a)).

Hieraus folgt unmittelbar:

Sei v ein Gradientenfeld und f eine Stammfunktion von v.
Dann gilt:
(1) Das Kurvenintegral hingt nur von den Werten der

Stammfunktion im Anfangs- und Endpunkt der
Kurve ab, d.h.

/ v-dx = f(w(b) — f(w(a)).

(2) Sind w; und wy zwei Wege mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt, so ist

/ V~dX:/ v - dx,
W1 w2

d.h. das Kurvenintegral ist WEGUNABHANGIG.
(3) Ist w ein geschlossener Weg, so verschwindet das
Kurvenintegral

Y{V-dx:().
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BEISPIEL [X.2.8. Die ZENTRALKRAFT

c
besitzt das Potential
U c
x|

Ist w ein Kurvenstiick, das nicht durch den Ursprung geht, ist die ldngs
w geleistete Arbeit gegeben durch

A:/ K- dx
— U(w(a)) -

U(w(b))
¢ c
(w(a)| |w(b)]
BEISPIEL IX.2.9. Betrachte das elektrische Feld
2ry + 23
E(z,y,2) = | 2*+32
322z + 3y

mit dem Potential
Ula,y, 2) = —(a%y + 22" + 32).

Der Spannungsabfall zwischen den Punkten P = (1,1,1) und Q =
(3,4,5) langs eines Weges von P nach @) hidngt nich von dem Weg ab
und ist gegeben durch

/ E . dx = U(P) — U(Q) = 466.

Sei v = grad f ein Gradientenfeld. Falls v stetig differenzierbar ist,
ist f zweimal stetig differenzierbar und es gilt fy,.; = [z, fir alle
1 # j. Dies bedeutet:

Ist v ein stetig differenzierbares Gradientenfeld, so ist die
Jacobi-Matrix Dv(x) in jedem Punkt x € D symmetrisch.

Der Wirbel v aus Beispiel IX.2.6 (S. 86) ist kein Gradientenfeld, da
das Integral ldngs des Einheitskreises nicht verschwindet. Es ist aber

ovr 1 n 29/
3y o x2+y2 (x2—|—y2)2
y? — 22
- (22 + 42)2
Ovy 1 222

8_x::v2—|—y2 B (2% 4 y2)?



IX.2. KURVENINTEGRALE 89

y? — a2
(2% + y2)2’

d.h. die Jacobi-Matrix Dv ist symmetrisch. Dieses Beispiel zeigt, dass

die Umkehrung obigen Ergebnisses nicht fiir jede offene Menge D gilt.

Fiir eine moglichst einfache und gleichzeitig hinreichend allgemeine

Charakterisierung von Mengen, fiir die die Umkehrung obiger Aussage
gilt, benotigen wir folgende Definition.

DEFINITION IX.2.10. Eine offene Menge D C R™ heifit STERNFOR-
MIG, wenn es einen Punkt xy € D gibt, so dass fiir jeden Punkt x € D
die Verbindungsstrecke von x; nach x ganz in D liegt.

BEMERKUNG IX.2.11. Eine andere hiufig betrachtete Klasse von
Mengen sind die KONVEXEN Mengen. Sie sind dadurch charakterisiert,
dass fiir jedes Paar von Punkten aus der Menge auch die gesamte Ver-
bindungsstrecke in der Menge verlauft. Konvexe Mengen sind immer
sternformig, die Umkehrung gilt aber nicht (vgl. Abb. IX.2.1).

ABBILDUNG IX.2.1. Beispiele einer konvexen Menge
(links), einer sternférmigen nicht konvexen Menge (Mit-
te) und einer nicht sternformigen Menge (rechts)

BeIspIEL 1X.2.12. R™ und B,(0) C R™ mit n > 2 und r > 0 sind
sternférmig. R™\{0} und B,(0)\{0} C R™ sind nicht sternférmig.

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes lautet:

SATZ VON POINCARE: Die Menge D C R" sei sternformig.
Dann ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : D —
R"™ genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Jacobi-Matrix
Dv(x) in jedem Punkt x € D symmetrisch ist.

Den Satz von Poincaré lautet kann man in Kurzform als Merkregel
formulieren:



90 IX. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

MERKREGEL: D sternférmig und Dv(x) symmetrisch fiir
alle x € D = v ist Gradientenfeld

bzw. in drei Dimensionen:

MERKREGEL: D C R3 sternférmig und rot v(x) = 0 fiir alle
x € D = v ist Gradientenfeld

IX.2.5. Die praktische Bestimmung einer Stammfunktion.
Wir beschranken uns der Ubersichtlichkeit halber auf den praktisch
wichtigen Fall von drei Dimensionen, d.h. n = 3. Es gibt hier im we-
sentlichen zwei Vorgehensweisen:

e mittels Kurvenintegralen,
e mittels Ansatz.
Die Berechnung mit Kurvenintegralen erfolgt in drei Schritten:

1. SCHRITT: Gibt es ein x € D mit rot v(x) # 0?7 Falls ja,
ist v kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Falls nein,
gehe zu Schritt 2.

2. SCHRITT: Ist D sternformig? Falls nein, fiihrt die Me-
thode nicht weiter. Falls ja, bestimme einen Punkt xo € D,
so dass fiir jeden Punkt x € D die Strecke von xy nach x in
D verléuft.

3. SCHRITT: Mit dem Punkt xy aus Schritt 2 berechne fiir
jedes x € D

f(x) = /0 v(xg + t(x — xq)) - (x — xq)dt.

Es ist v = grad f.

BEISPIEL IX.2.13. Wir betrachten
y? cosx
v(z,y,2) = | 2ysinz + e**
2ye??
auf D = R3. Es ist rot v = 0 auf D, und D ist sternférmig. Wir wihlen
xo = 0. Dann folgt fiir beliebiges x € R?

1 t2y? cos(tx) T
f(x) = / 2ty sin(te) +e** | - |y | dt
0 2tyets z

1
= / {t2y2 x cos(tz) +2ty* sin(tr) + ye*'* + 2tyze®” }dt
0 —_—— ——

. d
:% sin(tx) =yt 3 (e2t?)
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42,2 =t
= t“y”sin(tx)

t=0

1 1
- / 2112 sin(tx)dt + / 2ty sin(tx)dt
0 0
t=1 1
_ / y62t2dt
t=0 0

Die Berechnung mittels Ansatz erfolgt in sechs Schritten:

1
+/ ythZdt + yte2tz
0

= y%sinx + ye**.

1. SCHRITT: Ansatz: vi = f;, v2 = fy, v3 = f..
2. SCHRITT: Unbestimmte Integration bzgl. x (bei fest ge-
haltenem y, z) der Gleichung f, = v;:

flz,y,2) = /Ul(:ﬁ,y, 2)dx + c(y, z).

3. SCHRITT. Leite die Identitéit aus Schritt 2 partiell nach
y ab und setze das Ergebnis in die Gleichung v, = f, ein.
Dies liefert eine Gleichung fiir c,:

0
gi/mmwzwx+%@zw:@=vz

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable x auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 4.
4. SCHRITT: Unbestimmte Integration bzgl. y der Glei-
chung fiir ¢,:

c(w:2) = [ b2y + d(2)
mit
h(y, z) = ve(z,y, 2) — / (%vl(x,y, z)dx.

5. SCHRITT: Setze ¢ aus Schritt 4 in f aus Schritt 2 ein,
leite das Ganze partiell nach z ab und setze das Ergebnis
in die Gleichung v3 = f, ein. Dies liefert eine Gleichung fiir

@ ()
0 0
5 [y ade s 5 [+ a) = =

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable y auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 6.

6. SCHRITT: Bestimme d(z) durch unbestimmte Integrati-
on bzgl. z der Identitét fir d'(z) aus Schritt 5 und setze das
Ergebnis in die Gleichungen fiir ¢ und f ein.
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BEispIEL IX.2.14. Wir betrachten das Vektorfeld v aus Beispiel
[X.2.13. Schritt 2 liefert

f(z,y,2) = /y2 cosxdx + c(y, 2)

= y?sinz + c(y, 2).
Die Gleichung aus Schritt 3 lautet
2y sina + e* = vy(2, v, 2)

0
= a—y[ﬁ sinz + c(y, )]

= 2ysinz + ¢,(y, 2)
= ¢y, 2) = e,

Die Gleichung héngt nicht von x ab. Die Funktion A aus Schritt 4 ist

h(y, z) = 2ysinz + e** — /Qy cos xdx

— €2z

und wir erhalten
c(y,z) = /eQZdy +d(z)
= ye** +d(2)

= f(x,y,2) = y*sinz +ye** + d(2).
Die Gleichung aus Schritt 5 lautet

2y€22 = ’Ug(l’, Y, Z)
0
= a[y2 sinz + ye** + d(2)]
= 2ye** 4 d'(2)
= d'(2) =0.

Sie héngt nicht von y ab. Schritt 6 liefert d(z) = 7 mit beliebiger
Konstante . Daher ist

f(z,y,2) = y’sinz + ye** + 7.

Man beachte, dass in Beispiel IX.2.13 v = 0 war, da wir durch die Wahl
von xg = 0 die Festlegung f(0,0,0) = 0 getroffen hatten.

BEISPIEL IX.2.15 (ZENTRALFELDER). Dies sind Vektorfelder der
Form
v(x) = p(|x —z|)(x - 2)
auf D = R3*\{z} mit einem festen Punkt z € R®. (Man beachte, dass
der Wirbel aus Beispiel IX.2.6 (S. 86) nicht unter dieses Beispiel fallt,
da er in R? definiert ist.) Da D = R3\{z} nicht sternférmig ist, kénnen
wir den Satz von Poincaré nicht anwenden. Dennoch ist ein solches
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Zentralfeld immer ein Gradientenfeld. Zur Bestimmung einer Stamm-
funktion machen wir den Ansatz

f(x) =(x —z).
Mit der Kettenregel folgt fiir x # z

grad f(x) = ¢'(]x — z|)

|x — 2|
Ein Vergleich mit v fithrt auf die Identitét

o) = [/ () firx £

bzw.
V' (s) = sp(s) fir s > 0.
Also ist
(s) :/ to(t)dt+ ¢ fiir s > 0
0
und

|x—z
v(x) = / to(t)dt + c.
0
So erhalten wir z.B. fiir n > 3 und das Feld

1
V(X):WX X #0

die Stammfunktion

x|
f(x):/o ttlndt+c

1 1 n
=———— +c
n— 2 |x|n2

IX.3. Integration iiber ebene Bereiche

1X.3.1. Der Fliacheninhalt. Wir wollen einer beschréankten Men-
ge M C R? einen Flicheninhalt F/(M) zuordnen. Falls M ein Rechteck
mit Kantenldngen ¢, und ¢, ist, ist natiirlich F(M) = £,¢,. Falls M die
Vereinigung von endlich vielen Rechtecken Ry, ..., R, ist, deren Inneres
paarweise disjunkt ist, ist natiirlich F'(M) = F(Ry) + ...+ F(R,).

Diese Beobachtung legt nun folgendes Vorgehen nahe: Fiir £ € N
zerlegen wir die Ebene durch achsenparallele Geraden z = n2~% und
y = n27% mit n € Z in Quadrate der Kantenlinge 27* und Fliche
272F Dann bezeichnen wir mit sx(M) die Summe der Flichen aller
Quadrate, die ganz in M liegen, und mit Si(M) die Summe der Flachen
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aller Quadrate, die einen nicht leeren Durchschnitt mit M haben (vgl.
Abb. IX.3.1). Offensichtlich gilt

sk(M) < Si(M),

sp(M) < sp1(M),

Skr1(M) < Sp(M).

Daher konvergieren die Folgen (si(M))reny und (Sk(M))ken gegen Zah-
len F;(M) bzw. F,(M):

FM) = lim s,(01),
Fo(M) = lim Sg(M).

k—o0

Es ist immer F;(M) < F,(M).

// \\ /\

/ N
\
/ \
\ /
/

\\ S/

N N

ABBILDUNG IX.3.1. Sg(M) ist die Summe der Fldchen
der Quadrate im linken Bild, s;(M) ist die Summe der
Flachen der Quadrate im rechten Bild

Wir nennen M RIEMANN-MESSBAR, wenn F;(M) = F,(M) ist. In
diesem Fall heift der gemeinsame Wert der FLACHENINHALT von M
und wird mit F'(M) bezeichnet.

Nicht jede Menge ist Riemann-messbar:

BEeIspiEL 1X.3.1. Betrachte M = {(z,y) : 0 < 2 < 1,0 < y <
l,z,y € Q}. Dann gilt fiir alle £ € N sx(M) = 0, Sp(M) = 1 und
damit Fy(M) = 0, F,(M) = 1.

Es gilt aber:

Jede beschrankte Menge, deren Rand aus endlich vielen re-
guldren Kurvenstiicken besteht, ist Riemann-messbar.

Eine messbare Menge N mit F'(N) = 0 heifit NULLMENGE.
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BEISPIEL [X.3.2. Jede einpunktige Menge ist eine Nullmenge. Jedes
regulére Kurvenstiick ist eine Nullmenge.

Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M U N und M\N
ebenfalls messbar und es gilt

F(MUN) = F(M),
F(M\N) = F(M).

BEISPIEL 1X.3.3. M = {(z,y) : 2*+y* < 1}, N = {(0,0)}U{(z,y) :
?+y* =1} MUN = {(z,y) : 2> +y* < 1}, M\N = {(z,y) : 0 <
?+y*<1}und F(M)=F(MUN)=F(M\N) =n.

1X.3.2. Das Doppelintegral. Im Folgenden betrachten wir nur
Mengen M C R? mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine Nullmenge N,
so dass gilt:

e M U N ist beschrankt und abgeschlossen.

e Je zwei Punkte im Innern von M U N koénnen durch ein re-
guldres Kurvenstiick verbunden werden, das ganz im Innern
von M U N verlauft.

e Der Rand von M U N besteht aus endlich vielen regulédren
Kurvenstiicken.

Mengen mit dieser Eigenschaft sind gemifi vorigem Abschnitt Rie-
mann-messbar.

Wir wollen einer auf M stetigen Funktion f : M — R ein Integral
zuordnen. Insbesondere soll das Integral der konstanten Funktion 1 der
Flacheninhalt von M sein. Dazu zerlegen wir die Ebene wieder in ach-
senparallele Quadrate der Kantenlinge 2% mit k& € N. Die Quadrate,
die ganz in M U N liegen, nummerieren wir von 1 bis ng. In jedem
dieser Quadrate (); wéhlen wir einen Punkt (z; 4, y; ) und setzen

Ze = f(@im vin) F(Q).

=1

Man kann zeigen, dass die Folge (Zy)xen konvergiert. Diesen Grenzwert
nennen wir das DOPPELINTEGRAL (oder GEBIETSINTEGRAL oder ein-
fach INTEGRAL) von f iiber M und bezeichnen ihn mit

//fmde oder // fdF.

Das Doppelintegral hat folgende

GEOMETRISCHE DEUTUNG:
° / / dF ist der Fldcheninhalt F/(M) von M.
M




96

IX. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

o Ist f(x,y) > 0 fiir alle (z,y) € M, so ist // fdF

M
das Volumen des senkrecht auf der (z, y)-Ebene ste-
henden Zylinders mit Grundfliche M und Deck-
flache z = f(x,y).

Es gelten folgende

RECHENREGELN:

// @f+ﬁng—a// de+ﬁ// gdF

fira,0 €R, f,g: M
(2) f(:ﬂ y) < g(x,y) fir alle (ﬂs,y) €M
/de<// gdF'.

M

/ fdF = / fdF + / . fdF,

falls M durch ein reguléires Kurvenstiick in die zwei
Bereiche M; und M zerlegt wird.

Zudem gilt der

MITTELWERTSATZ: Es gibt einen Punkt (z*,y*) € M mit

/Mfﬂ“:ﬂﬂwﬂFWU

1X.3.3. Praktische Berechnung des Doppelintegrals. Fiir
die praktische Berechnung des Doppelintegrals spielen folgende zwei

Typen von Mengen eine besondere Rolle (vgl. Abb. 1X.3.1):

Typ I: Es gibt ein Intervall [a,b] in R und zwei stetige Funktionen
g,h : ]a,b] — R mit g(x) < h(z) fir alle x € [a,b] und M =

Typ II: Es gibt ein Intervall [¢,d] in R und zwei stetige Funktionen
Cr e, d] — Rmit l(y) < r(y) fir alle y € [¢,d] und M =

{(2,y):a <2 <bglr) <y < hlx)).

{(z.y)re<y<dlly) <z <ry}h

Dann gilt fiir jede auf M stetige Funktion f:

M ist vom Typ I

=[] stwpar= [ { /’ff(x,y)dy}dx
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M ist vom Typ II

— //Mf(:c,y)dF:/cd{ Z;y)f(l’,y)dx}dy

- (¢

ABBILDUNG IX.3.2. Menge vom Typ I links und Menge
vom Typ II rechts

BEISPIEL IX.3.4. Sei M der Viertelkreis im ersten Quadranten mit
Mittelpunkt im Ursprung und Radius 1

M= {(z,y);x >0,y > 0,2° +y* < 1}.

Die Koordinaten (zg, ys) des Schwerpunktes von M sind gegeben durch

Z‘S:%//MQJCZF,

M ist eine Menge vom Typ I und II:
M={(z,y):0<z<1,0<y<vV1-—2z2}

Die erste Darstellung ist giinstig fiir die Berechnung von yg, die zweite
fiir diejenige von xg:

1 V1—x2
Ys = —/ / ydy ¢ dx
™ 0

1
1
4 0
4 1

:—/ —(1 —2%)dx
T Jo 2

2 1

=Z(1-=
7T( 3)
4
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1 1 1—y2
Tg = - / xdx p dy
2T Jo 0

4 (1

=—/ S(1—y*)dy
T Jo 2
4

Kompliziertere Mengen zerlegt man durch achsenparallele Schnitte
in endlich viele Mengen M, ..., M, vom Typ I oder II. Dann ist

//]wde:/ledF+...+/Mnde

und jedes einzelne Integal kann wie in Beispiel 1X.3.4 berechnet werden.

A

ABBILDUNG IX.3.3. Menge M aus Beispiel 1X.3.5

BEISPIEL [X.3.5. Gesucht ist

J[ sar

flaz,y) = 2%y

mit

und
M={(z,y):x>-1,0<y<1+uz}
N{(zr,y): —1<z<1l,y<1-—2°}
(vgl. Abb. 1X.3.3). Offensichtlich ist M = M; U My mit

My ={(z,y): =1 <x<0,0<y <1+ =z},
MQ:{(SIZ,y):nggl’()sygl_x2}.
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1+a 1 1—22
/ xzydy} dx —i—/ / *ydy ¢ dx
0 0 0

Damit folgt

J[ sar

0

I I
DS
| = A

1 1
(2% + 22° + a)dw + 3 / (z° — 22" + 2%)dx
1 0

11+1+112+1
3 2 5 2\3 o5 T

Il
N = DN -
/le\c
|
|

1 N 4
60 105
23
4207

BEISPIEL [X.3.6. Der MASSENMITTELPUNKT (oder auch SCHWER-
PUNKT) (zg,ys) eines Flachenstiickes M mit der Massendichte pu(z,y)

ist gegeben durch
1
vs = [ ante.gpar,
m.JJm

1
ys = —// yp(x,y)dF,
m M

m://M,u(x,y)dF.

Fir M = {(z,y) : 1 <2 < 2,1 <y < 2% und p(z,y) = 2% + 9>
erhalten wir z.B.

m = /12 {/1$2<£C2 +y2)dy} da

1 4 v==*
:/ (yz? + =°) dx
1

3 y=1
a1y o 1
:/1(;E +§$ —x —g)d:v
LI I A O T N
AR TR
_32+128 8 2 1 1 1+1
5 21 3 3 5 21 3 3
31 127 8
5 21 3
31 71
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Zs

Ys

IX.3.4. Der Satz von Green. Wir betrachten eine beschrink-
te und abgeschlossene Menge M in R?, deren Rand aus endlich vielen
reguléren Kurvenstiicken besteht. Die Kurvenstiicke seien so parame-
trisiert, dass M immer links zur Durchlaufrichtung liegt (positiver Um-

_ 105 (7 /
1006 J, |,

1006
105

s 2~ .,
— dy b d
1006 /, {/1 (2" +y) y} ’

105 (2 4 1, =2
1006 J,
105 [? 1. 4 1
—_— x —

1006 J,
05 1, 1 4 1 1
10066 T23° 1% "6
105 63 255 15 _3,

10066 24 4 6

105 165

=2 1o 4+ =22
100610+ 57
105 80+ 55

1006 8
14175

8048

2

2

y(a® + y2)dy} dx

105 (21 ,, 1 ,v=
006 /, 5TV 1

105 (%1 1 1 1
o/, 7 I T T
05 1 , 1, 1, 1
006\ 12" 367 "% 1
105(127+511_7_1)
14 36 6 4

1006

105 (127 n 460)
1006 14 36
105 1143 + 1610
1006 126
289065

126756

lauf). Ist v : M — R? ein Vektorfeld, so verstehen wir unter

/ v - dx
oM
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die Summe der Kurvenintegrale iiber die Kurvenstiicke, die den Rand
OM von M bilden. Ist das Vektorfeld v stetig differenzierbar, gilt der

SATZ VON GREEN:
6’02 E)vl
V~dX:// (———) dF.
/8M M Ox 0y

BEISPIEL [X.3.7. Wihlen wir v = (0,2)7 oder v = (—y,0)T, ergibt
sich jeweils der Fldcheninhalt von M:

F(M)://MdF:/adey:—/aMydx.

Ist z.B. M der Bereich, der durch die Zykloide

_ 2m —t+sint
Wl(t)—a( 1 — cost ) 0 <t<2m

und die Strecke
wo(t) = <é> ,0 <t <2ma

begrenzt wird, ergibt sich

F(M)= —/ ydx

oM

/yda:—/ ydx

~——
=0

2w
= —/ a(l — cost)a(—1+ cost)dt
0
2m
:/ a®(1 — cost)?dt
0

2m
= az/ (1 —2cost+cos’t)dt
S~
0 J..=0 [o=n

= 31a’.

BEISPIEL 1X.3.8. Wihlen wir v = (0, 222)” oder v = (—142,0)7,
erhalten wir fiir die Komponenten des Schwerpunktes von M:
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Fiir die Menge M aus Beispiel 1X.3.7 ergibt sich so z.B.

1 2
=— d
Ys 6mal /aMy Z

1 ) 1
= — dr — 2d
6ma? /W1 yax 6ma? /W2 yar

—
=0

1 27
= / a?(1 — cost)*a(—1 4 cost)dt
0

6ma?
2T

S (1 — cost)®dt
67 J,
a 2
= — (1 — 3cost+3cos®t — cos® t)dt
67 Jo e S O~
[o=0  [.=3x  [.=0
a
=25
6
5
=—a
6

und wegen der Symmetrie der Integranden

1 2
= d
5= a2 /8 M oy

1 , 1
= d 2d
6ma? /W1 Tyt 6ra’ /W2 v

=0
1 27
=3 2/ a®(2m — t + sint)?a sin tdt t=s+m
ma? J,
a [T RO
=& (m — s — sin s)” sin sds
a ™

=—— [ (a’sins+s*sins+sin’s
6m ) S~ —=— =~
fo=0  [u=0  [.=0
— 27 ssin s —27 sin® s +2 s sin® 5)ds
<~ S~ = —
J[..=2m Jo.=m J..=0

= 7Ta.
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BEISPIEL IX.3.9 (SATZ VON GAUSS IN DER EBENE). Ist u: M —
R zweimal stetig differenzierbar, kénnen wir

V= (_Uyaux>T

wéhlen. Dann ist
%—%—Z:um+uyy:Au
und
v - dx = grad u - nds,
wenn n der nach auflen zeigende Einheitsnormalenvektor von dM ist.
Damit ergibt sich der Satz von Gauf in der Ebene

// AudF :/ grad u - nds.
M oM

IX.4. Integration iiber Flichen im Raum

1X.4.1. Parameterdarstellungen. Neben der Darstellung von
Fldchen als Graphen z = h(x,y) oder Niveauflichen F(x,y, z) = const
von Funktionen gibt es die Parameterdarstellung. Sie ist fiir die Inte-
gration von auf Fliachen definierten Funktionen besonders vorteilhaft.
Ihr liegt die Vorstellung zugrunde, dass die Flidche durch Verformung
eines Stiickes der Ebene entstanden ist (vgl. Abb. IX.4.1).

L= 7

ABBILDUNG IX.4.1. Parameterdarstellung einer Fliche
mit Parameterlinien

DEFINITION [X.4.1. Eine PARAMETERDARSTELLUNG eines REGU-
LAREN FLACHENSTUCKES S im Raum ist gegeben durch eine nicht
leere, offene Menge G C R?, eine nicht leere, abgeschlossene Menge

D C G und die Einschrinkung auf D einer stetig differenzierbaren
Abbildung

x:G—R?
(u,v) = x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))"

mit folgenden Eigenschaften:
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(1) x ist injektiv auf D, d.h. x(u,v) # x(u/,v") fur alle (u,v) #
(u/;v") in D.
(2) xy(u,v) X x,(u,v) # 0 fur alle (u,v) € D.

Die Bedingung (2) besagt, dass die Jacobi-Matrix
Dx(u,v) = (x4(u,v),x,(u,v))

fiir alle (u,v) € D den Rang 2 hat.

Variiert man nur einen der beiden Parameter v und v und halt
den anderen fest, erhélt man Kurven auf S, die sog. PARAMETERLINI-
EN. Die entsprechenden partiellen Ableitungen von x sind die Tangen-
tenvektoren an die Parameterlinien. Bedingung (2) besagt, dass diese
Tangentenvektoren in jedem Punkt von S linear unabhéingig sind. Sie
spannen daher eine Ebene auf, die sog. TANGENTIALEBENE. Der Vek-
tor x, X x, steht senkrecht auf der Tangentialebene. Der normierte
Vektor

1

n=——
Xy X X, |

X, X X,

heifit daher der NORMALENVEKTOR zu S in dem entsprechenden Fli-
chenpunkt.
Aus der Identitét

la x b = |a*[b]* - (a- b)
(vgl. Abschnitt 1.4.7 (S. 27, Teil 1)) folgt

Ix, X %,|* = EG — F?
mit
F=x, x,,
G =X, Xy,

F=x, x,.

Die Groflen E, F', G heilen die METRISCHEN FUNDAMENTALGROSSEN
von S. Insbesondere ist F' genau dann gleich Null, wenn sich die Para-
meterlinien in einem rechten Winkel schneiden.

Der RAND 0S5 des Flachenstiickes S ist das Bild des Randes 0D
von D unter x:

0S = {x(u,v) : (u,v) € OD}.

Die Oberfldche der in den technischen Anwendungen auftretenden Kor-
per kann in der Regel nicht durch ein einziges regulires Fléchenstiick
dargestellt werden. Man denke etwa an einen Wiirfel oder eine Kon-
servendose. Vielmehr ist die Oberfliche die Vereinigung von endlich
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vielen regulidren Flachenstiicken, von denen je zwei an einem oder meh-
reren Randstiicken zusammenstoflen, aber sonst keinen Punkt gemein-
sam haben. Wir nennen eine solche Flidche S eine STUCKWEISE RE-
GULARE FLACHE. Ihr RAND besteht aus allen Randstiicken, die nur
zu einem Flachenstiick gehdren. Die Flédche heiflit GESCHLOSSEN, wenn
dieser Rand leer ist.

BEISPIEL I1X.4.2 (EBENEN). Fiir a,b € R® mit a x b # 0 ist
x(u,v) = x¢ + ua+vb

eine Parameterdarstellung der Ebene durch den Punkt x,, die von a
und b aufgespannt wird. Es ist

Xy = &, X, = b,
E = |a]?, G = |b]?, F=a-b.

BEISPIEL 1X.4.3 (GRAPHEN). Fiir den Graphen z = h(x,y) mit
h : D — R erhélt man die Parameterdarstellung

Die Parameterlinien sind die Schnitte mit den Ebenen z = const bzw.
y = const. Es ist

X, =101, X, =111, Xy XXy = | —hy |,
h, h, 1
E=1+h2 G=1+h, F = h;h,.

BEISPIEL 1X.4.4 (DREHFLACHEN). Aus einem reguldren Kurven-
stiick
x(t)

t— 0 y to S t S tl,
2(t)
mit x(¢) > 0 fiir alle ¢ entsteht durch Drehung um die z-Achse um den
Winkel ¢g, 0 < g < 27, ein regulédres Fléchenstiick. Eine Parameter-
darstellung ist
x(t) cos ¢
x(t,p) = | x(t)siny
2(t)

Die Parameterlinien ¢ = const sind die Breitenkreise, die ¢ = const die
Meridiane. Es ist

(t) cos p
(t)sing |,
£(t)

T
Xt = T
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—x(t)2(t) cos ¢
X X Xp = | —x(t)2(t)sing
w(t)i(t)
B = it + (1)
G =u(t)?,
F=0.

Da stets F' = 0 ist, bilden die Parameterlinien ein orthogonales Netz.
Da bei einer vollen Drehung, die Meriadiane ¢ = 0 und ¢ = 27 auf-
einanderfallen, ist die gesamte Drehfliche nur stiickweise regulér; man
nehme z.B, die beiden zu 0 < ¢ < 7 und © < ¢ < 27 gehoérenden
Fléchenstiicke.

BEISPIEL IX.4.5 (SPHARE). Eine Parameterdarstellung der Sphére
(Kugeloberfliche) mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius r ist

7 cos  cos O - .
x(p,0) = | rsinpcosé ,0 < <2, —§§9§§
rsin 6
Es ist
—7rsin @ cos 6
X, = | rcospcost |,
0
—7rcos @sin f
xg = | —rsingsinf |,
rcos 6
r? cos ¢ cos? §
X, X X9 = | r*sinpcos?d |,
r?sin 0 cos 6
E =1r?cos?#,
G =r?
F=0.

In den Polen 6 = £7 ist x, X xp = 0; lings des Halbkreises ¢ = 0
ist die Darstellung nicht eindeutig. Die Ausnahmemengen spielen aber
als Nullmengen fiir die Integration in den folgenden Abschnitten keine
Rolle.
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BEISPIEL 1X.4.6 (Torus). Ein Torus entsteht durch Drehung um
die z-Achse eines Kreises in der (z, z)-Ebene mit Radius r und Mittel-
punkt (R,0) mit 0 < r < R. Eine Parameterdarstellung ist

(R4 rsiny)cos ¢
x(4,¢) = | (R+rsing)sing | 0<,p <2
r cos Y
Es ist
7 COS Y oS P
Xy = | rcost¢sing |,
—7rsiny
—(R + rsiny)sing
(R4 rsiny)cosy |,
0
(R4 rsinty)rsiny cos¢
Xy X Xp = | (R+rsiny)rsinysing
r(R 4+ rsint) cos
E =12
G = (R +rsiny)?,
F=0.

BEISPIEL IX.4.7 (WENDELFLACHE). Eine Parameterdarstellung ei-
ner Wendelfldche ist

7 COS
X(TNP): rsingp JTOSTSTI 7800§§0§801
ap
mit a > 0. Es ist
cos ¢ —rsine asin ¢
X, = |sinp |, x,=1|rcosy |, xX Xx,=|—acosyp
0 a r
E =1, G =1r*+d, F=0.

1X.4.2. Der Fliacheninhalt. Wir wollen den Flacheninhalt eines
reguliiren Flichenstiickes S mit der Parameterdarstellung x : D — R3
berechnen. Dazu unterteilen wir die (u,v)-Ebene durch Gitterlinien
u=mn2"% v=n2"%mit n € Z, k € N in Quadrate der Kantenlinge
27% (vgl. Abb. IX.4.1 (S. 103)). Betrachte ein Quadrat @, das ganz in D
liegt. Der Mittelpunkt von @) habe die Koordinaten (ug, vg). Das Stiick
x(Q) von S, das @ entspricht, wird approximiert durch den Ausschnitt

x (g, vo) + %4 (Uo, Vo) + 1%, (ug, vo) , —27FF < st <27F

der Tangentialebene. Der Flacheninhalt dieses Ebenenstiickes ist geméafl
Abschnitt 1.4.7 (S. 27, Teil 1) gegeben durch |x, (g, vo) XX, (g, vo)|272*,
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wobei 272% der Flicheninhalt von @ ist. Summieren wir iiber alle Qua-
drate, die in D liegen, erhalten wir eine Ndherung fiir den Flacheninhalt
von S. Wenn die Gitterweite gegen Null strebt, d.h. & — oo, konver-

gieren diese Naherungswerte gegen den Fldcheninhalt von S. Damit
erhalten wir:

Der FLACHENINHALT eines reguldren Fldchenstiickes x :
D — R3 ist
0(S) = // X, X X,|dudv.
D

Mit den metrischen Fundamentalgrofien ergibt sich

O(S)://Dmdudv.

BeispIEL 1X.4.8. Fiir die Sphére aus Beispiel 1X.4.5 (S. 106) erhal-
ten wir

2w 5
0(S) = / / V12 cos2(0) - r2 — 0 dfdy
0 _

2
:/ / 2 cos 0dfdy
0 —

—271'7’2/ cos 8do

VR o)y

INERNIE

[ME]

= 4712,

BEISPIEL IX.4.9. Fiir den Torus aus Beispiel IX.4.6 (S. 106) ergibt
sich

2m 2m
0(9) = /0 /o V2R + rsine)? — 0 dipdy
= /27T /2WT(R+ rsin)dipde
o Jo

= 27r /%(R + rsin)dy
=27r - %ﬂ'R
= 47*rR.
IX.4.3. Das Oberflichenintegral einer skalaren Funktion.

Wir betrachten ein regulédres Flachenstiick S mit der Parameterdarstel-
lung x : D — R3 und eine stetige Funktion f : S — R auf S. Wir fassen
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diese Funktion als eine Belegung auf S auf und wollen ihr dementspre-
chend ein Integral zuordnen. Dazu kénnen wir wie im vorigen Abschnitt
vorgehen. Wir miissen nur den Flidcheninhalt des Fléchenstiickes iiber
dem dortigen Quadrat ¢ mit dem Wert f(x(ug, vo)) gewichten. Die ent-
sprechende Summation und der Grenziibergang k — oo liefern dann:

Das OBERFLACHENINTEGRAL der Funktion f iiber dem
Flichenstiick S mit der Parameterdarstellung x : D — R3
ist gegeben durch

//S Jdo = //D Fx(u, ) 3¢ (1, v) % %, (u,v) | dudv.

BeispieL [X.4.10. Wir wollen das axiale Drehmoment bzgl. der
2-Achse einer Kugelschale mit Radius 7, homogener Dichte und Ge-
samtmasse m berechnen. Dieses ist gegeben durch

1 2, 2
—S)/Sm(a: +y°)dO

wobei O(S) die Kugeloberfliche ist. Mit Beispiel IX.4.5 (S. 106) und
IX.4.8 (S. 108) ergibt sich

2m
471'7’2 /‘7T
2

2
4 — / r* cos® Odfdy
r

2

Er cos” ¢ cos® § + r? sin® ¢ cos® ) - 12 cos § dfdp

~
=224y2 =[x, xXXg|

3
m 3
= 2t / cos® 0do
2
47‘(’7’ _%
m 4
= omrt =
42 o 3
2
= ng

BEeIspIEL 1X.4.11. Wir wollen den Schwerpunkt (zg,ys,zs) des
Teils der Flache
2
z= 3(
berechnen, der von den Ebenen x = 0, y = 0 und = + y = 1 ausge-
schnitten wird.
Die Parameterdarstellung wird gegeben durch Beispiel 1X.4.3 (S. 105)
mit

1113/2 + y3/2)

D ={(u,v) :u>0,v>0,u+v <1}
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(Dreieck) und

h(u,v) = ;(u3/2 +0%/2).
Mit Beispiel IX.4.3 ergibt sich
VEG — F2 = /(1 +u)(1+v) —uw=V1+u+v.
Also ist der Flicheninhalt von S

0(S) = /01{ Olu\/mdv}du

2 2 5 u=1
- darwtT)
= %(\/5+ 1)

Fiir die xz-Koordinate des Schwerpunktes ergibt sich damit

//de
(\/_+1 / {/ umdv}
(\/£5+1)/12 {\/__(1 >%}du

(\f+1 f/ udu — llu(1+u)3du !

u=1

% 2 3 7
=2u(r+wi 204w ]|

= %(26 —15V/2).

Aus Symmetriegriinden ist yg = xg.
Fiir die z-Koordinate erhalten wir

Zg = %// zdO
0<15 [ 5eta0 [ Fviao)

1 {// u2\/1+u+vdudv

O

()
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2 3
+ —v2vV1+u+vdudv ;.
n3
Da D invariant ist unter der Vertauschung von u und v, stimmen die

beiden Integrale in der letzten Zeile iiberein. Damit ergibt sich

so /),
—_— u2v/1 4+ v+ v dudv
0(5) J.Jp

1 1-u
L/ { u3\/1+u+vdv}du
4v2+1) Jo o

:\/§5+1/01§ %[\/g—(l#—u)%}du

5 2) [f oo ! 5
= V8uzdu— | {u(l+ u)}2du}.
\/§+13{/o /0

zZs =

Wl = Wl

Fiir das zweite Integral erhalten wir
! 3
/ {u(l+u)}2du
0 1 ,
1 9 2
:/0 {Z [(2u+1) —1]} du |t=2u+1

1 3

=1 (t* — 1)2dt
1

1 3 3 o
= — [t =17 -t — 12+ SIn(t+VE - 1)

64 2 2 .

1 3 9 13

=(1+v2)?

3

_ 6—4[16\/_ — V2 +In(1+V2)].

Damit ergibt sich insgesamt
5 2 (4 3
= R S -
ST V241 3 {5\/_ 61
_31vV2—15In(1 +v/2)
96(1 + v/2) '

15v2 + In(1 + \/5)]}
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1X.4.4. Transformationsformel fiir Gebietsintegrale. Die
Parameterdarstellung eines reguldaren Flachenstiickes in der Ebene z =
0 hat die Form
x(u,v)
x(u,v) = | y(u,v)
0

Die Bedingung |x, x x,| # 0 ist dann dquivalent zu

det (x“ ") £ 0.

Da wir die Ebene z = 0 mit dem R? identifizieren kénnen (d.h. wir
ignorieren die z-Koordinate), nennen wir eine solche Abbildung eine
KOORDINATENTRANSFORMATION des ebenen Bereiches D : (u,v) +—
(x(u,v),y(u,v)). Aus dem vorigen Abschnitt folgt dann:

|xuyv xvyu| -

TRANSFORMATIONSFORMEL: Wird die Menge D C R? un-
ter der injektiven Abbildung (u,v) — (z(u,v),y(u,v)) in
die Menge S C R? abgebildet und gilt |z,y, — Ty.| # 0 fiir
alle (u,v) € D, so ist fiir jede stetige Funktion f auf §

/ f(z,y)dzdy

:/Ammmwww

|z (1, 0)yy (1, v) — 2y (u, )y (u, v)|dudv.

BEISPIEL 1X.4.12 (AFFINE KOORDINATEN). Fiir
r = T+ au + bv,
Yy = 1o+ cu+ dv
mit ad — be # 0 erhalten wir

/ f(x,y)dedy
S

:/ f(zo+ au+ bv,yo + cu + dv)|ad — be|dudv.
D

So wird z.B. durch die Transformation x = au, y = bv mit a > 0, b > 0
die Ellipse

E={(z.y): >+ <1}

auf den Kreis

K = {(u,v) : u* +0v* <1}
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abgebildet. Daher gilt fiir die Fliache der Ellipse

BEISPIEL 1X.4.13 (POLARKOORDINATEN). Fiir

erhalten wir

//s f(z,y)dzdy = //D f(rcose,rsinp)rdrde.

Fiir das Tréagheitsmoment bzgl. der y-Achse der Kreisscheibe
K ={(z,y): 2 +y* < 1}
erhalten wir so z.B. bei konstanter Dichte p mit

D={(r,p):0<r<1,0<¢<2r}

den Wert

M =

1 2
= p/ {/ 3 cos? gpdgo} dr
0 0

F(F) = //E dxdy
://Kabdudv

= abF (K)

p

= mab.

T =1TCoS,

Yy =rsinp

/ / w2 dxdy
K

,0// r? cos? prdrdy
D

1
= 7Tp/ r3dr
0

1

= —7p.

4

113

BEISPIEL [X.4.14 (ELLIPTISCHE KOORDINATEN). Sie haben die

Form

mit a > 0. Es ist

TulYov

x = acoshucosv,

Y

— Tyl

a sinh u sin v

a?[sinh? u cos? v + cosh? u sin

a?[cosh? u —

COS2 (%

].

2

v]
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IX.4.5. Der Fluss eines Vektorfeldes. Wir betrachten ein re-
guliires Flichenstiick S mit der Parameterdarstellung x : D — R? und
ein Vektorfeld v : S — R3 auf S. Wenn wir v als Geschwindigkeitsfeld
einer stationdren Fliissigkeitsstromung interpretieren, stellt das Spat-
produkt

[V, X du, x,dv] = [V, X, X,|dudv
das Volumen der Fliissigkeitsmenge dar, die pro Zeiteinheit durch das
Oberflachenelement
dO = |x, X x,|dudv
stromt. Da geméafl Abschnitt 1.4.8 (S. 28, Teil I)
[V, X, Xy = V- (X X X))

=V n|x, X X,|

mit der Flachennormalen

1

n=——
X, X X,

Xy X Xy

aus Abschnitt IX.4.1 ist, ist dieses Fliissigkeitsvolumen gleich v - ndO.
Daher beschreibt das Integral / / v -ndO das Fliissigkeitsvolumen,

S
das pro Zeiteinheit durch das gesamte Flachenstiick stromt.
Diese Beobachtung motiviert folgende Definition:

Der FrLuss des Vektorfeldes v durch das Flachenstiick .S mit
der Parameterdarstellung x : D — R? ist gegeben durch

//Sv.d()://sv-ndO
://D[v,xu,xv]dudv.

BEISPIEL [X.4.15. Wir wollen den Fluss des Vektorfeldes
2z

viz,y,z)=z+y
0

durch die Sphére
S={(z,y,2): 2> +y* + 2* =r?}

(von innen nach auflen!) berechnen. Die Parameterdarstellung ist ge-
méfl Beispiel 1X.4.5 (S. 106)

7 cOS  cos 6
x(¢,0) = [ rsingpcosf
rsin 6
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Die Normale ist

cos  cos 6
n= | sinpcosf
sin 6

Sie zeigt in die richtige Richtung, ndmlich nach aulen. (Sonst miissten
wir das Vorzeichen umkehren!) Gemé&f Beispiel 1X.4.5 ist

X, X X| = VEG — F?

= r2 cosb.

Damit erhalten wir fiir den gesuchten Fluss

2 z 2rsin 6
//v-ndO:/ / 7 cos B(cos ¢ + sin p)
S 0 - 0

us
2

cos p cos 6
sin pcos 6 | r* cos Odf } dy
sin

27 5
= / / 2r® sinf cos? 6 cos ¢
0 = —_—

[...d6=0

+ 73 cos® f sin p(cos @ + sin gp)d@}dgp
[..do=%

_ 43 / . -
=—_r sin ¢ cos ¢ + sin” ¢ dp
3 0 ——— =

J...dp=0 J.do=m
4
= .
3

IX.4.6. Der Satz von Stokes. Der Satz von Green besitzt eine
Verallgemeinerung fiir rdumliche ZWEISEITIGE FLACHEN, bei denen
man eindeutig von einer unteren und oberen (bzw. inneren und &ufle-
ren) Seite reden kann.

Jedes regulidre Fliachenstiick S ist zweiseitig. Wahlt man das Vor-

zeichen von
1
n=+—x, X X,
|xy X X,
einheitlich fiir alle Punkte von S, so wird die Oberseite von S durch
die Vorschrift bestimmt:

,n weist im Flachenpunkt aufgetragen aus der Oberseite
heraus.*
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Eine stiickweise regulére Fléiche ist dann ZWEISEITIG oder ORIEN-
TIERBAR, wenn sich die einzelnen Flédchenstiicke so wahlen lassen, dass
sich der Umlaufsinn iiber gemeinsame Kanten stetig fortsetzen lésst.

Die Sphére und der Zylinder sind Beispiele fiir solche orientierbaren
Fldachen. Das Mobiusband ist ein Beispiel fiir eine Flache, die nicht
orientierbar ist.

SATZ VON STOKES: Sei S eine orientierbare, stiickweise re-
gulére Flache mit iberschneidungsfreier Randkurve 95, die
so durchlaufen wird, dass S links liegt und der Umlaufsinn
zusammen mit der Normalen von S eine Rechtsschraubung
ergibt. Weiter sei U C R? eine offene Menge, die S enthiilt,
und v : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann ist
7{ v-dx = //(rotv) -ndO.
oS S

Aus dem Satz von Stokes folgt, dass fiir je zwei gleich orientierte
Flachen S, So mit gleicher Randkurve gilt

//Sl(rotv)-ndO://52(rotv)«nd0.

Auflerdem ergibt sich folgende Interpretation der Rotation:

(rot v(x))-n gibt im Punkt x die Zirkulation des Vektor-
feldes v pro Flacheneinheit an, fiir jedes zu n senkrechte
reguldre Flachenstiick durch x.

BEISPIEL 1X.4.16. S entstehe durch den Schnitt des Zylinders
Z={(z.y,2) : 2 +y* =1}
mit der Ebene
E={(z,y,2):x+y+2z=1}

die Normale weise in den ersten Oktanten. Wir wollen

7{ v -dx
a8

fiir das Vektorfeld
viz,y,z)=| =

berechnen.
Fiir den direkten Weg bendtigen wir eine Parametrisierung von 0.5.
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Diese lautet

cost
x(t) = sint .0 <t <2m.
1 —cost—sint

Damit ergibt sich
o —sin® ¢t —sint
j{ v.dx = / cos? t : cost dt
85 0 \—(1—cost—sint)? sint — cost
2T
= / sin® ¢ 4 cos* t + (cost — sint)(1 — cost — sint)3dt.
0

Die Berechnung dieses Integrals ist nicht schwierig, aber miihselig.
Mit dem Satz von Stokes folgt

jgsvwlx: //S(rotv)-ndO.

Fir die Rotation erhalten wir

0
rotv = 0
3z% + 3y?
Eine Parameterdarstellung von S ist
U
x(u,v) = v
l—u—w

mit (u,v) € K und der Einheitskreisscheibe K. Es ist

1
Xy = 0 )
—1
0
X, = 1],
—1
1
Xy XX, = |1
1

Die Normale weist also in die richtige Richtung. Damit ergibt sich

]gsv-dx://s(rotv)-ndO

0
— / / 0 - 1] dudv
K\ 3u? + 30 1
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:// 3(u? + v?)dudv ‘u:rcoscp, v=rsing
K

1 2
= / { / 3r2rdg0} dr
0 0

IX.5. Integration iiber dreidimensionale Bereiche

IX.5.1. Das Volumen. Wir wollen einer beschrankten Menge M
C R3 ein Volumen zuordnen. Falls M ein Quader ist, soll dies das
Produkt der Kantenldngen sein. Dazu gehen wir analog zu den ebenen
Bereichen in Abschnitt IX.3.1 (S. 93) vor und unterteilen den Raum
durch Koordinatenebenen parallel zu den Ebenen z = n27%, y = n27*,
2z =n27% mit n € Z, k € N in Wiirfel mit der Kantenlinge 2~* und
dem Volumen 273%. Dann bezeichne sj,(M) und Si(M) die Summe der
Volumina aller Wiirfel, die ganz in M enthalten sind, und diejenige
aller Wiirfel, die mindestens einen Punkt mit M gemeinsam haben.

Offensichtlich gilt

si(M) < Sp(M),
sp(M) < sp1(M),
Skr1(M) < Si(M)

fur alle & € N. Daher besitzen die beiden Folgen (sx(M))gen und
(Sk(M))ren jeweils einen Grenzwert V(M) bzw. V,(M). Falls beide
iibereinstimmen, nennen wir M/ RIEMANN-MESSBAR und den gemein-
samen Grenzwert das VOLUMEN V(M) von M:

V(M) = ]}ggo se(M) = ]}1_{210 Sk(M).

Besteht eine Menge N nur aus endlich vielen Punkten, regulédren Kur-
venstiicken und reguldren Fléchenstiicken, so ist V/(/N) = 0. Man nennt
N daher eine NULLMENGE.

Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M U N und M\N auch
messbar und es gilt

V(MUN) =V(M), V(M\N) = V(M).

Fiir unsere Zwecke kénnen wir uns auf sog. REGULARE Bereiche M
beschréanken, die folgende Eigenschaften haben:

e M ist abgeschlossen und beschréankt.

e Der Rand OM von M besteht aus endlich vielen reguldren
Flachenstiicken.

e Das Innere M\OM von M ist eine nicht leere, offene Menge.
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Man kann zeigen:

Jeder im obigen Sinne regulire Bereich M ist Riemann-
messbar mit positivem Volumen V(M) > 0.

IX.5.2. Das Dreifachintegral. Sei M ein reguldrer Bereich in
R3 und f : M — R eine stetige Funktion. Wie im vorigen Abschnitt
unterteilen wir den Raum in Wiirfel der Kantenlinge 27%. Diejenigen
Wiirfel, die ganz in M liegen, nummerieren wir von 1 bis n,. Fiir den
i-ten Wiirfel bezeichnet x; den Mittelpunkt. Mit diesen Bezeichnungen
kénnen wir die Riemann-Summe

Iy = i Flxi)27*

betrachten. Man kann zeigen, dass die Folge (Zy)ren konvergiert. Den
Grenzwert nennen wir das DREIFACH- oder VOLUMENINTEGRAL von
f iiber M und bezeichnen es mit

/ / | fdV oder / / | fdadydz.

Fiir das Dreifachintegral gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Dop-
pelintegrale und Integrale in R.

IX.5.3. Praktische Berechnung des Dreifachintegrales. Fiir
die praktische Rechnung wichtige Mengen M C R3 lassen sich hiufig
als ,Zylinder“ iiber einem ebenen Grundbereich D in einer der Koor-
dinatenebenen darstellen. Liegt z.B. D in der (x,y)-Ebene, bedeutet
dies, dass es zwei stetige Funktionen ¢ und h auf D gibt, sodass M die
Form hat

M ={(z,y,2): (z,y) € D, g(z,y) < z < h(z,y)}.
Ist f eine stetige Funktion auf M, gilt dann fiir das Dreifachintegral

von f iiber M
// Mfdv - //D {/g(f::/) f($7y7Z)dz} dzdy.

Damit ist die Berechnung des Dreifachintegrals auf diejenige eines Inte-
grals in R und eines Doppelintegrals zuriickgefithrt. Ahnliche Formeln
gelten, wenn D in der (z, 2)- oder (y, z)-Ebene liegt.

BeispiEL [X.5.1. Wir wollen das Volumen der Menge M berechnen,
die von dem Ellipsoid

xQ y2 22
E:{(%%Z)i;*'b—g*'c—z:l}
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und dem Kegel
22 2 2
K= {(l‘,yvz) : ngb—gzc—Q}

berandet wird und in dem Bereich z > 0 liegt. Da sich Ellipsoid und

Kegel in der Ellipse

2 2
.
2
schneiden, ldsst sich M darstellen als

M:{(a:y, Sz, y) ED\/

mit

R T |
p-{wn:L+L <1}

Damit erhalten wir fiir das Volumen von M

:// {/ dz}dxdy
D /oy
2 22 42
= {\/ “‘ﬁ‘\/@*ﬁ}dmy

Zur Berechnung des Doppelintegrals fithren wir die Koordinatentrans-
formation

| I

vy
a? b2

T = ar cos

y = brsiny
mit 0 < r < \/Li und 0 < ¢ < 27 aus. Die Determinante der Jacobi-
Matrix ist
9z Sz acosy —arsiny
or Oy | _ -
det % g—i det (bsingp br cos ¢ >

= abr.

Damit erhalten wir
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1 1, =

= 27Tabc[—§(1 — TZ)% - v
0

1.3

2 3
= gﬂabc[l — (5)2 —(

= %ﬂabc(Q —V2).

IX.5.4. Die Transformationsformel fiir Volumenintegrale.
Wir betrachten zwei reguliére Bereiche U und M in R3. Unter einer
KOORDINATENTRANSFORMATION von U auf M verstehen wir eine ste-
tig differenzierbare Abbildung x : U 3 (u, v, w)" — x(u,v,w) € M mit
den Eigenschaften:

e X ist injektiv.
e Die Vektoren x,(u,v,w), x,(u, v, w), X,(u,v,w) sind fiir alle
(u,v,w)T € U linear unabhiingig.
Ein Quader ug < u < wug+ Au, vg < v < vy + Av, wyg < w <
wo+ Aw in U wird durch x in erster Approximation abgebildet auf ein
Spat ausgehend vom Punkt x(ug, vg, wg) aufgespannt von den Vektoren

Xy (Uo, Vo, Wo) Au, X, (U, Vo, wo) Av und X, (ug, vo, we) Aw. Das Volumen
dieses Spates ist gem&afB Abschnitt 1.4.8 (S. 28, Teil I)

AV = |[Xy, Xy, X | AuAvAw
= | det(xy, Xy, Xy ) |[AuAvAw.

Die Determinante

Tu To Tw
det (Xua Xu; Xw) = det Yu Yo Yw
Zu v Zw

heifit JACOBI-DETERMINANTE oder FUNKTIONALDETERMINANTE der
Transformation. Setzt man obige Formel fiir AV in die entsprechenden
Riemannschen Summen ein, erhélt man:

TRANSFORMATIONSFORMEL FUR VOLUMENINTEGRALE:
Entsteht der regulire Bereich M C R3 durch die Koor-
dinatentransformation x : (u,v,w)? — x(u,v,w) aus dem
reguldren Bereich U, so gilt fiir jede stetige Funktion f :
M — R auf M die Transformationsformel

// /M f(@,y, )ddyd:

_ ///U Flx(u, v, w))] det (%0, %0, %o )| dudvdio.
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BEISPIEL 1X.5.2 (AFFINE KOORDINATEN). Fiir die Transformati-
on x = Au + xo mit A € R**® und det A # 0 erhalten wir

///M f(x)dxdydz = ///U f(Au + xq)| det A|dudvdw.

Das Ellipsoid

2 2 2
M:{(x,y,z):¥+b—2+c—2§r2}

mit a > 0, b > 0, ¢ > 0 ist das Bild der Kugel
K ={(u,v,w) : v* + v* + w* <7r?}
unter der Transformation
T

X : (u,v,w)" — (au,bv, cw)’.

Dies entspricht

XQZO,
a 0 0
A=10 b 0
0 0 ¢
Wegen
det A = abce

ergibt sich

V(M) = ///M dxdydz
= ///K abe dudvdw

= —mriabe.

3

BEISPIEL IX.5.3 (ZYLINDERKOORDINATEN). Dies ist die Transfor-
mation

T =T COS P,
Yy = rsinp,
z = z.

Die Funktionaldeterminante ist
cosp —rsing 0
det [ sinp rcosp O] =7
0 0 1
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// fdxdydz = // f(rcoso,rsinp, z)r drdedz.
M U

Der Zylinder

Also ist

M={(z,y,2): 2> +y* <1,0< 2 <2}
habe z.B. die Massenverteilung
f(z,y, 2) = 22(2® + ).
Dann ist die Gesamtmasse

M= / 1/ /M f:la:dydj
:/0 {/OW{/O z2r2rdz} dgp} dr

1
:§27r/ r3dr
3 Jo

4
= —.
3
BEIsPIEL IX.5.4 (KUGELKOORDINATEN). Dies ist die Transforma-
tion
X = 1 oS pcosb,
Yy = rsin g cos b,
z =rsinf.
Die Funktionaldeterminante ist

cospcosf) —rsinpcosf —rcospsinf
det | singpcosf rcosgcosf —rsinpsing | =r’cosé.
sin ¢ 0 r cos 0

/ / y fdxdydz

= /// f(rcos @ cos @, rsinpcosf, rsin §)r? cos § drdpdd.
U
Fiir die Massenverteilung

fla,y,z) = 2(2" +y°)
in der Einheitskugel ergibt sich so z.B. die Gesamtmasse

M:/// f dxdydz
/ / / r? sin 97" cos? §r? COSQdG}dgp}
% +y2

Also ist
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1 3
= 27r/ 7“6d7‘/ sin? @ cos® 6de
OH,_/ _
-}

(VB

J/

-~

Gl

8
~ 105

1X.5.5. Der Satz von Gaufl. Wir betrachten einen reguliren
Bereich M C R3?, dessen Rand OM aus endlich vielen reguliren Fli-
chenstiicken besteht, eine offene Menge O, die M enthélt, und ein auf
O stetig differenzierbares Vektorfeld v : O — R3. In jedem Punkt von
OM bezeichne n den nach auflen weisenden Einheitsnormalenvektor.
Dann gilt:

(GAUSSSCHER INTEGRALSATZ:
/// divvdV:// v - ndO.
M oM

BEISPIEL IX.5.5. Der Fluss des Vektorfeldes
2z
vix)=[z+y
0

durch die Oberfliche der Kugel
K ={(x,y,z): a* +y° + 22 <1}

betragt
// V-ndO:/// div vdV
oK K
_ / / / 14V
K
4
= —T.
3
BEISPIEL [X.5.6. Der Fluss des Vektorfeldes
xy?
v(x) = | 2%y
Yy

durch die Oberflache des Zylinders
M =A{(,y,2) 2" +y < 1|2 <1}

betrégt

//an-ndO:///MdivvdV
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= / / / 2 + y*drdydz (Zylinderkoordinaten)
M

1 2 1
:/ {/ {/ r2rdz}d<p}dr
0 0 -1
1
:47T/ r3dr
0

= T.

BEeispIEL [X.5.7 (KONTINUITATSGLEICHUNG DER STROMUNGS-
MECHANIK). Sei v das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissig-
keit mit der rdumlich und zeitlich variablen Dichte p. Wir betrachten
einen beliebigen raumlichen Bereich M im Stréomungsgebiet. Durch die
Oberfliche von M tritt pro Zeiteinheit die Masse

// pv - ndO
oM

aus. Wegen der Massenerhaltung muss dies gleich der zeitlichen Ande-
rung der Masse sein. Dieses ist

ol

(Minuszeichen, da der Fluss aus M heraus betrachtet wird!) Damit

ergibt sich
d
O:// pv-nd0+d—/// pdV
oM at M

-~

Il IV = Gpav

:///M{%—Fdiv(pv)}d‘/.

Da diese Identitét fiir jeden noch so kleinen Bereich M gilt, kann man
aus ihr punktweise die Kontinuitétsgleichung der Strémungsmechanik

dp . -
n + div(pv) =0

folgern.

Setzen wir im Gauflschen Integralsatz fiir v den Gradienten einer
zweimal stetig differenzierbaren Funktion f ein, erhalten wir wegen

div(grad f) = Af = fow + fyy + [2z
die Identitat

JJ[ asav=[[ wads-nio- [[ Lo
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Ist f eine skalare Funktion und v ein Vektorfeld, ergibt sich aus der
Produktregel
div(fv) = fdivv + (grad f) - v.
Setzen wir fv an Stelle von v im Gauflschen Integralsatz ein, erhalten
wir hieraus ein mehrdimensionales Analogon zur partiellen Integration:

[ raievav = [ peenio— [[[ v-graagav




KAPITEL X

Gewdhnliche Differentialgleichungen 11
Systeme

X.1. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

X.1.1. Grundbegriffe. Wir erweitern die Begriffe aus Abschnitt
VI.1.1 (S. 213, Teil I) auf Systeme von gewohnlichen Differentialglei-
chungen, d.h. gDglen bei denen die Lésung eine vektorwertige Funktion
y : R — R* ist. Dazu seien I C R ein Intervall, k& und n positi-
ve natiirliche Zahlen und f : I x R™ — R* eine gegebene Funktion.
Ein SYSTEM GEWOEHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN n-TER
ORDNUNG kurz GDGL n-TER ORDNUNG ist ein Ausdruck der Form

y™ =f(z,y,...,y"),

bei dem die gesuchte Losung y ihre Werte im R* hat. Offensichtlich
entsprechen die gDglen aus Kapitel VI dem Spezialfall £ = 1.

Eine Funktion y : J — R* heifit eine LOSUNG der gDgl, wenn das
Intervall J im Intervall I enthalten ist und wenn fiir alle z € J gilt

y"(z) = f(z,y(z),....y" V(2)).

Unter einem ANFANGSWERTPROBLEM kurz AWP verstehen wir
eine gDgl n-ter Ordnung wie oben angegeben zusammen mit n Bedin-
gungen der Form

y(ro) = Yo

vy (zg) = ya

Dabei sind xg € I und yo,...,yn,—1 € R¥ ein gegebener Anfangspunkt
und gegebene Anfangswerte.

Eine Funktion y heifit eine LOSUNG des AWP, wenn es positive Zah-
len &; und &5 gibt, so dass y auf (xg — &1, g + €2) n-mal differenzierbar
ist, dort die gDgl 16st und die Anfangsbedingungen erfiillt.

BeispiEL X.1.1. Wir betrachten eine Population bestehend aus ei-
ner Beute und einem Rauber. Die Grofle der Beute- bzw. Rauberpo-
pulation zur Zeit ¢ sei x(t) bzw. y(t). Die Beute habe eine konstante
Vermehrungsrate und eine Sterberate, die proportional zur Grofie der
Réuberpopulation ist. Die Rauber haben eine konstante Sterberate und
eine Wachstumsrate, die proportional zur Grofle der Beutepopulation

127
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ist. Dann geniigen z,y der gDgl
T =ar — Bzy
y=—vy+ory

mit positiven Konstanten «, 3,7,d. Zur Zeit t = 0 erfiillen sie die An-
fangsbedingung

x(0) = xo,
y(0) = vo.

X.1.2. Reduktion der Ordnung. Ein System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen der Ordnung n im R* kann stets auf ein System
erster Ordnung im R reduziert werden. Dazu definiert man fiir

vy =f(z,y,...,y")

die vektorwertige Funktion z : I — R™ durch

y
y/
7 = )
()
und die Funktion F : I x R™ — R™ durch
7z
F(x,z) =
Zp 1
f(z,2z)

Dabei bezeichnet z; die Komponenten jk+1,...,(j+1)k von z. Dann
ist y : J — R* genau dann eine Losung der gDgl
y" =f(z,y, ...y,
wenn z : J — R™ eine Losung der gDgl
7z =F(v,2)

ist.

Wegen dieser Reduktion der Ordnung kénnen wir uns bei den theo-
retischen Ergebnissen der folgenden Abschnitte auf gDglen erster Ord-
nung beschranken. Fiir die praktische Rechnung ist es aber nicht immer
empfehlenswert eine gDgl n-ter Ordnung auf ein entsprechendes Sys-
tem 1-ter Ordnung zu transformieren.

BEispiEL X.1.2. Die Schwingungsgleichung
&+ ri 4wt = f(t)

=)

geht mit
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in das System erster Ordnung

uber.

X.1.3. Lipschitz-stetige Funktionen. Fiir den Existenz- und
Eindeutigkeitssatz des néchsten Abschnittes benotigen wir den Begriff
der Lipschitz-Stetigkeit. Dazu bezeichnen I C R ein offenes Intervall,
U C R"” eine offene Menge und f : I x U — R" eine Funktion.

DEFINITION X.1.3. (1) Die Funktion f : / xU — R" heilt GLEICH-
MASSIG LIPSCHITZ-STETIG (bzgl. U) auf I xU, wenn es eine Zahl L > 0
gibt mit

f(z,y) —f(x,2)|| < Ly —z|| firallexel,y,zeU.

Dabei bezeichnet ||-|| irgendeine Norm auf R™. Die kleinst mogliche
Zahl L > 0, fiir die die obige Abschétzung gilt, heilit die LipScHITZ-
KONSTANTE von f.

(2) Die Funktion f : [ x U — R" heift LiPSCHITZ-STETIG (bzgl. U)
auf I x U, wenn es zu jedem y, € U eine offene Menge V' C U gibt mit
yo € V, so dass f auf I x V gleichméBig Lipschitz-stetig ist.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist immer stetig. Die Umkehrung
gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL X.1.4. Die Funktion f : R — R mit

fy) =yl

ist stetig, aber nicht Lipschitz-stetig. Denn andernfalls, miisste es ein
€ > 0 und ein L > 0 geben mit

|f(y) — f(0)] < Lly — 0| furalley € R mit |y| <e.

Dies ist aber dquivalent dazu, dass der Differenzenquotient

|f(y) = f(0)]
ly — 0

in einer Umgebung der Null beschréinkt ist. Aber die Folge

1 1

ORI

1 - 1
n 0l n

ist unbeschrankst.
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Die Beobachtung aus obigem Beispiel gilt allgemein: Fine Funktion
f I — R ist Lipschitz-stetig, wenn der Differenzenquotient

f(z) = f(y)]
|z —y|
fiir alle x,y € I, x # y beschrinkt ist. Dies ist sicher dann der Fall,
wenn f auf I differenzierbar ist. Allgemein gilt:

Ist f: I x U — R" bzgl. der zweiten Variablen differenzier-
bar, so ist f Lipschitz-stetig.

X.1.4. Der Satz von Picard-Lindel6f. Wie Beispiel VI.1.6 (S.
216, Teil 1) zeigt, gibt es AWP mit mehreren Losungen. Dies liegt
an der fehlenden Lipschitz-Stetigkeit der dortigen Funktion f (vgl.
BeispielX.1.4).

SATZ VON PICARD-LINDELOF: Seien I C R ein offenes
Intervall, U C R" eine offene Menge und f : I x U — R"
Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem xg € I und jedem
yo € U ein € > 0, so dass das AWP

y' =f(z,y(z)) fiiralle z € (xg — ¢, 79 +¢)
y(zo) = ¥o
eine eindeutige Losung besitzt.

BEWEISIDEE. Offensichtlich ist y : I — R” genau dann ein Lésung
des AWP, wenn fiir alle z € I gilt

y(z) —yo = y(x) — y(xo)

= /{: y'(t)dt

- / CE( ()t

Z0
Durch geeignete Wahl von € > 0 und einer offenen Menge V' C U mit
yo € V kann man erreichen, dass f auf [xg — &, x¢ + €] x V gleichmé&Big
Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L und dass Le < % gilt.
Bezeichne mit X die Menge aller stetigen Funktionen auf [zq—¢, xo+¢]
mit Werten in V. X ist ein normierter Vektorraum mit der Norm
Iyllx = max |y(z)],
lz—zo|<e

wobei |-| die Euklidische Norm auf R™ ist. Auf X definiert man eine
Abbildung ® durch

P(y)(z) =yo + /m £(t,y(t))dt.

o
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Dann ist y genau dann eine Losung des AWP, wenn y ein Fixpunkt
von P ist, d.h.

d(y) =y.

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f erhélt man fiir je zwei Funktionen
y,z € X die Abschéitzung

|®(y) — ®(z)||x = max

|z—zol|<e

| ey 0) s 20y

zo

< max / £ty (6)) — £(t,2(¢) |dt

= Jo—aol<e -~ 4
<Lly(t)—z(t)|
< max /L!y(t)—z(t)|dt
ol <e | Sy e
<|ly—zllx

< Llz = wollly — zllx
< Lelly — = x

\4 z .
=9 X

Dies besagt, dass ® eine KONTRAKTION ist. Wir bezeichnen nun mit
zo die Funktion, die konstant gleich yq ist, und definieren die Folge
(Zn )nen durch

ZZ‘+1:(I)(Z1') /L:O,l,
Da & eine Kontraktion ist, kann man zeigen, dass die Folge (z,)nen

gegen ein y € X konvergiert und dass diese Funktion der eindeutige
Fixpunkt von ® und damit die eindeutige Losung des AWP ist. U

Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt auch die stetige Abhéingigkeit der
Losung einer AWP von den Anfangswerten:

STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN ANFANGSWERTEN:
Die Funktion f : I xU — R" sei gleichméfig Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fiir jedes xq C I und
je zwei Losungen yq,ys der gDgl

y =f(z.y)
die Abschétzung

L|z—x0|

ly1(z) — y2(2)| < |y1(zo) — y2(wo)le
fiir alle x € 1.
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X.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

X.2.1. Exakte Differentialgleichungen. Wir betrachten Diffe-
rentialgleichungen der Form

a(z,y) + bz, y)y' = 0.
Dabei sind a,b : G — R zwei stetige Funktionen auf einer offenen,

sternférmigen Menge G' C R2. Diese gDgl heiit EXAKT, wenn das Vek-
torfeld

viG =R (2,y) = (alz,y), b(z,y)"
ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn es eine Stammfunktion U : G — R
gibt mit
a = Uy, b="U,.
Da G sternformig ist, ist geméfl Abschnitt 1X.2.4 (S. 87) die gDgl exakt,
wenn gilt
ay = by.
Falls die gDgl exakt und U eine Stammfunktion ist, ist die gDgl wegen
der Kettenregel dquivalent zu

d
0= %U(m, y(x) =U.+ U,y

Also ist jede Losung der gDgl eine Niveaulinie
{(z,9) : U(z,y) = ¢}
der Stammfunktion. Fiir eine gegebene Anfangsbedingung
y(ro) = Yo
ist die Konstante ¢ durch
U(o,y0) = ¢

bestimmt. Falls Uy (o, yo) # 0 ist, kann wegen des Satzes iiber implizite
Funktionen (vgl. Abschnitt VIIL.3.5 (S. 53)) die Gleichung

U(z,y) = U(zo, yo)
in einer Umgebung von xy nach y aufgelost werden.
Insgesamt erhalten wir somit:

Losung der gDgl
a(z,y) + b(z,y)y' = 0.
(1) Teste auf Exaktheit, d.h. gilt
ay = by?

(2) Falls die gDgl exakt ist, bestimme eine Stammfunk-
tion U, d.h. eine Funktion U mit

a=U, b=U,
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(3) Fiir ¢ € R 16se die Gleichung
U(z,y) =c
nach y auf.
(4) Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen y(zo) = yo
1st
¢ = Ul(zo,0)-

BEISPIEL X.2.1. Betrachte das AWP
2vy + (2y + %)y =0

y(0) = 1.
Es ist
a(x,y) = 2wy,
b(z,y) = 2y + *
und

ay = 2x = b,.

Also ist die gDgl exakt. Zur Bestimmung einer Stammfunktion U gehen
wir wie in Abschnitt 1X.2.5 (S. 90) vor. Unbestimmte Integration von
a liefert

U(z,y) = 2y + c(y)-
Einsetzen in die Bedingung U, = b ergibt
2+ (y) =2y + 2

— d(y) =2y

= cly) =y +7.
Also ist

Ulz,y) = 2y +y°

eine Stammfunktion. Wegen U(0,1) = 1 ist die Losung des AWP gege-
ben durch die Gleichung

2?y(z) +y(2)* = 1.
Die quadratische Gleichung (fiir y!)
Y+ a2ty =1
hat die Losungen
1

1
Y12 = —§$2 =gy Zx‘* + 1.

y12(z) = %(—f +Vat 4+ 4)

Also sind
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Kandidaten fiir die Losung des AWP. Wegen der Anfangsbedingung
y(0) = 1 kommt nur die Losung

y(o) = 5T A a?)

in Frage.

X.2.2. Der integrierende Faktor. Wir betrachten wieder eine
gDgl der Form
CL(.I‘7 y) + b(ZL’, y)y/ =0,
interessieren uns aber fiir den Fall, dass die gDgl nicht exakt ist, d.h.
ay # b,. Manchmal gibt es eine Funktion M : G — R, so dass die gDgl
M(z,y)a(z,y) + M(z, y)b(z,y)y =0
exakt ist. Falls M (z,y) # 0 ist fiir alle (x,y) € G, hat diese exakte gDgl
die gleiche Losungsmenge wie die urspriingliche gDgl, und wir kénnen
die Methoden des vorigen Abschnittes anwenden. Eine Funktion M der
beschriebenen Art heifit INTEGRIERENDER FAKTOR.

Aus der Bedingung, dass die neue gDgl exakt sein soll, ergibt sich
eine partielle Differentialgleichung fiir M:

(M), = (bM),
— ayM + aM, = by M + DM,
= bM, —aM, = (a, — b,) M.
Diese partielle Differentialgleichung fiir M ist im allgemeinen schwerer
zu losen als die urspriingliche gDgl. Manchmal hat man aber Gliick

und kann eine Losung M ,raten®.  Bewihrte“ Kandidaten hierfiir sind
von der Form

m(z), m(y),
m(z +y), m(z —y),
m(z® +y?), m(z® — y?),
m(z - y)

mit einer Funktion m : R — R.
BEISPIEL X.2.2. Betrachte die gDgl
22 +y + (2%y* — x)y = 0.
Es ist
a(z,y) =2y’ +y,
b(x,y) = 2%y* — .
Wegen
Ay = 3r%y* + 1,
b, = 32%y* — 1
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ist die gDgl nicht exakt. Auf der Suche nach einem integrierenden Fak-
tor machen wir den Ansatz M(x,y) = m(xy). Die partielle Differenti-
algleichung fiir M hat dann die Form
2m = (ay — by) M
= bM, — aM,
= (2°y* — x)ym’ — (2°y’ + y)em’
= —2xym’.
Mit u = xy geht dies iiber in die gDgl
1 /
——m=m
u

mit der Losung (Trennung der Variablen!)

1
m(u) = "
Also ist
1
M = —
(z,y) p”
ein integrierender Faktor. Die neue gDgl lautet
1 1

vy’ + = + (2%y — ~)y = 0.
z Yy
Fiir die Stammfunktion U erhalten wir

Uwy) = [(a? + D)o+ ely)

T

1
— ~%? + In(x) + cfy).

2
Einsetzen in die Gleichung
1
U, =2y — -
! y
ergibt
2y + d(y)=U,
1
)
— dy) =
)
— c(y) = —In(y) +¢
Also ist
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und die allgemeine Losung y unserer gDgl ist implizit gegeben durch

die Gleichung
1
—2?y? +In <f) =c.
2 y

BEISPIEL X.2.3. Wir betrachten das Rauber-Beute Modell aus Bei-
spiel X.1.1 (S. 127)

T = ax — [Bxy Beute
Y= —yy+oxy Réauber.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y(—~ + dx) und die zweite
Gleichung mit z(« — By) und subtrahieren die Ergebnisse. Das liefert

(= +éx)yt — (a — By)xy = 0.

o= (40 5)

Viy = —7+0r# —a+ By = v,
kein Gradientenfeld. Fiir das Vektorfeld

Das Vektorfeld

ist wegen

1
M%w—@W%w
erhalten wir dagegen

9. v
Wiy = (9_3/(_5 +0)
=0

0 (_oz
AT
= Wa .

+ 3)

Also ist w ein Gradientenfeld. Eine Stammfunktion ist
Y
Ua) = (6= Dz + cly)

=o0x —yIlnz + c(y).

Einsetzen in

U,=—=+5
Y
ergibt
o)
dly)=—+p0
(y) y
— c(y) = —alny + By.

Also sind die Losungen (z(t),y(t)) des Réduber-Beute Modells Niveau-
linien der Form

U(z,y) =dx —ylnzx —alny + fy = c.
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Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, konnen wir statt U auch die
Funktion F' = exp o(—U) betrachten und erhalten die Niveaulinien
AT

— - — =c
6696 eﬁy

Dies sind eiférmige Kurven im ersten Quadranten. Ist

so ist die Losung (z(t),y(t)) konstant. Andernfalls liegt sie auf der
Niveaulinie mit passendem c.

Man kann zeigen, dass die Losung periodisch ist, d.h. es gibt ein 7" > 0
mit

fiir alle t € R.
Die mittlere Populationsgrofie iiber eine Periode T ist

1 /7

T = T/o x(t)dt Beute
1 /7

Y= —/ y(t)dt Réuber.
T Jo

Man kann diese Gréfen bestimmen, ohne die Periode T" und die Losung
(x(t),y(t)) explizit zu kennen. Dazu dividiert man die Beutegleichung
durch z und integriert von 0 bis T'. Dies liefert

0=Inz(T) —Inz(0) ‘Wegen z(T) = z(0)

= /OTa — By(t)dt

=aol —p | y(t)dt
0

= ol — pBT7y.
Also ist
o«
y=—
g
Verfahrt man analog mit der Raubergleichung, erhélt man
Y
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Die mittlere Populationsgrofie der Beute (des Réubers) hingt also nur
vom Verhéltnis der Wachstums- zur Sterberate des Réubers (der Beu-
te) ab.

Dies hat interessante Konsequenzen. Wollen wir z.B. die Beute durch
ein Gift, das auch fiir den Rauber schédlich ist, reduzieren, miissen wir
a durch a — € und v durch v + ¢ ersetzen. Fiir die mittlere Populati-
onsgrofe erhalten wir dann

T_7+6
)
__04—8

vy=75

Unsere Mafinahme ist also kontraproduktiv: die mittlere Grofle der
Beutepopulation nimmt sogar zu.

X.3. Systeme linearer Differentialgleichungen

X.3.1. Grundlegende Eigenschaften. Wir betrachten Systeme
gDglen der Form

y' = Ala)y + £(2).

Dabei sind A : I — R™" eine matrixwertige und f : I — R" eine
vektorwertige Funktion auf einem Intervall I C R. Obige gDgl heifit
HOMOGEN, falls f = 0 ist, andernfalls heifit sie INHOMOGEN.

Da die Zuordnung y — y’ — A(z)y linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.3.1 (S. 229, Teil I):

e Sind y; und y, zwei Losungen der inhomogenen gDgl, so ist
y = y1 — ¥ eine Losung der homogenen gDgl.

e Ist y, eine partikuldre Losung der inhomogenen gDgl und yy,
die allgemeine Losung der homogenen gDgl, so ist y, +y; die
allgemeine Losung der inhomogenen gDgl.

e Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen gDgl und oy,
ag reelle Zahlen, so ist a;y; + asys auch eine Losung der ho-
mogenen gDgl.

Wegen dieser Beobachtungen gehen wir bei der Losung obiger gDgl
wie in Abschnitt VI1.3:

Wir bestimmen separat die allgemeine Losung der ho-
mogenen gDgl und eine partikuldre Losung der inhomo-
genen gDgl und setzen daraus die allgemeine Losung der
inhomogenen gDgl zusammen.

X.3.2. Fundamentalsysteme. Wir betrachten die homogene li-
neare gDgl

y' = A(z)y
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mit A : I — R™". Wie im vorigen Abschnitt bemerkt, ist die Losungs-
menge dieser gDgl ein Vektorraum. Wir behaupten, dass dieser Vek-
torraum die Dimension n hat. Zum Nachweis dieser Behauptung gehen
wir wie folgt vor.

Die Abbildung F': I x R" — R"™ mit

F(z,z) = A(x)z
ist linear und damit Lipschitz-stetig. Daher besitzt das AWP

y = A(z)y
y(ro) = yo
zu jedem zy € I und jedem y, € R" eine eindeutige Losung. Wir halten
im Folgenden xg fest. Zu den Anfangswerten yq, = ey,...,yg = €,
erhalten wir dann jeweils eine eindeutige Losung yy,...,y,, d.h.
yi = A(z)y
yi(z) = e
fir ¢« = 1,...,n. Dabei sind ey, ..., e, die kanonischen Einheitsvekto-

ren des R™. Offensichtlich sind die Vektoren yi(zo), ..., yn(x) linear
unabhéngig.

Wir nehmen nun an, dass sie fiir ein z; # xo linear abhéngig seien.
Dann gibt es Zahlen aq, ..., a, mit

a2+ +a2#0

und

ary1(z1) + ...+ apya(xr) = 0.

Setze
u=o1y;1+...+ o, ¥Yn
Dann 16st u das AWP
u' = A(z)u
u(zy) =0.
Da dieses AWP die eindeutige Losung 0 hat, folgt u(z) = 0 fiir alle
x € I. Insbesondere folgt
u(zg) =0 = 0=ay1(zo) + ... + @, yn(z0)
=oer + ...+ aye,.

Also ist ay = ... = a,, = 0. Dies ist ein Widerspruch. Daher sind die
Vektoren yi(x),...,y,(x) fir alle 2 € I linear unabhéngig.

Hieraus folgt, dass der Losungsraum mindestens die Dimension n
hat.



140 X. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II

Um zu zeigen, dass die Dimension gleich n ist, miissen wir jede
beliebige Losung y der gDgl als Linearkombination von yy, ..., y, dar-
stellen kénnen. Sei also y irgendeine Losung der gDgl. Da eq,...,e,
eine Basis des R" ist, gibt es dann Zahlen fy,..., (3, mit

Y(J?()) = 6181 4+ ...+ ﬂnen
= 61Yl(x0) +..F ﬂnYn(xO)

Setze
v=705y1+ .+ Buyn
und
W=v-—-y
Dann folgt
w = Aw
w(zg) =0

Da dieses AWP die eindeutige Losung w = 0 hat, folgt

y=0y1+...+Byn

Das war zu zeigen.
Wir fassen zusammen:

Die Losungsmenge der gDgl
y' = A(z)y

ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis wird von
den Losungen yy,...,y, der AWPe

y; = A(2)y;
yi(wo) = €
mit ¢ = 1,...,n gebildet.

Jede Basis des Losungsraumes nennt man ein FUNDAMENTALSYS-
TEM fiir die homogene gDgl. Obige Uberlegungen zeigen, wie man ein
Fundamentalsystem konstruieren kann.

Ist yi(x),...,yn(x) ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl,
so ist die Determinante

W(z) = det(yi(2),...,ya(z))

fiir alle x € I von Null verschieden. W heifit die WRONSKI-DETERMI-
NANTE des Fundamentalsystems. Man kann die Wronski-Determinante
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bestimmen, ohne das Fundamentalsystem explizit zu kennen. Man kann
nédmlich zeigen, dass fiir beliebiges xy € I gilt

W(x) = W(xg) exp </$ Spur A(s)ds)
mit
Spur A(s) = Aq1(s) + Aga(s) + ... + Ann(s).

X.3.3. Variation der Konstanten. Wir wollen eine partikulére
Losung der inhomogenen gDgl

y' = Alz)y +1(z)

bestimmen. Dazu gehen wir dhnlich wie in Abschnitt VI.2.2 (S. 221, Teil
I) vor. Sei yi(z),...,yn(x) ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Gleichung. Die Matrix

Y(z) = (y1(x),...,yn(x))

ist dann fiir alle x € I reguldr. Wir machen nun den Ansatz

yp(x) = c1(?)y1(x) + ...+ cu(®)yn()
=Y (z)c(z)

mit unbestimmten Funktionen ¢q,...,¢, : I — R und

c(z) = (ci(2),...,culx))".

Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene gDgl ein und beachten,
dass y1,...,y, die homogene gDgl l6sen, erhalten wir die Bedingung

0=y§,—A( v)yp — f(x)

—Z{cz ¥ile) +e@yi(a)

7A(x)yb(x)

- Z ci(x)A(x)yi(z) — £(z)

=3 i) @)
=Y (x)c(x) — f(z).
Da Y (x) regulér ist, folgt
c(z) = Y(x) H(x).

Diese gDgl fiir ¢ kann durch komponentenweise Integration gelost wer-
den. Dies liefert die gesuchte partikulidre Losung.
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BEISPIEL X.3.1. Wir betrachten die gDgl
-G )
GeméB Beispiel X.3.2 (S. 144) in Abschnitt X.3.4 (s.u.) ist
-3 ()
- ()

ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl. (Priift man hier durch
Einsetzen nach!) Es ist

— Y(z)™! =

¢l = L <eij§x+x2)).

e 1 (z — 2?)

In einer Nebenrechnung erhalten wir durch partielle Integration fiir
a € R\ {0} und k € N*

1 k _
/e”xkd:c = 2k — 2| ek,
a a

Damit ergibt sich

( ) 1 1 2 1
c(r)=—
\/§ e‘“[—ix %]_6—495[_%:62 éx—é]
1 efzx[—%xQ T — %]
\/§ 6_4$[}1$2 . %x B %]
Als partikulédre Losung erhalten wir somit
yp(z) = Y(z)c(z)
1 9 17
N Attt
T2 3.2 71 15
it Tt T 3

1 /82% +36x+ 17
T4 \ 2422 +28x + 15/
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X.3.4. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der
symmetrische Fall. Wir betrachten die gDgl

y' = Ay

mit einer symmetrischen Matrix A, d.h. AT = A. Gem#f Abschnitt
I1.4.8 (S. 87, Teil I) besitzt A genau n reelle Eigenwerte Ay, ..., A,, wo-
bei Eigenwerte geméf} ihrer Vielfachheit gezéhlt werden, mit zugehori-

gen Eigenvektoren uy,...,u,, die normiert und paarweise orthogonal
sind, d.h.

u/u; =1
firs=1,...,n, und

uju; =0

fiir i # j. Setze

U= (uy,...,u,).
U ist orthogonal, d.h.

U'v=0U"=1.
Zur Bestimmung einer Losung y der gDgl setzen wir

z=U"y.
Dann folgt
Z/ _ UTyl
=UT Ay
=UTAUUT y
=1

=UT AUz

mit

A 0

0 An
Die gDgl fiir z besitzt offensichtlich das Fundamentalsystem

7, = eM%e

Zyo — (3)\2:662

z, = e*"Te,.

Wegen
Ue;=u; firi=1,...,n
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ergibt sich hieraus das Fundamentalsystem

y1 = My

Yn=2¢ u,

fiir die urspriingliche gDgl.
Wir fassen zusammen:

Bestimmung eines Fundamentalsystems fiir die gDgl
y = Ay
mit einer symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte Aj,..., A, von A (mit
Beriicksichtigung der Vielfachheit) und dazu geho-
rige normierte, paarweise orthogonale Eigenvekto-
ren ug, ..., U,.

(2) Das Fundamentalsystem ist

BEISPIEL X.3.2. Wir betrachten die gDgl

;3 -1
Das charakteristische Polynom von A lautet
3= -1\ 9
det( 1 3_/\) =(A—=3)—-1
=A=3-1)(A—3+1)
=A=4)(A—2).

Also hat A die Eigenwerte 2 und 4. Die Bestimmungsgleichung fiir einen
Eigenvektor zum Eigenwert 2 lautet

(7)o == 0)

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist

(j j)v:o . V:%(_ﬂ).
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Das Fundamentalsystem lautet daher (vgl. Beispiel X.3.1 (S. 142))

yi(z) = %ezx G) ;
ya2(z) = %6496 (_11) :

X.3.5. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der all-
gemeine Fall. Wir betrachten die gDgl

y' = Ay

mit einer nicht symmetrischen Matrix A.
Im Vergleich zum vorigen Abschnitt treten jetzt zwei Probleme auf:

e Die Matrix A hat i.a. komplexe Eigenwerte.

e Die Matrix A ist u.U. nicht diagonalisierbar, d.h. sie besitzt
Eigenwerte, deren algebraische Vielfachheit grofler ist als ihre
geometrische Vielfachheit.

Das erste Problem losen wir, indem wir wie in Abschnitt VI.3.2
(S. 229, Teil I) auch komplexe Losungen betrachten. Bei dem zweiten
Problem hilft uns das Konzept der Hauptvektoren aus Abschnitt 11.4.10
(S. 89, Teil I).

Sei dazu A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein zugehoriger
Hauptvektor der Stufe ¢, £ > 1, d.h.

(A—A)'v =0,
(A—AD)"v #£0.

Wegen
d
dx e = Ae™

liefert Einsetzen von
2

y(t) = eM[v+2(A—N)v+ %(A —M)?*v+ ...

21 .
+ (6—1)!(A_)\I) v]
in die gDgl
21

y/_Ay:)\e/\a:[v+x(A—)\[)V+.,,—|— (6_1)'(14_)\[)@—1‘7]

+eM[(A =NV + ...+ z? (A — A1V

T (e=2)
-1
_ e)\fﬂ[AV +zAA=A)v+...+ ﬁA(A o )\I)EAV]

= M[(M — A)v + 2(M — A) (A — M)v+
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- ;“"_1)! (AL — A)(A = AV
(A — M)V +...+ ( ff;! (A — A1y
xﬁ—l
= —eM = 1)!(A —A)'v

=0.

Also ist y eine Losung der gDgl.

Da geméB Abschnitt 11.4.10 (S. 89, Teil I) eine Basis des C" exis-
tiert, die aus lauter Hauptvektoren von A besteht, erhalten wir ein
Fundamentalsystem komplerer Loésungen, wenn wir zu jedem dieser
Hauptvektoren und dem entsprechenden Eigenwert obige Konstrukti-
on durchfiihren.

Das charakteristische Polynom det(A — AI') hat lauter reelle Koeffi-
zienten. Damit ist mit A € C\R auch X ein Eigenwert und beide haben
die gleiche algebraische Vielfachheit. Bezeichne mit m die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes A und mit

Yi,--5¥m
und
S’la"wym

die mit obiger Konstruktion gewonnenen Losungen der gDgl zu den
Eigenwerten A und A\ und den zugehorigen Hauptvektoren. Dann kann
man zeigen, dass

RQYI;Ith ce 7Rer71mym

und
ReylaImyb s 7Reym71m$’m

die gleichen Vektorrdume erzeugen. Daher erhalten wir ein Fundamen-
talsystem reeller Losungen, wenn wir bei jedem Paar A, X von komple-
xen Figenwerten die Real- und Imaginérteile der komplexen Losungen
zu A betrachten.

Zusammenfassend erhalten wir folgende Vorschrift:

Bestimmung eines Fundamentalsystems der gDgl
y = Ay
mit einer nicht symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte von A.
(2) Bestimme eine Basis vy, ..., v, des C" aus Haupt-
vektoren von A.
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(3) Fiir jeden Vektor v; und zugehorigen Eigenwert A
setze

y(z) = eM[v; + ...

xﬁ—l

(¢—1)
wobei ¢ die Stufe von v; ist.
(4) Fiir jedes Paar A, A\ komplexer Eigenwerte bestim-
me Rey und Imy fiir alle Losungen y zum FEigen-
wert A aus Teil (3).

+ (A—AD)"vy],

BEISPIEL X.3.3. Wir betrachten die gDgl

0 1 -1
y=|-2 3 —-1]y.
-1 1 1

Das charakteristische Polynom lautet

—A 1 -1
det | -2 3—X -1
—1 1 1—A

=—A=DAN=3)+2]
= (A =1\ =31 +2]
=—(A-DA-1)(A-2)
=—(A=1*\-2).

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist

-2 1 -1
-2 1 —1]u=0
-1 1 -1
2 -1 1
— 0 0 O0Ju=0
1 0 0
0
—_— u = 1
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Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 lau-
tet

-1 1 -1
-2 2 —-1|lv=0
-1 1 0
1 -1 1
0 0 1
1
— v= |1
0

Insbesondere hat der Eigenwert 1 die algebraische Vielfachheit 2 und
die geometrische Vielfachheit 1. Die Bestimmungsgleichung fiir einen
Hauptvektor der Stufe 2 zum Eigenwert 1 lautet

-1 1 -1 -1 1 -1
-2 2 -1 -2 2 —-1|w=0
-1 1 0 -1 1 0
0 00
— -1 1 0]lw=0
-1 10
1
—— W = ].
1
Wegen
1 -1 1
I-—Aw=12 -2 1]|w
1 -1 0
1
=11
0

erhalten wir das Fundamentalsystem

y1(r) = e**u
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y3(x) = e*lw+ z(A — I)w]
=elw—z(l — A)w|

1—=x
=" |1—2x
1

BErispiEL X.3.4. Wir betrachten die gDgl

0 20
y=10 0 2]y.
-1 10
Das charakteristische Polynom lautet
A 2 0
det| O =X 2
-1 1 =X
= -2 —4+42)\

=—(A+2)(\* =21 +2)
= —(A+2)[(A—=1)*+1]
= —(A+2)A=1+1i)(A—1—1).

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert —2
ist

2 20
0 2 2lu=0
-1 1 2
2 20
0 2 2
1
—_— u = —1
1
Fiir den Eigenwert 1 + 7 ergibt sich die Bestimmungsgleichung
—1—1 2 0
0 —1—1 2 v=0
-1 1 —1—1
—1 1 —1—1
== 0 —1-—3 2 v=0
0 1—4 21
4

= v=|2+2
21
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Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

yi(x) = e %" u
1
— 6—2:1: _1 )
1
4
= Re |e®[cosx +isinx] [ 2+ 2¢
21
4coszx
2cosx —2sinzx |,
—2s8inx
— Im [6 1+z)x
4
=Im |e*[cosz +isinz]| | 2+ 2¢
21
4s8inx
=e¥ | 2cosz +2sinz
2coszx

X.3.6. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Wir betrachten gDglen der Form

Y +an 1y + L+ agy = f(2).

Geméfl Abschnitt X.1.2 (S. 128) kénnen wir die gDgl auch als System
1. Ordnung schreiben. Dazu definieren wir

Y
/
a=| '
y(n_]-)
z geniigt dann der gDgl
7z = Az +F
mit
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : ,
0 0 0 1
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0

F=|:

0

Auf diese gDgl kénnen wir die Ergebnisse der vorigen Abschnitte an-
wenden. Das charakteristische Polynom von A lautet

p()\> = det<)\l - A) = )\n + anfl)\nil 4+ ...+ CL1>\ + ag.

Fiir eine k-fache Nullstelle A von p erhalten wir daher fiir die homogene
gDgl n-ter Ordnung die Losungen

yi(r) = e
yo(x) = xe™®
yr(x) = 2k leM,

Diese sind fiir A € R reell.
Falls A komplex ist, ist A auch eine Nullstelle gleicher Vielfachheit, und
die reellen Losungen lauten mit A = o 4 1w

y1(x) = e** cos(wx), y2(x) = e* sin(wx),
y3(x) = xe®* cos(wz), ya(x) = e sin(wz),
Yor—1(z) = 27 1e?® cos(wx), Yor(x) = 2" 1™ sin(wz).

Fiir die Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen gDgl
n-ter Ordnung gehen wir wie in Abschnitt X.3.3 (S. 141) vor. Die Ma-
trix Y hat jetzt die Form

yi(x) Yo () Yn(T)
y1() ya(x) Yn ()
Y)=| 7 E
n—1 n—1 n—1
w' @) @) (@)
wobei 1, ...,y, ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl n-ter
Ordnung ist. Die Koeffizienten ¢y, ..., ¢, in dem Ansatz

Yp(x) = c1(2)y1(z) + ... + cpyn()

sind wegen

gegeben durch
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wobei die Matrix Y; durch Streichen der i-ten Spalte und der n-ten
Zeile der Matrix Y entsteht.

BEISPIEL X.3.5. Betrachte die gDgl
v =y -y +y=uz
Das charakteristische Polynom lautet
Mo A+l=A-1DA\-1)
=(A=1)2?A+1).
Also ist

ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung. Fiir die Matrizen
Y und Y, Y, Y; erhalten wir

—x

e
Y()=[e" (z+1)e* —e*
er (r+2)e" e *

1 T 1
= detY(z) =e®det [1 2+1 -1
1 z+2 1
= 4¢e”
ze”® e *
¥i(z) ((x+ l)e* —e I)
— detYi(z) = =2z — 1
et e"
no = (5 <)
— det Ya(x) = -2
e’ xe®
Ys(z) = (ex (x + 1)6’”)
= det Y3(z) = ™.

Damit ergibt sich die partikulére Losung der inhomogenen gDgl

1
yp(z) =€° / Ze’”‘“(—Qa: — Dadx

2
—xez/—ze_rxdx

1 2
—T - —X X d
+e /46 e“‘xdx
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2 1

= _Z(_m2 —2r—2)— Z(—x - 1)
+§x(—x— 1)
+i(x— 1)

=x+1.

Die allgemeine Losung der inhomogenen gDgl lautet dementsprechend
y(x) =2+ 1+ ae® + bre® +ce”™®
mit a, b, c € R.

X.4. Stabilitat

X.4.1. Motivation. Wir betrachten das AWP
y' = Ay

y(0) =yo

mit einer symmetrischen n x n Matrix A.

GeméaB Abschnitt X.1.4 (S. 130) besitzt dieses AWP zu jedem An-
fangswert yq eine eindeutige Losung, die stetig von dem Anfangswert
abhéngt. Um die Abhéngigkeit von dem Anfangswert zu betonen, be-
zeichnen wir diese Losung mit y(¢;yo).

Geméf Abschnitt X.1.4 folgt fiir alle ¢ > 0 und zwei beliebige An-
fangswerte ug, v
(X.4.2) Iy (t;w0) =y (t; vo)ll < e[lug — Vo

mit

(X.4.1)

L = max{|\| : X ist EW von A}.
Diese Abschitzung besagt, dass die Losung des AWP (X.4.1) zwar ste-
tig von den Anfangswerten abhéngt, dass aber Losungen zu verschie-
denen Anfangswerten exponentiell schnell auseinander laufen koénnen.
Die folgenden Beispiele zeigen, dass diese Abschéatzung den allgemei-
nen Fall zwar korrekt widerspiegelt, dass sie aber in Spezialfillen viel
zu pessimistisch ist.

BEISPIEL X.4.1. Wir betrachten das AWP (X.4.1) mit

01
=),
Fiir den Anfangswert y, = 0 erhalten wir natiirlich die Losung

y(t;yo) =0 fiir alle £ > 0.

Die Eigenwerte von A sind offensichtlich +1. Damit ergibt sich in
Abschétzung (X.4.2) L = 1, und wir erhalten fiir einen beliebigen An-
fangswert uy # 0 die Abschitzung

(X.4.3) [y (t;wo)l < €'[|uo-
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Wir wahlen nun den Anfangswert
1
Vo = e

AVO = Vp
ist, lautet die Losung des AWP (X.4.1)
y(t;vo) = e'vo fiir alle ¢t > 0.

Da

Fiir diesen Anfangswert ist also die Abschétzung (X.4.3) scharf.
Wir betrachten nun den Anfangswert

we (1)

AWO = —Wy
ist, lautet die Losung des AWP (X.4.1)

y(t;wo) = e 'wo fiir alle ¢ > 0.

Da

Insbesondere ist
lim y(t; wo) = 0.
t—o0

Die Abschétzung (X.4.3) ist also in diesem Fall viel zu pessimistisch.

BEIsPIEL X.4.2. Wir betrachten jetzt das AWP (X.4.1) mit

-3 1
A= < ; _3) .
Fiir yo = 0 ist wieder y(t;yo) = 0 fur alle £ > 0.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass

(}) ein Eigenvektor zum Eigenwert — 2 und

(_11> ein Eigenvektor zum Eigenwert — 4 ist.

Daher ergibt die Abschitzung (X.4.2) fiir einen beliebigen Anfangswert
Uy 7£ 0

(X.4.4) Iy (t; wo) || < e [uoll.

Andererseits folgt aus Abschnitt X.3.5 (S. 145)

y(t;up) = ae™ <1> + Be~ (_11> ,

wobei die Zahlen «, ( eindeutig bestimmt sind durch die Bedingung

() o)
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Daher gilt fiir alle Anfangswerte ug
tlim y(t;up) = 0.
Die Abschiitzung (X.4.4) ist also in jedem Fall viel zu pessimistisch.

Ziel der folgenden Abschnitte ist es, die in den Beispielen X.4.1 und
X.4.2 beobachteten Phénomene genauer zu beschreiben.

X.4.2. Stabilitdtsbegriffe. Sei U C R"”, eine offene, nicht leere
Menge und f : R x U — R"™ auf R x U Lipschitz-stetig bzgl. U. Fiir
beliebiges ty € R und yo € U betrachten wir das AWP

y' =1(t,y(t))
y(to) = Yo

GeméB dem Satz von Picard-Lindelof aus Abschnitt X.1.4 (S. 130)
besitzt das AWP (X.4.5) eine eindeutige Losung. Wir bezeichnen diese
mit y(t; o, yo) und setzen voraus, dass sie fiir alle Zeiten ¢ > t, existiert.
Ist speziell ty = 0, so lassen wir im folgenden das Argument t, weg.

(X.4.5)

DEFINITION X.4.3. (1) Die Losung y(t;to,yo) von (X.4.5) heifit
LJAPUNOV-STABIL oder kurz STABIL, wenn es ein R > 0 und C' > 0
gibt, so dass fiir alle y; mit ||y; — yo|| < R und alle t > ¢, gilt

ly (t; to, yo) — ¥ (t; to, y1)|l < Cllyo — y1ll-

Andernfalls heifit die Losung y(¢; to, yo) INSTABIL.
(2) Die Losung y(t;to,yo) heiit ASYMPTOTISCH STABIL, wenn es ein
R > 0 und eine stetige, nicht negative Funktion 7 : [tg,00) — R mit

tlim v(t) =0
gibt, so dass fiir alle y; mit ||y; — yo|| < R und alle t > ¢, gilt

ly (£ to, yo) — ¥ (& to, y1)l| < v()]lyo — y1ll-

BEMERKUNG X.4.4. Ljapunov-Stabilitit der Losung y(t; ¢, yo) be-
deutet, dass fiir alle Anfangswerte y; nahe bei y, die Losungen
y(t;to,yo) und y(t; to,y1) fiir ¢t — oo nicht auseinander laufen. Asym-
ptotische Stabilitédt bedeutet, dass diese Losungen fiir ¢ — oo sogar
ineinander laufen (vgl. Abb. X.4.1).

BEISPIEL X.4.5. Die Nulllésung y(¢;0) aus Beispiel X.4.1 ist nicht
stabil. Die Nulllosung aus Beispiel X.4.2 ist asymptotisch stabil.

X.4.3. Stabilitatskriterien. Wir betrachten zunéchst lineare
AWP mit konstanten Koeffizienten. Aus den Abschnitten X.3.4 (S. 143)
und X.3.5 (S. 145) folgt:
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/\/
%

¢

ABBILDUNG X.4.1. Stabile (links) und asymptotisch
stabile (rechts) Losungen einer Differentialgleichung

STABILITATSKRITERIUM FUR LINEARE AWP MIT KON-
STANTEN KOEFFIZIENTEN: Sei A eine reelle, nicht notwen-

dig symmetrische n x n Matrix. Fiir yo € R" bezeichne
y(t;yo) die Losung des AWP

y' = Ay
y(0) = yo.
(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht posi-
tiv. Zusétzlich sei fiir alle Eigenwerte mit verschwindendem
Realteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfach-
heit. Dann ist jede Losung von (X.4.6) Ljapunov-stabil.
(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann
ist jede Losung von (X.4.6) asymptotisch stabil.

(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann
ist jede Losung von (X.4.6) instabil.

(X.4.6)

BEISPIEL X.4.6. Die Matrix aus Beispiel X.4.1 hat die Eigenwerte
+1. Daher ist fiir jeden Anfangswert y, die Losung y(¢;yo) des AWP
nicht stabil. Die Matrix aus Beispiel X.4.2 dagegen hat lauter negative
Eigenwerte. Daher ist fiir jeden Anfangswert y, die Losung y(¢;yo) des
AWP asymptotisch stabil.

Die folgenden beiden Ergebnisse sagen etwas aus iiber das Stabi-
litdtsverhalten der Losungen von (X.4.5), wenn (X.4.5) eine ,kleine
Storung” einer linearen gDgl mit konstanten Koeffizienten ist. Diese
Ergebnisse werden typischerweise genutzt, um das Stabilitéitsverhalten
einer Linearisierung einer allgemeinen gDgl um eine Lésung zu unter-
suchen.

STABILITAT BELIEBIGER LOSUNGEN FUR STORUNGEN LI-
NEARER AWP MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN: Seien
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A eine reelle n x n Matrix, g : R x R — R” eine stetige
Funktion und £, € R. Es gelte:

e Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
e Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k& :
R — R mit

lim k(t) =0

t—oo

und

Ig(t,u) — g(t, v)[| < k(t)[[u—v]
fiir alle t > tg, u, v € R™.
Dann ist jede Losung des AWP (X.4.5) mit
f(t,x) = Ax + g(t,x)
asymptotisch stabil.

STABILITAT DER NULLLOSUNG FUR STORUNGEN LINEA-
RER AWP MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN: Seien A
eine reelle n x n Matrix, g : R x R® — R" eine stetige
Funktion und ¢y € R. Es gelte:

e Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
e Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k :
R — R mit £(0) = 0 und

gt w)|| < E(|lul))][ull
fiir alle t > ¢y, u € R™.
Dann ist die Losung des AWP (X.4.5) mit

f(t,x) = Ax + g(t,x)
und y, = 0 asymptotisch stabil.

X.4.4. Autonome Systeme. Die Stabilitdtskriterien des vorigen
Abschnittes lassen sich besonders leicht auf autonome AWP anwenden.
Wir betrachten daher in diesem Abschnitt speziell AWP der Form

y' =F(y)
y(0) =yo

mit stetig differenzierbarer Funktion F : R” — R™.
Ist yo eine Nullstelle von F, d.h.

F(YO) = OJ
so folgt sofort, dass die Losung von (X.4.7) konstant ist:

(X.4.7)

y(t;y0) =yo fiir alle t € R.
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Ist umgekehrt y(¢;yo) eine stationdre Losung von (X.4.7), d.h., gibt es
ein t; € R mit
y'(ti;y0) = 0,
so gilt
F(y(ti:y0)) = 0,
und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt

y(t;yo) = y(ti;y0) fiir allet € R.

Stationdre Losungen von (X.4.7) sind also genau diejenigen Losungen,
die zu einem Anfangswert yo mit F(yo) = 0 gehoren. Daher heiflen die
Nullstellen von F auch RUHEPUNKTE des AWP (X.4.7). Der folgende
Satz charakterisiert die Stabilitdt solcher Ruhepunkte. Er folgt aus der
Stabilitédt der Nulllosung von Storungen linearer AWP mit konstanten
Koeffizienten.

STABILITAT VON RUHEPUNKTEN AUTONOMER AWP: Sei
yo ein Ruhepunkt von (X.4.7).

(1) Die Jacobi Matrix DF(y,) habe lauter Eigenwerte mit
negativem Realteil. Dann ist die stationdre Losung y(t;yo)
= yo von (X.4.7) asymptotisch stabil.

(2) Die Jacobi Matrix DF(yg) habe einen Eigenwert mit po-
sitivem Realteil. Dann ist die stationdre Losung y(¢;yo) =
yo von (X.4.7) instabil.

BEISPIEL X.4.7. Betrachte das geddmpfte mathematische Pendel
T+ 20z + Asinz =0
mit a > 0, A > 0. Die zugehorige gDgl 1. Ordnung ist
T =0
U = —2av — Asinz.

Diese ist von der Form (X.4.7) mit

F(z,v) = (—)\ sinZ — QaU) '
Die Nullstellen sind genau die Punkte
(xg,vr) = (km,0), keN.
Die Jacobi Matrix ist
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und hat die Eigenwerte —a 4 1/a? — A\(—1)*. Fiir gerades k sind beide
Eigenwerte negativ; fiir ungerades k ist ein Eigenwert positiv und einer
negativ. Mithin sind die Ruhepunkte zu geradem k asymptotisch stabil
und die zu ungeradem k instabil.

BEISPIEL X.4.8. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und

F(z,y) = (:f g;%) :

Aus
F(z,y) =
folgt
r =1
und
0=—y'—y

= —y(y’ +1).
Also sind die Nullstellen
(0,0) und (1,-1).
Fiir die Jacobi Matrix ergibt sich

e = (3 )

und somit

DF(0,0) = (_01 _01)

— EBigenwerte + 1,

-2 -1
o1 - (2 )
—> Eigenwerte — 3, —1.
Also ist (0,0) instabil und (1, —1) asymptotisch stabil.

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Fall von rein imaginéren FKi-
genwerten keine Aussage iiber die Stabilitdt von Ruhepunkten moglich
ist.

BEISPIEL X.4.9. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und
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Der einzige Ruhepunkt ist yo = (0,0), und

or = (] )
hat die Eigenwerte +i. Sei u(t) eine Losung von (X.4.7) zu einem An-
fangswert uy # (0,0). Fir
r(t)* = [u@)l* = w1 (t)* +ua(t)”
folgt dann
TT = Uil + UgUs
= uy (—ug + u}) + ug(uy + ud)
= uj + uy
> 0.

Also ist 7#(t) > 0 und die Losung lduft von yo = (0,0) weg, d.h., yq ist
instabil.
Betrachte nun (X.4.7) mit n = 2 und

F(z,y) = (;y__;gg) :

Wieder ist yg = (0,0) der einzige Ruhepunkt, und

DF(y,) = (? _01)

hat wieder die Eigenwerte +i. Fiir u(¢) und r(¢) wie oben folgt jetzt
TT = Uity + Usllo
= uy(—ug — u}) + ug(uy — ud)
i -
< 0.

Also ist 7(t) < 0 und die Losung lauft in yo hinein, d.h., yq ist stabil.
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VII Potenzreihen

1. Reihen
Definition; Partialsummen; Konvergenz; geometrische Reihe; har-
monische Reihe; alternierende harmonische Reihe; absolute und be-
dingte Konvergenz; alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent; absolut konvergent = konvergent; konvergent = Rei-
henglieder bilden Nullfolge; Leibnizkriterium; Majorantenkriterium;
Quotientenkriterium; Summen und Vielfache konvergenter Reihen;
Cauchy-Produkt

2. Potenzreihen
Definition; Konvergenzradius; Bestimmung des Konvergenzradius:
mittels Quotienten, mittels Wurzeln; Verhalten am Rand des Kon-
vergenzbereiches; Potenzreihen stellen Funktionen dar; gliedweise
Differentiation von Potenzreihen; gliedweise Integration von Potenz-
reihen; Potenzreihen der Exponential-, Logarithmus-, trigonometri-
schen und inversen trigonometrischen Funktionen; Binomialoreihe;
Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt; Koeffizientenver-
gleich

3. Taylorreihen
Taylorpolynom; Taylorformel; Restglied; Extremwerttest; Taylorrei-
he; Darstellung von Funktionen durch Taylorreihen; Taylorreihen
der hyperbolischen und der inversen trigonometrischen Funktionen

4. Anwendungen
Grenzwertbestimmung, Nidherungsformeln und Integration mittels
Taylorreihen; Taylorreihenansatz zur Losung gDglen

VIII Differentiation von Funktionen in mehreren Variablen

1. Kurven im R”
Parameterdarstellung einer Kurve; Tangentialvektor; Anfangs- und
Endpunkt einer Kurve; reguldre Kurven; Bogenlinge; Léange; be-
gleitendes Dreibein; Hauptnormalen- und Binormalenvektor; Kriim-
mung; Torsion; Kriimmung und Torsion einer Schraubenfeder

2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller Verdnderlicher
Betrag eines Vektors; offener Ball mit Mittelpunkt a und Radius
r; innere Punkte; Randpunkte; abgeschlossene Mengen; beschriank-
te Mengen; kompakte Mengen; Beispiele; Niveaumengen; Graphen;
Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veréinderli-
cher; stetige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Mi-
nimum und Maximum an; partielle Ableitungen; Gradient; stetige
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partielle Differenzierbarkeit; Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen; totale Ableitung und lineare Approximation; totale Diffe-
renzierbarkeit; stetig total differenzierbar <= stetig partiell dif-
ferenzierbar; Ndherungsberechnung; Richtungsableitungen; Ketten-
regel; Transformation auf ebene und rdumliche Polarkoordinaten;
Laplace-Operator und seine Darstellung in kartesischen Koordina-
ten und Polarkoordinaten

3. Anwendungen der Differentiation
Gradient gibt Richtung des stiarksten Anstiegs; Gradientenverfah-
ren zur Bestimmung von Maxima und Minima; Tangenten; Tan-
gentialebene; Normalendarstellung der Tangentialebene; Taylorfor-
mel fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher; Taylorpolynom; Hesse-
Matrix; Schmiegequadriken; Satz tiber implizite Funktionen; Be-
stimmung der Ableitung impliziter Funktionen; Losung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme; lokale Extrema; stationédre Punkte; loka-
les Extremum = stationérer Punkt; Extremwerttest mittels der
Hesse-Matrix; Extrema unter Nebenbedingungen; Lagrange-Multi-
plikatoren; Bestimmen der Extrema auf kompakten Mengen

4. Vektorwertige Funktionen
Differentiation; Jacobi-Matrix; Newtonverfahren zur Losung nicht
linearer Gleichungssysteme; Kettenregel; Basiswechsel; raumliche
Skalaren- und Vektorfelder; starre Drehungen; Zentralfelder; lami-
nare Rohrstromung; Gradient; Divergenz; Rotation; Laplace-
Operator; Nabla-Operator; Koordinateninvarianz von Divergenz,
Gradient und Rotation; wirbel- und quellfreie Felder

IX Integration von Funktionen in mehreren Variablen

1. Parameterintegrale
eigentliche und uneigentliche Parameterintegrale; Gammafunktion;
Besselfunktionen; Fourier-Transformation; Differentiation von ei-
gentlichen Parameterintegralen; Besselsche Differentialgleichung;
Differentiation bei variablen Integrationsgrenzen; Differentiation
von uneigentlichen Parameterintegralen; Ableitungen der Gamma-
funktion

2. Kurvenintegrale
Kurvenintegral einer skalaren Funktion; Rechenregeln; Trigheits-
momente; Schwerpunkt; Kurvenintegral eines Vektorfeldes; ge-
schlossene Kurven; Gradientenfeld; Potential; Stammfunktion; Satz
von Poincaré; Methoden zur Bestimmung einer Stammfunktion

3. Integration iiber ebene Bereiche
Fldcheninhalt; messbare Mengen; Nullmengen; Doppel- oder Ge-
bietsintegral; geometrische Deutung; Rechenregeln; Mittelwertsatz;
praktische Berechnung von Doppelintegralen; Satz von Green; An-
wendungen; Satz von Gaufl in der Ebene

4. Integration iiber Fldachen im Raum
Parameterdarstellung einer Fliache; Tangentialebene; Normalenvek-
tor; metrische Fundamentalgréfien; Rand einer Fliche; Drehflichen;
Sphére; Torus; Wendelfldche; Flicheninhalt; Oberflachenintegral ei-
ner skalaren Funktion; Transformationsformel fiir Gebietsintegra-
le; affine Koordinaten; Polarkoordinaten; elliptische Koordinaten;
Fluss eines Vektorfeldes; orientierbare Fliachen; Beispiele; Mobius-
band ist nicht orientierbar; Satz von Stokes; Anwendungen
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5. Integration iiber dreidimensionale Bereiche
Volumen; Nullmengen; regulére Mengen; Dreifach- oder Volumenin-
tegral; praktische Berechnung von Dreifachintegralen; Jacobi- oder
Funktionaldeterminante; Transformationsformel fiir Volumeninte-
grale; affine Koordinaten; Zylinderkoordinaten; Kugelkoordinaten;
Satz von Gaufl; Anwendungen; Kontinuitétsgleichungen der Stro-
mungsmechanik

X Gewohnliche Differentialgleichungen II: Systeme

1. Existenz- und Eindeutigkeitssétze
Gewdohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung; Anfangswertpro-
blem; Losung; Reduktion der Ordnung; Schwingungsgleichung; Lip-
schitz-stetige Funktionen; Zusammenhang mit Differenzierbarkeit;
Satz von Picard-Lindlof; stetige Abhéngigkeit der Losung eines An-
fangswertproblems von den Anfangsbedingungen

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Exakte Differentialgleichungen; Losung exakter Differentialgleichun-
gen; integrierende Faktoren; Methoden zur Bestimmung integrieren-
der Faktoren; Riauber-Beute-Modelle

3. Systeme linearer Differentialgleichungen
Homogene und inhomogene Gleichungen; partikuldre Losung; allge-
meine Losungen; Fundamentalsysteme und ihre Bestimmung;
Wronski-Determinante; Methode der Variation der Konstanten; ho-
mogene Systeme mit konstanter, symmetrischer Matrix; homogene
Systeme mit konstanter, allgemeiner Matrix; lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

4. Stabilitat
Motivation der Problemstellung; Ljapunov-Stabilitéit; asymptoti-
sche Stabilitdt; Instabilitédt; Stabilitdt von linearen Systemen mit
konstanter Matrix; Stabilitdt von gestorten linearen Systemen; au-
tonome Systeme und ihre Stabilitéit
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Volumenintegrale, 121
Satz {iber implizite Funktionen, 54
Satz von Gauf, 102 uneigentliches Parameterintegral, 77
Satz von Green, 101 Urbildraum, 29

Satz von Picard-Lindelsf, 130 Vektorfeld, 71

gzz XEE gﬁ;ﬁgsri’lzg vektorielles Bogenelement, 31
Schmiegeebene ’32 Vertauschbarkeitsl.{riterium fiir
Schmiegequa dr’ik 59 partielle Ableitungen, 40

’ Volumen, 118

Schwerpunkt, 84, 99 ;
Skalarenfeld, 71 Volumenintegral, 119

skalares Bogenelement, 31 wegunabhiingig, 87

Sphére, 106 Wendelfliche, 107

Spur, 30 Wirbeldichte, 73

stabil, 155 Wronski-Determinante, 140

Stabilitéit beliebiger Losungen fiir
Storungen linearer AWP mit zentrales Kraftfeld, 72
konstanten Koeflizienten, 156 Zentralfeld, 92

Stabilitét der Nulllssung fiir Zentralkraft, 88
Stérungen linearer AWP mit zweiseitig, 116
konstanten Koeffizienten, 157 zweiseitige Flache, 115

Stabilitdt von Ruhepunkten Zylinderkoordinaten, 122

autonomer AWP, 158

Stabilitédtskriterium fiir lineare AWP
mit konstanten Koeffizienten,
156

Stammfunktion, 87

starre Drehung, 71

stationérer Punkt, 57

statische Momente, 84

sternférmig, 89

stetig, 37

stetig partiell differenzierbar, 39

stiickweise regulédre Fléiche, 105

System gewohnlicher
Differentialgleichungen n-ter
Ordnung, 127

Tangentenvektor, 31
Tangentialebene, 48, 104
Tangentialvektor, 30
Taylor-Formel, 20, 50
Taylor-Polynom, 20, 50
Taylor-Reihe, 21
Test fiir die totale
Differenzierbarkeit, 42
Torsion, 33



