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Vorbemerkung

In einigen Abschnitten dieses Skriptums stellen wir numerische Ver-
fahren vor, unter anderem zur Losung linearer und nicht linearer Glei-
chungssysteme, zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren,
zur numerischen Integration und zur numerischen Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen.

Diese Abschnitte werden in der Vorlesung nicht behandelt und sind
durch * gekennzeichnet. Sie sollen lediglich einen ersten Uberblick iiber
fiir Ingenieure wichtige numerische Methoden geben und richten sich
besonders an solche Studierende, die die Vorlesung ,, Numerische Ma-
thematik fiir Maschinenbauer und Umwelttechniker” nicht horen.

In jener Vorlesung werden die hier vorgestellten numerischen Me-
thoden und weitere ausfiihrlicher behandelt. Ein Skriptum der Vorle-
sung steht unter der Adresse

www.ruhr-uni-bochum.de/numl/skripte/index.html

zur Verfiigung.
Zu den meisten hier vorgestelltenAlgorithmen geben wir entspre-
chende Java-Programme an. Unter der Adresse

www.ruhr-uni-bochum.de/numl/demo/index.html

findet man das Java-Applet Numerics mitsamt Benutzeranleitung, das
diese und einige weitere Algorithmen demonstriert.






KAPITEL 1

Zahlen und Vektoren

I.1. Mengen und Abbildungen

I1.1.1. Mengen. Eine grundlegende Fahigkeit des menschlichen
Geistes ist es, Objekte zu einem Ganzen zusammenfassen zu kénnen.
So fassen wir die Einwohner Bochums zu einem Ganzen zusammen,
das wir die Bevolkerung Bochums nennen; die unter deutscher Flagge
fahrenden Handelsschiffe fassen wir zur deutschen Handelsflotte zusam-
men; die Apfel in einem Korb zu einem , Korb Apfel“ usw. Ein solches
Ganzes nennen wir eine MENGE; die zu einer Menge zusammengefass-
ten Objekte bilden die ELEMENTE dieser Menge.

Mengen werden mit Grofbuchstaben bezeichnet. Man schreibt a €
A bzw. a ¢ A, wenn das Objekt a ein bzw. kein Element der Menge A
ist.

A = {aj,aq,...,a,} kennzeichnet eine Menge mit endlich vielen
Elementen. Hierbei kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
an.

Héufig beschreibt man eine Menge A durch die Angabe einer Ei-
genschaft F, die genau allen Elementen von A zukommt:

A = {a: a hat die Eigenschaft E'}

bzw.
A ={a € X : a hat die Eigenschaft E},

wenn besonders hervorgehoben werden soll, dass die Elemente von A
in der Grundmenge X enthalten sind.

() bezeichnet die LEERE MENGE, die keine Elemente enthéilt.

B heifit TEILMENGE von A, kurz B C A, wenn jedes Element von
B auch in der Menge A enthalten ist. Die Bezichung B C A heifit
INKLUSION.

Zwei Mengen A und B sind GLEICH, kurz A = B, wenn beide
Inklusionen A C B und B C A gelten.

I1.1.2. Mengenoperationen. Es gibt folgende Mengenoperatio-
nen:

ANB={z:x€ Aund z € B} DURCHSCHNITT
AUB={z:x € Aoder x € B} = VEREINIGUNG

11



12 I. ZAHLEN UND VEKTOREN

AB={r:z€ Aund z ¢ B} KOMPLEMENT
Ax B={(a,b):a€ A be B} PRODUKT

BrispieL 1.1.1. Fir

A={1,23},
B ={3,4}
erhalten wir
AN B ={3},
AUB=1{1,2,3,4},
A\B = {1,2},

Ax B=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4)}.

Zwei Mengen A und B heifilen DISJUNKT, wenn AN B = () ist.

I.1.3. Abbildungen. Eine ABBILDUNG oder FUNKTION von ei-
ner Menge A nach einer Menge B, kurz

f:A— B,

ist eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element f(a) €
B zuordnet. Man nennt A den DEFINITIONSBEREICH und die Elemente
von A die ARGUMENTE der Abbildung f; f(a) heifit das BiLD von a
unter f. Fiir eine Teilmenge C' von A heifit die Menge

F(C)={f(c):ceC}

das BILD von C unter f; f(A) heifit der WERTEBEREICH der Abbil-
dung.

Ist f(A) = B, heifit die Abbildung SURJEKTIV.

Haben verschiedene Argumente stets verschiedene Bilder, d.h. f(a)
# f(a) fiir alle a # d/, so heifit die Abbildung INJEKTIV.

Ist eine Abbildung injektiv und surjektiv, heifit sie BWEKTIV.

Zu einer bijektiven Abbildung f : A — B gibt es eine eindeutig
bestimmte UMKEHRABBILDUNG f~!: B — A mit der Eigenschaft

f'(b)=a < f(a)=>bfiiralleac A bc B.

Sind f: A— Bund g : C — D zwei Abbildungen mit f(A) C C,
so bezeichnet go f : A — D die Abbildung, die jedem a € A das Bild
g(f(a)) zuordnet; sie heifit KOMPOSITION von f und g.

Zwei Abbildungen f : A — B und g : C' — D sind genau dann
GLEICH, kurz f = g, wenn gilt A = C, B = D und f(a) = g(a) fiir
jedes a € A.
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I1.2. Die reellen Zahlen

I.2.1. Bezeichnungen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnun-
gen fiir Zahlenmengen:

N={0,1,2,...} NATURLICHE ZAHLEN
N*={1,2,...} = N\{0}

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} GANZE ZAHLEN
Q= {% iz €Z,neN} RATIONALE ZAHLEN
R REELLE ZAHLEN

Jede reelle Zahl kann als unendlicher Dezimalbruch dargestellt wer-
den. Die rationalen Zahlen sind genau die reellen Zahlen, die eine ab-
brechende oder periodische Dezimalbruchdarstellung haben, z.B.

1414

1000

707

500’

-~ 314

999’

- 17 314

A73Td = Ly o
017314 = 706 * 100 999

17297

99900
Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen IRRATIONAL. Beispiele
fiir irrationale Zahlen sind v/2 = 1.4142... und © = 3.14159. .. das
Verhiltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser.
Zur Veranschaulichung von R benutzt man auch die von — nach +
orientierte ZAHLENGRADE, auf der jeder Punkt einer Zahl entspricht.

1.414 =

1.2.2. Ungleichungen. Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt stets ge-
nau eine der folgenden Beziehungen:

a < b a ist kleiner als b
a=> a ist gleich b
a>0b aist grofer als b

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

a<bundb<cec =—a<c
a<bundceR = a+c<b+c
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a<bund ¢c>0 = ac<bc
a<bunde<d = a+c<b+d
a<bundc< 0 = bc<ac
a#0 —a’*>0
1
a>0 == - >0
a
1 1
b>a>0 —0<-< -
b a
O0<a<b = 0 < a” < b" fiir alle n € N*
0<a<b — 0 < a'/™ < b'/" fiir alle n € N*
1<a — 0 < a™ < a"” fur alle m,n € Z mit m < n.

Neben den Ungleichungszeichen < und > benutzt man noch die
Zeichen < und >:

a<b << a<bodera=5b
a>b <= a>bodera=5>

Es gelten folgende Rechenregeln

a<bundb<c =—a<c
a<bundceR =a+c<b+c
a<bund c>0 = ac<bc
a<bund c<0 = bc<ac
a<bund b<a =—a=05b

BEIspIEL 1.2.1. Fiir alle reellen Zahlen a > 0, b > 0 gilt
1
Vab < S(a+0).

DENN: Es ist (a — b)? > 0. Hieraus folgt
0 < (a—b)?
=a*—2ab+ b | +4ab
— 4dab < a* 4 2ab + b*
= (a+b)?
= 2Vab<a+b
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1
———>\/£§§(a+b).

1.2.3. Intervalle. Mit Hilfe der Ungleichungen konnen wir Inter-
valle definieren:

b ={x € R :a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={x € R :a <z < b} offenes Intervall

b) ={z € R :a <z < b} halboffenes Inervall
(a,b) = {x € R :a <z < b} halboffenes Intervall

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen ist es giinstig, die Sym-
bole —oo (MINUS UNENDLICH) und oo (PLUS UNENDLICH) einzufiihren
und —oo < x < oo fiir alle x € R festzulegen. Dann ist

(—o0,a) ={reR:z <a}
(—o0,a]={reR:2<a}
J={rxeR:z>a}
)={reR:z>a}.

1.2.4. Schranken. Eine Menge S reeller Zahlen heifit NACH OBEN
BESCHRANKT, wenn es eine reelle Zahl b gibt mit S C (—o0,b]. In
diesem Fall heifit b eine OBERE SCHRANKE von S. Analog heifit S nach
UNTEN BESCHRANKT, wenn es eine reelle Zahl a gibt mit S C [a, 00). a
heifit dann eine UNTERE SCHRANKE von S. Eine nach unten und nach
oben beschriankte Menge heifit BESCHRANKT.

Eine wesentliche Grundannahme iiber die reellen Zahlen ist das

VOLLSTANDIGKEITSAXIOM: Jede nach oben beschrénkte
Menge S reeller Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke
s.

Diese kleinste obere Schranke s heifit das SUPREMUM von S, kurz s =
sup S. sup S muss nicht zu der Menge S gehoren. Zu jeder noch so
kleinen Zahl ¢ > 0 gibt es aber stets ein x € S mit supS —e < z <
sup S.

Aus dem Vollstdndigkeitsaxiom folgt, dass jede nach unten be-
schrankte Menge S reeller Zahlen eine grofite untere Schranke r besitzt.
Diese heifit INFIMUM von S, kurz r = inf S.

Es gilt die Beziehung

inf S = —sup{—s:se€ S}
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BEISPIEL 1.2.2. sup{z € R: 2% <2} = /2, inf{z ¢ R:2? > 2} =
V2, inf{t:n e N} =0.

I.2.5. Der Betrag. Der BETRAG |a] einer reellen Zahl a ist de-
finiert durch

g = a falls a > 0,
| —a fallsa<0.

Es gelten folgende Rechenregeln:

—la] < a < a
| —al =la
la| =0
la] =0 <= a=0
la+b] < la| +|b| DREIECKSUNGLEICHUNG
la— 0] > [|a| — [0]]

|ab] = |al[b]
a| _ la|
—| =— falls b #0.
; D alls b # 0

la — b| ist der Abstand der zu a und b gehorenden Punkte auf der
Zahlengeraden. Also gilt fiir alle a,x € R und € > 0

la—z|<e <<= a—e<z<a+e.

Wird fiir eine Zahl a eine Ndherung @ angegeben, so bedeutet die
Schreibweise a = @ £ ¢ dasselbe wie |a —a| < e.

BEISPIEL 1.2.3. @ = 1.414215 ist ein Naherungswert fiir a = /2.
Es ist a? > 2, folglich % < V2 < @ und damit |a — 2| < |a — 2| <
0.0000003 oder v/2 = 1.414215 + 3 - 107S.

S

1.2.6. Vollstindige Induktion. Das INDUKTIONSPRINZIP ist ei-
nes der wichtigsten Hilfsmittel der Mathematik. Es lautet:

Sei A(n) eine Aussage iiber die ganze Zahl n. Gelingt es zu
zeigen:
e INDUKTIONSANFANG: Die Aussage A(ng) ist rich-
tig fiir eine ganze Zahl ng; und
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e INDUKTIONSSCHRITT: Aus der Annahme, dass die
Aussage A(n) richtig ist fiir ein beliebiges n > no,
folgt die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1).
Dann ist die Aussage A(n) fiir jede ganze Zahl n > ng
richtig.

BEISPIEL 1.2.4. Fiir alle n € N* gilt

& 1
k:1+2+...+n=@.
k=1
. 1-(1+1)
INDUKTIONSANFANG: k=1= ——.
2 >
k=1
- 1
INDUKTIONSSCHRITT: Annahme: Z k= @ Dann folgt
k=1
n+1
dk=1+42+...+n+(n+1)
k=1
n
=> k+(n+1)
k=1
1

= @ +n+1 (wegen Induktionsannahme)

n(n+1)+2(n+1)

B 2

(n+1)(n+2)
= > ,

BEIspIEL 1.2.5. Fiir alle n € N* gilt

—~ , nn+1)2n+1)
L

1
INDUKTIONSANFANG: Z E=1=

k=1
INDUKTIONSSCHRITT:
n+1

Zk2—ik2+(n+1)2
k=1 k=1

1)(2 1
_ n(n + )6( n+1) + (n + 1)? (Induktionsannahme)

1-2-3
5

17



18 I. ZAHLEN UND VEKTOREN

:”‘gl[n(zn+1)+6(n+1)]

1
_ng— [2n* + Tn + 6]

- ”‘gl(n+2)(2n+3).

BEISPIEL 1.2.6 (GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL). Fiir jede re-
elle Zahl ¢ # 1 und jedes n € N gilt

n k_]__qn—i-l
2 =
k=0

0

]_ _
INDUKTIONSANFANG: » ¢* =¢"=1= ITZ.
k=0
INDUKTIONSSCHRITT:
n+1 n
qu:qu+qn+1
k=0 k=0
1— qn+1
= + ¢ (wegen Induktionsannahme)
—q
B 1— qn—H + qn+1(1 _ q)
= g
1— qn+2
= 1—_(]

BEISPIEL [.2.7 (BERNOULLI-UNGLEICHUNG). Fiir alle reellen Zah-
len x > —1 und alle n € N* gilt

(14+2)" > 1+ nx.

INDUKTIONSANFANG: (14+z)'=142z>1+1-z.
INDUKTIONSSCHRITT:

(14+2)"" =1 +2)"(1+z)
e N —
>1+nz >0
> (1+nz)(1+z) (wegen Induktionsannahme)

=1+ (n+ 1)z + na’
>0

> 1+ (n+1)z.

1.2.7. Rekursive Definition. Diese Methode beruht auf dem In-
duktionsprinzip:
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Eine Grofie A,, wird fiir n € N dadurch definiert, dass man

o Ay festlegt und
o Ay fiir K < n als bekannt ansieht und A,,;; durch
diese ausdriickt.

BEISPIEL 1.2.8. Die POTENZEN a” werden fiir beliebiges a € R und
n € N rekursiv definiert durch ¢® = 1 und a"*!' = a - a”.

BEISPIEL 1.2.9 (FAKULTATEN). n! (sprich n Fakultét) wird fiir n €
N rekursiv definiert durch 0! =1 und (n +1)! = (n + 1) - nl. Es ist

ol 1-2-...-n firn>1,
o fiir n = 0.

1.2.8. Binomialkoeffizienten und Binomische Formel. Fiir
zwei natiirliche Zahlen n, £ mit k < n bezeichnet man die Zahl

()= mmm ="

L _

als BINOMIALKOEFFIZIENT.
Es gilt:

Eine n elementige Menge besitzt genau (Z) k elementige
Teilmengen. Mit anderen Worten: Es gibt genau (Z) Mog-
lichkeiten aus n Elementen k verschiedene Elemente aus-
zuwahlen.

BE1spIEL 1.2.10. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 gibt es
49 49 -48 - 47 - 46 - 45 - 44
<6) T 123456
Moglichkeiten 6 ,,Richtige“ zu ziehen.

= 13983816

Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Rechenregeln:

(5)=() =
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Weiter gilt:

BiNnoMiSCHE FORMEL: Fiir alle reellen Zahlen z, y und alle
natiirlichen Zahlen n ist

(z+y)" = Zn: (Z) " Ryk

k=0

BEISPIEL 1.2.11. Aus der Binomischen Formel folgt

2”:(1+1)”:i(z>.

k=0

1.3. Die Ebene

1.3.1. Kartesische Koordinatensysteme. In einer Ebene F
entsteht ein KARTESISCHES KOORDINATENSYSTEM durch die Vorgabe
eines Punktes 0 und zweier aufeinander senkrecht stehender Zahlen-
geraden, der x- und der y-ACHSE, deren Ursprung jeweils in 0 liegt.
Dabei muss die y-Achse durch eine Drehung in positiver Richtung, d.h.
gegen den Uhrzeigersinn, aus der x-Achse hervorgehen. Féllt man fiir
einen beliebigen Punkt Py € E die Lote auf die Achsen, so bestimmen
die beiden Fupunkte die x- bzw. y-Koordinate xy bzw. yo von Fy und
man schreibt Py = (¢, yo). Der Punkt 0 = (0, 0) heifit der NULLPUNKT
oder URSPRUNG des Koordinatensystems.

Nach Festlegen eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu
jedem Zahlenpaar (z,y) € R?> = R x R genau einen Punkt X € F
mit X = (z,y) und umgekehrt. Man kann daher Teilmengen von R?
als Punktmengen in F veranschaulichen und umgekehrt geometrische
Gebilde wie Kurven oder Gebiete in F durch Funktionen, Gleichungen
oder Ungleichungen beschreiben.

BEISPIEL 1.3.1 (GRAPH EINER FUNKTION). Sei I € R ein Intervall
und f : I — R eine Funktion. Die Punktmenge

Gr={(v,y):vely=f(x)}

in der mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene
heiffit Graph der Funktion.

BEIspPIEL 1.3.2. Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems
betrachten wir Punktmengen C' C E der Form

C={(z,y): F(z,y) =0}

mit einer gegebenen Funktion F : R? — R. Wir sagen in diesem Fall:
Die Gleichung F'(z,y) = 0 beschreibt die Menge C'. Man beachte dabei,
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dass verschiedene Gleichungen die selbe Menge beschreiben koénnen.
(1) Die Gleichung

(b2 — az)(x — a1) — (b — a1)(y — az) =0

beschreibt eine GERADE durch die Punkte A = (aj,a2) und B =

(b1, by).
(2) Die Gleichung

(r—a)’ +(y—a)* =r* =0

beschreibt einen KREIS mit Mittelpunkt A = (a1, a2) und Radius 7.
(3) Die Gleichungen

2?2
;—l—b—Q—l:O,
TV
e w70
y? — 2pr =0

mit @ > 0, b > 0, p # 0 beschreiben eine ELLIPSE, eine HYPERBEL
und eine PARABEL.

BerspieL 1.3.3. (1) Die Halbebene unterhalb bzw. oberhalb der
Geraden z — y = 0 wird durch die Ungleichung x > y bzw. © < y
beschrieben. Soll die Gerade zu der Halbebene hinzugehoren, muss >
bzw. < durch > bzw. < ersetzt werden.

(2) Die Ungleichung x?+y? < 1 bzw. 2*>+y? > 1 beschreibt das Innere
bzw. das AuBere des Kreises um den Nullpunkt mit Radius 1.

1.3.2. Winkel. Der Winkel o entstehe durch Drehung eines Zei-
gers um einen Punkt der Ebene. Die Liange des zugehorigen Einheits-
kreisbogens sei {. Wir nennen [ bzw. —[ das BOGENMASS von « und
schreiben av = [ bzw. o = —[, wenn die Drehung im positiven Sinn, d.h.
gegen den Uhrzeiger, bzw. im negativen Sinn, d.h. mit dem Uhrzeiger,
erfolgt. Ein Winkel von a° besitzt bei positiver Drehung das Bogenmafl

s
180 Y

1.3.3. Sinus, Cosinus. Wird in der mit kartesischen Koordinaten
versehenen Ebene der vom Ursprung zum Punkt (1,0) weisende Zeiger
um den Winkel a gedreht, dann bewegt sich die Spitze auf dem Rand
des Einheitskreises um den Ursprung von dem Punkt (1,0) auf einen
Punkt P, dessen Koordinaten mit cos a und sin a bezeichnet werden:
P = (cosa,sina). Die so fiir alle @ € R definierten Funktionen o +—
cosa und « +— sin « heiffen CoSINUS und SINUs. Fiir alle o € R gilt

(cosa)? + (sina)? = 1.
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LY

Sin o~

COS «v

ABBILDUNG [.3.1. Sinus und Cosinus

TABELLE 1.3.1. Einige Werte von Sinus und Cosinus

T T T s

a |01 515332
V3| v2| 1

cosa | 1 5 5 3 0

cosa | 0] L ‘/75 ‘/75 1

Wegen dieser Eigenschaft und obiger Definition lassen sich leicht
die in Tabelle 1.3.1 angegebenen Funktionswerte bestimmen.
Weiter gilt fiir alle a

cos(m+ a) = —cosa, sin(mr+a)=—sina,

cos(2m+ o) =cosa, sin(2r+a) =sina.

I.3.4. Drehungen. Das kartesische Koordinatensystem (2, y') ge-
he aus dem (z,y)-System durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel o hervor, d.h. man dreht die Koordinatenachsen um den
Winkel a. Hat ein Punkt P im urspriinglichen System die Koordina-
ten (x,y) und im neuen System die Koordinaten (z’,y'), so gelten die
folgenden TRANSFORMATIONSFORMELN (vgl. Abbildung 1.3.2):

x=1acosa— 1y sina ¥ = xcosa+ysina

y =a'sina + 1/ cos a Yy = —xsina + ycosa

P im urspriinglichen System P im gedrehten System
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y

ABBILDUNG [.3.2. Drehung eines kartesischen Koordinatensystems

BEISPIEL [.3.4. Betrachte die Drehung um o = %. Wegen cos § =

% und sin g = 5 gelten die Transformatlonsformeln
\/g ' 1 / / \/g 1
r= 2 — oY TSty
V3 y , 1. \V3
Y= Ex—l— 2 y——éx—k?y.

Speziell hat der Punkt M = (2,3) die neuen Koordinaten M = (v/3 +
3 —1+ 2V/3). Daher besitzt der Kreis (z —2)? + (y — 3)? = 25 um M
mit Radius 5 im neuen System die Darstellung
3 3
(¢ = V3= 2P+ +1-5V3)* =25
Fiir die Parabel y = 22 ergibt sich im neuen System die Darstellung
\/g / \/g / 1 N2
PR R R te
bzw. nach ,,Ausquadrieren®
—§33/2 \/g /0 1 12

1/
TR T L R

Wir halten nun das kartesische Koordinatensystem fest und bilden
jeden Punkt X = (x,y) durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel o auf den Punkt X' = (2/,9') ab. Dann gilt folgende
Transformationsformel:

V3

y =0.

' = xcosa — ysina

y = xsina + ycosa
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BEISPIEL [.3.5. Durch Drehung um « = % geht der Punkt M =
(2,3) iiber in den Punkt M’ = (v3— 2,14 21/3). Der Kreis (z —2)?+
(y—3)? = 25 geht iiber in den Kreis (x \/§ BY2 4 (y—1-231/3)? = 25.
Die Parabel C' mit der Darstellung y = 22 geht iiber in die Parabel C’
mit der Darstellung

1 V3 V3

—sr+ Ly =t

2 2 2 2
bzw. nach ,,Ausquadrieren®
1 V3 3, V3 1,
—= —y— - ——zxy— -y =0.
T T TTy

I.4. Vektoren

I.4.1. Vektoren. Zu je zwei Punkten P und @ gibt es genau eine
Parallelverschiebung des Raumes, die den Punkt P in den Punkt @)

abbildet. Diese Parallelverschiebung wird mit P—Cj bezeichnet und heifit

VEKTOR von P nach (). Der Vektor P—Q> wird dargestellt durch einen
Pfeil, der von P nach @) zeigt; seine Lange ist der Abstand der Punkte
P und Q. Wird unter P—Cj ein Punkt R in einen Punkt S verschoben,

— — — —
dann hat offenbar RS die gleiche Wirkung wie PQ, d.h. PQ) = RS.
Zwei gleich lange und gleich gerichtete Pfeile im Raum stellen somit
denselben Vektor dar. Statt ,,der Pfeil @ stellt einen Vektor dar® sagt
man kurz ,,a@ ist ein Vektor“ und beriicksichtigt, dass @ im Raum frei
parallel verschoben werden kann und nicht an einen Punkt gebunden
ist.

Den zu a gleich langen, aber entgegen gesetzten Vektor bezeich-
nen wir mit —a; er macht die durch @ bewirkte Parallelverschiebung
riickgéngig.

Der NULLVEKTOR 0 bezeichnet die ,, Verschiebung® des Raumes,
bei der gar nichts bewegt wird.

1.4.2. A@)ition yonlgktoren. Fiihrt man zwei Parallelverschie-
bungen @ = P(Q und b = QR nacheinander aus, ergibt sich wieder eine
Parallelverschiebung, ndmlich ¢ = PR. Man nennt ¢ die Summe von @
und b und schreibt & = @+b. Haben die Pfeile @ und b gleichen Anfangs-
punkt, so gewinnt man a + b aus der in Abbildung 1.4.1 dargestellten
Parallelogrammregel.

Es gelten folgende Rechenregeln:

||
0‘1 L Q)

a+ 6
a+ 5 KOMMUTATIVGESETZ

@l
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P

ISI

ABBILDUNG [.4.1. Parallelogrammregel

-,

+(b+7) =(@+b)+¢ ASSOZIATIVGESETZ.

1.4.3. Skalare Vielfache von Vektoren. Zu einer reellen Zahl
a > 0 und einem Vektor a@ bezeichnet ad denjenigen Vektor, der diesel-
be Richtung hat wie @, aber die a-fache Lange. Im Fall o < 0 setzt man
ad = —(|a|@). Insbesondere ist 0@ = 0 und a0 = 0 fiir jeden Vektor @
und jede Zahl a.. Es gelten folgende Rechenregeln:

a(fa) = (af)a
a(@+b) = (ad) + (ab)
(a+ B)d@ = (ad) + ().

I.4.4. Der Betrag. Die Lénge eines Vektors a, das ist fiir @ = P—Cj
die Lénge der Strecke von P nach @), nennt man seinen BETRAG und
schreibt |d|. Es ist |0] = 0. Es gelten folgende Eigenschaften:

lad| = |a|d] insb. | — d| = |d]

@+ b| < |@| + |b| DREIECKSUNGLEICHUNG.

1.4.5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren. Trigt man zwei
von 0 verschiedene Vektoren @ und b von einem Punkt P aus ab, so
bezeichnet man den kleineren der beiden positiv gemessenen Winkel,
den die Pfeile @ und b im Scheitel P bilden, als den WINKEL zwischen
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-

@ und b, kurz Z(@,b). Insbesondere ist also 0 < Z(@,b) < 7, und es
gelten die Regeln:

£(@,b) = £(b,d),
Z(a,ta) =0 |, fallst >0,
Z(d,ta) =m , fallst <0,
/(—a,b) =m — £(a,b).

Man nennt @ ORTHOGONAL bzw. SENKRECHT zu l;, kurz (iJ_l;, wenn
Z(d,b) = T ist. Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen legt man
fest, dass der Nullvektor orthogonal ist zu jedem beliebigen Vektor.

1.4.6. Das Skalarprodukt. Das SKALARPRODUKT @ - b zweier
Vektoren @ und b ist definiert durch

o [l cos(2£(@.5)) ., falls @ # 0 und b # 0,
)0 ,fallsd’:Ooderl;:O.

Es gelten folgende Rechenregeln:

i-b="b-a KOMMUTATIVGESETZ
(ad)-b=a- (ab)
= (@ - b)
(@+b)-¢= @G-+ (-0 DISTRIBUTIVGESETZ
@-b=0 < @lb ORTHOGONALITATSTEST
d| = Vi-a.

Da der Wertebereich der Cosinus-Funktion das Intervall [—1, 1] ist,
folgt aus der Definition des Skalarproduktes:

|@- b < |d@||l] CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

BEISPIEL [.4.1 (ORTHOGONALE ZERLEGUNGEN). Krifte werden
in der Physik als Vektoren dargestellt. Bewegt sich ein Massenpunkt
unter Einwirkung der Kraft K vom Punkt P zum Punkt Q, so ist die
dabei geleistete Arbeit

A=FK-§=|K|-|S|cos £Z(K,5) mit§=PQ.
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Stellt man K als Summe einer Kraftkomponente K g in Richtung S und
einer dazu orthogonalen Komponente K b% dar, so ist A allein durch K 5
bestimmt. Man definiert daher allgemein:

ORTHOGONALE ZERLEGUNG von @ langs b, falls b # 0:
a= dy+ c?gl
mit den Komponenten
b
[b]?
in Richtung b und
@b
_‘2‘_ - a: - —»_b
|b]>
orthogonal zu b.

1.4.7. Das Vektorprodukt. Das VEKTORPRODUKT a X b zweier
Vektoren @ und b ist der Vektor mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Esist @ x b= 0, falls @ = 0 oder b = 0 oder @ parallel
zu b ist.

(2) In allen anderen Fillen ist @ x b der Vektor, der ortho-
gonal zu @ und b ist, mit dem d, g, @ x b ein Rechtssystem
bilden und dessen Betrag gleich dem Flacheninhalt des von
a, b aufgespannten Parallelogramms ist.

Es gelten folgende Rechenregeln:

=a x (ab)
ax (b+2d) = (axb)+(ax?
(@+b) xT=(@x )+ (bx?)
Gxb=0 < Jzaoderl;zooderc_iparallelzul;
@ bf* = |al*|b* — (@-b)*
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Zum Nachweis der letzten Beziechung beachte man, dass aus der De-
finition des Vektorproduktes folgt |@ x b| = |a@||b|sin(Z(d,b)). Wegen
sin? a 4 cos? o = 1 fiir alle a folgt hieraus durch Quadrieren

@ x b* = |a@*[b] sin®(£(a, b))
e e
=1—cos2(£(a@,b))

= |a@*|b]* — |@?|b? cos®(£(a, b))

=(a@-b)?
= |a]?[b]* — (@~ b)*.

1.4.8. Das Spatprodukt. Das SPATPRODUKT ist eine Kombi-
nation aus Vektorprodukt und Skalarprodukt. Fiir je drei Vektoren @,
b, ¢ ist es definiert durch

[@b,d=a-(bx?d

Es hat folgende geometrische Bedeutung;:

Der von den drei Vektoren d, b, ¢ aufgespannte SPAT (auch PAR-
ALLELFLACHE oder PARALLELEPIPED genannt) hat das Volu-
men

V =|[a,b,d|.

Aus dieser geometrischen Bedeutung ergeben sich unmittelbar folgende
Konsequenzen

Das von den Vektoren a, g, ¢ aufgespannte Tetraeder hat
das Volumen %|[d, b, ).

Die Vektoren d, g, ¢ sind nicht parallel zu einer Ebene
(man sagt ,sie sind linear unabhéngig®) genau dann, wenn

[@,b,7] # 0 ist.
Die Vektoren (@, b, ¢) bilden ein Rechtssystem genau dann,
wenn [d, b, ¢] > 0 ist.

und Rechenregeln
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1.4.9. Koordinatendarstellungen. Ein KARTESISCHES KOOR-
DINATENSYSTEM im Raum besteht aus drei sich in einem Punkt 0
rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden gleicher Langeneinheit und
jeweils dem Nullpunkt im Schnittpunkt 0. 0 heiffit der URSPRUNG des
Koordinatensystems. Die drei Zahlengeraden bezeichnet man als die x-,
y- und z-ACHSE derart, dass sie in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
bilden. Die drei durch je zwei Koordinatenachsen bestimmten Ebenen
nennt man die KOORDINATENEBENEN. Die Koordinaten xg, vy, 2o eines
Punkte P, sind die Lote des Punktes auf die Koordinatenachsen.

Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ist jeder Punkt
P des Raumes eindeutig bestimmt durch die Angabe seiner Koordina-
ten x, y, z. In diesem Sinne kann man bei festem Koordinatensystem
den Raum mit der Menge R? identifizieren.

Durch ein kartesisches Koordinatensystem werden drei ausgezeich-
nete Vektoren €1, €y, €3 definiert, ndmlich die Einheitsvektoren in Rich-
tung der positiven z-, y- bzw. z-Achse. Statt €}, €5, €3 schreibt man
manchmal auch €, €,, €, oder i 7, k. Wir nennen (€1, €, €3) eine KAR-
TESISCHE BASIS und bezeichnen das Koordinatensystem mit (0; €7, €5,
€3). .

Der Vektor @ = 0A heifit ORTSVEKTOR des Punktes A. Hat A
die Koordinaten (ay, as, as), kann sein Ortsvektor @ in der Form d =
a1€1 + as€5 + azes zerlegt werden. Daher schreibt man bei festgelegtem
Koordinatensystem abkiirzend

a = | a < a = aie] + ages + ases = A
as

mit A = (aq, ag, asz).

BEMERKUNG [.4.2. Man beachte: (a1, as, a3) bezeichnet die Koor-
aq _
dinaten des Punktes A; | as | bezeichnet den Ortsvektor 0A.
as

Sind P = (p1,p2,p3) und @ = (q1, g2, g3) zwei Punkte, so ist P—Q =

0Q) — 0P. Daher folgt

N g1 — D1
PQ=|qg—p falls P = (p17p27p3)7 Q= (Q17Q27Q3)-
q3 — P3

Fiir Summe, skalares Vielfaches und Betrag von Vektoren gelten in
der Koordinatendarstellung folgende Rechenregeln
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a1
Q2
as

(11+b1
CL2+b2
a3+b3

aaq
[871¢5))
aas

2 2 2
aj + a; + asz.

Konstruktionsgeméf sind die Vektoren €7, €5, €3 paarweise orthogo-
nal und bilden ein Rechtssystem. Zusammen mit den Rechenregeln fiir
Skalarprodukt und Vektorprodukt ergeben sich hieraus die folgenden

Koordinatendarstellungen

ai by

5] by

as b3
ai by
as X bz =
as b3

= a1171 + agbg + agbg

agbs — azby
a3b1 — Cllbg
a1by — azby

Aus der Darstellung des Vektorproduktes lassen sich die folgenden

niitzlichen Identitaten herleiten

—

ax (bxd&) = (@ ab—(a-b)e
(@xb)-@xd) =@ -Ab-d)—(b-3)a-d).

-,

Vergleichen wir die erste dieser Identitdten mit der Darstellung von
agL in Beispiel 1.4.1, so erhalten wir die folgende Formel fiir die ortho-

gonale Komponente von @ langs b:

1

b|?

=
a 5 |

bx (@xb

).

Fiir das Spatprodukt erhélt man schliellich die Darstellung
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aq bl C1
as |, bg , | C2 = CL1(b2C3 — b3C2> + CLQ(bgCl — b1C3)
as bs C3

+ ag(b102 — bQCl)

Dies ist der Wert der Determinante (vgl. Abschnitt 11.3.1)

a by o
det (05} bg Cy
as bz c3

BEISPIEL [.4.3. Unter der Kraft

werde der Punkt P = (2,—2,1) nach @ = (3,0,2) verschoben. Die
Langeneinheit des Koordinatensystems si}m. Die geleistete Arbeit ist
das Skalarprodukt der Vektoren K und P(Q)

— —
A=K PQNm
3 3—2
=(-1]-({0—(=2) | Nm
2 2—-1
=(3—2+2)Nm
= 3 Nm.

BEISPIEL 1.4.4. Das DREHMOMENT einer Einzelkraft K , die im
P_l)lnkt P angreift, ist in Bezug auf den Ursprung gegeben durch mg =
0P x K. Fiir K und P wie in Beispiel 1.4.3 erhalten wir bei den gleichen
Mafeinheiten

2 3
T?LO = —2 X —1 | Nm

1 2
—2.2—1-(=1)

= 1-3—2-2 Nm
2.(~1)—(-2)-3
-3

= | —1 | Nm.
4

BEISPIEL 1.4.5. Der FLACHENINHALT EINES DREIECKES ABC' ist
F = l|"4‘B X AC| Fir A = (17273)’ B = (_2a074)7 C = (_17_172)

2

|
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ergibt sich

-3 92

—_— —

AB=|-2] 6 AC= (-3
1 ~1

und

1 —_—  —
F:E\/\ABWACP—(A AC)?
:1\/14-14—112

2

1
25\/75

5
=23,

2\/_

BEISPIEL 1.4.6 (NICHTORTHOGONALE ZERLEGUNG). Die drei Sté-
be eines Tragbockes fithren von der Spitze S in Richtung der drei Vek-
toren

1
a= |0 m,I;:— —1|m ¢=— m.
0

In S zieht die Kraft

und ruft in den Fulpunkten A, B, C' die Lagerkrifte Ky= ad, Kp=
0b, K¢ = ~¢ hervor. Die Zahlen «, (3, v ergeben sich durch die Gleich-
gewichtsbedingung

K+Ki+Kp+Ko=0.

Multipliziert man diese Gleichung der Reihe nach mit b x ¢, € X a und
a x b skalar; so verschwinden je zwei Summanden und man erhéalt

(bxd)-K+abxd -d=0

K,b,3
:>Oé:——_,
[@,b, ]
= —120 Nm !
(@xad)-K+p@xa)-b=0
g _IKed
[b, ¢, d]
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1.5. Geraden und Ebenen
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1.5.1. Die Parameterdarstellung einer Geraden. Wir betrach-
ten eine Gerade g durch einen Punkt A in Richtung eines Vektors ¢,

¢ # 0. Fiir jeden Punkt X auf ¢ muss derﬁktor AX parallel zu ¢ sein,
d.h. es muss eine Zahl ¢t € R geben mit AX = t¢. Man sagt hierzu, ¢

hat die

—
PUNKT-RICHTUNGS-GLEICHUNG: AX =tc, t € R.

Die Variable ¢ nennt man einen PARAMETER. Jedem Parameter ent-
spricht genau ein Punkt auf ¢ und umgekehrt. Daher nennt man die

obige Darstellung auch eine PARAMETERDARSTELLUNG.

Ist ein zweiter Punkt B auf g gegeben, B # A, kann man ¢ = AB

wahlen.

Fiihren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergeben sich die

folgenden Koordinatendarstellungen der Geraden:

X a1
i) = (05}
xs3 as

x a1
To | = ax | +t
x3 as

PUNKT-RICHTUNGS-GLEICHUNG:

+1

ZWEI-PUNKTE-GLEICHUNG:
by —aq
by — as
bz — as

BEeispieEL [.5.1. Fiir die Gerade g

durch A = (1,0, —1) in Richtung ¢ =

ergibt sich die Punkt-Richtungs-Gleichung

1
1
2
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Die Parameterwerte ¢ = 1 und ¢ = 3 liefern die Punkte B = (2,1,1)
und C' = (4,3,5). Daher hat g auch die Zwei-Punkte-Gleichung

T 4 —2
T3 5 —4

1.5.2. Die Koordinatengleichungen einer Geraden. List man
jede der drei Gleichungen der Zwei-Punkte-Gleichung einer Geraden
nach dem Parameter ¢ auf und setzt die Ergebnisse gleich, erhélt man
die KOORDINATENGLEICHUNGEN der Geraden durch A, B:

Ir1 — ap To — A9 T3 — as .
A — - , falls a; # by, i = 1,2, 3
() bl_&l bz—ag b3—a3 asa% !

Ir1 — ap To — A9
B = , 3 = as, fll 4 :b‘
( ) bl —a b2 — ay T3 as alls ag 3

1 —aq xr3 — as

= , To = o, falls ay = by
by —a; by — a3
To — A3 I3 — as
= , Tl = aq, falls a1 = by
by — ay by — a3
(c) T1 = ai, Ty = Ao, falls ay = by, ag = by, a3 # b
T9 = A9, T3z = as, falls a9 = bg, as = bg, aq 7é b1
Z3 = as, rp = ar, falls a; = by, az = bs, az # by

BEispIEL 1.5.2. Die Gerade aus Beispiel 1.5.1 hat die Koordinaten-
gleichungen
r3+ 1
5
Aus den Koordinatengleichungen einer Geraden erhélt man mit ¢t =
% fiir die Indizes 1, fiir die b; # a; ist, die Zwei-Punkte-Gleichung in
Parameterform zuriick.

Ty —1=29=

BEISPIEL 1.5.3. Die Gerade mit den Koordinatengleichungen
T — 3 o To + 1

_ 4
5 7 y L3
besitzt die Parameterdarstellung
T 3 5
T3 4 0

1.5.3. Die Momentengleichung einer Geraden. Betrachte die
Gerade g durch A in Richtung ¢ und einen beheblgen Bezugspunkt P.

Sei X ein Punkt auf g. Dann ist AX PX PA genau dann parallel
zZu ¢, wenn AX x &= 0 ist, d.h. PX x &= PA x & Dies fiihrt auf:
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MOMENTENGLEICHUNG bzgl. des Bezugspunktes P:

gy 4 — — . — = —
PX xc=mp mit mp=PAXCc

Gemafl Abschnitt 1.4.9 ist

1
PS—|E,|—2CX<PAX€) |E|—20><mp
der Lotvektor von P auf g. Daher ist
e
PX =—Ccxmp+ic

|72
eine Parameterdarstellung der durch obige Momentengleichung gege-

benen Geraden.

1.5.4. Abstand Punkt - Gerade. Betrachte die Gerade g durch

A in Richtung ¢ und einen Punkt P. Das Lot PS von P auf g ist geméf
Abschnitt 1.4.9 gegeben durch

PS_LCX(PAXE).

|ef?

Seine Linge d = \P—é | ist der Abstand von P zu g. Da geméf Abschnitt
[.4.7
@x (PA x &) = || PA x &2 — (PA x &) - &)
=0

= |#*|PA x &
ist, ergibt sich fiir den Abstand von P zu g

]PAXE]

=g

BEISPIEL 1.5.4. Der Abstand des Punktes P = (0, 1,0) zu der Ge-
raden ¢ aus Beispiel [.5.1 ist

1 1
-1l x 11
-1 2
d =

1

1

2
3:6—(—2)2
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“_‘§@|;

1.5.5. Abstand Gerade - Gerade. Wir wollen den Abstand d
der beiden Geraden g; durch A in Richtung @ und g, durch B in Rich-
tung ¢ bestimmen. Falls die Geraden parallel sind, ist dieser Abstand
gleich demjenigen des Punktes B zur Geraden g;, und wir kénnen das
Ergebnis von Abschnitt [.5.4 ausnutzen. Falls die Egraden nicht par-
allel sind, ist d der Betrag der Komponente von AB in Richtung des
Vektors n = u x ¥, der auf 4 und ¢ senkrecht steht. Indem wir in

— -
Beispiel 1.5.1 @ = AB und b = 4 X ¥ setzen, erhalten wir

_|AB-(ix )| |[AB,,d|

|t x ] @ x

d

Insgesamt liefert dies:

Geraden durch B in Richtung v ist

] |AJ|5’mxﬁ\ falls « und ¢ parallel sind,
% falls @ x v # 0.

Der Abstand d der Geraden durch A in Richtung @ zu der

BEISPIEL [.5.5. Die Geraden

T 1 1
T3 -1 2
und
T 3 5
x|l = -1 +t|7
T3 4 0
aus Beispiel 1.5.1 und 1.5.3 haben den Abstand
2 1 5
—1],(1].,17
5 2 0
d —
1 5
1 x |7
2 0
28

V6 - 74— 122
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28

V300

14
= —V3.
15
1.5.6. Die Parameterdarstellung einer Ebene. Wir betrach-
ten die Ebene E durch den Punkt A, die von den beiden von Null
verschiedenen und nicht parallelen Vektoren « und v erzeugt wird. Ein

Punkt X liegt genau dann in £, wenn sich der Vektor AX in der Form
—_—
AX = su + tv darstellen lasst. Dies fithrt auf die

PARAMETERDARSTELLUNG von E:
—_—
AX = su+ty mit s, t € R.

Fiihren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergibt sich hieraus
die Koordinatendarstellung

T a1 Uy U1
Tyl =a | +s|lu| +1 | ve
T3 as Uus U3

Sind zwei weitere von A verschiedene Punkte B und C' in E gegeben,

sodass A, B und C' nicht auf einer Geraden liegen, so kann man « = AB
—

und v = AC wiahlen. Dies fithrt auf die

DREI-PUNKTE-GLEICHUNG von E:

x a by —a; C1 —ay
) = a9 + s bQ—CLQ +1 Co — Q9
€3 a3 bs — as C3 — as

1.5.7. Parameterfreie Darstellungen einer Ebene. Wir be-
trachten die Ebene E durch die drei Punkte A, B, C, die paarweise
verschieden sind und die nicht auf einer Geraden liegen. Offensichtlich

liegt ein Punkt X genau dann in F, wenn der Vektor AX von den

Vektoren AB und A—C>’ linear abhéngig ist. Wegen Abschnitt 1.4.8 ist
dies dquivalent zu

—

[AX, AB, AC] = 0.

Man nennt diese Darstellung die parameterfreie Drei-Punkte-Formel in
s T
DETERMINANTENFORM. Obige Gleichung bedeutet AX - (AB x AC) =
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0, d.h. der Vektor 0 # n = AB x AC steht senkrecht auf £. Man nennt
77 einen NORMALENVEKTOR von F und

—

AX -n=0 A Punkt in E, 7 Normalenvektor von E

eine NORMALENGLEICHUNG von F. In kartesischen Koordinaten lautet
mit
ny
A: (al,ag,CLg), ﬁ: Mo
ns
die Normalengleichung

N1T] + Noko + N3x3 = ¢ mit ¢ = nyay + Naag + N3as.

Ist insbesondere |fi] = 1, nennt man diese Darstellung auch HESSE-
NORMALFORM der Ebene.

Wird E durch einen Punkt A und einen Normalenvektor 7 gegeben
und ist P ein beliebiger Punkt, dann ist der Lotvektor P—S)' von P auf

E gleich der Komponente von PA in Richtung 7. Wegen Beispiel 1.4.1
(S. 26) und 7 # 0 ist daher

PA -7
pPs—=-2 "5
|72
Insbesondere ist
—
;P47
|7

der ABSTAND von P zur Ebene E durch A senkrecht zu 7.

BEISPIEL 1.5.6. Betrachte die Ebene E durch die Punkte A =
(1,0,0), B=(2,1,1) und C = (3,0,2). Die Parameterdarstellung von
E lautet

1 1 1 2
To | =10 +s|1]+2]0
xT3 0 1 2
Ein Normalenvektor ist
1 2 2
n=\|1]x|[0]=1] 0
1 2 —2

Die Normalengleichung lautet

2.%'1 — 2:13'3 = 2.
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Der Abstand des Punktes P = (4,5, —3) zu E ist

3 2
5 1-1 0
-3 -2
d =
2
0
-2

= 3v2.

1.5.8. Die Schnittgerade zweier Ebenen. Zwei nicht parallele
Ebenen

El : Nn1T1 + NaZa + N33 = C1
Es M1 + MoXo + M3T3 = Co
schneiden sich in einer Geraden g. Das Vektorprodukt der beiden Nor-
malenvektoren 77 und m ist parallel zu beiden Ebenen und zeigt daher
in Richtung von g. Kennt man einen Punkt A auf g, erhélt man mit
— — 5 5
0X = 0A + t(ii x m)
sofort eine Parameterdarstellung von g.
BEISPIEL 1.5.7. Betrachte die Ebene E; aus Beispiel 1.5.6 und die

Ebene FEj durch die Punkte FF = (0,0,1), G = (=1,2,0) und H =
(3,—1,3). Ein Normalenvektor von E; ist gemifl Beispiel 1.5.6

2
n=1 0
-2
Ein Normalenvektor von Fy ist
-1 3 3
m = 2 x|-1]1=1]-1
—1 2 -5
Also ist die Schnittgerade g parallel zu
-2
nxm=1\| 4
-2

Zur Bestimmung eines Punktes P auf g stellen wir die Normalenglei-
chungen von F; und F5 auf.

E : 201 — 2x3 =2
EQ . 3ZL'1 — Ty — 51’3 = —5.
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Wiéhlen wir x3 = 1, erhalten wir aus der Gleichung fiir £y z; = 1.
Einsetzen dieser Werte in die Gleichung fiir Fs liefert x5 = 6. Also
lautet die Parameterdarstellung von g

T 2 —2
ol =6 +1¢ 4
x3 1 —2

1.5.9. Die Winkel zwischen zwei Ebenen und zwischen ei-
ner Ebene und einer Geraden. Die Winkel zwischen zwei sich
schneidenden Ebenen stimmen iiberein mit den beiden Winkeln zwi-
schen den zugehorigen Normalenvektoren. Sind also 7 und m Norma-
lenvektoren der beiden Ebenen, dann sind ¢; mit

cos o1 =

o
IA
e
IA

bl

und ¢ = m — ¢ die beiden Winkel zwischen den Ebenen. In der
Regel wird nur ¢, beriicksichtigt.

Als Winkel zwischen einer Geraden ¢ in Richtung ¢ und einer Ebene
E mit Normalenvektor n bezeichnet man den Winkel zwischen ¢ und
der zu 7 orthogonalen Komponente #n x (¢x ). Fiir diesen Winkel ¢
gilt ¢ = § — Z(¢,1). Daher ist der Winkel zwischen g und E bestimmt
durch

St
et

sin ¢ =

et

=

BEispIEL 1.5.8. Fiir die beiden Ebenen aus Beispiel 1.5.7 erhalten
wir den Winkel

2 3
0 -1
; -2/ \-5
COS @ —
2 3
0 -1
—2 -5
16

V835
4
= —\/70
35
— ¢ ~ 17.0239°.
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I1.6. Die komplexen Zahlen

I.6.1. Motivation. Die Notwendigkeit, Gleichungen der Form
z+5=3bzw. 2z =5 bzw. 2? = 2

zu losen, fithrt auf die Konstruktion der ganzen bzw. rationalen bzw.
reellen Zahlen. Der Wunsch, quadratische Gleichungen

2?4+ar+b=0

einheitlich fiir alle reellen Werte von a,b — wie z.B. a = 0, b = —1
— l6sen zu konnen, fithrt auf die Konstruktion der komplexen Zah-
len. Weitere wichtige Anwendungen der komplexen Zahlen werden wir
spéter kennen lernen.

Im Folgenden definieren wir die komplexen Zahlen und die ent-
sprechenden Grundrechenarten geometrisch. Dabei sollen die gleichen
Rechengesetze wie bei den reellen Zahlen gelten.

1.6.2. Definition. Wie in Abschnitt 1.3.1 fithren wir in der Ebene
ein kartesisches Koordinatensystem ein. Jeder Punkt P der Ebene ist
dann eindeutig charakterisiert durch seine Koordinaten x und y. Statt
(x,y) schreiben wir +iy und nennen diesen Ausdruck eine KOMPLEXE
ZAHL. Die Menge der komplexen Zahlen nennen wir C:

C={z+iy:z,y e R}

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy heiflen x bzw. y der REALTEIL bzw.
IMAGINARTEIL von z, kurz

Re(z +iy) =z, Im(z+iy) =y.

Jedem Paar (z,y) reeller Zahlen entspricht also genau eine komplexe
Zahl z = x +iy. Umgekehrt entspricht jeder komplexen Zahl z genau
ein Paar (Rez,Imz) reeller Zahlen. In diesem Sinne kénnen wir die
Mengen C und R? identifizieren.

1.6.3. Betrag und Konjugation. Nach Wahl eines kartesischen
Koordinatensystems entspricht einer komplexen Zahl z = x + iy der
Punkt P = (z,y) der Ebene. Dieser hat einen eindeutig definierten
Abstand zum Ursprung des Koordinatensystems. Dies ist der Betrag

_)
des Ortsvektors 0P und gemé&fl Abschnitt 1.4.9 gleich /2 4+ y2. Wir
nennen diese Gréfle den BETRAG der komplexen Zahl z und schreiben
hierfiir |z|:

|z +iy| = /22 + y?

bzw.
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2| = V/(Re2)2 + (Im 2)2.

Durch Spiegelung des Punktes P = (z,y) an der z-Achse geht dieser
in den Punkt P = (z, —y) iiber. Entsprechend geht die komplexe Zahl
z = x + 1y iiber in die komplexe Zahl x — 7y. Wir nennen diese die zu
2z KONJUGIERT KOMPLEXE ZAHL und schreiben dafiir z:

Ty =x—1y

bzw.

zZ = (Rez) —i(Im=z).

Da eine nochmalige Spiegelung den Punkt P wieder in den Punkt P
iiberfiihrt, gilt die Regel

(Z) = =.

1.6.4. Addition und Subtraktion. Wir betrachten zwei kom-
plexe Zahlen z = x4y und w = u+1v. Diesen entsprechen ie Punk_t?
P = (z,y) und Q = (u,v). Die zugehorigen Ortsvektoren 0P und 0@
konnen wir addieren und erhalten somit den Ortsvektor eines neuen
Punktes R. Die zugehorige komplexe Zahl nennen wir die Summe von
z und w, kurz z + w. Aus Abschnitt 1.4.9 ergibt sich unmittelbar (vgl.
Abbildung 1.6.1):

(x+1y)+ (u+iv) = (x4u)+i(y+v)

bzw.

z+w = (Rez+ Rew) +i(Imz + Imw).

Analog lisst sich die Differenz z — w der Zahlen z und w berechnen:

(x+iy) = (utiv) = (z—u)+i(y—v)

bzw.

z—w = (Rez —Rew) +i(Imz — Imw).

Fiir die Konjugation gilt:
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z+tw=7%2+tw.

BEIsPIEL 1.6.1. Fiir z = 24+ 3¢, w = 1+2i erhalten wir z+w = 3+5i
und z —w =1+ 4.

1.6.5. Multiplikation und Division. Der Punkt P = (z,y), der
zu der komplexen Zahl z = x +1iy gehort, ist eindeutig bestimmt durch
seinen Abstand r zum Ursprung und durch den Winkel ¢ zwischen der
positiven xz-Achse und dem Ortsvektor O_P), d.h. z =rcosp+irsing =
r(cos p+isin ). Bezeichne mit s und 1 die entsprechenden Groflen fiir
die komplexe Zahl w = u + iv. Wir definieren das Produkt von z und

w, kurz z-w, nun durch folgende Vorschrift: Multipliziere die Abstédnde
r und s und addiere die Winkel ¢ und v (vgl. Abbildung 1.6.1).

Im
A

W

z 4+ w

ABBILDUNG [.6.1. Addition und Multiplikation zweier
komplexer Zahlen

Speziell erhalten wir fur die komplexe Zahl i, d.h. x =0, y = 1,
den Wert r = 1 und ¢ = Z. Geméf unserer Regel hat dann 22 =11
den Abstand 1 und den Wlnkel 7. Dies entspricht aber der komplexen

Zahl —1. Es gilt also die Regel

= -1

Man kann zeigen, dass fiir die Addition und Multiplikation komple-
xer Zahlen die gleichen Rechenregeln gelten wie bei den reellen Zahlen.
Daher ergibt sich folgende Regel fiir das Produkt zweier komplexer
Zahlen:
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bzw.

Der Quotient =, w # 0, ist die komplexe Zahl, deren Produkt mit w
die Zahl z ergibt. Also muss sich dieser Quotient nach folgender Regel
berechnen: Dividiere die Absténde r und s und subtrahiere die Winkel
@ und 2.

Andererseits entspricht der Zahl % der Abstand % und der Winkel
27w — 1. Daher hat die Multiplikation von z mit # den gleichen Effekt
wie die Division von z durch w. Daher erhalten wir die folgende Regel

I. ZAHLEN UND VEKTOREN

(x+iy) - (u+iv) = (zu —yv) +i(zv + yu)

z-w = ((Rez)(Rew) — (Im z)(Im w))

+i((Re z)(Imw) + (Im z)(Re w)).

fiir den Quotienten zweier komplexer Zahlen

bzw.

BEISPIEL 1.6.2. Fiir z = 2+3¢, w = 14-2i erhalten wir z-w = —4+7i

und £ =
w

8

5

1
5

7.

v+iy  (z+1y) - (u—iv)
u+iv u2 + v?
_ru+tyv U+ Yu
u? +v? u? 4 v?
2 z-w
w o Jw

Z-W=2zZ W
Zz z
(=%
|z - w| = |2||w]|
‘z Ik
wl - |wl




I.6. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 45

BEISPIEL 1.6.3 (ADDITIONSTHEOREME FUR DEN SINUS UND CO-
SINUS). Betrachte die komplexen Zahlen
z =cosa +1isinq,
w = cos 3+ isin .
Sie haben beide den Betrag 1 und die Winkel o bzw. . Daher hat z-w
den Betrag 1 und den Winkel o + (5. Damit folgt
cos(a+ B) +isin(a+03) =z -w
= (cosa +isina) - (cos f + isin f3)
= cos o cos 3 — sin asin 3
+ i(cos asin 3 + sin «v cos 3).

Vergleichen wir die Real- und Imaginérteile, erhalten wir die Additi-
onstheoreme

cos(a + (3) = cosavcos f — sinasin 3

sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3.

Da 2 = z-w (wegen |w| = 1) den Betrag 1 und den Winkel a — /3 hat,
erhalten wir analog

cos(a — ) = cosacos 3 + sin asin 3

sin(a — ) = sin o cos f — cos asin .

1.6.6. Wurzeln komplexer Zahlen. Gegeben seien eine komple-
xe Zahl z und eine natiirliche Zahl n > 2. Wir betrachten die Gleichung

n-mal

mit einer unbekannten komplexen Zahl w. Jede Losung dieser Glei-
chung nennen wir eine n-TE WURZEL von z. Ist w eine n-te Wurzel
von z schreiben wir auch w = /.

Sind r, s und ¢, ¥ die Abstdnde und Winkel zu z bzw. w, muss
geméafd unserer Multiplikationsregel gelten: s™ = r und n - ¢ = ¢, d.h.
s = 3/r, ¢ = 2. Betrachte nun eine natiirliche Zahl k € {1,...,n — 1}

und die komplexe Zahl @ mit Abstand § = {/r und Winkel 1) = %4—%.

Dann hat @™ den Abstand 5" = r und den Winkel ni) = ¢ + 27k. Sie
stellt daher auch die Zahl z dar. D.h., @ ist auch eine n-te Wurzel von
z. Damit ergibt sich:
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Die komplexe Zahl z mit Abstand r und Winkel ¢ hat genau
n verschiedene n-te Wurzeln. Diese haben alle den Abstand
/r und die Winkel £ 4+ 228k =0,1,...,n — 1.

Dies liefert folgende Regel:

z = |z|cosp +i|z|sinp

2k 21k
— Yz=1% |Z‘COS(W_7T)H@/‘Z|Sm(W_”>
n n
k=0,1,...,n—1.

BEISPIEL [.6.4. Fir z = ¢ und n = 2 erhalten wir

|z =1
_7T
L

und damit die zwei Wurzeln

T .. T
\/E:cosz—l—zsm—

4
V2,

2 2
und
Vz = cos%r + i sin 54
V2 V2
— i
Fiir 2 = —4v/2 + i4v/2 und n = 3 erhalten wir
2| =8
37
=

und damit die drei Wurzeln
V2 = 2cos%+i251n%
=V24+iV2
2

a= ™27 - T
V2= 2COS(Z - ?) + 2 sm(z + ?)
V2(1+v3)  V2(V3-1)

= - 5 +1 5




I.6. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 47

und
V2= 2003(% + 4%) +i2 sin(% + 4%)
VEVE-D) VEWE+D
2 2 '

BEISPIEL 1.6.5 (QUADRATISCHE GLEICHUNGEN). Betrachte die
quadratische Gleichung

2 +4x + 13 =0.
Sie hat die Diskriminante
42— 4.13=-36

und besitzt daher keine reellen Losungen. Aus den Formeln von Vieta
ergeben sich formal die Losungen

I1,2:—2:|:\/4—1 :—2:|:\/—9.

Wegen i? = —1, d.h. i = /—1, erhalten wir die zwei komplexen Losun-
gen
T2 = -2+ 3.






KAPITEL II

Lineare Algebra

I1.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

I1.1.1. Matrizen. Eine m x n MATRIX ist ein rechteckiges Zah-
lenschema der Form

aix Q2 - QAip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Die reellen oder komplexen Zahlen a;; heiflen ELEMENTE der Matrix.
Wir schreiben auch abkiirzend A = (a;;)mxs oder nur A = (a;;), wenn
die Zahlen m und n feststehen. Die Matrix heiit REELL, wenn alle Ele-
mente reell sind, sonst KOMPLEX. Sofern nicht explizit anders erwahnt,
betrachten wir im Folgenden stets reelle Matrizen.

Die m x 1-Matrizen bzw. 1 x n-Matrizen heilen SPALTENVEKTOREN
bzw. ZEILENVEKTOREN. Sie haben die Form

ay
S=|: bzw. Z = (ai,...,a,).

am
Man beachte, dass man bei nur einer Zeile oder Spalte keinen zusétz-
lichen Spalten- bzw. Zeilenindex benétigt.

Die Matrix A = (a;j)mxn besteht aus m Zeilenvektoren mit je n
Elementen
Z; = (ap,Qay - ai) 1=1,2,....m

bzw. aus n Spaltenvektoren mit je m Elementen

Qg
Je nachdem, ob wir die Zeilen oder die Spalten von A hervorheben
wollen, schreiben wir
Z
Z,

A= oder A=(S1,Sy,...,S,).

Zy,
49
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Das (7,7)-te Element a;; von A gehort zum i-ten Zeilenvektor Z; und
zum j-ten Spaltenvektor S;.

Zwei Matrizen A und B sind genau dann GLEICH, wenn sie die
gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten haben und wenn a;; = b;; gilt
fiir alle 4, j.

BEISPIEL 1I.1.1. Die Matrix

12 3
=i )

hat 2 Zeilen und 3 Spalten, ist also eine 2 x 3-Matrix. Sie hat die
Zeilenvektoren

Z,=(1,2,3) und Z, = (4,0,—-1)

und die Spaltenvektoren

() 5o () s ()

Die Menge aller reellen bzw. komplexen m x n Matrizen bezeichnen
wir mit R™*" bzw. C™*". Insbesondere ist R'*" die Menge aller reellen
Zeilenvektoren mit n Elementen und R™*! die Menge aller reellen Spal-
tenvektoren mit m Elementen. Zur Abkiirzung schreiben wir auch R"
statt R™! und fassen die Elemente von R" stets als Spaltenvektoren
auf.

I1.1.2. Rechenregeln. Matrizen mit gleicher Anzahl von Zeilen
und Spalten konnen addiert und subtrahiert werden. Dies geschieht
elementweise:

@11 - Aip bii -+ bin
+
(0 Qmn bml e bmn
air £bin - a £y
Am1 + bml Tt Amn + bmn

Matrizen konnen zudem mit einem Zahlenfaktor multipliziert werden.
Auch dies geschieht elementweise:

@11 - Adip Aayp - Aag,

Am1  Amn /\aml e )\amn
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BEeispPIEL 11.1.2. Es ist
1 2 3 n -2 05\ (-1 2 8
4 0 -1 1 6 3/ \'5 6 2
3. 12 3\ (3 6 9
4 0 —-1) \12 0 -3/

0 --- 0
0=1: L] e R,
0 --- 0
deren sémtliche Elemente verschwinden, heifit NULLMATRIX. Die Null-

matrizen in R™™ und R™*! nennt man auch NULLVEKTOR.
Es gelten die zu den Zahlen analogen Rechenregeln:

und

Die Matrix

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0)
A+0=A
A—A=0
(Au)A = A(pA)
1A= A

A+ p) A= A+ pA
AMA+ B) = A+ \B.

Aus den Rechenregeln folgt, dass sich jeder Spaltenvektor
aq
a=|: | eR™!
Qn,

eindeutig schreiben ldsst als a = a;e; + ... 4+ a,e, mit den Vektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€ = . , €2 = . ) , €n = .
0 0 0
0 0 1

Das System dieser Vektoren heifit NATURLICHE BASIS des R". Ganz
analog heifit das System der Vektoren

e, =(1,0,...,0), €, =(0,1,0,...,0), ... ,e., =(0,...,0,1)

die NATURLICHE BASIS des R**",
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I1.1.3. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen. Ein LI-
NEARES GLEICHUNGSSYSTEM MIT m GLEICHUNGEN UND n UNBE-
KANNTEN 21, - -, T,, kurz LGS, hat die Form

a1 + A19T2 + -+ + ATy = bl

A91%1 + A99%o + - - - + GopX, = by

(IL1.1)

Am1T1 + AQp2X2 + - - - + App Ty = bm

mit den KOEFFIZIENTEN q;; und den ABSOLUTGLIEDERN b;. (Kommt
eine Unbekannte in einer Gleichung nicht vor, hat sie dort den Koeffi-
zienten 0.)

Fiir ein solches LGS schreibt man

@11 - Qip € by
(77 Amn Tn bm
oder kurz
Ax=Db

mit der KOEFFIZIENTENMATRIX A = (a;;)mxn, dem Spaltenvektor x €
R™ mit den unbekannten Komponenten x; und dem Spaltenvektor b €
R™ der RECHTEN SEITE.

Ein LGS heiit HOMOGEN, wenn b = 0 ist. Andernfalls heifit es
INHOMOGEN.

Ein Spaltenvektor ¢ mit den Komponenten cy,...,c, heifit eine
Losung des LGS (II.1.1), wenn fiir ; = ¢; (i = 1,...,n) alle m Glei-
chungen erfiillt sind, d.h. Ac = b gilt.

Ein homogenes LGS Ax = 0 besitzt stets mindestens eine Losung,
nédmlich den Nullvektor. Diese Losung nennt man auch die TRIVIALE
LOSUNG.

Nicht jedes LGS besitzt eine Losung. Es tritt stets einer der folgen-
den drei Fille auf:

e Das Gleichungssystem besitzt KEINE Losung.
BEISPIEL: (zwei parallele Geraden)

2[[)1—{—{172:]_
2$1+l‘2:2.

e Das Gleichungssystem besitzt GENAU EINE Losung.
BEISPIEL: (zwei nicht parallele Geraden)

21’1—|—$2:1

[L’l—i—ﬂfz:?.

Hier ist 1 = —1, x5 = 3 die eindeutige Losung.
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e Das Gleichungssystem besitzt UNENDLICH VIELE Losungen.
BEISPIEL: (eine Geraden)

21’1 + Ty = 1.

Hier ist 1 = a, x5 = 1 — 2a fiir jedes a € R eine Losung.

I1.1.4. Das Gauflsche Eliminationsverfahren. Das bekanntes-
te und wichtigste Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
Ax = b ist das GauBsche Eliminationsverfahren. Zu seiner Beschrei-
bung ist es zweckméfig, die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite
b zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A, b) zusammenzufassen, indem
man b als (n + 1)-ten Spaltenvektor hinzufiigt.

Das GauBsche Eliminationsverfahren beruht auf folgenden Grund-
operationen:

e Vertauschen zweier Zeilen von (A, b) oder zweier Spalten von
A. Wurden zwei Spalten vertauscht, miissen die Komponenten
des Vektors x der Unbekannten entsprechend umnummeriert
werden.

e Multiplikation einer Zeile von (A, b) mit einer von Null ver-
schiedenen Zahl.

e Addition bzw. Subtraktion des a-fachen einer Zeile von (A, b)
von einer anderen Zeile.

Diese Operationen dndern die Losungsmenge des LGS nicht, d.h. geht
(B, c) durch solche Operationen aus (A, b) hervor, so besitzt das LGS
Bx = c genau die gleichen Losungen wie das LGS Ax = b.
Das GauBsche Eliminationsverfahren besteht aus drei Etappen:

e dem Eliminationsteil,

e dem Losbarkeitstest,

e dem Riicklosungsteil.
Am Ende des Eliminationsteils hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
folgende Struktur

® X x
0 e =«
0 0 e
r
° * *
0 0 0
m—r :
0 0 0 x
nIl

Dabei steht e fiir eine von Null verschiedene Zahl und * fiir eine belie-
bige Zahl.
Die Zahl r heifit der RANG von A, kurz
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r = Rang A.

Der Rang von A ist eindeutig bestimmt. Es gilt

Rang A < min{m,n} fir A € R™".

Beim Losungstest wird entschieden, ob das LGS keine, genau ei-

ne oder unendlich viele Losungen besitzt. Falls es keine Losung be-
sitzt, wird das Verfahren beendet. Im Riicklosungsteil werden séamtliche
Losungen des LGS ermittelt.

ALGORITHMUS I1.1.3. GAUSSSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN

zur Losung des LGS Ax = b.

(1) ELIMINATIONSTEIL:

(a) Setze i =1.

(b) PIVOTSUCHE: Bestimme zwei Indizes ig, jo mit i < ig <
m und i < jo < n und a;;, # 0. Falls keine derartigen
Indizes existieren, setze r = i — 1 und gehe zum Ldsbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (c) fort.

(c) ZEILEN- / SPALTENTAUSCH: Falls ig # i ist, vertausche
die Zeilen i und iy von (A, b). Falls jo # i ist, vertausche
die Spalten i und jo von (A, b) und merke die entsprechen-
de Umnummerierung der Komponenten des Ldsungsvek-
tors. Falls i = m 1ist, setze r = m und gehe zum Lésbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (d) fort.

(d) ELIMINATION: Fir k =i+ 1,...,m subtrahiere das ki _
Qi
fache der i-ten Zeile von (A,b) von der k-ten Zeile von
(A, b).
(e) Fallsi < m—1 ist, erhohe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zuriick.

(2) LOSBARKEITSTEST: Fulls r < m und mindestens eine der
Zahlen byy1,...,b, von Null verschieden ist, besitzt das LGS
keine Liosung. Beende in diesem Fall das Verfahren. Andern-
falls gehe zum Riicklosungsteil.

(3) RUCKLOSUNGSTEIL:

(a) Setze
Ty = —
a/’f"f‘
und berechne fiirt=r—1,r—2,...,1 sukzessive

1
Xy = _{bi — Qi Ty — Qjr—1Tpr—1
Qg

... aii—i—lxi-f—l}-
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(b) Falls r = n ist, ist

L1
u=
Ty
mit xq, . ..,x, aus (a) die eindeutige Losung des LGS. Be-

ende in diesem Fall das Verfahren. Andernfalls setze

X1

Ly

Ug = 0 € RnX1

0
und fahre mit Schritt (c) fort.
(c) Fihre fir j =r+1,...,n folgende Schritte aus:
(i) Fihre Schritt (a) durch mit dem Vektor

_aT'j
an Stelle des Vektors
by
by
(i) Setze
T
Ly
0
U, = 0
1 | < j-te Komponente
0
0
mit x1,- -+ ,x, aus Schritt (a).

(iii) Die Losungsmenge des LGS ist
{wg+ayuy + ...+ oy,
Ay, .., 0 € R}
Beende das Verfahren.
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BEMERKUNG II.1.4. (1) Wenn man nur daran interessiert ist zu
entscheiden, ob das LGS eine eindeutige Losung besitzt und wie diese
Losung lautet, kann man sich bei der Pivotsuche in Schritt (1b) auf
die i-te Spalte beschrinken, d.h. man setzt j, = ¢. Dann entfillt die
Notwendigkeit eines Spaltentausches mit entsprechender Umnumme-
rierung der Unbekannten.

(2) Bei der Implementierung des GauBschen Eliminationsverfahrens
auf einem Computer sollte man bei der Pivotsuche die Indizes iq, jo so
bestimmen, dass

|aigjo] = max{|are| i <k <m,j << n}

ist. Die Abfrage ,,a;,;, = 07“ ist zu ersetzen durch ,,|a;,j,| < 7%, wobei
¢ eine kleine positive Zahl ist. Die Wahl von ¢ héngt von der Rechen-
genauigkeit ab. Typische Werte auf gebrduchlichen Computern sind
e =107% oder ¢ = 1078.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.1.3 fiir qua-
dratische Matrizen, d.h n = m:

// Gaussian elimination
public void gaussElimination() throws LinearAlgebraException {
elimination();
backSolve();
T // end of gaussElimination
// elimination part of Gaussian elimination
public void elimination() throws LinearAlgebraException {
for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {
int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement
if ( Math.abs( al[jpl[il ) < EPS ) // pivot = 0 77
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");
if (jp>1i) { // swap equations i and j
swap(b, i, jp);
swap(a, i, jp);
}
for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) // elimination
substractEquations(k, i, alk][i]l/ali]l[i]);
}
if ( Math.abs( aldim-1][dim-1] ) < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");
} // end of elimination
// find pivot
public int pivot(int i) {
int pivotElement = i;
double pivotValue = Math.abs( al[i][i] );
for ( int j = i+1; j < dim; j++ ) {
if ( Math.abs( a[jl[i] ) > pivotValue ) {
pivotElement = j;
pivotValue = Math.abs( al[j]l[i] );

}

return pivotElement;
} // end of pivot
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// substract factor times equation i from equation k
public void substractEquations(int k, int i, double factor) {
bl[k] -= b[i]l*factor;
for( int 1 = i+1; 1 < dim; 1++ )
alk] [1] -= al[i] [1]*factor;
} // end of substractEquations
// solution part of Gaussian elimination
public void backSolve() {
x[dim-1] = b[dim-1]/aldim-1] [dim-1];
for ( int i = dim-2; i >= 0; i-—- )
x[i] = (b[i] - inmerProduct(alil, x, i+1, dim))/alil[i];
} // end of backSolve
// swap components i and j of vector u
public void swap(double[] u, int i, int j) {
double v = ulil;
ulil = uljl;
uljl = v;
} // end of swap
// inner product of sections first, ..., last-1 of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v, int first,
int last) {
double prod = 0;
for( int i = first; i < last; i++ )
prod += ulil*v[il;
return prod;
} // end of inner product

BEISPIEL I1.1.5. Betrachte das LGS

1+ 22004+ 323 =4
4x1 4 dxg + 623 =10
7.7}1 + 8.772 + 10[L’3 =4.
Jede dieser Gleichungen beschreibt eine Ebene im Raum. Daher be-

steht die Losungsmenge aus keinem Punkt, genau einem Punkt, einer
Geraden oder aus einer Ebene. Es ist

1 2 3 4
A=14 5 6], b=]0
7 8 10 4
Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert
1 2 3|4 1 2 3 4 1 2 3| 4
4 5 610 — 0 -3 -6 1-16 — 0 -3 -6|-16 .
7 8 1014 0 -6 -111]-24 0 0 1] 8

Also ist Rang A = 3 und
T3 = 8
1

32
3
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32
r1=4—-2-(——)—3-8
3
4
-3
Die eindeutige Losung des LGS ist
4
3
_32
3
8

BEispiEL I1.1.6. Wir ersetzen in Beispiel I1.1.5 den Koefffizienten
10 von z3 in der dritten Gleichung durch 9:

12 3 4
A=[4 5 6], b=|0
789 4

Das GauBsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 3|4 1 2 31| 4 1 2 3] 4
456/0 —- 0-3 6|-16 — 0-3 -6/|-16.
78 914 0 -6 -12|-24 0 0 0| 8

Also ist Rang A = 2. Wegen b3 = 8 hat das LGS keine Losung.

BEeIspIEL I11.1.7. Wir ersetzen in Beispiel 11.1.6 die letzte Kompo-
nente von b durch —4:

Das GauBsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 34 1 2 314 1 2 3| 4
4 5 6|0 - 0 -3 6|16 — 0 -3 -6/|-16.
78 9|4 0 -6 -12|-32 0 0 0O

Also ist Rang A = 2. Wegen b3 = 0 besitzt das LGS unendlich viele
Losungen. Schritt (3a) liefert

16
Ty = —
73
1
:L‘1:4—2._6
3
20
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und somit
_20
3
Uy = %
0
Schritt (3c) liefert
6
x —_— —_—
273
= -2
r1=-3-2-(-2)
=1
und somit
1
u; = —2
1
Daher ist die Losungsmenge des LGS die Gerade
_20
3 1
l—f +1-2]:a0€eR
1
0

11.2. Die Matrixmultiplikation

I1.2.1. Das Matrixprodukt. Wir definieren das Produkt eines
Zeilenvektors a mit n Elementen und eines Spaltenvektors b mit eben-
falls n Elementen durch

by
ab = (a1,...,a,) | ¢ | =a1by + asbs + ...+ ayb,.
bn,
BEeispieL I1.2.1. Es ist
1
@3ﬁA)_; =2-34+0+8=7.
2

Wir definieren das Produkt einer k x ¢-Matrix A mit den Zeilen-
vektoren ay, ..., a, mit einer £ x m-Matrix B mit den Spaltenvektoren
by, ..., b,, durch
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AB=|: | (by,...,bn)

Beachte:

Das Produkt AB ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von
A gleich der Zeilenzahl von B ist. Die Zeilen- bzw. Spalten-
zahl des Produktes AB ist gleich der Zeilenzahl von A bzw.
der Spaltenzahl von B.

Das Matrixprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ,
d.h. es gibt Matrizen A und B mit

AB # BA.

BrispieL 11.2.2. Fiir

erhalten wir

und

BEIsPIEL I1.2.3. Es ist

(123)‘3? §_45 _(7—4—89)
15 6)\, 5 6 o 22 —7 -5 12
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Die Matrix
1 0 - 0
o1 --- 0
In - . . . . S Rnxn
00 --- 1

heifit n x n EINHEITSMATRIX. Wenn die Grofle von n aus dem Zusam-
menhang klar ist, schreiben wir auch einfach I statt I,,.

Fiir beliebige Matrizen A, Ay, Ay € R¥*¢, B, B, B, € R*™ (C €
R™™ und a € R gelten folgende Rechenregeln:

= A(aB),
A(BC) = (AB)C,
I, A=Al

I1.2.2. Die transponierte Matrix. Jeder m x n-Matrix A €
R™*™ ordnen wir ihre TRANSPONIERTE MATRIX A7 € R™ ™ zu, deren
i-te Zeile aus den Elementen der i-ten Spalte von A besteht.

BEISPIEL 11.2.4. Es ist

1
12 3) =(2],
3
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(AB)T = BTAT.

Eine n x n Matrix A heit SYMMETRISCH, wenn AT = A ist. Sie
heiBt SCHIEFSYMMETRISCH, wenn AT = — A ist.

BEISPIEL 1I.2.5. Die Matrix

1 2 3
2 45
3 5 6
ist symmetrisch; die Matrix
0 2 3
-2 0 5
-3 =5 0

ist schiefsymmetrisch.

I1.2.3. Invertierbare Matrizen. Eine n x n Matrix A heifit IN-
VERTIERBAR oder REGULAR, wenn es eine n X n Matrix B gibt mit
AB = BA = I,. Falls A invertierbar ist, ist diese Matrix B eindeu-
tig bestimmt. Sie heiffit INVERSE MATRIX oder INVERSE von A und
wird mit A~! bezeichnet. Ist A nicht invertierbar, nennen wir A auch
SINGULAR.

Ist A invertierbar und b € R™*!, so ist das LGS Ax = b eindeutig
16sbar. Die Losung ist x = A~ 'b.

Es gelten folgende Rechenregeln:

A invertierbar und a # 0 = aA invertierbar und (aA)™! =
LAt

A und B invertierbar = AB invertierbar und (AB)™! =
B7tA-L

A invertierbar = AT invertierbar und (AT)~! = (A=1)T.

11.2.4. Das Gaufische Eliminationsverfahren zur Berech-
nung der inversen Matrix. Mit einer Variante des Gaufischen Eli-
minationsverfahrens aus Abschnitt I1.1.4 kann entschieden werden, ob
eine n x n-Matrix A invertierbar ist, und im positiven Fall A~! berech-
net werden. Die Idee ist, simultan die LGS Ax = e,...,Ax = e, zu
16sen. Dazu wird die Matrix A durch die n x n Einheitsmatrix I,, zu
(A, I,,) erginzt. Auf die erweiterte Matrix werden die Grundoperatio-
nen aus Abschnitt 11.1.4 so lange angewandt, bis entweder entschieden
ist, dass A nicht invertierbar ist, oder bis die erweiterte Matrix die
Form (I,,, B) hat. Dann ist B = A~

ALGORITHMUS 11.2.6. GAUSSSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN
zur Berechnung der inversen Matrix.
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(1) ELIMINATIONSTEIL:

(a) Setzei=1.

(b) PIVOTSUCHE: Bestimme einen Index iy mit i < ig < n
und a;y; # 0. Falls kein derartiger Index existiert, ist die
Matrix nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andern-
falls fahre mit Schritt (c) fort.

(¢) ZEILENTAUSCH: Vertausche die Zeilen i und iy der erwei-
terten Matriz.

Cl/ .
(d) ELIMINATION: Fiir k = i+ 1,...,n subtrahiere das —-
a..
fache der i-ten Zeile der erweiterten Matriz von deren
k-ter Zeile.

(e) Fallsi < mn—1 ist, erhohe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zurtick. Falls 1t = n — 1 und a,, = 0 st, ist die Matrix
nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andernfalls gehe
zum Riicklésungsteil tiber.

(2) RUCKLOSUNGSTEIL:

(a) Firi = 1,...,n dividiere die i-te Zeile der erweiterten
Matriz durch ay;.

(b) Firi=mn,n—1,...,1undk =i—1,i—2,...,1 subtrahiere
das ay;-fache der i-ten Zeile der erweiterten Matriz von
deren k-ter Zeile.

(¢c) Die letzten n Spalten der erweiterten Matriz sind die In-
verse von A. Beende das Verfahren.

BEMERKUNG I1.2.7. Wie in Abschnitt 11.1.4 sollte man bei der
Implementierung des Verfahrens auf einem Computer den Pivotindex
19 S0 bestimmen, dass

|aipi| = max{|ay| : i < k <n}
ist, und die Abfrage ,|a;| = 07 durch ,,|a;| < €7 ersetzen.

BEISPIEL 11.2.8. Fiir die Matrix

1 2 3
A=14 5 6
7 8 10
aus Beispiel I1.1.5 (S. 57) erhalten wir folgendes Schema:
12 3100 1 2 3|1 00
456010 — 0-3 6/-410
7 8 10/0 0 1 0 -6 -11|-7 0 1
1 2 3]1 0 0 1 231 0 O
- 036|410 — 0123 —50
0 0 1]1 -21 00 1|1 -2 1
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120[-2 6 -3 100[-2 -3 1
- 010[-2Y 2 - 010/-% 4 2
0011 -2 1 0011 -2 1
Es ist

2 _ 4

-5 —3 1

-1 2 11

1 -2 1

Aus der Definition der Invertierbarkeit, Algorithmus I1.2.6 und Ab-
schnitt II.1.4 ergibt sich:

Fiir eine n x n Matrix sind folgende Aussagen dquivalent:

e A ist invertierbar.

e Es gibt eine n x n Matrix B mit BA = I.

e Es gibt eine n x n Matrix C' mit AC' = I.

e Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale
Losung x = 0.

e Jedes LGS Ax = b besitzt eine eindeutige Losung.

e Rang A =n.

11.2.5. Die LR-Zerlegung. In der Praxis tritt héufig das Pro-
blem auf, mehrere LGS Ax = b mit gleicher Matrix A und verschieden
rechten Seiten b 16sen zu miissen. Da der Eliminationsteil des Gauf3-
schen Verfahrens zur Losung linearer Gleichungssysteme, Algorithmus
I1.1.3 (S. 54), O(n?)-Operationen, der Riicklssungsteil aber nur O(n?)-
Operationen erfordert, ist es nicht sinnvoll, diesen Algorithmus auf je-
des LGS separat anzuwenden. Da andererseits der Riicklosungsteil des
Gauflschen Verfahrens zur Bestimmung von A~!, Algorithmus II1.2.6,
genauso aufwendig ist wie der Eliminationsteil und da die Multipli-
kation A~'b fiir jedes b O(n?) Operationen erfordert, lohnt sich die
Berechnung von A~! nur dann, wenn die Zahl der rechten Seiten etwa
n ist.

Die LR-Zerlegung ist auf diese Problematik zugeschnitten. Die Idee
besteht darin, im Algorithmus I1.1.3 (S. 54) die Behandlung der Matrix
A und der rechten Seite b zu entkoppeln. Hierzu merkt man sich die
Elementaroperationen, die im Eliminationsteil ausgefiihrt werden, um
sie spéater auf die rechte Seite anzuwenden.

Der Algorithmus zerfillt in den Zerlegungs- und den Losungsteil.
Im Zerlegungsteil werden drei Matrizen L, R und P mit folgenden
Eigenschaften berechnet:

e P ist eine Permutationsmatrix, d.h. P entsteht durch Zeilen-
vertauschungen aus I,,.
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e [ ist eine OBERE DREIECKSMATRIX mit von Null verschiede-
nen Diagonalelementen, d.h. R hat die Form

® x x ...
0O e *x ... x
00 e ... x
00 ... 0 e

e [ ist eine UNTERE DREIECKSMATRIX mit Diagonalelementen
1, d.h. L hat die Form

10 0 ... ... 0
* 1 0 ... ... 0
*x x 1 ... ... 0
0
* % * 1
e Es ist
LR = PA.

Im Losungsteil wird bei gegebener rechter Seite b das LGS Ax = b in
folgenden Schritten gelost:

e Berechne z = Pb.
e Lose das LGS Ly = z.
e Lose das LGS Rx =y.

Dabei kénnen der zweite und dritte Schritt wegen der Dreiecksstruktur
von L und R analog zu Schritt (3a) von Algorithmus II1.1.3 (S. 54)
ausgefiihrt werden.

ALGORITHMUS 11.2.9. Bestimmung der LR-ZERLEGUNG.

(0) Setzep =(1,2,...,n) und i = 1.

(1) Bestimme einen Index io mit i < iy < n und a;,; # 0. Falls
kein solcher Index existiert, ist die Matriz A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung.

(2) Vertausche die i-te und die iy-te Zeile von A und die i-te und
die ig-te Komponente von p.

(3) Firk=1i+1,i+2,...,n fihre folgende Schritte aus:

(a) Ersetze ay; durch a—kl.
(b) Fiirj =i+ 1,i+ 2,“. .., ersetze ag; durch agj — a;;ak;.

(4) Falls 1 < n—1 ist, erhéhe i um 1 und gehe zu Schritt 1 zuriick.
Falls i = n—1 und a,, = 0 ist, ist die Matriz A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung. Ansonsten ist das Ver-
fahren erfolgreich abgeschlossen.
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Nach erfolgreicher Durchfithrung von Algorithmus I1.2.9 enthélt die
obere Hilfte der Matrix A einschliellich ihrer Diagonalen die obere
Halfte der Matrix R. Die untere Hélfte von A ohne Diagonale enthélt
die untere Halfte von L ohne die Diagonale, die durch 1 ergénzt werden
muss. Die Matrix P erhélt man aus dem Vektor p wie folgt: In der i-ten
Zeile (1 <i <mn) von P steht in der p;-ten Spalte eine 1, alle anderen
Elemente der Zeile sind 0.

ALGORITHMUS 11.2.10. Lésen des LGS Ax = b bei bekannter LR-
Zerlegung.
(1) Firi=1,...,n setze

2y = bpr
(2) Setze
Y1 =%
und berechne fiiri = 2,...,n sukzessive
Yi =2 — QY — - — Qii—1Yi—1-
(3) Setze
UYn
Ty = —
ann
und berechne firi=n—1,n—2,...,1 sukzessive
1
T = _{yz — Qi1 Tig1 — - — QinTn }-
(4

Das folgende Java-Programm realisiert die Algorithmen I1.2.9 und
I1.2.10. Die Methoden pivot, swap, innerProduct und backsolve sind
identisch mit den in Abschnitt I1.1.4 angegebenen Methoden gleichen
Namens.

// LR decomposition
public void lrDecomposition() throws LinearAlgebraException {
1rElimination();
permutation() ;
forSolve();
backSolve() ;
} // end of lrDecomposition
// elimination part of LR-decomposition
public void lrElimination() throws LinearAlgebraException {
perm = new int[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
perm[i] = i;
for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {
int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement
if ( Math.abs( al[jpl[i]l ) < EPS ) // pivot =0 77
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");
if (jp>1i) o // swap equations i and j
swap(perm, i, jp);
swap(a, i, jp);
}

for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) { // elimination
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alkl [i] /= ali][i];
substractRows(k, i, alk]l[il);
}

}
if ( Math.abs( al[dim-1] [dim-1] ) < EPS )

throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");
} // end of lrElimination
// substract factor times row i from row k of a
public void substractRows(int k, int i, double factor) {
for( int 1 = i+1; 1 < dim; 1++ )
alk] [1] -= a[i] [1]*factor;
} // end of substractRows
// forward solution part of LR-algorithm (rhs is x, result is b)
public void forSolve() {
b[0] = x[0];
for( int i = 1; i < dim; i++ )
b[i] = x[i] - innerProduct(alil], b, 0, 1i);
} // end of forSolve
// permute right-hand side according to vector perm and store on x
public void permutation() {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
x[1i] = b[ perm[i] ];
T // end of permutation

Fiir den Aufwand der Algorithmen I1.2.9 und I1.2.10 gilt:

Algorithmus I1.2.9 benétigt O(n?) arithmetische Operatio-
nen. Algorithmus I1.2.10 benétigt pro rechter Seite O(n?)

Operationen.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise der Algorith-
men I1.2.9 und I1.2.10.

BeispiEL I1.2.11. Fiir die Matrix aus Beispiel 11.1.5 (S. 57) liefert
Algorithmus I1.2.9 die LR-Zerlegung:

p=(1,2,3)
und
1 2 3 1 2 3 1 2 3
456 — 4 -3 -6 — 4 -3 -6
7 8 10 7 —6 —11 7 2 1
Wir erhalten A = LR mit
1 00 1 2 3
L=|410|, R=(0 -3 —6
7 2 1 0 0 1

Fiir die rechte Seite
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ergibt sich z = b und

I1.3. Determinanten

I1.3.1. Determinanten von 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen. Das

von den Vektoren
a= (al) und b = (bl)
(05} b2

in der Ebene erzeugte Parallelogramm hat gem&afl Abschnitt 1.4.7 und
[.4.9 die Flache

aq bl
F = a9 X bQ = |a1b2 — a2b1|.
0 0

Wir nennen die Zahl

det A = a1by — asby

die DETERMINANTE der 2 X 2 Matrix

N R by
(o h).

Wegen Abschnitt 1.4.7 und 1.4.9 ist det A = 0 genau dann, wenn die
Vektoren a und b parallel sind, d.h. a = Ab fiir ein A € R. Wegen
Abschnitt I1.1.4 ist letzteres genau dann der Fall, wenn Rang A < 2
ist. Also gilt:

det A #0 <= A ist invertierbar.

BEeIsPIEL 11.3.1. Es ist

1 2
det(3 4)—1~4—2-3——2.

Betrachte nun drei Vektoren
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Das von ihnen in einem kartesischen Koordinatensystem erzeugte Spat
hat geméafl Abschnitt 1.4.8 und 1.4.9 das Volumen
V == |[alva27a3]|
= |ay1(aznass — asass3)
— agi(aizass — aza13)

+ ag1(a12a23 — ag2a13)|.

(IL.3.1)

Wir nennen die Zahl

det A = [al, g, ag]

die DETERMINANTE der 3 x 3 Matrix

ailz aig Aais
A= lan ax ag3
ag1 asz as3

Wie fiir 2 x 2 Matrizen gilt:

det A # 0 <= A ist invertierbar.

Ein Vergleich der Formel (II.3.1) mit der Definition der Determi-
nante einer 2 x 2 Matrix liefert die Rekursionsformel

@11 Aiz2 13 gy Qo3
det a921 Q929 Q923 = a1 det
Q32 Aa33

ala @

— ay det 12 13
Q32 a3z
a a

+ag det [ 2 "B,
Q22 A23

Die Determinante einer 3 x 3 Matrix kann nach der FORMEL VON
SARRUS berechnet werden:

a31 asz2 33

+ + +
ai1 a2 a3 a11 a2
N\ 4 4 /!
21 22 23 21 22
/! 4 4 N\
as1 as2 ass as1 as2

Dabei miissen die drei Zahlen auf jedem Pfeil miteinander multipliziert,
die Ergebnisse der \-Pfeile addiert und die Ergebnisse der -Pfeile
subtrahiert werden.
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BEISPIEL II.3.2. Es ist
1 2 3
det {4 5 6 | =1-5-10+2-6-7+3-4-8
7 8 10
—-7-5-3—-8:-6-1—-10-4-2
=50+ 84 +96 — 105 — 48 — 80
= —3.
11.3.2. Die Determinante einer n x n Matrix. In Verallgemei-

nerung der Fille n = 2 und n = 3 wird die DETERMINANTE einer n X n
Matrix wie folgt rekursiv definiert:

Firn = ]_7 d.h. A= ((111), ist det A = aiq.-
Firn > 2 ist

det A = a1 det(An) — 921 det Agl
+ ...+ (—1)"+1an1 det Anl-

Dabei ist A;; die (n—1) x (n—1) Matrix, die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht.

BeispIEL 11.3.3. Fir

1 2 0 1
3 =21 0
A=10 6 3 2
2 4 3 1
erhalten wir
-2 1 0
Aqn=| 6 3 =2,
4 3 1
2 0 1
Ay =16 3 =21,
4 3 1
2 0 1
Ayzr=|-2 1 0],
4 3 1
0 1
Ap=1-2 1 0
6 3 -2

und

detA=1 ~detA11 —3'detA21 +O‘detA31 —2‘d€t1411
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— —32-3-24—2-(—16)
— 72,

I1.3.3. Rechenregeln fiir Determinanten. Es gelten folgende
Rechenregeln fiir Determinanten:

(1) Eine Determinante kann durch Entwicklung nach einer belie-
bigen Zeile oder Spalte berechnet werden:

det A = (—1)"a; det Ay + (—1)"2a det Ay
+ . (D) "ay, det Ay,
(Entwicklung nach der i-ten Zeile)
= (=1)7*ay; det Ay + (—1)""2ay; det Ay;
o+ (=1)Tay, det Ay,
(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

(2) Hat A obere bzw. untere Dreiecksgestalt, d.h. a;; = 0 fiir i > j
bzw. a;; = 0 fiir ¢ < 7, so ist det A das Produkt der Diagonal-

elemente
det A = Ay - a9 ... App-
(3) Die Determinante ist LINEAR IN JEDER ZEILE bzw. SPALTE,
d.h.
7y 7
det | az; | = adet | z;
Zy, Zy,
7y 7 7
det |la+b| =det| a | +det]| b
Zn, Zn, Zn,
bzw.

det(Sl,...,OzSi,...,Sn):adet(Sl,...,Si,...,Sn)
det(Sy,...,a+b,...,S,) =det(Sy,...,a,...,S,)
+det(Sl,...,b,...,Sn).

(4) Die Determinante ist ALTERNIEREND, d.h. geht A aus A durch
Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten hervor, dann gilt, det A

= —det A.
Insbesondere ist det A = 0, falls zwei Zeilen oder Spalten von

A gleich sind.
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(5) Die Determinante &ndert sich nicht, wenn das Vielfache einer
Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte) hin-
zuaddiert wird.

(6) det(AT) = det A.

(7) det(AB) = (det A)(det B).

(8) A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 ist. In diesem
Fall ist det(A™!) = (det A)~%.

(9) Ist B eine k x k Matrix, C' eine k x ¢ Matrix, D eine ¢ X k
Matrix und E eine ¢ x ¢ Matrix, so gilt

det <§ g) =det B -det F,

det (g g) =det B -det F.

BEMERKUNG II.3.4. Fiir n > 4 empfiehlt es sich fiir die Berechnung
von det A hdaufig, A mit dem Eliminationsteil des Gaufischen Algorith-
mus I1.1.3 (S. 54) zunéchst auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren.
Dies dndert die Determinante nicht.

BEISPIEL 11.3.5. Es ist

1 2 3
det |2 1 1] =0 daz3=2+ 2
3 3 4
und
1 2 3 4 1 2 3 4
0 41 2 041 2
det f o 1 3 _p|=detlyg 1 5
-1 2 0 1 0 4 3 5
4 1 2
=det|1 3 -1
4 3 5
0 —11 6
=det|{1 3 -1
0O -9 9
—11 6
——det(_9 9)
= 45.

I1.3.4. Die Cramersche Regel. Die Matrix A = (aj,...,a,) sei
invertierbar. Dann besitzt das LGS Ax = b eine eindeutige Losung.
Ersetzen wir die i-te Spalte a; von A durch b = a;z1 + ... + a,x,, so
erhalten wir mit den Rechenregeln des vorigen Abschnitts

det(al, c. ,ai,l,b,aiﬂ, c. ,an)
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= det(al, Q-4 + ..+ Tndn,djt1,- - - ,an)
=T det(al, ce ey A1, A1, A, - - - ,an) +...
- ~~ >
=0
+ x; det(ab e A1, A, Ay e ,an) +...
A ~~ 7
=det A
+ x, det(al, ce e, A1, A, At 1, - ,an)
~ Vv
=0
= z;det A.

Dies beweist die

CRAMERSCHE REGEL: Die Losung des LGS Ax = b ist bei
invertierbarer Matrix A gegeben durch

o det(al, e ,ai_l,b,aiﬂ, e ,an)
det A

x; 1=1,...,n.

BEISPIEL I1.3.6. Die Cramersche Regel ist fiir die praktische Rech-
nung bei groflen Werten von n, d.h. n > 4, UNGEEIGNET. Denn ihr
Rechenaufwand ist n! im Vergleich zu n® beim Gaufischen Eliminati-
onsverfahren. So wiirde ein Gigaflop Rechner mit der Cramerschen Re-
gel zur Losung eines LGS mit 20 Gleichungen und Unbekannten mehr
als 77 Jahre benétigen; bei dem Gaufischen Eliminationsverfahren ist
die Rechenzeit kleiner als 8usec.

I1.3.5. Kegelschnitte. Ein Kegelschnitt in der (x,y)-Ebene ist
gegeben durch eine Gleichung der Form

a1z + a2y2 + agxy + ayx + asy + ag = 0,

in der nicht alle Koeffizienten a; von Null verschieden sind. Da ein Ko-
effizient zu 1 normiert werden kann, ist im allgemeinen ein Kegelschnitt
durch die Angabe von 5 Punkten A; = (z;,v;), 1 <1 <5, auf der Kur-
ve bestimmt. Diese Punkte A; und der ,allgemeine“ Punkt = = (z,y)
liefern ein homogenes Gleichungssystem

a1 2% + asy® + asxy + asx + asy + ag = 0

a17] + agyy + azTiy; + aswy + asys + ag = 0

a1T: + agy: + azrsys + asrs + asys + ag = 0

fiir die Koeffizienten aq,...,as. Da dieses eine nicht triviale Losung
besitzt, muss die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden.
Das ergibt die sog. 5-PUNKTE-GLEICHUNG FUR DEN ALLGEMEINEN
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KEGELSCHNITT:

@ oyt oxy xy

2 9
Ti YT Tiy1 T1 Y1

—_ =

T3 Y3 wsYs Ts Ys 1
Spezielle Kegelschnitte sind durch weniger als 5 Punkte festgelegt. So
hat z.B. ein Kreis die Gleichung a(z? + y?) + bz + cy + d = 0 und ist
durch die Angabe von drei Punkten festgelegt. Wie oben ergibt sich
die Gleichung

224+ oz oy 1

24yl x 1

det 1.y1 ! y.l .1 =0

witys w3 oy 1

fiir den Kreis durch die Punkte (z;,y;), 1 <1i < 3.

BEISPIEL I1.3.7. Der Kreis durch die Punkte (0, 0), (1,3) und (2, —1)
hat die Gleichung

224y x oy 1
0 0O 0 1
O=det] 15 1 3
5 2 -1 1
224+ oz oy
= det 10 1 3
5) 2 -1

= —7(2* + y*) + 25z + 15y
also 7(z% + y*) — 25z — 15y = 0.

I1.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

11.4.1. Definition. Eine Zahl A € C heifit EIGENWERT, kurz
EW, der komplexen n x n Matrix A, wenn es mindestens einen von
Null verschiedenen komplexen Vektor b gibt mit

Ab = \b.

Jeder derartige Vektor heifit EIGENVEKTOR, kurz EV, von A zum EW
A

Ist b ein EV von A zum EW X und a # 0 eine komplexe
Zahl, so ist ab ebenfalls ein EV von A zum EW .
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BrispieL 11.4.1. Fiir

0 -1 0 1
A=1-1 -1 1|, b=1| 2
0O 1 0 —1
erhalten wir
-2
Ab=|—-4] =-2b
2

Also ist —2 ein EW von A und b ein zugehoriger EV.

I1.4.2. Das charakteristische Polynom. Definitionsgeméf ist
A € C ein EW der n x n Matrix A genau dann, wenn das homogene
LGS (A—AI)x = 0 eine nicht triviale Losung besitzt. Gemafl Abschnitt
I1.3.3 ist dies genau dann der Fall, wenn det(A — AI) = 0 ist.

Die Vorschrift A — det(A — AI) beschreibt eine Funktion von C in
C. Aus den Rechenregeln fiir Determinanten folgt, dass

det(A— M) = (=1)"\" + ap A" 4. .. Far\ +ag

ist mit komplexen Zahlen ay, ..., a,_1. D.h., det(A — A\I) ist ein POLY-
NOoM vom Grad n. Wir nennen det(A — AI) das CHARAKTERISTISCHE
PoLyNOM von A und bezeichnen es mit x4(A). Es gilt:

Die EW von A sind genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms x 4.

BEMERKUNG [I1.4.2. Verschiedentlich wird die Funktion A ~—
det(AI — A) auch als charakteristisches Polynom von A bezeichnet.
Wegen der Rechenregeln fiir Determinanten ist

det(AT — A) = (—1)" det(A — AI),

d.h. die Funktionen det(A] — A) und det(A — AI) unterscheiden sich nur
durch das Vorzeichen und haben insbesondere die selben Nullstellen.

Man kann zeigen, dass jedes komplexe Polynom in komplexe Li-
nearfaktoren zerlegt werden kann. Daher gibt es ein r € {1,...,n},
paarweise verschiedene komplexe Zahlen Ay, ..., A\, und von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen k¢, ...k, mit k; + ...+ k, = n und

xaN) = =N (= N

Die Zahl k; heifit die ALGEBRAISCHE VIELFACHHEIT des EW \;. Defini-
tionsgeméf ist die Matrix A — ;I singulér und erfiillt daher Rang(A —
Ail) < n. Die Zahl n — Rang(A — X\;I) heifit GEOMETRISCHE VIEL-
FACHHEIT des EW A;.

Konstruktionsgeméf gilt fiir jeden Eigenwert:
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1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.

Im allgemeinen stimmen aber algebraische und geometrische Vielfach-
heit eines EW nicht {iberein.

()

lautet das charakteristische Polynom

BEeIspIEL 11.4.3. Fir

Ya(}) = det (1? 15) —(1- )2

Also hat A nur den EW 1; die algebraische Vielfachheit ist 2. Aus
Abschnitt I1.1.4 ergibt sich

Rang(A — I) = Rang (8 (1]) = Rang ((1] 8) = 1.
Also ist die geometrische Vielfachheit des EW 1.
Aus den Rechenregeln fiir Determinanten ergibt sich, dass
xa(A) = (=D)"\" + (=1)" "A\" ' Spur A + ... + det A

1st mit

Spur A =ay1 +as+ ...+ Gyy.

Ein Koeffizientenvergleich mit der Zerlegung in Linearfaktoren lie-
fert die niitzlichen Formeln

det A= M. . \F
Spur A = kM + ...+ kA

11.4.3. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Aus
dem vorigen Abschnitt ergibt sich folgende Vorgehensweise zur Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

e Stelle das charakteristische Polynom x4 auf.

e Bestimme alle Nullstellen Ay, ..., A, von xa4.

e Fiir jeden EW \; bestimme mit dem Gauflschen Eliminati-
onsverfahren I1.1.3 (S. 54) alle Losungen des homogenen LGS
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BEISPIEL 11.4.4. Betrachte

-2 -8 —-12
A=|1 4 4
0 0 1

Das charakteristische Polynom ist

—-2-X -8 —12
Xa(A) = det 1 4—XN 4
0 0 1—A

= (1— ) det < 21_ A 4__8A)
=1 =N[(=2-N){4-A) +8]
= (1= N)[-8 =2\ + A\ +§]
=1 =N =2\

7

Also sind die EW Ay = 0, Ay = 1 und A3 = 2. Mit dem Gaufischen

Eliminationsverfahren ergibt sich:

fiir den EW 0:
-2 -8 =12 1 4 4 1 4 4
1 4 4 —- 00 -4 — 001
0 0 1 0 0 1 0 0O
= x3=0,29 = 11‘1 —4
—4
— 1 ]ist ein EV zum EW 0
0
fir den EW 1:
-3 =8 —12 1 3 4
1 3 4 — 010
0 0 0 0 0O
— w3=1,2=0,07 = —4
—4
— 0 ] ist ein EV zum EW 1
1
fiir den EW 2:
-4 -8 12 1 2 4 1 2 4
1 2 4 — 0 0 4 — 0 0 -1
0 0 -1 0 0 -1 0O 0 O
— q;3:(]x2—1x1 2
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-2
e 1 | ist ein EV zum EW 2.
0

11.4.4. Numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigen-
vektoren®. Die beschriebene Vorgehensweise zur Berechnung der EW
und EV ist nur zur ,,Rechnung per Hand“ bei kleinen Werten von n
geeignet. Fiir die numerische Berechnung mit Computern ist sie zu
aufwéndig und zu instabil, d.h. mit grofSlen Ungenauigkeiten behaftet.
Fiir diese Aufgabe sind spezielle, besser geeignete Verfahren entwickelt
worden.

Die wichtigsten sind:

(1) Die Potenzmethode und das Verfahren der Rayleigh-Quotien-
ten fiir die Berechnung des betragsméflig grofiten Eigenwertes.

(2) Das inverse Verfahren von Wielandt und das Verfahren der
inversen Rayleigh-Quotienten fiir die Berechnung des betrags-
méafig kleinsten Eigenwertes einer invertierbaren Matrix.

(3) Das QR-Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte.

Wir werden hier nur die Verfahren aus (1) und (2) besprechen.

ALGORITHMUS I1.4.5. POTENZMETHODE zur Berechnung des be-
tragsmdaflig grofiten Eigenwertes.

(0) Gegeben:
A (Matriz)
Xo (Startndherung fir einen Eigenvektor mit ||xq|| = 1)
(1) Firm =0,1,2,... fihre folgende Schritte aus:
U1 = Axpy,
Om1 = SgN((Wmn 41, Xm)),

)\m+1 = Om+1 Hum+1 H )

1
Xm4+1 = Om+1 ||11 1Hum+1-
m+
Hat A die Eigenwerte pq,...,pu, (mehrfache Eigenwerte werden
mehrfach aufgefithrt!) und gilt [p1| = ... = || > |ppr1] > - > |un]
sowie p; = ... = [, kann man zeigen, dass die Zahlen A, gegen den

Eigenwert u; und die Vektoren x,,, gegen einen Eigenvektor zum Eigen-
wert pq konvergieren. Dabei wird der Fehler jeweils pro Iteration um
den Faktor |“Z—J1r1| reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt also
ab vom Abstand zwischen dem betragsméflig grofiten und zweitgrofiten
Eigenwert.

Falls || = = |pp| > |pp+1| > - > |pn] aber py # ... # p, ist, kon-
vergieren die Zahlen \,, nach wie vor gegen den Eigenwert p, aber die
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Vektoren x,, miissen nicht mehr gegen einen zugehorigen Eigenvektor
konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus 11.4.5:

// power method
public void power() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int s = 1, iter = 0;
b = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
b = multiply(a, x);

s = ( innerProduct(b, x) >= 0 ) ? 1 : -1;
diff = ew;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
ew = s*norm;
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/ew);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of power
// inner product of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v) {
double prod = 0;
for( int i = 0; i < dim; i++ )
prod += ulil*v[i];
return prod;
} // end of inner product
// multiply matrix c with vector y
public double[] multiply(double[][] c, double[] y) {
double[] result = new double[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
result[i] = innerProduct(c[i]l, y);
return result;
} // end of multiply
// multiply vector v with double c and store on u
public void multiply(double[] u, double[] v, double c) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
uli] = v[il*c;
} // end of multiply

ALGORITHMUS [1.4.6. RAYLEIGH-QUOTIENTEN-ITERATION zur
Bestimmung des betragsmdfsig grofiten Eigenwertes einer symmetri-
schen Matrix.

(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||Xo| = 1)
(1) Firm=0,1,... fihre folgende Schritte aus:

Um1 = Axm7
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1
[ 1]
Am+1:(xmnum+ﬂ'

Xm+1 = Wpt1,

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus 11.4.5,
kann man zeigen, dass die Zahlen \,, gegen den betragsméflig grofiten

Eigenwert von A konvergieren. Dabei wird der Fehler pro Iteration um
|#p+l|

den Faktor <W)2 reduziert. Algorithmus I1.4.6 konvergiert also dop-

pelt so schnell wie Algorithmus 11.4.5.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus I1.4.6. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode.

// Rayleigh quotient iteration
public void rayleigh() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int iter = 0;
b = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
b = multiply(a, x);
diff = ew;
ew = innerProduct (b, x)/dim;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/norm);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of rayleigh

Wendet man die Algorithmen I11.4.5 und I1.4.6 auf die Matrix A~!
an und bildet die Kehrwerte der entsprechenden Grofien, erhélt man
einen Algorithmus zur Berechnung des betragsméfig kleinsten Eigen-
wertes. Aus Effizienzgriinden wird dabei die Matrix A~! nicht berech-
net, sondern z = A~'x durch Losen des Gleichungssystems Az = x
bestimmt.

ALGORITHMUS [[.4.7. INVERSE ITERATION VON WIELANDT zur
Berechnung des betragsmdfsig kleinsten Eigenwertes.

(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||Xo|| = 1)
(1) Firm = 0,1, ... fihre folgende Schritte aus:
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(a) Lose das LGS
A, = Xy
(b) Berechne

Om+1 = sgn((Wmt1, Xm)),

o Om+1
Pm+1 = 7 s
[ ]
1
Xm+1 = Om+1 Hu 1Hum+1-
m+

Hat die Matrix A die Eigenwerte p,. .., u, und gilt |uq] > ... >
|tn—r—1| > |ttn—r| = ... = |pn] > 0 sowie pip,—, = ... = p,,, kann man
zeigen, dass die Zahlen p,, gegen den Eigenwert pu,, und die Vektoren
X, gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert pu, konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus I1.4.7. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden 1rElimination, permutation, forSolve
und backSolve losen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschnitt I1.2.5 wiedergegeben.

// inverse power method
public void inversePower() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int s = 1, iter = 0;
b = new double[dim];
d = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

1rElimination();
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
copy (b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve
copy(d, x); // take rhs b and give solution x
permutation();
forSolve();
backSolve();
copy (b, x); // store solution on b
copy(x, d); // retrieve old x
s = ( innerProduct(b, x) >= 0 ) ? 1 : -1;
diff = ew;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
ew = s/norm;
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, ew);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
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iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of inversePower
}

// copy vector v to vector u
public void copy(double[] u, double[] v) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
uli] = v[il;
} // end of copy
ALGORITHMUS I1.4.8. INVERSE RAYLEIGH-QUOTIENTEN-ITERA-
TION zur Bestimmung des betragsmdfiig kleinsten FEigenwertes einer
symmetrischen Matrix.
(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||xo|| = 1)
(1) Firm =0,1,... fihre folgende Schritte aus:
(a) Lise das LGS

Ay = Xy
(b) Berechne
1

[l

Pm+1 = (Xma um+1)_1-

Xm+1 - um+1 )

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus 11.4.7,
kann man zeigen, dass die Zahlen p,, gegen den Eigenwert pu, von
A konvergieren. Allerdings konvergiert Algorithmus 11.4.8 doppelt so
schnell wie Algorithmus 11.4.7.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus 11.4.8. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden 1rElimination, permutation, forSolve
und backSolve losen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschitt I1.2.5 wiedergegeben.

// inverse Rayleigh quotient iteration
public void inverseRayleigh() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int iter = 0;
b = new double[dim];
d = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
1rElimination();
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
copy (b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve
copy(d, x); // take rhs b and give solution x
permutation();
forSolve();
backSolve();
copy (b, x); // store solution on b
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copy(x, d); // retrieve old x
diff = ew;
ew = dim/innerProduct (b, x);
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/norm);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of inverseRayleigh

Hat man eine Naherung £ fiir einen EW berechnet, kann man einen
zugehorigen EV berechnen, indem man das homogene LGS (A—jil)x =
0 mit dem GaufBischen Eliminationsverfahren I1.1.3 (S. 54) lost. Diese
naive Vorgehensweise ist aber nicht empfehlenswert, da sie numerisch
instabil, d.h. anféllig gegen Rundungsfehler und Fehler bei der Berech-
nung von fi ist. Wesentlich effizienter ist die Anwendung von Algorith-
mus [1.4.7 auf die Matrix A — il.

Zur Beschreibung der Vorgehensweise nehmen wir an, dass wir eine
Néherung i fiir einen Eigenwert p; der Matrix A bestimmt haben, und
wollen einen zugehorigen Figenvektor y bestimmen. Wir setzen voraus,
dass fi dichter an p; liegt als an jedem anderen Eigenwert von A, d.h.

| — p5] < |t — py] fiir jeden Eigenwert p; von A mit p; # pu;.

Dann ist p; — i der betragsméafig kleinste Eigenwert der Matrix A — il
und jeder andere Eigenwert dieser Matrix hat einen echt gréfleren Be-
trag. Auflerdem ist jeder Eigenvektor von A — il zum Eigenwert p; — fi
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ;. Daher kénnen wir Algorith-
mus 11.4.7 auf die Matrix A — i/ anwenden und erhalten eine Folge
von Vektoren x,,, die gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert
1; konvergiert.

Im allgemeinen liefern schon wenige Iterationen eine hinreichend
genaue Approximation fiir einen solchen Eigenvektor.

Man beachte, dass in jeder Iteration des Verfahrens ein lineares
Gleichungssystem der Form

(A - /ll)um-i-l = Xm

gelost werden muss.

I1.4.5. Rechenregeln. Es gelten u.a. folgende niitzliche Regeln
zu Eigenwerten und Eigenvektoren:

e A habe den EV b zum EW A. Dann haben
aA, A+p06I, a,A"+...+a A+ apl
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ebenfalls den EV b, jedoch jeweils zum EW
aX, A+ 06, ap A"+ 4+ A+ ap.

e A und AT haben die gleichen EW, aber zu jeweils verschiede-
nen EV.

e A ist genau dann invertierbar, wenn alle EW von Null ver-
schieden sind. In diesem Fall ist A genau dann ein EW von A,
wenn A1 ein EW von A1 ist; die zugehérigen EV stimmen
iiberein.

I1.4.6. Ahnliche Matrizen. Zweinxn Matrizen A und B heifien
AHNLICH, wenn es eine invertierbare n x n Matrix T' gibt mit TAT ! =
B. Wegen

det(TAT™" — M) = det(T(A — )T ™)
=detT -det(A — \I) - (det T)~*
= det(A — \I)

haben #hnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom. Daher
gilt:

Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Ist u ein EV von A zum EW X\ und B = TAT !, so ist Tu ein EV
von B zum EW A, denn

B(Tu) = TAT *(Tu) = TAu = T(Au) = \Tu.

Eine Matrix A heifit DIAGONALISIERBAR, wenn sie zu einer Diago-
nalmatrix D &hnlich ist. Die Diagonalelemente von D sind dann die
EW von A. Ist A =TDT™!, soist der i-te Spaltenvektor von T ein EV
von A zum EW D;;. Ist A diagonalisierbar, stimmen die algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten der EW iiberein. Beispiel 11.4.3 zeigt
daher, dass nicht jede Matrix diagonalisierbar ist. Andererseits kann
man zeigen, dass z.B. jede reelle symmetrische Matrix diagonalisierbar
ist (vgl. Abschnitt 11.4.8).

BEispIEL 11.4.9. Betrachte die Matrix A aus Beispiel 11.4.4 und
bezeichne mit T die Matrix, deren Spalten die drei EV aus Beispiel
I1.4.4 sind:

—4 —4 -2
T=11 0 1
0O 1 0

Mit dem GaufBischen Eliminationsverfahren I1.2.6 ergibt sich

-4 -4 2|1 00 1 0 1]/]0 1 0
1 0 11010 —0-42|1 40
0 1 0]0 01 01 0j0 01
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1 0 1/{0 1 0 1 0110 10
01 0/001 —01O0]0 01
00 2|1 4 4 0 0 1/05 2 2
1 0 0/-05 -1 -2
01 0] 0 0 1.
0 0 1]05 2 2
Also ist
—05 -1 =2
T'=1 0 0 1
0.5 2 2
und
0 0O
T'AT =101 0].
00 2
Mit
0 0O
D=0 1 0
00 2
ergibt sich dann beispielsweise
AlO — (TDTfl)l(]
=TD"T™!
-4 —4 =2 00 O -05 -1 =2
= 1 0 1 01 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1024 0.5 2 2
—4 —4 =2 0 0 0
= 1 0 1 0 0 1

0o 1 0 512 2048 2048

—1024 —4096 —4100
= 512 2048 2048
0 0 1

I1.4.7. Orthogonale Matrizen. Zwei Spaltenvektoren s;,sy €
R™*! heilen ORTHOGONAL, wenn s s, = 0 ist. Ein Spaltenvektor s €
R™ ! heift NORMIERT, wenn s’s = 1 ist. Zwei Zeilenvektoren z;,z, €
R heiflen orthogonal, wenn die Spaltenvektoren z!,zl orthogonal
sind, d.h. z;zl = 0. Analog heifit ein Zeilenvektor z € R'™ normiert,
wenn der Spaltenvektor z normiert ist, d.h. zz? = 1.

Eine n xn Matrix A heifit ORTHOGONAL, wenn ihre Spaltenvektoren

bzw. — was dasselbe ist — ihre Zeilenvektoren normiert und paarweise
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orthogonal sind. Aus den Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation
folgt:

A orthogonal <= AAT = ATA=1.

Also gilt:

A orthogonal «= AT =A%

Wegen
1 =det I = det(AAT) = det A - det AT = (det A)?

gilt auBerdem:

A orthogonal = |det A| = 1.

BEMERKUNG I1.4.10. Sei A = (aj, as,a3) eine orthogonale 3 x 3
Matrix mit det A = 1. Dann ist (0;a;,ag, a3) ein kartesisches Koordi-
natensystem (vgl. Abschnitt 1.4.9). Die Abbildung x — Ax beschreibt
den Ubergang von dem Koordinatensystem (0;ay,as,as) in das Ko-
ordinatensystem (0; e, ey, €3). Geometrisch wird sie durch die Hinter-
einanderschaltung von Drehungen und Spiegelungen beschrieben. Ins-
besondere bleiben unter dieser Abbildung die Liangen von Vektoren
erhalten.

BEISPIEL 11.4.11. Die Drehmatrix
cosw slnw
—sinw cosw
ist orthogonal.

BEISPIEL 11.4.12. Sei u € R™*! ein normierter Spaltenvektor. Die
Matrix

H(u) = (1 — 2uju, e — 2uou, ..., e, — 2u,u)
heifit die zu u gehoérige HOUSEHOLDER-MATRIX. Wegen
(e; — 2u;u)’ (e; — 2u;u) = el e; —4u; e} u +4u? u'u
~—~— ~ \_fl"
=1 -

=1

und fiir 7 # j
T _ T T T T
(e; —2u;u)’ (ej — 2uju) = e; €; —2uj e; u —2y; u' e; +duu; u' u

=0 =Uj; =Uuj

=0

=1
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ist sie orthogonal. Ist speziell n = 3, so beschreibt sie geometrisch eine
Spiegelung an der zu u senkrechten Ebene durch den Nullpunkt.

11.4.8. Symmetrische Matrizen. Wir erinnern daran, dass nicht
jede Matrix diagonalisierbar ist und dass i.a. die algebraische und die
geometrische Vielfachheit eines EW nicht iibereinstimmen. Es gilt je-
doch:

Sei A eine symmetrische n x n Matrix, d.h. AT = A. Dann
gilt:
e Alle EW von A sind reell.
e Fiir jeden EW von A stimmen algebraische und
geometrische Vielfachheit iiberein.
e A ist diagonalisierbar; die Matrix T'in A = T DT~
kann als orthogonale Matrix gewéhlt werden.
e Es gibt eine Basis des R", die aus paarweise ortho-
gonalen EV von A besteht.

BEISPIEL 11.4.13. Fur

1 3 0
A=13 -2 -1
0 -1 1

erhalten wir das charakteristische Polynom

1—A
xa(A) = det 3 —2— )
0 —A
]

—1 —1
1 )\)det( ) 3det(0 1_)\>

:( —
= (1= N[(=2=A\)(1=A)—1]—9(1 -\
= (1-N\)(— 2+/\+)\2—1—9)
=(1=NA\+r—12)

(

=(1=XN)A\=3)(A+14).

Also sind die EW A\; = 1, Ay = 3 und A3 = —4. Das Gauf}sche Elimi-
nationsverfahren I1.1.3 (S. 54) liefert:

fir )\1 =1:
0 3 0 3 -3 —1 3 -3 -1
3 -3 -1 - 0 -1 0 — 0 -1 0
0 -1 0 0 3 0 0 0 0

1
= 23=1,29=0,27 ==
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V10
10
— 0 ist normierter EV zu A\; = 1
3v10
10
fiir )\2:31
2 3 0 -2 3 0 -2 3 0
3 5 -1 —- 0 -05 -1 — 0 -1 -2
0 —1 9 0 -1 -2 0 0 O
= x3=1,10=-2,21=-3
_3V/14
14
— —@ ist normierter EV zu Ay = 3
Vi4
14
fiir A3 = —4:
5 3 0 5 3 0 5 3 0
3 2 -1 — 002 -1 — 0 —15
0 -1 5 0 -1 5 0 0 0
— x3:17l’2:5,$1:—3
_3V35
35
— @ ist normierter EV zu \3 = —4.
V35
35
Also ist A = TDT~! mit
10 0
D: O 3 O )
00 —4
VIO 3Vl _3v35
10 14 35
_ vid /35
I'=| 0 —¥= ¥
3V10 V14 V35
10 14 35

I1.4.9. Die Schursche Normalform. Matrizen wie

01

00
mit mehrfachen EW, deren algebraische Vielfachheit grofler ist als ihre
geometrische Vielfachheit, sind nicht zu Diagonalmatrizen dhnlich. Fiir
diese Matrizen gibt es keine Basis aus EV. Dementsprechend muss man

das Konzept der Diagonalisierbarkeit abschwéachen. Wir wollen daher
zeigen, dass jede Matrix A zu einer oberen Dreiecksmatrix S &hnlich
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ist, d.h. dass es eine invertierbare Matrix B gibt mit B~'AB = S. Die
Diagonalelemente von S sind dann natiirlich die EW von A. Eine solche
Matrix S nennt man SCHURSCHE NORMALFORM von A.

Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir einen EW X von A.
Zu A gibt es mindestens einen EV u. Diesen kénnen wir zu einer Basis
des C™ ergénzen. Die so gefundenen Vektoren fassen wir als Spalten-

vektoren zu einer Matrix By zusammen, d.h. B; = (u,*,...,*). Dann
gilt
Br'ABy = B (Au, x, ..., %)
A koL ox
0
A
0

mit einer (n—1)x (n—1)-Matrix A;. Mit A; kénnen wir obigen Prozess
wiederholen und erhalten eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix B, mit

o
0

mit einer (n — 2) x (n — 2)-Matrix Ay. Fiir

10 ... 0
B 0
Tl B
0
gilt dann
A 00 0
0 pu O 0
By'B{'AB B, = |0 0
Do As
0 0
Nach n—1 Schritten erhalten wir also Matrizen By, B, ..., B,_1, sodass

B,'...-B{'ABy-...-B,_, =S

obere Dreiecksgestalt hat. B = By -...- B,_; und S sind die gesuchten
Matrizen.

11.4.10. Hauptvektoren. Wir betrachten eine beliebige Matrix
A und ihre Schursche Normalform S. Dann ist S = B~'AB mit einer
invertierbaren Matrix B. Sei A ein m-facher EW von A, m > 2. Indem
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wir ggf. B durch BP mit einer geeigneten Permutationsmatrix P er-
setzen, konnen wir annehmen, dass die ersten m Diagonalelemente von
S gleich A sind. Dann ist S — Al von der Form

E F
s ( 5)

mit
0 * ... %
— . . . Ecmxm,
0 0 ... x
0 0 ... 0
Fe me(nfm)’

G e C(n—m)x(n—m)'

Wie man leicht nachrechnet, ist £™ = 0. Daher sind die ersten m
Spalten von (S — AI)™ gleich Null, d.h.

(S—=X)"e; =0 firi=1,...,m.

Wegen
(S—A)™ = (B 'AB - )™
= (BYA-X)B)™
=B (A-\)"B
folgt

(A= X)"Be;=B(S—M)"e; =0 firi=1,...,m.

Ein Vektor u € C" mit u # 0 und (A — A/)™u = 0 nennt man einen
HAUPTVEKTOR zum EW \. Wegen (A — A\[)°u = [u = u # 0 und
(A—XI)™u = 0 gibt es eine Zahl £ > 1 mit (A—\)*'u # 0 und (A —
AM)fu = 0. Diese Zahl heifit STUFE des Hauptvektors. Eigenvektoren
sind somit Hauptvektoren der Stufe 1.

Wir haben also gezeigt, dass A zum m-fachen EW X m linear un-
abhéngige Hauptvektoren besitzt, ndmlich Bey, ..., Be,,. (Man beach-
te, dass wir die Spalten der urspriinglichen Matrix B evtl. vertauscht
haben!) Man kann zeigen, dass Hauptvektoren zu verschiedenen EW
immer linear unabhéngig sind. Damit folgt:

Zu jeder Matrix A € C™*" gibt es eine Basis des C", die aus
Hauptvektoren von A besteht.

Die Berechnung einer Basis aus Hauptvektoren und einer Schurschen
Normalform geschieht mit folgendem Algorithmus:
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AvLcorITHMUS I1.4.14. Berechnung der Hauptvektoren und der
Schurschen Normalform einer Matriz A.

(1) Bestimme alle EW der Matriz A.

(2) Zu jedem EW X\ von A bestimme die mazximal maogliche Zahl
linear unabhdngiger EV. Falls diese Zahl kleiner ist als die
algebraische Vielfachheit m von A (geometrische Vielfachheit
< algebraische Vielfachheit), erginze diese Vektoren zu einer
Basis von Kern(A — A\I)™.

(3) Setze B = (uy,...,u,) mit den Hauptvektoren uy, ..., u, aus
Schritt (2) und berechne S = B~'AB.

BEISPIEL 11.4.15. Betrachte

0 1 -1
A=1-2 3 -1
-1 1 1
Das charakteristische Polynom lautet
-2 1 -1
det(A-X)=|-2 33— -1
-1 1 1—A

= AXA=-3)A-1)+1+24+A—=-3)—A—-2(A—1)
= AA=3)A—-1)—-201—1)

= —(A=1[\=3)x+72]

=-(A=-1>2*\-2).

Also ist 2 ein einfacher EW und 1 ein doppelter EW. Die Bestimmungs-
gleichung fiir einen EV zum EW 2 lautet

-2 1 -1
-2 1 —=1|u=0
-1 1 -1
-2 1 -1
1 0 0
0
— u= 1|1
1
Die Bestimmungsgleichung fiir einen EV zum EW 1 ist
-1 1 -1
-2 2 —-1]v=0
-1 1 0
-1 1 -1

0 0
0 0 1
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1
= v=|1
0
Weiter ist
-1 1 -1\ /-1 1 -1
(A-IP=|-2 2 1| -2 2 -1
-1 1 0 -1 1 0
0 00
=[-110
110

Daher lautet die Bestimmungsgleichung fiir einen Hauptvektor zum
EW 1

—xr1 +29=0.
Daher ist
1
w=|1
1

ein Hauptvektor zum EW 1, der linear unabhéngig vom EV v ist.
(u,v,w) ist die gesuchte Basis. Wegen

ergibt sich mit
01 1
B=(uv,w)=11 11
1 01
die Schursche Normalform von A zu

B™'AB = B '(2u,v,w — V)

= (2617 €2,€3 — 92)

20 0
=101 -1
0 0 1

I1.5. Quadratische Formen

I1.5.1. Definition. Eine Funktion p : R" — R der Form
p(x) = a+alx +x"Ax

mit « € R, a € R” und A € R™" symmetrisch heifit QUADRATISCHES
PoryNOoM in den Variablen zy,...,x,. Im Fall « = 0 und a = 0
heifit p ein HOMOGENES QUADRATISCHES POLYNOM oder auch eine
QUADRATISCHE FORM. Ist zusétzlich A eine Diagonalmatrix, so heifit
P REIN QUADRATISCH.
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Ist p ein quadratisches Polynom, so heifit die Menge
{x € R": p(x) =0}

eine QUADRIK. Eine Quadrik hat NORMALFORM, wenn x’ Ax rein
quadratisch ist und « + a’x durch keine Transformation der Form
x = b + By verkiirzt werden kann.

BeispieL 11.5.1. Fiir

erhalten wir das quadratische Polynom
p(x) =4 — 22, — 4ay + 27 + 23,
Quadratische Ergédnzung liefert fiir die zugehdrige Quadrik

0=4— 2w + 27 — day + 15
=4+ (-1 -1+ (122—-2)*—4
= (2 —1)* + (23 — 2)* — 1.

Dies ist die Gleichung eines Kreises in der (z1,x2)-Ebene mit Mittel-

punkt (1,2) und Radius 1. Die Koordinatentransformation y; = x; —1,

ys = x9 — 2 (Verschiebung des Ursprungs) liefert die Normalform
2, 2 _

yi+y; —1=0.

BEISPIEL I1.5.2. Der Spannungstensor eines unter Krafteinwirkung
stehenden elastischen Korpers P hat die Form

Or Txy Taz
S=|Tw oy Ty
Tez Tyz Oz

mit vom Ort abhéngigen Matrixelementen. Er ist symmetrisch. Be-
trachte in einem festen Punkt P einen Schnitt durch P senkrecht zu
dem Normalenvektor n mit |n| = 1. Dann kénnen wir den Spannungs-
vektor Sn in die zu n parallele Normalenspannung t und die dazu
senkrechte Schubspannung s zerlegen, d.h. Sn =t +s. Wegenn-s =0
und n -t = |t| gilt n”Sn = [¢|, d.h. der Betrag der Normalenspannung
berechnet sich aus der quadratischen Form ¢(x) = x” Sx.

BEISPIEL I1.5.3. Ein einfaches Problem der Ausgleichsrechnung ist
die Bestimmung einer Geraden y = az + b, die moglichst genau durch
die Messpunkte (x1,41),...,(Zn,ys) in dem Sinne verlauft, dass das
quadratische Polynom q(u,v) = (y1 —uxy —v)? + ... + (yp — uz, — v)*
in (u,v) = (a,b) ein Minimum annimmt.
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I1.5.2. Reduktion auf Normalform. Die Quadrik zu einem ge-
gebenen quadratischen Polynom

p(x) = a+alx +x'Ax

kann durch die folgenden zwei Schritte auf Normalform gebracht wer-

e Bestimme wie in Abschnitt I1.4.7 eine Diagonalmatrix D und
eine orthogonale Matrix 7" mit A = TDT~!. Die Variablen-
transformation x = Ty liefert

ply) =a+a'Ty +y' Dy
=a+ 0y + .t Bl + MYL -+ Ny
mit den EW A{,..., A, von A. Man beachte, dass jeder EW
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit mehrfach auf-

gefithrt wird!
Die Koordinatentransformation

{yi falls \; = 0
Zi =

yi + g falls A # 0

(d.h. eine quadratische Ergénzung) liefert die Normalform
p(z)=v+c'z+2z" Dz
=+ 621+t O+ M2+ A2
mit

5 B falls i =0
"lo falls A £0

und
p—y
7—04—12 )

wobei Y andeutet, dass nur die Beitrige mit \; # 0 aufsum-
miert werden.

BEIsSPIEL I1.5.4. Betrachte das quadratische Polynom p mit

0 1 3 0

4
a:—4—9, a=[1], a=[3 —2 -1
8 0 0 -1 1

GeméB Beispiel 11.4.13 (S. 87) ist

0
0
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VIO 3V/1d 335
10 4 35

_ Vi VE
=10 - %
Wi Vi VB

10 14 35

T
T=(0 Y~ Y°°
a 0, === =)
und
49 1 14+ 35
TTUR 40193 19 (—4)
49 12 5
48 4|21 28
B 49+1
48 48
- 1.

Also ist die Normalform der zugehorigen Quadrik
o+ 3w — 423 — 1 =0.
Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.

I1.5.3. Normalformen der ebenen Quadriken. Im R? gibt es
die folgenden 9 verschiedenen Normalformen der Quadriken. Dabei sind
a, b, p von Null verschiedene reelle Zahlen.

Rang A = 2:
? oy
— + 75 — 1 =0 Ellipse, bzw. Kreis falls |a| = |b],
a? b2
? oy
= + 7 + 1 =0 leere Menge,
oy
T E 1 = 0 Hyperbel,

2% + a®y? = 0 Punkt,

22 — a*y? = 0 Paar sich schneidender Geraden,
Rang A =1:

x? — 2py = 0 Parabel,
z? — a® = 0 Paar paralleler Geraden,
2? + a® = 0 leere Menge,

22 =0 Gerade z = 0.
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I1.5.4. Normalformen der ridumlichen Quadriken. Im R3
gibt es die folgenden 17 verschiedenen Normalformen der Quadriken.
Dabei sind a, b, ¢, p von Null verschiedene reelle Zahlen.

Rang A = 3:

242 2
S+ 5+ 5 1 =0 Ellipsoid bzw. Kugel, falls |a| = [b] = |¢|,
a b c
22 2 22
?+b—2+§+1:01eerel\/[enge,

22 P 2
—+5 -5+ 1 = 0 zweischaliges Hyperboloid,
a b2 2
2?2 P 2
S+ -5 1 = 0 einschaliges Hyperboloid,
a b2 2
2?2
EjLﬁ—|—§:0Punkt,
22 2 2
a2t 2= 0 Kegel,
Rang A =
22 P
—t5 - 2pz = 0 elliptisches Paraboloid,
a b
2 2
x_2 _Y 2pz = 0 hyperbolisches Paraboloid,
a b2
2 2
% + % + 1 =0 leere Menge,
2 2
x_2 + y_2 — 1 = 0 elliptischer Zylinder,
a b
YV _on i i
— — 55 +1 =0 hyperbolischer Zylinder,
a b
2 2
% + :Z_Q = 0 Gerade,
2 2
x_2 — == = 0 Paar sich schneidender Ebenen,
a b2
Rang A = 1:

x? — 2py = 0 parabolischer Zylinder,
z? — a® = 0 Paar paralleler Ebenen,
2? + a® = 0 leere Menge,

22 = 0 Ebene z = 0.
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I1.5.5. Positiv definite Matrizen. Die Bestimmung der Extrem-
werte einer reellen Funktion in n reellen Verédnderlichen ist eng ver-
bunden mit der Frage, wann eine quadratische Form ¢(x) = x Ax fiir
x # 0 nur positive oder nur negative Werte annimmt.

Eine quadratische Form ¢(x) = xT Ax bzw. die zugehdrige symme-
trische Matrix heifit POSITIV DEFINIT bzw. NEGATIV DEFINIT, wenn
fiir alle x # 0 gilt g(x) > 0 bzw. ¢(x) < 0. Die quadratische Form
bzw. die zugehorige Matrix heifft INDEFINIT, wenn sie sowohl positi-
ve als auch negative Werte annimmt. Sie heifit POSITIV SEMIDEFINIT
bzw. NEGATIV SEMIDEFINIT, wenn fiir alle x # 0 gilt ¢(x) > 0 bzw.
q(x) <0.

BeispiEL I1.5.5. In der Relativitdatstheorie spielt die quadratische
Form
Q(w7ya Zat) = :I"Q + y2 + 22 - CQtQ
eine wichtige Rolle. Sie ist indefinit; es gibt ,raumartige“ Vektoren
u € R* mit ¢(u) > 0 und ,zeitartige* Vektoren v € R* mit ¢(v) < 0.

Es gilt folgende Charakterisierung:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit
bzw. negativ definit, wenn alle ihre EW positiv bzw. nega-
tiv sind.

Sie ist indefinit genau dann, wenn sie positive und negative
EW besitzt.

Sie ist genau dann positiv semidefinit bzw. negativ semi-
definit, wenn alle ihre EW nicht negativ bzw. nicht positiv
sind.

Die positive Definitheit kann aus dem Vorzeichen geeigneter Deter-
minanten abgelesen werden:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn die Determinanten der n Hauptmatrizen

Hy = ayy,

a11 a2
H2 = )

Q21 A22

a1 o Alg
Hk == 5

k1 - Qkk
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H,=A

alle positiv sind.

BEISPIEL 11.5.6. Fir

5 =2 2
A=1-2 6 -1
2 -1 4
lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten
H, =5, det H; = 5,
5 =2
H2 = (_2 6 ) s det HQ = 26,
H; = A, det H3 = 83.

Also ist A positiv definit.

BEeispiEL 11.5.7. Fir

5 =3 9
A=|-3 3 -3
9 -3 5
lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten
H, =5, det H; = 5,
5 =3
HQ— (_3 3), detHQ—G,
H; = A, det H3 = —96.

Das charakteristische Polynom ist
xa(A) = —(4+ X)) (A = 17\ + 24).
Also sind die EW —4, 17’5/@ und 17*5/@. Die Matrix ist indefinit.

I11.6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

11.6.1. Vektorridume. Eine nichtleere Menge V', in der man zu je
zwei Elementen u, v € V eine Summe u+v € V und zu jedem Element
u € V und jeder Zahl a € R das a-fache au € V bilden kann, heifit ein
(REELLER) VEKTORRAUM, wenn folgende acht Rechengesetze erfiillt
sind:

VEKTORRAUMAXIOME:

(I) u+v =v+ufirale uv e V (KOMMUTATIV-
GESETZ).
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(2) (u+v)+w=u+(v+w) fir alle u,v,w € V
(ASSOZIATIVGESETZ).

(3) Es gibt ein 0 € V', NULLELEMENT oder NULLVEK-
TOR genannt, mit u+ 0 = u fiir alleu e V.

(4) Zu jedem u € V gibt es ein mit —u bezeichnetes

Element, fiir das gilt u + (—u) = 0.

) lu=ufiralleueV.

) a(fu) = (af)u fir alleu € V o, 5 € R.

) a(u+v) = (au) + (av) fir alle u,v € V,a € R.

) (a+ f)u = (au) + (Pu) fir alleu € V,a, g € R.

Die Elemente eines Vektorraumes nennt man VEKTOREN. Statt
u + (—v) schreibt man u — v.

BEISPIEL I1.6.1. Der dreidimensionale Anschauungsraum ist ein
Vektorraum (vgl. Paragraph 1.4). R™*! R™™ und R™™ sind Vek-
torrdume (vgl. Abschnitt I1.1.1).

BEISPIEL 11.6.2. Sei I C R ein Intervall und F die Menge aller
Abbildungen f : I — R. Fiir je zwei Abbildungen f,g : I — R und
jede Zahl o« € R konnen wir die Abbildungen f + ¢ : I — R und
af : I — R definieren durch

r— f(x)+g(x) bzw. z— af(x).

Wie man leicht nachrechnet, gelten fiir diese Vorschriften die obigen
Rechenregeln. F ist also ein Vektorraum.

11.6.2. Unterrdume. Eine nicht leere Teilmenge U eines Vektor-
raumes V heifit UNTERVEKTORRAUM oder UNTERRAUM von V', wenn
fiir je zwei Vektoren u,v € U und jede Zahl o € R gilt u+v € U und
oucU.

BEISPIEL I1.6.3. Die Menge U aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren letzte Komponente verschwindet, ist ein Unterraum von
R™ ! Ebenso ist die Menge W aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren i-te Komponente (i € {1,...,n} fest) verschwindet ein
Unterraum von R™*!,

BEISPIEL 11.6.4. Fiir jede m x n Matrix A ist
Kern A = {x € R" : Ax = 0},
die Losungsmenge des homogenen LGS, ein Unterraum von R"™.
11.6.3. Linearkombination und lineare Hiille. Jede aus end-
lich vielen Vektoren vy, ..., vy eines Vektorraumes V' gebildete Summe
der Form ayvy + ... + ap vy mit Koeffizienten a; € R heifit eine LINE-

ARKOMBINATION der v;. Eine solche Linearkombination wird TRIVIAL
genannt, wenn alle Koeffizienten «; gleich Null sind. Die Menge aller
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Linearkombinationen von gegebenen Vektoren uy,...,u,, € V heifit
die LINEARE HULLE von uy,...,u, und wird mit span(uy,...,u,)
bezeichnet:

span(uy, ..., uy) = {oqug + ...+ apy, f g, ..., @ € R}

Die lineare Hiille gegebener Vektoren ist stets ein Untervektorraum.

BEeispIiEL 11.6.5. Fir

ist
span(u,v) = {su+tu: s, t € R}

S
2543t | :s5,t€R
—s+ 2t

Geometrisch ist dies die von u und v aufgespannte Ebene durch den
Nullpunkt.

11.6.4. Lineare Abhéngigkeit. Endlich viele Vektoren vq,...,
v eines Vektorraumes V' heiflen LINEAR ABHANGIG, wenn es Zahlen
ai,...,qr € R gibt, die nicht alle gleich Null sind, mit

a1vy+ ...+ apvy = 0.

Die Vektoren vq,..., v, heiflen LINEAR UNABHANGIG, wenn sie nicht
linear abhéngig sind, d.h. wenn aus ayvy + ... 4+ aivy = 0 folgt ay =
L. =0 = 0.
BeispIeL 11.6.6. (1) Die Vektoren
1 —4 -3
u= (2|, v=|101], w=| 2
3 5) 8

sind linear abhéngig, denn u+v —w = 0.
(2) Betrachte die Vektoren

1 -3 4
u; = 2 , Ug = 0 , Uz = 8
-2 12 0

Die Bedingung aju; + asus + aguz = 0 fithrt auf das homogene LGS
ap — 3ag +4a3 =0
200 + 8az = 0
—2a71 + 1209 = 0.
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Das Gaufische Eliminationsverfahren I1.1.3 (S. 54) liefert

1 -3 4 1 -3 4 1 -3 4
2 0 8 — 0 6 0 — 0 6 O
-2 12 0 0 6 8 0O 0 8

Also besitzt das LGS nur die Nulllésung; die Vektoren u;, us, us sind
linear unabhéngig.

Betrachte n Vektoren uy,...,u, des R™ ! Dann ist die Bestim-
mung von Zahlen aq,...,a, mit aquy + ... + a,u, = 0 dquivalent
zum Losen des homogenen LGS Ax = 0 mit A = (uy,...,u,). Wegen
Abschnitt I1.1.4 erhalten wir somit:

uy,...,u, € R™! sind linear unabhiingig

<= Rang(uy,...,u,) =n.

Hieraus folgt insbesondere:

Ist n > m, so sind je n Vektoren des R™ stets linear abhén-
gig.

11.6.5. Basis und Dimension. Die Vektoren vq,...,v, eines
Vektorraumes V heiflen eine BASIS von V', wenn gilt:

® vi,...,Vv, sind linear unabhéngig und
o V =span(vy,...,v,).
Man kann die zweite Bedingung auch so formulieren:
e Fiir jeden Vektor v € V sind die Vektoren v, vy, ..., v, linear
abhéngig.

Die Bedeutung einer Basis ergibt sich aus:

Ist vy, ..., Vv, eine Basis von V', dann gibt es zu jedem Vek-
tor u € V genau ein n-Tupel oy, ..., a, reeller Zahlen mit
u=avy+...+a,v,, d.h. die Darstellung von u als Line-
arkombination der v; ist eindeutig.

Um dies einzusehen, beachte man, dass aus V = span(vy,...,v,)
die Existenz mindestens eines n-Tupels oy, . . . , a;, mit den gewiinschten
Eigenschaften folgt. Ist 31, ..., 3, ein zweites derartiges n-Tupel folgt

(Ql — ﬁl)Vl +...+ (an - 6n)vn
= (a1vi+...+a,v,) — (Givi+ ...+ Buvy)

S N
-~ -~

=u =u

=0.
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Da vy, ..., v, linear unabhéangig sind, folgt ay = (1, ..., = Ba.
Eine weitere wichtige Eigenschaft von Basen ist:

Ist vqi,...,v, eine Basis von V und m > n, so sind je m
Vektoren aus V' linear abhéngig.

Um dies einzusehen, wiahle m Vektoren wy, ..., w,, € V. Zu jedem
w; gibt es Zahlen «;q, ..., oy, mit

W; = @;1V1 + ...+ QinVp.

Geméafl Abschnitt I11.1.4 hat die Matrix A = (@i)nxm hochstens den
Rang n (beachte m > n). Also hat das homogene LGS Ax = 0 eine
nicht-triviale Losung Ay, ..., \,,. Fiir diese Zahlen gilt dann
MW+ AW,
= (@11)\1 + ..+ ozlm)\m)vl + ...+ (Oéml)\l + ...+ anm)\m)vn
=0.

Aus dem soeben Gezeigten folgt:

Sind vy,...,v, und wy, ..., w,, zwei Basen desselben Vek-
torraumes V', so ist m = n.

Gibt es iiberhaupt eine Basis, so ist also die Zahl der Basiselemente
eindeutig festgelegt. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Ein Vektorraum V' heifit ENDLICH DIMENSIONAL, wenn es
endlich viele Vektoren vq,...,vy in V gibt, die eine Basis
bilden. Die Zahl d heiffit dann die DIMENSION von V' und
wird mit dim V' bezeichnet.

BeispieL 11.6.7. (1) Die Vektoren u;, uy, us aus Beispiel 11.6.6
bilden eine Basis des R3.
(2) Es ist dimR™! = n, dim R = m, dim R™*" = mn.
(3) Eine Basis des R™™ wird aus den Matrizen A4;;, 1 < i < m,
1 < j < n, gebildet, deren Elemente alle verschwinden mit Ausnahme
des i-ten Elements in der j-ten Spalte, das gleich 1 ist.
(4) Der Vektorraum F aus Beispiel 11.6.2 ist nicht endlich dimensional.

BEISPIEL I1.6.8. Sei A eine n x n Matrix mit » = Rang A < n.
Gemaéf Beispiel 11.6.4 ist Kern A ein Vektorraum. Aus Abschnitt 11.1.4
folgt dimKern A =n — 7.

Endlich dimensionale Vektorrdume haben folgende wichtige Eigen-
schaft:
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In einem n-dimensionalen Vektorraum V' gilt:

e Je n linear unabhéngige Vektoren bilden eine Basis.
e Je n + 1 Vektoren sind linear abhéngig.

I1.6.6. Skalarprodukte. Eine Abbildung (-,-) : V' xV — R heifit
ein SKALARPRODUKT auf dem Vektorraum V', wenn folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

SKALARPRODUKTAXIOME:
(1) (u,v) = (v,u) fir alle u,v € V (SYMMETRIE).
(2) (cu+pv,w) = a(u,w)+[(v,w) fiir alleu, v,w €
V,a, 3 € R (LINEARITAT).
(3) (u,u) >0 fiir alle u € V und
(u,u) =0 <= u =0 (POSITIVITAT).

BEISPIEL 11.6.9. Durch
(u,v) = u’v fiir u,v € R™!

wird ein Skalarprodukt, das EUKLIDISCHE SKALARPRODUKT, auf R"
definiert.

BEISPIEL I1.6.10. Sei A eine symmetrische, positiv definite n x n
Matrix. Definiere die Abbildung (-,-)4 : R® x R® — R durch

(u,v)4 = u’ Av.
Wegen der Symmetrie von A ist diese Abbildung symmetrisch. Wegen
der Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation ist sie linear. Da A posi-
tiv definit ist, ist sie auch positiv. (-, )4 ist also ein Skalarprodukt auf
R™.
Seien V' ein Vektorraum, (-, -) ein Skalarprodukt auf V und u,v € V'

zwei Vektoren. Nehme zunéchst an, dass v # 0 ist. Wegen der Positi-

vitat ist dann
(u,v)

v,V
definiert. Aus den Eigenschaften dis Sk)alarproduktes folgt
0<(u—av,u—av)
= (u,u) — 2a(u,v) + a*(v,v)
(u,v)?

(v,v)

(117 ll) -

also

(u,v)? < (w,u)(v,v).
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Sei nun v = 0. Dann folgt aus der Linearitdt und Symmetrie
(u,0) = (u,u—u)

= (u7 u) - (u7 11)

also

Dies beweist:

CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG: Sei (-, -) ein Ska-
larprodukt auf dem Vektorraum V. Dann gilt fiir alle u, v €
Vv

(u,v)? < (u,u)(v,v).

I1.6.7. Normen. Eine Abbildung || - || : V — R heifit eine NORM
auf dem Vektorraum V', wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

NORMAXIOME:

(1) ||ul| > 0 fiir alle u € V und
|lul] =0 <= u =0 (POSITIVITAT).

(2) ||ou|| = |a||u]| fur alle u € V,a € R (HOMOGENI-
TAT).

(3) lu+v| < JJul|+||v] firr alle u,v € V (DREIECKS-
UNGLEICHUNG).

BEISPIEL I1.6.11. Der Betrag von Vektoren des dreidimensionalen
Anschauungsraumes ist eine Norm (vgl. Abschnitt 1.4.4).

Aus den Skalarproduktaxiomen und der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt:

Jedes Skalarprodukt (-,-) definiert durch
[ull = v/ (u,u)

eine Norm.

BeispieL 11.6.12. (1) Durch

[ufls = VuTu



11.6. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN 105

wird eine Norm auf R™*! definiert, die EUKLIDISCHE NORM.
(2) Fiir jede symmetrische, positiv definite n x n Matrix A wird durch

lulla = VuT Au
eine Norm auf R™*! definiert.
BEISPIEL II1.6.13. Durch
Jully = Jus| + .. + [un]
und
|lul|oe = max{|u;| : 1 <i < n}

werden zwei Normen auf R™ definiert. Man kann zeigen, dass sie von
keinem Skalarprodukt definiert werden.

In Abbildung I1.6.1 sind die Einheitsbille {u € V : ||u|| < 1} in R?
fiir die Normen || - ||1, || - ||2 und || - || skizziert.

Y v Y

N oLy ;
L/

ABBILDUNG I1.6.1. Einheitsbille in R? fiir die Normen
[l [~ lle und | - [l (v-1mr)

I1.6.8. Orthogonalitéit. Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum V. Zwei Vektoren u, v € V' heilen ORTHOGONAL (bzgl. (-, )),
wenn (u, v) = 0 ist. Ein Vektor w € V heifit NORMIERT, wenn (w, w) =
1 ist. Ein System von endlich vielen Vektoren vy,..., vy € V heifit ein
ORTHONORMALSYSTEM, wenn die Vektoren normiert und paarweise
orthogonal sind.

BeispieL 11.6.14. (1) Die Einheitsvektoren

() ()

bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Euklidischen Skalarproduktes

(u,v) = ul'v auf dem R
1 2
1=(: 3

(2) Die Matrix
ist symmetrisch, positiv definit. Bzgl. des Skalarproduktes (u,v)s =
u’ Av sind die Vektoren e;, e, nicht orthogonal.
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Die Vektoren vy, ..., vy eines Orthonormalsystems sind immer li-
near unabhingig. Denn ist a;vy + ... + agvy = 0, folgt fiir jedes
ie{l,..., k}

0= (aqvi+ ...+ apvg, Vi)
=a1(vi, Vi) + ... + ar(ve, vy)
= Oéi(Vz',Vz‘)
= q;.

Umgekehrt kann mit dem SCHMIDTSCHEN ORTHOGONALISIERUNGS-

VERFAHREN aus einem System vy, .. ., v linear unabhéngiger Vektoren
ein Orthonormalsystem wy, ..., w; mit
span(vy, ..., Vi) = span(wy, ..., W)

erzeugt werden. Dieses Verfahren verlduft wie folgt:

(1) Setze
1
W] = ————V].
(Vla Vl)
(2) Firi = 2,...,k setze
W; = V; — (Vi,Wl)Wl .. (Viawi—l)wi—l
und
1 -
W, = ———W,.
BEISPIEL I1.6.15. Fiir die Vektoren
1 -3 4
Vi = 2 y V2= 0 y V3= 8
-2 12 0

und das Euklidische Skalarprodukt liefert das Schmidtsche Orthogona-
lisierungsverfahren:

Wi Wl
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- 20 8
W3 =V3 — —W; —

—W
3 V2

1
3v2

I1.6.9. Lineare Abbildungen. Eine Abbildung L : V — W ei-
nes Vektorraumes V' in einen Vektorraum W heifit LINEAR, wenn fiir
alle vi,vo € V und aq,as € R gilt

L(O[1V1 + OZQVQ) = OzlL(Vl) + O./QL(VQ).

BEispPIEL 11.6.16. (1) Die Abbildung 7; : R® — R, die jedem Vektor
seine i-te Komponente zuordnet, i € {1,...,n} fest, ist linear.

(2) Ist A eine m x n Matrix, so ist die Abbildung x — Ax eine lineare
Abbildung von R™ nach R™.

11.6.10. Matrixdarstellung. Wir betrachten zwei endlich dimen-

sionale Vektorrdume V und W mit Basen vy,...,v, bzw. wq,..., W,
und eine lineare Abbildung L : V' — W. Fiir jedes i € {1,...,n} gibt
es dann Zahlen oy, ..., a,,; € R mit
(I1.6.1) L(v;) = a1iW1 + ... + Qi Wi
Setze

11 ot Oap
(I1.6.2) A=

A1 oo Oppy

Ist v.=21vy + ...+ x,V, ein beliebiger Vektor aus V, so hat L(v) die
Darstellung yy w1 +. . . + ¥, W,, mit eindeutig definierten Koeffizienten.
Aus der Linearitdt von L folgt:

YW1+ o YWy
= L(v)
=a1L(vy)+ ... +x,L(v,)
=z1(a W1+ .o+ Ot Win) F o 2 (@1 W F e QW)
= (anx1 + ... Tn)W1+ oo (@11 + o Q) Wi
Da die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, folgt

yj:ozjlxl—i—...—i—ajnxn, jzl,...,m,
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d.h.

Dies beweist:

Der Koeffizientenvektor von L(v) bzgl. der Basis wy, ...,
w,, ist das Produkt des Koeffizientenvektor von v bzgl. der
Basis vi, ..., Vv, mit der Matrix A aus (II.6.1), (I1.6.2).

In diesem Sinne werden also lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen Rdumen durch Matrizen dargestellt. Die Darstellung
héngt von den gewihlten Basen ab.

11.6.11. Komposition linearer Abbildungen. Wir betrachten
drei endlich dimensionale Vektorrdume U, V und W und zwei lineare
Abbildungen L, : U — V und Ly : V — W. Dann ist ihre Komposition
Loo Ly : U — W auch eine lineare Abbildung. Wéhlen wir in jedem der
drei Vektorrdume eine Basis aus, so werden Ly, Lo und Ly o L; bzgl.
dieser Basen durch Matrizen A, B und C dargestellt. Aus dem vorigen
Abschnitt und der Definition des Matrixproduktes aus Abschnitt I1.2.1
folgt dann mit etwas Rechnen C'= BA, d.h.:

Der Komposition linearer Abbildungen entspricht die Mul-
tiplikation der zugehdrigen Matrizen.

11.6.12. Basiswechsel. Wir betrachten einen endlich dimensio-
nalen Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V — V. Wir
wéhlen zwei Basen vy, ..., v, und wq,...,w; von V. Die Abbildung L
werde bzgl. dieser Basen durch die Matrizen A und B dargestellt, d.h.

A entspricht L : span({v;}) — span({v;}),
B entspricht L : span({w,}) — span({w;}).

Welche Beziehung besteht zwischen A und B?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die identische Ab-
bildung J : V. — V mit J(v) = v fiir alle v € V. Allerdings versehen
wir V' im Urbild mit der v-Basis und im Bild mit der w-Basis. Bzgl.
dieser Basen wird J durch eine Matrix C' dargestellt.

J ist bijektiv und besitzt eine Inverse J~!. Aus dem vorigen Ab-
schnitt folgt, dass J~! durch C~! dargestellt wird.
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Wir haben daher das folgende Diagramm

span({v;}) —% span({v;})

J,C’J( lrl,cfl

span({w;}) ——- span({w;})

Aus diesem Diagramm und dem vorigen Abschnitt folgt:

A=C"'BC, B=CAC™

Wegen Abschnitt 11.4.5 konnen wir dies auch so formulieren:

Ahnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar.

BEISPIEL 11.6.17. Die lineare Abbildung L : R® — R?® werde bzgl.
der Basis, die aus den iiblichen Einheitsvektoren besteht, durch die
Matrix

1 2 3
A=14 5 6
7 8 10
dargestellt. Gemé&f Beispiel 11.6.6 (2) ist
1 -3 4
R3 = span 21,1 01,18

-2 12 0

Bzgl. dieser Basis werde L durch B dargestellt. Der Wechsel von der
Standardbasis in diese neue Basis wird durch die Matrix

-2 1 -1
C=|-3 ¢ O
111
2 8 8
dargestellt. Damit folgt
_ 1
2 b =2 g3 1 -3 4
B=CAC'=|-3 ¢ 0|[45 6 2 0 8
11 1 78 10) \-2 12 0
2 8 8
— 1
201 e /g 33 9
1 1
=1-: L 0 2 60 56
111 3 99 92
2 8 8
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5 11 _
5 130
|2z _ 8
- 3 1 3
_3 1m0
8 8 2



KAPITEL IIT

Stetigkeit

I11.1. Folgen

II1.1.1. Definition. Eine ZAHLENFOLGE oder kurz FOLGE ist ei-
ne Abbildung N — R, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl z,,
zuordnet. Eine Folge wird mit (x,),en oder xg, 1, . .. bezeichnet. Die
Zahlen x,, heiflen die GLIEDER der Folge.

BerspieL II1.1.1. (1) z, = a fir alle n € N; a,a,... (konstante

(2) z, = xo + nd; xo, 0 + d, zo + 2d, . .. (arithmetische Folge).

(3) 2, = 20q"™; To, Toq, Toq?, . . . (geometrische Folge).

(4) x, = (n+1)% 1,4,9,... (Folge der Quadratzahlen).

(5) 2o =2, Tnp1 = 5(Tn + %) fiir alle n (rekursiv definierte Folge).
(6) x0=1,21 =1, 2py1 = T+, fiir allen > 1 (Folge der Fibonacci
Zahlen, rekursiv definiert).

BEMERKUNG III.1.2. Analog zu obiger Definition bezeichnet man
Abbildungen von N in eine Menge A auch als Folgen. So gibt es Folgen
komplexer Zahlen (A = C), Folgen von Vektoren (A = R¥) usw..

I11.1.2. Rechenregeln. Folgen werden gliedweise addiert, sub-
trahiert, multipliziert und dividiert. Bei der Division miissen dabei
natiirlich die Nenner alle von Null verschieden sein.

BrispIEL II1.1.3. Fiir die Folgen (2,)nen = ((n 4+ 1)?)nen und
(Yn)nen = (2")nen erhalten wir

(Zn + Yn)nen = ((n+1)* 4+ 2")en (Summenfolge)
(ZnYn)nen = ((n + 1)*2")pen (Produktfolge)
(ﬁ) = ((n+1)%227")pen (Quotientenfolge).

Yn neN

IT1.1.3. Beschrinktheit. Eine Folge (x,,),en heilt BESCHRANKT,

wenn es eine reelle Zahl K gibt, sodass fiir alle Folgenglieder gilt |z, | <
K.
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Die Folge ist beschrénkt (K = 1).
(2) ()neny = ((n + 1)?),en: Die Folge ist nicht beschriinkt.
(3) Wihle eine Zahl a < 0 und setze fir n € N

Ty = (14—9)”.
n

0<1+%<1
n

Fiir alle n > |a| gilt

und damit 0 < z,, < 1. Da nur endlich viele natiirliche Zahlen < |a]
sind, existiert

Kozmax{)l—l—g’ in < |a|}
n

Mit K = max{1, Ky} folgt |z,| < K fiir alle n € N. Die Folge ist also
beschrékt.

II1.1.4. Monotonie. Eine Folge heifit MONOTON WACHSEND bzw.
MONOTON FALLEND, wenn fiir alle n € N gilt x,, < z,,1 bzw. z, >
ZTny1- Eine Folge heilt MONOTON, wenn sie monoton wachsend oder
monoton fallend ist.

BEISPIEL III.1.5. (1) (2")nen ist monoton wachsend.

(2) ((%)n)neN ist monoton fallend.

(3) ((—%)n)neN ist nicht monoton.

IT1.1.5. Teilfolgen. Ist (z,),en eine Folge und ng < n; < ng <
... eine monoton wachsende Indexfolge, so heilt =, xn,, Tn,, ... bzw.
(@n, )ken eine TEILFOLGE der Folge (x,,)nen.

BEispIEL III.1.6. ((l)2k> und <— (l)%“) sind Teilfolgen
keN

2 2 keN

der Folge ((—%)n)neN. Sie entsprechen den Indexfolgen der geraden

bzw. ungeraden Indizes.

I11.2. Grenzwerte von Folgen

I11.2.1. Definition. Eine Folge (z,)nen heilt KONVERGENT, wenn
es eine Zahl z* gibt, sodass fiir jedes noch so kleine £ > 0 ein Index n.
existiert derart, dass fir alle n > n. gilt |z, — z*| < e.
Mit anderen Worten: Fiir jedes noch so kleine € > 0 haben — mit Aus-
nahme von endlich vielen — alle Folgenglieder eine Abstand < € von x*.
Die Zahl z* ist eindeutig bestimmt, sie heiit GRENZWERT oder LIMES
der Folge. Wir schreiben dann

T, — 2 oder x2* = lim z,.
n—od n—oo

Konvergente Folgen mit Grenzwert Null nennt man NULLFOLGEN.



II1.2. GRENZWERTE VON FOLGEN 113

BeispiEL II1.2.1. (1) Es ist

) 1
lim =0
n—oon + 1

DENN: Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit n. > L. Fiir alle n > n,
gilt
1 1
n+l>n.+1>-4+1>-
€ 5
1 1
<

= 0< < <
n+1 n.+1

€.

(2) Es ist

DENN: Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit 2" > % Um dies
einzusehen, betrachte die Dualzahldarstellung von % und setze n. gleich
der Zahl der Vorkommastellen plus 1. Fiir alle n > n. gilt

1
2" > 9ne >
19

1 n
= 0<|(-2
(2)

(3) Die Folge ((—1)")nen konvergiert nicht. DENN: Ist a € R beliebig,
setze ¢ = 3 max{|a — 1,|a + 1|}. Dann haben alle Folgenglieder mit
geradem oder ungeradem Index eine Abstand > € von a, je nachdem
ob a <0 oder a > 0 ist.

=27 <27 <g,

II1.2.2. Rechenregeln. Seien (x,)neny und (Y, )nen zwei konver-
gente Folgen. Dann gilt:

lim (z, +vy,) = lim x, + lim y,
lim (z, — y,) = lim z,, — lim y,
lim (z, - y,) = lim z, - lim y,
T lim z,
lim (—n) == falls lim v, # 0
5\ ) T Tim g, o
lim |z,| = | lim z,|

BeispieL 111.2.2. (1) Es gilt
n+1 1

lim = lim (1+ —)
n—oo n n—oo n
) .1
= lim 1+ lim —

n—0o00 n—oo M,
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=1
(2) Aus
1
lim nt =1,
n—oo N
1 n
li -] =0
e <2)
und
2n+1 .2 1
Jlim == = lim (= + —)
=0
folgt
2n+1 1\"n+1
lim —+ 15 =0
n—o00 n 2 n
(3) Es gilt
Y 6n®+2n2+1 . nP(6+ 2+ %)
im ————— = lim
n—oo T34+ 3n+5  nooond(7T+ 35 + )
. 64+24 %
= lim —5—"%
nooo Tzt s
6
=z

BEMERKUNG II1.2.3. Aus der Konvergenz der Summenfolge (z,, +
Yn)nen folgt nicht die Konvergenz der Folgen (z,)neny und (yn)nen-
Ebenso folgt aus der Konvergenz von (|x,|)nen nicht die Konvergenz

von (z,)nen. Als Gegenbeispiel betrachte man z,, = (—1)" und y,, =
(1.

111.2.3. Konvergenzkriterien. 1. Eine konvergente Folge ist im-
mer beschrankt. Mit anderen Worten: Ist eine Folge nicht beschriankt,
kann sie nicht konvergieren.

BEISPIEL I11.2.4. Die Folge (¢™)nen mit |g| > 1 ist nicht konvergent.
DENN: Wegen
_ 1
Jim 1+ ) =1<lq
gibt es ein m € N* mit 14+ = < |q|. Fiir n € N folgt dann aus der
Bernoulli Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 18),

1 n
lg" > (1+—=)">1+—.
m m

Also ist die Folge (¢")nen nicht beschréankt und damit auch nicht kon-
vergent.
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BEMERKUNG II1.2.5. Aus der Beschréanktheit einer Folge folgt nicht
ihre Konvergenz; Beispiel: ((—1)"),en ist beschrénkt, aber nicht kon-
vergent.

2. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent.

BEISPIEL I11.2.6. Aus

Iim 27" =0
folgt
lim 27 = 0.

3. Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

BEIspIEL I11.2.7. Wir betrachten die Folge aus Beispiel I11.1.1 (5)

o = 2
1 2
Tp4+1 = 5(1771 + E)

und behaupten, dass sie gegen /2 konvergiert. Der Beweis dieser Be-
hauptung erfolgt in drei Schritten.

1. SCHRITT: Fiir alle n gilt z,, > /2.

Beweis durch Induktion:

Induktionsanfang n = 0: 2o = 2 > /2.

Induktionsschritt n — n + 1:

1 2
Tntl = 5 xn‘l'w—n

1 2
:§(xn—2\/§+—)+\/§
T

1 V2 ’
:§<\/@—m> +2
> 2.

2. SCHRITT: Die Folge ist monoton fallend.
Denn

2z,
>0 wegen Schritt 1.
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3. SCHRITT: Wegen Schritt 1 und Schritt 2 gilt V2 < 2, < 2 fiir alle
n. Die Folge ist also beschrankt und monoton und damit konvergent.
Sei

X = lim z,.

Wegen Schritt 1 ist X > v/2 > 0. Wegen der Rechenregeln fiir Limites
gilt
X = lim z,

= lim x,4

n—oo

i 1 n 2
= lim = {2z, + —
n—oo 2 T,

1 2
= (x+=).
(%)

Auflésen nach X liefert X? = 2 und — wegen X > 0 — damit

lim z,, = V2.

4. Sind (2,)neny und (Y, )nen zwei konvergente Folgen mit x,, < vy,
fiir alle bis auf endlich viele n, so ist
lim x, < lim y,.

n—oo n—oo

BEMERKUNG II1.2.8. Die Limesbildung erhélt strikte Ungleichun-
gen nicht; Beispiel: z, =0, y, = n+r1
5. Zu der Folge (z,)nen gebe es zwei konvergente Folgen (yy,)nen
und (2, )pen mit:
e y, < x, <z, fir alle bis auf endlich viele n und
e lim y, = lim z,.

n—~o0 n—oo

Dann ist (x,)nen konvergent und

lim x, = lim y,.
n—oo n—od

BEISPIEL II1.2.9. Sei |g| < 1. Dann ist

lim ¢" = 0.
Zum Beweis betrachte zunéchst den Fall 0 < ¢ < 1. Dann gilt fiir
allen € N: 0 < ¢® < 1 und ¢"*! < ¢". Also ist die Folge beschrinkt
und monoton und damit konvergent. Sei ) ihr Grenzwert. Wegen der
Rechenregeln fiir Limites folgt

2
Q? = (lim q”) = lim ¢*" = Q.

Also ist Q = 0 oder @) = 1. Da die Folge monoton fallend und 0 < ¢ < 1
ist, ist der Fall () = 1 ausgeschlossen. Also ist

lim ¢" = 0.

n—oo
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Sei nun —1 < ¢ < 0. Dann gilt fiir alle n: —|g|" < ¢" < |q|™. Wegen
lim |¢|" =0

folgt auch in diesem Fall
lim ¢" = 0.

I11.2.4. Die Exponentialfunktion. Wir behaupten, dass fiir je-
des x € R die Folge ((1 + ¥)")nen+ konvergiert. Der Beweis erfolgt in
drei Schritten.

1. ScHRITT: Fiir x = 0 handelt es sich offensichtlich um die konstante
Folge 1, die natiirlich konvergiert.

2. SCHRITT: Sei # < 0. GeméB Beispiel I11.1.4 (3) ist die Folge be-
schrinkt. Weiter gibt es eine natiirliche Zahl n, mit n, > |z|. Fir alle
n > n, gilt

(1+ n%l)ml (n+ 142" n"

1+2" — (a1 (nta)n
_[(nt1+a)n }"Hn—l—x
:(n+1)(n+x) n

(n+1)n + nx ]n+1n+x
(n+Dn+(n+ 1)z

—|1—

n
T "t

(n+1)n+(n+1)x] n

Aus der Bernoullischen Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 18), folgt

B T }"+1> B (n+ 1)z
(m+1n+ (n+ Dz - m+1n+ (n+ 1z
x
T o+
_on
S n+a

Setzen wir dies in obige Gleichung ein, erhalten wir
)n+1

14+ = n+l1 n
Uras) © - >1 = (1+ . > >(1+2)".
(1 + %) n—+1 n
Also ist die Folge ab dem Index n, monoton wachsend. Da die Folge bis

auf endlich viele Indizes monoton und beschrankt ist, ist sie konvergent.
3. SCHRITT: Sei nun x > 0. Setze zur Abkiirzung

xn:<1—|—£> ,
n

yn:(1_£> )
n
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-(-5)
n2

Wegen Schritt 2 ist die Folge (y,)nen konvergent. Aus der Bernoulli-
schen Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 18), folgt fiir alle n € N*
2
1>z, >1-2 —1-2
n n
Hieraus folgt, dass die Folge (2,)nen gegen 1 konvergiert. Da wegen
des 2. Schrittes der Grenzwert von (y,)nen grofer als 0 ist, folgt die
Konvergenz der Folge (x,)neny = (;_Z)"EN‘
Die Vorschrift
v lim (1+ %)”

n—oo

definiert eine Funktion R — R. Sie hei3it EXPONENTIALFUNKTION und
wird mit exp(z) bezeichnet:

exp(z) = lim (1 + f)n

n—oo n

Die Zahl e = exp(1) heifit EULERSCHE ZAHL. Es ist e ~ 2.718828.
Statt exp(x) schreibt man auch e”. In spiteren Abschnitten werden wir
sehen, dass die Interpretation ,,Zahl e hoch z* dieser Schreibweise in
der Tat gerechtfertigt ist.

Aus den obigen Uberlegungen kénnen wir folgende Eigenschaften
der Exponentialfunktion ablesen:

exp(0) =1

exp(z) >0 firallex eR
exp(z) <1 furallez <0
exp(z) > 1 firallex >0

exp(z) -exp(—z) =1 firallez € R
r <y = exp(r) <exp(y) MONOTONIE

IT1.2.5. Uneigentliche Grenzwerte. Die Folge (x,),en hat den
GRENZWERT 00 bzw. —oo, wenn es zu jeder Zahl K > 0 bzw. K <0
einen Index ng gibt mit x, > K bzw. x, < K fir alle n > ng. Wir
schreiben in diesem Fall

lim z, =occ bzw. lim z, = 0.

n—oo n—oo

BEisPIEL I11.2.10. Sei ¢ > 1. Dann ist

lim ¢" = oo.

n—oo
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II1.3. Stetigkeit

II1.3.1. Definition. Sei I C R ein Intervall und f : I — R ei-
ne Funktion. f heifit STETIG IM PUNKT T € [, wenn fiir jede kon-
vergente Folge (z,)peny mit x, € I fir alle n und lim z,, =7 gilt:

f heifit STETIG AUF [ oder kurz STETIG, wenn f in jedem Punkt
T € [ stetig ist.

BEISPIEL I11.3.1. (1) Die Funktion f(x) = z? ist stetig auf R.
DENN: Ist T € R und (z,)nen eine konvergente Folge mit lim z,, = 7,

so folgt aus Abschnitt I11.2.2 T

2
lim f(z,) = lim 22 = <lim xn> =7° = f(7).
(2) Die Funktion f(z) = |z| ist stetig auf R.

DENN: Konvergiert (z,)n,en gegen T, so konvergiert (|x,|)nen geméf
Abschnitt I11.2.2 gegen |Z|.

(3) Die Funktion f(x) = /x ist auf [0, 00) stetig.

DENN: Betrachte zundchst den Punkt = 0. Sei (x,,)nen eine beliebige
Nullfolge mit Gliedern in [0, 00). Zu jedem & > 0 gibt es dann ein n. € N
mit 0 < z,, < &2 fiir alle n > n.. Fiir diese n gilt dann 0 < N
Also ist lim /x,, = 0 und f somit in 0 stetig.

n—oo

Sei nun T > 0 und (z,),en eine Folge mit Gliedern in [0, 00), die gegen
T konvergiert. Fiir jedes n € N gilt dann

0 < |VEn — V7|

(VT — VT) (/Tn + VT)
VI +VT
B |z, — 7|
VT
|xn_f’
="

Also ist lim +/Z, = VZ und damit f in T stetig.

n—oo

II1.3.2. Rechenregeln. Es gilt:

Die Summe, die Differenz und das Produkt stetiger Funk-
tionen sind stetig. Der Quotient stetiger Funktionen ist in
allen Punkten stetig, in denen der Nenner nicht Null ist.
Die Komposition stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig.
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BEIspIEL I11.3.2. Aus der Stetigkeit der konstanten Funktion 1 und
der Stetigkeit der Funktionen aus Beispiel I11.3.1 folgt z.B.:

lz| + 2% ist stetig auf R,

(1+2%)y/x st stetig auf [0, 00)
1

— ist stetig auf R\{0}
T

[ |
2?2 +1
Vx| ist stetig auf R

4219
1/ % ist stetig auf R
x

(Radikand ist stets positiv und Nenner ist nie 0)

ist stetig auf R (Nenner ist nie 0)

111.3.3. Eigenschaften stetiger Funktionen. Eine erste wich-
tige Eigenschaft stetiger Funktionen ist:

Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f ist beschrankt, d.h. es gibt eine Zahl
K >0 mit |f(z)| < K fiir alle x € [a, b].

BEMERKUNG III.3.3. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffe-
ne oder unbeschrinkte Intervalle. Beispiel: % ist stetig auf (0, 1], aber
unbeschriinkt; 22 ist stetig auf R, aber unbeschrinkt.

Die folgende Eigenschaft ist eine Verschirfung der ersten:

Jede auf einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f nimmt dort ihr Maximum und Minimum
an, d.h. es gibt Zahlen x,, und z); in [a, b] mit

flzm) < f(x) < f(xy) fiir alle z € [a, b].

BEMERKUNG III.3.4. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffene
oder unbeschriinkte Intervalle. Beispiel: z? ist stetig auf (0,1). Es ist
inf{z?: 2 € (0,1)} =0, sup{z?: x € (0,1)} = 1, aber fiir alle z € (0,1)
gilt 0 < 2% < 1.

Die folgende Eigenschaft ist fiir Anwendungen besonders wichtig:

ZWISCHENWERTSATZ: Eine auf einem Intervall I stetige
Funktion f nimmt jeden Wert zwischen zwei beliebigen
Funktionswerten an, d.h. sind x,y € I mit f(z) < f(y)
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und v mit f(z) < u < f(y) beliebig, so gibt es ein z € [
mit f(z) = u.

Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes ist:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I stetig. Es gebe zwei
Punkte a,b € I mit f(a)f(b) < 0. Dann besitzt f eine
Nullstelle in 7, d.h. es gibt ein = € I mit f(z) = 0.

BEISPIEL I11.3.5. Betrachte das Polynom p(x) = 4z* — 52% — 10.
Wegen der Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist p stetig. Es ist
p(0) = =10 < 0 und p(2) = 34 > 0. Also hat p eine Nullstelle zwi-
schen 0 und 2. Weiter ist p(1) = —11 < 0. Also hat p eine Nullstelle
zwischen 1 und 2. Durch fortgesetztes Halbieren des Intervalles kénnen
wir die Nullstelle beliebig genau einschliefen.

Es gilt folgende Verschiarfung der Stetigkeit:

Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a, 0]
stetige Funktion f ist GLEICHMASSIG STETIG, d.h. zu jedem
e > 0 gibt es ein § > 0, das nur von ¢ abhéngt, so dass fiir
alle z,y € [a,b] mit |z —y| < d gilt |f(x) — f(y)] <e.

BEMERKUNG III.3.6. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffene
oder unbeschrinkte Intervalle.

I11.3.4. Einseitige Grenzwerte. Seien a,c € RU{—00,0}. Die

Funktion f hat in a den LINKSSEITIGEN GRENZWERT c, kurz

lim f(z)=rc,
wenn es ein b € R mit b < a gibt, so dass f auf (b,a) definiert ist
und fiir jede Folge (x,,)neny mit Gliedern in (b, a) und Grenzwert a gilt:
lim f(z,) =c.
Analog hat f in a den RECHTSSEITIGEN GRENZWERT c, kurz

li =

xirt?-i-f(x) ¢
wenn es ein b € R mit b > a gibt, so dass f auf (a,b) definiert ist
und fiir jede Folge (z,,)neny mit Gliedern in (a,b) und Grenzwert a gilt:
lim f(x,)=c.
Ist a = —oo, ist nur der rechtsseitige Grenzwert definiert, und wir

lassen das Symbol + fort. Analog ist fiir a = oo nur der linksseitige
Grenzwert definiert, und wir lassen das Symbol — fort.
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BEispIEL II1.3.7. (1) Es ist

o1
lim — = oo,
z—0+ T
lim — = —o0,
z—0— o
o1
lim — =0,
T—00 U
1
lim — =0.
r——00 U
(2) Die Vorzeichenfunktion sgn : R — R ist definiert durch
1 falls = > 0,
sgn(z) =<0  falls z =0,
—1 fallsz < 0.

Sie ist auf R\{0} stetig. Es ist
lim sgn(z) =1,

z—0+

lim sgn(z) = —1.

z—0—
(3) Die Entier-Funktion [-] : R — R ist definiert durch
[2] = max{n € Z : n < z}.
Sie ist auf R\Z stetig. Fiir a € Z ist

li =
Jm [ =
lim [z] =a—1.
Es besteht folgender Zusammenhang zwischen einseitigen Grenz-
werten und Stetigkeit:

Die Funktion f : I — R ist genau dann im Punkt a des
Intervalls I stetig, wenn die links- und rechtsseitigen Grenz-
werte von f in a existieren, endlich sind und iibereinstim-
men.

I11.3.5. Polynome. Ein POLYNOM ist eine Funktion der Form
T apx™ + a2 L+ air + ag

mit n € N und ag,...,a, € R. Das Polynom hat den GRAD n, falls
a, # 0 ist. Aus den Rechenregeln fiir stetige Funktionen folgt:

Jedes Polynom ist stetig auf R.

Ist u € R eine Nullstelle des Polynoms p, so kann p durch den
Linearfaktor x — u ,,dividiert” werden:
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Sei u € R eine Nullstelle des Polynoms
p=a,x" + an_ 12"+ ...+ a1z + ao.
Dann gibt es ein Polynom
q=bp1x" ' . 4 b+ by
mit
p(z) = (x —u)q(z) fir alle z € R.

Fiir die Koeffizienten der beiden Polynome gilt die Bezie-
huung

bn—l = Qan

bk:ak+1—|—ubk+1 /CZTL—Q,...,O.

Bei der Rechnung per Hand wertet man obige Rekursionsformel wie
beim ,, Treppenrechnen* der schriftlichen Division von Zahlen aus.

BEIsPIEL II1.3.8. Durch Probieren finden wir, dass das Polynom
x* — 32% + 322 — 3z + 2 die Nullstelle £ = 1 hat. Also kénnen wir es
durch z — 1 dividieren und erhalten

xt =3x3 4322 —=3r 42 x—1=a3—-222+1—2.

a2t =23
225 4322
—22% 4222
2 =3z
2 —x
—2r 42
—2r 42
0

Durch weiteres Probieren finden wir, dass das Polynom 3 — 222+ x —2
die Nullstelle z = 2 hat. Also koénnen wir es durch z — 2 dividieren und
erhalten

3 =22 4x -2 x—2=2%2+1.

x3 =222
r =2
r =2
0

Insgesamt ergibt sich somit
vt =32+ 327 -3z +2=(z - 1)(z - 2)(2* + 1).

Wie das Beispiel 22 + 1 zeigt, besitzt nicht jedes Polynom eine
Nullstelle in R. Es gilt jedoch:
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Jedes Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens ei-
ne Nullstelle in R.

Um dies einzusehen, betrachte ein Polynom

2k+1

p = Z (lgl’e

=0

mit ungeradem Grad, d.h. as;; # 0. Aus den Recheneregeln fiir Limi-
tes folgt

. ok . 1 1
nh_}n(gon *p(n) = nh_{rolo (Cb2k+1 =+ azkﬁ +.o CLOW)

= A2k+1-

Also gibt es ein a > 0 mit sgnp(a) = sgn as41. Ebenso folgt

ﬂ)

n2k+1

n—oo n—o0

. ok . 1
lim (—n)~**"'p(—n) = lim (Cb2k+1 - a2kﬁ +...+ap
= A2k+1-

Wegen (—n) 2%t < 0 gibt es daher ein b < 0 mit sgnp(b) =
—sgn ag41. Also ist p(a)p(b) < 0, und die Behauptung folgt aus dem
Zwischenwertsatz.

Betrachtet man auch Nullstellen in C, so gilt:

Jedes Polynom p vom Grad n > 1 kann in komplexe Line-
arfaktoren zerlegt werden, d.h. es gibt ein » € N*, komplexe

Zahlen Ay, ..., A\, und positive natiirliche Zahlen my, ..., m,
mit my +...+m, = n und
p(z) =a,(z—X\)™ ... (x = A\)™  fir alle x € R.

Die Zahl m; heifit die VIELFACHHEIT der Nullstelle A;. Ist
A € C eine Nullstelle von p mit Im A # 0, so ist A auch eine
Nullstelle von p; A und A haben die gleichen Vielfachheiten.

II1.3.6. Rationale Funktionen. Eine RATIONALE FUNKTION
hat die Form § mit teilerfremden Polynomen p und q. p bzw. ¢ heiflen
das ZAHLERPOLYNOM bzw. das NENNERPOLYNOM. Aus den Rechen-
regeln fiir stetige Funktionen folgt:

Eine rationale Funktion ist stetig auf R\{us, ..., u}, wobei
Uy, ..., us die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms sind
(sofern vorhanden).
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BEMERKUNG II1.3.9. Die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms
einer rationalen Funktion heiflen auch POLE oder POLSTELLEN der
Funktion.

BeispieL I11.3.10. (1) f(z) = r"’gtrll ist eine rationale Funktion.
Das Zihlerpolynom ist o + 1; das Nennerpolynom ist 2 + 1. Da das
Nennerpolynom keine reelle Nullstelle hat, ist f auf ganz R stetig.

(2) g(z) = % ist eine rationale Funktion. Das Nennerpolynom

2% — 222 — x + 2 hat gemiB Beispiel I11.3.8 die Nullstellen —1, 1 und
2. Daher ist g auf R\{—1, 1,2} stetig.

II1.3.7. Trigonometrische Funktionen. In Abschnitt 1.3.3 ha-
ben wir die trigonometrischen Funktionen sin und cos aufgrund geome-
trischer Uberlegungen eingefiihrt. Aus diesen folgt, dass alle Nullstellen
von sin bzw. cos von der Form sind kn bzw. (2k4-1)7 mit & € Z. Daher
konnen wir die trigonometrischen Funktionen tan = %, genannt TAN-
GENS, auf R\{(2k+1)% : k € Z} und cot = <, genannt COTANGENS,

auf R\{kr : k € Z} definieren.

Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind auf ihren Defini-
tionsbereichen stetig.

Der BEWEIS erfolgt in vier Schritten.
1. SCHRITT: Der Sinus ist stetig in 0.
Aus Abschnitt 1.3.3 folgt fiir alle x € [-7,

]

— 3

| sin(z)| = sin(|x|

Da die Sekante kiirzer ist als die Lénge des zugehorigen Kreisbogens,
gilt fiir diese x zusétzlich

sin([a]) < [o].
Daher gilt fiir jede Nullfolge (z,,)nen

0 < |sin(z,)| < |zn| — 0 = sin(x,) — 0.

n—oo

Also ist der Sinus in 0 stetig.

2. SCHRITT: Der Cosinus ist stetig in 0.

Fiir z € [-2,Z] ist cos(z) = y/1 — sin®(z). Damit folgt die Stetigkeit
des Cosinus in 0 aus Schritt 1 und den Rechenregeln fiir stetige Funk-
tionen.

3. SCHRITT: Sinus und Cosinus sind stetig auf R.

Betrachte einen beliebigen Punkt € R und irgendeine Folge (z,)nen
mit Grenzwert x. Dann ist (x,, — x),en eine Nullfolge. Aus den Addi-
tionstheoremen, Beispiel 1.6.3 (S. 44), und den Schritten 1 und 2 folgt

cos(z,) = cos(x + (z, — x))

= cos(z) cos(z,, — x) — sin(x) sin(x,, — x)
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— cos(x) - 1 —sin(x) - 0
= cos(x)
sin(z,,) = sin(z + (z,, — x))
= sin(x) cos(z,, — x) + cos(x) sin(x,, — x)
— sin(x) - 1 + cos(x) - 0

n—oo

= sin(x).

Dies beweist die behauptete Stetigkeit von Cosinus und Sinus.

4. SCHRITT: Die Stetigkeit von Tangens und Cotangens folgt aus der
Stetigkeit von Sinus und Cosinus und den Rechenregeln fiir stetige
Funktionen.

I11.3.8. Exponential- und Logarithmusfunktion. Wir erin-
nern an die Definition der Exponentialfunktion aus Abschnitt I111.2.4

exp(z) = lim <1 + %)n

n—oo

Es gilt:

Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.

Der BEWEIS erfolgt in drei Schritten.

1. SCHRITT: exp(x +y) < exp(z)exp(y), exp(z —y) > exp(z) exp(—y)
fiir alle x > 0, y > 0.
Fiir alle n € N* ist

(1+2) (1+2) = (1+2+2+2)
n n n n
T+

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang n — oo.

2. SCHRITT: lim exp(———) = lim exp(——) =1
n—o00 n+1 n n+1
Aus Abschnitt IT1.2.4 folgt, dass die Folge ((1 4 £)"),en fiir a > —1

monoton wachsend ist. Daher gilt fiir solche a: exp(a) > 1 4 a. Damit
folgt mit der Monotonie der Exponentialfunktion

1 (0) > exp( L )>1 ! 1
= ex exp(——— — — 1.
P = P n+1" n+ 1 n-0c
Dies beweist die erste Grenzwertaussage. Die zweite folgt aus der ersten

und der Beziehung exp(x) exp(—x) = 1 aus Abschnitt 111.2.4.
3. SCHRITT: Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.
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Sei dazu x € R beliebig. Wegen der Monotonie und Positivitdt der
Exponentialfunktion muss man zum Nachweis der Stetigkeit in z nur
zeigen, dass

li ! li !

Tim. exp(z + - 1) = nirgoexp(x " 1) = exp(7)
ist. Dies folgt aber sofort aus den ersten beiden Schritten und den
Rechenreglen fiir Limites.

Weiter gilt:

exp : R — (0, 00) ist bijektiv.

Zum BEWEIS dieser Aussage beachten wir, dass die Exponentialfunk-
tion wegen ihrer Monotonie (vgl. Abschnitt I11.2.4) injektiv ist.

Wir miissen also nur noch die Surjektivitdt beweisen, d.h. dass es zu
jedem a > 0 ein = € R gibt mit exp(z) = a.

Fiir a = 1 leistet x = 0 das Gewiinschte.

Sei nun a > 1. Dann ist

exp(0) =1<a<a+1<exp(a).

Wegen des Zwischenwertsatzes gibt es also ein z € (0,a) mit exp(x) =
a.
Sei schliellich 0 < a < 1. Dann ist % > 1, und es gibt ein z € R mit
exp(z) = 1. Dann ist exp(—z) = a.

Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, besitzt sie eine Umkehr-
funktion. Diese heiit LOGARITHMUSFUNKTION und wird mit In be-
zeichnet. Es ist In : (0,00) — R bijektiv. Wegen der Monotonie der

Exponentialfunktion ist die Logarithmusfunktion auch monoton:

O<z<y = In(z)<In(y).

Weitere Eigenschaften der Logarithmusfunktion werden wir in Ab-
schnitt IV.4.2 kennen lernen.






KAPITEL IV

Differentiation

IV.1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion

IV.1.1. Definition der Ableitung. Sei I C R ein offenes Inter-
vall, f : I — R eine Funktion und ¥ € I. Die Funktion f heifit im
Punkt T DIFFERENZIERBAR, wenn der Grenzwert

o [@E )~ £(@)

h—0 h

exisiert. In diesem Fall heifit er die ABLEITUNG von f in T und wird
mit f'(T) bezeichnet:

o) — 1 D) @)

h—0 h

Mit anderen Worten: Die Funktion f ist in  differenzierbar, wenn
es eine Zahl ¢, die die Ableitung von f in T genannt und mit f'(7)
bezeichnet wird, gibt, sodass fiir jede Nullfolge (hy,)nen gilt

T A Ny

n—00 hn

Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heift f auf I DIFFE-
RENZIERBAR. In diesem Fall ist z — f’(x) eine auf I definierte Funkti-
on, die man die Ableitung von f nennt und die man mit f’ bezeichnet.

Andere Schreibweisen fiir f'(x) sind % und £ f(z). Den Ubergang
von f zu f’ nennt man ABLEITEN oder DIFFERENZIEREN.

BEISpPIEL IV.1.1. (1) Die konstante Funktion f(x) = c ist differen-
zierbar mit f'(z) = 0.
(2) f(z) = ax + b ist differenzierbar mit f'(z) = a.
(3) f(z) = 2" mit n € N* ist differenzierbar mit f'(z) = naz" .
(4) f(z) = /x ist differenzierbar mit f'(z) = ﬁ% fir x > 0.

BEWEIS. Sei jeweils = beliebig. Dann gilt
) f(x—i—h)—f(x):c—c
h h
=0 fiir alle h # 0.

(2) f(fl?+hf)b—f(;p) :a(5”+h)+hb—a:1:—b

129
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=a fir alle h # 0.

) f(x—i—hf)L—f(x) _ (:1:+th”

1
= 7 [na:”_lh + (;L) "R+ <Z) h”}
=nz" 4+ (n) 2" 2h 4+ (n) ot
2 n

n—1

— NI
h—0

flath) - flz) _ \/fv+ — Ve

TR BWETT VD
h(vVz + h+ /1)

B r+h—x
h(Vx + h+/7)
1
B Ve+h+x
1

0 2z

g

IV.1.2. Deutungen der Ableitung. In einem kartesischen Ko-
ordinatensystem betrachten wir die Kurve y = f(x) in der Nihe des
Punktes (7, f(7)). Die Sekante durch die Punkte (z, f(Z)) und (T +
h, f(Z + h)) mit h # 0 hat die Steigung M. Fiir h — 0 strebt
diese Steigung gegen die Steigung der Tangente an die Kurve y = f(x)
im Punkt (7, f(Z)) (sofern der Grenzwert existiert). Dies liefert die
folgende GEOMETRISCHE DEUTUNG der Ableitung;:

Die TANGENTE an den Graphen y = f(z) im Punkt
(7, f(%)) hat die Gleichung

y=Ir@)+@-2)f (@)

Wir suchen nun nach einer Geraden g(z) = m(x —7)+ f(Z), die die
Funktion f in der Ndhe von T im folgenden Sinne best moglich appro-
ximieren soll: Der relative Fehler &=/ ) f @) soll fiir # — T verschwinden.
Einsetzen der Gleichung fiir ¢ hefert m f'(Z). Dies ergibt die folgende
ANALYTISCHE DEUTUNG der Ableitung:
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f(z) = f(Z)+ (z —7) f'(T) ist die BESTE LINEARE APPRO-
XIMATION an f in der Nédhe von 7.

BEISPIEL IV.1.2. Fiir f(z) = \/x ergibt sich in der Néhe von T > 0
1

VT

Ve 2V

Fir x =2 und 7 = 1.96 erhalten wir z.B.

1
V2~ V/1.96 +
24/1.96

0.04
=14+ —
+ 1.4

= 1.4142857 ...

(x — 7).

(2 — 1.96)

Diese Niherung fiir /2 ist auf vier Stellen genau, d.h. der relative
Fehler ist kleiner als 0.01%.

Sei s = s(t) die von einem Massenpunkt bei geradliniger Bewegung

bis zur Zeit t zuriickgelegte Strecke. Der Differenzenquotient

As  s(t+ At) — s(t)

At At
gibt den Betrag der mittleren Geschwindigkeit im Zeitintervall [¢, t+At]
an. Im Grenziibergang At — 0 erhélt man den Betrag der momentanen
Geschwindigkeit zur Zeit t. Dies liefert die folgende PHYSIKALISCHE
DEUTUNG der Ableitung:

§'(t) ist der Betrag der GESCHWINDIGKEIT der Bewegung
zur Zeit t.

BEMERKUNG IV.1.3. Fiir die Geschwindigkeit benutzt man haufig
auch die Bezeichnung $(t) statt s'(t).

IV.1.3. Stetigkeit ist notwendig fiir Differenzierbarkeit. Ist
f im Punkt 7 differenzierbar, so ist

lin /(7 + h) = [(@) ~ hf'(@)] = 0.

Wegen
;lg% hf'(Z)=0
folgt
£(@) = lim (7 + h).

Also ist f in T stetig:

f in T differenzierbar = f in 7 stetig
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BEMERKUNG IV.1.4. Die Umkehrung dieser Aussage ist FALSCH.

BEispIEL IV.1.5. Betrachte die Funktion f(z) = |z|. Sie ist auf R
stetig. Es ist

L FE = f0
vt 1 =
=1
1y _1
Jim : ”L f(o)zgzgo‘_f
! = —1.

Also ist f in 0 nicht differenzierbar.

IV.1.4. Differentiationsregeln. Die Funktionen f und ¢ seien
auf dem Intervall I differenzierbar; c sei eine reelle Zahl. Es gelten
folgende Regeln:

F@)g(@)' = f'()g(x) + f@)g(z) (PRODUKTREGEL)
@) S@ )

(QUOTIENTENREGEL)

{L] _ 9@ e @) £0.

IV.1.5. Differentiation von Polynomen und rationalen Funk-
tionen. Jedes Polynom ist differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein
Polynom:

p(x) = apx" + ap_12" '+ ..+ a1+ ag

= p/(2) = na,2" '+ (n— Va, 12" '+ .. +ay.

Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich differen-
zierbar, die Differentiation erfolgt mit der Quotientenregel, die Ablei-
tung ist wieder eine rationale Funktion.

BeispieL IV.1.6. Fiir das Polynom
p(z) = 42° + 32° — 227 + 1
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erhalten wir

p'(z) = 202" + 92° — 4.

Fiir die rationale Funktion
() 203 + o —1
r(x) = ————
|
liefert die Quotientenregel
, (622 +1)(2® +1) — (22 + =z — 1)2x
r'(z) =
@1y
Cdat 45t 422+ 1
ot 2241
IV.1.6. Differentiation der trigonometrischen Funktionen.
Die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich

differenzierbar. Es gilt:

sin’(z) = cos(x)
cos'(x) = —sin(z)
1 T
"(z) = fii 2 1)— 7
tan’(x) o2 (2] ir x # (2k + )2,k€
cot'(z) = —— fiir x # km, k € 7).
sin”(x)

BEISPIEL IV.1.7. Aus den Rechenregeln fiir Ableitungen folgt
[(#* + 5sin(z)) cos(x)}/ = (32® + 5cos(x)) cos(x)
+ (z* + 5sin(z))(— sin(z))
= 32° cos(z) + 5 cos*(z)
— z®sin(z) — 5sin®(z).

IV.1.7. Kettenregel. Die Komposition zweier differenzierbarer
Funktionen ist ebenfalls differenzierbar und es gilt die KETTENREGEL:

(fog)(x) = f(g(x)d (z).

BeispieL IV.1.8. (1) Fiir
h(z) = (2° + 22* + 1)*

gilt h = f o g mit
flx) =2a°
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g(z) = 2% +22* + 1.
Damit folgt

(2) Fiir

gilt h = f o g mit

Damit folgt
f'(z) = —sin(a)
g (xz) =10x
W(z) = —sin (g(x)) ¢ ()
= —sin(5z? + 2)10z.
(3) Die Funktion
h(z) = [sin((2* + 22)%)]°
kann als Komposition von 4 Funktionen geschrieben werden:

h=fiofso faofi

mit

Fiir die Differentiation , broseln® wir diese Verschachtelung auf und
setzen

g1 =Jf20f1

g2=Jf300
Dann ist

g2 = fz0 fao fi
und

h = fsogo.
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Damit folgt aus der Kettenregel:

W (x) = filg2(2))ga(z) t(z) = 5z
= 5[g2(2)]" g3() go(z) = sin((z* + 21)?)
= 5 [sin((e! +22)%)] " gh(w),

9a(z) = f3(g1(2))g1(2) 5(z) = cos(z)
= cos(g1(2))gi (x) g1(z) = (2* + 22)°
= cos((a* + 22)%) gy (2),

g () = fr(fi(2)) fi(z) 1(x) = 2z
=2(fi(2)) fi(=) filz) =zt + 22
=2(x* + 22) f () () = 4% 4+ 2

= 2(z* 4 22)(42° + 2).
Setzen wir alle Teilschritte zusammen, erhalten wir schlielich
W(z) =5 [sin((z* + Qx)g)}4 cos((x? + 22)?)2(x* + 27)(42® + 2).
IV.1.8. Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von

f beziichnen wir, falls sie existiert, mit f”, und fiir %(% f(z)) schreiben
wir L f(z).

Allgemein definieren wir die HOHEREN ABLEITUNGEN rekursiv:

FO ) = £(z)
FO() = F(2)
f@) = L@ 2

BEIspIEL IV.1.9. Fiir
p(z) =32° + 22" — 7w + 1

erhalten wir

p(z) = 182" + 82° — 7

P’ () = 902" + 2422
p® (x) = 3602° + 48z
pW(x) = 10802 4 48
p® () = 2160z
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% (z) = 2160
p®(z) =0 fir alle £ > 7.
Allgemein gilt:

Die n-te Ableitung eines Polynoms vom Grad k mit £ < n
ist Null.

BErispiEL 1V.1.10. Ein gemé&f
x(t) = Acos(wt + «)
schwingender Oszillator hat die Geschwindigkeit
z(t) = 2'(t)
= —Awsin(wt + «)
und die Beschleunigung
(t) = ="(t)
= —Aw? cos(wt + a)

= —wx(t).
IV.2. Anwendungen der Differentiation

IV.2.1. Maxima und Minima einer Funktion. Die Funktion
f sei auf dem Intervall I C R definiert. Sie hat in dem Punkt = € [
ein GLOBALES oder ABSOLUTES MAXIMUM, wenn fiir alle z € I gilt
f(z) < f(T). Sie hat in T ein LOKALES MAXIMUM, wenn es ein Intervall
J gibt mit J C I und ¥ € J, sodass die Einschrinkung von f auf J in
T ein globales Maximum hat.

Analog hat f in T ein GLOBALES MINIMUM bzw. LOKALES MI-
NIMUM, wenn fiir alle € [ bzw. fir alle x € J gilt f(z) > f(Z).

Jedes Minimum oder Maximum heif3t auch ein EXTREMUM.

BEISPIEL IV.2.1. (1) Die Funktion f(z) = (1 — 2%)* hat auf dem
Intervall [—1,1] in T = 0 ein globales Maximum.
DENN: Es ist f(0) =1 und fiir alle z € [—1, 1] gilt

re[-1,1]]=z| <1
— 2 <1
— 0<1-2"<1
= f(z) < 1.

(2) Die Funktion f(z) = (1—2?%)? hat auf dem Intervall [-2,2] in T = 0
ein lokales Maximum. Dieses ist aber wegen f(2) =9 > 1 = f(0) kein
globales Maximum.
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Die Funktion f habe in dem inneren Punkt T von [ ein lokales
Maximum und sei in 7 differenzierbar. Fiir hinreichend kleines h > 0
gilt dann

1@ Lo gy (D= S@

< 0.
h—0+ h <0

Analog gilt fiir hinreichend kleines h < 0

b - 1@ fEeh i@
h - h—0— h -

Da f in 7 differenzierbar ist, stimmen die beiden einseitigen Grenz-
werte iiberein, und wir erhalten f'(Z) = 0. Ganz analog konnen wir
argumentieren, wenn f in ¥ ein lokales Minimum hat; es &ndern sich
nur die Vorzeichen in den jeweiligen Ungleichungen. Insgesamt erhalten
wir das folgende Kriterium:

7 innerer Punkt, f in ¥ differenzierbar und = lokales Extre-
mum von f = f'(Z) = 0.

BEMERKUNG [V.2.2. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. Bei-
spiel: f(x) = 23 hat in T = 0 kein Extremum, aber es ist f’(0) = 0

Aus obigem Kriterium folgt:

Die Kandidaten fiir Extremalstellen von f : I — R sind:

e die Endpunkte des Intervalls I,

e die Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar
ist, und

e die inneren Punkte z € [ mit f'(z) = 0 (STATIO-
NARE PUNKTE).

Werden sémtliche Extrema von f : I — R gesucht, miissen alle diese
Kandidaten bestimmt und die entsprechenden Funktionswerte berech-
net werden. Der kleinste bzw. grofite dieser Funktionswerte liefert dann
das globale Minimum bzw. Maximum.

X

i u

X

ABBILDUNG IV.2.1. Blechwanne
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BEISPIEL IV.2.3. Aus einer rechtwinkligen Blechplatte mit Kan-
tenldngen 16cm und 10cm soll eine quaderférmige, oben offene Wanne
mit maximalem Volumen geformt werden. Dies geschieht, indem an
den vier Ecken der Blechplatte jeweils ein Quadrat der Kantenldnge x
ausgeschnitten wird und die entstehenden rechteckigen Stiicke hochge-
bogen werden (vgl. Abbildung IV.2.1). Offensichtlich ist nur der Bereich
0 < x <5 (in cm) sinnvoll. Das Volumen des entstehenden Quaders ist

V(z) = (10 — 22)(16 — 2z)x cm®.

Da V differenzierbar ist und V(0) = V(5) = 0 gilt, muss das maxi-
male Volumen an an einem stationdren Punkt angenommen werden.
(Beachte: Wegen Abbschnitt I11.3.3 nimmt V' sein Maximum an.) Wir
erhalten folgende Bestimmungsgleichung fiir einen stationéiren Punkt:
0=V'(z)=-2(16 — 2z)x — 2(10 — 2x)x + (10 — 22)(16 — 2z)
= 122 — 104z + 160

13, 169 40
=12 ((SIJ——)Q———{-—)

3 9 3
=12(x — 2—30)@ —2)

Also ist T = 2 der einzige stationdre Punkt im Intervall [0,5]. Das
maximale Volumen ist

V(2) = 144 cm®.

IV.2.2. Der Mittelwertsatz. Die Funktion f sei auf [a, b] stetig
und auf (a,b) differenzierbar. Die Funktion

f(b) = fla)
b—a

ist dann auf [a, b] stetig und nimmt gemaB Abschnitt I111.3.3 dort ihr
Maximum und Minimum an. Da F(a) = f(b) = F(b) und F auf (a,b)
differenzierbar ist, muss F' einen stationidren Punkt T € (a, b) besitzen.
Fiir diesen Punkt gilt

Fx) = f(z) = (x = b)

1) = fl@)

0=F(3)=f'(x) - 15—

Dies beweist:
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MITTELWERTSATZ: Die Funktion f sei auf [a, b] stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein T € (a, b) mit
__ fb) = f(a)
/ J—

Mit anderen Worten:

In mindestens einem Punkt hat die Tangente an die Kurve
y = f(x) die gleiche Steigung wie die Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Ist speziell f(a) = f(b) erhalten wir:

SATZ VON ROLLE: Ist f auf [a, b] stetig und auf (a, b) diffe-
renzierbar und ist f(a) = f(b), so gibt es ein T € (a, b) mit

fiz) =0

Eine wichtige Konsequenz des Mittelwertsatzes ist:

f'(x) =0 fur alle x € (a,b) <= f ist konstant

bzw. fiir differenzierbare Funktionen f und g:

f'(x) = ¢'(x) fiir alle z € (a,b) <= es gibt eine Konstante
c mit f(x) = g(z) + c fiir alle z € (a,b)

BeispiEL 1V.2.4. Wir behaupten, dass jede lineare Pendelbewe-
gung, fiir die das Hookesche Gesetz gilt, eine harmonische Schwingung
ist. Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit s(¢) die Auslenkung zur
Zeit t. Dann ist §(t) die Beschleunigung zur Zeit ¢t. Wegen des Hooke-
schen Gesetzes gilt

5(t) = —w?s(t) bzw. §(t)+w?s(t) =0

mit einer Konstanten w. Multiplizieren wir die rechte Gleichung mit
5(t), erhalten wir wegen der Produktregel fiir die Differentiation

0= $()5(t) + w?s(t)s(t)
1d ..
=57 [5(t)” + w?s(t)?] .
Also gibt es eine Konstante ¢ mit

5(t)? +w?s(t)? = ¢ fiir alle t.
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Insbesondere ist ¢ = $(0)% + w?s(0)%. Ist also $(0) = s(0) = 0, so folgt
5(t)? + w?s(t)> =0 fiir alle ¢
und somit
5(t) = s(t) =0 fir alle ¢.
Seien also $(0) und s(0) nicht beide gleich Null. Betrachte die Funktion

so(t) = s(t) — s(0) cos(wt) — l.9(0) sin(wt).

Dann ist
S0(t) = s(t) + ws(0) sin(wt) — $(0) cos(wt)
o(t) = 5(t) + w?s(0) cos(wt) + ws(0) sin(wt)
= —w?so(t)
und

80(0) == SQ(O) = 0.
Also ist so(t) = 0 fiir alle ¢t und damit

1
s(t) = s(0) cos(wt) + —5(0) sin(wt)  fiir alle ¢.
w
Dies beweist die Behauptung.

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist:

EXTREMWERTTEST: Die Funktion f sei auf (a,b) zweimal
differenzierbar und habe in T € (a,b) einen stationdren
Punkt. Dann gilt

(7)) < 0= f hat in T ein lokales Maximum,
(@) >0= f hat in T ein lokales Minimum.

1V.2.3. Wendepunkte. An dem Vorzeichen der zweiten Ablei-
tung f” kann man das Kriimmungsverhalten der Kurve y = f(x) able-
sen:

/" >0= Die Kurve y = f(z) ist von unten konvex
(Linkskriimmung).
/" <0=  Die Kurve y = f(z) ist von oben konvex

(Rechtsskrimmung).

Diejenigen Punkte, in denen die Kurve y = f(z) ihr Kriimmungs-
verhalten dndert, nennt man WENDEPUNKTE von f.
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Kandidaten fiir Wendepunkte von f : I — R sind

e die Punkte, in denen f” nicht existiert, und
e die Punkte, in denen f” verschwindet.

Dies fiihrt auf folgenden WENDEPUNKTTEST:

f"(Z) =0und f"(T) # 0 = f hat in T einen Wendepunkt.

BEISPIEL IV.2.5. Die kritische Temperatur 7}, oberhalb derer man
ein Gas nicht mehr verfliissigen kann, wird ndherungsweise mit der
Zustandsgleichung nach van der Waals

(b+ 775)(V = b) = RT

so bestimmt, dass die Kurve

RTQ _ a

V—-b V2

einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente hat. Aus
p(V)=p"(V)=0

ergeben sich die Bedingungen

p=pV)=

RT() QCL_
Tt Y
2RTy ~ 6a _
(V—b3 v+

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit % und addieren das Ergeb-
nis zur ersten Gleichung, erhalten wir
RT, 2RT\V
V=02 "3V b
—3RTo(V —b) + 2RTV
B 3(V —b)3
—RT,V + 3R1yb
3(V—10)3
Hieraus ergibt sich das kritische Volumen zu V;, = 3b. Einsetzen in die
erste Gleichung ergibt die kritische Temperatur

T 2a  (3b—b)?
* 7 (3)3 R
8a

~ OTbR

0=—
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6 RTy 24a
Vo— by Vg
48a 1 24a
=797 1661 T 24300
a

p///(%) —_

- 81°
ist, handelt es sich tatsdchlich um einen Wendepunkt.

IV.2.4. Die Regeln von de ’Ho6pital. Wir wollen Grenzwerte

der Form lim J(x) fiir den Fall bestimmen, dass f(Z) = g(Z) = 0 oder
Tr—T g €T

lim f(z) = lim g(x) = +o0 ist. Hierfiir benttigen wir folgende Konse-

quenz des Mittelwertsatzes:

Die Funktionen f und g seien auf [a, b] stetig und auf (a, b)
differenzierbar. Fiir alle = € (a,b) sei ¢’(x) # 0. Dann gibt
es ein T € (a,b) mit

BeEwEIs. Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle x € (a, b) folgt aus dem Satz von
Rolle g(b) # g(a). Daher ist die Funktion

_ ey J) = f(a)

F) = o) - L= T80
auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wegen
fa)g(b) — f(b)g(a) _

g
gibt es nach dem Satz von Rolle ein T € (a,b) mit F'(Z) = 0. Wegen

/ _ gl f(b) _ f(a) /
Fl(z) = f(z) - o) = g(@)? (x)

folgt hieraus die Behauptung. O

F(b) =

Halten wir b fest und lassen a gegen b streben, strebt T von links
gegen b. Dies fiihrt auf:

REGELN VON DE L’HOPITAL: Die Funktionen f und g seien
auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Fiir alle z €
(a,b) sei ¢'(x) # 0. Weiter gelte:
e f(z) — 0 und g(z) — 0 fir x — b— bzw. f(z) —
+oo und g(z) — oo fir r — b—,
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o L@ _, [ fiir x — b— fiir ein L € RU {—00, 00}
Dann gilt
/
lim _f(:c) = lim f/(:c)
v g(x)  e—b- g'(z)
Analoge Aussagen gelten fiir die Grenzwerte © — a+, r —
—o0 und z — oo.

BEISPIEL IV.2.6. Betrachte
f(x) =2 —2* — 52 — 3
g(x) = 32° — Tz — 6.
Es ist

und
§d(3)=6-3—T=11+#0.
Dabher liefert die Regel von de I'Hopital

o3 —a2*—-br—-3 | 3x?—-2r-5
lim =lim ———
e—3 3x2—Tr—6 e—=3  b6r—7T
16
T
BEISPIEL IV.2.7. Die Funktion
1 1
x  sin(z)
ist auf (—7, 5)\{0} definiert und stetig. Wie verhélt sie sich fiir z — 07
Fiir x # 0 ist
1 1 sin(r) -z
r sin(z)  wsin(z)

Setze
f(z) =sin(z) —z
g(x) = xsin(x).

Beide Funktionen sind differenzierbar und haben eine Nullstelle in 0.
Weiter ist

g'(z) = sin(x) + x cos(x)
in der Ndhe von Null ungleich Null. Also liefert die Regel von de

I'Hopital
lim <l — = ! ) = lim —sm(@ — 7
z—0 xsin(z)

cos(z) — 1

z—0 sin(z) + x cos(z)
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Aber cos(z) — 1 und sin(z) + x cos(z) verschwinden beide fir x = 0.
Wir miissen die Regel von de I’'Hopital also nochmals anwenden. Dies
liefert

cos(x) -1 — sin(z)
z—0 sin(z) + zcos(z) =0 2cos(z) — xsin(x)
0
T2
= 0.

Also ist

) 1 1
lim | — — — =0.
z—0 (.CE sm(a:))

I1V.2.5. Die Fixpunktiteration. Wir betrachten eine auf dem
Intervall [a, b] stetige Funktion f und suchen eine Losung der Gleichung

r = f(z).

Jede Losung dieser Gleichung heift ein FIXPUNKT von f.

Die Funktion f habe zusétzlich folgende Eigenschaften:
e a < f(x) <0 fiir alle z € [a, ],
o fist auf (a,b) differenzierbar und
K = sup |f'(z)| < 1.
a<x<b
Dann gilt:
e f besitzt genau einen Fixpunkt T in [a, b].
e [iir jeden Startwert zy € [a, b] konvergiert die Folge
(:En)neN mit
Tpr1 = f(xz,) n=0,1,...
(FIXPUNKTITERATION)
gegen T.

e Es gelten die Fehlerabschéitzungen

n

|z — | < 1 _K|$1 — Zo|
(A PRIORI),
$n_f| S 1 _K|$n_xn—1|

(A POSTERIORI).

BEWEIS. Betrachte die Funktion

9(x) = f(2) - x.
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Sie ist stetig, und wegen a < f(x) < b fiir alle x € [a, ] gilt g(a) > 0,
g(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz hat ¢ eine Nullstelle Z in [a, b].
Diese ist konstruktionsgeméfl ein Fixpunkt von f.
Wir nehmen nun an, f habe zwei verschiedene Fixpunkte y und z in
[a,b]. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann ein u € (a,b) mit
y—z y—z

Dies ist ein Widerspruch zur zweiten Eigenschaft von f. Also hat f
genau einen Fixpunkt.
Betrachte nun die Folge (z,,),en mit einem beliebigen zq € [a, b]. Wegen
des Mittelwertsatzes gibt es fiir jedes n € N* ein y,, € (a,b) mit

T - T = f(mnfl) - f<f> = f/(yn)(-%nfl - f)

~~
=f(zn_1) =F@)

Wegen der zweiten Eigenschaft von f folgt
|, —Z| < Kl|wp_y — 7| < K*|2p_s — 7| < ... < K"|xg — 7).

Da K < 1 ist, konvergiert (K™),en gegen Null. Also konvergiert die
Folge (x,)nen gegen den Fixpunkt .
Aus der soeben bewiesenen Abschéitzung folgt mit der Dreiecksunglei-
chung

|z, —T| < K|zp1 — | < K|z, — 7| + K|x, — 1]

Wegen K < 1 liefert dies

|z, — 7| < | |Tn — Tp_1].

- K
Dies beweist die a posteriori Fehlerabschatzung.

Wegen des Mittelwertsatzes gibt es schliefflich zu jedem n > 2 ein
Zn € (a,b) mit

Ty — Tpoy = f(wno1) = [(2n2) = f/(2n) (@01 — 2p_2).

:f(xn—l) :f(mn72)
Also ist

|0 — Zpoa| < Kltnoy — 2] < .. < K" Yoy — o).

Setzen wir dies in die a posteriori Fehlerabschiatzung ein, erhalten wir
schlieflich die a priori Fehlerabschatzung. O

BEMERKUNG IV.2.8. Aus dem obigen Beweis folgt, dass die a pos-
teriori Fehlerabschitzung genauer ist als die a priori Fehlerabschétzung.
Andererseits erlaubt die a priori Fehlerabschitzung schon vor der Be-
rechnung der Folgenglieder eine Aussage, wie viele Schritte héchstens
benotigt werden, um den Fixpunkt mit einer vorgegebenen Genauigkeit
zu berechnen.
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BEISPIEL IV.2.9. Wegen cos(0) = 1 und 0 < cos(3) < 1 hat die

Funktion )
() = cos(5)
einen Fixpunkt im Intervall [0, 1]. Sie ist differenzierbar, und fiir alle

z € [0,1] gilt

, .1 1.1
Also sind die Voraussetzungen mit K = % erfiillt. Fiir den Startwert
xo = 0.8 erhalten wir die Ergebnisse von Tabelle IV.2.1. Insbesondere
ist der relative Fehler von x5 kleiner als 0.07 %.

N | —

TABELLE IV.2.1. Fixpunktiteration fiir f(z) = cos(5x)

T |z, — 7| <
0.800000
0.895817 0.09600
0.901355 0.00560
0.900152 0.00120
0.900414 0.00030
0.900357 0.00006

Uk W~ O3

IV.2.6. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren und sei-
ne Varianten sind die verbreitesten und effizientesten Verfahren zur
Nullstellenberechnung bei differenzierbaren Funktionen.

Zur Beschreibung des Verfahrens nehmen wir an, dass wir eine
Néherung xq fiir die gesuchte Nullstelle T der Funktion f geraten ha-
ben. Dann wird f in der Ndhe von zy durch die Tangente an die Kurve
y = f(x) im Punkt (x¢, f(zo)) approximiert. Der Schnittpunkt z; die-
ser Tangente mit der x-Achse sollte daher eine passable Naherung fiir
die gesuchte Nullstelle sein. (Dies gilt natiirlich nur, sofern die Tangente
nicht waagerecht ist!) Die Gleichung der Tangente ist

y = f(xo) + f'(z0)(z — 20).

Also lautet die Bestimmungsgleichung fiir x;:

= flx "(zo)(z1 — @ x:x_f(%)
0= f(zo) + f'(wo) (21 —20) = x1=1mp f'(w)

Wenn wir diese Vorschrift iterieren erhalten wir das

NEWTONVERFAHREN:

n

=0,1,....
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Die Vorgehensweise des Newtonverfahrens wird in Abbildung 1V.2.2

verdeutlicht.

/

Xy

KL
<)

ABBILDUNG IV.2.2. Geometrische Interpretation des
Newtonverfahrens

Das Newtonverfahren bricht natiirlich zusammen, wenn die Tan-
gente waagerecht ist, d.h. wenn f’(x;) = 0 wird fiir ein 7. Bei ungiins-
tiger Wahl des Startwertes kann es auch divergieren, d.h. |x;| — oo fiir
1 — 00, oder in einen KESSEL geraten, d.h. es gibt ein m € N* mit
T; = Tiim fir alle 7.

BEISPIEL IV.2.10. Betrachte das Polynom f(z) = x* — 32% — 2.
Dann lautet das Newtonverfahren mit xq = 1,

—4
xlzl—_—2
=1,
B —4
@——1—7
=1
= Tp.

Das Newtonverfahren gerét also in einen Kessel.

BEISPIEL IV.2.11. Das Newtonverfahren angewandt auf die Funk-
tion f(z) = arctan(x) liefert fiir den Startwert o = 2 die in Tabelle
IV.2.2 angegebenen Ergebnisse. Offensichtlich divergiert das Verfahren.

TABELLE IV.2.2. Newtonverfahren fiir f(z) = arctan(z)

T f(xn)
20| 1.107148
-3.535743 | -1.295169
13.950959 | 1.499239
-279.344066 | -1.567216
122016.998918 | 1.570788

B w N~ O S




148 IV. DIFFERENTIATION

Ist aber der Startwert hinreichend nahe bei der Nullstelle, konver-
giert das Newtonverfahren QUADRATISCH, d.h. es gibt eine Konstante
¢ mit

| Zn1—T| < Clxn_ﬂ2

fiir alle hinreichend groflen n.

Numerisch duflerst sich die quadratische Konvergenz in ei-
ner Verdoppelung der korrekten Nachkommastellen mit je-
dem Iterationsschritt.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz nutzen wir f(7) =0
aus und wenden den Mittelwertsatz zweimal an: Zunéchst erhalten wir
aus der Iterationsvorschrift

- Ty _f(xn) _z
n+1 n f/(xn)
1, o s -
— U ) = 3) = o) + @)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein y,, zwischen x,, und Z mit f(x,) —
f(@) = f'(yn)(x, — ). Dies liefert

I R
I / )

Wiederum nach dem Mittelwertsatz gibt es ein z, zwischen x,, und y,
mit f'(z,) = f'(yn) + f"(2n) (2 —yn) (Beachte: Wir setzen hier voraus,
dass f zweimal differenzierbar ist!) Wegen |z,, — y,| < |2, — Z| erhalten
wir somit
f"(zn) -
F(xn) (Tn = Yn)(Tn — T)
iz
i / (2n)|
| ()|
Dies beweist die quadratische Konvergenz mit

sup |f"(z)]

_a<z<b

inf [f'(a)]

a<z<b

|Tn1 — Z| =

|z, — .

wenn das Intervall [a,b] so gewihlt ist, dass die Nullstelle Z und alle
Folgenglieder x,, in ihm liegen.
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BEeispiEL 1V.2.12. Wir betrachten das Polynom
p(r) = 2® + 2% + 20 + 1.

Wegen p(—1) = —1 und p(0) = 1 hat es eine Nullstelle im Intervall
(—1,0). Fiir die Ableitung gilt in (—1,0)

p(r) = 32> + 22+ 2> 327 > 0.
Also ist das Newtonverfahren durchfiithrbar. Fiir den Startwert zy =

—0.5 erhalten wir die in Tabelle IV.2.3 angegebenen Ergebnisse.

TABELLE 1V.2.3. Newtonverfahren fiir f(z) = 23 +2*+

2 +1
) ZT;
0 | -0.500000
11-0.571429
2 1-0.569841
3 | -0.569840

BEISPIEL IV.2.13. Seien k£ > 2 und a > 0. Dann ist +/a die Nullstel-
le des Polynoms z* — a. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens

lautet in diesem Fall
k

™ —a
Tp+1 = Tn — k.ﬁEkil
1
= E (lﬂ — 1)£Cn + ]}k_l

Dieses Verfahren, das die Berechnung von Wurzeln mit den Grundre-
chenarten erlaubt, war schon den alten Griechen bekannt und wird als
VERFAHREN VON HERON bezeichnet. Fir k = 2, a = 2 und xy = 2
erhalten wir z.B. die in Tabelle IV.2.4 angegebenen Naherungswerte

fiir v/2.
TABELLE IV.2.4. Newtonverfahren zur Berechnung von v/2

Zi f(z:)
2 2
1.5 0.25
1.416 0.00694
1.41421568 | 0.00000601

W N~ Of .

BEISPIEL IV.2.14. Betrachte die Funktion % — a mit a > 0. Die

Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet in diesem Fall

1
_ Zn a
Tpt1 = Tp — - 1
a2
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2

= 2z, —ax,,

= 2,(2 — ax,).

Dieses Verfahren zur divisionsfreien Berechnung von Reziproken war
schon den alten Agyptern bekannt.

IV.3. Umkehrfunktionen

IV.3.1. Grundlagen. Die Funktion f sei auf dem Intervall I ste-
tig. Wegen des Zwischenwertsatzes ist das Bild J von I ebenfalls ein
Intervall. Falls f auf I injektiv ist, ist dann f : I — J bijektiv und
besitzt damit eine Umkehrfunktion f=':J — 1.

Wie kann man leicht nachpriifen, ob f injektiv ist? Nehmen wir
dazu an, dass f auch differenzierbar ist. Dann liefert der Mittelwertsatz
folgendes, leicht nachpriifbares INJEKTIVITATSKRITERIUM:

f'(x) #0 firallex € I = [ ist injektiv.

Mit etwas Technik kann man zeigen, dass die Umkehrfunktion f~* dann
auch differenzierbar ist.

Wie lautet die Ableitung von f~'? Fiir jedes € I gilt konstrukti-
onsgemdf f~1(f(x)) = . Wir kénnen diese Identitit mit der Ketten-
regel differenzieren und erhalten

d d .4 _ =1y /
1= o= ) = () ) @),
Also ist notwendigerweise
() = 4
i)

Zusammenfassend erhalten wir:

SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION: Die Funktion f sei auf
dem Intervall I differenzierbar, und es gelte f'(x) # 0 fiir
alle z € I. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion f=!: J — I
mit J = f(I). Die Umkehrfunktion ist differenzierbar auf
J, und fiir alle y € J gilt

(FYW) = 5y mity = f)

BEISPIEL IV.3.1. Betrachte die Funktion
flz)=2"+x
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auf R. Fiir alle z € R ist

fl(x)=52"+1>1>0.
Also besitzt f eine Umkehrfunktion. Wegen

lim f(z) = —o0
und
lim f(z) = o0

ist J = R. Schreiben wir zur Abkiirzung ¢ statt f~—!, erhalten wir fiir
jedes y € R

g(y) = Py mity= f(x)
bzw. — wegen x = g(y) —
N 1
gv) = S9(y)t+1

Aus dieser Formel kénnen wir weitere Ableitungen von g berechnen,
z.B.
n s —209'(y)g(y)’®
(59(y)* +1)°
—20g(y)°
(59(y)* +1)°
"y) = —609’(.@)9(3/)32 | 609(y)° - 209(y)3f’(y)
(59(y)* +1) (5g(y)* +1)
—00g(y)®  _12009(y)°
(Bgy)*+1)*  (5g(y)* +1)°
_ 60g(y)* (159(y)* = 1)
(5g(y)* +1)°

Betrachten wir z.B. y = 2, erhalten wir wegen f(1) = 2

g(2) =1
1
/ 2 ——
q'(2) 5
20
q"(2) = &
__5
54
840
q"(2) = &
35

T3
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Wie wir in Abschnitt VII.3.1 sehen werden, folgt hieraus die Néhe-
rungsdarstellung

1 5 35
M1y —2) - —(y -2+ —(y—2)°
9@ =1+ ey —2) = 10 =2+ (v —2)

fiir y ~ 2.

IV.3.2. n-te Wurzel, rationale Exponenten. Fiir n € N* be-
trachten wir die Funktion

fo(z) =2"
auf R. Ist n gerade, ist f,,(—1) = f,,(1). Die Funktion ist also fiir gerades
n nicht injektiv auf R. Schranken wir sie aber auf das Intervall (0, co)
ein, erhalten wir
fi(r)y=nz"1>0

n

fiir alle z > 0. Die Funktion f,, ist also auf (0, c0) injektiv. Wegen
lir% fa(z) =0

und
lim f,(x) = o0

ist das Bild von (0, 00) unter f, gleich (0,00). Also ist f,, : (0,00) —
(0, 00) bijektiv. Die Umkehrfunktion heifit n-TE WURZEL und wird mit
{/y bezeichnet, d.h.

r=3y <= y=a"

Sie ist auf (0, 00) differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

A
dy

n — ] _ n
Y = e mit y =x

d.h.

d
— /Yy = ——-— fiir y > 0 und n gerade.

W ()

Betrachte nun ungerade Exponenten n. Dann ist f, auf ganz R
injektiv, hat ganz R als Bildbereich und besitzt eine Umkehrfunktion
auf ganz R. Diese heifit wieder n-TE WURZEL und wird auch mit /y
bezeichnet. Sie ist fiir y # 0 differenzierbar, und es gilt wieder

d 1
—{/y = ————— fiir y # 0 und n ungerade.

2 n (/9)
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Mit Hilfe der n-ten Wurzel konnen wir leicht Potenzen mit rationa-
lem Exponenten definieren:

m
n

= (y)™ firy >0, falls n gerade,
bzw. y beliebig, falls n ungerade.

Y

Fiir die Ableitung von y= erhalten wir mit der Kettenregel

|
3 QI
sE
§| 3
S

<
3

313
L

3333 3|3
3

<

also:

33

d
dy

BeispiEL 1V.3.2. Im Punkt B = (0,h), h > 0, wird eine Lampe
angebracht. Ihre Leuchtstirke im Punkt A = (a,0), a > 0, wird durch
die Funktion

g(h) = h(a* + 1*) ">
beschrieben. Wie ist h zu wéhlen, damit bei festem a die Leuchtstéirke
maximal wird?

Wegen

lim g(h) = 0
und

hhm g(h) =0

und g(1) > 0 muss es mindestens eine Extremalstelle im Intervall (0, co)
geben. Diese muss ein stationdrer Punkt sein. Fiir die Ableitung von g
erhalten wir mit obiger Formel, der Produkt- und der Kettenregel

§(h) = (@ + )% = Sn(a® + %) 32
= (a® + B2 = 30%)(a® + h2) "3
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= (a® = 20)(a® + h2) 5.

Also ist die einzige Extremalstelle

=2

V2

Die maximale Leuchtstarke ist

g(ﬁ

1V.3.3. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funk-
tionen. Betrachte zunéchst die Cosinus-Funktion. Sie ist auf dem In-
tervall [0, 7] monoton fallend und damit injektiv. Der Wertebereich ist
[—1,1]. Also besitzt cos : [0,7] — [—1,1] eine Umkehrfunktion. Diese
heifit ArRCUSCOSINUS und wird mit arccos bezeichnet:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

x = arccos(y) <= y = cos(x).

Fiir beliebiges x € [0, 7] ist

cos'(x) = —sin(z).

Da der Sinus auf [0, 7] nicht negativ ist, gilt fir € [0, 7]

und somit

sin(x) = /1 — cos?(x)

cos'(x) = —/1 — cos?(x).

Also gilt fiir die Ableitung des Arcuscosinus

d
dy

— arccos(y) = - fir —1<y<l

1
I—y

Betrachte nun die Sinus-Funktion. Sie ist auf dem Intervall [-7, 7]
monoton wachsend und damit injektiv. Der Wertebereich ist [—1,1].
Die Umkehrfunktion von sin : [-%,Z] — [—1,1] heifit ARCUSSINUS
und wird mit arcsin bezeichnet:

T 2072
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T
[_57 5]
r = arcsin(y) <= y = sin(z).

arcsin : [—1,1] —

Wegen

sin’(x) = cos(x)

cos(x) = 1/ 1 — sin’(x)

fir » € [-7, 5] gilt fiir die Ableitung

und

d—arcsin(y) = —F— fir —1<y<1l

Die Tangens-Funktion ist auf (-7, 7) definiert durch

in(x)

U].

tan(z) = cos()’

Der Wertebereich ist R. Fiir die Ableitung gilt nach der Quotientenregel
cos?(x) + sin®(z)
cos?(x)
1
cos?(x)
=1+ tan®(z).

e tan(z) =

Also besitzt die Tangens Funktion eine Umkehrfunktion arctan : R —

(=%, %) genannt ARCUSTANGENS:

T
tan:R — (2, T

arctan ( 5 2)

xr = arctan(y) <= y = tan(x).

Fiir die Ableitung gilt

1
T arctan(y) = fir y € R.

Yy + 2

Die Cotangens-Funktion schlieflich ist auf (0, 7) definiert durch

cos(x)

cot(x) = sn(z)”
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Der Wertebereich ist R. Fiir die Ableitung gilt nach der Quotientenregel

_ cos’(z) + sin®(2)

dx cot(x) = sin®(z)
_
sin?(z)

= —1 — cot?(z).

Also besitzt die Cotangens Funktion eine Umkehrfunktion arccot : R —
(0,7) genannt ARCUSCOTANGENS:

arccot : R — (0, 7)

x = arccot(y) <= y = cot(z).

Fiir die Ableitung gilt

— arccot(y) = — fir y € R.

dy 1+ 4?2

BEispIEL IV.3.3. Ein Schrank der Liange ¢ und der Breite b soll von
einem Gang der Breite L durch eine dazu rechtwinklig gelegene Tiir der
Breite B transportiert werden. Dabei ist 0 < b < L < B < {. Wie grof3
diirfen b und ¢ hochstens sein?

Der Winkel ¢, bei dem der Schrank verkantet, ist ¢ = arccos(%)
(vgl. Abbildung IV.3.1). Der Schrank passt durch die Tiir so lange

b < Bcos(yp) ist. Dies bedeutet b < B% oder (b < BL.

ABBILDUNG IV.3.1. Verkanteter Schrank
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IV.4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

IV.4.1. Die Exponentialfunktion. Wir wollen die Differenzier-
barkeit der Exponentialfunktion nachweisen. Seien dazu z € R und
h > 0 beliebig. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es zu jedem n € N*
ein 1, € (0, h) mit

(1+ %)”h— (1+5)" (1+ %>”1

Da die linke Seite dieser Gleichung fiir n — oo konvergiert, gilt Gleiches
fiir die rechte Seite, und wir erhalten

. N \""!  exp(z +h) —exp(z)
lim <1—|— ) = Y .

Da die Folge (7, )nen beschriankt ist, ist
lim (1 + 77") —1
n—oo n

und damit

lim <1+ Un)” = lim <1+ 77n>

_exp(z + h) — exp(z)
= ; .

Fiir alle hinreichend grofien n € N* gilt andererseits

(03 < (2

< ( i, T+ h)
n
Grenziibergang n — oo liefert

exp(x) = lim <1 - E)n

n—oo
< lim ( )
n—oo

glim( x+h>

< exp(z + h).

Also ist

exp(z + h) — exp(z)
exp(z) < ;

< exp(x + h).
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Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt
exp(z + h) — exp(z)

Jip, SEEE=SR — apt)
Ganz analog erhalten wir
. exp(x+h) —exp(x)
hli%l, Y = exp(z).

Dies beweist:

Die Exponentialfunktion ist auf R differenzierbar und erfiillt
die DIFFERENTIALGLEICHUNG

exp’ = exp.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede Losung der Differential-
gleichung
v =y
ein Vielfaches der Exponentialfunktion ist. Sei dazu y : R — R diffe-
renzierbar mit ' = y. Setze u(z) = y(z)exp(—z). Aus der Produkt-
und Kettenregel folgt

u'(x) = y'(x) exp(—z) — y(x) exp/(—z)
= y(z) exp(—z) — y(z) exp(—z)
=0.

Also ist u konstant, d.h. es gibt ein ¢ € R mit
u(x) =c bzw. y(x) = cexp(zx)

fir alle zx.

Ist y : R — R eine differenzierbare Funktion mit 3’ = ¥, so
gibt es ein ¢ € R mit y(x) = cexp(z) fir alle x € R.

Sei nun z € R beliebig, aber fest gewéhlt. Betrachte die Funktion
y(z) = exp(z+ z). Diese Funktion ist differenzierbar und erfiillt /' = y.
Also ist y(z) = exp(z + z) = cexp(z) fir alle z € R fiir ein ¢ € R.
Einsetzen von x = 0 liefert exp(z) = y(0) = cexp(0) = c. Dies beweist:

Fiir alle z, z € R gilt
exp(x+z) = exp(x) -exp(z).

Aus dieser Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion ergibt
sich fiir alle m € N, n € N* die Beziehung

exp(2) = exp(1) .
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Aus diesem Grund ist die Schreibweise exp(z) = €* mit der Interpre-
tation ,,e hoch z* gerechtfertigt.

Als néchstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunk-
tion fiir x — +o00. Seien dazu z > 0 und n € N* beliebig. Aus der
Binomischen Formel folgt

1 1 ntl
- > (1
xneXp(m)— ( +n+1)

I
:|’_‘
|
/\
~
3
+
;_\

1 xn—i—l
>
— o™ (n+ 1)rtt
B x
o (n + 1)n+1
H m
Hieraus folgt:
lim exp(z) = oo,
lim exp(x) =0,
lim 7" exp(x) = 00 fiir alle n € N*.

Die letzte Beziehung kann man auch so formulieren:

Die Exponentialfunktion wéchst fiir  — oo schneller als
jede Potenz von x.

BEISPIEL 1V.4.1 (RADIOAKTIVER ZERFALL). Aufgrund von Beob-
achtungen geht man davon aus, dass fiir N(t) Atome einer radioaktiven
Substanz die Anzahl AN der Zerfille in einem kleinen Zeitintervall At
gegeben ist durch AN = —kNAt. Unter der Annahme, dass N diffe-

renzierbar ist, ergibt sich hieraus die Differentialgleichung
N' = —kN,
wobei k > 0 die vom Material abhéngige Zerfallskonstante ist. Also ist
N(t) = N(0)e *. Die HALBWERTSZEIT T ist durch N(T) = $N(0)
definiert. Mit der Logarithmusfunktion In aus Abschnitt I11.3.8 folgt
1

BEISPIEL IV.4.2 (NEWTONSCHES ABKUHLUNGSGESETZ). Eine
Substanz der Temperatur T'(t) wird in ein Medium der Temperatur



160 IV. DIFFERENTIATION
U(t) eingetaucht. Fiir die Temperaturdifferenz P(t) = T'(t) — U(t) fand
[. Newton in zahlreichen Versuchen die Beziehung

P'=\P,

d.h. die Abkiihlungsgeschwindigkeit ist proportional zur Temperatur-
differenz. Also ist

bzw.
T(t) = (T(0) = U(0))e™ + U(t)

IV.4.2. Die Logarithmusfunktion. In Abschnitt II1.3.8 habe
wir die Logarithmusfunktion In : (0, 00) — R als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion eingefithrt. Wegen exp’(z) = exp(z) > 0 fur alle
x € R ist gemaf Abschnitt IV.3.1 die Logarithmusfunktion differen-
zierbar und erfiillt

1
In'(z) = — fiir alle z > 0.
T

Aus den Beziehungen exp(z + y) = exp(x) - exp(y) und exp(zx) -
exp(—x) = 1 folgt weiter

ln(g) =In(z) —In(y) fir z,y > 0.
Y

Mit Hilfe der Regel von de I'Hopital erhélt man:

|
lim n(z)

T—00 %

=0 fiir jedes n € N*.

Dies kann man auch so formulieren:

Die Logarithmusfunktion wéchst fiir x — oo langsamer als
jede Wurzel von x.

BEISpPIEL IV.4.3. Ein Reiz der Intensitdt R verursacht eine Emp-
findung der Intensitit F(R). Versuche ergeben, dass die Anderung AE
der Empfindung proportional ist zur relativen Anderung der Reizinten-
sitdt, d.h. AE = a%. Dies fiihrt auf die Differentialgleichung

d

"_E(R) =

a
dR R
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Also ist E(R) = aln(R) + ¢ mit einer Konstanten c. Als Reizschwelle
bezeichnet man den Wert Ry, fir den gilt E(Ry) = 0 und E(R) > 0
fir R > Ry. Damit ergibt sich ¢ = —aln(Ry) und

R
E(R) =aln(R) —aln(Ry) = aln(R—).
0
Wegen des langsamen Wachstums der Logarithmusfunktion ist bei ho-

hen Intensitédten eine ganz erhebliche Anderung von R nétig, um eine
merkbare Anderung von E hervorzurufen.

1V.4.3. Exponential- und Logarithmusfunktionen zu belie-
bigen Basen. Sei a > 0. Die Beziehung
()" = exp(x)" = exp(rz) = €™
mit = = In(a) ergibt
a” = erln(a)
fiir jede rationale Zahl r. Daher definiert man die Potenzen a® fiir
beliebiges x € R durch

a® = e*™@  fijr alle a > 0,2 € R.

Man nennt x — a* die EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS a.
Aus den Eigenschaften der exp-Funktion folgen die Eigenschaften
der Funktion a®*:

Al = a*
(ab)® = a®b",
(a)! = a®,

In(a®) = zln(a),

d

%(a”) = a”In(a).

Fiir jedes o € R ist die Potenzfunktion z® = e*™®) fiir alle z > 0
definiert. Aus der Kettenregel folgt

d

—x ol
dx

¢ =azx

BEIsPIEL IV.4.4 (POISSONSCHES GASGESETZ). Experimente zei-
gen, dass zwischen dem Druck p und dem Volumen V' eines Gases bei
reversiblen, adiabatischen Prozessen der Zusammenhang

A AV
Ap AV _

0
Ty
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besteht, wobei v eine vom jeweiligen Gas abhéngige Konstante ist.
Nach Division durch At geht dies {iber in

1Ap 1 AV

il — =

Y RAT
was im Grenziibergang At — 0 auf die Differentialgleichung

pl VI

—+7—==0
p IV
fithrt. Wegen der Kettenregel bedeutet dies

< (1n(p) + y1n(V)) = 0.

dt
Also ist
In(p) +yIn(V) =¢
bzw.
In(pV7) =¢
und
pV7'=C
mit
C =e".

BEISPIEL IV.4.5. Die ALLGEMEINE HOHENFORMEL

beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Druck p und der Hohe
h in einem gasgefiillten Behélter. Uns interessiert der Grenziibergang
v — 1, d.h. der Ubergang zu einem idealen Gas. Mit = = ﬁ und

a = —2¢gh wird dieser Grenziibergang durch
po

. a\® . xln(14+2)
p = po lim <1+—> =po lim e @
T—00 x T—00

beschrieben. Mit der Regel von de I’'Hopital erhalten wir

In(1+4 2
lim zIn(1 + 2) = lim #
T—00 €T T—00 =
1 | —a
1+ 2

€Z

= lim T
—00 —=
X

a

= lim

SRS

= a.
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Daher geht die allgemeine Hohenformel fiir v — 1 in die BAROMETRI-

SCHE HOHENFORMEL
—L0g4p

P = poe o
iiber.

Zu jeder Basis a > 0 ist die Funktion a®” umkehrbar. Denn fiir y > 0

hat die Gleichung y = a* = e }E%

Diese Umkehrfunktion wird mit log, bezeichnet und heiit LOGARITH-
MUSFUNKTION ZUR BASIS a. Die explizite Darstellung ist

zIn(@) die eindeutige Losung z =

In(z)
In(a)

log,(z) =

Aus den Rechenregeln fiir den iiblichen Logarithmus ergeben sich fol-
gende Regeln:

log, (zy) = log,(x) + log,(v),
1oga<§> — log, (x) — log,(y),

d 1

% lOga($) =

z1n(a)’

IV.4.4. Die Hyperbelfunktionen. Die Hyperbelfunktionen sind
definiert durch:

er —e "
sinh(z) = —5 SINUS HYPERBOLICUS
ex + efx
cosh(z) = —5 COSINUS HYPERBOLICUS
sinh(x)
tanh(x) =
(z) cosh(x)
et —e "
= — TANGENS HYPERBOLICUS
6$ + e—x

Es gelten folgende, zu den trigonometrischen Funktionen analoge
Rechenregeln:

sinh(—x) = — sinh(x),
cosh(—z) = cosh(x),
sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),
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cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Fiir die Ableitungen ergibt sich:

sinh’ = cosh,
cosh’ = sinh,
1
cosh?’

tanh’ =

Da die Ableitung des Sinus hyperbolicus auf ganz R positiv ist, be-
sitzt er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit arsinh : R — R
bezeichnet und heifit AREA SINUS HYPERBOLICUS. Aus dem glei-
chen Grund besitzt der Cosinus hyperbolicus eine Umkehrfunktion
auf [0,00). Diese wird mit arcosh : [1,00) — [0,00) bezeichnet und
heift AREA COSINUS HYPERBOLICUS. Durch Auflésen der Gleichun-
gen y = 3(e" —e™*) und y = 1(e” + e *) nach z erhélt man explizite
Darstellungen dieser Funktionen:

arsinh(y) = In <y +Vy?+ 1> fir — oo <y < o0,
arcosh(y) = In <y +Vy? — 1) fir 1 <y < oo.

Da die Ableitung des Tangens hyperbolicus auf R positiv ist, besitzt
er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit artanh : (—1,1) — R
bezeichnet und hat die explizite Darstellung

1ty

1
artanh(y) = 5 In (1
- Y

) fir —1<y<l.

Fiir die Ableitungen dieser drei Umkehrfuktionen ergibt sich aus
Abschnitt IV.3.1:

1
% arsinh(x) = xQ—_’_]_ fur T € ]R,
1
% arcosh(:c) = W fllI' xr > 1,
1
. artanh(x) = T2 fir —1<x<l.




KAPITEL V

Integration

V.1. Das bestimmte Integral

V.1.1. Definition. Sofern nicht anders vermerkt, betrachten wir
in diesem Kapitel stets Funktionen f, die auf einem abgeschlossenen
Intervall [, b] definiert, beschrénkt und STUCKWEISE STETIG sind. Da-
bei bedeutet Letzteres, dass in jedem Punkt x € [a,b] die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f existieren und endlich sind (mit der
offensichtlichen Modifikation fiir x = a und = = b). Beispiele fiir der-
artige Funktionen sind stetige Funktionen oder die Vorzeichen- und
Entier-Funktion aus Beispiel 111.3.7(2,3) (S. 122), die nicht stetig sind.

Wir wollen f eine Zahl zuordnen, die die Fléche zwischen der x-
Achse und der Kurve y = f(x) misst. Dabei sollen Kurvenstiicke ober-
halb der z-Achse eine positive Flache und solche unterhalb der z-Achse
eine negative Fldache haben. Um dieses Ziel zu erreichen, wahlen wir n €
N*, n+1 Punkte xg,x1,...,x, mita =20 <21 < ... <2xp_1 < T, =0>
sowie Punkte ny,...,n, mit z; 1 <n; < x; fiir 1 <7 < n und setzen

Zn = Z fmi)(zi — xio1).

Z,, ist die Summe der Flachen der Rechtecke mit Breite x; — x;_1 und
Hohe f(n;) (vgl. Abbildung V.1.1). Dabei wird die Fliche positiv oder
negativ genommen, je nachdem ob das Rechteck oberhalb oder unter-

halb der xz-Achse liegt.

()

ABBILDUNG V.1.1. Z, mit n; = x;_; fiir alle ¢

165
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Die Zahl Z, hangt natiirlich von der Wahl von n und der Punk-
te xg,...,x, und 7y,...,n, ab. Man kann aber zeigen, dass die Fol-

ge (Zn)nen konvegiert, wenn die , Feinheit max (x; — z;_1) gegen Null

strebt und dass der Grenzwert nicht von der jeweiligen Wahl der Punk-
te xg,...,x, und 1y, ...,n, abhingt. Wir nennen diesen Grenzwert das
(BESTIMMTE) INTEGRAL von f iiber [a,b] und bezeichnen ihn mit

f: f(x)dz

b n
[ Hadde =t " pm s - i)

BEMERKUNG V.1.1. Das Integral ist eine Zahl; die , Integrations-
variable“ kann beliebig bezeichnet werden:

/ab f(z)dx = /ab ft)dt = /abf(u)du

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen setzt man

LU@M—
/baf(x)dx __ /abf(x)dx falls b > a.

BEISPIEL V.1.2. Es ist

b
/cdx—c(b—a),
ab 1
/xdx:§(b2—a2).

V.1.2. Elementare Integrationsregeln. Das bestimmte Inte-
gral ist linear, monoton und additiv:

falls f(z) < g(x) fiir alle z € [a, b]

/f o= [ s dx+/f

falls a < ¢ <b.
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Aus der Monotonie des Integrals ergeben sich folgende hilfreiche

Abschétzungen:
b
< [ @i

/%@m

(b—a) min f(x /f < (b—a) max f(x).

a<z<b a<z<b

Fiir die Integration gibt es ein Analogon zum Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, Abschnitt 1V.2.2:

MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG: Die Funk-
tionen f und g seien auf [a, b] stetig und es gelte g(z) > 0
fir alle z € [a,b]. Dann gibt es ein 7 € [a,b] mit

/ flz = f(n) /abg(fc)dfc-

BEWEIS. Seien m und M das Minimum und das Maximum von f
auf [a, b]. Dann ist

mg(x) < f(x)g(z) < Mg(x)

fiir alle z € [a, b] und daher

/ M</f MSMLHWM

Nach dem Zwischenwertsatz muss die stetige Funktion

b
v 1) [ ga)ds
den Wert fab f(z)g(z)dr annehmen. d

V.1.3. Differentiation und Integration. Die bisherige Defini-
tion des bestimmten Integrals ist fiir praktische Rechnungen ungeeig-
net. Dieses Manko wird durch den Begriff der Stammfunktion und den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behoben.

Eine Funktion F' heiit STAMMFUNKTION der Funktion f auf dem
Intervall I, wenn F' auf I differenzierbar ist und fiir alle x € I gilt

Aus Abschnitt IV.2.2 folgt:
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Sind F' und G zwei Stammfunktionen der Funktion f, so ist
die Differenz F' — GG konstant.

Der folgende fundamentale Satz stellt einen Zusammenhang her
zwischen Stammfunktion und Integral:

HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECH-
NUNG: Die Funktion f sei auf dem Intervall I beschrankt

und stetig; a, b seien zwei beliebige Zahlen aus 1.
(1) Die durch

Folx) = / i)

fiir alle x € I definierte Funktion F}, ist eine Stammfunktion
von f.
(2) Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so ist

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

BEWEIS. AD (1): Fiir jedes € I und jedes hinreichend kleine
h # 0 gibt es geméfl dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein 7y,
zwischen x und x + h mit

z+h T
au+m—am=/ f@ﬁ—/f@ﬁ

- [ s
= hf ().
Da ny, e gilt und f stetig ist, folgt

Fate) = fn P21 = Fol)
= lim f(n)

= f(z).

AD (2): Wegen Teil (1) gibt es ein ¢ € R mit F(z) = F,(x) + ¢. Damit
folgt

= Fu(b)
:/%@w
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Dies beweist die Behauptung. U

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung geht
man bei der Berechnung von fab f(z)dx wie folgt vor:

e Bestimme eine Stammfunktion F' von f.
e Berechne F(b) — F(a) = fabf(x)dx

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f(z)dz be-
zeichnet und heif3t UNBESTIMMTES INTEGRAL von f. Es gilt also defi-
nitionsgeméf

/f(a:)dx:F(x)—i—c — F'(x) = f(x).

Tabelle V.1.1 enthilt eine Liste der Stammfunktionen einiger ele-
mentarer Funktionen.

TABELLE V.1.1. Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen

f(x) [ f(z)dx Bemerkung
" %Hx"“ +c n# —1
1 In|z|+c r#0
sin(z) —cos(x) + ¢
cos(x) sin(z) + ¢
Wl(m) tan(x) + ¢ r#(2k+1)T,keK
—m cot(x) + ¢ T # km ke K
ll_xQ arcsin(x) + ¢ lr] <1
g arctan(z) + ¢
— Iln (#2) +¢ lz] <1
e ée‘“ +c a#0
sinh(z) cosh(z) + ¢
cosh(x) sinh(z) + ¢

= | In(v+VI+a?) +e
1 ln}x+\/m2—1‘+c lx] > 1
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BEISPIEL V.1.3. Die von der Kraft K(z) = ymMaxz~2 lings [a, b],
0 < a < b, geleistete Arbeit betréagt

A:/abK(x)dx

= / ymMax"2dx

BEISPIEL V.1.4. Ein biegeweiches Seil nimmt bei einer spezifischen
Léangenbelastung ¢(x) die Form einer SEILKURVE

y(z) = c/j </0uq(t)dt> du

an. Fir eine HANGEBRUCKE mit konstantem ¢(z) = g erhalt man

y(x) = c/ </ qodt) du
0 0
= c/ qoudu
0

1 2
= 50%90 :

Fiir die KETTENLINIE (Seil unter Eigenlast) mit ¢(x) = cosh(z) erhélt

o y(z) = ¢ /0 ' ( /0 ' cosh(t)dt) du

= c/ sinh(u)du  wegen sinh(0) =0
0

= ¢(cosh(z) — 1) wegen cosh(0) = 1.

V.2. Integrationsregeln

V.2.1. Linearitédt. Das unbestimmte Integral ist linear:

[t +pgtanis =a [ f@de+s [ gy

BEISPIEL V.2.1. Es ist

1 a4+ 4 1a1x2+a0x+c.
n+1 2

/(anx"+...+a1x+ao)d:c =
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V.2.2. Partielle Integration. Die Funktionen u und v seien auf
dem Intervall I differenzierbar mit stetigen Ableitungen. Nach der Pro-
duktregel ist

(wv) = u'v +uv'.

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
hieraus

u(z)v(z) = /u’(x)v(x)dx—i—/u(x)v'(x)dx

bzw.

BEeIsPIEL V.2.2. (1) Mit u/(x) = €%, v(z) = z und u(zx) = €,

v'(z) = 1 ergibt sich
/xexdx = ge® — /exdx

=zge® —e" +c

= (z —1)e" +c.

(2) Mit /(z) = sin(z), v(z) = 2? und u(x) = —cos(z), v'(xr) = 2x
ergibt sich

/ 2 sin(@)de = —22 cos(z) + 2 / z cos(z)dz.

Das Integral auf der rechten Seite berechnen wir mit dem Ansatz
u'(x) = cos(z), v(z) = x, u(r) = sin(x), v'(z) = 1 und erhalten

/ z cos(z)dz = rsin(z) — / sin(z)dz
= rsin(z) + cos(z) + c.

Insgesamt ergibt sich (mit einer anderen Konstanten c!)

/x2 sin(z)dr = —a? cos(x) + 2z sin(x) + 2 cos(x) + c.
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(3) Fiir o/(z) = sin(z), v(z) = sin(z), u(x) = — cos(x), v'(x) = cos(x)
erhalten wir

/ sin?(z)dx = / sin(z) sin(z)dx

= — cos(x) sin(x) —i—/ cos(x) cos(z) dx

—cos?(x)=1—sin?(z)
= — cos(z) sin(x) + /(1 — sin’(7))dx
= —cos(z)sin(x) + x4+ ¢ — /sinQ(a:)da:.
Auflssen nach [ sin®(z)dz liefert (mit einer anderen Konstanten c!)
/sinZ(x)dx = —% cos(z) sin(x) + %x +c.
(4) Wegen cos?(x) + sin?(z) = 1 fiir alle = folgt aus Teil (3)
/COSZ(x)dJJ = /(1 — sin®(z))dx

=x— /sinQ(x)dx

1 1
=52 + 5 cos(z) sin(x) + c.

BEISPIEL V.2.3. Mit dem Ansatz u/(x) = 1, u(z) = z erhélt man

/ v(z)dz = zo(z) — / 0 (2)dz.

Dies liefert z.B.

und
/arcsin(:v)dx = zarcsin(z) — /ZB !
V1 —a2?
= zarcsin(z) + V1 — 22 +c.

BEISPIEL V.2.4. Bei Integralen der Form

S, = / ’ fsin(2)]" d.

dx

C, = /ab [cos(x)]" dx,
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b

En—/ x"e’dr ,
"

Ln:/ [In(x)]" dzx

liefert die partielle Integration jeweils eine Rekursionsformel.
Wir erldutern dies an zwei Beispielen.

Mit /(z) = sin(z), v(z) = [sin(z)]"" und u(z) = —cos(z), v'(x) =
(n — 1)[sin(z)]" 2 cos(z) erhalten wir fiir n > 2 und a =0, b =

S, = /0 : [sin(z)]” do

ol

- ; +(n—1) /02 [sin(z)]""? cos®(z)da

S/

= — cos(z) [sin(z)]"

15

(ME

= (n— 1)/0 [sin(z)]"? [1 —sin®*(z)] dz
= (n — ]-)Sn—Q — (n — 1)Sn
Also gilt

_1
5 ="""g
n

Wegen Sy = § und 51 = cos(0) — cos(5) = 1 folgt hieraus

n-1 n=3 .
_ n n—
Sn = n—1 n-=3

3
w

-5 falls n gerade,
-1

N
W N|—

falls n ungerade.

[\

n

3

Als zweites Beispiel betrachten wir

us

A, = /2 z" sin(x)dx,
0

B, = /2 z" cos(z)dz.
0

Mit u/(z) = sin(x), v(z) = 2™, u(x) = — cos(x), v'(x) = nz
wir firn > 1

n=1 erhalten

2 bl
—l—n/ 2"t cos(x)dw
0
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I
8

Analog erhalten wir mit u/(z) = cos(x), v(x)

—_———
=(Z)"
7T n
=(3) ~nA
Wir setzen nun die beiden Formeln ineinander ein:
An =nbB,_
n—1
=n [(E> —(n—1)A,_2
2
T n—1
= (5) —n(n—1)A,_2
7T n
= (5) -
= (g) —n(n—1)B,_s.

Zusammen mit Ay = By = 1 konnen hieraus alle A,, und B,, rekursiv
berechnet werden.

V.2.3. Substitutionsregel. Sei F' eine Stammfunktion fiir f und
g differenzierbar. Nach der Kettenregel ist dann

L Ploa) = o) - o/(2)

= [(9(2))d ().

Dies bedeutet fiir das unbestimmte Integral

/ F(9(x))g'(2)dz = / f(dt mit ¢ = g(x)

und fiir das bestimmte Integral

g(b)
/ FloNg@dz = [ fitydt

Die Substitutionsregel wird in zwei Versionen angewandt:

1. VERSION DER SUBSTITUTIONSREGEL: Berechnung von

ff r)dr.

SCHRITT Substitution
g(x) =t und ¢ (x)dx = dt.
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2. SCHRITT: Berechnung der Stammfunktion

/f(t)dt = F(t) +c

3. SCHRITT: Riicksubstitution
t =g(x) und F(t) = F(g(z)).

/ F(9(2))g (x)de = / F(t)dt
=F@) +c

= F(g(z)) +c.

INSGESAMT:

BEISPIEL V.2.5. (1) Sei g eine stetige, differenzierbare Funktion
ohne Nullstellen. Dann ist

g (z) _ 1 — alx = ¢ (x)dx
/de_/ dt |t =g(x), dt = g'(x)d

In(Jt]) + ¢
In(lg(z )|) c.
(2) Mit t = g(z) = In(z), dt = ¢'(z)dz = Ldz ergibt sich
/de = /t2dt
x B
=3 +c
%[ln(m)]?’ +ec.

(3) Mit t = g(z) = sin(x), dt = cos(x)dz erhalten wir

/ sin@) cog )da:—/ eldt

=c' +c
— esin(x) T+
BEISPIEL V.2.6. Fiir £ € Z* und ¢ € R ergibt sich

1
/sin(k:l: + @)dr = % /sin(k:c + ¢)kdx

1
= E/sin(t)dt ‘t:kx-I—cp
1

=-7 cos(t) + ¢

1
=-z cos(kx + @) + c.
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Also ist )
/ sin(kz + p)de =0 firkeZ 9 eR
0

mit den beiden Spezialfillen (¢ = 0 bzw. ¢ = —)
2 2T
/ sin(kz)dz =0, / cos(kx)dr =0 fiir k € Z*.
0 0

Nach den Additionstheoremen, Beispiel 1.6.3 (S. 44), ist

sin(max) sin(nzx) = % [cos((m — n)z) — cos((m + n)x)],

cos(mz) cos(nzx) = % [cos((m + n)z) + cos((m — n)x)],

sin(max) cos(nx) = % [sin((m + n)x) + sin((m — n)x)].

Hieraus ergeben sich folgende ORTHOGONALITATSBEZIEHUNGEN fiir
die Sinus- und Cosinusfunktionen:

o (0 fallsm=n = 0,
/ sin(ma) sin(nz)dr = ¢ 0 falls m # n,

0 (7 fallsm=n#0,
o (27 fallsm=n= 0,
/ cos(maz) cos(nx)dr = < 0 falls m # n,

0 (7 fallsm=n#0,

2m
/ sin(ma) cos(nx)dr =0 fiir alle m, n.
0

2. VERSION DER SUBSTITUTIONSREGEL: Berechnung von

[ f(z)dzx.

1. SCHRITT: Substitution
= g(t) und dz = ¢'(t)dt

mit einer geeigneten, umkehrbaren Funktion g.
2. SCHRITT: Berechnung der Stammfunktion

[ rtatnga = o)+

3. SCHRITT: Auflésen von = = g¢(t) nach ¢, d.h. t = h(x)
und einsetzen.
INSGESAMT:

/f(:c)d:c = H(h(z)) + c.




V.2. INTEGRATIONSREGELN 177

BEISPIEL V.2.7. Wir wollen

e3x
F(x) :/621 — 1d93
berechnen
1. SCHRITT: Die Substitution = In(t), dz = {d¢ fiihrt auf

F(In(t)) = / A

t2—1t
t2
= | ——dt.
=
2. SCHRITT: Es ist gemifl Tabelle V.1.1 (S. 169)
t2 2 _
/ dt = /ﬁdt
2 —1 t?2—1
_/ 1
B 2—1
1
=t dt
+ e

1 _
=t+ =1 :
+ 5 n . 1‘ +c
3. SCHRITT: Die Riicksubstitution ¢ = e” ergibt
1 e’ —1
Flr)=¢e"+=1 :
(x)=e +2n . +c

BEMERKUNG V.2.8. Sind p und g zwei stetige Funktionen, so fiihrt
die Substitution x = Int, dx = %dt auf

/Mﬂwz/pﬁﬁ

q(e”) tq(t)

In Beispiel V.2.7 ist p(t) = ¢3 und ¢(t) = t* — 1.
BEISPIEL V.2.9. Wir wollen

:/mczx

auf (—1,1) berechnen.
1. SCHRITT Die Substitution z = sin(t), dx = cos(t)dt fithrt auf

sm / A/1— sin? cos
auf (—=3,%).

:/0082(t)dt
2772

2. SCHRITT: Gemé$ Beispiel V.2.2 (4) ist

1 1
/COS2(t)dt = 575 + 3 cos(t) sin(t) + c.
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3. SCHRITT: Die Riicksubstitution ¢ = arcsin(x) ergibt wegen cos(t) =
1 —sin®(t) auf (—Z, %)

1 1
F(x) = 5 arcsin(x) + 5:)3\/ 1—22+c

BEMERKUNG V.2.10. Bei der Berechnung eines bestimmten Inte-
grals sind im ersten Schritt auch die Integrationsgrenzen zu substituie-
ren. Setzt man im zweiten Schritt die neuen Grenzen ein, entfillt dann
der dritte Schritt der Riicksubstitution.

BEISPIEL V.2.11. Wir wollen

! 1
1= ——d
A<1+ﬂvx
berechnen.

Die Substitution = = tan(t), de = Ké(t)dt und die neuen Integrations-
grenzen 0 und 7 (wegen tan(0) = 0 und tan(§) = 1) liefern

1 1 1
1:/4 R,
0 (1 " sin2(t)> cos?(t)

cos?(t)

1 1 1
0 ( sin?(t)+cos?(t) > Ccos (t)

cos2(t)

=
/ cos®(t)dt
1
(3
7T
G

RS

V.2.4. Symmetrien. Ist f eine GERADE Funktion, d.h. f(—z) =
f(z) fiir alle z, so ist fiir alle a > 0

Ist g eine UNGERADE Funktion, d.h. g(—x) = —g(z) fiir alle x, so ist

fir allea >0 .
/ g(z)dr = 0.

a

LE}

wegen Beispiel V.2.2 (4)

C%@>

0

}—tMIr—t
Q||,_. [\3|»—
[\

Sl

3

BEISPIEL V.2.12. Es ist

./Wmdmﬁ:242mﬂmﬁ

Wl
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=2

)

5
/ sinh(z)dx = 0.

5

V.3. Integration rationaler Funktionen

V.3.1. Partialbruchzerlegung. Wir betrachten rationale Funk-
tionen der Form %. Dabei sind p und ¢ zwei Polynome mit Grad
p < Grad ¢, die keine gemeinsamen Nullstellen besitzen sollen. Die
Partialbruchzerlegung dieser Funktionen erfolgt in den folgenden drei

Schritten:

e 1. SCHRITT: Man erstellt eine Produktdarstellung des Nen-
nerpolynoms der Form

q(z) = clz —b)" - ... (z =) (). ge(m).

Dabei sind by, ..., b, die paarweise verschiedenen reellen Null-
stellen von ¢, k1, ..., k, ihre Vielfachheiten und ¢, . . ., ¢, paar-
weise verschiedene quadratische Polynome ohne reelle Null-
stellen. (Es ist ¢;(r) = 2% — 2Re Nz + |\;|?, wobei \; eine
komplexe Nullstelle der Vielfachheit ¢; von g ist.)

e 2. SCHRITT: Die zu jedem Linearfaktor x — b von ¢, b €
{b1,...,b.}, der Vielfachheit k£ und zu jedem quadratischen
Faktor @ € {q,...,qs} der Vielfachheit ¢ gebildeten Funktio-
nen der Form

Ay Ay Ay,
r—b (z — b)?’ (z — b)*
Bix+ C Box + Cs Byx + Cy

Qz) Qz)* Qz)*

mit reellen Koeffizienten A;, B;, C; nennt man PARTIALBRU-
CHE von g. Man stellt nun § als Summe all dieser Partialbriiche
mit unbekannten Koeffizienten dar.

e 3. SCHRITT: Man multipliziert die Ansatzgleichung fiir § mit
q und erhélt auf beiden Seiten ein Polynom. Nun ergeben sich
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten A;, B;, C; des
Partialbruchansatzes durch Gleichsetzen gleicher z-Potenzen
auf der linken und rechten Seite oder durch Einsetzen spezieller
Werte fiir x wie z.B. by,...,b,.

BEMERKUNG V.3.1. Fiir die praktische Rechnung empfiehlt es sich,
die beiden Vorgehensweisen in Schritt 3 (Koeffizientenvergleich und
Einsetzen spezieller x-Werte) zu kombinieren. Ist z.B. z — b ein Line-
arfaktor der Vielfachheit £ von ¢, erhédlt man den Koeffizienten A, des
Partialbruches (m‘i—’;)k durch Einsetzen des Wertes x = b in Schritt 3.
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BEIspIEL V.3.2. Betrachte
> +x+1
x4 =513+ 922 —Tx + 2
Durch Probieren finden wir die Nullstellen 1 und 2 des Nennerpolynoms
q. Wir konnen daher ¢ durch

(z—1)(z—2)=2"-3z+1

dividieren und erhalten
xt =5z 4922 —Tx +2 22 —3x+2=2>—22x+1.
b =323 4222
—2x3 +72% —Tx
—223 4622 —4x

x> —3xr +2
2 =3xr +2
0

Da offensichtlich
v =204+ 1= (zx—1)?
ist, gilt
q(z) = 2" — 52® + 92° — Tx + 2
= (v —2)(z —1)°
Wie man leicht nachpriift sind 1 und 2 keine Nullstellen des Zéhlerpo-
lynoms. Der Partialbruchansatz lautet also
2?24+ x+1 > +x+1
53+ 922 —Tx+2 (12— 2)(z— 1)}

A N B n C n D .
r—2 z—1 (z—1)2 (x—1)3
Multiplikation beider Seiten mit ¢ liefert

?+r+1=Ax—-1)7°+B(x—-2)(z—1)
+C(z —2)(x—1)+ D(x —2).

Einsetzen von x = 1 ergibt

—-D = 3;

Einsetzen von x = 2 liefert
A=T.

Wir setzen diese beiden Werte in obige Gleichung ein und erhalten nach
Ausmultiplizieren

?4r+l1=_7 (x—1P°+Bx—2)(z—1)?°
—A

+C(z —2)(z—1) (x —2)

-3
~—
=D
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=72 -32°+3r — 1)+ B(z — 2)(2* — 2z + 1)

N /

— 23— 42?4 5a—2
+C(2* -3 +2)—32+6
= (7+ B)2® + (—21 — 4B + C)a?
+(214+5B—-3C -3)z+ (—7—2B +2C +6).
Da auf der linken Seite kein 23-Term auftritt, muss
B=-7

sein. Setzen wir dies in den z2-Term auf der rechten Seite ein und
vergleichen mit dem entsprechenden Term auf der linken Seite, erhalten
wir

1=-21-4(-7)+C
=7+C
— (= —6.
Damit lautet die Partialbruchzerlegung unserer Funktion
?+r+1 7 7 6 3

5P+ 922 —Tr+2 x-2 x-1 (x—1)2 (x—1)%
BEISPIEL V.3.3. Betrachte

r+1
28 — 227 + 428 — 625 + 624 — 623 + 422 —2x+1°

Durch Probieren finden wir, dass das Nennerpolynom und seine Ablei-
tung eine Nullstelle bei x = 1 haben Also kénnen wir es durch

(r—1)2 =22z +1

dividieren und erhalten

2 =227 4428 —62° +62* —62° +422 -2z 41
2 =227 42b z? —2r +1 =
32°  —62° +624 2 432t 4327 +1.
325 —62° +32°
32t —62% +42?
3zt —62% +322
¥ 2 41
x? —2r +1

Offensichtlich ist
2+ 32 4+ 327 + 1= (22 +1)%
Da 22 + 1 keine rellen Nullstellen hat, lautet der Partialbruchansatz

r+1
a8 — 207 + 428 — 625 + 624 — 623 + 422 — 2 + 1
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A n B +C’x+D+E:13+1E’_i_Gx—I—H
Cz—1 (z—12 2241 (22+1)2 (a2+1)%

Wir multiplizieren diese Gleichung mit dem Nennerpolynom und er-
halten

r+1=A(x—1)(2* + 1)+ B(2* +1)°
+ (Cz + D)(x — 1)*(2* + 1)?
+ (Bx+ F)(z — 1)?*(2* + 1)
+ (Go + H)(z — 1)
Einsetzen von = = 1 liefert |

B=-.
4

Wir setzen dies in obige Gleichung ein und schaffen den B-Term auf
die linke Seite

1 3 3
—Z$6—Z$4—Z—lx2+l’+z‘:
1
::U—i-l—z(xz—i-l)?’

= Az — 1) (2* +1)° + (Cx + D)(z — 1)*(z* + 1)?
+(Bx+ F)(z — 1)*@* + 1)+ (Gz + H)(z — 1)2

Da die linke Seite dieser Gleichung bei x = 1 verschwindet, kénnen wir
die ganze Gleichung durch = — 1 dividieren und erhalten
1. 1, 3 5 7 3
R e Ay S
= A(z* +1)° + (Cz + D)(z — 1)(2* + 1)

+(Bx+ F)(z —1)(2* + 1)+ (Gz + H)(z — 1).

Einsetzen von x = 1 liefert
5

A=-2.
8

Wir setzen diesen Wert in obige Gleichung ein und multiplizieren den
Rest aus

1 1 7 3
_Zx5_1$4_$3_x2_1$_1
)
— —g(x6+3x4+3x2+1)+(0x+D) (@ —1)(a*+1)

:m5—m4+2;g—2x2+m—1
+(Bx+ F)(2® — 2> 42— 1)+ (Gz + H)(z — 1)
) 15

= xG(—g +C) +2°(=C + D) + x4(—§ +2C - D+ E)

15
+ﬁp%ﬂ@p—E+m+ﬁ@§w%ﬁaD+E—F+®
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5
+x(—O+D—E—|—F—G+H)—g—D—F—H.

Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen

8 _3
8
1 3
b —(C+D=-- = D==
x 4 1 g
1 15 6
4 20 —-D+FE=—+4+— — E=-
v + 4+8 8
2
2 —2C+2D-E+F=-1 — F=3
2 15 4
x° C—2D+E—F+G:—1+§:> ng
4
v —C+D—E+F—G+H:—£:> =1
Also lautet die Partialbruchzerlegung
z+1
28 — 227 + 426 — 62° + 62* — 62° + 422 — 20 + 1
1 5 . 2 +5x+3+ 6x + 2 n 4r — 4
8\ z—1 (z—-1)2 2241 (22+1)2 (22+1)3

V.3.2. Integration. Die Integration einer rationalen Funktion

flz) = % erfolgt in drei Schritten:

e 1. SCHRITT: Falls der Zahlergrad gréBer oder gleich dem Nen-
nergrad ist, dividiere p mit Rest durch q. Dies liefert zwei Po-
lynome r und s mit p = s - g + r. Daher ist f:s+(f].

e 2. SCHRITT: Bestimme die Partialbruchzerlegung von g wie
im vorigen Abschnitt.

e 3. SCHRITT: Integriere das Polynom s und die Partialbriiche
von .

q

Fiir den 3. Schritt sind folgende Formeln, die man durch Differentiation
nachpriift, hilfreich. Dabei ist o? —43 < 0 und k > 1.

1
/ de =In|z —a|+c
r—a

/ PR L,
(:L‘—a)kx_ E—1(x—a)k! ¢

/ 1 p 2 ) 2r + o n
———————dr = ——arctan | —— c
r? +ar+ [ VA6 — o2 V43 — a2

ar +b a 9
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+(b—%)/;d:ﬂ

2+ ar+

1 do — 2 + «
/(xz—l—ax—I—ﬁ)k T (k—1)408 — a2)(2? + ax + B)F1

2(2k — 3) 1
(k—1)(48 — a?) / (2?2 4+ ax + ﬁ)’“ldm

/ ar +b a1 1
(22 + oz + B)k v 2k —1 (22 + azw + g)k1

ao 1
+(b—7)/($2+m+ﬁ)kdm

BEISPIEL V.3.4. Betrachte
B 20° — T2t 4 323 + 1422 — 162+ 7
flo) = x4 =513 4+ 922 — Tx + 2 ’

Die Division des Zéahlerpolynoms durch das Nennerpolynom ergibt
205 —7x* 432 +142% —162 +7 :at —5x® + 922 — Tx +2
20 —10z* +182% —1422 +4x = 2z + 3.

3zt —152% +282% —20a +7
3zt —152% 42722 —21x +6
x? +xr +1

Also ist
22+r+1

=523 + 922 — Tx +2°
Die Partialbruchzerlegung des rationalen Teils haben wir in Beispiel
V.3.2 bestimmt, und wir erhalten

/fwm%:/<%+3+xi2_xil

— 0 — 5 ) dx
(-1 (z-1)
=2 +3r+T7n|z — 2| — 7|z — 1|
6 3
T i
x—2 122 —9
x—1'+2(x—1)2
BEeIspIiEL V.3.5. Wir betrachten die Funktion aus Beispiel V.3.3.
Zuerst behandeln wir die beiden Partialbriiche
6z + 2 4r — 4
(22 + 1)? un (x2+1)3

flz)=2x+3+

=22 +32x+7In

+ c.
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Fiir diese erhalten wir
6x + 2 2x 1
——dz =3 | —————d 2 | ———d
/(x2+1)2 ) /(x2+1)2 " /(w2+1)2 '

3 L 4o +4/ 1 J
= - = | ————adz
x24+1 422+1) 4) (22+41)

3 T

= +$2+1 + arctan(z) + ¢

x_3+ tan(z) +
= arctan(x C
2 +1

und

dor — 4 2z 1
dr=2 —= _dr—4 [ ——
[ Gt =2 ) Gt Gt
B 2 8T

202 41)2 2.4 (22 +1)2

_8-3/ L
2.4 ) (22+1)?

r+1 32z 3~2/ 1 d

- - - - T
(2 +1)2  4(22+1) 4 (2 +1)
r+1 3z

3
= — CES RS arctan(z) + c.

Damit folgt insgesamt

/ z+1 J
0
a8 — 227 + 428 — 625 + 624 — 623 + 42?2 — 2z + 1

/1 5 n 2 +5£L‘+3+ 6x + 2 L 4r — 4 p
_ [ Z(_ T
8\ z—-1 (z—1)2 2241 (22+41)2 (22+1)3

1 2 5
=—(-bhlz -1 - ——+-In(z*+1)+3 d
8( n|z—1] x—1+2n<x+ )+ /x2+1:v
+ xQ:L 1 + arctan(x)
z+1 3 3 tan(z) | +
— — — —arctan(z c
(x241)2 2(22+1) 2
5 1 5 5
= —gln ‘Z’ — 1‘ — m + Eln(x2 + 1) + g arctan(x)
x+6 z+1
; T

S 16(224+1)  8(22+1)

V.3.3. Verallgemeinerte rationale Funktionen. Ein Integral
der Form [ r(e®")dz mit einer rationalen Funktion r kann durch die
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Substitution
t=e*,
r=—Int,
«
1
de = —dt
at

auf ein Integral der Form [ r(t)%dt mit rationalem Integrandem trans-
formiert werden.

BEISPIEL V.3.6. Die Substitution ¢t = e® liefert

1 1 1
[ ot [ g
er +e " t+4t
1
:/ dt
241

= arctan(t) + ¢

= arctan(e”) + c.

Im Folgenden bezeichnen wir mit r(z, y) einen Ausdruck, der aus z,
y und Konstanten allein durch Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division gebildet wird, z.B.

B day + y?
323 — 2y’

r(z,y)

Viele Integranden sind dann von der Form r(z, f(z)), d.h. die Variable
y in r(x,y) ist durch eine Funktion f(z) von z ersetzt. Solche Inte-
grale konnen héufig durch eine geeignete Substitution auf das einer
rationalen Funktion transformiert werden. Wir betrachten hierzu im
Folgenden einige Beispiele.

Bei einem Integral der Form

/ ( L a:c—i—b)
r| x, dx
cr +e

mit ae — be # 0 hilft die Substitution

P ar +b
 Voexr+e

. etk — b
a—cth’
tk_l
dr = k(ae — bC)mdt

weiter.
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BEISPIEL V.3.7. Es ist

1— 1—t
/ V&mm: otdt |t =z, x=1t>, do = 2tdt
T+ T 2+t
1—t
=2 [ ——dt
1+t

1f (12

=4ln|l+t|—-2t+c¢
=4I|l +Vz| -2z + ¢
Bei einem Integral der Form
/r(sin(x), cos(x))dx
hilft die Substitution

x = 2arctan(t),
2

dr = ——dt
Ty
mit
. 2t

SIH(IL') = m,
1—¢2
cos(z) = e

weiter.

BEISPIEL V.3.8. Es ist

1 1+t 2
de= [ -0 = 4
/cos(ac) ‘ /1—t21+t2

2
— [

141

x = 2arctan(t)

=1In +c

| '1 + arctan(%)

3
1 — arctan()

Integrale der Form
/r(:p, Vazr? + br + ¢)dx

mit a # 0 lassen sich mit einer Substitution

u=ar+ 0,
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1
dr = —du
a
in eine der folgenden Normalformen umwandeln:
/r(u, Vu? + 1)du,
/r(u, u? — 1)du,
/r(u, V1 —u?)du.

Diese konnen durch die Substitutionen

u = sinh(t)
bzw.

u = cosh(t)
bzw.

u = sin(t)

auf eine der bereits behandelten Formen transformiert werden.

BEISPIEL V.3.9. Es ist

/\/4x2+12x+5dx:/\/(2x+3)2—4dx

2
:2/\/<2x+3> g | 2m43
2 2
= 2/\/u2 — 1du |u = cosh(t)
= 2/ \/ cosh?(t) — 1sinh(t)dt
M —
=sinh(t)
=2 / sinh?(¢)dt
—1/(et—et) dt |z =¢
2
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1 1
= 16% — 1 — Z€_2t +c
1
= Z<€t +e e —e)—t+c

= cosh(t)sinh(t) — ¢t + ¢

= cosh(t)y/cosh®(t) —1 —t+c

e' =u+vu?—1, u = cosh(t)

:u\/u2—1—ln‘u+\/u2—1‘+c
(2243 20+3\" |
N 2 2
27 +3 22 + 3\ 2
—In 5 + 5 — 1| +ec

V.4. Uneigentliche Integrale

V.4.1. Definition. Wir wollen den Integralbegriff auf nicht be-
schrinkte Integrationsbereiche und unbeschrinkte Funktionen ausdeh-
nen. Sei dazu b € RU{oco}, a € Rund f : [a,b) — R auf jedem Teilin-
tervall [a, ¢] C [a,b) stiickweise stetig und beschréankt. Die Funktion f
heifit auf [a,b) (UNEIGENTLICH) INTEGRIERBAR, wenn der Grenzwert

lim f(z)dx existiert. In diesem Fall heiit dieser Grenzwert das UN-

c—b— a

b
EIGENTLICHE INTEGRAL von f und wird mit / f(x)dx bezeichnet:
a

c—b—

/ f(z)dz = lim c fz)dz.

Analog geht man bei Singularitdten am linken Rand vor. Sei dazu a €
RU{-o0c}, 6 € Rund f : (o, 0] — R. Dann ist das uneigentliche
Integral definiert durch

/jf(x)dx: lim /cﬁf(x)dx,

c—o+

sofern der Grenzwert existiert.
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BEISPIEL V.4.1. Sei a € R\{1}. Fiir ¢ > 1 ist

1 11 [
e = —

;. x O
1

1

Ca-—1 co—l |’

Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — oo, falls a > 1 ist. Also ist 2~
fir & > 1 auf [1, c0) uneigentlich integrierbar und

>~ 1 1
/ —dx = fir o > 1.
1 1

«

Analog ist fir 0 < c < 1

1 1 1
—dx = [ }

T a—1|c 1 -1

[

Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — 0, falls o < 1 ist. Also ist ™ fiir
a < 1 auf (0, 1] uneigentlich integrierbar und

1
1 1
—dy =

fir a < 1.
0 T -«

Seinun a € RU{—o0}, b € RU{oo} und f : (a,b) — R. f ist auf

(a, b) uneigentlich integrierbar, wenn fiir ein ¢ € (a,b) die beiden unei-
c b

gentlichen Integrale | f(z)dr und [ f(x)dx existieren. Die Summe

dieser beiden uneigen‘glichen Integralecist dann das uneigentliche Inte-

b
gral / f(z)da:

c B
/b f(z)dz = lim f(z)dz + gligl_ f(z)dz.

a—a
+ «

BEMERKUNG V.4.2. Die beiden Grenzwerte in obiger Formel miis-
sen unabhdngig voneinander bestimmt werden!

BEISPIEL V.4.3. Es ist

B
lim dxr = lim |arctan 8 — arctan0
pooo Jo 14 a? Bﬂoo[ & |
o
2

0

lim dr = lim [arctan 0 — arctan o

a——=00 J, + 332 a——00
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Daher ist ﬁ auf R = (—o0, 00) uneigentlich integrierbar und

* 1
/_001+x2d1‘:7r.

V.4.2. Ein Konvergenzkriterium. Die Existenz eines uneigent-
lichen Integrals kann héufig durch einen Vergleich mit einer Funktion
der Form x~% gezeigt werden.

KONVERGENZKRITERIUM FUR UNEIGENTLICHE INTEGRALE: Es
seien f auf [a,00) und g auf (0, b] stetig und «, K € R. Dann gilt:

K o0
1f(z)] < g mit a <z <oo, 1 <a — / f(z)dz existiert,

K b
lg(z)| < —mit0<z<bh, 0<a<l = g(x)dx existiert.
e 0

BEWEIS. Die Funktion

Fiom [ 1f@lds

ist monoton wachsend und durch / —dx nach oben beschrankt. Da-
a xa

her ist sie fiir ¢ — oo konvergent, und [ |f(z)|dz existiert. Ana-

log erhdlt man die Existenz von [ f(z) + |f(z)|dz. Daher existiert

faoo f(x)dx.

Genauso argumentiert man fiir fob g(x)dx. 0
*sinx

BEISPIEL V.4.4. Exisiert ?

0
Aus der Regel von de I’'Hopital folgt

. sinzx . cosx
lim
z—0 x—0 1

Also ist #22 auf [0, 00) stetig und auf [0, 1] integrierbar. Fiir ¢ > 1
liefert partielle Integration

“sinzx CcoS T
de = —
T T
1 1




192 V. INTEGRATION

Da die Cosinus-Funktion beschrinkt ist, ist

lim cos(c)

c—00 C

=0.

> cosx

5 dz. Also existiert

Wegen des Konvergenzkriteriums existiert /
. T

*®sinx

0 T
Mit Hilfe von Satzen aus der Funktionentheorie kann man

®sine 7
0 x 2

V.4.3. Die Eulersche Gammafunktion. Die EULERSCHE GAM-
MAFUNKTION ist definiert durch

zeigen.

[':(0,00) =R
['(x) = / et at.
0

Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals wird wie folgt nachge-
wiesen:

e 1. SCHRITT: Das Integral fol e t*~1dt ist an der unteren Gren-
ze nur fir 0 < x < 1 uneigentlich. In diesem Fall folgt die
Existenz des Integrals aus dem Konvergenzkriterium und der
Abschitzung 0 < e " ! <* L =t mita=1—2 < 1.

e 2. SCHRITT: Wegen

tQtzfl t$+1
lim = lim
t—o0 et t—o0 et
=0

gilt fiir hinreichend grofes ¢ die Abschiitzung e 't*~! < ¢72.
Damit folgt die Existenz von [~ e "¢*~'dt aus dem Konver-
genzkriterium.

Wegen
/ e~ tdt = lim e tdt
0

C—00 0

= lim [l — e

=1

ist

T(1) = 1.
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L erhalten wir fiir 0 <

Mit partieller Integration v’ = e™* v = ¢*~
a<p

s
+ / (z — 1)e "+"2dt.

B
/ 6—ttI—1dt — _e—ttx—].
a (0%

Durch Grenziibergang folgt hieraus die FUNKTIONALGLEICHUNG

I(z+1)=2a'(z) firallexz>0.

Insbesondere ergibt sich

I'(n+1)=n! firalleneN.

V.5. Ebene Kurven; Lingen- und Flichenmessung

V.5.1. Parameterdarstellung. Die allgemeinste und fiir unsere
Zwecke giinstigste Darstellung einer ebenen Kurve erfolgt mit zwei dif-
ferenzierbaren Funktionen x(t), y(t) auf einem Intervall a < ¢ < b. In
einem festen kartesischen Koordinatensystem durchlauft der sich mit ¢
stetig &ndernde Punkt

P(t) = (z(t),y(t)) ,a<t<b,

eine Kurve. Die vektorwertige Funktion

bzw. die beiden Gleichungen
x = x(t),
y =y(t)

heiflen eine PARAMETERDARSTELLUNG dieser Kurve; ¢ und [a, b] hei-
Ben der PARAMETER bzw. das PARAMETERINTERVALL. Man sagt, die
Kurve werde mit wachsendem ¢ in positiver Richtung durchlaufen.

Deutet man ¢ als Zeit, so beschreibt eine Parameterdarstellung die
Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve. Da auf einer Kurve ganz
verschiedene Bewegungen stattfinden kénnen, besitzt ein und dieselbe
Kurve verschiedene Parameterdarstellungen.

BeispIEL V.5.1. Der GRAPH y = f(x), a < x < b, einer Funktion
f besitzt die Parameterdarstellung

T =t,
y = f(t)

mit a <t <b.
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BEISPIEL V.5.2. Die GERADE durch die Punkte (z1,y:) und (22, y2)
besitzt die Parameterdarstellung

r =2 + t(ZEQ — .Tl),
Y=y +t(y: — )
mit ¢t € R.

BEIsPIEL V.5.3. Der KREIS um (g, %) mit Radius r besitzt die
Parameterdarstellung

x = xo + rcos(t),
y = yo + rsin(t)
mit 0 <t < 2m.
BEISPIEL V.5.4. Die ELLIPSE
{(x,y)ERQ:z—z—i-:Z—z—l}
hat die Parameterdarstellung
x = acos(t),
y = bsin(t)
mit 0 < ¢t < 27.
BEISPIEL V.5.5 (ZYKLOIDEN). Rollt ein Kreis K mit Radius r,
ohne zu gleiten, auf der z-Achse, dann beschreibt ein mit K fest ver-

bundener Punkt P, der vom Kreismittelpunkt den Abstand a hat, eine
ZYKLOIDE oder Radkurve. Diese besitzt die Parameterdarstellung

r =rt — asin(t),

y =1 — acos(t)
mit ¢ € R. Dabei beschreibt der Parameter ¢ den Rollwinkel. Rollt
der Kreis mit dem Punkt P nicht auf der z-Achse, sondern auf dem

Kreis 22 +y* = p* dann ist die Bahn von P eine EPIZYKLOIDE mit der
Parameterdarstellung

+r

t),
.

Im Sonderfall p = r = a entsteht die KARDOIDE oder Herzlinie
x = a(2cos(t) — cos(2t)),
y = a(2sin(t) — sin(2t)).

Beim Abrollen im Innern des Kreises entsteht die HYPOZYKLOIDE

— rr»t)7

x = (p+r)cos(t) — acos(p .

y=(p+r)sin(t) — asin(p +

x=(p—r)cos(t) + acos(p
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rt)

Diese geht fiir den Sonderfall @ = r = £ in die ASTROIDE iiber. Aus
den Additionstheoremen ergibt sich dann

y=(p—r)sin(t) — asin(p .

x = pcos’(t),
y = psin®(¢).

V.5.2. Tangente und Normale. Zu jeder Parameterdarstellung

einer Kurve K definieren wir

. .1
t(t) = lim +[r(t + ) —r(t)]

- ().

wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ bezeichnet. Als Grenzwert von
Sekantenvektoren ist 1(t) parallel zur Tangente an K im Punkt r(¢).

Beschreibt r(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve,
ist ¥(t) die Geschwindigkeit des Punktes.

Ist in einem Kurvenpunkt r(t) der Vektor (¢) vom Nullvektor ver-
schieden, dann weist er in die positive Tangentenrichtung (positiv bzgl.
des Durchlaufsinnes der Kurve). Der hieraus durch Drehung um 90° im
Gegenuhrzeigersinn entstandene Vektor

gibt die positive Normalenrichtung in diesem Punkt an (vgl. Abbildung
V.5.1). Daher besitzen Tangente und Normale im Kurvenpunkt r(¢) die
Parameterdarstelllung

TANGENTE : = = z(t) + A\i(t),
y = y(t) + Ay(t)
NORMALE : = = z(t) — A\y(1),
y =y(t) + Az(t).

Dabei ist A der Geradenparameter und ¢ der Kurvenparameter.

BEMERKUNG V.5.6. Die Vektoren r und n sind nicht normiert.

Bend6tigt man normierte Tangenten- bzw. Normalenvektoren, muss man

r mit ‘—11,| und n mit ‘—111| = ﬁ multiplizieren.
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ABBILDUNG V.5.1. Tangente r und Normale n

V.5.3. Bogenlidnge. Die Parameterdarstellung
z = x(t),
y =y(t)
der Kurve K heifit REGULAR, wenn £(t) und ¢(t) stetig sind und
()" +§(t)* # 0
ist fiir alle ¢.
Wir wollen der Kurve nun eine Lénge zuordnen. Dazu unterteilen

wir das Parameterintervall durch a =ty < t; < ... < t,_1 < t, = b.
Dann ist

e(t;) — r(tio1)| = {(x(t;) — x(t;i-1))? + (y(t:) — y(ti—l))2}%

die Lange der Sekante zwischen den Punkten r(¢;,_1) und r(¢;). Die Sum-

me Z |r(¢;) — r(t;—1)| ist eine Naherung fiir die Lénge der Kurve. Wir
i=1

lassen nun die , Feinheit* max |t; — t;_1| der Unterteilung gegen Null

b
streben. Dann konvergiert obige Summe gegen / V(t)? + y(t)2dt.

Wir nennen daher dieses Integral die Lange der Kurve K.

Eine Kurve K mit der reguldren Parameterdarstellung
x = xz(t),
y = y(t)

mit a <t < b hat die LANGE

b
/ V& (t)? + y(t)2dt.

BEMERKUNG V.5.7. Man kann zeigen, dass die so definierte Léinge
nur von der Kurve und nicht von der speziellen Parameterdarstellung
abhéngt.
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Betrachtet man nur den Kurvenabschnitt, der dem Parameterbe-
reich [a,tg], a < tg < b, entspricht, erhélt man analog die Linge des
entsprechenden Kurvenstiickes. Diese Léange heifit die Bogenléange und
wird mit s(¢y) bezeichnet.

Eine Kurve K mit der reguldren Parameterdarstellung
x = x(t),
y =y(t)

mit a <t < b hat die BOGENLANGE

s(t) = / V()2 +y(r)2dr fira <t <b.
Es ist
$(t) = a(t)? 4+ y(t)2.

BEIsPIEL V.5.8. Fiir den Graphen y = f(z), a < x < b, ergibt sich
die Lange

b
/ V1+ fl(x)%dx.
Speziell ergibt sich fiir die Parabel y = 22, 0 < o < b, die Linge
b 1
/ I+ @oPde = [21)\/1 AR + In(2b + V1 + 482)] .
0

BEispiEL V.5.9. Fiir den Zykloidenbogen
x = r(t —sin(t)),
y =1(1—cos(t)),
0 <t < 2m, ergibt sich die Lénge

/027r \/r2(1 — cos(t))? + r2sin®(t)dt

2 %
:/ {27"2 —2r*  cos(t) } dt
0 N——"

=cos?(L)—sin?(%)
27 t .9 t
= 2r2(1 — cos?(=) +sin®(=))dt
; 2 2
2m t
= / 2r sin(=)dt
0 2

2w

t
= —4 —
TCOS(Q)

0
= &r.
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V.5.4. Kriimmung und Kriimmungskreis. Es sei
x = x(t),
y =y(),
a <t < b, eine zweimal differenzierbare, regulére Parameterdarstellung

einer Kurve K. Mit ¢(t) bezeichnen wir den positiv gemessenen Winkel
zwischen der positiven x-Achse und der Richtung des Tangentenvektors

1(t). Weiter ist
_ / W2+ 9(r)2dr

die Bogenlinge. Die Anderung Ay der Tangentenrichtung iiber dem
Intervall [t,t + At] bezogen auf die Anderung der Bogenlinge, also %
ist offenbar ein gutes Mafl fiir die durchschnittliche Kriimmung der
Kurve iiber diesem Intervall. Daher nennt man

_ Ap . Ap(t) At o(1)
k= lim —— = lim = =
As—0 As  At—0 At s(t)  §(t)

die KRUMMUNG der Kurve im Punkt r(¢).
Wir wollen die Kriimmung x durch die Funktionen z(t), y(t) der
Parameterdarstellung ausdriicken. Es ist

$(t) = Va(t)? +y(t)*.

Aus
sin = y(t)
Y= e i
cos p(t) = #(t)

folgt durch Differenzieren

y(t) _y(t)ir(t)i‘(t) +9()i ()
#(t)? + (1) (12 + (07
(1) : )if(t)fv(t)Jr y(®)yt)

RV T Ve T

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit cos ¢(t) und die zweite mit
—sin¢(t) und addieren beide Ergebnisse, erhalten wir

o(t) = ¢(t) [cos ©(t) + sin? @(t)]
z()y(t) —i(t)y)
@(t)?+y(t)?

p(t) cosp(t) =

8

Insgesamt folgt:
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Die KRUMMUNG einer Kurve mit der zweimal differenzier-
baren, reguldren Parameterdarstellung

x = z(t),
y =y(t)
ist gegeben durch

BeispiEL V.5.10. Die Kriimmung des Graphen y = f(z) ist
K(z) = L)é

1+ f'(x)?)?

Speziell ergibt sich fiir die Parabel y = 22 die Kriimmung

2

(1+422)7

BEIspIEL V.5.11. Fiir die Ellipse

k(z) =

2?2
pER

ergibt sich aus der Parameterdarstellung von Beispiel V.5.4 die Kriim-

mung

—asin(t)(—=bsin(t)) — bcos(t)(—a cos(t))
(a2 cos?(t) + b?sin’(t))®
ab
(a? cos?(t) + b* sin® (t))%

Insbesondere ergibt sich fiir einen Kreis mit Radius r, d.h. a = b = r,
die konstante Kriimmung

k(t) =

1
K= -.
r

BEMERKUNG V.5.12. Man kann zeigen, dass Kreise dadurch ein-
deutig charakterisiert sind, dass sie eine konstante, von Null verschie-
dene Kriimmung haben. Die konstante Kriimmung ist das Reziproke
des Kreisradius. Also ist die Kriimmung umso grofler, je kleiner der
Kreisradius ist.

Einen Kreis, der durch den Punkt P = r(¢) der Kurve K geht und
dort dieselbe Kriimmung und dieselbe Tangentenrichtung hat, nennt
man den KRUMMUNGSKREIS an die Kurve K im Punkt P. Wegen Bei-

spiel V.5.11 hat er den Radius m Sein Mittelpunkt liegt auf der
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Normalen im Abstand Wltn von P. Unter Beriicksichtigung der Orien-
tierung bzw. des Vorzeichens von r(t) ergibt sich fiir den Mittelpunkt

(xar, yar) des Krilmmungskreises
1 y(t)

Typm = Ji(t) - Ii(t) /—C'C(t)2 —i—y(t)Q

B 1 x(t)
ym = y(t) + @) —:fc(t)Q TR
= () + i) I

2(@)ii(t) — 2@)y(t)
Durchlauft ¢ das Parameterintervall, beschreibt (z,yas) eine Kurve,
die sogenannte EVOLUTE der gegebenen Kurve.

BEISPIEL V.5.13. Die Evolute der Parabel y = x? hat wegen

x(t) =1t,
y(t) =t*
die Parameterdarstellung
1+ 4¢?
Ty = t— 2t +
= —4¢°
1+ 4t?
yu = >+
2
1
=3+ -
* 2
Durch Elimination von ¢ ergibt sich hieraus die explizite Darstellung
2
Ty 3 1
S
yu 1) T3

Diese Kurve heifit NEILSCHE PARABEL.

V.5.5. Polardarstellung einer ebenen Kurve. Jeder Punkt
P = (z,y) der Ebene ist eindeutig bestimmt durch seinen Abstand
r zum Ursprung und den Winkel ¢ der Drehung, die (r,0) nach (z,y)
abbildet. Das Paar (7, ¢) heift POLARKOORDINATEN des Punktes P.
Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordi-
naten erfolgt mit den Beziehungen

T =TCcosy ,y=rsing (0 <¢ < 2n)
arccos(¥) falls y >0 und r > 0

r=yr?2+y?* , =421 —arccos(¥) fallsy<Oundr >0
undefiniert falls r = 0.
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Die Spitze eines um den Nullpunkt kreisenden Zeigers, der mit dem
Drehwinkel ¢ auch seine Lange dndert, r = r(p), liegt auf einer Kurve.
Die Polarkoordinaten der Kurvenpunkte sind (r(¢), ¢). Die Vorschrift
r = r(p), a« < ¢ < [, heift POLARDARSTELLUNG der Kurve; die
Achse, von der aus ¢ gemessen wird, heifit die POLARACHSE. Ist die
Polarachse die positive z-Achse, ergibt sich aus der Polardarstellung
der Kurve die Parameterdarstellung

z = r(p) cos(p),

y =r(p)sin(p)
mit dem Winkel ¢ als Parameter. Hieraus kann man Tangenten, Nor-
malen, Kriimmung, Lange usw. berechnen. Insbesondere ergibt sich:

Die Lénge einer Kurve mit Polardarstellung r = r(¢), a <

o < 3, ist
/ i \/ e+ (o) g

BEISPIEL V.5.14. Die ARCHIMEDISCHE SPIRALE hat die Polardar-
stellung r = ap mit @ > 0 und 0 < ¢ < oco. Die Linge nach einem
Umlauf, d.h. 0 < ¢ < 27, ist

2 21
Va2p? +alde = a V2 + 1dy
0 0
- g [27r\/1 A + (27 + VI + A7) ]

BEISPIEL V.5.15. Durch r = a(1 4+ cos ), a > 0, 0 < ¢ < 27, wird
eine Epizykloide beschrieben. Der Umfang ist

2w
/ \/a2(1 + cos )2 + a2 sin® pdyp
0
2 © ©
=a V2 + 2cos pdy ‘0089020082(5) —sin2(§)
0
27
- / \/ 2(1 + cos?(£) —sin®(¥))dy
; 2 2

2T
:2a/
0

= 4(1/ |cos(t)] dt ‘ COS(E +1)=— COS(E —t)
; 2 2

f‘d ‘t:f
cos(2) © 5

= Sa/2 cos(t)dt
0
= 8a.
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V.5.6. Flicheninhalte. Sind f, ¢ : [a,b] — R zwei stetige Funk-
tionen, dann ist der Inhalt F' der durch die vier Kurven y = f(z),
y = g(x), x = a und x = b berandeten Flidche gegeben durch

F= [ 15(e) - gla)lds

BEISPIEL V.5.16. Die Fliche zwischen den beiden Parabeln 4y = 22
und y? = 4z iiber dem Intervall [0, 4] ist

>0 auf [0,4]
16
=3
Ist r : [, B] — [0, 00) stetig, dann betrégt der Flacheninhalt F' der

Fléche, die in Polarkoordinaten von den drei Kurven r = r(¢), ¢ = «
und ¢ = (3 begrenzt wird,

L,
F:§ (@) “dep.

Wir betrachten eine Kurve K mit der Eigenschaft, dass jeder vom
Ursprung ausgehende Strahl die Kurve K hochstens einmal schneidet.
Die Strahlenstiicke zwischen dem Ursprung und der Kurve {iberstrei-
chen eine Flédche, die zu K gehorende SEKTORFLACHE. [st

x = x(t),
y=y(t),

a <t < b, eine Parameterdarstellung von K, kann zu jedem Parame-
terwert ¢ durch
y(t)

t) = arctan(—=
@(t) = arc an(x(t))
eindeutig ein Polarwinkel festgelegt werden. Die Transformation ¢ +—
p(t) ist also bijektiv. Wegen

de _ L y@®=(t) —y@®)a(t)
- (%f x(t)?
_ () —y(®)a()

z(t)? +y(t)?
_ y@®z@) —y)i(t)
r(p(t)?
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gilt fiir den Flédcheninhalt der Sektorfliche die

LEIBNIZSCHE SEKTORFORMEL:

1 [ :
F=3 [0 - yilar
BEeIspIEL V.5.17. Fiir die Ellipse
.ZUQ y2
— + b_2 =1

ergibt sich wegen
xr = acos(t),
y = bsin(t)
der Fliacheninhalt

[\] I

/ [bcos(t)a cos(t) — bsin(t)(—asin(t))]dt

abdt

N)I»—l
\

Q

BEISPIEL V.5.18. Die von der Astroide, Beispiel V.5.5,
r = Rcos®(t) + 2,
y = Rsin’(t) + 3,
0 <t < 2m, begrenzte Flache hat den Inhalt

F = %/0 7r[(RCOSS(t) + 2)3Rsin®(t) cos(t)

— (Rsin®(t) + 3)3R cos*(t)(— sin(t))]dt
= % /0 W[BRz cos*(t) sin®(t) + 3R?sin*(t) cos?(t)
+ 6Rsin?(t) cos(t) + IR cos?(t) sin(t)]dt

1 2m 1 2m
=5 / 3R? cos®(t) sin’(t)dt + 3 / 6 R sin®(t) cos(t)dt
0 0

&

~~
=0

27
+ / 9R cos?(t) sin(t)dt
0

J/

DO | —

-~

=0
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1 (%73
= 5/0 ZRQ sin?(2t)dt )z =2t

4m 3
:/0 1—6R2 sin?(z)dz

2
- gRQ / sin?(2)dz ’Beispiel V.2.2(3) (S. 171)
0
- §WR2 ‘R = 4r
= 671,

Das ist das 6-fache des Inhaltes des kleinen, im Innern abrollenden
Kreises.

V.5.7. Volumina von Rotationskérpern. Ein durch Drehung
der Kurve y = f(z), a < = < b, um die z-Achse erzeugter Rotati-
onskorper hat das Volumen

V= W/bf(x)Qdac.

BEISPIEL V.5.19. Nach Wahl eines passenden Koordinatensystems
entsteht ein Kreiskegel durch Rotation der Kurve y = 72, 0 < x < A,
um die x-Achse. Das Volumen ist

BEISPIEL V.5.20. Man erhélt einen TORUS (Reifen) mit Radien
0 < r < R, indem man aus dem Rotationskoérper, der durch Drehung
von y; = R++r?2 — 22, —r < x < r, um die z-Achse entsteht, den Ro-
tationskorper ausschneidet, der durch Drehung von y, = R—+/r? — 22,
—r < x < r,um die z-Achse entsteht. Damit ist das Volumen des Torus

v Zﬂ/ (yi — y3)dzx

= 7'('/ ARV r? — 22dx ‘x = rcos(t)
= 47TR/ V1?2 — 12 cos?(t)rsin(t)dt
0

= 47TRT2/ sin’(t)dt ‘Beispiel V.2.2(3) (S. 171)
0
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= 2% R.
V.5.8. Mantelflichen von Rotationskorpern. Die Mantelfla-

che eines durch Drehung der Kurve y = f(z), a < z < b, um die
x-Achse erzeugten Rotationskorpers ist

M = 27T/ f(x)\/1+ f'(z)%dx.

BEISPIEL V.5.21. Die Mantelflache des Kegels aus Beispiel V.5.19

ist
—27r/ —1'1/1—1- 2d:v

7"
—2— 1 —
7rh +

=arvr? + h2.
BEISPIEL V.5.22. Die Mantelfliche des Torus aus Beispiel V.5.20

ist die Summe der Mantelflichen der beiden zu y; und y, gehoérenden
Korper. Wegen y, = —y) erhalten wir

M = 27r/ (y1 + y2)\/ 1 + (v))%dx
= 27r/ 2R\/1+ (v})?dx ‘yi = —+

1
2

D‘

" T
:47TR/ —dx
N

/ﬁ!—

=47 Rr

=47 R

_1\/—

= 8w Rr —dt
o [
1

= 8w Rrarcsin(t)

0
= 47’ Rr.

V.6. Numerische Integration®

V.6.1. Quadraturformeln*. Viele bestimmte Integrale kann
man nicht explizit bestimmen. Man muss sie numerisch ndherungs-
weise berechnen. Hierzu benutzt man QUADRATURFORMELN; das sind
Ausdriicke der Form



206 V. INTEGRATION

= cnfx).

Die Zahlen cg, cq,...,c, heilen die GEWICHTE der Quadraturformel;
To, T1,..., Ty € [a,b] sind die KNOTEN ([a,b] ist der Integrationsbe-
reich). Die Giite einer Quadraturformel wird durch ihre ORDNUNG ge-
messen. Dies ist die maximale Zahl K, sodass alle Polynome vom Grad
< K durch die Quadraturformel exakt integriert werden.

Die wichtigsten Quadraturformeln sind:

a+b

(b—a)f(

) MITTELPUNKTSREGEL,
Ordnung 1

b—a
2

[f(a) + f(b)] TRAPEZREGEL,

Ordnung 1

"= a) +ar(E

) + f(b)] SIMPSONREGEL,
Ordnung 3.

Geometrisch beschreibt die Trapezregel die Flache des Trapezes mit
Grundseite [a, b] und Hohen f(a) und f(b).

Bei fest vorgegebenen Knoten (z.B. AQUIDISTANT: zj, = a + =2 <k,
0 < k < n) kann man die Gewichte so bestimmen, dass man elne
Quadraturformel der Ordnung n erhélt. Die entsprechenden Gewichte
sind gegeben durch

T —x;
= O</{:< .
&= /Hmk_mz - _n)
z;ék

Die entsprechenden Quadraturformeln heiflen NEWTON-COTES-FOR-
MELN. Die Trapezregel ist ein Beispiel fiir eine Newton-Cotes-Formel.

Lasst man auch die Wahl der Knoten frei, kann man Quadratur-
formeln der Ordnung 2n + 1 konstruieren. Derartige Formeln heiflen
GAUss-FORMELN. Die Mittelpunktsregel ist ein Beispiel fiir eine Gauf-
Formel. Weitere Beispiele sind:

b;a[f(?) +6¢§a+ 3—6¢§b> +f(3—6¢§a+ 3+6¢§b)
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Ordnung 3,
b—a 5+ \/_ — V15 a+b
—= 5 ( S—2b) +8f(—5)
— \/ﬁ 5+V15
457 et b)}
Ordnung 5.

Fiir beliebiges n sind die Knoten der entsprechenden Gauf-Formel
die auf das Intervall [a,b] transformierten Nullstellen des (n + 1)-ten
Legendre-Polynoms; die Gewichte sind durch obige Formel fiir Newton-
Cotes-Formeln gegeben. Knoten und Gewichte kénnen numerisch sta-
bil und effizient durch Losen eines geeigneten Eigenwertproblems be-
stimmt werden.

V.6.2. Zusammengesetzte Quadraturformeln*. Man kann of-
fensichtlich versuchen, ein zu berechnendes Integral immer genauer nu-
merisch anzundhern, indem man Quadraturformeln mit immer mehr
Knoten und entsprechend hoherer Ordnung benutzt. Man kann jedoch
zeigen, dass dieser einfache Weg nicht funktioniert: Egal wie man die
Folge der Knoten wiéhlt, es gibt immer eine Funktion, dessen Integral
mit wachsender Knotenzahl immer schlechter approximiert wird.

Einen Ausweg aus dieser Zwickmiihle bieten ZUSAMMENGESETZTE
QUADRATURFORMELN. Die Idee ist einfach: Das Integrationsintervall
[a, b] wird in viele gleich grofle Intervalle unterteilt, auf jedem Teilinter-
vall wird eine feste Quadraturformel, z.B. die Trapezregel, angewandt
und die Ergebnisse Werden aufaddiert. Zur Verdeutlichung wihle ein
n > 2 und setze h = , dann lauten die ZUSAMMENGESETZTE MIT-
TELPUNKTSREGEL, TRAPEZREGEL und SIMPSONREGEL:

- 2 — 1
=1

n—1
g ) +23 flatih)+ £(b)
L =1
g —|—2Zfa—|—zh +4Zfa—|——h)—|—f()

Der Fehler dieser drei Naherungen zu dem Integral fab f(z)dx verhélt
sich wie ch? fiir die Mittelpunkts- und Trapezregel und wie ch? fiir die
Simpsonregel.

Generell gilt:
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Basiert die zusammengesetzte Quadraturformel auf einer
Formel der Ordnung K, so hat sie bei hinreichend oft diffe-
renzierbaren Integranden f einen Fehler von ch®*1!,

Dabei ist ¢ eine Konstante, die nur von der betreffenden Quadratur-
formel und dem Integranden f abhingt. Ein Fehler von ch? bzw. ch*
bedeutet, dass sich der Fehler bei Halbieren von A um den Faktor 4
bzw. 16 reduziert.

Die folgenden Java-Programme realisieren die zusammengesetzte
Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel sowie die zusammengesetzten
Gaufl-Formeln der Ordnungen 3, 5 und 7. Dabei ist fct eine abstrakte
Klasse, die fiir eine stetige Funktion den Funktionswert f liefert.

// midpoint rule
private double midpoint( int nn ) {
double integral = 0.0;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
double x = leftBoundary + h/2;
for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += fct.f( x );
X += h;
}
return integralx*h;
} // end of midpoint
// trapezoidal rule
private double trapezoidal( int nn ) {
double integral;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
integral = (fct.f( leftBoundary ) + fct.f( rightBoundary ))/2;
double x = leftBoundary + h;
for( int i = 1; i < nn; i++ ) {
integral += fct.f( x );
X += h;
}
return integralxh;
} // end of trapezoidal
// simpson rule
private double simpson( int nn ) {
return (trapezoidal( nn ) + 2.0*midpoint( nn ))/3.0;
T // end of simpson
// 2 point Gauss rule
private double Gauss2( int nn ) {
double[] x = new double[2];
double[] w = new double[2];
double integral = 0.0;
double a = leftBoundary;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
w[0] = w[1] = 0.5;
x[0] = (3.0 - Math.sqrt(3.0))/6.0;
x[1] = 1.0 - x[0];
x[0] *= h, x[1] *= h;
for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += w[O]*fct.f( a + x[0] ) + w[1l*fct.f( a + x[1] );
a += h;
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}
return integralxh;

} // end of Gauss2

// 3 point Gauss rule

private double Gauss3( int nn ) {
double[] x = new double[3];
double[] w = new double[3];
double integral = 0.0;
double a = leftBoundary;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[2] = 5.0/18.0, w[1] = 4.0/9.0;
x[0] = (5.0 - Math.sqrt(15.0))/10.0;

x[2] = 1.0 - x[0], x[1] = 0.5;

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[ll*fct.f( a + x[1] )
+ wl2]*fct.£( a + x[2] );

a += h;

}

return integralxh;

} // end of Gauss3
// 4 point Gauss rule
private double Gauss4( int nn ) {

double[] x = new double[4];

double[] w = new double[4];

double integral = 0.0;

double a = leftBoundary;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[3] = (18.0 - Math.sqrt(30.0))/72.0;

wl1] = w[2] 0.5 - w[0];

x[0] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 + 2.0xMath.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[1] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 - 2.0*Math.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[2] 1.0 - x[1], x[3] = 1.0 - x[0];

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h, x[3] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[ll*fct.f( a + x[1] );
integral += w[2]*fct.f( a + x[2] ) + w[3]*fct.f( a + x[3] );
a += h;

}

return integralxh;
¥ // end of Gaussé

BEISPIEL V.6.1. Tabelle V.6.1 zeigt die Ergebnisse der zusammen-
gesetzten Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel fiir das Integral

13
/ —Vzdr = 1.
0 2

Fiir die zusammengesetzten Gau-Formeln mit 2, 3 und 4 Knoten (Ord-
nungen 3, 5 und 7) sind die entsprechenden Ergebnisse in Tabelle V.6.2
wiedergegeben.

V.6.3. Romberg Verfahren*. Es soll f; f(z)dz ndherungsweise
berechnet werden. Wir bezeichnen dazu mit Ty, £ = 0,1,..., N, das
Ergebnis der zusammengesetzten Trapezregel fiir dieses Integral zu h =
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TABELLE V.6.1. Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-
regel angewandt auf das Integral fol g\/E

h | Mittelpunkt | Trapez | Simpson
1 1.06066 | 0.75000 | 0.95711
i 1.02452 | 0.99530 | 0.98479
i 1.00947 | 0.96493 | 0.99462
% 1.00355 | 0.98720 | 0.99810
% 1.00131 | 0.99537 | 0.99933
3% 1.00047 | 0.99834 | 0.99976
6%1 1.00017 | 0.99941 | 0.99992
1178 1.00006 | 0.99979 | 0.99997

TABELLE V.6.2. Gaufische Formeln mit 2, 3 und 4 Kno-
ten angewandt auf das Integral fol %\/E

h | 2 Knoten | 3 Knoten | 4 Knoten
1 1.01083 | 1.00377 | 1.00174
% 1.00386 | 1.00133 | 1.00062
}1 1.00137 | 1.00047 | 1.00022
% 1.00048 | 1.00017 | 1.00008
1—16 1.00017 | 1.00006 | 1.00003
3—12 1.00006 | 1.00002 | 1.00001
6—14 1.00002 | 1.00001 | 1.00000
Els 1.00001 | 1.00000 | 1.00000

(b —a)27%, d.h. zur Unterteilung in 2% Teilintervalle.

K € {1,..., N} und berechnen nun rekursiv

Wir wahlen ein

ROMBERG-VERFAHREN:

i+1
ATy — Tig

e Aitl _q

i=0,1,....,K—1,k=0,1,...

N —i—1.

Jedes T}y ist eine Naherung fiir f: f(z)dz mit einem Fehler ¢; (b;—,f

d.h.

b
/ f(@)de — Ty = O(27FED),

)i+17
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Dabei hidngen die Faktoren ¢; nur von ¢ und dem Integranden f ab. Der
Ubergang von T ; zu T; ;41 bedeutet also eine Reduktion des Fehlers
um den Faktor 2711,

Das folgende Java-Programm realisiert das Romberg-Verfahren. Die
Methode trapezoidal ist die im vorigen Abschnitt angegebene zusam-
mengesetzte Trapezregel. Die Variable number0f Intervals gibt die ur-
spriingliche Zahl der Teilintervalle fiir die zusammengesetzte Trapezre-
gel an.

// Romberg scheme
private void romberg() {
double factor = 4.0;
int ni = numberOfIntervals;
for( int level = 0; level <= numberOfRefinements; level++ ) {
quad [0] [level] = trapezoidal( ni );
ni *x=2;
}
for( int column = 1; column <= numberOfRefinements; column++ ) {
for( int level = 0; level <= numberOfRefinements - column;
level++ )
quad[column] [level] = (factor*quad[column-1] [level+1]
- quad[column-1] [levell)
/(factor - 1.0);
factor *x= 4.0;
}
} // end of romberg

BEISPIEL V.6.2. Tabelle V.6.3 zeigt die Ergebnisse des Romberg-
Verfahrens angewandt auf das Integral fol SJ/x=1.

TABELLE V.6.3. Romberg-Verfahren fiir 01 SVx =1

k Tox T g ey T3y T

0 | 0.750000 | 0.957107 | 0.986635 | 0.995411 | 0.998389
110.905330 | 0.984789 | 0.995274 | 0.998378 | 0.999431
210.964925 | 0.994619 | 0.998329 | 0.999426 | 0.999799
31 0.987195 | 0.998097 | 0.999409 | 0.999797 | 0.999929
410.995372 | 0.999327 | 0.999791 | 0.999928

5 10.998338 | 0.999762 | 0.999926

6 | 0.999406 | 0.999916

7 10.999788






KAPITEL VI

Gewdhnliche Differentialgleichungen 1
Skalare Gleichungen

VI.1. Einfithrung

VI.1.1. Beispiele. Zur Motivation beginnen wir mit einigen ver-
trauten Beispielen und interpretieren sie als gewthnliche Differential-
gleichungen.

BeispiEL VI.1.1. Wir suchen eine Stammfunktion y zu einer gege-
benen Funktion f auf einem Intervall I, d.h. gesucht ist eine differen-
zierbare Funktion y : I — R mit

y'(x) = f(x) fiir alle z € I.

Dies ist eine skalare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Da jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt, hat die Diffe-
rentialgleichung mindestens eine Losung. Da je zwei Stammfunktionen
von f sich um eine additive Konstante unterscheiden, besitzt die Dif-
ferentialgleichung unendlich viele Losungen, die Losungsmenge ist ein-
parametrig.

Wir wéhlen nun einen beliebigen Punkt zy € I und eine beliebige re-
elle Zahl y, aus. Dann gibt es genau eine Stammfunktion y von f mit

y(z0) = o
y'(z) = f(x) firalexzel
y(zo0) = Yo

Dies ist ein Anfangswertproblem. Seine eindeutige Losung ist
y(x) = yo +/ f(t)dt.
xo

BEISPIEL VI.1.2. Zu einer gegebenen stetigen Funktion f auf einem
Intervall I suchen wir jetzt eine Funktion y, deren n-te Ableitung,
n > 1, gleich f ist:

y(”) (x) = f(x) firalle z € 1.

Dies ist eine skalare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Wir kénnen alle ihre Losungen durch n-malige unbestimmte Integration
von f bestimmen. Die Losungsmenge ist also n-parametrig.

Wihlen wir wieder einen Punkt g € I aus und schreiben die Werte

213
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von (), ...,y™ Y (xg) vor, erhalten wir ein Anfangswertproblem:
y ™ (x) = f(x) fiirallez €I
y(wo) = o

y(n—l) (l‘o) = Yn—1-

Es hat wieder eine eindeutige Losung.

BeispiEL VI.1.3. Wir betrachten eine lineare Pendelbewegung.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die riicktreibende Kraft proportio-
nal zur Auslenkung s(t). Nach den Newtonschen Bewegungsgesetzen
ist diese Kraft andererseits proportional zur Beschleunigung §(¢). Da-
her erfiillt die Auslenkung die gewohnliche Differentialgleichung

5(t) +w?s(t) =0 fiirallet € R

mit w € R. Die Auslenkung ist fiir alle Zeiten eindeutig bestimmt durch
die Angabe der Anfangsauslenkung s(¢y) und der Anfangsgeschwindig-
keit $(tp) zu einer beliebig gewéhlten Anfangszeit to.

BEISPIEL VI.1.4. Wir betrachten eine geddmpfte Federschwingung.
Die Auslenkung s(t) geniigt aufgrund der Newtonschen Kraftgesetze
der gewohnlichen Differentialgleichung

5(t) +r5(t) + w?s(t) =0 fiir alle t € R.

Dabei ist w € R wie in Beispiel VI.1.3, und r > 0 beschreibt die
Reibung.

BeispieL VI.1.5. Ein Fahrzeug der Masse m > 0 werde durch die
konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luftwiderstand sei proportio-
nal zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann fithren die Newtonschen
Kraftgesetze auf die gewohnliche Differentialgleichung

mi(t) = K —ri(t)? firallet € R
fiir die zuriickgelegte Strecke z(t). Dabei ist r > 0.

VI.1.2. Grundbegriffe. Gegeben seien ein Intervall I C R, eine
natiirliche Zahl n > 1 und eine Funktion f : I x R” — R.
Eine Bestimmungsgleichung der Form

(VL.1.1) y(”) = f(z,y,... ,y(”_l)),

in der neben der Variablen z und der gesuchten Funktion y : I —
R auch deren Ableitungen bis und mit der Ordnung n vorkommen,
heifit eine (EXPLIZITE, SKALARE) GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEI-
CHUNG n-TER ORDNUNG oder kurz GDGL n-TER ORDNUNG.

(Die Gleichung heiBt explizit, weil die hochste Ableitung y™ nur auf
der linken Seite der Gleichung auftritt. Sie heifit skalar, weil die gesuch-
te Funktion y : I — R reell- und nicht vektorwertig ist.)
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Im Fall n = 1 sprechen wir einfach von einer GEWOHNLICHEN DIF-
FERENTIALGLEICHUNG oder kurz GDGL. Eine gDgl (beliebiger Ord-
nung) heifit AUTONOM, wenn die Funktion f nicht von der Variablen
x abhéngt, d.h. die abhingige Variable tritt nicht explizit auf.

Eine auf einem Intervall J n-mal differenzierbare Funktion y : J —
R heifit eine LOSUNG der gDgl (VI.1.1), wenn J C [ ist und wenn fiir
alle x € J gilt

y" (@) = flz.y(), ..., y" V().
Man beachte, dass der Definitionsbereich J einer Losung y von (VI.1.1)
eine echte Teilmenge des Intervalls I sein kann.

Wie die Beispiele des vorigen Abschnittes zeigen, kann die Lésungs-
menge einer gDgl mehrparametrige Losungsscharen enthalten. Man
fasst jede r-parametrige Losungsschar als eine Losung mit r freien Pa-
rametern auf. Eine einzelne Losung, die keine frei wéhlbaren Parameter
enthélt, wird als SPEZIELLE oder PARTIKULARE LOSUNG bezeichnet.
Héufig erhélt man eine partikuldre 16sung durch Festlegen der Parame-
ter einer parameterabhingigen Losung. Eine partikuldre Losung, die
keiner parameterabhéingigen Losungsschar angehort, nennt man eine
SINGULAERE LOESUNG. Eine parameterabhéngige Losung einer gDgl
n-ter Ordnung heifit ALLGEMEIN, wenn sie n frei wihlbare Parameter
enthélt. Sie heiit VOLLSTANDIG, wenn durch Variation ihrer Parameter
alle Losungen der gDgl erfasst werden.

Unter einem ANFANGSWERTPROBLEM, kurz AWP, versteht man
eine gDgl n-ter Ordnung zusammen mit n Bestimmungsgleichungen fiir
die Ableitungen v, ...,y™ Y in einem Punkt x, € I:

y(n) — f(gj? y? st Jy(n_l))
y(zo) = yo

y(n—l) (Io) = Yn—1-

Ein AWP heiffit LOKAL LOSBAR, wenn es positive Zahlen ¢; und &5 gibt,
so dass es auf dem Intervall (zg — €1, 20 + €2) eine Losung y besitzt,
d.h. y ist auf (xg — €1, xg + £2) n-mal differenzierbar, 16st die gDgl und
erfiillt die Anfangsbedingungen. Dieses y heifit eine LOKALE LOSUNG.
Ein AWP heifit SACHGEMASS GESTELLT, englisch PROPERLY POSED,
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

e Existenz einer lokalen Losung,

e Eindeutigkeit der lokalen Losung,

e stetige Abhéngigkeit der lokalen Losung von den Anfangswer-
ten.

VI1.1.3. Geometrische Deutung. Wir betrachten die gDgl
Y (z) = flz,y)
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mit f: 1 x J — R und zwei Intervallen I, J in R. Durch jeden Punkt
(x,y) € I x J zeichnen wir ein kurzes Geradenstiick mit der Steigung
f(z,y). Dies liefert das sogenannte RICHTUNGSFELD der gDgl. Eine
Losung der gDGI ist dann eine Kurve, die in jedem Kurvenpunkt tan-
gential zum Richtungsfeld verlduft.

VI1.1.4. Eindeutigkeitsfragen. Das folgende Beispiel zeigt, dass
nicht jedes AWP sachgeméfl gestellt ist.

BEISPIEL VI.1.6. Wir betrachten das AWP

v =Vl
y(0) = 0.
Offensichtlich ist die konstante Funktion u = 0 eine Losung des AWP.
Fiir die Funktion

;11$2 fiir x >0

v(z) = {0 firz <0

erhalten wir andererseits

(@) = {595 firxz >0

0 firzx <0

und

2

/ —
viz) = 0 fiir z < 0.

{lx firz >0

Also ist v auch eine Losung des AWP, und das AWP ist nicht sachgeméf
gestellt.
Es gibt sogar unendlich viele Losungen: Fiir beliebige Zahlen a < 0,
b > 0 definieren wir
(x—0)* firz>0b

fira<z<b

—H(z—a)?® firz<a.

O =

Vap(x) =

Wie man leicht nachrechnet, ist jede dieser Funktionen eine Losung des
AWP.

Wir werden in Kapitel X einen allgemeinen Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz fiir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen angeben,
der als Spezialfall skalare gDgl umfasst. Wir kénnen ihn an dieser Stel-
le nicht angeben, da wir dazu Kenntnisse {iber Funktionen mehrerer
Verénderlicher benotigen, die wir erst in Kapitel VIII kennen lernen
werden. Daher werden wir in den folgenden Abschnitten bei den dort
betrachteten gDgl stets separat auf die Frage der Existenz und Eindeu-
tigkeit eingehen.
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VI1.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
VI.2.1. Trennung der Variablen. Wir betrachten die gDgl

y' = f(x)g(y).

Dabei sind f : I — R und g : J — R zwei stetige Funktionen auf
Intervallen I, J in R.

Ist 1 eine Nullstelle von g, d.h. g(n) = 0, so ist die konstante Funk-
tion y(x) = n fiir alle « € I offensichtlich eine Losung der gDgl.

Ist g(n) # 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von g ein offenes Inter-
vall J' mit J' C J, n € J und g(z) # 0 fiir alle z € J'. Die Funktion %

ist auf J’ stetig und besitzt daher eine Stammfunktion G

G~ [ i

Aus der Kettenregel folgt fiir jede differenzierbare Funktion y : I — J’

9 Glyl) = G (y(2)y ()

dz
_ Y=
9(y(x))
Ist also y eine Losung unserer gDgl, folgt

Lay() = fx)

und G o y muss eine Stammfunktion von f sein. Bezeichnen wir mit

F = / f(z)dx
irgendeine Stammfunktion von f, gilt daher
G(y) = F(z) +c

mit ¢ € R. Da die Ableitung é von G nicht verschwindet, kann geméf
Abschnitt IV.3 diese Gleichung nach y aufgelost werden. Die so gewon-
nene Funktion 16st unsere gDgl.

Zusammenfassend erhalten wir:

Bestimmung der allgemeinen Losung der gDgl

v =f(x)g(y):
e Bestimme alle Nullstellen n von g. Die konstante
Funktion

ylx) =n firalez el
ist eine Losung der gDgl.
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e Bestimme alle Teilintervalle J’ von J, auf denen ¢
nicht verschwindet. Fiir diese Teilintervalle berech-

= / ﬁdz
P / f(@)dz

und 16se die Gleichung
G(y) = F(x) +c¢
mit ¢ € R nach y auf.

Fiir das entsprechende AWP ergibt sich folgende Vorgehensweise:

Losen des AWP
y' = f(x)g(y)
y(@o) = yo :
e Ist g(yo) = 0, so ist
y(x) =y firallex el

Losung des AWP.
e Ist g(yo) # 0, bestimme

Gly) = [

w 9(2)
Fla) = / F(s)ds

und l6se die Gleichung
Gly) = F(x)

nach y auf.

BeispieL VI.2.1. Wir greifen Beispiel VI.1.5 (S. 214) auf und be-
zeichnen mit v(t) = &(t) die Geschwindigkeit des Fahrzeugs. Dann gilt

fiir v die gDgl
mo =K — rv?

und somit nach Division durch m
. K r o,
V= — — —v°.
m m

Diese ist vom betrachteten Typ mit

flx) =1,
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zwei Losungen der gDgl. Da v hier der Betrag der Geschwindigkeit ist,
ist die zweite Losung physikalisch sinnlos.

Auf (—\/g : \/g) erhalten wir

(1 m/ f+z)

_T2f/ —z <f+z)

i+
2\/_ \/E_Z

i+
2\/_ \/Z .

Analog ergibt sich auf (—oo, —\/E) und auf (\/g, 00)

(Z)dz— 2mln

1 m \/§+Z

2\/_[ (\/?—i-z) ln(\/;—z)]
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Also lautet die Bestimmungsgleichung fiir v

N_ gi :/Mt

Bezeichne mit vy = v(0) die Anfangsgeschwindigkeit zur Anfangszeit

=t+c.

to = 0. Ist vy = \/% , ergibt sich die Losung

des AWP. Ist vy # \/i und vy > 0 (der Fall vy < 0 ist physikalisch

sinnlos), erhalten wir durch Einsetzen von ¢ = 0 und v(0) = vy in die
Bestimmungsgleichung die Beziehung

\/7 + v

2\/_ \/Z ~ v

Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung
\/7 +v + Vo
e \[ ) e

fiir die Losung v des AWP. Beim Auflosen dieser Gleichung nach v

miissen wir die Félle 0 < vy < ,/% und vy > ,/% unterscheiden.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann fiir hinreichend kleines ¢ # 0 ebenso

0 <o(t) < /% bzw. v(t) > \/% Mit etwas Rechnung erhalten wir in
beiden Fillen die Lésung

_ﬁuw%vo R R
T (14 Eu)e 1 — T

Fiir t — oo ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit

Voo = z‘/lim v(t)

r

BeispiEL VI.2.2. Ein zylindrischer Wasserbehilter mit Radius R
entleert sich unter Einfluss der Schwerkraft durch ein kreisférmiges
Loch mit Radius p im Boden. Nach dem Gesetz von Toricelli gilt fiir
die Ausstromgeschwindigkeit

o(t) = —/29h(0).
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wobei h(t) die Fiillhohe ist. AuBerdem gilt die Kontinuitdtsgleichung
Rh = pu.

Insgesamt erhalten wir das AWP

Zur Abkiirzung setzen wir

Dann ist
flz)=1
9(y) = —kVy.
Wir erhalten die Bestimmungsgleichung (sofern h > 0!)

2 o
(Vo= VI == [ s

¢
:/1d8
0

=1.

Losen wir diese Gleichung nach h(t) auf und beachten, dass sie nur so
lange gilt, wie h(t) > 0 ist, erhalten wir die Losung

LB <o 2/
nry = | (Vo —5)7 Hir0St <%y
0 furtZTo.

Man beachte: Das AWP
h=—kvVh
h(tg) =0
ist fiir t < t( nicht eindeutig l6sbar. Man kann bei einem leeren Behélter

nicht die urspriingliche Fiillhohe bestimmen.

VI1.2.2. Variation der Konstanten. Wir betrachten jetzt gDgl
der Form

y +alz)y = f(x)
mit auf einem Intervall [ stetigen Funktionen a und f. Eine solche gDgl
heifit LINEARE GDGL 1. ORDNUNG. Sie heifit HOMOGEN, wenn f = 0

ist; sonst heifft sie INHOMOGEN.
Wir machen folgende Beobachtungen:

e Sind y; und s zwei Losungen der inhomogenen gDgl, so ist
Yy = 11 — Y2 eine Losung der homogenen gDgl.
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e Ist y; eine Losung der homogenen gDgl und y, eine Losung
der inhomogenen gDgl, so ist y = vy, + ¥, auch eine Losung der

inhomogenen gDgl.

e Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen gDGI und sind
a, 3 beliebige reelle Zahlen, so ist y = ay; + Pys auch eine
Losung der homogenen gDgl.

Diese Eigenschaften beruhen auf der Linearitdt der Abbildung y —

Y +a()y.

Wegen der zweiten Beobachtung suchen wir zunéchst die allgemei-
ne Losung der homogenen gDgl und versuchen dann, eine partikulére
Losung der inhomogenen gDgl zu finden.

Die homogene lineare gDgl

Y +a(x)y =0

ist vom im vorigen Abschnitt betrachteten Typ mit (in der dortigen

Notation!)

Bezeichnen wir mit

irgendeine Stammfunktion

chung

In([yl)

und damit

woraus folgt

Insgesamt erhalten wir:

A= / o(x)dz

von a, erhalten wir die Bestimmungsglei-

S
= —/a(x)dx +c
=—A(x) +c

= e 4@ mit é € R.

Die allgemeine Losung der gDgl

Y +a(@)y=0
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lautet
y = ce @

mit ¢ € R und
A= /a(w)dx.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen gDgl
machen wir den Ansatz

y(a) = c(z)e” 4

mit einer unbekannten Funktion c¢(z). Dieser wird VARIATION DER

KONSTANTEN genannt. Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene
gDgl ein, erhalten wir wegen A’ = a und der Produktregel

f() =y +alx)y
= (e(x)e @) 4 a(w)e(z)e 4@
= (2)e @ — ¢(z) i’@ e 4 q(x)e(z)e™ 4@
= d(z)e 4@ ’
und somit
d(x) = 'O f(x),

woraus folgt

Insgesamt folgt:

Die allgemeine Losung der gDgl

y +a(z)y = f(2)
lautet

y(z) = =A@ {c + / f(a:)eA(“")dyc}

mit ¢ € R und

A(z) = / a(z)da.

BrispieL VI.2.3. Fiir die gDgl

1
y+-y=2a’
Xz
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erhalten wir auf dem Intervall (0, co)

Alz) = / édm
~ In(x)

und

o
8

~z

BeispieL VI.2.4. Fiir die gDgl
y 42y =3+ -1
ist
Az) = /de
=2z

und
y(z) = e > {c + /621[36596 + 2% — 1]dx}
=ce " 47" /[36” + 2%e** — e*dx.

Offensichtlich ist

3
/3e7zdx = ?em,

1
/ezxd:v = 562:0.

Mehrfache partielle Integration ergibt

1 3
/x362xd1‘ = x3§ezx - / §$2€2xd$

1 3 3
= —g3e? — "2 4 / —xe*dx
2 2

4
1 3 3 3
= §$362x - Zazze% + 13562’” - / Ze%das
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1 3 3 3
— §x3e2w _ Zx2€2m_'_ er%: . §e2x.

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der gDgl
3 15 3 3 7

. —2x < 5z - 2.2 S
y(x) =ce " + -€ + 5%~ 4% + R
VI1.2.3. Homogene Differentialgleichungen. Dies sind Diffe-

rentialgleichungen der Form
y' = f(2) firz#0
x

mit einer stetigen Funktion f. Ist y(z) eine Losung und o € R\{0},

so ist ay(Z) auch eine Losung der gDgl. Die Losungsmenge ist also

invariant unter der Ahnlichkeitstransformation z — ax, y — ay. Daher

spricht man auch von AHNLICHKEITS- DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.
Zur Bestimmung der Lésung machen wir den Ansatz

v(r) === <<= yx)=av().

) = &)
= (zv)’
=av +v
und somit
v = 2[fw) ~ o]

Dies ist eine gDgl vom im ersten Abschnitt betrachteten Typ. Insge-
samt erhalten wir:

Losung der HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

v =1 (%)
fiir x #£ 0:
e Bestimme alle Nullstellen 7 von f(v)—wv. Die Funk-
tion
y(x) =nz

ist jeweils eine Losung der homogenen Differential-
gleichung.
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e Bestimme die allgemeine Losung v der gDgl
1
, - — —
v = 2[f(w) o]
Die Funktion

y(r) = zo(z)
ist dann jeweils eine Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung.

BEISPIEL VI.2.5. Wir betrachten die gDgl

y’:y— 1Y fiir x #£ 0, ggl.
x x x

Es ist

fw)—v=v—-vV1—-v—w
Also ist

eine Losung der gDgl.
Fiir v # 1 erhalten wir geméfl Abschnitt VI.2.1 die Bestimmungsglei-
chung

ln(|x|)—|—c=/édm
:/mdv

=2V1—v

und damit
1 2
o() = 1= ln(le) + o,
woraus folgt

y(w) =@ — Jin(ja]) +
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VI1.2.4. Bernoulli-Differentialgleichung. Sie ist von der Form
Y +a(z)y = b(z)y”
mit stetigen Funktionen a und b und einer Zahl o ¢ {0, 1}. Zur Bestim-

mung einer Losung multiplizieren wir die gDgl zunéchst mit (1 — )y~
und erhalten

(1 - a)y ™y +a(@)(1 — a)y' = bx)(1 - a).

Wegen
L) = (- a)yla) ()

machen wir den Ansatz

und erhalten fiir z die gDgl
2 +a(z)(1—a)z =b(z)(1 - ).
Diese gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelost werden.
BErispiEL VI.2.6. Die gDgl
i+ wir+r()? =0

modelliert einen gedampften harmonischen Oszillator, dessen Brems-
kraft proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit ist. Wir wollen
die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes darstellen & = v(x). Durch
Differentiation folgt mit der Kettenregel

d
= Ev(x)

=v'(x)&
= v'(z)v(x).
Einsetzen in die gDgl fiir x ergibt
Vv + Wiz +rv? = 0.

Unter der Annahme, dass v nie Null wird, kénnen wir die gDgl durch

v dividieren und erhalten
T
v = —w?E — ro.
v

Mit dem Ansatz

erhalten wir die lineare gDgl
2+ 2y = =20

fiir z. Sie hat die allgemeine Losung

2(x) = e " {c - /62”62w2xdx}
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2 2
_ w w

= 2% {c — T e 4 / —ezmdzv}
r r

2 2
- w w
=e 2rz c— .1'62“0 + - 62rx
r 2r

2 w2

=ce ¥ - x4+ —
r 2r

VI1.2.5. Ricatti-Differentialgleichung. Sie hat die Form

y = alz)y +b(z)y* + f ()
mit stetigen Funktionen a, b und f. Fiir diese gDgl gibt es keine
allgemeinen Losungsverfahren. Kennt man allerdings eine partikulére
Lsoung y,(z) der Ricatti-Gleichung, fithrt der Ansatz

1 1

v(z) = @ = y(x) = yp(z) + @)

weiter. Denn Einsetzen in die Ricatti-Gleichung liefert die gDgl
0=~y +a(2)y +b(x)y* + f()

af

v x Yy, b
=—y, + i a(x)y, + alz) + b(a)y2 + 2b(:c);” tog t f(x)

v a(x)

= =y}, + alw)y, + b(w)y; + f(2) + + =L+ 2b(a) 2+ =5

-

=0
und damit
v+ [a(z) + 2b(x)y,(z)]v + b(z) = 0.
Diese lineare gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelést werden.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung y, hilft manchmal die
Beobachtung, dass der Ansatz

auf die homogene lineare gDgl 2. Ordnung

/

b
z”—(3+a)z’+bfz:0

fiir 2 fiihrt.
BEISPIEL VI.2.7. Betrachte die Ricatti-Gleichung
y = dzPy — xy® + 4.
Zur Bestimmung einer partikuldren Losung machen wir den Ansatz
Yp(z) = .
Einsetzen in die gDgl ergibt
Jaat =

= dr*y, — q;yi +4
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= 4yz®t? — yPgPetl 14

J/

~
=0 fiir a=1,y=4

Wir haben also Gliick und erhalten die partikuldre Losung
Yp(z) = da.
Die Bestimmungsgleichung fiir v lautet dann
v+ [42* — 20 -dalv — 2 =0
und somit
v — 4xv = 2.

Geméafl Abschnitt VI.2.2 ergibt sich hierfiir die allgemeine Losung

v(z) = e5®’ {c—i— /eéx?’xdx} .

VI1.3. Differentialgleichungen 2. Ordnung

VI1.3.1. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten. Diese haben die Form

y' +ay +by = f(z)
mit reellen Zahlen a und b und einer stetigen Funktion f auf einem
Intervall I. Die gDgl heifit HOMOGEN, falls f = 0 ist; ansonsten heif3t
sie INHOMOGEN.

Da die Vorschrift y — " + ay’ + by linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.2.2. Daher bestimmt man die all-
gemeine Losung der inhomogenen gDgl in zwei Schritten:

e Bestimme die allgemeine Losung der homogenen gDgl.
e Bestimme eine partikulidre Losung der inhomogenen gDgl.

Die allgemeine Losung der inhomogenen gDgl ist dann die Summe
der allgemeinen Losung aus dem ersten Schritt und der partikuléren
Losung aus dem zweiten Schritt.

VI1.3.2. Die homogene Gleichung. Wir suchen die allgemeine
Losung der gDgl
y' +ay +by=0
mit konstanten Koeffizienten a,b € R. Dazu ist es hilfreich, voriiberge-
hend auch komplexe Losungen, d.h. Funktionen y : I — C, zuzulassen.
Fiir A = a + iw € C betrachten wir insbesondere die Funktion
(x) = e

— ea:ceiwx

= e**{cos(wz) + isin(wz)}.
Dann ist

ya(@) = Aya()
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und daher
Y+ ayh +byx = (N* + aX + b)ya.
Da die Funktion y, keine Nullstellen hat, ist dieser Ausdruck genau
dann gleich Null, wenn A eine Nullstelle des Polynoms
p(z) =2 +az+b

ist. Dieses Polynom heifit das CHARAKTERISTISCHE POLYNOM der
gDgl.
Wir miissen nun drei Fialle unterscheiden:

e 1. FALL: p HAT ZWEI VERSCHIEDENE REELLE NULLSTELLEN
S1, Sg: Dann sind

s1x

yi(z) =e
ya(z) = €7°
zwei linear unabhéngige Losungen der gDgl. Die allgemeine
Losung lautet

y(x) = 1”1 4 cpe™”.
e 2. FALL: p HAT ZWEI KOMPLEXE NULLSTELLEN ;5 = a+tiw:
Dann sind
Yi(l’) — eAlm
YQ(I) — eAgm

zwei linear unabhéngige komplere Losungen der gDgl. Damit
sind

n(@) = 21Yi() + Yae)
= " cos(wx)
() = 5 Yi(a) — Yo(a)]
= e sin(wx)
zwei linear unabhéngige reelle Losungen der gDgl. Die allge-
meine Losung lautet

y(x) = e[y cos(wx) + ¢ sin(wz)].

e 3. FALL: p HAT EINE DOPPELTE REELLE NULLSTELLE s:
Dann ist p(s) = p'(s) = 0. Unser Ansatz liefert uns zunéchst
nur die Losung

y1(x) = e,
Uns fehlt eine zweite, linear unabhéngige Losung. Um eine
Vorstellung {iber deren mogliche Form zu erhalten, machen wir
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folgendes Gedankenexperiment: Falls p die zwei reellen Null-
stellen s und s 4 ¢ hat, ist

Y- () = -

eine Losung der gDgl. Fiir ¢ — 0 konvergiert dies gegen

e(s+6)m — s

yo(x) = we®®.

Da die Losungen der gDgl stetig von den Nullstellen von p und
diese wiederum stetig von den Koeffizienten a, b abhéingen, ist
diese Funktion ein ,heifler Kandidat* fiir die fehlende Losung
der gDgl. Wir setzen daher y, in die gDgl ein und erhalten

Yy + ayh + bys
= 25" 4 25 4 afrse™ + €] + bxe™”
= ap(s)e” +pl(s)e””
= 0.

Also ist yo in der Tat die gesuchte zweite Losung. Die allge-
meine Losung lautet in diesem Fall daher

y(x) = e*[c1 + caz].

Zusammenfassend erhalten wir:

Losung der homogenen linearen gDgl
y' +ay +by=0:
e FALL a® — 4b > 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = 1”7 4 e
mit
S12 = %[—a + Va2 — 4b).
e FALL a? — 4b < 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = e*[eq cos(wx) + co sin(wz)]
mit
a
a=-3
w= VI~
e FALL a? — 4b = 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = e*[c1 + cazl.

mit
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BEISPIEL VI.3.1. Betrachte die gDgl
y" —6y' + 5y = 0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 —62+5
=(z—1)(z = 5).
Die allgemeine Losung der gDgl lautet
y(x) = c1e” + cpe™.
BEISPIEL VI.3.2. Betrachte die gDgl
y'— 4y + 4y =0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 —4z+4
= (z —2)
Die allgemeine Losung der gDgl lautet
y(x) = e**[c; + o).
BErispiEL VI.3.3. Betrachte die gDgl
y" —6y" + 34y = 0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 — 62 + 34
=(2-3)*+25

mit den komplexen Nullstellen 3 &+ 5:. Die allgemeine Losung der gDgl
lautet
y(x) = €**[c; cos(5x) + ¢y sin(5z))].

VI1.3.3. Die inhomogene Gleichung. Wir suchen eine parti-
kulédre Losung der inhomogenen gDgl

y'+ay +by = f(z)
mit reellen Zahlen a, b und einer stetigen Funktion f. Die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung sei

y(x) = crn () + coya(x)
mit y; und y, wie im vorigen Abschnitt. Wir machen nun den Ansatz
(VARIATION DER KONSTANTEN)

yp(2) = 1)y () + co(z)y2(z)
mit unbekannten Funktionen ¢;(x) und cz(x). Setzen wir y, in die linke
Seite der gDgl ein, erhalten wir

Y, +ay, + by, = ¢y + 2¢yy + ary) + aldyyr + iy + berys
+ yya + 2655 + oy + alchys + cayb] + beays
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= c1[y) + ay) + byi] + colys + ayy + by,
=0 =0
+ alciy1 + ] + y) 4 s
+ [cyr + Yy + hya + chys]

J/

—~
=[cjy1+chya]’
/

= iy + chys + alciyr + chye] + [y + Gy

Hieran erkennen wir, dass y, eine Losung der inhomogenen gDgl ist,
falls die unbekannten Funktionen ¢; und ¢, so bestimmt werden kénnen,
dass gilt

iy + chys =0

Ay + oy = f.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢} und ¢}
mit der Koeffizientenmatrix

(91 92)
/ / .
Y1 Y2

Es ist eindeutig l6sbar, wenn die Determinante

W:@%%ya
Y Y2
stets ungleich Null ist. W heifit die WRONSKI-DETERMINANTE der
gDgl.

Wir nehmen fiir einen Augenblick an, dass W (x) # 0 ist fir alle .
Dann folgt aus der Cramerschen Regel aus Abschnitt 11.3.4

1
, P —
C = Wy2f
1
/ JE—
Cy = _Wylf-

Da die rechten Seiten dieser Gleichungen stetige Funktionen sind, er-
halten wir die gesuchten Funktionen c¢; und ¢y zu

(e
= / Wir)
_ [n@fE)
CQ‘/ W)

Wir miissen noch nachweisen, dass die Wronski Determinante tat-

séchlich niemals verschwindet. Dazu leiten wir zunéchst eine gDgl fiir
W her:

W' = [y1vh — y1y2)
= Y1Ys + V1Y — Y1Y2 — Y1Ys
= ylyé’ - yi/yz
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= y1[—ayy — bya] — [—ay) — by ]ys
= —ay1ys — byrys + ayiys + byryo
= —aly1ys — Y1y2]

= —alV.

Gemafl Abschnitt VI.2.1 ist daher
Wi(x)=W(0)e fir alle z € R.

Wir miissen also nur noch nachweisen, dass in allen drei méglichen

Féllen W (0) # 0 ist:
e FALL a® —4b > 0:

1 1
W(0) = £ det (%[_a —Va? =4 Y-a+VaZ— 46])
= ++va? — 4b
£0.

e FaLL a2 —4b<0:

W(0) = + det (_15 5\/h>
=+ VI
£0,
e FALL a? —4b = 0:

W(0) = + det (_1 ?)

= +£1.

N

Insgesamt erhalten wir:

Eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen gDgl

y' +ay + by = f(x)
ist

Yp(r) = =y (2 /—6 yo(z) f(z)dz

+ yo(z / —e®y(x) f(z)dx
mit y; und y, aus Abschnitt VI.3.2 und

(0) 92(0)
Wo = dt<yl<o> y;<o>)'
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BEISPIEL VI.3.4. Betrachte die gDgl
y" — 6y’ + 5y = x.
Laut Beispiel VI.3.1 ist

n(x) =e*
und
ya(z) = €
Wegen
Wo=+v36—-4-5
=4
ist

=—e"*(z+1) =—e~5(tat o)
1 1 1
=1 {x+1—5x—2—5}
1 6
SSL’ + %

BEISPIEL VI.3.5. Betrachte die gDgl
y// o 4y/ +4y _ [BQ.
Laut Beispiel VI.3.2 ist

yi(z) = e*
und
yo(z) = we™.
Wegen
Wy=1
ist

yp(z) = —e** /e‘“xezxfdx +ze” /6_4””62%26[:15

S ~~ - —_—
=—e~20[1ad3 43424 3443 =—e~ 22202+ Lo+ 1]
1, 1 3
=2+ T+ .

4 2 8
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BEISPIEL VI.3.6. Betrachte die gDgl
y" — 6y’ + 34y = sin(2x).
Laut Beispiel VI.3.3 ist
y1(z) = ** cos(57)

und
ya(z) = € sin(5x).
Wegen
1
W, 5\/4 -34 — 36
=5
ist
1 3x —6x 390
Yp(x) = —ze cos(bx) sin(bx) sin(2x)dx
1
+ 56?”: sin(5x) /e 6737 cos(5a) sin(2z)da.
Wegen
[ e fasinwr) — weos(wr)
S = S — wcos
in(wz) ot lasin(wz) —wcos(wz
1
/e cos(wz)d = i e [a cos(wr) + wsin(wx)]
und

sin(5z) sin(2z) — % [cos(3z) — cos(Tz)]
cos(5x) sin(2x) = % [sin(7z) — sin(3x)]

erhalten wir

" cos(3z) — e cos(Tx)) dx
“sin(7z) — e > sin(3z)) dx

3
_E cos(3z) + 18 sin(3x)

—_
o
—
|
Q
@}
n
—~
ot
8
-
—

+ % cos(Tx) — % sin(7x)

+ sin(5z) [—% sin(7z) — 5_78 cos(7x)
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3 . 3
+ 18 sin(3z) + 13 COS(3LE)} }

= 1—10 { 138 [cos(5x) cos(3x) + sin(5x) sin(3z)]

- J

~
=cos(2x)

3. . .
+ E[Sln(5w) cos(3x) — cos(bx) sin(3z)]

v

~
=sin(2z)

3 ' i
_ %[Sos(m) COS(5$);|’ sin(7z) sin(5)]

=cos(2z)

7. . :
+ %[SII]('YZL') cos(hzx) — sin(5x) COSW@]}

N J

-~

=sin(2z)
1 (10 25
=1 {@ cos(2x) + 3 Sin(Qx)}
1
= m{2 cos(2z) + 5sin(2x)}
\/29{ 2 ) }
= —< —— cos(2x) + — sin(2x
173\ 755 (2x) 5 (2z)
~—~— ~—~—
=sin(p) =cos(¢p)
\/29
mit
; 2
any = —.
L

Die partikuldre Losung schwingt also phasenverschoben mit der glei-
chen Frequenz wie die Anregung f.

VI.3.4. Differentialgleichungen vom Typ y" = f(z,y’). Der
Ansatz u = ¢/ fiihrt auf die gDgl 1. Ordnung

u' = f(z,u).
Diese kann mit den Methoden von Paragraph VI.2 gelost werden. In-
tegration von w liefert dann die Losung y.

BEispiEL VI.3.7. Betrachte die gDgl
y" = 2xy/.
Fiir u = ¢ ergibt sich
u = 2xu.
GeméaB Abschnitt VI.2.1 erhalten wir

1
Inu = /—du
U
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= / 2xdx

=224+
und somit

_ x24¢

Damit ergibt sich
y(x) =co + /clerdx
mit ¢, ¢ € R.

VI.3.5. Differentialgleichungen vom Typ ¢" = f(y,y’). Wir
bestimmen 3’ als Funktion von y, d.h.

Y =v(y)
Mit der Kettenregel ergibt sich

do |
L
— 0y
und damit
dv 1
d_y = ;f(yvv(y))

Diese gDgl 1. Ordnung kann mit den Methoden von Paragraph VI.2
gelost werden. AnschlieSend wird ¢y mit den gleichen Methoden aus der

gDgl

bestimmt.
BEispIEL VI.3.8. Betrachte die gDgl

= )
5y
Offensichtlich ist jede konstante Funktion eine Losung. Die gDgl fiir v

lautet
dv _1[_ @
dy
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Mit Trennung der Variablen ergibt sich

1
an:/—
v

dv

1

=— [ —d
/5yy

1
="z Iny +c.
und somit
v = 6—%lny+c
1
= Cly_g
Damit lautet die gDgl fiir y:
p _1
y=ay s

Nochmalige Trennung der Variablen liefert
/ yidy
= / cdx

= 1T + Co.

Also ist
6 5
Yy = lg(clx + 02)} )

V1.4. Numerische Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen*

VI1.4.1. Motivation®. Viele der in der Praxis auftretenden ge-
wohnlichen Differentialgleichungen kénnen nicht analytisch gelost wer-
den. Stattdessen muss man ihre Losung numerisch approximieren. In
diesem Paragraphen wollen wir einen kurzen Uberblick iiber die hierfiir
gebriuchlichsten Verfahren und die bei ihrer Anwendung zu beriicksich-
tigenden Aspekte geben.

Fiir die Motivation beschrianken wir uns auf den einfachsten Fall
und betrachten das Anfangswertproblem

y = fty()

y(to) = vo
mit einer hinreichend glatten Funktion f. Fiir die numerische Losung
fithren wir Gitterpunkte ¢y < t; < ... ein und bezeichnen die nume-

rische Approximation fiir y(¢;) mit n; oder n(¢;, h;). Dabei bezeichnet
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h; = t; — t;_1 die Schrittweite. Im Folgenden betrachten wir der Ein-
fachheit halber nur dquidistante Gitterpunkte, d.h. h; = h fiir alle 7. In
der Praxis muss man aber veranderliche Schrittweiten h; vorsehen und
diese mittels Schrittweitenkontrolle zusammen mit der Losung adaptiv
bestimmen.

Angenommen wir kennen die Losung y des AWP im Punkte t. We-
gen y'(t) = f(t,y(t)) gibt f(t,y(t)) die Steigung der Tangente an die
Losungskurve im Punkt ¢ an. Daher sollte y(t) + hf (¢, y(t)) eine passa-
ble Niherung an y(t + h) sein. Diese Uberlegung fiihrt auf:

EXPLIZITES EULERVERFAHREN:

Mo = Yo
Nig1 =i + hf(ti,n;)
tiy1 =t + h.

Genauso gut hétten wir eine Niaherung 7, fiir y(t + h) aus der
Bedingung herleiten konnen, dass die Tangente durch die Lésungskurve
im Punkte ¢;,1 = ¢; + h durch den Punkt (¢;,v;) gehen soll, d.h. y; =
Niv1 — hf(t; + h,n;11). Dies fithrt auf:

IMPLIZITES EULERVERFAHREN:

Mo = Yo
Nig1 = N + hf (tig1, Mig1)
ti+1 = tz + h

Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren muss man beim implizi-
ten Eulerverfahren in jedem Schritt eine nicht lineare Gleichung der
Form u = z+ hf(t,u) mit bekannten GroBlen z und ¢ losen. Falls f (als
Funktion von u bei festem t) differenzierbar ist, folgt aus dem Satz iiber
die Umkehrfunktion, Abschnitt IV.3.1, dass diese Gleichung fiir hinrei-
chend kleines h eine Losung in der Néhe von 2z hat. Diese Losung kann
mit wenigen Iterationen des Newtonverfahrens aus Abschnitt 1V.2.6
berechnet werden.

Ein drittes Verfahren erhalten wir durch folgende Uberlegung: Fiir
die exakte Losung des AWP gilt

v my =y + [ s

)+ | ™ fs,y(s))ds.

Das Integral wird beim expliziten Eulerverfahren durch hf (¢, y(t)) ap-
proximiert und beim impliziten Eulerverfahren durch hf(t+h, y(t+h)).
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Ebenso konnten wir es aber auch durch die Trapezregel

t+h h
| flsuods = St y(e) + e+ oyl + 1)

aus Abschnitt V.6.1 annahern. Dies fiihrt auf:

TRAPEZREGEL oder
VERFAHREN VON CRANK-NICOLSON:

Mo = Yo
h
Nit1 =1 + §[f(ti, ni) + f(tiv1, Mig1)]
th'Jrl == tz + h

Wie beim impliziten Eulerverfahren ist in jedem Schritt eine nicht linea-
re Gleichung zu 16sen. Wieder ist dies fiir hinreichend kleines h moglich
und kann mit wenigen Schritten des Newtonverfahrens aus Abschnitt
IV.2.6 geschehen.

Das folgende Java-Programm realisiert die drei beschriebenen Ver-
fahren. Dabei steuert der Parameter theta die Verfahrenswahl:

explizites Fulerverfahren,

theta = implizites Eulerverfahren,

= = O

Crank-Nicolson-Verfahren.

Die Methode gaussElimination l6st ein lineares Gleichungssystem mit
dem Gauflschen Eliminationsverfahren und ist in Abschnitt I1.1.4 wie-
dergegeben. force ist eine abstrakte Klasse, die eine differenzierbare
Funktion mehrerer Verédnderlicher realisiert und unter £ bzw. df den
Funktionswert bzw. die Ableitung bereitstellt.

// linear single step method
public void 1lssm( double theta ) throws LinearAlgebraException {
double[] ff = new double[dim];
double alpha = -thetaxdt;
double beta = (1.0 - theta)*dt;
t = initialTime;
copy(eta, x0);
for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {
ff = add(eta, force.f(t, eta), 1.0, beta);
t += dt;
eta = ivpNewton(alpha, t, ff);
}
} // end of lssm
// Newton method for the solution of equations of the form z + a*f(s,z) = g
public double[] ivpNewton(double a, double s, double[] g)
throws LinearAlgebraException {

double[] y = new double[dim]; // solution
double[] dy = new double[dim]; // increment
double[][] jf = new double[dim] [dim]; // Jacobian

double resf; // norm of f
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double resy; // norm of dy
copy(y, &);
int iter = 0;
b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);
accumulate(b, y, -1.0);
resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
resy = 1.0;
while( iter < MAXIT && resf > TOL && resy > TOL ) {
jf = force.df(s, y);
for( int i = 0; i < dim; i++ )
for( int j = 0; j < dim; j++ ) {
alil [j] = axjf[i][j];
if( j == 1) alil[j] += 1.0;
}
gaussElimination();
copy(dy, x);
resy = Math.sqrt( innerProduct(dy,dy)/dim );
accumulate(y, dy, 1.0);
b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);
accumulate(b, y, -1.0);
resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
iter++;
}
return y;
} // end of ivpNewton
// copy vector v to vector u
public void copy(double[] u, double[] v) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
ulil] = v[il;
} // end of copy
// add s times vector v to vector u
public void accumulate(double[] u, double[] v, double s) {
for( int i = 0; i <dim; i++ )
uli] += s*v[i];
¥ // end of accumulate
// return s*ut+t*v
public double[] add(double[] u, double[] v, double s, double t) {
double[] w = new double[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
wli] = s*uli] + t*xv[i];
return w;
} // end of add
// inner product of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v) {
double prod = 0;
for( int i = 0; i < dim; i++ )
prod += ulil*v[il;
return prod;
} // end of inner product

VI1.4.2. Einschrittverfahren®. Bei den drei Verfahren des vori-
gen Abschnittes wird die Naherung ;1 fiir y(t;41) ausschliellich durch
die letzte Néherung »; fiir y(¢;) bestimmt. Daher spricht man von einem
EINSCHRITTVERFAHREN (kurz ESV). Die allgemeine Definition eines
ESV lautet:
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EINSCHRITTVERFAHREN:
o = Yo
Niv1 = ;i + h®(t;, i, hs f)
ti+1 - tl + h

Die Funktion ® heiffit die VERFAHRENSFUNKTION des ESV.
Fiir das explizite Eulerverfahren ist offensichtlich

O(t,y, h; f) = f(t,y).

Die Verfahrensfunktionen fiir das implizite Eulerverfahren und die Tra-
pezregel sind komplizierter. Fiir hinreichend kleines h erhalten wir fiir
das implizite Eulerverfahren

D(ty,hi f) = 3 |[1d = hf(t+h, )]y —y]

SRS

und fiir die Trapezregel

1

O(z,y, i f) = ¢

(17— 25041,y + 5 70— 9],
wobei ¢g~! die Umkehrfunktion der Funktion ¢ bezeichnet. Man beachte,
dass diese Darstellung der Verfahrensfunktion nur fiir die theoretische
Analyse benotigt wird. Fiir die praktische Rechnung benutzt man die
Darstellung der Verfahren aus dem vorigen Abschnitt.

Die Qualitat eines ESV wird durch den LOKALEN VERFAHRENS-
FEHLER gemessen. Dieser ist definiert durch

F(r,,h) = T2+ b)) — By b f) >0

Dabei ist z die Losung des AWP

Z = [(t,2(1)),
z(z) = y.

Ein ESV hat die ORDNUNG p, falls fiir alle hinreichend glatten
Funktionen f der Ausdruck h™?7(x,y, h) fiir h — 0 beschriankt bleibt.
Hierfiir schreibt man auch 7(x,y, h) = O(h?).

Der lokale Verfahrensfehler beschreibt die Fehlerfortpflanzung in
einem einzelnen Schritt eines ESV. Man kann aber zeigen, dass er auch
den globalen Fehler, d.h. |y(¢;) — n;| fiir alle i, beschreibt:
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Hat das ESV die Ordnung p, gilt fiir alle t # t; und alle
n € N*

t—1 t—1o

)_n(t0+l n ' n )

t—to

max |y(to+ 1

0<i<

< oft, ) (@)

Fiir das explizite Eulerverfahren erhalten wir durch Taylorentwick-
lung (vgl. Abschnitt VII.3.1)

(. h) = (e + )~ g} = f(2,9)
=2'(x) + %hz”(m) +0(h?) — f(z,y)
—

—/(a)

1
= §hz”(x) + 0(h?).
Also hat das explizite Eulerverfahren die Ordnung 1. Mit etwas mehr
Aufwand kann man zeigen, dass das implizite Eulerverfahren ebenfalls
die Ordnung 1 hat und dass das Verfahren von Crank-Nicolson die
Ordnung 2 hat.

VI1.4.3. Runge-Kutta Verfahren*. Viele der fiir die Praxis re-
levanten Einschrittverfahren gehoren dieser Verfahrensklasse an. Die
allgemeine Form lautet:

RUNGE-KUTTA-VERFAHREN:
o = Yo

Nig =M+ hzajkf(ti +ehmig), 1<j<r
k=1

Nig1 =N + h Z b f(ti + ckh,mig)
k=1
ti+1 - tl + h

Dabei ist 0 < ¢; < ... < ¢, < 1. Die Zahl r heifit STUFE des Runge-
Kutta-Verfahrens. Das Verfahren heiffit EXPLIZIT, wenn a;, = 0 ist
fiir alle £ > 7; ansonsten heifit es IMPLIZIT. Implizite Verfahren sind
aufwandiger als explizite Verfahren, da bei ihnen in jedem Schritt nicht
lineare Gleichungssysteme gelost werden miissen. Dafiir haben sie bes-
sere Stabilitédtseigenschaften und sind insgesamt den expliziten Verfah-
ren iiberlegen (s. Abschnitt V1.4.4).
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Der Ubersichtlichkeit halber fasst man die Zahlen Ck, Qjk, by in
einem Schema der Form

¢l |G a2 ... Qip
Cr | Ar1 Qp2 ... Oy
b by ... by

zusammen.
Die Verfahren aus Abschnitt VI.4.1 sind alle Runge-Kutta-Verfah-
ren. Dem expliziten Eulerverfahren entspricht das Schema

0]0
7T T = 1
Dem impliziten Eulerverfahren entspricht das Schema
1)1
7T r=1.

Das sog. KLASSISCHE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN ist schlieflich ge-
geben durch das Schema

00 0 00
1119 0 0
ol oo -y
110 010
12 2 1
6 6

Die entsprechende Verfahrensvorschrift lautet:

o = Yo
i1 = 1
h
Ni2 = Ni + §f<ti7 i)
h h
i3 =M+ 5+ 5,
M = i+ 5 F i+ 507i2)

h
Nia =1 +hf(ti+ 5 ni3)

h h
Nig1 =N + g{f(tia i) +2f (i + 3 Ni2)

h
+2f(t; + > Nis) + f(ti+h,mia)}
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ti+1 - tl + h

Es hat die Stufe 4 und die Ordnung 4. Als explizites Verfahren hat es
aber keine besonders guten Stabilitdtseigenschaften.

Wegen ihrer hohen Ordnung und guten Stabilitédtseigenschaften sind
die STARK DIAGONAL IMPLIZITEN RUNGE-KUTTA-VERFAHREN (kurz
SDIRK-VERFAHREN) fiir die praktische Rechnung besonders gut ge-
eignet. Die einfachsten Verfahren dieser Klasse haben die Stufe 2 und
die Ordnung 3 bzw. die Stufe 5 und die Ordnung 4. Sie sind bestimmt
durch die Schemata

3+v3 | 3+V3 0
6 6

~V3 | =3 3+V3
S=yd | —yd 3ty SDIRK2.

3 6
1 1
2 2
und L
11 1 0 0O 0 0
3| 1 1
11 2 i 0O 0 0
nl1w _1 1 g g
20 | 50 25 1
10371 18 15 1 SDIRKS.
2 | 1360 2720 544 4
1] 2 a9 125 _s 1
24 8 16 12 1
25 _49 125 _ 8 1
24 8 16 2 1

Damit lautet die Verfahrensvorschrift z. B. fiir das SDIRK2-Verfahren

o = Yo
Mig =1 + ’ +6\/§hf(tz' L2 \/ghﬂ?z',l)
Nig =1 — \/—ghf(ti ’ +6\/_h RY)
" 3+\/_hf(t ¥ 6fh )

h 3+f 3-3
Nig1 =N + 5 {f(ti + h,m,z)}

ti+1 - tl + h

Das folgende Java-Programm realisiert ein allgemeines SDIRK-Ver-
fahren. Dabei stellt die Klasse RKParameters die notigen Parameter
bereit. Insbesondere liefert rk.d die als konstant angenommene Dia-
gonale der Matrix (a;j)1<;j<,. Die Methoden accumulate, copy und
ivpNewton sind bereits oben wiedergegeben. force hat die gleiche Be-
deutung wie oben.

// Runge-Kutta method
public void sdirk( int type ) throws LinearAlgebraException {
RKParameters rk = new RKParameters(type);
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// auxiliary quantities for runge-kutta levels

double[][] rkf = new double[rk.1l] [dim]; // function values
double[][] rketa = new double[rk.l][dim]; // intermediate eta’s
double[] tt = new double[rk.1]; // intermediate times

// end of runge-kutta declarations
double[] ff = new double[dim];
double alpha = -rk.d*dt;
t = initialTime;
copy(eta, x0);
for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {
for( int j = 0; j < rk.l; j++ )
tt[j] = t + rk.c[jl*dt;
int jj = 0;
for( int j = 0; j < rk.1l; j++ ) {
copy(ff, eta);
for( int k = 0; k < j; k+t+ ) {
accumulate (ff, rkf([k], rk.al[jjlxdt);
jjt+ts
}
rketa[j]l = ivpNewton(alpha, tt[jl, ff);
rkf[j] = force.f(tt[jl, rketaljl);
}
t += dt;
for( int j = 0; j < rk.1l; j++ )
accumulate(eta, rkf[j]l, rk.b[jI*dt);
}
} // end of sdirk

VI1.4.4. Stabilitiat*. Das explizite und das implizite Eulerverfah-
ren haben beide die Ordnung 1; fiir A — 0 verhélt sich der Fehler bei
beiden Verfahren gleich. Das implizite Verfahren ist aber aufwéndiger
als das explizite Verfahren, da in jedem Schritt eine nicht lineare Glei-
chung gelost werden muss. Macht sich dieser erhohte Aufwand denn
iiberhaupt bezahlt?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir das AWP

Y =-Ny
y(0) =1

mit A > 1. Die exakte Losung ist y(t) = e~* und klingt sehr schnell
ab.

Wir wenden auf dieses AWP zuerst das explizite Eulerverfahren mit
7o = Yo = 1 an und erhalten

Ni+1 = 10 — hAn;

Die n; konvergieren fiir ¢ — oo offensichtlich genau dann gegen Null,
wenn gilt
2
I1—hA <1 = h < "
Also gilt:



248 VI. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I

Die numerische Losung des expliziten Verfahrens hat nur
dann das gleiche qualitative Verhalten wie die exakte Lo-
sung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.

Wir betrachten nun das implizite Eulerverfahren mit ny = yo = 1
und erhalten
Ni+1 = Ni — hAni41
. .
14+ hA

Wegen A\ > 0 konvergieren die 7; fiir 1 — oo jetzt fiir jede Schrittweite
h gegen Null, d.h.:

= N = ( ) fiir alle 1.

Das implizite Verfahren liefert fiir jede Schrittweite eine nu-
merische Losung, die das gleiche qualitative Verhalten hat
wie die exakte Losung.

Der Mehraufwand fiir das implizite Verfahren macht sich also bezahlt!

Dieses Phéinomen nennt man STABILITAT. Um es genauer zu be-
schreiben, wenden wir ein beliebiges Runge-Kutta-Verfahren auf das
obige AWP an. Mit ein wenig Rechnung sieht man dann, dass die nu-
merische Losung die Form hat

Ui g(hA)i
mit
g(z) =1+ 2" (I —2zA) e

und

by ay ... Qi 1

b= , A= , €=

b, Arl ... Gpp 1

Die Menge

S={peC:1I—pAist reguldr und
l9()| = [1+ pb" (I — pA)~"e| < 1}

heifit das STABILITATSGEBIET des Verfahrens.
BEeispiEL VI.4.1. Fiir das explizite Eulerverfahren ist
g(z) =z +1
und damit

S={peC:p+1] <1}
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Fiir das implizite Eulerverfahren ist

und damit

S = cC: <1
{n T }

={peC:[1—p/>1}

Fiir das Verfahren von Crank-Nicolson erhalten wir schliefilich

24z
2z

9(2)
und
2+
= | <
S={neC:2h <

={peC:Rep <0}
Abbildung VI.4.1 zeigt die Stabilitdtsgebiete dieser drei Verfahren.

1 y
:

ABBILDUNG VI.4.1. Stabilitdtsgebiete des expliziten
und impliziten Eulerverfahrens und des Crank-Nicolson-
Verfahrens (v.l.n.r.)

Je grofler das Stabilitédtsgebiet ist, um so groflere Schrittweiten
konnen verwendet werden. Im Idealfall ist S D {z € C : Rez < 0}.
Verfahren, die dieses Kriterium erfiillen, nennt man A-STABIL. Bei sol-
chen Verfahren erhélt man bei obigem AWP fiir jede Schrittweite eine
qualitativ richtige numerische Losung. Das implizite Fulerverfahren,
das Crank-Nicolson-Verfahren und die in Abschnitt VI.4.3 genannten
SDIRK-Verfahren sind A-stabil.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist die Funktion g ein Poly-
nom. Da fiir jedes nicht konstante Polynom p gilt

lim [p(z)| = o0,

konnen explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sein. Fiir
obiges AWP liefern sie nur dann eine qualitativ richtige numerische
Losung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.
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BEISpIEL VI.4.2. Wir fithren jeweils 100 Schritte der beiden Euler-
verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens fiir das AWP

y = ((1) _01) y
y(0) = <(1)>

mit h = 0.13 aus. Die exakte Losung lautet y(t) = (cost,sint) mit
0 <t < 13. Abbildung VI.4.2 zeigt die entsprechenden Losungskurven.
Wir erkennen, dass das explizite Eulerverfahren explodiert. Dies ist eine
Folge seiner fehlenden Stabilitéit. Das implizite Eulerverfahren dagegen
démpft die Losung zu stark. Das Crank-Nicolson-Verfahren schliefSlich
liefert eine Losungskurve, die auf der exakten Losungskurve, dem Kreis
um den Ursprung mit Radius 1, liegt.

2z

explicit Euler
implicit Euler

1.7605
13203
0.680

0.4403

ST T T TTTTTTTTT TTTTTTTTT T T T T T
-2z -1.76 -1.32 -0.68 -044 00 0433 088 1.32 1.760 2.z

ABBILDUNG VI1.4.2. Losungskurven der beiden Euler-

verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens fiir das
AWP aus Beispiel VI.4.2



Zusammenfassung

I Zahlen und Vektoren

1. Mengen und Abbildungen
Mengen; Elemente; leere Menge; Teilmengen; Gleichheit von Men-
gen; Mengenoperationen; disjunkte Mengen; Abbildungen, Funk-
tionen; Definitions- und Wertebereich; injektiv, surjektiv, bijektiv;
Umkehrabbilung; Komposition; Gleichheit von Abbildungen

2. Die reellen Zahlen
N, N*, Z, Q, R; Ungleichungen und Eigenschaften; Intervalle; +o0;
beschréinkte Mengen; Infimum und Supremum; Betrag; Eigenschaf-
ten des Betrages, Dreiecksungleichung; Induktionsprinzip; geome-
trische Summenformel; Bernoulli-Ungleichung; rekursive Definiti-
on; Potenzen; Fakultéiten; Binomialkoeffizienten; eine n-elementige
Menge hat (Z) k-elementige Teilmengen; Eigenschaften der Bino-
mialkoeflizieten

3. Die Ebene
Kartesische Koordinatensysteme; Achsen; Ursprung; Graph einer
Funktion; Gerade, Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel; Winkel; Bo-
genmaf; Drehungen; Umrechnung zwischen gedrehten Koordinaten-
systemen

4. Vektoren
Vektoren; Addition; Parallelogrammregel; skalare Vielfache; Betrag;
Dreiecksungleichung; Winkel; Skalarprodukt; Orthogonalitéit; Cau-
chy-Schwarzsche Ungleichung; orthogonale Zerlegung; Vektorpro-
dukt; Eigenschaften; Spatprodukt; Eigenschaften; Volumen von Te-
traedern; Koordinatendarstellung; Ortsvektor; Darstellung von Ska-
lar-, Vektor- und Spatprodukt; Flache von Dreiecken; nichtorthoga-
nale Zerlegung

5. Geraden und Ebenen
Darstellungen einer Geraden: Punkt-Richtungs-Gleichung, Zwei-
Punkte-Gleichung, Momentengleichung; Koordinatendarstellungen;
Absténde zwischen Punkte und Geraden und zwischen Geraden;
Darstellungen einer Ebene: Parameterdarstellung, Determinanten-
form, Normalengleichung, Hesse-Normalform; Koordinatendarstel-
lungen; Schnittgerade zweier Ebenen; Abstédnde von Punkten, Gera-
den und Ebenen zu Ebenen; Winkel zwischen Ebenen und Geraden

6. Die komplexen Zahlen
Definition; Addition, Subtraktion; Multiplikation, Division; Betrag;
konjugiert komplexe Zahl; geometrische Interpretation; Rechenre-
geln; Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus; Wurzeln; eine kom-
plexe Zahl hat genau n verschiedene n-te Wurzeln; quadratische
Gleichungen
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IT Lineare Algebra

1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Matrizen, Zeilen- und Spaltenvektoren; Rechenregeln; Nullmatrix
und Nullvektor; Basen des R™ und R'*™; lineare Gleichungssyste-
me und Matrizen; Koeffizienten, Absolutglieder, Koeffizientenma-
trix, rechte Seite; Losungsvektor; homogene und inhomogene LGS;
ein homogenes LGS besitzt stets die triviale Losung; ein inhomo-
genes LGS besitzt entweder genau eine, keine oder unendlich viele
Losungen; Gaufisches Eliminationsverfahren; Rang einer Matrix

2. Die Matrixmultiplikation

Produkt von Zeilen- und Spaltenvektoren; Produkt von Matrizen;
Matrixprodukt ist nicht kommutativ; Einheitsmatrix; Rechenregeln
fiir das Produkt; transponierte Matrix; Rechenregeln fiir die Trans-
position; symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen; invertier-
bare und singuldre Matrizen; Rechenregeln fiir inverse Matrizen;
Gauflsches Eliminationsverfahren zur Berechnung der inversen Ma-
trix; Charakterisierung inverser Matrizen; Aufwand des Gaufischen
Eliminationsverfahrens; Idee der LR-Zerlegung; Durchfithrung; Auf-
wand

3. Determinanten

Determinante einer 2 x 2 und 3 x 3 Matrix; Formel von Sarrus;
Determinante einer n x n Matrix; A invertierbar <= det A # 0;
Rechenregeln: Determinante kann nach beliebiger Zeile oder Spalte
entwickelt werden, Determinante ist linear in jeder Zeile und Spalte,
Determinante ist alternierend, Determinante einer Dreiecksmatrix
ist das Produkt der Diagonalelemente, det AT = det A, det(AB) =
(det A)(det B); Cramersche Regel zur Losung eines LGS; Aufwand
n!; Darstellung von Kegelschnitten durch Determinanten

4. Eigenwerte und Eigenvektoren

A Eigenwert von A <= db # 0 mit Ab = Ab, b heifit Ei-
genvektor; charakteristisches Polynom y4(A\) = det(4 — AI); EW
sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms; algebraische
und geometrische Vielfachheit eines EW; Spur einer Matrix; Spur A
ist die Summe der EW; det A ist das Produkt der EW; Berech-
nung der EW und EV: Stelle das charakteristische Polynom auf,
bestimme alle seine Nullstellen, 16se fiir jeden EV A das homo-
gene LGS (A — AI)x = 0; Numerische Verfahren: Potenzmetho-
de, Rayleigh-Quotienten, inverse Iteration von Wielandt, inverse
Rayleigh-Quotienten, Berechnung eines EV; Rechenregeln; &hnli-
che Matrizen; &hnliche Matrizen haben die gleichen EW; diagona-
lisierbare Matrizen; nicht jede Matrix ist diagonalisierbar; ortho-
gonale Matrizen; A orthogonal <= AT = A~!; A orthogonal
= |det A] = 1; Drehmatrizen; Householder-Matrizen; symmetri-
sche Matrizen; eine symmetrische n x n Matrix hat n reelle EW
und n zugehorige EV; symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar;
Schursche Normalform; Hauptvektoren; jede n x n Matrix besitzt n
linear unabhéngige Hauptvektoren; Berechnung der Hauptvektoren
und der Schurschen Normalform einer Matrix

5. Quadratische Formen

Quadratische Polynome; quadratische Formen; Quadriken; Normal-
formen; Bestimmung der Normalform; Normalformen ebener und
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raumlicher Quadriken; positiv definite, negativ definite, indefinite,
positiv semidefinite und negativ semidefinite Matrizen und quadra-
tische Formen; A positiv definit <= alle EW sind positiv; A
positiv definit <= die Determinanten aller Hauptmatrizen sind
positiv
6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Vektrorraumaxiome; Beispiele; Unterrdume; Linearkombination; li-
neare Hiille; linear abhéngig, linear unabhéngig; uy,...,u, € R™
linear unabhéngig <= Rang(ui,...,u,) = n; je n > m Vek-
toren in R™ sind stets linear abhingig; Basis; endlich dimensio-
nale Vektorrdume; Dimension; Eigenschaften von Basen und end-
lich dimensionale Vektorrdume; nicht jeder Vektorraum ist end-
lich dimensional; Skalarprodukt; Cauchy-Schwarzsche Ungleichung;
Norm; Dreiecksungleichung; orthogonale und normierte Vektoren;
Orthonormalsysteme; Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren;
lineare Abbildungen; Matrixdarstellung linearer Abbildungen; Ma-
trixdarstellung hangt von gewéhlten Basen ab; Komposition linea-
rer Abbildungen entspricht der Multiplikation der zugehorigen Ma-
trizen; dhnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar

IIT Stetigkeit

1. Folgen
Folgen, Folgenglieder; Beispiele; Summe, Produkt, Quotient von
Folgen; beschrinkte Folgen; monoton wachsende und monoton fal-
lende Folgen; Teilfolgen

2. Grenzwerte von Folgen

Konvergenz von Folgen; Definition des Grenzwertes; Nullfolgen;
Summen, Produkte, Quotienten konvergenter Folgen sind konver-
gent, der Grenzwert ist Summe, Produkt, Quotient der Grenzwer-
te; konvergent = beschriinkt; beschrinkt # konvergent; Teilfolgen
konvergenter Folgen sind konvergent; monoton und beschrinkt =
konvergent; Ungleichungen bleiben unter Konvergenz erhalten; Ex-
ponentialfunktion; Eulersche Zahl; Eigenschaften der Exponential-
funktion; Konvergenz gegen +oco

3. Stetigkeit
Stetigkeit; Beispiele; Summe, Differenz, Produkt, Komposition ste-
tiger Funktionen ist stetig; Quotient stetiger Funktionen ist in al-
len Punkten stetig, in denen der Nenner nicht verschwindet; steti-
ge Funktionen auf beschrankten, abgeschlossenen Intervallen sind
beschrénkt und nehmen Maximum und Minimum an; Aussage gilt
nicht fiir offene, halboffene oder unbeschréinkte Intervalle; Zwischen-
wertsatz und Anwendungen; stetige Funktionen auf beschriankten,
abgeschlossenen Intervallen sind gleichméfig stetig; Aussage gilt
nicht fiir offene, halboffene oder unbeschrinkte Intervalle; links-
und rechtsseitige Grenzwerte; stetig <= links- und rechtsseiti-
ger Grenzwert existieren, sind endlich und stimmen {iberein; Po-
lynome; Zerlegung in Linearfaktoren; Polynome ungeraden Grades
haben mindestens eine reelle Nullstelle; Polynome vom Grad n ha-
ben unter Beriicksichtigung der Vielfachheit n komplexe Nullstellen;
rationale Funktionen; rationale Funktionen sind in allen Punkten
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stetig, in denen das Nennerpolynom nicht verschwindet; Definiti-
on von tan, cot; die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich stetig; die Exponentialfunktion ist stetig und bi-
jektiv von R nach (0, c0); Logarithmusfunktion In : (0,00) — R ist
die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; In ist monoton

IV Differentiation

1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion

Definition der Ableitung; geometrische, analytische und physika-
lische Deutung der Ableitung; differenzierbar = stetig, Umkeh-
rung ist falsch; Differentiationsregeln, Produkt- und Quotientenre-
gel; Polynome und rationale Funktionen sind auf ihrem Definitions-
bereich differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein Polynom bzw.
eine rationale Funktion; trigonometrische Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar; Kettenregel; rekursive Definition
hoherer Ableitungen; p Polynom vom Grad k = p(™) = 0 fiir n > k

2. Anwendungen der Differentiation

Maxima und Minima; T innerer Punkt, f differenzierbar in =, T Ex-
tremum = f'(Z) = 0; Mittelwertsatz; Satz von Rolle; f/'(z) = 0
fiir alle x+ = f ist konstant; Extremwerttest; Wendepunkte; Wen-
depunkttest; Regeln von de I’'Hopital; Fixpunkte; Fixpunktiterati-
on, a priori und a posteriori Fehlerabschitzung; Newtonverfahren;
geometrische Interpretation; quadratische Konvergenz; Kessel oder
Divergenz bei ungiinstigem Startwert; Verfahren von Heron; divisi-
onsfreie Berechnung von Reziproken

3. Umkehrfunktionen

Satz {iber die Umkehrfunktion; Ableitung der Umkehrfunktion; n-te
Wurzel; rationale Exponenten; arccos, arcsin, arctan, arccot

4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

exp’ = exp; exp(z + y) = exp(z)exp(y); die Exponentialfunktion
wiichst schneller als jede Potenz; In’(x) = %; die Logarithmusfunk-
tion wichst langsamer als jede Wurzel; a”; log,; sinh, cosh, tanh,
arsinh, arcosh, artanh

V Integration

1. Das bestimmte Integral

Definition des bestimmten Integrals; Integral ist linear, monoton
und additiv; Mittelwertsatz der Integralrechnung; Stammfunktio-
nen; Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; unbestimm-
tes Integral

2. Integrationsregeln

Linearitét; partielle Integration; 1. Version der Substitutionsregel;
Orthogonalitdtsbeziehungen der Sinus- und Cosinus-Funktionen; 2.
Version der Substitutionsregel; Integration gerader und ungerader
Funktionen iiber symmetrische Intervalle

3. Integration rationaler Funktionen

Partialbruchzerlegung; Integration der Partialbriiche; Transforma-
tion von Integralen verallgemeinerter rationaler Funktionen auf In-
tegrale rationaler Funktionen

4. Uneigentliche Integrale

Definition; [~ 2~ %dz existiert fiir o > 1; fol r~%dx existiert fiir
a < 1; Konvergenzkriterium durch Vergleich mit x~%; Eulersche
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Gammafunktion I'(z); Eigenschaften: T'(1) = 1, T'(z + 1) = zT'(z),
I'(n+1) =n!

5. Ebene Kurven; Langen- und Fldchenmessung
Parameterdarstellung einer ebenen Kurve; Parameterdarstellung
von Graphen, Geraden, Kreisen, Ellipsen, Zykloiden; Tangente; Nor-
male; reguldre Parameterdarstellung; Lange einer Kurve; Bogenlan-
ge; Kriitmmung; Kurve hat konstante Kriimmung x # 0 <= Kurve
ist ein Kreis mit Radius ﬁ; Kriimmungskreis; Polardarstellung ei-
ner ebenen Kurve; Lange einer Kurve in Polardarstellung; Fléchen-
inhalt einer durch zwei Graphen berandeten Fliche; Sektorflichen;
Leibnizsche Sektorformel; Volumen von Rotationskérpern; Mantel-
fliche von Rotationskérpern

6. Numerische Integration
Quadraturformeln; Knoten, Gewichte und Ordnung; Mittelpunkts-,
Trapez- und Simpsonregel; Newton-Cotes-Formeln; Gauf3-Formeln;
zusammengesetzte Quadraturformeln; Fehler zusammengesetzter
Quadraturformeln; Romberg-Verfahren; Fehler des Romberg-Ver-
fahrens

VI Gewdhnliche Differentialgleichungen I: Skalare Gleichun-
gen
1. Einfithrung

Gewohnliche Differentialgleichung; Ordnung; autonom; Lisung ei-
ner gewOhnlichen Differentialgleichung; allgemeine, partikulédre und
singuldre Losung; Anfangswertproblem; lokale Losung eines An-
fangswertproblems; sachgemifl gestellte Probleme; Richtungsfeld;
nicht jede gewohnliche Differentialgleichung ist sachgemifl gestellt

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Trennung der Variablen: Bestimmen der allgemeinen Loésung der
gDgl, Losen des AWP; lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung;
homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen; allge-
meine Losung der homogenen gDgl; Bestimmung einer partikuldren
Losung der inhomogenen gDgl mit der Methode der Variation der
Konstanten; homogene Differentialgleichungen; Bestimmung der all-
gemeinen Losung; Bernoulli-Differentialgleichung; Ricatti-Differen-
tialgleichung

3. Differentialgleichungen 2. Ordnung
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; homo-
gene und inhomogene gDgl; Bestimmung der allgemeinen Loésung
der homogenen gDgl, charakteristisches Polynom; Bestimmung ei-
ner partikuldren Losung der inhomogenen gDgl, Wronski-Determi-
nante; Differentialgleichungen der Form y” = f(x,4’); Differential-
gleichungen der Form y" = f(y,v’)

4. Numerische Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
Explizites und implizites Eulerverfahren; Verfahren von Crank-Ni-
colson; Einschrittverfahren; Verfahrensfunktion; lokaler Verfahrens-
fehler; Ordnung; Runge-Kutta-Verfahren; klassisches Runge-Kutta-
Verfahren; SDIRK-Verfahren; Stabilitéit; explizite Verfahren haben
mangelnde Stabilitdt; A-stabil; implizite Eulerverfahren, Verfahren
von Crank-Nicolson und SDIRK-Verfahren sind A-stabil
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dhnliche Matrizen, 84
Ahnlichkeits-Differentialgleichung,
225
dquidistante Knoten, 206
algebraische Vielfachheit, 75
allgemeine Hohenformel, 162
allgemeine Losung, 215
alternierend, 71
Anfangswertproblem, 215
Archimedische Spirale, 201
Arcuscosinus, 154
Arcuscotangens, 156
Arcussinus, 154
Arcustangens, 155
Area cosinus hyperbolicus, 164
Area sinus hyperbolicus, 164
Argumente, 12
Assoziativgesetz, 25, 99
Astroide, 195
autonom, 215
AWP, 215

barometrische Hohenformel, 163
Basis, 101
Bernoulli-Differentialgleichung, 227
Bernoulli-Ungleichung, 18
beschrankte Folge, 111
beschrankte Menge, 15

beste lineare Approximation, 131
bestimmte Integral, 166

Betrag, 16, 25, 41

bijektiv, 12

Bild, 12

Binomialkoeflizient, 19
Binomische Formel, 20
Bogenlédnge, 197

Bogenmaf, 21

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
26, 104

charakteristisches Polynom, 75, 230

Cosinus, 21

Cosinus hyperbolicus, 163

Cotangens, 125

Cramersche Regel, 73

Definitionsbereich, 12
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Determinantenform, 37
diagonalisierbare Matrix, 84
Differentialgleichung, 158
differenzierbar, 129

differenzieren, 129

Dimension, 102

disjunkt, 12

Distributivgesetz, 26
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gleiche Matrizen, 50
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Grad, 122
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Hauptvektor, 90
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hohere Ableitungen, 135

homogene Differentialgleichung, 225
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integrierbar, 189
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kartesisches Koordinatensystem, 20,
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Kettenlinie, 170

Kettenregel, 133
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Limes, 112

linear abhéngig, 100

linear unabhéngig, 100
lineare Abbildung, 107
lineare gDgl, 221

lineare Hiille, 100

lineares Gleichungssystem, 52
Linearitat, 103
Linearkombination, 99
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Logarithmusfunktion, 127
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lokaler Verfahrensfehler, 243
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lokales Minimum, 136
LR-Zerlegung, 65

Matrix, 49
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Maximum, 136
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minus unendlich, 15

Mittelpunktsregel, 206

Mittelwertsatz, 139

Mittelwertsatz der Integralrechnung,
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Momentengleichung, 35

monoton fallende Folge, 112

monoton wachsende Folge, 112

monotone Folge, 112
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nach unten beschrinkte Menge, 15
natiirliche Basis, 51

natiirliche Zahlen, 13
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negativ semidefinit, 97

Neilsche Parabel, 200
Nennerpolynom, 124
Newton-Cotes-Formeln, 206
Newtonsches Abkiihlungsgesetz, 159
Newtonverfahren, 146
nichtorthogonale Zerlegung, 32
Norm, 104

Normale, 195
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Normalenvektor, 38
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Normaxiome, 104

normiert, 105

normierte Vektoren, 85
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Nullmatrix, 51

Nullpunkt, 20

Nullvektor, 24, 51, 99

obere Dreiecksmatrix, 65

obere Schranke, 15
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Ordnung, 243
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orthogonal, 26, 105

orthogonale Matrix, 85
orthogonale Vektoren, 85
orthogonale Zerlegung, 26
Orthogonalitétsbeziehungen, 176
Orthogonalitétstest, 26
Orthonormalsystem, 105
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Parallelepiped , 28
Parallelfliche, 28
Parameter, 33, 193
Parameterdarstellung, 33, 37, 193
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Partialbruch, 179
partikulédre Losung, 215
Pivotsuche, 54

plus unendlich, 15
Poissonsches Gasgesetz, 161
Pol, 125

Polarachse, 201
Polardarstellung, 201
Polarkoordinaten, 200
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positiv semidefinit, 97
Positivitat, 103, 104
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Potenzmethode, 78
Produkt, 12

Produktregel, 132
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Punkt-Richtungs-Gleichung, 33

quadratische Form, 92
quadratische Konvergenz, 148
quadratisches Polynom, 92
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Quadrik, 93

Quotientenregel, 132

radioaktiver Zerfall, 159

Rang, 53

rationale Funktion, 124

rationale Zahlen, 13
Rayleigh-Quotienten-Iteration, 79
Realteil, 41

rechte Seite, 52

rechtsseitiger Grenzwert, 121
reelle Matrix, 49

reelle Zahlen, 13
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reguldre Matrix, 62

reguldre Parameterdarstellung, 196
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rekursive Definition, 18
Ricatti-Differentialgleichung, 228
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Runge-Kutta-Verfahren, 244
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singuldre Matrix, 62

Sinus, 21

Sinus hyperbolicus, 163
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Skalarproduktaxiome, 103

Spaltenvektor, 49

Spat, 28

Spatprodukt, 28

spezielle Losung, 215

Stabilitét, 248

Stabilitédtsgebiet, 248

Stammfunktion, 167
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Runge-Kutta-Verfahren, 246
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stetig, 119
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surjektiv, 12

Symmetrie, 103

symmetrische Matrix, 62

Tangens, 125

Tangens hyperbolicus, 163

Tangente, 130, 195

Teilfolge, 112

Teilmenge, 11
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transponierte Matrix, 61
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Umkehrabbildung, 12
unbestimmtes Integral, 169
uneigentlich integrierbar, 189
uneigentliches Integral, 189
untere Dreiecksmatrix, 65
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Unterraum, 99
Untervektorraum, 99
Ursprung, 20, 29
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Vektorprodukt, 27
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Vektorraumaxiome, 98
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Verfahrensfunktion, 243
Vielfachheit, 124
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