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Einleitung

Die numerische Mathematik entwickelt und untersucht Methoden
zur numerischen, d.h. computerunterstiitzten Losung praktischer Pro-
bleme. Dabei besteht eine bestdndige Interaktion zwischen dem An-
wender, der seine Kenntnisse iiber das Anwendungsproblem und dessen
(mathematische) Modellierung einflieflen lésst, anderen Bereichen der
Mathematik, die z.B. Aussagen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Ei-
genschaften der Losungen des mathematischen Problems liefern, und
der Numerik. Wesentliche Gesichtspunkte bei der Entwicklung oder
Auswahl eines numerischen Verfahrens sind Effizienz und Stabilitéit des
Verfahrens, d.h. die Frage, welchen Aufwand — computer- und man-
power — das Verfahren erfordert und wie empfindlich die Losung von
Fehlern bei der Bestimmung der Eingabedaten und den durchzufiihren-
den Rechenoperationen abhéngt. Bei der Beurteilung eines Verfahrens
spielt natiirlich die urspriingliche Fragestellung eine erhebliche Rolle.
So ist es z.B. sinnlos, mit einem numerischen Verfahren die Tempera-
tur im Innern eines Stahlblockes auf 1/1000 Grad genau zu bestimmen,
wenn die gemessene Oberflichentemperatur nur auf 1 — 10 Grad genau
bekannt ist!

Eine wesentliche Rolle bei der Entwicklung und Beurteilung eines
numerischen Verfahrens spielt die Tatsache, dass man in einem Compu-
ter stets nur mit Zahldarstellungen mit endlich vielen Ziffern arbeiten
kann. Daher wollen wir im Folgenden kurz auf diese endlichen Zahldar-
stellungen und die daraus resultierenden Rundungsfehler eingehen.

Zahlen werden in normalisierter Form

c0.ay...a:b°

dargestellt. Dabei ist

b e N* die Baszs,

t e N die Mantissenlinge,

a; € Np_q die Ziffern mit ay # 0,
ceZ der FExponent,

o€ {-1,41} das Vorzeichen.
Gebriuchliche Basen sind

b=10 Dezimalsystem,
b=2 Dualsystem,
b=16 Hezadezimalsystem.
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6 EINLEITUNG

Ubliche Mantissenléingen bezogen auf die Basis 10 sind:
t=8 oder t=15.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns im Folgenden auf das Dezi-
malsystem. Mit rd(z) bezeichnen wir die endliche Darstellung der Zahl
x. Fiir

r=00.ay...aa447...10°

ist also

vd(z) = c0.ay...a;10° falls a;11 < 5,

00.ay...(a; +1)10° falls a;q > 5.
Mithin ist
—rd
2 —rd(z)] < 5-10°7" und % <5-10°.
x
Die Zahl
eps=5-10""

heifit Maschinengenauigkeit.

Im Folgenden bezeichnen wir mit ~ Ergebnisse, die bis auf Ter-
me der Ordnung eps? oder héher genau sind. Fiir die Addition und
Multiplikation von zwei Zahlen ergibt sich damit z.B.

rd(z +y) = [z(1 +eps) + y(1 + eps)] (1 + eps)
= (¢ +y)(1 + eps)”
~ (r+y)(1+2eps)
und
rd(z - y) = [z(1 + eps) - y(1 + eps)] (1 + eps)
= 2y(1 + eps)’
~ zy(1l + 3eps),
d.h., der relative Fehler betragt 2 eps bzw. 3 eps.
BEISPIEL 1. Fir b = 10 und ¢t = 8 erhalt man mit
a = 0.23371258 - 107, b = 0.33678429 - 10?, ¢ = —0.33677811 - 10
die Ergebnisse
(a+b) +c = 0.33678452 - 10* — 0.33677811 - 10* = 0.64100000 - 103
und
a+(b+c) =0.23371258 - 10~* + 0.61800000 - 10~* = 0.64137126 - 10~*

gegeniiber dem exakten Ergebnis 0.641371258-103. Der relative Fehler
betrigt also 3-107% bzw. 2-107%. Dieses Beispiel zeigt, dass es ratsam ist,
Zahlen moglichst gleicher Groflenordnung zu addieren, um Ausléschung
zu vermeiden.
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BEISPIEL 2. Zu l6sen ist das lineare Gleichungssystem (LGS)

0.780x1 + 0.563x2 = 0.217
0.913z; + 0.6592 = 0.254

mit b = 10 und ¢ = 3. Die exakte Losung lautet = = (1, —1)",
Wir erhalten mit:

e Cramersche Regel: LGS nicht I6sbar, da det A = 0,

e GauB-Elimination: z = (0.278,0.0)°,

e Gauf-Elimination mit Spalten- oder totaler Pivotisierung:
LGS nicht 16sbar.

Diese vollig unzureichenden Ergebnisse liegen an der Kondition von
ca. 2 - 10° der Matrix. Daher werden die Ergebnisse unabhingig vom
verwendeten Losungsalgorithmus erst besser, wenn man zu einer 8-
oder 9-stelligen Arithmetik {ibergeht.

BEISPIEL 3. Zu berechnen ist In(2). Aus

oo n

—1n(1—x):Z% Vr € [~1,1)

n=1

folgt fiir x = —1

mz) = 3o U S BV,

Damit folgt fiir b = 10 und ¢t = 8

In(2) — rd (i (_1271_1)

n=1

< Ryl
~—~—
Abbruchfehler

B ()

~
Rundungsfehler

1 -8
< —4+m-107°.
m

Die rechte Seite wird fiir m = 10* minimal und liefert den Gesamtfehler
2 - 107%. Dieses Beispiel zeigt das typische Verhalten, dass mit groBer
werdendem m der Abbruchfehler abnimmt, wihrend der Rundungsfeh-
ler zunimmt. Insgesamt kann der Gesamtfehler nicht unter eine von der
verwendeten Arithmetik abhéingigen Schranke — hier 2-10~% — gedriickt
werden.
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Andererseits folgt aus

1 1+z = g2l
21 = v -1,1
2“(1—35) 2 Ty el

fiir x = %
3= (2n-1) m 3- (2n— 1) .
=9 m
Z 2n — 1 Z 2n — 1

mit

~ 2 > 2 9

Rm‘ < k- ___ = .9gm< 1077

‘ - (2m + 1)32m+1 kz:; 32m+1)8 -

fir m > 6. Also erhalten wir mit diesem Verfahren schon mit 6 Sum-
manden einen Abbruch- und Gesamtfehler von 10~7. Dieses Verfahren
ist also offensichtlich viel genauer und effizienter als das erste.

Zusammenfassend kann man folgende Forderungen an ein gutes nu-
merisches Verfahren aufstellen:

e Okonomie: Der Aufwand sollte moglichst gering sein. Ein MaB
hierfiir ist die Zahl der benotigten arithmetischen Operationen.

o Stabilitat: Ein Verfahren sollte moglichst unempfindlich gegen
Rundungsfehler sein und a priori und a posteriori Abschitzun-
gen des Fehlers liefern.

o Anwendungsbereich: Er sollte moglichst grof3 sein.



KAPITEL 1

Numerische Interpolation

In diesem Kapitel behandeln wir das Problem, eine unbekannte
Funktion in bestimmten Punkten, in denen ihr Wert bekannt ist, zu
interpolieren. Zunéchst betrachten wir eine allgemeine Formulierung
dieses Problems und geben eine Reihe von Beispielen an. Danach un-
tersuchen wir die folgenden Spezialfille ausfiihrlicher:

e Lagrange-Interpolation,
e Spline-Interpolation,
e trigonometrische Interpolation.

I.1. Das allgemeine Interpolationsproblem

Wir betrachten das Interpolationsproblem zunéchst in einer sehr
allgemeinen abstrakten Form.

DEFINITION [.1.1 (Allgemeines Interpolationsproblem). Seien X
ein normierter Vektorraum, V' C X ein N-dimensionaler Untervek-
torraum und {q,...,¢y € L(X,R) stetige lineare Funktionale. Dann
lautet das allgemeine Interpolationsproblem:

Finde zu f € X ein u € V mit

(L1.1) Gi(u) = 6i(f) Y1<i<N.

Das Interpolationsproblem heifit wohl gestellt, wenn (1.1.1) zu jedem
f € X eine eindeutige Losung besitzt.

Selbstversténdlich sind in der Praxis nur die Daten ¢;(f), 1 <i <
N, bekannt.

Der folgende Satz gibt allgemeine Kriterien an, wann ein Interpo-
lationsproblem wohl gestellt ist.

SaTz 1.1.2 (Wohlgestelltheit des Interpolationsproblems). (1) Das
Interpolationsproblem (1.1.1) ist genau dann wohl gestellt, wenn fiir
eine Basis vy, ..., vy von V' die Matriz A = ({;(v}))1<ij<n Tequldr ist.
(2) Das Interpolationsproblem (1.1.1) ist hochstens dann wohl gestellt,
wenn die linearen Funktionale (1, ..., {n linear unabhdngig sind.

BEWEIS. ad (1): (1.1.1) ist dquivalent zu:
Finde aq,...,ay € R mit

N N
Ei (Z O[jUj) = Z&(Uj)&j = Ez(f) V1 S 1 S N.
j=1 Jj=1

9



10 I. NUMERISCHE INTERPOLATION

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Ist offensichtlich. O

Das folgende Beispiel gibt einige Interpolationsprobleme an, die in
den abstrakten Rahmen von Definition I.1.1 passen. Einige dieser Pro-
bleme werden wir in den néchsten Paragraphen ndher untersuchen.

BEeispieL 1.1.3. (1) (Lagrange-Interpolation in R)

X =C(la,b],R),a < b,a,b € R,
V =P, =span{z/ : 0 < j <n},n €N,
N=n+1,

G(f) = f(z), 0<i<m,
a<xp<...<x, <hb.

Die Punkte zy, ..., x, heilen Knoten. Das Problem ist wohl gestellt.
(2) (Hermite-Interpolation in R)

X =C%[a,b,R),a < b,a,beR
V =Py,y1,n €N,
N =2n + 2,
Ui(f) = flzi), 0<i<n,
loip1(f) = f'(z:), 0 < < n,
a<zog<...<xp, <bh

Das Problem ist wohl gestellt.
(3) (Kubische Spline-Interpolation)

X =C*a,b],R),a < b,a,b € R,
V={veX: v . €Ps1<i<nv"(z)=10"(z,) =0},
a=x9g<11<...<x, =0,
N=n+1,neN,
Gi(f) = f(zi), 0<i<n.

Das Problem ist wohl gestellt.
(4) (Trigonometrische Interpolation)

X ={f e CR,R): fist 2m-periodisch},
V = span{l, cos(kx),sin(kz) : 1 <k < n},
N=2n+1,neN,

Gi(f) = f(x), 0 <i<2n,

130<...<$L’2n,|.’172n—$0| < 2.



I.1. DAS ALLGEMEINE INTERPOLATIONSPROBLEM
Das Problem ist wohl gestellt.
(5) (Lagrange-Interpolation in R?)
X =C(I,R),I =[0,1] x [0, 1],
V =@, =span{z{'z5? : 0 < o; < n},
N = (n+1)%n €N,
li(f) =1 (1,l> , 0<4,5 <n.
n’'n
Das Problem ist wohl gestellt.
(6) (Taylor-Polynom,)
X =C"(I,R), I C R offenes Intervall,n € N,
V =P,
N=n+1,
G(f) = FP(xo), 0<i < m,ao € 1.

Das Problem ist wohl gestellt.
(7) (Momentenproblem,)

X = (Cla,b],R),a < b,a,b e R,
V =P,
N=n+1,

b
ﬁi(f):/ o' f(x)dz, 0 <i < n.

Das Problem ist wohl-gestellt.
(8) (Gemischte Lagrange-Hermite-Interpolation)

X =CY([-1,1],R),
V =P,
N =3,
6(f) = f(=1), &(f) = £1(0), &(f) = f(1).
Das Problem ist nicht wohl gestellt.

11

BEWEIS. ad (1): Sei p € P, eine Losung des homogenen Problems.

Dann ist p durch

n

w(z) =[] - 2:) € Poys \ P,

i=0
teilbar. Also ist p = 0.

ad (2): Sei p € Pap 41 eine Losung des homogenen Problems. Dann ist

p durch w? € Py,1 5 \ Po,yy teilbar. Also ist p = 0.
ad (3): Siehe Paragraph 1.3.
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ad (4): Sei

p(z) = % + Z {ay cos(kx) + by sin(kx)}

k=1

eine Losung des homogenen Problems. Dann gilt

_ aop - 1 ikx —ikx 1 ikx —ikx
p(x)—?%—;{aki(e +e )+bkﬁ(e — e ")
_— + i 1(a — iby,)e™ 4 i 1(a + by, )e "
2 gk k o\ T 10k
k=1 k=1
— Z ameZmI
mit
1 .
am = 5 [ — i sgn(m)byy] -
Also ist

n 2n
_ _—inx i(m+n)x __ _—inx ikx __  _—inx T
p(z) =e Q€ =e ap_ne™ = e "q(e'”)
m=-—n k=0

mit

2n
q(z) = Z pn 2"
k=0

Dann hat ¢ die 2n + 1 verschiedenen komplexen Nullstellen z, = e®®*,
0 <k <2n. Also ist ¢ = 0 und damit p = 0.
ad (5): Die Funktionen

¢ij () = ﬁ <1‘1 - %) ﬁ <l’2 - %) € Qn

bilden eine Basis von @),,, bzgl. derer die Matrix A aus Satz [.1.2 eine
nicht verschwindende Diagonalmatrix ist.

ad (6): Das Taylor-Polynom T,,(f; z¢) leistet das Gewiinschte.

ad (7): Sei p eine Losung des homogenen Problems. Dann gilt

b
peP, und / r'p(x)dr =0 YO<i<n
b
— [ p(x)*dz =0

—p=0.

ad (8): py = 0 und py(x) = 22 — 1 lésen das homogene Problem.  [J
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1.2. Lagrange-Interpolation

In diesem Paragraphen betrachten wir das Interpolationsproblem
aus Beispiel 1.1.3(1) (S. 10). Dabei ist stets I = [a,b], a,b € R, a < b,
unda<zg<...<z,<bneN.

DEFINITION 1.2.1 (Knotenpolynom, Grundpolynome). Die Polyno-

me
n

w(z) = H(:p —z;) € Ppiy \ P,
und

Mo =J[Em - W cp g<i<n,

v —x; (v —x)w(z;)

heiflen das Knotenpolynom bzw. die Lagrangeschen Grundpolynome zu
den Knoten zy, ..., z,.

Mit Hilfe der Lagrangeschen Grundpolynome erhalten wir eine ein-
fache explizite Darstellung des Lagrangeschen Interpolationspolynoms.
Diese Darstellung ist fiir theoretische Untersuchungen insbesondere fiir
Fehlerabschétzungen giinstig, fiir die praktische Rechnung aber weniger
geeignet.

SaTz 1.2.2 (Interpolationsformel von Lagrange). Das Lagrangesche
Interpolationspolynom L, f zu f € C(I,R) und den Knoten xy,...,x,
st gegeben durch

i=0
BEWwWEIS. Offensichtlich gilt fiir 0 <i,7 <n
Ai(w;) = bij = {

Zusammen mit Beispiel 1.1.3(1) (S. 10) folgt hieraus die Behauptung.
O

1 firi=y,
0 firi#j.

Der folgende Satz gibt eine Abschitzung fiir die Genauigkeit der
Lagrange-Interpolation.

SATz 1.2.3 (Fehlerabschitzung fiir die Lagrange-Interpolation). Sei
f € C"™(I,R). Dann gibt es zu jedem x* € I ein n* = n*(z*) € I mit

F@*) = Laf(a) = ——— O (g o(a).

(n+1)!
Insbesondere gilt

b— a)n-i—l

Hf—LanC(I,R) < ((n+1)! Hf(nH)HC(LR)
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und
1f = Lofllogr < Rt ”f(n+1)"C(I,R)
mit
h= max |v;—x;1| wund x_1=a, z,4 =D
0<i<n+1

Beweis. O.E. ist 2* ¢ {xg,...,z,}, da die erste Aussage sonst

offensichtlich gilt. Definiere
1 * *
9(@) = f(x) = Lnf(z) = ——= [f(2") = Ln f(z7)] w(z).
w(z*)

Die Funktion g hat die Nullstellen z*, xg, ..., z,. Aus dem Satz von

Rolle folgt, dass g™+ eine Nullstelle n* € I besitzt. Da die (n + 1)-te
Ableitung von L, f verschwindet, ergibt sich
(n+1)!
w(x*)

0=g" ") = ") - [f(2*) = L f(2")].
Hieraus folgt die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten und der offensichtlichen
Abschétzung

lw(x)] < (b—a)"™ Vzel

Die dritte Behauptung schliefSlich folgt aus der ersten und der verschérf-
ten Abschatzung

1 | 1—1)!
] lw(z)] < prt AT (7; ++—1)'2) < prtt
n ! n !
wenn ;1 < x < x; ist. O

Aus Satz 1.2.3 folgt limn oo |[f — Lufllogr = 0, wenn f €
C>(1,R) ist und sup,,cy Hf(”)HC(LR)
insbesondere fiir analytische Funktionen erfiillt. Ist f dagegen nicht
analytisch, z.B. f € CF(I,R) mit festem k, erlaubt Satz 1.2.3 keine
Riickschliisse iiber die Konvergenz der Lagrangeschen Interpolations-
polynome fiir Knotenzahl n — oo. Der folgende Satz zeigt, dass der
Fehler so gar beliebig groff werden kann. Andererseits zeigt Satz 1.2.3,
dass bei fester Knotenzahl n der Fehler des Lagrangeschen Interpola-
tionspolynoms beliebig klein wird, wenn die Intervalllinge klein wird.
Dies werden wir im néchsten Paragraphen bei der Spline-Interpolation
ausnutzen.

< oo gilt. Diese Bedingung ist

SATZ 1.2.4 (Satz von Faber). Zu jeder Knotenmatriz a < xén) <

o< <b, neN gibt es ein f € C(I,R), so dass fir die Folge der
zugehdrigen Lagrangeschen Interpolationspolynome gilt

limsup || f — Lnf”C’(I,R) = oo

n—oo
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BEWEISIDEE. Der Satz von Faber folgt aus dem Prinzip der gleich-
miéfigen Beschranktheit und der Abschéatzung
hin_?ogp ”LRHE(C(I,R),C(I,R)) = 0. O
BeispieL 1.2.5. Zur Illustration des Satzes von Faber geben wir
in den Tabellen 1.2.1 und [.2.2 den maximalen Fehler des Lagrange-
schen Interpolationspolynoms der Funktionen |z| auf dem Intervall
[—a,a] = [-1,1] und arctanz auf dem Intervall [—a,a] = [—10,10]
in n dquidistanten Knoten aQi;r:”, 0<i<mn-—1,bzw. in n Cebysev
Knoten —acos(-75), 0 <i < n—1, an. Zum Vergleich geben wir auch
den maximalen Fehler des interpolierenden Splines aus Paragraph 1.3
fiir dquidistante Knoten an. Diese Werte zeigen die Uberlegenheit der
Spline-Interpolation. Die Abbildungen 1.2.1 und 1.2.2 zeigen fiir einige
Fille die Funktion (griin), die Interpolierende (blau) und die Fehler
(rot). Man beachte die unterschiedlichen Skalierungen.

T

TABELLE [.2.1. Maximaler Fehler der Lagrange- und
Spline-Interpolation der Funktion |z| auf [—1,1] in n

Knoten
n Lagrange Spline
aquidistant | Cebysev | dquidistant
5 0.1472 | 0.1422 0.0858
9 0.3157 | 0.0737 0.0425
17 11.1371 | 0.0372 0.0213
331 105717.8079 | 0.0186 0.0106

TABELLE [.2.2. Maximaler Fehler der Lagrange- und
Spline-Interpolation der Funktion arctan x auf [—10, 10]
in n Knoten

n Lagrange Spline
aquidistant | CebysSev | dquidistant
5 0.5116 | 0.6067 0.4837
9 0.3052 | 0.3480 0.2213
17 4.6190 | 0.1241 0.0549
33| 6132.8420 | 0.0186 0.0050

Satz 1.2.2 16st das Lagrangesche Interpolationsproblem vollsténdig.
Allerdings ist die dort gegebene Darstellung fiir die praktische Rech-
nung aus mehreren Griinden ungeeignet:

e Die Auswertung von L, f erfordert O(n?) arithmetische Ope-
rationen pro Auswertungspunkt.
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— S B ]

ABBILDUNG 1.2.1. Interpolation der Funktion |z| auf
[—1,1] (o.l.: Lagrange-Interpolation in 9 dquidistanten
Knoten, o.r.: Lagrange-Interpolation in 17 &dquidistan-
ten Knoten, u.l.: kubische Spline-Interpolation in 9 &qui-
distanten Knoten, u.r.: Lagrange-Interpolation in 17

Cebysev-Knoten; griin: Funktion, blau: Interpolierende,
rot: Fehler)

e Bei der Auswertung der Lagrangeschen Grundpolynome tre-
ten kleine Nenner auf, so dass die Berechnung von L, f sehr
anfillig fiir Rundungsfehler ist.

Wir geben im Folgenden zwei fiir die Praxis besser geeignete Algo-
rithmen an. Beide vermeiden die Anfilligkeit fiir Rundungsfehler. Der
erste Algorithmus ist gut geeignet, wenn L, f nur an wenigen Punkten
ausgewertet werden muss. Der zweite hingegen ist bei der Auswertung
von L, f in m > n Punkten wesentlich effizienter, da er den Aufwand
von O(mn?) auf O(n? + mn) arithmetische Operationen reduziert.

SATz 1.2.6 (Neville-Polynom). Fir 0 <i<nund0 <k <n-—i
bezeichne p; i € Py das Lagrangesche Interpolationspolynom von f zu

den Knoten x;, ..., xivr. Dann gilt fir alle0 <1< n
(I.2.1) pio(x) = f(z:)
und fir alle0 <i<n-—1,1<k<n—1

(IL’ - xi)PiH,k—l(ﬂﬁ) - (JU - mi-i—k)pi,k—l(aj).

1.2.2 (7)) =
122)  pisle) P—
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ABBILDUNG 1.2.2. Interpolation der Funktion arctan x
auf [—10,10] (o.l: Lagrange-Interpolation in 9 Aquidi-
stanten Knoten, o.r.: Lagrange-Interpolation in 17 dqui-
distanten Knoten, u.l.: kubische Spline-Interpolation in 9
dquidistanten Knoten, u.r.: Lagrange-Interpolation in 17
Cebysev-Knoten; griin: Funktion, blau: Interpolierende,
rot: Fehler)

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber k.
k = 0 : Offensichtlich ist (I.2.1) richtig.
k —1 — k : Bezeichne die rechte Seite von (1.2.2) mit ¢. Dann ist ¢ €
Pp. Firi+1<j <i+ k —1 folgt aus der Induktionsannahme

(z; = @) f(25) = (25 — wigs) f(25)

q(z;) = Pp— = f(z;).
Weiter ist offensichtlich
q(xi) = f(@:),  a(@ivk) = f(@irr).
Zusammen mit Satz [.2.2 folgt hieraus die Behauptung. U

Satz 1.2.6 fithrt auf Algorithmus 1.2.1 zur Berechnung von L, f(x).

Wertet man L, f mit Hilfe von Algorithmus 1.2.1 in m Punkten
aus benétigt man O(mn?) arithmetische Operationen. Daher ist Algo-
rithmus I.2.1 nur fiir kleine Werte von m empfehlenswert. Fiir grofiere
Werte von m ist der Algorithmus, den wir im Folgenden entwickeln,
wesentlich effizienter.
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Algorithmus 1.2.1 Interpolationsformel von Neville-Aitken

Gegeben: Knoten xy, ..., z,, Daten yo = f(z0), ..., yn = f(zn),
Auswertungspunkt x
Gesucht: y = L, f(x)
1: fori=0,1,...,n do

2 Dio < Yi

3: end for

4: for k=1,...,ndo
5: for:=0,1,...,n—k do
6

7

8

9

‘ (z—2i)pit1,6—1—(T—Titk)Pik—1
Pik £ Titk—Ti
end for
. end for
Yy — pO,n

DEFINITION 1.2.7 (Dividierte Differenzen). Die k-te dividierte Dif-
ferenz flz;, ...,z von f zu den Knoten z;, ..., ;1 ist definiert als
der Hochstkoeffizient von p; .

SaTz 1.2.8 (Eigenschaften der dividierten Differenzen). Die divi-
dierten Differenzen haben folgende Figenschaften:
(1) flai, ..., ziyk] ist unabhingig von der Reihenfolge der Knoten.
(2) flzi] = f(x;) fir alle 0 <i <n und
it 2okl = floe - wise]
Litk — Li
firalle0<i<n,1<k<n-—i.
(3) Ist f € C"(I,R), so gibt es einn € I mit

szl = = O ).

(4) plzo, ..., x,] =0 fiir alle p € P,,_;.

f[l‘i, e ,ZL‘H_k] =

BEWEIS. ad (1): Die Polynome p;; héngen nicht von der Reihen-
folge der Knoten ab.
ad (2): Folgt durch Koeffizientenvergleich aus Satz 1.2.6.
ad (8): Sei g = f —po, € C*(I,R). Da g die n + 1 Nullstellen zy, ...,
x, hat, folgt aus dem Satz von Rolle die Existenz eines n € I mit

0=g"(n) = f"(n) —nlfzo,.... 2.
ad(4): Folgt direkt aus Teil (3). O
BEMERKUNG 1.2.9. Wegen Satz 1.2.8 (3) liefern die dividierten

Differenzen gute Approximationen fiir die Ableitung einer gegebenen
Funktion und werden zur numerischen Differentiation benutzt.

Satz 1.2.8 (2) fithrt unmittelbar auf Algorithmus 1.2.2 zur Berech-
nung der dividierten Differenzen.
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Algorithmus 1.2.2 Berechnung dividierter Differenzen

Gegeben: Knoten z, ..., z,, Daten yo = f(z¢), ..., Yn = f(xn)
Gesucht: A, = flrs, ..., 21, 0<i<n, 0<k<n—i

1: fori=0,1,...,n do

2 Nio < Yi

3: end for

4: for k=1,...,ndo
5: for:=0,1,...,n—k do
6 A, Dip1,p—1—Di k-1

ik Tifk—T4

7 end for
8

- end for

Mit Hilfe der dividierten Differenzen erhalten wir eine alternative
Darstellung von L, f, die rekursiv ausgewertet werden kann und dann
O(n) arithmetische Operationen pro Auswertungspunkt erfordert.

SATz 1.2.10 (Interpolationsformel von Newton). Das Lagrangesche

Interpolationspolynom zu f und den Knoten x, . . ., x, ist gegeben durch
i—1
L.f(z) = f(xo +fo0,..., H(a:—:c])
j=0

BeEwEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n.
n = 0 : Ist offensichtlich.
n — n + 1: Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

n+1

i—1 n
f(x0)+z flzo, - - H r—x;) nf@)+flxo, ... T H r—x;)
i=1 j=0 Jj=0

und damit fiir 0 < pu<n

n+1 i—1
f(xo) + Z flzo, - - H — ;) = f(x,) = pont1(x,).
=1 7=0
Da nach Definition 1.2.7
n+1 i—1
f(:co)+Zf[x0,...,xl] (x —xj) — pont1 € Py
i=1 §=0
ist, folgt hieraus die Behauptung. U

Aus Satz 1.2.10 ergibt sich Algorithmus [.2.3 zur Berechnung von
L, f(z) bei bekannten dividierten Differenzen.
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Algorithmus 1.2.3 Interpolationsformel von Newton

Gegeben: Knoten zy, ..., z,, dividierte Differenzen Agy, ..., Dop,
Auswertungspunkt x
Gesucht: y = L, f(x)
1: y < Agm
2: fork=n—-1,n—2,...,0do
3: Yy Doy + (x —x)y
4: end for
BeispieL [.2.11. Fiir zg = —1, z; = —%, Ty = %, r3 = 1 und
f(z) = |z| erhalten wir folgendes Schema
—-1]1
-1
_11 3
3|3 1
0 0
111 3
3 |3 4
1
1|1
und
3 1 1 1
L,f(x) = 1—(x+1)+zl(x+1)(a:+§)+0-(:U—l—l)(:c—i—g x—g)
3,, 4 1
——JZ+Z(LE +§$+§)
3, N 1
= —x‘+ -.
4 4

I.3. Spline-Interpolation

In diesem Paragraphen betrachten wir das Interpolationsproblem
aus Beispiel 1.1.3(3) (S. 10). Es ist motiviert durch die Séatze 1.2.3
(S. 13) und I.2.4 (S. 14), die zeigen, dass man die Genauigkeit der
Interpolierenden nicht durch Erhéhung des Grades, wohl aber durch

Verkleinerung des Intervalls verbessern kann.

Im Folgenden ist stets a = 29 < 71 < ... < x, = b. Auflerdem

setzen wir zur Abkiirzung:
[k:[$k,xk+1], nggn—l,
he =2pp1 — 2k, 0<k<n-—1,

h = max hg,
0<k<n—1
hi—1
=—— 1<k<n-1,
i hy + hi—y -
hy,
)\Ic 1§k§n—1,

B hi + hk—l’
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und
2 A

H2 2 A2
M, = L € R(—Dx(n-1).

' /’Ln;2 2. >\n72
Bn—1 2
Splines sind Funktionen, die stiickweise Polynome und global hin-

reichend oft differenzierbar sind.
DEFINITION 1.3.1 (Splines). (1) Fiir k,n € N* bezeichnet
SF={uec C* ' (I,R) :u|, €P,,0<1<n—1}
den Raum der Splines der Ordnung k zur Unterteilung a = xq < ... <
?5) DIZJ.r Raum der natiirlichen kubischen Splines ist durch
5% ={ue S u"(a) =u"(b) =0}
definiert.

(8) ue §§L heifit interpolierender natiirlicher kubischer Spline von f €
C(I,R) zu den Knoten zy, ..., z,, wenn gilt

u(z;) = f(z;) Y0 <i<n.

BEMERKUNG 1.3.2 (Eigenschaften von Splines). (1) Wegen dim S*
= n + k kann ein v € S3 durch die Interpolationsbedingungen aus
Definition 1.3.1 (3) nicht eindeutig bestimmt sein. Neben den Rand-
bedingungen u”(a) = u”(b) = 0, auf die wir uns hier der Einfachheit

halber beschrinken, kann man andere sinnvolle Randbedingungen wie
z.B.

u'(a) = f'(a) und u'(b) = f(b)
oder

u'(a) =u'(b) und u”(a)=u"(b)
stellen.
(2) Man kann zeigen, dass die Splines der Ordnung %k den Ausdruck
fab |y () |2 dz in einem geeigneten Unterraum von C*~1(I,R) mini-
mieren.

Wir wollen zeigen, dass die Interpolationsaufgabe aus Definition
1.3.1 (3) in S? eindeutig lésbar ist. Dazu miissen wir einige Eigenschaf-
ten der Matrix M,, nachweisen.

Satz 1.3.3 (Eigenschaften von M,). (1) Fiir jedes = € R"™! gilt

2]l < N[ Mnz]|5 -
(2) M, ist reguldr.
(3) Es ist |M,||, < 3 und |[|[M |, < 1, wobei ||-||., die zur Ma-
ximumsnorm gehérige Matriznorm, d.h. die Zeilensummennorm, be-
zeichnet.
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BEWEIS. ad (1): Offensichtlich gilt fiir alle 1 <k <n—1
0< g, e <1, pp+ =1
Sei z€ Rt und 1 <i<n—1,so dass

2| = ll2ll
ist. Setzen wir zur Abkiirzung z_; = 0 und z, = 0, so folgt
[ Mzl o > [(Min2)i]
= |pizim1 + 22 + NiZig|
> 2z — pilzica| — N |zia|
> |2l o [2 = 1 = Al
= 2l -

ad (2): Wegen Teil (1) besitzt das homogene Problem nur die triviale
Losung.
ad (3): Folgt direkt aus Teil (1) und dessen Beweis. O

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir zeigen, dass es zu gegebenen

Daten genau einen interpolierenden natiirlichen kubischen Spline gibt.
Der Beweis beruht auf folgender Idee:
Die zweite Ableitung eines jeden kubischen Splines ist stiickweise, d.h.
auf den Teilintervallen, eine lineare Funktion. Damit ist ihr Wert auf
jedem Intervall [z, xp11] eindeutig festgelegt durch ihre Werte in den
Endpunkten z; und z;;. Man betrachtet nun die zweiten Ableitun-
gen in den Punkten x4, ..., z,_; als Parameter, integriert auf jedem
Teilintervall die entsprechende lineare Funktion zweimal und beachtet
die Interpolationsbedingungen in den Punkten xy, ..., z,. Damit erhalt
man eine stetige stiickweise kubische Funktion, deren stiickweise zweite
Ableitung stetig ist. Zur Losung der Interpolationsaufgabe muss man
daher nur noch die Stetigkeit der stiickweisen ersten Ableitung nach-
weisen. Dies liefert Bedingungen an die noch zu bestimmenden zweiten
Ableitungen in den Punkten x4, ..., z,_1.

SATz 1.3.4 (Kubische Spline-Interpolation; Funktion cubic_spline
in Numerics). Zu jedem f € C(I,R) gibt es genau einen interpolieren-
den natiirlichen kubischen Spline u. Fir 0 <k <n—1 gt

(1.3.1)

+ ka(x — 1)?

ITmy —my,

6 I

(x —a1)>.
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Dabei ist mg = 0, m,, = 0 und m = (my,...,m,_1)" € R"! ist die
eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
(I.3.2) M,m =d
mit
6
dp = ——— {0k — O JA1<k<n-1,
k hk"‘hk—l{k kl} SRS
und
hi
BEWEIS. Wegen Satz [.3.3 besitzt das Gleichungssystem (1.3.2) eine
eindeutige Losung. Seien my, ..., m, und u wie angegeben. Aus (1.3.1)
folgt durch leichte Rechnung
u(zy) = f(or) VO <k <n,
u' (xo) ( n) =0,
1 1
(xk + 0) = (5k — gmkhk — ékarlhk? V1 S k S n — 1,

1 1
UI(ZL‘k - 0) = 5k—1 + Emk_lhk_l + gmkhk_l V1 S k S n—1.
Damit folgt aus (1.3.2) fir 1 <k <n-—1
m[ul(mk +0) — v (z), = 0)] = di — pmg—1 — 2my, — Mg
= [d — Mnm]k
=0.

Alsoist u € §2 und erfiillt die Interpolationsbedingungen. Hieraus folgt
die Behauptung. O

Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschéatzung fiir die Spline-Inter-
polation.

SaTz 1.3.5 (Fehlerabschitzung fiir die kubische Spline-Interpolati-
on). Sei f € C*(I,R) mit f"(a) = f"(b) =0 und u der interpolierende
natirliche kubische Spline zu f und den Knoten xq, ..., x,. Dann gilt
die Fehlerabschditzung

1f = wllogry <P NF e -

BEWEIS. Sei 0 < k < n — 1. Da das lineare Lagrangesche Interpo-

lationspolynom von f — u zu den Knoten zy, z;1; das Null-Polynom
ist, liefert Satz 1.2.3 (S. 13)

(133) ||f - u”c([k,[[{) = 2h2 ||f” ”||C(Ik,R) :
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Sei p;. das lineare Lagrangesche Interpolationspolynom von f” zu den
Knoten z, xp41. Da p, und u”|, lineare Polynome sind, folgt aus Satz
[.2.3 (S. 13)

1" = U”Hc(Ik,R) <|If" - pkHC(Ik,]R) + llpw — u”“C(Ik,]R)

I 4
< §hk Hf( )HC’(I;C,]R)
(1.3.4)
" "
+ max | f7 () — w3
=my

Aus Satz 1.3.3 (1) ergibt sich wegen f”(x¢) = mo = 0 und f"(z,) =
m, =0

max | f"(z;) — myl

0<i<n
= Inax | (1) — my
T35 < o s (o) + 26" )+ M f ()
6 {f(xm) — flw)  flm) — f(xz_l)H
hl,1 + hl hl hlfl '

Sei 1 <! < n—1. Durch Taylor-Entwicklung um z; folgt, dass es Zahlen
0,...,04 € (0, 1) gibt mit

puf" (wro1) + 2" (1) + N f" (w141)

6 [f(xm) —f@)  flm)— f(ﬂﬁz—l)] ’

_hl—l + hy Iy hy—y
1 hi,
S o WO
'th_l T @ i)
(1.3.6) LRy, 4 ayh)
2 hlfl + hl
R
1 s
Ty @t Osh)
1 h
EONET
3.9 pl4
< §h Hf( )HC’(II_IUIZ,]R)'
Aus der Abschitzung (1.3.3) — (1.3.6) folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 1.3.6. (1) Man kann in Satz 1.3.5 auf die Vorausset-
zung f"(a) = f"(b) = 0 verzichten, wenn man den interpolierenden
Spline u in S? sucht und die zusitzlichen Interpolationsbedingungen

u'(a) = f'(a), u'(b) = f'(b)
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stellt. Die Sétze 1.3.4 und 1.3.5 bleiben dann giiltig, wobei das Glei-
chungssystem (1.3.2) entsprechend durch Gleichungen fiir my und m,,
zu ergénzen ist.

(2) Aus dem Beweis von Satz 1.3.5 ergibt sich die Abschitzung

If— uHCI]R <0<I£§X h4Hf ”C(Ik,R)'

Daher sollte die Schrittweite dort klein sein, wo f4) grof ist. Ein Indi-

kator fiir ||f(4)HC(Ik R) ist
2 Mgy — Mi My — Mgy
hi + hi_1 Iy hg—1

TABELLE 1.3.1. Maximaler Fehler der Spline-Interpola-
tion der Funktionen |z| und arctan(z) in n dquidistanten
Knoten auf dem Intervall [—1, 1]

n | |z| |arctan(x)
5 (0.0858 | 0.00614
910.0425 | 0.00155

1710.0213 | 0.00038

33 10.0106 | 0.00009

BEISPIEL [.3.7. Zur Illustration von Satz 1.3.5 geben wir in Tabelle
[.3.1 die maximalen Fehler der interpolierenden Splines der Funktionen
|z| bzw. arctan(z) auf dem Intervall [—1, 1] in n dquidistanten Knoten
an. Sie zeigen deutlich den Einfluss der mangelnden Glattheit der in-
terpolierten Funktion.

1.4. Bézier-Darstellung von Polynomen und Splines

In vielen Anwendungen wie dem Computer Aided Design, der Sei-
tenbeschreibungssprache Postscript oder der picture-Umgebung von
LaTex wird die Bézier-Darstellung von Polynomen und Splines benutzt.
Sie beruht auf den Bernstein-Polynomen.

DEFINITION 1.4.1 (Bernstein-Polynome). Die Bernstein-Polynome
B,k sind fiir n > 0 und 0 < k < n definiert durch

Buu(z) = (Z) 21— )"k,

Fiir jedes n bilden die Bernstein-Polynome B, o, ..., B, eine Basis
des Raumes P,,. Jedes Polynom p € P,, kann daher eindeutig dargestellt

werden in der Form
£) =Y biB(z)
k=0
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Dies ist die so genannte Bézier-Darstellung von p. Die Koeffizienten by,
..., b, heiflen die Bézier-Punkte von p.

BEMERKUNG [.4.2 (Ableitung der Bernstein-Polynome). Mit der
Konvention B, (z) = 0 fir £ < 0 und k£ > n folgt

B, i (%) = n[Bn1x-1(2) = Bu-1k(2)].

Damit ergibt sich aus der Bézier-Darstellung

p(x) =Y beBu(@)

von p die Bézier-Darstellung

1

P(x) =) n(bes —be) Bp1e(z).
V4

3
|

Il
o

von p’. Insbesondere ist
p'(0)=n(b;—by) und p'(1)=n(b,—by1).

Die Auswertung eines Polynoms in Bézier-Darstellung erfolgt mit
dem Algorithmus von de Casteljau. Zu seiner Beschreibung definieren
wir ausgehend von den Bézier-Punkten by, ..., b, die Hilfspolynome

br,s(x) = Z kas—r,k—r(x)a 0<r<s<n.
k=r

Dann ist offensichtlich by, () = p(x) und b, ,(x) = b,, 0 <r < n. Aus
den Identitéten

erhalt man dann die Rekursionsformel

brs(z) = (1 — )by 5-1(x) + xby11 5(2).

Sie erlaubt die rekursive Berechnung von by ,(x) aus den Bézier-Punk-
ten by = by (), 0 < k < n. Damit ergibt sich Algorithmus 1.4.1:

Fiir die praktische Rechnung ordnet man die Werte b, s in einem
Dreiecksschema an. Die Werte mit gleichem ersten Index stehen in
derselben Diagonalen; die Werte mit dem gleichen zweiten Index stehen
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Algorithmus 1.4.1 Algorithmus von de Casteljau

Gegeben: n Grad des Polynoms p, Bézier-Punkte des Polynoms by,
.+ oy bp, Auswertungspunkt z € [0, 1]
Gesucht: p(x) Wert des Polynoms p im Punkt

1: for k=0,1,...,n do

2: bk,k < by,

3: end for

4: for j=1,2,...,ndo

5: for k=0,1,...,n—j do

6: s+ k—+7, bk,s — (1 — .’K)bk’S,l + xbk+1’s
7 end for

8: end for

9: p(x) < by,

in derselben Zeile.

bo,o
N\
bii — boa
N\ N\
bao — b2 — bo2
N\ N\ N\
b373 —

bas — b1z — b3

Das Symbol Z . steht dabei fiir die Rechenvorschrift ¢ = (1—z)a+xb.

— C
BEISPIEL 1.4.3. Fiir das kubische Polynom p mit den Bézier-Punk-
ten by = 2, by = 10, by = 7, b3 = 0 und den Auswertungspunkt = = 0.4
erhalten wir folgendes Schema

2
10 5.2
7 88 6.64

0 42 6.96 6.768
und den Funktionswert p(0.4) = 6.768.

BEISPIEL 1.4.4 (Bézier-Kurven in LaTex). In LaTex konnen mit
der picture-Umgebung einfache Graphiken erstellt werden. Diese Um-
gebung stellt insbesondere den Befehl \gbezier(uj, us)(vy, va)(wy, ws)
zur Verfiigung, hinter dem sich die Bézier-Darstellung eines quadrati-
schen Polynomes verbirgt. Um dies einzusehen, setze

u= (Ul, u2>t7 vV = (Ula U2>t7 W = (wla w2)t

und
p(x) = uBsy(x) + vBy(x) + WBa ().
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Dann ist gemafl Bemerkung 1.4.2

p(0) = u, p(1)
p'(0) =2(v—u), p'(1)

2(w —v).

Also ist v der Schnittpunkt der Tangenten an die Kurve x — p(z) in
den Punkten u = p(0) und w = p(1). Der Polygonzug mit den Ecken
u, v und w wird in diesem Zusammenhang als das Kontrollpolygon der
Kurve 2 — p(z) bezeichnet. Der Algorithmus von de Casteljau hat fiir
dieses spezielle Beispiel die Form

u
N\

v - y=(1—-z)u+tav
pY N

w - z=(1—-2)v+aw — p=(l—-2a)y+uzz

und lésst sich graphisch wie folgt interpretieren: y teilt die Strecke uv
im Verhéltnis 1—x : x, z teilt die Strecke vw im Verhéltnis 1—z : x und
p teilt die Strecke yz im Verhéltnis 1 —x : x. Abbildung [.4.1 illustriert
dieses Vorgehen am Beispiel u = (0,0)", v = (0,4)", w = (4,4)" fiir die

1 =1 -3
Werte v = 7, v = 5 und z = 3.

ABBILDUNG 1.4.1. Bézier-Kurve mit Kontrollpolygon
(gestrichelt), Hilfsstrecke des de Casteljau Algorithmus
(gepunktet) und Auswertungspunkt (e) fiir die Auswer-
tungspunkte z = 1 (links), z = 1 (Mitte) und = = 2

(rechts)

Wir betrachten nun die Bézier-Darstellung eines kubischen Splines
u zu der Unterteilung a = z¢o < 21 < ... < x, = b. Auf dem Teilinter-
vall Iy =[xy, 2x11], 0 < k < n—1, der Liange hy = x4 — x) schreiben
wir dazu

3
r—X
o) = Y buatins (177,
=0
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Dann gilt
(ulr)(zr) = bro,

(ulr,)(Trs1) = brs,

, 3
(ulr,) (z) = h—(bk,l — bro),
k

(ulr) (wri1) = = (brz — br2),

3
I
(ul1)"(21) = ,%(bm by + o),
6
2

(ulr,)" (k1) = 5 (brs — 2bg2 + br1).

Anders als im vorigen Abschnitt betrachten wir jetzt die Interpolati-
onsaufgabe:

Finde zu den Knoten zy < ... < z,, und den Daten f(zo), ..., f(z,)
und f’(z), f'(x,) einen kubischen Spline u mit

w(zg) = flzg), k=0,1,....n
und
W'(wo) = f'(wo), u(zn) = f'(2n).
Man beachte, dass wir jetzt in den Randpunkten xo = a und x, = b
Bedingungen an u' statt an u” im vorigen Abschnitt stellen.
Wir bezeichnen jetzt mit My = u'(xy), 0 < k < n, die Werte der

ersten Ableitung von u in den Knoten. Aus der Interpolationsbedin-
gung u(xy) = f(x) folgt fiir jedes k € {0,...,n — 1}

bro = f(zr), brz= f(Trt1).

Aus den Formeln fiir (u|z,)" erhalten wir dann

h h
br1 = bro + ?kMk =f(zr) + ?kMka
h h
bro = brz — EkMkJrl =f(Tpy1) — ?kMkJrl-

Damit sind die Bézier-Punkte b;;, 0 < k <n —1,0 <1 < 3, durch
die Daten f(xz), ..., f(z,) und die Werte My, ..., M, ausgedriickt.

Aus der Stetigkeit von u” in den Punkten x4, ..., z,_; erhalten wir
schliefflich fiir k =1,...,n — 1 die Bedingung
6
% (br—1,3 — 2bk—12 + br—11) = (u|r,_,)" (zx)
k—1

= (ulz,)" (k)
6

= F(bm — 2b1 + bip)-
i
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Dies liefert nach einigen Umformungen fiir 1 < k < n — 1 die Bestim-
mungsgleichungen

MMy + 2My, + pp My 41

3 hkilf(xk—o—l) - f(xk) + hkf(xk) - f(xk—l)

- Dy + hi—1 I, hg—1

Dabei ist zu beachten, dass My = f'(x¢) und M, = f'(x,) durch die
Interpolationsbedingungen festgelegt sind.

Insgesamt erhalten wir damit Algorithmus [.4.2. Die Auswertung
des Splines auf den Teilintervallen in Schritt 11 von Algorithmus 1.4.2
erfolgt dabei mit dem Algorithmus von de Casteljau, Algorithmus I.4.1.

Algorithmus 1.4.2 Kubische Spline-Interpolation in Bézier-Darstel-
lung

Gegeben: Knoten zg < ... <z, Daten f(zo), ..., f(z,) und f'(zo),
/()

Gesucht: Kubischer Spline u in Bézier-Darstellung mit u/(z)
f’Ea:o)), u(zo) = f(xo), u(z1) = f(x1), ..., u(an) = flan), v'(zn) =
J'(@n

1: fork=0,...,n—1do
2: hi Tp41 — Tk, 0 —f($k+lh)k_f($k)
3: end for
4: for k=1,....n—1do
5: Dk <— ﬁ[hk—lék + hkék_l]
. hg—1 h
6: P < hg+hg—17 Ak 4= hk"";;k—l
7: end for
8: My + f'(xg), M, + f'(x,)
9: Lose das lineare Gleichungssystem
2 0
Ao 2 2 My Dl_/\lf/(xO)
M2 D2
. .. .. M.,;fz Dn:_z
An—2 2 pp—2 Mp—1 anl—,u,nflfl(mn)
0 An_1 2

10: for k=0,...,n—1do

3
xr—XT
1 g () <—Zbk7€B37€( . k)
(=0

k

12: end for

I.5. Trigonometrische Interpolation

In diesem Paragraphen betrachten wir das Interpolationsproblem
aus Beispiel 1.1.3(4) (S. 10). Dabei beschrianken wir uns auf den Spezi-

alfall d4quidistanter Knoten z;, = 23;]?17 0<k<2n,nelN.
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Der folgende Satz zeigt, dass das Interpolationsproblem wohl ge-
stellt ist und gibt eine explizite Formel fiir die Losung.

SATz 1.5.1 (Darstellung des trigonometrischen Interpolationspoly-
nomes). Sei

a - .
p(z) = EO + ; [ay cos(kx) + by, sin(kz)]
das trigonometrische Interpolationspolynom von f € C([0,27],R) zu

den Knoten x;, = Qi’rfl, 0 <k <2n. Dann gilt

2n
2
“ ot ;f(xl)COS(kxz), 0<k<n,
2 2n
b= ot ;f(“fl)sin(kxz), 1<k<n.

BEWEIS. Bezeichne mit (-, -) das euklidische Skalarprodukt auf
dem R?>"*!. Fiir k € Z und [ € Z* definiere die Vektoren ¢, s; € R?"H!
durch

cpj = cos(kx;_1), s =sin(lz;_q).
Aus der Identitét

2n 2n .

. .2 J
§ ezkl"j — E (elzifl) — 5k70(2n + 1)
j=0 j=0

und den Additionstheoremen fiir den Sinus und Cosinus folgt fiir alle
relevanten Indizes

2n+1
(e, ) = 5 [(Crt1, c0) + (ch—i, co)] = 5 [0%,001,0 + Ok
1 2n + 1
(SIm Sl) = 5 [(Ckfla Co) - (Ck+la Co)] = B 5k,17
1

(crs s1) = 5 [(S144 c0) + (S1-15 €0)] = 0.
Definiere die Vektoren P, F' € R?>"*! durch
P =p(x;21), F, = f(xi), 1<i<2n+1.
Dann gilt P = F' und

[\

P = %CO + ;[akck =+ bksk]

Zusammen mit den obigen Orthogonalitédtsbeziehungen folgt hieraus
2n+1

2
2n+1

2

ar = (Pycy) = (Fyep) YVO<Ek<n

ka(P,Sk):(F,Sk) Vlgk:gn
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und damit die Behauptung. U

Damit ist dieses Interpolationsproblem gelost. Bleibt noch das Pro-
blem, die Formeln aus Satz [.5.1 und — bei bekannten Koeffizienten
— das Interpolationspolynom effizient auszuwerten. Dies bereitet der
folgende Satz vor.

SAaTz 1.5.2. Seien z € R\ nZ und

N—-1
1 ' . ‘
YT Sinz kzyksm((’f —j+1)z), 0<j<N-1,
=J
UnN = 0’
uny1 =0

mityy €E R, 0< k<N —1, und N € N*. Dann gilt:

(1) uj = y; +2(cos 2)ujr1 — ujio fir j=N—1,N—2,....,0,
N-1

(2) Z Yrsinkz = uy sin z,

Ead
—_

=

(3) Y coskz = yo + Uy cos 2 — Us.
0

BEWEIS. ad (1): Wegen sin0 = 0 und sin(a + ) + sin(a — 8) =
2sin «cos 3 folgt

B
Il

yj +2(cos 2)ujpn — U

N-1
1 3 . . . .
= Sz [yj sin z + Z Yr[2cos zsin(k — j)z —sin(k — j — 1)2}]
k=j+1
1 N—-1
= Galisinz+ Y yesin(k—j +1)2]
k=j+1
- Uj.

ad (2): Folgt direkt aus der Definition.
ad (3): Wegen sin0 = 0 und sin(a — ) = sina cos f — sin /3 cos a folgt
Yo + UL COS 2 — Uy
1

sin z

N-1

Z Yr|cos zsin(kz) — sin(k — 1)z]

=Y+

N-1

=yo + Z Yy cos(kz). O
k=1

Setzen wir N =2n+ 1, y; = f(z;) und z = 22n7f1, 1<k<n,so

liefert Satz 1.5.2 Algorithmus 1.5.1 zur Berechnung der Koeffizienten
des trigonometrischen Interpolationspolynoms.
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Algorithmus 1.5.1 Algorithmus von Goertzel zur Berechnung der Ko-
effizienten des trigonometrischen Interpoaltionspolynomes

Gegeben: Daten gy, = f(;;ﬁl), 0<l<2n

Gesucht: Koeffizienten a;, b, 0 <k <n,1<I[1<n
2n

2
1: —
o 2n+llz(;yl
for k=1,...,ndo

2:

3 — 2mh < cos(z), cc + 2
z , ¢+ cos(z), cc c

2n+1

4: § 4= sin 2z, Ugyy1 <= 0, Ugpio < 0

5: for j=2n,2n—-1,...,1do

6 Uj = Yj +cc- Ujt1 — Ujp2

7 end for 5

8 — (yo + cuy —
ak (yo + cuy U2>2n+1

9: b, < s-u 2

' i Yont1
10: end for

Ganz analog kann man das Polynom

p(z) = % + Z[ak cos(kx) + by, sin(kz)]

an einer gegebenen Stelle x* auswerten.

Algorithmus 1.5.2 Algorithmus von Goertzel zur Auswertung des
trigonometrischen Interpolationspolynomes

Gegeben: Koeffizienten ag, b, 0 < k < n, 1 <1 < n, Auswertungs-
punkt x

Gesucht: Wert p = 2 + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)]

k=1
D Upgo < 07 Up41 < 0

1

2: ¢ 4 cos(x), cc + 2¢, s + sin(x)
3: for j=n,n—1,...,1do

4: Uj bj‘{'CC'Uj.H — Ujy2
5: end for

6: 74— S- Uy

7. for j=n,n—-1,...,1do

8 Uj CLj"‘CC'UjJrl — Ujt2
9: end for

10: q<—%a0+c-u1—u2

11: p<—qg-—+r
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BEMERKUNG [.5.3. (1) Die Algorithmen [.5.1 und 1.5.2 sind fir
kleine Werte von z bzw. x numerisch instabil. Zur Vermeidung dieser
Instabilitéit gibt es eine einfache Modifikation von Reinsch, auf die wir
hier aber aus Zeitgriinden nicht eingehen [3, §2.3.3].

(2) Die Berechnung der Koeflizienten ay, b, mit Algorithmus 1.5.1 erfor-
dert O(n?) Operationen. Die Auswertung des trigonometrischen Inter-
polationspolynoms mit Algorithmus 1.5.2 erfordert O(n) Operationen.

Zum Abschluss dieses Paragraphen wollen wir noch kurz das Prinzip
der schnellen Fourier-Transformation (kurz FFT) erlautern [1, §8.5.3],
(2, Algorithmus 7.28], [3, §2.3.3]. Dazu betrachten wir das folgende
Interpolationsproblem:

Finde zu gegebenem f € C([0,27],R) und N = 2™
4 Nl A N-1
(I5.1) p(x) = 70 + Z Ay, cos(kz) + TN cos(Nz) + Z By sin(kx)
k=1 k=1
mit o
) .
pz;) = fla;), w;= 55, 0<j<2N -1

Wie in Beispiel 1.1.3(4) (S. 10) kann man zeigen, dass dieses Inter-

polationsproblem wohl gestellt ist. Wie in Satz 1.5.1 folgt

2N—1
1
Av =5 ;) f(x;) cos(kx;), 0<k<N,
2N—-1
1
By, =

N Z f(z;)sin(kz;), 1<k<N -1

j=0
Diese Formeln kénnen mit Algorithmus 1.5.1 in O(N?) Operationen
ausgewertet werden. Ebenso kann p bei gegebenen Koeffizienten mit
Algorithmus 1.5.2 in O(NN?) Operationen an einer Stelle z* ausgewertet
werden. Die schnelle Fourier-Transformation reduziert den Aufwand fiir
diese beiden Aufgaben auf jeweils O(Nm) = O(N log, N) Operationen.
Dazu muss allerdings z* einer der Knoten z;, 0 < j < 2N — 1, sein

Man fragt sich an dieser Stelle natiirlich zu Recht, welchen Sinn
es macht, eine Funktion in einigen Punkten zu interpolieren und an-
schlieBend das Interpolationspolynom genau in den Interpolationskno-
ten auszuwerten. Ein wichtiger Anwendungsbereich, der wesentlich auf
einer derartigen Vorgehensweise beruht, ist die Datenkompression und
Dateniibertragung. Zur prinzipiellen Beschreibung der Vorgehensweise
betrachten wir einen MP3-Spieler:
Am Anfang steht ein analoges Eingangssignal, hier Musik. Dieses ent-
spricht der Funktion f. Fiir die Ubertragung oder Speicherung wird das
Signal digitalisiert. Dies entspricht der Interpolation. Ergebnis sind die
Koeffizienten des Interpolationspolynoms. Wegen des grofien Frequenz-
bereiches des Eingangssignals ist die Zahl N der Koeffizienten grofi.
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Um Speicher- und Ubertragungskapazitiit einzusparen, werden die di-
gitalen Daten komprimiert. Dabei werden , uninteressante“ Koeffizien-
ten ausgeblendet und zu Null gesetzt. Dieser Ausblendprozess basiert
auf einem komplexen, nichtlinearen Optimierungsproblem. Er reduziert
zwar nicht den Grad N des Polynomes, aber wesentlich die Zahl der zu
speichernden oder zu iibertragenden Koeffizienten. Beim Empfinger,
hier Musikhorer, miissen die digitalen Daten wieder in ein analoges
Ausgangssignal, hier Musik, umgewandelt werden. Dies entspricht der
Auswertung des Polynomes. Da sich der Grad nicht gedndert hat, muss
das Polynom in den urspriinglichen Interpolationsknoten ausgewertet
werden.

Zur weiteren Erlauterung der Idee der schnellen Fourier-Transfor-
mation nehmen wir an, dass m > 1 ist, und setzen M = % Bezeichne
mit ¢, r die beiden trigonometrischen Polynome vom Grad M, d.h. von
der Form (I.5.1) mit N ersetzt durch M, die die Interpolationsbedin-
gungen

(=1) f(2),
(—1) f(22541)

fiir 0 <1< 2M — 1 erfiillen. Wegen

=
~—
X
()
<.
~—
|

<
—
8
]
<
N~—
I

COS(MIQj) = (—].)j, SiIl(M.TQj) = O,

cos(Mxg;+1) =0, sin(Mxyj1) = (—1),

fir 0 < 7 <2M — 1 folgt aus der eindeutigen Losbarkeit des Interpo-
lationsproblems

(I.5.2) p(z) = cos(Mx)q(z) + sin(Mz)r <x - %) .
Damit ist das Interpolationsproblem zu N auf zwei Interpolationspro-
bleme zu M = % reduziert. Diese Reduktion kann rekursiv fortgesetzt
werden.

Nehme nun an, dass die Koeffizienten von ¢ und r bekannt sind.
Wegen

plaa;) = (=1)7q(x;)
p(22j01) = (=1 r(2;)

fir 0 < j < 2M — 1 ist die Auswertung von p in 2N Punkten auf die
Auswertung von ¢ und r in jeweils 2M Punkten reduziert. Auch diese
Reduktion kann rekursiv fortgesetzt werden.

Damit diese beiden rekursiven Prozesse effizient durchgefiihrt wer-
den konnen, benotigen wir Beziehungen zwischen den Koeffizienten von
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p, ¢ und r, die mit geringem Aufwand ausgewertet werden kénnen. Da-
zu schreiben wir
M-1

= ?0 + ; a cos(kx) + TMCOS<MZL‘)

+ Z by sin(kx),
k=1

~ M-1 ~

(%)) — ang
r(z) = 5t ; ay cos(kx) + > cos(Mz)

(1.5.3) -
+ Z Besin(kz),
k=1
- 0 Ml
-0
r <x - N) =5 + ; ay cos(kx)
M-1 5
. M .
+ ; B sin(kz) + > sin(Mz).
Setze

Bo=0, By=0, by=0.
Dann folgt mit den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus durch
Koeffizientenvergleich in (1.5.3)

ozk—ozkcos< ) Bksm 0<k<M-1,

(
B = /Bkcos< ) +aksm<
(

S

bzw.

ap = ozkcos( > + [, sin

EkzﬁkCOS<%) —aksin< ), 1<k<M-1.

Ebenso folgt aus (1.5.2) durch Koeffizientenvergleich mit (I1.5.1) und
(L5.3)

)
), 1< k<M,
)

0< k<M,

=3 =5

1 1
AMil:§al:F§ﬁla 0<I< M,

1 1
BMﬂ=§Oﬂi§bz, 0<I<M-—1,

bzw.
a; = Ay +Ap—, 0TS M,

Bi = By — By, 1<1<M -1,
ap=Byy+ By, 01 M -1,
Bl:AM—l_AM-Hy 1§l§M



KAPITEL II

Numerische Integration

In diesem Kapitel behandeln wir Verfahren zur numerischen Be-
rechnung bestimmter Integrale. Nach einer allgemeinen Einfithrung be-
schrianken wir uns auf den Spezialfall eindimensionaler Integrale. Wir
betrachten drei Typen von Verfahren:

e Newton-Cotes-Verfahren,

e Gauf-Verfahren, insbesondere die Legendre-Formeln,

e Extrapolationsverfahren, insbesondere das Romberg-Verfah-
ren.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die Behandlung spezieller In-
tegrale, insbesondere von solchen mit singuléren Integranden ein.

II.1. Das allgemeine Integrationsproblem

Zunéachst geben wir eine allgemeine Definition des Integrationspro-
blemes und von Quadraturformeln.

DEFINITION I1.1.1 (Allgemeine Quadraturformel). Sei M C R?
messbar. Eine Funktion w € LY(M,R) mit w > 0 heiBt Gewichts-
funktion. Wir definieren fiir alle f € C(M,R)

IM,w(f)I/Mf(x)w(a:)d:c.

Ein Ausdruck der Form

n

Qurwn(f) =) cnf(ar)

k=0

mit ¢, € R,z € M heift Quadraturformel (fiir Ip,,).

Ist aus dem Zusammenhang die spezielle Wahl von M oder w, insbe-
sondere w = 1, klar, so lassen wir den Index M oder w bei Iy, und
Qi fort.

Die Punkte z; heiflen Knoten, die Zahlen ¢, Gewichte der Quadratur-
formel.

Die Quadraturformel heif3t offen, wenn alle Knoten im Innern von M
sind; sonst heifit sie abgeschlossen.

Die Quadraturformel hat die Ordnung K € N, wenn gilt

IM,w (P) = QM,w,n(p)
37
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fiir alle Polynome vom Grad < K. Ist n+1 < (K;d), so sprechen wir
K+d

4 ), sprechen wir von

von einer Newton-Cotes-Formel; ist 2n + 2 < (
einer Gaufischen Formel.

BEMERKUNG I1.1.2 (Stetigkeit der Integration und der Quadratur-
formel, maximale Ordnung einer Quadraturformel). (1) Es ist I,

QM,w,n € »C(C(M, R),R) und

H[M,ch(C(M,R),R) = ”wHLl(M,R)7
||QM,w,n||L(C(M’]R)7R) = Z |ck] -
k=0

(2) Ist M irgendein Intervall, w irgendeine Gewichtsfunktion und
Qv wn irgendeine Quadraturformel mit n + 1 Knoten fiir I;,,, so hat
@ wn hochstens die Ordnung 2n + 1.

BEWEIS. ad (1): Die Linearitat der Operatoren ist offensichtlich.
Gleiches gilt fiir die Beziehung ,,<“ fiir die Operatornormen. Fiir die
Beziehung ,,>* wihle f =1 bzw. f € C(M,R) mit || f[|o(y ) =1 und

f(xr) = sgn(cy).
ad (2): Seien xy, ..., ¥, die Knoten der Quadraturformel. Dann ist

2

3
S
!
—.

(x — ;)

ein Polynom vom Grad 2n + 2 mit

IM,w(p) >0 und QM,w,n(p> = 0.
Also kann die Ordnung nicht 2n + 2 sein. U

Als néchstes betrachten wir einige konkrete Beispiele.

BEISPIEL 11.1.3. (1) Qumuwo(f) = cof(xo) mit zp € M und ¢y =
Il yw hat die Ordnung K = 0. Ist insbesondere xy der Schwerpunkt
von M, so spricht man von der Mittelpunktsregel.
(2)Seiw=1und M = {x € R? : z; > 0,21 + x5 < 1}. Definiere

B N T T A N
0 — 373 y 1 — 272 s L2 — 72 sy 43 — 27

Qo) = 3f), Qi) = £ D Sl

und
2

Dann haben @)y und )y die Ordnung 1 bzw. 2.
(8) Seien w =1, M = [a, b] X [c,d] und

n m

Qu(f) =D cif(m), Quf) = dif(y;)

=0 Jj=0
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zwei Quadraturformeln der Ordnung K fiir I}, bzw. ). q. Dann ist

QU =D cidif(ziy)
i=0 j=0
eine Quadraturformel der Ordnung K fiir I,,.
(4) Qo(f) = f(%) (Mittelpunktsregel) und
1

Qi(f) = T(f) = 5L(0) + F(1)] ~(Trapezregel)

sind Quadraturformeln der Ordnung 1 fiir Ij ).

(5) Die wichtigsten Gewichtsfunktionen und zugehérigen Intervalle im
Fall d =1 sind

w(z) =1, M C R beliebig (Legendre),
w(z) = (1 - a:Q)_%, M = (—1,1) (Cebysev 1. Art),
w(z)=(1- 2?2, M = (=1,1)  (Cebysev 2. Art),
w(x)=e" M=R, (Laguerre),
wlz)=e*, M =R (Hermite).

Der folgende Satz iibertréagt fiir affine Transformationen den Trans-

formationssatz fiir Integrale auf Quadraturformeln.

SaTz 11.1.4 (Affine Transformation von Quadraturformeln). Seien
beRY BeGLRY, p(x) =b+ Bx und

QM,W,n(f) = Z Ckf<xk)
k=0

eine Quadraturformel fir Ins,. Dann ist

Qg&(M),thp_l,n(f) = Z ’det B‘ Ckf(90<wk))
k=0
eine Quadraturformel fiir I, wop—1, die die gleiche Ordnung hat wie
QM,w,n-
BEWEIS. Die Abbildung
C(M,R) 3> f = foyp™' € C(p(M),R)

ist ein Isomorphismus, der Polynome in Polynome gleichen Grades
iiberfithrt. Aus dem Transformationssatz fiir Integrale folgt

Lo(ar)wop—1 (f © ™) — Qo(an)wop=1,a(f © ™)

= |det B| []M,w(f) - QM,w,n(f)]' O

Wegen Satz I1.1.4 kann man sich bei der Konstruktion von Qua-
draturformeln auf einfache ,, Referenzgebiete” beschrinken. Fiir d > 2
sind diese hiufig der Referenzwiirfel [0,1]¢ oder der Referenzsimplex
{x € RY x; >0, 2?21 z; < 1}. Komplizierte Gebiete behandelt man,
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indem man sie in einfache Teilgebiete zerlegt, die man auf ein Referenz-
gebiet transformiert. Wir fithren diesen Ansatz im Folgenden nur fiir
= 1 aus. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei auf die
Gewichtsfunktion w = 1. Die folgenden Sétze gelten mit den offensicht-
lichen Modifikationen aber auch fiir allgemeine Gewichtsfunktionen.

DEFINITION II.1.5 (Zusammengesetzte Quadraturformel). Seien
a,bER,a<b,m€N*,h:b_7“und

n

QUf) = cf()

k=0
eine Quadraturformel fiir Jjg;);. Dann heifit
£ =0 cfla+ (j—1+z)h)
j=1 k=0
die zu ) gehorige zusammengesetzte Quadraturformel.

Der folgende Satz gibt eine allgemeine Fehlerabschétzung fiir zu-
sammengesetzte Quadraturformeln.

SaTz 11.1.6 (Fehlerabschitzung fiir zusammengesetzte Quadratur-
formeln). Seien a,b € R, a <b, m € N*, h = b%‘,

f) = chf(xk)

eine Quadraturformel der Ordnung K fiir Ijg 1,1 und Q, die zugehdrige
zusammengesetzte Quadraturformel. Dann gilt fiir alle f € C**([a, b],

R)

b
/f(x)dw—Qm(f)’
(b—a) {1+Z|Ck|} K +1)! HfKH HC[ab

BEWEIS. Fir 1 <j <msei [, =[a+ (j — 1)h,a+ jh] und
pi(t) =a+(—1+0)h, te[0,1],

die affine Transformation von [0, 1] auf /;. Dann ist

£ = Quon(fow;"):
j=1
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Hieraus folgt mit der Dreiecksungleichung

/ab f(x)dx—Qm(f)' = ZT:; {/ij—ij([OJD(fonj—l)}
= Z:? {/ij—%uo,u)(foso}l)} :

Da @) die Ordnung K hat, folgt fiir jedes j und jedes p € Pg

/ p=Qu(Poe;’)

I;

(7o)
I; I

)1

Wegen Bemerkung I1.1.2 ist

)1

und wegen Satz I1.1.4

und

IN

+ Q0 (o9 ) = Qo (f o5 -

<k =plleg,

Qe 0 (o 9; ) = Quyoan(fop; )| < h (Z \Ck\) If = plled,r) -
k=0

Fiir jedes 7 wéahlen wir nun p als das Lagrangesche Interpolationspo-
lynom zu f in K + 1 &quidistanten Knoten auf ;. Aus der Fehler-
abschétzung von Satz 1.2.3 (S. 13) folgt dann

hKJrl
||f _pHc(Ij,R) < m Hf(KH)HC(Ij,R)
hK+1 (K+1)
< m Hf HC([a,b],R) :
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Kombinieren wir diese Abschédtzungen, erhalten wir

b
[ 0 - @un)
m n hE+L
< Zh <1 + Z |C’f|> m Hf(KH)HC([a,b],R)
7j=1 k=0
n hKJrl
< (12 ) b et

k=0
Wegen mh = b — a beweist dies die Behauptung. O
BEMERKUNG II.1.7. Falls die Gewichte ¢, alle nicht-negativ sind,

kann der Faktor 1 + ", |cx| in Satz I1.1.6 wegen > ;_ ¢ =1 durch
2 ersetzt werden.

I1.2. Newton-Cotes-Formeln

In diesem Paragraphen betrachten wir Newton-Cotes-Formeln fiir
beschrénkte Intervalle und die Gewichtsfunktion w = 1. Wegen Satz
I1.1.4 (S. 39) konnen wir uns dabei auf das Intervall [0, 1] beschrinken.
Der folgende Satz charakterisiert Newton-Cotes-Formeln eindeutig in
Abhéngigkeit von den Knoten.

SATz 11.2.1 (Charakterisierung von Newton-Cotes Formeln). Die
Quadraturformel

= Z crf(zr)

ist genau dann eine Newton-Cotes-Formel fiir Ijg 1), wenn fir die Ge-
wichte gilt

ck—/)\k dx—/H;_zl r, 0<k<n.
k — 44
z;ék

BEWEIS. ,,=—“: Ist (),, eine Newton-Cotes-Formel, so folgt fiir 0 <
k<n

n

/ A(z)de = Qn( M) = Z ciAe(Tj) = .

,<=": Sel p € P,,. Dann ist gem&f Beispiel 1.1.3(1) (S. 10) und Satz
1.2.2 (S. 13)

= Zp(xi))\ x
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Damit folgt

| padde = @ue) = 3pw) § [ e - @urg =0, O

1=0

=c;

TABELLE I1.2.1. Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

n|x; G Ordnung | Name
110,1 %, % 1 Trapezregel
1 14 1 :
210,3,1 555 3 Simpsonregel
310,421 |1331 3 Keplerregel
113 7032 12 32 7 :
410,4,5,5,1 | 5,22, 62,2, L | 4 Milneregel

BEISPIEL 11.2.2 (midpoint rule, trapezoidal rule, simpson -
rule in Numerics). (1) Tabelle I1.2.1 gibt die Knoten und Gewichte
von abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln zu dquidistanten Knoten.
(2) Tabelle 11.2.2 gibt die Knoten und Gewichte von offenen Newton-
Cotes-Formeln zu dquidistanten Knoten.

(3) Die wichtigsten zusammengesetzten Newton-Cotes-Formeln mit
h = L sind:

QN =1 {f(O) +23 R + f(l)} (Trapezregel),
h m—1 .
Qnlf) =5 {f(O) +237 J(jh)

—1—42]” (%(23‘ — 1)h) + f(l)} (Simpsonregel).

BEMERKUNG II.2.3 (Verhalten von Newton-Cotes Formeln). (1)
Bei den Newton-Cotes-Formeln zu dquidistanten Knoten treten ab n =
7 negative Gewichte auf.

(2) Wegen des Satzes von Faber, Satz 1.2.4 (S. 14), gibt es zu jeder

Knotenmatrix ((x,g"))ogkgn)neN eine Funktion f € C([0,1],R), so dass
fiir die Folge (Qn)nen der zugehorigen Newton-Cotes-Formeln gilt

/0 fde— Qulf)

lim sup
n—oo

= Q.




44 II. NUMERISCHE INTEGRATION

TABELLE I1.2.2. Offene Newton-Cotes-Formeln

n|x; C; Ordnung | Name

0 % 1 1 Mittelpunktsregel
13 11

L33 202 1
115 32 3

216256 81878 3

30135 7|13 11113 4
8787878 | 487 487 487 48

Wegen Satz I1.1.6 (S. 40) ist es daher viel effizienter zusammengesetzte
Formeln relativ niedriger Ordnung zu beniitzen.

BEISPIEL I1.2.4. Tabelle 11.2.3 zeigt die Ergebnisse der zusammen-
gesetzten Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel angewandt auf das
Integral fol % r =1

TABELLE 11.2.3. Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-
regel angewandt auf das Integral fol %\/5 =1

Mittelpunkt | Trapez | Simpson

1.06066 | 0.75000 | 0.95711
1.02452 | 0.99530 | 0.98479
1.00947 | 0.96493 | 0.99462
1.00355 | 0.98720 | 0.99810
1.00131 | 0.99537 | 0.99933
1.00047 | 0.99834 | 0.99976
1.00017 | 0.99941 | 0.99992
1.00006 | 0.99979 | 0.99997

|>—A§|>—A%|»—\’a|»—loo|>—w;|>—twl>—t — >

=
[\
0]

I1.3. Gaufllsche Formeln

In diesem Paragraphen konstruieren wir Gauflsche Quadraturfor-
meln. Wegen Bemerkung 11.1.2(2) (S. 38) haben diese Formeln die ma-
ximal mogliche Ordnung. Wegen Satz I1.2.1 (S. 42) miissen wir nur
noch die Knoten bestimmen. Wie wir sehen werden, sind diese die
Nullstellen geeigneter Orthogonalpolynome. Daher miissen wir zuerst
einige Eigenschaften solcher Polynome herleiten.

Dazu bezeichnen wir mit [a, b], a,b € R, a < b, ein beliebiges Inter-
vall, w € L*([a,b],R), w > 0, eine Gewichtsfunktion und (-, -)_ das zu
w gehorige Skalarprodukt auf C([a, b], R)

b
(o, ), :/ o(z)Y(r)w(x)d.
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Satz 11.3.1 (Orthogonalpolynome). Es gibt genau eine Folge von
Polynomen (qn)nen mit den Eigenschaften:

(i) g, € P, fiir allen € N,
(ii) g, hat den Héchstkoeffizienten 1 fir alle n € N,
(iii) (gn, gm), =0 fir alle n # m.

FEs st
(a) qo(x) =1,
(b) ¢1(x) = 2 — o,
(C) Qn—i-l(x = (l‘ - O‘n)Qn(x) - ﬁn—IQn—l(‘r) fﬁ’f’ alle n € N~
mat
. (TGns d) ) o N,
(@n > Gn),,
Br-1 = (20, 1o Vn € N*.
(Qn—l ) Qn—1>w

BEWEIS. Findeutigkeit: Seien (g, )nen und (g, )nen zwei Folgen mit
den Eigenschaften (i) — (iii). Aus (i), (ii) folgt ¢o = go. Fiir n € N* folgt
aus (i), (ii) ¢ — ¢n € Pp—1 und aus (iii)

<Qn_an7 Qn,_an>w = <Q7L7 Qn_an)w_ (anu Qn_an)w =0
und somit ¢, = ¢,.
Ezistenz: Offensichtlich sind die Zahlen «,, 3,_1 und die Polynome g,
wohl definiert. Weiter erfiillen letztere offensichtlich die Bedingungen
(i), (ii). Die Orthogonalititsbeziehung (iii) ist dquivalent zu

(iv) (gn s gm),, = 0 fiir alle n € N* und alle m mit 0 < m < n.

Wir zeigen (iv) durch Induktion iiber n.

n = 1 : Folgt direkt aus der Definition von «y.

n — n + 1 : Aus der Induktionsvoraussetzung folgt fiir 0 <m <n — 2
wegen xq,, € P,

(qn+1 y Qm)w = <Qn 5 mCJm)w — Qp <Qn s qm)w - anl <Qn71 s qm)w =0.
Weiter folgt aus der Definition von «,, und f,_; und (g, ¢p—1), =0

(Qn—i—l ) Qn—l)w = (Qn7 xQn—l)w — Oy (Qn ) Qn—1>w - Bn—l (Qn—l 3 Qn—l)w

=0,
(Qn—f—l s Qn)w = (xQn ; Qn)w — Qp (Qn ) Qn)w - Bn—l (Qn—l s qn)w
=0
und damit die Behauptung. O

Satz 11.3.2 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen). Die Folge
(Gn)nen erfille die Bedingungen (i) — (iii) aus Satz I1.3.1. Dann besitzt
Gn, n € N*, genau n verschiedene, reelle Nullstellen mit Vorzeichen-
wechsel in (a,b).
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BEWEIS. Seien n € N* und a < 21 < ... < x,, < b die Nullstellen
von ¢, mit Vorzeichenwechsel in (a,b). Angenommen, es ist m < n.
Dann ist

(x —x;) € Ppy

3
=
!
—

und daher wegen (iii)
(Qn ) p>w = 0.

Andererseits besitzt g,p keinen Vorzeichenwechsel in (a,b) und ist un-
gleich Null. Damit folgt

b
(@ns D), = / gn(2)p(x)w(x)dz # 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also gilt m = n. O

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt Gaufische Quadratur-
formeln eindeutig charakterisieren.

SATZ 11.3.3 (Charakterisierung von GauBschen Formeln). Die Qua-

draturformel
n

QUf) = cuf()
k=0
ist genau dann eine Gaufsche Formel fiir Ijy ., wenn die Knoten die
Nullstellen des Polynoms q,.1 aus Satz 11.53.2 sind und die Gewichte
¢, durch

b b n
= [ A de = | | ~d
Ck /a k()w(z)de /a w(z) 1§ s x
i#k
gegeben sind.

BEWEIS. Die Formel fiir die Gewichte folgt wie in Beweis von Satz
I1.2.1 (S. 42). Bleibt nur die Formel fiir die Knoten zu zeigen.
,=—=" Fiir 0 < k < n folgt

= Q) = Layw(A) >0

und

0= (Gnr1> M)y = LjaplwMeni1) = Q@nr1 k) = ki1 (r).

Also ist gpy1(zx) = 0.
,<="“:Sei p € Py, 1. Dann gibt es Polynome ¢, r € P,, mit p = qq,11+
r. Damit folgt

][a,b},oJ(p) = (q, Qn+1)w + I[a,b],w(r) = ][a,b],W<T)
= Q(r) = Q(qgn+1 + 1) = Q(p). 0
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BEISPIEL I1.3.4 (gauss_rule in Numerics). Betrachte [a,b] = [0, 1]
und w = 1. Dann ist go(z) = 1,

1
1

aoz/ zdr = =
0 2

1

q(x) =2 — 5

Damit ergibt sich fiir n = 0 die Gauflsche Formel

und

Dies ist die Mittelpunktsregel.

Weiter ist
1 1\ 2 1
— - d _
(Q17 (h)w /0 (l’ 2) €T 127
1 2
1 1
— — d I
(qua fh)w /0 x <:c 2) T 7L
1
1 1
(zqu, QO>w = /0 T <x — 5) dx :E
und somit
1 By = 1
Ty T
und

(z) = 1 1 L, +1
@x)=z 5 x 5 12—:70 x 5
2

Offensichtlich hat ¢, die Nullstellen % + \/LT — 353 Damit ergibt sich

6
fiir n = 2 die Gaufische Formel zu

an=3(r(5) o (757))

BEISPIEL I1.3.5. Tabelle I1.3.1 zeigt die Ergebnisse der zusammen-
gesetzten Gauflschen Formeln mit 2, 3 und 4 Knoten angewandt auf

das Integral fol S/ =1

Satz I1.3.3 16st das Problem, zu gegebenem Intervall und gegebener
Gewichtsfunktion eine Gauflsche Formel zu konstruieren, vollstandig.
Fiir die praktische Rechnung ist das Ergebnis aber nicht geeignet, da
die Bestimmung der Knoten und Gewichte iiber die Nullstellen von g1
und die angegebene Formel numerisch nicht stabil und geeignet ist. Im
Folgenden zeigen wir fiir den Spezialfall [a, b] = [—1,1] und w = 1, dass
die Knoten und Gewichte der entsprechenden Gaufischen Formel leicht
aus den Eigenwerten und Eigenvektoren geeigneter Tridiagonalmatri-
zen berechnet werden kénnen. Dabei lassen wir den Index w bei (-, -)
fort.

w
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TABELLE I1.3.1. Zusammengesetzte Gauflsche Formeln
mit 2, 3 und 4 Knoten angewandt auf das Integral

fol v =1
h | 2 Knoten | 3 Knoten | 4 Knoten
1 1.01083 | 1.00377 | 1.00174
% 1.00386 | 1.00133 | 1.00062
%1 1.00137 | 1.00047 | 1.00022
% 1.00048 | 1.00017 | 1.00008
1—16 1.00017 | 1.00006 | 1.00003
3—12 1.00006 | 1.00002 | 1.00001
6—]‘4 1.00002 | 1.00001 | 1.00000
% 1.00001 | 1.00000 | 1.00000

DEFINITION 11.3.6 (Legendre Polynome). Die gem#f Satz 11.3.1
zum Intervall [—1,1] und zur Gewichtsfunktion w = 1 eindeutig be-
stimmten Orthogonalpolynome heiflen Legendre- Polynome und werden
mit L, bezeichnet.

Der folgende Satz gibt eine alternative Darstellung der Legendre-
Polynome.

SaTz 11.3.7 (Formel von Rodriguez). Firn € N ist

BEWEIS. Bezeichne die rechte Seite in obiger Gleichung mit g,.
Offensichtlich sind die Bedingungen (i) und (ii) von Satz I1.3.1 erfillt.
Da (z?—1)" die n-fachen Nullstellen +1 hat, gilt fiir alle 0 < m <n—1

. [(z* = 1)"]]p=z1 = 0.

dz™

Damit folgt fiir 0 < m < n durch n-malige partielle Integration

(Qn7Qm)
1 n! dv 9 . m! dm ) -
/1 2n)'d:c” (2" = 1) }de_muif —1)"] da
! d” : 2 n ml_ dmt 2 m

n! ml o drtm

- (-1 / (—[<2—1>"] ot e (2" = 1] e
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Also ist (¢, gm) =0 fir 0 < m <n—1 und

(> gn) = (=1)" /_l {(2%),] 2 (z — 1"z 4+ 1)"(2n)dz

1
N4 92n+1
_ (nh)* 2 | 0
[(2n)1]22n + 1
Mit Hilfe von Satz I1.3.7 konnen wir die Zahlen «, und (,_; aus
Satz I1.3.1 explizit angeben.

SATZ 11.3.8 (Rekursionsformel fiir die Legendre-Polynome). FEs ist
Lo(z) =1, Li(z)==x

und fiir n € N*

TL2

4n? — 1
BEWEIS. Aus Satz I1.3.7 folgt fiir alle x € [-1,1] und n € N
L,(—x) = (=1)"L,(z).

Also ist «a,, = 0 fiir alle n € N. Aus Satz 11.3.1 und dem Beweis von
Satz 11.3.7 folgt fiir alle n € N*

_ (xLn-1, Ly) _ (Ln, Ln)
L L) (et L)
[l 227 [(2n —2)1]22n — 1
[(2n)1]22n + 1 [(n — 1))t 2201

7’L2

C4n2—17 =

Mit Hilfe von Satz [1.3.8 zeigen wir als néchstes, dass die Legendre-

Polynome die charakteristischen Polynome geeigneter Tridiagonalma-

trizen sind. Damit ist die Bestimmung der Knoten der Gaufischen Qua-

draturformeln auf [—1, 1] zur Gewichtsfunktion w = 1 auf die Berech-
nung der Eigenwerte dieser Matrizen reduziert.

Lpi(z) =xL,(x) — L, 1(z).

SaTz 11.3.9 (Darstellung der Legendre-Polynome als charakteristi-
sche Polynome). Definiere die Matrizen A, € R™*" durch A; = 0 und
fiirn > 2

0 —m
—pr 0 —H2
—Hn—-1
—Hn—-1 0
mat
k
Mk =

4k — 1
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fiir alle k € N*. Dann gilt fiir alle n € N*
L,(x) =det(z] — A,).
BEWEIS. Definiere fiir n € N*
gn(x) = det(xl — A,).

Es reicht, zu zeigen, dass die g, die Rekursionsformel aus Satz 11.3.8
erfiillen.
Die Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile liefert

T
B T M2
Qn+1($) = -TQn('CE) — fip det . .
Mn—2 € 0
MHn—1  Hn
= 2qn(2) — Hpgn—1 ()
n2
= 2a(2) = 1 (2). 0

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir zeigen, dass die Knoten
und Gewichte der Gaufischen Quadraturformeln auf [—1,1] zur Ge-
wichtsfunktion w = 1 gegeben sind durch die Eigenwerte und die ersten
Komponenten der Eigenvektoren der Matrix A, aus Satz 11.3.9.

SaTz 11.3.10 (Bestimmung der Knoten und Gewichte). Sei

Q) =D crf(wn)

die Gaufische Quadraturformel zu I_y1y1. Dann sind die Knoten xy
die Eigenwerte der Matriz A,y aus Satz 11.3.9. Fir die Gewichte cy,
qgilt

2

A

Ck:2

)

wobei zF) ein Figenvektor von A,11 zum Figenwert x) mit Hz(k) H2 =1
15t.

BEWEIS. Wegen Satz 11.3.3 muss nur noch die Formel fiir die Ge-
wichte gezeigt werden. Definiere dazu die Vektoren z¥) € R+ 0 <
k <n, durch

va(k) = Vi—lLi—l(xk)7 1 S 1 S n -+ 1,

i
mit

Vi

i
wobei xg, ..., z, die Eigenwerte von A, ; sind. Dann folgt

(Anﬂfi(k))l = —/LlylLl(xk) = — 1T = Vo = .flfkggk)

vo=1, v;=— , 1 <9 <n,
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Aus Satz 11.3.8 folgt fiir 2 < j <n

(An12M); = —pjrvj_aLj_s(xy) — pv;Ly(k)
= —pj_1vj—aLj_o(xy) — pjviaiLi—y (vr)
+ pyvipts g Lyj—a(z)
= vj10pLj_1(Tp)

Wegen L, 1 (zx) = 0 gilt diese Bezichung auch fiir j =n + 1.
Mithin sind die Vektoren Z(*) Eigenvektoren von A, zu den Eigenwer-

ten xg, ..., ,. Da A, symmetrisch ist, sind sie paarweise orthogonal.
Definiere B € R(+)x(+1) durch
By=2"" 1<ij<n+l

Aus Satz 11.3.7 folgt fiir 0 <7 <n
n 1
chLi(xk) = / Li(x)dx = 20
k=0 -1

und daher
Bc = 2e;
mit ¢ = (co, . .., c,)". Hieraus folgt fiir 0 < k <n

2= 25" = 29, e1) = (3, Be) = |2V
und damit die Behauptung. O

BeispieL I1.3.11. Fiir n = 1 und n = 2 erhélt man so die Quadra-

turformeln
Q) - f (—?) b (?)

Q(f) = gf (—\@) + gf(o) + gf (@) .

I1.4. Extrapolation

und

Ausgangspunkt fiir das Quadraturverfahren dieses Paragraphen ist
die zusammengesetzte Trapezregel

Th(f) :g{f(0)+22f(ih)+f(1)}, h = %,mEN*.
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In Satz I1.4.5 (S. 55) werden wir zeigen, dass fiir den Fehler der zusam-
mengesetzten Trapezregel eine asymptotische Fehlerentwicklung der
Form

(I14.1) Tu(f) = / f(z)dz + Z al(f)hm + Tonya ()PP
0 I=1

gilt. Dies ist eine wesentlich schérfere Aussage als die Fehlerabschét-
zung von Satz 11.1.6 (S. 40).

Ausgehend von der Fehlerentwicklung (I1.4.1) kann man die Idee
des neuen Quadraturverfahrens wie folgt beschreiben:
Betrachte die Entwicklungen (11.4.1) fiir 75, (f) und fiir 7 % (f)

1 n
T(H) = [ et 3 (R + a2
=1

1 n
T% (f) = / f(l')dl' + E al(f)Q—ZthI + T2n+2(f)2_2n_2h2n+2.
0

=1

Dann ist offensichtlich
1 n
AT = Tlh) =3 [ F@)de Y ENI + Faeal
0 1=2

mit geeigneten Zahlen as(f), ..., @, (f) und 7o, 4o(f). Also ist

5 (4130 - 1)

eine Quadraturformel der Ordnung 4, die ebenfalls eine asymptotische
Fehlerentwicklung besitzt. Daher konnen wir die neue Quadraturfor-
mel zu h und % wieder geeignet zusammenfassen und erhalten so eine
Quadraturformel der Ordnung 6.
Diese Vorgehensweise nennt man Fxtrapolation.

Zum Nachweis der Fehlerentwicklung (II.4.1) bendtigen wir die
Bernoulli-Polynome und deren Eigenschaften.

DEFINITION I1.4.1 (Bernoulli-Polynome). Die Folge (By)ken+, Bx €
Py, der Bernoulli-Polynome ist definiert durch

(1) Bi(z) =z — 3,
(2) By 1(x) = (k +1)By(z) fiir alle k € N*,
(3) B21+1(0) = Bgl+1(1) =0 fir alle { € N*.

Die Zahlen (5, = By (0) heilen Bernoulli-Zahlen.

BEMERKUNG II.4.2. Die Bernoulli-Polynome sind durch die Bedin-
gung (1) — (3) aus Definition I1.4.1 eindeutig bestimmt.
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BEWEIS. Sei [ € N*. Aus (2) folgt
Bgl(I) =2 / Bgl_l(t)dt + Co
0
x t
Bgl+1($) =2]- <2l + 1) : / / BQZ_I(S)det + (2l + 1)CQZI + Col41-
0 0
Aus (3) folgt

1 t
Col+1 = O, Co = -2l - / / B21_1(8>d8dt. O
0 0

Satz 11.4.3 (Eigenschaften der Bernoulli-Polynome). Die Bernou-
lli-Polynome haben die folgenden Figenschaften:

(1) (=1)*Bp(1 — $) By(x) fir alle k € N,

(2) fo By(z)dz = =25 [Br41(1) — Bry1(0)] = 0 fir alle k € N,
(3) (- )mBgm 1(z) >0 fir alle 0 <z < 3, m € N*,

(4) (=1)"[Bom(x) — Bam] > 0 fiir alle 0 <z < 1, m € N¥,
(5) (—=1)™! By, > 0 fiir alle m € N*.

BEWEIS. ad (1): Definiere 1, € Py, fir £ € N* durch
ri(r) = (=1)*By(1 — ).

Wie man leicht nachrechnet, erfiillen die r, die Bedingungen (1) —
(3) aus Definition 11.4.1. Damit folgt die Behauptung aus Bemerkung
I1.4.2.

ad (2): Die erste Gleichung folgt aus Bedingung (2) von Definition
[1.4.1. Die zweite Gleichung folgt aus Bedingung (3) von Definition
I1.4.1 und der ersten Behauptung von Satz 11.4.3.

ad (3) — (5): Beweis durch Induktion iiber m:

m = 1: (3) ist offensichtlich:

(~DBir) =5~ >0 Wo<z<
(4) folgt fiir 0 < = < 1 aus
(~DIBafe) — 5] = (1) [ Byt
:2/:< DB(H)dt >0 Y0 <z g%

Fir z > % folgt die Behauptung aus (1).
(5) folgt aus (2) und (4):

0< / (—1)[Ba(z) — faldz = (~1)6

m — m + 1 : Angenommen, By, 1 besitzt einen Vorzeichenwechsel in
(0,1). Dann gibt es ein z* € (0,3) mit Boypyi(z*) = 0. Wegen (1) ist
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Bom+1(3) = 0. Hieraus und aus Bedingung (3) von Definition I1.4.1
folgt mit dem Satz von Rolle, dass es ein z** € (0, %) gibt mit
0= By (0™) = (2m + 1)2mBay (")

im Widerspruch zur Induktionsannahme. Also hat (—1)™"! By, ein-
heitliches Vorzeichen in (0, 3). Wegen Bo,41(0) = 0 ist dieses gleich
demjenigen von (—1)™*'B} . (0) also gleich dem von (—1)"%!3,,,.
Damit folgt (3) aus der Induktionsannahme.

(4) und (5) folgen wie im Falle m = 1. d

Aus Satz 11.4.3 folgt folgende Darstellung des Integrals.

SaTz 11.4.4 (Euler-Mac Laurinsche Summenformel). Zu jedem g €
C*2([0,1],R) gibt es einn € (0,1) mit

| stz = 5la(0) +Z S0 = g ()

. B2n+2 g(2n+2)<
(2n +2)!

BEWEIS. Mittels 2n-maliger partieller Integration folgt

/01 g(x)dz

n).

= 5lo) 490~ 5 [ /@B
— 5190 + o0 =5 /Bl + 5 [ @) o)
= 5100) + 9] + 3300~ ] + 5 [ B
= 51000)+-900] + 3 A0 = 0]
mit
v =~y [ 9@ B e
= | 9 Barae) = i
= g [ P Baat) = Pl
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Aus Satz [1.4.3 und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt, dass
es ein n € (0,1) gibt mit

1
/ g% (2)[Banga(2) — Ponso]da
0

1
= Q(MH) (77)/ an+2($) - 52n+2d$
0

= —ﬁ2n+29(2n+2)(77>‘ O
Aus Satz 11.4.4 folgt die angekiindigte Fehlerentwicklung (11.4.1).

SaTz 11.4.5 (Fehlerentwicklung fiir die zusammengesetzte Trapez-
regel). Sei f € C*"*2([0,1],R) und h = =, m € N*. Dann gibt es ein
n(h) € [0, 1] mit

/ f diL’—l—Z ﬁQl hQZ (21— 1)(1)_]0(2[71)(0)]

52”+2 2n+2 £(2n+2)
Ty W)
BeEWwEIS. Definiere fiir 0 < ¢ < m — 1 Funktionen g; : [0,1] - R
1 (i+1)h
durch g;(t) = hf(ih+th). Dann folgt / gi(t)dt = / f(z)dz und
0 ih

g () = W1 F® ik + th) fiir k € N*. Aus Satz 11.4.4 folgt, dass es
Zahlen ng, ..., Nm_1 € (0,1) gibt mit

3
L

Th(f) = [9:(1) + g:(0)]

N

I
M3
|
=] -
—_— N

[ atoae+ 30 S0 - o0
0 =1 :

4 Pz 2"+2) gmt? (m)}

(2n +2)!

IREEOW h”Zf@H)((iH)h) £ i)

m—1

+ (2i27—z:22)!h2n+2 Z hf(Q"H)((i + 77@')}1)
/ f diB—l—Z Bﬂ h2l (21-1) (1> _f(2l71)(0)]
m—1

ﬁ n n n .
+ —(2n2 ;22),112 2N R ((i 4 ) h).
) i=0
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Wegen

min f(z) < Z hfE (i +n;)h) < max f(x)

0<z<L1 - 0<z<1
=0

gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein n = n(h) € [0, 1] mit

m—1

ST RFC (G ) = Fn). O

=0

Das folgende Quadraturverfahren beruht auf der Fehlerentwicklung
von Satz I1.4.5 und konkretisiert die eingangs beschriebene Idee.

DEFINITION 11.4.6 (Romberg-Verfahren; romberg in Numerics).
Das Romberg-Verfahren ist definiert durch

Tox = To-+(f)
fir 0 <k < K und
(4T 1 — T
[47HT — 1]
fir0<i<K-1,0<k<K—i—1l

Tivip =

BEMERKUNG I1.4.7. (1) Das dem Romberg-Verfahren zugrunde lie-
gende Prinzip nennt man FEztrapolation. Es kann auf wesentlich all-
gemeinere als die hier betrachtete Situation angewendet werden. Es
benotigt lediglich eine Familie L,, von Funktionalen, die ein gegebenes
Funktional L approximieren und die eine asymptotische Fehlerentwick-
lung der Form

Lo(f) = L(f)+ ) cun ™™ E,(f)

mit M € N*U {oo}, k1 < ks <..., ¢, € R zulassen.
(2) Ty ist die zusammengesetzte Simpsonregel zur Schrittweite 27

Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschétzung fiir das Romberg-
Verfahren. Er beruht auf der Fehlerentwicklung von Satz 11.4.5 und
zeigt, dass die Quadraturformel 7; ; die Ordnung 27 + 2 hat.

SATZ 11.4.8 (Fehlerabschétzung fiir das Romberg-Verfahren). Sei
feCc*™+2([0,1],R). Dann gilt firk € N und 0 <i <min{k—1,n—1}

1 n )
Tix = / f(z)dz + Z A0+ Ry i(hy)
0

I=i+1
mit
D =cD(f)ER,  Ryi(hy) = O(h2+2), hy=27"
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BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber i.
1 =0 : Folgt aus Satz I1.4.5 mit

4 = Grlfe ) = £ (o))

6271,—&-2 2
Rn — _[ente g n+2 p(2n+2) h )
v L )
1 — i+ 1: Aus der Induktionsvoraussetzung und der Definition von
Ty 1 folgt
47T o — Tig
4itl _ 1

Ti+1,k =

=0
A

1
:/ f(a:)dx+c§21
0
ri

I=i+2
N ARy, i(hit1) — Rii(hi)
TS

Tl 2i4+2
47 h
fitl _ ]
i+17,21 2
i+l _ 1

. h2i+5
k

1 n )
_ / f)de + S VR 1 Ry ()
0

I=i+2
mit
=
AR, i(hit1) — Rui(hi)
Al _ 1
BEISPIEL [1.4.9. Tabelle I1.4.1 zeigt die Ergebnisse des Romberg-

Verfahrens angewandt auf das Integral fol % x=1.

: g

Rn—i—i—i—l =

TABELLE I1.4.1. Romberg-Verfahren fiir f01 SVr=1

k| Tok T Tok Ty Ta

0 | 0.750000 | 0.957107 | 0.986635 | 0.995411 | 0.998389
110.905330 | 0.984789 | 0.995274 | 0.998378 | 0.999431
210.964925 | 0.994619 | 0.998329 | 0.999426 | 0.999799
3 10.987195 | 0.998097 | 0.999409 | 0.999797 | 0.999929
410.995372 | 0.999327 | 0.999791 | 0.999928

51 0.998338 | 0.999762 | 0.999926

6 | 0.999406 | 0.999916

710.999788
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I1.5. Spezielle Integranden

In diesem Paragraphen gehen wir stichwortartig auf mogliche Mo-
difikationen der bisher betrachteten Techniken ein, wenn der Integrand
nicht geniigend glatt oder der Integrationsbereich unbeschréankt ist.

1. Ist f auf den Teilintervallen [a;, a;11], 0 <i<m—1,a=ag <

. < a,, = b hinreichend oft differenzierbar, aber global nicht glatt,

so zerlege man f fdz in die Teilintegrale f o
diese separat.

fdz und approximiere

2. Besitzt f in einer der Intervallgrenzen eine Singularitét, so hilft
h&ufig eine geeignete Substitution weiter; z.B.

b Vb
/ o8 xdx = / 2 cos t2dt.
0 VT 0

3. Eine andere Mdoglichkeit den Fall 2 zu behandeln, besteht in
einer Aufspaltung des Integrals verbunden mit einer schnell konvergie-
renden Reihenentwicklung des Integranden; z.B.

/ cosx B b cosx . Cosx
€ \/_ 0 \/_
b cosx > 1 1
— _1 k 2k+§
\/' Z( ) (2k)!(2k + %)8

)

wobei die Reihe fiir kleines € sehr schnell konvergiert.

4. Fine andere Moglichkeit im Falle 2 ist die Subtraktion einer
Funktion, die die gleiche Singularitét aufweist und die exakt integrier-

bar ist; z.B.
b
—1
/ cosxdx_ CcoS T dx+/
0 \/_

b
cosx — 1
= —dx—{—?\/g.
0 NG
——

eCct

5. Bei uneigentlichen Integralen der Form [° fdz oder [ fdx
hilft haufig die Verwendung einer Gauflschen Formel zur Gew1chtsfunk-

tion e~* oder e~*".
6. Durch geeignete Transformationen der Form z = ﬁ oder
x = —In(t) oder t = S— kénnen Integrale der Form 5 auf solche

der Form f g(t)dt zuriickgefithrt werden. Allerdings handelt man sich
dabei hiufig Slngularltaten des transformierten Integranden ein.
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7. Bei Integralen der Form 5 hilft hdufig auch das Abschneiden
des Intervalls. So ist z.B.

/ e~ dr = / e dr + R,
0 0

o (o] 1
0< R, = / e dr < / ey = Ze~

a
und 0 < R3 < 5-1075.

mit






KAPITEL IIT

Nichtlineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel betrachten wir Verfahren zur Losung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme:

e die Fixpunktiteration,
e das Newton-Verfahren,
e Quasi-Newton-Verfahren, insb. geddmpfte Newton-Verfahren.

II1.1. Fixpunktiterationen

Im Folgenden ist stets (X, ||-]|) ein Banach-Raum und M eine ab-
geschlossene, nicht leere Teilmenge von X.

Wir betrachten Fizpunktgleichungen der Form f(z) = z. Deren
Losungen wollen wir durch Fixpunktiterationen der Form

Tnt+1 = f(xn)7 zg € X gegeben

ndherungsweise berechnen. Hierzu benotigen wir den Begriff der Kon-
traktion.

DEeFINITION II1.1.1 (Fixpunkt, Kontraktion). (1) Ein Punkt z* €
M heifit Fizpunkt der Abbildung f: M — X, wenn gilt f(z*) = x*.
(2) Eine Abbildung f : M — X heifit Kontraktion (in M), wenn
f(M) C M ist und es ein k € [0,1) gibt mit

1f () = FWI < sllz =yl Vae,y e M.

k heilt dann die Kontraktionsrate von f.

BEMERKUNG II1.1.2 (Eigenschaften von Kontraktionen). (1) Eine
Kontraktion ist stetig.

(2) Ist U D M offen und konvex, f € C'(U, X) mit f(M) C M und
= sup [DF@l ey < 1.
zelU
so ist f eine Kontraktion.

BEWEIS. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2): Folgt aus

1560 = )l = | [ Dste+ ety -2ty - o)

< H$_yHSEEHDJC(ZME(X,X)' 0

61



62 III. NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Der folgende Satz ist zentral und sichert die eindeutige Losbarkeit
von Fixpunktgleichungen. Er ist konstruktiv und gibt eine Vorschrift
zur ndherungsweisen Losung der Gleichung an. Ganz wichtig sind die
Fehlerabschétzungen, die eine explizite Kontrolle {iber die erreichte Ge-
nauigkeit der Naherungslosung erlauben. Die a posteriori Abschétzung
ist genauer. Dafiir kann die rechte Seite der a priori Abschéatzung schon
nach der ersten Iteration ausgewertet werden und erlaubt damit bei
vorgegebener Genauigkeit eine Vorababschétzung iiber die maximal er-
forderliche Zahl an Iterationen.

SaTz II1.1.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei f : M — X eine
Kontraktion in M. Dann besitzt f genau einen Fizpunkt x* in M. Fir
jedes xg € M konvergiert die Folge (x,,)nen mit

Tny1 = f(z,) Vn €N (Fixpunktiteration)

gegen x*. Weiter gelten die Fehlerabschdtzungen

n

|lx* — x| < |1 — xo| (a priori Abschétzung),

— K

|z* — x| < . " - |xn — xn_1]] (a posteriori Abschétzung).
BEWEIS. Die Eindeutigkeit eines Fixpunktes folgt sofort aus der

Kontraktionseigenschaft.

Sei xy € M beliebig. Wegen f(M) C M ist die Folge (z,)nen wohl de-

finiert. Aus der Kontraktionseigenschaft und der Dreiecksungleichung

folgt fiir n € N und m € N*

|Znimi1 = Tnimll < K Tngpm = Tnpma|l <o SE™ || Tng — 20|
und
m—1 m—1
|Zntm — znl| < Z | Znsks1 — Tngrl < Z K [Znt1 — 2|

k=0 k=0
1—rm

< e~ € s -l

l{/n
< — .
=1_x |21 — o]

Also ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein x* € M.
Wegen der Stetigkeit von f ist x* ein Fixpunkt.

Die Fehlerabschétzungen folgen durch Grenziibergang m — oo in obi-
ger Abschétzung. O

BeispieL .14, Setze X = C([0,1,R), [l = llcqonp), M =
{re X :|z|]| <1} und

flx)(t) = /0 cos(z(s))ds Vz e X,te|0,1].
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Offensichtlich ist x € X ein Fixpunkt von f genau dann, wenn x das
Anfangswertproblem

%aj(t) =cos(z(t)) V0<t<1
2(0) =0
16st. Wegen
|f(2)(@)] < /Ot |cos(z(s))|ds <t <1
ist f(X) C M. Wegen
|f(@)(t) — f(y) @)

< [ leosta(e)) = costy(s))| s
= [ |} sinle() + 7lus) = a)lats) =yt ds

< sin(1) [lz -y
< 0.85 [z —yll

ist f eine Kontraktion. Also besitzt das Anfangswertproblem eine ein-
deutige Losung.

Héufig verfiigt man iiber eine Abschétzung fiir die Kontraktionsrate
und einen Kandidaten fiir den Startwert der Fixpunktiteration, weif3
aber nicht, wie man die Menge M wihlen soll und ob sie von f in sich
abgebildet wird. In dieser Situation hilft folgende lokale Variante des
Banachschen Fixpunktsatzes weiter.

SaTz I11.1.5 (Lokale Variante des Banachschen Fixpunktsatzes).
Zu f: X = X gebe es ein xg € X, ein R € R* und ein k € [0,1) mit

1f(z) = fWll < kllz—yll Vo,y € Bz, R)
und
|zo — f(zo)|| < (1 —K)R.

Dann besitzt f einen eindeutigen Fixpunkt z* in B(xo, R). Die Fizpunk-
titeration konvergiert fiir jeden Startwert in B(xo, R), und es gelten die
Fehlerabschdtzungen von Satz 111.1.5.

BEWEIS. Sei z € B(xzg, R). Dann folgt
[zo — f(2)| < l[wo = f(@o)l| + | f(z0) = f(#)]| < (1 = K)R+ KR =R.

Also ist f eine Kontraktion in B(zg, R), und die Behauptung folgt aus
Satz I11.1.3. O
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BEIispIEL II1.1.6. Eine einfache Skizze zeigt, dass die Funktion f(z)
= e~ 7 einen eindeutigen Fixpunkt hat, der zwischen 0 und 1 liegt. Wir

withlen 29 = 0.6 und R = 0.2. Dann ist B(zo, R) = [0.4,0.8] und
|f'(x)] <e ™ ~=0.6703
fiir alle z € [0.4,0.8]. Also ist © < 0.68. Andererseits ist
|zo — f(x0)] = 0.051188 < 0.06 < 0.064 = 0.32-0.2 < (1 — K)R.

Bei der praktischen Durchfithrung der Fixpunktiteration treten in
der Regel Rundungsfehler auf. Diese kann man auch so interpretieren,
dass man exakt, d.h. ohne Rundungsfehler, mit einer gestorten Funk-
tion g an Stelle von f rechnet. Der folgende Satz zeigt, welche Konse-
quenzen eine solche Storung fiir die Genauigkeit der Naherungslosung
der Fixpunktgleichung hat.

Satz II1.1.7 (Gestorte Fixpunktiteration). Sei f : M — X ei-
ne Kontraktion in M mit Kontraktionsrate k und g : M — M eine
Storung von f, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit

|f(x) —g(x)|| <e Vaxe M.

Dann gilt fir den Fizpunkt x* von f in M und jeden Fizpunkt y* von
g in M (sofern vorhanden)
€
1—k
Fiir jedes yo € M gelten fir die Folge (y,)nen mit

" =y <

Yn+1 = 9(yn) Yn €N
die Abschdtzungen

€ K"
*_ < _
o = yll < =+ 2 = ol
1+k K
* < . B )
||l’ ynH = 5(1 . /43)2 + 11—k ||yn Yn 1||

BEWEIS. Sei y* € M ein Fixpunkt von g. Dann folgt
l" =yl = [[f(=") — g(y") |l
<) = FI + 1 (7) — 9l
<kt =yl +e

und somit
el €
ot~y < 15
Sei yo € M beliebig. Wegen g(M) C M ist die Folge (y,)nen wohl
definiert. Setze fiir alle n € N

To = Yo, Tny1 = f(Tn).
Wie oben folgt fiir alle n € N

[0 = ynll < Fllzna =yl +¢
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und daher mit Induktion

_ <
T

Hieraus folgt mit den Abschétzungen aus Satz I11.1.3
127" = ynll < Ml — yall + [l27 — 2a

n n

Ly H
_51—5 1—k 1~ %o
1— kK" K"
<e + 21 — w1l + llyr — vol|
1—«x 1-— —_———
<e
< T =l
=14 11—~ Y1 — Yo
und
lo =yl <22 Ty ||
x Un _gl—n 1_ . Tp — Tp-1
1—kK"
9
11—k
K

+ 1_ Uzn = ynll + lyn = ynall + lyn-1 — Tpa |}

— k)1 —&") + k(1= K") 4+ k(1 — "]

K
+ Y = Yl
— K

K
Sei—pp Fiog o el

I11.2. Das Newton-Verfahren

Im Folgenden ist (X, ||-||) ein Banach-Raum, U eine offene, nicht
leere Teilmenge und f € C'(U, X). Gesucht ist eine Nullstelle von f,
d.h. ein z* € U mit

(I11.2.1) fz®) = 0.

Das Newton-Verfahren ist durch folgende Uberlegung motiviert:
Angenommen wir verfiigen iiber Ndaherung x fiir 2*. In der Nédhe von
o ist dann

(II1.2.2) f(z) = f(xo) + Df(zo)(z — o).

Daher ersetzen wir in Gleichung (II11.2.1) f durch die rechte Seite von
(II1.2.2) und erhalten die lineare Bestimmungsgleichung

f(zo) + Df(zo)(x — z0) =0
mit der Losung
w1 = 10 — D f (o)~ f(20),
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vorausgesetzt natiirlich, die Ableitung D f(xo) ist invertierbar. Wegen
(I11.2.2) hoffen wir, dass z; eine bessere Naherung fiir x* ist als x.

DEFINITION I11.2.1 (Newton-Verfahren; newton in Numerics). Das
Newton-Verfahren ist gegeben durch die Iterationsvorschrift o € U
und — so lange D f(z,) invertierbar ist —

Tp+1 = T — Df(xn)_1f<mn)

Algorithmus II1.2.1 realisiert das Newton-Verfahren. Man beach-
te, dass D f(z,)"'f(x,) durch Losen eines linearen Gleichungssystems
bestimmt wird.

Algorithmus III.2.1 Newton-Verfahren

Gegeben: Funktion f, Startwert z, Toleranz ¢, Maximalzahl an Ite-

rationen N
Gesucht: Niherungslosung « mit || f(z)|| <e
1: n<+0
2: while || f(z)|| > ¢ und ||Df(x)|| > € und n < N do
3: Lose das lineare Gleichungssystem D f(z)z = —f(x)
4: ré—xr+z,n<n+1
5: end while

re

ABBILDUNG III.2.1. Geometrische Interpretation des
Newton-Verfahrens

BEMERKUNG [I1.2.2 (Geometrische Interpretation und quadrati-
sche Konvergenz). (1) Ist X = R, so ist x,;1 der Schnittpunkt der
Tangente an f im Punkt x,, mit der x-Achse (vgl. Abbildung I11.2.1).
(2) Sei U konvex, f € C*(U,X), sup ||Df(z)~"||zxx) < oo und z*

zelU

eine Nullstelle von f in U. Dann folgt fiir das Newton-Verfahren
Tpi1 — 2" = a2, — Df(x,)  f(2,) — 2°
= Df(wa)" [Df(z) (@0 — 27) = f(z)]
= Df(x,)"" | Df(xn)(xn — 2%) = f(zn) + f(27)

——
=0
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Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich

= Df(x,)(z, — z*) — /0 Df(x* + t(x, —x%))(z, — x™)dt

_ /O (Df(zn) — DF" + Ham — 2°))] (n — 2)dt.

Abermalige Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung liefert

/ Df(2a) — DI + tn — 2°))] (0 — 2°)dt

// (1= ) D> f(2" + L — &) + 5(1 — £) (2 — 2°))
—a* z*]dsdt

// (1= O)D*f(a" + (t+ 5 — 5t) (0 — 7))
= 2 — | dsd

Da U konvex ist, ist * + (t +s — st)(z,, —x*) € U fiir jedes s,t € [0, 1].
Daher ist

1—75D2 (" + (t + s — st)(z, — "))

[z, — 2%z, ]dsdtH

1 1
< sup [ D210l =1 [ [ (1= ey
zelU 0 0

1 x
= 55up D2 f(@)]| go o llzn — 2117
Damit folgt insgesamt
1
[0 =27 < 5225“1170 HL XX)SUPHD2 )HL2(X) ||xn—x*||2

Das heif3t, falls das Newton-Verfahren konvergiert, ist die Konvergenz
quadratisch
* *12
[ens1 — ™| < eflen — 27"
Die quadratische Konvergenz &uflert sich in einer Verdoppelung der
exakten Dezimalstellen mit jeder Iteration, so bald ¢ ||z,, — z*|| < 1 ist.

Das folgende Beispiel illustriert die quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens. Es zeigt aber auch, dass wir nicht erwarten kénnen,
dass das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert konvergiert.
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TABELLE I11.2.1. Newton-Verfahren fiir f(z) = 2% — 2

2.0 2.0 | 0.5857864

1.5 0.25 | 0.0857864

1.416 | 0.00694 | 0.0024531
1.41421568627 | 6 -107° 21076

W = o3

BEISpPIEL I11.2.3. (1) Tabelle I11.2.1 zeigt die Ergebnisse des New-
ton-Verfahrens angewandt auf die Funktion f(r) = x?—2 mit Startwert
o = 2.

(2) Sei U = X =R und f(x) = 2! — 32? — 2. Dann lautet das Newton-
Verfahren mit xq = 1,

Man gerét in einen sogenannten Kessel.
(3) Sei U = X =R und f(z) = arctan z. Wegen

lim arctan(y) m 5
1 = — 1 —
Yy—00 y 27 451 —+ y2

gibt es ein R > 0 mit
arctan(y)(1 + y?) > 3y
fur alle y > R. Sei zp € R mit |zo| > R. Dann liefert das Newton-
Verfahren
|z1| = ‘ZL‘O — (14 mg) arctan(xg)‘

> (1 + |zo|*) arctan |zo| — ||

> 2|zl .
Mit Induktion folgt fiir n € N*

|| = 2" |zo] ,

d.h., das Newton-Verfahren divergiert. Tabelle I11.2.2 zeigt die Ergeb-
nisse des Newton-Verfahrens mit Startwert o = 2. Man vergleiche die-
se Ergebnisse mit denen aus Tabelle I11.3.2 (S. 75) fiir das geddmpfte
Newton-Verfahren.

Wir wollen zeigen, dass das Newton-Verfahren unter gewissen Vor-
aussetzungen konvergiert. Dazu benotigen wir die folgenden techni-
schen Hilfsergebnisse.

LEMMA I1.2.4. Sei A € L(X,X) mit o = ||Al|zx x) < 1. Dann
ist | — A€ GL(X) und H([—A)_lHﬁ(X’X) <

— l-a”
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TABELLE I11.2.2. Newton-Verfahren fiir f(x) = arctan(x)

T f(xn)
20| 1.107148
-3.535743 | -1.295169
13.950959 | 1.499239
-279.344066 | -1.567216
122016.998918 | 1.570788

B~ w N — oS

BEWEIS. Wegen o < 1 konvergiert die Reihe » A" in der Norm
von L(X, X) gegen ein B € L(X, X) mit || By x) < 725 Wie man

1—a”

leicht nachrechnet, ist B(I — A) = (I — A)B = 1. O

BEMERKUNG II1.2.5. Lemma III.2.4 impliziert, dass GL(X) offen
in £(X,X) und die Abbildung GL(X) 2 A+ A™! stetig ist.

LEMMA II1.2.6. Seien U C X konvexr und f € C*(U, X). Es gebe
ein v € Ry mit

1D f(z) — Df(y)HE(X,X) <7vlz—yll Va,yel
Dann gilt fir alle x,y € U
1f(x) = f(y) = Df(y) (= —y)|| < % lz = y*.

BEWEIS. Seien z,y € U beliebig. Da U konvex ist, folgt
1 (x) = f(y) = Df(y)(z — )|l

- / Df(y+t(z —y)) — Df(y))(x — y)dt
0 \—,_/

cU

1
< / IDF(y -+ — 1) — DFWl o Il — vl

1
< / vt | — g2 d
0

1 2
i _ ) ]
zvllx il

BEMERKUNG II1.2.7. Die Voraussetzungen von Lemma III.2.6 sind
erfiillt, wenn f € C*(U, X) und sup,ey; [|D* f ()| z2(x) < 00 ist.

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Konvergenzsatz fiir das
Newton-Verfahren.

Satz 111.2.8 (3-Faktoren-Satz, Satz von Newton-Kantorovic). Sei
U C X offen, f € CY(U,X) und xg € U mit Df(zy) € GL(X). Defi-
niere

o = | D (20) ™ f (o) k

) 6: HDf(CUO)_lH,C(X,X)’ R:§O{
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Weiter gelte

(1) B(Q?(),R) - U7

2) [IDf(z) = DfWllox x) < lle =yl fir alle z,y € B(xo, R),

(3) h=afy < 3.
Dann ist das Newton- Verfahren mit Startwert xo durchfiihrbar. Die da-
mit gewonnene Folge (x,,)nen ist in B(xg, R) enthalten und konvergiert
gegen eine Nullstelle z* von [ in B(xg, R). Fiir jedes n € N gilt die
Fehlerabschdtzung

2n—1

1—hn2

BEWEIS. 1. Schritt: Fiir alle x € B(xo, R) ist Df(x) € GL(X) und

HDf(l")_le:(x,X) <2p.
Bew.: Folgt aus

Df(x) = Df(xo) {I — Df(wo)"'[Df(wo) — Df(x)]}

[z — 27| < @

und

1D (o) (D (2) — D wo)l| x4y < 87 1 — o] <

sowie Lemma II1.2.4.
2. Schritt: Das Newton-Verfahren ist durchfithrbar, es ist (z,)nen C
B(zg, R) und fiir alle n € N gilt

h <

o W
N —

(I11.2.3) |Zni1 — 20| < ah®

Bew.: n =0 : Ist offensichtlich.
n — n+1: Wegen Schritt 1 ist z,,,1 wohl definiert. Aus (II1.2.3) fiir
n — 1 und Lemma II1.2.6 folgt mit der Induktionsannahme

H33n+1 - mn” = H_Df(xn>_1f($n)“

<28 || f(@n) = f(@n-1) = Df(@n-1)(@n — Tn-1)

-~

=0

< AB ||2n — xn_1||”  (Induktionsannahme)
< 75042}12(2“_171)

n_
= ah?" L

Dies ist (I11.2.3) fiir n. Aus (I11.2.3) folgt schlielich
n oo 3
[Zns1 = ol < z; 21 — 25| < Oékzghk S jo= R.
]: —

3. Schritt: Die Folge (z,,)nen konvergiert und es gilt die Fehlerabschét-
zung des Satzes.
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Bew.: Aus (I11.2.3) folgt fiir n € N, m € N*

m—1 m—1
|Tnam — o] < @ Z R = qp? ! Z Rz
j=0 j=0
m—1
< ah® ! Z(hzn)j (wegen 27 — 1 > j)
=0
R -1
ST T

Also ist (z,)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein x* €
B(xg, R). Die Fehlerabschétzung folgt durch Grenziibergang m — co.
4. Schritt: x* ist eine Nullstelle von f.

Bew.: Fiir n € N ist

||Df($n>||z(x,x) < ”Df(xO)HL(X,X) + D f (o) — Df(xn)HL(X,X)
< Df(xo)ll pxx) + VR

=K.
Hieraus folgt mit (I11.2.3)
1f @)l = =D f (@n)(@ns1 — za)|| < Kah™ ™! — 0.
Wegen der Stetigkeit von f folgt hieraus die Behauptung. O

BEMERKUNG I11.2.9 (Konvergenz bei einfachen Nullstellen, globale

Konvergenz). (1) Ist f € C*(U, X) und besitzt f eine Nullstelle z* mit
Df(z*) € GL(X), so sind die Voraussetzungen von Satz I11.2.8 fiir alle
xo € B(z*,¢) mit hinreichend kleinem & > 0 erfiillt.
(2) Unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert das Newton-Verfah-
ren global. Ist z.B. X = R, U ein perfektes Intervall und f € C?*(U,R)
strikt konvex bzw. strikt konkav mit einer Nullstelle z* in U, so konver-
giert das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert xq € U mit f(xg) > 0
bzw. f(zg) < 0.

BEWEIS. ad (1): Setze
K =D (@) oy » L= I1DF@) | gy s M = IDF @) x x) -

Wegen der Offenheit von U, der zweimaligen stetigen Differenzierbar-
keit von f und Bemerkung II1.2.5 gibt es ein €; > 0 mit B(z*, 1) C U
und

||D2f(13)H£2(X) < 2K7 ‘Dfil(x)Hl;(X’)Q < 2L7 ”Df(x)HE(X,X) <2M

fir alle x € B(z*,&1). Wir wollen nun ein € € (0,e;1) so bestimmen,
dass die Voraussetzungen von Satz I11.2.8 fiir alle zy € B(x*, ¢) erfiillt
sind. Seien dazu 0 < € < €1, 9 € B(z*,¢) und z,y € B(xo,¢) beliebig.
Aus der Dreiecksungleichung folgt

[ = 2™} < flwo — ™[ + [z = @l < 2¢.
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Also gewilhrleistet die Bedingung e < ie; die Inklusion B(zg,e) C
B(x*,e1). Weiter folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-

gralrechnung wegen f(z*) =0

1@ = 1) — )] = \ / DI e — 2o x*>dtH

< 2Me.

Also ist in Satz [11.2.8 a < 4LMe, § < 2L und R < 6L Me. Schlieflich
folgt wiederum aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

IDF() — DI W) sy = / Dy + 1z — y) (@ — y)dt

L(X,X)
< 2K [z —yl| .
Also ist in Satz II1.2.8 v < 2K und h < 16K L?Me. Daher leistet
€ = min {%61, GINE M} das Gewiinschte.

ad (2): O.E. ist f strikt konvex, sonst betrachte —f. O.E. ist xo > 2*,
sonst fiihre die Transformation x — 22* — x aus. Wir betrachten den
Fall f(zo) > 0. Wegen f(z*) = 0 ist die Steigung der Sekante durch
die Punkte (z*, f(z*)) = (2*,0) und (zo, f(zo)) positiv. Wegen des
Mittelwertsatzes und der strikten Konvexitdt von f ist die Steigung
kleiner als f’(xg). Also ist der Newtonschritt xy — 27 durchfiithrbar.
Da 7 der Schnittpunkt der Tangente in (xg, f(zo)) mit der xz-Achse
ist, folgt z* < x7 < xp. AuBerdem ist f(x1) > 0, da sonst die Steigung
der Sekante durch (z1, f(z1)) und (zo, f(xo)) grofer wére als f'(zg),
im Widerspruch zum Mittelwertsatz und der strikten Konvexitéit von
f. Also konnen wir obige Argumentation fiir xy auch auf x; anwenden.
Insgesamt folgt, dass das Newton-Verfahren durchfithrbar ist und ei-
ne monoton fallende, nach unten durch x* beschrankte Folge (x,)nen
liefert. Diese konvergiert gegen ein x™* > x*, das konstruktionsgeméfl
eine Nullstelle von f ist. Man beachte, dass ** # z* durchaus moglich
ist. U

IT1.3. Quasi-Newton-Verfahren

Bei der praktischen Durchfiihrung des Newton-Verfahrens treten
einige Schwierigkeiten auf:

e Die Berechnung der Ableitung D f(x,,) ist aufwéndig.

e Die Losung des LGS Df(z,)z, = —f(x,) ist aufwéndig.

e Das Verfahren ist nur lokal konvergent und besonders zu Be-
ginn werden zu grofle Schritte ausgefiihrt.

Wir stellen im Folgenden einige Modifikationen des Newton-Verfah-
rens vor, die versuchen, diese Schwierigkeiten zu vermeiden.
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Sei zunéchst X = R. Dann kann man D f(xz,) durch den Differen-
Len)=f@nm1) hhroximieren. Dies fithrt auf Algorithmus

Tn—Tn—1

zenquotienten
I11.3.1.

Algorithmus III.3.1 Sekanten-Verfahren

Gegeben: Startwerte x, z, Toleranz ¢, Maximalzahl an Iterationen N
Gesucht: Niherungslosung mit min{|f(z)|,|f(y)|} <e

n <0

while min{|f(z)|,[f(y)[} > & und [f(z) = f(y)] > e und n < N

f@)y — fly)x
f(x) = fy)

y<—zr, x4 z,n+<n+1
end while

x <+ argmin{|f(z)|,|f(v)|}

N =

Z <

Man kann dieses Verfahren so modifizieren, dass man eine Ein-
schlieBung der Nullstelle erhélt und im Nenner von Schritt 1 keine
Ausloschung auftritt. Dies fiihrt auf Algorithmus I11.3.2.

Algorithmus II1.3.2 Regula Falsi

Gegeben: Startwerte z, y mit f(z)f(y) <0
Gesucht: Niherungslosung mit min{|f(z)|,|f(y)|} <e
1: n+0
2: while min{|f(z)|,|f(y)|} > ¢ und |f(z) — f(y)] > eund n < N

L Sy - fly)
YT - fly)
L x falls f(z)f(z) <0,
' y falls f(y)f(2) <0

5: r—z,n+<n+1
6: end while

7. x < argmin{|f ()], |f(y)|}

BeispieL II1.3.1. Tabelle II1.3.1 gibt die Ergebnisse des Newton-
Verfahrens, des Sekanten-Verfahrens und der Regula Falsi angewandt
auf das Polynom z* — 3z% — 2 aus Beispiel I11.2.3(2) (S. 68) wieder.
Da bei diesem Beispiel die Werte y der Regula Falsi immer gleich dem
Startwert y = 2 sind, geben wir fiir die Regula Falsi nur die z-Werte
an.

Sei nun X = R?, d > 2. Algorithmus II1.3.3 ist eine Variante des
Newton-Verfahrens und reduziert den Aufwand zur Losung des linearen
Gleichungssystems mit einem der in Kapitel IV betrachteten Verfahren.
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TABELLE III.3.1. Vergleich von Newton-Verfahren, Se-
kanten-Verfahren und Regula Falsi fiir f(z) = 2*—32%—2

n | Newton-Verfahren | Sekanten-Verfahren | Regula Falsi
0 2 1 1
1 1.9 2 1.66667
2 1.8874 1.66667 1.85562
3 1.88721 1.85562 1.88326
4 1.89735 1.88672
5 1.88682 1.88715
6 1.88720 1.88720
7 1.88721 1.88721

Algorithmus IT1.3.3 Modifiziertes Newton-Verfahren

Gegeben: Startwert x, Restartwert M, Toleranz ¢, Maximalzahl fiir
[terationen N

Gesucht: Niherungslosung = mit || f(z)|| < e
1:n<+0
2: while || f(z)|| > ¢ und ||Df(x)|| > € und n < N do
3: if n=0 mod M then
4 B = Df(x)
5 end if
6: Lose das lineare Gleichungssystem Bz = — f(z).
7
8:

r—r+z,n+<—n+1
end while

Sei nun X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -) und zugehori-
ger Norm ||-||, U € X, U # 0, offen und f € C*(U, X). Dann ist jede
Nullstelle von f ein Minimum der Funktion F': U — R mit

F(z) = If(@)|* = (f(z), f(2)).

Daher kann man versuchen, die Funktion F' in jedem Newtonschritt
zu minimieren. Sei dazu « € U mit f(z) # 0, Df(x) € GL(X) und
z=—Df(z) ' f(x). Sei § € (0,1] so, dass B(z,d ||z|]) C U ist. Dann
ist die Funktion ¢ : (—4,0) — R mit

o(t)=Flx+tz) = (f(z+1t2), flx +tz))

stetig differenzierbar mit

(0) = F(z) =/ ()]
¢'(0)=2(f(z), Df(z)z) =-2|f@)].



I11.3. QUASI-NEWTON-VERFAHREN 75

Daher gibt es eine in ¢ = 0 stetige Funktion r :
r(0) = 0 und

1f(z + t2)]* = @) = 9(0) + ¢ (0) + tr(1)
= (L —2t) || f(@)[” + tr(?).
Also gibt es ein € € (0, §] mit
If(z + =) < L= If(@)* < || ()]

firalle 0 <t <e.
Dies fiihrt auf Algorithmus I11.3.4.

(—0,0) — R mit

Algorithmus IT11.3.4 Gedampftes Newton-Verfahren

Gegeben: Startwert z, Toleranz ¢, Maximalzahl fiir Iterrationen N
Gesucht: Niherungslosung « mit || f(z)|| < e

1: n+0

2: while || f(z)|| > ¢ und ||Df(x)|| > € und n < N do

3: Lose das lineare Gleichungssystem D f(z)z = —f(z).
t«1

while |[f(z -+ £2)|* > (1 = 2) | /(@)]]* do

t
t+— —.
end while

ré—r+tz,n<—n+1
end while

BEMERKUNG 1I1.3.2. (1) Die Ideen der Algorithmen II1.3.3 und
IT1.3.4 kénnen kombiniert werden.
(2) In der Néhe einer Nullstelle ist bei Algorithmus I11.3.4 stets ¢ = 1,
so dass das Verfahren quadratisch konvergiert.

BErispiEL II1.3.3. Tabelle I11.3.2 zeigt die Ergebnisse des gedampf-
ten Newton-Verfahrens fiir die Funktion f(z) = arctan(z) und den

Startwert z = 2. Man vergleiche diese Ergebnisse mit denjenigen aus
Tabelle I11.2.2 (S. 69) fiir das Newton-Verfahren ohne Dampfung.

TABELLE I11.3.2. Geddmpftes Newton-Verfahren fiir arctan(x)

n| S ()

0| 2.000000 | 1.107148
11-0.767871 | -0.654841
2| 0.273081 | 0.266581
3 1-0.013380 | -0.013379
41 0.000001 | 0.000001







KAPITEL IV

Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel betrachten wir direkte und iterative Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme. Die direkten Verfahren liefern
bis auf Rundungsfehler nach endlich vielen Schritten die exakte Losung.
Sie beruhen alle im Prinzip auf dem Gauflschen Eliminationsverfahren.
Die betrachteten iterativen Verfahren fithren das lineare Gleichungssys-
tem entweder auf ein Fixpunktproblem, auf das die Fixpunktiteration
angewandt wird, oder auf ein Minimierungsproblem, auf das ein modi-
fiziertes Gradienten-Verfahren angewandt wird, zuriick.

IV.1. Der Gauf3-Algorithmus

Im Folgenden ist A € R™*™ eine gegebene Matrix und b € R” ein ge-
gebener Vektor. Gesucht ist die Losung des linearen Gleichungssystems

(LGS)

(IV.1.1) Az =b.

Die Idee des Gauf-Algorithmus ist folgende:
Fir ¢« = 1, 2, ..., n — 1 subtrahiere man im ¢-ten Schritt fir j =
i+1, ..., n nacheinander das Aj;/A;-fache der i-ten Gleichung von der

j-ten Gleichung und eliminiere so die i-te Unbekannte aus der j-ten
Gleichung.

Falls immer A;; # 0 ist, erhdlt man so nach i-Schritten ein zu (IV.1.1)
dquivalentes Gleichungssystem

AW — )

mit einer Matrix A® der Form

aiy Ce . A1y

A(Z) _ Q4 c. Qin
0 @iyriv1 -+ Gitin

0 QAni+1 s Apn

Insbesondere ist A™ eine obere Dreiecksmatriz, d.h.

air ... Qip
A —
0 nn

7
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Das Gleichungssystem A™z = b kann dann durch Riickwdirtssubsti-
tution gelost werden:

b
T
L L N~ 4 _
T bi _ZAijxj t=n—1n-2,..., 1
Aji j=i+1

Wie das Beispiel A = (9}) zeigt, ist der GauB-Algorithmus in der
soeben beschriebenen einfachen Form nicht fiir jede reguldre Matrix
durchfithrbar. Selbst wenn er durchfiihrbar ist, kann durch kleine Dia-
gonalelemente AZ(»? ein grofler Rundungsfehler auftreten, der das Er-
gebnis total verfilscht. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, versucht
man, in jedem Schritt ein betragsmaBig moglichst grofles Element durch
Zeilen- und/oder Spaltenvertauschungen in die entsprechende Diago-
nalposition zu bringen. Dieser Prozess heifit Pivotisierung, das ent-
sprechende Element Pivotelement. Folgende Pivot-Strategien sind u.a.
moglich:
o Gesamtpivotisierung: Suche im ¢-ten Schritt das betragsméafig
grofite Element in der vollen Restmatrix (Affl),)igw,gn.
e Spaltenpivotisierung: Suche im i-ten Schritt das betragsméafig
grofite Element in der ersten Spalte der Restmatrix (A/(;i))iﬁ p<n-

Offensichtlich gilt bei exakter Arithmetik:

A ist singular.

<= Bei Gesamtpivotisierung ist fiir ein 1 < ¢ < n das entsprechen-
de Pivotelement gleich Null.

<= Bei Spaltenpivotisierung ist fiir ein 1 <4 < n das entsprechen-
de Pivotelement gleich Null.

Da die Gesamtpivotisierung aufwéndiger ist und bei endlicher Arithme-
tik auch in der Regel keine besseren Ergebnisse liefert als die Spalten-
pivotisierung, beschrankt man sich in der Praxis meistens auf letztere.
Dies fiihrt auf Algorithmus IV.1.1.

BEISPIEL IV.1.1. Betrachte das LGS Az = b mit

12 3 4
A=[45 6], b=|0
7 8 10 4

Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert

1 2 3|4 1 2 314 1 2 3| 4
45 6|0 —- O0-3 6|16 — 0 -3 -6/|-16
7 8 104 0 -6 -11-24 0 0 1|8
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Algorithmus I'V.1.1 Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung

Gegeben: Matrix A, rechte Seite b, Toleranz ¢
Gesucht: x, Losung des LGS Ax = b

1: for:=1,2,...,n—1do > Eliminationsteil
2: Finde ein j; € {i,...,n} mit |[A;;| = max | Agil.
3: Falls |A,;| < e stopp, die Matrix ist si;lg;ﬂéir.
4: Vertausche b; und b;, und die Zeilen ¢ und j; von A.
5: for j=i+1,...,ndo
6: fork=1+1,...,ndo
A Ay
7 Ajk: < Ajk — Aiij
8: end for b A
9: bj < bj — ;le
10: end for
11: end for

12: Falls |A,,| < e stopp, die Matrix ist singuldr. > Riicklosungsteil

n

13: x, < A
14: fori=n—1,n—-2,....1do
1 n
15: Tr; = A bz_ Z Aijxj
w j=i+1
16: end for
und
T3 = 8
1 32
=——{-164+6-8 = ——
32 4
=4—-2-(——)—3-8 =-.
“ =3) 3
Die eindeutige Losung des LGS ist (3, —32,8)".

Algorithmus IV.1.1 benétigt im i-ten Eliminationsschritt
(n—1i)(n—1i+1) Additionen,
(n—1)(n—i+1) Multiplikationen,

n+1—14 Divisionen
insgesamt also
1 1
g(n —1ni2n—1)+ E(n —1)n  Additionen,
1 1
6(77’ —Dn@2n—1)+ é(n — 1)n Multiplikationen,

§(n — 1)n  Divisionen,
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wovon 3(n — 1)n Additionen und Multiplikationen auf die Umformung
der rechten Seite entfallen.
Algorithmus IV.1.1 benétigt im i-ten Riicklosungsschritt zur Berech-

nung von T, ;i1
1 — 1 Additionen,
1 — 1 Multiplikationen,
1 Division
insgesamt also

1
§(n — 1)n  Additionen,

1
§(n — 1)n Multiplikationen,

n  Divisionen.

IV.2. Dreieckszerlegungen

Die Uberlegungen am Ende von Paragraph IV.1 zeigen, dass der Eli-
minationsteil des GauB-Algorithmus wesentlich aufwandiger ist als der
Riicklosungsteil und die Modifikation der rechten Seite. Muss man al-
so mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Matrix, aber verschiedenen
rechten Seiten 16sen, sollte man daher versuchen, den Riicklosungsteil
und die Umformungen der rechten Seiten vom Eliminationsteil zu tren-
nen und sich dazu die fiir die Umformungen der rechten Seite nétigen
Groflen zu merken.

Um diese Idee zu prézisieren, sei A € R™", b € R". Bezeichne mit
A® das Ergebnis nach dem i-ten GauBschritt, A© = A und mit P®
die Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der i-ten
und der j--ten Spalte entsteht. Dabei ist j; € {i,...,n} die GroBe aus
Schritt (1a) von Algorithmus IV.1.1 (S. 79). Definiere weiter:

pn-1) _ pln-1)

)

pk) :p(k'*‘l)]g(k)’ k=n-—2,...,1,
pP=PW,
1
) 0
o A
0 = A . 1<i<n-l,
0 A(:ifl)
A?il) 0 !
(n—1) _ (T(n—1)y-1
L (L"),
L® = plD(LR)=1 plhtd) k=n-2,...1,
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L=LrW . b
R= A",
Dann ergibt sich aus Algorithmus IV.1.1 (S. 79)
R = A= — [(n=1) p(n—1) 4(n-2)
— LV p — p-1) g(n-2)
— p(r=1)T (n=2) p(n—2) g(n—-3)
_ P(n—l)Z(n—Q) P(n—l)P(n—l) ﬁ(n—2)A(n—3)
=1
_ (L(n—Q))—IP(n—2)A(n—3)
— (=2 (-1 p _ p(n=2) g(n=3)
und durch Induktion
(IV.2.1) LR = PA.
Weiter gilt:

e L™ ergibt sich aus L® durch Multiplikation der Elemente
unterhalb der Diagonalen mit —1.

o L") ergibt sich aus L®™" durch Vertauschen der Elemente un-
terhalb der Diagonalen gemé&f der durch P*+1) beschriebenen
Permutation.

e [ ergibt sich durch Auffiillen des Unterdiagonalteils der Ein-
heitsmatrix mit den entsprechenden Eintrdgen der L*) 1 <
kEk<n-—1.

Wenn man diese Punkte beriicksichtigt, ergibt sich aus dem Gauf-

Algorithmus der Algorithmus IV.2.1 zur Berechnung der Matrizen L, R
und P in (IV.2.1):

BEMERKUNG IV.2.1. Nach erfolgreicher Beendigung von Algorith-
mus [V.2.1 ist
Lij:Aij 1§j<l§n,
Ry=A; 1<i<j<n,
Pij:(sj‘pi 1§Z,j§n

Falls (IV.2.1) gilt, kann das LGS Ax = b wie folgt gelost werden:
(1) berechne z = Pb,
(2) l6se Ly = z,
(3) lose Rx = y.
Dies realisiert Algorithmus I'V.2.2, wobei vorausgesetzt wird, dass L, R,
P mit Algorithmus IV.2.1 berechnet wurden und wie dort beschrieben
gespeichert sind.

BEMERKUNG [V.2.2. Bei der praktischen Durchfithrung von Al-
gorithmus IV.2.2 kann man den Vektor z auf dem Speicherplatz des
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Algorithmus IV.2.1 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Gegeben: Matrix A, Permutationsvektor p mit p; = ¢ fiir 1 <i < n,
Toleranz e
Gesucht: L, R, P, Zerlegung gemaf (IV.2.1) (A wird mit R und dem
Teil von L unterhalb der Diagonalen {iberschrieben.)
1: forz’=1,2,...,n—1 do

2: Finde j; € {7,...,n} mit |A;,;| = max | Agil -

3: Falls |A;,;| < e stopp, die Matrix ist singulér.

4: Vertausche p; und p;, und die Zeilen ¢ und j; von A.
5: for j=7+1,...,ndo

6: Aji < A]z/Azz

7 fork=:7+1,...,ndo

8: Ajk: — Ajk — AzkA]z

9: end for

10: end for

11: end for

12: Falls |A,,| < e stopp, die Matrix ist singulér.

Algorithmus IV.2.2 Losen bei bekannter LR-Zerlegung

Gegeben: Matrix A enthédlt L und R, Permutationsvektor p, rechte
Seite b
Gesucht: =z, Losung von Ax = b mit PA=LR

1: for:=1,...,ndo

2: Zi & bpi

3: end for

4: Yy < 21

5: fori=2,...,ndo
i—1

6: Yi < 2 — ZAijyj
j=1

7. end for

8w In

9: fori—n—ln 2, ...,1d0

Z wa]]

Jj=i+1

10: €T; =

11: end for

Vektors x und den Vektor y auf dem Speicherplatz des Vektors b spei-
chern.

BeispieL 1V.2.3. Fiir die Matrix aus Beispiel IV.1.1 (S. 78) liefert
Algorithmus IV.2.1 die LR-Zerlegung:

p=(1,2,3)
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und
1 2 3 1 2 3 1 2 3
45 6 —» 4 -3 -6 — 4 -3 —6
7 8 10 7T —6 —11 7T 2 1
Wir erhalten A = LR mit
1 00 1 2 3
L=1|4 1 0], R=[0 =3 =6
7T 2 1 0 O 1
Fiir die rechte Seite b = (4,0, 4)" ergibt sich z = b und
4
4 3
_ _ 32
Y= —816 , T=|-—%
8

Ist A symmetrisch positiv definit, kurz s.p.d., d.h. A = A’ und
2t Az > 0 fiir alle z € R™\ {0}, kann man auf die Pivotisierung verzich-
ten und die Berechnung der LR-Zerlegung vereinfachen. Dies beruht
auf folgendem Ergebnis.

SATz IV.2.4 (Cholesky-Zerlegung). Sei A € R™" s.p.d. Dann gibt
es genau eine untere Dreiecksmatriz L mit Diagonalelementen 1 und
genau eine Diagonalmatriz D mit positiven Diagonalelementen, so dass
gilt A= LDL!.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die

Dimension n.
n=1: Da 1 x 1 Matrizen reelle Zahlen sind, ist in diesem Fall die

Behauptung offensichtlich richtig.
n—n-+1: Zerlege A, L, D gemif

A= (A a), AER™ qeR", o €R,

a (6%
L= <I; 0), L e R™™ ¢ c R",
et 1

— ﬁ 0 N nxn *
D_<O 5), D eR"™, 0 e R}.

Dabei ist L eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen 1 und
D eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen.
Dann folgt

o .

rprt— (LRL LDe
e!DL! e'De+ 6

Gemaéf Induktionsvoraussetzung sind L und D durch

LDI'=A
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eindeutig festgelegt. e ist dann die eindeutige Losung von
LDe = a.
0 ergibt sich schliellich zu

d=a—e'De.

Wir miissen noch § > 0 zeigen. Definiere dazu

v = (‘;‘;1“> e R\ {0).

Dann folgt aus der positiven Definitheit von A

- A a\ (-4
0<2'Az = (—d'A 1,1)(t >( ) )

a «
—a—dAla
—a—d L "D 'L
=a—a' L' TD'DD 'L 'a
=a—¢'De
=0. O
Sei nun 1 <4 < j < n. Dann folgt aus A = LDL' durch Vergleich

der Elemente

Ay =) LaDuLj; = LixDixLix

kd=1 k=1
i1

= Z Lix Dy L. + Dii Lji
k=1

und somit wegen A;; = Aj;
i1
2
Dy = Ay — E L D,
k=1
i—1

1
Aji — Z sz-Dkijk] , fir j > 1.
k=1

Dii

Dies fithrt auf Algorithmus IV.2.3 zur Berechnung von L und D. Dabei
wird von der s.p.d. Matrix A nur der Teil unterhalb der Diagonalen ge-
speichert und durch D und den Unterdiagonalteil von L {iberschrieben.

Algorithmus IV.2.4 16st das LGS Ax = b bei bekannter Cholesky-
Zerlegung A = LDL!.

BEMERKUNG IV.2.5. (1) Wie bei Algorithmus IV.2.2 kann z auf
dem Speicherplatz fiir x und y auf demjenigen fiir b abgespeichert wer-

den.
(2) Algorithmus 1V.2.3 und 1V.2.4 sind besonders einfach fiir s.p.d.

sz‘ =
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Algorithmus I'V.2.3 Cholesky-Zerlegung

Gegeben: Matrix A (s.p.d., nur Teil unter der Diagonalen, Diagonale
einschliellich)
Gesucht: L, D, Zerlegung A = LDL' mit L; = 1 (A wird durch D
und den Teil von L unterhalb der Diagonalen iiberschrieben.)
1: for j=2,... ,ndo

2: A — it
T A
3: end for
4: fori=2,...,ndo
i1
k=1
6: if ¢ < n then
7: for j=i+1,...,ndo
i1
1
8: Aji $— A_ [A]z — Z AzkAkkA]k
(43 kzl
o end for
10: end if
11: end for

Algorithmus IV.2.4 Losung eines LGS bei bekannter Cholesky-
Zerlegung
Gegeben: Matrix A (nur unterer Teil, enthélt D und L), rechte Seite

b
Gesucht: z, Losung von Ax = b mit A = LDL!

1: 21 < b1

2: fori=2,...,ndo
i—1

3: zi + b, — Z Ainzi
k=1

4: end for

5. for i = 1,'.2..,71 do

(A

6: Y; AM

7: end for

8 Tn < Yn

9:

fortr=n—-1,n—-2,...,1do

10: T; < Y; — Z Apix
k=i+1
11: end for

Tridiagonalmatrizen, d.h. Matrizen mit A4;; = 0 falls |i —j| > 1. In
diesem Fall treten in den Schritten 2 bzw. 1 und 3 nur die Terme mit
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k =1—1oder k =i+ 1 in Erscheinung. Daher ist in diesem Fall der
Aufwand der Algorithmen O(n).

BEISPIEL IV.2.6. Wir betrachten die Matrix

5 -2 2
A=|-2 6 -1
2 -1 4
Fiir i = 1 liefert Algorithmus IV.2.3
2 2
dyy =5, ly=—=, [l3=—.
11 y o Ao 5 BT g

Fiir «+ = 2 erhalten wir analog

2\ ? 26 5 2\ 2 1
dyp=6— [ —-2) 5="2 fgy=—|-1—-(=2)52| = ——.
22 ( 5) 5 32 26[ ( 5> 5} 26

Fiir ¢ = 3 ergibt sich schlieflich

2\° 1\%26 83
dys=4— () 5-(-—=) ===
5 (5> ( 26) 5 26

Also ist
1 0 0 5 0 0
L=|-%2 1 0], D=0 % 0
2 L1 0 0 %
5 26 26

IV.3. Orthogonalisierungsverfahren

In diesem Paragraphen betrachten wir Verfahren, die eine gegebene
Matrix A in der Form A = Q'R zerlegen mit einer oberen Dreiecksma-
trix R und einer orthogonalen Matrix @, d.h. Q'Q = QQ! = I. Das
LGS Ax = b kann dann in den zwei Schritten

(1) berechne z = Qb

(2) lose Rx = z
einfach gelost werden. Im Vergleich zu den Dreieckszerlegungen aus Pa-
ragraph IV.2 haben diese Verfahren den Nachteil, etwa den doppelten
bis dreifachen Aufwand zu bendttigen. Dafiir haben sie jedoch folgende
Vorteile:

e Sie benotigen keine Pivotstrategien.
e Sie haben keine Schwierigkeiten mit singuléren bzw. ,fast sin-
guldren® Matrizen.
e Sie sind auch fiir iiberbestimmte Gleichungssysteme anwend-
bar (siehe §IV.5).
Im Folgenden bezeichnet (-, -) stets das euklidische Skalarprodukt
auf R” und ||-|| die euklidische Norm.

DEFINITION IV.3.1 (Householder-Transformation). Sei v € R™ mit
|lu|]| = 1. Dann heiBt H(u) = I — 2uu’ die zu u gehorige Householder-
Transformation oder Householder-Matrix.
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Householder-Matrizen haben folgende offensichtlichen Eigenschaf-
ten.

BEMERKUNG 1V.3.2 (Eigenschaften von Householder-Transforma-
tionen). Sei u € R™ mit |lul| = 1. Dann gilt:
(1) H(u) = H(u), H(u)H(u) = I.
(2) Die Householder-Transformation zu u beschreibt geometrisch

eine Spiegelung an der Hyperebene durch Null senkrecht zu w.
(3) Hu)v =v —2(u, v)u fiir alle v € R"™.

Der folgende Satz zeigt, dass jeder vom Nullvektor verschiedene
Vektor durch eine geeignete Householder-Transformation auf ein Viel-
faches des ersten Einheitsvektors abgebildet werden kann. Da House-
holder-Matrizen orthogonal und Householder-Transformationen damit
langenerhaltend sind, ist der Faktor natiirlich die Norm des Vektors.

SATz IV.3.3 (Existenz von Householder-Transformationen). Seiv €
R™\ {0}. Dann gibt es ein 0 € {—1,1} und ein v € R™ mit ||ul| =1
und H(u)v = o ||v|| e;. Es ist

1
o= —sgn(v)), u= E(U'—<7HUH€1)

mit

e = /2ol llo] + for]].
BEWEIS. Aus H(u)v = o ||v|| e; und |Ju|| = 1 folgt mit ¢ = 2 (u, v)
ollv|ler =v —cu
und damit
¢ =|lv— o |[v]l eall® = 2 Joll* = 20 [[v]] vy,
1

UZE[U—0||U||€1]-

Hieraus folgt die Behauptung. Die Wahl von o gewéhrleistet dabei,
dass bei der Berechnung von ¢ keine Ausloschung auftritt. U

Satz IV.3.3 fithrt auf folgende Idee zur Berechnung von (), R mit
A= Q'R:
e Setze A0 = A,
e Im i-ten Schritt, 1 < i < n — 1, sei v € R™'~% die erste
Spalte der Restmatrix (Aff;l))igu,ygn.
e Bestimme u® € R"! gem#B Satz IV.3.3 mit v = v®.
e Setze

Q(n:(é H(g@))’ A Z Q) A1)
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Dann erhélt man nach n — 1 Schritten eine obere Dreiecksmatrix R. Es
ist Q=Q" V.. ...QW.

Beachtet man, dass fiir A®¥) nur das Produkt H (u”) A=Y berechnet
werden muss, dass H(u®) durch u eindeutig bestimmt ist und dass
1 auf den Speicherplitzen fiir A, t < p < n, abgespeichert werden
kann, erhdlt man Algorithmus 1V.3.1.

Algorithmus IV.3.1 QR-Zerlegung

Gegeben: Matrix A, Toleranz e
Gesucht: A, r, QR-Zerlegung von A, die untere Hélfte von A enthélt
die Vektoren der Householder-Matrizen, r enthélt die Elemente R;;
1: for:=1,...,n—1do

2: o —sgn(Ay), a + {ZA;} , €+ {2a(a + |Au|)}%

j=i

3: Falls a < € stopp, die Matrix ist singulér.
4: r; < oa, AM(——(AZ‘Z‘—O'CL)
c
5: for j=i+1,...,ndo
A
6: Ajz‘ «— X
c
7 end for
8: for j=7+1,...,ndo
9: S < Z Ak'LAkj
k=i
10: for k=1,...,ndo
11: Apj  Apj — 25 Ay
12: end for
13: end for
14: end for

Algorithmus 1V.3.2 16st das LGS Ax = b bei bekannter QR-Zerle-
gung. Dabei wird die spezielle Gestalt Q = Q™1 ... .-QW ausgeniitzt.

BEMERKUNG 1V.3.4. (1) Algorithmus IV.3.1 benétigt etwa doppelt
so viele arithmetische Operationen wie Algorithmus IV.2.1 (S. 82), Al-
gorithmus IV.3.2 etwa dreimal so viele wie Algorithmus IV.2.2 (S. 82).
(2) Bei der Zerlegung A = Q'R kann man die orthogonale Matrix @
statt als Produkt von Spiegelungen auch als Produkt von Rotationen,
so genannten Givens-Rotationen, darstellen [1, §3.9.1], [3, §4.9].

IV.4. Fehleranalyse

Wir suchen die Losung = eines LGS Az = b und haben mit ir-
gendeinem Verfahren, z.B. aus den Paragraphen IV.2 oder IV.3, eine
Néaherung 7 fiir x berechnet. Wir fragen uns, wie grofl ist der Fehler
x—27? Da wir nur A, b, T kennen, ist uns einzig das Residuum r = AT—b
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Algorithmus IV.3.2 Losen bei bekannter QR-Zerlegung

Gegeben: Matrix A, Vektor r (QR-Zerlegung gemifl Algorithmus
IV.3.1), rechte Seite b
Gesucht: x, Losung von Ax = b
1: for:=1,2,...,n—1do

2: S < Z Apiby
i

3: for k=1,...,ndo

4: b < by — 2sAy;

5: end for

6: end for

7 .:En<—Am

& fori=n—-1,n—2,...,1do

1 n
9: i — bl — Az

k=it1
10: end for

zugingig. Wir wollen daher den Fehler x — Z durch das Residuum r
abschitzen. Dazu benotigen wir den Begriff der Kondition.

Im Folgenden bezeichnen (X, ||-||y) und (Y, ||-|ly) zwel normierte
Vektorrdume.

DEFINITION IV.4.1 (Kondition). Sei A : X — Y eine lineare Ab-
bildung. Dann heif3t
sup [ Azlly

zeX,||z| x=1

inf [ Aa]l,

zeX,||z]| xy=1

k(A) =

die Kondition von A bzgl. ||-|| und ||-||y-
Die Kondition hat folgende Eigenschaften.

BEMERKUNG IV.4.2 (Eigenschaften der Kondition). (1) Die Kon-
dition von A hingt von den verwendeten Normen ab.
(2) Es ist k(A) = oo, falls A ¢ Isom(X,Y) ist.
(3) Es ist £(A) = Al zx.v) ||A*1||£(Y7X), falls A € Isom(X,Y) ist.

tA)% :
(4) Es ist k(A) = % falls A € GL(R™) und ||| = |||l ist.
min t 2

Dabei bezeichnet Apax(B) bzw. Apin(B) den maximalen bzw. minima-
len Eigenwert der s.p.d. Matrix B.

(5) Bs ist £(A) = 3224, falls A € R™" s.p.d. und ||| x = ||l ist.

BEWEIS. ad (1): Ist offensichtlich,
ad (2): Ist A nicht stetig, so ist der Z#hler in Definition IV.4.1 gleich co.
Ist dim(ker A) > 0 oder A~! unstetig, so ist der Nenner in Definition
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IV.4.1 gleich 0.

ad (8): Folgt aus der Definition der Operatornormen.

ad (4): Folgt aus (3).

ad (5): Folgt aus Amax /min(A"A) = Amax /min(A)?, falls A s.p.d.ist. O
Der folgende Satz zeigt, dass das Residuum ein Maf fiir den Feh-

ler ist. Die Giite dieses Mafles héngt von der Kondition der Matrix

A ab. Die Kondition misst somit die Empfindlichkeit des LGS gegen
Storungen.

SATz IV.4.3 (Fehlerabschiatzung fiir die Losung eines LGS). Seien
A € Isom(X,Y), b € Y, T € X eine Niherung fir v = A~'b und
r = AT — b das Residuum von Z. Dann gilt

-1 ~ _
||A||L:(X,Y) Irlly < lle =7 x < ”A

und, falls b # 0 ust,

1HL(Y,X) 7 [ly

allrlly _ llz =2l 7y
(A~ < < K(A) .
1611y ]| 161l

BeEweis. Die Behauptung folgt aus Bemerkung IV.4.2 (3) und den
Abschétzungen

lz =l = |47 || < [[A7H] vy il
Irlly = 1A@ = D)ix < [All o 1z = 2llx s
1blly = 1 Azlly < 1Al vy il
lzll = [[A7"] <[4~

1H£(Y,X) HbHY O

BEISPIEL 1V .4.4. Fiir das LGS aus Beispiel 2 (S. 7) mit der exakten
Losung = (1,—1)" und der Néherungslosung = = (0.278,0)" erhalten
wir 7 = (1.6-107%,1.86 - 107*)* und fiir die euklidischen Normen ||z|| =
V2, ||b]] = 0.3340733, ||r|| = 2.45348 - 107, ||z — Z|| = 1.2334034 sowie

Iz =21 _ o s7o1470, Il _ 7 5415 104,
||l 0]
Es ist
4ia _ (1441969 1.040807
= \1.040807 0.75125
und

Amin(ATA) = 51071 Aa(ATA) = 2.1932189.

Damit ergibt sich bzgl. der euklidischen Norm die Kondition x(A) =
66230.187.

BEMERKUNG IV.4.5. Die Abschétzungen von Satz 1V.4.3 sind in
dem Sinne scharf, dass fiir jede Wahl von (X, [|-|| ), (Y,]]ly-) und A
Elemente z, b = Az und T existieren, so dass eine der betreffenden
Ungleichungen zu einer Gleichung wird.
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IV.5. Lineare Ausgleichsprobleme

Seien 1 <m < n, b e R” und A € R"™™. Dann hat das LGS Az =
b i.a. keine Losung. Stattdessen kann man versuchen, das Residuum
Ax — b in einer geeigneten Norm zu minimieren. Besonders einfach ist
dies fiir die euklidische Norm auf dem R™. Wir betrachten daher im
Folgenden das so genannte lineare Ausgleichsproblem

(IV.5.1)  F(z)=|Az —b|)* = (Az — b, Az —b) — min in R™.

BEISpPIEL IV.5.1 (Maximum-Likelihood-Schétzer). In der Statistik
tritt oft das Problem auf, unbekannte Parameter 94, ..., 1,, zu schét-
zen. Dazu werden n > m Experimente mit den Ergebnissen

vi=@i(V1,...,0n)+2z, 1<i<n

durchgefiihrt. Dabei sind die ¢; bekannte bzw. vermutete Funktionen
der zu schatzenden Parameter und die z; Messfehler. Oft trifft man die
Modellannahme, dass diese Messfehler unabhéngig und identisch nor-
malverteilt sind mit Mittelwert 0. Dann ist der Maximum-Likelihood-

~

Schitzer (1/9\1, ..., Up) der Wert, der die Funktion

(D1, ) = > (W= iV, 0m)
=1

minimiert. Falls die Funktionen ¢, .. ., ¢, linear sind, ist dies das linea-
re Ausgleichsproblem (IV.5.1) mit b = (y1,...,yn), @ = (91,..., )"
und (Ax)l = Soi<1917 ce 779m)

SaTz IV.5.2 (Eigenschaften des linearen Ausgleichsproblems). (1)
Problem (IV.5.1) besitzt mindestens eine Lisung.
(2) Fir je zwei Losungen x,y € R™ von (IV.5.1) gilt © —y € ker(A).
(3) x € R™ lost (IV.5.1) genau dann, wenn z die so genannten Nor-
malengleichungen

(IV.5.2) Al Az = A'b

lost.
(4) Falls Rang(A) = m ist, besitzt (IV.5.1) und damit (IV.5.2) eine
eindeutige Losung.

BEWEIS. ad (1): Sei R(A) = {y € R* : 3z € R™ : y = Az} das
Bild von A. Dann ist R® = R(A) @ R(A)* und b besitzt eine eindeutige
Zerlegung b = u + v mit u = Azy € R(A), o € R™ und v € R(A)*.
Fiir jedes x € R™ folgt dann wegen Az — Azy € R(A) aus dem Satz
von Pythagoras

1Az = b|)* = | Az — Azo — of|* = [|Az — Ao ||” + [|v]|* > [Jv]”

mit Gleichheit genau dann, wenn x € z + ker(A) ist. Insbesondere ist
xo eine Losung von (IV.5.1).
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ad (2): Folgt aus dem Beweis von (1).
ad (3): Offensichtlich ist

DF(z) =22'A'"A - 20'A, D*F(z) = 2A'A.

Da A'A positiv semi-definit ist, folgt hieraus die Behauptung.
ad (4): Falls Rang(A) = m ist, ist A’A s.p.d. und damit (IV.5.2) ein-
deutig l6sbar. U

Wir betrachten zunéchst den Fall Rang(A) = m. Dann kann man

Problem (IV.5.1) lésen, indem man eines der Verfahren der Paragra-
phen IV.1 — IV.3 auf die Normalengleichungen (IV.5.2) anwendet. Dies
ist nicht empfehlenswert, da r(A'A) ~ k(A)? ist. Viel effizienter ist
folgende Vorgehensweise:
Wendet man Algorithmus IV.3.1 (S. 88) auf die Matrix A an, wobei
man die Spaltenindizes bis m statt n laufen ldsst und im Falle, dass in
Schritt 3 a < € ist, direkt zu ¢ 4+ 1 iibergeht, so erhélt man n x n or-
thogonale Matrizen HM, ..., H™ und eine invertierbare m x m obere
Dreiecksmatrix R mit

Hmgm=1 Mg = (g) .

Setze @ = H™ ... . HM. Dann gilt fiir alle z € R™
F(z) = | Az = bl* = |Q(Az = b)[|* = || Rz — ul* + [jo]|*,

wobei Qb = (3) ist mit u € R™, v € R* ™. Offensichtlich ist F(z)
genau dann minimal, wenn Rx = w ist.

Wir betrachten nun den Fall Rang(A) = k& < m. Dann konnen
wir wie oben die Matrizen H®V, ..., H™ @Q und R bestimmen. Aber
jetzt ist die Matrix R nicht mehr invertierbar, sondern hat den Rang
k und die Struktur R = (§7) mit einer invertierbaren k x k oberen
Dreiecksmatrix S und einer k x (m — k) Matrix T'. Setze nun Qb = ()
mit v € R*, v € R"* und zerlege € R™ in der Form z = (%, ) mit
2 € R* 2’ € R™ . Dann ist

F(z) = | Az = b]* = |Q(Az — b)||* = |52 + Tz" — u||” + [|o]|”

und F(z) ist genau dann minimal, wenn Sa’ + Tx” = w ist. Dieses
LGS hat einen (m — k)-dimensionalen affinen Losungsraum L, in dem
es genau ein Element x mit minimaler Norm |[|z|| gibt.

Um also eine eindeutige Losung zu erhalten, modifizieren wir Problem

(IV.5.1) wie folgt:

Finde ein Minimum von || Az — b|*
(IV.5.3)

mit minimaler Norm ||z||*.

Offensichtlich sind im Fall Rang(A) = m die Probleme (IV.5.1) und
(IV.5.3) dquivalent.
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Zur Losung von Problem (IV.5.3) gehen wir wie folgt vor:
Bezeichne mit eV, ..., ™% die Einheitsvektoren des R™* und setze

—1
x(o) = (SO u) 9
_ g1 _§-1Te(m—k)
(1) o S TG (mfk) - e
x = ( 6(1) ) sy L = ( e(mik) ) .

Dann ist L = 2(© + span{z®, ... 2™ "} und (IV.5.3) dquivalent zu
2

— min in R™*,

(IV.5.4) G(s) =

m—k
10+ 3 52
=1

Offensichtlich hat Problem (IV.5.4) die gleiche Struktur wie (IV.5.1)
mit b und A ersetzt durch —z(® und (z®, ... 2(m"), Insbesondere
hat die Matrix (z(), ..., 2(™~*)) den maximalen Rang m — k, so dass
wir (IV.5.4) wie oben beschrieben 16sen konnen. Wegen der speziel-
len Struktur von (IV.5.4) ist es jetzt aber giinstiger, die zugehorigen
Normalengleichungen aufzustellen und mit dem Cholesky-Verfahren zu
16sen.
Diese Uberlegungen fithren auf Algorithmus IV.5.1.

BEMERKUNG IV.5.3 (Pseudo-Inverse, Moore-Penrose-Inverse). Die
Abbildung, die jedem Vektor b € R™ die Losung = € R™ von (IV.5.3)
zuordnet, ist linear und kann durch eine Matrix AT € R™*" beschrie-
ben werden, d.h. z = A'h. Die Matrix A" heiit Pseudo-Inverse oder
Moore-Penrose-Inverse von A [2, §3.3]. Fiir eine invertierbare quadra-
tische Matrix A ist AT = A~ Fiir eine Rechtecksmatrix A € R"*™
mit m < n und Rang(A) = m ist AT = (A'A)~'A’. Die Spalten von
AT konnen berechnet werden, indem man Algorithmus IV.5.1 sukzes-
sive auf die Einheitsvektoren des R" als rechter Seite b anwendet. Man
beachte, dass dabei die orthogonalen Matrizen H®, ..., H(™ und ggf.
=M, ., 2™k nur einmal berechnet werden miissen. Man kann zeigen
(2, Satz 3.16], dass A* durch die so genannten Moore-Penrose-Azxiome

(ATA) = ATA, (AAT) = AAT,
ATAATY =AY, AATA=A

eindeutig definiert ist. Die Pseudoinverse A™ ist eng verkniipft mit der
Singularwertzerlegung von A, siehe Satz V.5.2 (S. 130).

IV.6. Stationire Iterationsverfahren

Bei der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen tre-
ten grofle diinn besetzte Gleichungssysteme auf, d.h. Systeme mit sehr
groflen Matrizen, die nur sehr wenige von Null verschiedene Elemen-
te haben. Fiir diese Systeme sind die bisher betrachteten direkten
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Algorithmus IV.5.1 Losen eines linearen Ausgleichsproblems mittels
QR-Zerlegung

Gegeben: Matrix A € R™™, Vektor b€ R" mit 1 <m <n
Gesucht: ein Minimum z von ||Az — b||> mit minimaler Norm | z|*
1: Bestimme mittels einer entsprechend modifizierten Form von Al-
gorithmus IV.3.1 (S. 88) m orthogonale Matrizen HY, ... H™ ¢
R™" g0 dass H™ . ... HDA = (B) ist mit einer oberen Drei-
ecksmatrix R € R™*™,
2: k + Rang(R)
3: Berechne mit einer entsprechend modifizierten Form von Algorith-
mus IV.3.1 z = H™ ... HWp und setze u = (21,. .., z)".
4: Falls £ < m ist, gehe zu Schritt 5 andernfalls 16se das LGS Rx = u;
stopp.
5. Schreibe R in der Form R = (§ 7') mit einer oberen Dreiecksmatrix
S € R¥>** und T € R¥*(m=F) 15se mit den Einheitsvektoren e(™),
., €™k des R™* die LGS

Sw® =u, Sw =TeW ... Swm=H = Teln=k),

(0) —ap(D) _qp(m=Fk)
w w m— w
6: .CE(O) < ( O )7 .17(1) < ( (1) )7 cea x( k) < ( (m—k) )

7: Bestimme den Vektor d € R™* und die symmetrisch positiv defi-
nite Matrix C' € R(m=#)*(m=k) mit den Eintrégen

d; = (w(ﬂ) 7 w(i)) . Ci= 06+ (w(i) : w(j)) )
8: Lose das LGS C's = d mit dem Cholesky-Verfahren, Algorithmen
IV.2.3 und IV.2.4 (S. 85).

m—Fk
9: z + 2 + Z s;z®
i=1

Losungsverfahren zu aufwéndig. Zudem liefern sie zwar bis auf Run-
dungsfehler die exakte Losung des LGS, aber diese hat einen relativ
groflen Fehler im Vergleich zu der tatséichlich gesuchten Losung der
partiellen Differentialgleichung. Die Verfahren dieses und vor allem des
néchsten Paragraphen bestimmen mit wesentlich geringerem Aufwand
eine Naherungslosung des LGS, die im Vergleich zur gesuchten Losung
der partiellen Differentialgleichung ebenso genau ist wie die exakte
Losung des LGS. Die Beispiele IV.6.1 und IV.6.5 (S. 98) verdeutlichen
diese Problematik an Hand eines sehr einfachen Modellproblems.

BEISPIEL IV.6.1. Sei Q = (0,1)¢, d € {2,3}, der d-dimensionale
Einheitswiirfel. Zu gegebenem f € C(€,R) wollen wir die Poissonglei-
chung

—Au=f in €,

(Iv.6.1) uw=0 auf 0N
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numerisch l6sen. Wéahle dazu ein m > 2, setze h = % und betrachte

das Gitter
Q= {ih:ie (N;,_)*}, Q={ih:ie(N,)"}.
Fir x;, € €y, bezeichne mit
N(zn) = {yn € U : llzn — wall, = h}

die Nachbarn von zj, wobei [|-||, die £;-Norm in R? ist. Dann approxi-
mieren wir (IV.6.1) durch das LGS

(IV62) 2duh(xh) — Z uh(:ch) = hZf(l'h) Vl'h € Qh,
YnEN (xp)
wobei uy, fiir Gitterpunkte auf 0€2 gleich Null gesetzt wird. Falls fiir die
Losung u von (IV.6.1) gilt u € C*(Q, R), kann man zeigen, dass
max |u(xy) — up(xy)| = O(h?)
TpE€EQp
ist. Das diskrete Problem (IV.6.2) ist ein LGS der Gréfie n = (m — 1)<
Die Matrix A dieses LGS ist s.p.d. und enthélt pro Zeile hochstens 2d+1
von Null verschiedene Elemente, d.h. sie ist diinn besetzt. Bezeichne mit
e [/ die Zahl der von Null verschiedenen Elemente von A,
e B =max{|i — j| : Ai; # 0} die Bandbreite von A,
e 7 den Aufwand fiir eine Cholesky-Zerlegung von A und
e S den fiir die Cholesky-Zerlegung bendtigten Speicherplatz.
Tabelle IV.6.1 gibt diese Zahlen in Abhéngigkeit von d und h wieder.
Sie zeigt, dass das Cholesky-Verfahren wegen seines Speicherbedarfes
und Rechenaufwandes fiir die Losung von (IV.6.2) ungeeignet ist.

TABELLE IV.6.1. Charakteristische Daten des LGS (IV.6.2)

d] h n E B S Z
T 225 | 1.1-10° 15| 3.3-10% | 7.6-10°

2| 3 961 | 4.8 - 10° 31] 2.9-10*| 2.8-107
& 139-10°]20-10* 63| 2.5-10°| 9.9-10°
35 | 1.6-10* | 8.0 10* 127 2.0-10° | 3.3- 10"
| 3.310%] 2.4 - 10 225| 7.6-10°| 1.7-10°

3| 3| 3010 ]21-10° 961 | 2.8-107 | 2.8-10"
4 125-10°1.8-10°| 3.910°| 9.9-10%|3.9-10"
35 | 2.0-10°{1.4-107| 1.6 - 10* | 3.3-10' | 5.3 - 10™

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist ein LGS Az = b im R”
mit invertierbarer Matrix A. Anders als in den Paragraphen IV.1 —
IV.3 soll es iterativ gelost werden, indem wir es in eine dquivalente
Fixpunktgleichung umformen und auf diese die Fixpunktiteration aus



96 IV. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

6II1.1 anwenden. Dazu betrachten wir eine beliebige invertierbare n x n
Matrix M und formen das LGS wie folgt um:

Ax =0
—= M 1'Az=M"
= 0=—-M"'Az+ M b
— r=x—M1Az + M~ 'b.

Also ist das LGS Ax = b dquivalent zu der Fixpunktgleichung
(IV.6.3) v=F(z)=(-M"'A)z+ M'b.

Die entsprechende Fixpunktiteration lautet bei gegebenem Startwert
zo € R™

(IV.6.4) i1 = —-M"' Az, + M b i=0,1,...

Wegen des Banachschen Fixpunktsatzes, Satz I11.1.3 (S. 62), konver-
giert sie sicher dann gegen die eindeutige Losung des LGS, wenn fiir
eine Matrixnorm ||-|| » gilt

(IV.6.5) |1 -M"A|, <1

Da auf dem R" alle Normen &dquivalent sind, konvergiert die Fixpunk-
titeration dann in jeder Norm.
Wie das Beispiel
1
— (2
o= (i 1)

zeigt, ist es bei gegebener Matrix B nicht einfach zu entscheiden, ob es
eine Matrixnorm ||-|| . gibt mit ||B||, < 1.
Damit stellen sich uns folgende Aufgaben:

o= =

e Bestimme invertierbare Matrizen M, so dass die Fixpunktite-
ration (IV.6.4) einfach durchzufiihren ist und gegen die Losung
von Az = b konvergiert.

e Gebe ein moglichst einfaches und scharfes Kriterium an, das
erlaubt, bei gegebenen Matrizen A und M zu entscheiden, ob
(IV.6.5) fiir eine Matrixnorm ||-||, erfiillt ist.

Im Folgenden bezeichnet (-, -) stets das euklidische Skalarprodukt
auf C" und ||-||, die zugehorige Norm. Eine Matrix A € R™ " zerlegen
wir stets in der Form

A=D—-L—-R
mit
D;j =0 fallsi # j,
Lij =0 falls j > 1,
R;; =0 falls j <.
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DEFINITION IV.6.2 (Stationéres Iterationsverfahren). Seien A, M €
GLR™), N =M — A, und b € R". Eine Iterationsvorschrift der Form

o gegeben
Tiy1 = M71N$i+M71b = 0,1,...

nennen wir ein stationdres Iterationsverfahren zur Losung des LGS
Ax = b. Die Matrix

(IV.6.6)

S=MT'N=I-M"4
heifit Iterationsmatriz des Verfahrens.

BEMERKUNG 1V.6.3. (1) Wegen M~ = (I — S)A™" ist ein stati-

ondres Iterationsverfahren eindeutig bestimmt durch die Angabe der
Matrizen M oder S.
(2) In jedem Schritt eines stationdren Iterationsverfahrens muss ein
LGS der Form Mz = c gelost werden. Dieses LGS sollte leicht 16sbar
sein. Umgekehrt sollte M eine moglichst gute Approximation an A sein.
(3) Ist z* die exakte Losung von Ax = b und e; = 2* — x; der Fehler
nach der i-ten Iteration von (IV.6.6), dann gilt fiir alle i € N*

€; = Sei_l, €; = SZBO.

Das folgende Beispiel gibt die wichtigsten stationéren Iterationsver-
fahren an.

BEISPIEL 1V.6.4 (Funktionen richardson, jacobi, gauss_seidel
in Numerics). (1) Richardson-Relazation

S=1—-w'A, M=uwl
mit w € RY.
(2) Jacobi-Verfahren
S=S,=1—-D'A, M=D

bzw. komponentenweise

k—1 n
1 )
Tit1k = A {bk - ;Amﬂ?i,l - Z Akﬂ'i,l} 1<k<n,ieN.

I=k+1

(8) Jacobi-Relazation

1
S=S5,=01-wl+wS;y=I-wD A, M=-D
w

mit w € RY.
(4) Gauf-Seidel-Verfahren
S=S;=(D—-L)*R, M=D-1L

bzw. komponentenweise

k—1 n
1 .
Tip1hp = i {bk — 15—1 ApTiz1g — g Aklxi,l} 1<k<n,ieN

I=k+1
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(5) Gauf-Seidel-Relaxation
S=Sgu—1I—w(D—-wl) A, M=3(D-wl)
w

mit w € R bzw. komponentenweise

k-1 n
1
Tipie = (1 —w)xp + W {bk - E ApTiz1y — E Apizig
Kk —

I=k+1
1<k<n,ieN.

Das folgende Beispiel vergleicht einige dieser Verfahren fiir das Mo-
dellproblem aus Beispiel 1V.6.1. Es zeigt, dass diese Verfahren noch
nicht effizient genug sind und dass die Verfahren des néchsten Paragra-
phen wesentlich bessere Ergebnisse liefern.

BEISPIEL IV.6.5. Wir greifen Beispiel IV.6.1 und das LGS (IV.6.2)
auf. Tabelle IV.6.2 zeigt die Zahl der Iterationen, die das Gauf3-Seidel-
Verfahren (GS), das CG-Verfahren IV.7.2 (S. 110) und das PCG-Ver-
fahren 1V.7.3 (S. 113) mit SSOR-Vorkonditionierung 1V.7.4 (S. 114)
benotigen, um einen Anfangsfehler um den Faktor 10 zu reduzieren.
Pro Iteration und Gitterpunkt benttigen das Gauf-Seidel-Verfahren,
das CG-Verfahren und das PCG-Verfahren etwa 2d + 1, 2d + 6 bzw.
5d + 8 Operationen. Tabelle 1V.6.3 stellt die Zahl der Operationen zu-
sammen, die benotigt werden, um den Fehler um den Faktor 10 zu
reduzieren. Beim Vergleich mit der Cholesky-Zerlegung, die ebenfalls
angegeben ist, ist zu beachten, dass man in der Praxis (IV.6.2) nur
mit einer Genauigkeit, die dem Diskretisierungsfehler von O(h?) ent-
spricht, gelost werden muss und dass bei geeigneter Vorgehensweise
der Aufwand hierzu i.a. dem 2 — 3-fachen der in der Tabelle ange-
gebenen Zahlen entspricht. Beim Vergleich der Iterationszahlen ist zu
beachten, dass sich die Konvergenzrate, d.h. die Reduktion des Feh-
lers pro Iteration, bei dem Gauf-Seidel-Verfahren, dem CG-Verfahren

coR(A)-1 4 2y Ve
und dem PCG-Verfahren wie Z5= =1 O(h?), e 1—-0(h)

bazw. —% = 1 — O(v/R) verhiilt. Dabei ist x(A) ~ h~2 die Kon-

dition der Matrix von (IV.6.2), C' die Vorkonditionierungsmatrix von
Algorithmus TV.7.4 (S. 114) und x(C~'A) ~ h~!. Daher wiichst bei
einer Halbierung der Gitterweite h die Zahl der bendtigten Iterationen
bei dem GaufB-Seidel-Verfahren, dem CG-Verfahren und dem PCG-
Verfahren um den Faktor 4, 2 bzw. V2.

Als néchstes wollen wir ein relativ einfach nachpriifbares, notwen-
diges und hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz eines stationéren
Iterationsverfahrens herleiten. Dazu benétigen wir den Begriff des Spek-
tralradius und einige seiner Eigenschaften.
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TABELLE IV.6.2. Iterationen von GauB-Seidel-, CG-
und PCG-Verfahren

h | GS [CG]PCG
11% 236 | 12 4
| 954 23 5
4| 3820 47 7
o5 | 15237 | 94 11

TABELLE IV.6.3. Rechenaufwand fiir Cholesky-, Gauf3-
Seidel-, CG- und PCG-Verfahren

d | h | Cholesky GS CG PCG
% 7.6-10°| 2.7-10°|2.7-10* | 1.6 - 10*
2| L| 28-107| 4.6-10°|2.2-10° | 8.6-10*

&1 99-10%| 7.6-107 [1.9-10° | 5.0-10°
L 133.10°] 1.2-10°]1.5-107|3.2-10°

L1 1.7-10%] 5.6-10°(4.9-10°|3.1-10°
3| 2.8-10| 2.0-10% | 8.2-10° | 3.4-10°
& 13.9-102 | 6.7-10° | 1.4-10% | 4.0- 107
o5 | 5.3-101 122101 | 2.3-10° | 5.2- 10°

DEFINITION IV.6.6 (Spektralradius). Sei A € C**". Dann heifit
p(A) = max{|\| : A € C ist ein Eigenwert von A}
der Spektralradius von A.

BEMERKUNG IV.6.7 (Eigenschaften des Spektralradius). (1) Der
Spektralradius ist keine Norm, da z.B.

(63

(2) Ist A symmetrisch, so ist p(A) = ||Al|;, wenn R™ mit der euklidi-
schen Norm versehen wird.

SATz 1V.6.8 (Spektralradius und Operatornormen). (1) Fir jede
Matriz A € C™*" und jede Norm auf C" gilt p(A) < ||A]l ..
(2) Fir jede Matriz A € C™™ und jedes e € RY gibt es eine Norm
[l 4. auf C", so dass fiir die zugehérige Operatornorm ||-|| o . gilt

[All 4 < p(A) +e.
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(3) Fiir jede Matrix A € C"™ und jede Norm auf C" gilt

_ k||
p(A) = lim [[A%|[2.

BEWEIS. ad (1): Seien A € C™", ||-|| eine Norm auf C", X ein
Eigenwert von A mit |A\| = p(A) und z ein Eigenvektor von A zu A.
Dann gilt
_ llA]

I

p(A) = A

1Al -

ad (2): Sei A € C™*", dann gibt es ein U € GL(C™) mit

Al Qi iy

UAU = :
An
Zu € € R% gibt es ein § € (0, 1] mit
T= |y . .
i, 2 7 ol <8, i, B lewl <
Jj=t+1 Jj=t+1
Setze
Ds = diag(1,8,6%,...,0" ).
Dann folgt
A 50[12 520413 . (5”710{1”
A Yo" 0" 2,
(UDs) " A(UD;) = 2 ?
An
und
[(UDs) " AUDs)|, = max {!M + ) o !%!}
j=it1
< p(A) +e.
Definiere
||x||A,5 = H(UD(S)_I'IHOO’
dann folgt

IAll4. = [(UDs) " A(UDs) ||, < p(A) +e.
ad (3): Aus (1) folgt fiir alle k € N*

p(A)F = p(A¥) < || A%|,

und damit 1
p(A) < liminf HAkHE :

k—o0
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Sei ¢ € R} beliebig und |-, . wie in Teil (2). Dann gibt es ein C; € R},
mit
1Bl < Ce 1Bl

fiir alle B € C™*". Damit folgt

|45||F < CF || 4¥% < CF AL, < CF{p(A) + ¢}

und daher

1
Iz

limsup || A*||% < p(A) +e.
k—o0
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. U

Damit konnen wir nun das angekiindigte Konvergenzkriterium an-
geben.

SaTz 1V.6.9 (Konvergenzkriterium fiir stationére Iterationsverfah-
ren). Das stationdre Iterationsverfahren (IV.6.6) konvergiert genau
dann fiir jede rechte Seite b und jeden Startwert xy gegen die Lésung
des LGS Ax = b, wenn fir die Iterationsmatriz S gilt p(S) < 1.

BEWEIS. ,=—“: Sei A ein Eigenwert von S mit |A| = p(S) und eq
ein zugehoriger Eigenvektor. Dann folgt aus Bemerkung IV.6.3 (3)

Al [leo]] = ||S"eo| -0
Also ist [A| = p(5) < 1.

,<="%: Folgt aus unseren Uberlegungen zu Beginn dieses Paragraphen
und Satz IV.6.8 (2) mit e = (1 — p(9)). O

Der Spektralradius der Iterationsmatrix erlaubt auch einen Effizi-
enzvergleich verschiedener Verfahren.

BEMERKUNG IV.6.10. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R™. Wegen
Bemerkung IV.6.3 (3) wird im Laufe von k-Iterationen von (IV.6.6) der
Fehler durchschnittlich pro Iteration um den Faktor

e = [l [Hskeor

leoll leoll

reduziert. Die schlechtest mogliche Rate ist dann
1
sup Ri(eg) = HS’“HZ :
ep#0

Daher wird wegen Satz IV.6.8 (3) der Fehler asymptotisch pro Iterati-
on um den Faktor p(S) reduziert. Diese Zahl ist unabhéngig von der
gewahlten Norm. Sind 57, Sy die Iterationsmatrizen von zwei stati-
ondren Iterationsverfahren, wird man daher bei vergleichbarem Auf-
wand das Verfahren vorziehen, dessen Iterationsmatrix den kleineren
Spektralradius hat.
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Als néchstes geben wir einige Konvergenzkriterien fiir die Verfahren
aus Beispiel IV.6.4 an.

SAaTz IV.6.11 (Konvergenz der Richardson-Relaxation). Sei A €
R"*™ s.p.d. Dann konvergiert die Richardson-Relazxation fiir jeden Wert
w > 1p(A).

BEWEIS. Seien 0 < \; < ... < ), die Eigenwerte von A. Dann sind

1>1—wi\ >...>1—wt), die Eigenwerte von I — w™'A. Die
Bedingung w > 1p(A) garantiert daher p(I —w™A) < 1. O

DEFINITION 1V.6.12 (Zeilensummenkriterium). (1) A € R™™ er-
filllt das starke Zeilensummenkriterium, wenn fiir alle 1 < ¢ < n gilt

Al > A1
=1

i#i
(2) A € R™" erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium, wenn fiir
alle 1 <@ < n gilt

|Aiil > Ayl
j=1
J#1
und wenn fiir ein 75 € {1,...,n} in obiger Ungleichung das ,,>“-Zeichen
steht.
(8) A € R™™ heift reduzibel, wenn es zwei nicht leere Teilmengen Ny,
Ny von N gibt mit
(1) N1 N N2 - (Z),
(2) N1 U N2 = NZ,
(3) Aij =0 fir alle 7z € Ny, JE Ny.
Ist A nicht reduzibel, so heifit A irreduzibel.

BEMERKUNG IV.6.13. Ist A reduzibel, so gibt es eine Permutati-
onsmatrix P, so dass P~'AP die Form (£ E) hat. Das LGS Az = b
zerféllt dann in zwei kleinere Gleichungssysteme.

SATZ 1V.6.14 (Konvergenz des Jacobi-Verfahrens). (1) A erfiille
das starke Zeilensummenkriterium. Dann ist p(S;) < 1.
(2) A erfiille das schwache Zeilensummenkriterium und sei irreduzibel.
Dann ist p(Sy) < 1.

BEWEIS. Sei ||-|| die Maximumnorm und ||-|| . die zugehorige Ope-
ratornorm, d.h. die Zeilensummennorm.
ad (1): Aus Beispiel IV.6.4 (2), Satz IV.6.8 (1) und Definition IV.6.12
(1) folgt
p(Ss) < 1Sl < 1.
ad (2): Wie oben folgt

p(Ss) < |[Ssll < L.
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Angenommen, es gibt einen Eigenwert A von S; mit |A| = 1. Sei x ein
zugehoriger Eigenvektor mit ||z|| = 1. Definiere

={i eN || =1}, No={i e N :|a;] <1}
Offensichtlich gilt
Ni#0, NfUN, =N N NN, =0.
Fiir 1 <1 < n gilt wegen Definition IV.6.12 (2)

n

u 1
Y Az o| < A > Al ] ¢ <1
j_l (A

— j=1
J#i J#i

und daher fir alle 1 € NV;

|zi| = [Az;| =

| Au| = Z Al -

J#z

Aus Definition 1V.6.12 (2) folgt daher Ny # (). Da A irreduzibel ist,
gibt es ein ig € Ny und ein j, € Ny mit A; ;, # 0. Wegen 0 < |z, <1
gilt dann aber in obiger Ungleichungskette fiir ¢ = iy das ,,<“-Zeichen.
Dies ist ein Widerspruch. U

SaTz IV.6.15 (Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens). (1) A er-
fille das starke Zeilensummenkriterium. Dann ist p(Sg) < 1.
(2) A sei s.p.d. Dann ist p(Sg) < 1.

BEWEIS. ad (1): Wegen Satz IV.6.14 (1) ist k = ||.S,||, < 1, wenn
R"™ mit der Maximumsnorm ||-||_ versehen wird. Sei y € R" und z =
Say. Wir zeigen durch Induktion iiber die Komponente ¢, dass fiir alle
1 <i<ngilt |z <klyl|,. Hieraus folgt dann die Behauptung mit
Satz I[V.6.8 (1).

1=1:
1 n
21| = A—HZAU% = [(Ssy)] <k llyll
j=2
1 —>1+1:
|zip1| = {ZAZ+1JZJ + Z Az+1g%}
z+17,+1 j=1 j=it+2
‘A ’ {Z|A%+1J|K’Hy” + Z [ Air1| 19l }
i+1,741 j=it+2

1
< I E A, .
>~ HyHoo |Ai+1,z’+1’ — | z+1,J|
jF#i+1
< Kyl
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ad (2): Da A s.p.d. ist, folgt
S¢=(D—-L)'R
=(D-L)'!
D 2(I— D :LD 2)"'D 2L}
D™3(I — Ly) 'L\ D>

D=

N[

mit
Li=D :LD 2.
Also hat Sg die gleichen Eigenwerte wie

S =(I—L)'Lt.

Sei A ein Eigenwert von S und z ein zugehoriger Eigenvektor mit ||z ||, =
1. Dann folgt

AT = ([ — Ll)ilLl‘iQZ

- A\v — ALz = Lix
— A=Az, Liz) = (z, Liz)
(z, Liz)
A= —F— .
- 1—(x, L)

Setze (z, L1z) = a+ibmit a,b € R. Wegen (z, Liz) = (x, Lyz) folgt
AP = a® + b?
a2+ +1-2a
Mit A ist auch D2 AD 2 =] — L, — L positiv definit. Damit folgt
0<(z,(I—L —L)z)=1—[a+ib]—[a—ib] =1—2a.

Also ist |A] < 1. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Man kann den Vergleich zwischen Jacobi- und GauB-Seidel-Verfah-
ren noch wesentlich verscharfen.

SATZ IV.6.16 (Stein-Rosenberg). Die Elemente der Matrizen D™ L
und DR seien alle nicht-negativ. Dann gilt einer der folgenden Fille:

(1) p(Se) = p(Ss) =0,
(2) 0<p(Sc) <p(Sy) <1,
(3) p(Se) = p(Ss) =1,
(4) 1< p(Ss) < p(Sa)-

BEWEIS. [6, Thm. 3.3]. O

Zum Abschluss betrachten wir noch die Relaxationsverfahren von
Jacobi und Gauf3-Seidel.
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SATZ IV.6.17 (Konvergenz der Jacobi-Relaxation). Sei S, die Ite-
rationsmatriz der Jacobi-Relazation. S; = Sj1 habe lauter reelle Eigen-
werte und es gelte p(Sy) < 1. Dann ist p(S;.) optimal fir

2
2 - AInax('S(J) - )\min(SJ) .

wop -

FEs ist
)\max(SJ) - )\min(SJ>
2 — Amax(SJ) - )\min(SJ) '

BEWEIS. Seien —1 < A\ < ... < A\, < 1 die Eigenwerte von S;.
Dann hat S, wegen Beispiel IV.6.4 (3) die Eigenwerte

p(Svaop) =

(1-—w)+wh <...<(1—w)+w,.
Also ist
p<SJ7w> - max{|(1 _w) +w/\1| ’ |(1 —LU) +w}‘n|}

Dieser Ausdruck ist genau dann minimal, wenn gilt

B 2
2= A
SaTz 1V.6.18 (Konvergenz der GauB-Seidel-Relaxation). Die Ma-

triz A sei s.p.d. Dann konvergiert das Gauf$-Seidel-Relazationsverfah-
ren fir alle w € (0,2).

l—wtwh=—[l—-w+w\] <= w O

BEWEIS. Wir benutzen die gleichen Notationen wie in Beweis von
Satz IV.6.15 (2). Dann folgt aus Beispiel 1V.6.4 (5)

Sgw=(D—wL) (1 —-w)D+wL'}
=D 2(] —wLy) '[(1 - w)I +wLi]Dx.
Also hat S¢ ., die gleichen Eigenwerte wie
S=(I—wL) (1 —-wl+wL.

Sei A ein Eigenwert von .S und z ein zugehoriger Eigenvektor mit ||z ||, =
1. Dann folgt mit (x, Lix) = a + ib mit a,b € R

1 —w) 4+ wa — iwb

N

1 —wa —wb

Da geméf dem Beweis von Satz IV.6.15 (2) 1 —2a > 0 ist, folgt hieraus
fiir alle w € (0, 2)

(1 —w+wa)?*+ w?h?
(1 —w+wa)?+w?b? +w2—w)(l—2a)

IA]? = <1 O
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IV.7. Das konjugierte Gradienten-Verfahren

Wir wollen wieder ein lineares Gleichungssystem Axr = b im R”
mit invertierbarer Matrix A iterativ 16sen. Im Gegensatz zum vori-
gen Paragraphen fordern wir jetzt zusétzlich, dass A s.p.d ist. Wir
zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Losung des LGS dquiva-
lent ist zur Minimierung einer geeigneten quadratischen Funktion auf
R". Die Minimierung fithren wir zunéchst mit Hilfe des Gradienten-
Verfahrens durch. Es stellt sich aber heraus, dass dieser Ansatz nicht
effizient genug ist. Die unbefriedigende Konvergenzgeschwindigkeit des
Gradienten-Verfahrens liegt an der zunehmenden Parallelitét der Such-
richtungen. Daher modifizieren wir das Verfahren in einem zweiten
Schritt so, dass die Suchrichtungen in einem geeigneten Sinn orthogonal
sind. Dies fiihrt auf das konjugierte Gradienten-Verfahren. SchliefSlich
verbessern wir das Verfahren in einem dritten Schritt weiter, indem
wir das LGS vor Anwendung des Minimierungsprozesses geschickt um-
formulieren. Diese Vorgehensweise heifit Vorkonditionierung. Insgesamt
erhalten wir ein Verfahren, das zu den leistungsfahigsten Methoden zur
Losung grofler linearer Gleichungssysteme gehort.

Im Folgenden ist stets A € R™*"™ s.p.d.; (-, -) bezeichnet das eu-
klidische Skalarprodukt und ||-|| die zugehorige Norm. Da A s.p.d. ist,
wird durch

loll, = (x, Az)? Vz € R”
eine Norm, die so genannte Energienorm (zu A) definiert.
Der folgende Satz préazisiert die angekiindigte Aquivalenz des LGS

zu einem Minimierungsproblem und stellt zudem ein technisches Hilfs-
ergebnis bereit.

SaTz IV.7.1 (Minimierungsproblem). (1) z* € R™ ist genau dann
Losung des LGS Ax = b, wenn x* die Funktion J : R™ — R mit

J(a:):%(x,Ax)—(b,x)

minimaiert.
(2) Seien x,y € R", y # 0. Dann nimmt die Funktion ¢ : R — R mit

p(t) = J(z +ty)
thr Minimum an der Stelle

T
(v, Ay)

an.

BEWEIS. ad (1): Folgt aus
DJ(z)=x2'A-b", D*J(x)=A
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und A s.p.d.
ad (2): Folgt aus
1
p(t) = 5t (y, Ay) —t(y, b— Az) + J(@). O
Da bekanntlich der negative Gradient die Richtung des steilsten
Abstieges angibt, ergibt sich aus Satz 1V.7.1 Algorithmus IV.7.1 zur
Losung des LGS Az = b.

Algorithmus IV.7.1 Gradienten-Verfahren

Gegeben: Matrix, A, rechte Seite b, Startndherung x, Toleranz ¢, Ma-
ximalzahl fiir Iterationen N

Gesucht: Naherungslosung x mit ||Ax — b|| < e

r<b—Ax,n+ 0

while ||r|| > e und n < N do

(r, )
(r, s)

[N

3: s < Ar, a <

,Té—x+ar,r<—r—as,n<n+1

4: end while

BEMERKUNG IV.7.2. Algorithmus IV.7.1 benotigt 3n Speicherplét-
ze.

Der folgende Satz beweist die Konvergenz von Algorithmus 1V.7.1.
Ein Vergleich mit dem Beweis von Satz IV.6.11 (S. 102) zeigt zudem,
dass die Konvergenzrate des Gradienten-Verfahrens die gleiche ist wie
diejenige des Richardson-Verfahrens mit optimaler Wahl des Relaxa-
tionsparameters w. Daher ist das Gradienten-Verfahren fiir die Praxis
nicht effizient genug.

SaTz IV.7.3 (Konvergenz des Gradienten-Verfahrens). Seien z* die
Losung des LGS Ax = b, x; die i-te Iterierte von Algorithmus IV.7.1
und e; = x* — x; der Fehler nach i Iterationen. Dann gilt fir alle i € N

KJQ(A) —1 ‘
o< |22 -
ledla < |20 5| Mol

wobei ka(A) = i\‘m?—"((:)) die Kondition von A bzgl. der euklidischen Norm
18t.

BEWEIS. Wegen
r; =b— Ax; = Ae;
und
leall% = (b, 2%) +2J (2:)
folgt aus Satz IV.7.1 (2)

lewll , = min leo — tAeq]| 4 -
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Seien 0 < A\; < ... < )\, die Eigenwerte von A und zy, ..., z, die
zugehorigen Eigenvektoren mit (z;, z;) = d;;. Sei

n
€y = E CiZi.
i=1

Dann folgt

leoll4 = {Z C?Az}
=1

und fiir allet € R

||eo—tAeO||A:{Z (1—1t\) }

Also ist

n 3
— 1 2 . 2 .
leall 4 = Itrélﬂgl {ch-(l —tA;) )‘Z}

=1
< lleolly min max |1 — A
2
= leol [1— o]
ra(A) —
= W leoll 4 -

Da zy und damit eq beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung. [

In der Praxis konvergiert Algorithmus I'V.7.1 anfangs recht gut. Da-
nach wird die Konvergenzgeschwindigkeit zunehmend langsamer und
néhert sich dem theoretischen Wert aus Satz [V.7.3. Eine genauere
Analyse zeigt, dass dies an der zunehmenden Parallelitdt der Vektoren
ri liegt. Um dies zu vermeiden, versucht man, in Richtung paarweise A-
orthogonaler Vektoren, die den gleichen Raum erzeugen wie die 7y, zu
minimieren. Die folgenden beiden Hilfssétze zeigen, welche Konsequen-
zen dies hat, und dass es moglich ist, Vektoren mit den gewiinschten
Eigenschaften zu konstruieren.

LEMMA IV.7.4. Seien dy, ..., d,—1 € R™ paarweise A-orthogonal,
d.h., (d;, Ad;) = 0 fir i # j, und alle von Null verschieden. Fir
2o ER" und 0 < k<n-—1 sei

re, d
r,=b— Axy, o= ﬁ, Tpy1 = T + apdy.
Dann gilt:
1) (rg, d;) =0 firale 0 <j<k<n-—1.
J
(2) g minimiert J in xo + span{dy, ..., dy_1}.

(3) Es gibt ein m < n mit Az, = b.



IV.7. DAS KONJUGIERTE GRADIENTEN-VERFAHREN 109

BEWEIS. ad (1): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion
iiber k.
E=1:

(7”1 N do) = (b — A.TO — Oé()Ado, do) = (T’o, d(]) — (d(], Adg) = 0
k— k+1:Seij < k. Dann folgt
(Tk+17 dj> = (Tk — OékAdk, d) (T’k, d ) — (dk, Ad ) 0
E/—/ R/_/

=0 Lv. =0 orth.

Aus der Definition von «y folgt

(k1 di) = (7, di) — s (dye, Ady) = 0.
ad (2): Sei x € xo + span{dy, ...,dy_1} und y = & — x;. Wegen y €
span{dy, . ..,d,_1} und (1) ist (ry, y) = 0. Hieraus folgt

5 (. Ay) = () +

J(x) = J(vp +y) = J(zp) = (1, y) + ;

und damit die Behauptung.
ad (8): Folgt aus (2) und z + span{dy,...,d,—1} = R™. O

(y, Ay)

LEMMA IV.7.5. Sei zg € R™ und dy = ro = b — Axqg. Falls r, # 0
ist, definiere
o (Tk ) dk))
A = 757>
(dy, , Ady,)
Ty1 = Tg + Qpdy,
Tet1 = b — Azpr = rp — i Ady,
B = — (1, Ady)
(di, Ady) ’
diy1 = Trg1 + Brdy.
Sei ly der kleinste Index mit r;, = 0. Dann gilt fir 0 < k <ly:
(1) span{ry,...,r,} = span{rg, Arg, ..., A¥ry},
span{dy, ..., dy} = span{rg, ..., Afry},

(2)

(3) (di, Ad;) = 0 fiir alle 0 < j < k —1,
(4) . r)
(5) B

Xk = (dk Ady)
(P41 ,7k+1)
(G

bt

BEWEIS. ad (1) - (3): Wir beweisen die Behauptungen simultan
durch Induktion iiber k.
k = 0 : Ist offensichtlich.
k — k +1: Nach Voraussetzung ist span{rg,...,r} = span{do,...,
dp} und r; # 0 fiir 0 < ¢ < k. Also ist d # 0 und damit oy wohldefi-
niert. Wegen

Ady, € span{Ary, ..., Ary} = span{Ar, ..., A r}
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folgt hieraus (1).
(2) folgt aus der Induktionsvoraussetzung, der Definition von dj,; und

(1).
Aus der Induktionsvoraussetzung und Lemma IV.7.4 folgt (ry, d;) =0
fir 0 < 57 < k—1. Wie in Beweis von Lemma [V.7.4 folgt hieraus
(rkt1, dj) = 0 fiir 0 < j < k. Damit folgt fiir 0 < j < k — 1 wegen
Ad; € span{dy, . ..,dy}

(dk+1, Adj) = (re41, Ady) + By (d , Ady) = 0.

=0T

Aus der Definition von S folgt schlieflich

(diy1, Adg) = (i1, Adk) + Bi (di , Ady) = 0.
ad (4): Aus (1) — (3) und Lemma IV.7.4 folgt
(1, i) = (dg — Br—1dr—1, 1) = (di, 1) = Br—1 (di—1, %) = (d, %) -

=0
ad (5): Wegen 1y, € span{dp, ...,dy} und (rp41,d;) =0fir 0 <j <k
folgt
(Tha1s Thr1) = (Tha1 s Thor — 7%) = —ag (Thy1 5 Ady)

und damit wegen (4)

= Tty Ad) _ (me Te) (T M) -

(di, Ady) oy, (dy , Ady) (T s k)
Aus Lemma IV.7.5 ergibt sich Algorithmus 1V.7.2.

Algorithmus IV.7.2 Konjugiertes Gradienten-Verfahren, CG-Verfah-
ren
Gegeben: Matrix, A, rechte Seite b, Startndherung x, Toleranz ¢, Ma-
ximalzahl fiir Iterationen N
Gesucht: Niherungslosung z mit ||Az —b|| < e
Lr«b—Azx,d<r, v« (r,r),n<+0
2: while v > 2 und n < N do

3: s Ad, a + 7 , T r+ad, r—r—as
(d, s)

4: ﬁe(T;r),ve(r,r),der—l—ﬂd,n<—n+1

5: end while

BEMERKUNG IV.7.6. Im Vergleich zu Algorithmus IV.7.1 benotigt
Algorithmus IV.7.2 einen zusétzlichen Hilfsvektor zur Speicherung von
d.

Der erste Teil des folgenden Satzes zeigt, dass das CG-Verfahren bei
exakter Arithmetik so gar ein direktes Verfahren ist, d.h. in endlich vie-
len Schritten die exakte Losung des LGS liefert. Der Aufwand ist dann
etwa vergleichbar zu demjenigen des Gauflschen Eliminationsverfahrens
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aus §IV.1. Dieses Ergebnis hat aber nur theoretische Bedeutung. Fiir
die Praxis viel wichtiger ist die Abschéitzung der Konvergenzrate des
CG-Verfahrens im zweiten Teil des Satzes. Ein Vergleich mit der ent-
sprechenden Abschétzung aus Satz [V.7.3 zeigt, dass das CG-Verfahren
wesentlich schneller konvergiert als das Gradienten-Verfahren.

Satz IV.7.7 (Konvergenz des CG-Verfahrens). (1) Algorithmus
IV.7.2 bricht bei exakter Arithmetik fir jedes € > 0 nach spdtestens
n Schritten ab. Im Falle € = 0 liefert er dann die exakte Losung des
LGS Az = 0.

(2) Sei x* die exakte Lisung von Ax = b und e; = x* — x; der Fehler
der i-ten Iterierten von Algorithmus IV.7.2. Dann gilt

ey <2 [—”)_1 |

€ )
| ol

wobei ko(A) die Kondition von A bzgl. der euklidischen Norm ist.

BEWEIS. ad (1): Folgt aus Lemma IV.7.4 (3) und Lemma IV.7.5.
ad (2): Aus Lemma IV.7.4 (2) und Lemma IV.7.5 folgt fiir i € N*

leilla = i, lleo +olly

= min lleo + vl 4
vEspan{ Aeo,...,Atep }

= mi A .
min [p(A)eoll4
p(0)=1
Mit den gleichen Notationen wie in Beweis von Satz IV.7.3 folgt hieraus

1
2

> SN

Jj=1

leill 4 = min
p(0)=1

< i ;

< lleoll, min max |p(};)]
p(0)=1

< i .

< lleoll4 min | max |p(z)|
p(0)=1

Mit Hilfe eines allgemeinen Satzes der Approximationstheorie, den wir
hier nicht beweisen kénnen, folgt
An + M1
1
(An - )‘1>

{forve=1]'+ [o-ver=1]'},

-1

min | max |p(z)] =
p(0)=1

mit

Ti(x) =

N —
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Mit k = ka(A) = :\\—’11 folgt hieraus

by |, (21)
leoll 4 k=1
k+1 k+1 '
<2 21
- /{—1+ <m—1) ]
N
/<;—|—1_ (/<;—|—1)2_1
k—1 k—1

Wegen

K1 k1) . w+lx2yk (VRE1)
m—li\/<f{—l> —1= k—1 C (VE+HD(/r—1)

liefert dies

i A i
He@-IIA§2 {\/EJrl} +[\/E—1] SQ{\/E—l} |
leolls =\ [VE—1] " [VE+1 Vit
Um die Konvergenz von Algorithmus IV.7.2 zu verbessern, betrach-
tet man in der Praxis vorkonditionierte CG-Verfahren kurz PCG-Ver-
fahren. Sei dazu H € GL(R™) und C = HH'. Dann ist C' s.p.d. Wir

nehmen an, dass C eine gute Approximation an A ist und dass ein LGS
der Form C'z = d fiir beliebiges d leicht 16sbar ist. Setze

A=H'AH™ b=H"%

Dann ist A s. p.d., und x* ist eine Lésung von Ax = b genau dann, wenn
¥ = H'z* eine Losung von A7 = b ist. Da A die gleichen Eigenwerte
hat wie C7!'A, kénnen wir hoffen, dass bei geschickter Wahl von C
gilt /{ZQ(A\) < Ko(A). Dann konvergiert Algorithmus IV.7.2 fiir das LGS
A7 = b wesentlicher schneller als fiir das urspriingliche LGS.

Da wir aber mit den urspriinglichen Gréflen rechnen wollen, gehen
wir wie folgt vor:
Wihle einen Startwert zo € R™ und wende Algorithmus IV.7.2 auf das
LGS A7 = b mit Startwert Zo = H'z an. Die resultiecrenden Gréfien
werden mit ~ gekennzeichnet. Setze

i = Ha, dl = H_t(/i\i, Zi = C_l’l“i.
Dann liefert eine leichte Rechnung die folgenden Rekursionsformeln
ai _ (Tia Zz) 7
(d; , Ad;)
B. _ (Tiv1, Zig1)
’ (Ti ) zi)

Tit1 = T + iy, Tig1 =1 — 0 Ad;,

. dig1 = zip1 + Bid;
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Also liefert Algorithmus IV.7.2 angewandt auf Az =0 Algorithmus
IV.7.3 zur Losung des LGS Ax = b.

Algorithmus IV.7.3 Vorkonditioniertes konjugiertes Gradienten-
Verfahren, PCG-Verfahren

Gegeben: Matrix, A, rechte Seite b, Startndherung x, Toleranz ¢, Vor-
konditionierungsmatrix €', Maximalzahl fiir Iterationen N
Gesucht: Niherungslosung = mit ||Az —b|| < e
Lr«b—Ar, 2+ Clr,d«z, v+ (r,2),n<0
2: while v > &? und n < N do

3: s+ Ad, o + 7 , x4 c+ad rr—as

(d, s)
4: z(—C‘lr,ﬂ%(r%z),’ye(r,z),d<—2+b’d,n<—n+1
5: end while

BEMERKUNG IV.7.8. Im Vergleich zu Algorithmus IV.7.2 benétigt
Algorithmus IV.7.3 einen zusétzlichen Speicherplatz fiir z.

Der folgende Satz beweist die Konvergenz von Algorithmus 1V.7.3.

SaTz IV.7.9 (Konvergenz des PCG-Verfahrens). Sei a* die exakte
Liosung von Ax = b und e = x* — x; der Fehler der i-ten Iterierten von
Algorithmus IV.7.3. Dann gilt

i

-~

D el
\/HQ(A\)"—l s

N /\max A\ )\max OilA
() = A dun(C71)
)\min(A) /\min(c A)
BEWEIS. Konstruktionsgemaf gilt
|z* — 5:]“123 = (H'(2* —x;), H'"AH"H' (2" — 1;))
=(x" —z;, A(z" — x;))
= |lz" — @ill% -
Damit folgt die Fehlerabschidtzung aus Satz IV.7.7 (2) angewandt auf

A. Die Formel fiir x,(A) folgt aus der Ahnlichkeit von A = H—'AH*
ra H'"H'A=C"1A (vgl. §V.1). O

BEMERKUNG IV.7.10. Man beachte, dass Algorithmus IV.7.3 und
Satz [V.7.9 nur die s.p.d. Matrix C, nicht aber die Matrix H ben&tigen.

Satz IV.7.9 zeigt, dass das PCG-Verfahren bei geschickter Wahl der
Vorkonditionierungsmatrix C' wesentlich schneller konvergiert als das
CG-Verfahren. Andererseits muss dafiir in jeder Iteration ein LGS der

lesll < 2

mit




114 IV. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Cz = d gelost werden. Eine gute Vorkonditionierungsmatrix C' muss
daher die beiden widerstrebenden Bedingungen erfiillen:
o Gleichungssysteme der Form C'z = d sind leicht 16sbar,

Anlax(cilA) ~ 1
Amin(cflA) ~ :

Verschiedene Wahlen von C' sind méglich. Eine gebrauchliche, sehr ein-
fache Wahl ist die SSOR-Vorkonditionierung. Dabei ist fiir ein w €
(0,2)

1 -1 ¢
C= m(D—wL)D (D —wL’).

Praktisch wird sie wie folgt durchgefiihrt.

Algorithmus IV.7.4 SSOR-Vorkonditionierung

Gegeben: Matrix A, Vektor r, Relaxationsparameter w € (0, 2)
Gesucht: z=C"1r

1: z+0

2: fori=1,...,ndo

3: Z; (—Zi‘l—%{Ti—ZAiij}
(23 ]:1

4: end for

5. fort=n,n—1,...,1do

>

w n
Zi & z; + A_“ {Ti — ;Azjzj}

7. end for




KAPITEL V

Eigenwertprobleme

In diesem Kapitel betrachten wir Verfahren zur numerischen Be-
stimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren. Zunéchst stellen wir
einige bekannte theoretische Ergebnisse zusammen. Danach betrachten
wir eine Ahnlichkeitstransformation auf so genannte Hessenberg-Form.
Sie reduziert den Aufwand der in den folgenden Abschnitten betrachte-
ten Verfahren zur Berechnung des grofiten bzw. kleinsten Eigenwertes
oder aller Eigenwerte und Eigenvektoren. Abschlieend gehen wir noch
kurz auf die Singulérwertzerlegung rechteckiger Matrizen ein.

V.1. Allgemeine Ergebnisse

Im Folgenden bezeichnet (-, -) das euklidische Skalarprodukt auf
C"™ und ||-|| die zugehorige Norm.

Ist A € C"™™ so bezeichnet A* € C™*" die zu A adjungierte
Matriz mit

(A =A; 1<i<m,1<j<n.

Ist A = A*, so heifit A hermitisch. Ist A € R™ ™ hermitisch, so ist A
symmetrisch. Offensichtlich gilt fiir alle x,y € C*, A € C™*"

(z, Ay) = (A"x, y).

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden A € C"*". Das charak-
teristische Polynom x4 von A ist definiert durch

Xa(A) =det(N — A).

Es hat genau n komplexe Nullstellen Ay, ..., A\,. Diese heiflen die Fi-
genwerte (EW) von A. Die Menge

o(A)={A e C: \ist EW von A}

ist das Spektrum von A. Zu jedem A\ € o(A) gibt es mindestens einen
Rechtseigenvektor x € C™ \ {0} mit

Az = \x
und mindestens einen Linkseigenvektor y € C" \ {0} mit
y A= A\y"

Statt Rechtseigenvektor sagen wir kurz Eigenvektor (E'V). Ein Eigen-
vektor x mit ||z|| = 1 heifit normiert.

115
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Ist A€ R und A € C\ R ein EW, so ist auch A ein EW. Ist
A zusétzlich hermitisch, so sind alle EW reell und Links- und Rechts-
eigenvektoren sind gleich. Es gibt dann eine Orthonormalbasis des R"
aus Eigenvektoren.
Zwei Matrizen A, B € C™"™ heiflen dhnlich, wenn es ein X €
GL(C™) gibt mit
B=XAX"1

Die Transformation A — XAX ' heiBt Ahnlichkeitstransformation.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum. Ist A € o(A) und z
ein zugehoriger EV, so ist Xz ein EV von XAX ! zu \.

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Eigenwertproblem numerisch
schlecht konditioniert ist.

BEISPIEL V.1.1 (Schlecht konditioniertes Eigenwertproblem). Seien

0 1
A — e 0 € R10X10,
0 |
0
0 1
B— e 0 c R10x10.
0 |
10719 0 0
Dann ist
det(A\ — A) = A% det(AM — B) = A0 — 1071
und

o(A) = {0}, o(B)={-10"",10""}.
Eine Stérung von 107! in den Koeffizienten der Matrix bewirkt also
eine Storung von 107! in den Eigenwerten.

Die folgenden beiden Sétze erlauben unter geeigneten Vorausset-
zungen eine Abschéitzung der Kondition des Eigenwertproblems. In
Verbindung mit Beispiel V.1.1 zeigen sie, dass mehrfache Figenwerte
besonders empfindlich auf Stérungen reagieren.

SATZ V.1.2 (Verhalten von Eigenwerten unter Stérungen). Seien
A, BeC™", X € GL(C™) mit

XAX' =D =diag(dy,...,d,) € C"™"
und pp € 0(A+ B). Dann gilt
g{lfi&) A= p| < k(X) HBHE((C",(Cn) )

wobei k(X)) die Kondition von X bzgl. ||-|| ist.
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BEWEIS. Ohne Einschrankung ist u ¢ o(A). Dann ist D — ul
regulir und (D — pul)™'X(A + B — pl) X! singulér. Betrachte ein
zeker((D — pul) ' X(A+ B — ul)X ™) mit ||z]] = 1. Dann ist

(D—pu) ' X(A—pu)X 2= (D —pl) {XAX ' —pl)z =z
und
|(D—p)~' XBX7,
> (D — )" XBX 'z
= H(D pul) P XBX 24 (D — pl) T X (A — pl) X2 — 2|
=||(D—pu) ' X(A+B—pl)X~ z—z”

= =l
=1
Andererseits gilt
(D = D) XBXTH| < [|(D = u) 7, s(X) Bl
1
= mﬁ(){) 1Bl - u
A€o (A)

SATZ V.1.3 (Verhalten von einfachen Eigenwerten unter Storun-
gen). Seien A, B € C"*", Ay ein einfacher Figenwert von A und xq, yo
normierte Rechts- bzw. Linkseigenvektoren von A zu A\g. Dann besitzt
A+ eB fiir hinreichend kleines € einen Figenwert \(g) mit

(4o , Bwo) 2
Ae) = Ao + e+ 0(9).
( ) 0 (yo7 l’o) ( )
BEWEIS. Definiere ¢ € C*°(C x R, C) durch
o\ e) =det(A] — A—eB).

Da A ein einfacher Eigenwert von A ist, gilt

0

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dass es ein ¢y € R* und
Abbildungen A € C*((—¢¢, &), C) und z € C'((—&p,&p), C") gibt mit
Ae) € o(A+eB),
x(e) ist Eigenvektor von A 4 B zu A(g),

(€)
(0)=
(0)

©(X,0) =0 wund

>

0

8

Aus
(A+eB)x(e) = Me)z(e)
folgt durch Differentiation bzgl. des Parameters

(A +eB)i(e) + Bx(e) = Me)z(e) + Me)a(e)
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und

sowie

(Yo . A%(0)) + (yo. Bzo) = A0) (3o, zo) + Ao (Yo, #(0))
= M0) (%o, mo) + (o, Ai(0))

da yo ein Linkseigenvektor zu Aq ist. Hieraus folgt die Behauptung
wegen A(e) = Ao + eA(0) + O(g?). O

BEMERKUNG V.1.4 (Verhalten von mehrfachen Eigenwerten unter
Storungen). Die Bezeichnungen seien wie in Satz V.1.3. Ist A\g ein p-

facher Eigenwert mit p > 1, so verhilt sich A(e) i.a. wie \g + 0(8%).

V.2. Reduktion auf Normalform

In diesem Paragraphen betrachten wir die so genannte Hessenberg-
Form von Matrizen und zeigen wie Matrizen mit Householder-Trans-
formationen in &dhnliche Matrizen in Hessenberg-Form transformiert
werden konnen. Hintergrund hierfiir ist die Tatsache, dass die Algo-
rithmen der Paragraphen V.3 und V.4 zur Berechnung von Eigenwerten
und Eigenvektoren fiir Matrizen in Hessenberg-Form einen wesentlich
geringeren Aufwand erfordern als fiir allgemeine Matrizen. Daher ist
es héaufig sinnvoll, vor Anwendung der Verfahren der Paragraphen V.3
und V.4 eine gegeben Matrix auf Hessenberg-Form zu transformieren.

Im Folgenden sind alle Matrizen, sofern nicht extra vermerkt, re-
ell; (-, -) und ||-|| bezeichnen das euklidische Skalarprodukt und die
euklidische Norm auf R™.

DEFINITION V.2.1 (Hessenberg-Form). Eine Matrix A € R™*" hat
Hessenberg-Form, wenn fiir alle 1 < j < j+2 <17 < ngilt A;; =0, d.h.
alle Elemente von A unterhalb der ersten Nebendiagonalen verschwin-
den.

BEMERKUNG V.2.2 (Eigenschaften der Hessenberg-Form). (1) A
sei symmetrisch und habe Hessenberg-Form. Dann ist A tridiagonal.
(2) Hat A Hessenberg-Form, so kann die Q-R-Zerlegung von A aus Pa-
ragraph IV.3 in O(n?) statt O(n?) Operationen fiir allgemeine Matrizen
berechnet werden.

Wir wollen nun eine gegebene Matrix A mittels Householder-Trans-
formationen in eine &hnliche Matrix mit Hessenberg-Form transformie-
ren. Sei dazu 1 < k <n — 2. Wir nehmen an, dass A die Form hat

()
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mit

B € R*** hat Hessenberg-Form

C e ka(n—k)

DeRFFund D=0 Vi<i<n—Fk1<j<k—1

Ec R(nfk)x(nfk)'
Sei d die k-te Spalte von D. Dann gibt es geméfl Satz 1V.3.3 (S. 87)
eine Householder-Matrix Hj € RM®=Rx(=k) mjt

Hyd = o ||d]| €.

I, O
62162(6C Hk)’

wobei I}, € R¥** die k x k Einheitsmatrix bezeichnet. Dann folgt

o (B CH,

so dass QrAQ, " die obigen Bedingungen fiir k + 1 erfiillt.

Wenn wir beriicksichtigen, dass eine beliebige Matrix A € R"*" die
obigen Voraussetzungen mit k = 1 erfiillt, erhalten wir so orthogonale
Matrizen )1, ..., Q,_o, derart dass

Qn2Qn-3...Q1AQ1...Qn2=Qn2Qn_3...Q1AQn2...Q1)""

zu A dhnlich ist und Hessenberg Form hat.

Algorithmus V.2.1 realisiert diese Uberlegungen. Dabei werden die
Vektoren der Householder-Matrizen in einer Hilfsmatrix () gespeichert.
Wenn man spéter nur an den Eigenwerten und nicht an den Eigenvekto-
ren der Ausgangsmatrix interessiert ist, braucht man diese Hilfsmatrix
nicht abzuspeichern.

Setze

V.3. Berechnung eines Eigenwertes

In diesem Abschnitt betrachten wir Verfahren zur Berechnung des
betragsméafig grofiten oder kleinsten Eigenwertes. Alle Matrizen und
Vektoren sind dabei reell; (-, -) und ||-|| bezeichnen das euklidische
Skalarprodukt und die euklidische Norm auf R™.

Zur Beschreibung der Grundidee des ersten Verfahrens nehmen wir
an, dass die Matrix A € R™ " n linear unabhéngige Eigenvektoren zi,

.., Zn mit zugehorigen Figenwerten pq, ..., p, besitzt und dass die
Eigenwerte die Beziehung

| < oo < pa] <l

erfiillen. Sei

3
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Algorithmus V.2.1 Ahnlichkeitstransformation mittels Householder-
Matrizen auf Hessenberg-Form

Gegeben: Matrix A (wird mit &hnlicher Matrix iiberschrieben), Hilfs-
matrix @ (speichert die Transformationen), Toleranz &
Gesucht: Transformierte Matrix A
1: fori:1,2,...,n—l2d0

2: S { Z Afl} , 04— —sgn (Ait14), € {25 (s + !AHMD}

=

j=it+1
3: Falls s < ¢ ist, gehe zu 2 mit ¢ + 1 statt ¢ {iber.
Aip1i —
L Qi e <+1—CUS)
5: for j=1+2,...,ndo
7 end for
8: Ai+1,i < 0S
9: for j=1+2,...,ndo
10: Aji ~—0
11: end for
12: for j=1,...,ido
13: 5+ 2 Z Q]W,A]k
k=i+1
14: fork=i+1,...,ndo
15: Ajk — Ajk — SQM
16: end for

17: end for
18: for j=7+1,...,ndo

19: 542 Z Qk’zAk’]
k=i+1

20: fork=7+1,...,ndo

21: Akj — Akj — 5Qu;

22: end for

23: end for

24: for j=1+1,...,ndo

25: 54 2 Z kaAjk
k=i+1

26: fork=:7+1,...,ndo

27: Ajk — Ajk — Qi

28: end for

29: end for

30: end for
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ein Vektor mit a; # 0. Fiir m € N ist dann

ATy = Zaku’,?zk = uTZak <%) 2.
k=1

—1 H1
Wegen
Soan (%) al el
—1 21 00
gilt

sy
TN AmL| paf-
[Amz| m—oo
Daher kénnen wir hoffen, durch sukzessive Multiplikation mit A und
anschlieBende Reskalierung den grofiten Eigenwert von A berechnen zu
konnen.

Diese Idee wir durch Algorithmus V.3.1 konkretisiert.

Algorithmus V.3.1 Potenzmethode zur Berechnung des betragsmé-
Big groBiten Eigenwertes

Gegeben: Matrix A, Startndherung x fiir einen Eigenvektor mit
||z|| = 1, Toleranz e, Maximalzahl fiir Iterationen N

Gesucht: Niherung A fiir betragsméflig grofiten Eigenwert und z fiir

zugehorigen Eigenvektor

cd<— 00, AN¢o00,n<+ 0, u<+ Ax

while d > ¢ und n < N und |jul]| > € do
o« sgn((u,x)),d« A\ A< ollu||, d+ |XN—d|
r e 28 u<— Ar,n+n+1

Jull’

5. end while

L

Der folgende Satz beweist die Konvergenz der Potenzmethode und
konkretisiert unsere anfangliche heuristische Uberlegung.

SAatz V.3.1 (Konvergenz der Potenzmethode). A € R™"™ habe n
linear unabhdingige Eigenvektoren zy,...,z, € R™ mit zugehorigen Ei-
genwerten fiy, ..., 1, € R. Es gelte

0 < [ual <o <] < lppl = = |pua]
und
Hp = ... = H1.
Ferner sei in der Darstellung

n
To = E 7%%)
i=1

mindestens ein «; mit 1 < ¢ < p ungleich Null. Dann gibt es einen
FEigenvektor x* von A zum Figenwert p; mit

[2m = 2% = O(¢™),  |Am — | = O(¢™),
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wobei q = % ist.
P

BEWEIS. Sei 0y = 1 und

m
S
=0

Mittels Induktion zeigt man leicht, dass

1

— +1

Zo
ist. Weiter ist
n
= Z a2 = p]"{T + Y }
i=1

mit

p n m
~ N Hi
T = Qiziy,  Ym = a; | — Zi
i=1

i=p+1 i
und ||ym| = O(¢™). Damit folgt
Omt1 = 80 (U1, Tm)] = 580 [(Uns1 ; Omtin)]
= sgn [7731 (Am+1m0 , Amxo)}
= sgn [0 (@ + Y1 T+ Ym)] -

Also gibt es ein my € N mit 0, = sgn(y) fiir alle m > my. Setze
1 = Nm,- Dann folgt fiir all m > my

sgn(Ami1) = sgn(0ms1) = sgn(yin)

und
[A™ o | 17 + Y ||
Amsa] = lumll = Zmm— = Il S=7———
[ Ao 17+ ol
= [pa| [1+O(¢™)]
Das beweist die behauptete Konvergenz der \,,. Definiere

T
o =1 [sgn(p)]™ =7
12l
Dann ist z* ein Eigenvektor von A zu puq, und es gilt
1
[

1

m+1
~ ()" [
’Nl’

1
17 + Y

Tm+1 = Om+1 ’ Um+1

m+1$0

1

BT goal] T Yot

mo

= 7 [sgn(pu)] [+ Y]
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und daher
|Zmi1 — 2% = O(¢™). O
BEMERKUNG V.3.2. (1) Die Voraussetzung o;; # 0 firein 1 <i <p
ist in der Praxis aufgrund von Rundungsfehlern meistens erfiillt.

(2) Ist |pa| = ... = |uy,| aber py # ... # u,, so konvergiert |\,,| immer
noch gegen |p1].

Falls A symmetrisch ist, kann man Algorithmus V.3.1 wesentlich
beschleunigen. Die Grundidee ldsst sich wie folgt beschreiben:
Wenn A symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren paarweise orthogonal
und konnen zuséatzlich normiert werden. Dann gilt fiir alle m,m’ € N

n n n
m m’ m m’ 2 m-+m'
(A r, A x) = (E Ay 2k g Qp Zl) ZE Qo g,
k=1 =1 k=1
n m-+m/
’ /,Lk-
=y " af (—) :
k=1 H1

2m
1+0 ((@> )] .
H1
A77L1,7A77L+1;L,

) doppelt so schnell gegen den

(Amg , Amy
AT der Potenzme-

Insbesondere folgt

(Amx, Amtlg)
(Amg, Amg) M

Daher sollten die Quotienten
A'm+1

Eigenwert p; konvergieren wie die Quotienten
thode.
Diese Uberlegungen werden durch Algorithmus V.3.2 konkretisiert.

Algorithmus V.3.2 Rayleigh-Quotienten-Iteration fiir die Bestim-
mung des betragsméfig groffiten Eigenwertes einer symmetrischen Ma-
trix

Gegeben: Matrix A, Startndherung x fiir einen Eigenvektor mit
||z|| = 1, Toleranz ¢, Maximalzahl fur Iterationen N
Gesucht: Nidherung ), fiir betragsméafig grofiten Eigenwert
I: d< 00, A« o0, n+ 0, u<«+ Azx

2: while d > ¢ und n < N und |Ju|| > ¢ do
u

3: xem,de)\,/\e(x,u),dew—)q
u

4: u+ Ar,n+n+1

5: end while

Der folgende Satz beweist die Konvergenz von Algorithmus V.3.2
und zeigt, dass er doppelt so schnell konvergiert wie Algorithmus V.3.1.

SaTz V.3.3 (Konvergenz der Rayleigh-Quotienten-Iteration). Die
Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz V.5.1. Zusdtzlich
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sei A symmetrisch und die Eigenvektoren orthonormiert, d.h. (z;, z;) =
by fiir alle 1 <i,j < n. Dann gilt |\, — p1| = O(¢*™), wobei q wie in
Satz V.3.1 ist.

BEwEIS. Mittels Induktion zeigt man leicht, dass

1

— Am+1
T A

ist. Weiter ist .
A"y = Z Qi 2
i=1

und wegen der Orthonormierung der Eigenvektoren

N

1
2

n P n 2m
m m m 223
s = {3 et < St 3 o (1)
=1 =1

1=p+1
=a?2
1
_ |Iu1|’m {CLQ + O (q2m)}2 .
Damit folgt
1
Ami1 = (xma Um+1> = . (umv um+1)
[[tm|
1
= Aml’o, Am+1$0
| Ao ( )

1 & -
~ @ + O (2] Zl i
_[a*+O(g*m )]
~ @ o)
= m[1+0(¢*™)]. O

BEMERKUNG V.3.4 (Konvergenzbeschleunigung). Man kann die
Kovergenz der Algorithmen V.3.1 und V.3.2 beschleunigen, indem man
das A2-Verfahren von Aitken [2, Aufgabe 4.4] auf die Folge (A )men
anwendet oder eine Spektralverschiebung durchfiihrt, d.h. statt A die
Matrix A — al mit geeignetem a € R betrachtet.

Wendet man die Algorithmen V.3.1 und V.3.2 auf A~! an, und
formt die Ergebnisse geeignet um, so erhélt man Verfahren zur Berech-
nung des betragsméflig kleinsten Eigenwertes.

Der folgende Satz beweist die Konvergenz von Algorithmus V.3.3.

SATZ V.3.5 (Konvergenz der inversen Iteration von Wielandt). Die
Matriz A habe n linear unabhdngige Figenvektoren zq, ..., z, € R" mit
zugehorigen Eigenwerten py, ..., u, € R. Es gelte

0 < |tn| = = |ptn—r| <[tn—r—a] < ... <pa
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Algorithmus V.3.3 Inverse Iteration von Wielandt zur Berechnung
des betragsméfig kleinsten Eigenwertes

Gegeben: Matrix A, Startndherung x fiir einen Eigenvektor mit
||z|| = 1, Toleranz e, Maximalzahl fur Iterationen N
Gesucht: Nidherung p fiir betragsméfig kleinsten Eigenwert und x fiir
zugehorigen Eigenvektor
1: d4+o00, pé00,n <+ 0
2: Lose das LGS Au ==z
3: while d > ¢ und |lu|| > e und n < N do
4

o« sgn((u, z)), d <+ p, p<—ﬁ
U
5: d<—|d—p|,$<—ﬁ,n<—n+1
U
: Lose das LGS Au =z
7. end while
und
Ly = o = [y

Zudem sei in der Darstellung

n
Ty = g 0 7%%)
i=1

mindestens ein c; mit n—1r < 1 < n ungleich Null. Dann gibt es einen
FEigenvektor y* von A zum Eigenwert i, mit

|zm —y*[l = O@™), |pm — tn| = O(q™)

| |
[pn—r—1]

mit q =

BEWEIS. Setze A\,,4+1 = ——. Dann ist Algorithmus V.3.3 identisch

Pm—+1 !

mit Algorithmus V.3.1 angewandt auf A~!. Damit folgt die Behauptung
aus Satz V.3.1 angewandt auf A~ O

Sei nun A symmetrisch. Dann kann Algorithmus V.3.2 auf A~!
angewandt werden.
Der folgende Satz beweist die Konvergenz von Algorithmus V.3.4.

SATz V.3.6 (Konvergenz der inversen Rayleigh-Quotienten-Iterati-
on). Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz V.3.5.
Zudem seien A symmetrisch und die FEigenvektoren orthonormiert.
Dann gilt |pm — 1] = O(¢*™), wobei q wie in Satz V.3.5 ist.

BEWEIS. Setze A\, 11 = ﬁ. Dann ist Algorithmus V.3.4 identisch

mit Algorithmus V.3.2 angewandt auf A~!. Damit folgt die Behauptung
aus Satz V.3.3 angewandt auf A~L. O
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Algorithmus V.3.4 Inverse Rayleigh-Quotienten-Iteration fiir die Be-

stimmung des betragsméflig kleinsten Eigenwertes einer symmetrischen

Matrix

Gegeben: Matrix A, Startndherung x fiir einen Eigenvektor mit
|lz|| = 1, Toleranz £, Maximalzahl fiir Iterationen N

Gesucht: Niherung p fiir betragsméafig kleinsten Figenwert

1: d4—00, po0o,n<+ 0
2: Lose das LGS Au =z
3: while d > ¢ und |Ju]| > e und n < N do
4: xeﬁ,cﬂ—p,pe(m,u)_l
U
5: d«|d—p|,n+n+1
6: Lose das LGS Au ==z
7. end while

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die Berechnung von Eigen-
vektoren bei bekannter Naherung fiir den entsprechenden Eigenwert
ein.

BEMERKUNG V.3.7 (Berechnung eines Eigenvektors bei gegebener
Néherung fiir einen Eigenwert). Mit einem geeigneten Shift kann Algo-
rithmus V.3.3 auch zur Berechnung eines Eigenvektors eingesetzt wer-
den. Genauer nehmen wir an, dass wir eine Naherung g fiir einen FEigen-
wert p* der Matrix A bestimmt haben und dass wir einen zugehorigen
Eigenvektor y bestimmen wollen. Wir setzen voraus, dass p dichter an
p* liegt als an jedem anderen Eigenwert von A, d.h. |p — p*| < [z — p
fir alle p € o(A) \ p*. Dann ist p* — i der betragsmifig kleinste Eigen-
wert der Matrix A — i/ und jeder andere Eigenwert dieser Matrix hat
einen echt grofleren Betrag. Auflerdem ist jeder Eigenvektor von A — il
zum Eigenwert p* — 1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p*. Daher
kénnen wir Algorithmus V.3.3 auf die Matrix A — g/ anwenden und
erhalten eine Folge von Vektoren z,,, die gegen einen Eigenvektor von
A zum Eigenwert p* konvergiert. Im allgemeinen liefern schon wenige
Iterationen eine hinreichend genaue Approximation fiir einen solchen
Eigenvektor. Man beachte, dass in jeder Iteration des Verfahrens ein
lineares Gleichungssystem der Form (A — il ) w41 = x,, gelost werden
muss.

V.4. Berechnung aller Eigenwerte

In diesem Abschnitt bezeichnet A € R™" stets eine Matrix mit
Hessenberg-Form. Die Hessenberg-Form ist fiir Algorithmus V.4.1 und
Satz V.4.3 nicht erforderlich, reduziert aber erheblich den Rechenauf-
wand fiir Algorithmus V.4.1.
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Algorithmus V.4.1 QR-Algorithmus ohne Shift

Gegeben: Matrix A, Toleranz ¢, Maximalzahl fiir Iterationen N
Gesucht: Niherungen fiir die Eigenwerte von A

1I: d<—o00,n <+ 0

2: while d > e und n < N do

3: Bestimme die QR-Zerlegung A = QR von A.
4: B+ A A+ RQ,d+ |B—A|,n+n+1
5: end while

LEMMA V.4.1 (Eigenschaften der QR-Zerlegung). Sei A = QR mit
einer orthogonalen Matrix () und einer oberen Dreitecksmatriz R. Defi-
niere A’ = RQ. Dann sind A und A’ dhnlich. Falls A Hessenberg-Form
hat, gilt gleiches fiir A’.

BEWEIS. Es ist A’ = RQ = Q'QRQ = Q'AQ. Falls A Hessenberg-
Form hat, liefert Algorithmus IV.3.1 (S. 88) eine Matrix ) der Form

Q:Ql'“"Qn—l mit

wobei @); nur in der i-ten und (i + 1)-ten Zeile und Spalte von der
Einheitsmatrix abweicht. Dann hat R(Q); die Gestalt

*%
kok *

RQ =

und sukzessive folgt

Aus Lemma V.4.1 folgt, dass die Matrizen A; alle zu A &hnlich sind
und Hessenberg-Form haben. Das folgende Lemma stellt ein technisches
Hilfsergebnis fiir den Konvergenzbeweis von Algorithmus V.4.1 bereit.

LEMMA V.4.2. Die Matrizen A;, R;, Q; seien wie in Algorithmus
V.4.1. Definiere P,=Q1-...-Q; und U; = R; - ... Ry. Dann gilt
(1) A = QIAQ;,
(2) A = PIAP,.
(3) A" = RU;.
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BEWEIS. ad (1): Folgt aus der Definition von A,;;; und Lemma
V.4.1.
ad (2): Folgt aus (1) durch Induktion.
ad (8): Aus (2) folgt P;A;11 = AP, und damit
PU; = P aQiRUi—y = P AU = AP Uiy, 0
Der folgende Satz beweist die Konvergenz des QR-Algorithmus.

SATZ V.4.3 (Konvergenz des QR-Algorithmus). Die Matriz A er-
fiille folgende Voraussetzungen:

(1) o(A) ={A1,.. ., A} mit 0 < |A\,] < ... <[\
(2) Die Matriz Y mit A = Y™'DY und D = diag(A1,...,\,)
besitzt eine LR-Zerlequng Y = Ly Ry .
Dann gilt fiir die Matrizen A;, Q;, R; aus Algorithmus V.4.1
A1
lim@Q; =1 wund limR;= lim A; = ( . ’ )
1— 00 11— 00 1—00 .
0 An
BEWEIS. Sei QxRx = Y ! die QR-Zerlegung von Y 1. Dann gilt
A'=Y DY = QxRxD'LyRy = QxRx(D'LyD™")D'Ry.
Eine leichte Rechnung liefert
i —i Ak i
(D'LyD )kl - ()\_z) (Ly )y -
Also ist D'Ly D™" = [ + E; mit lim E; = 0. Sei F; = RxE;Ry'. Dann
1— 00
folgt lim F; = 0 und

71— 00
A= QxRx(I + E;)D'Ry = Qx(I + F;)RxD'Ry.
Sei CNQZ}N‘EZ = I + F; die QR-Zerlegung von I + F; geméf Algorithmus
IV.3.1 (S. 88). Dann gilt lim @; = lim R; = I. Aus Lemma V.4.2 folgt
1—00 1—00
PU; = A' = QxQ:RiRx D' Ry.
Wegen der Eindeutigkeit! der QR-Zerlegung gilt daher P, = @ X@i und
U; = R;Rx D'Ry . Hieraus folgt
Qi =Pk = QI,0%0xQi = Q,Qi — 1

und

Ri = UiUi:11 = EiRXDiRyR;lD_i+1R;(1Ei_,11 - EZRXDR;(lél_}l

A1
s RyDRy = ( . )
1—00 .

0 An

'Wir setzen hierbei voraus, dass das Vorzeichen der Diagonalelemente der obe-
ren Dreiecksmatrix festgelegt ist. Ohne diese Annahme ist Beweis technisch etwas
aufwéindiger.
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sowie

A1
71— 00 .
0

BEMERKUNG V.4.4. (1) Algorithmus V.4.1 konvergiert am schnell-
sten fiir A, am zweit schnellsten fiir Ay usw.
(2) Auf die Voraussetzung |\,,| > 0 kann verzichtet werden.
(3) Auf die Voraussetzung (2) kann verzichtet werden. Die Eigenwerte
erscheinen dann nicht mehr der Gréfle nach geordnet.
(4) Falls o eine Ndherung fiir den Eigenwert \; ist, kann man den
zugehorigen Eigenvektor entweder mit den Algorithmen IV.3.1 (S. 88)
und IV.3.2 (S. 89) angewandt auf das homogene LGS (0] — A)x = 0
oder mit Algorithmus V.3.3 (S. 125) angewandt auf o/ — A berechnen
(vgl. Bemerkung V.3.7 (S. 126)).
(5) Falls A tridiagonal ist, sind alle A; tridiagonal. Jeder Schritt von
Algorithmus V.4.1 erfordert dann O(n) Operationen.
(6) Die Konvergenz von Algorithmus V.4.1 kann durch Shift- Techniken
beschleunigt werden. Dazu definiert man im k-ten Schritt mit geeigne-
tem Shift s, € R die Matrizen @, Ry durch Ay —s,.1 = Q. Ry und setzt
A1 = RpQp + siI. Dann gilt wieder Axyq = QL ALQy. Es gibt ver-
schiedene Strategien zur Wahl von s;. Eine bewéhrte ist s, = (Ag)nn-1-
(7) Durch Zusammenfassen von je zwei aufeinander folgenden QR-
Schritten und geeignete Wahl von Shifts kann man mit Algorithmus
V.4.1 auch Paare konjugiert komplexer Eigenwerte mit reeller Arith-
metik berechnen.

V.5. Singulidrwertzerlegung

Die Singuldrwerte einer Matrix und die zugehorige Singuldrwert-
zerlegung verallgemeinern die Begriffe |, Eigenwert® und ,, Eigenvektor*
von quadratischen auf allgemeine rechteckige Matrizen. Im Folgenden
bezeichnen ||-|| und [||-]|| die Euklidische Norm und die zugehéorige Ma-
trixnorm.

SATz V.5.1 (Singuldrwertzerlegung, Singuldrwerte). Zu jeder Ma-
trix A € R™ ™ qibt es orthogonale Matrizen U € R™™"™ und V € R™*™,
so dass

(V.5.1) U'AV =X = diag(oy, . .., o)
ist mit k = min{m,n} und o1 > ... > o, > 0. Die Darstellung (V.5.1)
heifit Singuldrwertzerlegung von A, die Zahlen oy, ..., o heiffen Sin-

gulidrwerte von A.

BEWEIS. Fiir A = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also

A
o= 1Al = max 1A
zcRm™\{0} ||zl
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und v € R™ ein Vektor mit |jv|]| = 1, fir den das Maximum ange-
nommen wird. Setze u = £ Av. Dann ist |lu|| = 1. Die Vektoren u und
v konnen zu orthonormalen Basen {u, s, ..., u,} und {v,vs,..., 0}

des R"™ bzw. R™ erginzt werden. Wir fassen diese Vektoren als Spalten
entsprechender orthogonaler Matrizen P € R™™" und ) € R™*™ auf.
Wegen utAv = oulu = 0 ist

rag- (7 %)

[P AQ|[ = lAll = &

e ()] =[5 o= )

[ t] p—
0:|HPtAQm > > Vo? + wlw.

(2)

Also ist w = 0. Damit folgt die Behauptung des Satzes durch Induktion.
OJ

mit w € R™ 1. Aus

1

und
2

folgt

Die Singularwertzerlegung von A ist eng verkniipft mit der Pseu-
doinversen A* von A aus Bemerkung IV.5.3 (S. 93).

SATZ V.5.2 (Pseudoinverse und Singuldrwertzerlegung). Sei U'AV
= X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™™ wie in Satz V.5.1 und
¢ < k = min{m,n} der grifite Index mit oy > 0. Dann gilt fir die
Pseudoinverse von A

1 1

A*zVETﬂ7Mt2+:m%(—3”w—ﬁ,“ﬂ)eRWW

g1 Oy

BEWEIS. Man rechnet leicht nach, dass VX TU" die Moore-Penrose-
Axiome von Bemerkung IV.5.3 (S. 93) erfillt. O

Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften der Singulér-
wertzerlegung zusammen.

SaTz V.5.3 (Eigenschaften der Singuldrwertzerlegung). Sei U*AV

= Y eine Singuldrwertzerlegung von A € R™™ wie in Satz V.5.1.
Bezeichne mit u; und v; die Spalten von U und V und mit { < k =
min{m,n} den grifiten Index mit o, > 0. Dann gilt:

(1) Av; = oyu;, Alu; = opv; fiir 1 <i < k= min{m,n}.

(2) Rang(A) = ¢.

( ) ( ) - Span{uh SR ,Ug}, ker<A) = Span{wﬂ, B 7Um}'

(4) [IAl = o1
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(5) k(A) = [IAl AT = 2, wobei k(A) die Kondition von
A bzgl. der FEuklidischen Norm ||-|| gemdfS Definition 1V.4.1
(S. 89) ist.

(6) Die strikt positiven Singuldrwerte von A sind die Wurzeln der
strikt positiven Eigenwerte von AtA.

BeEwEISs. Die Eigenschaften (1) — (4) folgen direkt aus Satz V.5.1.
Eigenschaft (5) folgt aus Satz V.5.2, Bemerkung IV.5.3 (S. 93) und De-
finition IV.4.1 (S. 89). Eigenschaft (6) schliefllich folgt aus der Identitét

A'A = (Usv)) (USVY) = VSU'USV! = VISV = VE'SV L O

Satz V.5.3 (6) legt es nahe, die Singuldrwerte von A mit dem QR-

Algorithmus V.4.1 (S. 127) angewandt auf A*A zu berechnen. Hierbei
kann der Aufwand wesentlich reduziert werden, indem die Matrix A
zuerst durch geeignete Householder-Transformationen auf so genannte
Bidiagonalform gebracht wird, da dann der QR-Algorithmus nur auf
eine Tridiagonalmatrix angewandt werden muss.
Zur Beschreibung dieser Transformation nehmen wir o.E. an, dass n >
m ist. Gemafl Satz 1V.3.3 (S. 87) gibt es eine Householder-Matrix
P, € R™™ die die erste Spalte von A auf ein Vielfaches des ersten
Einheitsvektors transformiert. Ebenso gibt es eine Householder-Matrix
Q; € Rm=Dx(m=1) "die den Anteil rechts von der Diagonalen des ers-
ten Zeilenvektors von P} A auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors
transformiert. Daher hat Py AQ} die Struktur

x % 0 ... 0
0 * *x ... x
0 * = *
Indem wir diese Vorgehensweise sukzessive auf die -Blocke

anwenden, erhalten wir (m — 1) Housholder-Matrizen ?5: und (m —2)

Householder-Matrizen @);, so dass mit P = P,_1-...- P, und Q =
Qm72 et Ql gﬂt
* % 0 0
0 % =x 0
' B . ) .
PAQ" = 0 mit B=|: L
0 * %
0 0 =

Wegen
B'B = (PAQt)t (PAQt) = QA'P'PAQ! = QA'AQ = Q71 ATAQ
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haben B'B und A'A die gleichen Eigenwerte. Aufierdem ist B'B eine
Tridiagonalmatrix.
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