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KAPITEL 1

Einfiihrung

1.1. Beispiele fiir Approximationsaufgaben

BEIspIEL I.1.1 (Funktionsanpassung). Auf einem Computer miis-
sen transzendente Funktionen, wie z. B. die Exponentialfunktion, durch
Algorithmen approximiert werden, die nur die vier Grundrechenarten
benotigen. Wegen der Additionsheoreme kann man sich bei der Expo-
nentialfunktion auf Argumente z im Intervall [0, 1] beschridnken. Der
naheliegendste Ansatz ist das Taylor-Polynom

Der Fehler ist
e

max = m

0<z<1

e’ — Zn: %xk
k=0

Stattdessen kann man auch die beste Approximation durch Polynome
suchen:

n

e’ — E apx”

k=0

max

— min.
0<z<1 ag

Dies ist ein Approximationsproblem. Man kann zeigen, dass fiir den
Fehler der besten Approximation gilt

n

e’ — g agx”

k=0

(&

min max = m .

ag,...,an 0<x<1

Man gewinnt also einen Faktor 22"*!. Einen noch gréSeren Genauig-
keitsgewinn kann man erzielen, wenn man die Division einbezieht und
Approximationen der Form 2% mit Polynomen p und ¢ betrachtet.

BEISPIEL [.1.2 (Angleichung von Messdaten). Zu Parametern t;,
..., t, sind Daten xq, ..., x, gemessen worden. Man vermutet einen
linearen Zusammenhang zwischen Parametern und Daten. Dies fiihrt
auf das Approximationsproblem

n

xi—a—btiz—>min,
b

i=1
5
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das Problem der kleinsten Fehlerquadrate. Wie man sich leicht {iberlegt,
sind die optimalen Werte fiir ¢ und b Losungen eines zweidimensionalen
linearen Gleichungssystems.

BEIspIEL 1.1.3 (Losen einer parabolischen Differentialgleichung).
In einem homogenen Stab, dessen Lange der Einfachheit halber auf
7 normiert sei, ist die Temperaturverteilung in Abhéngigkeit von Ort
und Zeit zu bestimmen. Die Stabenden werden stets auf Temperatur
0 gehalten; die Anfangstemperatur des Stabes ist bekannt. Dies fiihrt
auf die parabolische Diffentialgleichung ( Warmeleitungsgleichung)

0 02 _
—u(z,t) — =—=u(x,t) =0 inQ={(z,t):0<z<m t<0}.

mit der Randbedingung
uw(0,t) =u(m,t) =0 firt>0
und der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z) fir0 <z <.
Wie man leicht einsieht, sind alle Funktionen
e Mtsin(kz), ke N,

Losungen der Differentialgleichung und der Randbedingung. Daher gilt
gleiches fiir jede Linearkombination

n

un(x,t) = Z are ¥ tsin(kz), n e N*.
k=1
Die Anfangsbedingung fiithrt auf die Forderung

up(z,0) = Zak sin(kx) éf(w).

Man kann zeigen, dass wegen des Temperaturausgleiches der Fehler zur
Anfangszeit maximal ist, d.h.

(g?gﬂ lu(z,t) — uy(z,t)] = Jnax flz) — ; a sin(kz)| .
Dies fithrt auf das Approximationsproblem
Jmax flx)— ; ag sin(kz)| — min .

Wir werden zeigen, dass der Fehler der besten Approximation sich
asymptotisch wie n~? verhalt, wenn f p-mal stetig differenzierbar ist.
Andererseits werden wir auch zeigen, dass die Umkehrung gilt, so dass
die p-malige stetige Differenzierbarkeit der Losung u der Differential-
gleichung folgt. Dieser Regularitétssatz folgt nicht direkt aus der Dif-
ferentialgleichung.
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Unsere drei Beispiele hatten folgende gemeinsame Struktur: Ge-
geben sind ein normierter Raum (X, ||-||), eine nicht leere Teilmenge
V C X und ein Element f € X. Gesucht ist eine beste Approxzimation
u* €V an f, so dass gilt

I = wl) = inf IIf — ]

In Beispiel I.1.1 ist X = C([0,1]), [|]| = ['llo, f =€V =P, =
span{1,z,...,z"}. In Beispiel .1.2 ist X = R", ||| = ||, V = R
In Beispiel 1.1.3 ist X = Cy, = {f € C([0,27]) : f ist 27-periodisch},
Il = II'los V = T% = span{sin z, sin(2z), . .., sin(nz)}.

Die grundlegenden Fragen sind:

e Gibt es eine beste Approximation?

e Ist die beste Approximation eindeutig?

e Wie grof} ist der Fehler der besten Approximation und lésst er
sich a priori, d.h. ohne Bestimmung der besten Approximation,
abschétzen?

e Wie kann man die beste Approximation bestimmen?

e Gibt es eventuell eine einfacher berechenbare gute Approxima-
tion, die den gleichen asymptotischen Fehler hat wie die beste
Approximation?

Wir werden im Folgenden sehen, dass man an diese Fragen unter-
schiedlich herangeht, indem man z. B. nur die abstrakten Eigenschaf-
ten der Rdume X und V heranzieht oder konkret spezielle Eigenschaf-
ten des zu approximierenden Elementes f und der Menge V' ausnutzt.
Ebenso werden wir sehen, dass die verwendeten Methoden wesentlich
von der gewéahlten Norm abhéngen.

1.2. Allgemeine Existenzaussagen

Im Folgenden bezeichnet (X, ||-||) stets einen normierten Vektor-
raum iiber R oder C. V ist stets eine nicht leere Teilmenge von X und
f ist ein gegebenes Element von X. Man beachte, dass X nicht not-
wendig vollstdndig sein muss und dass V' kein Unterrraum sein muss.

DEFINITION 1.2.1. Ein Element u* € V heif$t beste Approzimation,
kurz b.A., an f € X in V| wenn gilt

I =l = inf Ilf = ull = pu ()

Die GroBe py(f) ist der Abstand zwischen dem Element f und der
Menge V.

Die wichtigsten Beispiele fiir die Rdume X sind der Raum C(T)
der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge 1" versehen mit
der Supremum-Norm

[flloe = sup £ (2)]
teT
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und die Rédume LP(I), 1 < p < oo, der zur p-ten Potenz Lebesgue
integierbaren messbaren Funktionen auf einem Intervall I versehen mit

der Norm )
- P\’
T { 15 t}

In Definition 1.2.1 wird bewusst nicht gefordert, dass X ein Funktio-
nenraum ist. Im Gegenteil: X darf auch endlich dimensional sein, und
der R" versehen mit der Norm

). = max |z

1
n P

]l = {leil”}
=1

ist héufig ein guter Kandidat, um sich allgemeine Sétze geometrisch zu
veranschaulichen.

bzw.

BEISPIEL 1.2.2. Man iiberlege sich Beispiele fiir Elemente f € R?
und Mengen V' C R? mit zwei, drei, unendlich vielen bzw. keiner b.A..

DEFINITION [.2.3. Eine Menge V' heiit Eristenzmenge bzw. Ein-
deutigkeitsmenge bzw. Cebysev-Menge, wenn es zu jedem f € X min-
destens eine bzw. hochstens eine bzw. genau eine b.A.an f in V' gibt.

Sei f € X beliebig, aber fest. Definiere die Abstandsfunktion @ :
V' — R durch
(u) = [If —ull.
Aus der Dreiecksungleichung folgt

|[@(ur) = D(ug)| = [[If = wll = If = w2ll] < llur —wall,

d.h., ® ist Lipschitz-stetig. Falls V' kompakt ist, folgt daher sofort, dass
V' eine Existenzmenge ist.

Leider ist in den meisten Anwendungen V' nicht kompakt. Jedoch
kann man dieses Problem durch einen Kunstgriff umgehen.

SATz 1.2.4 (Existenzsatz). Jeder endlich dimensionale Unterraum
eines normierten Raumes ist Eristenzmenge.

BEWEIS. Die Teilmenge
Vi={ueV:|ull <2}

ist als beschrankte und abgeschlossene Teilmenge eines endlich dimen-
sionalen Raumes kompakt. Daher nimmt die Abstandsfunktion ® auf
der Menge V; ihr Minimum bei einem Element v* € V; an. Insbesondere
ist

O(u”) < @0) = I
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Fiir jedes u € V '\ V; folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung

O(u) = [If —ull = [lull = I/ = 2A1 = 11 = 11/
> O(u”).
Also ist u* sogar das Minimum von ® auf ganz V. U

Das folgende Beispiel zeigt, dass man in Satz [.2.4 nicht auf die
Voraussetzung dim V' < oo verzichten kann.

BEeIsSPIEL 1.2.5. Sei X der Raum der Nullfolgen = = (x,,),en+ ver-
sehen mit der Supremum-Norm und V' der Unterraum der Nullfolgen

mit -
Z 27"z, = 0.
n=1

Dann gibt es zu keinem f € X \ V eine b.A. in V.
Denn: Sei f € X \ V beliebig. Dann ist

A:iznfn;éo.

Wir behaupten, dass

pv(f) <Al
ist. Definiere hierzu w,, € X durch
m=1—A 1,...,1,0,...).
m—mal
Dann ist
o m 2m o0
9—n — 9—n - 9—n
DESTINES SIS S R SR
n=1 n=1 n=m+1
n=1 2m—1 n=1
—— ——
=\ —%72_m_1—1,2—m
S
=0.
Also ist u,, € V fiir jedes m und somit
2m
< = u|l = |A
o) < 1T = umll =N 55—

fiir jedes m. Also ist py (f) < |A|.
Wir nehmen nun an, dass es zu f eine b.A. u* = (uy,)nen+ gibt. Dann
ist natiirlich
If =[] <AL
Da f — u* eine Nullfolge ist, gibt es ein N € N* mit

1
|f — un] < §|/\| fir alle n > N.
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Damit folgt

|>" = Z 27" fn
n=1

= Z 27" fn — Z 27"uy,
n=1

n=
N——

=0
S Zz_n |fn - un|

—Zz ) +Zz )

n=N
<Hf w* || <[A| 1

<P
_ o .
< —n —n_
_}:2 AL+ )2 5 I\
n=1 n=N
127V 1-27¥
=|\| 2—1 1_—
1-1 72 1-1
l_Q*N
A [
s {e i)

:0—2WMM
< |A].
Dies ist ein Widerspruch.

Wegen der grundsétzlichen Bedeutung von Kompaktheitsargumen-
ten in der Approximationstheorie hat man spezielle Kompaktheitsbe-
griffe eingefiihrt.

DEFINITION 1.2.6. (1) V heiit beschrinkt kompakt, wenn fiir jedes
¢ > 0 die Teilmenge {u € V : ||u|| < ¢} kompakt ist.
(2) Eine Folge (uy)neny C V' heifit Minimalfolge, wenn fiir ein f € X
gilt
Tim I =l = pv ().

(3) V heiit approzimativ kompakt, wenn jede Minimalfolge aus V' eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in V' besitzt.

Die folgende Bemerkung ist offensichtlich.

BEMERKUNG [.2.7. (1) Jede kompakte Menge ist beschrénkt kom-
pakt. Jede beschrinkt kompakte Menge ist approximativ kompakt.
(2) Jeder endlich dimensionale Teilraum und jede abgeschlossene Teil-
menge eines endlich dimensionalen Teilraumes ist beschréankt kompakt.
(3) Jede approximativ kompakte Menge ist Existenzmenge.
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1.3. Allgemeine Eindeutigkeitsaussagen

Aus der Analysis ist bekannt, dass auf dem R" alle Normen &qui-
valent sind, also auf die gleichen Konvergenzaussagen fiithren. Dieser
Abschnitt zeigt, dass verschiedene Normen aber zu sehr unterschiedli-
chen Eindeutigkeitsaussagen fiir b.A. fithren. Hier sind die metrischen
Eigenschaften einer Norm relevant und nicht ihre topologischen.

DEeFINITION 1.3.1. (1) Eine Menge M eines Vektorraumes heift
konvex, wenn fiir alle z,y € M und alle A € (0,1) gilt

A+ (1= Ny e M.

(2) Sei M eine konvexe Menge. Eine Funktion ¢ : M — R heiit konvez,
wenn fiir alle 2,y € M und alle A € (0, 1) gilt

e Az + (1=XNy) < Ae(x) + (1= Ne(y).

BEMERKUNG 1.3.2. (1) Seien M eine konvexe Menge und ¢ : M —
R eine Funktion. Dann ist ¢ genau dann konvex, wenn die Menge

G={(z,s) e M xR:5>¢p(x)}

konvex ist.
(2) In normierten Rdumen sind die offenen und abgeschlossenen Kugeln
konvex.

BEMERKUNG 1.3.3. In einer konvexen Menge V' ist die Menge der
b.A. stets konvex.

BEWEIS. Sei f € X beliebig. Dann ist die Menge der b.A. an
fin V gleich B, »(f) NV, wenn B,(g9) = {u € X : |lu—g| <
r} den abgeschlossenen Ball um ¢ mit Radius r bezeichnet. Da der
Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen konvex ist, folgt hieraus
die Behauptung. O

Eindeutigkeitsaussagen erhalten wir, wenn wir schérfere Konve-
xitétseigenschaften fiir die Einheitskugel eines normierten Raumes for-
dern.

DEFINITION 1.3.4. (1) Ein normierter Raum (X, ||||) heiit strikt
konvez, wenn fiir alle z,y € X mit ||z]| = [Jy]| =1 und = # y gilt

1

H§($+y)

<1

(2) Ein normierter Raum (X, ||-]|) heiBt wuniform konvez, wenn es zu
jedem e > 0 ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle x,y € X mit ||z|| = ||y|]| =1
und ||z —y|| > ¢ gilt

H%(m—i—y)“ <1-4.
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Anschaulich bedeutet strikte Konvexitit, dass der Rand der Ein-
heitskugel keine Geradenstiicke positiver Linge enthalten darf. (R?
[|-1l5) ist strikt konvex, (R?, ||-||) ist nicht strikt konvex.

SATZ 1.3.5. Jede konveze (und damit insb. jede lineare) Teilmenge
eines strikt konveren Raumes ist Eindeutigkeitsmenge.

BEWEIS. Seien u; und us zwei verschiedene b.A. an f € X in V.
Da V konvex ist, ist ug = 3 (u1 +u2) € V. Setze p = || f — wi||. O.E. ist
p > 0. Dann folgt aus der strikten Konvexitét

1 1 1
SN = ol = || =—(f — —(f - 1.
p 1f = uoll ‘ 2p(f up) + 2,O(f uz)|| <
Dies ist aber ein Widerspruch zu p = py(f). O

Das folgende Beispiel zeigt, dass man auf die strikte Konvexitét in
Satz 1.3.5 nicht verzichten kann.

BEISPIEL 1.3.6. Seien X = R?, ||| = |||, und V = {(z,0) : z €
R}. Dann sind zu f = (fi1, f2) € X alle Elemente (2,0) € V mit
fi=lfl <z < fi+][fol DA an f.

BEISPIEL 1.3.7. Seien a,b € R mit a < b. (C([a,b]), ||-||,,) ist nicht
strikt konvex, denn fiir

fla) =1, gle)=5—
gilt
1
Il =Nl = 57 +0)] =1

Allgemeiner ist fiir jede kompakte Teilmenge 7" eines normierten Raum-
es, die mehr als einen Punkt enthélt, der Raum (C(T),||-||,,) nicht
strikt konvex.

BEISPIEL [.3.8. Jeder Hilbert-Raum ist uniform konvex. Denn sind
f,g € X und bezeichnen (-, -) und ||-|| das Skalarprodukt und die Norm
von X, so gilt die Parallelogrammgleichung

1f +all* + 1 = gl* = 211 £1I* + 2 lg]I” -

Ist insbesondere || f|| = ||g]| = 1, so folgt

2
2
I

1 1
Hé(erg) = 1||f+9

1
= 2 211 +21lgl> = 1 = oI
1 2
—1—Zf—gql*.
117 =l

Dies beweist die uniforme Konvexitit mit 6 =1 — /1 — 12,
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SATZ 1.3.9. Seien 1 < p < oo und I ein perfektes Intervall. Dann
ist LP(I) uniform konver.

BEWEIS. Fiir einen detaillierten Beweis verweisen wir auf F. Hir-
zebruch, W. Scharlau: Einfiihrung in die Funktionalanalysis §17. Im
Folgenden skizzieren wir die wesentlichen Schritte des Beweises.

Fall p = 2: Da L*(I) ein Hilbert-Raum ist, folgt die Behauptung aus
Beispiel 1.3.8.

Fall p > 2: Seien a, b zwei reelle Zahlen. Dann folgt aus der Jensenschen
Ungleichung

1
{la+0f +la—b"}7 < {|a+ b +|a—b>}*
= V2 {Ja)* + b’} 2.

Definiere r durch % + % =1,dh r= ﬁ. Dann folgt aus der Holder-
schen Ungleichung

@+ < {(a)f + (b?)é’}f’ 27
— {la+b]" + |a—b]P}r 25
und damit
V2 {Jal* + |b|2}% <A{la+0b]" +]a— b|p}% oB2+}
=25 {la+ b + | — 07}

Diese beiden Abschéitzungen ergeben zusammen

p p

L)

1
_ < = P p )

+‘%(a—b)

Setzen wir a = f(t) und b = g(t) ein und integrieren iiber I, erhalten
wir

1 P 1 P
— _ _ < Z p p )
oo |50 -a| <5 {um )
Ist insbesondere | f]|, = [[g]|, = 1, folgt
1 P 1 b
s +a <1270
p p

Wie in Beispiel 1.3.8 folgt hieraus die uniforme Konvexitdt mit § =
1{1 - 27Per}o.

Fall 1 < p < 2: Definiere ¢ durch %—F% =1, dh ¢ = p%l. Durch
Binomialentwicklung und Ausnutzen der Monotonie von ¢ — (1 — zf)
fiir festes z € (0, 1), zeigt man zunéchst, dass fiir alle z € [0, 1] gilt

(1+29"" < % [(1—2)"+ (1 +2)7].
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Hieraus folgert man fiir beliebige reelle Zahlen a, b die Ungleichung
la+ 0]+ |a—0b|* < {|a]’ + \b|p}q71 :

Setzt man wieder a = f(t), b = g(t), integriert iiber I und benutzt die
Hoéldersche Ungleichung, liefert dies

2 L p—1
LF+ g3 + 17 = g3 <2 (171 + gl ]”

bzw.

_p_ 1
p—1 p—1

‘BU+@

+H;f—w

1 1
< |50+ 5 hal]
p
Hieraus folgt wie in den anderen Fillen die uniforme Konvexitdt. [J

BEISPIEL 1.3.10. Der Raum L'((0,1)) ist nicht uniform konvex.
Definiere dazu die Funktionen f und g durch (vgl. Abbildung 1.3.1)

P
p

4—8x fir0<az<i
f(z) = . 2

0 fir ; <z <1,

0 fir 0 <o < 4,
g(x) = .

8r—4 fir; <z<l1,

Dann gilt
1.

1
111 =l = 3¢ +9

1

ABBILDUNG 1.3.1. Funtionen f, g und 1(f+ g) aus Bei-
spiel 1.3.10

SATZ 1.3.11. Jede abgeschlossene konveze Menge V' in einem uni-
form konvezxen Banach-Raum X ist Cebysev-Menge.

BEWEIS. Wegen Satz 1.3.5 ist nur die Existenz einer b.A. zu zeigen.
Sei dazu f € X beliebig. O.E. ist f = 0, andernfalls transformieren wir
alle Elemente durch g — g — f und die approximierende Menge durch
Vi Vi={v—f:veV} Setze p = py(f).
Ist p =0, liegt f im Abschluss von V und damit in V', da V als abge-
schlossen vorausgesetzt ist. Daher ist in diesem Fall nichts zu zeigen.
Sei also p > 0 und (uy)nen eine Minimalfolge. Sei e > 0 beliebig und
d = () wie in Definition 1.3.4 (2). Wegen

lim HunH = lim Hun _fH =p
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gibt es ein ng mit
[unl| < p(1+9)

fir allen > ng. O.E. gilt ||u,|| > p fiir alle n, da sonst eine b.A. vorlége.
Setze

An = HunH_l .

Fiir n, m > ng folgt dann

1

1 1/1 1/1
= |75 \Un m) — & __)\n n T 5 __/\m m
H2p(u + um) 2([) )u 2(,0 )u

11 1/1 1/1
5+ um) || =5 (= =2 ) luall =5 (= = A ) ||
p |2 2\p 2 \p

v

1 1 1 1
> 1= o ] 5 Jeml] +5 e ] 5 A i
P~~~ P~~~ —— ————
<p(1+9) <p(1+9) =1 =1
>2—(1+9)
=1-0.
Wegen der uniformen Konvexitét folgt hieraus
I\t — Amum]| < €.

Also ist (A, )neny und damit auch (pA,uy, )nen eine Cauchy-Folge in X.
Da X vollsténdig ist, konvergiert pA,u,, gegen ein u* € X. Insbesondere
ist
[u*]| = lim |[pApun|| = p.
TL*)OOW_/
=p

Da (up)nen beschréankt ist und (\,;),eny gegen /l] konvergiert, ist
(1 — pAn)u, eine Nullfolge. Daher konvergiert (u,)nen auch gegen u*.
Da V abgeschlossen ist, ist u* € V. Wegen ||u*|| = p ist u* die gesuchte
b.A.. 0

DEFINITION 1.3.12. Sei V eine nicht leere Teilmenge eines normier-
ten Raumes X. Weiter sei X die Teilmenge derjenigen Element von X,
die eine eindeutige b.A. in V besitzen. Die Abbildung T : X - V, die
jedem f € X die b.A. zuordnet, heifit metrische Projektion.

BEMERKUNG 1.3.13. (1) Ist V eine Cebysev-Menge, so ist die me-
trische Projektion auf ganz X definiert.
(2) Selbst wenn V' ein Vektorraum ist, ist die metrische Projektion
i.a. keine lineare Abbildung.
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(3) Ist X ein Hilbert-Raum und V' ein Unterraum von X, so ist die
metrische Projektion linear.

BEWEIS. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2): Sei X = C([0, 1]) versehen mit der Supremum-Norm und V' der
Unterraum der konstanten Funktionen. Fiir

f:{—1—|—4x fiir 0 <z <1,

1 fﬁr%§$§1,

1 fﬁrOSxS%,
g:

3—dz firg<z<l1

gilt Tf=Tg=0und T(f + g) = 1 (vgl. Abbildung 1.3.2).
ad (3): Folgt aus der Charakterisierung
(f=Tf,u)=0 furalleueV

der metrischen Projektion in Hilbert-Rdumen. U

ABBILDUNG 1.3.2. Funktionen f, g und f + ¢ aus dem
Beweis von Bemerkung 1.3.13 (2)

SATz 1.3.14. Fir jede approzimativ kompakte Cebysev-Menge ist
die metrische Projektion stetig.

BEWEIS. Es reicht, die Folgenstetigkeit der metrischen Projektion
zu zeigen. Seien dazu f € X und (f,)ney € X mit lim, o fr = f.
Wegen der Optimalitét von T'f,, bzgl. || f,, — u| erhalten wir

|f =T full <If = full + [ fo = T fall
—_——
< fn=Tf|
<|f=Fall =11 fa =Tfl
<|f = fall + 1 fa = FII+If = TFI
————
=pv (f)
=2||f = full + pv (f).

Also ist (T'fn)nen C V' eine Minimalfolge zu f. Da V' approximativ
kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge gegen ein u* € V' mit

1f = w*ll = pv(f).
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Wegen der Eindeutigkeit der b.A. folgt v* = T f. Da dies fiir jede
konvergente Teilfolge von (T'f, )nen gilt, folgt lim,, o T'f, =Tf. O

BEMERKUNG 1.3.15. Man kann auf die approximative Kompaktheit
in Satz 1.3.14 nicht verzichten.

Fiir die Eindeutigkeitsaussagen haben wir immer nur die metrischen
Eigenschaften der Norm ausgenutzt. Es spielen aber auch topologische
Eigenschaften eine Rolle. Dies zeigt die folgende Bemerkung.

BEMERKUNG 1.3.16. Sei V' C R™ eine beschrinkte Cebysev-Menge
bzgl. einer beliebigen Norm. Dann besitzt jede stetige Selbstabbildung
¢ : V. — V mindestens einen Fixpunkt. Insbesondere kann die Sphére
S"=1 beziiglich keiner Norm eine Cebysev-Menge sein.

BEWEIS. V ist als Cebysev-Menge abgeschlossen. Als beschrinkte
und abgeschlossene Teilmenge des R™ ist V' daher kompakt. Insbeson-
dere ist V' in einer Kugel B,(0) um Null mit geeignetem Radius r ent-
halten. GeméaB Satz 1.3.14 ist die metrische Projektion 7" : B,.(0) — V
stetig. Also ist die Abbildung poT : B.(0) = V C B,(0) setig und be-
sitzt nach dem Browerschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt u* € B,.(0).
Wegen u* = @oT(u*) und 9o T'(B,(0)) C Vist u* € V und Tu* = u*.
Also ist u* auch ein Fixpunkt von ¢.

Die Abbildung S"~! — S"~1 mit x — —x besitzt offensichtlich keinen
Fixpunkt. O






KAPITEL II
Lineare Cebysev-Approximation

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht die Approximation durch end-
lich dimensionale Unterrdume. Wegen Satz 1.2.4 (S. 8) ist die Existenz
einer b.A. gesichert. Wegen der Sétze 1.3.9 (S. 13) und [.3.11 (S. 14)
ist die Eindeutigkeit in LP-Rdumen mit 1 < p < oo ebenfalls gesichert.
Wegen der Beispiele 1.3.6 (S. 12) und 1.3.7 (S. 12) ist die Situation fiir
die Supremum-Norm |||/, unklar. Die Approximation beziiglich dieser
Norm wurde 1859 erstmals von P. L. Cebysev untersucht. Daher spricht
man in diesem Zusammenhang von Cebysev-Approzimation. Sie steht
im Mittelpunkt dieses und der nichsten Kapitel.

Ist V = span{vy,...,v,} ein endlich dimensionaler Raum und 7" ei-
ne kompakte Menge, so kann man die Cebygev-Approximation in C'(T')
durch V' auch wie folgt formulieren:

Gesucht sind Zahlen ay, ..., a, und p, so dass p minimal
wird unter den Nebenbedingungen

f(t) — Z apv(t) < p firallet €T,
k=1

—f(t) + Zakvk(t) <p furalleteT.
k=1

Da hier ein Optimierungsproblem mit endlich vielen Freiheitsgraden,
aber unendlich vielen Nebenbedingungen vorliegt, spricht man von ei-
nem semi-infiniten Programm. Ein wesentliches Ergebnis der folgenden
Abschnitte ist die Erkenntnis, dass bereits endlich viele Nebenbedin-
gungen zur Losung dieses Approximationsproblems ausreichen.

11.1. Kolmogoroff-Kriterium

Im Folgenden ist stets 1" eine kompakte Menge, ||| die Supremum-
Norm auf C(T"), V' ein endlich dimensionaler Unterraum von C'(7) mit
Basis vy, .. ., v, f ein beliebiges Element von C(7') und u ein beliebiges
Element von V.

DEFINITION IL.1.1. (1) Zu f € C(T) bezeichnet

M[fl={teT:[f@O)] =1}

die Menge der Extremalpunkte von f.
(2) Seien f € C(T), up € V und D C T abgeschlossen. Dann heifit D

19
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eine Referenz zu f — ug, wenn gilt

inf Re | (F(1) — wo(0))u(t)| <0

teD

fiir alle w € V.

BEMERKUNG I1.1.2. Sind alle Funktionen reellwertig, so ist D eine
Referenz zu f — ug, wenn gilt

inf (£() — uo(t))u(t) < 0

teD

fir allew € V.

Obere Schranken fiir py (f) gewinnt man leicht, indem man || f — u||
fiir ein beliebiges u € V' betrachtet. Referenzen liefern untere Schranken

fiir pv (f).
SATZ 11.1.3. Sei D eine Referenz zu f — ug. Dann gilt

pv(1) 2 o 17(6) = wolt)]

BEWEIS. Setze
n = inf | f(t) —uo(t)] .

O.E. ist n > 0, da die Behauptung sonst offensichtlich erfiillt ist. Seien
uy; € V und t € D beliebig. Dann gilt

Re [(F0) — uo(0) (1 (1) — uo(1))]
= Re [(F(0) = uo(D)(f(t) — wolt) = £(£) +w(1))]
= 1£(t) — uo()|* ~ Re [(F0) — wo(@)(£(t) — wa(t))]

/

-

<[F () —uo O] () —ua (?)]

> [f(8) = uo()] § [/ () = uo(t)] = [f(t) — ua(2)]

> 1£(6) = wol)] {1 — |£(8) —m(®)]}
Wegen u; —ug € V' gibt es ein t; € D mit
Re | (78] = wo(0) (s (1) — wo(t1))] <.

Fiir dieses t; folgt

n—[f{t) —w(t)] <0
und somit
n<|ft) —w)] < |f —wll.
Da u; € V beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. U
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BeispieL 11.1.4. Sei T' = [a,b] mit @ < b und V = P,, der Raum
der Polynome vom Grad < n. Zu f € C(T) und ug € P, gebe es n + 2

Punkte a < ty < ... < t,41 < b, in denen f — uy das Vorzeichen
wechselt, d.h.

sgn [f(t:) — uo(ts)] = —sgn [f (tir1) — wo(tir1)] fir 0 <v <n.
Dann ist D = {to,...,tns1} eine Referenz. Denn andernfalls gédbe es

ein Polynom u; € P, mit
Dann hétte u; aber n+2 Vorzeichenwechsel und damit n+1 Nullstellen.

Dies ist ein Widerspruch.

Satz I1.1.5 (Kolmogoroft-Kriterium). Es ist ug € V- C C(T) genau
dann eine b.A. an f € C(T), wenn M[f — ug| eine Referenz enthilt,
d.h. wenn

min  Re [(f(?) —uo(t))u(t)] <0

teM[f—uo) -
st fir alle w € V.

BEWEIS. ,,<“: Satz I1.1.3 angewandt auf D = M|[f — uy] liefert
> i t) — up(t
pv(f) > emin /() = uo(t)]
=[If—uoll
= [If — ol
> pv(f)-

Also gilt iiberall die Gleichheit, und ug ist b.A. an f.

,=": Wir nehmen an, die Bedingung sei verletzt. Dann gibt es ein
w €V mit

a= min Re [Mu(t)] > 0.

te M[f—uo]

O.E. ist ||Jul]| = 1. Wir konstruieren nun eine bessere Approximation an
f als ug.

Da Re [Mu] stetig ist, gibt es eine offene Umgebung U von
M]If — ug] mit

Re [(7(0) — uo()u(t)] = 5
fiir alle t € U. Das Komplement 7'\ U ist abgeschlossen und damit

kompakt. Mithin nimmt f — uy sein Maximum in 7"\ U an. Wegen der
Definition von U und M|[f — uo| folgt

B=|f—wuol — max | f(t) — uo(t)] > 0.

Setze 6 = 1 min{e, 8}. Wir behaupten, dass u; = ug + du eine bessere
Approximation an f ist als ug. Sei dazu zunéchst ¢t € U. Wegen

la+b)* = |a)* + |b]” + 2 Reab
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folgt
f(t) —wi(t)]?

2

= | (1) = uo(t) —du(t)
—_——

=a =b

= /(1) = wolt) ~20Re [(F0) — uo(®))ult)| +6° ju(t)
— N

—~ !, \V_/
<[l f=uol? >a =1
2 o 2
<If — ol - 25 5 +5
<~
>5
< | f = uol* — &2
Sei nun ¢t € T\ U. Mit der Dreiecksungleichung folgt
£ () —wr ()] = | f(t) — uo(t) — du(t)]
< |f () = uo(t)] +0 |u(t)]
—_—— ——
<l f—uoll -8 <1
< t) — t)| — +d
< [f(t) —uo(t)] = B
>25
< |If = uol| — .
Also ist
If = ull < [lf = woll -
Dies ist ein Widerspruch. U

BEISPIEL I1.1.6. Betrachte die Approximation von f(t) = sint auf

[0,%] durch V = {u = at : @ € R} und die Approximation uo(t) = 2¢.

Dann ist \/_
T T 2  3m
() -w(3)="7 -1 =ous
T T 3

Offensichtlich gibt es keine Funktion in V', die in den Punkten § und

% verschiedenes Vorzeichen hat. Also ist D = {7, 7} eine Referenz.
Aus Satz 11.1.3 folgt py(f) > 0.118. Durch Verschieben des Punktes 7
und gleichzeitiges Anpassen des Parameters a kann man die nach Satz

I1.1.5 existierende optimale Referenz finden.

BEMERKUNG II.1.7. Ist V' nur konvex, so wird die b.A. durch die
Bedingung

min  Re | ((0) — uo(D)(u(t) = uo(t))] <0

teM|[f—uo)

fiir alle u € V charakterisiert.
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I1.2. Charakterisierungssatz

Wir benotigen einige Eigenschaften stetiger linearer Funktionale
und einige Ergebnisse iiber Systeme von Ungleichungen.

SATZ I1.2.1. Set X ein normierter Vektorraum. Eine lineares Funk-
tional £ : X — R bzw. C heifit beschrankt, wenn

[l = sup [{(z)] < oo
zeX,||z||=1

i1st. Die Menge der beschrinkten lineraren Funktionale ist ein Vektor-
raum und wird mit X' bezeichnet. |||y, ist eine Norm auf X'.

BEMERKUNG I1.2.2. Eine lineare Abbildung ¢ : X — R bzw. C
ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist. Ist X vollstandig, gilt
gleiches fiir X'.

Da keine Verwechselungen moglich sind, lassen wir im Folgenden
die Indizes X und X’ bei den Normen weg.

BEeispIEL I1.2.3. (1) Seien T" kompakt, ¢4, . . ., t,, verschiedene Punk-
te in T"und aq, ..., a,, reelle oder komplexe Zahlen. Dann definiert

= Z Oéz'f(tZ)

ein stetiges lineares Funktional auf C'(7") mit

el = lal
i=1

(2) Sei I ein kompaktes perfektes Intervall und w € C(I). Dann defi-
niert

o) = / w(t) f(t)dt

I
ein stetiges lineares Funktional auf C'(7") mit

el = / w(t)) dt.

(3) Sei X ein Hilbertraum und g € X. Dann definiert
(f)=(f9)

ein stetiges lineares Funktional auf X mit
1l = 1lgll -
Dabei sind (-, -) und ||-|| das Skalarprodukt und die Norm von X.

BEMERKUNG I1.2.4. Sei V ein linearer Unterraum des normierten
Raumes X. Wenn ¢ € X’ die Eigenschaften

el =1
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und
lu)=0 YueV
hat, gilt fiir alle f € X
pv(f) = ()]

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus

A= ) = L) = 1(f =l < LIS =l

=f—ull
fiir alle f und w. O

Eine konvexe Menge ist dadurch charakterisiert, dass fiir je zwei
Elemente z; und z2 und alle 6 € [0,1] auch 0z; + (1 — )z, zu die-
ser Menge gehort. Durch Induktion folgt, dass fiir jedes m > 2, je m
Elemente x4, ..., x,, und je m nicht negative Zahlen 6y, ..., 6,, mit
>, 6; =1 das Element ) ", 6;z; auch zu der Menge gehort. Diese
Beobachtung fithrt auf folgende Definition.

DEFINITION I1.2.5. Sei M eine beliebige Teilmenge eines Vektor-
raumes X. Dann bezeichnet

/i(M)—{xGX:m—zeixi,xiej\/[,GiZO,ZGi—l,mEN*}

i=1 i=1
die konvexe Hiille von M. Sie ist die kleinste konvexe Menge, die M
enthalt.

Die Zahl der Punkte, die in einer Konvexkombination auftreten, ist
endlich, aber im Prinzip beliebig. In endlich dimensionalen Raumen

gibt es aber eine von der Dimension abhéngige obere Schranke fiir die
Zahl dieser Punkte.

SATz 11.2.6 (Carathéodory). Sei M C R™. Dann ist jeder Punkt in
k(M) darstellbar als Konvexkombination von hochstens n+1 Punkten.

BEWEIS. Sei
Y= Zeiazi € k(M)
1=0

mit 6; > 0, > 0; = 1 und x; € M und dies sei eine Darstellung mit
einer minimalen Anzahl von Punkten.

Wir nehmen an, dass m > n ist. Dann sind 1 — zq, ..., ,, — o linear
abhéngig. Also gibt es eine nicht triviale Relation

0= Al —w0) = Zow
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bei der nicht alle §; bzw. «; verschwinden. Da > «a; = 0 ist, gibt es
mindestens einen positive Faktor ;. Auflerdem gilt fiir jedes A > 0

m

Yy = 2(6’ — )z

1=0

Setze

Dann gilt fiir alle ¢

und d; = 0 fiir mindestens ein i. Wegen » d; = > 60; = 1 ist also m in
der Darstellung von y nicht minimal im Widerspruch zur Annahme. [J

Satz 11.2.7. Die konvexe Hiille einer kompakten Menge im R™ ist
kompakt.

BEWEIS. Der Simplex
A:{eeﬂwl: 9@0,2@:1}
ist abgeschlossen und beschréankt und somit kompakt. Ist M C R”
kompakt, ist somit auch A x M™*! kompakt. Die Abbildung
A x M™ — k(M)
01, Opy1, 21, Tp1) — Z 0,2;
ist stetig und geméaf Satz 11.2.6 surjektiv. Also ist k(M) kompakt. [

SaTz 11.2.8. Sei W C R"™ kompakt. Es existiert genau dann eine
Losung z € R™ fir das System von Ungleichungen

(w,2) >0 YweW,
wenn 0 & k(W) ist.
BEWEIS. (1) Sei 0 € k(). Dann gibt es m positive Zahlen 6; mit

Y>> 0; = 1 und m Elemente w; in W mit 0 = > 6;w;. Angenomen z sei
eine Losung des Systems von Ungleichungen. Dann folgt

0=1(0,2)=>_ 0 (w;,z)>0.
>0 >0

Dies ist ein Widerspruch.

(2) Sei nun 0 & k(W). Da geméB Satz 11.2.7 die konvexe Hiille (V)
kompakt ist, gibt es ein z € k(W), das in der Euklidischen Norm den
kleinsten Abstand zu 0 hat. Es ist

(z,2) = |Iz]” > 0.
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Wir behaupten, dass z eine Losung des Systems von Ungleichungen ist.
Seien dazu w € W und 6 € (0, 1) beliebig. Wegen 6w+ (1—0)z € k(W)
folgt
21* < (1w + (1 = 8)2[* = ||z + 6w — 2)||*
— 2?4+ 26w — 2, 2) + 62 ||w — 2|
und somit o
(w—2z,2) > —3 |w—z|?.
Da dies fiir alle § € (0,1) gilt, folgt
(w—2,2) >0
und daher
(w,2) > (z,2) > 0. O
Aus den Satzen 11.2.6 und 11.2.8 folgt:

KoroLLAR 11.2.9. Ist das System wvon Ungleichungen aus Satz
11.2.8 nicht losbar, gibt es m < n + 1 Punkte w; € W, so dass das
System

(wi,z) >0 V1<i<m

bereits nicht losbar ist.
Indem wir C" mit R?" identifizieren, erhalten wir:

KoroLLAR 11.2.10. Se: W C C™ kompakt. Das System von Unglei-
chungen
Re(w,z) >0 YweW
ist genau dann losbar, wenn 0 & (W) ist. Wenn es nicht losbar ist,
gibt es m < 2n + 1 Punkte w; € W, fiir die das System

Re(w;,z) >0 V1I<i<m
bereits nicht losbar ist.

Nach diesen Vorbereitungen kéonnen wir den Hauptsatz dieses Ab-
schnittes beweisen.

SATz 11.2.11 (Charakterisierungssatz). Sei V' ein n-dimensionaler
Unterraum von C(T) dber R bzw. C und f € C(T) sowie uy € V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) ug ist b.A. an fin V.

(2) M[f—up| enthilt eine Referenz von hichstens n+1 bzw. 2n+1
Punkten.

(3) Es existieren m Punkte t; € M[f — uo] mit m < n+ 1 bzw.
m < 2n+ 1 und m Zahlen 0; > 0 mit Y 0; =1, so dass gilt

Z 0; Re [f(t;) — uo(t)]u(t;) =0 YueV.
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(4) Es existiert ein stetiges lineares Funktional ¢ : C(T) — R bzw.
C mit
Il =1,
U(f —uo) = |If — ol
l(u) =0 Yu e V.
BewEIS. Indem wir C mit R? identifizieren, kénnen wir uns auf

den reellen Fall beschrianken.
(3) = (4): Definiere ¢ € C(T') durch

((g) = Hf—zmHZe ) — uo(t:)]g(t:).

Wegen (3) ist £(u) = 0 fiir alle w € V. Wegen > 6, = List, {(f —ug) =
Il f —uol|. Wegen 6; > 0 und > 6, = 1 sowie Beispiel 11.2.3(1) ist
()] =1.
|(|4)” = (1): Wegen Bemerkung I1.2.4 folgt
pv(f) Z [P = [6(f — o)l

= If — uoll

> pv(f).
Also ist ug eine b.A. an fin V.

(2) = (1): Ist ein Spezialfall von Satz I1.1.5 (S. 21).
(3) = (2): Sei u € V beliebig. Nach Voraussetzung ist

Ze Re [f(t;) — uo(t:)]u(t;) = 0.

Also ist mindestens ein Summand nicht positiv. Wegen 6; > 0 fiir alle
1, gibt es mindestens ein ¢ mit

Re [F(t:) — wo(t)]ult;) < 0.

Also ist {t1,...,t,} eine Referenz.
(1) = (3): GemésB Satz I1.1.5 (S. 21) ist das System von Ungleichungen

(f(t) = uo(t), u(t)) >0Vt € M[f — uo]

nicht 16sbar. Sei v, ..., v, eine Basis von V. Dann ist das System

n

> ap(f(t) = uo(t))vi(t) > 0Vt € M[f — ug]

k=1
fiir die Koeffizienten aq, ..., a, nicht lésbar. Mit

W= {w e R" :wy, = (f(t) — uo(t))vp(t), t € M[f — uo]}

bedeutet dies, dass das System (w,a) > 0 nicht l6sbar ist. Geméf
Korollar 11.2.9 gibt es also m < n + 1 Punkte ¢; € M[f — uo|, fiir
die das System (w®,a) > 0 mit w® = ((f(t:;) — uo(t:))vr(t:))1<r<n
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nicht 16sbar ist. Wegen Satz 11.2.8 ist daher 0 € x(w®, ..., w™). Dies
bedeutet

> 0:;(f(t:) —uo(t))velt) =0 VI<k<n

fiir geeignete 0; > 0 mit ) 60; = 1. Da vy, ..., v, eine Basis von V' ist,
folgt
D 0:(f(t:) — uo(t:))u(t;) =0 Vu€e V. 0

=1

I1.3. Haarscher Eindeutigkeitssatz

Die Cebysev-Approximation wird wesentlich einfacher, wenn die Fa-
milie der approximierenden Funktionen die sog. Haarsche Bedingung
erfiillt. Polynome und andere wichtige Funktionenfamilien haben die-
se Eigenschaft. Im iibernéchsten Abschnitt werden wir zwar sehen,
dass diese Theorie im wesentlichen auf Funktionen auf Intervallen be-
schrankt ist, dennoch ist ihre Bedeutung nicht zu unterschétzen.

DEerINITION I1.3.1. Die kompakte Menge T' enthalte mindestens
n + 1 Punkte. Der n-dimensionale Unterraum V von C(7T) erfiillt die
Haarsche Bedingung (kurz HB) und heiit ein Haarscher Raum (kurz
HR), wenn eine der vier folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

(1) Jede Funktion w in V' hat hochstens n — 1 Nullstellen oder
verschwindet identisch.

(2) Zu je n paarweise verschiedenen Punkten ¢y, ..., ¢, in 7" und
n Daten yq, ..., y, in R ist die Interpolationsaufgabe

stets eindeutig losbar in V.
(3) Wenn fiir n paarweise verschiedene Punkte t;, ..., ¢, in T die
Relation

i=1

gilt, folgt 5y = ... =B, =0.

(4) Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann verschwindet fiir je n
paarweise verschiedene Punkte ¢, ..., ¢, in 1" die Determinan-
te

Ul(tl) U1 (tg) oo (tn)
D(ty,....ty) =] :
Un(tl) 'Un(tg) e vn(tn)
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Die Aquivalenz obiger Bedingungen folgt sofort aus der Theorie li-
nearer Gleichungssysteme. Die Interpolationsbedingung (2) ist ndmlich
dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

Zakvk(ti) =y 1<i<n,
k1

wenn vy, .. ., v, eine Basis von V ist. Dieses ist genau dann stets eindeu-
tig losbar, wenn das homogene Problem nur die triviale Losung hat ((2)
<= (1)) bzw. wenn die Determinante der Matrix nicht verschwindet
((2) <= (4)) bzw. wenn die Zeilen der Matrix linear unabhéngig sind
() — (3).

BeispieL I1.3.2. (1) Sei I ein kompaktes, perfektes Intervall und
V = P, der Raum der algebraischen Polynome vom Grad < n. V ist
ein Haarscher Raum der Dimension n + 1.
(2) Sei T das Intervall [—m, 7], wobei die Endpunkte identifiziert wer-
den, und V.= T,, = {cos(ly),sin(ky) : 0 < ¢ < n,1 < k < n} der
Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n. V ist ein Haar-
scher Raum der Dimension 2n + 1.
(3) Der Raum span{cos(¢p) : 0 < ¢ < n} der geraden trigonometri-
schen Polynome vom Grad n iiber dem Intervall [0, 7] ist ein Haarscher
Raum der Dimension n + 1.
(4) Sei T C R? das Einheitsquadrat und V' der Raum der Polynome
vom Grad < n, n > 1, in zwei Variablen. V ist kein Haarscher Raum.

BEWEIS. ad (1): Ein Polynom vom Grad < n, das nicht identisch

verschwindet, hat héchstens n Nullstellen.
ad (2): Jedes u € T, a8t sich in der Form

n 2n
u(p) = g ape’t? = =i g ap_,e't?
=0

k=—n

mit komplexen Koeffizienten a_,, ..., a, schreiben. Wegen =% =£ ()
fiir alle ¢ hat u hochstens 2n Nullstellen in [—7, 7]. (Man beachte, dass
die Endpunkte identifiziert und daher nur einfach gezéhlt werden.)

ad (3): Sei u ein gerades trigonometrisches Polynom vom Grad < n.
Dann hat u hochstens 2n Nullstellen in [—m, 7]. Wegen der Symmetrie
liegt die Hélfte der Nullstellen in [0, 7].

ad (4): Die Funktion u(z,y) = x — y ist ein lineares Polynom iiber T
mit unendlich vielen Nullstellen. U

Fiir den Eindeutigkeitssatz bendtigen wir ein Ergebnis iiber die
Fortsetzung stetiger Funktionen. Wir verdeutlichen dieses zunéchst am
Beispiel eines Intervalles.

BEISPIEL 11.3.3. Seien [ ein perfektes, kompaktes Intervall und ¢; <
... < t, Punkte in I. Die Funktion f sei nur in diesen Punkten definiert.
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Dann gibt es eine stetige Fortsetzung von f auf I mit gleicher Norm,
d.h., es gibt ein f € C(I) mit

flts) = f(t) 1<i<n,
|7 = s 01
Um dies einzusehen, setze man
f(t) fiir t < 4,
) = f(tn) fiir ¢+ > t,,,
tiy1—t; {( Z) ( H—l) + (ti+1 - t)f(tz)} fiir t; <t < tz’+17
1< <n—1.

SATz 11.3.4. Jede kompakte Menge T ist normal, d.h., jede auf einer
abgeschlossenen Teilmenge D von T definierte stetige Funktion besitzt
eine stetige Fortsetzung auf T mit gleicher Norm.

BEWEIS. [8, S. 85] 0

SATz 11.3.5 (Haarscher Eindeutigkeitssatz). Sei T kompakt und V'
ein endlich dimensionaler Unterraum von C(T). Die b.A. bzgl. der
Mazimumnorm in 'V ist genau dann fir jedes f € C(T) eindeutig,
wenn V' ein Haarscher Raum ist.

BEWEIS. ,,<*“: Die Existenz einer b.A. folgt aus Satz 1.2.4 (S. 8).
Die Eindeutigkeit ist fiir f € V offensichtlich. Sei also f & V.
Sei w € V eine b.A. an f in V. Dann besteht M|[f — u] aus mindestens
n + 1 Punkten, wenn n die Dimension von V ist. Denn sonst gébe es
ein uq € V mit

ur(t) = f(t) —u(t) Vte M[f— ul.
Dann gilt aber
Re (f(t) —u(®)u(t) = [f(t) —u()” >0 vt e M[f —ul.

Dies ist ein Widerspruch zum Kolmogoroff-Kriterium I1.1.5 (S. 21).
Seien nun u; und uy zwei verschiedene b.A. an f in V. Dann ist u =
(uy + ug) ebenfalls eine b.A. an f. Wie soeben gezeigt, kann man n
verschiedene Punkte ¢y, ..., ¢, in M[f — u] finden. Mit

e=f-u a=f—-u p=lel=lal=lel

gilt dann fiir alle 1 <7 <n

c(t) = 5(e1(8) + ea(),
e(ts) = p,
51(t1) <,
e2(ti) < p.
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Wegen der strikten Konvexitéat von (K, |-|) folgt hieraus

81(ti) = 82(15,') = €(tl)

und somit

u (t;) = ua(t;)
fiir alle 7. Also hat u; — us mindestens n Nullstellen im Widerspruch
zur Haarschen Bedingung. Mithin ist die b.A. an f eindeutig.
,=": Die Haarsche Bedingung sei verletzt. Wir werden eine Funktion
mit mehreren b.A. Kkonstruieren.
Da die Haarsche Bedingung verletzt ist, gibt es ein ug € V mit ||ug|| = 1
und n verschiedenen Nullstellen ¢, ..., t,. Sei v, ..., v, eine Basis
von V. Dann ist det[vy(;)]1<ik<n = 0. Also gibt es eine nicht-triviale
Losung des homogenen Gleichungssystems

Zﬁivk(ti) =0 1<k<n.
i=1
Daraus folgt fiir alle u € V'
> Bu(t) = 0.
i=1

O.E.ist > |5;| = 1. Geméf Satz 11.3.4 gibt es eine stetige Funktion g
auf T" mit

lgll =1,
Bi ‘
ot = {wi falls 3; # 0,
0 sonst.
Setze
Jo=9(1 = |uol).

Wir behaupten, dass alle Funktionen der Form auy mit |a| < 1 b.A.
an fo sind. Fiir eine derartige Funktion gilt ndmlich

[fo(t) — auo(t)] < [fo(t)] + [auo(?)]
= g()] |1 = uo(t)| + |auo(t)]
S~ N———

<1 >0
<1 —up(t)] + la| |uo(t)]
~—
<1
<1
also
[ fo — auol| < 1.

Andererseits hat das lineare Funktional

Uf) = Z Bif (L)
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wegen Beispiel 11.2.3(1) (S. 23) und > |5;| = 1 die Norm 1 und erfiillt

fO _f Zﬁz z Z|ﬂz|:1
=1

Wegen Bemerkung 11.2.4 (S. 23) folgt pv(fo) > 1. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen. O

Sehr elegant werden die Kriterien, wenn wir die Approximation
durch einen reellen Haarschen Raum iiber einem reellen Intervall be-
trachten. Referenzen lassen sich dann gut geometrisch interpretieren.
Wir erinnern daran, dass geméf Satz I1.2.11 (S. 26) im reellen Fall stets
Referenzen mit hochstens n 4+ 1 Punkten existieren. Im ersten Teil des
Beweises von Satz I1.3.5 haben wir gezeigt, dass in einem Haarschen
Raum jede Referenz aus mindestens n+ 1 Punkten besteht. Also haben
fiir reelle Haarsche Rdume Referenzen genau n 4+ 1 Punkte.

SaTz 11.3.6 (de la Vallée-Poussin). Sei V' ein reeller Haarscher
Raum der Dimension n tber dem Intervall I. Es gebe n + 1 Punkte
to<...<t,in I, in denen f —u das Vorzeichen wechselt, d.h.

senl(f —u)(t:)] = —senl(f —w)(ti)] 0 0<i<n—1.

Dann bilden diese Punkte eine Referenz, und es gilt
pv(f) 2 auin 1£(8) - u(ts)]

BEWEIS. Der Beweis folgt wie in Beispiel I1.1.4 (S. 21). (Dort wurde
die Haarsche Bedingung fiir Polynome ausgenutzt.) U

DEFINITION I1.3.7. Zu f — u gebe es m Punkte t; < ... <t,, in I,

die Extremalpunkte sind und in denen f — u wechselndes Vorzeichen
hat, d.h.

f(t:) —u(ts) = o(=1)"[|f — ul]
mit o € {—1,1}. Dann heiflen diese Punkte eine Alternante der Lange
m. Gibt es keine ldngere Alternante, so sagt man, f — u habe eine
Alternante der genauen Lénge m.

SaTz 11.3.8 (Alternantenkriterium). Sei V' ein Haarscher Raum
der Dimension n diber dem Intervall I. Es ist u € V' genau dann die
b.A. zu f € C(I), wenn f—u eine Alternante der Linge n+ 1 besitzt.

BEWEIS. ,,<=“ Folgt aus Satz I1.3.6.
»,=“Da es eine Referenz aus n+1 Punkten gibt, miissen wir nur zeigen,
dass die Vorzeichen auf den Referenzpunkten alternieren. Sei dazu ug
die b.A. und ¢y < ...t, eine Referenz aus M|[f — ug]. Gemaf Satz
[1.2.11 (S. 26) gibt es Zahlen 6; > 0 mit »_ #; = 1 und

Z 0;(f(t:) — uo(t;))u(t;) = 0
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fiir alle u € V. Wegen der Haarschen Bedingung (Punkt (3)) verschwin-
det keiner der Faktoren 6;. Sei 1 < k < n, Wegen der Haarschen Be-
dingung gibt es eine Funktion u; € V mit

Da u; nur n — 1 Nullstellen hat, liegt keine Nullstelle im Intervall
[tk—1,tk]. Also ist insbesondere wy(tx—1) > 0. Setzen wir u; in obige
Bedingung ein, erhalten wir

O—1u1 (te—1)[f (tk—1) — wo(tr—1)] + O (t) [f (tk) — wo(tr)] = 0.
— — ——
>0 >0
Also miissen f(tg_1) — uo(tp—1) und f(tx) — uo(tx) entgegengesetztes
Vorzeichen haben. O

KOROLLAR 11.3.9. In einem reellen Haarschen Raum iiber einem
Intervall gibt es eine positive Funktion.

BEwEIs. O.E. ist die konstante Funktion f = 1 nicht in V ent-
halten. Sei u* die b.A. an f in V. Wegen Satz I1.3.8 ist u* nicht die
Nullfunktion. Also ist fiir jedes t € [

[f@) —w @) < If —ull <[ fl =1
und somit 1 —u*(t) < 1, d.h. u*(¢) > 0. O

KOROLLAR I1.3.10. Sei I ein kompaktes, perfektes Intervall und

V—{uGPn:u(t)—Zaktk, anZO}.

k=0

Dann ist V eine Cebysev-Menge.

BeEwEIs. Sei f € C(I) und u* € P, dieb.A. an finP,. Istu* € V,
so ist u* offensichtlich auch die einzige b.A. an f in V. Wir nehmen
daher an, dass u* nicht in V ist, d.h. a, < 0. Sei u € V beliebig. Fiir
0 <6 <1 folgt

If =@ =0u—0u| <A =0)[f —ull +0lf —u'|| <[f —wull.
——
<[l f=ull
Wenn u einen positiven Hochstkoeffizienten a,, hat, gilt gleiches fiir
(1 — 6)u + Ou* mit hinreichend kleinem 6. Also kann eine b.A. an f

nur auf dem Rand von V liegen. Da 9V = PP, _; ein Haarscher Raum
ist, folgt die Behauptung. O

11.4. Strenge Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie sich die Giite der
Approximation verschlechtert, wenn man von der b.A. weggeht. Das
folgende Beispiel zeigt, dass die Cebysev-Approximation eine Sonder-
rolle spielt.
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BEispiEL I1.4.1. Wir betrachten die Approximation der Funktion
f(t) =t auf dem Intervall [—1, 1] durch konstante Funktionen

V =Aug : us(t) = aVvt, a € R}

bzgl. der Maximum- und bzgl. der L?-Norm.
In der Maximumnorm erhalten wir

®(a) = |If — vall

= max |t — a
“1<t<1

— max {1~ a] |1~ af}
=1+]al.

Das Minimum ist ¢* = 0. Die Funktion ® ist in a* nicht differenzierbar
und wachst linear mit dem Abstand vom Minimum.
In der L?-Norm erhalten wir

®(a) = [If = uall,

{f e
= {% (1 —a)3+(1+a)3}}

= {% [2+6a2]}

Das Minimum ist wieder a* = 0, aber die Funktion ® ist in a* differen-
zierbar und wéchst quadratisch mit dem Abstand vom Minimum.

1
2

=

DEFINITION I1.4.2. Sei V eine nicht leere Teilmenge des normierten
Raumes X. Dann heifit u* € V eine streng eindeutige beste Approxi-
mation zu f € X, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit

[f —ull > [|f —u*]| +cf|u” —ul
fir allew e V.

SaTz 11.4.3. Bei der Cebysev-Approzimation in einem reellen Haar-
schen Raum ist die b.A. stets eine streng eindeutige beste Approzima-
tion.

BEWEIS. Seien f € X und v* € V die b.A. an f in V. O.E. ist
I|f —u*|| > 0. Sei ty, ..., t, eine Referenz in M[f — u*]. Fur alle von
Null verschiedenen v € V ist dann

Y(u) = min [f(t;) — u"(t:)]u(t;) <O0.

0<i<n

Denn wegen der Haarschen Bedingung sind nicht alle n + 1 Terme
gleich 0 und aus der Relation > 0;[f(t;) — u*(¢;)]u(t;) = 0 folgt, dass
mindestens ein Term negativ ist. Da wegen der endlichen Dimension
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von V' die Einheitskugel in V' kompakt und die Abbildung ¢ stetig ist,
folgt
max  Y(u) = —c|f —u*| <0,

ueV,||u||=1

wobei die Konstante ¢ gerade passend normiert ist. Weiter ist die Funk-
tion ¥ homogen. Daher gilt fiir alle von Null verschieden u € V

) = ””¢(nn) ellf =l ]

Dies bedeutet
min [f(t;) —u*(t:)]u(t;) < —c||f —u|| [|ul

0<i<n
bzw.
i {=[7(1) — ' (t)Jult)} > 17 — o) ]
Aus dieser Abschitzung folgt wegen || f — u*|| = [f(t;) — u*(¢;)]
If —u" —ul
> max [f(t:) —u(ts) — u(ts)]
1
=M=l u*H max {[f(t:) —w(8))" = [F(t:) = (t:)]ut) }
_||f ‘{Hf—UH +ellf —ull flull }
= Hf—u I+ cllull-
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

SATz 11.4.4. Die metrische Projektion ist auf jedem Haarschen
Raum stetig. Insbesondere ist

2
ITf =Tyl <= If =4l

wobei ¢ die Konstante aus der strengen Findeutigkeit ist.

BEWEIS. Aus der Optimalitéit und der Dreiecksungleichung folgt
If =Tl < 1If =gl +llg =Tyl
—_——
<lg=Tfll
<|[f=gll+llg=TF
<2 f =gl +lf =Tl
=2f =gl + pv(f)
Andererseits gilt nach Satz 11.4.3

If =Tyl = pv(f) +cllTf =Tyl
Durch Vergleich dieser beiden Ungleichungen folgt die Behauptung. [
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BEIspiEL 11.4.5. Wir wollen zeigen, dass man auf die Vorausset-
zungen von Satz I1.4.3 nicht verzichten kann.
Fiir die Voraussetzung ,reeller Vektorraum®“ betrachten wir Beispiel
I1.4.1 in C. Wir erhalten

®(ia) = |1 —ial = V1+a?
und sehen, dass der Fehler quadratisch mit der Entfernung vom Opti-
mum wichst.

Fiir die Voraussetzung ,,Haarscher Raum* betrachten wir die Approxi-
mation von f(t) =¢* — 1 auf [—1,1] bzgl. der Maximumnorm in

V =A{ug : uy(t) = at, a € R}.

Da die Funktion —1 +t? — at ihren einzigen kritischen Punkt in t* = &
hat, erhalten wir fiir |a| < 2

O(a) = ||f — ua| = max{\a| 14 “—}

[\

1
S
—1+ e

Dies zeigt, dass a* = 0 das Optimum ist und dass der Fehler quadratisch
mit der Entfernung zum Optimum wéachst.

I1.5. Satz von Mairhuber-Curtis

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Haar Systeme nur auf Inter-
vallen moglich sind.

DEFINITION II.5.1. Die Menge A heifit einbettbar in die Menge B,
wenn A homoéomorph zu einer Teilmenge von B ist, d.h., wenn es eine
injektive stetige Abbildung ¢ : A — B mit stetiger Umkehrabbildung
gibt.

LEmMMA 11.5.2. Sei T' kompakt und fiir jede nicht leere, offene Teil-
menge U von T sei T\U in S* einbettbar. Dann ist T selbst in S*U{ty}
mit to & S* einbettbar.

BEWEIS. Full 1: T ist nicht zusammenhdngend: In diesem Fall gibt
es nicht leere, offene, disjunkte Teilmengen A, B von T' mit T'= AU B.
Jede dieser Mengen fiir sich ist nach Voraussetzung in S! einbettbar.
Sind A und B homdomorph zu echten Teilmengen von S!, so auch
zu Viertelkreisen, und es folgt die Behauptung. Ist dagegen eine dieser
Mengen homéomorph zu ganz S!, kénnen wir o.E. annehmen, dass dies
die Menge A ist. Falls B nur aus einem Punkt besteht, folgt sofort
die Behauptung. Andernfalls enthélt B einen Punkt #; und eine dazu
disjunkte, offene Menge U. Die Einbettung von AU(B\U) in S* liefert
dann aber einen Widerspruch.
Fall 2: T ist zusammenhdngend: O.E. besteht T" aus mehr als einem
Punkt. Wir wahlen zwei verschiedene Punkte ¢; und ¢y in 7". Zu diesen
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gibt es offene, disjunkte Umgebungen U; und Us. Sei ¢y : (T\Us) — S*
eine Einbettung. Da T zusammenhéngend ist, enthélt ¢;(U;) keinen
isolierten Punkt, also wenigstens ein offenes Intervall. Auf diesem seien
a, b, ¢, d geordnete Punkte und I = ¢;'((b,¢c)). Sei py : (T'\ I) — S*
eine Einbettung. Seien a’, ¥, ¢/, d’ die Bilder von a, b, ¢, d unter py00; '
Weiter bilde ¢ das Intervall [a, d] stetig und injektiv auf die Sehne [a’, d']
ab. Definiere die Abbildung ¢ : T — S* U [/, d'] durch

0 Yo (t) fallste U und py(t) € [a,d],
o= ©a(t) sonst.

Konstruktionsgem#f spart ¢ die Bégen (o, b') und (¢, d’) auf S* aus'.
Da T zusammenhéngend ist, wird auch der Bogen (¥, ¢’) ausgespart.
Also ist T" homéomorph zu einer Figur, die selber homéomorph zu
einem Teil von St ist (vgl. Abbildung I1.5.1). O

ABBILDUNG II.5.1. Abbildungen ¢, ¢ und ¢

LEMMA I1.5.3. (1) Auf S* gibt es keinen reellen Haarschen Raum
gerader Dimension.
(2) Auf ST U {to} mit to & S* gibt es keinen reellen Haarschen Raum
der Dimension n > 2.

BEWEIS. ad (1): Sei V C C(S') ein reeller Unterraum und dim V' =

n gerade. Wihle n Punkte ¢, ..., t, aus S! in zyklischer Anordnung.
Falls V' die Haarsche Bedingung erfiillt, gibt es ein v € V' mit u(t;) =
(—1)" fiir alle . Dann hat u aber n Nullstellen. Dies ist ein Widerspruch.
ad (2): Sei V.C C(S*U{ty}) ein reeller Haarscher Raum der Dimension
n > 2. Durch Einschrinkung der Funktionen auf S* erhalten wir einen
Haarschen Raum auf S!. Also ist n ungerade. Wihle n — 1 Punkte ¢y,
.., tn—1 aus S! in zyklischer Anordnung. Da V' ein Haarscher Raum
ist, gibt es ein u € V mit u(ty) = 0 und u(t;) = (—1) fir 1 <7 <n-—1.
Diese Funktion hat n Nullstellen. Dies ist erneut ein Widerspruch. [

! Angenommen = € (a/, ') liegt nahe bei o’ und ist ein Bildpunkt von ¢, Dann
ist 2 = o (t) fiir ein ¢. Dann ist aber ¢t € o] !([a, d]) und daher = = 1) o ¢y (t). Dies
ist ein Widerspruch. Analog geht man einen Punkt in (¢, d’) nahe bei d’ vor.
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SaTz 11.5.4 (Mairhuber-Curtis). Auf der kompakten Menge T gebe
es einen reellen Haarschen Unterraum von C(T') der Dimension n > 2.
Dann ist T einbettbar in S*. Das Bild von T unter dieser Einbettung
ist eine echte Teilmenge von S', falls die Dimension n gerade ist.

BeEwEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die
Dimension n.
n = 2: Sei uy, us eine Basis von V. Die Abbildung

T— St

(w1 (t), us(t))
[un ()2 + uz(1)?]2

ist wegen det(ug(t;)) # 0 stetig und injektiv. Da 7" kompakt ist, ist die
Umkehrabbildung auch stetig.

n — n+ 1: Sei V ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Raum auf 7'
Wiihle eine offene Teilmenge U von T und ein t* € U. Setze V} = {u €
V i u(t*) = 0}. Dann ist V] ein n-dimensionaler Haarscher Raum auf
T \ U. Nach Induktionsannahme ist 7'\ U in S! einbettbar. Wegen
Lemma I1.5.2 ist T in S* U {to} mit o ¢ S* einbettbar. Wegen Lemma
I1.5.3 ist das Bild aber nicht ganz S' U {¢¢}. Also ist T sogar in S*
einbettbar. O




KAPITEL IIT

Cebysev-Approximation durch Polynome

In diesem Kapitel betrachten wir Approximationsprobleme, deren
Losung explizit bekannt ist. Diese Kenntnis ist wichtig fiir die asymp-
totischen Aussagen des folgenden Kapitels.

Im Folgenden bezeichnen wir mit P, den Raum der algebraischen
Polynome vom Grad < n und mit dp den Grad eines algebraischen
Polynomes. Aus historischen Griinden wird der Abstand der b.A. an
fin P, auf dem Intervall |a,b] mit F, o4 (f) bezeichnet. Ist speziell
la,b] = [—1, 1], wird der Index [a, b] fortgelassen.

I11.1. Cebysev-Polynome

Wir beginnen mit zwei Ergebnissen, die die Bedeutung des Inter-
valles [—1, 1] unterstreichen.

SaTz II1.1.1. Seien a < b und
Y la,b] — [—1,1]
T —a
b—a
sowie [ € C([a,b]) und g = f oy~ € C([-1,1]). Dann ist
En,[a,b](f) = By -1 (9)

und p € P, ist genau dann b.A. an f, wenn ¢ =poyy~t € P, b.A. an
g ist.

r— —1+2

BEWEIS. Die Transformationen

p—=pod ', q—=qoy
lassen den Raum P,, invariant. Auflerdem ist
1f = plleqay) = max [f(z) — p(z)]

a<x<b

= max [foy ' (t) —pov (1)

—1<t<1
=|fov™ —po wilHC([fl,l])
und

lg = dlleoray = max l9(t) —a(®)]

= max |go¢¥(x) — qo(x)|

a<z<b
=[lgov —qovllouy) -
39
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Hieraus folgt die Behauptung. O

SATz I11.1.2 (Invarianzprinzip). Sei f € C([—1,1]) gerade bzw. un-
gerade. Dann ist die b.A. an f in P, ebenfalls gerade bzw. ungerade.

BeweEis. Nach Voraussetzung ist f(—z) = £f(z). Sei p € P, die
b.A. an f in P, und ¢(z) = £p(—=z). Dann ist ¢ € P,, und
max [f(r) - q@)] = max [£f(~a) — £p(~a)

—1<2<1

= max [f(=z) = p(=7)]

—1<a<l1
= max |f(t) —p(t)].
Wegen der Eindeutigkeit der b.A. ist ¢ = p, d.h. p(x) = £p(—2z). O
Sarz I11.1.3 (Cebysev-Polynome). Durch
T, (z) = cos(narccosz) Vz € [—1,1]

ist fiir jedes n € N ein Polynom vom Grade n definiert. Die T,, heifien
Cebysev-Polynome (erster Art). Firn > 1 ist

To(z) =2""12"+p mitp € P,_,.
Die Cebysev-Polynome gendigen der Rekursionsformel
To(z) =1,
Ti(z) ==,
Toi1(z) = 22T, (z) — Thiea(x), n>1,
und der Symmetrierelation
T.(—z) = (=1)"T,(z).
BEWEIS. Aus den Additionstheoremen fiir den Cosinus folgt
cos(a + b) = cosacosb Fsinasinb

und somit
cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cosa cosb.

Setzen wir speziell a = np und b = ¢, erhalten wir
cos((n + 1)) + cos((n — 1)¢) = 2 cos(ny) cos p.

Mit ¢ = arccos x folgt hieraus die Rekursionsformel fiir 7;,_;. Die For-
meln fiir 7y und 77 folgen direkt aus der Definition. Aus der Rekur-
sionsformel folgen die restlichen Eigenschaften durch Induktion iiber

den Grad n. U
BEMERKUNG II1.1.4. (1) Fiir alle z € R gilt

Tn(x):%{<x+\/m>n+<x— x2—1>n}.
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(2) Die Cebysev-Polynome geniigen der Orthogonalitiitsbeziehung

2 firn=m=0,
r=1<1 firn=m#0,

2 1Tn(:zc)Tm(:L')
%/1 Vo *

0 firn#m.
(3) Die Polynome
1 sin((n + 1) arccos x)
Uy(z) = ——T, =
(z) n+1 () sin(arccos z)

heifilen Cebysev-Polynome zweiter Art. Sie spielen bei der L'-Approxi-
mation eine dhnliche Rolle wie die CebySev-Polynome erster Art bei
der Cebysev-Approximation.

BEWEIS. ad (1): Setze

Qn(x) :%{<x+m>n+ <x— \/ﬁ)n}

Aus der Binomischen Formel folgt @,, € P, fiir alle n. Fir x € [—1, 1]
sei ¢ = arccos x. Dann folgt

Qn(z) = % {(cosp + isinp)" + (cosp —isinp)"}

1 ) )
_ ine —ing
5 {e +e }
= cos(ny)
= Tn(z).
Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Mit der Transformation x = cos ¢ folgt wegen j—z =1 —x?

2 (1 To(z)Tn(2) 27
;/_1 ﬁdm = ;/0 cos(nyp) cos(myp)de

= % /07T {cos((n +m)p) + cos((n —m)p)} dp

= % /_7r {cos((n +m)p) + cos((n —m))} de.
Wegen _
/ cos(kp)dp =0 VEkeZ\ {0}

-7

folgt hieraus die Behauptung.
ad (3): Ist offensichtlich. O

SATz I11.1.5. Sein > 1 undp € P,y die b.A. an 2™ auf [-1,1] in
P,_1. Dann ist
" —p(z) = 27", (2)
und
En,1<£lj'n) = 27n+1.
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BEWEIS. Geméf Satz I11.1.3 ist 2" —27""!T,,(z) € P,,_;. Fiir 2, =
cos(%’r), 0 < k <n, gilt aulerdem

Ta(ng) = cos(km) = (1) = (=1)" | To]| .

Also bilden die Punkte x,, ..., ,, eine Alternante, und die Behaup-
tung folgt aus dem Alternantenkriterium Satz 11.3.8 (S. 32). O

KOROLLAR III.1.6. Es ist

n (b B a)n
Ep 1y (2") = o1

BeweEls. Wir wenden Satz II1.1.1 mit f(x) = 2™ an und erhalten

g(t) = (v~ (1))

= fla+ %(IH— 1)(b—a))

_ [a+ S+ 10~ a)]n

- (b;a)nt"—l—r(t)

mit r € P,,_;. Also ist die b.A. an ¢g in P,_; von der Form (b’T“)n q(t)+
r(t), wenn ¢ die b.A. an t" in P,,_; ist. Insbesondere folgt

petn=|(t52) e

- (b 5 a)nEn_l(t”).

Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.1.5 und Satz I11.1.1. O

I11.2. Approximation von (z —a)™?

Wihrend die Approximation einer hoheren Potenz charakteristisch
ist fiir die Approximation analytischer Funktionen, ist die Approxima-
tion von (z — a)~! typisch fiir die Approximation von Funktionen mit
Singularitéten.

Satz I11.2.1. Fira > 1 ist

(a— Va2 — 1)n

a?—1

Eq((x—a)™") =
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BEWEIS. Setze a = a — va? — 1. Dann ist

1 1 1 1
—la+=-)==zla—-Va® -1+ ———
2 a 2 a—+Va?—1
_(a— a2—1)2+1
2 (a— Va2 —1)
_a?—ava® -1
a—+va?—1
= a.
Fiir # € [—1,1] definieren wir v € C mit |v| = 1 durch v = €' mit

p = arccos . Dann ist

Wegen

ist
4an+2
(1-a?)?®
Schliellich definieren wir zwei Funktionen g und p durch

1 n =V ol —av
g0) = 5 (VT v

2 1—ov o—v

und

plr) = —— — My(v)

1. Schritt: Wir zeigen p € P,,. Setze
(v) =1 —(z —a)p(z) = M(z — a)g(v).
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Es gniigt dann zu zeigen, dass ® € P, ist und an der Stelle x = a
entsprechend v = a den Wert 1 annimmt. Wegen

(67 4 &) = 2 (0" 407

DO | —

T, (z) = cos(ny) =

erhalten wir

@(v):%<v+1—a—$)g(v)

2 v
Mov’+a—a*v—v/(  a—v ,l—av
4 av l—av a—v
M (oo —v)(1 — — 1 —
— _(Oé U)( OCU) " (07 v i i av
4 Qv 1—av a—v
« M
= 1o ((a=0)?" 40771 — av)?)
M
" da (P = 200" 40" 0P = 2007 + 07
a
M
= 1o (Ozz [Un_l + U_n—"l} — 2« [U" + U‘”} + [U”'H + ,U—n—l})
a
M
= (T (z) — 20T, (2) + Trga () -

Also ist ® € P,,;1. Einsetzen von v = a an der Stelle (x) liefert

M —n— (1 B Oé2>2
@(CY) = ECY 1(1—042)2:MW
= 1.

Also ist p € P,.
2. Schritt: Wir zeigen sup,ec jyj=1/9(v)| = 1. Fiir v € C mit [v] =1
haben wir

na—v | | a—v
v = |v T
1—av o — =
v
a—v
o _ 1
v
a—v
a—7
a—v
a—v
=1
und
1—oav a—uv |t
v " = |v" =1.
a—v 1—ov
Also ist
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Fiir x = 1 bzw. v = 1 gilt andererseits

g(1):1(10‘_1+11_a>:—1.

2 1l—« a—1
Also ist
sup  |g(v)| = 1.
veC,lv|=1

3. Schritt: Wir zeigen, dass g an n+ 2 Punkten sein Betragsmaximum
mit alternierendem Vorzeichen annimmt. Da fir v € C mit |v| = 1 gilt
% = und da « reell ist, folgt

a—v a1 —av

om = .
1—ov a—v

na—v\ L Q=
g(v) = Re (v 1—ow> = cos <arg (v 1_(“})).

Mithin gilt

Also ist

arg(v”a_v) =0 mod2r = g(v) =1,
1—oav

arg(v”a_v) =7 mod 21 = g(v) = -1
1—av

Die Funktion v"(a —v)(1 —av)™! ist wegen a € (0, 1) im Einheitskreis
analytisch und hat dort « als einfache und 0 als n-fache Nullstelle. Nach
dem Satz iiber die Umkehrzahl aus der Funktionentheorie nimmt daher
arg (v"2=%) um (n + 1)27 zu, wenn man einmal den Einheitskreis im
positiven Sinn durchléauft. Aus Symmetriegriinden nimmt dieser Wert
um (n + 1)7 zu, wenn man den oberen Halbkreis durchliuft. Wegen

-1
arg (1? ) =arg(—1)=n

—

folgt, dass (n+2)-mal der Extremalwert mit alternierendem Vorzeichen
angenommen wird. U

Satz I11.2.2. Fiir b > 0 ist

(VEE+1-0)"
202(1+0%)
BEWEIS. Da die Funktion (2z2+b%)~! gerade ist, ist ihre b.A. gemif3
Satz I11.1.2 (S. 40) auch gerade. Daher
Ep((2® +6%)71) = B ((2® + %) 7).

Sei p € Py, die b.A. an (2% + b*)~! auf [—1,1]. Da p gerade ist, ist es
ein Polynom vom Grad < n in 22. Mit der Transformation z = 22 folgt
daher

Eo((2? + %)Y = By (2 +0*)71) =

Epn((2* + %)) = Enpy((z + %) 7).
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Aus Satz III.1.1 (S. 39) erhalten wir mit der Transformation z =
3(1-1)
Enjon((z+6%)7") = Ea(=2(t — (20> +1))7)
=2E,((t— (20 + 1))71).
Fiir den Parameter o aus dem Beweis von Satz I11.2.1 ergibt sich nun
a=20"4+1—/(202+1)2 -1
= 26" + 1 — V4b* + 4b2
=20% +1—2bV02 1 1
= (VPTI-b)
Insgesamt folgt
Eon((2® +6%)71) = 2B,((t — (2b° +1))7)
(VR r1-0)”
(202 +1)2 -1

(VP 1-0)” -
22k 1)

I11.3. Vergleichssatz von Bernstein

In der Einfithrung haben wir gesagt, dass man héufig eine ,gu-
te“ Approximation zur Abschéitzung der Giite der b.A. heranzieht. In
diesem Abschnitt wiahlen wir den umgekehrten Weg. Das Ergebnis ist
wichtig fiir die asymptotischen Aussagen des ndchsten Kapitels.

Satz I11.3.1 (Vergleichssatz der Interpolation). Sei I ein Intervall.
Die Funktionen f,g € C"(I) mdgen fiir alle x € I die Relation

| f" D (@)] < g (a)

erfillen. Zu den n + 1 Punkten xo < ... < x,, € I seien p und q die
Interpolationspolynome zu f bzw. g in diesen Punkten. Dann gilt fiir
alle x € I die Abschditzung

[f (@) = p(a)| < lg(x) — q(2)].

BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt offensichtlich g™+ (x) > 0
fiir alle # € I. Wir nehmen zunichst an, dass sogar ¢+ (z) > 0 fiir
alle z € I gilt.

Angenommen, die Behauptung ist fiir einen Punkt z € I nicht erfiillt.
Dann gilt fiir A = % die Abschétzung |A| < 1. AuBerdem fallt z
mit keinem der Punkte xy, ..., x, zusammen. Die Hilfsfunktion h =
g —q— A(f —p) hat die n + 2 Nullstellen zy, ..., z, und z. Nach dem
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Satz von Rolle besitzt A"t dann eine Nullstelle in /. Andererseits ist
fiir jedes x € 1
h(n+1)(l’) _ g(n+1)(x> . )\f(n+1)($)

> g0 (@) - | 7 @)

> (1= [ADg" ()

> 0.
Dies ist ein Widerspruch. Daher ist die Aussage in diesem Fall gezeigt.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir die Funktion g. = g + ex"*!
mit beliebig kleinem & > 0. Sei ¢. das entsprechende Interpolationspo-

lynom. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt fiir alle z € I und alle
e>0

[f (@) = p(2)] < lge(x) — ge()] -
Da die rechte Seite dieser Ungleichung wegen der Lagrangeschen Inter-
polationsformel stetig von € abhéngt, folgt die Behauptung. U

SaTz I11.3.2 (Vergleichssatz von Bernstein). Sei I ein Intervall.
Fiir die Funktionen f,g € C""(I) gelte die Relation

|9 ()] < "V ()
fiir alle x € I. Dann gilt fir die Cebysev-Approzimation auf I
Eni(f) < Eni(9)-

BEWEIS. Sei ¢ die b.A. an ¢ in P,,. Wegen der Existenz einer Al-
ternante der Lénge n 4 2 (vgl. Satz 11.3.8 (S. 32) und Beispiel 11.3.2(1)
(S. 29)) interpoliert ¢ die Funktion g in n 4+ 1 Punkten. Sei p das In-
terpolationspolynom von f in diesen Punkten. Dann folgt mit Satz
I11.3.1

Eor(f) <IIf —pll < llg—dll = Eni(g). O

Durch die Wahl passender Vergleichsfunktionen erhalten wir:

Satz 111.3.3. Sei f € C""([—1,1]). Dann gibt es einen Punkt n €
—1,1] mit

1
E (f)= —— | D) )
(D=5 0
BEWEIS. Sei
o . (n+1) . (n+1)
t= o, S, b e ST

Fall1: a < 0 < b: Setze
¢ = max{—a, b}

und
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Dann folgt fiir alle z € [—1, 1]
|[f 0 (@)| < e =g ().
Wegen Satz I11.3.2 und Satz II1.1.5 (S. 41) folgt

Ell) = so

Da ‘ fFD ‘ alle Werte zwischen 0 und ¢ annimmt, folgt die Behauptung.
Fall 2: 0 < a < b: Wegen der EinschlieBung

a (n+1) b (n+1)
anrl < f(n+1) < anrl
(n+1)! - ~ \(n+1)

liefern Satz I11.3.2 und Satz III1.1.5 (S. 41) die EinschlieBung
a b

Y <B(H<

2n(n+ 1) — ()= 2 (n+1)!

Damit folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz.
Fall 3: a < b < 0: Wegen E,(f) = E,(—f) kann dieser Fall durch
Ubergang zu —f auf den zweiten Fall zuriickgefiihrt werden. Il

BEISPIEL 111.3.4. (1) Wegen (¢2)") = ¢* und e~! < ¢* < e auf
[—1, 1] folgt aus Satz I11.3.3

1 e
E,(e") € , )
(¢") [eZ"(n T 2 (n + 1)!}
Mit Satz I11.1.1 (S. 39) ergibt sich sogar
T\ 1t 1 e
En,[O,l](e )— En(e 2 ) < |:€22n+1(n_|_ 1)!’ 22n+1(n+ 1)!] :

Man gewinnt also einen Faktor 22"*1 im Vergleich zur Taylorreihe.
Einen weiteren Faktor 2" kann man gewinnen, wenn man die Bezie-

hung e* = (e%)2 ausnutzt und sich auf das Intervall [0, 1] einschrénkt.
(2) Wir wollen E, ; g(Inz) abschétzen. Wegen

(n+1)
1 1
(Inz)" ™ = — x (—)

n+1 T

ist auf [1, 2]

1 ~1 n+1y\ (n+1)
o< (F5) T ey
n X

2 (_1)n+1 (n+1)
< .
“n+1 < x )
Also ist geméafl Satz I11.3.2

1 1 2 1
Em— U - | <E, | <—F, — .
ntl J[1,2] <x> > ,[1,2]( le) ] J[1,2] (:p)

IN
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Wegen Satz II1.1.1 (S. 39) ist
1 2 1
n.[1,2] <x) (t+3> z=1+5(+1)

2

:En( ) t=—z
33—z

:2En( ! )
33—z

Aus Satz I11.2.1 (S. 42) folgt

En (3;) =& _8\@)” - 8(3+1\/§)"'

Insgesamt erhalten wir somit
1 1

4n+1) (3+VB)" < Bnpaylin) < 2(n+1) (3+v8)"







KAPITEL IV

Asymptotische Aussagen

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht die Beziehung zwischen der
Glattheit einer Funktion und der Giite ihrer b.A. durch algebraische
oder trigonometrische Polynome.

IV.1. Satz von Weierstrafl und Lethargietheorem

Wir wollen zeigen, dass jede stetige Funktion beliebig gut durch Po-
lynome approximiert werden kann, dass aber die Konvergenzgeschwin-
digkeit als Funktion des Polynomgrades beliebig schlecht sein kann.

Im Folgenden ist stets I ein kompaktes, perfektes Intervall.

DEFINITION IV.1.1. (1) Seien [ ein Intervall und f, g stetige Funk-
tionen auf I. Wir sagen f > 0 bzw. f > g, wenn fiir alle x € [ gilt

f(z) =0 baw. f(z) = g(z).
(2) Ein linearer Operator L : C(I) — C(I) heifit positiv, wenn fiir alle
fe ) mit f>0gilt Lf > 0.

BEMERKUNG IV.1.2. Seien L : C'(I) — C(I) ein positiver linearer
Operator und f,g € C(I) mit f > g. Dann ist Lf > Lg.

BEWEIS. Die Beziehung f > g ist dquivalent zu f — g > 0. Also
folgt aus der Positivitidt und Llnearitdt von L

0<L(f-g)=Lf—-Lg < Lf>Lg. O

SATZ IV.1.3 (Bohmann-Korovkin). Sei (Ly,)nen eine Folge positiver
linearer Operatoren, die C(I) in sich abbilden. Mit u,(x) = x* gelte fir
v =20,1,2 in der Supremumsnorm

lim || Lnu, —u,| =0.
n—oo
Dann gilt fiir alle f € C(I)
lim || L.f — f|| =0.
n—oo
BEWEIS. Seien f € C(I) und € > 0 beliebig. Da I kompakt ist, ist f
gleichméfig stetig. Also gibt es ein 6 = d(¢) > 0 mit |f(z) — f(y)| <e

fir alle z,y € I mit |x —y| < §. Fir x,y € I mit |z —y| > 0 gilt
andererseits

(@) = f)] < 201F1 < 2072 (1f | |z — oI

51
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Also gilt fiir alle z,y € 1
f(@) = f(y)] < max {2072 ||f|| |z — yI’} < e+ 2072 (|f|| |& — 9
d.h.
—e =207 ||f | lz = yI” < f(2) = fly) S+ 2077 fll |o —y|*.

Wir halten nun y € I fest und fassen es als Parameter auf. Dann kénnen
wir obige Abschéitzung schreiben als

—eug — 262 || f]| {ua — 2yuy + v uo}
< f—=fWuo
<eug+ 2677 || fI {us — 2yur + yPuo}
Aus der Positivitdt und Linearitét der L,, folgt dann
— eLyug — 2672 || fI| { Lnua — 2yLyuy + y* Lyuo}
< Lnf — f(y)Lnug
< eLpug + 262 || f|| {Lpus — 2yLpus + y*Loug}

und somit

|Ln f(y) = f(y) Lnuo(y)]
< eLnug(y) + 202 || f|| { Lnua(y) — 2yLnus (y) + y* Louo(y) }
= eL,uo(y)

+ 2072 || f]| { Loua(y) — u2(y) —2y | Lnui(y) — wi(y)
—— ——

—y2 =y

+y° | Lyuo(y) — uo(y)
=1
< & || Lnuol]

+ 202 | fIl {l| Loz — uoll + 2 || [ Lnwr — wi |
+ Juall | Lo — uoll }-
Mittels Dreiecksungleichung und Ubergang zur Norm folgt hieraus
[ Lnf = [l
= max|Laf(y) = f(y)l

< max {[Lnf(y) = f(y) Luuo()| + [f @) [uo(y) — Luuo(y)][}
< e[| Lnuol
+ 207 [ {1 Enuz — uall + 2 fJual| || Lwur — |
+ luall || Lnio — uoll §
I Enio = ol -
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Nach Voraussetzung gibt es ein N = N(e), so dass die rechte Seite
dieser Abschétzung fiir alle n > N kleiner ist als 4¢ ist. Da € und f
beliebig waren, ist damit die Behauptung bewiesen. U

DEFINITION IV.1.4. Sei f € C([0,1]). Dann definieren wir die
Bernstein-Polynome B, f € P,, durch

Bof(l') =1 YV € [O, ]_],
B,f(x) = Z (Z)f(%)xk(l —x)"* Vre[0,1], n € N*.
k=0

Sarz IV.1.5. Fir alle f € C(]0,1]) gilt
lim B, f — f|| = 0.
n—oo

BEWEIS. Ofensichtlich ist jedes B, ein linearer Operator von
C([0,1]) in sich. Da die Funktionen (})z"(1 — 2)"* fiir alle n und
k positiv sind, sind die B,, auch positiv. Aus der Binomischen Formel

folgt auBlerdem fiir alle n > 2 und alle z € [0, 1]

n

Bug(z) =Y (Z) Fl—z)"F = (z+1—2)"

k=0
=1,

Bun(r) =3 () (S)(l -
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Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.1.3. O

KOROLLAR IV.1.6 (Satz von Weierstra8l). Fiir jedes kompakte, per-
fekte Intervall I und jedes f € C(I) gilt lim,, o E,1(f) = 0.

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz IV.1.5, da
jedes kompakte, perfekte Intervall durch eine affine Transformation
homoomorph auf das Intervall [0, 1] abgebildet werden kann. 4

BEMERKUNG IV.1.7. Sei f € C([0,1]) eine nicht-affine Funktion.
Dann gibt es ein v > 0 mit ||B, f — f[| > . Dieses Ph#nomen nennt
man Saturation. Die Funktionen, die mit ||B, f — f|| = O(2) die op-
timale Konvergenzordnung erreichen, bezeichnet man als Saturations-
klasse. Die affinen Funktionen, die durch ||B,f — f|| = o(%) gekenn-
zeichnet sind, bezeichnet man als Saturationskern.

BEWwEIS. Sei f € C(]0,1]) eine nicht-affine Funktion. Dann gibt es
ein ty € (0,1), so dass f in den Punkten 0, {y und 1 durch eine Parabel
qo(z) = ax? + bxr + ¢ mit a # 0 interpoliert wird. O.E. ist a < 0. Setze

q(z) = qo(z) + Oggé{f(@ —qo(2)}-

Dann ist ¢(z) > f(x) fiir alle z € [0, 1] und ¢(¢t) = f(¢) firein ¢ € (0,1).
Aus dem Beweis von Satz IV.1.5 wissen wir, dass

Buq(x) = qlx) + ~a(1 - 2)

ist fiir alle z € [0, 1]. Damit folgt fiir obiges ¢ wegen der Positivitit der
Operatoren B,

B, f(t) < Baq(t) = q(t) + ~t(1 —t) = () + (1 — 1)
Also ist
If = Bufll = [£() = Buf ()] = £(t) = Buf(t) = ——t(1 —1)

la|
=—t(1—-1).
i1 -1
Hieraus folgt die Behauptung. O

Geméf Korollar IV.1.6 koénnen stetige Funktionen beliebig gut
durch Polynome approximiert werden. Die Konvergenzgeschwindigkeit
dieser Approximation kann aber beliebig schlecht sein, d.h., zu jeder
Nullfolge (€, )nen gibt es ein f € C(I) mit E, ;(f) > ¢, fiir alle n. Wir
beweisen dies in einem allgemeineren Rahmen.

SATZ IV.1.8. Sei V' ein endlich dimensionaler Unterraum eines
normierten Raumes X und V # X. Dann gqibt es ein f € X mit

pv(f) =IIfIl = 1.
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BEWEIS. Sei fo € X\ V und uy € V eine b.A. an f in V. Dann ist

pv (fo —uo) = pv(fo) = [[fo — uol > 0.
Dabher leistet f = || fo — uoH_1 (fo — up) das Gewiinschte. U

SaTz IV.1.9 (Lethargietheorem). Sei Vi, Va, ... eine Folge end-
lich dimensionaler Unterrdume eines normierten Raumes X . Fir alle
n > 1 set V), ein echter Unterraum von V, 1. Dann gibt es zu jeder mo-
notonen Nullfolge (€, )nen+ in RY ein Element f in X mit py, (f) > en
fiir alle n € N*.

BeEwEIs. O.E. ist e; < 55, da jeder Fall wegen py(Af) = A pv(f)
auf diesen Fall zuriickgefithrt werden kann.

Wihle eine streng monoton wachsende Folge (ng)gens in N* mit ny = 1
und e, < 237! fiir alle k. Setze Wy = V,,,. Gemé&8 Satz IV.1.8 gibt
es zu jedem k ein fi € Wiy mit pw, (fr) = ||fi]l = 37%. Dann ist
[ => 1., [x € X wohldefiniert und erfillt fiir alle £ und alle n > ny
die Abschitzung

k 0o
pwi(f) = pw, ij) —1[>
j=1 j=k+1
k—1 00
2 Pw fk+ij - Z 1/l
j=1 j=k 1?3’;
—— <
eWp
= pw(fi) — Z 37
j=k+1
— 3—k _ 1 - 3—k—1
1-3
1
=3F(1-=
(-2)
> Enp,
> Ep.

Zu gegebenem n wihle die Zahl £ so, dass ny_1 < n < ny ist. Wegen
V,, € W, folgt dann

ov, (f) = pw,.(f) > €n. O

BEMERKUNG IV.1.10. Seien Vi, V5, ... und (&,)nen+ wie in Satz
IV.1.9. Dann ist die Menge aller f € X mit || f|| < 1 und py, (f) < e,
fiir alle n € N* kompakt in X. Also ist jede Menge mit vorgegebenem
Approximationsverhalten kompakt und damit sehr diinn in dem un-
endlich dimensionalen Raum X. Insbesondere enthélt sie keine noch so
kleine Kugel.
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BEWEISIDEE. Im normierten Raum reicht es, zu zeigen, dass es zu
jedem § > 0 eine endliche Uberdeckung durch Kugeln mit Radius &
gibt. Wihle zu gegebenem § ein n, so dass €, < % ist. Dann gibt es
zu jedem Element f der Menge eines in V,, mit Abstand kleiner als g.
Die Bildmenge in V,, lasst sich wegen der endlichen Dimension von V,
durch endlich viele Kugeln mit Radius g iiberdecken. Verdoppelt man

die Radien, erhilt man die gesuchte Uberdeckung. U

IV.2. Glattheitsmafle

DEFINITION IV.2.1. Sei [ ein Intervall (offen oder abgeschlossen,

beschrinkt oder unbeschrénkt) und f eine Funktion auf I. Die fiir
h > 0 durch

w(f;h) = sup  |f(z) = f(y)]

zy€l,|lz—y|<h

definierte Funktion w(f;-) heifit der Stetigkeitsmodul von f.

BEMERKUNG 1V.2.2. (1) Es ist lim,ow(f;h) = 0 genau dann,
wenn f gleichméfig stetig ist.
(2) Ist f periodisch, so betrachtet man den Stetigkeitsmodul der peri-
odisch auf ganz R fortgesetzten Funktion. Ist also z.B. f 2m-periodisch,
muss man bei der Berechnung von w(f; k) auch die Werte f(—m + %)
und f(m — %) = f(—m — L) vergleichen.

BeispiEL 1V.2.3. (1) Fiir f: R — R mit f(¢) =t ist w(f;h) = h.
(2) Fir f: R — R mit f(t) = t* ist f(t + h) — f(t) = h(2t + h).
Da dieser Ausdruck nicht beschriankt ist, existiert der Stetigkeitsmodul
nicht. Beschrénken wir uns aber auf das Intervall [—1, 1] erhalten wir

w(fih) = h(2—h) fir0<h<I,
)1 fiir h > 1.

(3) Ist f € C'(I) und |f
Mittelwertsatz w(f; h) < Mh.
uf

'I'auf I durch M beschrinkt, folgt aus dem
(4) Sei f(x) = /x auf [0,1]. Fiir x,y € [0, 1] mit x # y erhalten wir

)= ol = | 22

< lz—yl
S Vo, Vi)
|z — y
[ =yl
Wegen |f(h) — f(0)| = v/h folgt hieraus w(f;h) = v/h fiir h < 1.
(5) Sei f(p) = cosy fiir alle ¢ € R. Wegen f(p+ %) — f(p— %) =
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. . h
2sin psin 5 folgt

QSin% fir h <,

1 fir h > «.

w(f;h)Z{

SATz IV.2.4. Der Stetigkeitsmodul hat folgende Eigenschaften:

(1) w(f;-) ist monoton wachsend.
(2) w(f;-) ist sublinear, d.h.

w(fih1+ho) Sw(f;hy) +w(f;ha).

(3) w(f;nh) <nw(f;h) fir alle n € N*.
(4) w(f; Ah) < (14 Nw(f;h) fir alle X € R,
(5

) limy,_,o w(fh) =0 <= [ ist konstant.

BEWEIS. ad (1): Folgt direkt aus der Definition.
ad (2): Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle x € I mit x + hy +
hy €1

|f (& + hy + hy) — f(2)]
< |f(@+hi+he) = f(z+ k)| + [f(z+ hi) — f(2)]
< w(fi ) + w(f5h).
Da die rechte Seite dieser Abschétzung nicht von x abhéngt, folgt die
Behauptung.
ad (3): Folgt mit Induktion aus (2).
ad (4): Fiir A > 0 wéhle n € N* so, dass n < A < n + 1 ist. Aus (1)
und (3) folgt dann
w(f; Ah) < w(f;(n+1)h)
< (n+w(f;h)
< (14 Nw(f;h).
ad (5): Die Richtung ,,<=* ist offensichtlich. Fiir A~ > 0 und n € N*
erhalten wir aus (3)

-h
w(fih) Zw(f;ng) < nw(f;%) = h““;’ ).
N

—l

Also ist w(f;h) = 0 fiir alle h > 0. Dies beweist die Richtung ,=*. O

DEFINITION IV.2.5. Sei I ein kompaktes, perfektes Intervall.
(1) Eine Funktion f : I — R geniigt einer Lipschitz-Bedingung der
Ordnung o > 0 mit Konstanter M, kurz f € Lip,, o, wenn gilt
w(f;h) < Mhe.
(2) Die Menge

Lipa= J{f: feLipya} ={f:w(fih) =0}

M>0
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heilt Lipschitz-Klasse der Ordnung a.
(3) Fiir k € N* und o € (0,1) bezeichnet C**%(I) die Menge aller
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I mit f*) € Lip .

Zur spéteren Behandlung eines Grenzfalles benotigen wir:

DEFINITION IV.2.6. Sei [ ein Intervall (offen oder abgeschlossen,
beschrinkt oder unbeschrénkt) und f eine Funktion auf I. Die fiir
h > 0 durch

wy(fih) = sup |f(t+0) —2f(t) + f(t —0)|

6| <h,t-£s€l
definierte Funktion wy(f;-) heiit der zweite Stetigkeitsmodul von f.

BEMERKUNG IV.2.7. (1) Es ist wo(f; h) < 2w(f;h).
(2) Ist f differenzierbar, so ist wa(f;h) < hw(f'; h).

BEWEIS. ad (1): Folgt aus der Dreiecksungleichung.
ad (2): Folgt aus dem Mittelwertsatz. O

SATZ IV.2.8. Der zweite Stetigkeitsmodul hat folgende Eigenschaf-
ten:

) walf;-) ist monoton wachsend.

) walf;nh) < nPws(f;h) fiir alle n € N*.

) wa(f3 M) < (14 X)2we(f; h) fiir alle X € R
)

limy,_o “’22};}1) =0 < [ ist linear.

BewEis. Ubungsaufgabe. O

IV.3. Jackson-Sitze

In diesem Abschnitt beweisen wir Sétze von der Form , Glattheit
von f = Konvergenzgeschwindigkeit von E,,(f)“.

Wir beginnen mit der Approximation 2m-periodischer Funktionen
durch trigonometrische Polynome. Hierzu bezeichnen wir mit C5, den
Raum der stetigen 2m-periodischen Funktionen und mit

T, = span{1, cos(kp),sin(ky) : 1 < k <n}

den Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n. Wir erin-
nern daran, dass T,, ein Haarscher Raum ist.
Ist f 2m-periodisch, so ist

flp) ~ %ao + Z{ak cos(kp) + by sin(kp)}

k>1
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die formale Fourier-Reihe von f. Aus den Orthogonalitéitsbeziehungen

) 2 firn=m=0,

;/ cos(nyp) cos(my)dp = ¢ 1 fiir n =m # 0,
- 0 fiir n #m,

1/“,( ) sin(me)d 1 fiir n =m,

— sin(nyp) sin(m =

T J) s 7 pIee 0 fiir n # m,
1 ™
—/ cos(nyp) sin(me)dp =0 fur alle n,m
™ —Tr

folgt, dass fiir die Fourier-Koeffizienten a,,, b, gilt

[ s@reostiorte, k20,

= [ ropsinordp. k=1
T™J-m

Hieraus und aus den Additionstheoremen ergibt sich

ay cos(ky) + by, sin(kyp)
/ f(t){cos(kt) cos(ky) + sin(kt) sin(kep) }dt

/ f(t) cos(k(p —t))dt.

1 n
K(t) = 5 Wo + Z wy, cos(ke)
k=1

ein gerades trigonometrisches Polynom, so folgt hieraus

%/:K@_t / K(t)f(p — t)dt

= §a0w0 + Z wi{a cos(ky) + by sin(ky) }.

il

spielen. Wegen 2sin?¢ = 1 — cos(2¢) ergibt sich mit u = cost die
Darstellung

Ist

Eine besondere Rolle wird der Kern

Roft) = [ 24

IS [\3|§

Ko (t) = 1 — cos(nt) _1- Tn(u)7
1 —cost 1—u
wobei Tj, das n-te Cebysev-Polynom ist. Da T),(1) = 1 ist, folgt dass
%”éu) € P,_, ist. Also ist K, (t) € T,_;. Diese Voriiberlegungen wer-

den im Folgenden benutzt.
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DEFINITION IV.3.1. Fiir m € N* sei
™ [sin (2t)]"
A = / 2 ] dt

Km(t) — )\;11 [M]

2

und

sin 5
S1n 9
K,, ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad 2m — 2 und heif3t

Jackson-Kern. Mit seiner Hilfe definieren wir fiir jedes n € N einen
linearen Operator J,, : Cor — T,, durch

- / " K (1) f(p — t)dt

o 241l falls n ungerade,
a 242 falls n gerade.
BEMERKUNG 1V.3.2. (1) Fiir alle t € [0, 7] gilt

2 :
—t <sint <t.
T

Fiir alle ¢ € [0, §] gilt
2v/2

—t <sint <t.
T

(2) Fiir alle n € N ist
An

AV
N | ot
S
w

(3) Fiir alle n € N gilt

T 2
/ tK,(t)dt < Zm*n~!
0 )
und - .
K, (t)dt < —m’n~>.
/0 (t)dt < T
BEWEIS. ad (1): Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir 0 <t < 7

sint=tcosf <t mit0<6<t

Wegen (sint)” = —sint ist der Sinus auf [0, ] konkav und liegt ober-
halb der Sehne. Hieraus folgen die unteren Schranken.
ad (2): Wegen

o 14
s nt s 3 nt
/ [ (f)] dtz/ sm(f) dt
x| sing 0 Sy |

22/” sin () |
0

dt
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folgt mit der Substitution ¢t = %(p aus der Definition von A, und Teil

(1)
v L[]

% sin® %)
24713/0 i dy

. 4 g . 4
[ S [0
0 ™

4

T 4 s
T (22 z /2\*
> dn? / (i) d90+/2 (—) dip
0 T % v

w64 w16

= 4n3 b

" {47T4+47T4}
80 .

7]-3

&

ENE]

> §n3.
-2

ad (3): Aus den Additionstheoremen folgt
sin((n + 1)p) = sin(ng) cos ¢ + cos(ny) sin ¢
und daher
[sin((n + 1)@)| = [sin(ng)| [cos | + |cos(ne)] |sin ¢|
< Jsin(ng)| + Jsin |
Hieraus folgt durch Induktion fiir alle n» und alle ¢ die Abschéatzung
|sin(ny)| < nlsiny|.
Aus dieser Abschitzung, Bemerkung IV.3.2 (1) und Teil (2) folgt

IN

(A1 RGN NG

3

IN
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Mit denselben Argumenten erhalten wir

/7r 2K, (t)dt < 2, {/Z n*t?dt + /7r 7r4t_2dt}

0 5 0 x
ORI )
< §n273 {% + 1}
= %7?371_2. Ul

SATz IV.3.3. Fir f € Cy, ist bei Approximation durch trigonome-
trische Polynome vom Grad <n

BEWEIS. Offensichtlich ist

En(f) < If = Jnfll -

/_ 1 Ko ()t =

fiir alle n und der Symmetrie der K,, erhalten wir fiir alle ¢ € [, 7]

Wegen

— Inf(p)l

‘ / ﬂ ) Kn/(t)dt‘
[ s = flo—0 - s+ 1) Kn/(t)dt‘

S TR O

Aus den Abschitzungen ws(f;h) < 2w(f;h) und

atfin) =o (£ 27" n)
n+ 1

< (1+ - h)w(f;nj—1>
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sowie n/ > "TH folgt
1f = Jnfll g/ w(f5 ) K (t)dt
0
< / 2K, (t)dt
0

. T n+1
< 2w (f, n—+1) /0 (1+ t) K, (t)dt

T

o) (b2 20}
T 8
()3

gm(f;nil). 0

Aus Satz 1V.3.3, Definition 1V.2.5 (S. 57) und Beispiel 1V.2.3(3)
(S. 56) folgt:

KOROLLAR 1V.3.4. Fiir f € Co NLip,, 1 ist

T M

Ea(f) = n+1

Fir f € Cy, ist

T ,
T

Bei der Untersuchung der Approximationsgiite differenzierbarer
Funktionen ist zu beachten, dass nicht jede Funktion f € C,, dar-
stellbar ist als Ableitung einer Funktion g € Cy,. Ist ndmlich f = ¢
mit g € Cy,, so folgt

/ " ftydt = / " g (t)dt = g(m) — g(—m) = 0.

Wie man leicht einsieht, ist diese Bedingung auch hinreichend fiir die
2m-Periodizitét der Stammfunktion [ f(¢)dt. Diese Bedingung ist of-
fensichtlich dquivalent dazu, dass der Fourier-Koeffizient ag von f ver-
schwindet. Daher betrachten wir die Approximation durch trigonome-
trische Polynome mit verschwindendem Fourier-Koeffizienten ag:

En(f) <

E,(f) = inf

ag,by

f= Z(ak cos(ky) + by sin(k:go))H :

k=1
Satz 1IV.3.5. (1) Fiir alle f € C}_ ist
(R

Fulf) < = F3(F).
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(2) Verschwindet der Fourier-Koeffizient aqg von f € Car, so gelten
die Abschdtzungen von Satz IV.3.3 und Korollar IV.53./ mit gleichen
Konstanten auch fiir ES(f).

BEWEIS. ad (1): Sei g = ) (ay cos(ky) + by sin(ky)) die b.A. an f’
durch Polynome mit verschwindendem Fourier-Koeffizienten ag. Setze

p= Z —by cos(kp) + ag sin(kyp)) .

Dann ist
P =q
und

En(f) = E.(f —p)

7
< . /
< (=
"4l
T
— EO /.

ad (2): Verschwindet der Fourier-Koeffizient ag von f, so gilt gleiches
fiir den Fourier-Koeffizienten ag von J, f. Damit ist in diesem Fall

Eo(f) < \If = Jufll-
Damit folgt die Behauptung aus dem Beweis von Satz IV.3.3. O
Aus Satz 1V.3.5 folgt durch Induktion:

KoOROLLAR IV.3.6. Seien k e N, 0 < a <1 und M € R,. Fiir alle
feCk st

B < (5) 1),

Fiir alle f € Cf;:“ mit fF) € Lip,, a ist

T k+a
mn= ()

BEMERKUNG 1V.3.7. Verschwindet der Fourier-Koeffizient ay von
f, so verschwindet nicht notwendig der entsprechende Fourier-Koeffi-
zient der b.A. an f. Betrachte z.B. die in Abbildung IV.3.1 skizzierte
Funktion. Die gleichférmigen positiven und negativen Spitzen sind so
gewahlt, dass das Integral verschwindet und die absoluten Maxima
verschieden sind. Die b.A. in T, ist dann eine von Null verschiedene
Konstante.
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ABBILDUNG IV.3.1. Funktion mit verschwindendem
Fourier-Koeffizienten ag aber nicht verschwindender b.A.
durch konstante Funktionen

Wir kommen nun zur Approximation durch algebraische Polynome
in C([—1,1]) zurtick. Zu gegebenem f € C([—1,1]) wird durch g(¢) =
f(cos p) eine gerade Funktion g € Cs, definiert. Die b.A. ¢ an g in T,
ist dann auch gerade und ldsst sich daher in der Form ¢(¢) = p(cos @)
mit einem algebraischen Polynom p € P, schreiben. Also ist

E.(f) <|If —pl
= ||f o cos —p o cos||
= llg — 4l

Man kann sogar zeigen, dass diese Abschétzung scharf ist.
Zur Abschitzung von w(g;-) nutzen wir aus, dass nach dem Mittel-
wertsatz gilt

|cos p — cosp| = [sin(fp + (1 — 0))(p — )| fiir ein 6 € [0, 1]
<lp—vl.
Damit folgt
wlgih) = sup  |g(p) —g(¥)|

lp—|<h mod 27w

< sup o gle) —g(¥)|
|cos p—cos | <h

< sup [ f(cosp) — fleosy)

|cos p—cos | <h ~—~— S~
= =y
< sup [f(z) = f(y)]
lz—y|<h
=w(f;h).

Sarz IV.3.8. Fir die Approzimation durch algebraische Polynome
qgilt:
(1) Ist f € C([—1,1]), so ist

En(f) < Tw (f i )

;n+1
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(2) Ist f € C*([—1,1]), so ist fiirn >k

(7m)"*
m+1)n-...-(n+2—

Ea(f) < g Il

(3) Ist f € C*([-1,1]) mit f® € Lip,, o, so ist firn >k

(77T)k+a
) n (2 —Rmri—ke "

En(f) <

BEWEIS. ad (1): Folgt wegen der Voriiberlegungen aus Satz IV.3.3.
ad (2): Sei ¢ € P,,_; die b.A. an f’. Setze

_ [yt e,
p@)llq@te
Dann folgt

En(f) = En(f _p)

v
§7w<f—p;n+1)

7T
< _ !
< L7 - w)
T ,
= -l
=B ()
_7’L—|—1 n—1 .

Hieraus folgt die Behauptung mittels Induktion.
ad (3): Folgt aus den Teilen (1) und (2). O

BEMERKUNG IV.3.9. Aus Satz IV.3.8(1) folgt der Satz von Weier-
strafl. Denn ist f € C([—1,1]), so ist f gleichméBig stetig und somit

limy, 00 w(f; 737) = 0

IV.4. Ungleichungen von Bernstein und Markov

Wir erinnern zunéchst an die Lagrange-Interpolation. Seien zy <
... < x, gegebene Punkte. Setze

n

Dann ist
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das eindeutig bestimmte Polynom in P, das f in den Punkten z, ...,
x, interpoliert. Wegen

N IRy

=0 5=0 =0
J#i
ist
n
o (@) = [ (@i =)
=0
J#i
und
w(z)

li(z) =

(x — x)w'(x;)

SAaTz 1V.4.1 (Lemma von Schur). Fir jedes p € P,y gilt in
C([-1,1])

1 — 22

Ipll <n|

BEWEIS. Setze

Bezeichne mit

21— 1 .
7; = COS ], 1<i1<n
2n

die Nullstellen des n-ten Cebysev-Polynoms T,,. Fiir 7, < z < 1 folgt

wegen sing > 2
V1—22> /1 —n?

-1 (5)
- (5)

1

n

v

und somit

o) = <= [VT=2(2)

Sn’\/l—isc?p(ic))
< nM.

Da p sich selber interpoliert, ist

T
Ejpm (@ —m)Th ()
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Mit der Kettenregel folgt

T)(x) = . cos(n arccos x)

T
d d
= e cos(ny) %(arccos x)
_ nSH}(W) |
sin ¢

Insbesondere ist

T (n; :
n(n) n Sin(222n17.‘.)
_1
= -1 (1)
und .
T!(1) = lim nSlIl,(mO) =n?

=0 s
Hieraus und aus |p(n;)| /1 —n? < M fiir alle ¢ folgt fiir alle =

I C)
Zp Th - Tl(nz)

T, ()]
< Z ()] |x — il T, (ms)]
_ Z' n)z’| le 1 — 2
Z ]:c — Th

Sei nun speziell x > n; oder z < 7,. Dann haben alle Briiche in obi-
ger Summe gleiches Vorzeichen und der Betrag kann aus der Summe
gezogen werden. Wegen

n

To(x) = 2" [ [ (= —m)

i=1

und unserer Voriiberlegungen ist

Z Tn@) oy,

Wegen
[sin(ng)| < nlsing|

< n?

| Se) '
sin @

IT,(x)| =
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Wegen T/ (1) = n? folgt insbesondere
1T, = n*.

Also ist fiir £ > 1, oder x <,

Z

" T (x
2 ().

|~T_771

Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 1V.4.2. Die Abschéitzung von Satz IV.4.1 ist scharf.
Denn fiir p =T folgt aus seinem Beweis

lpll = I T, = n?

und

1—22

=n|/(sinp)n

d
KOROLLAR IV.4.3. Fiir jedes ungerade trigonometrische Polynom
S vom Grad <n ist
S(e)

sin ¢

H\/1 ey

sin mp H

sin ¢

H <n|s|.

BEWEIS. Es ist
= Z by, sin(ky)
k=1

—~ 1
= Z bkET,;(COS ©) sin .
k=1

Also ist S in der Form

S(p) = plcos p) sinp

mit p € P, ; darstellbar. Mit der Transformation x = cosp folgt
hieraus und aus Satz IV.4.1 die Behauptung. U

SAaTz 1V.4.4 (Bernstein-Ungleichung). Fir jedes trigonometrische
Polynom S vom Grad < n gilt

151 < n S|
Diese Abschitzung ist scharf.

BEwWEIS. Wegen

(sin(nyp))" = ncos(nyp)
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kann keine bessere Abschétzung gelten. Sei nun S ein trigonometrisches
Polynom vom Grad < n und a € R beliebig. Definiere die Hilfsfunktion

1

flp) = 5lS(a+ ) = S(a—¢)].

Wegen der Additionstheoreme ist f ein trigonometrische Polynom vom
Grad < n. Offensichtlich ist f ungerade. Ferner ist

1A < 1Sl
und
S/(Oé) — lim S(O./—I—(,D) — S(CY— (20)
=0 2p
EICE:
p=0SINY @
= lim f(gp)
»—0 SIn @
Geméf Korollar 1V.4.3 gilt aber fiir alle ¢
fle f
TN L < g <ns)
sin sin
Also ist auch
1S (@) <n|S]-
Da « beliebig war, folgt die Behauptung. O

SATz IV.4.5 (Markov-Ungleichung). Fiir jedes Polynom p € P, gilt
in C(1-1,1))

9/l < |VT=22|| < 0]
Diese Abschitzung ist scharf.
BEWEIS. Wegen
ITA I = n* = n* | T

kann keine bessere Abschitzung gelten. Wegen Satz IV.4.1 ist nur die
zweite Ungleichung zu zeigen. Setze hierzu

S(¢) = plcos ).
Dann ist nach der Kettenregel

ds d
$=y, = oot (cos p) = —VI— a7 (a).

Damit ergibt sich aus Satz 1V.4.4

H\/il—:ﬁp’ =S <n|S|| =nlp| - O
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IV.5. Umkehrsitze von Bernstein und Zygmund

In diesem Abschnitt beweisen wir die Umkehrung der Jackson-Sétze

aus § 1V.3, d.h. Aussagen der Form , Konvergenzgeschwindigkeit von
E,.(f) = Glattheit von f*.

SAaTz IV.5.1 (Bernstein). Sei f eine 2w-periodische Funktion. Es
gebe Zahlen A € Ry und o € (0,1), so dass fir die Approzimation

durch trigonometrische Polynome gilt E,(f) < An=®. Dann ist f in
cs .
BeEweis. Fir n € N sei p, ein trigonometrisches Polynom vom

Grade < n mit
1f = pall < An™7.

Setze vy = p1, Uy = Pan — pan-1. Dann ist f = > v,. Wegen
[onll < Nf = p2nll + |[f = pan]]
S Azfom_i_Achm%»a
— A(1 4 2%)27on
A
=4

konvergiert diese Reihe gleichméfiig und kann durch geometrische Rei-
hen abgeschéitzt werden. Seien ¢ und 1 beliebig. Dann ist

V(@) = va (V)] < [va(@)] + [va ()]
< 2 ||vnll
und nach Satz IV.4.4 (S. 69)
V() = va(¥)] = |v5(n) (0 — V)]
< [lonll e — ]
< 2" ||vnll o — ¥
Fiir beliebiges m € N folgt aus diesen Abschitzungen

(e 9]

> (onlp) = va(®))

n=0

£ () = ()] =

NE

[on(p) = vn(¥)]

n=0
m—1 )
<Y 2 foall o — 9l + Y 2ol
n=0 n=m
m—1 00
SAly(p_w|Zznfcm+2Alzzfom
n=0 n=m
om(l-a) _ 9 ma
=A |l -9 —— +24
1|S0 ¢| 91-a _ ] + 11_2704

_ A2 {|90 . 2/)| 2m(17a) + 27ma}
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1 2
Ay = A .
? 1{21—<>c—1+1—2—a}

Sei nun | —¥| < h <1 und m € N so gewihlt, dass -~ < 2™ < + ist.

Dann folgt 2h = h
() = f(0)] < Ag {h2m7) 427}
< Ay {hh=0=%) 4 (20))
= Ay(1+2%)R".
Also ist

w(fih) < Ax(142%)R"
und somit f € C% . d

Wegen der Sétze 1V.3.3 (S. 62) und IV.5.1 ist fiir o € (0,1) eine
Funktion f in C%. genau dann, wenn E,,(f) = O (n™%) ist. Das folgende
Beispiel zeigt, dass sich diese Aquivalenz nicht auf den Fall o = 1
iibertragen lasst.

BeispieL IV.5.2. Durch die gleichméfig konvergente Reihe

sin(k
et

k>1

wird eine stetige 2m-periodische Funktion g definiert. Offensichtlich ist

=, sin(ky) =1 > 1 1
Ew<| Y =<y 52 (1)
k=n+1 k=n+1 k=n+1
1
n
Andererseits erhalten wir fiir 7~ < ¢ < 5~
m—1 00
sin(kyp) sin(ky)
9(p) = 12 12
>4 2ke <%
m—1 00
29 1
> -r_ —

T T
Ll

WV,
g
[(\)
SRES
|
|
I

Y
NN
3

>

iS
5
;S
|
D,

Also ist % = % fiir ¢ — 0 nicht beschriinkt und somit g ¢ Lip 1.
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BEMERKUNG 1V.5.3. Fiir f € Co, gelte E,(f) = O (2). Dann ist
w(f;h) =0 (hlni).

BEWEIS. Im Beweis von Satz IV.5.1 haben wir
m—1 0
F(@) = f@)] < Arlp— ] Y 27" 424, ) 27"
n=0 n=m

gezeigt. Diese Abschéitzung bleibt auch fiir o = 1 giiltig und liefert
f(p) = F()] < Arlp — o[ m+ 24,217
Fiir o — 9] <h <1und m € Nmit 5- < 2™ <  folgt
1f(p) = f(¥)] < AihInh ™ [In2)]7" + 84,k < 8Ah [Inh™" +1].
Dies beweist die Behauptung. U

Von Zygmund stammt die Erkenntnis, dass man fiir den Fall o = 1
auf den zweiten Stetigkeitsmodul zuriickgreifen muss.

SaTz IV.5.4 (Zygmund). Fir f € Cy, ist E,(f) = O (%) genau
dann, wenn wy(f;h) = O(h) ist.

BEWEIS. ,,=*“: Wir benutzen die Notationen des Beweises von Satz
IV.5.1. Aus dem Mittelwertsatz und Satz IV.4.4 (S. 69) folgt fiir jedes
n

a0+ 1) — 20, () + vl — h)| = B* |vlt(n)]
< 1 |uy]]
< 222 |val] -
Da andererseits
[on(p + B) = 200(62) + valp — B)] < 4[]
ist, erhalten wir wegen A; = A(1 + 2%)
|fle+h)=2f(p) + fleg—h)

<

NE

[Un (@ + h) = 20,(p) + va(p — )

3

— O

3

< h22%% vl + 4 v
[[vn| Z; l

=0 _ v
<3A2—™ <3A2—™
m—1 00
< 3AR? Z 2" + 124 Z 9
n=0 n=m

<3A{n*2m+8.27"}.
Bestimmen wir m wieder so, dass ﬁ <2m < % ist, folgt

[f(o+h) —2f(p) +v(p —h)| <BA{h*h™" +8-2h} <51Ah.
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Also ist wa(f;h) = O(h).
»<=": Im Beweis von Satz IV.3.3 (S. 62) haben wir bereits die Abschét-
zung

(@) — Juf(2)] < / a5 ) K ()

bewiesen. Aus Satz IV.2.8(3) (S. 58) und Bemerkung IV.3.2(3) (S. 60)
folgt

Also ist E,(f) =0 (). O

n

SATZ IV.5.5. Seien k € N, a € (0,1) und f € Cyr. Gilt E,(f) =
O (n7F=2), so ist f € C51°.
BEWwWEIS. Mit den Notationen des Beweises von Satz I[V.5.1 gilt
vn|| < A 2770 mit A; = A(1 + 2F+9),
Aus Satz TV.4.4 (S. 69) folgt
o] < Agzrse

Also konvergieren die Reihen ) v,(f) fir ¢ =0,1,..., k gleichméafig und
absolut. Also ist f € C5+* und

FO=3 "0l fiir=0,1,... k.
n=0
Mit dem Beweis von Satz IV.5.1 mit f®* und o% an Stelle von f und
vy, folgt sofort f*) € Cg . O

BEMERKUNG [V.5.6. Sei f € Cy; und x > 1. Man kann zeigen,
dass f genau dann in den Streifen {z € C : [Imz| < Ink} analytisch

fortsetzbar ist, wenn gilt limsup,,_,., ¥/ En(f) < .

Wir wollen die Umkehrsétze nun auf algebraische Polynome aus-
dehnen. Das folgende Beispiel zeigt, dass wir dabei nur Aussagen im
Innern des Intervalls gewinnen konnen.
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2
formation % = 7? von [—1,1] auf [0, 1]. Jedem Polynom in z ent-
spricht ein Polynom in n? durch p(x) = p(—1 + 2n?). Also ist die Ap-
proximation von f in IP,, auf [—1, 1] d&quivalent zur Approximation von
g(n) = f(—=1+4 2n?) = n auf [0,1] durch Polynome vom Grad < n in
n?. Wegen des Invarianzprinzips ist dieses dquivalent zur Approxima-
tion von g(n) = |n| auf [—1,1] in Py,. Wegen g € Lip 1 folgt aus den
Jackson-Sitzen E,(f) = Fan(9) = O (). Andererseits ist f € Lip 3
aber f & Lipa fiir & > 3. Also kann man aus E,(f) = O (n™®) nicht
auf f € C%([—1,1]) schliefen, und das Problem liegt offensichtlich an
moglichen Randsingularitéten.

Satz IV.5.8. Seien k € N, o € (0,1) und f € C([—1,1]) mit
E.(f) = O (n™"*). Fir jedes Teilintervall [a,b] mit —1 < a < b <1
gilt dann f € C**([a,b)).

BEISPIEL IV.5.7. Betrachte f(z) = {/%%% in [—1,1] und die Trans-

BEWEIs. Fiir die Ableitung eines Polynomes vom Grad n gilt geméf
Satz IV.4.5
VT=a2/(@)] <n ol
Mit
L -1
¢ = max {(1 —a*)72,(1— b2)*%} = {min {\/1 —a2,V1— 62}}

folgt hieraus

p'(x)] < enllpll V€ [a,b].
Da ¢ unabhéngig von n ist, lassen sich alle vorherigen Beweise von der
trigonometrischen Approximation iibertragen. U

BEMERKUNG IV.5.9. (1) Wenn man bei der Approximation durch
algebraische Polynome zugleich notwendige und hinreichende Bedin-
gungen erhalten will, muss man das Konzept abédndern und Approxi-
mationen betrachten, die zum Rand hin besser sind. Setze dazu

A, (L) = max{iz, l\/1 —t2}.
n?'n

Dann kann man zeigen, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
e Zu f € C([—1,1]) existiert eine Folge (p,)nen mit p, € P, und

|[f(2) = pa(2)] < ADp(2)" Vo e [-1,1]

mit A € R; und a € (0, 1].
e Es ist f € Lipa, falls a < 1 ist, und wo(f;h) = O(h), falls
a =1 ist.

(2) Statt des Stetigkeitsmoduls kann man das Petree- Funktional
K(fih) = inf {[[f =gl +nllg'll}
geCt
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verwenden. Man kann zeigen, dass fiir alle f € Cy, gilt
1
S h) < K(fih) < 2(f;h).

In diesem Sinne sind Petree-Funktional und Stetigkeitsmodul &quiva-
lent.

IV.6. Resultate negativen Charakters

Statt approximierende Polynome mit Bernstein- oder Jackson-Ope-
ratoren zu konstruieren, konnte man versuchen, solche Polynome durch
Interpolation zu gewinnen. Dazu seien fiir jedes n € N paarweise ver-
schiedene Punkte t,0, ..., t,, in I = [a,b] gegeben. Zu f € C(a,b])
bezeichne dann P, f € P, das Lagrangesche Interpolationspolynom zu
den Knoten t,, ..., t,,. Nach dem Satz von Faber gibt es zu jeder
solchen Knotenmatrix ein f € C([a,b]), fir das P,f nicht gegen f
konvergiert. Also ist die Lagrangesche Interpolation zur Funktionsap-
proximation weniger geeignet als die Cebysev-Approximation.

Wir wollen dieses negative Resultat im vorliegenden Abschnitt né-
her untersuchen. Die Beobachtung, dass jedes P, ein stetiger linearer
Operator von C([a,b]) in P, ist, der P, invariant ldsst, fithrt auf fol-
gende Begriffsbildung. Dabei ist ||-|| stets die Maximumnorm auf C'(1)
oder Cy, und |||-||| die zugehorige Operatornorm.

DEFINITION IV.6.1. Sei V ein linearer Unterraum des normierten
Raumes X. Ein linearer Operator L : X — V heifit Projektion oder
Projektionsoperator, wenn er folgende Eigenschaften hat:

(1) L ist stetig.

(2) Esist Lf = f fiir alle f € V.
Projektionen von C(I) bzw. Cy, auf P, bzw. T,, werden auch als Po-
lynomoperatoren vom Grad n bezeichnet.

BEISPIEL IV.6.2. (1) Sei P, der Lagrangesche Interpolationsopera-
tor zu den Knoten t, ..., t,. P, ist ein Projektionsoperator.
(2) Sei S, : Co — T, der Fourier-Projektor, der durch

Spflp) = % + Z (ay, cos(kg) + by sin(ky))

ap = %/: f(t)cos(kt)dt, by = %/: f(t)sin(kt)dt

definiert ist. Wegen der Orthogonalitétsrelationen ist dies ein Projek-
tionsoperator.

(3) Die Bernstein-Operatoren B,, aus §IV.1 sind keine Projektionsope-
ratoren, da sie die quadratischen Polynome nicht invariant lassen.

SATZ IV.6.3. Fiir jeden Polynomoperator L : Cor — T, gilt
LA = (15wl -



IV.6. RESULTATE NEGATIVEN CHARAKTERS T

BEWEIS. Fiir festes s definiert
TS : Cgﬂ- — 0277
fC) = f(-+s)

einen Translationsoperator. Fiir jedes ¢ und jedes f € Cy, ist die
Abbildung

s = (T_sLT,f)(p)

stetig. Daher existiert

f(p) = 2i /7r (T-s LT, f)(p)ds.

T J_x

Offensichtlich ist ® : Cyr — Cy, ein linearer Operator. Wegen ||| 7| =
1 folgt

el < Izl -

Wir wollen zeigen, dass & = S, ist. Definiere dazu fiir k € Z
uslp) = .

Es ist

ik(p+s) _ ks

Toup(p) = e e ug(p)

und somit
(LTeug)(p) = ™ (Luy) (),
(T LTur)(0) = €™ (Lug) (g — s).

Ist |k| < n, so ist Luy = ux und somit
(T L) () = ™ ui(p — 5) = wa().
Also ist fiir alle £ € Z mit k] <n
(I)Uk = U — Snuk.

Ist |k| > n, so ist Lug(p — s) ein trigonometrisches Polynom ¢ vom
Grad < n in s. Aus den Orthogonalititsrelationen folgt

/ (T LT (0)ds = / " ety (s)ds = 0.

—Tr —Tr

Also ist fiir k € Z mit |k| > n
q)uk =0= Snuk

Also gilt
@p = Snp

fiir jedes trigonometrische Polynom beliebigen Grades. Da diese in Cs,
dicht sind, folgt ® = S,, und damit die Behauptung. O
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Als néchstes wollen wir |||S,||| abschétzen. Zu Beginn von §1V.3
haben wir bereits gezeigt, dass

a cos(kp) + by sin(ke) = %/W f(t)cos(k(p —t))dt

= %/ﬂ f(e —t)cos(kt)dt

ist. Hieraus folgt

Snf(p) = %/_W fle—1) {% +Zcos(k:t)}dt.

Fiir festes t ist aber

1 < 1 . A
5 —+ Zcos(k‘t) = 5 1+ Z (elkt + e—zkt)]
k=1 k=1
IR
2
k=—n
2n
— %emt Z ikt
k=0
1 6i(2n+1)t -1
— _eflnt :
2 et —1
i 1
— le*i(”ﬁ%)te Arta)t 1
2 ei% — e*i%
_ lsin(n + 2)t
2 sin% '
Also ist L
Suflp) =5 | flo—1)Du(t)dt
Tr —T
mit
sin(n + 3t
D,(t) = sin(n + 3)t .

sin £
SATZ IV.6.4. Fiir die Norm des Fourier-Projektors gilt

1 T 4
h= IS0l = 5 [ 1PaO]dt = S tnn+ o).

BEWEIS. Aus der Darstellung von S,, folgt sofort

1 ™
a1l < 57 [ 1Da0)] e

Durch Glatten der Funktion
f(t) = sgn Dy(—t)
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und Abschétzung von S, f(0) erkennt man, dass |||S,, ||| nicht kleiner als
= [T _|Dy(t)| dt sein kann.
Da D, eine gerade Funktion ist, erhalten wir

1 s
Mz—/kmwﬁ

t
= D,(t)|dt = -
= [ 1m0 =1
= D,(2z)| d
2 [ imeaa:
2 (% |sin(2n + 1
_2 [P,
T Jo sin z
Aus der Taylorschen Formel folgt
: 2%
sinz — z = ——sin
9 n
fiir ein n mit 0 <n < 2z < 5. Also ist
: 2 1 1 z
|sinz — z| < —sinz bzw. |- — — < -
2 z sinz 2

Hieraus folgt wegen sinz < z

— / sin(2n + 1)z
0

m sin z

2 [ |sin(2n 4+ 1
Z_/ |sin(2n + )Z|dz

T Jo z

und

M = g/’z’ [sin(2n + 1)2]
0

T sin z

2 [ |sin(2n + 1 2 [z
_/QMdZ+—/2 2 [sin(2n + 1)2] dz
0 0 N e’

s z ™

2 [ |sin(2n + 1
< —/ Jsin(@n + 1)<] )Z‘dz—l—z.
0

T z 8

<1

Als néchstes schatzen wir

2 % |sin(2n+1
’un:_/2 |sin(2n + )Z|dz
0

™ z

ab. Aus der Monotonie der Funktion x — l erhalten wir

ANgE
?rlr—\
\3
S
||
Ms
| —
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Mit der Transformation (2n + 1)z = x fithrt dies auf die Abschétzung

2 (2 |sin(2n + 1
= _/2 |sin(2n + )Z|dz
T Jo z

2 /(27”rl ]smw|

= — —dx
T Jo x

> zi/’” \sin:c|dx
m (k—Dmx T

k=1
1 km
—/ |sin x| dx
km (k=)

n

2
> =
s
k
4

2
4

> —1Inn
Z—

9 [@n+1)F |
= 2 / lsinz] .
0 x

2/7r |smx] nZH/ |smx|
0 LT

——
<1

1 km
<24 = — i d
<2+ mpa 0= 1)r /(k1)7r |sin x| dz

S ~

el
T =

=1

und

IN
3|

4 4
T T
Dies beweist die Behauptung. O

Um aus lim,_, |||Sy|]] = oo auf die Resultate negativen Charak-
ters schlieffen zu konnen, benotigen wir das Prinzip der gleichméfBigen
Beschranktheit.

SaTz IV.6.5 (Lemma von Baire). Der Banach-Raum X sei dar-
stellbar als Vereinigung von abzdihlbar vielen abgeschlossenen Mengen
An, d.h. X = U,eny An- Dann enthdlt mindestens ein A, eine abge-
schlossene Kugel mit positivem Radius.

BEWEIS. Die Mengen O,, = X \ A,, sind offen und haben nach Vor-
aussetzung einen leeren Durchschnitt. Wir nehmen an, die Behauptung
sei falsch. Dann ist der Durchschnitt von jedem O, mit jeder abge-
schlossenen Kugel mit positivem Radius nicht leer. Wir konstruieren
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nun eine Folge abgeschlossener Kugeln B,, = B(x,;r,) mit folgenden
Eigenschaften:

Bl C 017
Bn C On N Bn,1 Vn Z 1,
O<r,<2™ Vn > 0.

Da O; offen und nicht leer ist, existiert ein B; mit den gewiinschten

Eigenschaften. Seien By, ..., B,_; konstruiert. Da O, N B,,_1 offen und
nicht leer ist, existiert ein B,, mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fiir die Mittelpunkte der Kugeln B,, gilt z,, € B,, C B, fiir allem > n
also ||z, — || < 7y, fiir alle m > n. Also ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge.
Da X vollsténdig ist, konvergiert (z,),en gegen ein x* € X. Fiir dieses
x* gilt aber x* € B,, C O, fiir alle n und somit x* € ﬂneN O,,. Dies ist
ein Widerspruch. U

SATZ IV.6.6 (Prinzip der gleichméBigen Beschrianktheit). Sei
(Ln)nen eine Folge stetiger linearer Operatoren eines Banach-Raumes
X in einen normierten Raum Y . Fir jedes f € X gelte sup,, || L. f| <
00. Dann ist auch sup,, ||| Ly, ||| < oco.

BEwEISs. Fir k£ € N* sei
A= {rex ol <i}.

Die Mengen A; sind abgeschlossen und nach Voraussetzung ist X =

U, Ak. GemaB Satz IV.6.5 gibt es ein m, so dass A, eine Kugel B(g; 1)
mit 7 > 0 enthélt. Sei f € X mit || f|| = 1 beliebig. Dann ist g + rf €

B(g;r) C Ay, und daher fiir jedes n € N

1 1
120t = 20 (2o 70) - 2 (3
r r
1 1
< —Lnlg +r )l + = [ Lngll
r r
1 1
< —sup [|Li(g + rf)|l + = sup || Lyg]]
Tk Tk
2m
r
Da f mit ||f|| =1 beliebig war, folgt [||L, ||| < 2%. Da n beliebig war,
folgt sup, L. | < 22, 0

SATZ IV.6.7 (Erster Satz von Harsiladze-Lozinski). Zu jeder Folge
von Polynomoperatoren L, die Co, in T, abbilden, gibt es ein f € Cyy,
fiir das die Folge (L, f)nen divergiert.

BEWEIS. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann ist fiir
jedes f € Cy, die Folge (|| Ly f||)nen konvergent und damit beschrénkt.
Nach Satz IV.6.6 ist daher sup,, |||L,||| < co. Dies ist ein Widerspruch
zu Satz IV.6.3 und IV.6.4. O
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BEMERKUNG IV.6.8. Das Beweisprinzip von Satz IV.6.7 benutzt
man auch, um zu zeigen, dass die Newton-Cotes-Formeln zur numeri-
schen Integration nicht fiir jeden stetigen Integranden konvergieren. Ist
namlich

an = Z an,kf(tn,k)
k=0

eine Folge von Newton-Cotes-Formeln zur Berechnung von

[ wtors@as

so zeigt man, dass

n
IQulll = lansl
k=0

ist und dass dieser Ausdruck fiir n — oo unbeschréankt ist. Damit folgt
die Behauptung wieder aus Satz IV.6.5.

Wir wenden uns nun Polynomoperatoren fiir algebraische Polynome
zu. Ist L, : C(]—1,1]) — P, ein Polynomoperator vom Grad n, so indu-
ziert er durch die Transformation g(¢) = f(cos ) einen Polynomope-
rator L, von den geraden 27-periodischen Funktionen in die geraden
trigonometrischen Polynome vom Grad < n, der diese Polynome invari-
ant ldsst. Da unter der Transformation [—1,1] 3 2 — cos ¢, ¢ € [—7, 7]

L[] = [I1Lnl]-

die Maximumnorm unverandert bleibt, ist H

SaTz IV.6.9. Sei L ein Projektionsoperator von den geraden Funk-
tionen in Cor auf die geraden trigonometrischen Polynome vom Grad

< n. Dann st

1
LI = 5 (A = 3)

mit A, aus Satz IV.6.4.

BEWEIS. Wir zeigen
1
I =Ll = 5 (A = 1).

Hieraus folgt die Behauptung mit der Dreiecksungleichung. Zum Nach-
weis obiger Abschétzung betrachten wir den Operator

Df(p) = / I = D)(T-, + T f] (9)ds

:% B

mit dem Translationsoperator T aus dem Beweis von Satz IV.6.4 und
zeigen & = [ — S,,. Zum Nachweis dieser Identitat betrachten wir die
Funktionen

ug(p) = cos(kep).
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Aus den Additionstheoremen folgt
(Ts + To)ur(p) = cos(k(p — 5)) + cos(k(p + s))

= 2 cos(kyp) cos(ks)
= 2cos(ks)ug(p).

Fiir 0 < k < n folgt aus dieser Identitdat und
(I — L)uy = ug, — Lug = up —u, =0
sofort
Quy, = 0= (I — S,)uy.

Sei nun k > n. Da Luy ein Polynom p vom Grad < n ist, folgt aus den
Orthogonalitatsrelationen

™

/7r [T L(T-s + Ts)ug] (p)ds = / 2cos(ks)p(p + s)ds

—Tr —Tr

/7r 2 cos(k(t — ¢))p(t)dt

—T

=0.
Daher ist
Duy(p) = % /_7r [To(T—s + Ty )ug] (p)ds
=5 _Tr 2 cos(ks) cos(k(p + s))ds
_ % _ﬂ 2 cos(ks) [cos(kp) cos(ks) — sin(kep) sin(ks)] ds
= %/_ﬂ cos(ks) cos(ks) cos(kyp)ds
= cos(ky)
= ug(p).

Also ist auch in diesem Fall

Daher stimmen ® und I —5,, auf der Menge der geraden trigonometri-
schen Polynome beliebigen Grades iiberein. Da diese in der Menge der
geraden stetigen 2m-periodischen Funktionen dicht ist, folgt ® = I—35,,.
Da die Operatornorm von S,, nicht kleiner wird, wenn man sich auf die
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geraden Funktionen in Cy, beschréankt, folgt hieraus

An = [lIS]ll
= [[[1 — |
<1+
< T+ T = ATl 4 (171
=1+2|I-LJ.
Dies beweist die Behauptung. O

SATZ IV.6.10 (Zweiter Satz von Harsiladze-Lozinski). Fir jede Fol-
ge von Polynomoperatoren L, : C([—1,1]) — P, gibt es ein f €
C([-1,1)), fir das die Folge (L, f)nen nicht gegen f konvergiert.

BEWEIS. Wegen Satz IV.6.9 ist die Folge (|| La|)nex = (| Zn]l)nex
unbeschréankt. Damit folgt die Behauptung aus dem Prinzip der gleich-
méfigen Beschranktheit. O

Trotz dieser negativen Ergebnisse kann man mit Projektionsope-
ratoren verniinftige Approximationen erreichen, wenn man zusétzliche
Glattheitsbedingungen fordert.

SATZ IV.6.11. Sei L ein Polynomoperator vom Grad n. Dann ist
fiir jedes f
If = LIl < (I = Ll £.(f)-

BEWEIS. Sei p die b.A. an f in P, bzw. T,. Dann folgt

\f=Lfll=||f-p+Lp—Lf
=0

=1 = L)(f =PI
< I = L[ Lf = 2l
< I = LI} En(f)- O

Aus diesem Satz folgt das berithmte Dini-Lipschitz-Theorem.
SATZ IV.6.12 (Dini-Lipschitz-Theorem). Fiir f € Cy, gelte
w(f;h)Inh ™t =o(1)  fiir h — 0.

Dann konvergiert die Folge (S, f)nen der Partialsummen der Fourier-
Reihe von f gleichmdf$ig gegen f.

BEWEIS. Die Voraussetzungen garantieren nach den Jackson-Sét-
zen und Satz [V.6.4 gerade

Tim |7~ S/l Ea(f) =0

Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.6.11. U



IV.6. RESULTATE NEGATIVEN CHARAKTERS 85

BEMERKUNG [V.6.13. Betrachtet man die Lagrange-Interpolation
in den Extremalpunkten der Cebysev-Polynome, kann man zeigen, dass
die Norm der Interpolationsoperatoren 21Inn + O(1) ist. Damit iiber-
tragt sich Satz IV.6.12 direkt auf diese Operatoren.






KAPITEL V

Numerische Behandlung der
Cebysev-Approximation

Zur numerischen Behandlung der Cebysev-Approximation stehen
im wesentlichen zwei Verfahrensklassen zur Auswahl: Descent- Verfah-
ren und Ascent- Verfahren.

Bei den Descent-Verfahren wird das Approximationsproblem wie
in der Einleitung zu Kapitel II als semi-infinites Optimierungsproblem
aufgefasst und durch Verfahren, die dem Simplexalgorithmus dhneln,
eine Folge von Naherungen erzeugt, deren Fehlernormen monoton fal-
lend gegen das Optimum konvergieren.

Bei den Ascent-Verfahren macht man sich das Alternantenkriteri-
um und den Satz von de la Vallée-Poussin zunutze und konstruiert
Folgen von Referenzen, so dass die zugehorigen Interpolationen eine
monoton wachsende Folge von Fehlernormen erzeugen, die gegen das
Optimum konvergieren. Diese Verfahren sind den Descent-Verfahren
weit iiberlegen. Thr wichtigster Vertreter ist der Remez-Algorithmus,
den wir in § V.2 kennenlernen. Da dieser das Approximationsproblem
auf einem Intervall auf eine Folge von Approximationsproblemen auf
diskreten Punktmengen reduziert, betrachten wir zunéchst derartige
diskrete Approximationsprobleme.

V.1. Satz von Stiefel

SATZ V.1.1. Sei V' ein n-dimensionale Haarscher Unterraum wvon
C(la,b)). Zun+1 Punkten a <ty < ...<t, <bseiT = {to,...,tn}
und

£l = max [f(2;)].

0<i<n

Dann ist die b.A. an f in V bzgl. |||, die Losung u der Interpola-
tionsaufgabe

u(ty) = f(t) — (=)' 0<i<n
mit passendem n € R. Auflerdem ist

1 = ully = Inl -

BEWEIS. Geméf Satz [1.2.11 (S. 26) enthélt fiir die b.A. w an f
in V die Extremalmenge von f — u mindestens n + 1 Punkte. Wie im
Beweis des Alternantensatzes 11.3.8 (S. 32) folgt, dass die Vorzeichen
der Fehlerfunktion alternieren. U
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Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann kann man die b.A. an f in
V auf T" durch Losen des linearen Gleichungssystems

> avi(ts) + (1) =f(t) 0<i<n
k=1

bestimmen. Zumindest bei der Approximation durch Polynome ist die-
ser Ansatz allenfalls fiir kleine n geeignet, da das lineare Gleichungssys-
tem schlecht konditioniert ist. Stattdessen bestimmt man die Losung u
des Approximationsproblems als Losung der Interpolationsaufgabe

u(t;)) =y(t;) 0<i<n
mit ‘

yi = f(t:) = (=1)'n.

Offensichtlich stellt sich bei diesem Ansatz das Problem, die Gréfle n
zu bestimmen. Einen Ansatz liefert das folgende Lemma.

LEMMA V.1.2. Es gibt genau ein Funktional der Form
U(f) = Z Bif (t:)
i=0

mit den folgenden Figenschaften

sgnf= (=1 0<i<n, > [Bl=1 Lu)=0VYueV.
i=0
Fiir dieses Funktional gilt

n= Z Bif (t:).
i=0

BeEwEIS. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Z(—l)iﬁi =1, Zﬁivk(ti) =01<k<n

i=0 i=0

mit den n + 1 Unbekannten Bo, I B

Seien (Bo, ..., 0B,) und (Bo,...,Bs) zweil Losungen dieses Gleichungs-

systems. Wegen der Haarschen Bedingung sind alle ; und alle B\z von

Null verschieden. Fiir das Funktional

ulg) = Z_: (B\Oﬁi — 503:’) g(t:)

folgt fiir alle &

1(vr) = Bo Z Bivr(ti) — Bo Z Biv(ts)
i=1 i=1

= B\o Z Bivk(t:) — Bo Z Bivk(ti) =0.
=0 =0
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Wegen der Haarschen Bedingung ergibt sich
BoBi = BoBi=0 V1<i<n

d.h, ~
@:%ivuggm
Daher ist
1= > (-1 = o+ D128
i=0 i=1 0
= @ Bo + Zn:(—l)iﬁi
Bo i=1
- ~ _
_
Bo
und somit

-~

Bi=p0 Y0<i<n.

Also hat das lineare Gleichungssystem hochstens eine Losung und da-
mit genau eine Losung. Sei ¢ das zu dieser Losung gehorige Funktional.
Dann ist automatisch die dritte Bedingung des Lemmas erfiillt. Wie im
Beweis des Alternantensatzes 11.3.8 (S. 32) folgt, dass die Vorzeichen
der f3; alternieren. Aus der Bedingung > ,(—1)‘8; = 1 folgen dann die
ersten beiden Bedingungen des Lemmas.

Sei nun v € V die b.A. an f auf 7. Aus Satz V.1.1 folgt

0= 0u) = D _ Bru(t:)
= Z@f(a) -~ Zﬁi(—l)in

=> Bif(t:) = .
i=0
Dies beweist die Behauptung. U
Fiir den folgenden Satz beachte man, dass dim P, = n + 1 ist.

SaTz V.1.3 (Stiefel). Seity < ... < t,1 und
[flly = max |f(&)|.

0<i<n+1

Dann ist die b.A. an f in P, bzgl. ||-||; die Losung p der Interpola-
tionsaufgabe

p(t;) = ft;)—(-1)'n  0<i<n
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mit
n+1 n+1
n=> Nft) /D (1N
i=0 i=0
und
n+1 1
)\i - .
],1;[ ti —t;
J#i

BEWEIS. Wegen
sgn /\z — (_1)n+1—i
und Satz V.1.1 und Lemma V.1.2 miissen wir nur noch zeigen, dass gilt

n+1

> Xg(t) =0 Vg eP,
=0

Sei dazu g € P, beliebig. Da ¢ mit seinem Lagrageschen Interpolations-

polynom zu den Knoten tg, ..., t,41 libereinstimmt, gilt
n+1 n+1 T —t,
() = 3 att) [
i=0 j=0 " 7
J#
n+1

= "t Z Xig(t;) + r(x)

mit r € P,,. Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG V.1.4. In der Praxis koppelt man die Berechnung von
p und 7. Seien dazu ¢q und ¢q aus P, ; die Losungen der Interpolations-
aufgaben

q(t:) = f(t:) 0<i<n+1,
Q) =(-1)" 0<i<n+1.
Die Polynome ¢ und ¢q schreibt man dann in der Form
q(z) = az"t + ()
qo(x) = g™ + 1o (z)

mit r,rg € P,. Wegen des Satzes von Rolle ist g # 0. Dann leisten

8]
n=— und p=q—1q
(&%)

das Gewdlinschte.

Fiir den Remez-Algorithmus benotigen wir noch eine untere Schran-
ke fiir den Abstand der Referenzpunkte.
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LEMMA V.1.5. Seien f € C([a,b]) und a <ty < ... <t, <b. Fir
die Losung des diskreten Approximationsproblems aus Satz V.1.1 sei
In| > ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0, das nur von f, ¢ und V' abhingt,
mit

tig1 —t; >0
fir alle 0 <i<n-—1.

BEwWEIS. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es
FOlgen (tO,m)mENa R (tn,m)meN mit

a < tom < ... <tlpm <b

und

lim min (t41m — tim) = 0.
Mm—00 Ogignfl( i+~ Lim)

Fir m € N sei
Em(g) = Z ﬂi,mg(tim)
i=0

wie in Lemma V.1.2. Dann ist

el = 1Biml =1
i=0

und
¢ <L (f)
sowie

l(u) =0 YueV.

Indem wir gegebenenfalls zu einer Teilfolge tibergehen, konnen wir

im (tj1m = tjm) =0

fiir einen Index j voraussetzen. Da die Folgen (¢ ,,,)men alle beschrénkt
sind, konnen wir gegebenenfalls durch Ubergang zu weiteren Teilfolgen
annehmen, dass

m—oo

ist fiir alle 7. Insbesondere ist z;.; = z;. Also gibt es ein v € V' mit
u(z) = f(z) Y0 <i<n.
Wegen der Stetigkeit von f — u gibt es ein my € N mit

c
Olgfg; |f(tim) — ultim)| < B Ym > my.
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Damit folgt fiir m > my

=0
< 1l max [f(tim) = u(tsm)l
:/1_/ <i<n

<

N o

Wegen des Satzes von de la Vallée-Poussin ist dies ein Widerspruch zu
| = c. O

V.2. Der Remez-Algorithmus

Im Folgenden ist stets V' ein n-dimensionaler Haarscher Unterraum
von C([a,b]) und f € C([a,b]). Zuu; € V seig; = f —u; die zugehorige
Fehlerfunktion. Seien a <ty < ... < %y, < bund uy € V die beste
diskrete Approximation zu f auf diesen Punkten. Wenn diese Punk-
te eine Alternante von e bilden, ist ug die b.A. an f in C([a,b]). Im
allgemeinen wird dies nicht der Fall sein und die Punkte bilden eine Re-
ferenz im Sinne des Satzes von de la Vallée-Poussin. Die Fehlerfunktion
wird dann etwa wie in Abbildung V.2.1 skizziert aussehen. Wenn man
die Punkte ¢y; durch Punkte ¢, ; ersetzt, in denen die Fehlerfunktion ¢
einen grofferen Betrag und alternierendes Vorzeichen hat, erhélt man
eine Referenz mit groferer de la Vallée-Poussin Schranke. Fiir die neue
Punktmenge bestimmt man wieder die beste diskrete Aprroximation u,
und erhélt so eine bessere Naherung an die b.A. an f in C([a, b]). Diese
Idee wurde 1934 von Remez zu einem Iterationsverfahren ausgebaut.

ALGORITHMUS V.2.1 (Remez-Algorithmus). Gesucht die b.A. in

Vioan f € C(la,b)).
(1) Wdhle n+1 Punkte a < tgo < ... <ty, < b und bestimme zu
diesen die beste diskrete Approximation ug € V an f und die

zugehorige Abweichung ng. Setze m = 1.
(2) Suche n+ 1 Referenzpunkte a <t < ... <tpmn <b, so dass

qilt
lem—1(tm,i)| = Mm—1 V0 < i <n,
SgN €1 (tm,i) = —sgnEm_1(tm,i—1) V1 <i<mn,
lem—1(tmj)| = llem—1l| fiir ein j.

(3) Bestimme zu der Punktmenge t,,; die beste diskrete Approzi-
mation u, € V an f und die zugehdrige Abweichung n,,. Falls
llemll — |mm| Klein ist im Vergleich zu ||e,||, beende das Ver-
fahren. Andernfalls ersetze m durch m+1 und gehe zu Schritt
(2) zuriick.
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/\\

®
//
7
7

-n \/

ABBILDUNG V.2.1. Fehlerfunktion ¢, und Punkte %o ;
(X) und tl,z’ (.)

Wesentlicher Punkt bei dem Remez-Algorithmus ist der Austausch
der Referenz. Fiir die Konvergenz ist es erforderlich, einen Punkt 7 auf-
zunehmen, an dem die Fehlernorm angenommen wird. Der Austausch
weiterer Punkte ist zwar nicht erforderlich, verbessert aber i.a. die Kon-
vergenz des Verfahrens.

Wir beschreiben nun, wie ein Punkt 7 mit |e,,—1(7)| = ||em—1|| in
die Referenz aufgenommen wird. Der Einfachheit halber unterdriicken
wir dabei den Index m — 1. Setze t_; = a und t¢,,,; = b. Dann sind drei
Fille zu unterscheiden:

Normalfall: Es gibt einen Index j € {0,...,n} mit sgne(r) = sgne(t;)
und ¢y <7 <t;. Setze t,,, ; = 7 und t,,; = tp,_1,; flir i # j.

Erster Ausnahmefall, neuer Referenzpunkt am linken Rand: Es ist 7 <
to und sgne(r) = —sgne(ty). Setze ty,o = 7 und t,,,; = t,—1,-1 fiir
1< <n.

Zweiter Ausnahmefall, neuer Referenzpunkt am rechten Rand: Es ist
T > t, und sgne(r) = —sgne(t,). Setze ty,,, = 7 und t,; = tp-1441
fir0<i<n-—1.

SATZ V.2.2. Sei V ein n-dimensionaler Haarscher Unterraum von
C([a,b]). Dann konvergiert die durch den Remez-Algorithmus erzeugte
Folge (um)men gegen die b.A. an f in'V.

BEWEIS. 1. Schritt: Bezeichne mit

=0
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das zu der Referenz t¢,,o < ... < t,,,, gehorige Funktional aus Lemma
V.1.2 (S. 88). Dann ist

N = L (f) = b (f — Um—1)

=3 B () =t ).

Sei j der Index, fiir den der Wert ||e,,—;|| angenommen wird. Fiir die
anderen Referenzpunkte ist nach Konstruktion

lem—1(tmi)| 2 |1l

Da die Vorzeichen der 3, ; und der Fehlerfunktion alternieren, erhalten
wir

M| = Z |Bin il |€m—1(tm,q)]
=0

2 Z |Bm,z| |T]m—1| + ‘Bm,j| ||5m—1||

=0
i#j

= > 1Bl [ + 1Bl Lllemrll = 111}

i=0
= 1| + 1B sl {llem—ll = [hm-1l} -

2. Schritt: Wegen |n,,| > |m| > 0 gibt es gemafl Lemma V.1.5 (S. 91)
ein 6 > 0 mit ¢,,; — t;,,,—1 > 6 fiir alle m und 7. Die Menge

S={(to,....t,) eER"™ :a<ty<...<t, <b,

ist kompakt. Die Abbildung, die jedem Tupel (to, ..., t,) die Koeffizien-
ten (B, - .., B,) des Funktionals aus Lemma V.1.2 (S. 83) zuordnet, ist
stetig und bildet S in (R*)"*1 ab. Daher gibt es ein v > 0 mit |5;] > v
fiir alle Koeffizienten ; dieser Funktionale.

3. Schritt: Aus der Monotonie

ol < Iml <. < | < | <200 < v (f)
folgt
lim (|77m| - |77m—1|) =0.

m—0o0
Zusammen mit den Abschétzungen der ersten beiden Schritte liefert
dies
tim (el = pv(/)) < T (]l = [a])

mM—00

< lim (1] = [9m])

m— 00

=0.
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Also ist (tm)men eine Minimalfolge. Da die b.A. u* geméfl Satz 11.4.3
(S. 34) streng eindeutig ist, gibt es ein ¢ > 0 mit

If = ull Z [If = w*]| + cllu — 7|
fiir alle u € V. Also gilt

[t = w | < eI = wnll = [1f — "I}
= HIf =l = v ()}
— 0.
m—r00
Dies beweist die Behauptung. U

BEMERKUNG V.2.3. (1) Aus dem Beweis von Satz V.2.2 folgt, dass
es beim Austausch der Referenz reicht, einen Punkt 7 mit

1 1
lem(T)] 2 5 1| + 5 llem—1ll

zu bestimmen. Denn in diesem Fall liefert der erste Schritt des Beweises
die Abschétzung

1
1] 2 [1hna] + 5 1B sl {llem—1]l = 1]}

(2) Im Prinzip ist die erste Referenz ty; beim Remez-Algorithmus be-
liebig. Bei der Polynomapproximation ist es jedoch giinstig, hierfiir die
Extremalpunkte der Cebysev-Polynome zu wihlen.

V.3. Diskretisierungstheorie

Das Auffinden eines globalen Extremums einer stetigen Funktion
bzw. einer Ndherung geméf Bemerkung V.2.3 (1) ist extrem aufwéndig.
Daher ersetzt man in der Praxis das Intervall I = [a,b] durch eine
diskrete Punktmenge Y, deren Kardinalitit grof ist im Vergleich zur
Dimension des approximierenden Raumes. Dann stellt sich die Frage,
wie gut approximiert die beste diskrete Approximation auf Y die b.A.
auf I. Zur Beantwortung dieser Frage muss man die Dichte von Y in
I geeignet messen. O.E. ist dabei I = [—1,1]. Dann bieten sich zwei
Dichtheitsmafle an

0(Y)=sup inf |z —yl,
zel yey

dr(Y) =sup inf |arccosx — arccosy] .
zel yeYy

Das zweite Maf} entspricht der Dichte der Punktmenge, die man bei
der Transformation x = cos ¢ in [0, 7| erhilt.

SATz V.3.1. SeiY C [—1,1]. Bezeichne mit ||-|| und ||-||y die Mazi-
mumnormen auf I und Y . Dann gilt fiir jedes p € P, und jedes n € N

Iplly = {1 =n*o(¥)} lpll
Iplly = {1 = ndr(Y)}|pl -
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BEWEIS. Seienx € [ und y € Y so, dass |p(z)| = ||p|| und |z — y| <
(YY) ist. Mit dem Mittelwertsatz und der Markovschen Ungleichung,
Satz IV.4.5 (S. 70) folgt

Iplly = [p(y)]
= |p(z) +p'(0z + (1 — O)y)(x —y)| fiir ein 6 € [0, 1]
> |p(x)] = [p'(0x + (1 = O)y) (= — y)|
> [lpll = oY) I/l
= |lpll = o(¥)n* [Ipll -
Dies beweist die erste Ungleichung.

Zum Nachweis der zweiten Ungleichung ersetze man p durch das tri-
gonometrische Polynom S(¢) = p(cos ¢) und wende die Bernsteinsche

Ungleichung, Satz IV.4.4 (S. 69) an. O
SATz V.3.2. Seien p € P, und q € P, die b.A. an f auf dem
Intervall I = [—1,1] bzw. auf der diskreten Punktmenge Y C [—1,1].

Weiter sei §(Y) < n~2 und 67(Y) < n~'. Dann ist
Ip—gll < ¢ {w(f:0(¥)) +20%(¥) (1 = n2(¥)) " 1If1 }

lp = all < ¢ {w(f;00(Y) +2060(Y) (1 = ndr(Y)) "I fI]} -
Dabei ist ¢ die Konstante aus der strengen Findeutigkeit, Satz 11.4.3
(S. 34).

BEWEIS. Seien € [ und y € Y so gewahlt, dass |f(x) — ¢(x)| =
IIf —q|l und |z —y| < (Y) ist. Mit dem Mittelwersatz folgt

If —aqll = |f(x) —q(z)]
<|f(x) = fW)|+1fy) —qaWw)| + la(y) — q()]
<w(f;0(Y)+If —dlly + 1z —yllld]]

(
<w(f;0() + If —qlly +6(Y)n*|qll-
Aus der Optimalitédt von ¢ iiber Y ergibt sich
1f =aly < If —plly <I1If —pl = Eu(f)

und

lally < Iflly +11F = ally < 2 flly <2[f1-
Aus Satz V.3.1 folgt

-1
lall < (1 =n*6(Y)) " llally-
Insgesamt ergibt sich somit
If = all < w(f56(0) + Ealf) +26(V)n? (1= n?6(Y)) " |I£]].
Gemaf Satz 11.4.3 (S. 34) ist andererseits
If —all = En(f) +cllp —qll -
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Aus diesen beiden Abschétzungen folgt die erste Behauptung. Die zwei-
te Behauptung wird analog bewiesen. U






KAPITEL VI

Nichtlineare Approximation

VI.1. Einfiihrung

Zur Motivation betrachten wir zwei Beispiele.

BEISPIEL VI.1.1. Betrachte die Funktion

1 )
_ = —|k| i(sgnk)2!*lz
fla) = 3 2

kEZ

1
=3 + Z 2% cos(272).
keN*

Die beiden Reihen werden durch die geometrische Reihe Y, ., 2% ma-
jorisiert und konvergieren daher gleichmifiig und absolut. Daher ist f
wohl definiert und in Ch,. (Es ist sogar f € C52!) Die b.A. an f in
T, beziiglich der L2-Norm ist bekanntlich durch die n-te Partialsumme
der Fourier-Reihe von f gegeben. Definieren wir daher fiir n € N* die
Zahl k, durch die Bedingung 2% < n < 2¥*1 5o ist die b.A. an f in
T,, gegeben durch

1
pu(T) = 3 + Z 27" cos(2¥2),

1<k<kn

und fiir den Fehler der b.A. gilt

= 1
E.(f)=)Y 2F<2my ot =2k -
k>kn =0

Wollen wir dagegen f durch eine trigonometrische Summe mit n Ter-
men, deren Frequenzen aber nicht durch n beschrinkt sind, approxi-
mieren, gibt es offensichtlich eine bessere Approximation ndmlich

DN | —

pr(x) ==+ Z 2% cos(2F2).
k=1

Fiir den Fehler dieser Approximation gilt

”f _p;kLHLQ([fTr,ﬂ) = Z 27]{ =2
k=n-+1

Im ersten Fall fillt der Fehler linear, im zweiten Fall exponentiell.

99
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Formal haben wir im ersten Fall die b.A. in dem linearen Unter-
raum T,, gesucht. Die Theorie hierzu haben wir in den vorigen Kapiteln
entwickelt. Im zweiten Fall suchen wir die b.A. in der Menge

ﬁ'n:{Zakeikx:OzkeC,ACZ, ]jAgn}.

keA

Diese Menge ist offensichtlich kein linearer Unterraum von Cy,. Das
Approximationsproblem ist also nichtlinear.

BeispiEL VI.1.2. Wéhle ein a € (0,1) und betrachte die Funk-
tion f(z) = z auf [0, 1]. Wir wollen diese Funktion durch stiickweise
konstante Funktionen beziiglich der Maximumnorm best moglich ap-
proximieren. Dazu definieren wir fir n e N* und 0 <k <n -1

[ (£ B falls k <n — 1,
o (£ ] fallsk=n—1
und
ngspan{xfk’n:()gkgn—l}
n—1
k=0
Setze

E.(f) = inf IIf =u.

Wir wollen F,(f) abschitzen. Dazu definieren wir

n—1
. 2k +1 0

k=0

Fir 0 <k <n—1und z € I, ist offensichtlich

1) =@l = |0 - £ (B < (£i5 )

Hieraus folgt

BN <=l <o (fige ) mn

Wie wir spéter sehen werden, ist diese Abschétzung optimal.
Schwichen wir die Bedingung an die approximierende Funktion da-
hingehend ab, dass sie auf n Intervallen stiickweise konstant sein soll,
ohne diese Intervalle vorzugeben, konnen wir die Approximationsgiite
wesentlich verbessern. Um dies einzusehen, bezeichne mit

Jk,n = fﬁl(Ik,n)
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die Urbilder der Ij,. Wir unterteilen also die Ordinate statt der Ab-

szisse. Es ist
1 1
ke [(k4+1\e°
n n

mit der offensichtlichen Modifikation fiir k = n — 1. Setze

n—1
. 2%k + 1
vn - Z 2n XJk,n'
k=0

Diese Funktion ist auf n Intervallen stiickweise konstant. Fiir 0 < k£ <
n—1und z € Jy, ist f(z) € I, und daher

2k +1 1

— _ — <

F@) =@ =| o) —5—| < o
€[k, ktl]

Dabher ist
1
-V £ — <n"* = E,(f).
I =l < 5 <07~ Eulf)

Im ersten Fall haben wir f in dem linearen Unterraum S° approxi-
miert. Im zweiten Fall haben wir die b.A. in der Menge

n—1
Sy = {Z%X}h poog €R, I C[0,1]
k=0

I}, paarweise disjunkt, U I, = |0, 1]}

gesucht. Diese Menge ist offensichtlich kein linearer Unterraum von
L>([0,1]). Das Approximationsproblem ist also nichtlinear.

Diese beiden Beispiele beschreiben die Prototypen der nichtlinearen
Approximationsprobleme, die wir in diesem Kapitel betrachten werden.
Um den funktionalanalytischen Aufwand zu minimieren, beschrinken
wir uns dabei weitgehend auf die Approximation in Cy, bzw. C([0, 1])
beziiglich der Maximum- oder L?-Norm. Die Konzepte iibertragen sich
aber weitgehend auf mehrdimensionale Probleme und LP-Normen. Ins-
besondere geben die Abschnitte iiber Wavelets nur einen ersten Einblick
und Motivation der viel allgemeineren Theorie. Im Mittelpunkt steht
stets das Problem, die asymptotische Konvergenzordnung der b.A. und
die Menge der Funktionen, deren b.A. eine vorgegebene Konvergenz-
ordnung hat, zu charakterisieren.

VI1.2. Approximation im Hilbert-Raum

Sei X ein Hilbert-Raum mit Norm ||-|| und Skalarprodukt (-, -). Wir
nehmen an, dass X unendlich dimensional und separabel ist, d.h. dass
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es eine Folge (uy,)neny € X gibt mit
(VI.2.1) dimspan {us, ..., u,} = n,

(VI.2.2) U span {uy,...,u,} = X.

Wegen des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens kénnen wir
o.E. annehmen, dass die u,, ein Orthonormalsystem bilden, d.h.

(V1.2.3) (wi,uj) = 0i5 Vi, .
Setze
X, =span{uy,...,u,}.
Fir f € X und n € N* sei
fo=(f,un)

und

pulf) = inf IIf = ull.

SATz VI.2.1. Fiir jedes n € N* ist X,, eine Cebysev-Menge. Die
b.A. an [ in X ist gegeben durch

k=1
FEs ist

pn(f):{ Z |fk|2} .

BEWEIS. GemaB Satz 1.2.4 (S. 8) ist X,, als linearer Raum eine
Existenzmenge. Geméafl Beispiel 1.3.8 ist X strikt konvex und geméf
Satz [.3.5 (S. 12) X,, damit eine Eindeutigkeitsmenge. Sei

n
Pn = E QpUp
k=1

die b.A. an f in X,,. Dann ist p, das eindeutige Minimum der Funktion
X,ou— Ju) =|f—ul’eR

und damit auch der einzige kritische Punkt von J. Wegen

(VI.2.4) DJ(u)v =2(f —u,v)

folgt
(f =pn,ur) =0 VI <k<n.
Zusammen mit der Orthogonalititsrelation (VI.2.3) folgt hieraus die

Darstellung von p,.
Wegen der Dichterelation (VI.2.2) ist

lim || f = palI* = 0.
n—00
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Wegen der Orthogonalititsbeziehungen (V1.2.4) und (VI.2.3) ist

Hf_an2 = (f_pnaf_pn)
= (f_pnaf_l_pn)_Q(f_pnapn)
~—_——

=0
= 171 = llpall®
= I =D 1Al
k=1
Also ist
LAIZ =D 1l
k=1
Hieraus folgt die Aussage iiber p,(f). O

Gegeben sei eine Zahl a > 0. Wie sehen die Elemente f € X aus,
fiir die es ein M > 0 gibt mit p,(f) < Mn~® fir alle n € N*?

DEerFINITION VI.2.2. Fiir a > 0 ist der Approximationsraum
A*((X,,)) definiert durch

A* (X)) ={f€X:3M >0VneNp,(f) < Mn *}.

Fir f € A*((Xn)) ist |f]4a((x,) definiert als das Infimum iiber alle
Konstanten M, fiir die p,(f) < Mn~* gilt.

Satz V1.2.3. (1) A*((Xy)) ist ein linearer Raum und || 4u((x,)) 15t
eine Semi-Norm.
(2) Firm € N* sei

k=2m—141

Dann ist f € A*((X,)) genau dann, wenn es ein M' > 0 gibt mit
F,, < M'27™ fiir alle m € N*. Das Infimum dber alle derartigen
Konstanten M’ ist eine zu || 4a((x,), Gquivalente Semi-Norm.

BEWEIS. ad (1): Da X, ein linearer Raum ist, ist p,(A\f) =
Al pn(f) fiir alle A € R und alle f € X. Daher ist || 4a((, ), homo-
gen und mit f auch A\f in A%((X,)). Wegen

pulf +9) <If+9—Fuf = Pyl
< |f = Pufll +llg = Pagll
= pn(f) + pn(g)

ist mit f, g auch f+gin A*((Xy)) und || 4a((x,) erfiillt die Dreiecks-
ungleichung. Wegen p,,(f) = 0 fiir f € X, ist || 4a((x,, keine Norm.
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ad (2): Wegen Satz VI.2.1 ist

om

EL= ) |h

k=2m—141

= > P DD IR
k=2m-141 k=2m+1

= pam-1(f)* = pan(f)*

< pam-1(f)?.

Also folgt aus f € A*((X,))
Fy < M270mF = ppromem

mit M’ = M2“. Dies ist die erste Implikation und die Abschitzung der
Semi-Norm in eine Richtung.

Fiir die andere Implikation und die umgekehrte Abschétzung der Semi-
Norm definieren wir fiir n € N* die Zahl m € N* durch 2™~ < n < 2™.
Wiederum mit Satz VI.2.1 folgt dann

pulF) = D 1l

k=n+1
< >R
k=2m—141
>
l=m
S (M/)22—2£a
l=m
1
— M/ 22—2ma—
( ) 1 _ 27204
1
< M/ 2 2« .
— ( ) n 1 — 2—2a
Dies beweist die andere Implikation mit M = \/#7'_2& g

Fiir viele Anwendungen ist folgende Variante von A%((X,,)) giins-
tiger.

DEFINITION VI.2.4. Fiir @ > 0 bezeichnet A$((X,,)) den Approxi-
mationsraum aller f € X, fiir die

| lag(xny = {Z [ pn ()Y %}

[N

endlich ist.
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SATZ VI.2.5. (1) AS((X,,)) ist ein linearer Raum; |'|A§((Xn)) ist eine
Semi-Norm. .
(2) Esist f € AS((X,)) genau dann, wenn {377 2% poy(f)?*}? end-
lich ist. In diesem Fall definiert dieser Ausdruck eine zu |'|Ag((Xn)) dqui-
valente Semi-Norm. )
(3) Es ist f € AY((X,)) genau dann, wenn {> 7 | k* |fk|2}5 endlich
ist. In diesem Fall definiert dieser Ausdruck eine zu HAg((Xn)) dquiva-
lente Semi-Norm.

(4) Es ist A5((Xn)) & A*((Xn)).

BEWEIS. ad (1): Folgt wie Satz VI.2.3 (1).
ad (2): Es ist

K

(NP =3 et (2

n

Wegen der Schachtelung X, 1 C X, C X,41 ist por1(f) < pu(f) <
por(f) fiir 28 < n < 281 Ebenso kann n?*~! durch 2*Z*=Y und
2k+1)(20=1) eingeschachtelt werden, wobei die Félle ¢ < 1 und o > 1
unerschieden werden miissen. Da jeder {-}-Ausdruck in obiger Gleich-
heit 2¥ Summanden hat, folgt, dass Y [n®p,(f)]*+ bis auf multiplikative
Konstanten in beide Richtungen durch > 2% .. ( f)? abgeschitzt wer-

den kann.
ad (3): Wegen Satz VI.2.1 ist

D 2P =) 2" 0 Y |l
k=0 k=0 m=2k+1
_ Oo 2 e 2k
m=2 k=0

Wegen

[Ing m]
§ 22ka ~ m2a
k=0

folgt die Behauptung.
ad (4): Aus dem Beweis von Satz VI.2.3 (2) wissen wir, dass F?2
pam—1(f)? ist. Ist also f € AS((X,)), so folgt

IN

D 2R < 27 o (f)? < o0,
m=1 m=1

Also ist (2"*F,;,)men+ eine Nullfolge und damit beschrinkt. Wegen Satz
VI.2.3 ist daher f € A%((X,)). Fiir den Nachweis von A%((X,)) #
A%((X,)) betrachte ein f € X mit p,(f) = n~® fiir alle n. (Wegen Satz
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VI.2.1 kann man ein solches f konstruieren.) Dann ist f € A*((X,,))
aber >-[n%p,(f)]*% = 3 L unbeschrénkt und damit f ¢ A3((X,)). O

BEISPIEL VI.2.6. Betrachte den Fall X = L?(—m, ), up(x) = e'*=.
Dann sind die f; die Fourier-Koeffizienten von f. Daher stimmen we-
gen Satz VI.2.5 (4) die Raume A$((X,,)) mit den klassischen Sobolev-
Riumen W2 iiberein. Man beachte, dass diese dquivalent definiert
sind iiber das Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten und iiber
Glattheitseigenschaften der Funktionen. Daher kann man hoffen, auch
in anderen Fillen die Rdume A3 ((X,,)) mit Rdumen identifizieren zu
konnen, die iiber die Glattheit von Funktionen definiert sind. Man
beachte, dass man aus dieser Charakterisierung von W? die Fehler-
abschitzung

{Z[nwm?%} < el

n=1

erhélt. Diese ist schérfer als die Abschitzung

En(f) <en™ [ fllwez

die man tiblicherweise in der Literatur z.B. iiber Finite Elemente findet.

Wir kommen nun zur nichtlinearen Approximation. Dazu definieren
wir fiir n € N*

keA

:{u:Z&kiuki:akieR,1§k1<...<kn}

En—{U—Zakuk:akeR,ACN*,ﬁA—n}

i=1
und
oulf) = inf 1 =l

Wie das Beispiel

n 2n
u = E Uj, v = E U;
i=1 i=n+1

zeigt, ist die Menge Y, weder linear noch konvex. (Sie ist allerdings
sternformig beziiglich des Nullpunktes.) Daher kénnen wir die allge-
meinen Sétze aus Kapitel I nicht anwenden.

SATz VI.2.7. ¥, ist eine Fxistenz- aber keine Findeutigkeitsmenge.
Fiir f € X bezeichne (v,(f))nen+ die betragsmdfSig absteigend umsor-
tierte Folge (fn)nen+. Dann ist

on<f>={ > mmF} :

k=n+1
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BEWEIS. Offensichtlich ist

on(f) = jnf  nf[f —uf.
dim V=n

Sei A C N* mit A = n und V = span{u; : k € A}. Aus Satz VI.2.1
ergibt sich

. _ 2
inf ||f—ull =4 > |fil

kEN*\A

Daher ist

. 2
O-n(f) = Aléllg* Z |f1€|
iA=n | keN*\A

Wegen [vi(f)] = (/)] = ... und {fp : k € N} = {%(f) : k €
N*} folgt hieraus die behauptete Formel fiir o, (f). Offensichtlich ist

> oy Yk(f)ug ein Minimalelement, so dass X, eine Existenzmenge ist.
Das Beispiel
n+1 [e'¢)

P=Sus ¥
k=1 k=n+2
zeigt, dass Y, keine Eindeutigkeitsmenge sein kann. U

Wegen Satz VI.2.7 kann man analog zum linearen Fall auch Appro-
ximationsraume fiir 3,, definieren.

DEFINITION VI.2.8. Fiir o > 0 sei

A ((Zn)) = {f € X 1 0u(f) = O(n™)}

und

n

A3 ((3n)) = {f €X:) [non(f)] ~ < OO}-

Es gilt folgende zum linearen Fall analoge Charakterisierung.

SaTz VI.2.9. (1) Es ist f € A*((X,)) genau dann, wenn v,(f) =
O(n~2"2) ist.
(2) Esist f € AS((2,)) genau dann, wenn Y oo n**v,(f)? endlich ist.

BEWEIS. ad (1): Wegen Satz VI.2.7 und Satz V1.2.3 (2) mit (v,(f))
an Stelle von (f,) gilt

2m

FeA(Z) = 2" Y u()IP=0(D),

k=2m—141
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Da die Folge (v,(f)) monoton fallend ist, ist

27’7l

92ma-+m-—1 |")/2m<f)|2 < 92ma Z |’72m<f)‘2

k=2m—141
27YL

<2y ()P

k=2m—14+1
27YL

<27 Ny e (NP

k=2m—141
< 22t oy ()]

Also ist
FeAN((Z) <= 27D pu(f)] = O(1).

Fiir n € N* sei m € N so, dass 2™ < n < 2™"! ist. Dann ist wegen der
Monotonie von (v,(f))

n®3 |y ()] < %2 Jyam (f)]
= (n2m)*"s 2m<a+%)72m(f))

1
2ot )y (f)‘

< 204-4-%

und

1 1
n ()] = n®2 [yoma (f)]

— (27 E [l e

Y2(m+1) (f)‘

Z 27(17% 2(m+1)(a+%)

’72<m+1)(f>‘ .

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Folgt aus Satz VI.2.7 und Satz VI.2.5 (3) mit (v,(f)) an Stelle
von (fy)- O

BEMERKUNG VI1.2.10. Wie in Satz VI1.2.5 (4) folgt aus Satz VI.2.9
A3 ((Xn)) & A% ((Xn))-

VI1.3. Lineare Approximation durch stiickweise konstante
Funktionen

Sei 7 ={0=1ty <t; <...<ty =1} eine geordnete Punktmenge
in [0,1]. Die Zahl N ist dabei beliebig. 7 induziert eine Zerlegung von
[0,1] in N disjunkte Intervalle Iy, ..., Iy mit

I — [tho1,ty) fir 1<k <N -1,
e [tk_1,tx] fiir k= N.
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Wir nennen 7 daher auch Synonym eine Zerlegung von [0, 1] und schrei-
ben I € 7, wenn wir ein zu dieser Zerlegung gehorendes Intervall kenn-
zeichnen wollen. Die Menge aller Zerlegungen 7 bezeichnen wir mit 7.
Fiir festes 7 € T ist

0, = max |ty — tr_1| = max|I|
1<k<N Ier

die zugehorige Gitterweite oder Feinheit von 7. Fir 7 € T ist
S(](T) = span{xl -1 e T} = Span{xlk -1 S k S N}

der zugehorige Raum der stiickweise konstanten Funktionen.

Diese Notation orientiert sich an der Theorie der Finiten Elemente.
In der Approximationstheorie findet man auch haufig die Bezeichnung
SY(r).

Da S°(7) fiir jedes p € [1,00] ein linearer Unterraum von LP([0, 1])
ist, ist SY(7) eine Existenzmenge. Daher ist die Definition

p(f)p = nf |f —ull,

ueSO(r)

sinnvoll. Fiir p = oo betrachten wir dabei nur stetige Funktionen, so
dass [|-||, die klassische Maximumnorm ist. Wenn keine Verwechselung
moglich ist, lassen wir haufig den Index co weg.
Satz VI.3.1. Fir 0 < a <1 sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f € Lipa.
(2) pr(f)oo = O(82) fiir alle T € T.

BEWEIS. (1) = (2)“: Sei f € Lipaund 7 € T. Fiir I € 7 sei n;
der Mittelpunkt von I. Setze

w=">_flu)xi € S°(7).

Fiir jedes z € [0, 1] gibt es ein [, € 7 mit x € [,. Dann ist

und wegen f € Lip«
|f(2) —u(@)] = [f(x) = f(nr,)| < M|z —ng,|"
< 27UM62.
Hieraus folgt
pr(Foo < IIf = ull, < 27M62.

»(2) = (1)“: Seien z,y € [0,1] mit x # y beliebig und € > 0. Dann
gibt es ein 7 € T mit d, < |x — y| + ¢, so dass x und y in dem gleichen
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Intervall I* von 7 liegen. Sei u € S°(7) eine b.A. an f. Da u auf I*
konstant ist, folgt

|f (@) = f)l < |f(2) —u(@)] + Ju(z) —uly)| +|u(y) — f(y)|
=0
<2[f —ully
< 2M 2
=2M [|lz —y| +€]*.
Da € > 0 beliebig war, folgt f € Lip a. O

Satz VI.3.1 ist fiir die Praxis nicht befriedigend. Dort betrachtet
man in der Regel Folgen von Unterteilungen. Als wichtigstes Beispiel
betrachten wir dquidistante Unterteilungen und definieren fiir n € N*

An—{ﬁzogkgn}
n

Pu(f) = pa,(f)oo-

SATZ VI.3.2. Sei 0 < o < 1. Dann ist f € Lip a genau dann, wenn,
pu(f) = O(n=?) ist.

BEWEIS. ,,=—“: Folgt wegen 05, = % aus Satz VI.3.1.

,<="“: Diese Richtung ist komplizierter. Thr Beweis nutzt aus, dass
jedes x € [0,1) in das Innere von hinreichend vielen Intervallen aus
den A, fillt. Genauer gilt:

Lemma: Sei n > 64 und = € [0,1 — ﬁ] Dann gibt es ein m mit
n<m<2nund ein j mit 0 < j <m — 1 und [x,x+ﬁ] C [rj_m]%l)
(siche [5, Lemmas XI1.2.2, XI12.3, S. 356-357]).

Seinun n > 64, 0 < h < ﬁ, x € [0,1 —h) und m, j wie im Lemma.
Sei uy, € S°(A,,) eine b.A. an f. Da u,, auf [£, Z1) konstant ist, folgt

m’ m

und setzen

[f(z+h) = f(@)| = |f(x+h) —um(z+h) + um () = f(2)

~~
=0

<2\ f = uml|
< 2pm(f)

<
<2  max pr(f)

< Cn™“.

Da die rechte Seite dieser Abschétzung nicht von x und h abhéngt,
folgt w(f;h) = O(h®) und damit f € Lipa. O

BEMERKUNG VI.3.3. (1) Mit den gleichen Techniken kann man die
Saturationseigenschaft ,,p,(f) = o(n™!) <= f konstant* beweisen.
(2) Fiir die Richtung ,,<="* in Satz VI1.3.2 ist es wesentlich, dass die



VL.3. STUCKWEISE KONSTANTE LINEARE APPROXIMATION 111

Intervalle in A,,, A1, ..., Ay, hinreichend iiberlappen. Betrachte
z.B. die dyadischen Unterteilungen Aqgx. Jedes I € Ay mit £ > k
wird durch mehrfaches Halbieren eines J € Ayr gewonnen. Daher ist
SO(Agr) C SO(Ayge) fiir jedes £ > k und poe(f) = 0 fiir jedes f € SO(Agr)
und jedes ¢ > k. Aber es ist f ¢ C([0,1]) und natiirlich erst recht nicht
f € Lip «a fiir irgendein o > 0.

Wir wollen die Jackson-Teile der Satze VI.3.1 und VI.3.2 nun auf
den LP-Fall iibertragen. Dazu miissen wir zunéchst den Begriff des Ste-
tigkeitsmoduls und der Lipschitz-Rdume iibertragen.

Im Folgenden ist stets 1 < p < oco. Funktionen auf [0, 1] stellen wir
uns durch Null auf ganz R fortgesetzt vor.

DEFINITION VI.3.4. (1) Fiir h € R ist der Translationsoperator Ty,
definiert durch
Ty : LP([0,1]) — LP(]0,1])
Thf(z) = f(z+h).
(2) Der Glattheitsmodul oder Stetigkeitsmodul w,(f;h) ist definiert
durch

wp(fih) = sup [|Tof = fl],-

0<t<h
(3) Fiir a > 0 ist

Lip, a = {f € L*([0,1]) : wy(f; h) = O(h*)} .
BEMERKUNG VIL.3.5. w,(f;-) ist monoton wachsend.

DEFINITION VI.3.6. Fiir gegebenes 7 € 7T definiere den Quasi-
Interpolationsoperator I, : L*(]0,1]) — S°(7) durch

1
[Tf:;{m/]f}Xb

wobei |I| die Lange von I ist.

SATz VI.3.7. Fiir alle 1 < p < oo, alle 7 € T, alle f € LP([0,1])
und alle g € L*([0,1]) mit ¢ € LP([0,1]) gilt:

2) g = 1Lzgll, < o- 141,

BEWEIS. ad (1): Definiere den dualen Lebesgue-Exponenten p’ €
(1,00] zu p durch ]lj + z% = 1. Dann ist insbesodere z% = p — 1. Damit
folgt aus der Holderschen Ungleichung

/If’ S sﬁlllé{/llflp};
T

Also ist
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i <18 [ = [
17,11, = {Z/I]’%/If}

folgt hieraus die Behauptung.
ad (2): Sei g € LP differenzierbar mit ¢’ € LP und I € 7. Fir t € [

folgt

und
1

iy

Wegen

1

‘9(15) 0 - >

I(g(t) —g(s))ds

{/X[min{t,s},max{t,s}] (U)gl(u)du} ds
I I
1 /
g—/{/|g(u)\du}ds
I Jr s
~ [19w] du
I

Fiir p = 1 folgt hieraus

/|g  Lg(t)| dt =

1

as [{ [lgelanfa

1
o)~ 11
i / 16/ (w)] du
<3, / 16/ (w)] du

lg = I=glly < o+ lg'l; -
Fiir p > 1 dagegen folgt mit der Hélderschen Ungleichung

/Ig ()P dt = / dt</{/|g |du} dt
- 1n{ [l au}
<1 1) du
=11 [ 19/ du
<3 [Igtpau

lg = Irglly < 07 1g'll; -

und daher

g(t) — |}| g

und daher
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Hieraus folgt die Behauptung fiir p > 1. O

SaTz VI.3.8. Zu jedem f € LP([0,1]) und jedem § > 0 gibt es ein
g = g(f,9) € LP([0,1]), das differenzierbar ist mit ¢ € LP([0,1]) und
das die Abschitzung

1f = gll, +61g'll, < 2wp(f;9)

erfiillt.
BEWEIS. Wir definieren die Funktion g durch
1
(VL.3.1) g=1F +/ (Tsy — I) fdu
0
d.h.

o(z) = f(z) + / @+ 6u) — f(2)]du

f@
(VL3.2) )
:/0 f(z + du)du.

Aus (VI.3.1) folgt

1
I —gll, = H [ @ nsa

p

< [ 1= 11
sou)d
< [ antriuan

1
< /g wp(f;6)du

= wp(f;0).
Aus (VI.3.2) folgt mit der Transformation v = x 4 du die Darstellung
x40
1

oa) = [ 0w

Also ist g differenzierbar mit

[f(z+06) — f()]

SN

g (z) =
bzw.
g = (T~ Df
Also ist ¢’ € LP([0, 1]) und
I, = £ 175 — DI, < sep(F:0)
Hieraus folgt die Behauptung. O
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SaTz VI.3.9. Fir jedes f € LP([0,1]), jedes p € [1,00) und jedes
T € T ist p-(f)p < 4dwy(f;0,). Insbesondere ist p.(f) = O(d2) fir
J€Llip,amit0<a<1

BEWEIS. Offensichtlich miissen wir nur die erste Abschitzung be-
weisen. Sei hierzu zu f und 6, die Funktion g wie in Satz VI.3.8. Dann
folgt

pr (o < |If = L,
<Nf = gll, + o — Lgll, + 111 ~ L.gl,
<s.llg'l, <l
<2|f—gl,+d g,
2{Ilf = gll, + 5-1lg'll, }
< 4w, (f30-). O

BEMERKUNG VI.3.10. Mit technischem Mehraufwand kann man
auch die Umkehrung von Satz VI.3.9 und das entsprechende Resul-
tat fiir die Unterteilungen A, beweisen. Ebenso kan man stiickwei-
se Polynome hoheren Grades betrachten. In diesem Fall muss man
bei der Definition des Stetigkeitsmoduls w, den Ausdruck 7), — I =
S ico(=DF (D) TE durch 35 _ (1) (1) T} ersetzen, wobei r — 1 der Po-

lynomgrad ist.

VI1.4. Nichtlineare Approximation durch stiickweise
konstante Funktionen

Sei T € T eine Zerlegung von [0,1]. Wir sagen 7 = n, wenn 7
aus n Intervallen besteht. Die Punktmenge 7 besteht dann aus n + 1
Punkten. Setze

= 8¢

TET

fr=n

Die Approximation in ¥, ist das nichtlineare Analogon zum vorigen
Abschnitt. Der Einfachheit halber beschrdnken wir uns im Folgen-
den auf die Approximation stetiger Funktionen in der Supremumsnorm
1l oo

Die Menge ¥, ist weder konvex noch linear. Daher kénnen wir die
Existenzaussagen aus § 1.2 nicht heranziehen.

SATz V1.4.1. ¥, ist eine Existenzmenge.

BEWEIS. Sei 7 = {0 = t) < t; < ... < t, = 1} eine beliebige
Zerlegung von [0, 1]. Dann ist

p-(f) = el;lof | f —ul = lrgggnrgéltk max |f(z) — .
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Offensichtlich nimmt die Funktion

o tkflflﬁaﬂfxﬁtk |f<I> a C|

ihr Minimum genau an der Stelle

m(f) == max f(z)+= min f(z)

2 ti_1<z<ty 2 ty_1<z<ty

an. Daher ist n
Uy = ka(f)x[tk—l’tk)
k=1

die eindeutige b.A. an f in S°(7).
Seien nun (ug)reny C Xy, eine Minimalfolge und 7, = {0 = tox < t1x <
. < tpr = 1} die zugehorigen Zerlegungen. Da die Folgen (; 1 )ken,
0 < i < n, beschrinkt sind, kénnen wir nachUbergang zu einer Teilfolge
annehmen, dass sie konvergieren, d.h. ¢;;, — t7 fiir 0 < ¢ < n. Sei 7*
die zughorige Zerlegung. Wegen der expliziten Darstellung der b.A.
u, € S°(7) an f in S°(7) und der Stetigkeit von f konvergieren die u,,
gleichmiBig gegen ein u* € S°(7*). Da (ur, )ren auch eine Minimalfolge
ist, ist u* eine b.A. an f in X,. O

Wegen Satz VI.4.1 ist
7ulf) = ing [If ~ul

wohl definiert. Wir wollen nun die Klasse aller f mit o,(f) = O(n™!)
charakterisieren. Dazu bendtigen wir den Begriff der totalen Variation.

DEFINITION VI.4.2. Sei [a,b] ein Intervall und f : [a,b] — R eine
Funktion. Dann heifit

n

Var[a,b}(f) = Sup sup Z |f(95z) - f($z‘—1)|
neN* a<zp<..rn<b i—1

die totale Variation von f. Die Funktion f heifft von beschrdnkter Va-

riation, wenn Varj,(f) endlich ist. Die Menge aller Funktionen mit

beschrankter Variation wird mit BV(a, b) bezeichnet.

BEMERKUNG VI.4.3. (1) Esist BV(0,1) ¢ C([0,1]) und C([0,1]) &
BV(0,1).
(2) Ist f:[0,1] — R monoton, so ist f € BV(0,1).
(3) Ist f : [0,1] — R differenzierbar und f’ integrierbar, so ist f €
BV(0,1) und

1
Vargy(f) < / /()] da.

(4) Ist f € BV(0,1), so ist die Funktion x ~— Varj,(f) monoton
wachsend.
(5) Es gilt

Var, 5 (f) + Varp,q(f) < Varpq(f),
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wenn jeder dieser Ausdriicke endlich ist.

BEWEIS. ad (1): Die Funktion

:U) = Z 27kX(2—k—172—k>}
k=0

ist nicht stetig, aber geméaf Teil (2) in BV(0, 1). Die Funktion

xsin (=) fir0 <z <1,
fa) = won ) M0 <<
0 firz =0

ist stetig. Fiir n € N* ist aber

- 1 1
Val"[o,l](f) ZZ f(2i+1) _f(Qz'—l)‘

i=1

- 1 /2i+1 1 [(2i—1

= Z - S11 T — S11 s
— |2+ 1 2 2t—1 2
= — —

=(-1) =(-1)i~?

j=2
— OQ0.

n—oo

Also ist f ¢ BV(0,1).
ad (2): O.E. ist f monoton wachsend. Fir 0 < zy < ... <z, <1 folgt

dann
n

D) = flein)l = 3 (F@:) = f(@i)) = flan) = flwo)

< f(1) = £(0).
ad(3):F1’irO<x0<...<x <1folgt

Z|f )l =32

< / ()] dt.

dt‘ Z/ (t)] dt

ad (4): Ist offensichtlich.
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ad (5): Sei e > 0. Dann gibt es Zerlegungen a < xy < ... <z, < bund
b<yys<...<¥yn < cmit

> (@) = frim1)| > Vary(f) — e,
=1

Z | f(y;) — f(yj—1)| > Varpg(f) —e.

O.E. ist x, = yo. Sonst nehme man den Punkt b zu den Zerlegungen
hinzu. Dann folgt

Varq(f) = 31 (@s) = @)l + 3 1F(ws) = Flyi0)

Z Var[a,b}(f) + var[b,c}(f) — 2.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. O

SATZ V1.4.4. Fir f € C([0,1]) ist 0,(f) = O(n™') genau dann,
wenn f € BV(0,1) ist.

BEWEIS. ,<=": Sei M = Vary)(f). Definiere die Funktion ¢ :
[0,1] = R durch ¢(z) = Varj,(f) und setze t; = =1 (£M) fiir 0 <
i < n. Da geméfl Bemerkung VI.4.3 (4) ¢ monoton wachsend ist, gilt
0=ty <...<t, =1 Wegen Bemerkung VI.4.3 (5) ist weiter fiir jedes
1< <n

var[tifl,ti](f) = var[tiflzti}(f) + var[(),tifl](f) - var[ovtifl](f)
< Varyo,)(f) — Varp,_,)(f)
= o(t;) — o(ti-1)

Setze

1 1 .
5 ti_IITlSE}E}%ti f(l’) * 5 ti—rlnélﬂ?éti f(.l’)

und

n

U = Zmi(f)X[ti_l,ti) € Xy

i=1
Fiir jedes 7 ist dann

1
—_ < = —_
e (f@) —u(@)l < 5|, max flz)— min f(z)
1
§ 5 Var[tzfl t] (f)
M
< —.
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Also ist

SE

on(f) < |If —ull <
,—"“: Es gibt ein M > 0 und eine Folge (u,)pen mit u, € ¥, und
If—unl < % fiir jedes n. Sei 0 < xp < ... <z, <1 beliebig und vy,
die Zahl der verschiedenen Werte, die w,, auf [z)_1, z)) annimmt. Falls
Vg = 1 ist, d.h., falls u, auf [z;_;, x)) konstant ist, folgt

(@) = S )] < 1 @) = ()] + un@n) — wa(wi)]

—~

-0
+[f(2r-1) — un(wp-1)]
Sei nun vy, > 1 und 73,y <t < ... <t, 1 <z} die zugehdrigen

Sprungstellen von u,,. Dann folgt wie oben
[f (@) = flze-1)] < 2[f = wnll + [un(zn) = un(zp-1)] -
Da f stetig ist, gilt
[tun(Tr) — un(Tp—1)| = ‘un(tukmfl +0) — up(t; — 0)‘
= |tn(ty,—1 + 0) — up(ty, .1 — 0)
+ yn(tuk,nq —0) — un(ty, -2+ O)/

~
+ ...+
+Un(t1 + 0) — Un(tl — 0)|
Vgn—1
< Y Jun(ti +0) = un(t; — 0)]
=1
Vgn—1

< Z {Jun(t; +0) — f(t; +0)]

+lf(ti+0)_f(ti_0>|/

-~

=0

+[f(ti = 0) — un(t; = 0)[}

< Wk — D2[1f — unll -
Insgesamt erhalten wir also

|f(zr) = fop-1)| < 20p0 [|f — unl|

und

D) = flan-)l S 20f —uall Y v
k=1 k=1
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Die Zerlegung 0 < 2y < ... < x,,, < 1 und die zu u,, gehorige Zerlegung
ergeben zusammen eine verfeinerte Zerlegung von [0, 1] aus hochstens
m + n Intervallen, auf denen wu,, stiickweise konstant ist. Daher ist

ZVk,n <m+n
k=1
und
’; |f(zr) — f(or1)| < 2%(771—1—71) — oM (1 + %).

Da die linke Seite dieser Ungleichung nicht von n abhéngt, folgt

|f(z1) — flop_1)| < 2M.

NE

k=1

Da die Zerlegung 0 < 29 < ... < z,, < 1 beliebig war, folgt f €

BV(0, 1). O

BEMERKUNG VI.4.5. Wir vergleichen die Sétze VI.3.2 (S. 110) und
V1.4.4. Fiir eine feste Unterteilung verhélt sich der Approximationsfeh-
ler wie O(n™!) genau dann, wenn f € Lip 1 ist. Fiir eine beliebige, varia-
ble Unterteilung ist diese Konvergenzrate dquivalent zu f € BV(0, 1).
Das Beispiel f(z) = 2® mit 0 < a < 1 zeigt, dass die zweite Bedin-
gung wesentlich schwécher ist. Grob gesagt, bedeutet f € Lip1, dass
f' € L* ist, und f € BV, dass f’ € L' ist.

VI.5. Adaptive Approximation

Das nichtlineare Approximationsproblem des vorigen Abschnittes
ist fiir die Praxis nur bedingt geeignet, da es i.a. zu aufwéndig ist, die
optimale Unterteilung zu bestimmen. Stattdessen bestimmt man in der
Regel eine nahezu optimale Unterteilung adaptiv. Fiir die Beschreibung
diese Prozesses bezeichnen wir mit Z die Menge aller abgeschlossenen,
perfekten Teilintervalle in [0, 1] und mit D die Menge aller dyadischen
Intervalle. Jedes I € 7 ist also von der Form I = [a,b] mit 0 < a <
b < 1, und jedes D € D ist von der Form D = [(k — 1)27", k27"]
mit n € N* und 1 < k£ < 2" Wir nehmen an, dass wir fiir eine feste,
gegebene, differenzierbare Funktion f iiber eine Funktion £ : Z — R
verfiigen, die folgende Eigenschaften hat:

o inﬂfg”f — || ooy < E(I) filr jedes I € Z,
ce
e &E(I) + E(I>) < E(I U 1) fiir alle disjunkten I, I, € Z,

o &(I) < /|f’(y)| dy fiir jedes I € T.
I
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Beispiele fiir derartige Funktionen sind

. [maxﬂ ) — min f(z)]

zel zel

o Var;(f),

.« [1r Wl

Mit Hilfe einer solchen Funktion £ kénnen wir folgenden Algorithmus
durchfiihren.

AvrcoriTHMUS VL.5.1 (Adaptive Approximation). Gegeben: Eine
Funktion f und eine Toleranz ¢ > 0.
Gesucht: Fine stickweise konstante Funktion u. mit || f — u.| < e.

(1) Vorbereitung: Falls £([0,1]) < € st, setze G = {[0,1]}, B=10
und gehe zu (3). Andernfalls setze G = 0 und B = {[0, 1]} und
gehe zu (2).

(2) Allgemeiner Schritt: Betrachte ein Intervall I € B und bezeich-
ne mit J; und Jo die beiden Kinder von I, die durch Halbieren
von I entstehen. Falls E(J;) < ¢ ist, fuge J; 2u G hinzu. An-
dernfalls fiige J; zu B hinzu. Entferne I aus B.

(3) Ende: Fulls B = 0 ist, beende das Verfahren. Setze G. =
G-(f) = G. Bestimme zu jedem I € G. ein c; € R mit

[ CI||Loo(1) < &)

(2.B. c; = 3 maxger f(x) + 5 minger f(z)) und setze
Ue = Z Crxi-
Ieg.
Da fiir jedes I € G. konstruktionsgemafl £(/) < ¢ ist, gilt
1f = uell <€

Die Effizienz von Algorithmus VI.5.1 héngt offensichtlich von N, =
N.(f) = tG. ab.

Satz V1.5.2. Sei f differenzierbar und f' € L>=(]0,1]). Dann ist
2
< -1/l
5

BEWEIS. Sei I € G, und I ein Vorfahr von I, d.h., I entsteht durch
Halbieren aus I. Dann ist wegen der dritten Eigenschaft von £ und der
Konstruktion von G,

c<em< [Ir1 <717 = 21017
Da die Intervalle in G, paarweise disjunkt sind, folgt

eNe= D2 <D 2 <201 e .

Ieg. IeG.
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Um die adaptive Approximation mit der nichtlinearen Approxima-
tion des vorigen Abschnittes zu vergleichen, setzen wir

a,(f) =inf{e > 0: N.(f) <n}.
Aus Satz VI.5.2 folgt mit der Wahl e = 2| f|| . n~! die Abschétzung

2|1
O‘n(f) < Hf _U’EHoo < T

Diese ist zu vergleichen mit der Abschéitzung

Varp (f) _ |I.F
oalf) < 2n = 2n1’

die wir im Beweis von Satz VI.4.4 (S. 117) erhalten haben. Man kann
die Liicke zwischen diesen beiden Abschitzungen verkleinern, wenn
man schérferes mathematisches Geschiitz auffahrt.

DEeFINITION VI.5.3. (1) Fiir f € L'([0,1]) ist die mazimale Funk-
tion M f :[0,1] — R definiert durch

M f(z) = sup |[|/|f )| dy.

ILixel

(2) LlogL ist der Raum aller messbaren Funktionen f auf [0, 1], fiir die
fI1+1In(]f])] integrierbar ist. Fiir f € LiogL setze

1
11 2iogr = /0 [F (@) |1+ ([ f(2)])] dz.
BEMERKUNG VI.5.4. (1) Ist f € L™, soist M f(x) < || f]| ., fur alle

x.
(2) Fir p > 11ist LP C LlogL.
(3) Es ist LlogL & L.

SATzZ VLI.5.5. Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so das fiir alle [ €
LlogL gilt

1
/(; Mf(i[))di[f S C Hf”LlogL :

BEWEIS. [1, S. 243-246] O

SATZ V1.5.6. Sei f differenzierbar und f' € LlogL. Dann ist

2c
NE = Hf HLlogL

mit der Konstanten ¢ aus Satz VI. 5.5.

BEWEIS. Mit den Bezeichnungen aus Satz VI.5.2 haben wir

c<em< [Irola - |I|||/|f oldy < [1| M7/
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fir alle z € I. Also ist
- 1
sgmﬂﬂﬂnﬁmsyuﬁL/Mf@Myzg/Mf@my
I I

zel

Hieraus folgt
1
eN.<2) / M ['(y)dy < 2 / Mf'(y)dy < 2¢fllpogr - B
1 /1 0

Aus Satz V1.5.6 folgt die verbesserte Abschétzung

26 1 g,
an(F) SN = el < ——H0k

Grob gesprochen ist diese Abschétzung nur um einen Faktor In(|f’|)
schlechter als die Abschétzung fiir o, (f).

VI1.6. Haar-Wavelets

In diesem Abschnitt bezeichnet ||-|| stets die L2-Norm auf [0, 1] und
(+,+) das zugehorige Skalarprodukt. Wir erinnern an die Zerlegungen
A, aus § VI.3 (S. 108) und die zugehérigen Rdume S°(A,,) stiickweise
konstanter Funktionen. Fiir k € N setze Sy = S°(Agk) und bezeichne
mit P : L*([0,1]) — S, den zugehdrigen orthogonalen Projektor.

1 1 1 1

ABBILDUNG VI.6.1. Funktionen ¢g; links und ¢y o rechts

DEFINITION VIL.6.1. Bezeichne mit ¢ = x[o,1) die charakteristische
Funktion des Intervalls [0, 1) und definiere fiir k € Nund 0 < j < 2F—1
die Funktion ¢ durch (vgl. Abbildung VI.6.1)

k 4
pin() = 222" — j).
SATZ VI1.6.2. Fiir alle k € N und alle f € L*([0,1]) ist

2k_1

Pef =Y (fr 0500k
=0

BeEWwEIs. Offensichtlich ist ¢ = 2§X[j2—k’(j+1)2—k). Daher sind ¢ ,
..., Por_1 paarweise orthogonal und haben jeweils die L?-Norm 1.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Die Raume S, S, ... bilden eine Skala, d.h., es ist Sy C Skyq fiir
jedes k. Bezeichne mit W), das orthogonale Komplement von Sy in Sg1
und mit @ den zugehorigen Projektor.
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ABBILDUNG VI.6.2. Funktionen v, links und 14 5 rechts

DEFINITION VI.6.3. Bezeichne mit

1 firo<z<i
= H: - - _ 2
(0 X[0,3) ~ X3 {_1 fir i <z <1

die Haar-Funktion des Intervalles [0,1) und definiere fiir £ € N und
0 < j < 2% —1 die Funktion ¢, = H, durch (vgl. Abbildung VI1.6.2)

Gi(x) = Hyp(x) = 22928 — 1).
Die Funktionen 1, heilen Haar- Wavelets.
SATZ V1.6.4. Fiir jedes k € N und jedes f € L*([0,1]) ist

2k 1

Quf =D (F,i0) ¥k

=0
BEWEIS. Offensichtlich ist

k
bk =22 [X[2j2*"*1,(2j+1)2*k*1) - X[(2j+1)2*k*1,(2j+2)2*k*1)] .

Daher sind 9oy, ..., ¥or_1 paarweise orthogonal, haben jeweils die
L?-Norm 1, liegen in Sy, und erfiillen fiir jedes j und k

/ Yik = /(J“ . Yk =0.

Hieraus folgt 1, L Sj fiir jedes j und k. Dies beweist die Behauptung.
O

SATZ V1.6.5. Fiir jedes f € L*([0,1]) und jedes m € N ist

m—12F—1
me = (f7 90) + Z (fa ¢j7k)¢j,k
k=0

J=0

und
oo 2F—1

+Z f¢jk‘ ¢]k

k=0 j=0
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Insbesondere ist

oo 2k—1

AP = 1P+ )0 1)

k=0 j=0
BEWEIS. Aus der Definition von W}, und @) folgt
Qr = Pry1 — By

und damit
m—1
Pp=Py+> Qx
k=0

Hieraus folgt mit Satz VI.6.4 die erste Behauptung.
Aus Satz VI.3.9 (S. 114) folgt

(VL6.1) lim ||f = Pnfll = 0.

Dies beweist die zweite Behauptung.
Die letzte Behauptung folgt aus (VI.6.1) und dem Beweis von Satz
VI.2.1 (S. 102), in dem wir

AP =D 1l
k=0

gezeigt haben, wenn f; die Fourier-Koeffizienten von f bzgl. einer se-
parablen Basis sind. O

Satz VI1.6.5 hat enorme praktische Bedeutung und zeigt die Uberle-
genheit der Haar-Wavelets. Angenommen, wir haben bereits P,,f be-
rechnet und wollen nun P, f zur Verbesserung der Approximation
bestimmen. Dann ist

m

2m—1
Porf = Pof + Y (f,05m)¥jm.
j=0

Wir miissen also nur die neuen Koeffizienten (f, %’,m) mit 0 < 5 <
2™ — 1 berechnen. Dies kann rekursiv geschehen. Um dies einzusehen,
beachten wir, dass aus den Definitionen VI.6.1 und VI.6.3 folgt

1
Pik = E [©2jk+1 + V2541 k+1] 5

1
%‘,k = E [¢2j,k+1 - %02j+1,k+1] .

Daher gelten die Rekursionsformeln

(s ik) = —= [(f, 025h41) + (f, 02541841)]

|—~§|>—t
[\

(f, i) = —= [(f, 02ik41) — (f, P2i41841)]

>
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und

(f. papn) = % ((fr 030) + (o 050)]

1
(f7 902j+l,k+1) = E [(fa SOj,k) - (f7 %‘,k)] .

Sind also die Koeflizienten (f, ;) fiir 0 < j < 2™ —1 bekannt, konnen
alle Koeffizienten der Darstellung

m—12~k—1

Puf = (f,0)+ > > (i) tin

k=0 j=0

rekursiv berechnet werden. Sind umgekehrt alle Koeffizienten dieser
Darstellung bekannt, kénnen die Koeflizienten (f, ;) fir 0 < k <m
und 0 < 5 < 2k _ 1 rekursiv berechnet werden'.

Wegen Satz VI.6.5 erfiillen die Funktionen v;; die Voraussetzun-
gen an die Basis u, aus § VI.2 (S. 101). Daher kénnen wir die dorti-
gen Ergebnisse iiber Approximationsraume verwenden. Fiir die Praxis
wesentlich ist die Erkenntnis, dass man in diesem Fall die abstrakten
Réaume durch Glattheitseigenschaften der Funktion f charakterisieren
kann. So erhélt man folgendes Ergebnis.

SaTz VI.6.6. Firp > 0 sei

wp(fih) = sup [[f(-+1) = FC),-

0<t<h

Dann gilt fiir den Fehler p,(f) der besten linearen Approzimation in

Sn

pu(f) =0(n™%) stglo)t‘“wz(f;t) < 00,

1 > 1
2 <0 <— / [t_aw2(f; t)j|2 —dt < o00.
n 0 t

> n®pa(f)]

neN

Fir den Fehler o,(f) der besten nichtlinearen Approzimation mit n
Termen gilt

on(f) = O(n~®) = /OOO [t‘“wT(f;t)]T%dt < 00
mit % =a+ %

Wergleiche die Algorithmen 1.5.1 und 1.5.2 von Goertzel zur trigonometri-
schen Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation aus §1.5 der Vorlesung
“Einfiihrung in die Numerik”.
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VI1.7. Haar-Wavelets im R? und glatte Wavelets

Die wesentlichen Strukturen, die dem vorigen Abschnitt zugrunde
liegen, sind:
e Die Konstruktion einer Basis von L? aus einer Funktion mittels
Translation und Dilatation.
e Eine hierarchische oder Multi-Skalen Zerlegung von L? in or-
thogonale Raume.

Wir wollen in diesem Abschnitt skizzieren, wie man diese Konzepte auf
eine allgemeine Basis stellen kann und wie man dadurch die Ergebnis-
se des vorigen Abschnittes auf mehrere Raumdimensionen und glatte
Basisfunktionen ausdehnen kann.

Die Grundoperationen sind Translation und Dilatation. Sind f :
R? — R eine Funktion, j € Z¢ und a € R*, so sind das Translat von f
und sein Dilatat definiert durch

fG=3) dh xe flz-j)
fla) d.h. x+— f(ax).

Sei nun ¢ € L?*(RY) eine Funktion mit kompaktem Triiger. In §
VI.6 hatten wir den Spezialfall ¢ = xjo,1). Bezeichne mit §(<p) den
Raum aller endlichen Linearkombinationen von Translaten von ¢ und
mit S = S(p) den Abschluss von S(y) in L2(RY). S heiit der shift
imvariante Raum generiert von . Weiter setzen wir voraus, dass die
Translate von ¢ eine orthonormale Basis von S bilden. In § V1.6 ist diese
Bedingung erfiillt. Diese Voraussetzung ist fiir die allgemeine Theorie
nicht notwendig, erleichtert aber die Darstellung enorm.

Fiir k € Z ist Sy = Sk(¢) der Raum der Dilatate um 2% der Funk-
tionen aus S. Das heifit, es ist f € Sy genau dann, wenn f = g(2F.) ist
fiir ein g € S.

Die wesentliche Voraussetzung ist nun, dass die Radume Sy, eine Skala
oder Hierarchie bilden, d.h.

(VI?l) Sy C SkJrl Vk € Z.

Wegen der Konstruktion der Réume durch Dilatation ist (VI.7.1) dqui-
valent zu

(VL7.2) So C 8.

Wegen der Konstruktion von S durch Translation ist (VI.7.2) dquiva-
lent zu ¢ € S; und somit zu

(VI.7.3) o(x) = Z crp(2e — k) Vo € R
kezd

Die Koeffizienten ¢ heiflen Verfeinerungsmaske von . Da ¢ kompak-
ten Trager hat, sind nur endlich viele ¢, von Null verschieden. Im Rah-
men von § VI.6 ist

co=c=1, ¢ =0VkeZ\{0,1}.
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Sei W das orthogonale Komplement von Sy in S7. W heifit Wavelet-
Raum. Er stellt die Details dar, die beim Ubergang von Sy nach S; ge-
wonnen werden. Das wesentliche Ergebnis der Theorie ist die Tatsache,
dass W ebenfalls ein shift invarianter Raum ist, der durch die Funktion

(VLT4) (@) = 3 (1) eerp(2 — k)

erzeugt wird. Dabei ist e = (1,...,1) € Z% und (—=1)* = (=1)* .
(—1)*<. Im Rahmen von § VI.6 ist ¢ genau die Haar-Funktion H.
Bezeichne mit P : L?(R?) — S den orthogonalen Projektor. Dann

ist
Pf=>"(fr(- =) el-— i),
jezd
wenn (-, -) das L?-Skalarprodukt bezeichnet. Durch Dilatation erhalten
wir denProjektor P : L?(RY) — Sj. Aus dem Transformationssatz
folgt?

Pof = 2" (f,0(2F - =) (2" - —5).
jezd
Sei Q = P, — Py der orthogonale Projektor auf W. Dann ist
QF = > (f (- =) e —j).
jezZd
Sei Wy, das orthogonale Komplement von Sy in Si11 und Qr = Pry1— Py

der zugehorige orthogonale Projektor. Aus der Konstruktion der Sj und
von W folgt, dass W}, das Dilatat von W ist und dass entsprechend gilt

Quf =) 2" (f(2" - —j)) (2" —j).

Wir setzen nun voraus, dass |J,cy Sk dicht ist in L*(R?). Dies ist
dquivalent zu

lim ||~ Pifll, =0 Vf € I*(RY.

Man kann zeigen, dass hieraus fiir alle f € L? folgt

k——o0
Daher gilt fiir alle f € L?
F=Y (Poprf = Pf) =D _ Quf

keZ keZ
=D > 2R (f 28 =) w2k ).
keZ jezd

Dies ist die Wawvelet-Darstellung von f.

Wegen [p. ¢(z)2dz = 1ist [p, o(252)2de = 27% [, o(y)?dy = 27+,
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Wegen der Beziehungen (VI.7.3) und (VI.7.4) und der Tatsache,
dass nur endlich viele Koeffizienten ¢, von Null verschieden sind, gilt
eine zu § VI.6 analoge Rekursionsformel fiir die Koeffizienten (f, (2" -
—4)) und (f,¥(2% - —7)). Dies ist die so genannte schnelle Wavelet-
Transformation.

Die bisherigen Ausfithrungen sind insofern von akademischer Na-
tur, als wir bisher nur das Beispiel aus § VI.6 fiir ein eindimensionales,
nicht glattes Wavelet kennen. Kann man Wavelets in R? konstruieren,
die glatt, d.h. in C" mit beliebigem vorgegebenem r sind? Dies ist auf-
grund einer beriihmten Konstruktion von (Baronesse®) I. Daubechies
tatsdchlich moglich. Die Argumente sind zu technisch, um sie im Detail
auszufiihren, aber wir wollen die Grundidee doch skizzieren.

Wegen der Tensorproduktstruktur von L*(R?) (Satz von Fubini!)
kann man Funktionen ¢ € L?(R?) mit den gewiinschten Eigenschaften
aus entsprechenden Funktionen @ € L?(R) durch den Ansatz

(1, 2q) = @(x1) - oo @xq)

konstruieren. (Die ist nicht die einzige Moglichkeit!) Wir beschrénken
uns daher auf den Fall d = 1.
Die Grundidee ist, die Koeffizienten ¢ in (VI.7.3) vorzugeben und
aus ihren Eigenschaften auf Eigenschaften der Funktion ¢ zu schlieflen.
Sei also (¢ )gez mit ¢ = 0 fiir |k| > m und ¢, # 0 gegeben. Setze

Dann erfiillt die Fourier-Transformierte ¢ der Funktion ¢ aus (VI.7.3)
die Funktionalgleichung

P =4(3)2(3)

Ply) =A (2 ?l3)

Die Translate von ¢ sind genau dann orthonormal, wenn gilt
(VL7.5) AW+ Ay +m)>=1 VyeR.

Aus der Annahme [, ¢(z)dz # 0 und der Beziehung (VI.7.3) folgt
durch Integration wegen des Transformationssatzes

Z Cl — 2.
keZ
Dies impliziert

A0)=1 und A(m)=0.

3Frau Daubechies wurde 2012 wegen ihrer mathematischen(!) Verdienste vom
belgischen Kénig in den Adelsstand erhoben.
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Daher gibt es ein N € N*, eine Funktion a und eine Zahl 6 mit
i\ IV
Aly) = (1+e")" aly),
(VL7.6) lall, = 27",
a(0) =277,

Wir suchen « in der Klasse der trigonometrischen Polynome mit reellen
Koeffizienten. Dann ist

lo()* = a(y)aly) = a(y)a(—y)

ein gerades trigonometrisches Polynom und daher von der Form

a(y) = Tleosy) =T (1 - 2sin* 5 ) = R (sin® )

mit einem algebraischen Polynom R. Die Bedingung (VI.7.5) reduziert
sich nun auf

N N
<COS2 %) R <sin2 %) + <sin2 %) R <0032 %) = 272N,

Mit ¢ = sin? 2 gibt dies
(VL7.7) (1—t)NR(t) +t"R(1 —t) = 272V,
Wir schreiben R nun in der Bernstein-Form

An (N]; 1)tk(1 — )Nk,

-1

R(t)=)_

k=0

Dann wird aus (VI.7.7)

N-1 N 1
272N — (1 )N Y T\ I PG A
(1-1) kzo Pl (1—-1)
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Wegen
2N—1
2N —1

ist

B (2N—1)

Ap=2"N2E 2k =0,1,...,N—1
)

eine Losung. Das zugehorige Polynom nennen wir Ry. Da die A nicht
negativ sind, ist Ry auf [0, 1] nicht negativ. Wegen eines klassischen
Satzes von Féjer-Riesz gibt es daher ein trigonometrisches Polynom
mit

(VL.7.8) Ry (sin2 %) = lan(y)|?.

Die Funktion

An(y) = (1+¢")" an(y)
erfiillt die Beziehung (VI.7.5), da Ry die Beziehung (VI.7.7) erfiillt.
Also hat die zugehorige Funktion ¢ einen kompakten Trager. Man kann

zeigen, dass das zugehorige Wavelet 1) einen Tréger in [—(N — 1), N]
hat. Die Frage ist, welche Glattheit ¢ hat.

Wegen
OéN(O) = \/ RN(O) =\ )\0 = 2_N
ist die dritte Bedingung von (VI.7.6) erfiillt. Da die Ay monoton sind,
ist Ry monoton wachsend. Daher ist

_ 2N —1
(%ISl?SXl RN(t) = RN(l) = /\N—l =2 2N< N )

Wegen der Stirlingschen Formel ist deshalb [|ay||,, beschrankt durch
¢cN~i. Zu gegebenem 6 > 0 kénnen wir nun N so grof§ wihlen, dass

die zweite Bedingung von (VI.7.6) ebenfalls erfiillt ist. Daher folgt
P(x)] <c(l+|z))™"  fir |z — oo

und damit p,p € C" flir 0 <r <60 — 1.
Fiir N = 1 liefert diese Konstruktion genau die Haar-Funktion H
aus § VI.6. Fiir N = 2 erhélt man

Die zugehorigen Funktionen ¢ und ¢ sind stetig. Es ist sogar ¢ €
Lip 0.55.

Eine Tabelle von Verfeinerungskoeffizienten und Glattheitseigen-
schaften von ¢ und ¢ in Abhéngigkeit von N findet man in [3].
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VI.8. Anwendungsbeispiele

Als ein Anwendungsbeispiel betrachten wir die Datenkompression
und Rauschunterdriickung bei der Bildverarbeitung.

Ein Bild konnen wir uns vereinfacht als stiickweise konstante Ap-
proximation einer Dichtefunktion f vorstellen. Der Bildschirm Q =
[0, 1]% wird in 2V (2.B. 1024 oder 1024 x 1024) dyadische Quadrate un-
terteilt und jedem Quadrat wird ein Grauwert zugeordnet. Dies ist die
uns bekannte Approximation an f. Im Rahmen der Abschnitte VI.6
und VI.7 bedeutet dies, dass wir die Koeffizienten (f, ¢;) kennen.

Fiir eine Ubertragung eines Bildes mochten wir diese Datenmenge
reduzieren und die relevanten Informationen herausfiltern. Dazu sind
wir bereit, einen gewissen Informationsverlust zu akzeptieren, d.h., wir
suchen eine Approximation f an f mit weniger Koeffizienten, so dass
IIf — f|| < eist fiir ein gegebenes . Die Losung mit Hilfe der Wavelets
sieht dann so aus:

(1) Berechne mit Hilfe der schnellen Wavelet-Transformation aus
§ VI.6 die Wavelet-Koeffizienten (f,;) aus den bekannten
Koeffizienten (f, ¢;).

(2) Ordne die Wavelet-Koeffizienten der Gréfie nach und bestim-

me 50 ;(f).
(3) Versende nur die ersten k < 2 Koeffizienten +;( f). Dabei ist

k entweder vorgegeben oder wird durch die Forderung
S (A <<
i>k

bestimmt.

(4) Berechne mit Hilfe der schnellen Wavelet-Transformation aus
§ VI.6 die Approximation

f: Z%(f)@bﬁl

von f. Dabei sind die Indizes f3; so bestimmt, dass ;(f) =

Die Rauschunterdriickung ist analog zur Datenkompression. Jetzt
stellt man sich vor, das das Verrauschte Bild einer Darstellung

=Y _(fe)ei
i<2N

mit N > 1 enspricht, dass man aber eigentlich eine unverrauschte
Information _
i<2n

mit n < N hat. Die Berechnung von ferfolgt dann mit k = 2".
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