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KAPITEL IX

Integralrechnung mehrerer Veränderlicher

In diesem Kapitel entwickeln wir die Lebesguesche Integrationstheo-
rie auf dem Rn. Dazu führen wir zunächst den Begriff einer Nullmenge
ein. Dies sind Mengen, die durch

”
beliebig kleine n-dimensionale Inter-

valle“ überdeckt werden können. Danach definieren wir das Integral für
Treppenfunktionen und setzen es fort auf Funktionen, deren positiver
und negativer Teil bis auf eine Nullmenge als Grenzwert einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann.
Diese Definition unterscheidet sich von derjenigen des Riemann-Inte-
grals in Kapitel VI dadurch, dass die gleichmäßige Konvergenz durch
punktweise monotone Konvergenz außerhalb einer Nullmenge ersetzt
wird. Wir gehen dann auch kurz auf die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede des Riemann- und Lebesgue-Integrals ein.
Als nächstes untersuchen wir wichtige Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals: den Satz von Fubini, der die praktische Rechnung erleichtert,
und die Konvergenzsätze.
Danach betrachten wir messbare Funktionen und Mengen. Dabei ist
eine Menge, vereinfacht gesprochen, messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion messbar ist. Mit Hilfe dieses Begriffes können wir dann
den wichtigen Transformationssatz beweisen.
Zum Abschluss untersuchen wir noch die Lp-Räume.

IX.1. Nullmengen

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff des Intervalles.

Definition IX.1.1. (1) Für x, y ∈ R schreiben wir x ≺ y, wenn
eine der Beziehungen x < y oder x ≤ y gilt.
(2) Für x, y ∈ Rn, n ≥ 1, schreiben wir x ≺ y, wenn für alle 1 ≤ i ≤ n
gilt xi ≺ yi.
(3) Für x, y ∈ Rn, n ≥ 1, heißt die Menge (vgl. Abb. IX.1.1)

≺ x, y �= {z ∈ Rn : x ≺ z ≺ y}

ein beschränktes (n-dimensionales) Intervall. Gilt xi − yi =
x1 − y1 für alle 1 ≤ i ≤ n, so nennen wir es auch einen Würfel.
(4) Ist I =≺ x, y � ein beschränktes Intervall, so heißen die 2n Hyper-
ebenen

{z ∈ I : zi = xi} , {z ∈ I : zi = yi} , 1 ≤ i ≤ n

5



6 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERÄNDERLICHER

die Flächen von I.
(5) Seien x, y ∈ Rn, n ≥ 1, mit x ≺ y. Dann ist das (n-dimensionale)
Lebesgue-Maß oder Volumen von ≺ x, y � definiert durch

λn(≺ x, y �) =
n∏
i=1

(yi − xi).

x

y

Abbildung IX.1.1. Zweidimensionales Intervall ≺ x, y �

Bemerkung IX.1.2. (1) I =≺ x, y � ist offen bzw. abgeschlossen
genau dann, wenn in Definition IX.1.1 (3) ≺ immer für < bzw. ≤ steht.
Es gilt

◦
I = {z ∈ Rn : xi < zi < yi ∀1 ≤ i ≤ n}
I = {z ∈ Rn : xi ≤ zi ≤ yi ∀1 ≤ i ≤ n}.

(2) Sei I =≺ x, y � nicht leer. Dann gilt

λn(I) 6= 0 ⇐⇒
◦
I 6= ∅.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition. �

Der Begriff der Nullmenge ist für das Folgende grundlegend. An-
schaulich ist eine Nullmenge dadurch charakterisiert, dass sie durch
abzählbar viele Intervalle mit beliebig kleinem Maß überdeckt werden
kann.

Definition IX.1.3. N ⊂ Rn, n ≥ 1, heißt eine Nullmenge, wenn
es zu jedem ε > 0 eine Folge (Ik)k∈N von beschränkten, offenen Inter-
vallen gibt mit

(1) N ⊂
⋃
k∈N

Ik und

(2)
∑
k∈N

λn(Ik) ≤ ε.

Beispiel IX.1.4. (1) Sei x ∈ Rn. Dann ist {x} eine Nullmenge.
(2) Sei I =≺ x, y � nichtleer. Dann sind die Flächen von I Nullmengen.
(3) R× {0} = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ R2 ist eine Nullmenge.
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Beweis. ad (1): Sei 0 < ε < 1 und

Iε = {z ∈ Rn : ‖z − x‖∞ <
ε

2
}

der Würfel mit Mittelpunkt x und Kantenlänge ε. Dann ist

λn(Iε) = εn < ε.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Für k ∈ N∗ sei

Ik = (x1 −
1

2k
, x1 +

1

2k
)× (x2 −

1

2k
, y2 +

1

2k
)×

· · · × (xn −
1

2k
, yn +

1

2k
)

= {z ∈ Rn : x1 −
1

2k
< z1 < x1 +

1

2k
,

xj −
1

2k
< zj < yj +

1

2k
, 2 ≤ j ≤ n}.

Dann gilt

{z ∈ Rn : z1 = x1, xj ≺ zj ≺ yj, 2 ≤ j ≤ n} ⊂ Ik

und

λn(Ik) =
1

k

n∏
j=2

(yj − xj +
1

k
) −→
k→∞

0.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (3): Sei 0 < ε < 1 und (qk)k∈N eine Abzählung von Q. Definiere

Ik = (qk −
ε

2
, qk +

ε

2
)× (− ε

2k+2
,
ε

2k+2
).

Da gemäß Satz I.4.11 (S. 21, Analysis I) Q dicht ist in R gilt

R× {0} ⊂
⋃
k∈N

Ik.

Weiter ist ∑
k∈N

λ2(Ik) =
∑
k∈N

ε22−k−1 = ε2 < ε.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Teilmengen von Nullmengen und abzählbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Satz IX.1.5. (1) Sei N ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Nullmenge und M ⊂ N .
Dann ist M auch eine Nullmenge.

(2) Seien Nk ⊂ Rn, n ≥ 1, k ∈ N, Nullmengen. Dann ist M =
⋃
k∈N

Nk

auch eine Nullmenge.
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Beweis. ad (1): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beob-
achtung, dass jede Überdeckung von N auch eine Überdeckung von M
ist.
ad (2): Sei ε > 0 und für k ∈ N (Ikl)l∈N eine Folge von beschränkten
offenen Intervallen mit

Nk ⊂
⋃
l∈N

Ikl und
∑
l∈N

λn(Ikl) ≤ ε2−k−1.

Dann gilt offensichtlich

M ⊂
⋃
k,l∈N

Ikl und
∑
k,l∈N

λn(Ikl) ≤ ε
∑
k∈N

2−k−1 = ε.

Da N×N abzählbar ist (vgl. Beweis von Satz I.3.2 (S. 17, Analysis I)),
folgt die Behauptung. �

Aus Beispiel IX.1.4 (1) und Satz IX.1.5 folgt unmittelbar:

Bemerkung IX.1.6. Jede abzählbare Teilmenge von Rn ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist Q ⊂ R eine Nullmenge in R.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Bemerkung
IX.1.6 nicht gilt.

Beispiel IX.1.7 (Cantorsches Diskontinuum). Sei A0 = [0, 1]
⊂ R. An+1 entstehe aus An, n ∈ N, indem man alle abgeschlossenen
Intervalle, deren disjunkte Vereinigung An ist, jeweils in drei abge-
schlossene Intervalle gleicher Länge zerlegt und das Innere des mittleren
Intervalles entfernt; also:

A1 = [0,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1]

A2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
1

3
] ∪ [

2

3
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1] usw.

Definiere
C =

⋂
k∈N

Ak.

C heißt Cantorsches Diskontinuum. Durch Induktion folgt sofort

λ1(Ak) = (
2

3
)k ∀k ∈ N.

Da gilt C ⊂ Ak für alle k ∈ N, folgt hieraus, dass C eine Nullmen-
ge ist. Wir wollen zeigen, dass C nicht abzählbar ist. Wie man leicht
nachprüft, gilt

C =
{
x ∈ R : x =

∞∑
n=1

an3
−n, an ∈ {0, 2}

}
.

Wir nehmen an, (ck)k∈N sei eine Abzählung von C. Dann ist

ck =
∞∑
n=1

akn3
−n ∀k ∈ N.
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Definiere

c =
∞∑
n=1

an3
−n

durch

an =

{
0 falls ann = 2

2 falls ann = 0.

Dann ist c ∈ C und c 6= ck für alle k ∈ N. Dies ist der gewünschte
Widerspruch.

Die folgende Definition ist für das Weitere wesentlich.

Definition IX.1.8. Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und A(x),
x ∈ X, eine Aussage über jedes x ∈ X. Wir sagen A(x) gilt fast
überall (f.ü.) in X, wenn es eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt, so dass
A(x) für alle x ∈ X\N gilt.

Beispiel IX.1.9. Seien X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und f , fk,
k ∈ N, Funktionen auf X mit Werten in R. Dann konvergiert (fk)k∈N
f.ü. (punktweise) gegen f , wenn es eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt mit

fk(x) −→
k→∞

f(x) ∀x ∈ X\N.

IX.2. Das Lebesgue-Integral

Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und f : X → R eine Funktion auf
X. Dann setzen wir f außerhalb von X durch 0 fort. In diesem Sinne
sind, sofern nicht anders vermerkt, alle Funktionen in diesem Abschnitt
auf ganz Rn definiert.

Die folgende Definition von Treppenfunktionen verallgemeinert De-
finition V.4.1 (S. 166, Analysis I):

Definition IX.2.1. (1) Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1. Dann ist die charak-
teristische Funktion χX von X definiert durch

χX(x) =

{
1 falls x ∈ X,
0 falls x /∈ X.

(2) Eine Funktion f : Rn → R heißt Treppenfunktion, wenn es
ein k ∈ N∗, k beschränkte Intervalle I1, . . . , Ik und k reelle Zahlen
d1, . . . , dk gibt mit

f =
k∑
i=1

diχIi .

(3) Die Menge der Treppenfunktionen bezeichnen wir mit T (Rn,R)
oder kurz T .
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Bemerkung IX.2.2. (1) Aus der Definition von T folgt unmittel-
bar, dass T ein Vektorraum ist.
(2) Die Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von
endlich vielen beschränkten Intervallen ist nicht eindeutig. So ist z.B.

χ[0,1] = χ[0,0.5] + χ(0.5,1] = χ[0,0.5] + χ[0.5,1] − χ[0.5,0.5].

Die folgenden beiden Sätze bereiten die Definition des Lebesgue-
Integrals für Treppenfunktionen vor.

Satz IX.2.3. Jede Treppenfunktion kann dargestellt werden als Li-
nearkombination von endlich vielen charakteristischen Funktionen zu
disjunkten, beschränkten Intervallen.

Beweis. Sei

f =
k∑
i=1

diχIi

eine beliebige Treppenfunktion. Sei

Ej = {x ∈ Rn : xj = 0}, 1 ≤ j ≤ n

die j-te Koordinatenhyperebene und nj die Zahl der verschiedenen
Flächen der Ii, die parallel sind zu Ej, 1 ≤ j ≤ n. Diese Flächen zerle-

gen den Rn in
n∏
j=1

(2nj +1) disjunkte Intervalle, von denen
n∏
j=1

(2nj − 1)

beschränkt sind. Jedes Ii, 1 ≤ i ≤ k, ist die Vereinigung von end-
lich vielen dieser Intervalle, so dass χIi die Summe der entsprechenden
charakteristischen Funktionen ist. Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz IX.2.4. Seien

k∑
i=1

ciχIi = f =
l∑

j=1

djχJj

zwei verschiedene Darstellungen der gleichen Treppenfunktion. Dann
gilt

k∑
i=1

ciλn(Ii) =
l∑

j=1

djλn(Jj).

Beweis. 1. Schritt: Seien a, b ∈ R und I ein beschränktes Inter-
vall. Dann ist offensichtlich

(a+ b)χI = aχI + bχI

und

(a+ b)λn(I) = aλn(I) + bλn(I).
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2. Schritt: Sei I ein beschränktes Intervall und Hi = {x ∈ Rn : xi =
α}, α ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, eine Hyperebene mit I ∩Hi 6= ∅. Definiere (vgl.
Abb. IX.2.1)

I− = {x ∈ I : xi < α}
I0 = I ∩Hi = {x ∈ I : xi = α}
I+ = {x ∈ I : xi > α}.

Dann ist

χI = χI− + χI0 + χI+

und wegen λn(I0) = 0 gilt

λn(I) = λn(I−) + λn(I+) + λn(I0).

I− I+I0

Abbildung IX.2.1. Aufteilung von I ⊂ R2 durch eine
Hyperfläche H1

3. Schritt: Seien I1, . . . , Ik, J1, . . . , Jl wie im Satz. Wie im Be-
weis von Satz IX.2.3 zerlegen die Flächen von I1, . . . , Ik, J1, . . . , Jl den
Rn in disjunkte, beschränkte Intervalle, so dass wir eine gemeinsame
Verfeinerung

f =
m∑
µ=1

eµχKµ

von f mit disjunkten Intervallen erhalten. Dieser Verfeinerungsprozess
kann durchgeführt werden als eine Folge von Schritten 1 und 2. Da die
Behauptung für diese Schritte gezeigt ist, folgt hieraus die behauptete
Gleichheit. �

Wegen Satz IX.2.4 ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition IX.2.5. Sei

f =
k∑
i=1

diχIi
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eine Treppenfunktion. Dann ist das Lebesgue-Integral von f defi-
niert durch ∫

f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx =

k∑
i=1

diλn(Ii).

Das Lebesgue-Integral hat folgende wichtige Eigenschaften:

Satz IX.2.6. (1) Seien f, g ∈ T und α, β ∈ R. Dann gilt

(Linearität)

∫
(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g.

(2) Sei f ∈ T und f ≥ 0. Dann ist

(Monotonie)

∫
f ≥ 0.

(3) Sei f ∈ T . Dann ist |f | ∈ T und

|
∫
f | ≤

∫
|f |.

Beweis. ad (1): Folgt unmittelbar aus Definition IX.2.5 und Satz
IX.2.4.
ad (2): Sei f ∈ T . Dann kann gemäß Satz IX.2.3 f dargestellt werden
als

f =
k∑
i=1

diχIi

mit disjunkten, beschränkten Intervallen. Aus f ≥ 0 folgt dann

di ≥ 0 ∀1 ≤ i ≤ k.

Hieraus folgt ∫
f =

k∑
i=1

diλn(Ii) ≥ 0.

ad (3): Sei wieder

f =
k∑
i=1

diχIi

mit disjunkten beschränkten Intervallen. Dann folgt

|f | =
k∑
i=1

|di|χIi .

Also ist |f | ∈ T . Weiter folgt

|
∫
f | = |

k∑
i=1

diλn(Ii)|

≤
k∑
i=1

|di|λn(Ii)
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=

∫
|f |.

�

Die folgenden Sätze bereiten die Ausweitung des Integralbegriffes
auf eine größere Funktionenklasse vor.

Satz IX.2.7. (1) Sei (fk)k∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen, für die (

∫
fk)k∈N ⊂ R konvergiert. Dann kon-

vergiert (fk)k∈N fast überall in Rn.
(2) Sei N ⊂ Rn eine Nullmenge. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge (gk)k∈N ⊂ T von Treppenfunktionen, derart dass (

∫
gk)k∈N

konvergiert und die Folge (gk(x))k∈N für jedes x ∈ N divergiert.

Beweis. ad (1): O.E. ist fk ≥ 0 für alle k ∈ N. Sonst betrachte
die Folge (fk − f0)k∈N. Dann gibt es ein K > 0 mit

0 ≤
∫
fk ≤ K ∀k ∈ N.

Sei ε > 0 beliebig. Definiere

Sεk = {x ∈ Rn : fk(x) ≥
K

ε
}.

Da die Folge (fk)k∈N monoton wachsend ist, gilt

Sεk ⊂ Sεk+1 ∀k ∈ N.
Da fk eine Treppenfunktion ist, folgt weiter, dass Sεk die Vereinigung
von endlich vielen, disjunkten, beschränkten Intervallen ist. Daher ist

λn(S
ε
k) =

∫
χSεk ∀k ∈ N.

Wegen fk ≥ 0 gilt schließlich

K

ε
χSεk ≤ fk ∀k ∈ N.

Damit folgt aus Satz IX.2.6

K

ε
λn(S

ε
k) =

∫
K

ε
χSεk ≤

∫
fk ≤ K

und somit
λn(S

ε
k) ≤ ε ∀k ∈ N.

Definiere
Sε =

⋃
k∈N

Sεk , S =
⋂
ε>0

Sε.

Dann ist S die Menge aller derjenigen x ∈ Rn, für die die Folge
(fk(x))k∈N divergiert. Es reicht also zu zeigen, dass S eine Nullmen-
ge ist. Wegen Sεk ⊂ Sεk+1 für alle k ∈ N gilt

Sε = Sε0 ∪
⋃
k∈N∗

(Sεk\Sεk−1).
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Also ist Sε die Vereinigung von abzählbar vielen beschränkten Inter-
vallen. Da für m ∈ N∗ gilt

Sεm = Sε0 ∪
⋃

1≤k≤m

(Sεk\Sεk−1)

folgt

λn(S
ε
0 ∪

⋃
1≤k≤m

(Sεk\Sεk−1)) ≤ ε ∀m ∈ N∗

und somit
λn(S

ε) ≤ ε.

Also ist S eine Nullmenge.
ad (2): Da N eine Nullmenge ist, gibt es zu jedem k ∈ N∗ eine Folge
(Ikl)l∈N∗ von beschränkten offenen Intervallen mit

N ⊂
⋃
l∈N∗

Ikl und
∑
l∈N∗

λn(Ikl) ≤ 2−k.

Wir ordnen diese Intervalle in einem quadratischen Schema an und
zählen sie wie angedeutet ab (vgl. Beweis von Satz I.3.2 (S. 17, Analysis
I)):

1 2 4 7
I11 I12 I13 . . .

3 ↙ 5 ↙ 8 . . .
I21 I22 I23 . . .

↙
6 9 13
I31 I32 I33 . . .
...

...
... . . .

Wir erhalten so eine Folge (Jm)m∈N∗ beschränkter offener Intervalle.
Definiere

fm =
m∑
i=1

χJi ∀m ∈ N∗.

Dann ist (fm)m∈N∗ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Da für jedes m ∈ N∗ gilt∫

fm =
m∑
i=1

λn(Ji) ≤
m∑
i=1

2−i < 1,

ist die Folge (
∫
fm)m∈N konvergent. Sei nun x ∈ N beliebig. Dann gibt

es zu jedem k ∈ N∗ ein lk ∈ N∗ mit

x ∈ Iklk .
Sei K ∈ N∗ beliebig. Dann gibt es ein mK ∈ N∗, so dass unter J1, . . . ,
JmK mindestens K der Iklk vorkommen. Das bedeutet aber, dass

fmK (x) ≥ K
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ist. Da K ∈ N∗ beliebig war, folgt, dass (fk(x))k∈N für x ∈ N divergiert.
Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Satz IX.2.7 legt folgende Definition nahe.

Definition IX.2.8. Mit Linc(Rn,R) oder kurz Linc bezeichnen wir
die Menge aller Funktionen f : Rn → R, zu denen es eine monoton
wachsende Folge (fk)k∈N ⊂ T von Treppenfunktionen gibt, derart dass
(
∫
fk)k∈N ⊂ R beschränkt ist und fk −→

k→∞
f f.ü. in Rn gilt.

Beispiel IX.2.9. Sei f : R→ R definiert durch

f(x) =


0 für x ≤ 0,
1√
x

für 0 < x ≤ 1,

0 für x > 1.

Da −f nicht nach unten beschränkt ist, folgt sofort −f 6∈ Linc. Um zu
sehen, dass f ∈ Linc ist, definiere für k ∈ N∗

fk =
2k∑
l=1

√
2k

l
χ( l−1

2k
, l
2k

].

Dann ist (fk)k∈N∗ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die auf R punktweise (aber nicht gleichmäßig!) gegen f konver-
giert. Weiter gilt für k ∈ N∗

∫
fk =

2k∑
l=1

√
2k

l
2−k

=
1√
2k

{
1 +

k∑
i=1

2i∑
j=2i−1+1

1√
j

}

≤ 1√
2k

{
1 +

k∑
i=1

2i − 2i−1

√
2i−1 + 1

}
≤ 1√

2k

{
1 +

k−1∑
l=0

√
2
l
}

≤ 1√
2k

{
1 +

√
2
k − 1√
2− 1

}
≤ 1 +

1√
2− 1

=

√
2√

2− 1
.
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Satz IX.2.10. (1) Sei (fk)k∈N ⊂ T eine monoton fallende Folge
von Treppenfunktionen mit

fk −→
k→∞

0 f.ü. in Rn.

Dann gilt

lim
k→∞

∫
fk = 0.

(2) Seien f, g ∈ Linc fast überall bestimmt durch die monoton wach-
senden Folgen (fk)k∈N bzw. (gk)k∈N von Treppenfunktionen. Gilt

f ≥ g f.ü. in Rn

bzw.

f = g f.ü. in Rn,

so gilt

lim
k→∞

∫
fk ≥ lim

k→∞

∫
gk

bzw.

lim
k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
gk.

Beweis. ad (1): Sei ε > 0 beliebig. Sei I ein beschränktes, ab-
geschlossenes Intervall, so dass f0 außerhalb von I verschwindet. Sei
K > 0, so dass gilt f0 ≤ K. Dann gilt gleiches für alle fk, k ∈ N.
Für jedes k ∈ N ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von fk die Ver-
einigung von endlich vielen Flächen von beschränkten Intervallen und
somit gemäß Beispiel IX.1.4(2) (S. 6) und Satz IX.1.5(2) (S. 7) eine
Nullmenge. Sei A die Vereinigung aller Unstetigkeitsstellen aller fk.
Gemäß Satz IX.1.5(2) (S. 7) ist A eine Nullmenge. Sei B die Menge
aller Punkte x, für die (fk(x))k∈N nicht gegen 0 konvergiert. Nach Vor-
aussetzung ist B eine Nullmenge. Wegen Satz IX.1.5(2) (S. 7) ist dann
C = A ∪ B eine Nullmenge und kann daher durch eine Folge (Ik)k∈N
offener beschränkter Intervalle, deren Gesamtmaß ≤ ε ist, überdeckt
werden.
Sei nun x ∈ I\C. Dann gibt es ein kx ∈ N mit fkx(x) ≤ ε

2
. Da x keine

Unstetigkeitsstelle von fkx ist, gibt es ein beschränktes offenes Intervall
Jx, so dass gilt

fkx(y) ≤ ε ∀y ∈ Jx.
Da die Folge (fk)k∈N monoton fallend ist, gilt

fk(y) ≤ ε ∀k ≥ kx, y ∈ Jx.
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Da I kompakt ist, gibt es Zahlen r, s ∈ N, Punkte x1, . . . , xs aus I\C
und Zahlen k1, . . . , kr aus N mit

I ⊂
r⋃
j=1

Ikj ∪
s⋃
j=1

Jxj .

O.E. ist s ≥ 1. Sei

M = max
1≤j≤s

kxj .

Dann folgt

fk(x) ≤ ε ∀k ≥M,x ∈
s⋃
j=1

Jxj .

Sei

S = I ∩
r⋃
j=1

Ikj , T = I ∩
s⋃
j=1

Jxj .

S und T können als die Vereinigung von endlich vielen disjunkten In-
tervallen dargestellt werden. Weiter ist

λn(S) ≤ ε , λn(T ) ≤ λn(I) = c.

Konstruktionsgemäß gilt

fk ≤ KχS + εχT ∀k ≥M.

Damit folgt ∫
fk ≤ εK + εc ∀k ≥M.

Da ε beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.
ad (2): Der zweite Teil der Behauptung folgt offensichtlich aus dem
ersten Teil durch vertauschen von f und g.
Zum Beweis des ersten Teiles der Behauptung sei m ∈ N beliebig. Dann
ist (gm − fk)k∈N eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen
mit

gm − fk −→
k→∞

gm − f f.ü.

und

gm − f ≤ 0 f.ü.

wegen f ≥ g f.ü.. Daher erfüllt

((gm − fk)+)k∈N = (max{gm − fk, 0})k∈N

die Voraussetzungen von Teil (1). Also gilt∫
gm − lim

k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
(gm − fk) ≤ lim

k→∞

∫
(gm − fk)+ = 0.

Da m ∈ N beliebig war, folgt die Behauptung durch Grenzübergang
m→∞. �

Wegen Satz IX.2.10 ist die folgende Definition sinnvoll.
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Definition IX.2.11. Sei f ∈ Linc und (fk)k∈N ∈ T eine mono-
ton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit fk −→

k→∞
f f.ü. und

(
∫
fk)k∈N ist beschränkt. Dann definieren wir das Lebesgue-Inte-

gral von f durch∫
f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx = lim

k→∞

∫
fk.

Beispiel IX.2.9 zeigt, dass Linc kein Vektorraum ist. Um einen Vek-
torraum zu erhalten, müssen wir Funktionen der Form g−h mit g, h ∈
Linc betrachten. Damit wir für solche Funktionen das Integral sinnvoll
definieren können, benötigen wir folgenden Satz.

Satz IX.2.12. (1) Seien g, h ∈ Linc. Dann ist g + h ∈ Linc und∫
(g + h) =

∫
g +

∫
h.

(2) Seien gi, hi ∈ Linc, i = 1, 2 mit

g1 − h1 = g2 − h2.

Dann gilt ∫
g1 −

∫
h1 =

∫
g2 −

∫
h2.

Beweis. ad (1): Seien g, h ∈ Linc und (gk)k∈N, (hk)k∈N ⊂ T mono-
ton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit:

gk −→
k→∞

g f.ü. , hk −→
k→∞

h f.ü.

(

∫
gk)k∈N , (

∫
hk)k∈N sind beschränkt.

Dann ist (gk+hk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit:

gk + hk −→
k→∞

g + h f.ü.

(

∫
(gk + hk))k∈N = (

∫
gk +

∫
hk)k∈N ist beschränkt

und

lim
k→∞

∫
(gk + hk) = lim

k→∞

∫
gk + lim

k→∞

∫
hk.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Aus

g1 − h1 = g2 − h2

folgt

g1 + h2 = g2 + h1.
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Aus Teil (1) folgt ∫
g1 +

∫
h2 =

∫
(g1 + h2)

=

∫
(g2 + h1)

=

∫
g2 +

∫
h1.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Wegen Satz IX.2.12 ist die folgende Definition sinnvoll. Damit sind
wir am Ende unserer Konstruktion.

Definition IX.2.13. (1) Eine Funktion f : Rn → R heißt Le-
besgue-integrierbar (auf Rn), wenn es zwei Funktionen g, h ∈ Linc

gibt mit f = g − h. In diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von
f definiert durch∫

f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx =

∫
g −

∫
h.

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
L1(Rn,R) oder kurz L1.
(2) Sei X ⊂ Rn eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : Rn → R
heißt Lebesgue-integrierbar auf X, wenn f · χX ∈ L1 ist. In
diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von f auf X definiert durch∫

X

f =

∫
(f · χX).

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen
wir mit L1(X,R).
(3) Eine Funktion f = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm heißt Lebesgue-
integrierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fk ∈ L1, 1 ≤ k ≤
m, sind. In diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von f∫

f = (

∫
f1, . . . ,

∫
fm).

Die Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen f : Rn → Rm be-
zeichnen wir mit L1(Rn,Rm).
(4) Ist f : Cn → Cm, so identifizieren wir auf kanonische Weise Cn

mit R2n und Cm mit R2m und definieren auf diese Weise die Begriffe

”
Lebesgue-integrierbar“ und

”
Lebesgue-Integral“.

Für das Lebesgue-Integral gelten folgende wichtige Eigenschaften
(vgl. Satz IX.2.6):

Satz IX.2.14. (1) Seien f1, f2 ∈ L1 und α1, α2 ∈ R. Dann ist
α1f1 + α2f2 ∈ L1 und

(Linearität)

∫
(α1f1 + α2f2) = α1

∫
f1 + α2

∫
f2.
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(2) Sei f ∈ L1 und f ≥ 0 f.ü.. Dann ist

(Monotonie)

∫
f ≥ 0.

(3) Sei f ∈ L1. Dann ist |f | ∈ L1 und

|
∫
f | ≤

∫
|f |.

Beweis. ad (1): Die Behauptung folgt offensichtlich aus den fol-
genden drei Hilfsbehauptungen:

(i) f1, f2 ∈ L1 =⇒ f1 + f2 ∈ L1 und
∫

(f1 + f2) =
∫
f1 +

∫
f2.

(ii) f ∈ L1, α ∈ R+ =⇒ αf ∈ L1 und
∫

(αf) = α
∫
f .

(iii) f ∈ L1 =⇒ −f ∈ L1 und
∫

(−f) = −
∫
f .

Behauptungen (i)–(iii) folgen aber direkt aus Satz IX.2.12 (1) und De-
finition IX.2.13.
ad (2): Sei f = g − h ∈ L1 mit g, h ∈ Linc. Dann folgt aus f ≥ 0 f.ü.
g ≥ h f.ü.. Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.2.10 (2), Definition
IX.2.11 und Definition IX.2.13.
ad (3): Die Behauptung folgt aus Teil (2) und den Ungleichungen

|f | − f ≥ 0 f.ü. , |f |+ f ≥ 0 f.ü..

�

Satz IX.2.15. Sei f1 ∈ L1 und f2 = f1 f.ü.. Dann ist f2 ∈ L1 und∫
f2 =

∫
f1.

Beweis. Wegen Satz IX.2.10 (2) und Definition IX.2.11 ist die Be-
hauptung für Funktionen aus Linc erfüllt. Sei weiter f1 = g1 − h1 mit
g1, h1 ∈ Linc. Definiere

g2 = g1 , h2 = h1 + (f1 − f2).

Wegen h2 = h1 f.ü. folgt g2, h2 ∈ Linc. Weiter ist

g2 − h2 = g1 − h1 − f1 + f2 = f2.

Also ist f2 ∈ L1 und∫
f2 =

∫
g2 −

∫
h2

=

∫
g1 −

∫
h1 (wegen Satz IX.2.10 (2))

=

∫
f1.

�

Der folgende Satz gibt eine sehr praktische hinreichende Bedingung
für die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion.
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Satz IX.2.16. (1) Sei I ⊂ Rn ein beschränktes Intervall und f :
Rn → R auf I beschränkt und fast überall stetig. Dann ist f ∈ L1(I,R).
(2) Sei I ⊂ Rn ein beschränktes, abgeschlossenes Intervall und f ∈
C(I,R). Dann ist f ∈ L1(I,R).

Beweis. ad (1): O.E. können wir f(x) = 0 für alle x 6∈ I anneh-
men. Wegen Satz IX.2.15 ist o.E. I von der Form

(∗) I = {z ∈ Rn : xi ≤ zi < yi ∀1 ≤ i ≤ n}.
Sei K ∈ R∗

+ mit
|f(x)| ≤ K ∀x ∈ I.

Wir konstruieren Intervalle Ikl, k ∈ N, 1 ≤ l ≤ 2nk, wie folgt

(1) I01 = I.
(2) Die Intervalle Ik+1,l, 1 ≤ l ≤ 2n(k+1), entstehen, indem man

jedes Intervall Ik,m, 1 ≤ m ≤ 2nk, durch Halbieren der Kanten
in 2n gleich große disjunkte Intervalle der Form (∗) aufteilt.

Die Intervalle Ik,l, 1 ≤ l ≤ 2nk, sind dann für jedes k ∈ N paarweise
disjunkt und erfüllen

I =
2nk⋃
l=1

Ikl.

Da f beschränkt ist, existiert

ckl = inf
x∈Ikl

f(x) ∀k ∈ N, 1 ≤ l ≤ 2nk.

Definiere

fk =
2nk∑
l=1

cklχIkl ∈ T.

Dann ist (fk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit

fk ≤ f ≤ KχI ∀k ∈ N.
Daher ist die Folge (

∫
fk)k∈N durch Kλn(I) nach oben beschränkt und

damit konvergent. Sei nun x ∈ I, derart, dass f in x stetig ist. Sei ε > 0
beliebig. Dann gibt es ein δ > 0 mit

|f(y)− f(x)| < ε ∀y ∈ I mit ‖y − x‖∞ < δ.

Weiter gibt es ein kε ∈ N und ein lε ∈ N∗
2nkε

mit Ikεlε ⊂ B‖·‖∞(x, δ).
Aus der Definition von fkε folgt dann

f(x)− ε ≤ fkε(x) ≤ f(x).

Da (fk(x))k∈N monoton wachsend und durch f(x) nach oben beschränkt
ist, folgt hieraus

f(x)− ε ≤ fk(x) ≤ f(x) ∀k ≥ kε.

Also konvergiert (fk(x))k∈N gegen f(x). Da nach Voraussetzung f auf
I f.ü. stetig ist, folgt hieraus f ∈ Linc ⊂ L1.
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ad (2): Da I gemäß Satz III.4.6 (S. 84, Analysis I) kompakt ist, ist
wegen Satz III.4.9 (S. 85, Analysis I) und Satz III.4.3 (S. 82, Analysis
I) f beschränkt. Damit folgt die Behauptung aus Teil (1). �

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf den
Zusammenhang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral
für Funktionen auf R eingehen.

Satz IX.2.17. (1) Seien a, b ∈ R mit a < b und f ∈ S([a, b],R).
Dann ist f ∈ L1([a, b],R) und das Riemann- und das Lebesgue-Integral
von f stimmen überein, d.h.∫ b

a

f(x)dx =

∫
[a,b]

f.

(2) Seien a, b ∈ R mit a < b und f : (a, b) → R zulässig. Das

uneigentliche Riemann-Integral
∫ b
a
f(x)dx konvergiere absolut. Dann

ist f ∈ L1((a, b),R) und das uneigentliche Riemann-Integral und das
Lebesgue-Integral stimmen überein, d.h.∫ b

a

f(x)dx =

∫
(a,b)

f.

Beweis. ad (1): Da in jedem Punkt x ∈ [a, b] die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte f(x−0) und f(x+0) existieren, gilt für die Menge
S der Punkte, in denen f unstetig ist,

S =
⋃
n∈N∗

Sn

mit

Sn = {x ∈ [a, b] : |f(x− 0)− f(x+ 0)| > 1

n
}.

Aus dem Beweis von Satz V.4.4 (S. 168, Analysis I) folgt aber, dass Sn
für jedes n ∈ N∗ endlich, also eine Nullmenge ist. Wegen Satz IX.1.5(2)
(S. 7) ist daher S eine Nullmenge, und aus Satz IX.2.16 (1) folgt f ∈
L1([a, b],R). Wir benutzen nun die gleiche Notation wie im Beweis von
Satz IX.2.16 (1). Da f ∈ S([a, b],R) ist, gibt es zu jedem Ikl ein ζkl ∈ Ikl
mit ckl = f(ζkl). Also ist für jedes k ∈ N

(∗∗)
∫

[a,b]

fk =
2k∑
l=1

f(ζkl)λ1(Ikl).

Die linke Seite von (∗∗) konvergiert gegen das Lebesgue-Integral
∫

[a,b]
f .

Die rechte Seite von (∗∗) konvergiert nach Satz VI.1.11 (S. 11, Analysis

II) gegen das Riemann-Integral
∫ b
a
f(x)dx. Hieraus folgt die Behaup-

tung.
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ad (2): Sei

f+ = max{f, 0} , f− = max{−f, 0}.
Dann ist

f = f+ − f− , |f | = f+ + f−.

Da die Funktion x 7→ max{x, 0} stetig auf R ist, sind f+ und f−
zulässig. Seien c ∈ (a, b) und (ak)k∈N ⊂ (a, c] streng monoton fallend
und (bk)k∈N ⊂ [c, b) streng monoton wachsend mit

lim
k→∞

ak = a und lim
k→∞

bk = b.

Da
∫ b
a
f(x)dx absolut konvergiert, existieren die Grenzwerte

lim
k→∞

∫ c

ak

(f+(x)− f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ c

ak

(f+(x) + f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

(f+(x)− f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

(f+(x) + f−(x))dx.

Daher existieren auch die Grenzwerte

lim
k→∞

∫ c

ak

f+(x)dx,

lim
k→∞

∫ c

ak

f−(x)dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

f+(x)dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

f−(x)dx.

Die Behauptung des Satzes folgt nun unmittelbar aus der folgenden
Hilfsbehauptung.
Beh.: Es ist

f+|(a,c], f−|(a,c] ∈ L1((a, c],R)

f+|[c,b), f−|[c,b) ∈ L1([c, b),R)

und ∫
(a,c]

f± =

∫ c

a

f±(x)dx = lim
k→∞

∫ c

ak

f±(x)dx∫
[c,b)

f± =

∫ b

c

f±(x)dx = lim
k→∞

∫ bk

a

f±(x)dx.
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Wir zeigen diese Hilfsbehauptung nur für f+|(a,c]. Die anderen drei Fälle
folgen ganz analog.
Seien S und Sk die Menge der Unstetigkeitsstellen von f+ auf (a, c]

bzw. [ak, c]. Dann ist S =
⋃
k∈N

Sk, und aus Teil (1) und Satz IX.1.5(2)

(S. 7) folgt, dass S eine Nullmenge ist. Also ist

f+|(a,c] ∈ L1((a, c],R)

und

f+|[ak,c] ∈ L
1([ak, c],R) ∀k ∈ N.

Wegen

f+χ[ak,c] ≤ f+χ(a,c]

folgt aus Teil (1) und Satz IX.2.14∫ c

ak

f+(x)dx =

∫
[ak,c]

f+ ≤
∫

(a,c]

f+ ∀k ∈ N.

Also gilt ∫ c

a

f+(x)dx ≤
∫

(a,c]

f+.

Andererseits überlegt man sich leicht, dass es Zahlen rk ∈ N, k ∈ N,
und Intervalle Ikl, 1 ≤ l ≤ rk, k ∈ N mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Ikl ist von der Form (x, y] für alle k, l.
(ii) Für festes k sind die Ikl paarweise disjunkt.

(iii) (ak, c] =

rk⋃
l=1

Ikl für alle k ∈ N.

(iv) Jedes Ik+1,l ist entweder in (ak+1, ak] oder in einem Ik,m ent-
halten.

(v) λ1(Ikl) ≤ 2−k für alle k, l.

Sei

ckl = inf
x∈Ikl

f+(x)

und

fk =

rk∑
l=1

cklχIkl ∀k ∈ N.

Dann ist (fk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die fast überall gegen f+|(a,c] konvergiert. Für jedes k ∈ N gilt∫

(a,c]

fk =

∫
(ak,c]

fk

=

∫
[ak,c]

fk

≤
∫

[ak,c]

f+
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=

∫ c

ak

f+(x)dx.

Also ist ∫
(a,c]

f+ ≤
∫ c

a

f+(x)dx.

Damit ist die Hilfsbehauptung für f+|(a,c] gezeigt. �

Das folgende Beispiel zeigt, dass es Funktionen gibt, die Lebesgue-
aber nicht Riemann-integrierbar sind, und dass es auch umgekehrt
Funktionen gibt, die (uneigentlich) Riemann- aber nicht Lebesgue-in-
tegrierbar sind.

Beispiel IX.2.18. (1) Es ist χQ∩[0,1] ∈ L1([0, 1],R) und∫
χQ∩[0,1] = 0,

da Q ∩ [0, 1] eine Nullmenge ist.
χQ∩[0,1] ist nicht Riemann-integrierbar.
Denn sei δ > 0 beliebig und 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 eine beliebige
Zerlegung von [0, 1] der Feinheit δ. Sei

ζk ∈ Q ∩ (xk−1, xk), ηk ∈ (R\Q) ∩ (xk−1, xk), 1 ≤ k ≤ n

beliebig. Dann folgt

n∑
k=1

χQ∩[0,1](ζk)(xk − xk−1) = 1

n∑
k=1

χQ∩[0,1](ηk)(xk − xk−1) = 0.

(2) Sei f auf [1,∞) definiert durch

f(x) =
sin x

x
.

Gemäß Übungsaufgabe (Aufgabe 2, Blatt 4, Analysis II) ist f uneigent-
lich Riemann-integrierbar, aber das uneigentliche Riemann-Integral
konvergiert nicht absolut.
f ist nicht Lebesgue-integrierbar.
Denn wäre f ∈ L1([1,∞),R), so wäre gemäß Satz IX.2.14 auch |f | ∈
L1([1,∞),R). Dann gilt aber für jede Folge (bk)k∈N ⊂ [1,∞) mit lim

k→∞
bk

=∞ ∫ bk

1

|f(x)|dx =

∫
[1,bk]

|f | <
∫

[1,∞)

|f | <∞.

Dies ist ein Widerspruch.
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IX.3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Zunächst wollen wir den Satz von Fubini beweisen. Er führt die Be-
rechnung eines Lebesgue-Integrales über Rn zurück auf die Berechnung
einer Folge geeigneter Lebesgue-Integrale über R. Letztere können we-
gen Satz IX.2.17 (S. 22) in der Regel mit den Methoden aus Kapitel
VI berechnet werden.

Im Folgenden seien m,n ∈ N∗. Wir identifizieren auf kanonische
Weise den Rm+n mit Rm × Rn; jedes x ∈ Rm+n zerlegen wir in der
Form x = (x1, x2) mit x1 ∈ Rm, x2 ∈ Rn.

Lemma IX.3.1. Sei f ∈ T (Rm+n,R). Dann ist für jedes x1 ∈ Rm

f(x1, .) ∈ T (Rn,R). Die Funktion

g : Rm → R mit x1 7→
∫

Rn
f(x1, x2)dx2

ist aus T (Rm,R). Es gilt∫
Rm+n

f =

∫
Rm

g =

∫
Rm

(∫
Rn
f(x1, x2)dx2

)
dx1.

Beweis. Sei zunächst f = χI mit einem nicht leeren, beschränkten
Intervall I. Sei

I =≺ a, b �, a, b ∈ Rm+n,

I1 = {x ∈ Rm : ai ≺ xi ≺ bi, 1 ≤ i ≤ m},
I2 = {y ∈ Rn : am+j ≺ yj ≺ bm+j, 1 ≤ j ≤ n}.

Dann ist

χI(x1, x2) = χI1(x1) · χI2(x2).

Daher ist für jedes x1 ∈ Rm f(x1, .) ∈ T (Rn,R) und

g(x1) = χI1(x1)λn(I2)

sowie ∫
Rm

g = λn(I2)

∫
Rm

χI1

= λn(I2)λm(I1)

=
n∏
j=1

(bm+j − am+j)
m∏
i=1

(bi − ai)

= λm+n(I)

=

∫
Rm+n

f.

Hieraus folgt die Behauptung im allgemeinen Fall zusammen mit Satz
IX.2.6 (S. 12). �
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Lemma IX.3.2. Sei N ⊂ Rm+n eine Nullmenge. Dann ist für fast
alle x1 ∈ Rm die Menge

Nx1 = {x2 ∈ Rn : (x1, x2) ∈ N}
eine Nullmenge in Rn.

Beweis. Gemäß Satz IX.2.7(2) (S. 13) gibt es eine monoton wach-
sende Folge (fk)k∈N ⊂ T (Rm+n,R) von Treppenfunktionen, derart dass
(
∫

Rm+n fk)k∈N beschränkt ist und (fk(x))k∈N für alle x ∈ N divergiert.
Gemäß Lemma IX.3.1 wird für jedes k ∈ N durch

gk(x1) =

∫
Rn
fk(x1, x2)dx2 ∀x1 ∈ Rm

eine Treppenfunktion auf Rm definiert. Wie man sich leicht überzeugt,
ist die Folge (gk)k∈N ⊂ T (Rm,R) monoton wachsend. Aus Lemma
IX.3.1 folgt, dass (

∫
Rm gk)k∈N = (

∫
Rm+n fk)k∈N beschränkt ist. Wegen

Satz IX.2.7(1) (S. 13) konvergiert daher (gk)k∈N f.ü. in Rm. Sei x∗1 ∈
Rm so, dass (gk(x

∗
1))k∈N = (

∫
Rn f(x∗1, x2)dx2)k∈N konvergiert. Aus Satz

IX.2.7(1) (S. 13) folgt, dass (fk(x
∗
1, .))k∈N f.ü. auf Rn konvergiert. Da

aber (fk(x
∗
1, x2))k∈N für alle x2 ∈ Nx∗1

divergiert, folgt hieraus, dass Nx∗1
eine Nullmenge in Rn ist. �

Satz IX.3.3 (Satz von Fubini). Sei f ∈ L1(Rm+n,R). Dann ist
für fast jedes x1 ∈ Rm und fast jedes x2 ∈ Rn f(x1, ·) ∈ L1(Rn,R) und
f(·, x2) ∈ L1(Rm,R). Die Funktionen g : Rm → R und h : Rn → R mit

g(x1) =

∫
Rn
f(x1, x2)dx2 für fast jedes x1 ∈ Rm

h(x2) =

∫
Rm

f(x1, x2)dx1 für fast jedes x2 ∈ Rn

sind aus L1(Rm,R) bzw. L1(Rn,R). Es gilt∫
Rm+n

f =

∫
Rm

g

=

∫
Rm

(∫
Rn
f(x1, x2)dx2

)
dx1

=

∫
Rn
h

=

∫
Rn

(∫
Rm

f(x1, x2)dx1

)
dx2.

Beweis. 1. Schritt: Es genügt, die Behauptung für f(x1, ·) und
g zu zeigen, da dann der Rest durch Vertauschen der Rollen von Rm

und Rn folgt.
2. Schritt: Die Aussage gilt gemäß Lemma IX.3.1 für alle Treppen-
funktionen.
3. Schritt: Sei nun f ∈ Linc(Rm+n,R) und (fk)k∈N ⊂ T (Rm+n,R)
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eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, derart dass
(
∫

Rm+n fk)k∈N konvergiert und fk −→
k→∞

f f.ü. in Rm+n gilt. Für k ∈ N
sei

gk(x1) =

∫
Rn
fk(x1, x2)dx2 ∀x1 ∈ Rm.

Gemäß Lemma IX.3.1 ist gk wohldefiniert und aus T (Rm,R). Außerdem
ist (gk)k∈N monoton wachsend und

(

∫
Rm

gk)k∈N = (

∫
Rm+n

fk)k∈N

konvergent.
Gemäß Satz IX.2.7(1) (S. 13) konvergiert (gk)k∈N f.ü. in Rm. Sei N die
Menge aller x ∈ Rm+n, für die (fk(x))k∈N divergiert. Dann ist N eine
Nullmenge. Sei x∗1 ∈ Rm ein Punkt, für den (gk(x

∗
1))k∈N konvergiert und

Nx∗1
eine Nullmenge ist. Wegen Lemma IX.3.2 gilt dies für fast jedes x∗1

in Rm. Dann gilt

fk(x
∗
1, x2) −→

k→∞
f(x∗1, x2) f.ü. in Rm

und (∫
Rn
fk(x

∗
1, x2)dx2

)
k∈N

= (gk(x
∗
1))k∈N

konvergiert. Also existiert
∫

Rn f(x∗1, x2)dx2 und ist gleich lim
k→∞

gk(x
∗
1).

Mithin gilt gk −→
k→∞

g f.ü. in Rm und

lim
k→∞

∫
Rm

gk(x1)dx1 = lim
k→∞

∫
Rm+n

fk =

∫
Rm+n

f.

Also ist g ∈ Linc(Rm,R) und∫
Rm

g =

∫
Rm+n

f.

4. Schritt: Sei nun f = ϕ− ψ mit ϕ, ψ ∈ Linc(Rm+n,R). Dann folgt
die Behauptung aus dem dritten Schritt zusammen mit der Linearität
des Integrals. �

Beispiel IX.3.4. (1) Sei BR ⊂ R2 der abgeschlossene Kreis um
Null mit Radius R > 0. Da ∂BR eine Nullmenge in R2 ist (Übungs-
aufgabe), ist gemäß Satz IX.2.16(1) (S. 21) χBR ∈ L1(R2,R). Mit dem
Satz von Fubini folgt∫

R2

χBR =

∫ R

−R

(∫ √R2−x2
1

−
√
R2−x2

1

1dx2

)
dx1

= 2

∫ R

−R

√
R2 − x2

1dx1

= 2

∫ π

0

√
R2 −R2 cos2 ϕR sinϕdϕ x1 = R cosϕ
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= 2R2

∫ π

0

sin2 ϕdϕ

= πR2.

(2) Für σ ∈ R sei

sgn(σ) =


1 falls σ > 0,

0 falls σ = 0,

−1 falls σ < 0.

Sei f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) =

{
ex1+x2 sgn(x1 − x2) falls (x1, x2) ∈ [−1, 1]× [−1, 1],

0 sonst.

Da {x ∈ R2 : |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1 und x1 = x2} eine Nullmenge ist
(Übungsaufgabe), ist f ∈ L1(R2,R). Der Satz von Fubini liefert∫

R2

f =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1

ex1+x2 sgn(x1 − x2)dx2

)
dx1

=

∫ 1

−1

{∫ x1

−1

ex1+x2dx2 −
∫ 1

x1

ex1+x2dx2

}
dx1

=

∫ 1

−1

{e2x1 − ex1−1 − ex1+1 + e2x1}dx1

= [e2x1 − ex1−1 − ex1+1]x1=+1
x1=−1

= e2 − 1− e2 − (e−2 − e−2 − 1)

= 0.

Als nächstes untersuchen wir, wie sich das Lebesgue-Integral bei
Grenzprozessen verhält, d.h., wann Grenzprozesse mit der Integration
vertauscht werden können.

Lemma IX.3.5. Sei (fk)k∈N ⊂ Linc(Rn,R) eine monoton wachsende
Folge, derart dass (

∫
fk)k∈N beschränkt ist. Dann konvergiert fk fast

überall gegen eine Funktion f ∈ Linc. Es gilt∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

Beweis. Für k ∈ N sei (gkl)l∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit

gkl−→
l→∞

fk f.ü. und (

∫
gkl)l∈N ist beschränkt.

Dann ist insbesondere∫
fk = lim

l→∞

∫
gkl ∀k ∈ N.
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Sei
hm = max{gkl : 0 ≤ k, l ≤ m} ∀m ∈ N.

Dann ist (hm)m∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Weiter gilt

hm ≤ fm f.ü.

und damit ∫
hm ≤ sup

k∈N

∫
fk = K <∞ ∀m ∈ N.

Wegen Satz IX.2.7 (S. 13) konvergiert hm fast überall gegen eine Funk-
tion f ∈ Linc und ∫

f = lim
m→∞

∫
hm.

Konstruktionsgemäß gilt für m ∈ N
gml ≤ hl ∀l ≥ m

und somit
fm = lim

l→∞
gml ≤ lim

l→∞
hl = f f.ü.,

d.h.
Sm = {x ∈ Rn : fm(x) > f(x)}

ist eine Nullmenge. Daher ist

S =
⋃
m∈N

Sm

auch eine Nullmenge, d.h., es gilt fast überall

fm ≤ f ∀m ∈ N.
Also gilt fast überall

hm ≤ fm ≤ f ∀m ∈ N.
Wegen hm −→

m→∞
f f.ü. folgt fm −→

m→∞
f f.ü.. Ebenso folgt aus der Mono-

tonie des Integrals ∫
hm ≤

∫
fm ≤

∫
f ∀m ∈ N.

Wegen

∫
f = lim

m→∞

∫
hm folgt hieraus schließlich∫

f = lim
m→∞

∫
fm.

�

Lemma IX.3.6. Sei f ∈ L1. Dann gibt es zu jedem ε > 0 Funktionen
g, h ∈ Linc mit

(1) f = g − h,
(2) h ≥ 0,
(3)

∫
h < ε.
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Beweis. Konstruktionsgemäß gibt es Funktionen g1, h1 ∈ Linc mit
f = g1 − h1. Sei (ϕk)k∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge von

Treppenfunktionen mit ϕk −→
k→∞

h1 f.ü. und

∫
ϕk −→

k→∞

∫
h1. Sei ε > 0

beliebig. Dann gibt es ein kε ∈ N mit

0 ≤
∫
h1 −

∫
ϕkε < ε.

Dann ist h2 = h1 − ϕkε fast überall nicht negativ und aus Linc und
erfüllt

∫
h2 < ε. Ebenso ist g2 = g1−ϕkε aus Linc und f = g2− h2. Sei

schließlich h = h+
2 = max{h2, 0} und g = f + h. Wegen h2 ≥ 0 f.ü. gilt

g = g2 f.ü. und h = h2 f.ü.. Daher erfüllen g und h die Bedingungen
(1)–(3). �

Satz IX.3.7 (Satz von der monotonen Konvergenz). Sei
(fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) eine monotone Folge, derart dass die Folge der
Integrale (

∫
fk)k∈N beschränkt ist. Dann konvergiert fk f.ü. gegen eine

Funktion f ∈ L1(Rn,R) und∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

Beweis. O.E. ist (fk)k∈N monoton wachsend, sonst betrachte
(−fk)k∈N. O.E. ist fk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N∗, sonst betrachte (fk −
f0)k∈N. Definiere

g1 = f1, gk = fk − fk−1 ∀k ≥ 2.

Dann gilt
gk ≥ 0 f.ü. ∀k ∈ N∗

und

fk =
k∑
l=1

gl ∀k ∈ N.

Lemma IX.3.6 angewandt auf gk, k ∈ N∗, mit ε = 2−k liefert die Exis-
tenz von Funktionen ϕk, ψk ∈ Linc mit

gk = ϕk − ψk ∀k ∈ N∗

ψk ≥ 0 ∀k ∈ N∗

ϕk ≥ 0 ∀k ∈ N∗∫
ψk < 2−k ∀k ∈ N∗.

(Man beachte, dass ϕk ≥ 0 aus den entsprechenden Ungleichungen für
ψk und gk folgt.)
Definiere für k ∈ N∗.

uk =
k∑
l=1

ϕl ∈ Linc,
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vk =
k∑
l=1

ψl ∈ Linc.

Dann sind die Folgen (uk)k∈N∗ , (vk)k∈N∗ monoton wachsend und∫
vk ≤

k∑
l=1

2−l < 1, ∀k ∈ N∗

∫
uk =

k∑
l=1

∫
(gl + ψl)

=

∫
fk +

∫
vk

< 1 + sup
l∈N∗

∫
fl

<∞ ∀k ∈ N∗.

Gemäß Lemma IX.3.5 gibt es daher Funktionen u, v ∈ Linc mit

uk −→
k→∞

u f.ü.,

vk −→
k→∞

v f.ü.

und ∫
uk −→

k→∞

∫
u,∫

vk −→
k→∞

∫
v.

Sei f = u− v ∈ L1. Wegen

fk = uk − vk ∀k ∈ N∗

gilt dann

fk −→
k→∞

f f.ü. und

∫
fk −→

k→∞

∫
f.

�

Eine einfache, aber sehr wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:

Satz IX.3.8. Sei f ∈ L1(Rn,R) mit f ≥ 0 f.ü.. Gilt
∫
f = 0, so ist

f = 0 f.ü..

Beweis. Setze fk = kf , k ∈ N∗. Dann ist (fk)k∈N ⊂ L1 monoton
wachsend und

∫
fk = 0 für alle k ∈ N∗. Gemäß Satz IX.3.7 konvergiert

fk fast überall. (fk(x))k∈N kann aber nur konvergieren, wenn f(x) = 0
ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Eine weitere wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:
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Satz IX.3.9. Sei (Ik)k∈N eine Folge von Intervallen in Rn mit Ik ⊂
Ik+1 ∀k ∈ N. Sei I =

⋃
k∈N

Ik. Sei f ∈ L1(Ik,R) für alle k ∈ N und

(
∫
Ik
|f |)k∈N beschränkt. Dann ist f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
Ik

f.

Beweis. Sei zunächst f ≥ 0 f.ü.. Definiere fk = f · χIk . Dann ist
(fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) monoton wachsend, konvergiert f.ü. gegen f auf I
und (

∫
fk)k∈N ist beschränkt. Aus Satz IX.3.7 folgt f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
Ik

f.

Im allgemeinen Fall zerlegen wir f = f+ − f− mit

f+ = max{f, 0},
f− = max{−f, 0}.

Wegen ∫
Ik

f± ≤
∫
Ik

|f |

gilt dann f± ∈ L1(I,R) und

lim
k→∞

∫
Ik

f±k =

∫
I

f±

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearität des Inte-
grals. �

Als weitere Anwendung von Satz IX.3.7 beweisen wir eine Verallge-
meinerung der partiellen Integration von Satz VI.3.4 (S. 23, Analysis
II).

Satz IX.3.10. Sei a, b ∈ R, a < b, und f, g ∈ L1([a, b],R). Dann
existieren für alle x ∈ [a, b]

F (x) =

∫
[a,x]

f,

G(x) =

∫
[a,x]

g

und es gilt ∫
[a,b]

Fg +

∫
[a,b]

fG = F (b)G(b)− F (a)G(a).

Beweis. 1. Schritt: Wenn f, g auf [a, b] konstant sind, folgt die
Behauptung aus Satz IX.2.17 (S. 22) und Satz VI.3.4 (S. 23, Analysis
II).
2. Schritt: Wenn f, g Treppenfunktionen sind, können wir [a, b] in
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endlich viele disjunkte Intervalle, auf denen f und g konstant sind, zer-
legen. Die Behauptung folgt dann aus dem 1. Schritt und der Linearität
des Integrals.
3. Schritt: Seien f, g positive Funktionen in Linc und (fk)k∈N, (gk)k∈N
monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit

fk −→
k→∞

f f.ü.,

gk −→
k→∞

g f.ü.,∫
[a,b]

fk −→
k→∞

∫
[a,b]

f,∫
[a,b]

gk −→
k→∞

∫
[a,b]

g.

O.E. gilt fk ≥ 0 f.ü., gk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N, sonst gehen wir zu f+
k ,

g+
k über. Gemäß dem 2. Schritt existieren für alle x ∈ [a, b] und alle
k ∈ N

Fk(x) =

∫
[a,x]

fk,

Gk(x) =

∫
[a,x]

gk.

Die Folgen (Fk)k∈N, (Gk)k∈N sind monoton wachsend und erfüllen∫
[a,b]

Fkgk +

∫
[a,b]

fkGk = Fk(b)Gk(b)− Fk(a)Gk(a)

= (

∫
[a,b]

fk)(

∫
[a,b]

gk)

<∞ ∀k ∈ N.

Damit folgt die Behauptung aus Schritt 2 und Satz IX.3.7.
4. Schritt: Sind f, g ∈ L1, so können wir sie gemäß Lemma IX.3.6 als
Differenz positiver Funktion aus Linc darstellen, und die Behauptung
folgt aus Schritt 3 und der Linearität des Integrals. �

Ein anderer wichtiger Grenzwertsatz für Lebesgue-Integrale ist:

Satz IX.3.11 (Satz von Lebesgue über die majorisierte
Konvergenz). Sei (fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) mit fk −→

k→∞
f f.ü.. Es gebe

ein g ∈ L1(Rn,R) mit

|fk| ≤ g f.ü. ∀k ∈ N.

Dann ist f ∈ L1(Rn,R) und∫
f = lim

k→∞

∫
fk.
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Beweis. Für k ∈ N sei

lk(x) =

{
inf
m≥k

fm(x) falls (fl(x))l∈N konvergiert,

0 sonst.

uk(x) =

sup
m≥k

fm(x) falls (fl(x))l∈N konvergiert

0 sonst.

Wir wollen zeigen
lk, uk ∈ L1 ∀k ∈ N.

Seien dazu ϕ, ψ ∈ L1. Wegen

min{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ)− 1

2
|ϕ− ψ|

max{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ) +

1

2
|ϕ− ψ|

folgt aus Satz IX.2.14 (S. 19)

min{ϕ, ψ} ∈ L1, max{ϕ, ψ} ∈ L1.

Durch Induktion folgt hieraus, dass für alle k ∈ N und m ∈ N gilt

lkm = min{fk, fk+1, . . . , fk+m} ∈ L1

ukm = max{fk, fk+1, . . . , fk+m} ∈ L1.

Für festes k erhalten wir somit zwei monotone Folgen (lkm)m∈N und
(ukm)m∈N in L1, die fast überall gegen lk bzw. uk konvergieren. Wegen

|fm| ≤ g ∀m ∈ N f.ü.

gilt

|
∫
lkm| ≤

∫
g , |

∫
ukm| ≤

∫
g ∀k,m ∈ N.

Damit folgt aus Satz IX.3.7

lk, uk ∈ L1 ∀k ∈ N.
Die Folgen (lk)k∈N, (uk)k∈N sind monoton wachsend bzw. fallend, kon-
vergieren f.ü. gegen f und erfüllen

lk ≤ fk ≤ uk ∀k ∈ N
und somit

(∗)
∫
lk ≤

∫
fk ≤

∫
uk ∀k ∈ N.

Außerdem gilt für alle k ∈ N

|
∫
lk| = lim

m→∞
|
∫
lkm|

≤
∫
g



36 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERÄNDERLICHER

|
∫
uk| = lim

m→∞
|
∫
ukm|

≤
∫
g.

Damit folgt aus Satz IX.3.7 f ∈ L1 und∫
f = lim

k→∞

∫
lk = lim

k→∞

∫
uk.

Wegen (∗) folgt hieraus ∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

�

Eine einfache, aber wichtige Konsequenz von Satz IX.3.11 ist:

Satz IX.3.12 (Satz von Lebesgue über die beschränkte
Konvergenz). Sei I ⊂ Rn ein beschränktes Intervall und (fk)k∈N ⊂
L1(I,R) eine Folge mit fk −→

k→∞
f f.ü. in I. Es gebe ein K > 0 mit

|fk| ≤ K f.ü. in I ∀k ∈ N.
Dann ist f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
I

fk.

Beweis. Mit g = KχI folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 an-
gewandt auf die Folge (fkχI)k∈N. �

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

Satz IX.3.13 (Lemma von Fatou). Sei (fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) mit
fk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N und fk −→

k→∞
f f.ü.. Es gebe ein K > 0 mit∫

fk ≤ K ∀k ∈ N.

Dann ist f ∈ L1(Rn,R) und ∫
f ≤ K.

Beweis. Wie im Beweis von Satz IX.3.11 sei für k,m ∈ N
lkm = min{fk, fk+1, . . . , fk+m}
lk = inf

m≥k
fm.

Dann ist für festes k ∈ N (lkm)m∈N ⊂ L1(Rn,R) eine monoton fallende
Folge positiver Funktionen mit

0 ≤
∫
lkm ≤ K ∀k,m.
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Gemäß Satz IX.3.7 ist lk ∈ L1(Rn,R) für jedes k ∈ N und

0 ≤
∫
lk = lim

m→∞

∫
lkm ≤ K ∀k ∈ N.

Da die monoton wachsende Folge (lk)k∈N f.ü. gegen f konvergiert, folgt
damit die Behauptung aus Satz IX.3.7. �

Als eine Anwendung von Satz IX.3.12 beweisen wir den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (Satz VI.2.12 (S. 18, Analysis
II)) unter abgeschwächten Voraussetzungen.

Satz IX.3.14. Sei F ∈ C([a, b],R), a, b ∈ R, a < b, differenzierbar
und f = F ′ beschränkt. Dann ist f ∈ L1([a, b],R) und∫

[a,b]

f = F (b)− F (a).

Beweis. Sei K = sup
a≤x≤b

|f(x)| <∞. Definiere F̃ auf [a, b+1] durch

F̃ (x) =

{
F (x) für a ≤ x ≤ b,

F (b) + (x− b)f(b) für b < x ≤ b+ 1.

Dann ist F̃ ∈ C([a, b+ 1],R) auf [a, b+ 1] differenzierbar mit

|F̃ ′(x)| ≤ K ∀x ∈ [a, b+ 1].

Für k ∈ N∗ sei

fk(x) = k{F̃ (x+
1

k
)− F̃ (x)} ∀x ∈ [a, b].

Dann ist fk ∈ C([a, b],R) ⊂ L1([a, b],R) für alle k ∈ N∗ und

f(x) = lim
k→∞

fk(x) ∀x ∈ [a, b].

Wegen des Mittelwertsatzes gilt mit θ ∈ [0, 1]

|fk(x)| = |F̃ ′(x+ θ
1

k
)| ≤ K ∀k ∈ N∗, x ∈ [a, b].

Aus Satz IX.3.12 folgt f ∈ L1([a, b],R) und∫
[a,b]

f = lim
k→∞

∫
[a,b]

fk

= lim
k→∞

k

∫ b

a

[F̃ (x+
1

k
)− F̃ (x)]dx

= lim
k→∞

k
{∫ b+ 1

k

a+ 1
k

F̃ (y)dy −
∫ b

a

F̃ (x)dx
}

= lim
k→∞

k
{∫ b+ 1

k

b

F̃ (y)dy −
∫ a+ 1

k

a

F̃ (x)dx
}

= F (b)− F (a),
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wobei wir im letzten Schritt Satz VI.2.12 (S. 18, Analysis II) auf die

stetige Funktion F̃ angewandt haben. �

Als letzte Anwendung von Satz IX.3.11 beweisen wir den folgenden
Satz über das Vertauschen von Differentiation und Integration.

Satz IX.3.15. Seien a, b ∈ R, a < b, und f : (a, b)× Rn → R eine
Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(1) f(t, ·) ∈ L1(Rn,R) für alle t ∈ (a, b).
(2) f(·, x) ist differenzierbar für alle x ∈ Rn.
(3) Es gibt ein g ∈ L1(Rn,R) mit

| ∂
∂t
f(t, x)| ≤ g(x) ∀t ∈ (a, b), x ∈ Rn.

Dann ist ∂
∂t
f(t, ·) ∈ L1(Rn,R) für alle t ∈ (a, b) und∫

Rn

∂

∂t
f(t, x)dx =

d

dt

∫
Rn
f(t, x)dx.

Beweis. Definiere zur Abkürzung F : (a, b)→ R durch

F (t) =

∫
Rn
f(t, x)dx.

Sei t∗ ∈ (a, b) beliebig und (τk)k∈N ⊂ R∗ eine beliebige Nullfolge. Defi-
niere für k ∈ N die Funktion fk ∈ L1(Rn,R) durch

fk(x) =

{
1
τk

[f(t∗ + τk, x)− f(t∗, x)] falls t∗ + τk ∈ (a, b),

0 sonst.

Dann gilt

lim
k→∞

fk(x) =
∂

∂t
f(t∗, x) ∀x ∈ Rn.

Weiter gibt es ein k∗ ∈ N mit t∗ + τk ∈ (a, b) für alle k ≥ k∗. Aus dem
Mittelwertsatz folgt mit θ ∈ [0, 1]

|fk(x)| = |
∂

∂t
f(t∗ + θτk, x)| ≤ g(x) ∀x ∈ Rn, k ≥ k∗.

Also ist wegen Satz IX.3.11 ∂
∂t
f(t∗, ·) ∈ L1(Rn,R) und∫

Rn

∂

∂t
f(t∗, x)dx = lim

k→∞

∫
Rn
fk(x)dx

= lim
k→∞

1

τk
[F (t∗ + τk)− F (t∗)].

Da τk beliebig war, folgt, dass F an der Stelle t∗ differenzierbar ist mit

d

dt

∫
Rn
f(t∗, x)dx =

d

dt
F (t∗)

=

∫
Rn

∂

∂t
f(t∗, x)dx.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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IX.4. Messbare Funktionen und Mengen

Definition IX.4.1. (1) Seien f : Rn → R und g : Rn → R+ zwei
Funktionen. Dann ist die Funktion f |g : Rn → R definiert durch (vgl.
Abb. IX.4.1)

f |g = max{−g,min{f, g}}
= min{g,max{f,−g}}

=


−g(x) falls f(x) < −g(x),
f(x) falls − g(x) ≤ f(x) ≤ g(x),

g(x) falls f(x) > g(x).

(2) Eine Funktion f : Rn → R heißt messbar, wenn die Funktion
f |g ∈ L1(Rn,R) ist für jedes g ∈ L1(Rn,R+).
(3) Die Menge der messbaren Funktionen auf Rn mit Werten in R
bezeichnen wir mit M(Rn,R).

-
x

6y

g

−g

f

Abbildung IX.4.1. Funktion f |g, g = 1

Satz IX.4.2. L1(Rn,R) ⊂M(Rn,R).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz IX.2.14 (S. 19), Definition
IX.4.1 und den Darstellungen

max{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ) +

1

2
|ϕ− ψ|,

min{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ)− 1

2
|ϕ− ψ|

für beliebige Funktionen ϕ, ψ. �

Der folgende Satz gibt eine für die Praxis leichter handhabbare
Charakterisierung messbarer Funktionen.
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Satz IX.4.3. Sei f : Rn → R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1) f ∈M(Rn,R).
(2) f |g ∈ L1(Rn,R) ∀g ∈ T (Rn,R+).
(3) f |KχI ∈ L1(Rn,R) für alle K ∈ R+ und alle beschränkten

Intervalle I.

Beweis. (1) =⇒ (2) : Folgt direkt aus Definition IX.4.1.
(2) =⇒ (3) : Ist offensichtlich.
(3) =⇒ (2) : Sei g ∈ T (Rn,R+). Dann gibt es ein K ∈ R+ und ein
beschränktes Intervall I mit g ≤ KχI . Dann ist nach Voraussetzung

f̃ = f |KχI ∈ L1(Rn,R). Hieraus folgt

f |g = f̃ |g ∈ L1(Rn,R).

(2) =⇒ (1) : Sei g ∈ L1(Rn,R+). Dann gibt es eine Folge (gk)k∈N ⊂
T (Rn,R+) mit gk −→

k→∞
g f.ü.. Definiere für k ∈ N

f̃k = f |gk ∈ L1(Rn,R)

fk = f̃k|g ∈ L1(Rn,R).

Dann gilt fk −→
k→∞

f |g f.ü. und

|fk| ≤ g ∈ L1(Rn,R+) ∀k ∈ N.

Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 (S. 34). �

Satz IX.4.4. (1) C(Rn,R) ⊂M(Rn,R).
(2) Seien f, g ∈M(Rn,R) und α, β ∈ R. Dann gilt

αf + βg, |f |, f+, f−,max{f, g},min{f, g} ∈M(Rn,R).

(3) Sei (fk)k∈N ⊂M(Rn,R) mit fk −→
k→∞

f f.ü.. Dann ist f ∈M(Rn,R).

Beweis. ad (1): Ist f ∈ C(Rn,R) und I ein beschränktes Inter-
vall, so ist gemäß Satz IX.2.16 (S. 21) f · χI ∈ L1(Rn,R) und damit
f |KχI = (f · χI)|KχI ∈ L1(Rn,R) für jedes K ∈ R+.
ad (2): Sei ϕ ∈ T (Rn,R+). Dann ist

(|f |)|ϕ = |(f |ϕ)| ∈ L1(Rn,R+).

Also ist |f | ∈M(Rn,R). Für k ∈ N sei

fk = f |(kϕ) , gk = g|(kϕ).

O.E. ist ϕ > 0 f.ü.. Dann gilt fk −→
k→∞

f f.ü. und gk −→
k→∞

g f.ü. und somit

(αfk + βgk)|ϕ −→
k→∞

(αf + βg)|ϕ f.ü..

Wegen

|(αfk + βgk)|ϕ| ≤ ϕ ∀k ∈ N
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folgt hieraus und aus Satz IX.3.11 (S. 34) αf + βg ∈ M(Rn,R). Die
anderen Behauptungen folgen aus dem soeben Bewiesenen und den
Beziehungen

f+ =
1

2
(|f |+ f)

f− =
1

2
(|f | − f)

max{f, g} =
1

2
(f + g) +

1

2
|f − g|

min{f, g} =
1

2
(f + g)− 1

2
|f − g|.

ad (3): Sei g ∈ L1(Rn,R+) und f̃k = fk|g ∈ L1(Rn,R) für alle k ∈ N.
Dann gilt

f̃k −→
k→∞

f |g f.ü.

und

|f̃k| ≤ g ∀k ∈ N.

Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 (S. 34). �

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Messbarkeit
und Integrierbarkeit einer Funktion her.

Satz IX.4.5. (1) Sei f ∈M(Rn,R) und g ∈ L1(Rn,R+) mit |f | ≤ g
f.ü.. Dann ist f ∈ L1(Rn,R).
(2) Sei f ∈M(Rn,R) und |f | ∈ L1(Rn,R). Dann ist f ∈ L1(Rn,R).

Beweis. ad (1): Wegen |f | ≤ g f.ü. ist f |g = f f.ü.. Hieraus folgt
die Behauptung.
ad (2): Folgt aus Teil (1) mit g = |f |. �

Der folgende Satz ist eine teilweise Umkehrung des Satzes von Fu-
bini und ist für die praktische Rechnung sehr wichtig.

Satz IX.4.6 (Satz von Tonelli). Seien k, l ∈ N∗ und f ∈
M(Rk+l,R). Weiter existiere mindestens eines der Integrale

(1)

∫
Rk

(∫
Rl
|f(x1, x2)|dx2

)
dx1

oder

(2)

∫
Rl

(∫
Rk
|f(x1, x2)|dx1

)
dx2.

Dann ist f ∈ L1(Rk+l,R) und∫
Rk+l

f =

∫
Rk

(∫
Rl
f(x1, x2)dx2

)
dx1
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=

∫
Rl

(∫
Rk
f(x1, x2)dx1

)
dx2.

Beweis. Seien In = B‖·‖∞(0, n) und

gn = (|f |)|nχIn , n ∈ N∗.

Dann ist gn eine monoton wachsende Folge in L1(Rk+l,R), die fast
überall gegen |f | konvergiert. Wegen Satz IX.3.3 (S. 27) ist∫

Rk+l
gn =

∫
Rk

(∫
Rl
gn(x1, x2)dx2

)
dx1

=

∫
Rl

(∫
Rk
gn(x1, x2)dx1

)
dx2 ∀n ∈ N∗.

Daher ist (
∫

Rk+l gn)n∈N durch eines der Integrale (1) oder (2) beschränkt.

Wegen Satz IX.3.7 (S. 31) ist daher |f | ∈ L1(Rk+l,R). Damit folgt die
Behauptung aus Satz IX.4.5 (2) und Satz IX.3.3. �

Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Menge.

Definition IX.4.7. Eine Teilmenge X ⊂ Rn heißt messbar, wenn
ihre charakteristische Funktion χX messbar ist. Ist χX sogar integrier-
bar, so definieren wir das n-dimensionale Lebesgue-Maß von X
durch

λn(X) =

∫
χX .

Ist χX messbar, aber nicht integrierbar, so definieren wir

λn(X) = +∞.
Die Menge der messbaren Mengen bezeichnen wir mitMn.

Satz IX.4.8. Es gelten folgende Eigenschaften messbarer Mengen:

(1) Sind X, Y ∈Mn, so gilt

X ∪ Y, X ∩ Y, X\Y, X∆Y ∈Mn.

Weiter gilt
(a) λn(X) = 0 ⇐⇒ X ist Nullmenge.
(b) X ⊂ Y =⇒ λn(X) ≤ λn(Y ). (Monotonie)
(c) λn(X ∪ Y ) + λn(X ∩ Y ) = λn(X) + λn(Y ).

(2) Ist (Xk)k∈N ⊂ Mn mit Xk ⊂ Xk+1 für alle k ∈ N und X =⋃
k∈N

Xk, so ist X ∈Mn und

λn(X) = lim
k→∞

λn(Xk).

(3) Ist (Xk)k∈N ⊂Mn, so ist X =
⋃
k∈N

Xk ∈Mn und

λn(X) ≤
∑
k∈N

λn(Xk).
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Sind zusätzlich die Mengen Xk paarweise disjunkt, so ist

λn(X) =
∑
k∈N

λn(Xk).

Beweis. ad (1): Der erste Teil der Aussage folgt aus Satz IX.4.4
und den Beziehungen

χX∪Y = max{χX , χY },
χX∩Y = min{χX , χY },
χX\Y = (χX − χY )+,

χX∆Y = |χX − χY |.
Aussage (a) folgt aus der Definition von Maß und Integral (

”
⇐=“) bzw.

aus Satz IX.3.8 (S. 32) (
”
=⇒“).

Aussage (b) folgt aus der Beziehung

χX ≤ χY ⇐⇒ X ⊂ Y

und der Monotonie des Integrals.
Aussage (c) schließlich folgt aus der Beziehung

χX∪Y + χX∩Y = χX + χY

und der Linearität des Integrals.
ad (2): Folgt aus Satz IX.4.4 angewandt auf die monoton wachsende
Folge (χXk)k∈N.
ad (3): Folgt aus Teil (2) angewandt auf die Mengen

Yk =
k⋃
l=0

Xl ∀k ∈ N

und aus Aussage (c) von Teil (1). �

Bemerkung IX.4.9. Seien X 6= ∅ eine beliebige Menge. A ⊂ P(X)
und µ : A → R+ ∪ {+∞} eine Funktion. A heißt σ-Algebra, wenn
gilt:

S1: ∅, X ∈ A,
S2: A ∈ A ⇐⇒ X\A ∈ A,

S3: (Ak)k∈N ⊂ A =⇒
⋃
k∈N

Ak ∈ A.

µ heißt ein Maß, wenn A eine σ-Algebra ist und wenn gilt

M1: µ(∅) = 0,

M2: (Ak)k∈N ⊂ A paarweise disjunkt ⇒ µ(
⋃
k∈N

Ak) =
∑
k∈N

µ(Ak).

Ein Tripel (X,A, µ) mit diesen Eigenschaften heißt Maßraum. Satz
IX.4.8 zeigt, dass (Rn,Mn, λn) ein Maßraum ist.

Der folgende Satz zeigt, dass eine große Klasse von Mengen messbar
sind.
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Satz IX.4.10. (1) Sei O ⊂ Rn, O 6= ∅ offen. Dann ist O in Mn.
(2) Sei A ⊂ Rn, A 6= ∅, abgeschlossen. Dann ist A ∈Mn.
(3) Sei K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt. Dann ist K ∈ Mn und λn(K) <
+∞.

Beweis. ad (1): Sei {qk}k∈N eine Abzählung von O ∩ Qn. Für
k, l ∈ N sei

Ikl = B‖·‖∞(qk, 2
−l) ∈Mn.

Wegen Satz IX.4.8 (3) ist dann für jedes l ∈ N

Il =
⋃
{Ikl : Ikl ⊂ O} ∈ Mn.

Offensichtlich ist
⋃
l∈N

Il ⊂ O. Sei nun x ∈ O. Dann gibt es ein ε > 0 mit

B‖·‖∞(x, ε) ⊂ O.

Sei l ∈ N mit 2−l+1 < ε. Da Q in R und damit Qn in Rn dicht ist, gibt
es ein k ∈ N mit

‖x− qk‖∞ < 2−l,

d.h. x ∈ Ikl. Für y ∈ B‖·‖∞(qk, 2
−l) gilt weiter

‖y − x‖∞ ≤ ‖y − qk‖∞ + ‖qk − x‖∞ ≤ 2 · 2−l < ε.

Also ist Ikl ⊂ O und damit x ∈ Il. Dies zeigt O =
⋃
l∈N

Il. Damit folgt

die Behauptung aus Satz IX.4.8 (3).
ad (2): Gemäß Teil (1) sind Ac und Rn messbar. Wegen A = (Ac)c =
Rn\Ac folgt damit die Behauptung aus Satz IX.4.8.
ad (3): Gemäß Teil (2) ist K ∈ Mn Gemäß Satz III.4.3 (S. 82, Ana-

lysis I) gibt es ein R > 0 mit B‖·‖∞(0, R) ⊃ K. Aus Satz IX.4.8 folgt

λn(K) ≤ λn(B‖·‖∞(0, R)) = (2R)n.

�

Beispiel IX.4.11. Wir wollen eine nicht messbare Teilmenge von
R konstruieren. Dazu definieren wir

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.
Wie man leicht nachprüft ist ∼ eine Äquivalenzrelation. Bezeichne mit
[x] die zu x gehörige Äquivalenzklasse. Für jedes x ∈ (0, 1) wähle einen
Repräsentanten aus [x] ∩ (0, 1) aus. Die Menge aller so ausgewählten
Elemente von (0, 1) bezeichne mit M .
Sei x ∈ (0, 1). Dann gibt es ein y ∈ M mit x ∼ y. Also existiert ein
q ∈ Q mit x− y = q und |q| < 1. Daher ist

(∗) (0, 1) ⊂
⋃

q∈Q∩(−1,1)

(M + q) ⊂ (−1, 2)

mit
M + q = {x+ q : x ∈M}.
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Seien nun q, r ∈ Q und x ∈ (M + q) ∩ (M + r). Dann folgt

x = y + q = z + r

mit y, z ∈ M . Also ist y − z = r − q ∈ Q und damit y = z und daher
r = q. Also sind die Mengen M + q für verschiedene q disjunkt.
Wir nehmen an, M wäre messbar. Dann ist λ1(M + q) = λ1(M) für
alle q ∈ Q. Wäre λ1(M) 6= 0, so folgte aus (∗) λ1((−1, 2)) = +∞. Wäre
λ1(M) = 0, so folgte dagegen aus (∗) λ1((0, 1)) = 0. Wir erhalten also
in jedem Fall einen Widerspruch.
χM ist ein Beispiel für eine nicht-messbare Funktion.

Zum Abschluss gehen wir noch auf den Zusammenhang zwischen
messbaren Mengen und Funktionen näher ein.

Satz IX.4.12. Es ist f ∈ M(Rn,R) genau dann, wenn für jedes
c ∈ R die Menge

Ac = {x ∈ Rn : f(x) ≥ c}
messbar ist.

Beweis.
”
=⇒“: Definiere für c ∈ R und k ∈ N∗

fk(x) = k[min{f(x), c} −min{f(x), c− 1

k
}] ∀x ∈ Rn.

Dann ist fk ∈ M(Rn,R) für alle k ∈ N∗, c ∈ R. Sei x ∈ Rn und
f(x) ≥ c. Dann ist fk(x) = 1 für alle k ∈ N∗. Ist dagegen f(x) < c, so
gibt es ein k∗ ∈ N mit f(x) ≤ c− 1

k ∗. Für k ≥ k∗ folgt fk(x) = 0. Also
gilt fk −→

k→∞
χAc . Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.4.4 (3).

”
⇐=“: Aus Satz IX.4.8 folgt, dass für alle c, d ∈ R mit c < d die Menge

Zc,d = {x ∈ Rn : c ≤ f(x) < d}
messbar ist. Dann ist für k ∈ N∗

fk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χZ

−k+ l
k
,−k+ l+1

k

aus M(Rn,R). Wie man leicht nachprüft, gilt fk
pkt−→
k→∞

f . Damit folgt die

Behauptung aus Satz IX.4.4 (3). �

Das folgende Resultat ist für die Praxis besonders wichtig.

Satz IX.4.13. Seien f, g ∈ M(Rn,R) und h ∈ C(R2,R). Dann ist
F : Rn → R mit x 7→ h(f(x), g(x)) messbar. Insbesondere ist f · g ∈
M(Rn,R).

Beweis. Wie im Beweis von Satz IX.4.12 sei für k ∈ N∗

fk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χ{x∈Rn:−k+ l

k
≤f(x)<−k+ l+1

k
}
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gk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χ{x∈Rn:−k+ l

k
≤g(x)<−k+ l+1

k
}.

Definiere Fk : Rn → R durch

Fk(x) = h(fk(x), gk(x)).

Dann ist

Fk =
2k2−1∑
i,j=0

h(−k+
i

k
,−k+

j

k
)χ{x∈Rn:−k+ i

k
≤f(x)<−k+ i+1

k
,−k+ j

k
≤g(x)<−k+ j+1

k
}

wegen Satz IX.4.12 und Satz IX.4.4 messbar für jedes k ∈ N∗. Wegen
fk −→

k→∞
f , gk −→

k→∞
g und h ∈ C(R2,R) folgt Fk −→

k→∞
F . Damit folgt die

Behauptung aus Satz IX.4.4 (3). �

IX.5. Der Transformationssatz

Wir erinnern an die Substitutionsregel Satz VI.3.1 (S. 21, Analysis
II). Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ C(I,R), [a, b] ⊂ R, a < b
und ϕ ∈ C1([a, b],R) mit ϕ([a, b]) ⊂ I. Dann ist∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy.

Setzen wir zusätzlich ϕ′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b) voraus, so sind zwei
Fälle möglich:
Fall 1: ϕ′(x) > 0 für alle x ∈ (a, b). Dann ist∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy =

∫
ϕ([a,b])

fdy.

Fall 2: ϕ′(x) < 0 für alle x ∈ (a, b). Dann ist∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy = −
∫
ϕ([a,b])

fdy.

Also können wir die Substitutionsregel unter der Annahme ϕ′(x) 6= 0
für alle x ∈ (a, b) in der Form schreiben∫

[a,b]

f ◦ ϕ|ϕ′|dx =

∫
ϕ([a,b])

fdy.

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Analogon dieser Formel für C1-Dif-
feomorphismen auf Rn zu beweisen. Dabei wird |ϕ′| durch | detDϕ|
ersetzt werden.

Im Folgenden versehen wir den Rn stets mit der kanonischen Basis
und identifizieren so lineare Abbildungen mit Matrizen. Wenn wir die
Norm ‖ · ‖L(Rn,Rn) benützen, setzen wir stets voraus, dass Rn mit der
Maximum-Norm versehen ist.
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Zur Erinnerung: In diesem Fall gilt

‖A‖L(Rn,Rn) = max
‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|Aij|.

Wir bereiten den Transformationssatz mit einer Reihe von Sätzen
vor.

Satz IX.5.1. Seien U ⊂ Rn offen, U 6= ∅, ϕ ∈ C(U,Rn) und I ⊂ U
ein beschränktes Intervall. Dann ist ϕ(I) messbar und λn(ϕ(I)) <∞.

Beweis. Sei I =≺ a, b � mit a, b ∈ Rn. Für 1 ≤ l ≤ n und k ∈ N∗

sei

Ikl =


[al, bl] falls ≺ al, bl �= [al, bl]

[al +
1
k
, bl] falls ≺ al, bl �= (al, bl]

[al, bl − 1
k
] falls ≺ al, bl �= [ah, bl)

[al +
1
k
, bl − 1

k
] falls ≺ al, bl �= (al, bl)

und Ik = Ik1 × . . .× Ikn. Dann ist jedes Ik kompakt und Ik ⊂ Ik+1 für

alle k ∈ N und I =
⋃
k∈N∗

Ik. Daher ist ϕ(Ik) für jedes k ∈ N kompakt

und damit messbar und ϕ(Ik) ⊂ ϕ(Ik+1) für alle k ∈ N∗ und ϕ(I) =⋃
k∈N∗

ϕ(Ik). Wegen Satz IX.4.8 (S. 42) ist somit ϕ(I) messbar. Da ϕ(I) ⊂

ϕ(I) und ϕ(I) kompakt ist, ist λn(ϕ(I)) <∞. �

Im folgenden Satz benützen wir zwei spezielle Arten von Matrizen:

Typ P : Für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, geht P(ij) aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschen der Zeilen i und j hervor. Die entsprechen-
de lineare Abbildung ist eine Spiegelung an der Hyperebene
xi = xj.

Typ S: Für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j und t ∈ R, geht S(ij)(t) aus der
Einheitsmatrix hervor, indem das t-fache der i-ten Zeile zur
j-ten Zeile addiert wird. Die zugehörige lineare Abbildung ist
eine Scherung in der (i, j)-Ebene parallel zur j-Achse.

Die Matrizen der Typen P und S sind invertierbar. Wie man leicht
nachrechnet, gilt

(P(ij))
−1 = P(ij),

(S(ij)(t))
−1 = S(ij)(−t).

Die Multiplikation einer Matrix von links bzw. rechts mit einer Matrix
P(ij) oder S(ij)(t) entspricht dem Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
bzw. Spalte oder der Addition des t-fachens der i-ten Zeile bzw. Spalte
zur j-ten Zeile bzw. Spalte.

Satz IX.5.2. Sei L ∈ GL(Rn). Dann gibt es eine Diagonalmatrix
D mit nicht verschwindenden Diagonalelementen und Matrizen A, B,
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die Produkte von Matrizen der Typen P und S sind, mit

L = ADB.

Beweis. Wir führen folgenden Algorithmus aus, der eine Modifi-
kation des Gaußschen Eliminationsverfahrens ist:

(0) Setze i = 1, L(0) = L.
(1) Bestimme ji mit i ≤ ji ≤ n und

|L(i−1)
jii
| = max

i≤k≤n
|L(i−1)

ki |.

(2) Vertausche die Zeilen i und ji:

P (i) = P(i,ji), L̃
(i−1) = P (i)L(i−1).

(3) Eliminiere die Elemente unterhalb der Diagonalen in der i-ten
Spalte und rechts von der Diagonalen in der i-ten Zeile:

A(i) = S(ni)

(
−L̃

(i−1)
ni

L̃
(i−1)
ii

)
· . . . · S(i+1i)

(
−
L̃

(i−1)
i+1i

L̃
(i−1)
ii

)
B(i) = S(ii+1)

(
−
L̃

(i−1)
ii+1

L̃
(i−1)
ii

)
· . . . · S(in)

(
−L̃

(i−1)
in

L̃
(i−1)
ii

)
L(i) = A(i)L̃(i−1)B(i).

(4) Falls i = n− 1 ist, stop. Sonst erhöhe i um 1 und gehe nach 1
zurück.

Dann ist
D = L(n−1)

die gesuchte Diagonalmatrix und

A−1 = A(n−1)P (n−1)A(n−2)P (n−2) . . . A(1)P (1)

B−1 = B(1)B(2) . . . B(n−1).

Man beachte, dass wegen L ∈ GL(Rn) für 1 ≤ i ≤ n− 1 gilt

max
i≤k≤n

|L(i−1)
ki | > 0.

�

Satz IX.5.3. Seien a ∈ Rn, L ∈ GL(Rn), ϕ(x) = a + Lx für alle
x ∈ Rn und I ein beschränktes Intervall. Dann ist

λn(ϕ(I)) = | detL|λn(I).

Beweis. Wegen Satz IX.5.2 ist ϕ die Komposition einer Transla-
tion x 7→ a + x, einer linearen Abbildung mit Diagonalmatrix und
endlich vieler linearer Abbildungen vom Typ P und S. Da detL das
Produkt der Determinanten der entsprechenden Matrizen ist, reicht es,
die Aussage für diese elementaren Abbildungen zu beweisen. Sei dazu
I =≺ u, v � mit u, v ∈ Rn.



IX.5. DER TRANSFORMATIONSSATZ 49

1. Schritt: Betrachte die Translation τ : x 7→ x + a. Dann ist
τ(I) =≺ u+ a, v + a � und

λn(τ(I)) =
n∏
i=1

(vi − ui)

= λn(I)

= | det Id|λn(I).
2. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung δ : x 7→ Dx mit einer
Diagonalmatrix D = diag(d1, . . . , dn) und di ∈ R∗, 1 ≤ i ≤ n. Dann ist

δ(I) =
n∏
k=1

≺ min{dkuk, dkvk},max{dkuk, dkvk} �

und

λn(δ(I)) =
n∏
k=1

|dkvk − dkuk|

= |
n∏
k=1

dk|λn(I)

= | detD|λn(I).
3. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung ρ : x 7→ P(ij)x mit 1 ≤
i, j ≤ n und i 6= j. Dann ist O.E. i < j und

ρ(I) =≺ u1, v1 � × . . .× ≺ ui−1, vi−1 � × ≺ uj, vj � ×
× ≺ ui+1, vi+1 � × . . .× ≺ uj−1, vj−1 � × ≺ ui, vi � ×
× ≺ uj+1, vj+1 � × . . .× ≺ un, vn �

und daher

λn(ρ(I)) = λn(I)

= | detPij|λn(I).

4. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung σ : x 7→ S(ij)(t)x mit
1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, t ∈ R. Aus Satz IX.5.1 und Satz IX.3.3 (S. 27) folgt

λn(σ(I)) =

∫
Rn
χσ(I)

=

∫
Rn−1

[

∫
R
χσ(I)dxj]dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn

=

∫
Rn−1

χ≺u1,v1�×...×≺uj−1,vj−1�×≺uj+1,vj+1�×...×≺un,vn�

[

∫
R
χ≺uj+txi,vj+txi�dxj]dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn

= λn(I)
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= | detS(ij)(t)|λn(I).

�

Satz IX.5.4. Seien a ∈ Rn, L ∈ GL(Rn), ϕ(x) = a + Lx für alle
x ∈ Rn und f ∈ L1(Rn,R). Dann ist f ◦ ϕ−1 ∈ L1(Rn,R) und∫

f ◦ ϕ−1 = | detL|
∫
f.

Beweis. 1. Schritt: Sei I ein beschränktes Intervall und f = χI .
Dann ist f ◦ϕ−1 = χϕ(I). Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.5.3.
2. Schritt: Sei f ∈ T (Rn,R). Dann folgt die Behauptung aus dem 1.
Schritt und der Linearität des Integrals.
3. Schritt: Sei N eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ϕ(N) ebenfalls
eine Nullmenge ist.
Gemäß Satz IX.2.7(2) (S. 13) gibt es eine monoton wachsende Folge
(fk)k∈N ⊂ T (Rn,R), derart dass (fk)k∈N auf N divergiert und (

∫
fk)k∈N

beschränkt ist. Wegen Schritt 2 ist (fk ◦ϕ−1)k∈N ⊂ L1(Rn,R) monoton
wachsend, auf ϕ(N) divergent und (

∫
fk ◦ ϕ−1)k∈N = (| detL|

∫
fk)k∈N

beschränkt. Aus Satz IX.3.7 (S. 31) folgt, dass (fk ◦ ϕ−1)k∈N f.ü. kon-
vergiert. Daher ist ϕ(N) eine Nullmenge.
4. Schritt: Sei f ∈ Linc und (fk)k∈N ⊂ T (Rn,R) eine monoton wach-
sende Folge mit (

∫
fk)k∈N beschränkt, die f.ü. gegen f konvergiert. We-

gen Schritt 2 und 3 konvergiert (fk ◦ ϕ−1)k∈N ⊂ L1(Rn,R) f.ü. gegen
f◦ϕ−1, ist monoton wachsend und erfüllt, (

∫
fk◦ϕ−1)k∈N ist beschränkt.

Aus Satz IX.3.7 (S. 31) folgt die Behauptung für f .
5. Schritt: Sei f ∈ L1(Rn,R). Dann folgt die Behauptung aus dem
4. Schritt und der Linearität des Integrals. �

Satz IX.5.5. Seien U, V ⊂ Rn offene, nicht leere Teilmengen, ϕ :
U → V ein C1-Diffeomorphismus von U auf V und I ⊂ Rn ein be-

schränktes Intervall mit
◦
I 6= ∅ und I ⊂ U . Dann ist

λn(ϕ(I)) =

∫
I

| detDϕ(x)|dx.

Beweis. Sei I =≺ u, v � mit u, v ∈ Rn. Definiere

K0 = max{1, λn(I)},
Lmax = max

1≤k≤n
|vk − uk|

Lmin = min
1≤k≤n

|vk − uk| > 0.

Da I kompakt ist und (Dϕ)−1 und det(Dϕ) auf I stetig sind, existieren

K1 = max{1,max
x∈I
‖(Dϕ(x))−1‖L(Rn,Rn)}

K2 = max{1,max
x∈I
| det(Dϕ(x))|}.
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Sei 0 < ε < 1 beliebig. Da Dϕ und detDϕ auf I gleichmäßig stetig
sind, gibt es ein δ > 0 mit

| det(Dϕ(x))− det(Dϕ(y))| < ε

2K0

‖Dϕ(x)−Dϕ(y)‖L(Rn,Rn) < ε
Lmin

LmaxK0K1K2n2n

für alle x, y ∈ I mit ‖x− y‖∞ < δ. Sei k ∈ N so, dass

2−kLmax < δ

ist. Durch sukzessives Halbieren der Kanten können wir I in 2nk dis-
junkte Intervalle Il, 1 ≤ l ≤ 2nk, mit maximaler Kantenlänge 2−kLmax

und minimaler Kantenlänge 2−kLmin unterteilen. Dann sind die ϕ(Il)

paarweise disjunkt und ϕ(I) =
⋃2nk

l=1 ϕ(Il). Damit folgt∣∣∣λn(ϕ(I))−
∫
I

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣

=
∣∣∣ 2nk∑
l=1

{λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx}
∣∣∣

≤
2nk∑
l=1

∣∣∣λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣.

(1)

Sei 1 ≤ l ≤ 2nk beliebig. Dann ist Il =≺ ũ, ṽ �. Definiere

z =
1

2
(ũ+ ṽ)

ψ(x) = ϕ(z) +Dϕ(z)(x− z) ∀x ∈ Rn

ρ = ψ−1 ◦ ϕ.

Mit Satz IX.5.3 angewandt auf ψ−1 und ϕ(Il) folgt∣∣∣λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣

≤
∣∣∣∫
Il

{| detDϕ(x)| − | detDϕ(z)|}dx
∣∣∣

+
∣∣∣λn(Il)| detDϕ(z)| − λn(ϕ(Il))

∣∣∣
≤
∫
Il

| detDϕ(x)− detDϕ(z)|dx

+K2

∣∣∣λn(Il)− | detDϕ(z)|−1λn(ϕ(Il))︸ ︷︷ ︸
=λn(ρ(Il))

∣∣∣
≤ ε

2K0

λn(Il) +K2|λn(Il)− λn(ρ(Il))|.

(2)
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Sei x ∈ Il. Dann gilt wegen ρ(z) = z

‖ρ(x)− x‖∞
= ‖ρ(x)− ρ(z)− (x− z)‖∞

= ‖
∫ 1

0

[Dρ(z + t(x− z))− I](x− z)dt‖∞

≤
∫ 1

0

‖(Dϕ(z))−1‖L(Rn,Rn)‖Dϕ(z + t(x− z))−Dϕ(z)‖L(Rn,Rn)

‖x− z‖∞dt

≤ K1ε
Lmin

LmaxK0K1K2n2n
Lmax2

−k−1

= ε
Lmin

K0K2n2n+1
2−k

=: η.

(3)

Da ρ ein Homöomorphismus ist, ist ρ(Il) zusammenhängend und

ρ(
◦
Il) =

◦︷︸︸︷
ρ(Il) , ρ(I l) = ρ(Il) , ρ(∂Il) = ∂(ρ(Il)).

Hieraus folgt mit Gleichung (3)

≺ u+ ηe, v − ηe �⊂ ρ(Il) ⊂≺ u− ηe, v + ηe �,
wobei e = (1, . . . , 1) ∈ Rn ist. Damit folgt

λn(ρ(Il))− λn(Il) ≤
n∏
i=1

(vi − ui + 2η)−
n∏
i=1

(vi − ui)

= λn(Il)
{ n∏
i=1

(1 +
2η

vi − ui
)− 1

}
≤ λn(Il)

{
(1 +

2η

Lmin2−k
)n − 1

}
= λn(Il)

{
(1 +

ε

K0K2n2n
)n − 1

}
≤ λn(Il)

ε

K0K2n2n
n2n−1

= λn(Il)
ε

2K0K2

und

λn(Il)− λn(ρ(Il)) ≤
n∏
i=1

(vi − ui)−
n∏
i=1

(vi − ui − 2η)

= λn(Il)
{

1−
n∏
i=1

(1− 2η

vi − ui
)
}



IX.5. DER TRANSFORMATIONSSATZ 53

≤ λn(Il)
{

1− (1− 2η

2−kLmin

)n
}

= λn(Il)
{

1− (1− ε

K0K2n2n
)n
}

≤ λn(Il)
ε

K0K2n2n
n

≤ λn(Il)
ε

2K0K2

also

|λn(ρ(Il))− λn(Il)| ≤ λn(Il)
ε

2K0K2

.(4)

Aus den Gleichungen (1), (2) und (4) folgt schließlich∣∣∣λn(ϕ(I))−
∫
I

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣ ≤ ε

2K0

2nk∑
l=1

λn(Il) +
ε

2K0

2nk∑
l=1

λn(Il)

=
ε

K0

λn(I)

≤ ε.

Da ε beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. �

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun den Transformations-
satz beweisen. Man beachte, dass Satz IX.5.4 ein Spezialfall hiervon
ist.

Satz IX.5.6 (Transformationssatz). Seien U, V ⊂ Rn offene,
nicht leere Teilmengen und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus von
U auf V . Dann ist f ∈ L1(V,R) genau dann, wenn f ◦ ϕ| detDϕ| ∈
L1(U,R) ist. In diesem Fall gilt∫

V

fdy =

∫
U

f(ϕ(x))| detDϕ(x)|dx.

Beweis. 1. Schritt: Es genügt, die Implikation
”
=⇒“ zu zeigen.

Die Implikation
”
⇐=“ folgt dann durch Anwenden des Gezeigten auf

ϕ−1 : V → U .
2. Schritt: Sei I ⊂ V ein beschränktes, offenes Intervall. Dann ist
O = ϕ−1(I) ⊂ U offen. Sei (zk)k∈N eine Abzählung von Zn. Für k, l ∈ N
sei

Ikl =
n∏
i=1

(2−lzk,i − 2−l−1, 2−lzk,i + 2−l−1]

und

Il =
⋃
{Ikl : Ikl ⊂ O}.

Dann sind für festes l die Ikl disjunkt und

Il ⊂ Il+1 ∀l ∈ N.
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Wie im Beweis von Satz IX.4.10(1) (S. 44) folgt

O =
⋃
l∈N

Il.

Dann ist I = ϕ(O) =
⋃
l∈N

ϕ(Il), ϕ(Il) =
⋃
{ϕ(Ikl) : Ikl ⊂ O} und die

ϕ(Ikl) sind für festes l disjunkt. Damit folgt aus Satz IX.5.5 und Satz
IX.4.8 (S. 42) ϕ(Il) ∈Mn und

λn(I) ≥ λn(ϕ(Il))

=
∑
Ikl⊂O

λn(ϕ(Ikl))

=
∑
Ikl⊂O

∫
Ikl

| detDϕ(x)|dx

=

∫
Il

| detDϕ(x)|dx ∀l ∈ N.

Wiederum mit Satz IX.4.8 (S. 42) und Satz IX.3.7 (S. 31) folgt∫
V

χI = λn(I)

= lim
l→∞

λn(ϕ(Il))

= lim
l→∞

∫
Il

| detDϕ(x)|dx

=

∫
O
| detDϕ(x)|dx

=

∫
U

χO| detDϕ(x)|dx

=

∫
U

χI ◦ ϕ(x)| detDϕ(x)|dx.

Damit ist die Behauptung für f = χI gezeigt.
3. Schritt: Sei I ⊂ V ein beschränktes Intervall. Da jedes beschränk-
te Intervall in R in der Form A\(B ∪ C) mit offenen, beschränkten
Intervallen A, B, C und B ∪ C ⊂ A dargestellt werden kann, ist χI
Linearkombination von charakteristischen Funktionen beschränkter, of-
fener Intervalle in V . Damit folgt die Behauptung für f = χI aus dem
2. Schritt und der Linearität des Integrals.
4. Schritt: Aus dem 3. Schritt und der Linearität des Integrals folgt
die Behauptung für alle f ∈ T (V,R).
5. Schritt: Sei N ⊂ V eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ϕ−1(N) ⊂ U
ebenfalls eine Nullmenge ist.
Nach Satz IX.2.7 (S. 13) gibt es eine monoton wachsende Folge (fk)k∈N
⊂ T (V,R) derart, dass (

∫
V
fk)k∈N beschränkt ist und (fk)k∈N auf N
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divergiert. Gemäß Schritt 4 ist fk ◦ ϕ| detDϕ| ∈ L1(U,R) für alle
k ∈ N und

∫
U
fk ◦ ϕ| detDϕ| =

∫
V
fk für alle k ∈ N. Die Folge

(fk ◦ ϕ| detDϕ|)k∈N ist monoton wachsend und divergiert auf ϕ−1(N).
Wegen Satz IX.3.7 (S. 31) ist daher ϕ−1(N) eine Nullmenge.
6. Schritt: Sei nun f ∈ Linc(V,R) und (fk)k∈N ⊂ T (V,R) eine mo-
noton wachsende Folge, derart dass fk −→

k→∞
f f.ü. in V und (

∫
V
fk)k∈N

beschränkt ist. Wegen der Schritte 4 und 5 ist (fk ◦ ϕ| detDϕ|)k∈N ⊂
L1(U,R) monoton wachsend, konvergiert f.ü. in U gegen f ◦ϕ| detDϕ|
und (

∫
U
fk ◦ϕ| detDϕ|)k∈N ist beschränkt. Damit folgt die Behauptung

für f aus Satz IX.3.7 (S. 31).
7. Schritt: Aus dem 6. Schritt und der Linearität des Integrals folgt
schließlich die Behauptung. �

Beispiel IX.5.7. (1) (Volumen von Kugeln in Rn) Für x ∈
Rn, R ∈ R∗

+ sei

Bn(x,R) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖2 ≤ R}
Bn = Bn(0, 1)

ωn = λn(Bn).

Mit ϕ(y) = x+Ry für alle y ∈ Rn folgt

Bn(x,R) = ϕ(Bn).

Es ist

Dϕ(y) = RIdRn ∀y ∈ Rn =⇒ detDϕ(y) = Rn ∀y ∈ Rn.

Mit Satz IX.5.6 folgt

λn(Bn(x,R)) = Rnωn ∀x ∈ Rn, R ∈ R∗
+.

Aus Satz IX.3.3 (S. 27) und Satz IX.5.6 folgt weiter

ωn =

∫
Rn
χBn

=

∫
R
[

∫
Rn−1

χBndx1 . . . dxn−1]dxn

=

∫ 1

−1

λn−1(Bn−1(xn,
√

1− x2
n))dxn

= ωn−1

∫ 1

−1

(1− t2)
(n−1)

2 dt (t = − cosx)

= ωn−1

∫ π

0

sinn xdx

= 2ωn−1

∫ π
2

0

sinn xdx.



56 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERÄNDERLICHER

Gemäß Beispiel VI.3.5(4) (S. 23, Analysis II) gilt fürAn =

∫ π
2

0

sinn xdx:

A0 =
π

2
A1 = 1

A2m =
π

2

m∏
k=1

2k − 1

2k

A2m+1 =
m∏
k=1

2k

2k + 1
.

Hieraus folgt

An−1An =
π

2n
∀n ∈ N∗

und damit

ωn = 2ωn−1An

= 4ωn−2An−1An

=
2π

n
ωn−2 ∀n ≥ 3.

Weiter ist

ω1 = λn((−1, 1))

= 2

ω2 = 2ω1A2

= 2 · 2 · π
2
· 1
2

= π.

Hieraus folgt durch Induktion

ω2m =
πm

m!
∀m ≥ 1

ω2m+1 =
2m+1

1 · 3 · . . . · (2m+ 1)
πm ∀m ≥ 0.

Gemäß Satz VI.5.1 (S. 39, Analysis II) und Satz VI.5.7 (S. 44, Analysis
II) ist aber

Γ(m+ 1) = m! ∀m ≥ 1

Γ(m+
3

2
) = (m+

1

2
)Γ(m+

1

2
)

= Γ(
1

2
)
m∏
k=0

2k + 1

2

=
√
π

m∏
k=0

2k + 1

2
.
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Damit folgt schließlich

ωn =
π
n
2

Γ(n
2

+ 1)
∀n ∈ N∗.

(2) (Ebene Polarkoordinaten) Sei R ∈ R∗
+ beliebig. Definiere

UR = (0, R)× (0, 2π)

VR = B2(0, R)\[R+ × {0}]
ψ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Dann gilt

ψ : UR → VR ist bijektiv

ψ(UR) = V R

= B2(0, R)

Dψ =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
detDψ = r > 0 ∀(r, ϕ) ∈ UR.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von UR auf VR. Da R+ × {0} eine
Nullmenge in B2(0, R) ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(B2(0, R),R) ⇐⇒ rf(r cosϕ, r sinϕ) ∈ L1(UR,R).

Für
f(x1, x2) = ex

2
1+x2

2

erhalten wir so z.B.∫
B2(0,R)

fdx =

∫
UR

rf(r cosϕ, r sinϕ)drdϕ

=

∫ R

0

∫ 2π

0

rer
2

dϕdr

= 2π[
1

2
er

2

]R0

= π(eR
2 − 1).

(3) (Zylinderkoordinaten) Seien R ∈ R∗
+, a, b ∈ R mit a < b

beliebig. Definiere

U = (0, R)× (0, 2π)× (a, b)

Z = {x ∈ R3 : a < x3 < b, x2
1 + x2

2 < R}
V = Z\[R+ × {0} × (a, b)]

ψ(r, ϕ, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z).

Dann gilt

ψ : U → V ist bijektiv

ψ(U) = V
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= Z

Dψ =

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1


detDψ = r.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von U auf V . Da R+×{0}× (a, b)
eine Nullmenge in Z ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(Z,R) ⇐⇒ rf(r cosϕ, r sinϕ, z) ∈ L1(U,R).

Für
f(x) = x3e

x2
1+x2

2

erhalten wir z.B.∫
Z

fdx =

∫
U

rf(r cosϕ, r sinϕ, z)drdϕdz

=

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ b

a

zrer
2

dzdϕdr

=
1

2
(b2 − a2)π(eR

2 − 1).

(4) (Kugelkoordinaten) Sei R ∈ R∗
+ beliebig. Definiere

UR = (0, R)× (0, 2π)× (−π
2
,
π

2
)

VR = B3(0, R)\[R+ × {0} × R]

ψ(r, ϕ, θ) = (r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ).

Dann gilt

ψ : UR → VR ist bijektiv

ψ(UR) = V R

= B3(0, R)

Dψ =

cosϕ cos θ −r sinϕ cos θ −r cosϕ sin θ
sinϕ cos θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ

sin θ 0 r cos θ


detDψ = sin θ[r2 sin2 ϕ sin θ cos θ + r2 cos2 ϕ sin θ cos θ]

+ r cos θ[r cos2 ϕ cos2 θ + r sin2 ϕ cos2 θ]

= r2 sin2 θ cos θ + r2 cos3 θ

= r2 cos θ

> 0 ∀(r, ϕ, θ) ∈ UR.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von UR auf VR. Da [R+ × {0} ×
R] ∩B3(0, R) eine Nullmenge in B3(0, R) ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(B3(0, R),R)
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⇐⇒ r2 cos θf(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ) ∈ L1(UR,R).

Für

f(x) =
1

‖x‖2
e‖x‖

2
2

=
ex

2
1+x2

2+x2
3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

erhalten wir z.B.

r2 cos θf(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ) = r cos θer
2 ∈ L1(UR,R)

und ∫
B3(0,R)

fdx =

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r cos θer
2

dθdϕdr

= 2π[
1

2
er

2

]R0 [sin θ]
π
2

−π
2

= 2π(eR
2 − 1).

IX.6. Die Lp-Räume

In diesem Abschnitt ist stets 1 ≤ p <∞. Ist p > 1, so ist p′ gegeben
durch

1

p
+

1

p′
= 1

d.h.

p′ =
p

p− 1
.

Im Folgenden identifizieren wir Funktionen, die fast überall über-
einstimmen. Genauer: Durch

f ∼ g ⇐⇒ f − g = 0 f.ü.

wird auf M(Rn,R) eine Äquivalenzrelation definiert. Wenn wir im Fol-
genden von einer Funktion f ∈ M(Rn,R) sprechen, meinen wir dann
immer die entsprechende Äquivalenzklasse, ohne diese genauer zu be-
zeichnen.

Definition IX.6.1. Wir definieren

Lp(Rn,R) = Lp = {f ∈M(Rn,R) : |f |p ∈ L1(Rn,R)}
und setzen für f ∈ Lp

‖f‖p = ‖f‖Lp(Rn,R) =
{∫
|f |p
}1/p

.

Wir wollen zeigen, dass (Lp, ‖·‖p) ein Banachraum ist. Dazu benöti-
gen wir das folgende Hilfsresultat.
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Satz IX.6.2 (Höldersche Ungleichung). Seien p > 1, f ∈ Lp
und g ∈ Lp′. Dann ist f · g ∈ L1 und∫

|f · g| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Beweis. Sei 0 < α < 1 und fα : R+ → R definiert durch

fα(x) = (1− α) + αx− xα.

Wie man leicht nachprüft, ist fα auf [0, 1] monoton fallend, auf [1,∞)
monoton wachsend und fα(1) = 0. Also gilt

fα(x) ≥ 0 ∀x ∈ R+.

Seien nun a, b ∈ R∗
+ und α = 1

p
∈ (0, 1). Dann folgt

0 ≤ f 1
p
(
ap

bp′
)

= (1− 1

p
) +

1

p

ap

bp′
− a

bp′/p

=
1

p′
+

1

p

ap

bp′
− ab

bp′

⇐⇒ ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
.(∗)

Die Ungleichung (∗) gilt offensichtlich auch für a = 0 oder b = 0.
O.E. sind f 6= 0, g 6= 0, da sonst die Behauptung trivial ist. Aus (∗)
folgt mit

a =
|f(x)|
‖f‖p

,

b =
|g(x)|
‖g‖p′

|f(x) · g(x)|
‖f‖p‖g‖p′

≤ 1

p

|f(x)|p

‖f‖pp
+

1

p′
|g(x)|p′

‖g‖p′p′
∀x ∈ Rn.

Aus Satz IX.4.5 (S. 41) und Satz IX.4.13 (S. 45) folgt f · g ∈ L1 und

1

‖f‖p‖g‖p′

∫
|f · g| ≤ 1

p
· 1

‖f‖pp

∫
|f |p +

1

p′
1

‖g‖p′p′

∫
|g|p′

=
1

p
+

1

p′

= 1.

�

Satz IX.6.3. (Lp, ‖ · ‖p) ist ein Banachraum.
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Beweis. 1. Schritt: Lp ist ein Vektorraum. Für p = 1 ist
dies gerade Satz IX.2.14 (S. 19). Sei also p > 1. Die Eigenschaft

f ∈ Lp, α ∈ R =⇒ αf ∈ Lp

ist trivial. Seien also f, g ∈ Lp. Da die Funktion x 7→ xp auf R∗
+ konvex

ist, folgt für alle x ∈ Rn

|f(x) + g(x)|p = 2p
∣∣∣1
2
(f(x) + g(x))

∣∣∣p
≤ 2p

[1
2
|f(x)|+ |g(x)|

]p
≤ 2p−1

[
|f(x)|p + |g(x)|p

]
.

Hieraus und aus Satz IX.4.5 (S. 41) folgt f + g ∈ Lp.
2. Schritt: ‖ · ‖p ist eine Norm. Die Eigenschaften

‖f‖p ≥ 0 ∀f ∈ Lp

‖f‖p = 0 ⇐⇒ f = 0

‖αf‖p = |α|‖f‖p ∀f ∈ Lp, α ∈ R

sind trivial. (Man beachte unsere Vereinbarung bzgl. Funktionen, die
f.ü. übereinstimmen.) Die Dreiecksungleichung ist für p = 1 trivial. Sei
also p > 1 und f, g ∈ Lp. O.E. ist f 6= 0, g 6= 0. Aus Satz IX.6.2 folgt

‖f + g‖pp =

∫
|f + g|p

=

∫
|f + g|p−1|f + g|

≤
∫
|f + g|p−1[|f |+ |g|]

≤ ‖f‖p
{∫
|f + g|(p−1)p′

}1/p′

+ ‖g‖p
{∫
|f + g|(p−1)p′

}1/p′

=
[
‖f‖p + ‖g‖p

]
‖f + g‖p−1

p .

Hieraus folgt die Dreiecksungleichung.
3. Schritt: (Lp, ‖ · ‖p) ist vollständig. Sei (fk)k∈N ⊂ Lp eine
Cauchyfolge. Dann gibt es zu jedem k ∈ N∗ ein N(k) ∈ N mit

N(k + 1) > N(k)

‖fm − fN(k)‖p < 2−k ∀m ≥ N(k).

Definiere

g1 = fN(1)

gk = fN(k) − fN(k−1) ∀k ≥ 2.
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und

hk =
k∑
l=1

|gl|.

Dann ist (hk)k∈N∗ eine monoton wachsende Folge positiver Funktionen
in Lp mit

‖hk‖p ≤
k∑
l=1

‖gl‖p

≤ ‖fN(1)‖p +
k∑
l=2

2−l+1

< 1 + ‖fN(1)‖p.

Wegen Satz IX.3.7 (S. 31) konvergiert (hpk)k∈N f.ü. gegen eine positive

Funktion h̃ ∈ L1 mit∫
h̃ =

∫
|h̃| ≤ [1 + ‖fN(1)‖p]p.

Definiere h = h̃1/p. Dann gilt h ∈ Lp, ‖h‖p ≤ 1+‖fN(1)‖p und hk −→
h→∞

h

f.ü.. Daher konvergiert
( k∑
l=1

gl
)
k∈N f.ü. gegen eine messbare Funktion f

mit |f | ≤ h. Also ist f ∈ Lp. Wegen

k∑
l=1

gl − f −→
k→∞

0 f.ü.

und

|
k∑
l=1

gl − f | ≤ hk + |f | ≤ 2h

folgt aus Satz IX.3.11 (S. 34)∫
|

k∑
l=1

gl − f |p −→
k→∞

0,

d.h.

‖f − fN(k)‖p = ‖f −
k∑
l=1

gl‖p −→
k→∞

0.

Sei nun ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein k ∈ N∗ mit

2−k <
ε

2

und

‖f − fN(k)‖p <
ε

2
.
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Für m ≥ N(k) folgt

‖f − fm‖p ≤ ‖f − fN(k)‖p + ‖fN(k) − fm‖p

<
ε

2
+ 2−k

≤ ε.

Also konvergiert (fk)k∈N in Lp gegen f . Damit ist die Behauptung ge-
zeigt. �

Aus Teil (3) des obigen Beweises folgt sofort das folgende Resultat:

Satz IX.6.4. Seien f ∈ Lp und (fk)k∈N ⊂ Lp mit

lim
k→∞
‖fk − f‖p = 0.

Dann gibt es eine Teilfolge (fkl)l∈N von (fk)k∈N mit fkl −→
l→∞

f f.ü..

Bemerkung IX.6.5. Sei X ein Vektorraum. Auf X gebe es ein
Skalarprodukt, d.h. eine symmetrische Bilinearform (·, ·) : X ×
X → R mit den Eigenschaften

(S1) (u, u) ≥ 0 ∀u ∈ X,
(S2) (u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

Dann wird durch
‖u‖ = (u, u)1/2 ∀u ∈ X

eine Norm auf X definiert (Beweis!). Ist X mit dieser Norm vollständig,
so heißt X ein Hilbertraum. Satz IX.6.2 und Satz IX.6.3 zeigen, dass
L2 mit

(f, g) =

∫
f · g ∀f, g ∈ L2

ein Hilbertraum ist. Andere Beispiele für Hilberträume sind Rn mit

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi ∀x, y ∈ Rn

und `2 mit

(u, v) =
∞∑
k=1

ukvk ∀u, v ∈ `2.

Wir wollen zeigen, dass Funktionen in Lp
”
beliebig gut“ durch

”
glat-

te Funktionen“ approximiert werden können. Dazu benötigen wir einige
Begriffe und Resultate, die uns im nächsten Kapitel von Nutzen sein
werden.

Definition IX.6.6. (1) Seien A, B Teilmengen eines normierten
Raumes (X, ‖ · ‖). Dann schreiben wir AbB, wenn A kompakt und
A ⊂ B ist.
(2) Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) normierte Räume, U ⊂ X und
f : U → Y eine Funktion. Dann heißt

supp(f) = {x ∈ U : f(x) 6= 0}
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der Träger von f .
(3) Sei U ⊂ Rn offen, nicht leer und k ∈ N ∪ {+∞}. Dann ist

Ck
0 (U,R) = {f ∈ Ck(U,R) : supp(f) bU}.

Satz IX.6.7. Sei U ⊂ Rn offen und K ⊂ U , K 6= ∅, kompakt. Dann
existiert eine Abschneidefunktion ϕ ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(1) supp(ϕ) bU ,
(2) 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 für alle x ∈ Rn,
(3) ϕ(x) = 1 für alle x ∈ K.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein m ∈ N, Punkte x0, . . . , xm
∈ K und Zahlen δ0, . . . , δm ∈ R∗

+ mit

B|.|2(xi, δi) ⊂ U ∀0 ≤ i ≤ m

K ⊂
m⋃
i=0

B|.|2(xi, δi),

wobei |.|2 die euklidische Norm auf Rn bezeichnet. Sei δ = min
0≤i≤m

δi und

0 < ε ≤ δ
4
. Definiere

K1 = {x ∈ Rn : min
y∈K
|x− y|2 ≤ ε}

K2 = {x ∈ Rn : min
y∈K
|x− y|2 ≤ 3ε}.

Dann sind K1 und K2 kompakt und

K ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ U.

Definiere die Funktion ψ̃ : Rn → R durch

ψ̃(x) =

{
exp{− 1

1−|x|22
} falls |x|2 < 1,

0 sonst.

Wegen Beispiel IV.1.21 (S. 120, Analysis I) und Satz VII.4.12 (S. 69,

Analysis II) ist ψ̃ ∈ C∞
0 (Rn,R) mit supp(ψ̃) = B|.|2(0, 1). Insbesondere

ist ψ̃ ∈ L1(Rn,R). Definiere

ψ =

[∫
Rn
ψ̃

]−1

· ψ̃.

Aus den Eigenschaften von ψ und Satz IX.3.15 (S. 38) folgt, dass die
Funktion ϕ : Rn → R mit

ϕ(x) =

∫
Rn
ε−nψ(

y − x
ε

)χK1(y)dy ∀x ∈ Rn

aus C∞(Rn,R) ist. Aus Satz IX.5.6 (S. 53) folgt

ϕ(x) =

∫
Rn
ψ(z)χK1(x+ εz)dz ∀x ∈ Rn.
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Ist x 6∈ K2, so ist B|.|2(x, ε) ∩ K1 = ∅ und daher ϕ(x) = 0. Also ist

supp(ϕ) ⊂ K2 ⊂ U . Ist dagegen x ∈ K, so ist B|.|2(x, ε) ⊂ K1 und
daher

ϕ(x) =

∫
Rn
ψ(z)dz = 1.

Schließlich gilt für alle x ∈ Rn

0 ≤ ϕ(x) ≤
∫

Rn
ψ(z)dz = 1.

Damit leistet ϕ das Gewünschte. �

Bemerkung IX.6.8. Aus Beispiel IV.1.21 (S. 120, Analysis I), Satz
VII.4.12 (S. 69, Analysis II) und Satz IX.3.15 (S. 38) folgt, dass es für
jedes k ∈ N∗ ein Ck ∈ R+ gibt mit

sup
x∈Rn
‖Dkϕ(x)‖Lk(Rn,Rn) ≤ ckε

−k.

Satz IX.6.9. Seien K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt und U0, . . . , Um ⊂ Rn

offen mit K ⊂
m⋃
i=0

Ui. Dann gibt es offene Mengen V0, . . . , Vm mit

Vi bUi ∀0 ≤ i ≤ m

K ⊂
m⋃
i=0

Vi.

Beweis. Zu jedem x ∈ K gibt es ein 0 ≤ i ≤ m und ein εx ∈ R∗
+

mit x ∈ Ui und B|.|2(x, εx) ⊂ Ui. Da K kompakt ist, gibt es ein k ∈ N
und Punkte x0, . . . , xk ∈ K mit

K ⊂
k⋃
j=0

B|.|2(xj, εxj).

Für 0 ≤ i ≤ m sei

Vi =
⋃
{B|.|2(xj, εxj) : B|.|2(xj, εxj) ⊂ Ui}.

Dann ist Vi bUi für alle 0 ≤ i ≤ m und K ⊂
m⋃
i=0

Vi. �

Satz IX.6.10. Seien K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt und U0, . . . , Um ⊂

Rn offen mit K ⊂
m⋃
i=0

Ui. Dann gibt es eine Partition der Eins auf

K, die der Überdeckung U0, . . . , Um untergeordnet ist, d.h., es existieren
Funktionen ϕ0, . . . , ϕm ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(1) supp(ϕi) bUi für alle 0 ≤ i ≤ m,
(2) 0 ≤ ϕi ≤ 1 für alle 0 ≤ i ≤ m,
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(3)
m∑
i=0

ϕi = 1 auf K.

Beweis. Seien V0, . . . , Vm wie in Satz IX.6.9. Gemäß Satz IX.6.7
gibt es Funktionen ψ0, . . . , ψm ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(a) supp(ψi) bUi für alle 0 ≤ i ≤ m.
(b) 0 ≤ ψi ≤ 1 für alle 0 ≤ i ≤ m,
(c) ψi = 1 auf V i, für alle 0 ≤ i ≤ m.

Definiere

ϕ0 = ψ0

ϕj = ψj

j−1∏
i=0

(1− ψi) 1 ≤ j ≤ m.

Offensichtlich erfüllen ϕ0, . . . , ϕm die Bedingungen (1) und (2). Durch
Induktion folgt

m∑
j=0

ϕj = 1−
m∏
i=0

(1− ψi).

Hieraus folgt die Bedingung (3). �

Wir kommen nun zu dem angekündigten Ergebnis über glatte Funk-
tionen in Lp.

Satz IX.6.11. C∞
0 (Rn,R) ist dicht in Lp(Rn,R).

Beweis. 1. Schritt: T (Rn,R) ist dicht in Lp(Rn,R). Sei f ∈
Lp beliebig. Wir müssen zeigen, dass es zu jedem ε > 0 ein ϕ ∈
T (Rn,R) gibt mit ‖f −ϕ‖p < ε. Wegen f = f+− f− und f+, f− ∈ Lp,
f+ ≥ 0, f− ≥ 0 können wir o.E. annehmen, dass f ≥ 0 ist.

Wegen Lemma IX.3.6 gibt es zu jedem k ∈ N∗ Funktionen g̃k, h̃k ∈ Linc

mit

g̃k ≥ 0,

h̃k ≥ 0,

fp = g̃k − h̃k∫
h̃k <

1

k
,

d.h.

‖fp − g̃k‖1 −→
k→∞

0.

Nach Übergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit (g̃k)k∈N bezeich-
nen, folgt aus Satz IX.6.4

g̃k −→
k→∞

fp f.ü..
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Sei gk = g̃
1/p
k . Dann gilt

gk −→
k→∞

f f.ü.

also

|gk − f |p −→
k→∞

0 f.ü.

und ∫
|gk − f |p = ‖gk − f‖pp

≤ [‖gk‖p + ‖f‖p]p

= [‖g̃k‖1/p1 + ‖f‖p]p

≤ [{‖f‖pp +
1

k
}1/p + ‖f‖p]p.

Also ist (
∫
|gk − f |p)k∈N beschränkt und aus Satz IX.3.11 (S. 34) folgt

lim
k→∞
‖gk − f‖p = 0.

Wir können also ohne Einschränkung weiter annehmen, dass fp ∈ Linc

ist. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (ϕ̃k)k∈N ⊂ T (Rn,R)
mit

ϕ̃ −→
k→∞

fp f.ü.∫
ϕ̃k −→

k→∞

∫
fp.

Indem wir gegebenenfalls zu ϕ̃+
k übergehen, können wir o.E. ϕ̃k ≥ 0 für

alle k ∈ N annehmen. Sei ϕk = ϕ̃
1/p
k ∈ T (Rn,R). Dann gilt

ϕk −→
k→∞

f f.ü. und

∫
ϕpk −→

k→∞

∫
fp.

Mit dem gleichen Argument wie oben folgt

lim
k→∞
‖f − ϕk‖p = 0.

2. Schritt: C∞
0 (Rn,R) ist dicht in T (Rn,R). Offensichtlich reicht

es zu zeigen, dass es zu jedem beschränkten Intervall I und jedem ε > 0
ein ϕ ∈ C∞

0 (Rn,R) gibt mit

‖ϕ− χI‖p < ε.

Sei also I ein beschränktes Intervall und ε > 0. Da ∂I eine Nullmenge
ist, gibt es offene Intervalle Ik mit

∂I ⊂
⋃
k∈N

Ik und
∑
k∈N

λn(Ik) < εp.
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Sei U = I ∪
⋃
k∈N

Ik. Dann ist U offen und

λn(U\I) ≤
∑
k∈N

λn(Ik) < εp.

Gemäß Satz IX.6.7 gibt es ein ϕ ∈ C∞
0 (Rn,R) mit

supp(ϕ) bU

0 ≤ ϕ ≤ 1

ϕ = 1 auf I.

Dann folgt
‖χI − ϕ‖p ≤ λn(U\I)1/p < ε.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �



KAPITEL X

Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Anknüpfend an den Satz über implizite Funktionen VII.5.9 (S. 83,
Analysis II) definieren wir eine Mannigfaltigkeit als eine Menge, die lo-
kal als Nullstellenmenge einer glatten Funktion mit surjektiver Funktio-
nalmatrix dargestellt werden kann. Sie ist dann lokal auch darstellbar
als Graph einer glatten Funktion. Ausgehend von diesen Eigenschaften
definieren wir den Tangentialraum und die Orientierung einer Mannig-
faltigkeit.
Anschließend definieren wir das Integral von Funktionen auf Mannig-
faltigkeiten, indem wir es mit Hilfe der lokalen Darstellungen auf ein
Lebesgue-Integral im Rn zurückführen.
Als Anwendung berechnen wir verschiedene Oberflächen und zeigen
den Integralsatz von Gauß zusammen mit einigen wichtigen Anwen-
dungen aus der Physik.
Danach wenden wir uns dem Differentialformen-Kalkül zu. Differential-
formen sind alternierende Multilinearformen auf den Tangentialräumen
von Mannigfaltigkeiten. Als Spezialfall der hier gezeigten allgemeinen
Ergebnisse erhalten wir die Resultate aus Kapitel VIII über Kurven-
integrale und Gradientenfelder zurück. Als Hauptresultat der Theorie
beweisen wir den Stokesschen Integralsatz in seiner allgemeinen Form
und interpretieren ihn danach in der

”
klassischen Sprache“ der Vek-

toranalysis. Auf diese Weise erhalten wir einige für die Anwendungen
wichtige Ergebnisse.

X.1. Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n,
α ∈ N∗ und M ⊂ Rn nicht leer. Wir erinnern an die Ergebnisse aus
Abschnitt VII.5, insbesondere an Satz VII.5.9 (S. 83, Analysis II) und
Bemerkung VII.5.13 (S. 87, Analysis II).

Definition X.1.1. Eine TeilmengeM des Rn heißt k-dimensiona-
le (Unter-) Mannigfaltigkeit der Klasse Cα, wenn es zu jedem
x0 ∈ M eine Umgebung U ∈ U(x0) im Rn und ein f ∈ Cα(U,Rn−k)
gibt mit

(1) M ∩ U = f−1({0}),
(2) x0 ist ein regulärer Punkt von f , d.h., Rang(Df(x0)) = n− k.

69
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Beispiel X.1.2. (1) Die Sphäre

Sn−1 = {x ∈ Rn :
n∑
i=1

x2
i = 1}

ist eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in Rn.
(2) Seien a1, . . . , an ∈ R∗

+. Das Ellipsoid

E = {x ∈ Rn :
n∑
i=1

(
xi
ai

)2 = 1}

ist eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in Rn.
(3) Sei c ∈ R+. Das Hyperboloid

H = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 − x2
3 = c2}

ist für c > 0 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Für c = 0 ist
H keine Mannigfaltigkeit.
(4) Seien 0 < r < R. Der Torus

T = {x ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 = r2}

ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in R3.

Beweis. ad (1): Beispiel VII.5.10 (S. 85, Analysis II).
ad (2): Es ist E = f−1({0}) mit

f(x) =
n∑
i=1

(
xi
ai

)2 − 1

und
Df(x) = (2

x1

a1

, . . . , 2
xn
an

) 6= 0 ∀x ∈ E .

ad (3): Es ist H = f−1({0}) mit

f(x) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − c2

und
Df(x) = (2x1, 2x2,−2x3) 6= 0 ∀x ∈ H sofern c > 0.

ad (4): Es ist T = f−1({0}) mit

f(x) = (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 − r2 ∀x 6= 0

und

Df(x)

=
(
2(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1√
x2

1 + x2
2

, 2(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x2√
x2

1 + x2
2

, 2x3

)
6= 0 ∀x ∈ T.

�
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Wenn wir im Folgenden ohne weiteren Zusatz von einer Mannig-
faltigkeit (kurz Mfgkt) sprechen, so meinen wir stets eine Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C1. Im Folgenden geben wir verschiedene Cha-
rakterisierungen und Darstellungen von Mfgkten an. Dabei werden wir
später diejenige wählen, die für den konkreten Fall am geeignetesten
ist. Die folgende Charakterisierung ist bereits in Bemerkung VII.5.13
(S. 87, Analysis II) gegeben.

Satz X.1.3. M ⊂ Rn ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈ M nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten Umgebungen U1 von x′0 = (x01, . . . , x0k)
in Rk und U2 von x′′0 = (x0k+1, . . . , x0n) in Rn−k und eine Funktion
g ∈ Cα(U1,Rn−k) gibt mit

(1) g(U1) = U2,
(2) M ∩ (U1 × U2) = {(x′, x′′) ∈ U1 × U2 : x′′ = g(x′)}.

Beweis.
”
=⇒“: Folgt aus dem Satz über implizite Funktionen,

Satz VII.5.9 (S. 83, Analysis II) (vgl. Bemerkung VII.5.13 (S. 87, Ana-
lysis II)).

”
⇐=“: Folgt mit

f(x′, x′′) = x′′ − g(x′) ∀(x′, x′′) ∈ U1 × U2.

�

Mfgkten der Dimension k können also lokal als Graph einer Cα-
Funktion von k-Variablen dargestellt werden. Wir erinnern daran (Be-
merkung VII.5.13 (S. 87, Analysis II)), dass wir im Spezialfall k = n−1
auch von Hyperflächen reden. Die folgende Charakterisierung zeigt,
dass sich k-dimensionale Mfgkten lokal wie k-dimensionale Ebenen im
Rn verhalten.

Satz X.1.4. Es sei

Ek = {x ∈ Rn : xk+1 = . . . = xn = 0}
die k-dimensionale Ebene im Rn. Dann ist M ⊂ Rn genau dann eine
k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈ M eine
Umgebung U von x0 in Rn und eine Umgebung V von 0 in Rn und
einen Cα-Diffeomorphismus F : U → V von U auf V gibt mit

F (M ∩ U) = V ∩ Ek.

Beweis.
”
=⇒“: Seien x0 ∈M und x′0, x

′′
0, U1, U2 und g wie in Satz

X.1.3. Dann leisten U = U1 × U2 und F : U → Rn mit

F (x′, x′′) = (x′, x′′ − g(x′)) ∀(x′, x′′) ∈ U1 × U2

das Gewünschte.

”
⇐=“: Definiere f : U → Rn−k durch

f(x) = (Fk+1(x), . . . , Fn(x)) ∀x ∈ U.
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Dann ist M ∩ U = f−1({0}) und

Rang(Df(x0)) = n− k,
da Rang(DF (x0)) = n ist. Hieraus folgt die Behauptung. �

Definition X.1.5. Sei U ⊂ Rk offen. Eine Abbildung ϕ ∈ Cα(U,
Rn) heißt Immersion (der Klasse Cα), wenn jedes x ∈ U regulärer
Punkt von ϕ ist. Ist ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine Immersion und ϕ : U → V =

ϕ(U) ein Homöomorphismus, so schreiben wir kurz: ϕ : U
α
↪→V .

Satz X.1.6. M ⊂ Rn ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈M eine Umgebung V von x0 in

M , eine offene Menge U ⊂ Rk und eine Immersion ϕ : U
α
↪→V gibt.

Beweis.
”
=⇒“: Seien x0, x

′
0, x

′′
0, U1, U2 und g wie in Satz X.1.3.

Dann leisten U = U1, V = M ∩ (U1 × U2) und

ϕ(t) = (t, g(t)) ∀t ∈ U
das Gewünschte.

”
⇐=“: Sei t0 = ϕ−1(x0). Da t0 ein regulärer Punkt von ϕ ist, können wir

o.E. annehmen, dass (Diϕj(t0))1≤i,j≤k regulär ist, sonst führen wir eine
Koordinatentransformation durch. Gemäß Satz VII.5.4 (S. 80, Analysis

II) gibt es Umgebungen Ũ ⊂ U von t0 und Ṽ von x′0 = (x01, . . . , x0k)

in Rk, so dass (ϕ1, . . . , ϕk) : Ũ → Ṽ ein Cα-Diffeomorphismus ist.

Definiere F : Ũ × Rn−k → Rn durch

Fi(z1, . . . , zn) = ϕi(z1, . . . , zk) 1 ≤ i ≤ k,

Fj(z1, . . . , zn) = zj + ϕj(z1, . . . , zk) k + 1 ≤ j ≤ n.

Dann ist F : Ũ × Rn−k → Ṽ × Rn−k ein Cα-Diffeomorphismus mit

F ((Ũ × Rn−k) ∩ Ek) = (Ṽ × Rn−k) ∩M . Damit folgt die Behauptung
aus Satz X.1.4 angewandt auf F−1. �

Definition X.1.7. Seien ϕ,U und V wie in Satz X.1.6. Dann heißt
(U,ϕ, V ) eine lokale Parameterdarstellung oder Karte von
M . Eine Menge A = {(Uλ, ϕλ, Vλ) : λ ∈ Λ} von Karten von M mit

M ⊂
⋃
λ∈Λ

Vλ heißt Atlas von M .

Bemerkung X.1.8. Da Qn abzählbar und dicht in Rn ist, besitzt
jede Mfgkt einen Atlas aus höchstens abzählbar vielen Karten.

Beispiel X.1.9. (1) Definiere ϕ : R→ R2 durch

ϕ(t) = (cos t, sin t).

Dann ist ϕ eine Immersion und{(
(0,

3

2
π), ϕ|(0, 3

2
π), ϕ((0,

3

2
π))
)
,
(
(π,

5

2
π), ϕ|(π, 5

2
π), ϕ((π,

5

2
π))
)}
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ein Atlas von S1.
(2) Definiere ϕ : R× (−1, 1)→ R3 durch

ϕ(t, r) =
(
cos(2t)(2− r sin t), sin(2t)(2− r sin t), r cos t

)
.

M = ϕ(R × (−1, 1)) heißt Möbiusband. Wie man leicht nachprüft,
ist für jedes t0 ∈ R ϕ|(t0−π

2
,t0+π

2
)×(−1,1) ein Homöomorphismus. Weiter

gilt für jedes (t, r) ∈ R× (−1, 1)

Rang(Dϕ(t, r))

= Rang

−2 sin(2t)(2− r sin t)− r cos t cos(2t) − sin t cos(2t)
2 cos(2t)(2− r sin t)− r cos t sin(2t) − sin t sin(2t)

−r sin t cos t


= 2.

Also istM eine 2-dimensionale Mfgkt der Klasse C∞ in R3.

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten bei Kartenwechseln und
ist für spätere Anwendungen wichtig.

Satz X.1.10. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα und (U1, ϕ1, V1), (U2, ϕ2, V2) zwei Karten von M mit V = V1∩V2 6=
∅. Dann sind W1 = ϕ−1

1 (V ) ⊂ U1 und W2 = ϕ−1
2 (V ) ⊂ U2 offen, und

τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : W1 → W2 ist ein Cα-Diffeomorphismus.

Beweis. Da V in Vj, j = 1, 2, offen und ϕj stetig ist, ist Wj in Uj,
j = 1, 2, offen. Konstruktionsgemäß ist τ ein Homöomorphismus. Sei
x∗1 ∈ W1 beliebig und

y∗ = ϕ1(x
∗
1) , x∗2 = ϕ−1

2 (y∗) = τ(x∗1) ∈ W2.

Nach Satz X.1.4 existieren eine Umgebung Ũ von y∗ in Rn, eine offene

Menge Ṽ in Rn und ein Cα-Diffeomorphismus F : Ũ → Ṽ mit

F (M ∩ Ũ) = Ṽ ∩ Ek.

O.E. können wir Ũ ⊂ V annehmen. Sei W̃j = ϕ−1
j (M ∩ Ũ), j = 1, 2.

Auf W̃1 bzw. W̃2 gilt

F ◦ ϕ1 = (g1, . . . , gk, 0, . . . , 0)

bzw.

F ◦ ϕ2 = (h1, . . . , hk, 0, . . . , 0).

Da Rang(Dϕj) = k und DF invertierbar ist, folgt

Rang(D(F ◦ ϕj)) = k j = 1, 2,

so dass

g = (g1, . . . , gk) : W̃1 → Ek ∩ Ṽ

h = (h1, . . . , hk) : W̃2 → Ek ∩ Ṽ
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Cα-Diffeomorphismen sind. (Dabei betrachten wir Ek ∩ Ṽ als offene

Teilmenge des Rk.) Auf W̃1 gilt aber

τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 = (F ◦ ϕ2)

−1 ◦ (F ◦ ϕ1) = h−1 ◦ g.

Also ist τ : W̃1 → W̃2 ein Cα-Diffeomorphismus. Da x∗1 ∈ W1 beliebig
war, folgt hieraus die Behauptung. �

X.2. Tangentialraum und Orientierung

Seien a, b ∈ R mit a < b und ϕ ∈ C1((a, b),Rn) ein regulärer Weg.
Dann ist Spur(ϕ) eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn. Durch ϕ
werden auf kanonische Weise Tangentenvektoren und eine Orientierung
für diese Mfgkt definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt diese Begriffe
auf allgemeine Mfgkten übertragen.

Sofern nicht anders bemerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n und
α ∈ N∗. (·, ·) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf dem Rn

(u, v) =
n∑
i=1

uivi ∀u, v ∈ Rn.

Definition X.2.1. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα und x0 ∈M .
(1) v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M im Punkte x0, wenn
es ein ε ∈ R∗

+ und ein γ ∈ C1((−ε, ε),M) gibt mit γ(0) = x0 und
γ′(0) = v.
(2) Tx0M = {v ∈ Rn : v ist Tangentialvektor an M im Punkte x0}
heißt der Tangentialraum von M im Punkte x0.
(3) u ∈ Rn heißt Normalenvektor an M im Punkte x0, wenn gilt

(u, v) = 0 ∀v ∈ Tx0M.

(4) Nx0M = {u ∈ Rn : u ist Normalenvektor zu M im Punkte x0}
heißt der Normalraum von M im Punkte x0.

Satz X.2.2. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα und x0 ∈M . Dann gilt:

(1) Tx0M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des Rn.
(2) Nx0M ist ein n− k-dimensionaler Untervektorraum des Rn.
(3) Sei (U,ϕ, V ) eine Karte von M mit x0 ∈ V und y0 = ϕ−1(x0).

Dann ist

D1ϕ(y0), . . . , Dkϕ(y0)

eine Basis von Tx0M .
(4) Sei U eine Umgebung von x0 in Rn und f ∈ C1(U,Rn−k) der-

art, dass x0 ein regulärer Punkt von f und M ∩U = f−1({0})
ist. Dann ist

Tx0M = {v ∈ Rn : (∇fj(x0), v) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k}.



X.2. TANGENTIALRAUM UND ORIENTIERUNG 75

Beweis. Seien

T1 = span{D1ϕ(y0), . . . , Dkϕ(y0)}
T2 = {v ∈ Rn : (∇fj(x0), v) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k}.

Dann sind T1 und T2 k-dimensionale Untervektorräume des Rn. Wir
zeigen: T1 ⊂ Tx0M ⊂ T2. Hieraus folgen dann sofort die Behauptungen
(1), (3) und (4). Wegen (4) ist dann

Nx0M = span{∇f1(x0)
t, . . . ,∇fn−k(x0)

t},

so dass auch die Behauptung (2) folgt.

”
T1 ⊂ Tx0M :“ Sei

v =
n∑
i=1

αiDiϕ(y0) ∈ T1

beliebig. Dann gibt es ein ε ∈ R∗
+, so dass gilt

y0 + t
k∑
i=1

αiei ∈ U ∀t ∈ (−ε, ε),

wobei ei der i-te Einheitsvektor in Rk ist. Definiere γ : (−ε, ε) → Rn

durch

γ(t) = ϕ(y0 + t
k∑
i=1

αiei).

Dann ist γ ∈ C1((−ε, ε),M) und

γ(0) = ϕ(y0) = x0

γ′(0) =
k∑
i=1

αiDiϕ(y0) = v.

Also ist v ∈ Tx0M .

”
Tx0M ⊂ T2:“ Sei v ∈ Tx0M , d.h., v = ψ′(0) für einen C1-Weg ψ ∈
C1((−ε, ε),M) mit ψ(0) = x0. Dann gilt

fj(ψ(t)) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k, t ∈ (−ε, ε)

und somit

0 =
d

dt
fj(ψ(t))|t=0

= (∇fj(ψ(0)), ψ′(0))

= (∇fj(x0), v) ∀1 ≤ j ≤ n− k.

Also ist v ∈ T2. �

Wir können uns den Tangentialraum Tx0M im Punkte x0 ∈ M

”
angeheftet“ denken. Variiert x0, so auch Tx0M . Dies führt zu folgender

Definition.
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Definition X.2.3. Sei M eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα. Dann heißt

TM = {(x, v) ∈ R2n : x ∈M, v ∈ TxM}
der Tangentialraum von M .

Beispiel X.2.4. (1) Es ist Sn−1 = f−1({0}) mit

f(x) =
n∑
i=1

x2
i − 1.

Also ist

NxS
n−1 = span{(x1, . . . , xn)

t}

und

TxS
n−1 = {v ∈ Rn : (x, v) = 0}.

Sei speziell n = 3. Wir wählen als Karte eine Polarkoordinatendarstel-
lung

x = ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Dann ist

TxS
2 = span{(− sinϕ cos θ, cosϕ cos θ, 0)t ,

(− cosϕ sin θ,− sinϕ sin θ, cos θ)t}.

(2) Es sit T = f−1({0}) mit

f(x) = (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 − r2.

Also ist

TxT = {v ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1v1 + x2v2√
x2

1 + x2
2

+ x3v3 = 0}.

Als Karte kann man eine
”
Polarkoordinatendarstellung“ wählen

x = ψ(ϕ, θ) = ((R + r cos θ) cosϕ, (R + r cos θ) sinϕ, r sin θ)t.

Dann ist

TxT = span{(−(R + r cos θ) sinϕ, (R + r cos θ) cosϕ, 0)t,

(−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)t}.

Wir kommen nun zum Begriff der Orientierbarkeit. Dazu benötigen
wir:

Definition X.2.5. Seien U, V ⊂ Rn offen und ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus von U auf V . Dann heißt ϕ orientierungstreu
bzw. orientierungsumkehrend, wenn gilt

det(Dϕ(x)) > 0 ∀x ∈ U
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bzw.

det(Dϕ(x)) < 0 ∀x ∈ U.

Bemerkung X.2.6. (1) Ist U zusammenhängend und ϕ : U → V
ein C1-Diffeomorphismus, so ist ϕ entweder orientierungstreu oder ori-
entierungsumkehrend.
(2) Ist n = 1, so ist ein C1-Diffeomorphismus ϕ genau dann orientie-
rungstreu bzw. orientierungsumkehrend, wenn ϕ streng monoton wach-
send bzw. streng monoton fallend ist.

Definition X.2.7. M ⊂ Rn sei eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα.

(1) Zwei Karten (Ui, ϕi, Vi), i = 1, 2, von M mit V1 ∩ V2 6= ∅
heißen gleichorientiert, wenn der Cα-Diffeomorphismus
τ = ϕ−1

2 ◦ ϕ1 : W1 = ϕ−1
1 (V1 ∩ V2) → W2 = ϕ−1

2 (V1 ∩ V2)
orientierungstreu ist.

(2) Ein Atlas A von M heißt orientiert, wenn je zwei Karten
von A gleichorientiert sind.

(3) Eine Orientierung O von M wird durch einen orientierten
Atlas von M gegeben.

(4) M heißt orientierbar, wenn ein orientierter Atlas von M
existiert.

(5) Seien (M,O) eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit einer zu-
gehörigen Orientierung O und (U,ϕ, V ) eine Karte von M . Die
Karte heißt positiv orientiert bzgl. O, wenn sie mit jeder
Karte des zu O gehörenden Atlasses gleichorientiert ist.

Bemerkung X.2.8. (1) Genau genommen ist eine Orientierung
O einer Mfgkt M eine Äquivalenzklasse orientierter Atlanten von M .
Dabei sind zwei orientierte Atlanten A,A′ vonM äquivalent, wenn jede
Karte von A zu jeder Karte von A′ gleichorientiert ist.
(2) Sei (M,O) eine orientierbare Mannigfaltigkeit und A = {(Uλ, ϕλ,
Vλ) : λ ∈ Λ} ein zu O gehöriger Atlas. Definiere i : Rk → Rk durch

i(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk−1,−xk).

Dann ist Ã = {(i(Uλ), ϕλ ◦ i−1, Vλ) : λ ∈ Λ} ein orientierter Atlas von
M , dessen Orientierung von O verschieden ist. Die Orientierung von

Ã wird mit −O bezeichnet und heißt die zu O entgegengesetzte
Orientierung.
(3) Ist (M,O) eine zusammenhängende, orientierbare Mfgkt, kann man
zeigen, dass auf M nur die Orientierungen O und −O existieren.

Beispiel X.2.9. Definiere ϕ, ψ : R→ R2 durch

ϕ(t) = (cos t, sin t)

ψ(t) = (sin t, cos t).
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Dann sind

A =

{(
(0,

3

2
π), ϕ|(0, 3

2
π), ϕ((0,

3

2
π))
)
,

(
(π,

5

2
π), ϕ|(π, 5

2
π), ϕ((π,

5

2
π))
)}

und

A′ =

{(
(0,

3

2
π), ψ|(0, 3

2
π), ψ((0,

3

2
π))
)
,

(
(π,

5

2
π), ψ|(π, 5

2
π), ψ((π,

5

2
π))
)}

Zwei entgegengesetzt orientierte Atlanten von S1.

Eine Orientierung von M induziert auf kanonische Weise für jedes
x ∈M eine Orientierung von TxM .

Definition X.2.10. Seien (M,O) eine orientierbare Mfgkt und
x0 ∈M . Eine Basis {v1, . . . , vk} von Tx0M heißt positiv orientiert
bzgl. O, wenn für jede bzgl. O positiv orientierte Karte (U,ϕ, V ) mit
x0 ∈ V gilt

det(A) > 0,

wobei die Matrix A definiert ist durch

vi =
k∑
j=1

AijDjϕ(y0), y0 = ϕ−1(x0), 1 ≤ i ≤ k.

Ist M ⊂ Rn eine Hyperfläche, so ist für jedes x ∈ M der Normal-
raum NxM eindimensional, enthält also genau zwei Einheitsvektoren.
Wir wollen zeigen, dass eine Hyperfläche M genau dann orientierbar
ist, wenn von diesen Vektoren einer ausgewählt werden kann, so dass
die entstehende Abbildung M → Rn stetig ist. Dies wird präzisiert
durch:

Definition X.2.11. Sei M ⊂ Rn eine C1-Hyperfläche.

(1) Eine Abbildung ν ∈ C(M,Rn) mit den Eigenschaften

ν(x) ∈ NxM,

‖ν(x)‖2 = 1

für alle x ∈M heißt Einheitsnormalenfeld auf M .
(2) Ist M orientierbar und ν ein Einheitsnormalenfeld auf M , so

heißt ν bzgl. der Orientierung O positiv orientiert, wenn
für jedes x ∈ M und jede bzgl. O positiv orientierte Basis
{v1, . . . , vn−1} von TxM gilt

det(ν, v1, . . . , vn−1) > 0.
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Bemerkung X.2.12. Wegen Definition X.2.7 hängen die Definitio-
nen X.2.10 und X.2.11 (2) nicht von der Wahl der Karte bzw. Basis
von TxM ab.

Satz X.2.13. Eine C1-Hyperfläche M ⊂ Rn ist genau dann orien-
tierbar, wenn auf M ein Einheitsnormalenfeld ν existiert.

Beweis.
”
=⇒“: Sei x ∈ M und {v1, . . . , vn−1} eine positiv orien-

tierte Basis von TxM . Da NxM eindimensional ist, gibt es genau ein
ν(x) ∈ Rn mit

‖ν(x)‖2 = 1,

ν(x) ∈ NxM,

det(ν(x), v1, . . . , vn−1) > 0.

Wir müssen zeigen, dass die so konstruierte Funktion ν : M → Rn

stetig ist. Sei dazu x0 ∈ M beliebig und U ∈ U(x0), f ∈ C1(U,R) wie
in Definition X.1.1 (S. 69), d.h., M ∩U = f−1({0}) und x0 ist regulärer
Punkt von f . Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, wird durch

ν̃(x) =
1

‖∇f(x)‖2
∇f(x) ∀x ∈ U

eine stetige Funktion ν̃ : U → Rn definiert mit

‖ν̃(x)‖2 = 1,

ν̃(x) ∈ NxM

für alle x ∈ U . Indem wir nötigenfalls zu −f übergehen, können wir

ν̃(x0) = ν(x0) annehmen. Sei nun (Ũ , ϕ, Ṽ ) eine positiv orientierte

Karte mit x0 ∈ Ṽ und y0 = ϕ−1(x0), W̃ = ϕ−1(Ṽ ∩ U). Indem wir

gegebenenfalls Ũ verkleinern, können wir annehmen, dass W̃ zusam-
menhängend ist. Durch

y 7→ ∆(y) = det
(
ν̃(ϕ(y)), D1ϕ(y), . . . , Dn−1ϕ(y)

)
wird eine stetige Funktion ∆ : W̃ → R mit ∆(y0) > 0 definiert. Wegen
Satz X.2.2 (4), Definition X.1.7 (S. 72) und Definition X.1.5 (S. 72) gilt

∆(y) 6= 0 für alle y ∈ W̃ . Da W̃ zusammenhängend ist, gilt ∆(y) > 0

für alle y ∈ W̃ . Hieraus und der Definition von ν folgt

ν̃(ϕ(y)) = ν(ϕ(y)) ∀y ∈ W̃ .

Also ist ν in x0 stetig.

”
⇐=“: Sei nun ν ein Einheitsnormalenfeld auf M . Sei x ∈ M und

(U,ϕ, V ) eine Karte von M mit x ∈ V . Indem wir U nötigenfalls ver-
kleinern, können wir annehmen, dass U zusammenhängend ist. Dann
ist

∆(y) = det
(
ν(ϕ(y)), D1ϕ(y), . . . , Dn−1ϕ(y)

)
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eine stetige Funktion auf U , die nirgends verschwindet. Indem wir nöti-
genfalls die Transformation (y1, . . . , yn−1) 7→ (y1, . . . ,−yn−1) vorschal-
ten, können wir

∆(y) > 0, ∀y ∈ U
annehmen. Sei A der so konstruierte Atlas von M . Wir müssen zeigen,
dass A orientiert ist. Seien dazu (Ui, ϕi, Vi), i = 1, 2, zwei Karten von
A mit V = V1 ∩ V2 6= ∅. Sei Wi = ϕ−1

i (V ), i = 1, 2, und τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1,

d.h.

ϕ1 = ϕ2 ◦ τ.
Für y ∈ W1 gilt dann

Dϕ1(y) = Dϕ2(τ(y)) ·Dτ(y)
und

0 < det
(
ν(ϕ1(y)), D1ϕ1(y), . . . , Dn−1ϕ1(y)

)
0 < det

(
ν(ϕ2(τ(y)), D1ϕ2(τ(y)), . . . , Dn−1ϕ2(τ(y))

)
.

Also ist

detDτ(y) > 0,

d.h., die Karten (U1, ϕ1, V1) und (U2, ϕ2, V2) sind gleich orientiert. �

Beispiel X.2.14. (1) ν(x) = x ist ein Einheitsnormalenfeld auf
Sn−1.
(2) Die Funktion

ν(x) =
1

r
(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1√
x2

1 + x2
2

, (
√
x2

1 + x2
2 −R)

x2√
x2

1 + x2
2

, x3)
t

ist ein Einheitsnormalenfeld auf dem Torus T .
(3) Das Möbiusband ist nicht orientierbar. Denn: Sei ϕ wie in Beispiel
X.1.9(2) (S. 72). Eine leichte Rechnung liefert

Tϕ(t,0)M = span{(− sin(2t), cos(2t), 0)t,

(− sin t cos(2t),− sin t sin(2t), cos t)t}.
Also ist

Nϕ(t,0)M = span{(cos t cos(2t), cos t sin(2t), sin t)t}.
Setze zur Abkürzung

µ(t) = (cos t cos(2t), cos t sin(2t), sin t)t.

Gäbe es ein Einheitsnormalenfeld ν auf M , so auch eines mit

ν(ϕ(0, 0)) = µ(0) = e1.

Stetige Fortsetzung längs ϕ(t, 0), −π
2
≤ t ≤ π

2
, liefert dann

ν(ϕ(t, 0)) = µ(t) ∀ − π

2
≤ t ≤ π

2
.
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Hieraus folgt aber

−e3 = µ(−π
2
) = ν(−2e1) = µ(

π

2
) = e3.

Dies ist ein Widerspruch.

X.3. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n und
α ∈ N∗. (·, ·) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf Rn. Funktio-
nen, die auf Teilmengen des Rn definiert sind, werden durch 0 auf ganz
Rn fortgesetzt. Wir wollen Funktionen auf k-dimensionalen Mfgkten
im Rn integrieren. Insbesondere sollte das Integral der Funktion f = 1
das k-dimensionale Volumen der Mfgkt liefern. Außerdem sollte das
Integral über die Mfgkt mit Hilfe von Karten auf ein Lebesgue-Integral
in Rk zurückgeführt werden.

Zur Motivation betrachten wir folgende Situation. Sei U ⊂ Rk offen

und ϕ : U
α
↪→M = ϕ(U) ⊂ Rn eine Immersion. Sei x0 ∈ U und

v0 = ϕ(x0) , vi = Diϕ(x0) 1 ≤ i ≤ k.

Dann wird für ε > 0 die Mfgkt M in der Nähe von v0 durch die
”
Tan-

gentialebene“

E =
{
y = v0 +

k∑
i=1

tivi : |ti| ≤
ε

2
, 1 ≤ i ≤ k

}
approximiert. Seien vk+1, . . . , vn ∈ Rn paarweise orthogonale Einheits-
vektoren mit

(vi, vj) = 0 ∀1 ≤ i ≤ k < j ≤ n.

Sei

P =
{
y = v0+

n∑
i=1

tivi : |ti| ≤
ε

2
, 1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ tj ≤ 1, k+1 ≤ j ≤ n

}
das Parallelepiped der Höhe 1 über E. Dann ist λn(P ) ein Maß für das
k-dimensionale Volumen von E. Aus Satz IX.5.6 (S. 53) folgt

λn(P ) = εk| det(v1, . . . , vn)|

= εk
√

det(v1, . . . , vn)2

= εk
√

det((v1, . . . , vn)t(v1, . . . , vn))

= εk
√

det((vi, vj)1≤i,j≤k).

Also ist
gϕ(x0) = det((vi, vj)1≤i,j≤k)

ein guter Kandidat für das Volumenelement von M und
∫
U

√
gϕ(x)dx

ein Kandidat für das k-dimensionale Volumen von M . Diese Ideen wer-
den wir nun präzisieren.
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Definition X.3.1. Seien U ⊂ Rk offen und ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine
Immersion. Dann heißen

Gϕ(x) = ( (Diϕ(x), Djϕ(x)) )1≤i,j≤k ∈ Cα−1(U,Rk×k)

und

gϕ(x) = detGϕ(x) ∈ Cα−1(U,R)

der Maßtensor und die Gramsche Determinante von ϕ.

Bemerkung X.3.2. Wegen ( (Diϕ(x), Djϕ(x)) )1≤i,j≤k = Dϕ(x)t ·
Dϕ(x) ist Gϕ(x) positiv semi-definit. Da Dϕ(x) den Rang k hat, ist
Gϕ(x) sogar positiv definit und damit gϕ(x) > 0 für alle x ∈ U .

Satz X.3.3. (1) Seien U, V ⊂ Rk offen, ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine Im-
mersion, τ : V → U ein Cα-Diffeomorphismus und ψ = ϕ ◦ τ ∈
Cα(V,Rn). Dann ist

gψ(x) = gϕ(τ(x))| detDτ(x)|2 ∀x ∈ V.

(2) Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα, f : M → R
eine Funktion mit kompaktem Träger, A = {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m}
und A′ = {(U ′

j, ϕ
′
j, V

′
j ) : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Atlanten von supp(f) ∩M

und {αi : 1 ≤ i ≤ m} und {α′j : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Partitionen der Eins
auf supp(f) ∩M , die A bzw. A′ untergeordnet sind. Dann gilt

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R) ∀1 ≤ i ≤ m

⇐⇒ α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(U ′
j,R) ∀1 ≤ j ≤ m′.

In diesem Fall ist ∫
Rk

m∑
i=1

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi

=

∫
Rk

m′∑
j=1

α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j .

Beweis. ad (1): Aus der Kettenregel, Satz VII.3.3 (S. 60, Analysis
II), folgt

gψ(x) = det(Dψ(x)tDψ(x))

= det([Dϕ(τ(x)) ·Dτ(x)]t[Dϕ(τ(x)) ·Dτ(x)])
= (detDτ(x))2 det(Dϕ(τ(x))tDϕ(τ(x)))

= | detDτ(x)|2gϕ(τ(x)) ∀x ∈ V.

ad (2): Seien 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ m′ so, dass V = Vi ∩ V ′
j 6= ∅ ist.

Sei Wi = ϕ−1
i (V ),W ′

j = ϕ′−1
j (V ) und

τij = ϕ−1
i ◦ ϕ′j.
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Aus Teil (1) und Satz IX.5.6 (S. 53) folgt

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R)

=⇒ αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi · α′j ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Wi,R)

=⇒ αi ◦ ϕi ◦ τij · f ◦ ϕi ◦ τij · α′j ◦ ϕi ◦ τij·
· √gϕi ◦ τij · | detDτij| ∈ L1(Wj,R)

=⇒ αi ◦ ϕ′j · α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(Wj,R).

Summation über i liefert

α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(U ′
j,R),

da
m∑
i=1

αi ◦ ϕ′j = 1 auf U ′
j ist. Durch Vertauschen der Rollen von A,

{αi} und A′, {α′j} folgt die behauptete Äquivalenz und die Gleichheit
der Integrale, da

m∑
i=1

(αi ◦ ϕ′j · αj ◦ ϕ′j) = αj ◦ ϕ′j ∀1 ≤ j ≤ m′

und

m′∑
j=1

(αj ◦ ϕi · αi ◦ ϕi) = αi ◦ ϕi ∀1 ≤ i ≤ m

ist. �

Wegen Satz X.3.3 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition X.3.4. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα.

(1) Eine Funktion f : M → R mit kompaktem Träger heißt in-
tegrierbar auf M , wenn es einen Atlas {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤
i ≤ m} von supp(f) ∩M und eine dem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins {αi : 1 ≤ i ≤ m} auf supp(f)∩M gibt mit

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R) ∀1 ≤ i ≤ m.

In diesem Fall heißt∫
M

f =

∫
M

fdS =

∫
M

f(x)dS(x)

=
m∑
i=1

∫
Rk
αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·

√
gϕi

das Integral von f auf M . Die Menge aller auf M integrier-
baren Funktionen wird mit L1(M,R) bezeichnet.
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(2) Eine beschränkte Teilmenge A ⊂ M heißt integrierbar,
wenn χA ∈ L1(M,R) ist. In diesem Fall heißt

σk(A) =

∫
M

χA

das k-dimensionale Volumen von A. Ist σk(A) = 0, so
heißt A eine k-dimensionale Nullmenge in M .

Bemerkung X.3.5. (1) Die Einschränkung
”
supp(f) kompakt“

ist rein technischer Natur und kann wesentlich abgeschwächt werden.
Insbesondere ist sie hinfällig, wenn M bis auf eine k-dimensionale Null-
menge durch eine Karte überdeckt werden kann.
(2) Ist A ⊂M integrierbar und als Teilmenge des Rn messbar, so muss
man deutlich zwischen σk(A) und λn(A) unterscheiden. In der Regel
ist

λn(A) = 0 aber σk(A) > 0.

(3) Ist I ⊂ R offen und beschränkt und ϕ ∈ C1(I,Rn) ein regulärer
Weg, so ist

gϕ = ‖ϕ′‖22,
und die Länge des Weges stimmt mit dem eindimensionalen Volumen
von Spur(ϕ) überein.

Man kann die Ergebnisse aus Kapitel IX direkt auf das Integral auf
Mfgkten übertragen. Wir geben hier einen Teil an.

Satz X.3.6. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα.

(1) L1(M,R) ist ein Vektorraum. Sind f, g ∈ L1 und α, β ∈ R, so
gilt
(a)

∫
M

(αf + βg) = α
∫
M
f + β

∫
M
g,

(b) f ≥ 0 =⇒
∫
M
f ≥ 0,

(c) |f | ∈ L1(M,R) und |
∫
M
f | ≤

∫
M
|f |.

(2) Seien (fl)l∈N ⊂ L1(M,R) und f : M → R eine Funktion mit
fl−→
l→∞

f f.ü. auf M (f.ü. bzgl. σk!). Es gebe ein g ∈ L1(M,R+)

mit

|fl| ≤ g ∀l ∈ N f.ü. in M (f.ü. bzgl. σk!).

Dann ist f ∈ L1(M,R) und∫
M

f = lim
l→∞

∫
M

fl.

Beweis. Folgt direkt aus Definition X.3.4, Satz IX.2.14 (S. 19) und
Satz IX.3.11 (S. 34). �

Beispiel X.3.7. (1) Definiere ψ : (0, 2π)× (−π
2
, π

2
)→ R3 durch

ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).
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Dann ist

D1ψ = (− sinϕ cos θ, cosϕ cos θ, 0)

D2ψ = (− cosϕ sin θ,− sinϕ sin θ, cos θ)

((Diψ,Djψ))1≤i,j≤2 =

(
cos2 θ 0

0 1

)
und

gψ = cos2 θ.

Wie man leicht nachrechnet, ist S2\ψ((0, 2π)× (−π
2
, π

2
)) eine 2-dimen-

sionale Nullmenge. Daher gilt für jedes f ∈ L1(S2,R)∫
S2

f =

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π
2

f ◦ ψ(ϕ, θ) cos θdθ
)
dϕ.

Insbesondere ist

σ2(S
2) =

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π
2

cos θdθ
)
dϕ

= 4π.

(2) Sei I ⊂ R ein beschränktes, offenes Intervall und f ∈ C1(I,R∗
+).

Die Rotationsfläche

M = {x ∈ R3 : x3 ∈ I,
√
x2

1 + x2
2 = f(x3)}

ist eine zweidimensionale Mfgkt. Bis auf eine zweidimensionale Null-
menge wird sie durch die Karte (U,ϕ, V ) mit

U = I × (0, 2π)

ϕ(r, t) = (f(r) cos t, f(r) sin t, r)

V = ϕ(U)

dargestellt. Es ist

D1ϕ = (f ′ cos t, f ′ sin t, 1)

D2ϕ = (−f sin t, f cos t, 0)

((Diϕ,Djϕ))1≤i,j≤2 =

(
1 + f ′2 0

0 f 2

)
und √

gϕ(r, t) = f(r)

√
1 + f ′(r)2.

Daher ist

σ2(M) =

∫ 2π

0

(∫
I

f(r)

√
1 + f ′(r)2dr

)
dt
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= 2π

∫
I

f(r)

√
1 + f ′(r)2dr,

sofern das letzte Integral endlich ist (z.B., wenn f ∈ C1(I,R∗
+) ist).

(3) Sei U ⊂ Rn−1 offen und F ∈ C1(U,R). Der Graph von F

M = {x ∈ Rn, (x1, . . . , xn−1) ∈ U, xn = F (x1, . . . , xn−1)}

ist eine Hyperfläche in Rn. M wird durch die Karte (U,ϕ,M) mit

ϕ(t) = (t1, . . . , tn−1, F (t1, . . . , tn−1)) ∀t ∈ U

dargestellt. Es ist

Dϕ =

(
En−1

∇F

)
,

wobei En−1 die (n− 1)-reihige Einheitsmatrix ist. Damit folgt

gϕ = 1 + ‖∇F‖22.

Also ist

σn−1(M) =

∫
U

√
1 + ‖∇F‖22,

sofern das letzte Integral endlich ist.
(4) Sei

M = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r, xn > 0}
die obere Halbsphäre mit Radius r > 0. Sie ist Graph der Funktion
F : U → R mit

U = {t ∈ Rn−1 : ‖t‖2 < r} = Bn−1(0, r)

F (t) =

√√√√r2 −
n−1∑
i=1

t2i .

Wegen

DiF (t) = − ti
F (t)

∀t ∈ U

folgt für die Immersion ϕ aus Teil (3)√
gϕ(t) =

√
1 +

‖t‖22
F (t)2

=
r

F (t)
∀t ∈ U.

Daher gilt für jedes f ∈ L1(M,R)∫
M

f =

∫
U

f(t,
√
r2 − ‖t‖22)

r√
r2 − ‖t‖22

dt

=

∫
Bn−1(0,1)

f(rz, r
√

1− ‖z‖22)
rn−1√

1− ‖z‖22
dz,

wobei wir die Transformation t = rz auf Rn−1 angewandt haben.
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Seien U, V ∈ Rn offen, F : U → V ein Cα-Diffeomorphismus und
M ⊂ U eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα. Dann ist F (M)
ebenfalls eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα (Übungsaufgabe).
Einen Transformationssatz analog zu Satz IX.5.6 (S. 53) kann man
für die Integrale auf M und F (M) nicht in der dortigen einfachen
Form und Allgemeinheit angeben. Ist allerdings F die Komposition von
Translationen, Rotationen oder Homothetien, so gibt es ein einfaches
Analogon zu Satz IX.5.6 (S. 53).

Satz X.3.8. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα. Die Diffeomorphismen τa, ρ,Θr : Rn → Rn seien definiert durch

τa(x) = a+ x (a ∈ Rn fest)(Translation)

ρ(x) = Qx (Q ∈ O(n) fest)(Rotation)

Θr(x) = rx (r ∈ R∗
+ fest).(Homothetie)

Dann gilt

f ∈ L1(M,R) ⇐⇒ f ◦ τ−1
a ∈ L1(τa(M),R)

⇐⇒ f ◦ ρ−1 ∈ L1(ρ(M),R)

⇐⇒ f ◦Θ−1
r ∈ L1(Θr(M),R).

In diesem Fall ist ∫
τa(M)

f ◦ τ−1
a =

∫
M

f,∫
ρ(M)

f ◦ ρ−1 =

∫
M

f,∫
Θr(M)

f ◦Θ−1
r = rk

∫
M

f.

Beweis. Sei (U,ϕ, V ) eine Karte von M . Dann sind (U, τa ◦ ϕ,
τa(V )), (U, ρ◦ϕ, ρ(V )) und (U,Θr ◦ϕ,Θr(V )) Karten von τa(M), ρ(M)
und Θr(M). Weiter ist

gτa◦ϕ = gϕ

gρ◦ϕ = det(D(ρ ◦ ϕ)tD(ρ ◦ ϕ))

= det(DϕtQtQDϕ)

= gϕ

gΘr◦ϕ = det(D(Θr ◦ ϕ)tD(Θr ◦ ϕ))

= det(r2DϕtDϕ)

= r2kgϕ.

Damit folgt die Behauptung aus Definition X.3.4 und Satz IX.5.6 (S.
53). �
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Der folgende Satz ist eine interessante Variante des Satzes von Fu-
bini, Satz IX.3.3.

Satz X.3.9. Sei f ∈ L1(Rn,R). Dann ist für λ1 fast alle r ∈ R∗
+

die Funktion f auf der Sphäre ∂B(0, r) integrierbar und es gilt∫
Rn
f(x)dx =

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,r)

f(y)ds(y)
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,1)

f(ry)ds(y)
}
rn−1dr.

Beweis. Seien

H± = {x ∈ Rn : ±xn > 0}

der obere bzw. untere Halbraum. Da Rn−1×{0} eine Nullmenge in Rn

ist, reicht es, die Behauptung für fχH± zu beweisen. Wir betrachten
nur g = fχH+ . Der andere Fall ist völlig analog.
Sei U = Bn−1(0, 1) = {u ∈ Rn−1 : ‖u‖2 < 1}. Wie man leicht nach-
rechnet, ist Φ : U × R∗

+ → H+ mit

Φ(u, r) = (ru1, . . . , run−1, r
√

1− ‖u‖22)

ein C∞-Diffeomorphismus mit

DΦ(u, r) =

(
rEn−1 u
ru√

1−‖u‖22

√
1− ‖u‖22

)
und

detDΦ(u, r) = rn−1
√

1− ‖u‖22 + rn−1 ‖u‖22√
1− ‖u‖22

=
rn−1√

1− ‖u‖22
.

Aus Satz IX.3.3, Satz IX.5.6 (S. 53), Satz X.3.8 und Beispiel X.3.7 (4)
folgt daher∫

H+

g =

∫ ∞

0

{∫
U

g(ru, r
√

1− ‖u‖22)
rn−1√

1− ‖u‖22
du
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,r)∩H+

g(y)ds(y)
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,1)∩H+

g(rz)ds(z)
}
rn−1dr.

�

Beispiel X.3.10. (1) Aus Satz X.3.8 folgt für x ∈ Rn, r ∈ R∗
+

σn−1(∂B(x, r)) = rn−1σn−1(S
n−1).
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Sei τn = σn−1(S
n−1) und ωn = λn(Bn(0, 1)). Aus Beispiel IX.5.7(1) (S.

55) und Satz X.3.9 folgt

ωn =

∫ 1

0

σn−1(S
n−1)rn−1dr

=
1

n
τn

und somit

τn = nωn

= n
πn/2

Γ(n
2

+ 1)

=
2πn/2

Γ(n
2
)
.

(2) Sei F ∈ L1(Rn,R) rotationssymmetrisch, d.h.

F (x) = f(‖x‖2) ∀x ∈ Rn

mit f : R+ → R. Aus Satz X.3.9 folgt∫
Rn
F =

∫ ∞

0

τnf(r)rn−1dr

=
2πn/2

Γ(n
2
)

∫
R
f(r)rn−1dr.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wollen wir den Gaußschen In-
tegralsatz beweisen. Er verbindet das Integral über eine beschränkte
Teilmenge M des Rn mit einem Integral über dem Rand ∂M von M .
Für seine genaue Formulierung und den Beweis benötigen wir einige
Notationen und Hilfsresultate.

Definition X.3.11. Sei K ⊂ Rn kompakt. Es gebe zwei disjunkte
Teilmengen ∂RK und ∂SK von ∂K mit folgenden Eigenschaften:

(1) ∂RK ist relativ offen in ∂K.
(2) Zu jedem x0 ∈ ∂RK existiert eine Umgebung U von x0 in Rn

und eine Funktion ψ ∈ C1(U,R), derart dass jedes x ∈ U
regulärer Punkt von ψ ist und dass gilt

K ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0}.

(3) lim
ε→0+

ε−1λn(
⋃

x∈∂SK

B(x; ε)) = 0.

(4) ∂K = ∂RK ∪ ∂SK.

Dann heißt K stückweise glatt berandet. Ist ∂SK = ∅, so heißt
K glatt berandet. ∂RK und ∂SK heißen der reguläre bzw. sin-
guläre Rand von K.
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Beispiel X.3.12. (1) Die Kugel B(0, 1) ⊂ Rn ist glatt berandet;
die Funktion

ψ(x) =
n∑
i=1

x2
i − 1

leistet das Gewünschte.
(2) Der Zylinder Z = {x ∈ R3 : x2

1 +x2
2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1} ist stückweise

glatt berandet mit

∂RZ = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1, 0 < x3 < 1}
∪ {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 < 1, x3 = 0}

∪ {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 < 1, x3 = 1}

und

∂SZ = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}
∪ {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 = 1, x3 = 1}.

Die Funktionen

ψ1(x) = x2
1 + x2

2 − 1

ψ2(x) = −x3

ψ3(x) = x3 − 1

leisten das in Bedingung (2) Gewünschte. Für ε > 0 ist

λ3

( ⋃
x∈∂SZ

B(x, ε)
)

= 2λ3({x ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 − 1)2 + x2

3 ≤ ε2})

= 2

∫ ε

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(1 + r cos θ)dθdϕdr

= 2 · (2π)2

∫ ε

0

rdr

= 4π2ε2

und daher

ε−1λ3

( ⋃
x∈∂Sz

B(x, ε)
)

= 4π2ε

−→
ε→0

0.

Satz X.3.13. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt berandet.
Dann ist ∂RK eine Hyperfläche.

Beweis. Seien x0 ∈ ∂RK beliebig und U , ψ wie in Definition
X.3.11. O.E. können wir U ∩ ∂SK = ∅ voraussetzen, da ∂RK rela-
tiv offen in ∂K ist. Wir zeigen, dass ∂RK ∩U = ψ−1\({0}) ist. Hieraus
folgt dann die Behauptung.
Sei zunächst x ∈ U mit ψ(x) < 0. Dann gibt es eine Umgebung V von
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x mit V ⊂ U und ψ(y) < 0 für alle y ∈ V . Also ist V ⊂ K und damit x
innerer Punkt von K. Dies zeigt ∂RK ∩ U ⊂ ψ−1({0}). Sei nun x ∈ U
mit ψ(x) = 0 und v = gradψ(x) 6= 0. Für hinreichend kleines t gilt
dann

ψ(x+ tv) = ψ(x) + tDψ(x)v + r(tv)

= t‖v‖22 + r(tv)

mit lim
t→0

t−1r(tv) = 0. Also gibt es ein ε > 0 mit

ψ(x+ tv) > 0 ∀0 < t < ε

ψ(x+ tv) < 0 ∀ − ε < t < 0

und somit

x+ tv 6∈ K ∀0 < t < ε

x+ tv ∈ K ∀ − ε < t < 0.

Also ist x ∈ ∂K und wegen U ∩ ∂SK = ∅ aus ∂RK. Mithin ist
ψ−1({0}) ⊂ ∂RK ∩ U . �

Satz X.3.14. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt berandet.
Zu jedem x0 ∈ ∂RK existiert genau ein Vektor ν(x0) ∈ Rn mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) ν(x0) ∈ Nx0∂RK.
(2) ‖ν(x0)‖2 = 1.
(3) Es gibt ein ε > 0 mit

x0 + tν(x0) 6∈ K ∀0 < t < ε.

Der Vektor ν(x0) heißt äußerer Normalen-Einheitsvektor von
K im Punkt x0.

Beweis. Existenz: Seien x0 ∈ ∂RK beliebig und U und ψ wie
in Bedingung (2) von Definition X.3.11 mit U ∩ ∂SK = ∅. Aus dem

Beweis von Satz X.3.13 folgt, dass ν(x0) = ∇ψ(x0)
‖∇ψ(x0)‖2 das Gewünschte

leistet.
Eindeutigkeit: Da nach Satz X.2.2 (S. 74)

Nx0∂RK = span{∇ψ(x0)}

ist, folgt

ν(x0) = λ∇ψ(x0) mit λ ∈ R.
Wegen (2) ist |λ| = ‖∇ψ(x0)‖−1

2 . Wegen (3) folgt λ > 0. Also ist ν(x0)
eindeutig bestimmt. �

Bemerkung X.3.15. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt
berandet. Aus dem Beweis von Satz X.3.14 folgt, dass die Zuordnung
x 7→ ν(x) auf ∂RK stetig ist. Insbesondere ist ∂RK orientierbar.
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Satz X.3.16. Sei U ⊂ Rn offen, U 6= ∅, und f ∈ C1
0(U,R). Dann

gilt für alle 1 ≤ i ≤ n ∫
U

∂

∂xi
f(x)dx = 0.

Beweis. Sei R > 0 so, dass supp(f) ⊂ B‖·‖∞(0, R) ist. Indem
wir f außerhalb U durch 0 fortsetzen, erhalten wir eine Funktion aus
C1

0(Rn,R) mit gleichem Träger. Für 1 ≤ i ≤ n folgt dann aus Satz
X.3.3 ∫

U

∂

∂xi
f(x)dx

=

∫
B‖·‖∞ (0,R)

∂

∂xi
f(x)dx

=

∫ R

−R
. . .

∫ R

−R

{∫ R

−R

∂

xi
f(x)dxi

}
dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn

= 0.

�

Satz X.3.17. Seien U ′ ⊂ Rn−1 offen, I = (α, β), α < β, g ∈
C1(U ′,R) mit g(U ′) ⊂ I und

A = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn ≤ g(x′)}
M = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn = g(x′)}.

Dann gilt für alle f ∈ C1
0(U ′ × I,R) und alle 1 ≤ i ≤ n∫

A

∂

∂xi
f(x)dx =

∫
M

f(x)νi(x)dS(x),

wobei

νi(x) = −(1 + ‖∇g(x′)‖22)−1/2∂g(x
′)

∂xi
, 1 ≤ i ≤ n− 1

νn(x) = (1 + ‖∇g(x′)‖22)−1/2

ist.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass gemäß Beispiel X.3.7 (3) M
eine Hyperfläche und die Gramsche Determinante gleich 1+ ‖∇g(x′)‖22
ist.
Fall 1 ≤ i ≤ n− 1: Definiere F : U ′ × I → R durch

F (x′, z) =

∫ z

α

f(x′, xn)dxn.

Dann gilt

∂F

∂z
(x′, z) = f(x′, z)
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∂F

∂xi
(x′, z) =

∫ z

α

∂

∂xi
f(x′, z)dxn

und daher

∂

∂xi

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn =
∂

∂xi
F (x′, g(x′))

=
∂

∂xi
F (x′, g(x′))

+
∂

∂z
F (x′, g(x′))

∂g

∂xi
(x′)

=

∫ g(x′)

α

∂

∂xi
f(x′, xn)dxn

+ f(x′, g(x′))
∂g

∂xi
(x′).

Da die Funktion x′ 7→ F (x′, g(x′)) kompakten Träger in U ′ hat, folgt
aus Satz X.3.16 ∫

U ′

∂

∂xi
F (x′, g(x′))dx′ = 0.

Damit folgt aus Satz X.3.3∫
A

∂f

∂xi
(x)dx =

∫
U ′

{∫ g(x′)

α

∂

∂xi
f(x′, xn)dxn

}
dx′

=

∫
U ′

∂

∂xi
F (x′, g(x′))dx′

−
∫
U ′
f(x′, g(x′))

∂g

∂xi
(x′)dx′

=

∫
M

f(x)νi(x)dS(x).

Fall i = n: Es ist wegen Satz X.3.3 und supp(f) bU ′ × I∫
A

∂

∂xn
f(x)dx =

∫
U ′

{∫ g(x′)

α

∂

∂xn
f(x′, xn)dxn

}
dx′

=

∫
U ′

{
f(x′, g(x′))− f(x′, α)︸ ︷︷ ︸

=0

}
dx′

=

∫
U ′
f(x′, g(x′))dx′

=

∫
M

f(x)νn(x)dS(x).

�
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Definition X.3.18. Sei U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rn). Dann
ist die Divergenz von f definiert durch

∇ · f = div f =
n∑
i=1

∂fi
∂xi

.

Satz X.3.19 (Gaußscher Integralsatz). Sei K ⊂ Rn kompakt
und stückweise glatt berandet mit σn−1(∂RK) < ∞. Dann gilt für jede
offene Menge U ⊂ Rn mit K ⊂ U und jedes f ∈ C1(U,Rn)∫

K

div fdx =

∫
∂RK

(f, ν)dS(x),

wobei ν das äußere Einheits-Normalenfeld an ∂RK ist.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Da K kompakt ist, gibt es Zahlen
1 < m0 < mR < mS und offene Mengen Ui, 1 ≤ i ≤ mS, mit folgenden
Eigenschaften:

(1) K ⊂
mS⋃
i=1

Ui.

(2) Ui ⊂
◦
K für alle 1 ≤ i ≤ m0.

(3) Ui∩∂SK = ∅ für alle m0 < i ≤ mR und nach einer eventuellen
Koordinatentransformation hat Ui die Gestalt Ui = U ′×I mit
U ′ ⊂ Rn−1 offen, I = (α, β) ⊂ R, α < β und

Ui ∩K = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn ≤ g(x′)}

für ein g ∈ C1(U ′,R) mit g(U ′) ⊂ I.
(4) Ui = B(xi, ε) mit xi ∈ ∂SK für alle mR < i ≤ mS.

Sei α1, . . . , αmS eine Partition der Eins auf K, die U1, . . . , UmS unter-
geordnet ist. Definiere

ϕε =

mS∑
i=mR+1

αi.

Für 1 ≤ j ≤ m0 folgt aus Satz X.3.16 angewandt auf die Komponenten
von αjf ∫

K

div(αjf)dx = 0 =

∫
∂RK

(αjf, ν)dS.

Für m0 < j ≤ mR folgt aus Satz X.3.17 angewandt auf die Komponen-
ten von αjf ∫

K

div(αjf)dx =

∫
∂RK

(αjf, ν)dS.

Summation über j = 1, . . . ,mR liefert wegen
mR∑
j=1

αj = 1− ϕε auf K
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die Identität

(∗)
∫
K

div((1− ϕε)f)dx =

∫
∂RK

((1− ϕε)f, ν)dS.

Für ε→ 0 konvergiert ((1− ϕε)f, ν) punktweise auf ∂RK gegen (f, ν)
und ist für jedes ε > 0 beschränkt durch die integrierbare Funktion
‖f‖C0(K,Rn)χ∂RK . Damit folgt aus Satz X.3.6

lim
ε→0

∫
∂RK

((1− ϕε)f, ν)dS =

∫
∂RK

(f, ν)dS.

Aus Bemerkung IX.6.8 (S. 65) und Eigenschaft (3) von Definition
X.3.11 folgt andererseits

|
∫
K

div fdx−
∫
K

div((1− ϕε)f)dx|

= |
∫
K

ϕε div fdx+

∫
K

(f,∇ϕε)dx|

≤ ‖ div f‖C0(K,R)λn(
⋃

x∈∂SK

B(x, ε))

+ c1‖f‖C0(K,Rn)ε
−1λn(

⋃
x∈∂SK

B(x, ε))

−→
ε→0

0.

Damit folgt die Behauptung durch Grenzübergang ε→ 0 in (∗). �

Bemerkung X.3.20. (1) Die Voraussetzungen an K und f in Satz
X.3.19 können wesentlich abgeschwächt werden.
(2) Sei U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rn) und x0 ∈ U . Aus Satz X.3.19
folgt

div f(x0) = lim
ε→0+

1

λn(B(x0, ε))

∫
∂B(x0,ε)

(f, ν)dS.

Die Divergenz von f in x0 ist also physikalisch der Fluss pro Volumen-
einheit durch die Oberfläche einer beliebig kleinen Kugel um x0.

Beispiel X.3.21. (1) Sei Z = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}
und

f(x) = (x2x3, x1x3, x
2
1 + x2

2).

Dann ist

div f(x) = 0 ∀x ∈ R3

und ∫
Z

div f = 0.
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Auf dem Mantel von Z ist ν(x) = (x1, x2, 0) und∫
Mantel

(f, ν)dS =

∫
Mantel

2x1x2x3dS

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

2z cosϕ sinϕdϕ
}
dz

= 0.

Auf dem Boden von Z ist ν(x) = (0, 0,−1) und∫
Boden

(f, ν) = −
∫ 1

0

{∫ 2π

0

r2rdϕ
}
dr

= −π
2
.

Auf dem Deckel von Z ist schließlich ν(x) = (0, 0, 1) und∫
Deckel

(f, ν) =

∫ 1

0

{∫ 2π

0

r2rdϕ
}
dr

=
π

2
.

(2) Für K = B(0, 1) ⊂ Rn und f(x) = x ergibt sich

nλn(B(0, 1)) =

∫
B(0,1)

div fdx

=

∫
∂B(0,1)

(f, ν)dS

= σn−1(S
n−1).

Damit haben wir die Formel aus Beispiel X.3.10 (1) auf andere Weise
bewiesen.
(3) Der KörperK sei ganz in eine Flüssigkeit der konstanten Dichte ρ >
0, deren Oberfläche mit der Ebene x3 = 0 zusammenfalle, eingetaucht.
K erfülle die Voraussetzungen von Satz X.3.19. Die Flüssigkeit übt im
Punkt x ∈ ∂RK auf K den Druck ρx3ν(x) aus, wobei ν(x) der äußere
Normalen-Einheitsvektor ist (der Druck ist also nach innen gerichtet!).
Die Kraft F = (F1, F2, F3), die auf K wirkt, ist dann gegeben durch

Fi =

∫
∂RK

ρx3νi(x)dS(x)

=

∫
K

ρ
∂x3

∂xi
dx

=

{
0 falls i = 1, 2

ρλ3(K) falls i = 3.

Der Körper erfährt also einen Auftrieb in x3-Richtung, dessen Betrag
gleich dem Gewicht der verdrängten Flüssigkeit ist (Archimedisches
Prinzip).
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Definition X.3.22. (1) Für a, b ∈ R3 ist das Vektorprodukt
a× b definiert durch

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

(2) Seien U ⊂ Rn offen, K ⊂ U kompakt mit stückweise glattem Rand
und ϕ ∈ C1(U,R), f ∈ C2(U,R). Dann heißt

∂ϕ

∂ν
(x) = (∇ϕ(x), ν(x)) ∀x ∈ ∂RK

die Normalenableitung von ϕ auf ∂RK und

∆f = div(grad f) =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

der Laplace von f .
(3) Sei U ⊂ R3 offen und f ∈ C1(U,R3). Dann heißt

rot f = ∇× f = (∂2f3 − ∂3f2, ∂3f1 − ∂1f3, ∂1f2 − ∂2f1)

die Rotation von f .

Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes kann man verschiedene For-
meln für die Ableitungen von Funktionen herleiten, von denen wir ei-
nige im folgenden Satz angeben.

Satz X.3.23. Seien U ⊂ Rn offen und K ⊂ U kompakt mit stück-
weise glattem Rand und σn−1(∂RK) <∞.

(1) Für f ∈ C2(U,R) und g ∈ C1(U,R) gilt∫
K

∆fg = −
∫
K

(∇f,∇g) +

∫
∂RK

∂f

∂ν
g.

(2) Für f, g ∈ C2(U,R) gilt die Greensche Formel∫
K

{∆fg − f∆g} =

∫
∂RK

{∂f
∂ν
g − ∂g

∂ν
f}.

(3) Für n = 3 und f ∈ C1(U,R3) gilt∫
K

rot f = −
∫
∂RK

f × ν.

Beweis. ad (1): Aus Satz X.3.19 folgt∫
∂RK

∂f

∂ν
g =

∫
∂RK

(g∇f, ν)

=

∫
K

div(g∇f)

=

∫
K

(∇f,∇g) +

∫
K

∆fg.
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ad (2): Vertausche f und g in (1) und subtrahiere die beiden Glei-
chungen.
ad (3): Aus Satz X.3.19 folgt∫

K

(rot f)1 =

∫
K

∂2f3 −
∫
K

∂3f2

=

∫
K

div(f3e2)−
∫
K

div(f2e3)

=

∫
∂RK

f3ν2 −
∫
∂RK

f2ν3

= −
∫
∂RK

(f × ν)1.

Analog für die anderen Komponenten. �

X.4. Multilineare Algebra

Im Folgenden seien V , W stets R-Vektorräume. Wir knüpfen an
die Abschnitte VII.1 und VII.4 an, in denen wir stetige, lineare bzw.
multilineare Abbildungen betrachtet haben. Zur Abkürzung definieren
wir

V ∗ = L(V,R),

den Dualraum von V , und bezeichnen mit

〈·, ·〉 :V ∗ × V → R
(ϕ, r) 7→ 〈ϕ, r〉 = ϕ(r)

die duale Paarung zwischen V und V ∗. Ist n = dimV <∞, so folgt
aus Satz VII.1.10 (S. 49, Analysis II)

V ∗ ∼= Rn.

Ist insbesondere e1, . . . , en eine Basis von V , so ist ε1, . . . , εn ∈ V ∗ mit

〈εi,
n∑
j=1

αjej〉 = αi ∀v =
n∑
j=1

αjej ∈ V

eine Basis von V ∗. Wir nennen ε1, . . . , εn die Dualbasis zu e1, . . . , en.
Insbesondere ist

〈εi, ej〉 = δij.

Schließlich erinnern wir an die Definition VII.4.5 (S. 66, Analysis II)
des Raumes Lr(V,R) der stetigen, r-linearen Abbildungen von V in R.

Definition X.4.1. (1) Sei r ≥ 2. Eine stetige, r-lineare Abbildung
α ∈ Lr(V,R) mit der Eigenschaft

(∗) α(v1, . . . , vr) = 0 falls vi = vj für ein Paar (i, j) mit i 6= j



X.4. MULTILINEARE ALGEBRA 99

heißt alternierende r-Form.
(2) Definiere

Λ0(V ) = R,
Λ1(V ) = V ∗,

Λr(V ) = {α ∈ Lr(V,R) : α ist alternierende r − Form}, r ≥ 2.

(3) σr bezeichnet die Gruppe der Permutationen von {1, . . . , r}.

Beispiel X.4.2. Durch

v1, . . . , vn ∈ Rn 7→ det(v1, . . . , vn) ∈ R

wird eine alternierende n-Form auf Rn definiert.

Bemerkung X.4.3. (1) Für r ≥ 2 und α ∈ Lr(V,R) sind folgende
Aussagen äquivalent:

α ∈ Λr(V,R).(i)

α(vσ(1), . . . , vσ(r)) = sgn(σ)α(v1, . . . , vr)(ii)

∀v1, . . . , vr ∈ V, σ ∈ σr.
α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr) = −α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr)(iii)

∀v1, . . . , vr ∈ V, i 6= k.

(2) Ist α ∈ Λr(V,R) und sind v1, . . . , vr ∈ V linear abhängig, r ≥ 2, so
ist

α(v1, . . . , vr) = 0.

Insbesondere ist Λr(V ) = {0}, falls r > dimV ist.
(3) Λr(V ) ist ein Untervektorraum von Lr(V,R).

Beweis. ad (1):
”
(i) =⇒ (iii)“: Seien v1, . . . , vr ∈ V und 1 ≤ i <

k ≤ r. Dann gilt

0 = α(v1, . . . , vi−1, vi + vk, vi+1, . . . , vk−1, vi + vk, vk+1, . . . , vr)

= α(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vk, . . . , vr)

= α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr).

”
(iii) =⇒ (i)“: Ist offensichtlich.

”
(ii) ⇐⇒ (iii)“: Ist offensichtlich, da jede Permutation Komposition

von endlich vielen Vertauschungen ist.
ad (2): Folgt direkt aus der Linearität von α und der Eigenschaft (∗).
ad (3): Ist offensichtlich. �
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Definition X.4.4. Seien ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗, r ≥ 2. Dann wird durch

ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr(v1, . . . , vr) = det
(
(〈ϕi, vj〉)1≤i,j≤r

)
∀v1, . . . , vr ∈ V

eine alternierende r-Form definiert. ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr heißt das äußere
Produkt von ϕ1, . . . , ϕr.

Satz X.4.5. Sei n = dimV <∞ und e1, . . . , en eine Basis von V .
Sei ε1, . . . , εn die Dualbasis zu e1, . . . , en und 1 ≤ r ≤ n. Dann ist

{εj1 ∧ . . . ∧ εjr : 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jr ≤ n}
eine Basis von Λr(V ). Insbesondere ist

dim Λr(V ) =

(
n

r

)
.

Beweis. Definiere zur Abkürzung

Ir = {(j) = (j1, . . . , jr) : 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n}
ε(j) = εj1 ∧ . . . ∧ εjr ∀(j) ∈ Ir.

1. Schritt: Seien α ∈ Λr(V ) und v1, . . . , vr ∈ V . Dann ist

vi =
n∑
j=1

〈εj, vi〉ej ∀1 ≤ i ≤ r.

Wegen der Multilinearität von α und Bemerkung X.4.3 (1) folgt

α(v1, . . . , vr)

=
n∑

k1=1

. . .
n∑

kr=1

{
〈εk1 , v1〉 · . . . · 〈εkr , vr〉 · α(ek1 , . . . , ekr)

}
=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr)
∑
σ∈σr

sgn(σ)〈εiσ(1)
, v1〉 · . . . · 〈εjσ(r)

, vr〉

=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr) det
(
(〈εjρ , vτ 〉)1≤ρ,τ≤r

)
=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr)ε(j)(v1, . . . , vr).

Also ist

α =
∑

(j)∈Ir

α(j)ε(j)

mit

α(j) = α(ej1 , . . . , ejr).

2. Schritt: Sei α =
∑

(j)∈Ir

b(j)ε(j) mit b(j) ∈ R. Wir müssen zeigen:

b(j) = α(ej1 , . . . , ejr).
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Sei dazu (k) ∈ Ir. Dann folgt

α(ek1 , . . . , ekr)

=
∑

(j)∈Ir

b(j)ε(j)(ek1 , . . . , ekr)

=
∑

(j)∈Ir

b(j) det
(
(〈εjρ , ekτ 〉)1≤ρ,τ≤r

)
=
∑

(j)∈Ir

b(j) det
(
(δjρkτ )1≤ρ,τ≤r

)
= b(k).

Dies beweist die Behauptung. �

Satz X.4.6. Sei n = dimV <∞ und r, s, t ∈ N∗.

(1) Es gibt genau eine Abbildung

∧ : Λr(V )× Λs(V )→ Λr+s(V )

(α, β) 7→ α ∧ β,
genannt äußeres Produkt, mit folgenden Eigenschaften:
(a) ∧ ist bilinear.
(b) Für ϕ1, . . . , ϕr, ψ1, . . . , ψs ∈ V ∗ ist

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr) ∧ (ψ1 ∧ . . . ∧ ψs)
= ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr ∧ ψ1 ∧ . . . ∧ ψs.

(2) Ist e1, . . . , en eine Basis von V und ε1, . . . , εn die zugehöri-

ge Dualbasis, so gilt für α =
∑

(j)∈Ir

α(j)ε(j) ∈ Λr(V ) und β =∑
(k)∈Is

β(k)ε(k) ∈ Λs(V ):

α ∧ β =
∑

(j)∈Ir
(k)∈Is

α(j)β(k)ε(j) ∧ ε(k).

(3) Für α ∈ Λr(V ), β ∈ Λs(V ) ist

α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α.
(4) Für α ∈ Λr(V ), β ∈ Λs(V ), γ ∈ Λt(V ) ist

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ).

Beweis. ad (1): Wegen Satz X.4.5 wird ∧ durch die Eigenschaften
(a) und (b) eindeutig bestimmt.
ad (2): Folgt direkt aus (a) und (b).
ad (3): Folgt aus Bemerkung X.4.3 (2), da die Permutation σ ∈ σr+s
mit

(1, . . . , r, r + 1, . . . , r + s) 7→ (r + 1, . . . , r + s, 1, . . . , r)
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das Signum (−1)rs hat.
ad (4): Folgt direkt aus (a) und (b). �

Bemerkung X.4.7. (1) Es ist nützlich, das äußere Produkt auch
im Fall r = 0 oder s = 0 zu definieren. Dazu setzt man für α ∈ R und
β ∈ Λk(V )

α ∧ β = β ∧ α = αβ.

(2) Λ(V ) = ⊕
r≥0

Λr(V ) heißt äußere oder Graßmannsche Alge-

bra von V . ∧ wird auf kanonische Weise auf Λ(V ) fortgesetzt. Λ(V )
ist ein R-Vektorraum der Dimension 2n mit n = dimV . (Λ(V ),∧) ist
eine Algebra mit Eins.

Definition X.4.8. Seien h ∈ L(V,W ), α ∈ Λr(W ) und r ≥ 0.

(1) Für r = 0 definieren wir h ∗ α ∈ Λ0(V ) durch

h ∗ α = α.

(2) Für r > 0 definieren wir h ∗ α ∈ Λr(V ) durch

h ∗ α(v1, . . . , vr) = α(h(v1), . . . , h(vr)) ∀v1, . . . , vr ∈ V.
h ∗ α heißt der pull-back oder Rücktransport von α mittels h.

Bemerkung X.4.9. (1) Es ist h∗ ∈ L(Λr(W ),Λr(V )) und es gilt

V
h−→W

Λr(V )
h∗←−Λr(W ).

Im Fall r = 1 ist h∗ die zu h adjungierte Abbildung:

h ∗ α(v) = 〈α, h(v)〉 = 〈h ∗ α, v〉 ∀v ∈ V, α ∈ W ∗.

(2) Es gilt

id∗ = id,

(k ◦ h)∗ = (h∗) ◦ (k∗),
h ∈ Isom(V,W ) =⇒ h∗ ∈ Isom(Λr(W ),Λr(V )),

(h∗)−1 = (h−1) ∗ .

(3) Es gilt

h ∗ (α ∧ β) = (h ∗ α) ∧ (h ∗ β)

∀h ∈ L(V,W ), α ∈ Λr(W ), β ∈ Λs(W ).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition des pull-
backs. �

Satz X.4.10. Seien n = dim(V ) <∞, h ∈ L(V, V ) und α ∈ Λn(V ).
Dann gilt

h ∗ α = det(h)α.
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Beweis. Sei e1, . . . , en eine Basis von V und ε1, . . . , εn die zugehöri-
ge Dualbasis. Sei (hjk)1≤j,k≤n die Matrix von h bzgl. e1, . . . , en, d.h.,

h(ek) =
n∑
j=1

hjkej ∀1 ≤ k ≤ n.

Dann folgt mit Bemerkung X.4.3 (1)

h ∗ α(e1, . . . , en)

= α(h(e1), . . . , h(en))

=
n∑

j1=1

. . .

n∑
jn=1

hj11 . . . hjnnα(ej1 , . . . , ejn)

=
∑
σ∈σn

hσ(1)1 . . . hσ(n)n sgn(σ)α(e1, . . . , en)

= det(h)α(e1, . . . , en).

Hieraus folgt die Behauptung wegen dim Λn(V ) =
(
n
n

)
= 1. �

X.5. Differentialformen

Im Folgenden ist stets n ∈ N∗, r, s ∈ N, k ∈ N ∪ {∞} und U ⊂ Rn

offen und nicht leer. Wir bezeichnen mit e1, . . . , en die kanonische Basis
des Rn und mit ε1, . . . , εn die zugehörige Dualbasis.

Definition X.5.1. (1) Eine Abbildung α ∈ Ck(U,Λr(Rn)) heißt
Differentialform vom Grade r auf U der Klasse Ck, kurz
r-Form.
(2) Wir setzen

Ωr
k(U) = {α : α ist r-Form der Klasse Ck auf U},

Ωr(U) = Ωr
0(U).

(3) ∧ : Ωr
k(U) × Ωs

k(U) → Ωr+s
k (U) mit (α, β) 7→ α ∧ β und (α ∧

β)(z) = α(z) ∧ β(z) für alle z ∈ U heißt äußere Multiplikation
oder äußeres Produkt.

Bemerkung X.5.2. (1) Definition X.5.1 ist sinnvoll, da gemäß Ab-
schnitt X.4 Λr(Rn) ein normierter Vektorraum ist.
(2) Es ist Ω0

k(U) = Ck(U) und Ωr
k(U) = {0} für alle r > n.

(3) Ωr
k(U) ist ein R-Vektorraum und ein Ck(U) Modul bzgl. der Mul-

tiplikation (f, α) 7→ fα = f ∧ α.
(4) Es ist α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α für alle α ∈ Ωr(U), β ∈ Ωs(U).
(5) Ωk(U) = ⊕

r≥0
Ωr
k(U) heißt die Algebra der Ck-Differentialformen,

wobei ∧ die Algebra-Multiplikation ist.
(6) Ist f ∈ Ck+1(U,R), so ist Df ∈ Ck(U,L(Rn,R)) ∼= Ck(U,Rn∗) =
Ck(U,Λ1(Rn)). Daher kannDf als 1-Form aufgefasst werden. In diesem
Fall schreiben wir zur Unterscheidung df und nennen dies das totale
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Differential von f . Ist insbesondere f = prj die Projektion auf die
j-te Variable, d.h.,

f(z) = zj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n,

so schreiben wir

dxj = dprj, 1 ≤ j ≤ n.

Wegen

Dprj(z) = vj ∀z ∈ U, v ∈ Rn, 1 ≤ j ≤ n

ist

dxj(z) = εj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n,

so dass wegen Satz X.4.5 (S. 100) dx1, . . . , dxn eine Basis von Ω1(U)
bilden. Für f ∈ Ck+1(U) ist dann

df =
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj.

Physikalisch beschreibt df das totale Inkrement der Funktion f . Man
vergleiche hierzu Bemerkung VI.3.2 (S. 21, Analysis II).

Satz X.5.3. Sei 1 ≤ r ≤ n. {dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr : 1 ≤ j1 < . . . <
jr ≤ n} ist eine Basis von Ωr(U), d.h. jedes α ∈ Ωr(U) besitzt eine
eindeutige Darstellung

α =
∑

1≤j1<...<jr≤n

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr

mit aj1...jr ∈ C(U,R). Insbesondere gilt

α ∈ Ωr
k(U) ⇐⇒ aj1...jr ∈ Ck(U,R) ∀1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n.

Beweis. Folgt wegen

dxj(z) = εj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n

aus Satz X.4.5 (S. 100). �

Beispiel X.5.4. (1) Sei n = 2. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α = a1dx1 + a2dx2, a1, a2 ∈ C(U,R),

α ∈ Ω2(U) ⇐⇒ α = a12dx1 ∧ dx2, a12 ∈ C(U,R).

(2) Sei n = 3. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3,

a1, a2, a3 ∈ C(U,R),

α ∈ Ω2(U) ⇐⇒ α = a1dx2 ∧ dx3 + a2dx3 ∧ dx1 + a3dx1 ∧ dx2,

a1, a2, a3 ∈ C(U,R),
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α ∈ Ω3(U) ⇐⇒ α = adx1 ∧ dx2 ∧ dx3, a ∈ C(U,R).

(3) Sei n ≥ 2. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α =
n∑
i=1

aidxi, ai ∈ C(U,R),

α ∈ Ωn−1(U) ⇐⇒ α =
n∑
i=1

ai(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn,

ai ∈ C(U,R),

wobei dx1∧ . . .∧ d̂xi∧ . . .∧ dxn bedeutet, dass der Term dxi fehlt. Wir

verwenden im Folgenden stets {(−1)i−1dx1 ∧ . . .∧ d̂xi ∧ . . .∧ dxn : 1 ≤
i ≤ n} als Basis von Ωn−1(U).
(4) Sei n ≥ 2 und f ∈ C(U,R), u ∈ C(U,Rn). Dann entsprechen f die
0- und die n-Form

α0,f = f,

αn,f = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn

und u die 1- und die (n− 1)-Form

α1,u =
n∑
i=1

uidxi,

αn−1,u =
n∑
i=1

ui(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.

Definition X.5.5. Seien V ⊂ Rm offen, h ∈ Ck+1(U,Rm) mit
h(U) ⊂ V und α ∈ Ωr

k(V ). Dann definieren wir den pull-back oder
Rücktransport h ∗ α ∈ Ωr

k(U) von α mittels h durch

(h ∗ α)(z)(v1, . . . , vr)

= [Dh(z)] ∗ α(h(z))(v1, . . . , vr)

= α(h(z))(Dh(z)v1, . . . , Dh(z)vr) ∀z ∈ U, v1, . . . , vr ∈ Rn.

Aus Definition X.5.5, Definition X.4.8 (S. 102), Bemerkung X.4.9
(S. 102) und Satz X.4.10 (S. 102) folgt unmittelbar:

Bemerkung X.5.6. (1) h ∗ (α ∧ β) = (h ∗ α) ∧ (h ∗ β).
(2) Es gilt

h ∗ dxj = dhj , 1 ≤ j ≤ n,

h ∗ f = f ◦ h.

(3) Es gilt

h ∗ (dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= dhj1 ∧ . . . ∧ dhjr , 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ m,
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und

h ∗ (
∑

1≤j1<...jr≤m

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)

=
∑

1≤j1<...jr≤m

aj1...jr ◦ h dhj1 ∧ . . . ∧ dhjr .

(4) Falls n = m ist, gilt

h ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = dh1 ∧ . . . ∧ dhn
= det(Dh)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

(5) Es gilt

h ∈ Ck+1(U,Rm), h(U) ⊂ V

=⇒h∗ ∈ L(Ωr
k(V ),Ωr

k(U)) falls r ≥ 1,

h∗ ∈ L(Ck+1(V ), Ck+1(U)) falls r = 0.

(6) Es ist (k ◦ h)∗ = (h∗) ◦ (k∗) und idRn∗ = idΩ(U).

Beispiel X.5.7. Sei h : R2 → R2 definiert durch

h(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Dann ist

dh1 = cosϕdr − r sinϕdϕ

dh2 = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Seien V ⊂ R2 offen, U = h−1(V ) und

α = fdx1 + gdx2 ∈ Ω1
k(V )

β = Fdx1 ∧ dx2 ∈ Ω2
k(V ).

Dann folgt

h ∗ α = [cosϕ · f ◦ h+ sinϕ · g ◦ h]dr
+ [r cosϕ · g ◦ h− r sinϕ · f ◦ h]dϕ,

h ∗ β = r · F ◦ h dr ∧ dϕ.

Definition X.5.8. Seien r ≥ 1 und

α =
∑

1≤j1<...<jr≤n

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr ∈ Ωr
k+1(U).

Dann heißt

dα =
∑

1≤j1<...<jr≤n

daj1...jr ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr ∈ Ωr+1
k (U)

die äußere Ableitung oder das Differential von α.
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Beispiel X.5.9. Wir verwenden die Bezeichnungen von Beispiel
X.5.4. Seien f ∈ C1(U,R) und u ∈ C1(U,Rn). Dann gilt

df = dα0,f

=
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

= α1,grad f

dαn−1,u =
n∑
i=1

(−1)i−1dui ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

=
n∑
i=1

(−1)i−1
{ n∑
j=1

∂ui
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn
}

=
n∑
i=1

(−1)i−1∂ui
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

=
{ n∑
i=1

∂ui
∂xi

}
dx1 ∧ . . . ∧ dxn

= αn,div u.

Ist speziell n = 3, so folgt schließlich

dα1,u = d(u1dx1 + u2dx2 + u3dx3)

= du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3

=
∂u1

∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂u1

∂x3

dx3 ∧ dx1

+
∂u2

∂x1

dx1 ∧ dx2 +
∂u2

∂x3

dx3 ∧ dx2

+
∂u3

∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂u3

∂x2

dx2 ∧ dx3

=
(∂u3

∂x2

− ∂u2

x3

)
dx2 ∧ dx3

+
(∂u1

∂x3

− ∂u3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1

+
(∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= α2,rotu.

Satz X.5.10. Die Abbildung d : Ωr
k+1(U) → Ωr+1

k (U) hat folgende
Eigenschaften:

(1) d ∈ L(Ωr
k+1(U),Ωr+1

k (U)).
(2) d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)rα ∧ (dβ) für alle α ∈ Ωr

1(U),
β ∈ Ωs

1(U) (Produktregel).
(3) d2 = d ◦ d = 0.
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(4) Ist h ∈ C2(U,Rm), so ist

(h∗) ◦ d = d ◦ (h∗).

Beweis. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2): Seien (j) = (j1, . . . , jr) mit 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und
(k) = (k1, . . . , ks) mit 1 ≤ k1 < . . . < ks ≤ n und

α = adx(j) = adxj1 ∧ . . . ∧ dxjr
β = bdx(k) = bdxk1 ∧ . . . ∧ dxks .

Fall 1: (j) und (k) haben einen Index gemeinsam. Aus Satz X.4.6 (S.
101) folgt

α ∧ β = abdx(j) ∧ dx(k) = 0

und

(dα) ∧ β = bda ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= 0

α ∧ (dβ) = adx(j) ∧ db ∧ dx(k)

= 0.

Fall 2: (j) und (k) sind disjunkt.
Aus Bemerkung X.5.2 und Satz X.5.3 folgt dann

d(α ∧ β) = d(abdx(j) ∧ dx(k))

= d(ab) ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= [b(da) + a(db)] ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= bda ∧ dx(j) ∧ dx(k)

+ (−1)radx(j) ∧ db ∧ dx(k)

= (dα) ∧ β + (−1)rα ∧ (dβ).

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearität von d.
ad (3): Sei f ∈ C2(U,R). Aus Satz VII.4.18(2) (S. 71, Analysis II)
folgt

d2f = d
( n∑
i=1

Difdxi

)
=

n∑
i=1

d(Dif) ∧ dxi

=
n∑
i=1

n∑
j=1

DjDifdxj ∧ dxi

=
∑

1≤i<j≤n

(DiDjf −DjDif)dxi ∧ dxj

= 0.
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Sei nun 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und a ∈ C2(U,R). Aus Obigem und Teil
(2) folgt

d2(adxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= d(da ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= d2a ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr
− da ∧ (d1) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr

= 0.

Hieraus folgt die Behauptung mit der Linearität von d.
ad (4): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über den Grad
r der Differentialformen.

”
r = 0 :“ Seien f ∈ C1(U,R) und h ∈ C2(U,Rm) mit h(U) ⊂ V . Dann

ist nach Satz VII.3.3 (S. 60, Analysis II)

d(h ∗ f) = d(f ◦ h)

=
n∑
i=1

Di(f ◦ h)dxi

=
n∑
i=1

m∑
j=1

(Djf) ◦ h ·Dihjdxi

=
m∑
j=1

(Djf) ◦ hdhj

= h ∗ (df).

”
r → r + 1 :“ Wegen der Linearität von d brauchen wir nur den Fall
α = β ∧ dxj mit β ∈ Ωr

1(V ), 1 ≤ j ≤ m, und h ∈ C2(U,Rm) mit
h(U) ⊂ V zu betrachten. Aus den Teilen (2) und (3) und der Indukti-
onsvoraussetzung folgt dann

h ∗ (d(β ∧ dxj)) = h ∗ (dβ ∧ dxj + (−1)rβ ∧ d2xj)

= h ∗ (dβ ∧ dxj)
= (h ∗ dβ) ∧ h ∗ dxj
= d(h ∗ β) ∧ dhj
= d(h ∗ β) ∧ dhj + (−1)r(h ∗ β) ∧ d2hj

= d((h ∗ β) ∧ dhj)
= d(h ∗ (β ∧ dxj)).

�

Bemerkung X.5.11. (1) d ◦ (h∗) = (h∗) ◦ d bedeutet, dass d von
der speziellen Koordinatendarstellung unabhängig ist.
(2) Für α ∈ Ωk+1(U) kann auch dα ∈ Ωk+1(U) gelten.
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Definition X.5.12. α ∈ Ωr(U) heißt geschlossen, wenn dα = 0
ist. α ∈ Ωr(U) heißt exakt, wenn es ein β ∈ Ωr−1(U) gibt mit α = dβ.

Bemerkung X.5.13. (1) Sei u ∈ C(U,Rn). Dann ist u genau dann
ein Gradientenfeld, wenn α1,u exakt ist.
(2) Sei u ∈ C1(U,Rn). Dann ist α1,u genau dann geschlossen, wenn Du
symmetrisch ist.
(3) Jede n-Form ist wegen Ωn+1(U) = {0} geschlossen.
(4) Jede exakte Form ist wegen d2 = 0 geschlossen.
(5) Die Differentialform

α = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ∈ Ω1

∞(R2\{0})

ist geschlossen, aber nicht exakt. Denn andernfalls wäre

f(x, y) = (− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
) ∈ C∞(R2\{0},R2)

ein Gradientenfeld im Widerspruch zu Beispiel VIII.3.4 (S. 105, Ana-
lysis II).

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen geschlossenen und exak-
ten Differentialformen herstellen. Dazu benötigen wir folgenden Begriff.

Definition X.5.14. U heißt sternförmig, wenn es ein x0 ∈ U
gibt, derart dass für jedes x ∈ U die Strecke x0t + (1 − t)x, t ∈ [0, 1],
ganz in U verläuft.

Bemerkung X.5.15. (1) Ist U konvex, so ist U sternförmig.
(2) U = [−1, 1]2\[0, 1]2 ist sternförmig, aber nicht konvex (vgl. Abb.
X.5.1).
(3) Ist U sternförmig, so ist U einfach zusammenhängend.
(4) R3\{0} ist einfach zusammenhängend, aber nicht sternförmig.

Abbildung X.5.1. Beispiel für ein sternförmiges, nicht
konvexes Gebiet

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz VIII.3.16 (S.
115, Analysis II).
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Satz X.5.16 (Satz von Poincaré). Ist U sternförmig, so ist jede
geschlossene Differentialform auf U exakt.

Beweis. O.E. können wir annehmen, dass der Punkt x0 aus Defi-
nition X.5.14 der Nullpunkt ist. Andernfalls führen wir die Koordina-
tentransformation x 7→ x−x0 aus. Sei α ∈ Ωr(U) geschlossen. Definiere
ϕ ∈ C∞(R× Rn,Rn) durch

ϕ(t, x) = tx.

Dann ist

[0, 1]× U ⊂ V = ϕ−1(U).

Definiere

β = ϕ ∗ α ∈ Ωr(V ).

Wegen Satz X.5.10 ist β geschlossen. Definiere ψ0, ψ1 ∈ C∞(U,
R× Rn) durch

ψ0(x) = (0, x) , ψ1(x) = (1, x) ∀x ∈ U.

Dann ist ψ0(U) ⊂ V , ψ1(U) ⊂ V . Daher ist

γ = ψ1 ∗ β − ψ0 ∗ β ∈ Ωr(U).

Wir setzen

Is = {(j1, . . . , js) = 1 ≤ j1 < . . . < js ≤ n}, 1 ≤ s ≤ n,

dx(j) = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs , (j) ∈ Is

und stellen β in der Form

β =
∑

(j)∈Ir

f(j)dx(j) +
∑

(k)∈Ir−1

g(k)dt ∧ dx(k)

dar mit Funktion f(j), g(k) ∈ C1(V,R). Es folgt

ψ1 ∗ β =
∑

(j)∈Ir

f(j)(1, x)dx(j)

ψ0 ∗ β =
∑

(j)∈Ir

f(j)(0, x)dx(j)

dβ =
∑

(j)∈Ir

Dtf(j)dt ∧ dx(j)

+
∑

(j)∈Ir

n∑
i=1

Dif(j)dxi ∧ dx(j)

−
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

Dig(k)dt ∧ dxi ∧ dx(k).
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Da dβ = 0 ist, folgt

(∗)
∑

(j)∈Ir

Dtf(j)dx(j) =
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

Dig(k)dxi ∧ dx(k).

Indem wir beide Seiten von (∗) bzgl. t von 0 bis 1 integrieren, erhalten
wir

γ = ψ1 ∗ β − ψ0 ∗ β

=
∑

(j)∈Ir

[f(j)(1, x)− f(j)(0, x)]dx(j)

=
∑

(j)∈Ir

{∫ 1

0

Dtf(j)(t, x)dt
}
dx(j)

=
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

{∫ 1

0

Dig(k)(t, x)dt
}
dxi ∧ dx(k)

=
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

∂

∂xi

{∫ 1

0

g(k)(t, x)dt
}
dxi ∧ dx(k)

= dη

mit

η =
∑

(k)∈Ir−1

{∫ 1

0

g(k)(t, x)dt
}
dx(k).

Andererseits ist

ϕ ◦ ψ1 = idU , ϕ ◦ ψ0 = 0

und somit gemäß Bemerkung X.5.6

ψ1 ∗ β = ψ1 ∗ (ϕ ∗ α)

= (ϕ ◦ ψ1) ∗ α
= α

ψ0 ∗ β = ψ0 ∗ (ϕ ∗ α)

= (ϕ ◦ ψ0) ∗ α
= 0.

Also ist

α = dη.

�

Zum Abschluss interpretieren wir Satz X.5.16 in der Sprache der
klassischen Vektoranalysis.



X.6. INTEGRATION VON DIFFERENTIALFORMEN 113

Satz X.5.17. (1) Seien U ⊂ R3 und f ∈ C2(U,R), u ∈ C2(U,R3).
Dann gilt

rot(grad f) = 0,

div(rotu) = 0.

(2) Sei U ⊂ R3 sternförmig und u ∈ C1(U,R3). Dann gilt

rotu = 0 ⇐⇒ u = grad f für ein f ∈ C2(U,R),

div u = 0 ⇐⇒ u = rot v für ein v ∈ C2(U,R3).

Beweis. ad (1): Folgt aus Beispiel X.5.9 und d2 = 0.
ad (2): Folgt aus Beispiel X.5.4, Beispiel X.5.9 und Satz X.5.16. �

X.6. Integration von Differentialformen

Im Folgenden sei stets n ≥ 2 und 1 ≤ k < n. Zunächst definieren wir
das Integral von n-Formen auf offenen Mengen im Rn. Wegen Ωn(Rn) ∼=
C(Rn,R) können wir dabei auf die Integration von Funktionen im Rn

zurückgreifen.

Definition X.6.1. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U und α = fdx1 ∧
. . .∧dxn ∈ Ωn(U). α heißt integrierbar über M , wenn f ∈ L1(M,R)
ist. In diesem Fall definieren wir∫

M

α =

∫
M

fdx.

Der folgende Satz ist eine Übertragung des Transformationssatzes
IX.5.6 (S. 53). Wir erinnern für die Bezeichnungen an Definition X.2.5
(S. 76).

Satz X.6.2 (Transformationssatz). Seien U, V ⊂ Rn offen,
ϕ : U → V ein C1 -Diffeomorphismus, M ⊂ U und α ∈ Ωn(V ). Dann
gilt ∫

ϕ(M)

α =

∫
M

ϕ ∗ α , falls ϕ orientierungstreu,∫
ϕ(M)

α = −
∫
M

ϕ ∗ α , falls ϕ orientierungsumkehrend.

Beweis. Sei α = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn. Aus Bemerkung X.5.6(4) (S.
105) folgt

ϕ ∗ α = f ◦ ϕ detDϕdx1 ∧ . . . ∧ dxn.
Damit ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz IX.5.6 (S. 53). �

Wir wollen als nächstes das Integral von k-Formen über k-dimensi-
onale Mgfkten definieren. Analog zum Vorgehen in Paragraph X.3 soll
dies mit Hilfe von Karten und Partitionen der Eins auf die Integration
von k-Formen im Rk zurückgeführt werden. Dazu benötigen wir das
folgende Analogon zu Satz X.3.3 (S. 82).
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Satz X.6.3. (1) Seien U, V ⊂ Rk offen, ϕ ∈ C1(U,Rn) eine Im-
mersion, τ : V → U ein orientierungstreuer C1-Diffeomorphismus,
ψ = ϕ ◦ τ und α ∈ Ωk(ϕ(U)). Dann ist ϕ ∗ α ∈ Ωk(U) genau dann
integrierbar, wenn ψ ∗ α ∈ Ωk(V ) integrierbar ist. In diesem Fall gilt∫

U

ϕ ∗ α =

∫
V

ψ ∗ α.

(2) Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine orientierbare k-dimensionale
Mfgkt, α ∈ Ωk(U) mit supp(α) bU , A = {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m} und
A′ = {(U ′

j, ϕ
′
j, V

′
j ) : 1 ≤ j ≤ m′} zwei positiv orientierte Atlanten von

M ∩supp(α) und {ψi : 1 ≤ i ≤ m}, {ψ′j : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Partitionen
der Eins auf M ∩ supp(α), die A bzw. A′ untergeordnet sind. Dann ist
für jedes 1 ≤ i ≤ m die Differentialform ϕi ∗ (ψiα) ∈ Ωk(Ui) inte-
grierbar, genau dann, wenn für jedes 1 ≤ j ≤ m′ die Differentialform
ϕ′j ∗ (ψ′jα) ∈ Ωk(U ′

j) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

m∑
i=1

∫
Ui

ϕi ∗ (ψiα) =
m′∑
j=1

∫
U ′j

ϕ′j ∗ (ψjα).

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz X.6.2 und ψ ∗ α = τ ∗ (ϕ ∗ α).
ad (2): Folgt aus Teil (1) mit den gleichen Argumenten wir im Beweis
von Teil (2) des Satzes X.3.3 (S. 82). �

Wegen Satz X.6.3 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition X.6.4. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine orientierbare
k-dimensionale Mfgkt und α ∈ Ωk(U) mit supp(α) bU . Dann heißt α
auf M integrierbar, wenn es einen positiv orientierten Atlas A =
{(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m} von supp(α) ∩M und eine A untergeordnete
Partition der Eins {ψi : 1 ≤ i ≤ m} auf M gibt, derart dass für jedes
1 ≤ i ≤ m die Differentialform ϕi ∗ (ψiα) integrierbar ist. In diesem
Fall heißt ∫

M

α =
m∑
i=1

∫
Ui

ϕi ∗ (ψiα)

das Integral von α über M .

Bemerkung X.6.5. (1) Streng genommen müsste man bei
∫
M
α

zusätzlich die gewählte Orientierung angeben. Ist −O die gemäß Be-
merkung X.2.8 (S. 77) zur Orientierung von M entgegengesetzte Ori-
entierung, so gilt wegen Satz X.6.2∫

(M,−O)

α = −
∫

(M,O)

α.

(2) Seien [a, b] ⊂ R und γ ∈ C1([a, b],Rn) ein regulärer C1-Weg sowie

α =
n∑
i=1

fidxi ∈ Ω1(U)
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mit γ([a, b]) ⊂ U . Dann ist M = γ([a, b]) eine eindimensionale Mfgkt
und ∫

M

α =

∫
[a,b]

γ ∗ α

=

∫ b

a

n∑
i=1

fi ◦ γγ′idt

=

∫ b

a

(f ◦ γ, γ′)dt

=

∫
γ

f.

D.h., die Kurvenintegrale aus Kapitel VIII sind ein Spezialfall von De-
finition X.6.4.

Beispiel X.6.6. Sei M = {x ∈ S2 : xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3} und

α = x1dx1 ∧ dx2 ∈ Ω2(R3).

M wird durch die Karte (U, ψ,M) dargestellt mit

U = (0,
π

2
)× (0,

π

2
)

ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Es ist

ψ ∗ α = cosϕ cos θ[− sinϕ cos θdϕ− cosϕ sin θdθ]

∧ [cosϕ cos θdϕ− sinϕ sin θdθ]

= cosϕ cos θ[sin2 ϕ cos θ sin θ + cos2 ϕ cos θ sin θ]dϕ ∧ dθ
= cosϕ cos2 θ sin θdϕ ∧ dθ

und somit∫
M

α =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

cosϕ cos2 θ sin θdϕdθ

= [sinϕ]
π
2
0 [−1

3
cos3 θ]

π
2
0

=
1

3
.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der In-
tegration von Funktionen und von Differentialformen auf Mfgkten.

Satz X.6.7. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine Hyperfläche, die
durch das Einheitsnormalenfeld ν orientiert sei, und f ∈ C(U,Rn).
Dann gilt für jede kompakte Menge K ⊂M∫

K

αn−1,f =

∫
K

n∑
i=1

fi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn
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=

∫
K

(f, ν)dS.

Beweis. Indem wir αn−1,f gegebenenfalls mit einer hinreichend fei-
nen Partition der Eins multiplizieren, können wir o.E. annehmen, dass
K ∩ supp(αn−1,f ) in einer offenen Menge enthalten ist, in der M Graph
einer Funktion von n− 1 Variablen ist. Indem wir evtl. noch eine Ko-
ordinatentransformation durchführen, können wir o.E. annehmen, dass
gilt:

U = U ′ × I mit U ′ ⊂ Rn−1 Gebiet, I offenes Intervall,

M = {(x′, xn) ∈ Rn : xn = g(x′)} mit g ∈ C1(U ′,R).

Dann wird M durch die Karte (U ′, ϕ,M) mit

ϕ(x′) = (x′, g(x′))

dargestellt. Wie man nicht nachrechnet, ist

ν̃(x) =
1√

1 + ‖∇g(x′)‖2
(−∇g(x′), 1) ∀x = (x′, xn) ∈M

ein Einheitsnormalenfeld von M . Also gilt

ν = εν̃ mit ε = ±1.

Weiter ist

det(ν,D1ϕ, . . . , Dn−1ϕ)

=
ε√

1 + ‖∇g(x′)‖2
det

(
−∇g(x′)t In−1

1 ∇g(x′)

)
= ε(−1)n−1

√
1 + ‖∇g(x′)‖2.

Also ist die Karte (U ′, ϕ,M) positiv bzw. negativ orientiert, je nachdem
ob ε(−1)n−1 positiv oder negativ ist. Daher ist∫

K

αn−1,f = ε(−1)n−1

∫
ϕ−1(K)

ϕ ∗ αn−1,f .

Weiter ist

ϕ ∗ αn−1,f =
n∑
i=1

fi ◦ ϕ(−1)i−1ϕ ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn)

=
n−1∑
i=1

fi ◦ ϕ(−1)i−1dx′1 ∧ . . . ∧ d̂x′i ∧ . . . ∧ dg(x′)

+ fn ◦ ϕ(−1)n−1dx′1 ∧ . . . ∧ dx′n−1

= (−1)n−1
{
−

n−1∑
i=1

fi ◦ ϕDig + fn ◦ ϕ
}
dx′1 ∧ . . . ∧ dx′n−1
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und somit ∫
K

αn−1,f = ε

∫
ϕ−1(K)

F (x′)dx′

mit

F = −
n−1∑
i=1

fi ◦ ϕDig + fn ◦ ϕ.

Andererseits folgt aus Beispiel X.3.7(3) (S. 84)∫
K

(f, ν)dS =

∫
ϕ−1(K)

(f ◦ ϕ, ν ◦ ϕ)
√

1 + ‖∇g‖2dx′

= ε

∫
ϕ−1(K)

(f ◦ ϕ, ν̃ ◦ ϕ)
√

1 + ‖∇g‖2dx′

= ε

∫
ϕ−1(K)

F (x′)dx′.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Als nächstes formulieren wir den Gaußschen Integralsatz in der
Sprache der Differentialformen.

Satz X.6.8 (Gaußscher Integralsatz). Seien U ⊂ Rn offen,
K ⊂ U kompakt mit glattem Rand und α ∈ Ωn−1

1 (U). Dann ist∫
K

dα =

∫
∂K

α,

wobei ∂K durch das äußere Normalenfeld orientiert ist.

Beweis. Da K kompakt und ∂SK = ∅ ist, ist ∂RK = ∂K kompakt
und damit σn−1(∂RK) <∞. Sei f ∈ C1(U,Rn) derart, dass α = αn−1,f

ist. Dann folgt aus Satz X.3.19 (S. 94) und Satz X.6.7∫
K

dα =

∫
K

div fdx

=

∫
∂K

(f, ν)dS(x)

=

∫
∂K

α.

�

Beispiel X.6.9. (1) Sei

α =
n∑
i=1

xi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.

Wegen
dα = ndx1 ∧ . . . ∧ dxn
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folgt für jedes Kompaktum K ⊂ Rn mit glattem Rand

λn(K) =
1

n

∫
∂K

n∑
i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ . . . ∧ d̂x1 ∧ . . . ∧ dxn.

Speziell ergibt sich in R2 die Leibnizsche Sektorformel

λ2(K) =
1

2

∫
∂K

{xdy − ydx}.

Zur geometrischen Interpretation betrachte man das Dreieck ∆ mit den
Eckpunkten (0, 0), (x, y), (x+δx, y+δy), wobei δx, δy klein seien. Dann
ist

λ2(∆) =
1

2
det

(
x x+ δx
y y + δy

)
=

1

2
(xδy − yδx).

Die Fläche K kann man sich approximativ durch solche Dreiecke zu-
sammengesetzt denken.
(2) Seien U ⊂ R2 offen, f, g ∈ C1(U,R) und K ⊂ U kompakt mit
glattem Rand. Dann folgt aus Satz X.6.8 die Green-Riemannsche
Formel ∫

∂K

{fdx+ gdy} =

∫
K

{∂g
∂x
− ∂f

∂y
}dxdy.

Satz X.6.8 hat folgende praktische Konsequenz:

Satz X.6.10. Seien U ⊂ Rn offen, x∗ ∈ U und α ∈ Ωn−1
1 (U\{x∗})

geschlossen. Weiter seien K1, K2 ⊂ U zwei Kompakta mit glattem Rand

und x∗ ∈
◦
K1 ∩

◦
K2. Dann ist∫

∂K1

α =

∫
∂K2

α,

wobei ∂K1, ∂K2 bzgl. der äußeren Normalen orientiert sind.

Beweis. Sei ε > 0 so, dass

Bε = B(x∗, ε) ⊂
◦
K1 ∩

◦
K2

ist. Setze

Ki,ε = Ki\
◦
Bε , i = 1, 2.

Dann sind K1,ε, K2,ε Kompakta mit glattem Rand, die in U\{x∗} ent-
halten sind. Wegen dα = 0 folgt aus Satz X.6.8∫

∂K1,ε

α = 0 =

∫
∂K2,ε

α.

Da der Rand von Ki,ε, i = 1, 2, aus dem positiv orientierten Rand von
Ki und dem negativ orientierten Rand von Bε besteht, gilt∫

∂Ki,ε

α =

∫
∂Ki

α−
∫
∂Bε

α , i = 1, 2.
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Hieraus folgt die Behauptung. �

Im Folgenden wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Er
ist eine Verallgemeinerung von Satz X.6.8, indem U durch eine Mfgkt
M ersetzt wird. Zu seiner Formulierung und seinem Beweis benötigen
wir einige Vorbereitungen. Wir bezeichnen mit

Hk = {x ∈ Rk : x1 ≤ 0}
den Standard-Halbraum in Rk. Das äußere Einheitsnormalenfeld
zu ∂Hk ist

ν = e1 = (1, 0, . . . , 0).

∂Hk besitzt die globale Karte (Rk−1, β, ∂Hk) mit

β(t1, . . . , tk−1) = (0, t1, . . . , tk−1).

∂Hk ist durch diese Karte orientiert. Dann ist das äußere Einheitsnor-
malenfeld ν = e1 positiv orientiert.

Satz X.6.11. Sei α ∈ Ωk−1
1 (Rk) mit kompaktem Träger. Dann ist∫
Hk

dα =

∫
∂Hk

α.

Beweis. Im Fall k = 1 ist H1 = R− = (−∞, 0] und ∂H1 = {0}.
Die Aussage des Satzes besagt dann∫ 0

−∞
df = f(0) ∀f ∈ C1

0(R,R)

und folgt somit aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.
Sei also k ≥ 2 und

α =
k∑
i=1

fi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk

mit
fi ∈ C1

0(Rk,R), 1 ≤ i ≤ k.

Mit der oben definierten globalen Karte β von ∂Hk folgt∫
∂Hk

α =

∫
Rk−1

β ∗ α

=

∫
Rk−1

k∑
i=1

fi(0, t1, . . . , tk−1)(−1)i−1

β ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk)

=

∫
Rk−1

f1(0, t1 . . . tk−1)dt1 . . . dtk−1.
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Andererseits folgt aus fi ∈ C1
0(Rk,R) und Satz IX.3.3 (S. 27)∫

Hk

dα =

∫
Hk

n∑
i=1

Difi

=

∫
Rk−1

(∫
R−
D1f1(x1, . . . , xk)dx1︸ ︷︷ ︸

=f1(0,x2,...,xk)

)
dx2 . . . dxk

+
k∑
i=2

∫
R−×Rk−2

(∫
R
Difi(x1, . . . , xk)dxi︸ ︷︷ ︸

=0

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxk

=

∫
Rk−1

f1(0, x2, . . . , xk)dx2 . . . dxk.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Lemma X.6.12. Seien U,U ′ ⊂ Rk offen und ϕ : U → U ′ ein orien-
tierungstreuer C1-Diffeomorphismus mit ϕ(Hk ∩ U) = Hk ∩ U ′. Dann
gilt

det
(
(Diϕj(x))2≤i,j≤k

)
> 0 ∀x ∈ ∂Hk ∩ U.

Beweis. Da ϕ und ϕ−1 stetig sind, ist

ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂Hk ∩ U ′.

Also gilt für alle x = (0, x′) ∈ ∂Hk ∩ U , x′ ∈ Rk−1,

ϕ1(x) = ϕ1(0, x
′) = 0

und daher

Djϕ1(x) = 0 ∀2 ≤ j ≤ k, x ∈ ∂Hk ∩ U.

Wegen ϕ(Hk ∩ U) = Hk ∩ U ′ gilt weiter für alle x′ ∈ Rk−1 und h ∈ R
mit (h, x′) ∈ U

ϕ1(h, x
′) ≤ 0 falls h ≤ 0

ϕ1(h, x
′) > 0 falls h > 0.

Also ist

D1ϕ1(0, x
′) = lim

h→0

ϕ1(h, x
′)− ϕ1(0, x

′)

h

= lim
h→0

ϕ1(h, x
′)

h
≥ 0.

(∗)

Damit folgt für jedes x ∈ ∂Hk ∩ U

0 < det
(
(Diϕj(x))1≤i,j≤k

)
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= det

(
D1ϕ1(x) 0
∗ (Diϕj(x))2≤i,j≤k

)
= D1ϕ1(x) det((Diϕj(x))2≤i,j≤k).

Zusammen mit (∗) folgt hieraus die Behauptung. �

Definition X.6.13. (1) Seien M ⊂ Rn und K ⊂M . Dann heißt

∂MK = {x ∈M : ∀U ∈ U(x) : U ∩K 6= ∅, U ∩Kc 6= ∅}

der Rand von K relativ zu M .
(2) Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt und K ⊂ M kompakt. K
hat glatten Rand (relativ zu M), wenn es zu jedem x ∈ ∂MK eine
Karte (U,ϕ, V ) von M mit x ∈ V und

(a) ϕ(Hk ∩ U) = K ∩ V ,
(b) ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂MK ∩ V

gibt.

Bemerkung X.6.14. (1) Wenn wir uns darauf verständigen, unter
einer n-dimensionalen Mfgkt in Rn eine offene Menge zu verstehen, ist
Definition X.6.13 eine Verallgemeinerung von Definition X.3.11 (S. 89)
für Kompakta mit glattem Rand.
(2) Man kann auch den Begriff eines Kompaktums mit stückweise glat-
tem Rand übertragen. Dazu muss man ∂MK in der Form ∂MK =
∂M,RK ∪ ∂M,SK mit ∂M,RK ∩ ∂M,SK = ∅ schreiben und fordern, dass
∂M,RK relativ offen in ∂MK ist und die Bedingungen (a) und (b) erfüllt
und dass es zu jedem x ∈ ∂M,SK eine Karte (U,ϕ, V ) von M mit x ∈ V
und

lim
ε→0

ε−1λk

( ⋃
u∈ϕ−1(V ∩∂M,SK)

B(u, ε)
)

= 0

gibt.
(3) Es ist stets ∂MK ⊂ ∂K; i. a. gilt jedoch ∂MK 6= ∂K.

Beispiel X.6.15. (1) Sei M = S2 und

K = {x ∈ S2 : x3 ≥ 0}.

Dann ist ∂MK der Äquator, und K hat glatten Rand relativ zu M .
(2) Sei M = S2 und

K = {x ∈ S2 : xi ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ 3}.

Dann ist

∂MK =
3⋃
i=1

{x ∈ S2 : xi = 0, xj ≥ 0 j 6= i}

und

∂M,SK = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
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Satz X.6.16. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt und K ⊂M
kompakt mit glattem Rand relativ zu M . Dann ist ∂MK eine (k − 1)-
dimensionale Mfgkt. Jede Orientierung von M induziert eine Orientie-
rung von ∂MK.

Beweis. Der Fall k = 1 ist trivial (eine 0-dimensionale Mfgkt ist
eine endliche Punktmenge). Sei also k ≥ 2 und A = {(U,ϕ, V )} ein
Atlas von M . O.E. können wir annehmen, dass A rand-adaptiert ist
bzgl. K, d.h., jede Karte von A erfüllt die Bedingungen (a) und (b) von
Definition X.6.13. Insbesondere ist dann U∩∂Hk = ∅, wenn V ∩∂MK =
∅ ist.
Sei nun (U,ϕ, V ) eine Karte von A mit V ∩∂MK 6= ∅. Sei β die globale
Karte von ∂Hk. Definiere

U0 = β−1(∂Hk ∩ U),

V0 = ∂MK ∩ V,
ψ = ϕ ◦ β.

Da ϕ ein Homöomorphismus mit ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂MK ∩ V ist, ist
ψ : U0 → V0 ein Homöomorphismus. Weiter ist

Dψ(u) = (Diϕj(0, u))2≤i≤k
1≤j≤n

∀u ∈ U0.

Da Dϕ den Rang k hat, hat somit Dψ den Rang k − 1.
Sei A0 die Menge aller Karten, die sich so aus den Karten von A erge-
ben. Aus Satz X.1.6 (S. 72) folgt, dass ∂MK eine (k− 1)-dimensionale
Mfgkt ist.
Sei nun A wie oben zusätzlich orientiert. Wir wollen zeigen, dass der
wie oben konstruierte Atlas A0 orientiert ist. Seien dazu (Ui, ϕi, Vi),
i = 1, 2, zwei Karten von A mit V1 ∩ V2 ∩ ∂MK 6= ∅. Dann ist τ =
ϕ−1

2 ◦ ϕ1 : U1 → U2 ein orientierungstreuer C1-Diffeomorphismus. Sei
τ̃ = (ϕ2 ◦ β)−1 ◦ (ϕ1 ◦ β) : U10 → U20 die Transformation zwischen den
abgeleiteten Karten von ∂MK. Dann ist

τ̃(u) = (τ2(0, u), . . . , τk(0, u)) ∀u ∈ U10.

Damit folgt aus Lemma X.6.12, dass τ̃ orientierungstreu ist. Also ist
A0 orientiert. �

Beispiel X.6.17. Seien M und K wie in Beispiel X.6.15 (1). M
sei durch die äußere Normale orientiert. Dann ist die induzierte Orien-
tierung von ∂MK so, dass die Kurve ∂MK im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen wird, d.h., die obere Halbkugel liegt beim Durchlau-
fen von ∂MK links.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz X.6.18 (Stokesscher Integralsatz). Seien U ⊂ Rn of-
fen, M ⊂ U eine orientierbare k-dimensionale Mfgkt, k ≥ 2, K ⊂ M
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kompakt mit glattem Rand relativ zu M und α ∈ Ωk−1
1 (U). Dann ist∫

K

dα =

∫
∂MK

α,

wobei ∂MK die durch M induzierte Orientierung hat.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein m ∈ N∗ und positiv orien-
tierte Karten (Ui, ϕi, Vi), 1 ≤ i ≤ m, von M mit

(1) K ⊂
m⋃
i=1

Vi,

(2) ϕi(Hk ∩ Ui) = K ∩ Vi,
(3) ϕi(∂Hk ∩ Ui) = ∂MK ∩ Vi.

Sei {ψi : 1 ≤ i ≤ m} eine {Vi : 1 ≤ i ≤ m} untergeordnete Partition
der Eins auf K. Wegen∫

K

dα =

∫
K

d
( m∑
i=1

ψiα
)

=
m∑
i=1

(∫
K

d(ψiα)
)

∫
∂MK

α =

∫
∂MK

m∑
i=1

ψiα

=
m∑
i=1

(∫
∂MK

ψiα
)

reicht es, die Behauptung für die (k − 1)-Formen ψiα zu zeigen.
Wegen supp(ϕi ∗ (ψiα)) bUi kann ϕi ∗ (ψiα) zu einer stetig differen-
zierbaren (k − 1) Form α̃i auf Rk mit kompaktem Träger fortgesetzt
werden. Damit folgt aus Satz X.5.10(4) (S. 107) und Satz X.6.11∫

K

d(ψiα) =

∫
K∩Vi

d(ψiα)

=

∫
Hk∩Ui

ϕi ∗ d(ψiα)

=

∫
Hk∩Ui

d(ϕi ∗ (ψiα))

=

∫
Hk

dα̃i

=

∫
∂Hk

α̃i

=

∫
∂Hk∩Ui

ϕi ∗ (ψiα)
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=

∫
∂MK∩Vi

ψiα

=

∫
∂MK

ψiα.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung X.6.19. (1) Wenn wir offene Mengen im Rn als n-
dimensionale Mfgkten bezeichnen, ist Satz X.6.8 der Spezialfall k = n
von Satz X.6.18.
(2) Wenn wir eine endliche Punktmenge als 0-dimensionale Mfgkt be-
zeichnen, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung der
Spezialfall k = 1 von Satz X.6.18, d.h.∫

γ

df = f(γ(b))− f(γ(a))

für jeden C1-Weg γ ∈ C1([a, b],Rn) und jedes f ∈ C1(U,R) mit γ([a, b])
⊂ U .
(3) Mit einigem technischem Mehraufwand kann man Satz X.6.18 auch
für Kompakta mit stückweise glattem Rand beweisen.

Falls die Mfgkt M selber kompakt ist, kann man K = M in Satz
X.6.18 wählen. Da dann ∂MK = ∅ ist, folgt sofort:

Satz X.6.20. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine kompakte orien-
tierbare k-dimensionale Mfgkt und α ∈ Ωk−1

1 (U). Dann ist∫
M

dα = 0.

Beispiel X.6.21. Sei n ≥ 2 und

α =
n∑
i=1

‖x‖−n2 xi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn ∈ Ωn−1
∞ (Rn\{0}).

Wegen

div(‖x‖−n2 x) = 0

ist α geschlossen. α ist nicht exakt. Dann wäre α = dβ mit β ∈
Ωn−2

1 (Rn\{0}), so folgte aus Satz X.6.7 und Satz X.6.20

0 =

∫
Sn−1

dβ

=

∫
Sn−1

α

=

∫
Sn−1

(‖x‖−n2 x, ν)dS

= σn−1(S
n−1).
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Im Fall n = 3 ist daher

u = ‖x‖−3
2 x =

1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2
(x1, x2, x3)

ein Beispiel für ein divergenzfreies Vektorfeld, das nicht Rotation eines
Vektorfeldes ist.

Als eine Konsequenz von Satz X.6.18 erhalten wir den klassischen
Stokesschen Satz.

Satz X.6.22 (Stokesscher Integralsatz im R3). Seien U ⊂
R3 offen, M ⊂ U eine durch das Einheitsnormalenfeld ν orientierte
Hyperfläche, K ⊂ M kompakt mit glattem Rand relativ zu M und
u ∈ C1(U,R3). Dann ist∫

K

(rotu, ν)dS =

∫
∂MK

(u, τ)ds,

wobei ds die Bogenlänge von ∂MK und τ das durch die induzierte Ori-
entierung von ∂MK definierte Einheitstangentenfeld ist.

Beweis. Wende Satz X.6.18 auf

α1,u =
3∑
i=1

uidxi

an. Dann folgt die Behauptung aus Satz X.6.7, Beispiel X.5.9 (S. 107),
Bemerkung X.6.5 (2) und Bemerkung VIII.2.7 (S. 100, Analysis II),
Definition VIII.2.4 (S. 99, Analysis II) und Definition VIII.3.1 (S. 104,
Analysis II). �

Beispiel X.6.23. (1) Seien M,K wie in Beispiel X.6.15 (1) und

f(x) = (−x2, x1, 0).

Dann ist

rot f(x) = 2e3 = (0, 0, 2)

und wegen Satz X.6.7 und Beispiel X.3.7 (S. 84)∫
K

(rot f, ν)dS =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

2 sin θ cos θdθdϕ

= 2π.

Andererseits ist∫
∂MK

(f, τ)ds =

∫
S1

(−x2, x1)

=

∫ 2π

0

(− sin t)(− sin t) + cos t cos tdt

= 2π.
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(2) Seien x∗ ∈ R3 und v ∈ R3 mit ‖v‖2 = 1. Sei M = {x ∈ R3 :
(x− x∗, v) = 0} die Ebene durch x∗ senkrecht zu v. Wir orientieren M
so, dass v ein positiv orientierter Normalenvektor ist. Für ε > 0 sei

Kε = {x ∈M : ‖x− x∗‖2 ≤ ε}.
Sei U ⊂ R3 eine Umgebung von x∗ und u ∈ C1(U,R3). Dann folgt aus
Satz X.6.22

(rotu(x∗), v) = lim
ε→0

1

πε2

∫
Kε

(rotu, v)dS

= lim
ε→0

1

πε2

∫
∂Kε

(u, τ)ds.

Physikalisch beschreibt also die Rotation rotu(x∗) den Fluss pro Flä-
cheneinheit durch einen beliebig kleinen Kreis mit Mittelpunkt x∗.
(3) Seien U ⊂ R3 offen und I ⊂ R ein Intervall. Das elektrische und das
magnetische Feld sind zeitabhängige Vektorfelder E,B ∈ C1(I×U,R3).
Sie genügen u.a. der Differentialgleichung

(D) rotE = −∂B
∂t
.

Seien M eine durch das Einheitsnormalenfeld ν orientierte Hyperfläche
in U und K ⊂M kompakt mit glattem Rand relativ zu M . Dann ist∫

K

(B(t, x), ν(x))dS(x)

der magnetische Fluss durch K zur Zeit t. Aus (D) und Satz X.6.22
folgt

d

dt

∫
K

(B(t, x), ν(x))dS(x) =

∫
K

(
∂

∂t
B(t, x), ν(x))dS(x)

= −
∫
K

(rotE(t, x), ν(x))dS(x)

= −
∫
∂MK

(E(t, x), τ(x))ds(x).

(I)

Die zeitliche Änderung des magnetischen Flusses durchK ist also gleich
dem negativen elektrischen Strom durch ∂MK.
Mit Hilfe von Teil (2) kann man umgekehrt aus (I) die Differentialglei-
chung (D) herleiten.

X.7. Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder

Satz X.7.1 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei Bn = {x ∈
Rn : ‖x‖2 ≤ 1} die abgeschlossene Einheitskugel in Rn und f ∈ C(Bn,
Rn) mit f(Bn) ⊂ Bn. Dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt x∗ in
Bn, d.h.

f(x∗) = x∗.
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Beweis. Für n = 1 besagt Satz X.7.1, dass jedes f ∈ C([−1, 1],R)
mit f([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] einen Fixpunkt besitzt und ist damit eine
Konsequenz des Zwischenwertsatzes angewandt auf x− f(x).
Sei also n ≥ 2.
1. Schritt: Es gebe ein g ∈ C1(Rn,Rn) mit g|Bn = f .
Ann.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein r > 1 mit

x− g(x) 6= 0 ∀x ∈ B(0, r) ⊂ Rn.

Sei ϕ1 = x − g(x) und α ∈ Ωn−1
∞ (Rn\{0}) wie in Beispiel X.6.21 (S.

124). Dann ist ϕ1 ∗ α in B(0, r) geschlossen und damit wegen Satz
X.5.16 (S. 111) exakt. Also gilt nach Satz X.6.20 (S. 124)

(1)

∫
Sn−1

ϕ1 ∗ α = 0.

Definiere Φ : R×B(0, r) −→ Rn durch

Φ(t, x) = x− tg(x).

Für t ∈ [0, 1] und x ∈ Sn−1 gilt dann Φ(t, x) 6= 0. Also ist V =
Φ−1(Rn\{0}) offen und [0, 1] × Sn−1 ⊂ V . Dann gibt es auch eine
offene Menge U ⊂ Rn mit Sn−1 ⊂ U ⊂ B(0, r) und [0, 1] × U ⊂ V .
Definiere ψ0, ψ1 : U → V durch

ψ0(x) = (0, x),

ψ1(x) = (1, x).

Da Φ ∗α geschlossen ist, folgt wie im Beweis von Satz X.5.16 (S. 111),
dass es ein η ∈ Ωn−2

1 (U) gibt mit

ψ1 ∗ Φ ∗ α− ψ0 ∗ Φ ∗ α = dη.

Für x ∈ U ist aber

Φ ◦ ψ1(x) = Φ(1, x) = x− g(x) = ϕ1(x)

Φ ◦ ψ0(x) = Φ(0, x) = x

und daher

dη = ϕ1 ∗ α− α.
Damit folgt aus Satz X.6.20 (S. 124) und Gleichung (1)

σn−1(S
n−1) =

∫
Sn−1

α

=

∫
Sn−1

(ϕ1 ∗ α− dη)

= 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
2. Schritt: Sei nun f ∈ C(Bn,Rn) mit f(Bn) ⊂ Bn beliebig.
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Ann.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Da Bn kompakt ist, gilt

ε = inf
x∈Bn

‖x− f(x)‖2 > 0.

Definiere f̃ : Rn → Rn durch

f̃(x) =

{
f(x) falls x ∈ Bn,

f( x
‖x‖2 ) falls x 6∈ Bn.

Dann ist f̃ ∈ C(Rn,Rn) mit f̃(Rn) ⊂ Bn. Sei ψ ∈ C∞
0 (Rn,R) mit

0 ≤ ψ(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rn

suppψ ⊂ Bn∫
Rn
ψ = 1

wie im Beweis von Satz IX.6.7 (S. 64). Da B(0, 2) kompakt und f̃ stetig
ist, gibt es ein δ > 0 mit

‖f̃(x)− f̃(y)‖2 ≤
ε

2
∀x, y ∈ B(0, 2) mit ‖x− y‖2 ≤ δ.

Definiere g : Rn → Rn durch

g(x) =

∫
Rn
δ−nψ(

y − x
δ

)f̃(x)dx

=

∫
Rn
ψ(z)f̃(x+ δz)dz ∀x ∈ Rn.

Dann ist g ∈ C∞(Rn,Rn) und

‖g(x)‖2 ≤
∫

Rn
ψ(z)‖f̃(x+ δz)‖2dz

≤ 1 ∀x ∈ Rn.

Insbesondere ist g(Bn) ⊂ Bn.
Weiter ist für x ∈ Bn

‖f(x)− g(x)‖2 = ‖
∫

Rn
ψ(z)[f(x)− f̃(x+ δz)]dz‖2

= ‖
∫
Bn

ψ(z)[f̃(x)− f̃(x+ δz)]dz‖2

≤ ε

2
.

Daher gilt für alle x ∈ Bn

‖x− g(x)‖2 ≥ ‖x− f(x)‖2 − ‖f(x)− g(x)‖2

≥ ε

2
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im Widerspruch zum 1. Schritt. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
�

Bemerkung X.7.2. (1) Das Beispiel n = 1, f(x) = x2 zeigt, dass
der Fixpunkt aus Satz X.7.1 im allgemeinen nicht eindeutig ist.
(2) Sei v ∈ Sn−1. Definiere f ∈ C(Rn,Rn) durch

f(x) =
1

2
(v + x).

Dann ist f(Bn) ⊂ Bn und f besitzt keinen Fixpunkt in Bn. Dieses
Beispiel zeigt, dass man in Satz X.7.1 Bn nicht durch Bn ersetzen kann.

Satz X.7.1 hat eine einfache, aber sehr praktische Konsequenz.

Satz X.7.3. Sei f ∈ C(Rn,Rn). Es gebe ein r > 0 mit

(2) (f(x), x) > 0 ∀x ∈ Rn mit ‖x‖2 = r.

Dann besitzt f eine Nullstelle x in B(0, r).

Beweis. Ann.: f besitzt keine Nullstelle in B(0, r). Definiere g :
Bn → Rn durch

g(x) = −‖f(rx)‖−1
2 f(rx).

Dann ist g stetig und g(Bn) ⊂ Bn. Wegen Satz X.7.1 gibt es ein x∗ ∈ Bn

mit

g(x∗) = x∗.

Wegen g(Bn) ⊂ Sn−1 ist ‖x∗‖2 = 1. Also gilt

1 = ‖x∗‖22

=
1

r
(rx∗, x∗)

=
1

r
(rx∗, g(x∗))

= −(r‖f(rx∗)‖2)−1(rx∗, f(rx∗))

< 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f eine Nullstelle in B(0, r). We-
gen Gleichung (2) kann diese aber nicht auf ∂B(0, r) liegen. �

Satz X.7.3 hat eine interessante Konsequenz.

Satz X.7.4. Sn−1 und Bn−1 sind nicht homöomorph.

Beweis. Ann.: Es gibt einen Homöomorphismus ϕ von Sn−1 auf
Bn−1.
Definiere ψ : Rn → Rn durch

ψ(x) =

{
0 falls x = 0,

‖x‖2ϕ( x
‖x‖2 ) falls x 6= 0.
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Dann ist ψ stetig und damit auch f : Bn → Sn−1 mit f = ϕ−1 ◦ψ. Für
x ∈ Sn−1 gilt

f(x) = x

und somit

(f(x), x) = 1 > 0 ∀x ∈ Sn−1.

Wegen Satz X.7.3 gibt es ein x∗ ∈ Bn mit f(x∗) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu f(Bn) ⊂ Sn−1. �

Wir wollen den Brouwerschen Fixpunktsatz verallgemeinern. Da-
zu benötigen wir ein approximationstheoretisches Ergebnis, das von
eigenständigem Interesse ist.

Satz X.7.5. Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·) und
Norm ‖ · ‖ und M ⊂ H abgeschlossen und konvex. Dann besitzt jedes
x ∈ H eine eindeutige beste Approximation PMx ∈M in M , d.h.

‖x− PMx‖ = inf
y∈M
‖x− y‖.

Weiter gilt

‖PMx− PMy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.

Beweis. Vorbemerkung: Da (·, ·) ein Skalarprodukt ist, gilt die
Parallelogrammregel

(3) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2[‖x‖2 + ‖y‖2].
Eindeutigkeit: Seien x ∈ H beliebig und y, z ∈ M zwei beste Ap-
proximationen an x. Dann folgt aus Gleichung (3)

‖y − z‖2 = 2‖x− y‖2 + 2‖x− z‖2 − ‖2x− y − z‖2

= 2{‖x− y‖2 + ‖x− z‖2 − 2‖x− 1

2
(y + z)︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2}

≤ 0.

Also ist y = z.
Existenz: Sei x ∈ H beliebig und d = inf

y∈H
‖x − y‖. O.E. ist d > 0,

sonst ist die Behauptung trivial. Sei (yn)n∈N eine Minimalfolge, d.h.

lim
n→∞

‖x− yn‖ = d.

Dann folgt aus Gleichung (3) für n,m ∈ N

‖yn − ym‖2 = 2{‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2 − 2‖x− 1

2
(yn + ym)︸ ︷︷ ︸

∈M

‖2}

≤ 2{‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2 − 2d}.
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Also ist (yn)n∈N eine Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein y∗ ∈
M . Konstruktionsgemäß gilt ‖x− y∗‖ = d.
Stetigkeit von PM : Seien x, y ∈ H und t ∈ (0, 1) beliebig. Dann
folgt

0 ≤ ‖x− (1− t)PMx− tPMy︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2 − ‖x− PMx‖2

+ ‖y − (1− t)PMy − tPMx︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2 − ‖y − PMy‖2

= ‖x− PMx+ t[PMx− PMy]‖2 − ‖x− PMx‖2

+ ‖y − PMy − t[PMx− PMy]‖2 − ‖y − PMy‖2

= 2t(x− PMx, PMx− PMy)
− 2t(y − PMy, PMx− PMy)
+ 2t2‖PMx− PMy‖2

= 2t(x− y, PMx− PMy)− 2t(1− t)‖PMx− PMy‖2

und somit

‖PMx− PMy‖2 ≤
1

1− t
(x− y, PMx− PMy)

≤ 1

1− t
‖x− y‖‖PMx− PMy‖ ∀0 < t < 1.

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenzübergang t→ 0. �

Satz X.7.6. Seien X ein endlich dimensionaler Banachraum, M ⊂
X konvex und kompakt und f ∈ C(M,M). Dann besitzt f einen Fix-
punkt in M .

Beweis. Sei n = dimX und Φ : Rn → X ein Isomorphismus. Dann
ist N = Φ−1(M) ⊂ Rn konvex und kompakt. Insbesondere gibt es ein
R > 0 mit N ⊂ B(0, R). Sei PN : Rn → N der Operator, der gemäß
Satz X.7.5 jedem x ∈ Rn seine beste Approximation in N zuordnet.
Definiere ψR : Rn → Rn durch

ψR(x) = Rx

und g : Bn → Rn durch (vgl. Abb. X.7.1)

g = ψ−1
R ◦ Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN ◦ ψR.

Die Funktion g ist stetig, und wegen f(M) ⊂M gilt g(Bn) ⊂ Bn. Also
besitzt gemäß Satz X.7.1 g einen Fixpunkt z∗ ∈ Bn. Sei y∗ = ψR(z∗).
Dann gilt

Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN(y∗) = ψR(g(z∗))

= y∗.
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Also ist y∗ ∈ N und damit PNy
∗ = y∗. Sei x∗ = Φ(y∗) ∈M . Dann folgt

f(x∗) = Φ(Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN(y∗))

= x∗.

�

X ⊃M
f−−−→ M ⊂ X

Φ

x yΦ−1

Rn ⊃ N N ⊂ Rn

PN

x yid
B(0, R) ⊃ N N ⊂ B(0, R)

ψR

x yψ−1
R

Bn
g−−−→ Bn

Abbildung X.7.1. Definition der Funktion g

Bemerkung X.7.7. Satz X.7.6 folgt gemäß obigem aus Satz X.7.1.
Umgekehrt ist offensichtlich Satz X.7.1 ein Spezialfall von Satz X.7.6.
Also sind die beiden Sätze in Wahrheit äquivalente Formulierungen
eines Sachverhaltes.

Definition X.7.8. Seien X ein Vektorraum und x1, . . . , xn ∈ X,
n ∈ N∗. Dann heißt

conv[x1, . . . , xn] =
{
x =

n∑
i=1

αixi : 0 ≤ αi ≤ 1,
n∑
i=1

αi ≤ 1
}

die konvexe Hülle von x1, . . . , xn.

Satz X.7.9. Seien X ein normierter Vektorraum und x1, . . . , xn ∈
X, n ∈ N∗. Dann ist conv[x1, . . . , xn] kompakt und konvex.

Beweis. Die Konvexität folgt aus der Konstruktion. Die Kompakt-
heit folgt aus conv[x1, . . . , xn] = Φ(S) mit

Φ : Rn → X

(α1, . . . , αn) 7→
n∑
i=1

αixi

und

S =
{
α ∈ Rn : 0 ≤ αi ≤ 1,

n∑
i=1

αi ≤ 1
}
.
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�

Satz X.7.10 (Erster Schauderscher Fixpunktsatz). Seien
X ein normierter Vektorraum, K ⊂ X konvex, C ⊂ K kompakt und
f ∈ C(K,C). Dann besitzt f einen Fixpunkt in C.

Beweis. 1. Schritt: Zu jedem ε > 0 gibt es ein xε ∈ K mit
‖f(xε)− xε‖ ≤ ε.
Sei ε > 0 beliebig. Da C kompakt ist, gibt es ein n ∈ N∗ und Punkte

x1, . . . , xn ∈ C mit C ⊂
n⋃
i=1

B(xi, ε). Sei

K0 = conv[x1, . . . , xn] ⊂ K

und

ϕi(x) = [ε− ‖x− xi‖]+
= max{ε− ‖x− xi‖, 0} ∀x ∈ X, 1 ≤ i ≤ n.

Dann sind die ϕi stetig und

ϕ(x) =
n∑
i=1

ϕi(x) > 0 ∀x ∈ C.

Daher ist ψi : C → R, 1 ≤ i ≤ n, mit

ψi(x) =
ϕi(x)

ϕ(x)
∀x ∈ C

stetig und erfüllt

0 ≤ ψi(x) ≤ 1 ∀x ∈ C, 1 ≤ i ≤ n
n∑
i=1

ψi(x) = 1 ∀x ∈ C.

Definiere g : C → K0 durch

g(x) =
n∑
i=1

ψi(x)xi.

g ist stetig, und für jedes x ∈ C gilt

‖g(x)− x‖ = ‖
n∑
i=1

ψi(x)[xi − x]‖

= ‖
∑

1≤j≤n
x∈B(xj ,ε)

ψj(x)[xj − x]‖

≤
∑

1≤j≤n
x∈B(xj ,ε)

ψj(x)‖xj − x‖

≤ ε.
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Definiere schließlich h ∈ C(K,K0) durch h = g◦f . Aus Satz X.7.6 ange-
wandt auf h und span{x1, . . . , xn} (Man beachte: endlich dimensionale
normierte Vektorräume sind vollständig!) folgt, dass es ein xε ∈ K0

gibt mit
h(xε) = xε.

Hieraus folgt aber

‖f(xε)− xε‖ = ‖f(xε)− g(f(xε))‖ ≤ ε.

2. Schritt: Gemäß dem 1. Schritt gibt es zu jedem n ∈ N∗ ein xn ∈ K
mit

(4) ‖f(xn)− xn‖ ≤
1

n
.

Da f(K) ⊂ C und C kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xnk)k∈N von
(xn)n∈N und ein x∗ ∈ C mit

f(xnk) −→
k→∞

x∗.

Aus Gleichung (4) folgt
xnk −→

k→∞
x∗.

Aus der Stetigkeit von f ergibt sich schließlich

f(x∗) = x∗.

�

Wir wollen eine andere, äquivalente Formulierung des ersten Schau-
derschen Fixpunktsatzes angeben. Dazu benötigen wir:

Definition X.7.11. Seien X ein normierter Vektorraum und K ⊂
X. K heißt relativ kompakt, wenn K kompakt ist.

Bemerkung X.7.12. (1) Definition X.7.11 gilt auch für allgemeine
topologische Räume.
(2) Eine relativ kompakte Menge ist notwendig beschränkt.
(3) Da in normierten Räumen Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit
übereinstimmen, ist K genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

Satz X.7.13 (Zweiter Schauderscher Fixpunktsatz). Seien
X ein normierter Vektorraum, K ⊂ X konvex und f ∈ C(K,K).
f besitzt sicher dann einen Fixpunkt in K, wenn eine der folgenden
Voraussetzungen erfüllt ist:

(1) K ist kompakt

oder

(2) K ist abgeschlossen und f(K) ist relativ kompakt.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz X.7.10 mit C = K im Fall
(1) und C = f(K) ⊂ K im Fall (2). �
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Wir wollen Satz X.7.13 benutzen, um die lokale Existenz von Lösun-
gen gewöhnlicher Differentialgleichungen zu beweisen. Dazu benötigen
wir ein Hilfsergebnis das von eigenständigem Interesse ist.

Satz X.7.14 (Satz von Arzela-Ascoli). Seien (X, ‖ · ‖X) ein
Banachraum und K ⊂ X kompakt. Dann sind folgende Aussagen äqui-
valent:

(1) A ⊂ C(K,Rn) ist relativ kompakt.
(2) A ist beschränkt und gleichgradig stetig, d.h.

(a) supf∈A ‖f‖C(K,Rn) ≤ C und
(b) supf∈A ‖f(x)− f(y)‖Rn → 0 für ‖x− y‖X → 0.

Beweis.
”
(1) =⇒ (2)“: Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein nε ∈ N∗

und f1,ε, . . . , fnε,ε ∈ A mit A ⊂
⋃nε
i=1B(fi,ε, ε), wobei B(f, ε) die offene

Kugel um f mit Radius ε bzgl. ‖ · ‖C(K,Rn) ist. Für f ∈ A gibt es dann
ein i0 ∈ N∗

nε mit f ∈ B(fi0,ε, ε). Hieraus folgt

‖f‖C(K,Rn) ≤ ε+ ‖fi0,ε‖C(K,Rn)

≤ ε+ max
1≤i≤nε

‖fi,ε‖C(K,Rn).

Hieraus folgt (a). Weiter gibt es ein δ > 0 mit

max
1≤i≤nε

‖fi,ε(x)− fi,ε(y)‖Rn < ε

für alle x, y ∈ K mit ‖x − y‖X < δ (Man beachte: die fi,ε sind
gleichmäßig stetig!). Hieraus folgt für f ∈ A

‖f(x)− f(y)‖Rn ≤ 2ε+ ‖fi0,ε(x)− fi0,ε(y)‖Rn
≤ 3ε ∀x, y ∈ K, ‖x− y‖X < δ.

Dies zeigt (b).

”
(2) =⇒ (1)“: Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es k,m ∈ N∗ und η1, . . . , ηk
∈ Rn, x1, . . . , xm ∈ K mit

Rn ⊃ B(0, C) ⊂
k⋃
i=1

B(ηi, ε)

und

X ⊃ K ⊂
m⋃
j=1

B(xj, ε).

Für jede Abbildung π : N∗
m → N∗

k sei

Aπ = {f ∈ A : max
1≤j≤m

‖f(xj)− ηπ(j)‖Rn ≤ ε}.

Falls Aπ 6= ∅ ist, wähle ein fπ ∈ Aπ.
Zu jedem f ∈ A gibt es dann ein π mit f ∈ Aπ. Sei nun x ∈ K. Dann
gibt es ein j ∈ N∗

m mit x ∈ B(xj, ε). Daher gilt

‖f(x)− fπ(x)‖Rn ≤ ‖f(x)− f(xj)‖Rn + ‖f(xj)− ηπ(j)‖Rn
+ ‖ηπ(j) − fπ(xj)‖Rn + ‖fπ(xj)− fπ(x)‖Rn
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≤ 2 sup
f∈A

sup
x,y∈K
‖z−y‖≤ε

‖f(z)− f(y)‖Rn + 2ε

= rε.

Da A gleichgradig stetig ist, gilt rε → 0 für ε→ 0.
Aus obiger Abschätzung folgt

A ⊂
⋃
π

B(fπ, 2rε),

wobei die (endliche) Anzahl von Kugeln, deren Vereinigung gebildet
wird, von ε abhängt. Wie in Beweis von Satz III.4.4 (S. 82, Analysis I)
folgt hieraus, dass A kompakt ist. �

Satz X.7.15 (Existenzssatz von Peano). Seien I ⊂ R ein of-
fenes Intervall, U ⊂ Rn offen und f ∈ C(I × U,R). Dann gibt es zu
jedem τ ∈ I und jedem η ∈ U ein ε0 > 0, so dass das Anfangswert-
problem

d

dt
x(t) = f(t, x(t)) ∀τ − ε0 < t < τ + ε0

x(τ) = η
(5)

eine Lösung hat.

Beweis. Offensichtlich ist x ∈ C1((τ − ε0, τ + ε0),Rn) eine Lösung
von Gleichung (5), genau dann wenn x ∈ C((τ −ε0, τ +ε0),Rn) ist und
die Beziehung

(6) x(t) = η +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds ∀t− ε0 < t < τ + ε0

erfüllt.
Seien nun τ ∈ I und η ∈ U beliebig. Dann gibt es ein ε1 > 0 mit

Q = [τ − ε1, τ + ε1]×BRn(η, ε1) ⊂ I × U.

Sei

M = max{1, sup
(t,y)∈Q

‖f(t, y)‖Rn}

und

ε0 =
ε1

M
.

Definiere

X = C([τ − ε0, τ + ε0],Rn)

‖ · ‖X = ‖ · ‖C([τ−ε0,τ+ε0],Rn)

K = {x ∈ X : ‖x− η̃‖X ≤ ε1},

wobei η̃ die konstante Funktion mit Wert η bezeichnet.
X ist ein Banachraum und K ⊂ X ist konvex und abgeschlossen.
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Definiere L : K → X durch

Lx(t) = η +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds.

Für x ∈ K folgt

‖Lx− η̃‖X = sup
|t−τ |≤ε0

‖
∫ t

τ

f(s, x(s))ds‖Rn

≤ ε0M

≤ ε1.

Also ist L(K) ⊂ K.
Sei ε > 0 beliebig. Da f auf der kompakten Menge Q gleichmäßig stetig
ist, gibt es ein δ > 0 mit

‖f(s, u)− f(t, v)‖Rn ≤
ε

ε0

∀(s, u), (t, v) ∈ Q

mit max{|s− t|, ‖u− v‖Rn} ≤ δ.

Für x, y ∈ K mit ‖x− y‖X ≤ δ folgt dann

‖Lx− Ly‖X = sup
|t−τ |≤ε0

‖
∫ t

τ

[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds‖Rn

≤ ε0 ·
ε

ε0

= ε.

Also ist L ∈ C(K,K).
Für t1, t2 ∈ [τ − ε0, τ + ε0] gilt schließlich

‖Lx(t1)− Lx(t2)‖Rn = ‖
∫ t2

t1

f(s, x(s))ds‖Rn

≤M |t2 − t1|
und somit

sup
x∈K
‖Lx(t1)− Lx(t2)‖Rn ≤M |t1 − t2|.

Damit folgt aus Satz X.7.14, dass L(K) relativ kompakt ist und dass
X, K, L die Voraussetzungen von Satz X.7.13 erfüllen. Mithin hat
Gleichung (6) und damit auch Gleichung (5) eine Lösung. �

Bemerkung X.7.16. (1) Seien I = U = R und f : R2 → R
definiert durch

f(t, x) =
√
|x| ∀(t, x) ∈ R.

Für a ∈ R+ sei

ua(t) =
1

4
[(t− a)+]2

=
1

4
max{(t− a), 0}2.
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Dann ist ua Lösung des Anfangswertproblems

d

dt
ua(t) = f(t, ua(t)) ∀t ∈ R

ua(0) = 0.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i.
a. keine Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(2) Seien I = U = R und f : R2 → R definiert durch

f(t, x) = x2 ∀(t, x) ∈ R.
Dann ist u : (−∞, 1)→ R mit

u(t) =
1

1− t
die (eindeutige) Lösung des Anfangswertproblems

d

dt
u(t) = f(t, u(t)) ∀t ∈ (−∞, 1)

u(0) = 1.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i. a.
nur die lokale Existenz einer Lösung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(3) Erfüllt f aus Satz X.7.15 zusätzlich eine Lipschitz Bedingung bzgl.
des zweiten Argumentes, d.h., gibt es ein λ ∈ R∗

+ mit

‖f(t, x)− f(t, y)‖Rn ≤ λ‖x− y‖Rn ∀t ∈ I, x, y ∈ U,
so kann man zeigen, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige
Lösung besitzt (Satz von Picard-Lindelöf) (s. Satz XI.1.7). Der
Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz angewandt auf den
Operator L aus dem Beweis von Satz X.7.15.



KAPITEL XI

Gewöhnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in die Theorie
gewöhnlicher Differentialgleichungen. Zunächst beweisen wir einige ein-
fache Existenz-, Eindeutigkeits- und Fortsetzbarkeitssätze. Dann stel-
len wir an Hand von Beispielen die wichtigsten elementaren Lösungs-
methoden vor. Anschließend zeigen wir die stetige bzw. differenzierba-
re Abhängigkeit der Lösung eines Anfangswertproblems von den An-
fangswerten. Zum Abschluss geben wir einen kurzen Einblick in die
Stabilitätstheorie, d.h. über das Langzeitverhalten von Lösungen von
Differentialgleichungen unter dem Einfluss kleiner Störungen.

XI.1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Im Folgenden bezeichnen stets I ⊂ R ein nicht leeres offenes Inter-
vall und U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine nicht leere offene Menge. ‖ · ‖ ist eine
beliebige Norm auf Rn.

Definition XI.1.1. (1) Seien k ∈ N∗, V ⊂ Rkn eine nicht leere
offene Menge und f : I × V → Rn eine Funktion. Dann heißt das
Problem

Finde y ∈ Ck(I,Rn) mit

y(k)(t) = f
(
t, y(t), . . . , y(k−1)(t)

)
, t ∈ I

(D)

eine gewöhnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung auf
I. Ist speziell k = 1, so sprechen wir einfach von einer gewöhnlichen
Differentialgleichung (gDgl).
(2) Seien t0 ∈ I und v0 = (v0,0, . . . , v0,k−1) ∈ V . Dann heißt (D)
zusammen mit den Bedingungen

(A) y(t0) = v0,0, . . . , y(k−1)(t0) = v0,k−1

ein Anfangswertproblem (AWP).
(3) Eine gDgl bzw. ein AWP heißen autonom, wenn die Funktion f
nicht von der Variablen t abhängt.

Bemerkung XI.1.2. (1) Eine gDgl k-ter Ordnung, k ≥ 2, kann
stets in eine äquivalente gDgl erster Ordnung auf Rnk umformuliert
werden. Um dies einzusehen, setze

z(t) =
(
z0(t), . . . , zk−1(t)

)
=
(
y(t), y′(t), . . . , y(k−1)(t)

)
∈ Rnk

139
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und

F (t, z(t)) =
(
z1(t), . . . , zk−1(t), f(t, z0(t), . . . , zk−1(t))

)
∈ Rnk.

Dann ist offensichtlich y genau dann eine Lösung von (D), wenn z eine
Lösung von

z′(t) = F (t, z(t)) , t ∈ I
ist. Aus diesem Grunde betrachten wir im Folgenden nur gewöhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung.
(2) Eine gDgl kann stets in eine äquivalente autonome gDgl umformu-
liert werden. Um dies anzusehen, setze

z(s) = (y(s), s) ∈ Rn+1

und

F (z) = F
(
(y(s), s)

)
=
(
f(s, y(s)), 1

)
∈ Rn+1.

Dann ist y genau dann eine Lösung von (D), wenn z eine Lösung von

z′(s) = F (z(s)), s ∈ I
ist.

Beispiel XI.1.3. (1) (Populationsdynamik) y(t) beschreibe die
Größe einer Population zur Zeit t > 0. Die relative zeitliche Änderung
der Populationsgröße sei eine bekannte Funktion r der Zeit und der
aktuellen Populationsgröße. Diese Annahmen führen auf die gDgl

y′(t) = r(t, y(t))y(t) , t > 0.

Wichtige Spezialfälle sind die des unbeschränkten Wachstums

r(t, y(t)) = α > 0 ∀t > 0

und des beschränkten Wachstums

r(t, y(t)) = α(y∗ − y(t)) ∀t > 0

mit α > 0, y∗ > 0. y∗ spielt die Rolle einer Grenzpopulation, deren
Überschreiten zum Absterben der Population führt (vgl. Beispiel XI.2.5
(S. 154)).
(2) (Räuber-Beute-Modell) x(t) und y(t) beschreiben die Größe
einer Räuber- bzw. Beutepopulation zur Zeit t > 0. Die Räuberpopula-
tion lebe ausschließlich von der Beutepopulation, ihre Reproduktions-
rate sei proportional zur Größe der Beutepopulation und bei fehlender
Beute sei ihre relative Sterberate konstant. Die Beutepopulation habe
bei fehlenden Räubern eine konstante relative Wachstumsrate und ihre
Sterberate sei proportional zur aktuellen Größe der Räuberpopulation.
Diese Annahmen führen zu der gDgl

x′ = −α1x+ β1xy

y′ = α2y − β2xy
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mit α1, β1, α2, β2 ∈ R∗
+ (vgl. Beispiel XI.2.2 (S. 150)).

(3) (Chemische Reaktionskinetik) Zwei Ausgangsstoffe A und B
mögen zu einem Endprodukt C reagieren, u(t) beschreibe die Konzen-
tration von C zur Zeit t > 0. Die Änderung dieser Konzentration sei
proportional zu der aktuellen Konzentration von A und B. Wenn a und
b die Anfangskonzentrationen von A und B bezeichnen, führen diese
Annahmen auf das AWP

u′(t) = r(a− u(t))(b− u(t)) , t > 0

u(0) = 0

mit r > 0 (vgl. Beispiel XI.2.4 (S. 153)).
(4) (Federschwingung) Die vertikale Schwingung z(t) einer Feder
mit Masse m > 0 wird nach den Newtonschen Kraftgesetzen durch die
gDgl 2. Ordnung

mz′′(t) = −kz(t)− rz′(t) , t > 0

beschrieben. Dabei ist −kz(t), k > 0, die Rückstellkraft der Feder und
−rz′(t), r ≥ 0, die Reibungskraft. Die äquivalente gDgl 1. Ordnung
lautet

z′(t) = v(t)

v′(t) = − k
m
z(t)− r

m
v(t).

Dabei ist v(t) die Geschwindigkeit der Auslenkung.
(5) (Einfluss des Luftwiderstandes) Ein Fahrzeug der Masse
m > 0 werde durch die konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luft-
widerstand sei proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann
führen die Newtonschen Kraftgesetze auf die gDgl 2. Ordnung

mx′′(t) = K − rx′(t)2

mit r > 0. Bezeichnet v(t) die Geschwindigkeit, lautet die äquivalente
gDgl 1. Ordnung

x′(t) = v(t)

mv′(t) = K − rv(t)2

(vgl. Beispiel XI.2.6 (S. 154)).

Wir wollen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz für die Lösungen
von AWPen beweisen. Dazu benötigen wir einige Vorbereitungen.

Definition XI.1.4. Die Funktion f ∈ C(I ×U,Rn) heißt gleich-
mäßig Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U , wenn es ein L ∈ R+, die
sog. Lipschitz-Konstante, gibt mit

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀t ∈ I, x, y ∈ U.
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f heißt Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U , wenn es zu jedem (t0, x0) ∈
I×U eine Umgebung J×V ∈ U

(
(t0, x0)

)
gibt, derart dass f auf J×V

gleichmäßig Lipschitz-stetig ist bzgl. V .

Bemerkung XI.1.5. (1) Ist f ∈ C(I × U,Rn) bzgl. der Variablen
x differenzierbar und Dxf ∈ C(I × U,L(Rn,Rn)), so ist f auf I × U
bzgl. U Lipschitz-stetig.
(2) Ist f ∈ C(I×U,Rn) Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U und J×K ⊂
I × U kompakt, so ist f auf J ×K gleichmäßig Lipschitz-stetig bzgl.
K.
(3) Ist f ∈ C1(U,Rn), so ist f Lipschitz-stetig (auf U bzgl. U). Ist f ∈
C(U,Rn) Lipschitz-stetig und K ⊂ U kompakt, so ist f gleichmäßig
Lipschitz-stetig auf K.

Beweis. ad (1): Sei (t0, x0) ∈ I × U beliebig und ε > 0 so, dass

[t0−ε, t0+ε]×B(x0, ε) ⊂ I×U ist. Da [t0−ε, t0+ε]×B(x0, ε) kompakt
und Dxf ∈ C(I × U,L(Rn,Rn)) ist, existiert

M = max
|t−t0|≤ε

max
x∈B(x0,ε)

‖Dxf(t, x)‖L(Rn,Rn).

Für alle t ∈ |t0 − ε, t0 + ε| und alle x, y ∈ B(x0, ε) folgt dann mit Satz
VII.3.7(1) (S. 62, Analysis II)

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤M‖x− y‖.
ad (2): Ist offensichtlich.
ad (3): Ist offensichtlich. �

Satz XI.1.6 (Lemma von Gronwall). Seien α, β, u ∈ C(I,R+)
und t0 ∈ I mit

u(t) ≤ α(t) +
∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣ ∀t ∈ I.

Dann gilt

u(t) ≤ α(t) +
∣∣∣∫ t

t0

α(s)β(s)e|
R t
s β(σ)dσ)|ds

∣∣∣ ∀t ∈ I.
Beweis. Sei

v(t) =

∫ t

t0

β(s)u(s)ds ∀t ∈ I.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass v stetig differenzierbar ist und die
Ungleichung

v′(t) = β(t)u(t)

≤ β(t)α(t) + β(t)
∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣

= β(t)α(t) + sgn(t− t0)β(t)v(t) ∀t ∈ I
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erfüllt. Multiplikation dieser Ungleichung mit

γ(t) = e
−|

R t
t0
β(s)ds|

= e
−

R t
t0

sgn(s−t0)β(s)ds

liefert

γ(t)v′(t) ≤ α(t)β(t)γ(t) + sgn(t− t0)β(t)γ(t)v(t)

= α(t)β(t)γ(t)− γ′(t)v(t) ∀t ∈ I

und somit

(γv)′ ≤ αβγ auf I.

Integration von t0 bis t ∈ I liefert wegen v(t0) = 0

sgn(t− t0)γ(t)v(t) ≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

α(s)β(s)γ(s)ds

und somit∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣ = sgn(t− t0)v(t)

≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

α(s)β(s)γ(s)γ(t)−1ds

=
∣∣∣∫ t

t0

α(s)β(s)e|
R t
s β(σ)dσ|ds

∣∣∣ ∀t ∈ I.
Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz XI.1.7 (Satz von Picard-Lindelöf). Sei f ∈ C(I×U,Rn)
auf I×U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (t0, x0) ∈ I×U
ein ε > 0, so dass das AWP

x′ = f(t, x) auf (t0 − ε, t0 + ε)

x(t0) = x0

eine eindeutige Lösung x ∈ C1((t0 − ε, t0 + ε),Rn) hat.

Beweis. 1. Variante: Aus dem Existenzsatz von Peano, Satz
X.7.15 (S. 136), folgt, dass das AWP mindestens eine Lösung hat. Seien
x, y ∈ C1((t0 − ε, t0 + ε),Rn) zwei Lösungen des AWP. Indem wir ε
nötigenfalls verkleinern, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von f

‖x(t)− y(t)‖ =
∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))− f(s, y(s))ds
∥∥∥

≤
∣∣∣∫ t

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds
∣∣∣

≤
∣∣∣∫ t

t0

L‖x(s)− y(s)‖ds
∣∣∣ ∀|t− t0| < ε.
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Diese Abschätzung und Satz XI.1.6 mit α = 0 und β = L beweisen die
behauptete Eindeutigkeit.
2. Variante: Seien ε0 > 0 und R > 0, so dass [t0 − ε0, t0 + ε0] ×
B(x0, R) ⊂ I ×U ist und f auf [t0− ε0, t0 + ε0]×B(x0, R) gleichmäßig

Lipschitz-stetig ist bzgl. B(x0, R). Sei L die Lipschitz-Konstante von f
und

M = max
|t−t0|≤ε0

max
x∈B(x0,R)

‖f(t, x)‖.

Setze

ε = min
{
ε0,

R

M

}
.

Sei X = C([t0− ε, t0 + ε],Rn) und K = B‖·‖∞(x0, R). Dabei bezeichnet
‖ · ‖∞ die Maximumsnorm auf X und x0 die konstante Funktion mit
Wert x0. Durch

‖x‖L = max
|t−t0|≤ε

∥∥∥e−L|t−t0|x(t)∥∥∥
wird dann eine Norm auf X definiert, bzgl. derer X vollständig und
K abgeschlossen ist (Beweis Übungsaufgabe!). Definiere die Abbildung
Φ : X → X wie im Beweis von Satz X.7.15 (S. 136) durch

Φx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds ∀|t− t0| ≤ ε.

Offensichtlich ist x ein Fixpunkt von Φ genau dann, wenn x das AWP
löst. Für x, y ∈ X folgt

‖Φx(t)− x0‖ =
∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))ds
∥∥∥

≤M |t− t0|
≤Mε

≤ R

und∥∥∥e−L|t−t0|[Φx(t)− Φy(t)]
∥∥∥ =

∥∥∥e−L|t−t0| ∫ t

t0

f(s, x(s))− f(s, y(s))ds
∥∥∥

≤ e−L|t−t0| sgn(t− t0)

·
∫ t

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤ e−L|t−t0| sgn(t− t0)
∫ t

t0

L‖x(s)− y(s)‖ds

≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

e−L|t−t0|LeL|s−t0|‖x− y‖Lds

= (1− e−L|t−t0|)‖x− y‖L
≤ (1− e−Lε)‖x− y‖L.
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Also ist Φ eine Kontraktion auf K mit Kontraktionsrate κ = 1− e−Lε.
Damit folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz
IV.4.3 (S. 137, Analysis I). �

Bemerkung XI.1.8. Bemerkung X.7.16(1) (S. 137) zeigt, dass man
ohne die vorausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit i. a. nicht die Eindeutigkeit
der Lösung des AWP erwarten kann. Bemerkung X.7.16(2) (S. 137)
zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz XI.1.7 i. a. nur
die lokale Existenz der Lösung des AWP erwarten kann. Satz XI.1.7
zeigt, dass es nicht immer ratsam ist, eine nicht autonome gDgl in
die äquivalente autonome gDgl umzuformen. Für die nicht autonome
gDgl benötigen wir nämlich nur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. x, für die
äquivalente autonome gDgl dagegen Lipschitz-Stetigkeit bzgl x und t.

Satz XI.1.9 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz).
Sei f ∈ C(I × U,Rn) auf I × U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann exis-
tiert für jedes (t0, x0) ∈ I × U genau eine nicht fortsetzbare Lösung
u(·; t0, x0) ∈ C1(I(t0, x0), U) des AWP

x′ = f(t, x)

x(t0) = x0.
(∗)

Das maximale Existenzintervall I(t0, x0) ist offen, d.h.

I(t0, x0) = (t−(t0, x0), t
+(t0, x0)),

und es gilt entweder

t− = t−(t0, x0) = inf I bzw. t+ = t+(t0, x0) = sup I

oder

lim
t→t±∓0

min{dist(u(t; t0, x0), ∂U), ‖u(t; t0, x0)‖−1} = 0.

Dabei ist

dist(z, ∅) = +∞
und für eine nicht leere abgeschlossene Menge A

dist(z, A) = inf{‖z − y‖ : y ∈ A}.

Beweis. 1. Schritt: Sei (t0, x0) ∈ I ×U beliebig und im Folgen-
den fest. Wegen Satz XI.1.7 existiert ein ε1 > 0, so dass das AWP (∗)
eine eindeutige Lösung u auf I1 = [t0 − ε1, t0 + ε1] hat. Wegen Satz
XI.1.7 existiert weiter ein ε2 > 0, so dass das AWP

x′ = f(t, x)

x(t0 + ε1) = u(t0 + ε1)

eine eindeutige Lösung v auf I1,2 = [t0 + ε1 − ε2, t0 + ε1 + ε2] besitzt.
Aus dem Beweis von Satz XI.1.7 folgt, dass auf I1 ∩ I1,2 gilt u = v.
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Folglich ist die durch

u1 =

{
u auf I1,

v auf I1,2,

auf I1 ∪ I1,2 definierte Funktion eine Lösung des AWP (∗), die u echt
fortsetzt. Da wir ganz analog für t0 − ε1 argumentieren können, zeigt
dies, dass u echt nach links und rechts fortgesetzt werden kann.
2. Schritt: Wegen des 1. Schrittes ist folgende Definition sinnvoll

t+ = t+(t0, x0) = sup{β ∈ I : (∗) hat eine Lösung auf [t0, β]},
t− = t−(t0, x0) = inf{β ∈ I : (∗) hat eine Lösung auf [β, t0]}.

Dann existiert genau eine Lösung u = u(·; t0, x0) ∈ C1((t−, t+), U) von
(∗) und u kann nicht fortgesetzt werden. Das maximale Existenzinter-
vall I(t0, x0) = (t−, t+) ist offen, da wir sonst das Fortsetzungsargu-
ment aus Schritt 1 auf (t+, u(t+; t0, x0)) bzw. (t−, u(t−; t0, x0)) anwen-
den könnten.
3. Schritt: Wir nehmen an, dass t+ < sup I ist, und wollen zeigen,
dass

(∗∗) lim
t→t+−0

min{dist(u(t), ∂U), ‖u(t)‖−1} = 0

ist. Wir nehmen dazu an, dass (∗∗) falsch ist. Dann gibt es ein ε > 0
und eine Folge (tn)n∈N mit tn < t+ für alle n ∈ N, lim

n→∞
tn = t+ und

‖u(tn)‖ ≤
1

2ε
und dist(u(tn); ∂U) ≥ 2ε ∀n ∈ N.

Dabei ist o.E. ε2 ≤ 1
2
. Sei

M = max{‖f(t, x)‖ : t0 ≤ t ≤ t+, ‖x− x0‖ ≤
1

ε
, dist(x, ∂U) ≥ ε}

und 0 < δ < ε
M

.
Beh.: Für alle n ∈ N und alle s ∈ [0,min{δ, t+ − tn}] gilt

‖u(tn + s)‖ < 1

ε
und dist(u(tn + s), ∂U) > ε.

Bew. der Beh.: Angenommen, die Beh. ist falsch. Dann gibt es ein
k ∈ N∗ und ein β ∈ (0,min{δ, t+ − tk}] mit ‖u(tk + s)‖ ≤ 1

ε
und

dist(u(tk + s), ∂U) ≥ ε für alle 0 ≤ s ≤ β und

‖u(tk + β)‖ =
1

ε
oder dist(u(tk + β), ∂U) = ε.

Dann folgt

‖f(tk + s, u(tk + s))‖ ≤M ∀0 ≤ s ≤ β

und somit

‖u(tk + β)− u(tk)‖ =
∥∥∥∫ tk+β

tk

f(s, u(s))ds
∥∥∥

≤Mβ
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≤ δM

< ε.

Folglich gilt

‖u(tk + β)‖ ≤ ε+ ‖u(tk)‖ ≤ ε+
1

2ε
<

1

ε

wegen ε2 ≤ 1
2

und

dist(u(tk + β), ∂U) ≥ dist(u(tk), ∂U)− ‖u(tk + β)− u(tk)‖
> 2ε− ε
= ε.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von ε.
Wegen der Beh. gilt für alle k ∈ N mit t+−tk ≤ δ und alle s, t ∈ [tk, t

+)
die Abschätzung

‖u(t)− u(s)‖ =
∥∥∥∫ t

s

f(τ, u(τ))dτ
∥∥∥

≤M |t− s|.

Ist also (t′n)n∈N eine beliebige Folge mit t′n < t+ für alle n ∈ N und
lim
n→∞

t′n = t+, so zeigt dies, dass (u(t′n))n∈N eine Cauchyfolge ist und

somit gegen ein y ∈ Rn konvergiert. Da dist(u(t), ∂U) ≥ ε ist für
alle t hinreichend nahe bei t+, folgt y ∈ U . Ebenso folgt aus obiger
Abschätzung, dass

lim
n→∞

∫ t′n

t0

f(s, u(s))ds

existiert. Sei nun (t′′n)n∈N eine andere Folge mit t′′n < t+ für alle n ∈ N
und lim

n→∞
t′′n = t+. Dann folgt mit den gleichen Argumenten

u(t′′n) −→
n→∞

z ∈ U.

Aus obiger Abschätzung folgt

‖y − z‖ = lim
n→∞

‖u(t′n)− u(t′′n)‖

≤M lim
n→∞

|t′n − t′′n|

= 0.

Also gilt

y = lim
t→t+−0

u(t).

Ganz analog folgt, dass

lim
t→t+−0

∫ t

t0

f(s, u(s))ds =

∫ t+

t0

f(s, u(s))ds
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gilt, d.h. dass rechts stehende uneigentliche Integral existiert. Definiere

v(t) =

{
u(t) für t− < t < t+,

y für t = t+.

Dann folgt v ∈ C((t−, t+], U) und

v(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, v(s))ds ∀t− < t ≤ t+.

Also ist v eine Lösung des AWP (∗), die u fortsetzt. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt t+ = sup I oder

lim
t→t+−0

min{dist(u(t), ∂U), ‖u(t)‖−1} = 0.

Ganz analog verfahren wir für t−. �

Bemerkung XI.1.10. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen sei-
en wie in Satz XI.1.9. Definiere

γ+(t0, x0) = {u(t; t0, x0) : t ∈ [t0, t
+(t0, x0))},

γ−(t0, x0) = {u(t; t0, x0) : t ∈ (t−(t0, x0), t0]}.

Dann gilt:

(1) Ist γ± beschränkt, so ist t+ = sup I bzw. t− = inf I oder es
gilt dist(u(t; t0, x0), ∂U)→ 0 für t→ t± ∓ 0. D.h., die Lösung
existiert entweder für alle Zeiten oder sie läuft gegen den Rand
von U .

(2) Ist γ± in einer kompakten Menge enthalten, so ist t+ = sup I
bzw. t− = inf I.

Bemerkung XI.1.11. Die Funktion f sei linear beschränkt, d.h. es
gebe α, β ∈ C(I,R+) mit

‖f(t, x)‖ ≤ α(t)‖x‖+ β(t) ∀(t, x) ∈ I × U.

Dann folgt aus dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6, dass jede Lösung
von x′ = f(t, x) beschränkt ist auf beschränkten Intervallen. Ist insbe-
sondere U = Rn, so besitzt das AWP x′ = f(t, x), x(t0) = x0 für alle
t0 ∈ I, x0 ∈ Rn eine eindeutige globale Lösung.

XI.2. Elementare Lösungsmethoden

Beispiel XI.2.1 (Exakte gDgl, integrierender Faktor).
Sei U ⊂ R2 offen, nicht leer, P,Q ∈ C1(U,R) und (x0, y0) ∈ U mit
Q(x0, y0) 6= 0. Wir betrachten das AWP

y′(x) = −P (x, y(x))

Q(x, y(x))

y(x0) = y0

(1)
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oder äquivalent

Q(x, y(x))y′(x) + P (x, y(x)) = 0

y(x0) = y0.

Sei
α = Pdx+Qdy.

Wir nehmen zunächst an, α sei geschlossen, d.h.

dα = 0 ⇐⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Dann gibt es in einer Umgebung V von (x0, y0) in U eine Funktion
F ∈ C2(V,R2) mit

α = dF ⇐⇒ P =
∂F

∂x
,Q =

∂F

∂y
.

O.E. können wir F so wählen, dass F (x0, y0) = 0 ist (F ist eindeutig bis
auf eine additive Konstante!). Wegen Q(x0, y0) = ∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0 folgt

aus dem Satz über implizite Funktionen, Satz VII.5.9 (S. 83, Analysis
II), dass die Menge

N0 = {(x, y) ∈ V : F (x, y) = 0}
in einer Umgebung von (x0, y0) als Graph einer Funktion y von x
dargestellt werden kann. Es gibt also ein ε > 0 und eine Funktion
y ∈ C1((x0 − ε, x0 + ε),R) mit

F (x, y(x)) = 0 ∀|x− x0| < ε und y(x0) = y0.

Aus der Kettenregel folgt, dass y das AWP (1) löst. Andererseits erfüllt
Problem (1) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7 (S. 143), so dass y
die eindeutige Lösung ist. Die Lösung von Problem (1) ist also durch
die Niveaulinie einer Stammfunktion F von α bestimmt. Da α = dF ,
d.h. α exakt ist, nennt man Problem (1) eine exakte gDgl.
Wir betrachten nun den Fall dα 6= 0. Wir nehmen an, dass es eine Funk-
tion M ∈ C1(U,R) gibt, so dass αM geschlossen ist. M heißt dann ein
integrierender Faktor. M muss die partielle Differentialgleichung

∂

∂y
(MP ) =

∂

∂x
(MQ)

⇐⇒ Q
∂M

∂x
− P ∂M

∂y
= M

{∂P
∂y
− ∂Q

∂x

}
erfüllen. Da αM geschlossen ist, gibt es wieder eine Umgebung V von

(x0, y0) in U und eine Stammfunktion F̃ von αM , d.h.

αM = dF̃ ⇐⇒ MP =
∂F̃

∂x
,MQ =

∂F̃

∂y
.

Wie oben folgt daher, dass die Lösung von Problem (1) durch die Ni-

veaulinie von F̃ , auf der (x0, y0) liegt, gegeben ist.
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Beispiel XI.2.2 (Räuber-Beute-Modell). Wir betrachten das
AWP aus Beispiel XI.1.3(2) (S. 140)

x′ = −α1x+ β1xy

y′ = α2y − β2xy

x(0) = x0

y(0) = y0

(2)

mit α1, α2, β1, β2, x0, y0 ∈ R∗
+. Die Funktion f : R∗

+ × R∗
+ → R2 mit

f(x, y) = (−α1x + β1xy, α2y − β2xy) ist offensichtlich C∞ und erfüllt
wegen Bemerkung XI.1.5 (S. 142) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7
(S. 143). Also gibt es ein ε > 0, so dass Gleichung (2) eine eindeutige
Lösung (x, y) ∈ C1((0, ε),R∗

+×R∗
+) besitzt. Multiplizieren wir die erste

Gleichung von Gleichung (2) mit α2y− β2xy und die zweite mit α1x−
β1xy und addieren beide Gleichungen, so folgt

y(α2 − β2x)x
′ + x(α1 − β1y)y

′ = 0.

Die Differentialform α = y(α2 − β2x)dx + x(α1 − β1y)dy ist nicht ge-
schlossen. Wie man leicht nachprüft, ist aber 1

xy
ein integrierender Fak-

tor und

(xy)−1α = (α2x
−1 − β2)dx+ (α1y

−1 − β1)dy = df

mit

f(x, y) = α2 lnx− β2x+ α1 ln y − β1y.

Aus Beispiel XI.2.1 folgt daher, dass die Lösung von Gleichung (2)
auf einer geeigneten Niveaulinie von f liegt. Da exp : R → R∗

+ ein
Homöomorphismus ist, können wir äquivalent die Niveaulinien von

F = exp ◦f =
xα2

eβ2x
· y

α1

eβ1y
= ϕ(x) · ψ(y)

betrachten. Sei also c ∈ R∗
+ und

Nc = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = c}.
Offensichtlich haben die Funktionen ϕ und ψ folgende Eigenschaften:

(1) ϕ(0) = ψ(0) = 0,
(2) lim

z→∞
ϕ(z) = lim

z→∞
ψ(z) = 0,

(3) Mϕ = sup
z∈R+

ϕ(z) = ϕ(
α2

β2

),

(4) Mψ = sup
z∈R+

ψ(z) = ψ(
α1

β1

),

(5) zu jedem µ ∈ (0,Mϕ) bzw. µ ∈ (0,Mψ) gibt es genau zwei
Zahlen z−ϕ,µ <

α2

β2
< z+

ϕ,µ bzw. z−ψ,µ <
α1

β1
< z+

ψ,µ mit ϕ(z±ϕ,µ) = µ

bzw. ψ(z±ψ,µ) = µ.

Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Ist c > MϕMψ, so ist Nc = ∅.
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(2) Ist c = MϕMψ, so ist Nc = {(α2

β2
, α1

β1
)}.

(3) Ist c < MϕMψ, so ist Nc eine geschlossene ellipsenförmige Kur-
ve, die in dem Rechteck[

z−
ϕ,cM−1

ψ

, z+

ϕ,cM−1
ψ

]
×
[
z−
ψ,cM−1

ϕ
, z+

ψ,cM−1
ϕ

]
liegt.

Für die Lösung von Gleichung (2) bedeutet dies wegen Bemerkung
XI.1.10(2) (S. 148):

(1) Ist (x0, y0) = (α2

β2
, α1

β1
), so ist (x(t), y(t)) für alle t ≥ 0 konstant.

(2) Ist (x0, y0) 6= (α2

β2
, α1

β1
), so existiert die Lösung von Gleichung

(2) für alle t ≥ 0 und liegt auf der Niveaulinie NF (x0,y0).

Wir wollen zeigen, dass im Fall (2) die Lösung des AWP (2) periodisch
ist, d.h., dass es ein T > 0 gibt mit

(∗) (x(t+ T ), y(t+ T )) = (x(t), y(t)) ∀t ∈ R.

Dazu setzen wir C = F (x0, y0) und bezeichnen mit

γ0 = {(x(t), y(t)) : t ∈ R}
die Trajektorie der Lösung von Gleichung (2) zum Anfangswert (x0, y0).
Dann ist gemäß obigem γ0 ⊂ NC . Aus Satz XI.1.7 (S. 143) folgt, dass
γ0 relativ offen ist in NC . Sei nun (x1, y1) ∈ NC\γ0. Dann besitzt das
AWP (2) eine eindeutige Lösung zum Anfangswert (x1, y1). Für die
zugehörige Trajektorie γ1 gilt wegen Satz XI.1.7 (S. 143) γ1 ∩ γ0 = ∅
und γ1 ist relativ offen in NC . Also ist γ0 auch relativ abgeschlossen
in NC . Da NC zusammenhängend ist, folgt γ0 = NC . Also gibt es ein
T > 0 mit

(x(T ), y(T )) = (x0, y0) = (x(0), y(0)).

Hieraus und aus Satz XI.1.7 (S. 143) folgt dann die Beziehung (∗).
Mit Hilfe der Periode T können wir den Mittelwert der Räuber- bzw.
Beutepopulation durch

x =
1

T

∫ T

0

x(t)dt , y =
1

T

∫ T

0

y(t)dt

definieren. Dividieren wir die erste bzw. zweite Gleichung von Problem
(2) durch x bzw. y und integrieren wir beide Gleichungen von 0 bis T ,
so erhalten wir wegen der Periodizität

0 = lnx(T )− lnx(0)

=

∫ T

0

x′(t)

x(t)
dt

=

∫ T

0

(−α1 + β1y(t))dt

= −α1T + β1Ty
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und

0 = ln y(T )− ln y(0)

=

∫ T

0

y′(t)

y(t)
dt

=

∫ T

0

(α2 − β2x(t))dt

= α2T − β2Tx.

Also gilt für die Mittelwerte der Populationen

x =
α2

β2

, y =
α1

β1

,

d.h., die mittlere Populationsdichte der Räuberspezies (Beutespezies)
hängt nur von dem Verhältnis der relativen Geburts- und Sterberaten
der Beutespezies (Räuberspezies) ab. Dies hat eine interessante Kon-
sequenz: Nehmen wir an, wir wollen die Beutespezies künstlich durch
ein Gift reduzieren, das - als Nebenwirkung - auch die Räuberspezies
angreift. Dann müssen wir in Gleichung (2) α1 und α2 durch α1 + ε1

bzw. α2− ε2 mit ε1, ε2 > 0 ersetzen. Falls das Gift so schwach ist, dass
α2 − ε2 > 0 ist, können wir unsere bisherigen Überlegungen anwenden
und erhalten die neuen Mittelwerte

x =
α2 − ε2

β2

, y =
α1 + ε1

β1

.

D.h., unser Eingriff ist kontraproduktiv und die Beutespezies nimmt
im Mittel sogar zu.

Beispiel XI.2.3 (Trennung der Variablen). Seien I ⊂ R, J ⊂
R offene, nicht leere Intervalle, f ∈ C(I,R), g ∈ C(J,R) und x0 ∈ I,
y0 ∈ J mit g(y0) 6= 0. Dann betrachten wir das AWP

y′ = f(x)g(y) auf I

y(x0) = y0.
(3)

Dies ist ein Spezialfall von Beispiel XI.2.1 mit U = I × J und

P (x, y) = f(x) , Q(x, y) = − 1

g(y)
.

Offensichtlich ist die zugehörige Differentialform

α = f(x)dx− 1

g(y)
dy

geschlossen und hat die Stammfunktion

F (x, y) =

∫ x

x0

f(u)du−
∫ y

y0

1

g(v)
dv
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mit F (x0, y0) = 0. Daher ist die Lösung von Gleichung (3) in einer
Umgebung von x0 gegeben durch die Niveaulinie

N0 = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 0}.
Wegen Satz VII.5.9 (S. 83, Analysis II) und Satz IV.2.11 (S. 124, Ana-
lysis I) können wir die Lösung in einer Umgebung von x0 darstellen
als

y(x) = ϕ−1 ◦ ψ(x)

mit

ψ(x) =

∫ x

x0

f(u)du,

ϕ(y) =

∫ y

y0

1

g(v)
dv.

Beispiel XI.2.4 (Chemische Reaktionskinetik). Wir betrach-
ten das AWP

u′ = r(a− u)(b− u) , t > 0

u(0) = 0
(4)

aus Beispiel XI.1.3(3) (S. 140) mit r, a, b ∈ R∗
+. Dies ist eine Gleichung

mit getrennten Veränderlichen wie in Beispiel XI.2.3 mit

f(x) = r , g(y) = (a− y)(b− y).
Wir betrachten zunächst den Fall a 6= b. Durch elementare Integration
bzw. Partialbruchzerlegung folgt

ψ(x) =

∫ x

0

rdu

= rx

ϕ(y) =

∫ y

0

1

(a− v)(b− v)
dv

=
1

a− b

∫ y

0

[ 1

b− v
− 1

a− v

]
dv

=
1

a− b

[
ln
(a− y
b− y

)
− ln

(a
b

)]
.

Also lautet die Lösung von Gleichung (4)

u(t) = ab
1− er(a−b)t

b− aer(a−b)t
.

Insbesondere folgt durch elementare Rechnung

lim
t→∞

u(t) = min{a, b}.

Betrachte nun den Fall a = b. Dann folgt

ψ(x) = rx
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ϕ(y) =

∫ y

0

1

(a− v)2
dv

=
1

a− v
− 1

a
.

Also lautet die Lösung von Gleichung (4)

u(t) = a− 1
1
a

+ rt
,

und es gilt wieder

lim
t→∞

u(t) = a.

Beispiel XI.2.5 (Populationsdynamik). Wir betrachten das
AWP

y′ = αy(y∗ − y) , t > 0

y(0) = y0

(5)

aus Beispiel XI.1.3(1) (S. 140) mit α, y∗, y0 ∈ R∗
+. Beispiel XI.2.3 liefert

mit f(u) = α und g(v) = v(y∗ − v):

ψ(x) =

∫ x

0

αdu

= αx

ϕ(y) =

∫ y

y0

1

v(y∗ − v)
dv

=
1

y∗

∫ y

y0

[ 1

y∗ − v
+

1

v

]
dv

=
1

y∗

[
ln
∣∣∣ y

y∗ − y

∣∣∣− ln
∣∣∣ y0

y∗ − y0

∣∣∣].
Also lautet die Lösung von Gleichung (5)

y(t) = y∗
y0e

αy∗t

y∗ − y0 + y0eαy
∗t
.

Insbesondere konvergiert y(t) für t→∞ gegen die Grenzpopulation y∗,
und zwar monoton wachsend, wenn y0 < y∗ ist, und monoton fallend,
wenn y0 > y∗ ist.

Beispiel XI.2.6 (Einfluss des Luftwiderstandes). Das AWP

v′ =
K

m
− r

m
v2

v(0) = 0
(6)

aus Beispiel XI.1.3(5) (S. 140) kann wegen

K

m
− r

m
v2 =

(√K

m
−
√

r

m
v
)(√K

m
+

√
r

m
v
)
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= − r

m

(√K

r
− v
)(
−
√
K

r
− v
)

mit den gleichen Methoden gelöst werden wie Beispiel XI.2.4. Wir er-
halten die Lösung

v(t) =

√
K

r

1− e−2
√

Kr
m
t

1 + e−2
√

Kr
m
t

und

lim
t→∞

v(t) =

√
K

r
,

d.h., um eine Verdoppelung der Grenzgeschwindigkeit zu erhalten, muss
man die Antriebskraft vervierfachen oder den Luftwiderstand vierteln.

Beispiel XI.2.7 (Variation der Konstanten). Seien a, b ∈
C(R,R) und t0, x0 ∈ R. Wir betrachten das AWP

x′ = a(t)x+ b(t)

x(t0) = x0.
(7)

Wegen Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) besitzt
dieses AWP eine eindeutige Lösung x ∈ C1(R,R).
Zur Konstruktion dieser Lösung betrachten wir zunächst den Fall b = 0.
Da wegen Satz XI.1.7 (S. 143) das AWP

y′ = a(t)y

y(t1) = 0

für beliebiges t1 stets die eindeutige Lösung y = 0 besitzt, folgt für die
Lösung von Gleichung (7) mit b = 0:

(1) x0 < 0 ⇐⇒ x(t) < 0 ∀t ∈ R,
(2) x0 = 0 ⇐⇒ x(t) = 0 ∀t ∈ R,
(3) x0 > 0 ⇐⇒ x(t) > 0 ∀t ∈ R.

Sei o.E. x0 > 0. Dann können wir Gleichung (7) mit b = 0 durch x(t)
dividieren und erhalten

a(t) =
x′(t)

x(t)

=
d

dt
lnx(t)

und somit

lnx(t)− lnx0 =

∫ t

t0

a(s)ds

also

x(t) = x0 exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}
.
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Offensichtlich ist dies auch die eindeutige Lösung in Fällen x0 = 0 und
x0 < 0.
Wir betrachten nun den Fall b 6= 0. Motiviert durch das Ergebnis im
Fall b = 0 machen wir den folgenden Ansatz, genannt Variation der
Konstanten:

x(t) = c(t) exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}

mit c ∈ C1(R,R). Einsetzen in Gleichung (7) liefert

x0 = x(t0) = c(t0)

und

b(t) = x′ − a(t)x

= c′ exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}
.

Hieraus folgt

c′ = b(t) exp
{
−
∫ t

t0

a(s)ds
}

c(t0) = x0

und daher

c(t) = x0 +

∫ t

t0

b(s) exp
{
−
∫ s

t0

a(τ)dτ
}
ds.

Also lautet die Lösung von Gleichung (7)

x(t) = x0 exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}

+

∫ t

t0

b(s) exp
{∫ t

s

a(τ)dτ
}
ds.

Beispiel XI.2.8 (Autonome lineare Differentialgleichun-
gen). Seien A ∈Mn,n(R) und x0 ∈ Rn. Wir betrachten das AWP

x′ = Ax

x(0) = x0.
(8)

Aus Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) folgt, dass
es eine eindeutige globale Lösung x ∈ C1(R, Rn) besitzt.
Zur Konstruktion dieser Lösung überlegen wir uns zunächst, dass wir
o.E. eine komplexe Lösung von Gleichung (8) betrachten können. Sei
nämlich z ∈ C1(R,Cn) eine Lösung von Gleichung (8). Dann folgt für
u = Re z und v = Im z:

u, v ∈ C1(R,Rn),

u′ = Au,

u(0) = x0,

v′ = Av,
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v(0) = 0.

Aus Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) folgt v(t) = 0
für alle t ∈ R, und u ist die eindeutige reelle Lösung von Gleichung (8).
Sei also z ∈ C1(R,Cn) die eindeutige Lösung von Gleichung (8). Aus
der Linearen Algebra ist bekannt, dass wir A auf Jordansche Normal-
form transformieren können. D.h., es gibt natürliche Zahlen k, n1, . . . ,
nk ∈ N∗ mit n1 + . . .+nk = n und komplexe Zahlen λ1, . . . λk ∈ C und
eine reguläre Matrix U ∈Mn,n(C) mit

UAU−1 = J = diag(J(λ1), . . . , J(λk))

und

J(λi) =



λi falls ni = 1,
λi 1

. . . . . .
. . . 1

λi

 ∈Mni,ni(C), falls ni > 1.

Die Zahlen λ1, . . . , λk sind die Eigenwerte von A. Es ist ni > 1 genau
dann, wenn die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes λi größer ist
als seine geometrische Vielfachheit. Setze

z̃ = Uz , z̃0 = Uz0.

Dann folgt

z̃′ = Uz′ = UAz

= Jz̃

z̃(0) = z̃0.

(9)

Da J Block-diagonal ist, zerfällt das AWP (9) in k voneinander un-
abhängige (entkoppelte) AWPe in Rm der Form

w′ = J(λ)w

w(0) = w0

(10)

mit λ = λi, m = ni für ein i ∈ N∗
k.

Sei zunächst m = 1. Dann folgt für die Lösung von Gleichung (10)

w(t) = w0e
λt.

Insbesondere gilt:

(1) Reλ < 0 =⇒ lim
t→∞

w(t) = 0,

(2) Reλ = 0 =⇒ |w(t)| ist konstant für alle t ∈ R,
(3) Reλ > 0 =⇒ lim

t→∞
|w(t)| =∞ (sofern w0 6= 0).

Sei nun m > 1. Dann gilt für die Komponenten w1, . . . , wm der Lösung
von Gleichung (10):

w′m = λwm,
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w′m(0) = w0,m,

w′l = λwl + wl+1,

wl(0) = w0,l, l = m− 1, . . . , 1.

Aus Beispiel XI.2.7 folgt daher rekursiv:

wm(t) = w0,me
λt,

wl(t) = w0,le
λt +

∫ t

0

wl+1(s)e
λ(t−s)ds , l = m− 1, . . . , 1.

Hieraus folgt durch Induktion für l ∈ N∗
m

wl(t) = eλt
m−l∑
j=0

w0,l+j
1

j!
tj.

Also gilt:

(4) Reλ < 0 =⇒ lim
t→∞

wl(t) = 0 ∀l ∈ N∗
m,

(5) Reλ ≥ 0 =⇒ lim
t→∞

{ m∑
l=1

|wl(t)|2
}1/2

=∞ (sofern w0 6= 0).

Setzen wir die Lösungen der AWPe (10) geeignet zusammen und trans-
formieren zurück, erhalten wir die Lösung x = U−1z̃ von Gleichung (8).
Aus den Eigenschaften (1) – (5) folgt für das asymptotische Verhalten
von x unabhängig vom Anfangswert x0:

• lim
t→∞

x(t) = 0, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil

haben,
• ‖x(t)‖ ist beschränkt, falls alle Eigenwerte von A nicht-positi-

ven Realteil haben und bei den Eigenwerten mit Realteil 0 die
geometrische und algebraische Vielfachheit übereinstimmen.

Insbesondere gilt stets lim
t→∞

x(t) = 0, falls A symmetrisch und negativ

definit ist.

XI.3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssätze

Seien I ⊂ R ein offenes, nicht leeres Intervall, U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine
offene, nicht leere Menge und f ∈ C(I×U,Rn) auf I×U Lipschitz-stetig
bzgl. U . Aufgrund Satz XI.1.7 (S. 143) besitzt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x0

für jedes (t0, x0) ∈ I × U in einer Umgebung von t0 eine eindeutige
Lösung x = x(t; t0, x0). Wir wollen zeigen, dass x(·; t0, x0) stetig und –
unter zusätzlichen Annahmen an f – differenzierbar von x0 abhängt.
Dazu benutzen wir zunächst, dass aus dem Beweis von Satz XI.1.7 (S.
143) folgt, dass es zu jedem (t0, x0) ∈ I × U zwei Umgebungen J =
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J(t0) ∈ U(t0) und V = V (x0) ∈ U(x0) mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

(1) f ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V .
(2) Zu jedem x1 ∈ V besitzt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x1

eine eindeutige Lösung x(·; t0, x1) ∈ C1(J, V ) auf J .

Daher können wir durch ϕ(z) = x(·; t0, z) eine Abbildung ϕ : V →
C1(J, V ) definieren. Dann können wir unser Ziel wie folgt formulie-
ren: ϕ ∈ C(V,C(J, V )) bzw. – unter zusätzlichen Bedingungen an f –
ϕ ∈ C1(V,C(J, V )). Dazu nehmen wir zur Vereinfachung an, dass J
beschränkt ist.

Satz XI.3.1 (Stetige Abhängigkeit von den Anfangswer-
ten). Die Funktion ϕ ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf V :

‖ϕ(z1)− ϕ(z2)‖C(J,V ) ≤ eLd‖z1 − z2‖Rn ∀z1, z2 ∈ V.
Dabei ist d = sup{|s − t| : s, t ∈ J} die Länge von J und L die
Lipschitz-Konstante von f .

Beweis. Seien z1, z2 ∈ V und t ∈ J . Dann gilt

x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2) = z1 − z2

+

∫ t

t0

[
f(s, x(s; t0, z1))− f(s, x(s; t0, z2))

]
ds,

und aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖

+
∣∣∣∫ t

t0

L‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ds
∣∣∣.

Zusammen mit dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert
dies

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖

+
∣∣∣∫ t

t0

‖z1 − z2‖LeL|t−s|ds
∣∣∣

= ‖z1 − z2‖eL|t−t0|

und somit

‖ϕ(z1)− ϕ(z2)‖C(J,V ) = sup
t∈J
‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖

≤ eLd‖z1 − z2‖.
�
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Satz XI.3.2 (Differenzierbare Abhängigkeit von den An-
fangswerten). Die Funktion f(t, x) sei zusätzlich auf J × V stetig
differenzierbar bzgl. der Variablen x und Dxf Lipschitz-stetig bzgl. V .
Dann ist ϕ stetig differenzierbar:

(Dϕ(z)w)(t) = Z(t; t0, z)w ∀t ∈ J, z ∈ V,w ∈ Rn.

Dabei ist Z(·; t0, z) ∈ C1(J,Mn,n(R)) die eindeutige Lösung des linea-
ren AWP

Z ′ = Dxf(t, x(t; t0, z))Z

Z(t0) = IdRn .
(∗)

Beweis. Aus den Voraussetzungen an f und aus Satz XI.1.7 (S.
143) folgt, dass das AWP (∗) eine eindeutige Lösung hat. Durch Ver-
kleinern von J und V können wir erreichen, dass gilt:

(1) f ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V mit Lipschitz-
Konstanter L,

(2) Dxf ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V mit Lipschitz-
Konstanter K,

(3) sup
t∈J

sup
v∈V
‖Dxf(t, v)‖L(Rn,Rn) ≤M .

Seien δ > 0 und ε > 0 so gewählt, dass gilt

[t0 − δ, t0 + δ] ⊂ J und B(x0, ε) ⊂ V.

Für jedes z1, z2 ∈ B(x0, ε) und jedes t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] folgt dann aus
Satz XI.3.1

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ eLδ‖z1 − z2‖.
Indem wir δ hinreichend klein wählen, können wir somit erreichen, dass
gilt

x(t; t0, zi) ∈ V ∀|t− t0| ≤ δ, i = 1, 2.

Hieraus und aus (∗) folgt

‖Z(t; t0, z1)‖L(Rn,Rn)

≤ 1 + |
∫ t

t0

‖Dxf(s, x(s; t0, z1))‖L(Rn,Rn)‖Z(s; t0, z1)‖L(Rn,Rn)ds|

≤ 1 + |
∫ t

t0

M‖Z(s; t0, z1))‖L(Rn,Rn)ds|.

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert daher die Schran-
ke

‖Z(t; t0, z1)‖L(Rn,Rn) ≤MeMδ ∀|t− t0| ≤ δ.

Weiter gilt

x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)

= z2 +

∫ t

t0

f(s, x(s; t0, z2))ds



XI.3. STETIGKEITS- UND DIFFERENZIERBARKEITSSÄTZE 161

− z1 −
∫ t

t0

f(s, x(s; t0, z1))ds

− (z2 − z1)−
∫ t

t0

Dxf(s, x(s; t0, z1))Z(s; t0, z1)(z2 − z1)ds

=

∫ t

t0

∫ 1

0

[
Dxf(s, x(s; t0, z1) + θ(x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)))

]
[
x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)

]
dθds

+

∫ t

t0

∫ 1

0

[
Dxf(s, x(s; t0, z1) + θ(x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)))

−Dxf(s, x(s; t0, z1))
]
Z(s; t0, z1)(z2 − z1)dθds.

Hieraus und den schon bewiesenen Abschätzungen folgt

‖x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)‖

≤ |
∫ t

t0

∫ 1

0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)‖dθds|

+ |
∫ t

t0

∫ 1

0

θK‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)‖‖Z(s; t0, z1)‖L(Rn,Rn)·

· ‖z2 − z1‖dθds|

≤ |
∫ t

t0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)ds|

+ |
∫ t

t0

KeLδMeMδ‖z2 − z1‖2ds|

≤ δKMe(L+M)δ‖z2 − z1‖2

+ |
∫ t

t0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)‖ds|.

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert daher die Ab-
schätzung

sup
|t−t0|≤δ

‖x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)‖

≤MeMδδKMe(L+M)δ‖z2 − z1‖2,
d.h.

lim
‖z2−z1‖→0

1

‖z2 − z1‖
‖ϕ(z2)− ϕ(z1)− Z(·; t0, z1)(z2 − z1)‖C(J,V ) = 0.

Hieraus und aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt die Behaup-
tung. �
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Bemerkung XI.3.3. Die Ergebnisse der Sätze XI.3.1 und XI.3.2
erlauben die Lösung von Randwertproblemen, d.h. von Dglen

(1) x′ = f(t, x) auf [a, b]

unter der Randbedingung

(2) r(x(a), x(b)) = 0

mit r ∈ C(Rn × Rn,Rn). Mit der Notation dieses Paragraphen ist
nämlich die Lösung von Gleichungen (1), (2) äquivalent dazu, einen
Anfangswert z ∈ U mit

(3) r(z, x(b; a, z)) = 0

zu finden. Diese Gleichung kann mit einer Fixpunktiteration gelöst wer-
den. Falls sogar r differenzierbar ist und f die Voraussetzungen von
Satz XI.3.2 erfüllt, kann Problem (3) mit dem Newtonverfahren gelöst
werden. In jedem Newtonschritt ist dann ein lineares AWP der Form
(∗) zu lösen.
Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung des Randwert-
problems (1), (2) kann nicht so einfach beantwortet werden wie bei
AWPen. Um dies einzusehen, betrachte das Beispiel

u′ = v

v′ = −ω2u

u(0) = 0

u(1) = 1

mit ω ∈ R∗. (Die äquivalente gDgl 2. Ordnung lautet offensichtlich u′′ =
−ω2u.) Für einen beliebigen Anfangswert z = (α, β) ∈ R2 erhalten wir
mit Beispiel XI.2.8 (S. 156) die Lösung

x(t; 0, z) =

(
cos(ωt) sin(ωt)
−ω sin(ωt) ω cos(ωt)

)(
α
β
ω

)
.

Also ergibt Problem (3) das lineare Gleichungssystem

α = 0

α cosω +
β

ω
sinω = 1,

woraus die Bedingung

β sinω = ω

folgt. Falls ω ∈ πZ\{0} ist, besitzt diese Gleichung offensichtlich keine
Lösung. Ist dagegen ω 6∈ πZ\{0}, so besitzt sie die eindeutige Lösung
β = ω

sinω
.

Betrachtet man die gleiche gDgl mit den Randbedingungen

u(0) = u(1) = 0,
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so folgt mit den gleichen Argumenten, dass das Randwertproblem un-
endlich viele Lösungen hat, falls ω ∈ πZ\{0} ist, und nur die triviale
Lösung u = 0 hat, falls ω 6∈ πZ ist.

XI.4. Stabilität

Sei U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine offene, nicht leere Menge und f ∈ C(R×
U,Rn) auf R × U Lipschitz-stetig bzgl. U . Für beliebiges t0 ∈ R und
x0 ∈ U betrachten wir in diesem Abschnitt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x0.
(1)

Wir bezeichnen die gemäß Satz XI.1.9 (S. 145) existierende eindeutige
globale Lösung von Gleichung (1) mit x(·; t0, x0) und setzen voraus,
dass sie für alle Zeiten existiert, d.h., dass gilt t+(t0, x0) = +∞ für
alle t0 ∈ R, x0 ∈ U . Ist speziell t0 = 0, so lassen wir im Folgenden das
Argument t0 weg. Gemäß Satz XI.3.1 (S. 159) hängt x(·; t0, x0) stetig
von x0 ab, genauer: Für alle x1, x2 ∈ U , t0, t ∈ R gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x2)‖ ≤ ec|t−t0|‖x1 − x2‖
mit einem geeigneten c ∈ R∗

+. Diese Ungleichung sagt aber nur über
die kurzzeitige Abhängigkeit etwas Sinnvolles aus, da der Vorfaktor
exponentiell mit |t − t0| wächst. Andererseits zeigt Beispiel XI.2.8 (S.
156), dass u. U. stets gilt

lim
t→∞
‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x2)‖ = 0.

Dieses Langzeitverhalten wollen wir nun genauer untersuchen.

Definition XI.4.1. Die Lösung x(·; t0, x0) von Gleichung (1) heißt
Ljapunov-stabil, kurz stabil, wenn es ein R > 0 und C > 0 gibt,
so dass für alle x1 ∈ B(x0, R) und alle t ≥ t0 gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x0)‖ ≤ C‖x0 − x1‖.
Andernfalls heißt die Lösung x(·; t0, x0) instabil. Die Lösung x(·; t0,
x0) heißt asymptotisch stabil, wenn es ein R > 0 und eine Funktion

γ ∈ C([t0,∞),R+) mit lim
t→∞

γ(t) = 0 gibt, so dass für alle x1 ∈ B(x0, R)

und alle t ≥ t0 gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x0)‖ ≤ γ(t)‖x0 − x1‖.
Der folgende Satz ist eine Umformulierung und teilweise Verschär-

fung der Ergebnisse von Beispiel XI.2.8 (S. 156).

Satz XI.4.2. Sei A ∈ Mn,n(R). Für x0 ∈ Rn bezeichne x(·;x0) die
Lösung des linearen autonomen AWP

x′ = Ax

x(0) = x0.
(2)

Dann gilt:
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(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht positiv.
Zusätzlich sei für alle Eigenwerte mit verschwindendem Re-
alteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.
Dann ist jede Lösung von Gleichung (2) stabil.

(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann ist
jede Lösung von Gleichung (2) asymptotisch stabil.

(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann ist jede
Lösung von Gleichung (2) instabil.

Beweis. Seien x1, x2 ∈ Rn beliebig und

y = x(·;x2)− x(·;x1).

Dann gilt

y′ = Ay

y(0) = x2 − x1.
(3)

Also reicht es in allen drei Fällen, die Stabilität bzw. die Instabilität
der Nulllösung zu untersuchen.
ad (1): Wegen obiger Vorbemerkung ist die Behauptung eine Umfor-
mulierung des Ergebnisses von Beispiel XI.2.8 (S. 156).
ad (2): Wie wir uns bereits in Beispiel XI.2.8 (S. 156) überlegt haben,
können wir o. E. komplexe Lösung von Gleichung (3) betrachten. Au-
ßerdem seien U und J wie in Beispiel XI.2.8 (S. 156), d.h. UAU−1 = J
ist die Jordansche Normalform von A. Sei

α = min
{
−1

2
Reλi : 1 ≤ i ≤ k

}
= −1

2
max

{
Reλi : 1 ≤ i ≤ k

}
= −1

2
max

{
Reλ : λ ist Eigenwert von A

}
.

Nach Voraussetzung ist α > 0, und für jeden Eigenwert λ von A gilt

Reλ ≤ −2α.

Setze

Dα = diag(D1, . . . , Dk)

mit

Di =



1 falls ni = 1,
1

α
. . .

αni−1

 ∈Mni,ni(R) falls ni > 1,
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und

V = D−1
α U.

Dann ist

V AV −1 = D−1
α JDα

= Jα

= diag(Jα(λ1), . . . , Jα(λk))

mit

Jα(λi) =



λi falls ni = 1,
λi α

. . . . . .
. . . α

λi

 falls ni > 1.

Für jedes i ∈ N∗
k und jedes w ∈ Cni folgt dann mit der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung

wHJα(λi)w + wHJα(λi)
Hw

=

ni∑
k=1

wkwk(λi + λi) + α

ni−1∑
k=1

(wkwk+1 + wk+1wk)

= 2 Reλi‖w‖2 + α

ni−1∑
k=1

(wkwk+1 + wk+1wk)

≤ 2 Reλi‖w‖2 + 2α‖w‖2

≤ −2α‖w‖2.

Also gilt für jedes z ∈ Cn

(4) zHJαz + zHJHα z ≤ −2α‖z‖2.

Durch

‖z‖V = ‖V z‖
wird eine Norm auf Cn definiert. Da auf Cn alle Normen äquivalent
sind, Satz III.1.11 (S. 64, Analysis I), gibt es ein c ≥ 1 mit

1

c
‖z‖ ≤ ‖z‖V ≤ c‖z‖ ∀z ∈ Cn.

Setze

ϕ(t) = ‖y(t)‖2V = ‖V y(t)‖2

= y(t)HV HV y(t).
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Dann gilt

ϕ′ = yHV HV y′ + y′
H
V HV y

= yHV HV y′ + (V y′)HV y
(5)

und

V y′ = V Ay = V AV −1V y = JαV y.

Zusammen mit Gleichung (4) liefert dies

ϕ′ = yHV HJαV y + yHV HJHα V y

≤ −2α‖V y‖2

= −2αϕ.

Division durch ϕ und Integration von 0 bis t liefert

lnϕ(t)− lnϕ(0) =

∫ t

0

ϕ′(s)

ϕ(s)
ds ≤ −2αt

und somit

‖y(t)‖2 ≤ c2‖y(t)‖2V
= c2ϕ(t)

≤ c2e−2αtϕ(0)

= c2e−2αt‖y(0)‖2V
≤ c4e−2αt‖y(0)‖2

= c4e−2αt‖x1 − x2‖2.

Also gilt

‖x(t;x2)− x(t;x1)‖ ≤ c2e−αt‖x2 − x1‖.
Dies ist die behauptete asymptotische Stabilität mit γ(t) = c2e−αt.
ad (3): O.E. ist Reλ1 > 0. Sei w ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
λ1. Dann folgt

x(t;w) = eλ1tw

und somit

‖x(t;w)‖ = eReλ1t‖w‖ −→
t→∞
∞.

Wegen unserer Vorüberlegung beweist dies die behauptete Instabilität
der Lösungen von Gleichung (2). �

Die folgenden beiden Sätze sagen etwas aus über das Stabilitätsver-
halten der Lösungen von Gleichung (1), wenn Problem (1) eine

”
kleine

Störung“ einer linearen autonomen gDgl ist.

Satz XI.4.3. Seien A ∈ Mn,n(R), g ∈ C(R × Rn,Rn) und t0 ∈ R.
Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
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(2) Es gibt eine Funktion k ∈ C(R,R+) mit lim
t→∞

k(t) = 0 und

‖g(t, u)− g(t, v)‖ ≤ k(t)‖u− v‖ ∀t ≥ t0, u, v ∈ Rn.

Dann ist jede Lösung des AWP (1) mit

f(t, x) = Ax+ g(t, x)

asymptotisch stabil.

Beweis. Durch eine Translation der Zeitvariablen können wir er-
reichen, dass o.E. t0 = 0 ist. Entsprechend lassen wir im Folgenden
stets das Argument t0 fort. Weiter können wir g durch

g(t, z) = g(t,Re z) ∈ Cn

zu einer Funktion aus C(R×Cn,Cn) fortsetzen. Mit dem gleichen Ar-
gument wie in Beispiel XI.2.8 (S. 156) können wir daher o.E. komplexe
Lösungen von Gleichung (1) betrachten.
Seien nun x1, x2 ∈ Rn beliebig und

y = x(t;x2)− x(t;x1).

Dann gilt

y′ = Ay + g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))

y(0) = x2 − x1.

Wir benutzen die gleichen Notationen wie im Beweis von Satz XI.4.2.
Dann gilt

‖{V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]}H‖
= ‖V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)‖g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖x(t;x2)− x(t;x1)‖
= ‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖y‖.

Zusammen mit Gleichungen (4) und (5) folgt hieraus

ϕ′ = yHV HV y′ + (V y′)HV y

= yHV HJαV y + yHV HV [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]

+ yHV HJHα V y + {V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]}HV y
≤ −2αϕ+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖y‖2

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)c
2]ϕ.

(6)

Wegen der Voraussetzung (2) gibt es ein t1 > 0, derart dass für alle
t ≥ t1 gilt

−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)c
2 ≤ −α.

Daher folgt aus Gleichung (6) durch Division durch ϕ und Integration
von t1 bis t > t1

ϕ(t) ≤ ϕ(t1) · e−α(t−t1) ∀t ≥ t1.
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Wegen Satz XI.3.1 (S. 159) gibt es andererseits ein β ≥ 0 mit

ϕ(t) ≤ eβtϕ(0) ∀t ≤ t1.

Also gilt für t ≥ t1

ϕ(t) ≤ e−α(t−t1)ϕ(t1)

≤ e−αteαt1eβt1ϕ(0)

und für t ≤ t1

ϕ(t) ≤ e−βtϕ(0)

= e−αte(β+α)tϕ(0)

≤ e−αte(α+β)t1ϕ(0).

Wie im Beweis von Satz XI.4.2 (2) folgt hieraus die behauptete asym-
ptotische Stabilität mit

γ(t) = c2e
1
2
(α+β)t1e−

1
2
αt.

�

Satz XI.4.4. Seien A ∈Mn,n(R) und g ∈ C(R×Rn,Rn). Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
(2) Es gibt eine monoton wachsende Funktion k ∈ C(R+,R+) mit

k(0) = 0 und

‖g(t, x)‖ ≤ k(‖x‖)‖x‖ ∀t ∈ R, x ∈ Rn.

Dann ist die Lösung des AWP (1) mit

f(t, x) = Ax+ g(t, x)

und x0 = 0 asymptotisch stabil.

Beweis. Wegen der Voraussetzung (2) gilt

g(t, 0) = 0 ∀t ∈ R.

Daher ist

x(t; 0) = 0 ∀t ∈ R.

Sei nun x1 ∈ Rn zunächst beliebig und

y = x(t;x1).

Mit den Bezeichnungen der vorigen Beweise gilt

‖[V g(t, y(t))]H‖ = ‖V g(t, y(t))‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)k(‖y(t)‖)‖y(t)‖.
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Zusammen mit Gleichungen (4) und (5) folgt hieraus

ϕ′ = yHV HV y′ + (V y′)HV y

= yHV HJαV y + yHV HV g(t, y(t))

+ yHV HJHα V y + [V g(t, y(t))]HV y

≤ −2αϕ+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(‖y(t)‖)‖y‖2

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k(‖y(t)‖)]ϕ

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k(c‖y(t)‖V )]ϕ

= [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(ϕ(t))]ϕ

(7)

mit
k̃(u) = k(cu) ∀u ∈ R+.

Wegen der Voraussetzung (2) ist k̃ stetig, monoton wachsend und

k̃(0) = 0. Insbesondere gibt es ein R > 0 mit

2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(u) ≤ α ∀0 ≤ u ≤ R.

Sei nun x1 so gewählt, dass gilt

ϕ(0) = ‖x1‖2V ≤
1

2
R.

Wegen Satz XI.3.1 (S. 159) gibt es ein T > 0, so dass gilt

‖x(t; z)‖2V ≤ R ∀0 ≤ t ≤ T, ‖z‖2V ≤
1

2
R.

Für alle 0 ≤ t ≤ T ist dann

−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(ϕ(t)) ≤ −α,

so dass aus Gleichung (7) folgt

(8) ϕ(t) ≤ e−αtϕ(0) ∀0 ≤ t ≤ T.

Insbesondere ist

ϕ(T ) ≤ e−αTϕ(0) ≤ ϕ(0) ≤ 1

2
R.

Daher können wir obiges Argument mit y(T ) an Stelle von x1 wieder-
holen. Wegen

y(T + t) = x(T + t;x1) = x(t; y(T )) ∀t ≥ 0

erhalten wir die Abschätzung

ϕ(T + t) = ‖y(T + t)‖2V
≤ e−αtϕ(T )

≤ e−α(T+t)ϕ(0) ∀0 ≤ t ≤ T,

d.h., die Abschätzung (8) gilt für alle 0 ≤ t ≤ 2T . Durch Induktion
folgt dann, dass Gleichung (8) für alle t ∈ R+ gilt. Hieraus folgt wie
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in den vorigen Beweisen die behauptete asymptotische Stabilität mit
γ(t) = c2e−

1
2
αt. �

Bemerkung XI.4.5. Mit etwas zusätzlichem Aufwand kann man
folgende teilweise Umkehrung der Sätze XI.4.3 und XI.4.4 beweisen:
Besitzt A einen Eigenwert mit positivem Realteil und ist die Bedingung
(2) aus Satz XI.4.3 bzw. XI.4.4 erfüllt, so ist für f(t, x) = Ax+ g(t, x)
jede Lösung von Problem (1) bzw. die Lösung von Problem (1) zum
Anfangswert x0 = 0 instabil.

Zum Abschluss betrachten wir das autonome AWP

x′ = F (x)

x(0) = x0

(9)

mit F ∈ C1(Rn,Rn). Ist x0 eine Nullstelle von F , d.h. F (x0) = 0, so
folgt sofort, dass die Lösung von Gleichung (9) konstant ist:

x(t;x0) = x0 ∀t ∈ R.

Ist umgekehrt x(t;x0) eine stationäre Lösung von Gleichung (9), d.h.,
gibt es ein t0 ∈ R mit x′(t0;x0) = 0, so gilt

F (x(t0;x0)) = 0,

und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt

x(t;x0) = x(t0;x0) ∀t ∈ R.

Stationäre Lösungen von Gleichung (9) sind also genau diejenigen Lö-
sungen, die zu einem Anfangswert x0 mit F (x0) = 0 gehören. Daher
heißen die Nullstellen von F auch Ruhepunkte des AWP (9). Der
folgende Satz charakterisiert die Stabilität solcher Ruhepunkte.

Satz XI.4.6. Sei x0 ein Ruhepunkt von Gleichung (9). Die Jacobi
Matrix DF (x0) habe lauter Eigenwerte mit negativem Realteil. Dann
ist die stationäre Lösung x(t;x0) = x0 von Gleichung (9) asymptotisch
stabil.

Beweis. Sei x1 ∈ Rn beliebig und

y(t) = x(t;x1)− x(t;x0) = x(t;x1)− x0.

Dann gilt

y′ = x′(t;x1)

= F (x(t;x1))

= F (x(t;x1))− F (x0)

= DF (x0)(x(t;x1)− x0)

+ F (x(t;x1))− F (x0)−DF (x0)(x(t;x1)− x0)

= DF (x0)y + g(y)
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mit

g(u) = F (x0 + u)− F (x0)−DF (x0)u.

Offensichtlich erfüllt g die Voraussetzung (2) von Satz XI.4.4. Weiter
erfüllt A = DF (x0) die Voraussetzung (1) von Satz XI.4.4. Damit folgt
die Behauptung aus Satz XI.4.4. �

Bemerkung XI.4.7. (1) Besitzt DF (x0) einen Eigenwert mit po-
sitivem Realteil, so folgt aus obigem Beweis und Bemerkung XI.4.5,
dass die stationäre Lösung x(t;x0) = x0 von Gleichung (9) instabil ist.
(2) Besitzt DF (x0) einen rein imaginären Eigenwert, so ist keine all-
gemein gültige Aussage möglich.
Betrachte z.B. Gleichung (9) mit

F (x) = (−x2 + x3
1, x1 + x3

2).

Offensichtlich ist x0 = 0 die einzige Nullstelle, und

DF (x0) =

(
0 −1
1 0

)
hat die Eigenwerte ±i. Sei x(t) eine Lösung von Gleichung (9) zu einem
Anfangswert x̃0 6= 0. Für

r(t)2 = ‖x(t)‖2 = x1(t)
2 + x2(t)

2

folgt dann

rr′ = x1x
′
1 + x2x

′
2

= x1(−x2 + x3
1) + x2(x1 + x3

2)

= x4
1 + x4

2

> 0.

Also ist r′(t) > 0 und die Lösung
”
läuft von x0 = 0 weg“, d.h., x0 ist

instabil.
Betrachte nun Gleichung (9) mit

F (x) = (−x2 − x3
1, x1 − x3

2).

Wieder ist x0 = 0 die einzige Nullstelle, und

DF (x0) =

(
0 −1
1 0

)
hat wieder die Eigenwerte ±i. Für x(t) und r(t) wie oben folgt jetzt

rr′ = x1x
′
1 + x2x

′
2

= x1(−x2 − x3
1) + x2(x1 − x3

2)

= −x4
1 − x4

2

< 0.

Also ist r′(t) < 0 und die Lösung
”
läuft in x0 hinein“, d.h., x0 ist stabil.
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Beispiel XI.4.8. (1) Betrachte das gedämpfte mathematische Pen-
del

x′′ + 2αx′ + λ sin x = 0

mit α, λ ∈ R∗
+. Die zugehörige gDgl 1. Ordnung ist

x′ = v

v′ = −2αv − λ sin x.

Dies ist von der Form von Gleichung (9) mit

F (x, v) = (v,−λ sin x− 2αv).

Die Nullstellen sind offensichtlich genau die Punkte

(xk, vk) = (kπ, 0), k ∈ N.
Die Jacobi Matrix ist

DF (xk, vk) =

(
0 1

−λ cosxk −2α

)
=

(
0 1

−(−1)kλ −2α

)
und hat die Eigenwerte −α ±

√
α2 − λ(−1)k. Mithin sind die Ruhe-

punkte zu geradem k asymptotisch stabil und die zu ungeradem k
instabil.
(2) Betrachte Problem (9) mit n = 2 und

F (x) =

(
−x2

1 − x2

−x1 + x2
2

)
.

Aus F (x) = 0 folgt
x1 = x2

2

und
0 = −x4

2 − x2 = −x2(x
3
2 + 1).

Also sind die Nullstellen

(0, 0) und (1,−1).

Für die Jacobi Matrix ergibt sich

DF (x) =

(
−2x1 −1
−1 2x2

)
und somit

DF (0, 0) =

(
0 −1
−1 0

)
mit den Eigenwerten ± 1,

DF (1,−1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
mit den Eigenwerten − 3,−1.

Also ist (0, 0) instabil und (1,−1) asymptotisch stabil.
(3) Betrachte Problem (9) mit n = 2 und

F (x) =

(
x2

1 − x2
2

2x1x2

)
.
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Offensichtlich ist 0 die einzige Nullstelle und DF (0) = 0. Also erlauben
Satz XI.4.6 und Bemerkung XI.4.7 keine Aussage über die Stabilität
oder Instabilität der Nulllösung.
Setze z(t) = x1(t) + ix2(t). Dann gilt

z′ = x′1 + ix′2 = x2
1 − x2

2 + 2x1x2i = z2.

Also lautet die Lösung von Gleichung 9 zum Anfangswert (x0, y0)

z(t) =
1

z0 − t
mit

z0 = (x0 + iy0)
−1.

Hieraus folgt sofort:

(1) Ist z0 ∈ C\R+, so konvergiert z(t) für t→∞ gegen Null.
(2) Ist z0 ∈ R+, so explodiert die Lösung in endlicher Zeit. Insbe-

sondere ist die Nulllösung instabil.
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XI. Gewöhnliche Differentialgleichungen

1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze
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deutigkeit; maximale Existenzintervalle

2. Elementare Lösungsmethoden
Exakte Differentialgleichungen; integrierende Faktoren; Räuber-
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f.ü., 9
fast überall, 9
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Möbiusband, 73
Monotonie, 12, 20

Normalenableitung, 97
Normalenvektor, 74
Normalraum, 74
Nullmenge, 6, 84

obere Halbsphäre, 86
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