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KAPITEL IX

Integralrechnung mehrerer Veridnderlicher

In diesem Kapitel entwickeln wir die Lebesguesche Integrationstheo-
rie auf dem R". Dazu fithren wir zunéchst den Begriff einer Nullmenge
ein. Dies sind Mengen, die durch ,,beliebig kleine n-dimensionale Inter-
valle® iiberdeckt werden kénnen. Danach definieren wir das Integral fiir
Treppenfunktionen und setzen es fort auf Funktionen, deren positiver
und negativer Teil bis auf eine Nullmenge als Grenzwert einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann.
Diese Definition unterscheidet sich von derjenigen des Riemann-Inte-
grals in Kapitel VI dadurch, dass die gleichméfliige Konvergenz durch
punktweise monotone Konvergenz auflerhalb einer Nullmenge ersetzt
wird. Wir gehen dann auch kurz auf die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede des Riemann- und Lebesgue-Integrals ein.

Als néchstes untersuchen wir wichtige Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals: den Satz von Fubini, der die praktische Rechnung erleichtert,
und die Konvergenzsitze.

Danach betrachten wir messbare Funktionen und Mengen. Dabei ist
eine Menge, vereinfacht gesprochen, messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion messbar ist. Mit Hilfe dieses Begriffes kénnen wir dann
den wichtigen Transformationssatz beweisen.

Zum Abschluss untersuchen wir noch die LP-Raume.

IX.1. Nullmengen

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff des Intervalles.

DEerINITION IX.1.1. (1) Fiir 2,y € R schreiben wir z < y, wenn
eine der Beziehungen x < y oder z < y gilt.
(2) Fiir z,y € R", n > 1, schreiben wir x < y, wenn fiir alle 1 <i <n
gilt z; < y;.
(3) Fiir z,y € R", n > 1, heifit die Menge (vgl. Abb. IX.1.1)

<z, y-={zeR":x<z<y}

ein BESCHRANKTES (n-DIMENSIONALES) INTERVALL. Gilt z; — y; =
x1 — oy fir alle 1 <4 < n, so nennen wir es auch einen WURFEL.

(4) Ist I =< x,y > ein beschrianktes Intervall, so heiflen die 2n Hyper-
ebenen

{z€l:zi=a;} , {z€l:z=9y} , 1<i<n
5
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die FLACHEN VON /.
(5) Seien z,y € R™, n > 1, mit z < y. Dann ist das (n-DIMENSIONALE)
LEBESGUE-MASS oder VOLUMEN von < z,y > definiert durch

n

M=y =) = ][ — ).

i=1

ABBILDUNG IX.1.1. Zweidimensionales Intervall < x,y >

BEMERKUNG IX.1.2. (1) I =< z,y > ist offen bzw. abgeschlossen
genau dann, wenn in Definition IX.1.1 (3) < immer fiir < bzw. < steht.
Es gilt
={zeR":x; <z <y V1I<i<n}

I={zeR":z; <z <y V1<i<n}
(2) Sei I =< x,y > nicht leer. Dann gilt

| ~o

M) #0 =  T#0.
BEWEIS. Folgt unmittelbar aus der Definition. U

Der Begriff der Nullmenge ist fiir das Folgende grundlegend. An-
schaulich ist eine Nullmenge dadurch charakterisiert, dass sie durch
abzéhlbar viele Intervalle mit beliebig kleinem Maf3 iiberdeckt werden
kann.

DEerFINITION IX.1.3. N C R", n > 1, heifit eine NULLMENGE, wenn
es zu jedem € > 0 eine Folge (Ij)ren von beschrénkten, offenen Inter-
vallen gibt mit

(1) N C UIk und
keN

(2) Y Aa(lx) <e.

keN

BEISPIEL IX.1.4. (1) Sei # € R". Dann ist {z} eine Nullmenge.
(2) Sei I =< x,y > nichtleer. Dann sind die Fldchen von I Nullmengen.
(3) R x {0} = {(z,0) : z € R} C R? ist eine Nullmenge.
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BEWEIS. AD (1): Sei 0 < e <1 und
L={zeR": ||z — 2] < g}
der Wiirfel mit Mittelpunkt  und Kantenlédnge . Dann ist
M) =" <e.

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Fiir k € N* sei

1 1 1 1
I, —
b= (@ = g md op) X (@2 = gp e+ op)X
X (@0 = s =)
x”l yJIN
DTIARAINY?
1
{z T ok 21 x1+2k
1 )
$]—ﬁ<2’]<y]+ﬁ,2§j§n}
Dann gilt
{zER”:zlle,xj-<zj-<yj,2§j§n}clk
und

1 n
E]‘__‘[ —Zlf] l{,‘ k—>ooo.

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (3): Sei 0 < e < 1 und (g)ren eine Abzahlung von Q. Definiere

€ £ £ €
I = (g — o5k + 5) x (_W’ W)'

Da geméafl Satz 1.4.11 (S. 21, Analysis I) Q dicht ist in R gilt

R x {0} € | I
keN
Weiter ist
Z Xo(Ig) = 2522_’“_1 —c?<e.
keN keN
Hieraus folgt die Behauptung. O

Teilmengen von Nullmengen und abzéhlbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

SAaTz IX.1.5. (1) Sei N C R", n > 1, eine Nullmenge und M C N.
Dann ist M auch eine Nullmenge.
(2) Seien Ny C R", n > 1, k € N, Nullmengen. Dann ist M = U N,

keN
auch eine Nullmenge.
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BEWEIS. AD (1_): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beob-
achtung, dass jede Uberdeckung von N auch eine Uberdeckung von M
ist.

AD (2): Sei € > 0 und fiir k € N (Ig),en eine Folge von beschriankten
offenen Intervallen mit
Nec | JIu wnd > A (Iy) <e271
IeN leN
Dann gilt offensichtlich

M C U I; und Z /\n(Ikl) < 622_k_1 =c.

k,lEN k,lEN keN
Da N x N abzdhlbar ist (vgl. Beweis von Satz 1.3.2 (S. 17, Analysis I)),
folgt die Behauptung. Il

Aus Beispiel IX.1.4 (1) und Satz IX.1.5 folgt unmittelbar:

BEMERKUNG IX.1.6. Jede abzédhlbare Teilmenge von R"™ ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist Q C R eine Nullmenge in R.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Bemerkung
[X.1.6 nicht gilt.

BEISPIEL IX.1.7 (CANTORSCHES DISKONTINUUM). Sei Ag = [0, 1]
C R. A, 1 entstehe aus A,, n € N, indem man alle abgeschlossenen
Intervalle, deren disjunkte Vereinigung A, ist, jeweils in drei abge-
schlossene Intervalle gleicher Lange zerlegt und das Innere des mittleren
Intervalles entfernt; also:

1 2
A 0,-]ul=,1
1= 10,3V 1

1 21 2 7 8
Ay =10,2]U[5, 7]V (5, 5] U 5,1
2 [ag] [9a3] [3,9]U[9,] usw

Definiere
keN

C heifit CANTORSCHES DISKONTINUUM. Durch Induktion folgt sofort
2
A (Ap) = (g)k Vk € N.

Da gilt C' C A, fiir alle k € N, folgt hieraus, dass C eine Nullmen-
ge ist. Wir wollen zeigen, dass C' nicht abzéhlbar ist. Wie man leicht
nachpriift, gilt

C= {:1: ER:z = Zan?)_”,an € {0,2}}.
n=1

Wir nehmen an, (cg)ken sei eine Abzéhlung von C. Dann ist

= Z an3™" Vk e N.

n=1
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Definiere

=Y a3
n=1
durch

_ 0 falls ap, =2
ay, =
2 falls a,, = 0.

Dann ist ¢ € C' und ¢ # ¢ fiir alle £ € N. Dies ist der gewiinschte
Widerspruch.

Die folgende Definition ist fiir das Weitere wesentlich.

DEFINITION IX.1.8. Sei X C R™ n > 1, eine Menge und A(x),
x € X, eine Aussage iiber jedes x € X. Wir sagen A(x) gilt FAST
UBERALL (F.U.) IN X, wenn es eine Nullmenge N C R" gibt, so dass
A(z) fiir alle z € X\ N gilt.

BeispiEL 1X.1.9. Seien X C R", n > 1, eine Menge und f, fx,
k € N, Funktionen auf X mit Werten in R. Dann konvergiert (fx)ren
f.i. (punktweise) gegen f, wenn es eine Nullmenge N C R" gibt mit

fk(x)]H—O;f(x) Vo e X\N.

IX.2. Das Lebesgue-Integral

Sei X C R®, n > 1, eine Menge und f : X — R eine Funktion auf
X. Dann setzen wir f auflerhalb von X durch 0 fort. In diesem Sinne
sind, sofern nicht anders vermerkt, alle Funktionen in diesem Abschnitt
auf ganz R™ definiert.

Die folgende Definition von Treppenfunktionen verallgemeinert De-
finition V.4.1 (S. 166, Analysis I):

DEFINITION IX.2.1. (1) Sei X C R", n > 1. Dann ist die CHARAK-
TERISTISCHE FUNKTION xx von X definiert durch

(z) 1 falls z € X,
xT) =
XX 0 fallsz ¢ X.

(2) Eine Funktion f : R" — R heift TREPPENFUNKTION, wenn es
ein k € N* k beschrankte Intervalle I,...,I; und k reelle Zahlen
dy,...,dy gibt mit

k
f= Z dix1,-
=1

(3) Die Menge der Treppenfunktionen bezeichnen wir mit 7'(R", R)
oder kurz T
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BEMERKUNG IX.2.2. (1) Aus der Definition von T folgt unmittel-
bar, dass T ein Vektorraum ist.
(2) Die Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von
endlich vielen beschréankten Intervallen ist nicht eindeutig. So ist z.B.

X[0,1] = X[0,0.5] T X(0.5,1] = X[0,0.5] T X[0.5,1] — X[0.5,0.5]-

Die folgenden beiden Sitze bereiten die Definition des Lebesgue-
Integrals fiir Treppenfunktionen vor.

Satz 1X.2.3. Jede Treppenfunktion kann dargestellt werden als Li-
nearkombination von endlich vielen charakteristischen Funktionen zu
disjunkten, beschrinkten Intervallen.

BEWEIS. Sei
k
= Z dixi,
i=1
eine beliebige Treppenfunktion. Sei
Ei={reR":z; =0}, 1<j<n

die j-te Koordinatenhyperebene und n; die Zahl der verschiedenen
Flachen der [, dle parallel sind zu E;, 1 < j < n. Diese Fléichen zerle-

gen den R"™ in H 2n; + 1) disjunkte Intervalle, von denen H 2n; —1)

Jj=1 j=1
beschrinkt sind. Jedes [;, 1 < ¢ < k, ist die Vereinigung von end-

lich vielen dieser Intervalle, so dass x;, die Summe der entsprechenden
charakteristischen Funktionen ist. Hieraus folgt die Behauptung. [

SaTz [X.2.4. Seien
k

l
D exn ==Y dixy,
j=1

=1

zwei verschiedene Darstellungen der gleichen Treppenfunktion. Dann
qgilt
k l

D (L) = dida(J)).

i—1 j=1

BEWEIS. 1. SCHRITT: Seien a,b € R und [ ein beschranktes Inter-
vall. Dann ist offensichtlich

(a4 b)xr = axs + bxr
und

(a+ )\ (I) = a\ (1) + DA, (I).
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2. SCHRITT: Sei I ein beschrénktes Intervall und H; = {x € R" : z; =
a}, a € R, 1 <i < n, eine Hyperebene mit I N H; # (). Definiere (vgl.
Abb. IX.2.1)

I ={zxel:z;<a}
IOZIQHZ‘:{JZGIIJIi:Oé}
I. ={zel:x >al

Dann ist
X1 = XI1- T XIp, + XI+
und wegen A\, (Ip) = 0 gilt
ML) =N (12) + A(I1) + An(Lo).

ABBILDUNG IX.2.1. Aufteilung von I C R? durch eine
Hyperflaiche H,

3. SCHRITT: Seien [Iy,..., Iy, Ji,...,J; wie im Satz. Wie im Be-
weis von Satz 1X.2.3 zerlegen die Flachen von I4,..., Iy, Ji,...,J; den
R" in disjunkte, beschrinkte Intervalle, so dass wir eine gemeinsame

Verfeinerung
f - Z CuXK,
pn=1

von f mit disjunkten Intervallen erhalten. Dieser Verfeinerungsprozess
kann durchgefithrt werden als eine Folge von Schritten 1 und 2. Da die
Behauptung fiir diese Schritte gezeigt ist, folgt hieraus die behauptete
Gleichheit. U

Wegen Satz 1X.2.4 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION IX.2.5. Sei

k
f = Z diXIz‘
i=1
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eine Treppenfunktion. Dann ist das LEBESGUE-INTEGRAL von f defi-
niert durch

/f:/fd:c:/f(:c)dx:idi)\n(b).

Das Lebesgue-Integral hat folgende wichtige Eigenschaften:
SaTz 1X.2.6. (1) Seien f,g € T und o, 5 € R. Dann gilt

(LINEARITAT) /(af + Bg) = a/f + ﬁ/g.
(2) Sei f €T und f > 0. Dann ist
(MONOTONIE) /f > 0.

(3) Sei f € T. Dann ist |f| € T und

= [

BEWEIS. AD (1): Folgt unmittelbar aus Definition IX.2.5 und Satz
IX.2.4.
AD (2): Sei f € T. Dann kann gemé8 Satz 1X.2.3 f dargestellt werden

als
k
f= Z dixi,
mit disjunkten, beschréinkten Intezlj;allen. Aus f > 0 folgt dann
d; >0 V1<i<k.
Hieraus folgt

k
/ f=>dix(I;) > 0.

AD (3): Sei wieder

k
f= Z dix1,
=1

mit disjunkten beschrénkten Intervallen. Dann folgt
k
|f| = Z |dz|XIL
i=1
Also ist | f| € T. Weiter folgt
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- [

Die folgenden Sétze bereiten die Ausweitung des Integralbegriffes
auf eine groflere Funktionenklasse vor.

g

SATz I1X.2.7. (1) Sei (fi)ken C T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen, fir die ([ fi)ken C R konvergiert. Dann kon-
vergiert (fx)ken fast tiberall in R™.

(2) Sei N C R" eine Nullmenge. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge (gx)ren C T von Treppenfunktionen, derart dass ([ gi)ken
konvergiert und die Folge (gi(x))ken fiir jedes x € N divergiert.

BEWEIS. AD (1): O.E. ist fi > 0 fiir alle & € N. Sonst betrachte
die Folge (fx — fo)ken. Dann gibt es ein K > 0 mit

OS/kaK Vk € N.
Sei € > 0 beliebig. Definiere

Sp={zeR": fi(z) = —}.

Da die Folge (fx)reny monoton wachsend ist, gilt
Sp C Siy1 VEeN.

Da f;, eine Treppenfunktion ist, folgt weiter, dass S} die Vereinigung
von endlich vielen, disjunkten, beschrankten Intervallen ist. Daher ist

)\n(S]i) = /XSZ Vk € N.
Wegen fi, > 0 gilt schliefSlich

o=

K
~ X5 < fe VEeN.
Damit folgt aus Satz IX.2.6

K K
—u(SE) :/—XS;; < /fk <K
5 5

M(Sp) <e VkeNlN.

s=Us . s=[)s"
keN e>0
Dann ist S die Menge aller derjenigen x € R", fiir die die Folge
(fe(2))ken divergiert. Es reicht also zu zeigen, dass S eine Nullmen-

ge ist. Wegen Si; C Sp, fiir alle & € N gilt
§° =550 (J (Si\Sio0)-

keN*

und somit

Definiere



14 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

Also ist S¢ die Vereinigung von abzahlbar vielen beschrinkten Inter-
vallen. Da fiir m € N* gilt

Sn=5U | (Si\Sioy)

1<k<m
folgt
M(S5U [ (S\Siy)) <e VmeN
1<k<m
und somit
An(5%) < e.

Also ist S eine Nullmenge.
AD (2): Da N eine Nullmenge ist, gibt es zu jedem k£ € N* eine Folge
(I31)ien+ von beschrénkten offenen Intervallen mit

N C U I;; und Z)\n(]kl) < 27k,
leN* leN*

Wir ordnen diese Intervalle in einem quadratischen Schema an und
zéhlen sie wie angedeutet ab (vgl. Beweis von Satz 1.3.2 (S. 17, Analysis

D)):

1 2 4 7
Ill 112 ]13
3 / 5 J 8
121 ]22 ]23
/
6 9 13

131 [32 [33

Wir erhalten so eine Folge (J,,)men+ beschrénkter offener Intervalle.
Definiere

fm = ZXJZ- vm € N*.
i=1
Dann ist (f,,)men+ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Da fiir jedes m € N* gilt

/fm = iAn(Ji) < iz—i <1,
=1 =1

ist die Folge ([ fin)men konvergent. Sei nun = € N beliebig. Dann gibt
es zu jedem k € N* ein [, € N* mit

S [k’lk-

Sei K € N* beliebig. Dann gibt es ein mg € N*, so dass unter Ji, ...,
Jmy mindestens K der Ij;, vorkommen. Das bedeutet aber, dass

fie () 2 K
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ist. Da K € N* beliebig war, folgt, dass (fx(z))ken fiir x € N divergiert.
Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Satz IX.2.7 legt folgende Definition nahe.

DEFINITION IX.2.8. Mit L™¢(R",R) oder kurz L™ bezeichnen wir
die Menge aller Funktionen f : R" — R, zu denen es eine monoton
wachsende Folge (fx)ren C T von Treppenfunktionen gibt, derart dass
(J fe)ken C R beschrénkt ist und f k—o>of fi. in R™ gilt.

BEISPIEL 1X.2.9. Sei f: R — R definiert durch

0 fir z <0,
flz) = \/LE fir 0 <z <1,
0 fir z > 1.

Da — f nicht nach unten beschriinkt ist, folgt sofort —f ¢ L. Um zu
sehen, dass f € L™ ist, definiere fiir k € N*

2k ok
Je = 12_1: TX(ZQ—T{%}-

Dann ist (fx)ren+ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die auf R punktweise (aber nicht gleichméfig!) gegen f konver-
giert. Weiter gilt fiir £ € N*

RS>0

i=1 j=2i—141

2i_2i71
ey 22ty
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SaTz 1X.2.10. (1) Sei (fy)ken C T eine monoton fallende Folge
von Treppenfunktionen mit

Dann gilt
jim [ 5=

(2) Seien f,g € L™ fast diberall bestimmt durch die monoton wach-
senden Folgen (fi)ken bzw. (gr)ken von Treppenfunktionen. Gilt

f>g fi. inR"

bzw.
f=g fi. inR",
so gilt
. S
i [ ez jim [
bzw.

i [ 5= i [ o

BEWEIS. AD (1): Sei € > 0 beliebig. Sei I ein beschrianktes, ab-
geschlossenes Intervall, so dass fy aulerhalb von I verschwindet. Sei
K >0, so dass gilt fo < K. Dann gilt gleiches fiir alle fi, &k € N.

Fiir jedes k € N ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f; die Ver-
einigung von endlich vielen Flachen von beschrankten Intervallen und
somit gem#f Beispiel 1X.1.4(2) (S. 6) und Satz IX.1.5(2) (S. 7) eine
Nullmenge. Sei A die Vereinigung aller Unstetigkeitsstellen aller fy.
GeméB Satz IX.1.5(2) (S. 7) ist A eine Nullmenge. Sei B die Menge
aller Punkte z, fiir die (fx(2))gen nicht gegen 0 konvergiert. Nach Vor-
aussetzung ist B eine Nullmenge. Wegen Satz IX.1.5(2) (S. 7) ist dann
C' = AU B eine Nullmenge und kann daher durch eine Folge (Ix)ken
offener beschriankter Intervalle, deren Gesamtmafl < ¢ ist, iiberdeckt
werden.

Sei nun z € I\C. Dann gibt es ein k, € N mit f; (z) < 5. Da x keine
Unstetigkeitsstelle von fj, ist, gibt es ein beschrénktes offenes Intervall
Jz, so dass gilt

ka(y) <e Vye,.
Da die Folge (fx)ren monoton fallend ist, gilt

frly) <e Vk >k, yeJ,.



IX.2. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 17

Da I kompakt ist, gibt es Zahlen r, s € N, Punkte z1,..., x5 aus I\C
und Zahlen kq, ..., k, aus N mit

I C OfijOJ:C]..
j=1 j=1

O.E. ist s > 1. Sei

M = max k..
1<j<s 9
Dann folgt
fuz)<e Vk>Maxel| ],
j=1
Sei

Sz[ﬂOIk‘j , T:mOij.
j=1 j=1

S und T konnen als die Vereinigung von endlich vielen disjunkten In-
tervallen dargestellt werden. Weiter ist

M(S)<e , MND <\ =c
Konstruktionsgeméf gilt
fe < Kxs+exr Vk =M.
Damit folgt
/fk§8K+8c vk > M.

Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.
AD (2): Der zweite Teil der Behauptung folgt offensichtlich aus dem
ersten Teil durch vertauschen von f und g.
Zum Beweis des ersten Teiles der Behauptung sei m € N beliebig. Dann
ist (gm — fr)ken eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen
mit

~fe = gn 1 Tib
und

— <0 fi.
wegen f > g f.ii.. Daher erfiillt

((gm — fr)+ )keN = (max{gm — fr, 0} )ren

die Voraussetzungen von Teil (1). Also gilt

/gm—hm/fk hm/ fk<hm/ — i)y = 0.

Da m € N beliebig war, folgt die Behauptung durch Grenziibergang
m — Q. U

Wegen Satz [X.2.10 ist die folgende Definition sinnvoll.
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DEFINITION IX.2.11. Sei f € L™ und (fi)ren € T eine mono-
ton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit f; 2 f f.ii. und

(J fe)ren ist beschriankt. Dann definieren wir das LEBESGUE-INTE-
GRAL von f durch

[ = [ sae= [ f@rao = i [ 5.

Beispiel 1X.2.9 zeigt, dass L™ kein Vektorraum ist. Um einen Vek-
torraum zu erhalten, miissen wir Funktionen der Form g —h mit g, h €
L™ betrachten. Damit wir fiir solche Funktionen das Integral sinnvoll
definieren konnen, benotigen wir folgenden Satz.

Satz 1X.2.12. (1) Seien g,h € L™°. Dann ist g+ h € L™ und

/(g+h):/g+/h.

(2) Seien g;,h; € L™, i = 1,2 mit

g1 — hi = ga — ho.

for [ o [

BEWEIS. AD (1): Seien g, h € L™ und (gx)gen, (ht)zen C T mono-
ton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit:

Dann gilt

gy — g f.., hkk—> h f.i.

k—o0 —00
(/ Gk )keN (/ hi)ken sind beschrankt.
Dann ist (gx + hx)ren eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit:

(/(gk + hi) )ken = (/ gk + /hk)keN ist beschrankt

und

i [ = jim [+ gim [ b
Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Aus
g1—h1=ga—ha
folgt
g1+ he = g2+ ha.
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/gl+/h2:/(gl+h2)
I/(Q2+h1)
:/92+/h1.

Hieraus folgt die Behauptung. O

Aus Teil (1) folgt

Wegen Satz 1X.2.12 ist die folgende Definition sinnvoll. Damit sind
wir am Ende unserer Konstruktion.

DEFINITION 1X.2.13. (1) Eine Funktion f : R® — R heifit LE-
BESGUE-INTEGRIERBAR (auf R"), wenn es zwei Funktionen g, h € L™
gibt mit f = g — h. In diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL von
f definiert durch

/f:/fdas:/f(x)dx:/g—/h.

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
L*(R™ R) oder kurz L.

(2) Sei X C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : R* — R
heift LEBESGUE-INTEGRIERBAR AUF X, wenn f - xx € L! ist. In
diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL VON f AUF X definiert durch

/Xf:/(f'XX)-

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen
wir mit L'(X, R).

(3) Eine Funktion f = (fi,..., fn) : R® — R™ heift LEBESGUE-
INTEGRIERBAR, wenn alle Komponentenfunktionen f, € L', 1 < k <
m, sind. In diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL von f

[r=([n 5

Die Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen f : R™ — R™ be-
zeichnen wir mit L'(R™, R™).

(4) Ist f : C* — C™, so identifizieren wir auf kanonische Weise C"
mit R?" und C™ mit R?™ und definieren auf diese Weise die Begriffe
,Lebesgue-integrierbar® und ,, Lebesgue-Integral®.

Fiir das Lebesgue-Integral gelten folgende wichtige Eigenschaften
(vgl. Satz 1X.2.6):

SaTz 1X.2.14. (1) Seien fi, f, € L' und ay,as € R. Dann ist
arfi +asfs € LY und

(LINEARITAT) /(a1f1 +asfy) = ozl/fl + O@/fQ-
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(2) Sei f € L' und f >0 fii.. Dann ist
(MONOTONIE) /f > 0.

(3) Sei f € L'. Dann ist |f| € L' und

[a= [0

BEWEIS. AD (1): Die Behauptung folgt offensichtlich aus den fol-
genden drei Hilfsbehauptungen:

(i) fi,foel! = fi+ foe L' und [(fi+ f2) = [ fr+ [ fo-

(i) fel',ae Ry = af € L' und [(af) =a [ f.

(i) fe L' = —fe L' und [(—f)=— [ f.
Behauptungen (i)-(iii) folgen aber direkt aus Satz 1X.2.12 (1) und De-
finition 1X.2.13.
AD (2): Sei f =g —h € L' mit g,h € L™. Dann folgt aus f > 0 f.ii.
g > h f.ii.. Damit folgt die Behauptung aus Satz [X.2.10 (2), Definition
[X.2.11 und Definition IX.2.13.
AD (3): Die Behauptung folgt aus Teil (2) und den Ungleichungen

|lfl—f>0fd., |f|+ f>0fi.

]
SATZ I1X.2.15. Sei f1 € L' und fo = f1 fii.. Dann ist fo € L' und

[r=[n

BEWEIS. Wegen Satz IX.2.10 (2) und Definition IX.2.11 ist die Be-
hauptung fiir Funktionen aus L™¢ erfiillt. Sei weiter f; = ¢; — h; mit

g1, h1 € L™, Definiere

G2=01, ho =hi+ (fi — f2).
Wegen hy = h; f.ii. folgt go, ho € L™, Weiter ist

g2 —ha=g1—hi— fi+ fa= fo.
Also ist f» € L' und

[om oo

_ / o — / Iy (wegen Satz TX.2.10 (2))
_ / fi.

Der folgende Satz gibt eine sehr praktische hinreichende Bedingung
fiir die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion.

i
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SaTz 1X.2.16. (1) Sei I C R™ ein beschrinktes Intervall und f :
R"™ — R auf I beschrinkt und fast iberall stetig. Dann ist f € L*(I,R).
(2) Sei I C R™ ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall und f €
C(I,R). Dann ist f € L'(I,R).

BeEWwEISs. AD (1): O.E. kénnen wir f(z) = 0 fiir alle z ¢ I anneh-
men. Wegen Satz [X.2.15 ist o.E. I von der Form
() I={zeR":z; <z <y V1<i<n}.
Sei K € RY mit
|lf(x)| < K Vzxel.

Wir konstruieren Intervalle I;;, k € N, 1 <1 < 2" wie folgt

(1) Iy = 1.

(2) Die Intervalle I;,,1;, 1 < 1 < 271 entstehen, indem man

jedes Intervall I} ,,,, 1 < m < 2"% durch Halbieren der Kanten
in 2" gleich groBe disjunkte Intervalle der Form (x) aufteilt.

Die Intervalle I;;, 1 < 1 < 2% sind dann fiir jedes k € N paarweise
disjunkt und erfiillen

Da f beschrankt ist, existiert
Crl — inf f(l') Vk € N, 1 S l S 2nk

xE€ly;

Definiere
an

fr = ZCMXIM eT.
=1

Dann ist ( fx)ken eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit

Je <f<Kx: VkeN.
Dabher ist die Folge ([ fi)ren durch K\, (I) nach oben beschréinkt und
damit konvergent. Sei nun x € I, derart, dass f in x stetig ist. Seie > 0
beliebig. Dann gibt es ein § > 0 mit

[f(y) = f2)] <& Vyelmit[ly—zfe <o

Weiter gibt es ein k. € N und ein [. € N;,,, mit I, C By (z,0).
Aus der Definition von fj, folgt dann

f(@) =€ < fu(x) < fl).
Da (fx(x))reny monoton wachsend und durch f(x) nach oben beschréankt
ist, folgt hieraus

f(x) —e < fulw) < flx) VE = ke

Also konvergiert (fy(z))ken gegen f(z). Da nach Voraussetzung f auf
I f.ii. stetig ist, folgt hieraus f € L®¢ C L.
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AD (2): Da I geméB Satz I11.4.6 (S. 84, Analysis I) kompakt ist, ist
wegen Satz I11.4.9 (S. 85, Analysis I) und Satz I11.4.3 (S. 82, Analysis
I) f beschriankt. Damit folgt die Behauptung aus Teil (1). O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf den
Zusammenhang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral
fiir Funktionen auf R eingehen.

SarTz 1X.2.17. (1) Seien a,b € R mit a < b und f € S(|a,b],R).
Dann ist f € L'([a,b],R) und das Riemann- und das Lebesgue-Integral
von f stimmen tberein, d.h.

b
[t [ ;.
a (a,b]

(2) Seien a,b € R mit a < b und f : (a,b) — R zuldssig. Das
uneigentliche Riemann-Integral fab f(z)dz konvergiere absolut. Dann

ist f € L*'((a,b),R) und das uneigentliche Riemann-Integral und das
Lebesgue-Integral stimmen tberein, d.h.

b
[ taa= [ .
a (a,b)

BEWEIS. AD (1): Dain jedem Punkt x € [a, b] die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte f(z—0) und f(x+0) existieren, gilt fiir die Menge
S der Punkte, in denen f unstetig ist,

S:USn

neN*
mit
Sw={relat]: [f(x—0)~ flz+0) > 1}

Aus dem Beweis von Satz V.4.4 (S. 168, Analysis I) folgt aber, dass S,
fiir jedes n € N* endlich, also eine Nullmenge ist. Wegen Satz IX.1.5(2)
(S. 7) ist daher S eine Nullmenge, und aus Satz 1X.2.16 (1) folgt f €
L*([a, b], R). Wir benutzen nun die gleiche Notation wie im Beweis von
Satz 1X.2.16 (1). Da f € S([a, b, R) ist, gibt es zu jedem Iy, ein (i € Iy
mit cg = f(Cr). Also ist fiir jedes k € N

() A,b] Jr = 121 F(Cri) A ().

Die linke Seite von (%) konvergiert gegen das Lebesgue-Integral f[a i f.
Die rechte Seite von (%) konvergiert nach Satz VI.1.11 (S. 11, Analysis

IT) gegen das Riemann-Integral f; f(z)dz. Hieraus folgt die Behaup-
tung.
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AD (2): Sei
f+ :max{f,O} ) f* :max{—f,O}.

Dann ist
f=fH—f . lfl=f+f.
Da die Funktion z — max{x,0} stetig auf R ist, sind f; und f_

zuléssig. Seien ¢ € (a,b) und (ag)ren C (a, ] streng monoton fallend
und (b )ren C [c, b) streng monoton wachsend mit

lim ap = a und lim b, = b.

k—oo k—oo

Da f: f(z)dx absolut konvergiert, existieren die Grenzwerte

i [ (f1(e) = ()

C

k—o0 ax
b

tin [ (f ()~ (@),
b

T [ (fue) + ()

c

Daher existieren auch die Grenzwerte

lim /C fu(z)dz,

k—o0

lim C f-(z)dz,

k—o0
ay
b
khm f+<l’)d£€,
cbk
klim f-(x)dx.

Die Behauptung des Satzes folgt nun unmittelbar aus der folgenden
Hilfsbehauptung.
BEH.: Es ist

filds f-l@e € L' ((a, ], R)
Filienys f-len) € L' ([c, D), R)

und
fr= / fe(z)dr = klim fu(z)dz
(a,] a —0 Jag

by,

b
| ha / feledr = lm [ fu(e)de.

a
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Wir zeigen diese Hilfsbehauptung nur fiir f,|(4,q. Die anderen drei Félle
folgen ganz analog.

Seien S und Sy die Menge der Unstetigkeitsstellen von f, auf (a, ]
bzw. [ag,c]. Dann ist S = U Sk, und aus Teil (1) und Satz 1X.1.5(2)

keN
(S. 7) folgt, dass S eine Nullmenge ist. Also ist

f+l@e € L'((a,c|,R)
und
filiong € L' ([ak, c],R) Vk €N.
Wegen
i Xjard < f+X(ad
folgt aus Teil (1) und Satz 1X.2.14

| fotwde - | hs

fo VkeN.
] a

(
Also gilt

/C fo()de < (

Andererseits iiberlegt man sich leicht, dass es Zahlen r, € N, k& € N,
und Intervalle Iy;, 1 <1 <1, k € N mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Iy ist von der Form (z,y] fiir alle &, [.
(i) Fiir festes k sind die [y, paarweise disjunkt.

) T
(iii) (ag,c| = Ufkl fiir alle & € N.
)

]f+-

I=1
(iv) Jedes Ijy1, ist entweder in (ag41,ax] oder in einem Iy, ent-
halten.
(v) M () < 27F fiir alle k, 1.
Sei

= inf
Ckl xlenlkl f+(x)

und
Tk

fr= Z cuxr, VkéeN.

=1
Dann ist (fx)ken eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die fast iiberall gegen fi|(,q konvergiert. Fiir jedes k € N gilt

/ [
(a,c] (akvc]

= Jr

[ak: 7C]

< yn

[akvc}
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c
= / fi(@)dz.
a

| ges / f(@)de.

Also ist

Damit ist die Hilfsbehauptung fiir f |, gezeigt. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass es Funktionen gibt, die Lebesgue-
aber nicht Riemann-integrierbar sind, und dass es auch umgekehrt
Funktionen gibt, die (uneigentlich) Riemann- aber nicht Lebesgue-in-
tegrierbar sind.

BEISPIEL 1X.2.18. (1) Es ist xgrp,1 € L'([0,1],R) und

/X@m[o,l] =0,

da QN [0, 1] eine Nullmenge ist.

Xon[o,1] ist nicht Riemann-integrierbar.

Denn sei § > 0 beliebig und 0 = 29 < 1 < ... < x,, = 1 eine beliebige
Zerlegung von [0, 1] der Feinheit §. Sei

G € QN (zp—1,2x), Mk € (R\Q) N (x_1,21), 1 <k <n

beliebig. Dann folgt

Z Xano,1 (Ge) (T — Tp—1) =1
=1

> Xaro (k) (@x — 2x-1) = 0.

k=1

(2) Sei f auf [1,00) definiert durch

GemiB Ubungsaufgabe (Aufgabe 2, Blatt 4, Analysis II) ist f uneigent-
lich Riemann-integrierbar, aber das uneigentliche Riemann-Integral
konvergiert nicht absolut.

f ist nicht Lebesgue-integrierbar.

Denn wire f € L'([1,00),R), so wire gemif} Satz 1X.2.14 auch |f| €
L'([1,00),R). Dann gilt aber fiir jede Folge (by)ren C [1, 00) mit klim b

= 00
by,
/1 If(x)|dx:/[l7bk]|f| </[17OO) 1] < oo.

Dies ist ein Widerspruch.
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IX.3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Zunéchst wollen wir den Satz von Fubini beweisen. Er fithrt die Be-
rechnung eines Lebesgue-Integrales iiber R™ zuriick auf die Berechnung
einer Folge geeigneter Lebesgue-Integrale iiber R. Letztere konnen we-
gen Satz [X.2.17 (S. 22) in der Regel mit den Methoden aus Kapitel
VI berechnet werden.

Im Folgenden seien m,n € N*. Wir identifizieren auf kanonische
Weise den R™™ mit R™ x R"; jedes x € R™™" zerlegen wir in der
Form x = (21, x9) mit 1 € R™, 2y € R™

LEMMA IX.3.1. Sei f € T(R™™ R). Dann ist fiir jedes r; € R™
f(zq,.) € T(R™,R). Die Funktion

g:R™ — R mit z; — f(z1, x9)dxs
Rn
ist aus T(R™,R). Es gilt

/]R"H-nf: /mg:/m< - f(ml,%)dxg)dxl.

BEWEIS. Sei zunédchst f = x; mit einem nicht leeren, beschrankten
Intervall I. Sei

I=<a,b>, a,bc R™™
L ={zeR":a;, <z; <b,1 <i<m},
L={y eR" 1 apyj <yj <bpyj, 1 <j <}
Dann ist
Xr(z1,2) = X1, (1) - X1, (72).
Dabher ist fiir jedes 1 € R™ f(z1,.) € T(R",R) und
9(z1) = X1, (1) An(12)

sowie

= )‘n(IQ))‘m(Il)
= [[bmss — amss) H(bz‘ — a;)
= )‘m+n(])
= f.
Rmtn

Hieraus folgt die Behauptung im allgemeinen Fall zusammen mit Satz
[X.2.6 (S. 12). U
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LEMMA IX.3.2. Sei N C R™™ eine Nullmenge. Dann ist fiir fast
alle x1 € R™ die Menge

le = {IEQ e R": (%1,.1'2) € N}
eine Nullmenge in R™.

BeEWwEIS. Gemif Satz 1X.2.7(2) (S. 13) gibt es eine monoton wach-
sende Folge (fx)ren € T(R™™ R) von Treppenfunktionen, derart dass
(me+n fr)ken beschriankt ist und (fy(x))gen fiir alle z € N divergiert.
GeméafB Lemma 1X.3.1 wird fiir jedes & € N durch

gr(x1) = i fr(z1, 20)dzy V2, € R™
eine Treppenfunktion auf R™ definiert. Wie man sich leicht {iberzeugt,
ist die Folge (gr)ren C T(R™,R) monoton wachsend. Aus Lemma
IX.3.1 folgt, dass (me Ok )keN = (meM fr)ken beschriankt ist. Wegen
Satz 1X.2.7(1) (S. 13) konvergiert daher (gi)ren f.0. in R™. Sei x} €
R™ so, dass (gi(2}))ken = (Jgn f(2], T2)dx2)en konvergiert. Aus Satz
IX.2.7(1) (S. 13) folgt, dass (fr(x},.))ken f.1. auf R™ konvergiert. Da
aber (fi(27, 22))ken fiir alle 25 € N, divergiert, folgt hieraus, dass N,
eine Nullmenge in R" ist. O

SATZ 1X.3.3 (SATZ vON FUBINI). Sei f € L'(R™™ R). Dann ist
fiir fast jedes x1 € R™ und fast jedes x5 € R™ f(xy,-) € L*(R™, R) und
f(-,z9) € LY(R™ R). Die Funktionen g : R™ — R und h : R® — R mit

g(xy) = f(z1,x9)dxs  fiir fast jedes x; € R™
Rn
h(zs) = f(z1,x0)dxy  fiir fast jedes x4 € R"
RrRm
sind aus L'(R™ R) bzw. L'(R",R). Es gilt

Jod = f
= /m< . f(xl,xg)dx2>dx1

:/nh
_ /( 5 [, o)y ) ds.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Es geniigt, die Behauptung fiir f(xy,-) und
g zu zeigen, da dann der Rest durch Vertauschen der Rollen von R™
und R” folgt.
2. SCHRITT: Die Aussage gilt geméfl Lemma IX.3.1 fiir alle Treppen-
funktionen.
3. SCHRITT: Sei nun f € L™ (R™™ R) und (fi)ren € T(R™" R)
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eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, derart dass
(Jgmsn fr)ren konvergiert und fkk—> f fii. in R™™ gilt. Fir k € N
sei

ge(1) = fr(xy, x0)dry VYV, € R™.
R'IL
Geméfl Lemma IX.3.1 ist g5 wohldefiniert und aus T'(R™, R). Auflerdem
ist (gx)ren monoton wachsend und

(/ gk)keN = (/ fk)keN
m Rm«i»n
konvergent.

Gemaf Satz 1X.2.7(1) (S. 13) konvergiert (gx)ren f.ii. in R™. Sei N die
Menge aller x € R™" fiir die (fx(2))gen divergiert. Dann ist N eine
Nullmenge. Sei 27 € R™ ein Punkt, fiir den (gx(27))ken konvergiert und
N+ eine Nullmenge ist. Wegen Lemma IX.3.2 gilt dies fiir fast jedes z]
in R™. Dann gilt

fk(xi,xg)]%—ogf(xf,m) f.i. in R™

und

([ fuletiedrs) = (gu(ai)ren

R”
konvergiert. Also existiert [, f(2},22)dz, und ist gleich klim gr(x7).

Mithin gilt g 29 f.i. in R™ und

lim gr(x1)dx) = hm fr :/ f.
Rm+n Rm+n

k—oo R™ k—oo

/ /
m Rm+n

4. SCHRITT: Sei nun f = ¢ — ¥ mit ¢, € L™ (R™ R). Dann folgt
die Behauptung aus dem dritten Schritt zusammen mit der Linearitit
des Integrals. U

BEISPIEL 1X.3.4. (1) Sei Bgr C R? der abgeschlossene Kreis um
Null mit Radius R > 0. Da 0By eine Nullmenge in R? ist (Ubungs-
aufgabe), ist gemdf Satz 1X.2.16(1) (S. 21) xp, € L'(R?* R). Mit dem
Satz von Fubini folgt

/R2 XBr = /R </\/\/Z—; 1da:'2)da:1
/ N

:2/ VR? — R?cos? pRsinpdy 1 = Rcosg
0
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= 2R2/ sin? pdyp
0
= 1 R>.
(2) Fiir 0 € R sei

1 falls o > 0,
sgn(c) =<0  falls 0 =0,
—1 falls o <0.

Sei f : R? — R definiert durch

et gon(xy — xy) falls (21, 29) € [—1,1] x [—1,1],
0 sonst.

f($1,332) = {

Da {z € R? : |o1] < 1,|as] < lund z; = 2} eine Nullmenge ist
(Ubungsaufgabe), ist f € L'(R?* R). Der Satz von Fubini liefert

1 1
/ f= / </ e"1 T2 son (g — xg)dx2>dx1
R2 —1NM 1
1 x1 1
- / {/ e o2y, —/ e“”l’L“dmg}dml

1 —1
1
— / {6211 _ 6931—]. _ 61‘1+1 + 62x1}dml
—1

2x1 1 $1+1]I1:+1

1 — et — s
=’ —1-e—(e?—e?2-1)
= 0.
Als néchstes untersuchen wir, wie sich das Lebesgue-Integral bei
Grenzprozessen verhélt, d.h., wann Grenzprozesse mit der Integration
vertauscht werden konnen.

LEMMA IX.3.5. Sei (fi)ren C L™(R™, R) eine monoton wachsende
Folge, derart dass ([ fx)ken beschrinkt ist. Dann konvergiert f, fast
iiberall gegen eine Funktion f € L™. Es gilt

BEWEIS. Fiir k € N sei (gg)ien C T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit

gkll—>fk f.d. und (/ gri)ien st beschrinkt.

Dann ist insbesondere

/fk:llim g Vk eN.
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Sei
hpm = max{gy : 0 <k, Il <m} VmeN.
Dann ist (hy,)men €ine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Weiter gilt
o < frn L0
und damit
/hmgsup/fk:K<oo vYm € N.

keN
Wegen Satz [X.2.7 (S. 13) konvergiert h,, fast iiberall gegen eine Funk-

tion f € L™ und

/ f= lim [ hy.
Konstruktionsgemaf gilt fiir m € N

g < hp VI>=m
und somit

fm = llim It < llim h = f fi.,
d.h.
Sm={r eR": f,(x) > f(x)}

ist eine Nullmenge. Daher ist

S:USm

meN
auch eine Nullmenge, d.h., es gilt fast {iberall

fm <f VYmeN.
Also gilt fast iiberall
B < fn < f VmeN,
Wegen hmm:;of f.i. folgt fmmjgof f.ii.. Ebenso folgt aus der Mono-

tonie des Integrals

/hmﬁ/fmﬁ/f VYm € N.

Wegen / f= lim [ h,, folgt hieraus schlieSlich

/f: lim [ f..
O

LEMMA IX.3.6. Sei f € L'. Dann gibt es zu jedem € > 0 Funktionen
g,h € L™ mit
(2) h >0,
(3) [h<e.
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BEWEIS. Konstruktionsgemif gibt es Funktionen g;, h; € L™ mit
f = g1 — hy. Sei (¢r)ren C T eine monoton wachsende Folge von

Treppenfunktionen mit 2 hy f.d. und /gpkk—> /hl. Seie > 0
beliebig. Dann gibt es ein k. € N mit

Og/hl—/90k5<8.

Dann ist hy = hy — ¢, fast iiberall nicht negativ und aus L™ und
erfiillt [ hy < e. Ebenso ist go = g1 — ¢k, aus L™ und f = gy — h. Sei
schliefilich h = hy = max{hy,0} und g = f + h. Wegen hy > 0 f.ii. gilt
g = go f.ii. und h = hy f.ii.. Daher erfiillen g und A die Bedingungen
(1)-(3). O

SATZ IX.3.7 (SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ). Sei
(fi)ren C LYR™ R) eine monotone Folge, derart dass die Folge der

Integrale ([ fi)ken beschrinkt ist. Dann konvergiert fy, f.i. gegen eine
Funktion f € L*(R™,R) und

BEWEIS. O.E. ist (fx)ren monoton wachsend, sonst betrachte
(—fe)ken. O.E. ist fi, > 0 f.i. fur alle & € N*, sonst betrachte (f; —
fO)kEN' Definiere

g=1r, 9= —fa1 Vk=2.
Dann gilt
g >0 fi. VkeN*

und
k
fe=>_g VkeN.
=1

Lemma IX.3.6 angewandt auf gz, k € N*, mit ¢ = 27 liefert die Exis-
tenz von Funktionen ¢y, ¢y € L™ mit

g =i — Y, Vke N
Y >0 VkeN*
o >0 VkeN

/W <27% VYEe N~
(Man beachte, dass ¢ > 0 aus den entsprechenden Ungleichungen fiir

¥y und gy folgt.)
Definiere fiir £ € N*.

k
Ul = Z Y € Linc7
=1
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k
Vi = Zwl < Linc'
=1

Dann sind die Folgen (ug)gen, (Uk)ren+ monoton wachsend und

k
/vk§22_l<1, Vk € N*

=1

k
/WZZ/(QZ‘H/H)

=1

~ [+ [

<1—|—sup/fl
lEN*
< oo VkeN-.

GemiB Lemma 1X.3.5 gibt es daher Funktionen u,v € L™ mit
..
up — u ti,
v — v L.

k—o0

und

Sei f =u—wv e L' Wegen
fk:uk—vk Vk € N*
gilt dann

fo — [ fii und /fklzo/f.
O

Eine einfache, aber sehr wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:

SaTz IX.3.8. Sei f € LY(R™,R) mit f >0 f.ii.. Gilt [ f =0, so ist
f=0 fuii..

BEWEIS. Setze fp = kf, k € N*. Dann ist (fi)rey C L' monoton
wachsend und [ f, = 0 fiir alle & € N*. Geméf Satz IX.3.7 konvergiert

fr fast tiberall. (f(z))ken kann aber nur konvergieren, wenn f(x) =0
ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Eine weitere wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:
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SaTz 1X.3.9. Sei (Ix)ren eine Folge von Intervallen in R™ mit I, C
Iiga Yk € N Sei I = | J 1. Sei f € L'(I,R) fiir alle k € N und

keN
f[ |fDren beschrinkt. Dann ist f € L'(I,R) und

f=lm [ f.
J=te ),

BEWEIS. Sei zundchst f > 0 f.ii.. Definiere f;, = f - xy,. Dann ist
(fr)ren C LY(R™ R) monoton wachsend, konvergiert f.ii. gegen f auf I
und ([ fi)ken ist beschréinkt. Aus Satz IX.3.7 folgt f € L'(I,R) und

/ﬁﬂm/h—mn 2

Im allgemeinen Fall zerlegen wir f = f* — f~ mit
= max{f,0},
[~ =max{—f,0}.
Wegen
. |f]

gilt dann f* € L'(I,R) und

im [ 5= [
k—oo I I

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearitit des Inte-
grals. U

Als weitere Anwendung von Satz IX.3.7 beweisen wir eine Verallge-
meinerung der partiellen Integration von Satz VI.3.4 (S. 23, Analysis
I1).

Satz 1X.3.10. Sei a,b € R, a < b, und f,g € L'([a,b],R). Dann
existieren fir alle x € |a, b]

und es gilt
/ Fg —I—/ fG =F(b)G() — F(a)G(a).
[a,b] [a,b]

BeEwEIs. 1. SCHRITT: Wenn f, g auf [a, b] konstant sind, folgt die
Behauptung aus Satz IX.2.17 (S. 22) und Satz VI.3.4 (S. 23, Analysis
I0).

2. SCcHRITT: Wenn f, g Treppenfunktionen sind, kénnen wir [a,b] in
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endlich viele disjunkte Intervalle, auf denen f und g konstant sind, zer-
legen. Die Behauptung folgt dann aus dem 1. Schritt und der Linearitét
des Integrals.

3. SCHRITT: Seien f, g positive Funktionen in L™ und (fi)ren, (9k)ren
monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit

fo — [ LA,

gr — g LU,
k—o0

[RT=g
[a,b] T Jab]

/ gk — g.
ab] k=% Jlap)

O.E. gilt f > 0 f.ii., gr > 0 L.ii. fiir alle k € N, sonst gehen wir zu f,',
g iiber. GemidB dem 2. Schritt existieren fiir alle z € [a,b] und alle
keN

Fy(x) = Ik

[a,z]

Gilx) = / o
[a,z]

Die Folgen (Fy)gen, (Gx)ren sind monoton wachsend und erfiillen

/ Fagi+ | fiGh = Fu(b)Gu(b) — Fi(a)Gi(a)
[a,b] [a,b]

= (/[mb] fk)(/[a,b] )

<oo VkelN

Damit folgt die Behauptung aus Schritt 2 und Satz 1X.3.7.

4. SCHRITT: Sind f, g € L', so kénnen wir sie geméf Lemma IX.3.6 als
Differenz positiver Funktion aus L™ darstellen, und die Behauptung
folgt aus Schritt 3 und der Linearitét des Integrals. g

Ein anderer wichtiger Grenzwertsatz fiir Lebesgue-Integrale ist:

SAaTz 1X.3.11 (SATZ VON LEBESGUE UBER DIE MAJORISIERTE
KONVERGENZ). Sei (fi)ren C L'(R™,R) mit fkk—> f fii.. Es gebe

ein g € L'(R™,R) mit
|fi| < g fii. VkeN.
Dann ist f € L'(R",R) und
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BEWEIS. Fiir £ € N sei
inf f,,(z) falls (fi(x))en konvergiert,
l(z) =

m>k
0 sonst.

sup fr(x) falls (fi(x))en konvergiert
ug(r) =  m=k
0 sonst.

Wir wollen zeigen
Ly, up € L' VkeN.
Seien dazu @, € L'. Wegen

min{ep, ¥} =

max{p, 1} =
folgt aus Satz 1X.2.14 (S. 19)
min{y, ¥} € L', max{p,¢} € L.
Durch Induktion folgt hieraus, dass fiir alle £ € N und m € N gilt
i = min{ fx, frsts - from} € L'
U = Max{ fr, foats-- s foam) € L.

Fiir festes k erhalten wir somit zwei monotone Folgen (Igy;)men und
(Ukm)men in L1, die fast iiberall gegen Ij, bzw. uy, konvergieren. Wegen

|fm| <g V¥m e N fii.

’/lkm|§/9 ; |/Ukm|§/g Vk,m € N.

Damit folgt aus Satz [X.3.7
I, up € L' VkeN.

Die Folgen (Ix)ren, (ur)ren sind monoton wachsend bzw. fallend, kon-
vergieren f.ii. gegen f und erfiillen

b < fr <w, VkeN

(o)~ 5lo ]

N — N —

1
(90+¢)+§|90—¢!

gilt

und somit

(%) /lkg/fks/uk Vk € N.

Auflerdem gilt fiir alle £ € N
|/lk|:7&i_{]go|/lkm|
[y



36 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

| [l =t | [ el
.
Damit folgt aus Satz 1X.3.7 f € L' und

[ =t [ g [

Wegen (x) folgt hieraus
[ 5= jim [ 5

Eine einfache, aber wichtige Konsequenz von Satz [1X.3.11 ist:

SAaTz 1X.3.12 (SATZ VON LEBESGUE UBER DIE BESCHRANKTE
KONVERGENZ). Sei I C R™ ein beschranktes Intervall und (fi)ren C
LY(I,R) eine Folge mit fkk—> f fi.in 1. Es gebe ein K > 0 mit

|ful < K fii.in I VEk e N.
Dann ist f € L'(I,R) und

[r=m [

BEWEIS. Mit g = Ky folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 an-
gewandt auf die Folge (fix7)ken- O

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

SaTz 1X.3.13 (LEMMA VON FATOU). Sei (fi)reny C L (R™, R) mat
fr >0 fd. fir alle k € N und fkk—> f fi.. Es gebe ein K > 0 mit

/kaK Vk € N.

Dann ist f € L'(R™,R) und
[r=x

BEwWEIS. Wie im Beweis von Satz IX.3.11 sei fir k,m € N
lkm = min{fk7 fk+17 s 7fk+TVL}
l, = inf f,,.
m>k

Dann ist fiir festes k € N (I )men C L'(R", R) eine monoton fallende
Folge positiver Funktionen mit

OS/lkmSK vk, m.
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GemiB Satz 1X.3.7 ist [, € L'(R™, R) fiir jedes k¥ € N und

m—00

Da die monoton wachsende Folge (Ij)ren .. gegen f konvergiert, folgt
damit die Behauptung aus Satz 1X.3.7. U

Als eine Anwendung von Satz 1X.3.12 beweisen wir den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (Satz VI.2.12 (S. 18, Analysis
IT)) unter abgeschwiichten Voraussetzungen.

SaTz 1X.3.14. Sei F € C([a,b],R), a,b € R, a < b, differenzierbar
und f = F' beschrinkt. Dann ist f € L*([a,b],R) und

f=F() - Fla).

[a,b]

BEWEIS. Sei K = sup |f(z)| < co. Definiere F auf [a, b+ 1] durch

a<w<b
Flz) = {JZEZ>)+ (x — b)f(b) gi Zf§§£+ 1.
Dann ist F € C([a, b+ 1],R) auf [a, b+ 1] differenzierbar mit
|F'(z)| < K Vz€la,b+1].
Fiir k£ € N* sei
fr(z) = K{F(z + %) — F(z)} V€ [a,b).
Dann ist f; € C([a,b],R) C L'([a,b],R) fiir alle k € N* und
@) = Jim fuw) V€ [o,8].
Wegen des Mittelwertsatzes gilt mit 6 € [0, 1]
(o) = | Pz + e%)\ <K VkeN', zelab.
Aus Satz 1X.3.12 folgt f € L'([a,b], R) und

Jf = lim Jr

[a,b] k=00 Ja ]

b ~
= lim k/ [F(l‘+l>—F(I’)]d$

k—oo k
b+t b
= klim k:{/ F(y)dy —/ F(x)dx}
o0 a+% a

- kh_)rgo l{;{/bbht F(y)dy — /:Jri ﬁ(x)dx}
— F(5) - Fla),
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wobei wir im letzten Schritt Satz VI.2.12 (S. 18, Analysis II) auf die
stetige Funktion F' angewandt haben. U

Als letzte Anwendung von Satz 1X.3.11 beweisen wir den folgenden
Satz iiber das Vertauschen von Differentiation und Integration.

SaTz 1X.3.15. Seien a,b € R, a < b, und f: (a,b) x R" — R eine
Funktion mit folgenden FEigenschaften:
(1) f(t,-) € LY(R™,R) fiir alle t € (a,b).
(2) f(-,x) ist differenzierbar fir alle x € R".
(3) Es gibt ein g € L'(R",R) mit

lgf(t,fc)l < g(z) Vte (ab), zeR"™

ot
Dann ist 2 f(t,-) € L'(R",R) fiir alle t € (a,b) und
0 d
—f(t,z)dr = — t,x)dx.
[ st =5 [ st

BEWEIS. Definiere zur Abkiirzung F' : (a,b) — R durch
F(t) = f(t, z)dz.
Rn

Sei t* € (a,b) beliebig und (7)geny C R* eine beliebige Nullfolge. Defi-
niere fiir k € N die Funktion f; € L'(R™, R) durch

LIf(tr — f(t* falls ¢* € (a,b

CM@_{WW 7o) = f(t,2)] falls ¢+ 7 € (a,D),

0 sonst.

Dann gilt
0
klim fr(z) = Ef(t*,:v) Vx € R™.

Weiter gibt es ein k* € N mit t* 4 7, € (a,b) fiir alle £ > k*. Aus dem
Mittelwertsatz folgt mit 6 € [0, 1]

0
| fi(z)| = \af(t* + 07, 2)| < g(x) Ve eR" k>E".

Also ist wegen Satz IX.3.11 2 f(t*,-) € L'(R",R) und
0

. 8tf(t*, x)dx = ]}Lm fr(x)dx

© Jprn
1
= lim —[F(t" 4+ 1) — F(t"))].
k—o00 Tk
Da 7 beliebig war, folgt, dass F' an der Stelle ¢* differenzierbar ist mit

d * _ d *
0 ¢ps

Damit ist die Behauptung gezeigt. U
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IX.4. Messbare Funktionen und Mengen

DEFINITION IX.4.1. (1) Seien f : R" — R und g : R" — R, zwei
Funktionen. Dann ist die Funktion f|, : R” — R definiert durch (vgl.

Abb. TX.4.1)
flg = max{—g, min{f, g} }
= min{ga maX{fv _g}}
—g(z) falls f(z) < —g(=),
= /(@) falls —g(z) < f(z) < g(2),
g(z)  falls f(z) > g(x).
(2) Eine Funktion f : R" — R heifit MESSBAR, wenn die Funktion
fly € LY(R™ R) ist fiir jedes g € L'(R™,Ry).
(3) Die Menge der messbaren Funktionen auf R™ mit Werten in R
bezeichnen wir mit M (R" R).

SN
/N
N/ x
N

-9

ABBILDUNG IX.4.1. Funktion f|,, g =1

Sarz IX.4.2. L'(R",R) C M(R",R).
BeEwEIs. Die Behauptung folgt aus Satz 1X.2.14 (S. 19), Definition
[X.4.1 und den Darstellungen
1 1
max{p, ¥} = 5 (¢ +¥) + Sle — ¥,

1 1
min{y, Y} = §(¢+¢) - §|<p — |

fiir beliebige Funktionen ¢, . O

Der folgende Satz gibt eine fiir die Praxis leichter handhabbare
Charakterisierung messbarer Funktionen.
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SATz 1X.4.3. Sei f : R® — R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f € M(R",R).

() fl, € L{(R",R) Vg e T(R"R,).

(3) flry, € LYR™R) fir alle K € Ry und alle beschrinkten

Intervalle 1.

BEWEIS. (1) = (2) : Folgt direkt aus Definition I1X.4.1.

(2) = (3) : Ist offensichtlich.
(3) = (2) : Sei g € T(R",R,). Dann gibt es ein K € R, und ein
beschrénktes Intervall I mit g < Kx;. Dann ist nach Voraussetzung
f = flxy, € L'(R",R). Hieraus folgt

flg = flg € L'(R",R).
(2) = (1): Sei g € L'(R",R,). Dann gibt es eine Folge (gi)ren C
T(R™, R,) mit gy 9 f.i.. Definiere fiir k € N

fi = flg. € L'(R",R)

fk = fk|g c Ll(Rn,R).

Dann gilt fkk—> flg f.i. und

Ifel <ge€ L'(R",R,) VkeN.
Damit folgt die Behauptung aus Satz 1X.3.11 (S. 34). g
Sarz IX.44. (1) C(R*,R) C M(R",R).
(2) Seien f,g € M(R™,R) und o, 8 € R. Dann gilt
af +Bg,|fI,f7, f, max{f, g} min{f, g} € M(R"R).
(3) Sei (fr)ken € M(R™ R) mit fkk—> f fii.. Dann ist f € M(R",R).
BEwEIS. AD (1): Ist f € C(R",R) und [ ein beschrénktes Inter-
vall, so ist gemiB Satz IX.2.16 (S. 21) f - x; € L'(R",R) und damit
flxs = (F - XDy, € LHR™,R) fiir jedes K € R,
AD (2): Sei p € T(R",R). Dann ist
(1Dl =1(flo)l € LR, Ry).
Also ist | f| € M(R™, R). Fiir k € N sei

fe=Fflowy + 96 = 9ley)-
O.E. ist ¢ > 0 f.i.. Dann gilt fj b f L. und gy 29 f.ii. und somit
(afe + Bar)le k_)—o;(af + Bg)], L.
Wegen
((afe +Bg)lol <@ VkeN
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folgt hieraus und aus Satz 1X.3.11 (S. 34) af + Bg € M(R™,R). Die
anderen Behauptungen folgen aus dem soeben Bewiesenen und den
Beziehungen

£r =505+ 5)

_ 1

fm=5071- 1)
max{f,g} = 5(f +0) + 31—l
min{ f, g} = %(f+g) — %|f —g|.

AD (3): Sei g € LY(R™,Ry) und f, = fil, € L'(R™,R) fiir alle k € N.
Dann gilt

ﬁc IH—O;ﬂg £
und

fil<g VkeEN.
Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 (S. 34). g

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Messbarkeit
und Integrierbarkeit einer Funktion her.

SATZ 1X.4.5. (1) Sei f € M(R™,R) und g € L*(R™,R,) mit |f| < g
fii.. Dann ist f € LY(R",R).
(2) Sei f € M(R",R) und |f| € LY(R",R). Dann ist f € L'(R",R).
BEWEIS. AD (1): Wegen |f| < g f.i. ist f|, = f f.i.. Hieraus folgt

die Behauptung.
AD (2): Folgt aus Teil (1) mit g = |f]. O

Der folgende Satz ist eine teilweise Umkehrung des Satzes von Fu-
bini und ist fiir die praktische Rechnung sehr wichtig.

SATZ 1X.4.6 (SATZ VON TONELLI). Seien k,l € N* und f €
M (RF R). Weiter existiere mindestens eines der Integrale

(1) /Rk< " |f($1,$2)|d$2>d961
oder
(2) /Rl< - |f(901,1‘2)|d$1>d$2-

Dann ist f € LY(RFR) und

/Rkﬂ f= /Rk< le($1a$2)d$2>dx1
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= /Rl< g f(xl,xg)dm)dacg.

BEWEIS. Seien [,, = B”.HOQ(O,TL) und
gn = (1D, - ne N

Dann ist g, eine monoton wachsende Folge in L'(R* R), die fast
tiberall gegen | f| konvergiert. Wegen Satz 1X.3.3 (S. 27) ist

/ Qn:/ (/ 9n<x1,$2)dl’2)dﬂf1
RE+1 RE R!
:/</ 9n($1,$2)d$1>d$2 Vn € N*,
R! \JRF

Daher ist ( [pi11 gn)nen durch eines der Integrale (1) oder (2) beschriinkt.
Wegen Satz I1X.3.7 (S. 31) ist daher |f| € L'(R* R). Damit folgt die
Behauptung aus Satz [X.4.5 (2) und Satz 1X.3.3. 0

Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Menge.

DEFINITION IX.4.7. Eine Teilmenge X C R"™ heifit MESSBAR, wenn
ihre charakteristische Funktion xx messbar ist. Ist xyx sogar integrier-
bar, so definieren wir das n-DIMENSIONALE LEBESGUE-MASS von X
durch

Ist xx messbar, aber nicht integrierbar, so definieren wir
An(X) = 4o0.

Die Menge der messbaren Mengen bezeichnen wir mit M,,.

SaTz 1X.4.8. Es gelten folgende Eigenschaften messbarer Mengen:
(1) Sind X, Y € M,,, so gilt
XUY, XnY, X\Y, XAY e M,.
Weiter gilt
(a) M\(X) =0 <= X ist Nullmenge.
(b) X CY = M\ (X) <A\ (Y). (MONOTONIE)
() M(XUY)+ A (X NY) =M (X) + A(Y).
(2) Ist (Xg)ren C M, mit Xy C Xy fir alle k € N und X =
U Xy, soist X € M,, und

keN
An(X) = lim Ay (Xy).
(3) Ist (Xi)ren C My, soist X = | | X € M, und
keN
M(X) <D A X5).

keN
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Sind zusdtzlich die Mengen X, paarweise disjunkt, so ist

)‘n(X> = Z )‘n(Xk)

keN

BEWEIS. AD (1): Der erste Teil der Aussage folgt aus Satz 1X.4.4
und den Beziehungen

Xxuy = max{Xx, Xy},

XXny = min{XX7 XY}a

xxv = (xx —xy) ",

Xxay = [xx — xv|-
Aussage (a) folgt aus der Definition von Mafl und Integral (,,<=") bzw.
aus Satz 1X.3.8 (S. 32) (,=").
Aussage (b) folgt aus der Beziehung

Xx Sxy <= XCY

und der Monotonie des Integrals.
Aussage (c) schlieflich folgt aus der Beziehung

Xxuy + Xxny = Xx + Xy
und der Linearitdt des Integrals.
AD (2): Folgt aus Satz 1X.4.4 angewandt auf die monoton wachsende

Folge (xx,)ken-
AD (3): Folgt aus Teil (2) angewandt auf die Mengen

k
Yi=JXi VkeN
1=0
und aus Aussage (c) von Teil (1). d

BEMERKUNG IX.4.9. Seien X # () eine beliebige Menge. A C P(X)
und p: A — Ry U {400} eine Funktion. A heift 0-ALGEBRA, wenn
gilt:

S1: 0, X € A,
S2: Ae A <= X\A €A,
S3: (Ahken C A= | JAr € A
keN
1 heilt ein MASS, wenn A eine o-Algebra ist und wenn gilt

M1: p(@) =0,
M2: (Ag)ken C A paarweise disjunkt = ,u(U Ag) = Z,u(Ak).
keN keN

Ein Tripel (X, A, 1) mit diesen Eigenschaften heiit M ASSRAUM. Satz
[X.4.8 zeigt, dass (R, M,,, \,,) ein Mafiraum ist.

Der folgende Satz zeigt, dass eine grofle Klasse von Mengen messbar
sind.
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SATz 1X.4.10. (1) Sei O C R", O # 0 offen. Dann ist O in M,,.
(2) Sei ACR", A+#0, abgeschlossen. Dann ist A € M,,.
(3) Sei K C R*, K # 0, kompakt. Dann ist K € M,, und \,(K) <
+00.

BEWEIS. AD (1): Sei {qi}ren eine Abzdhlung von O N Q". Fir
k,l € N sei
]kl = B“HOO(Qk‘a 2_l) S Mn
Wegen Satz [X.4.8 (3) ist dann fiir jedes [ € N

I, = U{Ikl sy C O} S Mn

Offensichtlich ist U I; C O. Sei nun z € O. Dann gibt es ein € > 0 mit
lEN

By (z,€) C O.
Sei I € N mit 27! < ¢. Da Q in R und damit Q" in R" dicht ist, gibt
es ein k € N mit

Iz = gillee < 27,
d.h. z € Iy. Fir y € B (qx, 27") gilt weiter

Iy = 2lloo <y = Gelloo + llax — zllo < 227" <ee.

Also ist Ij; € O und damit = € I;. Dies zeigt O = U I;. Damit folgt

leN
die Behauptung aus Satz IX.4.8 (3).

AD (2): Gemé$ Teil (1) sind A° und R™ messbar. Wegen A = (A°)¢ =
R™\ A€ folgt damit die Behauptung aus Satz 1X.4.8.

AD (3): Gemif Teil (2) ist K € M,, Geméa$ Satz I11.4.3 (S. 82, Ana-
lysis I) gibt es ein R > 0 mit By (0, R) D K. Aus Satz IX.4.8 folgt

An(K) < An(B) (0, R)) = (2R)".
O

BEispIEL [X.4.11. Wir wollen eine nicht messbare Teilmenge von
R konstruieren. Dazu definieren wir

r~y <= x—yeQ.

Wie man leicht nachpriift ist ~ eine Aquivalenzrelation. Bezeichne mit
[2] die zu 2 gehérige Aquivalenzklasse. Fiir jedes 2 € (0, 1) wihle einen
Représentanten aus [z] N (0,1) aus. Die Menge aller so ausgewéhlten
Elemente von (0,1) bezeichne mit M.

Sei z € (0,1). Dann gibt es ein y € M mit x ~ y. Also existiert ein
q € Q mit x —y = ¢ und |¢| < 1. Daher ist

(+) 0nc | M+qc(-12
geQN(—1,1)
mit
M+qg={x+q:xe M}
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Seien nun ¢,r € Q und = € (M + q) N (M + r). Dann folgt
T=yYy+q=z+r

mit y,z € M. Also ist y — 2 = r — ¢ € Q und damit y = z und daher
r = ¢q. Also sind die Mengen M + q fiir verschiedene ¢ disjunkt.

Wir nehmen an, M wire messbar. Dann ist A\{ (M + ¢q) = A\ (M) fir
alle ¢ € Q. Ware A\ (M) # 0, so folgte aus (%) A\ ((—1,2)) = +00. Wére
A (M) =0, so folgte dagegen aus (x) A1((0,1)) = 0. Wir erhalten also
in jedem Fall einen Widerspruch.

X ist ein Beispiel fiir eine nicht-messbare Funktion.

Zum Abschluss gehen wir noch auf den Zusammenhang zwischen
messbaren Mengen und Funktionen néher ein.

SAatz 1X.4.12. Es ist f € M(R™ R) genau dann, wenn fir jedes
c € R die Menge
A.={z eR": f(x) > ¢}

messbar ist.

BEWEIS. ,,=—“: Definiere fiir ¢ € R und k£ € N*

fel(x) = k[min{ f(z), ¢} — min{f(x),c — %}] vz e R".

Dann ist fy € M(R",R) fiir alle £ € N*, ¢ € R. Sei z € R" und
f(z) > c. Dann ist fy(x) = 1 fiir alle k € N*. Ist dagegen f(z) < ¢, so
gibt es ein k, € Nmit f(z) < c— 1. Fiir k > k, folgt fi(z) = 0. Also
gilt fi 7 XA Damit folgt die Behauptung aus Satz 1X.4.4 (3).

,<=": Aus Satz [X.4.8 folgt, dass fiir alle ¢,d € R mit ¢ < d die Menge
Zeg={reR":c < f(x) < d}

messbar ist. Dann ist fiir £ € N*
2k2—1

fi= 3 (ks

,k+i ,k+l+71
k> k
=0

aus M (R, R). Wie man leicht nachpriift, gilt f kpi> f. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 1X.4.4 (3). O

Das folgende Resultat ist fiir die Praxis besonders wichtig.

Satz 1X.4.13. Seien f,g € M(R™,R) und h € C(R* R). Dann ist
F:R" — R mit  — h(f(x),g(x)) messbar. Insbesondere ist f - g €
M(R",R).

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz 1X.4.12 sei fir k£ € N*
2k2—1

[
=0
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2k2—1

=0

Definiere F}, : R™ — R durch
Fi(x) = h(fr(z), gr(z)).

Dann ist
2k2—1 i j

Fi= ) P =kt =R )X fwermimi £ ()<t EEL — kb gla)<—h+ 2L}
4,j=0

wegen Satz [X.4.12 und Satz 1X.4.4 messbar fiir jedes k € N*. Wegen
fkk—> f, G =29 und h € C(R? R) folgt Fkk—> F. Damit folgt die

Behauptung aus Satz 1X.4.4 (3). O

IX.5. Der Transformationssatz

Wir erinnern an die Substitutionsregel Satz VI.3.1 (S. 21, Analysis
IT). Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R), [a,b] C R, a < b
und ¢ € C*([a, b], R) mit p([a,b]) C I. Dann ist

b w(b)
/ F((@)) ! (2)de = / Wy

Setzen wir zusétzlich ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b) voraus, so sind zwei
Félle moglich:
Fall 1: ¢/(z) > 0 fiir alle = € (a,b). Dann ist

»(b)
/ Fly)dy = / fy.
(a) ([a,b])

Fall 2: ¢(z) < 0 fiir alle z € (a,b). Dann ist

¢(b)
f@@Z—/ fy.
¢(a) ¢([a,b])
Also konnen wir die Substitutionsregel unter der Annahme ¢'(z) # 0
fiir alle z € (a,b) in der Form schreiben

foelelde= [ iy

([a.b])
Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Analogon dieser Formel fiir C*-Dif-
feomorphismen auf R™ zu beweisen. Dabei wird |¢’| durch |det Dy|
ersetzt werden.

Im Folgenden versehen wir den R"™ stets mit der kanonischen Basis
und identifizieren so lineare Abbildungen mit Matrizen. Wenn wir die
Norm || - || z(rnrn) beniitzen, setzen wir stets voraus, dass R™ mit der
Maximum-Norm versehen ist.

[a,0]
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Zur Erinnerung: In diesem Fall gilt

n
1Al ey = max [|Az]|o = max Z|Aij|.

lllloo l<izn

Wir bereiten den Transformationssatz mit einer Reihe von Satzen
VOT.

SATZ IX.5.1. Seien U C R™ offen, U £ 0, p € C(U,R™) und I C U
ein beschrinktes Intervall. Dann ist (1) messbar und A\, (¢(I)) < oo.

BEWEIS. Sei I =< a,b > mit a,b € R". Fiir 1 <[ <n und k € N*
sel

[, bl] falls < a;, by == [a;, b
I = la; + =, bi] falls < a;, by == (a;, by
[al,bl ] falls < a;, by == [ap, by)
[a; + £ 70— ,16] falls < a;, b == (a;, ;)

und I, = Ij; X ... X Iy,. Dann ist jedes I, kompakt und I, C [} fiir
alle k € Nund I = | ] I,. Daher ist o(I;) fiir jedes k € N kompakt

keN*
und damit messbar und ¢(I;) C p(Ix4q) fiir alle & € N* und (I) =
U ©(I)). Wegen Satz 1X.4.8 (S. 42) ist somit ¢(I) messbar. Da p(I) C

keN
¢(I) und o(I) kompakt ist, ist A, (o(1)) < oco. O

Im folgenden Satz beniitzen wir zwei spezielle Arten von Matrizen:
Typ P: Fir 1 < 4,5 < n, i # j, geht Pj) aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschen der Zeilen ¢ und j hervor. Die entsprechen-
de lineare Abbildung ist eine Spiegelung an der Hyperebene

Ty = Tj.

Typ S: Fiir 1 < 4,5 < n,i # jund t € R, geht S;;)(t) aus der
Einheitsmatrix hervor, indem das t-fache der i-ten Zeile zur
j-ten Zeile addiert wird. Die zugehorige lineare Abbildung ist
eine Scherung in der (4, 7)-Ebene parallel zur j-Achse.

Die Matrizen der Typen P und S sind invertierbar. Wie man leicht
nachrechnet, gilt

(Pan) ™" = P,
(St () = Seap(—1).-
Die Multiplikation einer Matrix von links bzw. rechts mit einer Matrix
Ppjy oder S(;;(t) entspricht dem Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

bzw. Spalte oder der Addition des t-fachens der i-ten Zeile bzw. Spalte
zur j-ten Zeile bzw. Spalte.

SaTz 1X.5.2. Sei L € GL(R™). Dann gibt es eine Diagonalmatriz
D mit nicht verschwindenden Diagonalelementen und Matrizen A, B,



48 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

die Produkte von Matrizen der Typen P und S sind, mit
L =ADB.

BeEwEIs. Wir fiithren folgenden Algorithmus aus, der eine Modifi-
kation des GauBschen Eliminationsverfahrens ist:

(0) Setzei =1, L = L.
(1) Bestimme j; mit i < j; < n und

(i-1), (i—-1)
|Ljii |_irgnka§};|Lki .

(2) Vertausche die Zeilen i und j;:
P = P(U')? z(iil) = pOLED,

(3) Eliminiere die Elemente unterhalb der Diagonalen in der i-ten
Spalte und rechts von der Diagonalen in der i-ten Zeile:

. 7i=n Li=h
A = Sy (=325 ) - S (— =1 )

(nd) Lg;fl) (i+14) ngil)

7= 71

BY = Sy (—~—“)sn (—J’? )
(@+1) 761 (in) 761

10 _ gD g6
(4) Falls ¢ = n — 1 ist, stop. Sonst erhéhe ¢ um 1 und gehe nach 1
zuriick.
Dann ist
D = L(n—l)

die gesuchte Diagonalmatrix und
A1 — A1) pn-1) g(n-2) p(n-2) 4 p(1)
p~'=pWpB®» . . B,

Man beachte, dass wegen L € GL(R™) fiir 1 <¢ <n —1 gilt

(i-1)
Dax |Ly; 7| > 0.

g

SATZ IX.5.3. Seien a € R", L € GL(R™), ¢(z) = a + Lz fir alle
z € R™ und I ein beschranktes Intervall. Dann ist

An(@(I)) = | det LI, (1).

BEWEIS. Wegen Satz 1X.5.2 ist ¢ die Komposition einer Transla-
tion x — a + x, einer linearen Abbildung mit Diagonalmatrix und
endlich vieler linearer Abbildungen vom Typ P und S. Da det L das
Produkt der Determinanten der entsprechenden Matrizen ist, reicht es,
die Aussage fiir diese elementaren Abbildungen zu beweisen. Sei dazu
I =< u,v > mit u,v € R™.
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1. ScHRITT: Betrachte die Translation 7 : z — x + a. Dann ist
7(l) =<u+a,v+a > und

Anlr(1) = [ [ (0 = w)

i=1
= (1)
= |det Id|\,(I).
2. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung § : x +— Dz mit einer
Diagonalmatrix D = diag(dy,...,d,) und d; € R*, 1 <i < n. Dann ist
0I) = H < min{dyuy, dyvy }, max{dyu, divi} >
k=1
und

A(6(1) = [ ko — diu

k=1

— 1 TLderth)

— | det DA\ (D).

3. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung p : z +— Pz mit 1 <
7,7 <mund ¢ # j. Dann ist O.E. i < j und

p(I) =< up,v1 > X ... X < U1, Vi—1 = X < Uj,v; = X
X < Upp1, Vi1 = X oo o X < Uj—1,Vj—1 = X < Uj, Uy > X

X < Ujy1, Vg1 7= X oo o X <X Uy, Uy >

und daher

Aa(p(1)) = An(1)
= | det Py A (1).

4. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung o : z +— S(;)(t)z mit
1<id,j<n,i#j,teR. Aus Satz [X.5.1 und Satz [X.3.3 (S. 27) folgt

An(o(1)) = / Xo(I)
= / [/ XU([)de]dl’l - de_lde+1 coodzy,
Rn—1 R
:/ 1 X <1015 X o X =W 1,051 X =<Uj 41,0541 X X < Uy U >
Rn—

[/ X<uj+tzi,vj+txi>d36j]d$1 e dxjfldx]ﬂrl oodxy
R
= An(])
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= [det S(ip (1) (D).
l

SATZ IX.5.4. Seien a € R", L € GL(R™), p(z) = a + Lz fir alle
r € R" und f € LY(R",R). Dann ist f o o=t € L}(R™,R) und

)
/fo<p‘1:|detL|/f.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei [ ein beschréanktes Intervall und f = ;.
Dann ist fo ¢! = xy. Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.5.3.
2. SCHRITT: Sei f € T(R", R). Dann folgt die Behauptung aus dem 1.
Schritt und der Linearitdt des Integrals.

3. SCHRITT: Sei N eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ¢(IV) ebenfalls
eine Nullmenge ist.

Gemif Satz 1X.2.7(2) (S. 13) gibt es eine monoton wachsende Folge
(fe)ren C T(R™, R), derart dass (fi)ken auf N divergiert und ([ fi)ren
beschriinkt ist. Wegen Schritt 2 ist (fz 0 )reny € LY(R™, R) monoton
wachsend, auf ¢(N) divergent und ([ fr 0 o™ gen = (|det L| [ fi)ren
beschréinkt. Aus Satz IX.3.7 (S. 31) folgt, dass (fi 0 ¢ ')ren f.ii. kon-
vergiert. Daher ist ¢(N) eine Nullmenge.

4. SCHRITT: Sei f € L™ und (fi)ren C T(R™, R) eine monoton wach-
sende Folge mit ([ fi)ren beschréinkt, die f.ii. gegen f konvergiert. We-
gen Schritt 2 und 3 konvergiert (fi, o ¢ !)ren C LR, R) f.ii. gegen
fop™!, ist monoton wachsend und erfiillt, ([ fro@™!)ren ist beschrinkt.
Aus Satz IX.3.7 (S. 31) folgt die Behauptung fiir f.

5. SCHRITT: Sei f € L'(R",R). Dann folgt die Behauptung aus dem
4. Schritt und der Linearitédt des Integrals. U

SATz 1X.5.5. Seien U,V C R"™ offene, nicht leere Teilmengen, ¢ :
U — V ein C'-Diffeomorphismus von U auf V und I C R"™ ein be-

schrinktes Intervall mit I # 0 und I C U. Dann ist

Mlo(D) = / |det Dip(z) | do.

BEWEIS. Sei I =< u,v > mit u,v € R". Definiere
Ko =max{1,\,(])},

Linax = max |vg — uy
1<k<n

Lypin = min |v, — ug| > 0.
1<k<n
Da I kompakt ist und (Dy)~* und det(Dg) auf I stetig sind, existieren
K, = max{1, majx (D)) || crn mmy
S

Ky = max{1, max | det(Dp(z))|}.
zel
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Sei 0 < € < 1 beliebig. Da Dy und det Dy auf I gleichmifBig stetig
sind, gibt es ein § > 0 mit

19
| det(Dyp(z)) — det(De(y))| < 77
2K,
<e Lmin
) T L Ko K Kan2m

|Dyp(z) — Do(y)l| con rn

fiir alle 7,y € I mit ||z — y|lo < J. Sei k € N so, dass
2R <O

ist. Durch sukzessives Halbieren der Kanten kénnen wir I in 2" dis-
junkte Intervalle [;, 1 < < 2"F, mit maximaler Kantenlinge 27% L.«

und minimaler Kantenlinge 27% L, unterteilen. Dann sind die o(1;)
2nk

paarweise disjunkt und ¢(I) = (J;_, ¢(I;). Damit folgt

(1)) — / | det Dip(a)da
(1) = ‘g{kn(w(h)) - /Il | det Ds@(w)ldaﬁ}‘

<y
=1

Sei 1 <1 < 2" beliebig. Dann ist [; =< @, 0 . Definiere

Ml = | | det Dip() da.

1,

z:§(u+v)
() = ¢(z) + Dp(z)(x —2) Ve eR”

p=1v""op.

Mit Satz IX.5.3 angewandt auf ¢! und (1) folgt

Mlip(1) = [ |det Dep(a)da
< | | {1det Di(a)] ~ | det Dp(2)

+

Aa(I)] det De(2)] = Al (1)

< / | det Dp(x) — det D(z)|dx

I

+ Ko

Au(B) = | det Do(2)] Al (1)]

-

=Xn(p(1))

< 2—K,O>\n(ll) + Ka| A (1) = Au(p(11))]-
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Sei x € [;. Dann gilt wegen p(z) = z
lp(x) =zl
= llo(z) = p(2) = (2 = 2) [l

-y / Dplz + tx — 2)) — I)(x — 2)dt]c
< / 1D (2)) Mgz | Doz + Hz — 2)) — Dip(2) | ean oy
3)

|z — z]|odt

Linin I
LmaxKoKlKQTZQn max
_ Linin —k
T K Kon2nt
=:1.

Da p ein Homéomorphismus ist, ist p(I;) zusammenhéngend und

S K1€ 27’671

o

° ~ = —
ply) =p(L) , p(l) =p(L) , p(OL) = 0(p(L)).
Hieraus folgt mit Gleichung (3)
<u+nev—ne=C p(l}) C<u—mne,v+ne -,
wobei e = (1,...,1) € R™ ist. Damit folgt

n

An(p(I) = A1) < | (v — u; +2n) — [ J(vi — w)

und




IX.5. DER TRANSFORMATIONSSATZ 53

<nm{1- - 71—y}

2 Lo
- )\n([l){l (1- m)n}
£
< Al KoKyn2"
< )\n([z)QKiKz
also
(@) o) = M) < M) g

Aus den Gleichungen (1), (2) und (4) folgt schliefllich

2nk 2nk

/\dethp ]dx‘<—Z)\ QKOZA (1)
€
=—\, (7
()
<e.
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Transformations-
satz beweisen. Man beachte, dass Satz 1X.5.4 ein Spezialfall hiervon
ist.

SATZ 1X.5.6 (TRANSFORMATIONSSATZ). Seien U,V C R" offene,
nicht leere Teilmengen und @ : U — V ein C*-Diffeomorphismus von
U auf V. Dann ist f € L*(V,R) genau dann, wenn f o p|det Dp| €
LY (U,R) ist. In diesem Fall gilt

/fdy—/f ))| det Dg(x)|dz.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Es geniigt, die Implikation ,—* zu zeigen.
Die Implikation ,,<=* folgt dann durch Anwenden des Gezeigten auf
VS U
2. SCHRITT: Sei I C V ein beschrinktes, offenes Intervall. Dann ist
O = ¢ 1(I) C U offen. Sei (z;)ren eine Abzéhlung von Z". Fiir k,1 € N

sei
n

[kl = H(2_l2k,i — 2_l_1, 2_le7i + 2_l_1]
i=1
und

I, = U{Ikl ITkl C O}

Dann sind fiir festes [ die Iy; disjunkt und

I, C Ly VIeEN.
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Wie im Beweis von Satz 1X.4.10(1) (S. 44) folgt

O:UIZ

leN

Dann ist [ = ¢(O0) = Uso(fz), () = U{w(sz) : Iry C O} und die
lEN
©(Iy) sind fiir festes [ disjunkt. Damit folgt aus Satz [X.5.5 und Satz

IX.4.8 (S. 42) ¢(I;) € M,, und
An(D) = An(o(11))
= 72 An(@(Ix))

= 72 | det Dp(z)|dx

= [ |det Dp(z)|dz VI e N.

I
Wiederum mit Satz IX.4.8 (S. 42) und Satz IX.3.7 (S. 31) folgt

AM—MW

= zlgilo An((11))

= lim [ |det Dy(x)|dx
I

l—o00

:/ | det Dp(z)|dx

o

~ [ xoldet Dy(o)lds
U

:1quow@ﬂ¢x0¢@»wm

Damit ist die Behauptung fiir f = x; gezeigt.

3. SCHRITT: Sei I C V ein beschréanktes Intervall. Da jedes beschréank-
te Intervall in R in der Form A\(B U C) mit offenen, beschrénkten
Intervallen A, B, C' und BU C' C A dargestellt werden kann, ist x;
Linearkombination von charakteristischen Funktionen beschrankter, of-
fener Intervalle in V. Damit folgt die Behauptung fiir f = x; aus dem
2. Schritt und der Linearitdt des Integrals.

4. SCHRITT: Aus dem 3. Schritt und der Linearitéit des Integrals folgt
die Behauptung fiir alle f € T'(V,R).

5. SCHRITT: Sei N C V eine Nullmenge. Wir zeigen, dass p~}(N) C U
ebenfalls eine Nullmenge ist.

Nach Satz IX.2.7 (S. 13) gibt es eine monoton wachsende Folge (fx)ren
C T(V,R) derart, dass ([, fr)ren beschrankt ist und (fi)ren auf N
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divergiert. Gem#fl Schritt 4 ist f o ¢|det Dp| € LY(U,R) fiir alle
k€ Nund [ fi o ¢|det D] = [, f fiir alle & € N. Die Folge
(fr o | det Dy|)rey ist monoton wachsend und divergiert auf ¢! (N).
Wegen Satz I1X.3.7 (S. 31) ist daher o' (N) eine Nullmenge.

6. SCHRITT: Sei nun f € L"(V,R) und (fi)ren C T(V,R) eine mo-
noton wachsende Folge, derart dass fj k_)—(;of f.ii. in V und (fv fr)ken

beschrankt ist. Wegen der Schritte 4 und 5 ist (fx o | det De|)ren C
L'(U,R) monoton wachsend, konvergiert f.ii. in U gegen f o p|det Dy
und ([, fuop|det Dg|)gen ist beschrénkt. Damit folgt die Behauptung
fiir f aus Satz IX.3.7 (S. 31).

7. SCHRITT: Aus dem 6. Schritt und der Linearitdt des Integrals folgt
schliefllich die Behauptung. O

BeispieL IX.5.7. (1) (VOLUMEN vON KUGELN IN R") Fiir z €
R", R € R sei

By(z,R) ={y e R": |y — z|s < R}
B, = B,(0,1)
Wn = An(Bn).

Mit p(y) = = + Ry fiir alle y € R” folgt
B, (z,R) = ¢(B,,).
Es ist
Dp(y) = Rldg. Yy € R" = det Dp(y) = R"* Yy € R".
Mit Satz IX.5.6 folgt
A(Bn(z,R)) = R"'w, VzeR", ReRL.
Aus Satz 1X.3.3 (S. 27) und Satz IX.5.6 folgt weiter

wn :/ XBn
= /[/ xB,dry . ..dx, 1]|dx,
R JRr-1

:/_ My 1 (B (s /T = 22) )

(n 1))

1—152 dt (t= —cosx)
sin” xdx

sm " xdzx.

O\O\\
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GeméB Beispiel VI.3.5(4) (S. 23, Analysis II) gilt fiir A, = /2 sin” xdz:
0

T
AO = 5
A =1
T 2k — 1
Ay, = =
2 9 2%
k=1

2k
fhm*lzzI12k4—r
k=1

Hieraus folgt
Ap 1A, = — VYneN
2n

und damit
Wp = 2(")n—lAAn
= 4wn—2An—1An
2
= —an_g Vn > 3.
n
Weiter ist

1
_9.9.0 .2
2 2
=T.
Hieraus folgt durch Induktion
Woyp = — Vm>1
m!
2m+1
Womi1 = ™ ¥Ym > 0.

1-3-...-2m+1)
Gemaf Satz VI.5.1 (S. 39, Analysis II) und Satz VL.5.7 (S. 44, Analysis
IT) ist aber

Fm+1)=m! VYm>1

I'(m+ %) = (m + %)I’(m + %)

1 oy 2k+1
—T(=
QHI 2
k=0
2k + 1

:\/%kl;[() 5
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Damit folgt schliellich

n

_ ™ peN
wn_r(ﬂ—l—l) n e .

2
(2) (EBENE POLARKOORDINATEN) Sei R € R* beliebig. Definiere

Ur = (0,R) x (0,27)
Vi = B>(0, R)\[R+ x {0}]
Y(r,p) = (rcose,rsinp).

Dann gilt
1 : Ug — Vg ist bijektiv
»(Ur) = Vg
= By(0, R)

Dy — (cgsw —rsm<p)

singp  rcosgp
det Dy =r>0 V(r,p) € Ug.

57

Also ist 9 ein C'-Diffeomorphismus von Ug auf V. Da R, x {0} eine

Nullmenge in By(0, R) ist, folgt aus Satz IX.5.6
f € LYBy(0,R),R) <= rf(rcosy,rsinp) € L'(Ug,R).
Fiir

f(x1,$2) — ex%-i—a:%

erhalten wir so z.B.

/ fdx = / rf(rcos,rsinp)drdp
B2(0,R)

// re" dgpdr

—27r2 0

= (e —1).

(3) (ZYLINDERKOORDINATEN) Seien R € R, a,b € R mit a < b

beliebig. Definiere
U=(0,R) x(0,27) x (a,b)
Z={zeR®:a<x3<bal+a;<R}
V =Z\[R; x {0} x (a,b)]
U(r,p,z) = (rcose,rsing, z).
Dann gilt
U —

V' ist bijektiv
W(U) =V
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=7
cosp —rsine 0

sm(p rcosgp 0
1

det Dy = r.

Also ist ¢ ein C'-Diffeomorphismus von U auf V. Da Ry x {0} x (a, b)
eine Nullmenge in Z ist, folgt aus Satz 1X.5.6

feLY (ZR) < rf(rcosg,rsing,z) € L'(U,R).
Fiir
2 2
f(l') _ x3€x1+12

erhalten wir z.B.

/fdx:/rf(rcosgp,rsingo,z)drdgodz
z

/ / / zre” dzdcpdr
2

b —a®)m(e™ —1).

2
(4) (KUGELKOORDINATEN) Sei R € R beliebig. Definiere
U = (0, R) x (0,27) x (=3, 5)

Vi = B3(0, R)\[Ry x {0} x K]
W»(r,p,0) = (rcospcosh, rsinpcosl, rsind).

Dann gilt
v Up — Vg ist bijektiv
W(Ug) = Vg
- Bg(O, R)
cospcost —rsinpcos) —rcospsinf
Dy = | singpcosf rcospcosf —rsinpsind
sin 6 0 rcos 6

det D1p = sin 0[r* sin? @ sin @ cos 6 + 12 cos® p sin 6 cos 6]
+ 7 cos O[r cos® p cos® § + 1 sin?  cos® 0]
=r?sin®@ cosd + r? cos® 0
=r%cosf
>0 Y(r,e0) € Ug.

Also ist 9 ein C'-Diffeomorphismus von Ugp auf V. Da [R, x {0} x
R] N B;3(0, R) eine Nullmenge in B3(0, R) ist, folgt aus Satz 1X.5.6

f € L*(Bs(0,R),R)
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<= r?cosff(rcospcosf,rsinpcosd, rsinf) € L' (Ug,R).

Fir

1 2
flz) = — el
]2
ex%+x%+x§

N

erhalten wir z.B.

72 cos O f (r cos p cos B, 7 sin p cos @, rsin §) = r cos = L'(Ug,R)

R 27 3 ,
/ fdx = / / / rcosfe” dfdedr
B3(0,R) o Jo J-
1

und

3
= 2r5e”]f[sin 0)2
= 2m(e™ —1).
IX.6. Die LP-R&aume

In diesem Abschnitt ist stets 1 < p < oo. Ist p > 1, so ist p’ gegeben
durch

1
_+_/:1
p p
d.h.
p
,_
P—p—_l-

Im Folgenden identifizieren wir Funktionen, die fast iiberall iiber-
einstimmen. Genauer: Durch

f~g = f—g=0{i.
wird auf M(R™ R) eine Aquivalenzrelation definiert. Wenn wir im Fol-
genden von einer Funktion f € M(R" R) sprechen, meinen wir dann
immer die entsprechende Aquivalenzklasse, ohne diese genauer zu be-
zeichnen.

DEFINITION IX.6.1. Wir definieren
IP(R"R) = L7 = {f € M(R",R) : | f]’ € L'(R", R)}
und setzen fiir f € L?

11 =1 scnsy = { [ 117}

Wir wollen zeigen, dass (L*, ||-]|,) ein Banachraum ist. Dazu benéti-
gen wir das folgende Hilfsresultat.
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SATZ 1X.6.2 (HOLDERSCHE UNGLEICHUNG). Seienp > 1, f € LP
und g € L¥'. Dann ist f - g € L' und

/ £ gl < I gl

BEWEIS. Sei 0 < a < 1 und f, : Ry — R definiert durch
falz) =(1—a)+ax — 2"

Wie man leicht nachpriift, ist f, auf [0, 1] monoton fallend, auf [1, c0)
monoton wachsend und f,(1) = 0. Also gilt

falz) >0 VzeR;.

Seien nun a,b € R und a = % € (0,1). Dann folgt

p
Oéf%(%)
1 1aP a
—(1-)4+ = -
( p)+pbp/ bp//p
B 1 +1ap ab
_p/ pbpl bp/
1 1
(%) — ab< —a’+ S0P
p p

Die Ungleichung (x) gilt offensichtlich auch fiir a = 0 oder b = 0.
O.E. sind f # 0, g # 0, da sonst die Behauptung trivial ist. Aus (x)
folgt mit

_f(@)]
T
_ Jg()]
ol
F@) g _1f@P | 1 lga)l” \
— v Y R™.
el =p 178 "7 g S

Aus Satz 1X.4.5 (S. 41) und Satz IX.4.13 (S. 45) folgt f-g€ L' und

||f||p||g||pf/ f-gl < ||f||p/ 7+ u P o [ 1ot

p

[—"BIP—‘ ’UI

SaTz 1X.6.3. (LP,|| - ||p) ist ein Banachraum.
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BEWEIS. 1. SCHRITT: LP IST EIN VEKTORRAUM. Fiir p = 1 ist
dies gerade Satz 1X.2.14 (S. 19). Sei also p > 1. Die Eigenschaft

fel’ ,aeR=>afcL”

ist trivial. Seien also f,g € LP. Da die Funktion x — z? auf R7 konvex
ist, folgt fiir alle x € R™

7(2) + (@)l = 2|3 (F@) + g(2)
<2 [l @)] +lo@)]

< 27 [ f(@))F +|g() ]

Hieraus und aus Satz 1X.4.5 (S. 41) folgt f + g € L*.
2. SCHRITT: || - ||, 1ST EINE NORM. Die Eigenschaften

Ifll, >0 YfelLr
Ifllp =0 < f=0
lefllp = lelllfll, Vfelf, aeR

sind trivial. (Man beachte unsere Vereinbarung bzgl. Funktionen, die
f.i. tibereinstimmen.) Die Dreiecksungleichung ist fiir p = 1 trivial. Sei
alsop>1und f,g € LP. O.E. ist f # 0, g # 0. Aus Satz [X.6.2 folgt

||f+g||§=/|f+g|”

p

—/!f+g\’”|f+g|
< / 1+ glPf) + Jg]

N 1/
<171 f17+ 577}
N 1/p
gl { [ 17+ 91077}

= 171+ llgllo |1 + 917"

Hieraus folgt die Dreiecksungleichung.
3. SCHRITT: (LP/|| - ||,) IST VOLLSTANDIG. Sei (fi)ren C LP eine
Cauchyfolge. Dann gibt es zu jedem k € N* ein N (k) € N mit

N(k+1) > N(k)
1 fn = fully <27 ¥m > N(k).

/

Definiere

91 = fna)
g = vy — fye—n YV =>2.
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und

k
hy, = Z |9u]-
=1

Dann ist (hy)gen+ eine monoton wachsende Folge positiver Funktionen
in LP mit

k
el < > Ml
=1

k
<l + Y 27
I—2

< 14| fnvallp-

Wegen Satz IX.3.7 (S. 31) konvergiert (h})ren f.ii. gegen eine positive
Funktion h € L' mit

/ = / Bl < [+ [ vl

Definiere i = h!/?. Dann gilt h € L, ]l < 14| fnayllp und Ay P h

k
f.ii.. Daher konvergiert (Z gl) ren -1 gegen eine messbare Funktion f

1=1
mit |f| < h. Also ist f € LP. Wegen

k
Zgl —flzoo f.ii.
=1
und
k
N g —fl<hi+[fI<2h
1=1

folgt aus Satz IX.3.11 (S. 34)

k
_ p
/’Zgl f] —0
=1
d.h.
k
If = fnwlle = I1F = ;ngp,H—O;O-
Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein k£ € N* mit
€
27k < =
2
und

£
If = fvallp < 3
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Fir m > N(k) folgt
1f = fulle SN = Fvwlle + v — fullp

€
<-4 27F
2+
<e.

Also konvergiert (fy)reny in LP gegen f. Damit ist die Behauptung ge-
zeigt. U

Aus Teil (3) des obigen Beweises folgt sofort das folgende Resultat:
SATz 1X.6.4. Seien f € LP und (fi)ren C LP mit

tin 1 — 1l = .
Dann gibt es eine Teilfolge (fr,)ien von (fr)ren mit fg, -~ f fii..

BEMERKUNG IX.6.5. Sei X ein Vektorraum. Auf X gebe es ein
SKALARPRODUKT, d.h. eine symmetrische Bilinearform (-,-) : X X
X — R mit den Eigenschaften

(S1) (u,u) >0 VYue X,

(S2) (u,u) =0 <= u=0.

Dann wird durch
lul| = (u,u)"? Yue X
eine Norm auf X definiert (Beweis!). Ist X mit dieser Norm vollsténdig,
so heifit X ein HILBERTRAUM. Satz [X.6.2 und Satz 1X.6.3 zeigen, dass
L? mit
(fo)= [ 19 ¥rger

ein Hilbertraum ist. Andere Beispiele fiir Hilbertraume sind R™ mit

(z,y) = Z'Tiyi Ve,y € R"

i1
und 2 mit

oo
(u,v) = Zukvk Yu,v € (2.
k=1
Wir wollen zeigen, dass Funktionen in L? ,,beliebig gut® durch , glat-
te Funktionen“ approximiert werden kénnen. Dazu benotigen wir einige
Begriffe und Resultate, die uns im néchsten Kapitel von Nutzen sein
werden.

DEFINITION IX.6.6. (1) Seien A, B Teilmengen eines normierten
Raumes (X, | - ||). Dann schreiben wir A€ B, wenn A kompakt und
A C B ist.

(2) Seien (X, - ||x) und (Y,| - |ly) normierte Rdume, U C X und
f U — Y eine Funktion. Dann heift

supp(f) ={z € U : f(z) # 0}
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der TRAGER von f.
(3) Sei U C R™ offen, nicht leer und k& € NU {+o00}. Dann ist

Co(UR) = {f € C*(U,R) : supp(f) € U}.

SATZ I1X.6.7. Sei U C R" offen und K C U, K # 0, kompakt. Dann
existiert eine ABSCHNEIDEFUNKTION ¢ € C3°(R™, R) mit

(1) supp(p) €U,
(2) 0 < p(x) <1 fir alle x € R",
(3) ¢(x) =1 fir alle x € K.

BEwEIs. Da K kompakt ist, gibt es ein m € N, Punkte xg, ...,z
€ K und Zahlen &, ..., d,, € R mit

B|_|2(l‘i,(5i> cU YO<i<m
K B (i 8),
i=0

wobei |.|o die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Sei § = I<Ill<Il d; und

i<m

O<e< %. Definiere
K, :{xGR”:ﬁi}I{ﬂx—yb <e}
= " mi — < .
Ky={zeR Iyrélll(lkc ylo < 3¢}
Dann sind K; und K5 kompakt und

KcK, CcKy,cCU.
Definiere die Funktion 7; : R" — R durch

_ — L} falls o]y < 1,
P(z) = {eXp{ et falls ol

0 sonst.

Wegen Beispiel IV.1.21 (S. 120, Analysis I) und Satz VIL4.12 (S. 69,
Analysis II) ist ¢ € C5°(R™, R) mit supp(¢)) = B} ,(0,1). Insbesondere
ist ¥ € L'(R",R). Definiere

(L5

Aus den Eigenschaften von ¢ und Satz 1X.3.15 (S. 38) folgt, dass die
Funktion ¢ : R™ — R mit

YT .
p(r) = / € 7/J(yT)XK1 (y)dy VxeR
aus C°(R" R) ist. Aus Satz IX.5.6 (S. 53) folgt

o(r) = V(2)xK, (x +ez)dz Vx € R".
R?’L
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Ist © & Ky, so ist By ,(z,e) N K; = ( und daher ¢(z) = 0. Also ist
supp(p) C Ky C U. Ist dagegen x € K, so ist B|,(x,e) C K; und
daher
px) = [ (z)dz=1.
R?’L

Schliefflich gilt fiir alle x € R™

0 <px) < P(z)dz = 1.
]Rn

Damit leistet ¢ das Gewdiinschte. U

BEMERKUNG IX.6.8. Aus Beispiel IV.1.21 (S. 120, Analysis I), Satz
VII.4.12 (S. 69, Analysis II) und Satz IX.3.15 (S. 38) folgt, dass es fiir
jedes k € N* ein C € R, gibt mit

su]é) HDkgo(x)Hﬁk(Rn,Rn) < cpe ",
zER™

SATZ I1X.6.9. Seien K C R", K # 0, kompakt und Uy, . ..,U,, C R"

m
offen mit K C U U;. Dann gibt es offene Mengen Vj, ..., V,, mit
i=0
VieU; Y0<i<m

K C U V.
i=0
BEWEIS. Zu jedem z € K gibt es ein 0 <4 < m und ein ¢, € R%
mit € U; und B),(,e,) C U;. Da K kompakt ist, gibt es ein k € N
und Punkte zq, ...,z € K mit

k
K C U BHQ(IJ’,&%).

j=0
Fir 0 <i: < m sel

Vi =U(Bplaj,e0) : Bu(aj,e2,) € Uid

DannistVi@UiﬁiralleogigmundKCUVi. O

i=0
SATZ 1X.6.10. Seien K C R™, K # 0, kompakt und Uy, ...,U,, C

R™ offen mit K C U U;. Dann gibt es eine PARTITION DER EINS auf
i=0

K, die der Uberdeckung Uy, . .., U,, untergeordnet ist, d.h., es existieren

Funktionen @y, ..., pm € CP(R™, R) mit

(1) supp(p;) €U; fir alle 0 <i < m,
(2) 0 < p; <1 fiiralle0<i<m,
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3) ) ¢wi=1aufK.
i=0
BEWEIS. Seien Vj,...,V,, wie in Satz 1X.6.9. Gemafl Satz 1X.6.7
gibt es Funktionen vy, ..., ¢, € C(R",R) mit
(a) supp(¢;) €U; fiir alle 0 < @ < m.
(b) Ogdjiglﬁiralleogigm,
(c) ¥y =1 auf V, fiir alle 0 < i < m.

Definiere
Yo = 1y
j—1
pi=v [JA—v:) 1<j<m.
i=0

Offensichtlich erfiillen ¢y, . .., ¢,, die Bedingungen (1) und (2). Durch
Induktion folgt

Se=t-Tlo-w
=0 i=0
Hieraus folgt die Bedingung (3). O

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Ergebnis {iber glatte Funk-
tionen in LP.

SATZ 1X.6.11. C§°(R™, R) ist dicht in LP(R",R).

BeEwels. 1. ScHrITT: T(R",R) 1ST DICHT IN LP(R" R). Sei f €

LP beliebig. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein ¢ €
T(R™,R) gibt mit ||f — ]|, <e. Wegen f = ft— f~ und [T, f~ € L?,
fT>0, f~ >0 kénnen wir o.E. annehmen, dass f > 0 ist.
Wegen Lemma 1X.3.6 gibt es zu jedem k € N* Funktionen gy, hy, € L™
mit

,gk Z 07

ﬁk Z 07

7 =0k — I
~ 1
/hk<E,

f?— ’§k||1lﬁ—0>00-

d.h.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit (gx)ren bezeich-
nen, folgt aus Satz 1X.6.4
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Sei g = E,i/p. Dann gilt
U f L.
also
und
[l 1 =l 11
< [llgxlly + I £1l,]"
~ 11
11 + 1 £ 111

1
< [+ 2377 + £ 1)

Also ist ([ |gk — fIP)ken beschrénkt und aus Satz IX.3.11 (S. 34) folgt

lim lgi — fll, = 0.

Wir kénnen also ohne Einschrinkung weiter annehmen, dass f? € L™
ist. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (¢r)ken C T(R"™, R)
mit

F— f7 Lii.

k—o0

o7

Indem wir gegebenenfalls zu ¢} iibergehen, konnen wir 0.E. g > 0 fiir
alle £ € N annehmen. Sei ¢, = &i/p € T(R™,R). Dann gilt

gpkk—>ff.i'1. und /(pir/fp.
Mit dem gleichen Argument wie oben folgt
lim |1 = gl = 0.

2. ScHRITT: C§°(R™,R) 18T DICHT IN T(R" R). Offensichtlich reicht
es zu zeigen, dass es zu jedem beschrankten Intervall I und jedem £ > 0
ein p € C°(R™, R) gibt mit

le = xallp < e

Sei also I ein beschrinktes Intervall und € > 0. Da Ol eine Nullmenge
ist, gibt es offene Intervalle I mit

ol C UIk, und Z)\n([k) < eP.

keN keN
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Sei U =1U U I;.. Dann ist U offen und

keN

A(UND) <) Aa(Iy) < <P
keN

Gemaf Satz I1X.6.7 gibt es ein ¢ € C°(R™, R) mit
supp(p) €U
0<p<l1
=1 aufl.

Dann folgt ~
Ixr = @lly < XM(UNDP < e.
Damit ist die Behauptung gezeigt.



KAPITEL X

Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Ankniipfend an den Satz iiber implizite Funktionen VII.5.9 (S. 83,
Analysis IT) definieren wir eine Mannigfaltigkeit als eine Menge, die lo-
kal als Nullstellenmenge einer glatten Funktion mit surjektiver Funktio-
nalmatrix dargestellt werden kann. Sie ist dann lokal auch darstellbar
als Graph einer glatten Funktion. Ausgehend von diesen Eigenschaften
definieren wir den Tangentialraum und die Orientierung einer Mannig-
faltigkeit.

Anschlielend definieren wir das Integral von Funktionen auf Mannig-
faltigkeiten, indem wir es mit Hilfe der lokalen Darstellungen auf ein
Lebesgue-Integral im R™ zuriickfiihren.

Als Anwendung berechnen wir verschiedene Oberflichen und zeigen
den Integralsatz von Gaufl zusammen mit einigen wichtigen Anwen-
dungen aus der Physik.

Danach wenden wir uns dem Differentialformen-Kalkiil zu. Differential-
formen sind alternierende Multilinearformen auf den Tangentialrdumen
von Mannigfaltigkeiten. Als Spezialfall der hier gezeigten allgemeinen
Ergebnisse erhalten wir die Resultate aus Kapitel VIII iiber Kurven-
integrale und Gradientenfelder zuriick. Als Hauptresultat der Theorie
beweisen wir den Stokesschen Integralsatz in seiner allgemeinen Form
und interpretieren ihn danach in der ,klassischen Sprache“ der Vek-
toranalysis. Auf diese Weise erhalten wir einige fiir die Anwendungen
wichtige Ergebnisse.

X.1. Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n,
a € N* und M C R" nicht leer. Wir erinnern an die Ergebnisse aus
Abschnitt VIL5, insbesondere an Satz VIL.5.9 (S. 83, Analysis II) und
Bemerkung VII.5.13 (S. 87, Analysis II).

DEFINITION X.1.1. Eine Teilmenge M des R™ heifit k-DIMENSIONA-
LE (UNTER-) MANNIGFALTIGKEIT DER KLASSE C*, wenn es zu jedem
g € M eine Umgebung U € U(xp) im R und ein f € C(U,R"*)
gibt mit
(1) MNU = ' ({0}),
(2) x¢ ist ein regulérer Punkt von f, d.h., Rang(Df(x¢)) = n— k.

69
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BEIspIEL X.1.2. (1) Die SPHARE
Sl ={reR": fo =1}
i=1

ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C* in R".

(2) Seien ay,...,a, € R. Das ELLIPSOID
E={zeR": ) (2)P=1
(rem =1

ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C*° in R™.
(3) Sei ¢ € R,. Das HYPERBOLOID
H={reR®: 2] +a;— a5 =c"}

ist fiir ¢ > 0 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Fiir ¢ = 0 ist
‘H keine Mannigfaltigkeit.
(4) Seien 0 < r < R. Der TORUS

T={xcR: (y/o?+ 23— R)?*+ 25 =r"}

ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C* in R3.
BEWEIS. AD (1): Beispiel VIL.5.10 (S. 85, Analysis II).
AD (2): Esist &= f~1({0}) mit

n
X

HOEDICOES

und . .
Df(z)=(2=%,...,2=2)£0 Vzek&.
aq (07%
AD (3): Esist H = f~1({0}) mit
flz) = af + a3 — a3 — ¢

und
Df(x) = (221,29, —223) # 0 Va € H sofern ¢ > 0.

AD (4): Esist 7 = f~1({0}) mit

flx)=(/z}+ 23— R+ 2 —r* Vo #0

und

Df(x)
1 2 1 2

#0 VrxeTl.
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Wenn wir im Folgenden ohne weiteren Zusatz von einer Mannig-
faltigkeit (kurz MFGKT) sprechen, so meinen wir stets eine Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C''. Im Folgenden geben wir verschiedene Cha-
rakterisierungen und Darstellungen von Mfgkten an. Dabei werden wir
spater diejenige wahlen, die fiir den konkreten Fall am geeignetesten
ist. Die folgende Charakterisierung ist bereits in Bemerkung VII.5.13
(S. 87, Analysis II) gegeben.

Satz X.1.3. M C R" ist genau dann eine k-dimensionale Mfqgkt
der Klasse C*, wenn es zu jedem xq € M nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten Umgebungen Uy von xy = (xo1, ..., Tok)
in R¥ und Uy von ] = (Tops1, .-, Ton) 0 R*F und eine Funktion
g € CY(U,R"%) gibt mit

(1) g(Uy) = Uy,
(2) MnN (Ul X UQ) = {(27’,1’”) S U1 X U2 s’ = g(ﬂ?/)}

BEWEIS. ,=—“: Folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen,
Satz VII.5.9 (S. 83, Analysis II) (vgl. Bemerkung VII.5.13 (S. 87, Ana-
lysis II)).

,<=": Folgt mit
f@ 2"y =a"—g(a") V(a',2") e U x Us.
O

Mfgkten der Dimension k£ konnen also lokal als Graph einer C'*-
Funktion von k-Variablen dargestellt werden. Wir erinnern daran (Be-
merkung VII.5.13 (S. 87, Analysis II)), dass wir im Spezialfall k = n—1
auch von HYPERFLACHEN reden. Die folgende Charakterisierung zeigt,
dass sich k-dimensionale Mfgkten lokal wie k-dimensionale Ebenen im
R"™ verhalten.

SAaTz X.1.4. Es sei
Ey={zeR": 21 =...=12,=0}

die k-dimensionale Ebene im R™. Dann ist M C R™ genau dann eine
k-dimensionale Mfgkt der Klasse C*, wenn es zu jedem xq € M eine
Umgebung U von xy in R™ und eine Umgebung V' von 0 in R™ und
einen C*-Diffeomorphismus F : U — V von U auf V' gibt mit

F(MNU)=VnNE.

BEWEIS. ,==“: Seien zy € M und xzj, xj, Uy, Uy und g wie in Satz
X.1.3. Dann leisten U = Uy x Uy und F : U — R" mit

F(2',2") = (22" — g(2")) V(2',2") € Uy x Uy

das Gewiinschte.
,<=": Definiere f : U — R"* durch

f(z) = (Fyp1(x),..., Fy(z)) YxeU.
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Dann ist M NU = f~1({0}) und
Rang(D f(x)) =n — k,
da Rang(DF'(zg)) = n ist. Hieraus folgt die Behauptung. d

DEFINITION X.1.5. Sei U C R* offen. Eine Abbildung ¢ € C%(U,
R™) heifit IMMERSION (DER KLASSE C?), wenn jedes x € U reguldrer
Punkt von ¢ ist. Ist ¢ € C*(U,R") eine Immersion und ¢ : U — V =

©(U) ein Homéomorphismus, so schreiben wir kurz: ¢ : U SV

SAatz X.1.6. M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse C'“, wenn es zu jedem xy € M eine Umgebung V' von xy in

M, eine offene Menge U C R* und eine Immersion ¢ : UsSv qibt.
BEWEIS. ,==“: Seien zy,z(,x, U, Uz und g wie in Satz X.1.3.
Dann leisten U = Uy, V = M N (U; x Us) und
p(t) = (t.g(t) VteU

das Gewiinschte.
,<=":Seity = p~(x). Daty ein reguldrer Punkt von ¢ ist, kénnen wir
o.E. annehmen, dass (D;p;(t0))1<i <k regulér ist, sonst fithren wir eine
Koordinatentransformation durch. Geméf Satz VIL.5.4 (S. 80, Analysis
IT) gibt es Umgebungen U C U von ty und V von z( = (zo1, ..., Tok)
in R¥, so dass (¢1,...,0%) : U — V ein C*Diffeomorphismus ist.
Definiere F : U x R"* — R" durch

E(Zla"‘7zn):Spi(zla"wzlc) 1§Z§k7

Fi(z1,...,20) = 2j + (21, .., 2) E+1<j<n.

Dann ist £ : U x Rk - V x R"* ein C“-Diffeomorphismus mit
F((U xR ™ NE) = (V xR*" )N M. Damit folgt die Behauptung
aus Satz X.1.4 angewandt auf F~!. O

DEFINITION X.1.7. Seien ¢, U und V' wie in Satz X.1.6. Dann heifit
(U, ¢, V) eine LOKALE PARAMETERDARSTELLUNG oder KARTE von
M. Eine Menge A = {(U,, ¢, Vy) : A € A} von Karten von M mit

M C U V3 heifit ATLAS von M.
AEA

BEMERKUNG X.1.8. Da Q™ abzéhlbar und dicht in R™ ist, besitzt
jede Mfgkt einen Atlas aus hochstens abzéahlbar vielen Karten.

BEISPIEL X.1.9. (1) Definiere ¢ : R — R? durch
©(t) = (cost,sint).

Dann ist ¢ eine Immersion und

{((o, =), 20,310, 370 ) (5, 57, Pl g 9L gw»)}
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ein Atlas von S*.
(2) Definiere ¢ : R x (—=1,1) — R3 durch
o(t,r) = (cos(2t)(2 — rsint),sin(2t)(2 — rsint), r cos t).
M = p(R x (=1,1)) heifit MOBIUSBAND. Wie man leicht nachpriift,

ist fiir jedes to € R <P|(t0—g,to+g)x(—1,1) ein Homoomorphismus. Weiter
gilt fiir jedes (t,7) € R x (—1,1)

Rang(Dep(t,r))

—2sin(2t)(2 — rsint) — rcostcos(2t) —sintcos(2t)
= Rang | 2cos(2t)(2 — rsint) — rcostsin(2t) —sintsin(2¢)
—rsint cost
= 2.

Also ist M eine 2-dimensionale Mfgkt der Klasse C*° in R3.

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten bei Kartenwechseln und
ist fiir spatere Anwendungen wichtig.

SaTz X.1.10. Seien M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C* und (Uy, 1, V1), (Us, @2, Vo) zwei Karten von M mit V. =ViNV, #
0. Dann sind Wy = o7 " (V) C Uy und Wy = @5 (V) C Uy offen, und
7=y o : Wi — Wy ist ein C®-Diffeomorphismus.

BEWEIS. Da V in V}, j = 1,2, offen und ¢; stetig ist, ist W} in Uj,
j = 1,2, offen. Konstruktionsgeméf ist 7 ein Hom6omorphismus. Sei
x] € Wy beliebig und

v =pi(z]) . 2 =e'(y) =T7(a}) € Wa.

Nach Satz X.1.4 existieren eine Umgebung U von y* in R", eine offene
Menge V' in R" und ein C'*-Diffeomorphismus F': U — V mit

F(MNU)=VNE,.

O.E. kbnnen wir U C V annehmen. Sei Wj = cpj_l(M NnU), j=1,2.
Auf Wy bzw. W, gilt

Fopi=(g1,---,9%0,...,0)
bzw.

Fopy=(hy,...,h0,...,0).
Da Rang(Dy,) = k und DF invertierbar ist, folgt

Rang(D(F o)) =k j=1,2,
so dass

g="(91,---,9k) Wy — BNV

h=(h,...,hi): Wo — ExOV
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C*-Diffeomorphismen sind. (Dabei betrachten wir Ej N V als offene
Teilmenge des R*.) Auf W, gilt aber

T=g; 0o =(Fopy)o(Foyp)=h"og.

Also ist 7 : Wl — Wg ein C*-Diffeomorphismus. Da 27 € W) beliebig
war, folgt hieraus die Behauptung. O

X.2. Tangentialraum und Orientierung

Seien a,b € R mit a < b und p € C'((a,b),R") ein regulirer Weg.
Dann ist Spur(p) eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit in R"™. Durch ¢
werden auf kanonische Weise Tangentenvektoren und eine Orientierung
fiir diese Mfgkt definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt diese Begriffe
auf allgemeine Mfgkten iibertragen.

Sofern nicht anders bemerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n und
a € N*. (-, -) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf dem R™

(u,v) = Zum Yu,v € R".
i=1

DEFINITION X.2.1. Seien M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C'* und xy € M.
(1) v € R™ heifit TANGENTIALVEKTOR an M im Punkte zj, wenn
es ein ¢ € R% und ein v € CY((—¢,¢), M) gibt mit y(0) = zo und
v (0) = v.
(2) T,y M = {v € R™ : v ist Tangentialvektor an M im Punkte x,}
heilt der TANGENTIALRAUM von M im Punkte z.
(3) u € R™ heifit NORMALENVEKTOR an M im Punkte zy, wenn gilt

(u,v) =0 YveT,,M.

(4) NyyM = {u € R" : u ist Normalenvektor zu M im Punkte x,}
heifit der NORMALRAUM von M im Punkte xg.

SAaTz X.2.2. Seien M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C% und xo € M. Dann gilt:

(1) T,, M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(2) Ny, M ist ein n — k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(3) Sei (U, ¢, V) eine Karte von M mit xg € V und yo = ¢~ *(x0).
Dann ist

Die(yo), - » Drsp(y0)

eine Basis von Ty, M.

(4) Sei U eine Umgebung von x¢ in R™ und f € CY(U,R"*) der-
art, dass xy ein requlirer Punkt von f und MNU = f~1({0})
i1st. Dann ist

TyoM ={v e R": (Vfj(zg),v) =0Vl <j<n-—k}
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BEWEIS. Seien
Ty = span{Dip(yo), - - - » Dxp(y0) }
Ty ={veR": (Vfj(xg),v) =0Vl <j<n-—k}
Dann sind 77 und 75 k-dimensionale Untervektorrdume des R™. Wir
zeigen: Ty C T, M C T5,. Hieraus folgen dann sofort die Behauptungen
(1), (3) und (4). Wegen (4) ist dann
NIOM = Span{vfl(x(])ta cee >anfk(x0)t}7

so dass auch die Behauptung (2) folgt.
T C Ty M:“ Sei

v=>Y Dip(y) €T
i=1
beliebig. Dann gibt es ein € € R%, so dass gilt

k
yo—i—tZaie,- elU Vte(—¢ge),

=1

wobei e; der i-te Einheitsvektor in R¥ ist. Definiere y : (—¢,¢) — R"
durch

k
Y(t) = ¢(yo + tz @i€;).
i=1
Dann ist v € C'((—¢,¢), M) und
7(0) = ¢(yo) = o
k
7 (0) = Z%Dw(yo) = .
i=1
Also ist v € T,,, M.

ZToeM C Ty Sei v € Ty, M, d.h., v = 4'(0) fiir einen C'-Weg ¢ €
C'((—¢,e), M) mit ¢(0) = xo. Dann gilt

fi(t) =0 V1<j<n-—kte(-¢5¢)

und somit
d
0= %fj(@b(t))h:o
= (V;((0)),4'(0))
= (Vfi(zo),v) VI<j<n-—k
Also ist v € Ts. -

Wir kénnen uns den Tangentialraum 7,,M im Punkte zy € M
,angeheftet* denken. Variiert x¢, so auch 7, M. Dies fithrt zu folgender
Definition.
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DEFINITION X.2.3. Sei M eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C?. Dann heifit

TM = {(z,v) €ER*™: 2 € M,v € T,M}
der TANGENTIALRAUM von M.

BEISPIEL X.2.4. (1) Es ist S"~! = f~1({0}) mit

fla) =2 ai-1.

Also ist
N,S" ' =span{(xy,...,7,)"}

und

T,S" ' ={veR": (z,v) =0}
Sei speziell n = 3. Wir wéhlen als Karte eine Polarkoordinatendarstel-
lung
x = 1(p,0) = (cos pcosb,sin pcosb,sinb).
Dann ist
T,S? = span{(—sin ¢ cos f, cos p cos §,0)"

(— cos psinf, —sin psin §, cos 0)'}.

(2) Es sit 7 = f~1({0}) mit

f(x)=(/z?+ 23— R+ a5 — 1
Also ist

T.T ={veR: (\/xf+x§—R)M+x3v3 =0}.
Vai+ a3

Als Karte kann man eine ,, Polarkoordinatendarstellung” wéhlen
x=(p,0) = ((R+1cosb)cosp, (R+rcosf)sinp,rsinf)’.
Dann ist
T, T = span{(—(R + rcos ) sin p, (R + r cos 0) cos ¢, 0)",
(—rsinf cos p, —rsin fsin ¢, r cos §)'}.
Wir kommen nun zum Begriff der Orientierbarkeit. Dazu benotigen
wir:

DEFINITION X.2.5. Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein C'-
Diffeomorphismus von U auf V. Dann heifit ¢ ORIENTIERUNGSTREU
bzw. ORIENTIERUNGSUMKEHREND, wenn gilt

det(Dp(z)) >0 VeeU
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bzw.

det(Dyp(x)) <0 Vz e U.

BEMERKUNG X.2.6. (1) Ist U zusammenhéngend und ¢ : U — V
ein C'-Diffeomorphismus, so ist ¢ entweder orientierungstreu oder ori-
entierungsumkehrend.

(2) Ist n = 1, so ist ein C''-Diffeomorphismus ¢ genau dann orientie-
rungstreu bzw. orientierungsumkehrend, wenn ¢ streng monoton wach-
send bzw. streng monoton fallend ist.

DEFINITION X.2.7. M C R" sei eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C*.

(1) Zwei Karten (U;, i, Vi), i@ = 1,2, von M mit V3 NV, # ()
heiflen GLEICHORIENTIERT, wenn der C“-Diffeomorphismus
T=9 00 Wi =l (VinVa) — Wa = ' (ViNTh)
orientierungstreu ist.

(2) Ein Atlas A von M heifit ORIENTIERT, wenn je zwei Karten
von A gleichorientiert sind.

(3) Eine ORIENTIERUNG O von M wird durch einen orientierten
Atlas von M gegeben.

(4) M heifit ORIENTIERBAR, wenn ein orientierter Atlas von M
existiert.

(5) Seien (M, Q) eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit einer zu-
gehorigen Orientierung O und (U, ¢, V') eine Karte von M. Die
Karte heifit POSITIV ORIENTIERT bzgl. O, wenn sie mit jeder
Karte des zu O gehorenden Atlasses gleichorientiert ist.

BEMERKUNG X.2.8. (1) Genau genommen ist eine Orientierung
O einer Mfgkt M eine Aquivalenzklasse orientierter Atlanten von M.
Dabei sind zwei orientierte Atlanten A, A" von M dquivalent, wenn jede
Karte von A zu jeder Karte von A’ gleichorientiert ist.
(2) Sei (M, ) eine orientierbare Mannigfaltigkeit und A = {(Uy, .,
V4) : XA € A} ein zu O gehoriger Atlas. Definiere i : R¥ — R* durch

i(ﬂ?h e ,[L’k) = (33'1, ooy Lh—1, —[L’k)

Dann ist A = {(i(Uy), px0i~%, Vi) : A € A} ein orientierter Atlas von
M, dessen Orientierung von O verschieden ist. Die Orientierung von
A wird mit —O bezeichnet und heiBt die zu O ENTGEGENGESETZTE
ORIENTIERUNG.

(3) Ist (M, O) eine zusammenhingende, orientierbare Mfgkt, kann man

zeigen, dass auf M nur die Orientierungen O und —QO existieren.
BEISPIEL X.2.9. Definiere o, : R — R? durch
©(t) = (cost,sint)
WY (t) = (sint,cost).
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Dann sind

A= { <(0> gﬂ->7 90|(0,g7r)> 90((07 gﬂ‘))>,

2

(6, 27, Plen oy (0 gm}
und
A= {((o, 51, Vloge (0, 57)),

((m, 2, e gy (0 gm))}

Zwei entgegengesetzt orientierte Atlanten von S?.

Eine Orientierung von M induziert auf kanonische Weise fiir jedes
x € M eine Orientierung von T, M.

DEFINITION X.2.10. Seien (M,O) eine orientierbare Mfgkt und
xog € M. Eine Basis {vq,...,vx} von T, M heifit POSITIV ORIENTIERT
bzgl. O, wenn fiir jede bzgl. O positiv orientierte Karte (U, ¢, V') mit
To € %4 gllt

det(A) > 0,
wobei die Matrix A definiert ist durch

k
vi=> AyDje(y), yo=¢ '(z0), 1<i<k
j=1
Ist M C R™ eine Hyperflache, so ist fiir jedes x € M der Normal-
raum N, M eindimensional, enthélt also genau zwei Einheitsvektoren.
Wir wollen zeigen, dass eine Hyperfliche M genau dann orientierbar
ist, wenn von diesen Vektoren einer ausgewihlt werden kann, so dass
die entstehende Abbildung M — R"™ stetig ist. Dies wird préazisiert
durch:

DEFINITION X.2.11. Sei M C R" eine C*'-Hyperfliche.
(1) Eine Abbildung v € C(M,R") mit den Eigenschaften
v(xz) € N, M,
)]l = 1
fiir alle z € M heifit EINHEITSNORMALENFELD auf M.
(2) Ist M orientierbar und v ein Einheitsnormalenfeld auf M, so
heifit v bzgl. der Orientierung O POSITIV ORIENTIERT, wenn

fiir jedes * € M und jede bzgl. O positiv orientierte Basis
{v1,..., 051} von T, M gilt

det(v, vy, ..., v,-1) > 0.
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BEMERKUNG X.2.12. Wegen Definition X.2.7 héngen die Definitio-
nen X.2.10 und X.2.11 (2) nicht von der Wahl der Karte bzw. Basis
von T, M ab.

SATz X.2.13. Eine C'-Hyperfliche M C R" ist genau dann orien-
tierbar, wenn auf M ein Finheitsnormalenfeld v existiert.

BEWEIS. ,—“: Sei + € M und {vy,...,v,_1} eine positiv orien-
tierte Basis von T, M. Da N, M eindimensional ist, gibt es genau ein
v(x) € R™ mit

[v(z)ll2 =1,
v(z) € N, M,
det(v(x),v1,...,v5-1) > 0.
Wir miissen zeigen, dass die so konstruierte Funktion v : M — R"
stetig ist. Sei dazu xg € M beliebig und U € U(zp), f € C'(U,R) wie

in Definition X.1.1 (S. 69), d.h., MNU = f~1({0}) und z, ist regulérer
Punkt von f. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, wird durch

1

V()= -——=—+—Vf(x) Ve eU
IVf ()2
eine stetige Funktion v : U — R" definiert mit
[(@)ll2 =1,
v(x) € N;M

fiir alle z € U. Indem wir notigenfalls zu — f iibergehen, kénnen wir
7(z) = v(zo) annehmen. Sei nun (U, ¢, V) eine positiv orientierte
Karte mit 7o € V und 3 = ¢ (o), W = ¢ {(V N U). Indem wir
gegebenenfalls U verkleinern, konnen wir annehmen, dass W zusam-
menhéngend ist. Durch

y = Aly) = det (7(0(1), Drg(W), - Du-16(v))

wird eine stetige Funktion A : W — R mit A(yo) > 0 definiert. Wegen
Satz X.2.2 (4), Definition X.1.7 (S. 72) und Definition X.1.5 (S. 72) gilt
A(y) # 0 fiir alle y € W.Da W zusammenhéngend ist, gilt A(y) > 0
fiir alle y € W. Hieraus und der Definition von v folgt

U(p(y) = v(ply) VyeW.

Also ist v in xg stetig.

,<=": Sei nun v ein Einheitsnormalenfeld auf M. Sei x € M und
(U, ¢, V) eine Karte von M mit z € V. Indem wir U nétigenfalls ver-
kleinern, kénnen wir annehmen, dass U zusammenhéngend ist. Dann
ist

Aly) = det (v (). Dig(y), - Du1p(v))
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eine stetige Funktion auf U, die nirgends verschwindet. Indem wir noti-
genfalls die Transformation (y1,...,yn_1) — (Y1,.-., —Yn_1) vorschal-
ten, konnen wir

A(y) >0, YyeU

annehmen. Sei A der so konstruierte Atlas von M. Wir miissen zeigen,
dass A orientiert ist. Seien dazu (U, p;, V;), i = 1,2, zwei Karten von
Amit V=ViNnVy #0. Sei W; = ;1 (V),i =1,2, und 7 = @5 " 0 1,
d.h.

w1 =¢20T.
Fir y € W; gilt dann

D1 (y) = Da(1(y)) - D7(y)

und

0 < det (V(gol(y)), Dyp1(y), ... ,Dn—14ﬂl(y)>

0 < det (v(pa(r(0). Digpa(r(0). .. Duroalr(v))

Also ist
det D7(y) > 0,

d.h., die Karten (U, 1, V1) und (Us, @2, V3) sind gleich orientiert. [J

BeispieL X.2.14. (1) v(z) = x ist ein Einheitsnormalenfeld auf
Sn—L
(2) Die Funktion

1 9 9 X1 )
vic)=—-\\/x +x —R—, \/.’1)2+$2—R—,$ ¢
() T‘( 1 2 )\/m( 1 2 )m 3)

ist ein Einheitsnormalenfeld auf dem Torus 7.
(3) Das Mébiusband ist nicht orientierbar. DENN: Sei ¢ wie in Beispiel
X.1.9(2) (S. 72). Eine leichte Rechnung liefert

Tp(1,00M = span{(—sin(2t), cos(2t), 0)Y,

(—sint cos(2t), — sin ¢ sin(2t), cost)'}.

Also ist
Ny0)M = span{(cost cos(2t), costsin(2t), sin¢)'}.
Setze zur Abkiirzung
u(t) = (costcos(2t), costsin(2t),sint)".
Gébe es ein Einheitsnormalenfeld v auf M, so auch eines mit
v((0,0)) = p(0) = e1.

Stetige Fortsetzung lings o(t,0), =5 <t < 7, liefert dann

v(p(t,0) = plt) V—-F<t<z.
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Hieraus folgt aber
™ T
—e3 = #(—5) =v(—2¢) = M(§) = e3.

Dies ist ein Widerspruch.

X.3. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n und
a € N*. (-, ) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf R". Funktio-
nen, die auf Teilmengen des R™ definiert sind, werden durch 0 auf ganz
R™ fortgesetzt. Wir wollen Funktionen auf k-dimensionalen Mfgkten
im R"™ integrieren. Insbesondere sollte das Integral der Funktion f =1
das k-dimensionale Volumen der Mfgkt liefern. Auflerdem sollte das
Integral iiber die Mfgkt mit Hilfe von Karten auf ein Lebesgue-Integral
in R* zuriickgefiihrt werden.

Zur Motivation betrachten wir folgende Situation. Sei U C R* offen

und ¢ : U< M = p(U) C R™ eine Immersion. Sei o € U und
vo=(xg) , v;=Dip(zy) 1<i<k.

Dann wird fiir € > 0 die Mfgkt M in der Niahe von vy durch die ,, Tan-
gentialebene*

k
€ .
E:{y:’l)o—l-zltﬂ]z’tl‘ §§71§Z§k}
approximiert. Seien vgy1,...,v, € R"™ paarweise orthogonale Einheits-
vektoren mit
(v,v;) =0 VI<i<k<j<n.
Sei

P:{y:v0+2tivi:|ti|§ 1<i<hk 0<t <1, k+1§j§n}
=1

£
2 )
das Parallelepiped der Hohe 1 iiber E. Dann ist A, (P) ein MaB fiir das
k-dimensionale Volumen von E. Aus Satz IX.5.6 (S. 53) folgt

M(P) =¥ det(vy, ..., v,)|
= cky/det(vy, ..., vp)2
= cky/det((vr, ..., v0)tH w1, ..., 00))

= €k\/det((vz‘a Uj)1<i j<k)-

Also ist
9o (o) = det((vi, v))1<i j<k)
ein guter Kandidat fiir das Volumenelement von M und [;; \/g,(z)dzx

ein Kandidat fiir das k-dimensionale Volumen von M. Diese Ideen wer-
den wir nun prézisieren.
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DEFINITION X.3.1. Seien U C RF offen und ¢ € C%(U,R") eine
Immersion. Dann heif3en

Gy(z) = ((Dip(x), Djsp(x)) 1<ijer € C*7HURMF)
und

9,(x) = det G,(x) € C*(U,R)
der MASSTENSOR und die GRAMSCHE DETERMINANTE von .

BEMERKUNG X.3.2. Wegen ( (DZQO(ZE), DJQO(.T)) )lgi,jgk = DQO(ZE)t .
Dp(x) ist G,(x) positiv semi-definit. Da Dp(z) den Rang k hat, ist
G, (x) sogar positiv definit und damit g,(z) > 0 fiir alle z € U.

SATZ X.3.3. (1) Seien U,V C RF offen, p € C*(U,R"™) eine Im-
mersion, 7 : V. — U ein C*-Diffeomorphismus und v = por1 €

C*(V,R™). Dann ist
6u(2) = g,(r(@))| det Dr(@)? Va € V.

(2) Sei M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C*, f : M — R
eine Funktion mit kompaktem Triger, A = {(U;, i, V;) : 1 < i < m}
und A" = {(U}, ¢}, Vj) : 1 < j <m'} 2wei Atlanten von supp(f) N M
und {o; : 1 <i<m} und {a; 11 < j <m'} zwei Partitionen der Eins
auf supp(f) N M, die A bzw. A" untergeordnet sind. Dann gilt

;0w fopi\/Is € LYULR) V1I<i<m
(E)Q;O@;.fo@;. /g_wgeLl(U]{,R) v1§]§m/
In diesem Fall ist

/ D aiogi- fovi /i,
R

k
=1

o / / /
_/szlajogpj-fogoj- /g%,.
‘]:

BEWEIS. AD (1): Aus der Kettenregel, Satz VII.3.3 (S. 60, Analysis
1), folgt

gy () = det(Dy(x)' Dy ()
= det([Dyp(7(2)) - D7(2)]'[Dyp(7(x)) - D(2)])
= (det D7(x))* det(Dy(7(2))' Dip(7(x)))
= | det D7(z)*g,(7(z)) Vz €V.
AD (2): Seien 1 <i<mund 1 <j <m' so, dassV:V;ﬂVj’#@ist.
Sei Wi = ¢, {(V), W] = ¢'; (V) und

_ -1 /
Tij = ¥; O @
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Aus Teil (1) und Satz IX.5.6 (S. 53) folgt
a; o+ fopi /g € L'(U,R)
= ;0 fowi-ajop /g, € L*(W;,R)
:>Oéi090i07ij'f090i07ij'CY;-C’%OT@'J"
A/ Gp; © Tij * ]det DTZ'j‘ € Ll(I/Vj,R)
= oy ajoyl- foy -, /g€ L'(W;,R).
Summation iiber ¢ liefert

ooy foyl /9, € L'(ULR),

da ZO"' o gp} = 1 auf U; ist. Durch Vertauschen der Rollen von A,
i=1

{ai} und A', {o/;} folgt die behauptete Aquivalenz und die Gleichheit

der Integrale, da

Y (aiog;-ajop)) =ajop; VI<j<m'
=1
und
Z(%’O%'Oﬁos@i) =q;0p Vi<i<m
j=1
1st. 0

Wegen Satz X.3.3 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION X.3.4. Sei M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C.

(1) Eine Funktion f : M — R mit kompaktem Tréger heifit IN-
TEGRIERBAR auf M, wenn es einen Atlas {(U;, ¢;, Vi) : 1 <
i < m} von supp(f) N M und eine dem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins {a; : 1 <i < m} auf supp(f) N M gibt mit

;0 @i+ fowi-\/dp € L'(Uy,R) V1 <i<m.
In diesem Fall heif3t

[ 1= [ sas= [ st
:i::/waiogoi-fow'\/g_%

das INTEGRAL von f auf M. Die Menge aller auf M integrier-
baren Funktionen wird mit L'(M, R) bezeichnet.
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(2) Eine beschrinkte Teilmenge A C M heilt INTEGRIERBAR,
wenn x4 € LY(M,R) ist. In diesem Fall heifit

o(A) = /M X

das k-DIMENSIONALE VOLUMEN von A. Ist o4(A4) = 0, so
heifit A eine k-DIMENSIONALE NULLMENGE in M.

BEMERKUNG X.3.5. (1) Die Einschrankung ,supp(f) kompakt*
ist rein technischer Natur und kann wesentlich abgeschwicht werden.
Insbesondere ist sie hinféllig, wenn M bis auf eine k-dimensionale Null-
menge durch eine Karte iiberdeckt werden kann.

(2) Ist A C M integrierbar und als Teilmenge des R™ messbar, so muss
man deutlich zwischen o;(A) und A, (A) unterscheiden. In der Regel
ist

A(A) =0 aber ox(A)>0.
(3) Ist I C R offen und beschriinkt und ¢ € C'(I,R") ein regulirer
Weg, so ist

g0 =¥z,

und die Liange des Weges stimmt mit dem eindimensionalen Volumen
von Spur(yp) iiberein.

Man kann die Ergebnisse aus Kapitel IX direkt auf das Integral auf
Mfgkten iibertragen. Wir geben hier einen Teil an.

SATZ X.3.6. Sei M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
ce.
(1) LY(M,R) ist ein Vektorraum. Sind f,g € L* und a, 3 € R, so
qilt
(@) folaf+B8g)=a [y f+5 [y

(c) [f] € LY(M,R) und | [, f1 < [y, ]
(2) Seien (fi)ien C L'(M,R) und f : M — R eine Funktion mit
fll—>f fii. auf M (f.1i. bzgl. o1!). Es gebe ein g € L*(M,R,)

mat
il <g VIEN fii. in M (fi. bzgl. o).
Dann ist f € LY(M,R) und

[ o=t [ 5

BeEweis. Folgt direkt aus Definition X.3.4, Satz 1X.2.14 (S. 19) und
Satz IX.3.11 (S. 34). O

BEISPIEL X.3.7. (1) Definiere ¢ : (0,27) x (—%,%) — R? durch
(e, 0) = (cospcosb,singcosh, sinb).
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Dann ist
= (—sinpcosf,cos @ cosb,0)
Dgw (— cos psin @, — sin psin 0, cos )
cos?f 0
((Dith, D) h<ij<o = ( 0 1)

und
Gy = cos? 6.

Wie man leicht nachrechnet, ist S*\¢((0,27) x (=%, %)) eine 2-dimen-
sionale Nullmenge. Daher gilt fiir jedes f € L1(S? R)

L]

Insbesondere ist

f o ¥(p, ) cos 0d9>dgp.

us
2

09(S5?) = /027T (/j cos 9d9)d<p

= 4.

(2) Sei I C R ein beschriinktes, offenes Intervall und f € C'(I,R%).
Die ROTATIONSFLACHE

M={z R : 23 /22 +1}= f(x3)}

ist eine zweidimensionale Mfgkt. Bis auf eine zweidimensionale Null-
menge wird sie durch die Karte (U, ¢, V') mit

U=1x(0,2m)

(
o(r, ) (f(r)cost, f(r)sint,r)
o(U)

dargestellt. Es ist

= (f'cost, f'sint, 1)
= (—fsint, f cost,0)

1+ 72 0
(Di, Djp))1<ij<e = / 5
0 f
und

9o (r,t) = f(r)\/ 1+ f1(r)",

/ /f 1+ f/(r)’d )dt

Dabher ist
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= 27r/f 1+ f/(r)’d
sofern das letzte Integral endlich ist (z.B., wenn f € C1(I,R%) ist).
(3) Sei U c R™! offen und F' € C*'(U,R). Der GRAPH von F
M={zeR" (z1,...,2p1) €Uz, = F(x1,...,2,-1)}
ist eine Hyperfliche in R". M wird durch die Karte (U, ¢, M) mit
o(t) = (t1, ... tn1, F(t1, ... tn_1)) VtEU

dargestellt. Es ist
_ Enfl

wobei E,,_; die (n — 1)-reihige Einheitsmatrix ist. Damit folgt
ge =1+ |VFIj.

on1(M :/,/H VF|2,
1(M) g IVE|3

sofern das letzte Integral endlich ist.

(4) Sei

Also ist

M ={z e R": ||z]s =r,x, > 0}

die OBERE HALBSPHARE mit Radius r > 0. Sie ist Graph der Funktion
F:U — R mit

U={teR" " |t]a <r} =B, 1(0,7)

Wegen

DiF(t) = — Ft(i) Vi e U

t
folgt fiir die Immersion ¢ aus Teil (3)

Voolt) = 1+ vteU.

Daher gilt fiir jedes f € L'(M,R)

,
ft\/r? = H I15) == dt
J=1 T
[ Il d
= flrz,ry/1—||z]|5) —== dz,
Bn_1(0,1) 1- HZH%

wobei wir die Transformation ¢ = 7z auf R*~! angewandt haben.
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Seien U,V € R" offen, F : U — V ein C*-Diffeomorphismus und
M C U eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C®. Dann ist F'(M)
ebenfalls eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C* (Ubungsaufgabe).
Einen Transformationssatz analog zu Satz 1X.5.6 (S. 53) kann man
fiir die Integrale auf M und F(M) nicht in der dortigen einfachen
Form und Allgemeinheit angeben. Ist allerdings F’ die Komposition von

Translationen, Rotationen oder Homothetien, so gibt es ein einfaches
Analogon zu Satz IX.5.6 (S. 53).

SATz X.3.8. Set M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C“. Die Diffeomorphismen 7,,p, 0, : R" — R" seien definiert durch

(TRANSLATION) T.(x) =a+z (a€R" fest)
(ROTATION) p(x) =Qxr (Q € O(n) fest)
(HOMOTHETIE) O,(z) =rx (reR% fest).
Dann gilt

feL'MR) < for, '€ L' (1,(M),R)
< fop e L(p(M),R)
< foO;!'c L'O6,(M),R).

/TG(M)fOTa‘l:/Mf,
/p(M)fop‘lz/Mf,
/@T(M)fogrlzrk/zwf'

BeEWEIs. Sei (U, ¢, V) eine Karte von M. Dann sind (U, 7, o ¢,
7.(V)), (U, pop, p(V)) und (U, O, 0¢,0,.(V)) Karten von 7,(M), p(M)
und O, (M). Weiter ist

In diesem Fall ist

Gracp = Gy
Gpop = det(D(po ) D(pop))

= det(D¢'Q"'QDy)
=g,
go,00 = det(D(6, 0 9)' D(O, 0 ¢))
= det(r’Dy' D)
=1r?g,.

Damit folgt die Behauptung aus Definition X.3.4 und Satz 1X.5.6 (8.
53). O
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Der folgende Satz ist eine interessante Variante des Satzes von Fu-
bini, Satz [X.3.3.

Satz X.3.9. Sei f € L'(R™,R). Dann ist fir \y fast alle r € R,
die Funktion f auf der Sphéire OB(0,r) integrierbar und es gilt

[ =[] stisto)
- /OOO{ /BB(OJ) f(ry)ds(y) jr~dr.

*={reR": £, >0}

BEWEIS. Seien

der obere bzw. untere Halbraum. Da R"™! x {0} eine Nullmenge in R"
ist, reicht es, die Behauptung fiir fyy+ zu beweisen. Wir betrachten
nur g = fyp+. Der andere Fall ist vollig analog.

Sei U = B, 1(0,1) = {u € R"! : |lu|lz < 1}. Wie man leicht nach-
rechnet, ist & : U x R* — H™ mit

O(u,r) = (rug, ..., ru,_1,71/1 — ||ul]3)

ein C*°-Diffeomorphismus mit

(0. 1) ( rE,_1 u >
D®(u,r) = ru / 2
) __ru 1 _

V1-lul3 Il
und

det DO(u,7) =" \/ = fullz +r" 1ﬁ/1HUHII2 12
- 2

N \/1 —ul}’

Aus Satz IX.3.3, Satz IX.5.6 (S. 53), Satz X.3.8 und Beispiel X.3.7 (4)
folgt daher

/Hﬁ’—/ / ru,ry/ 1= ul} >17"i—‘|1|u”%du}dr
:/0 { /anmm (y)ds(y) par
— /()oo{/aB((Ll)mH g(rz)ds(z)}rn—ldr_

BEISPIEL X.3.10. (1) Aus Satz X.3.8 folgt fiir x € R, € R%
On1(0B(x,7)) =" to,_1(S"h).
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Sei 7, = 0,_1(S™!) und w,, = A\,(B,(0,1)). Aus Beispiel IX.5.7(1) (S.
55) und Satz X.3.9 folgt

1
wn:/ 01 (S" " Ldr
0
1

= —Tn

und somit

Tn — MWy,

7.{.71/2

G+ 1)
B 27Tn/2
I'(3)

(2) Sei F' € L'(R",R) ROTATIONSSYMMETRISCH, d.h.
F(z) = f([lz]2) vz <R
mit f: R, — R. Aus Satz X.3.9 folgt

/n F= /OOO rf (F)r"

27rn/2 n—1
F(%)/Rf(r)r dr.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wollen wir den GAUSSSCHEN IN-
TEGRALSATZ beweisen. Er verbindet das Integral iiber eine beschréankte
Teilmenge M des R™ mit einem Integral iiber dem Rand OM von M.
Fiir seine genaue Formulierung und den Beweis bendtigen wir einige
Notationen und Hilfsresultate.

=N

DEFINITION X.3.11. Sei K C R" kompakt. Es gebe zwei disjunkte
Teilmengen Ogr K und ds K von 0K mit folgenden Eigenschaften:
(1) OrK ist relativ offen in 0K.
(2) Zu jedem zq € OpK existiert eine Umgebung U von zy in R”
und eine Funktion ¢y € C'(U,R), derart dass jedes z € U
reguldrer Punkt von ¢ ist und dass gilt

KNnU={xeU:¢(x) <0}
(3) lim 7'\, ( | Blaie)) =0.

e—0+
r€ds K
(4) 0K = 0rK U 0sK.
Dann heifit K STUCKWEISE GLATT BERANDET. Ist OgK = (), so heifit
K GLATT BERANDET. 0rK und 0gK heiflen der REGULARE bzw. SIN-
GULARE RAND von K.
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BEIspIEL X.3.12. (1) Die Kugel B(0,1) C R™ ist glatt berandet;

die Funktion .
Y(r)=> al -1
i=1

leistet das Gewtinschte.
(2) Der Zylinder Z = {z € R®: 22+ 23 < 1,0 < 23 < 1} ist stiickweise
glatt berandet mit

OrZ ={zeR®: 2i+25=1,0<23 <1}
U{z e R®:2? + 235 < 1,23 = 0}
U{z eR®:2? +25 < 1,23 =1}
und
0sZ ={x € R’ : 2] + 25 = 1,23 =0}
U{z e R®: 2]+ 23 = 1,23 = 1}.

Die Funktionen

Vi(z) =2y + 33— 1
%(37) = —I3
¢3(?[)) = T3 — 1

leisten das in Bedingung (2) Gewiinschte. Fiir ¢ > 0 ist

)\3< U B(:c,e)) —2({z € R : (/a2 +a2 — 1) + 22 < £2))

€57
€ 27 2
= 2/ / / (1 + 7 cos6)dfdpdr
o Jo Jo
=2 (27r)2/ rdr
0
= 4r%e?
und daher
6_1)\3< U B(:L‘,&)) = 4n’e

T€Dgz
— 0.
e—0

SATzZ X.3.13. Sei K C R"™ kompakt und stiickweise glatt berandet.
Dann ist Op K eine Hyperfliche.

BEWEIS. Seien xy € JrK beliebig und U, v wie in Definition
X.3.11. O.E. konnen wir U N 0sK = () voraussetzen, da OrK rela-
tiv offen in OK ist. Wir zeigen, dass dp K NU = ¢\ ({0}) ist. Hieraus
folgt dann die Behauptung.

Sei zunéchst € U mit 1(z) < 0. Dann gibt es eine Umgebung V' von
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xmit V C Uund ¢(y) <0 fiir alley € V. Alsoist V C K und damit x
innerer Punkt von K. Dies zeigt Ox K N U C ¢~ '({0}). Sei nun x € U
mit ¢(x) = 0 und v = grad¢(z) # 0. Fiir hinreichend kleines ¢ gilt
dann
Y(x + tv) = Y(x) + tDY(z)v + r(tv)
= tllvll5 + r(tv)
mit lir% t~'r(tv) = 0. Also gibt es ein € > 0 mit

Y(x+tv) >0 VO<t<e
Y(x+tv) <0 V—e<t<0

und somit

r+tveg K YVo<t<e
r+tve K V—e<t<.

Also ist # € 9K und wegen U N 0sK = () aus OgK. Mithin ist
Y~ 1{0}) c dgK NU. O

SATzZ X.3.14. Sei K C R"™ kompakt und stiickweise glatt berandet.
Zu jedem xg € OrK existiert genau ein Vektor v(xg) € R™ mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) v(xg) € Ny OrK.
(2) [|v(zo)ll2 = 1.
(3) Es gibt ein € > 0 mit
xo+trv(rg) € K YO<t<e.

Der Vektor v(xg) heifft AUSSERER NORMALEN-EINHEITSVEKTOR von
K im Punkt x,.

BEWEIS. EXISTENZ: Seien xy € 0rK beliebig und U und ¢ wie
in Bedingung (2) von Definition X.3.11 mit U N dsK = 0. Aus dem

Beweis von Satz X.3.13 folgt, dass v(zg) = % das Gewiinschte
leistet.

EINDEUTIGKEIT: Da nach Satz X.2.2 (S. 74)
N, OrK = span{V(xz¢)}
ist, folgt
v(xg) = AV(zg) mit A € R.
Wegen (2) ist [A] = [|[Vab(x0)|l5 " Wegen (3) folgt A > 0. Also ist v(xg)

eindeutig bestimmt. U

BEMERKUNG X.3.15. Sei K C R" kompakt und stiickweise glatt
berandet. Aus dem Beweis von Satz X.3.14 folgt, dass die Zuordnung
x +— v(z) auf OgK stetig ist. Insbesondere ist Og K orientierbar.
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SATZ X.3.16. Sei U C R™ offen, U # 0, und f € C§(U,R). Dann
gilt fir alle 1 <i<mn

0
/U aSL_if(yc)dyc = 0.

BEWEIS. Sei R > 0 so, dass supp(f) C By (0, R) ist. Indem
wir f auerhalb U durch 0 fortsetzen, erhalten wir eine Funktion aus
Cj(R™,R) mit gleichem Triger. Fiir 1 < ¢ < n folgt dann aus Satz
X.3.3

i &Cif(w)dw
- /B| loo (0:F2) axzf(x)dx

= / / / dl’l}del dl’i,1d$i+1 Ce d(]ﬁn
R Li

g

Sarz X.3.17. Seien U' C R"™ offen, [ = (o,3), a < 3, g €
CYU'",R) mit g(U') C I und

A={(2"2,) €U xI:2, <g(z)}
M={("z,) €U x1I:x,=g(z)}.
Dann gilt fiir alle f € C{(U' x I,R) und alle 1 <i<n

5y (@de = | f(x)vi(z)dS(z),
A 7 M
wobes
dg(x’
nw) = ~(1+ Vg2 <
V() = (1+ [ Vg(a)[l3) "
18t.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass geméf} Beispiel X.3.7 (3) M
eine Hyperfliche und die Gramsche Determinante gleich 1+ ||Vg(z')||3
ist.

FALL 1 < i <n—1: Definiere F : U" x I — R durch

F(x', z) = /Z f(2', x,)dx,.

Dann gilt
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oF =0 ,
a—xi(x,z)—/a awif(x,z)dxn

und daher

o [ ) ) )
o [ I = S P ()

3xi

= R gl

a / / ag /
+ P g 52 @)

g(z")
— / 0 f(x/,xn)dxn

8ZEZ‘
0
+ (@ g@) (@),

Da die Funktion 2’ +— F(2/,g(z")) kompakten Trager in U’ hat, folgt
aus Satz X.3.16

0
U’ 31‘2
Damit folgt aus Satz X.3.3

F(2',g(2"))dz" = 0.

/

of B 9(@) 9 ) ,
o (x)dx = /U/{/a 6$Zf<x ,xn)dxn}dx

8 / / /
- | GoF@ g

- [ 6 g g i
= [ r@mis

FALL i = n: Es ist wegen Satz X.3.3 und supp(f) € U’ x I

/A 5inf(x>dx B //{/@g(”/) %f@',xn)dwn}dm’

= [ {1 g - ' o) o

=0

= [ 1 gaas’

= /M f(@)vp(x)dS(z).
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DEFINITION X.3.18. Sei U C R” offen und f € C'(U,R"). Dann
ist die DIVERGENZ von f definiert durch
— Jf;
i=1 2

V-f=divf=

SATZ X.3.19 (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ). Sei K C R™ kompakt
und stickweise glatt berandet mit o,,_1(0rK) < 0o. Dann gilt fiir jede

offene Menge U C R™ mit K C U und jedes f € C*(U,R")

/K div fdz = /a RK(f,V)dS(x),

wobei v das duflere Finheits-Normalenfeld an OrK 1ist.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Da K kompakt ist, gibt es Zahlen
1 <my < mgr < mg und offene Mengen U;,1 <7 < mg, mit folgenden
Eigenschaften:

(2) U; C K fur alle 1 <1 < my.

(3) U;NdsK = { fiir alle mg < i < mpg und nach einer eventuellen
Koordinatentransformation hat U; die Gestalt U; = U’ x I mit
U c R offen, I = (o, ) CR, a < 8 und

UNK={(,2,) €U xI:x, <g(z)}
fiir ein g € CY(U’,R) mit g(U’) C I.
(4) U; = B(xj,e) mit z; € 0K fiir alle mp < i < mg.

Sei aq, ...,y eine Partition der Eins auf K, die Uy, ..., Uy, unter-
geordnet ist. Definiere
ms
Pe = Z Q.

i=mpr+1
Fiir 1 < j < my folgt aus Satz X.3.16 angewandt auf die Komponenten
von «; f
/ div(ef)de =0 = / (o f,v)dS.

K ORK
Fiir mg < 7 < mpg folgt aus Satz X.3.17 angewandt auf die Komponen-
ten von « f

/ div(e, f)dx = / (o f,v)dS.

K ORK

Summation iiber j = 1,..., mp liefert wegen

mp
Zozjzl—gogaufK

=1
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die Identitat
() [ (= panas = [ (1= fmis

Fiir € — 0 konvergiert ((1 — ¢.) f,v) punktweise auf O K gegen (f,v)
und ist fiir jedes € > 0 beschrinkt durch die integrierbare Funktion
| fllco(x rm)Xor k- Damit folgt aus Satz X.3.6

im [ (1= o) f, y)dS:/ (f,)dS.

=0 Jork OrK

Aus Bemerkung IX.6.8 (S. 65) und Eigenschaft (3) von Definition
X.3.11 folgt andererseits

]/Kdivfdx—/KdiV((l—goe)f)dx]
—| [ ediv iz + [ (5,900l

< div fllesgemal |J Bla,e)

r€Is K
+ a1l fleogemrme " A | Bla,e))
r€ds K
— 0.
e—0

Damit folgt die Behauptung durch Grenziibergang ¢ — 0 in (x). U

BEMERKUNG X.3.20. (1) Die Voraussetzungen an K und f in Satz
X.3.19 konnen wesentlich abgeschwécht werden.
(2) Sei U C R" offen, f € CY(U,R") und zy € U. Aus Satz X.3.19
folgt

. . 1
S = I B )

Die Divergenz von f in xq ist also physikalisch der Fluss pro Volumen-
einheit durch die Oberfliche einer beliebig kleinen Kugel um xy.

BEISPIEL X.3.21. (1) Sei Z ={z € R?: 22 + 23 < 1,0 < x3 < 1}
und
f(x) = (zoxs, .’L’lﬂfg,i’% + x%)

Dann ist

div f(z) =0 VzecR?

[ aiwr=o.

und



96 X. ANALYSIS AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Auf dem Mantel von Z ist v(z) = (21, x2,0) und

/ (f,v)dS = 2w 2923dS
Mantel Mantel

1 2m
= / {/ 2z cos psin gpdgp}dz
o “Jo

0.
Auf dem Boden von Z ist v(z) = (0,0, —1) und

/BOden(f, V) = —/01{/0%7«2740[90}(17«

m
5
Auf dem Deckel von Z ist schliefllich v(x) = (0,0, 1) und

Julom= [ [ roche

13

(2) Fir K = B(0,1) C R" und f
AW (BO,1)) = / div fdx

—~ DN

x) = x ergibt sich

B(0,1)

- / (f.0)dS
9B(0,1)

= O'n,1<Sn71).

Damit haben wir die Formel aus Beispiel X.3.10 (1) auf andere Weise
bewiesen.

(3) Der Korper K sei ganz in eine Fliissigkeit der konstanten Dichte p >
0, deren Oberfliche mit der Ebene z3 = 0 zusammenfalle, eingetaucht.
K erfiille die Voraussetzungen von Satz X.3.19. Die Fliissigkeit {ibt im
Punkt = € OgK auf K den Druck pxsv(z) aus, wobei v(z) der duflere
Normalen-Einheitsvektor ist (der Druck ist also nach innen gerichtet!).
Die Kraft F' = (F}, Fy, F3), die auf K wirkt, ist dann gegeben durch

F; = /aRK prsv;(x)dS(x)

3x3
= d
/Kpal’i !
)0 falls i = 1,2
~ | pAs(K)  falls i = 3.

Der Korper erfahrt also einen Auftrieb in z3-Richtung, dessen Betrag
gleich dem Gewicht der verdréngten Fliissigkeit ist (ARCHIMEDISCHES
PRINZIP).
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DEFINITION X.3.22. (1) Fiir a,b € R? ist das VEKTORPRODUKT
a % b definiert durch

a X b= (agbs — asby, asby — a1bs, a1by — asby).

(2) Seien U C R" offen, K C U kompakt mit stiickweise glattem Rand
und ¢ € CH(U,R), f € C*(U,R). Dann heifit

0
a—f(x) = (Vo(z),v(z)) Vo € OpK
die NORMALENABLEITUNG von ¢ auf dg K und
. 0 f
Af =div(grad f) = 2 922

der LAPLACE von f.
(3) Sei U C R3 offen und f € C'(U,R?). Dann heifit

rot f =V X f = (0afs — 03f2,05f1 — O1f3,01f2 — Oa.f1)
die ROTATION von f.

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes kann man verschiedene For-
meln fiir die Ableitungen von Funktionen herleiten, von denen wir ei-
nige im folgenden Satz angeben.

SATz X.3.23. Seien U C R™ offen und K C U kompakt mit stiick-
weise glattem Rand und o,_1(0pK) < cc.

(1) Fir f € C*(U,R) und g € C'(U,R) gilt

/KAfgz—/K(Vf,Vg)Jr/aRK%g.

(2) Fiir f,g € C*(U,R) gilt die GREENSCHE FORMEL

[targ-rag = [ 5la-20p

K 81/

(3) Firn=3 und f € C'(U,R?) gilt

/ rot f = — fxv.
K orK
BEWEIS. AD (1): Aus Satz X.3.19 folgt

of
A

- [ divtevs)

~ [ sy« [ A
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AD (2): Vertausche f und ¢ in (1) und subtrahiere die beiden Glei-
chungen.
AD (3): Aus Satz X.3.19 folgt

/K(TOtf)lz/Kazf:z—/Kasfz

- /K div(fzes) — /K div(foes)

= Java — favs
oK orK
== / (f x V)
oK
Analog fiir die anderen Komponenten. O

X.4. Multilineare Algebra

Im Folgenden seien V', W stets R-Vektorrdume. Wir kniipfen an
die Abschnitte VII.1 und VII.4 an, in denen wir stetige, lineare bzw.
multilineare Abbildungen betrachtet haben. Zur Abkiirzung definieren
wir

vV =L(V,R),
den DUALRAUM von V', und bezeichnen mit
(,):V'xV >R
(0, 7) = (p,r) = (1)

die DUALE PAARUNG zwischen V und V*. Ist n = dim V' < o0, so folgt
aus Satz VII.1.10 (S. 49, Analysis II)

V* g Rn
Ist insbesondere e, ..., e, eine Basis von V', so ist €1,...,&, € V* mit
n n
(g4, g aje;) = q; Yo = g aje; €V
=1 j=1
eine Basis von V*. Wir nennen ¢4, ...,¢, die DUALBASIS zu ey, ..., é,.
Insbesondere ist
<€i, 6]‘> = 52]

Schliefllich erinnern wir an die Definition VII.4.5 (S. 66, Analysis II)
des Raumes L£7(V,R) der stetigen, r-linearen Abbildungen von V" in R.

DEFINITION X.4.1. (1) Seir > 2. Eine stetige, r-lineare Abbildung
a € L7(V,R) mit der Eigenschaft

(x)  afvy,...,v,) =0 falls v; = v, fiir ein Paar (4, 7) mit i # j
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heif3t ALTERNIERENDE r-FORM.
(2) Definiere

A(V) =R,
A(V) =V,
A"(V)={a € L7(V,R) : aist alternierende r — Form}, r > 2.
(3) o, bezeichnet die Gruppe der Permutationen von {1,...,r}.
BEISPIEL X.4.2. Durch
V1,0 € R® = det(vy,...,v,) €R
wird eine alternierende n-Form auf R™ definiert.

BEMERKUNG X.4.3. (1) Fiir r > 2 und « € L"(V,R) sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) a e N(V,R).
(ii) A(Vo(1)s - - - > Vo(r)) = sg(a)a(vy, ..., v;)
Yui,...,v. € Vo € 0,.
(iii) AV, Vg ooy Uky ooy Up) = — (VU1 « oy Vkey v oy Uy e, Up)
Yoy, ...,v. € Vi # k.
(2) Ist @ € A"(V,R) und sind vy, ..., v, € V linear abhéngig, r > 2, so
ist
a(vy,...,v.) =0.
Insbesondere ist A"(V') = {0}, falls r > dim V' ist.
(3) A"(V) ist ein Untervektorraum von L"(V,R).

BEWEIS. AD (1): (i) = (iii)“: Seien vy,...,v, € Vund 1 <i <
k < r. Dann gilt

0=a(v,...,01,0 + Uky Vis1s .-+, Vk—1, Vi + Uk, Vg 1y - - -, Up)
= V1, Uiy ey Vg oo, Uy)
+ (v, Vi Uk e, Uy)
+ (V1o Uy ey Uiy ey U)
+ (V1 Vs ey Uy e ey Up)
= (V1 Uiy ey Vky e ey V)
+ (V1o Uy ey Uiy e Ur).

,(ill) = (1)“: Ist offensichtlich.

,(il) <= (iii)“: Ist offensichtlich, da jede Permutation Komposition
von endlich vielen Vertauschungen ist.

AD (2): Folgt direkt aus der Linearitit von a und der Eigenschaft (x).
AD (3): Ist offensichtlich. d
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DEFINITION X.4.4. Seien ¢1,...,¢, € V* r > 2. Dann wird durch

V1 FANAN QO,,«(Ul, N ,U,,«) = det(((gpz, Uj>)1§i,j§'r) \V/’Ul, ey Up - V

eine alternierende r-Form definiert. ¢ A ... A ¢, heiit das AUSSERE
PRODUKT von ¢, ..., Q.

SAaTz X.4.5. Sein=dimV < oo und eq, ..., e, eine Basis von V.
Sei e1,...,e, die Dualbasis zu eq, ... e, und 1 <r <mn. Dann ist

{6j1/\"‘/\€jr : ]-Sjl <j2< <j7‘§n}

eine Basis von A"(V'). Insbesondere ist
dim A™(V) = (”)

r
BEWEIS. Definiere zur Abkiirzung
]T:{(j) = (jla"'ajr) i1 Sjl <... <j7” S’)’L}
ey =€nN...Ngj, V() eL.

1. SCHRITT: Seien o € A"(V) und vy,...,v, € V. Dann ist

n

Ui:Z<€j7Ui>€j v1§2§7’

j=1
Wegen der Multilinearitidt von « und Bemerkung X.4.3 (1) folgt
a(vy,...,vp)
= Z . Z{(skl,vl> o By Ur) - (g - .,ekr)}
k=1 k=1

= Z alej, ..., ej,) Z sgn(o) (61'0(1),1}1) Tl <€jg<r)’v7“>

(el ocor,
= > alesve) det( (2 ve)icprsr )
(el
= alej, .-, €5,)eG) (Vs -, vp).
(el
Also ist
a= Z AHHEG)
(el
mit
Q@) = afejy, ... 76jr)'

2. SCHRITT: Sei a = Z b(j)e(j) mit bij) € R. Wir miissen zeigen:
()elr

by = alejy, -, €,
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Sei dazu (k) € I,.. Dann folgt

(6k1, .. ekr)
Zb ekl,...,ekr)
(J)elr

= Z b(]) det<(<€jp76k7—>>1§p,‘r§r>
(J)€lr
=3 o, det( )KPTQ)
(9)Elr

= b

Dies beweist die Behauptung.
SATZ X.4.6. Sein=dimV < oo undr,s,t € N*.
(1) Es gibt genau eine Abbildung
A:A(V) x A*(V) — AH(V)
(a,3) = aAp,

genannt AUSSERES PRODUKT, mit folgenden Eigenschaften:
(a) A ist bilinear.
(b) Fir ¢1,...,0p01,...,00s € V* ist

(LA Apr) AN A )
=1 A AP AP N Y
(2) Ist ey,...,e, eine Basis von V und ey,...,&, die zugehori-
ge Dualbasis, so gilt fiir o = Z ageg € A(V) und B =

()elr
Z Buyew € A*(V):

k)els

alf= Za ﬁ(k () N\ E(k)-

(9)elr
(k)els

(3) Firae A"(V),Be€ A (V) ist
aNf=(-1)"BAa.
(4) Firae A"(V), € A(V), vy e A(V) ist
(@AB) Ay =aA(BAY).
BEWEIS. AD (1): Wegen Satz X.4.5 wird A durch die Eigenschaften

(a) und (b) eindeutig bestimmt.
AD (2): Folgt direkt aus (a) und (b).
AD (3): Folgt aus Bemerkung X.4.3 (2), da die Permutation o € 0,4
mit
(L...,myr+1,...;r+s)—(r+1,...;r+s,1,...,7)
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das Signum (—1)"* hat.
AD (4): Folgt direkt aus (a) und (b). O

BEMERKUNG X.4.7. (1) Es ist niitzlich, das &ufiere Produkt auch
im Fall » = 0 oder s = 0 zu definieren. Dazu setzt man fiir « € R und

BeA (V)
aNfB=FNa=af.
(2) A(V) = @& A"(V) heifit AUSSERE oder GRASSMANNSCHE ALGE-
r>0

BRA von V. A wird auf kanonische Weise auf A(V) fortgesetzt. A(V)
ist ein R-Vektorraum der Dimension 2" mit n = dim V. (A(V), A) ist
eine Algebra mit Eins.

DEFINITION X.4.8. Seien h € L(V, W), a € A"(W) und r > 0.
(1) Fiir r = 0 definieren wir h* « € A°(V') durch

h*a = a.
(2) Fiir » > 0 definieren wir h * a € A"(V') durch
hxa(vy,...,v) =alh(vr),...,h(v,)) Yoi,... 0, € V.
h * c heifit der PULL-BACK oder RUCKTRANSPORT von « mittels h.
BEMERKUNG X.4.9. (1) Es ist hx € L(A"(W),A"(V)) und es gilt
V2w
AT(V) L& A ().
Im Fall » = 1 ist hx die zu h adjungierte Abbildung:
hxa(v) = (a,h(v)) = (hxa,v) YveV,aec W
(2) Es gilt
1dx = 1id,
(ko h)x = (hx) o (kx),
h € Isom(V, W) = hx € Isom(A" (W), A"(V)),
(hx)t = (h71) *.
(3) Es gilt
hx(aAB)=(hxa)A(hx3)
Vh e L(V,W),a € A"(W),3 € A*(W).

BEWwWEIS. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition des pull-
backs. O

SATZ X.4.10. Seienn = dim(V) < oo, h € L(V,V) und o € A*(V).
Dann gilt
hxa = det(h)a.
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BEWEIS. Seieg,...,e,eine Basisvon V und ey, ..., ¢, die zugehori-
ge Dualbasis. Sei (hj)1<jr<n die Matrix von h bzgl. €1, ..., e,, d.h.,

k) = Zhjkej Vl<k<n.
j=1
Dann folgt mit Bemerkung X.4.3 (1)
hxaler,... e,)
= a(h(er), ..., hien))

- § : § :hhl ]nna 6]17""ejn)

Jji=1 Jn=1

- Z hO‘(l 0‘ (n)n SgIl( )a<€1a SR 76n)

o€on
= det(h)a(e, ..., en).
Hieraus folgt die Behauptung wegen dim A"(V') = (Z) =1. O

X.5. Differentialformen

Im Folgenden ist stets n € N*, ;s € N, k € NU{oco} und U C R”
offen und nicht leer. Wir bezeichnen mit eq, ..., e, die kanonische Basis
des R™ und mit €4, ..., ¢, die zugehorige Dualbasis.

DEFINITION X.5.1. (1) Eine Abbildung o € C*(U, A"(R")) heif}t
DIFFERENTIALFORM VOM GRADE r AUF U DER KLASSE C*, kurz
r-FORM.

(2) Wir setzen

QL (U) = {a: a ist r-Form der Klasse C* auf U},
Q" (U) = Q).

(3) A QLU) x Q(U) — Q°(U) mit (o, ) — a A S und (a A
B)(z) = a(z) A B(z) fiir alle z € U heifit AUSSERE MULTIPLIKATION
oder AUSSERES PRODUKT.

BEMERKUNG X.5.2. (1) Definition X.5.1 ist sinnvoll, da geméafd Ab-
schnitt X.4 A"(R") ein normierter Vektorraum ist.
(2) Esist Q2(U) = C*(U) und Qi (U) = {0} fiir alle r > n.
(3) Qr(U) ist ein R-Vektorraum und ein C*(U) Modul bzgl. der Mul-
tiplikation (f, ) — fa = f Aa.
(4) Esist a A= (—1)"F A« fir alle « € Q"(U), 5 € Q5(U).
(5) Q(U) = o Q5 (U) heiBt die Algebra der C*-Differentialformen,
wobei A die Algebra-Multiplikation ist.
(6) Ist f € C*Y(U,R), soist Df € C*(U,L(R",R)) = C*(U,R™) =
Ck(U, A*(R™)). Daher kann D f als 1-Form aufgefasst werden. In diesem
Fall schreiben wir zur Unterscheidung df und nennen dies das TOTALE
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DIFFERENTIAL von f. Ist insbesondere f = pr; die Projektion auf die
j-te Variable, d.h.,

f(z) =2 VzeU1<j<n,
so schreiben wir
dr; =dprj, 1<j<n.
Wegen
Dprij(z)=v; VzelUwveR"1<j<n
ist
drj(z) =¢; VzeU1<j<n,

so dass wegen Satz X.4.5 (S. 100) dxy, ..., dz, eine Basis von Q' (U)
bilden. Fiir f € C*™(U) ist dann

Physikalisch beschreibt df das totale Inkrement der Funktion f. Man
vergleiche hierzu Bemerkung VI.3.2 (S. 21, Analysis II).

SATZ X.5.3. Sei 1 < r < n. {dx; N...Ndz;, 1 < j; <
Jr < n} ist eine Basis von Q' (U), d.h. jedes a € Q’"(U) besztzt eine
eindeutige Darstellung

o = Z a‘jl.--jrdle /\/\dﬂ?gr

1K< <jr<n
mit a;,..;, € C(U,R). Insbesondere gilt
ac€QU) < aj._; €CHUR) VI<j<...<j <n.
BEWEIS. Folgt wegen
drj(z) =¢; VzeU1<j<n
aus Satz X.4.5 (S. 100). O
BEISPIEL X.5.4. (1) Sei n = 2. Dann gilt
a € QN U) <= a=adr, +axdry, ay,ay € C(U,R),
a € Q*U) <= a=apdr; Adry, ap € C(UR).
(2) Sei n = 3. Dann gilt
a € QN U) <= a=aydr; + asdry + azdrs,
ai,as,az € C(U,R),
a € Q*U) <= a = aydry A drs + agdrs A doy + asdr; A das,
ai,as, a3 € C(U,R),
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a € PU) <= a=adr; Ndvy ANdrs, a€ C(UR).
(3) Sei n > 2. Dann gilt

acQU) = &:Zaidxi, a; € C(U,R),
i=1

@ €)= a=Y a1 day A Adr A A da,
=1

a; € O(U,R),

wobei dzi A ... A d/x?l A...Adzx, bedeutet, dass der Term dx; fehlt. Wir
verwenden im Folgenden stets {(—1)"!dz; A ... A dz; A ... Adx, 1<
i < n} als Basis von Q" 1(U).
(4) Sein >2und f € C(U,R), u € C(U,R"™). Dann entsprechen f die
0- und die n-Form

Qo f = fv

an ¢ = fdxi N\ ... Ndxy,

und v die 1- und die (n — 1)-Form
a1 = Zuldl'“
i=1

n
Op—1u = Zui(—l)i_ldxl VANPIIAN d.Z'Z VANPIIAN dxn
=1

DEFINITION X.5.5. Seien V' C R™ offen, h € C* (U ,R™) mit
h(U) C V und o € Qp (V). Dann definieren wir den PULL-BACK oder
RUCKTRANSPORT h * o € Q (U) von « mittels h durch

(h*a)(2)(vy,...,0)
= [Dh(z)] x a(h(2))(v1, ..., v,)
= a(h(2))(Dh(2)vy,...,Dh(z)v,) Vze Uny,...,v. € R™

Aus Definition X.5.5, Definition X.4.8 (S. 102), Bemerkung X.4.9
(S. 102) und Satz X.4.10 (S. 102) folgt unmittelbar:

BEMERKUNG X.5.6. (1) h* (a AB) = (h*a)A (hx*[3).
(2) Es gilt

hxdx; =dh; ,1<j<n,
h*f=foh.
(3) Es gilt
hx (dej, A...N\dxj,)
=dhjy N...ANdhj, 1< <...<j <m,
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und

h * ( Z ajlijda:jl VAN diCjT>

1<j1<..jr<m

= Y aj.johdhy A Adhy.

1<j1 <ejr<m
(4) Falls n = m ist, gilt
hx(dzy A ... Ndxy) =dhy A ... Ndh,
= det(Dh)dxi A ... A\ dzy,.
(5) Es gilt
h e CHPYU,R™),WU) CV
=hx € L(Q(V),Q(U)) fallsr > 1,
hx € L(C*H(V), CFTH(U)) falls r = 0.
(6) Es ist (ko h)x = (h*) o (kx) und idgn* = idq).
BEISPIEL X.5.7. Sei h : R? — R? definiert durch
h(r,p) = (rcosp,rsiny).
Dann ist
dhy = cos pdr — rsin pdp
dhy = sin pdr + 1 cos pdp.
Seien V' C R? offen, U = h=1(V) und
a = fdr, + gdzy € QL(V)
B = Fdry Ndzy € (V).
Dann folgt

hxa=I[cosp-foh+sing-goh]ldr
+[rcosp-goh—rsing- foh|dp,
hxpB=r-Foh drAdp.
DEFINITION X.5.8. Seien r > 1 und
a = Z @jl...del'jl VANRAVAN dxjr c QZ—H(U)
1<j1 <. <jr<n
Dann heif3t
da = Z dajl...jr AN dl’jl VANPRAAN dxjr c Q};—i—l(U)
1<1<...<jr<n

die AUSSERE ABLEITUNG oder das DIFFERENTIAL von «.
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BeispieL X.5.9. Wir verwenden die Bezeichnungen von Beispiel
X.5.4. Seien f € CY(U,R) und u € C*(U,R"). Dann gilt

df = d@o’f
=1
= 1 grad f

n

do-10 = Y (=1 "Vdu; Aday AL Adz AL A da,

- (—1)“*1{ axidxj Aday A A dog A .../\d:cn}
A —1 7

i - Ouy —~
:E (—1)2_16—udxi/\dx1/\.../\dxi/\.../\dxn
Z;
=1

:{ig?}dm/\.../\dmn

=1

= Op divu-
Ist speziell n = 3, so folgt schliellich
dOéLu = d(uld$1 + UQd.’L‘Q + U3dl‘3)
= du1 VAN dl’l + dUQ A dl’g + dU3 VAN d(L’g

= %dl‘g A d.Tl —+ %dfﬂg A\ dl’l
3x2 8x3
0 0
+ ﬂdl@ A dl’g + ﬂdfﬂg AN dl’Q
31’1 81'3
+ %dl’l VAN d.f(]g + %dl'g AN dl’g
8371 81’2
= <% — %)dl'g VAN dili'g
8372 XT3
(9u1 8u3
6uQ 8U1
22 "MV dr Ad
+ (8:61 8x2> L1/ ATy
= 02 rotu-

Satz X.5.10. Die Abbildung d : Q_,(U) — Q' (U) hat folgende
FEigenschaften:
(1) d € L@, (U), (V).
(2) dla AN B) = (da) A B+ (=1)"a A (dB) fir alle a € Qj(U),
B € Q5(U) (PRODUKTREGEL).
3) & =dod=0.
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(4) Ist h € C*(U,R™), so ist
(hx)od=do (hx).
BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.

AD (2): Seien (j) = (J1,.-.,0r) mit 1 < 53 < ... < 7 < n und
(k) = (k1,... k) mit 1 <k <...< ks <nund

a = adr) = adr; N ... Ndzj,
b= bdx(k) = bdl‘kl A ... Ndxg,.

FALL 1: (j) und (k) haben einen Index gemeinsam. Aus Satz X.4.6 (S.
101) folgt

a A B = abdr Adrg) =0
und
(da) A B = bda N\ d:c(j) A d:C(k)
=0
a A (dB) = adxgy N db A dg
= 0.
FALL 2: (j) und (k) sind disjunkt.
Aus Bemerkung X.5.2 und Satz X.5.3 folgt dann
d(a A B) = d(abdxjy N d )
= d(ab) A dIL’(j) N d$(k)
= [b(da) + a(db)] A dx ¢y A da
= bda N\ da:(j) N dx(k)
+ (=1)"adx @y A db A dx
= (da) NB+ (—1)"a A (dB).

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearitét von d.
AD (3): Sei f € C*(U,R). Aus Satz VIL4.18(2) (S. 71, Analysis II)
folgt

P = d(i D, fd@»)

= d(Dif) A dx;

n n

i=1 j=1

= > (DiD;f — D;Dif)dz; A da;
1<i<j<n

=0.
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Seinun 1 < j; <...<j, <nunda e C*U,R). Aus Obigem und Teil
(2) folgt
d*(adx, A ... Ndx;,)
=d(da Ndxj N...Ndxj)
=d’a Ndzj A ... Ndzj,
—da A (dl) Ndxj, A ... N\dxj,
= 0.
Hieraus folgt die Behauptung mit der Linearitéit von d.

AD (4): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad
r der Differentialformen.

.7 =0:“Seien f € C'(U,R) und h € C*(U,R™) mit h(U) C V. Dann
ist nach Satz VII.3.3 (S. 60, Analysis II)

d(h f)=d(f o h)

—ZD f o h)dx;
:zn:in oh-D;hjdx;

i ) © hdh;

= h * (df).
o, — 1+ 1:“ Wegen der Linearitdt von d brauchen wir nur den Fall
a =B ANdr; mit 3 € Q(V), 1 <j <m,und h € C*(U,R™) mit
h(U) C V zu betrachten. Aus den Teilen (2) und (3) und der Indukti-
onsvoraussetzung folgt dann
x (d(BAdxy)) =hx(dB ANdr;+ (—1)"8 A d°x;)

= h* (df A dx;)

= (h*dB) A h*dz;

= d(h* ) A dh;
d(h* B) Adhj + (=1)"(h* 8) A d°h;
d((h* 3) A dh;)
d(h * (8 A day))

0

BEMERKUNG X.5.11. (1) d o (h*) = (hx*) o d bedeutet, dass d von
der speziellen Koordinatendarstellung unabhéngig ist.
(2) Fiir a € Qp41(U) kann auch da € Qp41(U) gelten.
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DEFINITION X.5.12. v € §2"(U) heifit GESCHLOSSEN, wenn da = 0
ist. @ € Q7(U) heiit EXAKT, wenn es ein § € Q" }(U) gibt mit o = dj3.

BEMERKUNG X.5.13. (1) Sei u € C'(U,R"™). Dann ist u genau dann
ein Gradientenfeld, wenn «; , exakt ist.
(2) Sei uw € C'(U,R™). Dann ist ay, genau dann geschlossen, wenn Du
symmetrisch ist.
(3) Jede n-Form ist wegen Q"™ (U) = {0} geschlossen.
(4) Jede exakte Form ist wegen d? = 0 geschlossen.
(5) Die Differentialform
Yy x
a=-— +y2dzv + 1y sdy € QL (R?\{0})
ist geschlossen, aber nicht exakt. Denn andernfalls wére
Y x 00 (T2 2
= (— € C*(R*\{0},R
F@.9) = (o ) € C(RA\ (0L )
ein Gradientenfeld im Widerspruch zu Beispiel VIII.3.4 (S. 105, Ana-
lysis II).

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen geschlossenen und exak-
ten Differentialformen herstellen. Dazu benotigen wir folgenden Begriff.

DEFINITION X.5.14. U heifit STERNFORMIG, wenn es ein zg € U
gibt, derart dass fiir jedes x € U die Strecke zot + (1 — t)z, t € [0, 1],
ganz in U verlauft.

BEMERKUNG X.5.15. (1) Ist U konvex, so ist U sternférmig.
(2 = [—1,1]%\[0, 1]? ist sternférmig, aber nicht konvex (vgl. Abb.
X.
(3 st U sternformig, so ist U einfach zusammenhéngend.

(4) R3\{0} ist einfach zusammenhéngend, aber nicht sternformig.

\_/\_/ O-(v

ABBILDUNG X.5.1. Beispiel fiir ein sternformiges, nicht
konvexes Gebiet

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz VIII.3.16 (S.
115, Analysis II).
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SATZ X.5.16 (SATZ VON POINCARE). Ist U sternformig, so ist jede
geschlossene Differentialform auf U exakt.

BeEwEIs. O.E. konnen wir annehmen, dass der Punkt xy aus Defi-
nition X.5.14 der Nullpunkt ist. Andernfalls fithren wir die Koordina-
tentransformation x +— x—x¢ aus. Sei a € 2"(U) geschlossen. Definiere

v € C*(R x R",R"™) durch
o(t,x) = tx.
Dann ist
[0,1] x U CV = Y U).
Definiere
B=pxaecQ (V).

Wegen Satz X.5.10 ist [ geschlossen. Definiere vg,¢, € C*(U,
R x R") durch

¢0(:L‘) = (0717) ) ¢1($) = (17'17) Vo eU.
Dann ist ¢o(U) C V, ¢1(U) C V. Daher ist
Y=v1x B —hox € Q(U).
Wir setzen
]s:{(jla"'ajs):1<j1< <j5§n},1§3§n,
drgy =dxj, N... Ndxj,, (j) € I,
und stellen 3 in der Form
8= fodeg + Y guwdtAdeg
(el (k)elr—1
dar mit Funktion f(;), g € C*(V,R). Es folgt
vk B= > f(1,z)dag
(4)Elr

Yox =Y fi(0,2)dr

(J)€lr
= Z th(j)dt A dxj)

()elr

+ Z ZDf ydz; A da gy

EL«l 1

- > Z Digaydt A da; A dag.

(kG]r 1 t=1
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Da dg = 0 ist, folgt

(*) Z Dt dl’(j) = Z ZDig(k)dxi A d:L‘(k)
J)EL, (k)el,—q =1

Indem wir beide Seiten von (%) bzgl. ¢ von 0 bis 1 integrieren, erhalten
wir

T = ¢1 * ﬁ - ¢0 * 5
= (L o) = fi(0,2)ldx
(el
= / D, fi(t x)dt}dm
(el
Z Z / Digay(t,x dt}alxZ A dz (g
kyel,_1 =1
Z Z {/ g (t as)alt}alanZ A d g
kyel,_; =1

mit
1
(Kyel,—, 70
Andererseits ist
poyy=1udy , @oipy=0
und somit gem&fl Bemerkung X.5.6
P1# 3 =11+ (p*a)
= (poth)xa
=
¢0*ﬁ=¢0*(¢*a)
= (gp o ¢0) *
= 0.
Also ist
a = dn.
O

Zum Abschluss interpretieren wir Satz X.5.16 in der Sprache der
klassischen Vektoranalysis.
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SaTz X.5.17. (1) Seien U C R? und f € C*(U,R), u € C*(U,R3).
Dann gilt
rot(grad f) =0,
div(rotu) = 0.
(2) Sei U C R? sternformig und v € CY(U,R3). Dann gilt
rotu =0 <= u=grad f fiir ein f € C*(U,R),
divu =0 <= u=rotv fiir ein v € C*(U,R?).

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel X.5.9 und d* = 0.
AD (2): Folgt aus Beispiel X.5.4, Beispiel X.5.9 und Satz X.5.16. [

X.6. Integration von Differentialformen

Im Folgenden sei stets n > 2 und 1 < k < n. Zunéchst definieren wir
das Integral von n-Formen auf offenen Mengen im R"™. Wegen Q" (R") =
C(R™ R) kénnen wir dabei auf die Integration von Funktionen im R”

zuriickgreifen.

DEFINITION X.6.1. Seien U C R" offen, M C U und o = fdxy A
. .Adz,, € Q"(U). a heifit INTEGRIERBAR iiber M, wenn f € L'(M,R)
ist. In diesem Fall definieren wir

/Ma:/Mfdx.

Der folgende Satz ist eine Ubertragung des Transformationssatzes
IX.5.6 (S. 53). Wir erinnern fiir die Bezeichnungen an Definition X.2.5
(S. 76).

SATZ X.6.2 (TRANSFORMATIONSSATZ). Seien U,V C R™ offen,
0 :U —V ein C' -Diffeomorphismus, M C U und o € Q*(V'). Dann
qilt

/ o= / Y*Q , falls ¢ orientierungstreu,
(M) M

/ a = —/ Y *Q , falls ¢ orientierungsumkehrend.
@(M) M

BEWEIS. Sei v = fdxy A ... A dx,. Aus Bemerkung X.5.6(4) (S.
105) folgt
p*xa= fopdet Dodr; A...ANdx,.
Damit ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz IX.5.6 (S. 53). O

Wir wollen als néchstes das Integral von k-Formen {iber k-dimensi-
onale Mgfkten definieren. Analog zum Vorgehen in Paragraph X.3 soll
dies mit Hilfe von Karten und Partitionen der Eins auf die Integration
von k-Formen im R* zuriickgefithrt werden. Dazu benétigen wir das
folgende Analogon zu Satz X.3.3 (S. 82).
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SATZ X.6.3. (1) Seien U,V C R* offen, ¢ € CY(U,R") eine Im-
mersion, T : V — U ein orientierungstreuer C*-Diffeomorphismus,
Y =@por und a € Q¥(p(U)). Dann ist p x a € Q¥(U) genau dann
integrierbar, wenn ¥ x o € QF(V) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

‘A¢*a:[ﬁwa.

(2) Seien U C R™ offen, M C U eine orientierbare k-dimensionale
Mfgkt, o € QF(U) mit supp(a) €U, A = {(U;, 05, Vi) : 1 <i < m} und
A" = {(U}, ¢}, Vj) : 1 < j <m'} zwei positiv orientierte Atlanten von
MnNsupp(a) und {; : 1 <i <mj, {¢: 1 < j <m'} zwei Partitionen
der Eins auf M Nsupp(«), die A bzw. A" untergeordnet sind. Dann ist
fiir jedes 1 < i < m die Differentialform o; * (V;a) € QF(U;) inte-
grierbar, genau dann, wenn fir jedes 1 < j < m' die Differentialform
o * (Yia) € QNU7) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

i/ ok (i) = i / £ i)

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz X.6.2 und ¢ * a = 7 * (¢ * «).
AD (2): Folgt aus Teil (1) mit den gleichen Argumenten wir im Beweis
von Teil (2) des Satzes X.3.3 (S. 82). O

Wegen Satz X.6.3 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION X.6.4. Seien U C R" offen, M C U eine orientierbare
k-dimensionale Mfgkt und o € Q*(U) mit supp(a) € U. Dann heifit
auf M INTEGRIERBAR, wenn es einen positiv orientierten Atlas A =
{(Ui, i, Vi) : 1 <i < m} von supp(a) N M und eine A untergeordnete
Partition der Eins {¢; : 1 < i < m} auf M gibt, derart dass fiir jedes
1 < i < m die Differentialform ; * (1);a) integrierbar ist. In diesem

Fall heifit
/ ©i * (1/%'04)
U;

BEMERKUNG X.6.5. (1) Streng genommen miisste man bei [, «
zusétzlich die gewihlte Orientierung angeben. Ist —O die gemafl Be-
merkung X.2.8 (S. 77) zur Orientierung von M entgegengesetzte Ori-
entierung, so gilt wegen Satz X.6.2

[ a=-f a
(M,-0) (M,0)

(2) Seien [a,b] C R und v € C'([a,b],R") ein regulidrer C'-Weg sowie

m

fo=X

i=1
das INTEGRAL von « iiber M.

o = Zfldl’l S Ql<U)
=1
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mit y([a,b]) C U. Dann ist M = ~([a,b]) eine eindimensionale Mfgkt

und
/ o= / -
M [a,b]
b n
:/ Zfiowédt
a =1
b
= [ony

o
v
D.h., die Kurvenintegrale aus Kapitel VIII sind ein Spezialfall von De-
finition X.6.4.
BEISPIEL X.6.6. Sei M = {z € S?:2; > 0,1 <4 <3} und
o = x1dxy A dzy € Q*(RY).
M wird durch die Karte (U, v, M) dargestellt mit

U=(0,2)% (0,2

2 2)
(e, 0) = (cospcosb, sinpcosh, sinb).

Es ist

¥ * a = cos p cos O] — sin p cos Odyp — cos p sin 0d0)]
A [cos ¢ cos Odp — sin ¢ sin 0d0)]
= cos ¢ cos A[sin” ¢ cos O sin O + cos? o cos O sin O]dp A db
= cos p cos® @ sin Odp A db

und somit

/a:/Q/Qcosgocos%’sian(pd@
M o Jo
1

= [sing]§ [~ cos> 6]

1

=3
Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der In-
tegration von Funktionen und von Differentialformen auf Mfgkten.

SATzZ X.6.7. Seien U C R"™ offen, M C U eine Hyperfliche, die
durch das Einheitsnormalenfeld v orientiert sei, und f € C(U,R"™).
Dann gilt fiir jede kompakte Menge K C M

/Oénl’f:/ZfZ(—l)lldQ?l/\/\d/x\l/\/\dl'n
K K =1
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= /K(f, v)dS.

BEWEIS. Indem wir «,_1, r gegebenenfalls mit einer hinreichend fei-
nen Partition der Eins multiplizieren, kénnen wir o.E. annehmen, dass
K Nsupp(a,—1,f) in einer offenen Menge enthalten ist, in der M Graph
einer Funktion von n — 1 Variablen ist. Indem wir evtl. noch eine Ko-
ordinatentransformation durchfiithren, kénnen wir o.E. annehmen, dass
gilt:

U=U"xI mit U Cc R"! Gebiet, I offenes Intervall,

M ={(2',2,) € R" : z, = g(2)} mit g € C(U',R).
Dann wird M durch die Karte (U’, ¢, M) mit

p(a) = (¢, g(2))
dargestellt. Wie man nicht nachrechnet, ist
1
v(z) =
VI+IVg@)

ein Einheitsnormalenfeld von M. Also gilt

||2(—Vg(:c'), 1) Vo= (2',2,) €M

v=c¢cr mite==+1.
Weiter ist
det(v, D1y, ..., Dp_19)

B 5 o —Vyg()t T,
VI V@) et ( 1 V9($/)>
= (=" 1+ [[Vg(a)]>

Also ist die Karte (U’, ¢, M) positiv bzw. negativ orientiert, je nachdem
ob g(—1)""! positiv oder negativ ist. Daher ist

/ Qp_1,f = 6(—1)"1/ O * Q1
K e~ H(K)

Weiter ist

gp*an_lﬁf:Zf,-ogp(—l)i_lcp*(d:rl/\.../\@/\.../\d:z;n)
i=1

n—1
= Z fiop(=1)"Yday A . ANdZ) A .. A dg(a)
i=1

+ frop(=1)"tda\ AL Ad
n—1

— (—1)”—1{— N fio@Dig+ fuo cp}dx’l Ao AdZ

=1
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/ Qpo1f = 5/ F(2")da'
K e (K)

n—1
—ZinSODig‘i‘anSO'
i=1

und somit

mit

Andererseits folgt aus Beispiel X.3.7(3) (S. 84)

/ (f,0)dS = / (f o p.v 0 @)y/1+ [ValPda’

K e 1K)

’ / L Feepo RV IT VT
e N K

5/ F(z')dz'.
1K)

Hieraus folgt die Behauptung. U

Als néchstes formulieren wir den Gaufischen Integralsatz in der
Sprache der Differentialformen.

SATZ X.6.8 (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ). Seien U C R™ offen,
K C U kompakt mit glattem Rand und o € Q7' (U). Dann ist

/da:/ «
K oK

wobei OK durch das dufsere Normalenfeld orientiert ist.

BEWEIS. Da K kompakt und 0sK = () ist, ist 9p K = 0K kompakt
und damit 0,1 (0rK) < c0. Sei f € C'(U,R") derart, dass a = a1 ¢
ist. Dann folgt aus Satz X.3.19 (S. 94) und Satz X.6. 7

/ do = / div fdz
= [ (tnast

[ a
oK

BEISPIEL X.6.9. (1) Sei
a—Zx 11dx1/\ /\ci:;i/\.../\da:n.

Wegen
dao=ndxy AN ... Ndz,
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folgt fiir jedes Kompaktum K C R™ mit glattem Rand
1 - , —
" Jor oy

Speziell ergibt sich in R? die LEIBNIZSCHE SEKTORFORMEL
1
No(K) =5 [ {ady — ydu).
OK

Zur geometrischen Interpretation betrachte man das Dreieck A mit den
Eckpunkten (0,0), (z,y), (x+d0x,y+dy), wobei dz, Iy klein seien. Dann

1st
1 Tr T+ 0
Ao(A) = = det
2(8) ¢ (y y+5y>

= i(xéy — yox).

Die Flache K kann man sich approximativ durch solche Dreiecke zu-
sammengesetzt denken.
(2) Seien U C R? offen, f,g € CY(U,R) und K C U kompakt mit
glattem Rand. Dann folgt aus Satz X.6.8 die GREEN-RIEMANNSCHE
FORMEL

dg 0

f
fdz + gdy :/ — — — }dxdy.
/ 4 b= [ -5
Satz X.6.8 hat folgende praktische Konsequenz:

SATz X.6.10. Seien U C R™ offen, v* € U und o € Q" H(U\{z*})
geschlossen. Weiter seien K1, Ko C U zwei Kompakta mit glattem Rand

und x* € K1 N Ky. Dann ist

0K, OKo

wobei OK1,0Ks bzgl. der dufSeren Normalen orientiert sind.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 so, dass

o

B. = B(z*,e) C K, 0[0(2
ist. Setze .

K,.=K\B. ,i=1,2.
Dann sind K ., K5 . Kompakta mit glattem Rand, die in U\{z*} ent-
halten sind. Wegen da = 0 folgt aus Satz X.6.8

/ a=0= / Q.
8K1,5 6K2,€

Da der Rand von K., @ = 1,2, aus dem positiv orientierten Rand von
K; und dem negativ orientierten Rand von B, besteht, gilt

/ a:/ a—/ a ,1=12.
0K - OK; OB.
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Hieraus folgt die Behauptung. O

Im Folgenden wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Er
ist eine Verallgemeinerung von Satz X.6.8, indem U durch eine Mfgkt
M ersetzt wird. Zu seiner Formulierung und seinem Beweis bendtigen
wir einige Vorbereitungen. Wir bezeichnen mit

Hy={r €R":2; <0}
den STANDARD-HALBRAUM in R*. Das duflere Einheitsnormalenfeld
zu 0Hj, ist
v=e =(10,...,0).
OH,, besitzt die globale Karte (R*~!, 3, 0H}) mit
ﬁ(tla e 7tk—1) — (O, t17 N )tk—l)-

OH,, ist durch diese Karte orientiert. Dann ist das duflere Einheitsnor-
malenfeld v = e; positiv orientiert.

SATz X.6.11. Sei a € Q¥ 1(R®) mit kompaktem Triger. Dann ist

/da:/ Q.
H, OH,,

BEWEIS. Im Fall £ = 1ist H; = R_ = (—00,0] und 0H; = {0}.
Die Aussage des Satzes besagt dann

/_ " 4= £(0) VfeCHRE)

und folgt somit aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.
Sei also £ > 2 und

k
o= Zfi(—l)i_ldml Ao Ndx; NN dxg,
i=1
mit
fi € C}(RF,R), 1<i<Ek.
Mit der oben definierten globalen Karte 8 von 0Hj, folgt

/ a = ICEXe!
BHk Rk—1

k
B /]Rk—1 Z fl<07 tl, Ce 7tk—1)(—1)i_1

=1

ﬁ*(dxl/\.../\ci/xTZ-A.../\dxk)

- fl(O, tl cee tkfl)dtl e dtkfl.

Rk—1
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Andererseits folgt aus f; € C}(R* R) und Satz IX.3.3 (S. 27)
da = / D; f;

:/ (/ lel(Il,...,$k>dx1)d$2...dSCk
RE-1 \R7

s

=fi (vaQ 7777 T

k)
k
i=2 R_ xRk—2 \R
=0

S/

= fl(OafEQ,-..,l'k)dIEQ...dl‘k.
RE-1

Hieraus folgt die Behauptung. U

LEMMA X.6.12. Seien U, U’ C R¥ offen und ¢ : U — U’ ein orien-
tierungstreuer C'-Diffeomorphismus mit p(H, NU) = H, N U'. Dann
qgilt

det((Digpj(x))zg,jgk) >0 VaedH,NU.
BEWEIS. Da ¢ und ¢! stetig sind, ist
©(0H,NU) =0H,NU".
Also gilt fiir alle x = (0,2') € OH, NU, 2’ € R* L,
p1(z) = ¢1(0,2") =0
und daher
Dip1(x) =0 V2<j<k,xedH,NU.

Wegen ¢o(H, NU) = H, N U’ gilt weiter fiir alle 2/ € R¥"* und h € R
mit (h,2') e U

p1(h,2') <0 falls h <0
p1(h,z') >0 falls h > 0.

Also ist
no_ 1 (101(}% $/> —¥1 (07 $/>
Dlgpl(oﬂx)_}l}i}r(l) h
/
(4 el
h—0 h
> 0.

Damit folgt fiir jedes © € OH, N U

0< det((Dz’%(x))lsi,jSk>
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— det (Dlil(x) (Digo]-(xo))2<z’,j<k)

= D11 (x) det((Dig; (x))2<ij<n)-
Zusammen mit (%) folgt hieraus die Behauptung. 0
DEFINITION X.6.13. (1) Seien M C R™ und K C M. Dann heifit
OuK ={zeM: VUecl(z): UNK #D,UNK"#0}

der RAND von K relativ zu M.
(2) Sei M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt und K C M kompakt. K
hat GLATTEN RAND (relativ zu M), wenn es zu jedem = € 0y K eine
Karte (U, ¢, V) von M mit x € V und

(b) (OH,NU) =0uK NV
gibt.

BEMERKUNG X.6.14. (1) Wenn wir uns darauf versténdigen, unter

einer n-dimensionalen Mfgkt in R™ eine offene Menge zu verstehen, ist
Definition X.6.13 eine Verallgemeinerung von Definition X.3.11 (S. 89)
fiir Kompakta mit glattem Rand.
(2) Man kann auch den Begriff eines Kompaktums mit stiickweise glat-
tem Rand iibertragen. Dazu muss man 0y K in der Form 0y K =
Ov,r K U O, K mit Oy g K N Op,s K = () schreiben und fordern, dass
O rK relativ offen in 0y, K ist und die Bedingungen (a) und (b) erfiillt
und dass es zu jedem x € Jy s K eine Karte (U, ¢, V') von M mit x € V
und

li_r}rg)s‘ﬂ% U B(u,e)) =0

uE(pfl(VﬁaMﬂgK)

gibt.
(3) Es ist stets Oy K C 0K i. a. gilt jedoch 0y K # 0K.

BEISPIEL X.6.15. (1) Sei M = S? und
K ={z € S*: 23 >0}.

Dann ist 9y K der Aquator, und K hat glatten Rand relativ zu M.
(2) Sei M = S? und

K={recS*:2;, >0, 1<i<3}.
Dann ist

8MK:O{x€SQ:xi:O,xj20j7éi}

und -

ousK ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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SATZ X.6.16. Sei M C R"™ eine k-dimensionale Mfgkt und K C M
kompakt mit glattem Rand relativ zu M. Dann ist Oy K eine (k — 1)-
dimensionale Mfgkt. Jede Orientierung von M induziert eine Orientie-
rung von Oy K.

BEWEIS. Der Fall k = 1 ist trivial (eine O-dimensionale Mfgkt ist
eine endliche Punktmenge). Sei also & > 2 und A = {(U,,V)} ein
Atlas von M. O.E. kénnen wir annehmen, dass A rand-adaptiert ist
bzgl. K, d.h., jede Karte von A erfiillt die Bedingungen (a) und (b) von
Definition X.6.13. Insbesondere ist dann UNOH, = (), wenn VNOy K =
() ist.

Sei nun (U, ¢, V) eine Karte von A mit V Ny K # (). Sei 3 die globale
Karte von 0Hj,. Definiere

Uy =B H0H,NU),
Vo =0y KNV,
P =pof.

Da ¢ ein Homoéomorphismus mit @(0H, N U) = Oy K NV ist, ist
Y Uy — Vy ein Hombomorphismus. Weiter ist

Dw(u) = (Digpj((),u))ggigk Yu € Uy.

155<n

Da D¢y den Rang k hat, hat somit Dy den Rang k — 1.
Sei Ay die Menge aller Karten, die sich so aus den Karten von A erge-
ben. Aus Satz X.1.6 (S. 72) folgt, dass Oy K eine (k — 1)-dimensionale
Mfgkt ist.
Sei nun A wie oben zusétzlich orientiert. Wir wollen zeigen, dass der
wie oben konstruierte Atlas A4y orientiert ist. Seien dazu (U, ¢;, Vi),
i = 1,2, zwei Karten von A mit V; NV, N 0y K # (). Dann ist 7 =
@0yt 0@y 1 U — U, ein orientierungstreuer C'-Diffeomorphismus. Sei
7= (p208) o (p10f): Uy — Uy die Transformation zwischen den
abgeleiteten Karten von 0y, K. Dann ist

7(u) = (12(0,u), ..., 7%(0,u)) Vu € Uyp.

Damit folgt aus Lemma X.6.12, dass 7 orientierungstreu ist. Also ist
Ay orientiert. 0

BEISPIEL X.6.17. Seien M und K wie in Beispiel X.6.15 (1). M
sei durch die &uflere Normale orientiert. Dann ist die induzierte Orien-
tierung von 0y K so, dass die Kurve 0y, K im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen wird, d.h., die obere Halbkugel liegt beim Durchlau-
fen von 0y, K links.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

SATZ X.6.18 (STOKESSCHER INTEGRALSATZ). Seien U C R™ of-
fen, M C U eine orientierbare k-dimensionale Mfgkt, k > 2, K C M
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kompakt mit glattem Rand relativ zu M und o € Q5H(U). Dann ist

/da:/ o
K o K

wobei Oy K die durch M induzierte Orientierung hat.
BEwEIS. Da K kompakt ist, gibt es ein m € N* und positiv orien-
tierte Karten (U;, p;,V;), 1 <1i <m, von M mit
(1) K clYv

1=1
(2) pi(He NU;) = KNV,
Sei {¢); : 1 < i < m} eine {V; : 1 < i < m} untergeordnete Partition

der Eins auf K. Wegen
/ da = / d
K K

—z</ )
foo= v

2 (f00)

(2

reicht es, die Behauptung fiir die (k — 1)-Formen ¢;« zu zeigen.
Wegen supp(p; * (¢;a)) €@ U; kann ¢; * (1;a) zu einer stetig differen-
zierbaren (k — 1) Form &; auf R* mit kompaktem Triger fortgesetzt
werden. Damit folgt aus Satz X.5.10(4) (S. 107) und Satz X.6.11
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= / (e}
o KNV;

= i

oK

Hieraus folgt die Behauptung. U

BEMERKUNG X.6.19. (1) Wenn wir offene Mengen im R" als n-
dimensionale Mfgkten bezeichnen, ist Satz X.6.8 der Spezialfall k = n
von Satz X.6.18.

(2) Wenn wir eine endliche Punktmenge als 0-dimensionale Mfgkt be-
zeichnen, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung der
Spezialfall £ = 1 von Satz X.6.18, d.h.

/ df = F(4(5)) — f(2(a))

fiir jeden C'-Weg v € C*([a, b], R") und jedes f € C'(U,R) mit y([a, b))
cU.

(3) Mit einigem technischem Mehraufwand kann man Satz X.6.18 auch
fiir Kompakta mit stiickweise glattem Rand beweisen.

Falls die Mfgkt M selber kompakt ist, kann man K = M in Satz
X.6.18 wihlen. Da dann 9y, K = () ist, folgt sofort:

SATZ X.6.20. Seien U C R™ offen, M C U eine kompakte orien-
tierbare k-dimensionale Mfgkt und o € Q¥ *(U). Dann ist

/dazO.
M

BEISPIEL X.6.21. Sei n > 2 und
o= |l e (~1) " ey AL Ada AL A da, € Q5T (RM{0)),
=1

Wegen
div(f|zll;"z) = 0

ist v geschlossen. « ist nicht exakt. Dann wire o = df mit § €
Q7 2(R™\{0}), so folgte aus Satz X.6.7 und Satz X.6.20

o= [ as
Sn—1
= / o
Sn—1

- [ (alma.yas
= O'n_l(Sn_l).
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Im Fall n = 3 ist daher
1

(22 + 23 + 22)3/2

ein Beispiel fiir ein divergenzfreies Vektorfeld, das nicht Rotation eines
Vektorfeldes ist.

u=|z|5%z = (21,29, 73)

Als eine Konsequenz von Satz X.6.18 erhalten wir den klassischen
Stokesschen Satz.

SATZ X.6.22 (STOKESSCHER INTEGRALSATZ IM R3). Seien U C
R3 offen, M C U eine durch das Finheitsnormalenfeld v orientierte
Hyperfliche, K C M kompakt mit glattem Rand relativ zu M und
u e CYU,R3). Dann ist

/ (rot u,v)dS = (u, T)ds,
K O K

wobei ds die Bogenlinge von Oy K und T das durch die induzierte Ori-
entierung von Oy K definierte Finheitstangentenfeld ist.

BEWEIS. Wende Satz X.6.18 auf

3
Q14 = E UZdIZ
=1

an. Dann folgt die Behauptung aus Satz X.6.7, Beispiel X.5.9 (S. 107),
Bemerkung X.6.5 (2) und Bemerkung VIIL.2.7 (S. 100, Analysis II),
Definition VIII.2.4 (S. 99, Analysis II) und Definition VIIL.3.1 (S. 104,
Analysis II). O

BEISPIEL X.6.23. (1) Seien M, K wie in Beispiel X.6.15 (1) und
f(l’) = (_$2>~Tla O)
Dann ist
rot f(z) = 2e3 = (0,0, 2)
und wegen Satz X.6.7 und Beispiel X.3.7 (S. 84)

27 5
/ (rot f,v)dS = / / 2 sin 0 cos OdOdp
K o Jo

= 2.

Andererseits ist

s = [ (ceam)

2m
:/ (—sint)(—sint) + cost cos tdt
0
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(2) Seien z* € R® und v € R? mit |jv]]; = 1. Sei M = {z € R3 :
(x — z*,v) = 0} die Ebene durch z* senkrecht zu v. Wir orientieren M
so, dass v ein positiv orientierter Normalenvektor ist. Fiir € > 0 sei

K.={xeM:|z—2z"|2<ce}.

Sei U C R? eine Umgebung von z* und u € C'(U,R3). Dann folgt aus
Satz X.6.22

e—0 re2

1
= lim—z/ (u, T)ds.
=0 TET Jor.

Physikalisch beschreibt also die Rotation rot u(z*) den Fluss pro Fla-
cheneinheit durch einen beliebig kleinen Kreis mit Mittelpunkt x*.
(3) Seien U C R3 offen und I C R ein Intervall. Das elektrische und das
magnetische Feld sind zeitabhiingige Vektorfelder £, B € C(Ix U, R3?).
Sie geniigen u.a. der Differentialgleichung

0B
D tE=———.
(D) ro By
Seien M eine durch das Einheitsnormalenfeld v orientierte Hyperfliche
in U und K C M kompakt mit glattem Rand relativ zu M. Dann ist

/K (Bt z), v(x))dS (z)

der magnetische Fluss durch K zur Zeit ¢. Aus (D) und Satz X.6.22
folgt

(rot u(z"),v) = lim L/ (rot u,v)dS
K.

& [ Bl va)is@ = [ (B¢ a.v@)asw

(I) = —/K(rotE(t,x),y(x))dS(x)
= _/a K(E(t,x),T(a:))ds(x).

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch K ist also gleich
dem negativen elektrischen Strom durch 0y, K.

Mit Hilfe von Teil (2) kann man umgekehrt aus (I) die Differentialglei-
chung (D) herleiten.

X.7. Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

SAaTz X.7.1 (BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ). Sei B, = {z €
R™ ¢ ||lz|l2 < 1} die abgeschlossene Einheitskugel in R™ und f € C(Bn,
R™) mit f(B,) C By,. Dann besitzt f mindestens einen Fizpunkt x* in

B, d.h.
flz™) =z~
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BeEwEIs. Fiir n = 1 besagt Satz X.7.1, dass jedes f € C([—1, 1], R)
mit f([—1,1]) C [-1,1] einen Fixpunkt besitzt und ist damit eine
Konsequenz des Zwischenwertsatzes angewandt auf  — f(z).

Sei also n > 2.

1. SCHRITT: Es gebe ein g € C'(R",R") mit gl = f.

ANN.: f besitzt keinen Fixpunkt.

Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein r > 1 mit
x—g(x)#0 Vzre B(0,r) CR"

Sei 1 = x — g(z) und o € Q21 (R"\{0}) wie in Beispiel X.6.21 (S.
124). Dann ist ¢; * « in B(0,7) geschlossen und damit wegen Satz
X.5.16 (S. 111) exakt. Also gilt nach Satz X.6.20 (S. 124)

(1) / o1 ¥ a=0.
Sn—1
Definiere @ : R x B(0,r) — R™ durch

O(t,x) = x — tg(z).
Fir ¢ € [0,1) und z € S"! gilt dann ®(t,z) # 0. Also ist V =
d~1(R"\{0}) offen und [0,1] x S"' C V. Dann gibt es auch eine
offene Menge U C R™ mit S ' C U C B(0,r) und [0,1] x U C V.
Definiere g, : U — V durch
do(x) = (0, ),
¢1(‘r) = (1,ZL‘).
Da @ * o geschlossen ist, folgt wie im Beweis von Satz X.5.16 (S. 111),
dass es ein € Q7 2(U) gibt mit
P * D x v — Yy *x D xa=dn.
Fiir x € U ist aber
Sohy(x) =P(1,2) =2 — g(x) = p1(2)
®ohg(x) = P(0,2) =2

~—

und daher
dn = o1 xa — a.
Damit folgt aus Satz X.6.20 (S. 124) und Gleichung (1)

on1 (S = / o
Sn—1

= / (p1 % o — dn)
Sn—1
=0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
2. SCHRITT: Sei nun f € C(B,,R") mit f(B,) C B, beliebig.
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ANN.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Da B, kompakt ist, gilt

e= inf |z = f(z)ll2 > 0.

xGBn

Definiere f : R — R™ durch

~ f(z) falls v € B,,,
f(%=) fallsz & B,,.

Dann ist f € C(R”,R") mit f(R") C B,. Sei ¢ € C3°(R™,R) mit
0<¢(z)<1 VreR"
supp ) C B,

=1

Rn

wie im Beweis von Satz IX.6.7 (S. 64). Da B(0, 2) kompakt und f stetig
ist, gibt es ein 6 > 0 mit

~ ~ I _
17@)~ F@l < 5 Y,y € BO.2) mit o~ yl» <5
Definiere g : R® — R" durch

g(w) = | o= )f()

R

w(z)f(x +dz)dz Vx e R"™
Dann ist g € C*°(R™,R") und
lg(@)]]2 < . D(2)|| f(x + 62)|odz

<1 VxreR"

Insbesondere ist g@n) C B,,.
Weiter ist fir z € B,

1) = 9@ = | [ 9@ — Flo+ 5211zl
- / V@) - Fla+ 52))de]

<

Daher gilt fiir alle x € B,,

[z = g(@)ll2 = [lo = f(@)ll2 = [[f(2) — g(=)[2

£
> -
-2
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im Widerspruch zum 1. Schritt. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
0

BEMERKUNG X.7.2. (1) Das Beispiel n = 1, f(z) = x? zeigt, dass
der Fixpunkt aus Satz X.7.1 im allgemeinen nicht eindeutig ist.

(2) Sei v € S"7L. Definiere f € C(R™, R™) durch
1
flr) = 5o+ ).
Dann ist f(B,) C B, und f besitzt keinen Fixpunkt in B,. Dieses
Beispiel zeigt, dass man in Satz X.7.1 B,, nicht durch B, ersetzen kann.

Satz X.7.1 hat eine einfache, aber sehr praktische Konsequenz.

SATz X.7.3. Sei f € C(R™,R"). Es gebe ein r > 0 mit
(2) (f(z),x) >0 VaeR" mit|z|,=r.
Dann besitzt f eine Nullstelle x in B(0,7).

BEWEIS. ANN.: f besitzt keine Nullstelle in B(0,r). Definiere g :
B,, — R" durch
g(x) = = f(ra) 3" f(ra).
Dann ist g stetig und g(B,,) C B,. Wegen Satz X.7.1 gibt es ein z* € B,
mit

gla®) = a".
Wegen g(B,,) C S"!ist ||a*]|, = 1. Also gilt
1= [|l="I3
1 * *
= (o)

= (0%, g(a"))
= ~(rlf(ra)l2) (", £ra*))

< 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f eine Nullstelle in B(0,7). We-
gen Gleichung (2) kann diese aber nicht auf 0B(0, ) liegen. O

Satz X.7.3 hat eine interessante Konsequenz.
Satz X.7.4. 8" ' und B,_1 sind nicht homéomorph.

_ BEwEIs. ANN.: Es gibt einen Homdomorphismus ¢ von Sn=1auf
B,_1.
Definiere ¢ : R® — R"™ durch

() 0 falls z = 0,
xr) =
||x||2g0(||;”2) falls « # 0.
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Dann ist ¢ stetig und damit auch f : B, — S™ ! mit f = ¢~ o4). Fiir
x € S"L gilt

flz) ==z
und somit

(f(z),z)=1>0 Vaoes"

Wegen Satz X.7.3 gibt es ein 2* € B, mit f(z*) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu f(B,) C S™ 1. O

Wir wollen den Brouwerschen Fixpunktsatz verallgemeinern. Da-
zu bendtigen wir ein approximationstheoretisches Ergebnis, das von
eigenstandigem Interesse ist.

SATz X.7.5. Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und
Norm || - || und M C H abgeschlossen und konvex. Dann besitzt jedes
x € H eine eindeutige beste Approximation Pyx € M in M, d.h.

— Pyl = inf ||z —y.
lv = Paz| = inf Jlz =y

Weiter gilt
| Py — Pyyl| < ||z —y| Vao,y € H.

BEWEIS. VORBEMERKUNG: Da (-, -) ein Skalarprodukt ist, gilt die
Parallelogrammregel

(3) Iz +y 1 + llz = ylI* = 2[ll=l* + [y ]I*]-

EINDEUTIGKEIT: Seien z € H beliebig und y, 2 € M zwei beste Ap-
proximationen an x. Dann folgt aus Gleichung (3)

ly — 201" = 2llz — ylI* + 2|l — 2||* — |22 —y — 2®

1
=2{lle = yl* + llz = 2I° = 2llz = 5y +2) [}
—_——

eM
< 0.

Also ist y = 2.
EXISTENZ: Sei x € H beliebig und d = in}fl |z —y||. O.E. ist d > 0,
ye

sonst ist die Behauptung trivial. Sei (¥, )nen eine Minimalfolge, d.h.
lim ||z — y,|| = d.
n—oo

Dann folgt aus Gleichung (3) fir n,m € N

1
1yn = ymll” = 28l = gl + 2 = yml|* = 2|z = 5 (v +y) [}
| —

eM
< 2|1z = yal* + |z — yml* — 2d}.
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Also ist (Y )nen eine Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein y* €
M. Konstruktionsgeméf gilt ||z — y*|| = d.
STETIGKEIT VON Py: Seien z,y € H und t € (0,1) beliebig. Dann
folgt
0<|lz—(1—1t)Pyzx —tPyy|* — ||z — Pyz|?
eM
+ly — (1 = t)Puy — tPuz | — |y — Pyl
eM
= ||x — Pyx + t[Pyx — Pyyl|]* — ||z — Pua|?
+ly = Puy — t{Pua = Paryl|* = |ly — Puryll?
= 2t(x — Pyx, Pyx — Pyy)
— 2t(y — Pumy, Pux — Puyy)
+ 2t*|| Py — Paryl|?
= 2t(x — y, Pyx — Pyy) — 2t(1 — t)||Pyx — Pyyl?

und somit

1
| Py — Puyl” < (¥ =y, Puz = Puy)

1
<
1t

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang ¢ — 0. U

|z —y|l||Pvx — Pyyl| V0 <t<1.

SATz X.7.6. Seien X ein endlich dimensionaler Banachraum, M C
X konvex und kompakt und f € C(M,M). Dann besitzt f einen Fiz-
punkt i M.

BEWEIS. Sein = dim X und ¢ : R® — X ein [somorphismus. Dann
ist N = &~ 1(M) C R" konvex und kompakt. Insbesondere gibt es ein
R >0 mit N C B(0,R). Sei Py : R" — N der Operator, der geméif
Satz X.7.5 jedem x € R"™ seine beste Approximation in N zuordnet.
Definiere g : R" — R™ durch

Yr(z) = Rz
und g : B,, — R™ durch (vgl. Abb. X.7.1)
g:qp;éloq)*lofoq)oPNowR.
Die Funktion g ist stetig, und wegen f(M) C M gilt g(B,) C B,,. Also
besitzt gemif Satz X.7.1 g einen Fixpunkt z* € B,,. Sei y* = ¥r(z*).
Dann gilt
7 o fodo Py(y*) = vr(g(z"))
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Also ist y* € N und damit Pyy* = y*. Sei * = ®(y*) € M. Dann folgt
fz*) =®(® o fodo Py(y")

="
]
Xx-oM I Mcx
> o1
R*D N N CR”
Py id
B(0,R) D N N C B(0,R)
YR vR'
B, — B,

ABBILDUNG X.7.1. Definition der Funktion g

BEMERKUNG X.7.7. Satz X.7.6 folgt geméfl obigem aus Satz X.7.1.
Umgekehrt ist offensichtlich Satz X.7.1 ein Spezialfall von Satz X.7.6.
Also sind die beiden Sétze in Wahrheit dquivalente Formulierungen
eines Sachverhaltes.

DEeFINITION X.7.8. Seien X ein Vektorraum und zy,...,z, € X,
n € N*. Dann heif3t

n n
conv(xy, ..., T, = {x = Z@ﬂi 0< o < 1,20@ < 1}
i=1 i=1

die KONVEXE HULLE von x1,...,T,.
Satz X.7.9. Seien X ein normierter Vektorraum und x4, ..., x, €
X, n € N*. Dann ist conv[zy,...,x,] kompakt und konvex.
BEWEIS. Die Konvexitét folgt aus der Konstruktion. Die Kompakt-
heit folgt aus conv|xy,...,x,] = ®(S) mit
®:R" — X

n
(a1, ... 0p) — Zaixi
i=1
und

Sz{aGR":Ogaigl,Zaigl}.

i=1
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g

SATz X.7.10 (ERSTER SCHAUDERSCHER FIXPUNKTSATZ). Seien
X ein normierter Vektorraum, K C X konvex, C' C K kompakt und
feC(K,C). Dann besitzt f einen Fizpunkt in C.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein z. € K mit

Hf<x5) - 513'5“ S e
Sei € > 0 beliebig. Da C' kompakt ist, gibt es ein n € N* und Punkte

1y, 2, € Cmit C C UB(xi,e). Sei
i=1

Ky = conv|zy,...,z,| C K

und

pi(r) = [ = [l — =[]+
= max{e — ||z — z;||,0} Vzre X,1<i<n.
Dann sind die ¢; stetig und

o(x) = Zgoi(:t) >0 VzedC.

Daher ist ¢; : C' = R, 1 <4 < n, mit

(o :%’(37) v
i(z) ) Ve e C

stetig und erfiillt
0<(x)<1 Vzel 1<i<n
D i(x)=1 VzeC.
i=1

Definiere g : C' — Kj durch

g(z) = Z Yi(z);.

g ist stetig, und fiir jedes x € C' gilt

lg(z) — || = | Z@/}i(m)[zi mall
=1 Y @ -4l

1<j<n
z€B(xj,€)

< Z vj(@)||z; — ]

1<j<n
x€B(xj,€)

<e.
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Definiere schliellich h € C(K, Ky) durch h = gof. Aus Satz X.7.6 ange-
wandt auf h und span{xy,...,z,} (Man beachte: endlich dimensionale
normierte Vektorrdume sind vollstédndig!) folgt, dass es ein z. € K
gibt mit

h(z:) = x..

Hieraus folgt aber

1S (we) = 2ell = [[f(2e) — g(f (xe))[| < e

2. SCHRITT: Geméf dem 1. Schritt gibt es zu jedem n € N* ein z,, € K
mit

@ 1) = 2all < 5.

Da f(K) C C und C kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (2, )xen von
(Zp)nen und ein z* € C mit

*

f(zn,) — 2™

k—o0
Aus Gleichung (4) folgt
Ty, — T
k—o0
Aus der Stetigkeit von f ergibt sich schliellich
fl@®) =a”.

t

Wir wollen eine andere, dquivalente Formulierung des ersten Schau-
derschen Fixpunktsatzes angeben. Dazu bendotigen wir:

DEFINITION X.7.11. Seien X ein noLmierter Vektorraum und K C
X. K heiflt RELATIV KOMPAKT, wenn K kompakt ist.

BEMERKUNG X.7.12. (1) Definition X.7.11 gilt auch fiir allgemeine
topologische Raume.
(2) Eine relativ kompakte Menge ist notwendig beschrankt.
(3) Da in normierten Rdumen Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit
iibereinstimmen, ist K genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

SATZ X.7.13 (ZWEITER SCHAUDERSCHER FIXPUNKTSATZ). Seien
X ein normierter Vektorraum, K C X konver und f € C(K,K).
f besitzt sicher dann einen Fixpunkt in K, wenn eine der folgenden
Voraussetzungen erfillt ist:

(1) K ist kompakt
oder
(2) K ist abgeschlossen und f(K) ist relativ kompakt.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz X.7.10 mit C' = K im Fall
(1) und C' = f(K) C K im Fall (2). O
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Wir wollen Satz X.7.13 benutzen, um die lokale Existenz von Loésun-
gen gewohnlicher Differentialgleichungen zu beweisen. Dazu benotigen
wir ein Hilfsergebnis das von eigensténdigem Interesse ist.

SATZ X.7.14 (SATZ VON ARZELA-ASCOLI). Seien (X, || - ||x) ein
Banachraum und K C X kompakt. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(1) A C C(K,R"™) ist relativ kompakt.

(2) A ist beschrinkt und GLEICHGRADIG STETIG, d.h.
(a) supseq | fllexrry < C und
(b) supsea [[f(2) = F(Y)llgn — O fiir [z —yl[x — 0.

BEWEIS. ,,(1) = (2)“: Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein n. € N*
und fic, ..., fo.e € Amit A C U}, B(fie,€), wobei B(f,¢) die offene
Kugel um f mit Radius ¢ bzgl. || - ||c(xrn) ist. Fiir f € A gibt es dann
ein i € Ny_mit f € B(fi,.,¢). Hieraus folgt

| fllewrny <€+ || fioellowrn

<e+ 1@2}25 | fiell o mmy-

Hieraus folgt (a). Weiter gibt es ein § > 0 mit
max || fie(z) = fi-(y)l|lrr <e

1<i<ne

fir alle z,y € K mit ||z — y[|x < 6 (Man beachte: die f;. sind
gleichméBig stetig!). Hieraus folgt fir f € A

1f (@) = fW)llrr < 26+ [[fine(®) = fige(¥)l|mn
<3 VeyeK,|r—y|x <9
Dies zeigt (b).
»(2) = (1)“: Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es k,m € N* und 1y, ..., m
eR™ zq1,...,2,, € K mit
k
R" > B(0,C) | J B(mi,e)
i=1
und .
X > K c|JB(x,9).
j=1
Fiir jede Abbildung 7 : N — Nj sei
Ar=1f € Ar max [[£(2;) = Ny lze < €}

Falls A, # ) ist, wihle ein f, € A,.
Zu jedem f € A gibt es dann ein 7 mit f € A,. Sei nun z € K. Dann
gibt es ein j € N mit z € B(x;,¢). Daher gilt
1f(@) = fr(@)|lrn < [[f(2) = f(@))llrn + £ (25) = 0 i)l IR
+ 11y — Sr(@i)llre + 1 fr(25) = fr ()[R
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<2sup sup [f(z)— f(y)llrn + 22
feA zyeK
lz—yll<e

= 7.

Da A gleichgradig stetig ist, gilt r. — 0 fiir e — 0.
Aus obiger Abschétzung folgt

AcB(fr 2r0),

wobei die (endliche) Anzahl von Kugeln, deren Vereinigung gebildet
wird, von € abhéingt. Wie in Beweis von Satz I11.4.4 (S. 82, Analysis I)
folgt hieraus, dass A kompakt ist. O

SATz X.7.15 (EXISTENZSSATZ VON PEANO). Seien I C R ein of-
fenes Intervall, U C R™ offen und f € C(I x U,R). Dann gibt es zu
jedem T € I und jedem n € U ein g9 > 0, so dass das ANFANGSWERT-
PROBLEM

(5) () = f(ta(t) Vr—ep <t <7T+eg

z(t) =1

eine Ldsung hat.

BEWEIS. Offensichtlich ist z € C*((7 — &9, 7+ €9), R") eine Losung
von Gleichung (5), genau dann wenn x € C'((7 —eg, 7+ ¢€9), R™) ist und
die Beziehung

(6) x(t)=77+/tf(s,x(s))ds Vt—eg <t <T+ep

erfiillt.
Seien nun 7 € I und n € U beliebig. Dann gibt es ein ¢; > 0 mit

Q=[r—e,7+e] x Bra(n,e1) CIxU.

Sei
M = max{1, sup [[f(t,y)llen}
(t,y)eQ
und
€1
&y = M
Definiere

X = C([T — &0, T + 80],Rn)

H ) “X - H : ||C([‘rf€o,7'+so],R”)
K={reX:|z—17|x <e},

wobei 7 die konstante Funktion mit Wert 7 bezeichnet.
X ist ein Banachraum und K C X ist konvex und abgeschlossen.
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Definiere L : K — X durch

t
Lz(t) =n +/ f(s,x(s))ds.
Fir x € K folgt

|Le —7lx = pr/f@w@Mﬂw

[t—7|<eo
< EQM
S £1.

Also ist L(K) C K.
Sei € > 0 beliebig. Da f auf der kompakten Menge () gleichméaflig stetig
ist, gibt es ein ¢ > 0 mit

Hﬂ&m—ﬂmwwéi V(s,u), (t,v) € Q
mit max{|s — |, ||u — v|gn} <.

Fir z,y € K mit ||z — y|[x < ¢ folgt dann

[Lx — Lyl x = sup H/[f(sax(S))—f(S»y(S))]dSHw

|t—7’|§€0
€
<€ —
€o
=c.

Also ist L € C(K, K).
Fiir tq,ty € [T — €0, T + &0 gilt schlieflich
to

[La(ty) — La(to)|len = || [ f(s,2(s))ds]|rn

t1

< Mty — t1]

und somit

sulg |Lz(t1) — Lx(te)||rn < M|ty — tof.
xe

Damit folgt aus Satz X.7.14, dass L(K) relativ kompakt ist und dass
X, K, L die Voraussetzungen von Satz X.7.13 erfiillen. Mithin hat
Gleichung (6) und damit auch Gleichung (5) eine Losung. O

BEMERKUNG X.7.16. (1) Seien ] = U = Rund f : R? — R

definiert durch
ft,z) =+/|z| V(i z) eR

Fir a € Ry sei

(t —a)4]?

max{(t — a), 0}

uq(t) =

N e
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Dann ist u, Losung des Anfangswertproblems

d
aua(t) = f(t,uqa(t)) VteR

uq(0) = 0.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i.
a. keine Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(2) Seien I = U =R und f : R? — R definiert durch

ft,r) =2* V(t,x) €R.

Dann ist u : (—o00,1) — R mit
1

ut) =13

die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

d
u(0) = 1.
Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i. a.
nur die lokale Existenz einer Losung des Anfangswertproblems erwarten
kann.

(3) Erfiillt f aus Satz X.7.15 zusétzlich eine Lipschitz Bedingung bzgl.
des zweiten Argumentes, d.h., gibt es ein A € R* mit

1t 2) = Fty)llen < Mz = yllen VE€ L2,y €U,

so kann man zeigen, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige
Losung besitzt (SATZ VON PICARD-LINDELOF) (s. Satz XI.1.7). Der
Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz angewandt auf den
Operator L aus dem Beweis von Satz X.7.15.



KAPITEL XI

Gewdhnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in die Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen. Zunéchst beweisen wir einige ein-
fache Existenz-, Eindeutigkeits- und Fortsetzbarkeitsséitze. Dann stel-
len wir an Hand von Beispielen die wichtigsten elementaren Losungs-
methoden vor. AnschlieBend zeigen wir die stetige bzw. differenzierba-
re Abhéngigkeit der Losung eines Anfangswertproblems von den An-
fangswerten. Zum Abschluss geben wir einen kurzen Einblick in die
Stabilitédtstheorie, d.h. {iber das Langzeitverhalten von Lésungen von
Differentialgleichungen unter dem Einfluss kleiner Stérungen.

XI.1. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Im Folgenden bezeichnen stets I C R ein nicht leeres offenes Inter-
vall und U C R™, n € N*, eine nicht leere offene Menge. || - || ist eine
beliebige Norm auf R".

DEFINITION XI.1.1. (1) Seien k € N*, V C R*" eine nicht leere
offene Menge und f : [ x V — R" eine Funktion. Dann heifit das
Problem

Finde y € C*(I,R") mit
v = F(Ly®), .y 0W), el

eine GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG k-TER ORDNUNG auf
1. Ist speziell k = 1, so sprechen wir einfach von einer GEWOHNLICHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG (GDGL).

(2) Seien tp € I und vy = (vog,.-.,v0k-1) € V. Dann heifit (D)
zusammen mit den Bedingungen

(A) y(to) = voo, .- ;y(k_l)(to) = Vo k-1

ein ANFANGSWERTPROBLEM (AWP).
(3) Eine gDgl bzw. ein AWP heiflen AUTONOM, wenn die Funktion f
nicht von der Variablen ¢ abhéngt.

(D)

BEMERKUNG XI.1.2. (1) Eine gDgl k-ter Ordnung, k£ > 2, kann
stets in eine dquivalente gDgl erster Ordnung auf R™ umformuliert
werden. Um dies einzusehen, setze

2(t) = <zo(t), o ,zk_l(t)> _ <y(t), J(1), ... ,y(k_l)(t)> e R™

139
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und

F(t, =(1)) = <21(t), e (), (2D, zk_l(t))> e R,

Dann ist offensichtlich y genau dann eine Losung von (D), wenn z eine
Losung von

2(t)=F(tz2(t) ,tel
ist. Aus diesem Grunde betrachten wir im Folgenden nur gewthnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung.
(2) Eine gDgl kann stets in eine dquivalente autonome gDgl umformu-
liert werden. Um dies anzusehen, setze

2(s) = (y(s),s) e R™

und

F(z) = F((y(s),9)) = (fls.9(5)),1) € R™.
Dann ist y genau dann eine Losung von (D), wenn z eine Losung von
Z'(s)=F(z(s)), sel
ist.
BeispIeL X1.1.3. (1) (POPULATIONSDYNAMIK) y(t) beschreibe die
GroBe einer Population zur Zeit t > 0. Die relative zeitliche Anderung

der Populationsgrofie sei eine bekannte Funktion r der Zeit und der
aktuellen Populationsgrofle. Diese Annahmen fithren auf die gDgl

y'(t) =r(t,yt)yt) ,t>0.
Wichtige Spezialfille sind die des unbeschrankten Wachstums
r(t,yt) =a>0 V>0

und des beschriankten Wachstums

r(ty(t) = aly" —y(t)) VE>0

mit a > 0,y* > 0. y* spielt die Rolle einer Grenzpopulation, deren
Uberschreiten zum Absterben der Population fiihrt (vgl. Beispiel X1.2.5
(S. 154)).

(2) (RAUBER-BEUTE-MODELL) () und y(¢) beschreiben die Grofie
einer Rauber- bzw. Beutepopulation zur Zeit ¢ > 0. Die Rduberpopula-
tion lebe ausschliellich von der Beutepopulation, ihre Reproduktions-
rate sei proportional zur Grofle der Beutepopulation und bei fehlender
Beute sei ihre relative Sterberate konstant. Die Beutepopulation habe
bei fehlenden Raubern eine konstante relative Wachstumsrate und ihre
Sterberate sei proportional zur aktuellen Grofle der Rauberpopulation.
Diese Annahmen fiihren zu der gDgl

¥ = —ax + By

?/ = oy — Bay
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mit oy, 1, oo, fo € RY (vgl. Beispiel XI.2.2 (S. 150)).

(3) (CHEMISCHE REAKTIONSKINETIK) Zwei Ausgangsstoffe A und B
mogen zu einem Endprodukt C reagieren, u(t) beschreibe die Konzen-
tration von C' zur Zeit t > 0. Die Anderung dieser Konzentration sei
proportional zu der aktuellen Konzentration von A und B. Wenn a und

b die Anfangskonzentrationen von A und B bezeichnen, fithren diese
Annahmen auf das AWP

u'(t) =r(a—u(t)(b—u(t)) ,t>0
u(0) =0

mit r > 0 (vgl. Beispiel XI1.2.4 (S. 153)).

(4) (FEDERSCHWINGUNG) Die vertikale Schwingung z(t) einer Feder
mit Masse m > 0 wird nach den Newtonschen Kraftgesetzen durch die
gDgl 2. Ordnung

mz"(t) = —kz(t) —r2'(t) ,t>0

beschrieben. Dabei ist —kz(t), k > 0, die Riickstellkraft der Feder und
—rz'(t),r > 0, die Reibungskraft. Die dquivalente gDgl 1. Ordnung
lautet

2 (t) = v(t)
ww:—%dw—%mw

Dabei ist v(t) die Geschwindigkeit der Auslenkung.

(5) (EINFLUSS DES LUFTWIDERSTANDES) Ein Fahrzeug der Masse
m > 0 werde durch die konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luft-
widerstand sei proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann
fithren die Newtonschen Kraftgesetze auf die gDgl 2. Ordnung

ma"(t) = K — ra'(t)?

mit r > 0. Bezeichnet v(t) die Geschwindigkeit, lautet die dquivalente
gDgl 1. Ordnung

Z'(t) = v(t)
mu'(t) = K — ru(t)®
(vel. Beispiel XI1.2.6 (S. 154)).

Wir wollen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen
von AWPen beweisen. Dazu bendtigen wir einige Vorbereitungen.

DEFINITION XI.1.4. Die Funktion f € C'(I x U,R") heifit GLEICH-
MASSIG LIPSCHITZ-STETIG auf [ x U bzgl. U, wenn es ein L € R, , die
sog. LIPSCHITZ-KONSTANTE, gibt mit

1) = ft 9l < Lz =yl Vielz,ycU.
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f heifit LIPSCHITZ-STETIG auf I xU bzgl. U, wenn es zu jedem (to, ) €
I x U eine Umgebung J xV € U((to, xo)) gibt, derart dass f auf JxV
gleichméBig Lipschitz-stetig ist bzgl. V.

BEMERKUNG XI.1.5. (1) Ist f € C(I x U,R") bzgl. der Variablen
x differenzierbar und D, f € C(I x U, L(R",R™)), so ist f auf [ x U
bzgl. U Lipschitz-stetig.
(2) Ist f € C(I xU,R"™) Lipschitz-stetig auf I x U bzgl. U und J x K C
I x U kompakt, so ist f auf J x K gleichméfig Lipschitz-stetig bzgl.
K.
(3) Ist f € CY(U,R"), so ist f Lipschitz-stetig (auf U bzgl. U). Ist f €
C(U,R™) Lipschitz-stetig und K C U kompakt, so ist f gleichméBig
Lipschitz-stetig auf K.

BEWEIS. AD (1): Sei (to,z0) € I x U beliebig und € > 0 so, dass
[to—e,to+¢e] x B(zg,€) C IxU ist. Da [tg—e, to+€] X B(xo, ) kompakt
und D, f € C(I x U, L(R™,R™)) ist, existiert

M = max max | D,f(t, )| c@nrn.-
[t—to|<e zeB(wo,¢)

Fiir alle ¢ € |ty — &,t9 + €] und alle z,y € B(xg,¢) folgt dann mit Satz
VIL.3.7(1) (S. 62, Analysis II)

(8 z) = f(E )l < Mz =y

AD (2): Ist offensichtlich.
AD (3): Ist offensichtlich. O

SAaTz XI1.1.6 (LEMMA VON GRONWALL). Seien o, 3,u € C(I,R})
und ty € I mit

s Vt e 1.

Dann gilt

u(t) < oft) + /t&(s)ﬁ(s)e”;ﬁ(")d”)ds‘ vVt e I.

to

= /ttﬁ(s)u(s)ds Vtel.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass v stetig differenzierbar ist und die
Ungleichung

BEWEIS. Sei

< B(t)a(t) + B(t)
—BU()+%DP%0&W® Vel
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erfiillt. Multiplikation dieser Ungleichung mit

(1) = &M PO — o= fyy sen(s—to)(s)ds

liefert
(6)B()7(t) + sgu(t — to) B(t)y(t)v(t)
OB (@) = ((t) VEel
und somit
(vw) < afy auf I.

Integration von ty bis t € I liefert wegen v(ty) = 0

sgn(t — to)y(t)v(t) < sgn(t — to) / a(s)B(s)y(s)ds

to

und somit

/t: ﬁ(s)u(s)ds‘ — sgn(t — to)o(t)

< sgn(t — 1) / a(s)(s)y(s)7(t) " ds

to

/t a(s)ﬁ(s)e'f: Alo)dal

to

YVt e 1.

Hieraus folgt die Behauptung. O

SATZ XI1.1.7 (SATZ VON PICARD-LINDELOF). Sei f € C(IxU,R"™)
auf IxU bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (to, o) € I xU
ein € > 0, so dass das AWP

= f(t,x) auf (to —e,to+¢)
.Z'(to) = 29
eine eindeutige Losung © € C'((ty —€,t9 + €), R") hat.

BEWEIS. 1. VARIANTE: Aus dem Existenzsatz von Peano, Satz
X.7.15 (S. 136), folgt, dass das AWP mindestens eine Losung hat. Seien
z,y € CY(to — &,t0 + &), R™) zwei Losungen des AWP. Indem wir €
notigenfalls verkleinern, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von f

o) =yl = || [ 1(s.2()) = Fls,y(s))ds

to
t

IA
=
—
o
8
—
)
N~—
N~—
|
~
—
i)
<
—~
)
SN~—
=
U
>

to

IN
o;\“
=
=
—
~—
|
=
D
o
V)
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Diese Abschétzung und Satz XI.1.6 mit o = 0 und = L beweisen die
behauptete Eindeutigkeit.

2. VARIANTE: Seien g9 > 0 und R > 0, so dass [tg — €0, o + €0] X
B(zo,R) C I x U ist und f auf [ty — eo, to + o] X B(zo, R) gleichméafig
Lipschitz-stetig ist bzgl. B(zo, R). Sei L die Lipschitz-Konstante von f
und

M = max max | f(t,z).
[t—to|<eo zeB(zo,R)

e—min{g ﬁ}
- OvM .

Sei X = C([to—¢,to+¢|,R") und K = By (To, R). Dabei bezeichnet
| - [|oo die Maximumsnorm auf X und 7, die konstante Funktion mit
Wert xy. Durch

Setze

|z||L = max
[t—to|<e

wird dann eine Norm auf X definiert, bzgl. derer X vollstdndig und
K abgeschlossen ist (Beweis Ubungsaufgabe!). Definiere die Abbildung
¢ : X — X wie im Beweis von Satz X.7.15 (S. 136) durch

6—L|t—to|$(t) H

Sx(t) =z + /tf(s,x(s))ds V|t —to| <e.

Offensichtlich ist x ein Fixpunkt von ® genau dann, wenn x das AWP
16st. Fiir z,y € X folgt

fos(6) —oll = | | Fssat)as]
< M|z—t0|
< Me
<R

und

) — @) = [ [ psia(s) - S5, u()as

< e Hit=tolgon (t — ¢,)

t

1/ (s, 2(s)) = f(s,9(s))llds

< e~ Lit—tol sgn(t — to) / L||x(s) — y(s)||ds

to

t
< sgn(t — to) / e~ Hit=tol peEls=tol) 0o — || L ds
to

= (1 — e Hollz — g,
<1 —e )z -yl
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Also ist @ eine Kontraktion auf K mit Kontraktionsrate k = 1 — e~ L=,

Damit folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz
IV.4.3 (S. 137, Analysis I). O

BEMERKUNG XI.1.8. Bemerkung X.7.16(1) (S. 137) zeigt, dass man
ohne die vorausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit i. a. nicht die Eindeutigkeit
der Losung des AWP erwarten kann. Bemerkung X.7.16(2) (S. 137)
zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz XI.1.7 i. a. nur
die lokale Existenz der Losung des AWP erwarten kann. Satz XI.1.7
zeigt, dass es nicht immer ratsam ist, eine nicht autonome gDgl in
die dquivalente autonome gDgl umzuformen. Fiir die nicht autonome
gDgl benétigen wir ndmlich nur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. z, fiir die
dquivalente autonome gDgl dagegen Lipschitz-Stetigkeit bzgl x und t.

SATZ XI.1.9 (GLOBALER EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ).
Sei f € C(IxUR") auf I x U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann exis-
tiert fir jedes (to,xo) € I X U genau eine nicht fortsetzbare Ldsung
u(+;to, wg) € CH(I(tg, z0),U) des AWP

¥ = f(t, x)
ZL‘(to) = X29-

(%)

Das mazimale Ezistenzintervall I(ty, zo) ist offen, d.h.
I(to, o) = (t~ (to, z0), t" (to, z0)),
und es gilt entweder
t~ =t (to,wo) =infI baw. tT =t"(ty,19) =supl
oder

lim min{dist(u(t; to, 7o), OU), ||u(t; to, 0)|| "'} = 0.
t—tE£T0

Dabesi ist
dist(z, ) = +oo
und fiir eine nicht leere abgeschlossene Menge A
dist(z, A) = inf{||z — y|| : y € A}

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei (o, o) € I X U beliebig und im Folgen-
den fest. Wegen Satz XI.1.7 existiert ein £, > 0, so dass das AWP (x)

eine eindeutige Losung u auf Iy = [ty — €1, + 1] hat. Wegen Satz
XI.1.7 existiert weiter ein €5 > 0, so dass das AWP
z' = f<t7 $>

eine eindeutige Losung v auf I, 5 = [to + &1 — €2, t + €1 + €2 besitzt.
Aus dem Beweis von Satz XI.1.7 folgt, dass auf I; N I 2 gilt ©v = v.
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{u auf I,
Uy =

v auf [,

Folglich ist die durch

auf I; U I, 5 definierte Funktion eine Losung des AWP (%), die u echt
fortsetzt. Da wir ganz analog fiir ¢ty — €; argumentieren konnen, zeigt
dies, dass u echt nach links und rechts fortgesetzt werden kann.

2. SCHRITT: Wegen des 1. Schrittes ist folgende Definition sinnvoll

tT = t"(tg, w0) = sup{B € I : () hat eine Losung auf [ty, 5]},

t~ =1t (to,xo) = inf{B € I : (%) hat eine Losung auf [, to]}.
Dann existiert genau eine Losung u = u(+; tg, z9) € C*((¢t~,¢),U) von
(%) und u kann nicht fortgesetzt werden. Das maximale Existenzinter-
vall I(tg,z0) = (t7,tT) ist offen, da wir sonst das Fortsetzungsargu-
ment aus Schritt 1 auf (¢, u(tt;tg, x0)) bzw. (7, u(t™;to, o)) anwen-
den koénnten.

3. SCHRITT: Wir nehmen an, dass t* < sup I ist, und wollen zeigen,
dass

() lim min{dist(u(t), OU), [u(t)]| "} =0

t—tt—0

ist. Wir nehmen dazu an, dass (x*) falsch ist. Dann gibt es ein € > 0
und eine Folge (t,)neny mit ¢, <t fiir alle n € N, lim ¢, = ¢t7 und

1
lu(ty)] < % und  dist(u(t,);0U) > 2¢ ¥n € N.
€
Dabei ist 0.E. €2 < % Sei
1
M = max{||f(t,z)] : to <t < T, ||z — x| < =, dist(z,dU) > ¢}
£

und 0 < 6 < 47
BEH.: Fiir alle n € N und alle s € [0, min{d, t" — ¢,,}] gilt

1
|u(t, + s)|| < B und  dist(u(t, +s),0U) > e.

BEW. DER BEH.: Angenommen, die BEH. ist falsch. Dann gibt es ein
k€ N* und ein 3 € (0,min{0,¢" — t;}] mit |Ju(ty + s)| < L und
dist(u(ty + s),0U) > ¢ fiir alle 0 < s < § und

llu(ty + B)|| = é oder dist(u(ty + 3),0U) = e.

Dann folgt
1 f(ts+s,ulty + )| <M Y0O<s<p

lu(ty + B8) — u(ty)|] = ‘ /ttw £(s, u(s))dsH
< Mp

und somit
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< oM
< €.
Folglich gilt

1 1
lute + Bl < & + Ju(t)| < e+ 5 < =

wegen 2 < % und

dist(u(ty + 5),0U) > dist(u(ty),0U) — ||u(te + B) — u(ts)]]
> 26 —¢

= E&.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von e.
Wegen der BEH. gilt fiir alle k € N mit ¢ —t;, < §und alle s,t € [ty,t")
die Abschétzung

Ju(t) —u(s)| = \ /:f@“(T»dTH

< M|t — s].

Ist also (t/,)nen eine beliebige Folge mit ¢, < ¢ fiir alle n € N und
lim ¢, = t*, so zeigt dies, dass (u(t)))nen eine Cauchyfolge ist und

somit gegen ein y € R™ konvergiert. Da dist(u(t),0U) > ¢ ist fiir
alle ¢ hinreichend nahe bei t*, folgt y € U. Ebenso folgt aus obiger
Abschétzung, dass

t/

n

lim f(s,u(s))ds

n—oo tO

existiert. Sei nun (t!),en eine andere Folge mit ¢ < ¢* fiir alle n € N
und lim ¢ = ¢*. Dann folgt mit den gleichen Argumenten

n—oo

u(th) — z e U.

Aus obiger Abschéitzung folgt
ly— 2l = tim Ju(t}) — (e
< M lim |t —t,]
= 0.
Also gilt
y= lim u(t).

t—t+—0

Ganz analog folgt, dass

lim /t:f(s,u(s))ds = /tt+ f(s,u(s))ds

t—tt—0 o
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gilt, d.h. dass rechts stehende uneigentliche Integral existiert. Definiere

w(t) firt <t<th,
u(t) = o
Y firt=1¢t".

Dann folgt v € C((t~,t"],U) und
—a:o—l—/fsv ds YVt <t<tt.

Also ist v eine Losung des AWP (x), die u fortsetzt. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt t* = sup I oder

lim min{dist(u(t),o0), [u(t)]|"'} = 0.

t—tt—0

Ganz analog verfahren wir fiir ¢~. O

BEMERKUNG XI.1.10. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen sei-
en wie in Satz XI.1.9. Definiere
’}/+(t0,ZEO) = {U(t, to, l’o) it e [t07t+(t0, IQ))},
7_(t0,x0) = {U(t, to, 170) it e (t_(to, l'()),to]}.
Dann gilt:

(1) Ist v* beschriinkt, so ist t© = sup I bzw. ¢t~ = inf I oder es
gilt dist(u(t; o, z0), OU) — 0 fiir t — t= F 0. D.h., die Losung
existiert entweder fiir alle Zeiten oder sie lduft gegen den Rand

von U.
(2) Ist v* in einer kompakten Menge enthalten, so ist t¥ = sup I
bzw. ¢t~ =inf I.

BEMERKUNG XI.1.11. Die Funktion f sei linear beschriankt, d.h. es
gebe a, f € C(I,R}) mit

Lt o)l < a®)llzl +8(8) V(E,2) e I xU.

Dann folgt aus dem Lemma von Gronwall, Satz X1.1.6, dass jede Losung

von ' = f(t,x) beschriankt ist auf beschrénkten Intervallen. Ist insbe-
sondere U = R", so besitzt das AWP 2’ = f(t,z), z(ty) = x fiir alle
to € I,x9 € R™ eine eindeutige globale Losung.

XI.2. Elementare Losungsmethoden

BEeIspPIEL XI1.2.1 (EXAKTE GDGL, INTEGRIERENDER FAKTOR).
Sei U C R? offen, nicht leer, P,Q € C*(U,R) und (xg,yo) € U mit
Q(xo,y0) # 0. Wir betrachten das AWP

o Play()
0 V) = = 5 ul@)
y(wo) = Yo
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oder dquivalent
Q(x,y(x))y'(x) + P(x,y(x)) =0

y(xo) = Yo
Sei
a = Pdx + Qdy.
Wir nehmen zunéchst an, « sei geschlossen, d.h.
oP  0Q
da=0 <— — = —.
“ By Oz

Dann gibt es in einer Umgebung V' von (zg,yo) in U eine Funktion
F e C*(V,R?) mit
OF OF
=dF <= P=—,Q=—.
“ ox’ ¢ oy
O.E. kénnen wir F' so wéhlen, dass F'(xg, yo) = 0 ist (F' ist eindeutig bis
auf eine additive Konstante!). Wegen Q(zo, o) = %—5(3:0, yo) # 0 folgt
aus dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz VIL.5.9 (S. 83, Analysis
IT), dass die Menge

N():{(x7y) S VF<$’y) :0}

in einer Umgebung von (zg,yo) als Graph einer Funktion y von x
dargestellt werden kann. Es gibt also ein ¢ > 0 und eine Funktion
y € C((zg — ,70 + €), R) mit

F(z,y(z)) =0 Vl|z— x| <& und y(zo) = yo.

Aus der Kettenregel folgt, dass y das AWP (1) 16st. Andererseits erfiillt
Problem (1) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7 (S. 143), so dass y
die eindeutige Losung ist. Die Losung von Problem (1) ist also durch
die Niveaulinie einer Stammfunktion F' von « bestimmt. Da o = dF,
d.h. a exakt ist, nennt man Problem (1) eine EXAKTE GDGL.

Wir betrachten nun den Fall dae # 0. Wir nehmen an, dass es eine Funk-
tion M € C*(U,R) gibt, so dass «M geschlossen ist. M heifit dann ein
INTEGRIERENDER FAKTOR. M muss die partielle Differentialgleichung

0 0

@(MP):g(MQ)
oM oM (9P 0Q
Qg P~ M5 5

erfiillen. Da aM geschlossen ist, gibt es wieder eine Umgebung V' von

(20, yo) in U und eine Stammfunktion F von oM, d.h.
aM = dF < MP:a—F,MQ:a—F.
ox dy

Wie oben folgt daher, dass die Losung von Problem (1) durch die Ni-
veaulinie von F, auf der (z¢,yo) liegt, gegeben ist.
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BeispieL X1.2.2 (RAUBER-BEUTE-MODELL). Wir betrachten das
AWP aus Beispiel XI.1.3(2) (S. 140)

¥ = —ox + By
@ y' = azy — Boxy
x(0) = zo
y(0) = yo

mit oy, s, B1, B2, To, Yo € R%. Die Funktion f : R% x R% — R? mit
f(z,y) = (—aqz + Bixy, asy — Pexy) ist offensichtlich C*° und erfiillt
wegen Bemerkung XI.1.5 (S. 142) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7
(S. 143). Also gibt es ein € > 0, so dass Gleichung (2) eine eindeutige
Losung (z,y) € C'((0,¢),R% x R* ) besitzt. Multiplizieren wir die erste
Gleichung von Gleichung (2) mit asy — oy und die zweite mit oz —
Brzry und addieren beide Gleichungen, so folgt

y(ay — fax)a’ + (o — fiy)y’ = 0.
Die Differentialform a = y(ag — fox)dx + z(cy — fry)dy ist nicht ge-
schlossen. Wie man leicht nachpriift, ist aber ﬁ ein integrierender Fak-
tor und

(zy) o = (™! — Bo)dx + (ayy ™' — B1)dy = df
mit
f(z,y) =aalnz — Box + ayIny — Fiy.
Aus Beispiel XI.2.1 folgt daher, dass die Losung von Gleichung (2)

auf einer geeigneten Niveaulinie von f liegt. Da exp : R — R’ ein

Homo6omorphismus ist, kénnen wir dquivalent die Niveaulinien von
o2y
F=expof =527 =¢() ¢y

betrachten. Sei also ¢ € R und
N, = {(z,y) e R*: F(x,y) = c}.

Offensichtlich haben die Funktionen ¢ und % folgende Eigenschaften:
(1) ¢(0) = ¥(0) =0,
(2) lim ¢(z) = lim ¥(z) =0,

(3) M, = sup p(z) = 90(%),
)

(4) My = sup (=) = v(5F
z€R ﬁl
(5) zu jedem p € (0, M,) bzw. € (0, My) gibt es genau zwei
Zahlen z , < G < zf bzw.z, << 2y, it (27 ,) = p
bzw. ¢(Z$y) = [
Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Ist ¢ > M, My, so ist N, = 0.
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(2) Ist ¢ = MMy, so ist N. = {(52, 3-)}-
(3) Ist ¢ < M My, so ist N, eine geschlossene ellipsenférmige Kur-
ve, die in dem Rechteck

- + - +
Z@,CMJ17 Zgo,cMmli| X [Zw,cM;“ Z¢,CM;1]
liegt.
Fiir die Losung von Gleichung (2) bedeutet dies wegen Bemerkung
XI.1.10(2) (S. 148):

(1) Ist (2o, y0) = (52, G), so ist (x(?),y(t)) fiir alle ¢ > 0 konstant.

(2) Ist (zo,y0) # (52, 5), so existiert die Losung von Gleichung
(2) fiir alle t > 0 und liegt auf der Niveaulinie Np(z,,y0)-
Wir wollen zeigen, dass im Fall (2) die Losung des AWP (2) periodisch

ist, d.h., dass es ein T' > 0 gibt mit
(*) (@t +T),y(t +T)) = (x(t),y(t)) VteR.
Dazu setzen wir C' = F'(xg,39) und bezeichnen mit

Y0 = {(z(t),y(t)) : t € R}

die Trajektorie der Losung von Gleichung (2) zum Anfangswert (xo, yo)-
Dann ist geméf obigem 79 C Ne. Aus Satz XI.1.7 (S. 143) folgt, dass
7o relativ offen ist in N¢. Sei nun (z1,y1) € No\7o. Dann besitzt das
AWP (2) eine eindeutige Losung zum Anfangswert (zq,y;). Fir die
zugehorige Trajektorie v; gilt wegen Satz XI.1.7 (S. 143) vy Ny = 0
und v, ist relativ offen in Ng. Also ist 7y auch relativ abgeschlossen
in Nc. Da Ng zusammenhéngend ist, folgt 79 = Ng. Also gibt es ein
T > 0 mit

(2(T), y(T)) = (0, 90) = (2(0),y(0)).
Hieraus und aus Satz XI.1.7 (S. 143) folgt dann die Bezichung ().
Mit Hilfe der Periode T kénnen wir den Mittelwert der Rauber- bzw.
Beutepopulation durch

1 T 1 T
T=— t)dt U= — t)dt
x T/o w(t) ¥ T/o y(t)

definieren. Dividieren wir die erste bzw. zweite Gleichung von Problem
(2) durch = bzw. y und integrieren wir beide Gleichungen von 0 bis T,
so erhalten wir wegen der Periodizitét

0=Inz(T)—Inz(0)
B T x'(t)
- || S
:/0 (—on + Buy(t))dt
=-—oT+ 5Ty
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und

0=Iny(T)—Iny(0)
0]
- || S
_ /0 (0 — Bya(t))dt
= OZQT — 52Tf

Also gilt fiir die Mittelwerte der Populationen

= Qy
AR
d.h., die mittlere Populationsdichte der Réuberspezies (Beutespezies)
héngt nur von dem Verhéltnis der relativen Geburts- und Sterberaten
der Beutespezies (Réuberspezies) ab. Dies hat eine interessante Kon-
sequenz: Nehmen wir an, wir wollen die Beutespezies kiinstlich durch
ein Gift reduzieren, das - als Nebenwirkung - auch die Rauberspezies
angreift. Dann miissen wir in Gleichung (2) a; und ay durch a; +
bzw. ag — g9 mit £1,e9 > 0 ersetzen. Falls das Gift so schwach ist, dass
oy — €5 > 0 ist, konnen wir unsere bisherigen Uberlegungen anwenden
und erhalten die neuen Mittelwerte

Qy — €9 7= Qg+ €1
B2 ’ I

D.h., unser Eingriff ist kontraproduktiv und die Beutespezies nimmt

im Mittel sogar zu.

T =

BEISPIEL XI.2.3 (TRENNUNG DER VARIABLEN). Seien I C R, J C
R offene, nicht leere Intervalle, f € C'(I,R), g € C(J,R) und zo € I,
Yo € J mit g(yo) # 0. Dann betrachten wir das AWP

y = f(x)gly) aufl
y(xo) = vo.
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel X1.2.1 mit U = I x J und
1
vay:fx ) Q:E,yz——
(z,y) = f(z) (z,y) )
Offensichtlich ist die zugehorige Differentialform

(3)

1
a= f(x)dr — Mdy

geschlossen und hat die Stammfunktion

F(z,y) = /x: f(u)du — /yj ﬁdv
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mit F(zg,y0) = 0. Daher ist die Losung von Gleichung (3) in einer
Umgebung von zy gegeben durch die Niveaulinie

No = {(z,y) € R*: F(x,y) =0}

Wegen Satz VIL5.9 (S. 83, Analysis II) und Satz IV.2.11 (S. 124, Ana-
lysis 1) konnen wir die Losung in einer Umgebung von z, darstellen
als

y(z) =9~ ot(a)

mit

vio) = | :f(U>du,
v

ply) = /yo ﬁdv-

BEIspIEL XI1.2.4 (CHEMISCHE REAKTIONSKINETIK). Wir betrach-

ten das AWP
v =r(a—u)b—u) ,t>0
(4) _
u(0) =0

aus Beispiel XI.1.3(3) (S. 140) mit r,a,b € R¥. Dies ist eine Gleichung
mit getrennten Verdnderlichen wie in Beispiel XI.2.3 mit

f@)=r  g9(y) =(a=-y)b-y)
Wir betrachten zunéchst den Fall a # 0. Durch elementare Integration
bzw. Partialbruchzerlegung folgt

o= [ e
:aib/o [biv_aiv]dv
= (=) -m(3)]

Also lautet die Losung von Gleichung (4)

1— er(afb)t
ult) = aby— e

Insbesondere folgt durch elementare Rechnung
tlirgo u(t) = min{a, b}.
Betrachte nun den Fall @ = b. Dann folgt
(x) =ra
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Y 1
o(y) = /0 mdv
1 1

a—v a
Also lautet die Losung von Gleichung (4)
1
=a———
ult) = a Lyt
und es gilt wieder
lim u(t) = a.

t—o0

BeispiEL XI1.2.5 (POPULATIONSDYNAMIK). Wir betrachten das
AWP

(5)

aus Beispiel XI.1.3(1) (S. 140) mit o, y*, yo € R . Beispiel XI.2.3 liefert
v) =

v =ayly*—y) ,t>0

mit f(u) =« und g( v(y* —o):
Y(x) = /o adu

dl =t
= —|In

y* v =y y — Yo
Also lautet die Losung von Gleichung (5)

* yOeay t

Y=o+ yoe¥"t
Insbesondere konvergiert y(t) fiir t — oo gegen die Grenzpopulation y*,

und zwar monoton wachsend, wenn ¥y, < y* ist, und monoton fallend,
wenn yo > y* ist.

y(t) =y

BEispIEL XI.2.6 (EINFLUSS DES LUFTWIDERSTANDES). Das AWP

R

vVV=———v

(6) m m
v(0) =0

aus Beispiel XI.1.3(5) (S. 140) kann wegen

o RN ED
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-5 )

mit den gleichen Methoden geldst werden wie Beispiel XI1.2.4. Wir er-

halten die Losung
(1) = [K1— e 2Vt
STV 14672Vt

) | K
tli}r&'l)(t) Vo

d.h., um eine Verdoppelung der Grenzgeschwindigkeit zu erhalten, muss
man die Antriebskraft vervierfachen oder den Luftwiderstand vierteln.

und

BEisPIEL XI.2.7 (VARIATION DER KONSTANTEN). Seien a,b €
C(R,R) und tg, o € R. Wir betrachten das AWP

' =a(t)x + b(t)
(7) _
J](to) = Xyp-
Wegen Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) besitzt
dieses AWP eine eindeutige Losung = € C1(R, R).

Zur Konstruktion dieser Losung betrachten wir zunéchst den Fall b = 0.
Da wegen Satz XI.1.7 (S. 143) das AWP

Y = a(t)y
y(t1) =0

fiir beliebiges t¢; stets die eindeutige Losung y = 0 besitzt, folgt fiir die
Losung von Gleichung (7) mit b = 0:

(1) 20 < 0 <= z(t) <0 VteR,

(2) 10 =0 < z(t) =0 VteR,

(3) 20 >0 < z(t) >0 VteR.
Sei 0.E. zy > 0. Dann konnen wir Gleichung (7) mit b = 0 durch z(¢)
dividieren und erhalten

2 (t
-8
= %ln x(t)
und somit
Inz(t) — Inxy = /t a(s)ds
to
also



156 XI. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Offensichtlich ist dies auch die eindeutige Losung in Féllen xq = 0 und
Ty < 0.

Wir betrachten nun den Fall b # 0. Motiviert durch das Ergebnis im
Fall b = 0 machen wir den folgenden Ansatz, genannt VARIATION DER
KONSTANTEN:

x(t) = c(t) exp{/t a(s)ds}

to

mit ¢ € C'(R,R). Einsetzen in Gleichung (7) liefert
o = l‘(to) = C(to)

und
Hieraus folgt

und daher

c(t) = zo + /ttb(s) exp{— /: CL(T)dT}dS.

0 0

Also lautet die Losung von Gleichung (7)

(t) = 20 exp{/t:a(s)ds} + /t:b(s) exp{/: a(r)dr }ds.

BEISPIEL XI.2.8 (AUTONOME LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUN-
GEN). Seien A € M, ,(R) und zy, € R". Wir betrachten das AWP
q ¥ = Az
(8) z(0) = xo.
Aus Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) folgt, dass
es eine eindeutige globale Losung x € C1(R, R™) besitzt.
Zur Konstruktion dieser Losung iiberlegen wir uns zunéchst, dass wir
o.E. eine komplexe Losung von Gleichung (8) betrachten kénnen. Sei
nimlich z € C'(R,C") eine Losung von Gleichung (8). Dann folgt fiir
u=Rezund v =Im z:
u,v € C'(R,R"),
u = Au,
u(0) = o,

v = Av,
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v(0) = 0.

Aus Satz XI.1.7 (S. 143) und Bemerkung XI.1.11 (S. 148) folgt v(t) = 0
fiir alle ¢ € R, und w ist die eindeutige reelle Losung von Gleichung (8).
Sei also z € C'(R,C") die eindeutige Losung von Gleichung (8). Aus
der Linearen Algebra ist bekannt, dass wir A auf Jordansche Normal-
form transformieren kénnen. D.h., es gibt natiirliche Zahlen k,nq,...,
n, € N* mit n; + ...+ n, = n und komplexe Zahlen \q,... )\, € C und
eine reguldre Matrix U € M,, ,(C) mit

UAU = J =diag(J(\), ..., J(\)

und
(\i falls n; =1,
A1
) € M, »,(C), fallsn; > 1.
o1
\ Ai
Die Zahlen Ay, ..., A\ sind die Eigenwerte von A. Es ist n; > 1 genau

dann, wenn die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \; grofler ist
als seine geometrische Vielfachheit. Setze

z= UZ, Z)ZUZO.

Dann folgt
7 =U7=UAz
9) =Jz
Z(0) = zp.

Da J Block-diagonal ist, zerfillt das AWP (9) in &k voneinander un-
abhéngige (entkoppelte) AWPe in R” der Form
w' = JNw
(10)
w(0) = wy
mit A = \;, m =n, fiir ein ¢ € Nj.
Sei zunéchst m = 1. Dann folgt fiir die Losung von Gleichung (10)
w(t) = woe.

Insbesondere gilt:

(1) ReA < 0= tlim w(t) =0,

(2) ReA =0 = |w(t)] ist konstant fiir alle ¢ € R,

(3) ReA > 0= tlim |w(t)] = oo (sofern wy # 0).

Sei nun m > 1. Dann gilt fiir die Komponenten wy, . .., w,, der Losung
von Gleichung (10):

/
Wy, = AWy,
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w;, (0) = wo m,
w; = Aw; + w41,
wi(0) =woy, =m-—1,..., 1
Aus Beispiel X1.2.7 folgt daher rekursiv:
Wy (1) = wo me™,
wy(t) = wo e + /t wir(s)eM¥ds  l=m—1,...,1.
0

Hieraus folgt durch Induktion fiir [ € N7,
m—l 1
wy (t) = eAt Z Wo,1+5 —'t]
=0 I

Also gilt:
(4) ReA < 0= tlim wi(t)=0 VIeN;,

m 1/2
(5) ReA > 0= tlim {Z |wl(t)|2} = 00 (sofern wy # 0).
1=1

Setzen wir die Losungen der AWPe (10) geeignet zusammen und trans-
formieren zuriick, erhalten wir die Losung # = U~'Z von Gleichung (8).
Aus den Eigenschaften (1) — (5) folgt fiir das asymptotische Verhalten
von x unabhéngig vom Anfangswert x:

e lim z(t) = 0, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil

t—o00

haben,

e ||z(t)]| ist beschrinkt, falls alle Eigenwerte von A nicht-positi-
ven Realteil haben und bei den Eigenwerten mit Realteil 0 die
geometrische und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen.

Insbesondere gilt stets tlim x(t) = 0, falls A symmetrisch und negativ

definit ist.

XI.3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssitze

Seien I C R ein offenes, nicht leeres Intervall, U C R™,n € N*, eine
offene, nicht leere Menge und f € C(IxU,R") auf I xU Lipschitz-stetig
bzgl. U. Aufgrund Satz XI.1.7 (S. 143) besitzt das AWP

o= f(t,x(t))
Z)’J(to) = X9

fir jedes (to,xo) € I x U in einer Umgebung von t, eine eindeutige
Losung x = x(t;tg, o). Wir wollen zeigen, dass x(-;t, 7o) stetig und —
unter zusédtzlichen Annahmen an f — differenzierbar von xy abhéngt.
Dazu benutzen wir zunéchst, dass aus dem Beweis von Satz XI.1.7 (S.
143) folgt, dass es zu jedem (tg,z) € I x U zwei Umgebungen J =
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J(to) € U(to) und V = V() € U(xp) mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

(1) f ist gleichmé&Big Lipschitz-stetig auf J x V.

(2) Zu jedem z1 € V besitzt das AWP

o' = f(t,z(1))
x(t0> = X
eine eindeutige Losung x(+;tg, z1) € C1(J, V) auf J.
Daher konnen wir durch ¢(z) = xz(-;%o, 2) eine Abbildung ¢ : V —
CY(J,V) definieren. Dann kénnen wir unser Ziel wie folgt formulie-
ren: ¢ € C(V,C(J,V)) bzw. — unter zusétzlichen Bedingungen an f —

o € CY(V,C(J,V)). Dazu nehmen wir zur Vereinfachung an, dass J
beschrankt ist.

SATZ XI1.3.1 (STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN ANFANGSWER-
TEN). Die Funktion ¢ ist gleichmdfig Lipschitz-stetig auf V :

lp(z1) = p(z2)llevy < ezt — zollen Vzi, 20 € V.
Dabei ist d = sup{|s — t| : s,t € J} die Linge von J und L die
Lipschitz- Konstante von f.

BEWEIS. Seien 21,20 € V und t € J. Dann gilt
x(t;to, 21) — x(t;to, 22) = 21 — 29

+ /t [f(s,x(s;to,m)) - f(s’x(s;t07z2>):|d8,

to

und aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt
(8 to, 21) — x(tito, 22)|| < [[21 — 22

t
/ Ll|a(t; to, 21) — (s o, 20)|ds

to

+

Zusammen mit dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert
dies

||x(t,t072’1) - x(tvth Z?)H S ||Zl - 22”

t
/ |21 — ngLeL“’s‘ds‘
to

Lft—to|

_|_

= [lz1 — 22le

und somit
lp(21) — p(22)lcyv) = Sup |2 (t; to, 21) — x(t; 0, 22) |
te

< eLdel — 25|
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SATZ X1.3.2 (DIFFERENZIERBARE ABHANGIGKEIT VON DEN AN-
FANGSWERTEN). Die Funktion f(t,x) sei zusdtzlich auf J x V' stetig
differenzierbar bzgl. der Variablen x und D, f Lipschitz-stetig bzgl. V.
Dann ist ¢ stetig differenzierbar:

(Dp(2)w)(t) = Z(t;tg, 2)w Vte J zeV,weR"
Dabei ist Z(-;tg,2) € CY(J, M, ,(R)) die eindeutige Lisung des linea-
ren AWP
7' = D;rf<t7 ZL‘(t, Lo, Z>>Z
(*> Z(to) - Ian.
BEWEIS. Aus den Voraussetzungen an f und aus Satz XI.1.7 (S.

143) folgt, dass das AWP (k) eine eindeutige Losung hat. Durch Ver-
kleinern von J und V' konnen wir erreichen, dass gilt:
(1) f ist gleichméaBig Lipschitz-stetig auf J x V mit Lipschitz-
Konstanter L,
(2) D.f ist gleichméBig Lipschitz-stetig auf J x V' mit Lipschitz-
Konstanter K,
(3) supsup || Dz f(t, v)||cern rny < M.

teJ veV
Seien 0 > 0 und € > 0 so gewahlt, dass gilt

[to — 0,10 + 0] € J und B(az‘o, e)C V.

Fiir jedes 21,20 € B(xg,¢) und jedes t € [ty — 6,1ty + 0] folgt dann aus
Satz X1.3.1

[(t; to, 21) — 2 (t; o, 22) || < €™)l21 = 2.

Indem wir ¢ hinreichend klein wéhlen, kénnen wir somit erreichen, dass
gilt

(t to,Zi) eV V|t - to‘ S 5,2 = 1,2
Hieraus und aus (x) folgt

| Z (L5 to, 21)|| crnrm

<1+ |/ | D f (s, x(s; o, 21))||E(Rn7Rn)||Z(S;tO, Zl)||L(Rn7Rn)dS|
to

t
<1+ \/ M| Z(s;to, 21))| rn mmyds.
to

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert daher die Schran-
ke

1Z(t; to, 21) ||l crn rmy < MeMe V|t —to] < 6.
Weiter gilt

x(t;ty, 22) — x(t;to, 21) — Z(t;to, 21) (22 — 21)

t
= 2 +/ f(s,x(s;t0, 22))ds
to
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t
-2 —/ f(s,z(s;to, 21))ds
t
’ ¢
~ (o= 1) = [ Dafs.0lsit0,2)) 205t 1)z — 1)
t
t pl ’
- / / (D2 (s, 20510, 20) + 053 1o, 22) — (5310, 2)
to JO
[z(s;to, 29) — x(8;t0, 21) — Z(8;t0, 21) (22 — 21)] dfds

t 1
+/ / [sz(saiU(S;to;Zl) + 0(x(s; to, 22) — z(s;t0, 21)))
to JO
— D, f(s,x(s; to, zl))] Z(s;to, z1)(2z2 — 2z1)dlds.
Hieraus und den schon bewiesenen Abschéitzungen folgt

‘I‘ t to,Zg (t to,Zl) Z(t;to,zl)(ZQ — Zl>||

|
< |/ / M||z(s; to, 20) — (850, 21) — Z(8;to, 21)(22 — 21)||dOds]|
+|/ / 0K ||x(s;to, 22) — x(s;to, 21)||[| Z (55 to, 21) || comn mmy-
to JO

- ||z2 — 21||dOds|
t
< |/ M||z(s; to, 22) — x(s;to, 21) — Z(8;t0, 21)(22 — 21)ds]
to

t
+|/ K e MeMb| 2y — 2|2ds|
to
< SK MM 2y — 2|2

t
+ |/ M||z(s;to, 22) — x(s;t0, 21) — Z(s;t0, 21)(22 — 21)]|ds].
to

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 142), liefert daher die Ab-
schétzung

sup ||z (t;to, 22) — x(t;to, 21) — Z(t;to, 21) (22 — 21)||
[t—to|<6
< MeMPSK Me M) 5 — 2|2,
d.h.
) 1
lim — ———lp(22) — 0(21) = Z(+;t0, 21) (22 — 21) |l csv) = 0.
lz—21]—0 || 22 — 21|

Hieraus und aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt die Behaup-
tung. U
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BEMERKUNG XI.3.3. Die Ergebnisse der Séatze XI.3.1 und XI.3.2
erlauben die Losung von RANDWERTPROBLEMEN, d.h. von Dglen

(1) v’ = f(t,r) auf [a,0b]
unter der RANDBEDINGUNG

(2) r(a(a), 2(b)) = 0

mit r € C(R™ x R",R"). Mit der Notation dieses Paragraphen ist
namlich die Losung von Gleichungen (1), (2) dquivalent dazu, einen
Anfangswert z € U mit

(3) r(z,z(b;a,2)) =0

zu finden. Diese Gleichung kann mit einer Fixpunktiteration gelost wer-
den. Falls sogar r differenzierbar ist und f die Voraussetzungen von
Satz X1.3.2 erfiillt, kann Problem (3) mit dem Newtonverfahren gelost
werden. In jedem Newtonschritt ist dann ein lineares AWP der Form
(%) zu losen.

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Randwert-
problems (1), (2) kann nicht so einfach beantwortet werden wie bei
AWPen. Um dies einzusehen, betrachte das Beispiel

u =0
v = —wu

u(0) =0

u(l) =1

mit w € R*. (Die dquivalente gDgl 2. Ordnung lautet offensichtlich v” =
—w?u.) Fiir einen beliebigen Anfangswert z = («, 3) € R? erhalten wir
mit Beispiel XI.2.8 (S. 156) die Losung

‘ [ cos(wt) sin(wt) a
#(t:0,2) = (—w sin(wt) w cos(wt) g '
Also ergibt Problem (3) das lineare Gleichungssystem

a=0
acosw + —sinw =1,
w
woraus die Bedingung
fsinw = w
folgt. Falls w € 7Z\{0} ist, besitzt diese Gleichung offensichtlich keine
Losung. Ist dagegen w ¢ wZ\{0}, so besitzt sie die eindeutige Losung

ﬁ_ w
sinw *

Betrachtet man die gleiche gDgl mit den Randbedingungen
u(0) = u(1) =0,
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so folgt mit den gleichen Argumenten, dass das Randwertproblem un-
endlich viele Losungen hat, falls w € 7Z\{0} ist, und nur die triviale
Losung u = 0 hat, falls w & 7Z ist.

XI.4. Stabilitéit

Sei U C R"™, n € N*| eine offene, nicht leere Menge und f € C'(R x
U,R™) auf R x U Lipschitz-stetig bzgl. U. Fiir beliebiges to € R und
o € U betrachten wir in diesem Abschnitt das AWP

N 7 = ft,2(0)
x(ty) = .
Wir bezeichnen die geméf Satz XI.1.9 (S. 145) existierende eindeutige
globale Losung von Gleichung (1) mit x(-;to, 29) und setzen voraus,
dass sie fiir alle Zeiten existiert, d.h., dass gilt ¢t (ty,z9) = +oo fiir
alle tg € R, zg € U. Ist speziell ty = 0, so lassen wir im Folgenden das
Argument ty, weg. Geméf Satz XI1.3.1 (S. 159) héngt x(-;to, zo) stetig
von xg ab, genauer: Fiir alle x1, 25 € U, ty,t € R gilt

(5 to, @1) — @ (t; to, @) || < el |y — |

mit einem geeigneten ¢ € R%. Diese Ungleichung sagt aber nur iiber
die kurzzeitige Abhéngigkeit etwas Sinnvolles aus, da der Vorfaktor
exponentiell mit |t — ¢o| wéchst. Andererseits zeigt Beispiel X1.2.8 (S.
156), dass u. U. stets gilt

lim ||z (¢;to, 1) — x(¢;to, 22)|| = 0.

t—

Dieses Langzeitverhalten wollen wir nun genauer untersuchen.

DEFINITION X1.4.1. Die Losung z(+; to, o) von Gleichung (1) heifit
LJAPUNOV-STABIL, kurz STABIL, wenn es ein R > 0 und C' > 0 gibt,
so dass fiir alle 1 € B(zo, R) und alle t > t gilt

[2(t; 0, 1) — 2(t; 0, 20)[| < Cflwo — 21|

Andernfalls heiit die Losung x(-;tg, xo) INSTABIL. Die Losung z(-; o,
xo) heift ASYMPTOTISCH STABIL, wenn es ein R > 0 und eine Funktion

v € C([tg, 00), R,) mit tlim v(t) = 0 gibt, so dass fiir alle 1 € B(xo, R)
und alle t > t, gilt
[2(t; to, 21) — x(t: o, zo) || < Y(8)[|wo — 4.

Der folgende Satz ist eine Umformulierung und teilweise Verschér-
fung der Ergebnisse von Beispiel XI.2.8 (S. 156).

SATz X1.4.2. Sei A € M, ,(R). Fiir xog € R™ bezeichne x(-;xq) die
Lésung des linearen autonomen AWP

= Ax
(2)

z(0) = zo.
Dann gilt:
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(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht positiv.
Zusdatzlich sei fir alle Eigenwerte mit verschwindendem Re-
alteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.
Dann ist jede Lisung von Gleichung (2) stabil.

(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann ist
jede Liosung von Gleichung (2) asymptotisch stabil.

(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann ist jede
Lésung von Gleichung (2) instabil.

BEWEIS. Seien x1, x5 € R" beliebig und
y = (s x) — (5 21).
Dann gilt
@) y' = Ay
y(0) = xg — 1.

Also reicht es in allen drei Fallen, die Stabilitdt bzw. die Instabilitat
der Nulllésung zu untersuchen.
AD (1): Wegen obiger Vorbemerkung ist die Behauptung eine Umfor-
mulierung des Ergebnisses von Beispiel X1.2.8 (S. 156).
AD (2): Wie wir uns bereits in Beispiel XI.2.8 (S. 156) iiberlegt haben,
kénnen wir o. E. komplexe Losung von Gleichung (3) betrachten. Au-
Berdem seien U und J wie in Beispiel XI1.2.8 (S. 156), d.h. UAU ' = J
ist die Jordansche Normalform von A. Sei
1
a = min{—éRe)\i 1< < k‘}
1
= —§maX{Re)\i 1< < k;}
1
=3 maX{Re)\ . A ist Eigenwert von A}.

Nach Voraussetzung ist a > 0, und fiir jeden Eigenwert A von A gilt
Re A < —2a.
Setze
D, = diag(Ds, ..., Dy)
mit

4

1 falls n; = 1,

€ My, »,(R) fallsn; > 1,

n;—1

«



X1.4. STABILITAT 165

und
V =D.'U.
Dann ist
VAVt =D 'JD,
= dlag(Jan), sy Ja()\k))
mit
(\; falls n; =1,
)\i (6]
Ja >\z -
(i) falls n; > 1.
Y
\ /\l

Fiir jedes 7 € Nj und jedes w € C™ folgt dann mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

w T, (M) w + w T () P w
n;—1

= Z@kwk(>w + Xz) + o Z (mkwarl + @k+1’wk)
k=1 k=1

n;—1

=2Re )\ZHZUH2 + Z(wkwkﬂ —|—Ek+1wk)
k=1

< 2Re \i|lw|)* + 2ajw|?
< —2allw|?.
Also gilt fiir jedes z € C"
(4) Mgz + 22 TH2 < 20|22
Durch
Izl = IV
wird eine Norm auf C" definiert. Da auf C" alle Normen #quivalent
sind, Satz I11.1.11 (S. 64, Analysis I), gibt es ein ¢ > 1 mit
1 n
Szl = lzlly < ef=ll vz € €.
Setze
p(t) =y = IVy®)]*
=y()"VIVy(t).
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Dann gilt

S0/ — vaHvy/ + y/HvHVy
(5) Hy rH / NH
=y VIVyY + (Vy')"Vy

und
Vy =VAy=VAV 'Vy = J,Vy.
Zusammen mit Gleichung (4) liefert dies
¢ =y"VI I Vy + VI IIvy
< —2a[Vyl?
= —2a0p.
Division durch ¢ und Integration von 0 bis ¢ liefert

Inplt) - lng(0) = [ “;f))

ds < —2at

und somit

ly@))1* < Ally@)I
= p(t)
< cze_go‘tgo(O)

c* ‘MH O

fem |y (0)]J*

4 2atH$l

=c'e — ]2

Also gilt
ot 22) — 2(t;20)[| < €™ lzz — a4
Dies ist die behauptete asymptotische Stabilitit mit v(t) = c?e™ .

AD (3): O.E. ist Re Ay > 0. Sei w ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A1. Dann folgt

z(t;w) = eMw
und somit
J(t; w)|| = e" M lw]| — oo,
t—o0

Wegen unserer Voriiberlegung beweist dies die behauptete Instabilitat
der Losungen von Gleichung (2). O

Die folgenden beiden Sétze sagen etwas aus iiber das Stabilitatsver-
halten der Losungen von Gleichung (1), wenn Problem (1) eine ,kleine
Storung® einer linearen autonomen gDgl ist.

SATZ X1.4.3. Seien A € M, ,(R), g € C(R x R*,R™) und t; € R.
Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
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(2) Es gibt eine Funktion k € C(R,Ry) mit tlim k(t) =0 und

llg(t,u) — g(t,v)|| < k(t)||lu—2v| Vt>to,u,veR™
Dann ist jede Losung des AWP (1) mit
ft,x) = Az + g(t,x)
asymptotisch stabil.

BEWEIS. Durch eine Translation der Zeitvariablen kénnen wir er-
reichen, dass o.E. t; = 0 ist. Entsprechend lassen wir im Folgenden
stets das Argument ¢y fort. Weiter konnen wir g durch

g(t,z) = g(t,Rez) € C"

zu einer Funktion aus C(R x C", C") fortsetzen. Mit dem gleichen Ar-
gument wie in Beispiel X1.2.8 (S. 156) kénnen wir daher o.E. komplexe
Losungen von Gleichung (1) betrachten.

Seien nun x1, x5 € R™ beliebig und

y = x(t;x2) — 2(t;21).
Dann gilt
y = Ay+g(t,x(t;22)) — g(t, x(t; 1))
y(O) = Lo — I1.

Wir benutzen die gleichen Notationen wie im Beweis von Satz XI1.4.2.
Dann gilt

I{VIg(t, x(t; 22)) — gt a(t; 20))]}7 |
= VIg(t, x(t; 22)) — g(t, 2(t; 21) ]|
< |Vllzwremllg(t, x(t; 22)) — g8, x(t; 1))
< Vller ek (@)t 22) — o(t; 21) |
= [Vl zcnemk@)|lyl-
Zusammen mit Gleichungen (4) und (5) folgt hieraus
o = yTVIVY + (V) TV
= y"VE I Vy +y VIV gt x(t; 22)) — g(t, 2(t;21))]
(6) +yTVIETIIVy + {V([g(t, 2 (t; 22)) — g(t, 2 (t;21))]} Vy
—2ap + 2|V || zcn omy k(1) |yl
(=20 + 2|V || (en cmyk () e

Wegen der Voraussetzung (2) gibt es ein t; > 0, derart dass fiir alle
t >t gilt

<
<

=20+ 2||V| cn emk(t)e® < —av.
Daher folgt aus Gleichung (6) durch Division durch ¢ und Integration
von t; bis t > t;

o(t) < @(ty) - et e > ¢y
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Wegen Satz XI.3.1 (S. 159) gibt es andererseits ein 4 > 0 mit
o(t) < Pp(0) Yt <t

Also gilt fiir t > ¢,

p(t) < e oty
< efateah eﬁtlgp(o)

und fir t < ¢
p(t) < e Pp(0)
_ G_at6(6+a)tg0(0)
< e_ate(a+ﬁ)tlg0(0),

Wie im Beweis von Satz XI1.4.2 (2) folgt hieraus die behauptete asym-
ptotische Stabilitdt mit

y(t) = Pezlathg=zat
U

SATZ X1.4.4. Seien A € M, ,,(R) und g € C(R x R",R"™). Es gelte:

(1) Alle Figenwerte von A haben negativen Realteil.
(2) Es gibt eine monoton wachsende Funktion k € C(R,,R,) mit
k(0) =0 und

lg(t, 2)|| < k(lzDll«]| vt € R,z € R™.

Dann ist die Losung des AWP (1) mit

ft,z) = Az + g(t, )
und xog = 0 asymptotisch stabil.

BEWEIS. Wegen der Voraussetzung (2) gilt

g(t,0) =0 VteR.
Daher ist

z(t;0) =0 VteR.
Sei nun x; € R"™ zunéchst beliebig und

y = x(t; 21).

Mit den Bezeichnungen der vorigen Beweise gilt

IVt y DI = IVt y(t)]
< Vlle@nemk(ly@ DIy @1
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Zusammen mit Gleichungen (4) und (5) folgt hieraus
o =y"VIVY + (Vi) TVy

= ¢V I Vy +y VIV (L, y(t))
+y T VELIVY + Vgt y()Vy
—2000 + 2|V || cn emy K ([ly (8) ) |y
[—2a + 2|V zicnemy PRy ()]
[=2a + 2|V | genemyk(clly (@) V)]
(=20 + 2|V [ e e R0 (£)))p

VAN VANRN VAN

mit B

k(u) = k(cu) YueR,.
Wegen der Voraussetzung (2) ist k stetig, monoton wachsend und
k(0) = 0. Insbesondere gibt es ein R > 0 mit

20|V | cenemch(u) < a V0 <u < R.
Sei nun x; so gewahlt, dass gilt
1
p(0) = [l i < o
Wegen Satz XI.3.1 (S. 159) gibt es ein T' > 0, so dass gilt

1
le(t I} <R Y0<t<T |2} < SR

Fir alle 0 < ¢ < T ist dann

—20+ 2|V genemPh(p(t) < —a,
so dass aus Gleichung (7) folgt
(8) p(t) <ep(0) YO<t<T.

Insbesondere ist

| =

o(T) < e *Tp(0) < p(0) <

BN

R.
Daher kénnen wir obiges Argument mit y(7") an Stelle von z; wieder-

holen. Wegen
y(T'+t)=a(T +t;z1) =2(t;y(T)) VEt>0
erhalten wir die Abschétzung
AT +1) = ly(T + D)2
< e p(T)
< e_o‘(T+t)g0(0) VO<t<T,

d.h., die Abschitzung (8) gilt fiir alle 0 < ¢ < 27. Durch Induktion
folgt dann, dass Gleichung (8) fiir alle ¢ € Ry gilt. Hieraus folgt wie
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in den vorigen Beweisen die behauptete asymptotische Stabilitdt mit
1

Y(t) = Pe 2, O

BEMERKUNG XI1.4.5. Mit etwas zuséitzlichem Aufwand kann man
folgende teilweise Umkehrung der Satze XI1.4.3 und XI.4.4 beweisen:
Besitzt A einen Eigenwert mit positivem Realteil und ist die Bedingung
(2) aus Satz X1.4.3 bzw. XI1.4.4 erfiillt, so ist fir f(t,z) = Az + g(t, )
jede Losung von Problem (1) bzw. die Losung von Problem (1) zum
Anfangswert xy = 0 instabil.

Zum Abschluss betrachten wir das autonome AWP
¥ = F(z)
(9) _
z(0) = xg

mit F € CYR™ R"). Ist zg eine Nullstelle von F, d.h. F(zg) = 0, so
folgt sofort, dass die Losung von Gleichung (9) konstant ist:

z(t;xg) =29 VteER.
Ist umgekehrt z(¢; xo) eine stationdre Losung von Gleichung (9), d.h.,
gibt es ein ty € R mit 2/(to; z9) = 0, so gilt
F(x(to; xo)) = 0,
und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt
x(t;zo) = x(to; o) Vit € R.

Stationdre Losungen von Gleichung (9) sind also genau diejenigen Lo-
sungen, die zu einem Anfangswert xo mit F(xg) = 0 gehoren. Daher
heifilen die Nullstellen von F' auch RUHEPUNKTE des AWP (9). Der
folgende Satz charakterisiert die Stabilitdt solcher Ruhepunkte.

SaTz X1.4.6. Sei xy ein Ruhepunkt von Gleichung (9). Die Jacobi
Matriz DF (xy) habe lauter Eigenwerte mit negativem Realteil. Dann
ist die stationdre Losung x(t;xo) = x¢ von Gleichung (9) asymptotisch
stabil.

BEWEIS. Sei x; € R” beliebig und

y(t) = x(t;x1) — z(t; x0) = x(t; 1) — xo-

Dann gilt
y = (t; 1)
= F(x(t;x1))
= F(x(t;x1)) — F(x0)
= DF(xo)(x(t; x1) — x0)
+ F(z(t;z1)) — F(xo) — DF(xo)(x(t; 1) — x0)
= DF(x0)y + g(y)
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mit
g(u) = F(xo+ u) — F(xg) — DF (x)u.
Offensichtlich erfiillt g die Voraussetzung (2) von Satz XI1.4.4. Weiter

erfilllt A = DF(x¢) die Voraussetzung (1) von Satz XI.4.4. Damit folgt
die Behauptung aus Satz XI1.4.4. O

BEMERKUNG XI1.4.7. (1) Besitzt DF(z¢) einen Eigenwert mit po-
sitivem Realteil, so folgt aus obigem Beweis und Bemerkung XI1.4.5,
dass die stationére Losung z(t; xg) = ¢ von Gleichung (9) instabil ist.
(2) Besitzt DF(xg) einen rein imagindren Eigenwert, so ist keine all-
gemein giiltige Aussage moglich.

Betrachte z.B. Gleichung (9) mit

F(z) = (=29 + 23,21 + 75).
Offensichtlich ist xy = 0 die einzige Nullstelle, und

0 -1
hat die Eigenwerte +i. Sei () eine Losung von Gleichung (9) zu einem
Anfangswert o # 0. Fiir

r(t)? = (@) = 21(t)* + 22(t)
folgt dann
rr’ = 112 + 27k
=21(—To + 2°) + 2o(2y + 23)
=z} + 15
> 0.

Also ist r/(t) > 0 und die Losung ,lduft von xy = 0 weg®, d.h., z¢ ist
instabil.
Betrachte nun Gleichung (9) mit

F(x) = (-9 — :Jc:f,xl - $§’)

Wieder ist xg = 0 die einzige Nullstelle, und

DF () = (? _01)

hat wieder die Eigenwerte +i. Fiir z(¢) und r(t) wie oben folgt jetzt
rr! = 12 + 1o
= 11(—x9 — 23) + To(x1 — 23)
——at —a}
< 0.

Also ist 7'(t) < 0 und die Losung ,1duft in xy hinein®, d.h., z ist stabil.



172 XI. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

BEISPIEL XI.4.8. (1) Betrachte das gedampfte mathematische Pen-
del
2" 4+ 2ax’ + Asinz =0
mit o, A € RY.. Die zugehorige gDgl 1. Ordnung ist
=

v' = —2av — Asinz.
Dies ist von der Form von Gleichung (9) mit
F(z,v) = (v, —Asinz — 2av).
Die Nullstellen sind offensichtlich genau die Punkte
(g, vx) = (km,0), keN.
Die Jacobi Matrix ist

0 1 0 1
DF (g, o) = (—Acosxk —20z> - (—(_1)k>‘ _QO‘)

und hat die Eigenwerte —a £ /a2 — A(—1)*. Mithin sind die Ruhe-
punkte zu geradem k asymptotisch stabil und die zu ungeradem k&
instabil.

(2) Betrachte Problem (9) mit n = 2 und

—2?—x
Fa) = (—xi + xé) '

l’lzl’g

Aus F(z) = 0 folgt

und
4

0= —a5 — 1y = —w9(25 + 1).
Also sind die Nullstellen
(0,0) und (1,-1).

Fiir die Jacobi Matrix ergibt sich
. —233'1 -1
DF(z) = ( 1 2@)

0

und somit

DF(0,0) = ( 1 _01> mit den Eigenwerten =+ 1,

DF(1,-1) = (:? :;) mit den Eigenwerten — 3, —1.

Also ist (0,0) instabil und (1, —1) asymptotisch stabil.
(3) Betrachte Problem (9) mit n = 2 und

2 2
_ (1T 22
F(I) o < 2!E11’2 ) ’
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Offensichtlich ist 0 die einzige Nullstelle und DF'(0) = 0. Also erlauben
Satz X1.4.6 und Bemerkung XI1.4.7 keine Aussage iiber die Stabilitét
oder Instabilitdt der Nulllosung.
Setze z(t) = x1(t) + iza(t). Dann gilt

2 = +irh = 22 — 23 + 2mw9i = 22
Also lautet die Losung von Gleichung 9 zum Anfangswert (g, 3o)

1
1) =
z(1) p—

mit
20 = (w0 + iyo) ™.
Hieraus folgt sofort:
(1) Ist zp € C\R4, so konvergiert z(t) fiir t — oo gegen Null.
(2) Ist zp € Ry, so explodiert die Losung in endlicher Zeit. Insbe-
sondere ist die Nulllosung instabil.






Zusammenfassung

IX. Integralrechnung mehrerer Verédnderlicher

1. Nullmengen
Lebesgue-Mafl mehrdimensionaler Intervalle; Nullmengen; Beispie-
le; Teilmengen und abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind
Nullmengen; Cantorsches Diskontinuum; punktweise Konvergenz
fast {iberall

2. Das Lebesgue-Integral
Treppenfunktionen und ihre Darstellung; Lebesgue-Integral von
Treppenfunktionen; Eigenschaften des Integrals; monotone Folgen
von Treppenfunktionen und deren Integrale; Definition des
Lebesgue-Integrals; Eigenschaften des Lebesgue-Integrals; Integrier-
barkeitskriterien; Zusammenhang mit eigentlichem und uneigentli-
chem Riemann-Integral

3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Satz von Fubini; Anwendungen; Satz von der monotonen Konver-
genz; Anwendungen; Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Kon-
vergenz; Satz von Lebesgue iiber die beschriankte Konvergenz; Lem-
ma von Fatou; Vertauschen von Differentiation und Integration

4. Messbare Funktionen und Mengen
messbare Funktionen; Charakterisierungen; Eigenschaften; Zusam-
menhang mit Integrierbarkeit; Satz von Tonelli; messbare Mengen
und ihr Lebesgue-Maf; Eigenschaften; offene und abgeschlossene
Mengen sind messbar; Beispiel einer nicht messbaren Menge; Zu-
sammenhang zwischen Messbarkeit von Mengen und Funktionen;
Verkniipfung messbarer Funktionen

5. Der Transformationssatz
Messbarkeit transformierter Mengen; Transformationssatz fiir linea-
re Transformationen; Approximation durch lineare Transformatio-
nen; Transformationssatz; Anwendung auf Koordinatentransforma-
tionen

6. Die LP-Raume
Definition von LP, 1 < p < oo; Holdersche Ungleichung; Banach-
raum-Struktur; Abschneidefunktionen; Schrumpfungslemma; Parti-
tionen der Eins; C§° ist dicht in L

X. Analysis auf Mannigfaltigkeiten
1. Mannigfaltigkeiten

Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten als lokale Nullstellenmen-
gen, lokale Graphen, lokale Urbilder von Ebenen, lokale Bilder offe-
ner Mengen in R*; Karten und Atlanten; Kartenwechsel; Beispiele
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2. Tangentialraum und Orientierung
Definition von Tangential- und Normalraum; orientierungserhalten-
de Diffeomorphismen; orientierte Atlanten; Orientierbarkeit einer
Mannigfaltigkeit; Einheitsnormalenfeld; Orientierbarkeit von Hy-
perflichen; Beispiele

3. Integration auf Mannigfaltigkeiten
MafBtensor und Gramsche Determinante; Definition des Integrals
auf Mannigfaltigkeiten; Eigenschaften des Integrals; Beispiele; Ver-
halten unter Transformationen; Zerlegung eines n-dimensionalen
Integrals in Radial- und Winkelanteil; Integral rotationssymmetri-
scher Funktionen; Kompakta mit stiickweise glattem Rand; Eigen-
schaften des glatten Randteils; Integralsatz von Gauf}; Interpretati-
on der Divergenz; Greensche Formeln

4. Multilineare Algebra
Definition und Charakterisierung alternierender r-Formen; dufleres
Produkt; Eigenschaften; pull-back; Eigenschaften

5. Differentialformen
Definition und Eigenschaften von r-Formen; totales Differential;
duBeres Produkt; pull-back; duflere Ableitung; Eigenschaften; ge-
schlossene und exakte Formen; Satz von Poincaré fiir Vektorfelder
in R3

6. Integration von Differentialformen
Integration von n-Formen in R"™; Transformationssatz; Integrati-
on von k-Formen auf k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten; Beispie-
le; Zusammenhang mit Integration von Funktionen auf Mannigfal-
tigkeiten; Integralsatz von Gauf}; Leibnizsche Sektorformel; Green-
Riemannsche Formel; Integration iiber Halbrdume; Kompakta mit
glattem Rand relativ zu einer Mannigfaltigkeit; Eigenschaften; In-
tegralsatz von Stokes; klassische Form im Spezialfall R3; Beispiele

7. Die Fixpunktséitze von Brouwer und Schauder
Brouwerscher Fixpunktsatz; Nullstellen von Funktionen in R™; B,,
und S™ nicht homéomorph; beste Approximation durch konvexe
Teilmengen eines Hilbertraumes; Brouwerscher Fixpunktsatz in end-
lich dimensionalen Vektorriumen; konvexe Hiille; 1. Schauderscher
Fixpunktsatz; relativ kompakt; 2. Schauderscher Fixpunktsatz; Satz
von Arzela-Ascoli; Existenzsatz von Peano fiir Losungen gew6hnli-
cher Differentialgleichungen

XI. Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Existenz- und Eindeutigkeitssétze
gewohnliche Differentialgleichungen; Anfangswertprobleme; autono-
me Differentialgleichungen; Beispiele; Lipschitz-Stetigkeit; Lemma
von Gronwall; Satz von Picard-Lindelof; globale Existenz und Ein-
deutigkeit; maximale Existenzintervalle

2. Elementare Losungsmethoden
Exakte Differentialgleichungen; integrierende Faktoren; Ré#uber-
Beute Modell; Trennung der Variablen; Chemische Reaktionskine-
tik; Populationsdynamik; Luftwiderstand; Variation der Konstan-
ten; autonome lineare Differentialgleichungen und asymptotisches
Verhalten
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3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssétze
Stetige Abh#ngigkeit von den Anfangswerten; differenzierbare Ab-
héingigkeit von den Anfangswerten; Randwertprobleme

4. Stabilitat
(Lyapunov-) stabil, instabil, asymptotisch stabil; Stabilitit der Lo-
sungen linearer Differentialgleichungen; Stérungen linearer Differen-
tialgleichungen; Stabilitdt von Ruhepunkten autonomer Systeme;
Beispiele
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