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KAPITEL VI

Integralrechnung einer Variablen

In diesem Kapitel fithren wir das (Riemann-) Integral fiir Funk-
tionen einer (reellen) Variablen ein. Dies geschieht zunéchst fiir Trep-
penfunktionen und danach mit Hilfe eines allgemeinen Satzes iiber die
Fortsetzung linearer Operatoren fiir sprungstetige Funktionen. Danach
leiten wir einige Figenschaften des Integrals und wichtige Integrations-
regeln her und erweiterten diese Ergebnisse auf sog. uneigentliche Inte-
grale, d.h., Integrale mit unbeschrénktem Integrationsbereich und/oder
singuléren Integranden. Als wichtiges Beispiel fiir uneigentliche Integra-
le untersuchen wir abschliefend eingehend die Eulersche Gammafunk-
tion.

VI.1. Das (Riemann-) Integral

Im Folgenden sei stets (X, || - ||) ein K-Banachraum und I = [«, f]
ein kompaktes perfektes Intervall, d.h., o < .
Als erstes definieren wir das Integral einer Treppenfunktion.

DEFINITION VI.1.1. Seien f € T'(I, X) eine Treppenfunktion und
Z = (g, ...,qy,) eine zugehorige Zerlegung. Dann ist das INTEGRAL
VON f BZGL. Z definiert durch

\/(' f Z — Oy 1 f|(ai,1,o¢i)'

LEMMA VI.1.2. Sei f € T(I,X). Dann ist f(Z)f unabhdngig von
der speziellen Zerlequng Z .

BEWEIS. Seien f € T(I,X) und Z = (ao, ..., ) eine zugehdrige
Zerlegung.
1. SCHRITT: Sei Z’ eine Verfeinerung von Z. O.E. ist

!/
Z" = (0, e ooy Oy Yy Qi1 -+ oy Q)

Dann folgt

k
f = i T ai*1>f|(ai—1yoéi)
[ =2t

+ (ak+1 Y+ — ak‘)f|(04k7ak+l)

+Z _Oézlf|a11al)

5



6 VI. INTEGRALRECHNUNG EINER VARIABLEN
k
= Z(al - aifl)f’(aiﬂ,oéi)

7

1
+ ('7 - ak)f|(ak,'y) + (ak+1 - 7)f|(%01k+1)

n

+ Z (@i = ic1) fl(air,00)

i=k+2
= f
(2"
2. SCHRITT: Sei nun Z’ eine beliebige, fiir f zulédssige Zerlegung. Dann

ist Z" = Z U Z' mit der natiirlichen Anordnung eine Verfeinerung von
Z und von Z’'. Mit Schritt 1 folgt

/ (2) / z') (2"

Wegen Lemma VI.1.2 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VI.1.3. Sei f € T'(, X). Dann ist das (RIEMANN-)IN-
TEGRAL von f definiert durch

/Ifz/jfz/(z)f,

wobei Z eine beliebige, fiir f zulédssige Zerlegung von [ ist.

Eine erste, fiir das Folgende wichtige Eigenschaft des Integrals lie-
fert:

B
LEMMA VI.1.4. Die Abbildung/

[0}

B
:T(I,X)—>Xmitfo—>/ f
st linear. Weiter gilt :

B
I [ A< @-alfle v eTw.X).

BEWEIS. Die Linearitéit des Integrals folgt unmittelbar aus seiner
Definition.
Sei f € T(I,X) und Z = («o, ..., q,) eine zugehdrige Zerlegung von
1. Dann folgt

_HZ _Oéllf‘az laz)”
<Z a; — 1) flias 1,00
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< (B = ) flloo-
O

Als néchstes wollen wir das Integral fiir sprungstetige Funktionen
definieren. Dazu benétigen wir einige Vorbereitungen.

DEeFINITION VI.1.5. Seien (Y, || - ||y) und (Z,] - ||z) normierte K-
Vektorrdume.
(1) Eine lineare Abbildung A : Y — Z heifit BESCHRANKT, wenn
es ein a € Ry gibt mit
|Az||z < of|z]ly VxeY.

(2) L(Y,Z) ={A:Y — Z : Aist beschriankt} ist ein K-Vektor-
raum.

(3) Durch

IAI =Nl Allzev.z2)
= inf{a € R, : ||Az||z < al|z|ly Yz € Y}

wird eine Norm auf £L(Y, Z) definiert.

BEMERKUNG VI.1.6. Es gilt:
(1) Sei A € L(Y,Z). Dann ist

Ax VA
(TP p——
zeY\{0} ||=T||Y
= sup [Az||z
xeY
lzlly <1
= sup [|Az|z.
x€eY
lz)ly =1

(2) Sei A € L(Y, Z). Dann gilt

[Az]lz < | Allcpllelly Vo eY.
3) Sei A:Y — Z linear. Dann gilt
( g

A ist gleichméfig stetig
<= A ist stetig
<= Aist in 0 € Y stetig
= Aec LY, Z)

(4) /B € L(T(I,X),X) und

B
H/ | er,x),x) < 68—
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BEWEIS. AD(1):
| Al z(v,z) = inf{a € Ry : ||Az| 7z < af|z|ly Yo € Y}

Ax
= inf{a € R, : |Ax]z <aVreY\{0}}

]|y
_w Az 7
= p
2eY\{0} H$HY
= sup [|[A(——)llz
seviioy @ ||
= sup |[|Aylz
yey
lylly=1
< sup | Ayl z.
||y||Y<1

Sei andererseits z € Y mit 0 < ||z]|y < 1. Dann folgt
1
[Az[z < 7——||Az] 2
1y

x
= HA(W)”Z
< sup 1Ayl 2
||y||Y 1

also

sup [|Azllz < Sup | Ayllz-
Jally <1 Iol=1

Hieraus folgt die Behauptung.
AD(2): Folgt direkt aus Teil (1).
AD(3):
A gleichméflig stetig
— A stetig
— A stetig in 0
—30>0 VereY |zly <o:|Az]z<1

1

—30>0 VreY |y =1:|Ae]z < 5
1
:>A € E(K Z) UIld HAHE(Y,Z) S g

= [|Az — Ayllz = [[A(z = y)llz < [Allecx.z) = — ylly
— A gleichméBig stetig.

AD(4): Folgt aus der Definition VI.1.5 und Hilfssatz VI.1.4.
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LeEMMA VLL.7. Sei (Y[ - [ly) ein normierter K-Vektorraum und
U CY ein Untervektorraum. Dann ist U auch ein Untervektorraum.

BEWEIS. Seien u,v € U und o € K. Dann gibt es Folgen (u,)nen
und (v, )pen in U mit

v = lim u,, v= lim v,.

Dann folgt
uw+v = lim u, + lim v,
= lim (u, +v,) €U
n—oo
au = « lim u,
= lim (au,) € U.
Also ist U ein Untervektorraum von Y. O

Sarz V1.1.8 (UBER DIE FORTSETZUNG STETIGER LINEARER OPE-
RATOREN). Seien (Y, || - |ly) ein normierter K-Vektorraum, U C Y
ein Untervektorraum, (Z, | - ||z) ein K-Banachraum und A € L(U, Z).
Dann gibt es genau ein A € L(U, Z) mit

(1) ﬁ_y = Ay fiir alley € U,
@) [Allc@,2) = 1Allcw.2),

(3) Ay = lim Ay, fir alle (yn)nen C U mit lim y,, = y.
A heifit FORSETZUNG wvon A.

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien B, C' € L(U, Z) zwei lineare Ope-
ratoren, die (1) erfiillen. Dann folgt aus ihrer Stetigkeit fiir jedes y € U
mit y = lim y,, und (y,)nen C U:

By = B(lim y,)
= lim By,

= lim Ay,

n—oo

= lim Cy,

= C(lim y,)
=Cy.
Also ist B = C. o
EXISTENZ: Sei y € U und (yn)pey € U mit y = lim y,. Dann ist

(Yn)nen eine Cauchyfolge und

HAyn - AymHZ < HAHE(U,Z)”yn - ymHY
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Also ist (Ayy, )nen eine Cauchyfolge in Z. Mithin existiert ein z € Z mit
z = lim Ay,.

Definiere -
Ay = z.
Sei nun (Y, )neny C U eine weitere Folge mit y = lim y,. Sei
z = lim Ay,.

Dann folgt
Iz = Zllz < Iz = Aynllz + | Ayn — Abnllz + |7 — Anll2
< [z = Aynllz + | All cw.2) 1yn — Ynllz
+ |17 = Awnll2

— 0.
n—oo

Mithin ist A wohldefiniert.
Seien nun u,v € U, € K und (tp)nen C U, (0 )neny C U mit

u= limu, , v= lim v,.

n—oo n—oo

Dann folgt

A(u+v) = A(lim (u, + v,))

n—oo

= lim A(u, + v,)

n—oo

= lim [Au, + Av,]

n—oo

= lim Au, + lim Av,

:Zu—l—zv

aAu = o lim Au,

= lim A(au,)

= A(au).

Also ist A linear.
Sei v € U. Dann ist v = lim u,, mit u, = u fiir alle n € N. Daraus

folgt o
Au=Au VYu e U.

Sei schlieBlich y € U mit y = lim ¥, und (y,)nen C U. Dann folgt
Aylz = | tim Ayl
~ tim Ay
< lim [|Alleqz oz

= [Allewallylly
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Also ist
IAll w2y < I1All2w,2)-
Wegen (1) gilt aber andererseits

Al @z = sup [[Aullz = [|Allcw.z).

ue
flully =1

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

GemifB Satz V.4.8 (S. 169, Analysis I) ist S(I, X) ein abgeschlosse-

ner Unterraum von B(I, X) und S(I,X) = T'(I,X) bzgl. || - ||co. Wir

konnen daher Satz VI.1.8 auf Y = B(I, X), U =T(I,X), U = S(I, X),
B

Z=Xund A = / anwenden. Dies liefert:

67

DEFINITION VI.1.9. Das (RIEMANN-) INTEGRAL ist die eindeutig
B
definierte Fortsetzung von / von L(T(I,X),X) auf L(S(I,X),X)

B
und wird wieder mit / bezeichnet. Fir f € S(I, X) verwenden wir

e

simultan die folgenden ()]éezeichnungen

/aﬁf:/Ifzfjf(x)de/jfdx-

Aus Bemerkung VI.1.6 und Satz VI.1.8 folgt unmittelbar:

B
BEMERKUNG VI.1.10. (1) H/ fll < (B —a)|lflle fiir alle f €
S(I, X). "
B B
(2) / f = lim / fn, wobei (fn)nen C T'(I,X) eine beliebige Folge
von T(;eppenfunktignen mit lim [|f — fullco = 0 ist.
Der folgende Satz ist fiir die folgenden Untersuchungen des Rie-

mann-Integrals und fiir die praktische Berechnung des Integrals we-
sentlich.

Satz VI.1.11. Sei f € S(I,X). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
d = 0(e, f) > 0, so dass fir jede Zerlequng Z = (xq,...,x,) von I
der Feinheit Ay = max (x; — x21) < 6 und je n Zwischenpunkte (; €

[z-1,25],1 < j <mn, gilt

ﬁ n
1] 5= Y 0w - aiel <
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~

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei f € T(I,X), Z = (Zy,...,Ts) eine be-
liebige, aber im Folgenden feste, zu f gehorige Zerlegung von I, € > 0
beliebig und

€
d=4d(e, f) = ———.
4nl| f |l
Seien Z = (zo,...,x,) eine beliebige Zerlegung von I und ¢; € [z;_1,
zj], 1 < j < mn, beliebige Zwischenpunkte mit

Ay = 112%)%(1’3- —xj_1) <.

Sei

~

Z'=ZUZ= Yo, Ym)
Definiere
62' - f|(yjf1,yj) l<j<m
6;{ = f((k) falls [yj—layj] C [xk—lyxk] 1< ] < m, 1< k <n.

Offensichtlich ist e} # e/ fiir ein j € N}, héchstens dann, wenn fiir das
entsprechende (, gilt ¢, = 7; fiir ein [ € N;. Weiter gilt

ﬁ n
/ F= (G (e — )

n

= Z(Z/j — Vi~ )l w) — D F(Ge) (@ — p-1)

j=1 k=1
= Z e;(y] —Yj-1) — Z 63'(% Yj-1)
j=1 j=1
(*) = 2(62‘ - e;')(y] Yj-1)
j=1

Wegen obiger Beobachtung sind in (%) hochstens 2n Summanden von
0 verschieden. Auflerdem gilt fiir jeden Summanden

s = yi—)(€; = €D <l — yima Il + eI}
< 02| |l
g

Hieraus folgt

ﬂ n
1] £ =Y 1@ = m)] <=
“ k=1
2. SCHRITT: Sei nun f € S(I,X) und € > 0. Dann gibt es ein g €
T(I,X) mit

€
1f = glloo < m-
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Geméf Schritt 1 gibt es ein § = §(5, g), so dass fiir g und $ die Behaup-
tung gilt. Seien nun Z = (zy, ..., z,) eine Zerlegung von I mit Feinheit
Ay <dund ; € [xj_1,74],1 < j < n, beliebige Zwischenpunkte. Dann
folgt

1 r- chg — )]

<||/ /g||+||zg<] ) - /fgu

+ |l Z[Q(Cj) — fE)Ixy — 20|

<(B—a)|f - g|roo+5+2|rf (¢) — 9(&) @y — ;1)

3
€ 5 €
<pP-a)0—+ = b —a
R E R R R TR N
=€.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG VI.1.12. Sei f : I — X eine Funktion. Sie heif3it
RIEMANN-INTEGRIERBAR, wenn es ein z* € X gibt, so dass zu je-
dem ¢ > 0 ein § = d(e, f) > 0 existiert, so dass fir jede Zerle-
gung Z = (zo,...,x,) der Feinheit Ay < ¢ und je n Zwischenpunkte
Ci S [[Ei_l,l‘i], 1< < n, gllt

|* — Z FG) (i — )] < e

Die Grofle x* ist, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt und heif3t
RIEMANN-INTEGRAL von f. Die ,,approximierenden Summen*

Zf(@')(fci — Ti1)

heiflen auch RIEMANN-SUMMEN, und man schreibt héufig symbolisch

ﬂ n
/ f= AlimOZf(Cz‘)(l’i — Zi-1).
« =

Satz VI.1.11 zeigt, dass jede sprungstetige Funktion Riemann-integrier-
bar ist und dass der in diesem Paragraphen eingefiihrte Integralbegriff
mit dem oben definierten fiir sprungstetige Funktionen iibereinstimmt.
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Es gibt jedoch Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht sprungste-
tig sind. Ein Beispiel ist f : [—1,1] — R mit
1 fallsx:%,nEN*
fl)=4q-1 fallsz=—-1 neN

0 sonst.

VI1.2. Eigenschaften des Integrals

Im Folgenden bezeichnet wieder (X, || - ||) einen K-Vektorraum und
I = [a, f] mit o < § ein kompaktes perfektes Intervall.

Wir beginnen mit einem Satz iiber die gliedweise Integration gleich-
miéfig konvergenter Folgen und Reihen.

Satz VI.2.1. (1) Sei (fu)nen C S(I,X) gleichmdiflig konvergent
gegen f. Dann ist f € S(I,X) und

/ f = lim fn
(2) Sei (fu)nen €SI, X) und >_ f, gleichmiflig konvergent. Dann ist
an € S(1,X) und

n=0

Aﬁ(gf”) —g/ffn).

BEWEIS. AD(1): Wegen Bemerkung V.1.5 (S. 149, Analysis I) gilt
| fn — flle — 0 und wegen Satz V.1.6 (S. 149, Analysis I) ist f €
B(I, X). Danach Satz V.4.8 (S. 169, Analysis I) S(I, X) ein abgeschlos-
sener Unterraum von B(I, X) ist, folgt f € S(I,X). Aus Bemerkung
VI.1.10 (S. 11) folgt

7= [ < G-l - e =0

Dies beweist die Behauptung.
AD(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf

sn:ka und SIka.
k=0 k=0

g

BEMERKUNG VI.2.2. Satz VI.2.1 gilt nicht bei punktweiser Kon-
vergenz. Betrachte z. B. I = [0,1], X =R und f,, € T'({, X) mit
0 firz=0
fal@)=qn fir0<a<i ,n e N
0 firt<z<l
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Dann konvergiert f, punktweise gegen 0, aber es ist
1
/ fn=1 Vn € N*.
Satz V1.2.3. Sei f € S(I,X). Dann ist ||f]| € S(I,R) und

1 1< [ 1< 0=

BEWEIS. Sei (fn)neny C T'(1, X) eine Folge von Treppenfunktionen,
die gleichméfig gegen f konvergiert. Dann ist || f,.|| € T(I,R) fiir alle
n € N. Fiir jedes x € [ gilt

Al = 171@)] = |1a@) ] = 1 @)
< Male) = £

Also konvergiert || f,,|| gleichméBig gegen || f||. Mithin ist || f|| € S(I,R).
Sei Z, = (Tom, - - -, Tmn) eine zuldssige Zerlegung von I fiir f,. Dann

folgt fiir jedes n € N

6 m
|| / Fall = 13" Fulton e @ — 710
a k=1

m
< Z ||fN|(xk—1,mxk,n)H("Ek,n — Tg—1,n)

/ 15

(*) < (B =)l fulloo-

Im .
Wegen fn SNl und | fallee — |If |lse folgt die Behaup-
tung mit Satz VI.2.1 aus (*) durch Grenziibergang n — oc. O

Als néchstes definieren wir das orientierte Integral und zeigen seine
Additivitat bzgl. der disjunkten Vereinigung von Intervallen.

DEFINITION VI.2.4. Sei f € S(I,X). Dann definieren wir

/af:—/ﬁf wd =0

Satz VI.2.5. Seien f € S(I,X) und a,b,c € I. Dann ist

[refrfr

BEWEIS. O.E. sei a < b < ¢. Sei (fu)neny C T(1,X) mit f, =— f.
Dann gilt fiir jedes kompakte Teilintervall J von [

T(J,X) 3 fuls 25 fl; € S(J, X).
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Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir jedes n € N

/acfnz/abme/bcfn-

Mit Satz VI.2.1 folgt hieraus
/a f= / re /b N
=== [r=[ s+ [ 1

Als néchstes untersuchen wir Monotonie-Eigenschaften des Inte-
grals.

Satz VI.2.6. (1) Sei f € S(I,R) mit f > 0. Dann ist

/f>0

(2) Seien f,g € S(I,R) mit f > g. Dann ist

/aﬁfZ/jg

(3) Sei f € S(I,R) mit f > 0. Weiter gebe es ein a € I mit: f(a) >0
und f ist stetig in a. Dann gilt

/jf>0.

BEWEIS. AD(1): GeméB Bemerkung V.4.5 (S. 169, Analysis I) gibt

es eine Folge (f,)nen C T(I,R) mit f, 2% f und £, > 0 fiir alle n € N.
Offensichtlich ist

g

B

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang n — oo.

AD(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf f — g.

AD(3): Wegen der Stetigkeit von f in a und wegen f(a) > 0 gibt es
ein 6 > 0 mit

1
f(z) > §f(a) >0 Vreln(a—d,a+9).
Damit folgt aus Satz VI.2.5 und den Teilen (1) und (2)

Lol oo
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=0f(a)

>0
mit den offensichtlichen Modifikationen fir a € {«, 5}. O

Als néchstes betrachten wir die Integration komplex- und vektor-
wertiger Funktionen.

Satz VI1.2.7. (1) Sei f : I — K". Dann ist f € S(I,K") genau
dann, wenn fir jede Komponente f;, 1 < i < n, gilt f; € S(I,K).

Weiter ist 5 5 5
Afzgéﬁwiéh)

(2) Sei f =g+ih:1 — C mitg,h:I — R. Dann ist f € S(I,C)
genau dann, wenn gilt g,h € S(I,R). Weiter ist

[o=[oifn

BEWEIS. AD(1): Es gilt
fe s K"

= 3(fm) CTUK") : fin

glm
-—
< I(f) C T(I,K") : f@m LLLY
<~ fi € S(I,K) v1gzgn.

Die Aussage iiber die Integrale ist fiir Treppenfunktionen offensichtlich.
Fiir sprungstetige Funktionen folgt sie durch Grenziibergang.
AD(2): Folgt aus Teil (1) mit C = R2. O

Als Vorbereitung auf den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung betrachten wir nun die stetige und differenzierbare Abhéngig-
keit des Integrals von den Integrationsgrenzen.

f171<l<n

SATZ VI.2.8 (STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN INTEGRATIONS-
GRENZEN). Sei f € S(I,X) und ¢ € 1. Dann ist die Funktion

/ f Ve el,
aus C(1,X), und es gilt
1F(z) = Fy)ll < o= ylllflle Vr,yel
BEWEIS. Aus Satz VI.2.5 folgt fiir x,y € [

=[3—l7
:/:f
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und damit aus Bemerkung VI.1.10 (S. 11)
[F(z) = Fy)ll < |2 =yl flloo-
Hieraus folgt die Stetigkeit von F. O

SATz VI.2.9 (DIFFERENZIERBARE ABHANGIGKEIT VON DEN IN-
TEGRATIONSGRENZEN). Sei f € S(I,X) in a € I stetig. Dann ist die
Funktion

F(m):/ f NVr el
i a differenzierbar, und es gilt
F'(a) = f(a).

BEWEIS. Gemaf Satz VI.2.8 ist F' stetig. Sei € > 0 beliebig. Dann
gibt es ein § > 0 mit

1£(Q) = fa)|| <& VYCEI|C—al<é.
Sei h € R* mit a + h € I und |h| < §. Dann folgt

F h) — F 1 [oth
=T =1 [ 0 - @l
1 a+h
~I5 [ 10 - s
1
= £.
Hieraus folgt die Behauptung. O

DEFINITION VI.2.10. Seien f, F': I — X zwei Funktionen. F' heifit
STAMMFUNKTION von f, wenn F'in jedem Punkt von I differenzierbar
ist und wenn gilt

F'(z)=f(z) Vzel.

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f oder [ fdx be-
zeichnet und heiit UNBESTIMMTES INTEGRAL von f.

Aus Satz 1V.2.6 folgt:

BEMERKUNG VI.2.11. Seien F,G zwei Stammfunktionen von f.
Dann ist F' — G auf I konstant.

SATZ V1.2.12 (HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRAL-
RECHNUNG). Jedes f € C(I,X) besitzt eine Stammfunktion und fir
jede Stammfunktion F von f gilt

F(x):F(a)%—/xf Vo e l.
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Insbesondere gilt fiir jede Stammfunktion F von f

B
/ f=F(p) - F(a) = F|/.

G(x):/:f.

Gemaf Satz VI.2.9 ist G eine Stammfunktion von f. Aus Bemerkung
VI.2.11 folgt fiir jede Stammfunktion F' von f:

BEWEIS. Sei

Flz)=G(z)+c¢ ,mitceX, Veel
=F(a)=G(a)+c=c

:>F(:1:):F(a)+G(x):F(a)+/xf Vo e l.

TABELLE 1. Stammfunktionen einiger wichtiger Funktionen

f [f
Y a# —1 La:““%—c
’ a+1
1
— Inz+c
T
1
a*;a>0,a#1 1—a””+c
na
1
e a e C* —e" + ¢
COS T sinx + ¢
sinx —cosz +c¢
1
5 tanz + ¢
cos? x
1
— —cotx +c
sin“ x
1
_— arcsinx + ¢
\/11—372
_— arctanx + c
1+ 22 +
[o¢] [o¢]
1
Zak(:c—xo)k Zk+1ak($—xo)k+l+c
k=0 k=0
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BEISPIEL VI.2.13. (1) Tabelle 1 gibt die Stammfunktionen fiir ei-
nige wichtige Funktionen an.

!/
(2) f e CYI,R), f(x) #0 fir alle x € [ = /f7 =In|f| +ec
BEWEIS. AD(1): Folgt durch Differentiation der rechten Seite.

AD(2): Wegen des Zwischenwertsatzes I11.5.5 (S. 90, Analysis I) gilt
fir alle x € I entweder

(a) f(x) >0 oder (b) f(x)<O.
In Fall (a) folgt

(nlf) = gy = %
und in Fall (b)
" — (In(— /:_f/:L,
(In|f])" = (In(=f)) S

g

Zum Abschluss beweisen wir ein Analogon des Mittelwertsatzes
IV.2.5 (S. 122, Analysis I).

SATz VI.2.14 (MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG). Sei-
en f,po € C(I,R) und ¢ > 0 auf I. Dann gibt es ein ( € I mit

/f(f-sf))=f(€“)/jso.

Insbesondere gibt es ein n € I mit

/jfzf(n)(ﬁ—a)-
/jgozo.

Aus Satz VI.2.6 folgt ¢ = 0. Also ist die Behauptung richtig.

BEWEIS. Sei

Sei nun
B
/ @ > 0.
Definiere
—inff(z) , M =supf(x).
xel zel
Dann folgt

me(x) < f(z)p(r) < Me(x) Veel
und wegen Satz VI1.2.6

w[ o [z s
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P
e

Wegen des Zwischenwertsatzes 111.5.5 (S. 90, Analysis I) gibt es daher
ein ¢ € I mit

=m <

< M.

B
Ll
=

Jo
Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten mit der speziellen Wahl
=1 U

f(©)

VI1.3. Integrationstechniken

In diesem Paragraphen betrachten wir einige, fiir praktische An-
wendungen wichtige Integrationstechniken. Dabei bezeichnet wieder
(X, ]| -]|) einen K-Banachraum und I = [, 3] ein kompaktes, perfektes
Intervall.

Wir beginnen mit der Substitutionsregel.

SAaTz VI.3.1 (SUBSTITUTIONSREGEL). Seien f € C(I,X), a,b € R
mit a < b, und ¢ € C'([a,b],R) mit p([a,b]) C I. Dann gilt

b w(b)
| sendwar= [ sy

BEWwEIS. Geméif Satz VI.2.12 (S. 18) besitzt f eine Stammfunktion
F e CY(I,X). Dann ist F o p € C'([a,b], X) mit
(Fop)=Fop-y
=fop-¢.
Damit folgt

/ F((@)¢ (2)dz = F(p(b)) — F(p(a))

w(b)
= f(y)dy.

o(a)

g

BEMERKUNG VI.3.2. Sei M C R perfekt und ¢ : M — R differen-
zierbar. Dann heifit

dp = o'dx
das DIFFERENTIAL von ¢ (vgl. Abbildung VI.3.1). Speziell ist dx das

Differential der Funktion z — z. Anschaulich ist das Differential der
inkrementelle Zuwachs von ¢.
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In der Sprache der Differentiale kénnen wir die Substitutionsregel auch

so schreiben:
b w(b)
/ﬁfowMﬁ=/ f(y)dy.
a @(a)

Tl + Ax)
AT

()

/ r Ax x4+ Ax

ABBILDUNG VI.3.1. Differential df = f'(z)dx ~ Af =
flz + Az) — f(x)

BeispieL VI.3.3. (1) Sei a # 0.

B 1 (B
/ sin(ax + b)dx = —/ sin(ax + b)adr y = ax +b,dy = adx

a
1 aﬁer

o[ sty
a Jaa+b

1
o afB+b
- E <_ COS<y)) |aa+b

= é[cos(aa + B3) — cos(aB + b)]
(2) Sein > 2.
1

1 1
/ " sin(z")dr = / naz" tsin(z")dr y = 2", dy = na" 'dx
0 nJo

1 1
=—/smw@
0

n

1 1
= —(=cos(y))ls
1 —cos(1)
==
(3) Sei a,b € R mit d =b— % > 0.

p 1 p 1 x4+ & 1
S /- S | = 2 dy = ——d
A Zrartb Z;@+%P+dx SRV I

p 1
vl L

1
d(=2)+dVd

M}
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B+G

1
= \/E/ Yy
at+2 2
:;32 d(y + 1)
1 s
= — arctan(y)| %
Vd 7
1 B+ 5 a+ 5
—— |arctan — arctan .
\/8[ ( 7 ) ( 7 )]

Insbesondere folgt

/ 1 L oretan(® 4
———————— = ——arctan
2 +axr+b  \/d Vd

Als néchstes betrachten wir die partielle Integration.

+c.

SATZ VI.3.4 (PARTIELLE INTEGRATION). Seien u,v € C'(I,K)
Dann st

B B
/ w'dr = (u-v)|? —/ w'vdx

(03
oder in Differentialschreibweise

B B
/ udv = (uv)|? —/ vdu.

[0

BEWEIS. Aus der Produktregel folgt

wli = [ () da

B
/ (u'v + w')de.

U
BeispieL VI.3.5. (1)

B8 B8
/ rsinxdr = —xcosx|§ +/ cos xdx
o

U=, V= —COSX
(0%
= (—wcosx +sinx)|?

=sinf — fcosf —sina + acosa.
Insbesondere ist

/xsinx =sinx — T cosz + c.

(2) Sei Fg der Fliacheninhalt eines Kreises um 0 mit Radius R > 0 und
Hp der Flacheninhalt des entsprechenden Halbkreises. Dann ist

Fr=2Hp

23
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und

HR:/i\/mClx a=-RB=R
xr = Rcost,t € [-7,0]
dr = —Rsintdt

R2(1 — cos?t)(—Rsint)dt

(—Rsint)(—Rsint)dt

—T

0
:RQ/ sin? tdt u =sint,v = —cost
—7

0
= R*(—costsint)® + RQ/ cos® tdt

—T

0
= Rz/ 1 — sin® tdt

—T

= 7TR2 - HR.
Hieraus folgt
1
HR = §7TR2
und
Fr =R’

]n:/sin”m,nGN

— ly=z+c

I, = —cosx +c.

Sei n > 2. Dann gilt
I, = /sin”_l rsinx w=sn""'z, v=—cosx
. co.n—1 . n—2 2
= —sin" "zcoszx+ (n—1) [ sin" “xcos®x

= —sin" tzcosz + (n—1) /sin”_2 2(1 — sin® z)

= —sin" tzcosz+ (n— 1)1, o — (n—1)I,
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1 —1
— [, = ——sin" lxcosz+ n—In_g.
n n
(4) Fiir n € N sei
3
A, :/ sin” xdx.
0
Aus (3) folgt
AO == z
A =1
—1
An = An_g n Z 2.
2n —1
—= Ay, = t Aogp_o
2n
B 2n—12n—3
T 9p op ot
B 2n—12n -3 1x
 2n 2n—2 22
2n
Agpiq = _
bl = oo 1 on—1
B 2n 2n—2
Tt 1m—10?
B 2n 2n—2 2 1
C 2m4+12n—-1 3
Wegen
sin®t? x < sin*"t gz <sin®x V€0, g]
folgt
Aopyo < Ao < Ay,
Wegen
A2n+2 2n+1
= —
A, 2n + 2 n—oo
folgt
. A2n+1
| =1.
nLH;O A2n

Andererseits gilt

Agpy1 21 2n 2n —22n — 2
Aoy 2m+12n—12n—12n—3

(2K 2
Hep—r=

25
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Hieraus folgt:

o] 3
Il
—e
—
Mr‘\
o
N
e
—_

Diese Darstellung von 7 heifit das WALLISSCHE PRODUKT.

Als néchstes betrachten wir die Methode der Partialbruchzerlegung,
die geeignet ist, Integrale rationaler Funktionen zu berechnen. Wir er-
kldaren das Prinzip an Hand eines Beispiels.

BEISPIEL VI.3.6 (PARTIALBRUCHZERLEGUNG). Gesucht

/ /x — 2t 4+ a3 — 222 + 50 — 8
xd — a2 — 20+ 2

—x — 2zt a2 — 222 + 50— 8

g=a'— a2 -2z +2.

1. SCHRITT: Bestimme mit dem Euklidischen Algorithmus Polynome
rund s mit p = r + sq und 9r < Jq.

(25 —2z +a3 —222 +5x —8) :(z'—2? —22+2)

x° —3 =222 422 =x—2
—22x% 223 +3r -8
—22* +22% 44z —4
203 222 —ax 4

2. SCHRITT: Zerlege das Nennerpolynom ¢ in der Form

n

ﬁ (x —a;)” H(:I:2 +bjx +¢;)
i=1

J=1
2
mit a;,bj,¢c; ER, ¢; — 2L >0,

4
Oéi7ﬁj € N*u

i=1 j=1
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Dabei ist
Q(az) = 05
q(z;) = q(%)
=0

mit bj = -2 Rer, Cj = |Zj|2 7A 0.

Es ist ¢(1) = 0. Daher ist ¢ durch x — 1 teilbar. Der Euklidische Algo-
rithmus liefert

(x4 —r? =2z 42) :(zv—1)=2%+2*-2
xt —a?
> —a?
x> —a?
—2r 42
—2r 42
0

Das Polynom 2 + 22 — 2 hat eine Nullstelle bei = 1 und ist daher
durch x — 1 teilbar. Der Euklidische Algorithmus liefert

(x® +az? -2) (x—1)=a*+2x+2.
3 —x?
222
222 —2x
2 =2
20 =2
0

Also ist
q=(z —1)*2*+ 22 +2).
3. SCHRITT: Zerlege 2 in der Form

i i 5]'7,/.% + €j7,j
;; (x — a;) ;;(x2+bjx—l—cj)V
Dies liefert die Bedingung
20 =22 —x —4 , a b cr+d

xt — 12 —2x+2 _x—1+(x—1)2+x2+2m+2'

Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Bedingung
2% — 22—z — 4= a(r —1)(2* + 27 + 2)
+ b(2® 4 22 + 2)
+ (cx +d)(z — 1)*
= a(z® + 2% - 2)
+b(2® + 22 + 2)
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+ (cz + d)(2® — 2z + 1)
=2%(a+c)

+2%(a+b—2c+d)

+ x(2b+ ¢ — 2d)

+ (—2a+2b+d)

Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

a—+c :2 a-+c :2
a+b—2c+d =-2 N b—3c+d =—-4
2b+c—2d = -1 2b+c—2d = -1
—2a+2b+d =—-4 26+2c+d =0
at+c =2 a+c =2
b—3c+d =—4 b—3c+d = -4
Te—4d =7 ~— = Te—4d =7
&c—d =38 2—75d =0
Also ist
d=0,c=1,b=-1,a=1
und
P 1 1 T
L _r—9 — )
q v +:1:—1 (x—1)2+a:2+2x+2

4. SCHRITT: Integration der einzelnen Terme liefert schliefSlich

/x5—2x4+x3—2x2+5x—8

4— 2?2 —2x42

1 r+1 1
/{x—2+ T - )

(x —1) x2—|—2x+2 2+ 2x 42

1
Qx —2x+1n\x—1|+—1+ 1n|x + 2z + 2|

— arctan(z + 1) + c.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die numerische Integration
ein. In vielen Féllen ist ndmlich die Stammfunktion nicht geschlossen
darstellbar oder von einer praktisch kaum auswertbaren Form, so dass
numerische Methoden beniitzt werden. Wir beschrinken uns hier auf
eines der einfachsten, aber auch vielfaltigsten Verfahren, die sog. TRA-
PEZREGEL.

DEFINITION VI.3.7. Seien f € C(I,X) und n € N*, sowie h =
577‘1. Dann ist die zusammengesetzte TRAPEZREGEL angewandt auf f
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gegeben durch

<)=—U? +2§:fa+ﬂz+fWH

Wir wollen eine Fehlerabschétzung fiir T,,(f)— / f herleiten. Dazu

bendtigen wir:
LEMMA VI.3.8. Sei p € C?([0,1],R). Dann gibt es ein ¢ € [0,1]
mait

| = 5060+ ) = 50

BEWEIS. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir mit
Satz V1.2.14 (S. 20):

~o = ol - [ (o= e laa
u=¢'(x),v=(x— %)2 - é
L) + p0)] ~ (e — 2 — 2 @)}

Satz V1.3.9. Sei f € C*(I,R). Dann gilt
7 5 —Q "
[ 1=l < 252

BEWEIS. Aus Definition VI.3.7 und Lemma VI.3.8 folgt:

’/01 f(z)dx — ‘ = ‘ {/:Jr:hl)h (x)dx

—9ﬂa+@—UM+fW+“mH
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= ‘Z{/ hf(o+ z—l)h+th)d
= @(t)

_ %[hf(oz—l— (i —1)h) +hf(a+ih)]}‘

n

— ‘Z{—%h?’f”(a + (i —1)h+ g}-h)}‘

h3 - " -
< 15 D17 = D+ Gh)|
=1
< 12n||f"||oo
h2 "

Dies beweist die Behauptung.
Als Anwendung beweisen wir die Stirlingsche Formel.
SATZ VI.3.10 (STIRLINGSCHE FORMEL). Es ist
n! = 2mn n"e el
mit 0 < Ry < 3505
BEwEIs. Mit Lemma VI.3.8 folgt
nln(n) —n+1 = (zlnx — 2)|}

= /1n In(z)dz

n—1  .p41
= Z/ In(x)dx
k=1"Fk

— Z{%[m(k + 1) + In(k)] + i}

1 1
mit ry, = —EIHH(Ck) =35 k<G <k+1

n—1 n—1
1
= Z In(k) + §ln(n) + Z'r’k
k=1 k=1
n 1 n—1
= Z In(k) — §ln(n) + Zrk
k=1 k=1
n—1
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Hieraus folgt

n—1

1
In(n!) = (n + §)ln(n) -n+1- ;rk
(n+ S)n(n) — n + +§:
=(n+=)lnn) —n+c r
2 k=n ’
1
:(n+§)ln(n)—n—|—c—|—Rn
mit
CcC = —Zrk
k=1
und
Rn:Zrk.
k=n
Weiter gilt
00 1 »
k=n
1 1
12 k?
k=n
I — 1
12 — k(k—1)
B 1
C12(n—1)°

Mit v = e folgt
n! = yy/n n"e et

Also miissen wir noch zeigen, dass v = /27 ist.

GeméB Beispiel VI.3.5 (4) ist

7 (2K)°
2r =41 —_—
Q nEEOH (2k)2 -1
k=1
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Aus Obigem folgt aber

iy
(2n)!(2n + 1)!

4 24n,.y4n2n4n€ 4ne4Rn—Rzn—R2n+1

2n(2n)2me=2n/2n + 1(2n + 1)2n+le—2n-1

4Rn _RZn _R2n+1

9 ee

(14 5)(1+ L)y /14 &
2

=7
—_
n—oo

Hieraus folgt die Behauptung. O

VI1.4. Uneigentliche Integrale

Bisher konnen wir nur sprungstetige Funktionen auf kompakten
Intervallen integrieren. In diesem Paragraphen untersuchen wir die
Grenzfille, bei denen der Integrand an den Integrationsgrenzen eventu-
ell nicht sprungstetig und/oder der Integrationsbereich unbeschrinkt
ist. Im Folgenden ist stets (X, |- ||) ein K-Banachraum und —oo < a <
b < +oo.

DEFINITION VI.4.1. Die Funktion f : (a,b) — X heifit ZzULASSIG,
wenn fiir alle a < a < 3 < b gilt

Flia € S, 81, X).

BEMERKUNG VI.4.2. Es gilt:

(1) feC((a,b),X) = f zulissig.
(2) —0o < a<b<+oound f € S([a,b],X) = f zulissig.

DEFINITION VI.4.3. Sei f : (a,b) — X zuléssig. Falls die Grenz-

werte
agg}ro/af und hm / f
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fir ein ¢ € (a,b) existieren, heifit f UNEIGENTLICH AUF (a,b) INTE-

GRIERBAR und
b
[r=m [ 1o ] s

das UNEIGENTLICHE INTEGRAL von f.

b
Satz V1.4.4. (1) Die Definition von [ f ist unabhingig von c.

(2) Ist —00 < a < b < 400 und f GQS([a,b],X), so stimmt das
uneigentliche Integral von f mit dem gewdhnlichen Integral tiberein.

BEWEIS. AD (1): Seien ¢,¢ € (a,b) und a < a < min{c, ¢} <
max{c, '} < f < b. Dann gilt

/jfzfacﬂ/ff
/jf=/:f+/jf-

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): GemaB Satz VI.2.8 (S. 17) sind die Funktionen

ou—>/fundﬁr—>/f

stetig. Hieraus folgt die Behauptung. O
BEispiEL VI.4.5. Es gilt:

0 1-s
(1) / vidr = — Va > 0,5 > 1.
a s—1
b pl—s
(2) / r%dr = Vb > 0,s < 1.
0 ]_ — S
+o0 ol
(3) / xdx existiert nicht, aber / xdr =0 Vv >0.
oo .
< 1 T
4 de = —.
A
——dx
/1 V1-—a?

BEWEIS. AD (1): Sei s # 1. Dann ist

/ﬁ “Sdr = 1 (61—3_ l—s)
] €T .I‘—l_s a .

Der Grenzwert existiert fiir § — +o0o genau dann, wenn s > 1 ist.
Sei s = 1. Dann ist

B
/ ldw = In(B) — In(a).

T
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Der Grenzwert existiert nicht.
AD (2): Folgt wie Teil (1).
AD (3): Ist offensichtlich.

AD (4): Es gilt

!
/0 T2 dx = arctan(f) — arctan(0)

= arctan(3)

T
% —.
B—+oo 2

AD (5): Es gilt

0
1
/ ———dux = arcsin(0) — arcsin(«)

V1—a?
= — arcsin(«)
T
H —.
a——1+ 2

g

Aus der Definition des uneigentlichen Integrals folgt ein Konver-
genzkriterium fiir Reihen.

SATZ VI.4.6 (INTEGRATIONSKRITERIUM FUR REIHEN). Sei f €

S([1,+00),Ry) monoton fallend. Dann existiert Z f(n) genau dann,

n=1

e, o]
wenn/ f emistiert.
1

BeEweEs. Fiir alle n > 2 gilt
fn) < f(z) < f(n—1) Vxé€[n—1,n]

— f(n) < / Fa)dz < f(n—1)

N N N-1
— Zf(n)g/ fdr < 3" fn) YN >2

,=—": Aus obiger Abschéitzung folgt
N o

/ fdxﬁZf(n)<oo.
1 n=1

t
Also ist die Funktion ¢t — / f(xz)dx monoton wachsend und be-
1

schrankt. Wegen Satz I11.6.3 (S. 94, Analysis I) existiert daher / fdx.
1
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,<=": Aus obiger Abschitzung folgt jetzt
N 00
Zf(n)g/ fdx < oo VN >2.
n=2 1

Also existiert Z f(n). O

n=1

Als Anwendung ergibt sich:
BEIspIEL VI.4.7. Es gilt:

(1) Z n~° existiert fiir alle s > 1.
n=1

(2) f: o existiert <= s>1
= nlln(n)* '

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz VI.4.6 und Beispiel VI.4.5 (1).
AD (2): Fur s < 0ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante.

Sei also s > 0. Dann ist m monoton fallend und
/B 1 g In(In(z))[5 , fir s =1,
xTr =
5 z(lnz)s _81+1 In(x)=55 | fiir s # 1.
Damit folgt die Behauptung aus Satz VI.4.6. O

Man beachte, dass wegen Satz II11.7.9 (S. 102, Analysis I) fiir jedes
s > 0 und jedes € > 0 die Reihe ) m eine Majorante zu » n1—1+5

und eine Minorante zu » % ist.
Die folgende Definition ist das Analogon zur absoluten Konvergenz
von Reihen, vgl. Definition I1.5.1 (S. 49, Analysis I).

b
DEFINITION VI.4.8. f : (a,b) — X sei zuldssig. Dann heifit / f

ABSOLUT KONVERGENT, genau dann wenn / Il f]| existiert.
a

Der folgende Satz ist das Analogon zum Majorantenkriterium fiir
Reihen, vgl. Satz I1.5.4 (S. 50, Analysis I).

SATZ VI.4.9 (MAJORANTENKRITERIUM). Es gelte

(1) f:

(2) g: (a,b) — Ry ist zuldssig,

(3) ||f z)|| < g(x) fir alle x € (a,b),
(4)

4 / g existiert.

(a,b) — X ist zuldssig,

b
Dann ist / f absolut konvergent.
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b
BEWEIS. BEH.: / f existiert.

BEW. VON BEH.: Sei £ > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit
B2
| 9|<€ Vb —0 < B < By <b

Sei ¢ € (a,b— §). Dann folgt

H/ /fH—H/ 7l
s/ﬁl 11
S/lﬁ2g

<e¢€ Vb—0 < (1 < [y <.

Sei nun (5,)neny C (a,b) eine Folge mit 3, T b. Dann folgt aus Obi-
gem, dass ( fcﬁ " f)nen eine Cauchyfolge ist und somit gegen ein e € X

konvergiert. Man iiberlegt sich sofort, dass e von der Folge (3, )nen un-
B
abhéngig ist. Also existiert lillr)n0 f. Analog argumentiert man fiir

b
lim / f. Also existiert / f.

a—a+0

BEWEIS DES SATZES: Da f zuldssig ist, ist auch ||f|| zulédssig. Aus

BEH. folgt, dass / || £ existiert. O

[

BEMERKUNG VI.4.10. Aus dem Beweis von Satz VI1.4.9 folgt:
b b
/ f absolut konvergent — / f existiert.
BeispiEL VI.4.11. (1) X =R, f > 0. Dann gilt

/ f konvergiert absolut <= / [ existiert.

1—|—x2

(2) / sin dx konvergiert absolut.
0
(3) f:(a,b) — X sei zuléssig.

(i) Sei @ > 0, b = +o0. Dann gilt

M
Yr > c

xl—i—a -

Je>03IM >03c>a:|f(x) <

_— / f konvergiert absolut.
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(ii) Sei a =0, 0 < b < +oo. Dann gilt

M
Va € (0,¢)

xl—s

Je>03IM >03ce (0,0):|f(x)] <

b
— / f konvergiert absolut.
0

(4) Das EULERSCHE BETA-INTEGRAL

1
B(x,y):/ (1 =)t
0

existiert genau dann, wenn gilt x > 0 und y > 0. Es gilt fiir alle
x>0,y > 0:

(i) B(z,y) = B(y, v)
(ii) Bz +1,y) = nyB(x,y).

BeEweEis. AD (1): Klar wegen f = || f]|.
AD (2): Folgt wegen [#25] < L fiir alle 2 € R aus Beispiel VI.4.5
(4) und Satz VI.4.9.
AD (3): Folgt aus Satz VI.4.9 und Beispiel VI.4.5 (1,2).
AD (4): Sei y € R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < m < M mit
1

m< (11—t ' <M Vte [0,51.

Daher existiert )

/2 (1 — )yt
0

1

2
/ "Lt
0

existiert. GeméB Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn
x > 0 1st.
Sei nun x € R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < k£ < K mit

genau dann, wenn

1
E<t"'<K Vte [5,1].

Also existiert

1
/ (1 — )t
1

2

[(1 —t)vdt

2

genau dann, wenn

existiert. Wegen

a 1-a

/ (1—t)¥ 1 dt = —/ s lds s=1—1t
1 1
3 2



38 VI. INTEGRALRECHNUNG EINER VARIABLEN

1

2 1
= / s¥7lds V= <a<1
j e 2

und Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn y > 0 ist.
Sei nun z,y € R} und 0 < a < # < 1. Dann folgt

B 1-8
/ FL - e = — / (1ot lds s—1 1

1—a
l1—a
= / (1—5)""ts¥"tds
1-p
1
— [ (1 —t)" e dt.
a—=0+ [q
B—1-

Hieraus folgt (i).
Weiter folgt fir z,y € R und 0 < < g < 1:

/ﬁ tx(l o t)yfldt _ /’Q(L)z<1 . t)x+y71dt U= (L)x

o 1—1t 1—t
1
, v=— (1 —t)*tY
rT+y
1 t
= — (] — p)Tty|s
T T
g t 1
z—1 T+
(1 —t)""Vdt
+/a x+y<1—t) (1—1)2 ( )
1
= ——— (-]
T+y
T g
/tﬂf—l(l—t)y—ldt
T+Y Jao
- 1
— /t“"l(l—t)y‘ldt.
a—0+ T+ Y Jg
be—1—
Hieraus folgt (ii). O

BEMERKUNG VI.4.12. Satz VI.2.1 (S. 14) gilt fiir uneigentliche In-
tegrale NICHT. Betrachte z. B.
1 .
fo(z) = —e7» € C(RL,R).

n

Dann gilt f, 20 und

> 1 .
/ falz)dr = lim —e ndx
0

5—""00 0 n
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8
= lim (1—en
ﬁ—lgloo( e)

=1 Vn € N.

VI1.5. Die Eulersche Gammafunktion
Zuerst definieren wir die Eulersche Gammafunktion.

Sarz VI.5.1 (EULERSCHE GAMMAFUNKTION). Fir alle v € RY
existiert das uneigentliche Integral

F(x):/ t" e tdt.
0

Die Funktion I heifft EULERSCHE GAMMAFUNKTION. Fs gilt

(1) I =1,
(ii) Iz+1)=2al'(z) VoeR],
(iii) I'(n+1)=n! Vn € N.

BEWEIS. Sei 0 < ¢ < 1. Dann ist

0<t* et <"l
1
Damit folgt aus Beispiel VI.4.5(2) (S. 33), dass / t"tetdt existiert.

0
Sei nun ¢t > 1 und m € N so, dass gilt x+ < m. Dann folgt
1 m - 1 n t

|
e e lgt gty T
t1+mfx

Wegen Beispiel VI.4.5(1) (S. 33) existiert daher auch / t" e tdt.

1
Es ist
(1) = / e~tdt
0

g
= lim e tdt
B—-+o0 0
= lim (1—e¢™"”
ﬁ—lf—i{loo( € )
=1.

Fir r € R} und 0 < a < 8 < +oo gilt weiter

8 5
/ tPetdt = —txe—ty§+x/ t*letdt,

Wegen

lim a®e™ =0 und lim % ? =0
a—0+ B——+o0
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folgt hieraus (ii).
Die Beziehung (iii) folgt direkt aus (ii) und (i). O

Fiir die weitere Analyse der Eulerschen Gammafunktion benotigen
wir den folgenden Begriff.

DEFINITION VL.5.2. Sei J C R ein Intervall und f : J — R%
eine Funktion. f heift LOGARITHMISCH KONVEX, falls die Funktion
In(f) : J — R konvex ist.

BEMERKUNG VI.5.3. Es gelten folgende Eigenschaften logarith-
misch konvexer Funktionen:
(1) f logarithmisch konvex <= f(tx + (1 —t)y) < f(z)'f(y)'™*
fir alle z,y € J,t € [0,1].

(2) f, g logarithmisch konvex = f - g logarithmisch konvex.

(3) fa DA f, fn logarithmisch konvex fiir alle n = f logarith-

misch konvex.

(4) f:J — R sei zweimal differenzierbar. Dann gilt: f logarith-
misch konvex <= f- " — (f')*>0.

(5) f,g:J — R seien zweimal differenzierbar und logarithmisch
konvex. Dann ist f 4 ¢ logarithmisch konvex.

(6) Sei —oo < a < b < +oound f: (a,b) x J — R Fiir jedes
t € (a,b) sei f(t,.) : J — R zweimal differenzierbar und
logarithmisch konvex. Fiir alle x € J existiere

Flz) = / F(t,2)dt.

Dann ist F' logarithmisch konvex.

(7) Sei —o0 < a < b < 400 und ¢ € C((a,b),R%). Dann ist
b

die Funktion z — / @(t)t*"'dt auf ihrem Definitionsbereich
logarithmisch konvex.

(8) f:J — R seilogarithmisch konvex. Dann ist fiir jedes a € R
die Funktion x — f(x 4+ a) logarithmisch konvex auf ihrem
Definitionsbereich.

BEWEIS. AD (1): f logarithmisch konvex
<= In(f) konvex
< Inf(tz+(1—t)y) <tln f(z)+ (1 —t)In f(y)
= fltz+ (1 —t)y) < f(2)'f(y)™" Vo,yete01]
AD (2): Folgt direkt aus (1).
AD (3): Folgt direkt aus (1).
AD (4): In(f) ist zweimal differenzierbar und

"no__ L//:f”f_(f/>2
(In(f)) —(f) T
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Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.15 (S. 126, Analysis I).
AD (5): Folgt aus
(f"+9)f+9) = (f +4)
=f"f+f'9+fg" +9g"9—(f)?—2fg —(¢)
=f"f = () +3g"9g—(4)+ f”g +fg" = 2f'¢

' P+ g = @+ (7 - o)
HO - )+ §<g"g (@)

>0.
AD (6): Wegen

und Teil (3) reicht es zu zeigen, dass

T /ﬂ f(t,x)dt

fiir alle a < o < B < b logarithmisch konvex ist. Wegen Satz VI.1.11
(S. 11) ist aber

3 n—1 . .
[ =t 3 o+ 120020
o k=0

n

Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und (5).
AD (7): Folgt aus (6) angewandt auf
f(t7 l‘) = 90<t>t$_17
da nach Teil (1) z +— t* logarithmisch konvex ist.
AD (8): Sei g(x) = f(z + a). Die Behauptung folgt aus Teil (1) und
gtz + (1 —t)y) = ft(z +a) + (1 = )(y + a)).
0
Wir kommen nun zur Charakterisierung der Gammafunktion.
SATZ VI.5.4. Die Eulersche Gammafunktion ist die einzige Funkti-
on f: R — RY mit den folgenden drev Eigenschaften:

(1) f(1) =1,
(2) flx+1)=af(x) fir alle x € R,

(3) f ist logarithmisch konvex.

BEWEIS. Aus Satz VI.5.1 und Bemerkung VI.5.3 (7) folgt, dass I"
die Eigenschaften (1)—(3) erfiillt. Sei nun f : R} — R* eine beliebige
Funktion mit den Eigenschaften (1)—(3). Dann folgt durch Induktion

f(n+1)=n! VneN
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fle+n)=flx)x - (z+1)---(x+n—-1) VneN,zeR’.

Also ist f eindeutig bestimmt durch seine Werte auf (0, 1).
Sei nun 0 < z < 1. Aus

n+zx=(1—-x)n+z(n+1)
und (3) folgt

Aus

folgt

fn+z)"fn+1+2)"
fn+x)*fin+x) " (n+ax)™
fn+x)(n+z) 7

nl=fn+1) <

Also gilt
nl(n+2)" ' < f(n+ )
< (n—1)In"

nl(n+ x)**

z-(r+1)---(z+n-1)
< f(z)
(n—1)In"
Sx(qul)---(x—I—n—l)
T, nln®
:>(1+E) zx+1)---(x+n—1)(z+n)
< f(z)
nln® x
T E P e T o A G
= f() — (=) f()

n—oo N + &

< nIn®
Ta(z+1)---(z+n)
< (U+ ) (@)

— f(x).

n—o0
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Also gilt fiir alle x € (0,1)

xT

nin
)= lim .
/(@) n—oo x(x+ 1)+ (x +n)
Damit ist die Eindeutigkeit von f gezeigt. U

BEMERKUNG VIL.5.5. Aus dem Beweis von Satz VI.5.4 folgt die
(GAUSSSCHE DARSTELLUNG DER GAMMAFUNKTION
I(x) . nln®
Tr) = 111m .
N—>OOIL‘(I+1)<J]—|—TL)

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen dem
Eulerschen Beta-Integral und der Eulerschen Gammafunktion.

SATz VI.5.6. Fiir alle x,y € RY. gilt
['(2)T'(y)
I'(z+y)
BEWEIS. Sei y € R beliebig und

= B(z,y).

) = Bl

Dann folgt aus Beispiel VI.4.11(4) (S. 36)

und

Wegen Bemerkung VI.5.3 (8) ist x +— I'(z + y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (7) ist © — B(z,y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (2) ist daher f logarithmisch konvex. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VI.5.4. O

Das folgende Ergebnis fiir die Stochastik wesentlich.
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SATz VI.5.7. Es gilt:
(1) I'(3) = V7. N
(2) GAUSSSCHES FEHLERINTEGRAL: / e dx = /7.
BEWEIS. AD (1): Aufgrund unserer vorherigen Ergebnisse gilt
2 ['(1)
11

=Pl55)

L

= —dt

0o Vt(l—1)

C |

ozt Ja V(1 —1)
t =sin¢
dt = 2sin ¢ cos pdp
arcsin /B 2sin  cos ¢ d

= lim >
Go1T Jarsinya /sin” p cos? ¢

B
= lim t’%e’tdt t=2s> dt = 2sds

b Jo
VB
=2 lim e *ds
o va
VB vB
= 11%1 e’ ds+/ e *ds}
Foo IV e :
s=—r
VB, -vB
= lim e ¥ds —/ e "dr}
FoN A G



KAPITEL VII

Differentialrechnung mehrerer Variablen

Als Vorbereitung stellen wir zunédchst einige Eigenschaften stetiger
linearer Abbildungen zusammen. Anschlieend definieren wir die Ab-
leitung von Funktionen zwischen beliebigen Vektorrdumen als geeigne-
te Approximation durch lineare Abbildungen. Als Spezialfall erhalten
wir Richtungs- und partielle Ableitungen, sowie Differenzierbarkeits-
kriterien. Danach stellen wir einige Rechenregeln wie die Produkt- und
Kettenregel zusammen.

Als Vorbereitung auf héhere Ableitungen behandeln wir multilinea-
re Abbildungen. Nach der Einfithrung hoherer Ableitungen betrachten
wir Taylorformeln und als Anwendung lokale Extrema von Funktionen
mehrerer Variablen.

Zum Abschluss untersuchen wir umkehrbare Abbildungen und bewei-
sen den Satz iiber implizite Funktionen.

VII.1. Stetige lineare Abbildungen

Im Folgenden seien stets (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) zwel normierte K-
Vektorrdume. Wir untersuchen in diesem Abschnitt den Raum £(X,Y)
der stetigen linearen Abbildungen von X in Y (vgl. Definition VI.1.5

(S. 7).

Sarz VIL1.1. Ist Y ein Banachraum, so ist (L(X,Y),| - |lzcxv))
ebenfalls ein Banachraum.

BEWEIS. Sei (A,)nen € L(X,Y) eine Cauchyfolge Dann ist fiir
jedes x € X die Bildfolge (A,x)neny C Y eine Cauchyfolge und damit
konvergent. Durch
(%) Az = lim A,z

n—oo

wird die Abbildung A : X — Y definiert. Aus den Rechenregeln fiir
Grenzwerte folgt, dass A linear ist. Mit (A, ),en ist auch die Folge der
Normen (|| An||z(x,v))nen eine Cauchyfolge und damit beschriankt. Aus
(%) folgt

Al zxy) < Sup [Anllzexy) < oo
ne

Also ist A € L(X,Y). Sei schliellich € > 0 beliebig. Dann gibt es ein
ne € N mit

|An — Anllexyy <€ Vn,m > ne.
45
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Daher gilt fiir jedes z € X mit |[z||x =1

||AnZL' - AmIHY < HAn - Am||£(X7Y) <e€ Vn,m > N
— [|[Ayx — Azlly <e Vn>n.,ze X |z[|x=1
m—0o0

= |A, — Allzxy) <€ Vn>n..
Also konvergiert (A, )neny in L(X,Y) gegen A. 0

DerFINITION VII.1.2. (1) Eine bijektive, stetige, lineare Abbildung
A : X — Y mit stetiger Inverser A~! heiit TOPOLOGISCHER ISOMOR-
PHISMUS oder kurz ISOMORPHISMUS.
(2) Die Menge der topologischen Isomorphismen zwischen X und Y
wird mit Isom(X,Y") bezeichnet.
(3) A € Isom(X,Y) heifit ISOMETRIE, wenn gilt

|Az|ly = ||z]|x Vz e X.

(4) Die Raume X und Y heilen TOPOLOGISCH ISOMORPH, kurz X =
Y, wenn Isom(X,Y") # () ist.

BEMERKUNG VIL1.3. (1) 2 ist eine Aquivalenzrelation.
(2) A: X — Y sei bijektiv und linear. Dann ist A € Isom(X,Y’) genau
dann, wenn es zwei Konstanten 0 < ¢ < ¢ < co gibt mit

cllzllx < fAzlly <@llelly Voe X.

Der folgende Satz zeigt, dass alle Raume mit gleicher endlicher Di-
mension isomorph sind.

SaTz VII.1.4. Sei m = dim X < oco. Dann ist X = K™,

BeweEis. Wir versehen K™ mit der euklidischen Norm || - ||2. Sei
(b1,...,by) eine Basis von X. Zu jedem z € X gibt es genau ein

C= (.-, Gn) € K™ mit

T = i Gib;.
i=1
Die Abbildung A : x +— ( ist linear mit der Inversen
Al (- i{lbl
i=1
Fiir ¢ € K™ gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1A7¢Cllx = 1) Gbillx
i=1

< 1Gllbillx
=1
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m 1/2
< {Z ||bz-||§(} q
i=1
Also ist A™! € L(K™, X). Fiir ¢ € K™ sei
ISl = A7 ¢l x-

Wie man leicht nachpriift, ist || - ||« eine Norm auf K™. Wegen Satz
III.1.11 (S. 64, Analysis I) gibt es ein 3 € R% mit

1Kl < BIICll VC e K™
Damit folgt fiir x € X
[Azl2 < Bl Azl = B]lz| x.
Also ist auch A € £(X,K™). Damit ist die Behauptung bewiesen. [
Aus Satz VII.1.4 folgt:

Satz VII.1.5. Set dim X < oo. Dann sind alle Normen auf X
dquivalent und X st vollstindig.

BEWEIS. Seien || - ||; und || - |2 zwei Normen auf X und A €
Isom(K™, X'). Dann sind

¢l = [|ACll und |¢2 = [JAC][2
zwei Normen auf K™. Wegen Satz I11.1.11 (S. 64, Analysis I) gibt es
zwei Konstanten 0 < a < 8 < 400 mit

alCli < |l < BICl V(e K™
= alz| = a|lA 2|y
< A7l = |z
< B|A x|, = Bjz|], Vr € X.
Also sind |.[|; und ||.||2 &quivalent.
Sei nun (x,,)nen C X eine Cauchyfolge Dann ist (¢,,)neny C K™ mit ¢, =

A=z, eine Cauchyfolge in K™ und wegen Satz I11.1.14 (S. 66, Analysis
I) konvergent. Sei ( = lim ¢, und = = A{. Wegen der Stetigkeit von

A folgt

xr = lim A{, = lim x,.

n—oo n—oo

Also ist X vollstandig. O

BEMERKUNG VII.1.6. Bemerkung I11.1.12 (S. 66, Analysis I) und
Bemerkung V.4.9 (S. 169, Analysis I) zeigen, dass Satz VIL.1.5 fiir
unendlich dimensionale Vektorrdume nicht gilt.

Lineare Abbildungen auf endlich dimensionalen Radumen sind im-
mer stetig.

SATz VIL.1.7. Sei dim X < oo und Y beliebig. Dann ist jede lineare
Abbildung X — 'Y stetig.
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BEWEIS. Sei A : X — Y eine lineare Abbildung, m = dim X und
bi,...,b, eine Basis von X. Dann gilt fiir jedes

i=1
die Abschitzung

1Az]ly = 1) GAblly
i=1

< (G Ab ]y
=1

< a[¢]2

mit
m 1/2
o= {Z I\Abill?/}
i=1
und

C=(C1y.-,Gn) € K™

Da geméfl dem Beweis von Satz VII.1.4 die Abbildung =z — ( aus
L(X,K™) ist, gibt es ein § > 0 mit

<]l < Bllz|lx Vo e X.

Damit folgt
|Az|ly < af|lz||x Vxe X.

U

BEMERKUNG VII.1.8. (1) Sei (X, | - |lx) = (¢1,] - |loo) und (Y,
Il -1ly) = (€1, ] - 1) und A : X — Y die Identitdt. Wegen Beispiel
II1.1.12 (S. 66, Analysis I) ist A nicht stetig. Dies zeigt, dass Satz
VII.1.7 fiir unendlich dimensionale Rdume nicht gilt.
(2) Sei (X, [|-[lx) = (C*([0, 1], R), || |loo) und (Y, |- ]ly") = (C([0, 1], R),
| “||loo) und A : X — Y definiert durch f — f’. Dann ist A nicht stetig.
Denn sei

1
fu(z) = - sin(n’r) Vr €[0,1],n € N*.

Dann konvergiert (f,)neny gleichméfig gegen 0, aber Af, = f! =
n cos(n?z) konvergiert nicht.

Als néchstes stellen wir einen Zusammenhang her zwischen linearen
Abbildungen auf endlich dimensionalen Rdumen und Matrizen.
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DEFINITION VII.1.9. Wir bezeichnen mit

an(K) =K™" = {(aij)1<i<m 1<j<n : Qjj € K}

Il i R

die Menge aller m x n Matrizen. M, ,(K) ist ein Vektorraum mit der
tiblichen komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Durch

[(@ij)1<icma<j<nll2 =

wird eine Norm, die sog. FROBENIUS-NORM, auf M,, ,(K) definiert,
und es ist

My, o(K) = K™,
SaTz VIL.1.10. Seien (X, |- ||x), (Y, - |ly) und (Z,| - ||z) endlich

dimensionale Vektorrdume und | = dim X, m = dimY, n = dim Z.
Dann 1ist

E(X, Y) = Mm,l<K>
und die Verkniipfung von Abbildungen entspricht der Multiplikation von

Matrizen.

BEWEIS. Seien (e, ..., ¢) eine Basis von X, (f1,..., fi,) eine Basis
von Y und (g¢,...,9,) eine Basis von Z, sowie A € L(X,Y), B €
L(Y,Z). Dann ist

und

I
[
—_

S
<

L
—
Sh

iy SR

tiv und linear. Insbesondere folgt
dim(£(X,Y)) = dim(M,,;(K)) =m - L.

Wegen Satz VII.1.7 ist diese Zuordnung ein topologischer Isomorphis-
mus. Dies beweist

L(X,Y) 2 M,,;(K).
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Weiter gilt
Bf; =Y byge V1<j<m.
k=1

Damit folgt fiir z € X

Bo Az = (i{zaﬂg }f]>

1 =1

{Z[Z b]c}

i=1 j=1

I

k=1

Dies zeigt, dass die Hintereinanderschaltung von Abbildungen der Ma-
trizenmultiplikation entspricht. Il

BEMERKUNG VII.1.11. (1) Wir verwenden im K™ immer die Stan-
dardbasis ey, ..., e, mit

e =(0,...,0,1,0,...,0).
T

(2) Man beachte, dass eine lineare Abbildung X — Y ein universelles
Gebilde ist, wihrend ihre Matrixdarstellung von den speziell gewéhlten
Basen von X und Y abhéngt. Daher sind universelle Eigenschaften
einer linearen Abbildung wie z.B. Bijektivitat oder Stetigkeit von der
Wahl der Basis unabhéngig.

VII.2. Differenzierbarkeit

Im Folgenden bezeichnen (X, || - ||x) und (Y, |- ||y) K-Banachraume
und U C X, U # (), eine offene Menge.

Zuerst definieren wir den Begriff der Differenzierbarkeit und zeigen,
dass die neue Definition fiir Funktionen einer Variablen mit der alten
aus Paragraph IV.1 iibereinstimmt.

DEeFINITION VIL.2.1. Eine Funktion f: U — Y heifit in xy DIFFE-
RENZIERBAR, wenn es ein A,, € £(X,Y) gibt mit

lim ————{f () = f(x0) — Ay (z — 20)} = 0.

e o — 2ol ”X

Sarz VIL.2.2. (1) Die Funktion f : U — Y st genau dann in
xg € U differenzierbar, wenn es ein Ay, € L(X,Y) und eine in xg
stetige Funktion vy, : U — Y mit ry,(x¢) = 0 und

f(l’) = f('rO) +Azo(37 - l‘o) + Txo(l')Hl' — :COHX VeeU
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qibt.

(2) Ist f: U =Y inxo € U differenzierbar, so ist f in xq stetig.

(3) Ist f : U — Y in xqg € U differenzierbar, so ist Ay, eindeutig
definiert.

BEWEIS. AD (1): Definiere r,, : U — Y durch

Ty (T) = 0 fiir = xg,
R m[ﬂff) — f(wo) — Ago(x — 20)]  fiir  # 0.

Dann ist 7,, genau dann in x, stetig, wenn f in xy differenzierbar ist.
AD (2): Folgt aus Teil (1).
AD (3): Es gelte fiir alle z € U
f(@) = flzo) + Az — m0) + s(2)[lz — ol x
= f(zo) + Bz — x) + r(x)||z — x0|| x

mit A, B € L(X,Y), s(xg) = r(z9) = 0 und s und r in z stetig. Sei
y € X\{0} und € € R%. Dann folgt

1
(A= By = (A~ B)(ey)

1

= 2o+ <) — s(zo + en)lenllx

= [r(wo +ey) = s(zo + ey)lllyllx

— 0.

e—0

Also ist (A — B)y = 0 fiir alle y € X\{0} und somit A = B. O

Wegen Satz VII1.2.2 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VII.2.3. (1) Sei f : U — Y in xy € U differenzierbar.
Dann ist

Df(xo) = f'(z0) = Ay, € L(X,Y)

die ABLEITUNG von f in xy.

(2) f:U — Y heiit DIFFERENZIERBAR, wenn f in z, differenzierbar
ist fiir jedes x¢ € U.

(3) f:U — Y heifit STETIG DIFFERENZIERBAR, wenn f differenzier-
barund Df € C(U, L(X,Y)) ist. Die Menge der stetig differenzierbaren
Abbildungen U — Y wird mit C*(U,Y’) bezeichnet.

BEMERKUNG VII.2.4. (1) Die Differenzierbarkeit und die Ablei-
tungen sind unabhéngig von den speziellen, dquivalenten Normen auf
X und Y.

(2) Sei X =Y =K. Dann ist

L(X,Y) 2 M ;(K)

12

K
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und f : U — Y ist genau dann in xy € U differenzierbar, wenn es ein
f'(xo) € K gibt mit

. 1
lim
T

[f(z) — flzo) — f'(z0)(x — 20)] = 0

NITLE 5 6 EY O CEE

T — To T—To

Also stimmt fiir X = Y = K obige Definition der Differenzierbarkeit
mit der alten Definition IV.1.1 (S. 111, Analysis I) iiberein.
(3) Sei X = K und Y beliebig. Sei A € L(K,Y"). Dann ist

Alz) = A(x- 1) =zA(1) = 2v
mit
v=A(1)
und
[A@)ly = l=lllvlly
= [ Allzy) = llvlly = 1AMy

Also ist die Zuordnung A +— A(1) eine Isometrie von L£(K,Y") auf Y,
vermittels derer wir £(K,Y) und Y identifizieren kénnen. Hieraus folgt,
dass obige Definition der Differenzierbarkeit fiir X = K, Y beliebig mit
der alten Definition IV.1.1 (S. 111, Analysis I) iibereinstimmt.

BEIspIEL VII.2.5. Sei A € L(X,Y). Wegen
Ax = A(zo + = — x0)
= Azg+ A(z — x0)
ist Ae CYX,Y) und
A(zg) =A VrgeY.

Der folgende Begriff der Richtungsableitung stimmt fiir Funktionen
einer reellen Variablen mit dem Begriff der Differenzierbarkeit {iberein.
Wie wir sehen werden, gibt es fiir Funktionen mehrerer Variablen zwi-
schen den beiden Begriffen wesentliche Unterschiede.

DEFINITION VIL.2.6. Sei f : U — Y, xp € U und v € X\{0}. Dann
heifit die Grofle

D, f(zg) = %E% %[f(xo +tv) — f(x0)],

sofern sie existiert, die RICHTUNGSABLEITUNG von f in xg in Richtung
v.
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Satz VIL.2.7. Sei f : U — Y in xy € U differenzierbar. Dann
ezistiert D, f(xo) fir alle v e X\{0} und

D, f(xo) = Df(xo)v Vo € X\{0}.
BEWEIS. Sei v € X\{0}. Dann folgt

I50f o+ t0) — £@)] — Df ool

:Hvllxl\m[f(wo + 1) = f(wo) = Df (o) (t0)]lly

—0.
t—0

Hieraus folgt die Behauptung. U

BEMERKUNG VII.2.8. (1) Die Umkehrung von Satz VIL.2.7 ist
falsch. Betrachte z. B. die Funktion f : R? — R mit

o fiir (x,y) = (0,0),
flz,y) = {mg:?TyyZ fiir (z,y) # (0,0).

Sei v = (, 3) € R*\{0}. Dann ist
1 3?3

= ¥—t2(a2 e = f(v) VteR.

S (1) — £(0)]

Also ist

D, f(0) = f(v),
und ist somit insbesondere keine lineare Funktion von v. Daher kann
f nicht in 0 differenzierbar sein.
(2)Sei f:U =Y, 29 €U und v e X\{0}. Dann gibt es ein € > 0 mit
B(zg,e) C U. Definiere die Funktion ¢ : (—¢,e) — Y durch

p(t) = [(wo + tv).

Dann ist ¢ genau dann in 0 differenzierbar, wenn D, f(zo) existiert,
und in diesem Fall ist

¢'(0) = Dy f (o).

Als néchstes betrachten wir speziell die Richtungsableitungen in
Richtung der Einheitsvektoren e; in R™.

DEerFINITION VII.2.9. Sei X =R™, f: U — Y und zy € U. Dann

heifit die Grofle

of .

Djf(xo) = 5 (x0) = De, f(w0), 1<j<m,

(9xj
sofern sie existiert, die j-TE PARTIELLE ABLEITUNG von f im Punkt
xo. f heiflt in xy PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn alle partiellen
Ableitungen D; f(x,) existieren.
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BEMERKUNG VII.2.10. (1) Es ist

Djf([L’o) = lim —[f(l'o’l, <oy Loj—1, L0, + t, Zo,j+1y - - - ,$07m)
t—0 t
- f(ifo,b s 7x0,m)]
= lim [f(zo1, - %05-1,C, Tojt1s- - - Tom)

(—wo; ¢ — Zo,j
- f(ffo,b e 7x0,m)}~

(2) Ist f in xq differenzierbar, so ist f auch in xy partiell differenzierbar.
(3) Die Funktion f: R? — R mit

0 fir (z,y) = (0,0),
F@D = _m St (a,) £ (0,0)
(x2+y2)2 Y y Y :
ist in (0,0) partiell differenzierbar, aber nicht stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus der Definition der Richtungsableitung.
AD (2): Folgt aus Satz VII.2.7.

AD (3): Wegen f(z,x) = 1 ist f in (0, 0) nicht stetig. Wegen f(¢,0) =
f(0,t) = 0 fiir alle t € R ist f in (0,0) partiell differenzierbar mit

D;£(0,0) = Dy f(0,0) = 0. O

Satz VIL.2.11. (1) Sei X = R™, Y beliebig, f : U — Y,xg € U
und f in xy differenzierbar. Dann gilt fir jedes h = (hy, ..., hy) € R™

Df(l'o)h = Z Djf(ﬂjo)h]

(2) Set Y =R", X beliebig, f = (f1,...,fn) : U —= R" 2 € U. Dann
ist f genau dann in xqy differenzierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen fi,..., fn in xo differenzierbar sind. In diesem Fall gilt fir alle

heX
Df(zo)h = (D fi(zo)hs, ..., Dfulzo)h).

BEWEIS. AD (1): Sei h = (hy,...,hy,) € R™. Dann folgt aus der
Linearitdt der Ableitung
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AD (2): Es ist A € L(X,R") genau dann, wenn A = (A;,..., A,) ist
mit A; € L(X,R),1 < i < n. GeméB Satz I11.3.10 (S. 78, Analysis I)
gilt

lim —— [ f(zo + h) — f(z0) — Df(wo)h] = 0

h=0 ||| x

h=0 ||hl[x

Aus Satz VII.2.2 (3) folgt daher
Df(xo)h = (Df1($0>h, ey Dfn(l‘())h)

BEMERKUNG VI[.2.12. Sei X =R™ Y =R"und f = (f1,..., fn) :
U — Y in xq differenzierbar. Wegen Satz VII.2.11 und Bemerkung
VII.2.10 sind dann die Komponentenfunktionen f, ..., f, in xq partiell
differenzierbar. Fiir h = (hq, ..., hy,) € R™ gilt

Df(xo)h =Y _ Dfi(xo)he;
=1

= Z € {Z Djfi(ﬂ?o)hj} ;

d.h., Df(zo) € L(R™ R"™) wird durch die Matrix

Difi(wo) Dafi(zo) ... Dpfi(zo)
D1f2:(fl’o) Dy fa(o) ... D folwo) € M, (R)
D1 fo(xo) Dafu(zo) ... Dpfu(wo)

dargestellt. Diese heifit JACOBIMATRIX oder FUNKTIONALMATRIX von
fin zg.

Aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.2 folgt, dass eine differen-
zierbare Funktion stets partiell differenzierbar ist, und dass die Um-

kehrung i. a. nicht gilt. Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrung
gilt, wenn die partiellen Ableitungen zusétzlich stetig sind.

SATZ VII.2.13 (DIFFERENZIERBARKEITSKRITERIUM). Sei X = R™
und Y beliebig. Dann ist f € CY(U,Y) genau dann, wenn fiir alle x € U
die Funktion f in x partiell differenzierbar ist und wenn gilt

D;f €C(UY) V1<j<m.

BEWEIS. ,—“ Folgt aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.11.
,<=" Fir x € U definieren wir A, € £(X,Y) durch

Ah =" Dif(x)h; Vh=(hi, ... hy) €R™
j=1
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Da die Zuordnung x — A, wegen D;f € C(U,Y) stetig ist, miissen wir
noch zeigen

lim r+h)— f(z)—Ahl =0 Vrel,
g [+ ) = () — A
wobei || - ||; die £}-Norm auf K™ ist.

Sei x € U und ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit z + h € U fiir alle
h € R™ mit ||hl|; < 6 und

|Djf(x +h)—D,f(z)|ly <e VI<j<m, heR™ || <o.
Sei h € R™ mit ||h||; < ¢. Dann folgt mit eg =0, hog =0
f(z+h) = f(z) — Ash

:Z[f(x + hier + ...+ hjej)
Jj=1
— fx 4+ hoeo + ...+ hj_1€j_1)]
- ZDjf(l“)h

= Z/ —f xr + hoeo + ...+ hj_lej_l + thjej)dt
j=1 0
- Z D;f(x)h;
j=1
m 1
= Z/O [Djf(ﬂf + hoeg + ...+ hjflejfl + thjej)hj
j=1

— Dj f(x)h;]dt
und somit

1

_||h|| Z/ 1D; f (x + hoeo + .. +h] 16, 1+ thie;) hy

=z+h, ||h||1<5

— D;f(z)hy|ydt

- /1
< e|h;|dt
2|1 ; o
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1
1Al

=€.

el

Da x € U und € > 0 beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung. [J

BEMERKUNG VII.2.14. Sei X = R™ und Y = R". Dann ist wegen
Satz VI1.2.13 und Satz VIL.2.11 f € CY(U,Y) genau dann, wenn fiir
jedes 1 < j < m und jedes 1 < i < n die partielle Ableitung D, f; €
C(U,R) ist.

BEISPIEL VII.2.15. Sei f : R?* — R? definiert durch

flx,y,z) = (" cosy,sin(zz)).

Dann ist
Difi(x,y,z) = e® cosy
Dy fi(z,y,2) = —€"siny
Dsfi(z,y,2) =
Dy fo(z,y,2) = zcos(xz)
Dsfo(,y,2) =
Dsfo(x,y,z) = xcos(xz)

Also ist f € CH(R?, R?).
BEMERKUNG VIL.2.16. Sei X = R™ Y =R und f: U — R in
x¢ € U differenzierbar. Dann ist fiir jedes h = (hq, ..., hy,) € R™

D f(xo)h = Z Djf(wo)h;
= (Vf(xo), h),

wobei
T, y) = Ziijj
j=1

das EUKLIDISCHE SKALARPRODUKT auf R™ und

V(o) = (Dif(xo), - -, Dimf(20))

den GRADIENTEN von f bezeichnet.

Sei Vf(xg) # 0. Dann ist v = me(:co) € R™ mit [|v]|s = 1.
Fiir jedes h € R™ mit ||h||; < 1 gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

|Df(wo)h| < IV f(zo)l2llhll2 < IV F(zo)ll2
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und speziell fir h = v
D f(xo)v

Also gilt

1

= W(Vf(:co), V[ (w0)) = [V S (xo)ll2,

Df(xo)v = sup |Df(zo)hl,

[[R]l2=1
d.h., die Richtungsableitung ist in Richtung des Gradienten maximal,
oder anders ausgedriickt:

Der Gradient gibt die Richtung des steilsten Anstieges
von f an.

Zum Abschluss dieses Paragraphen untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen der Differenzierbarkeit von Funktionen f : C — C
im Sinne von Definition IV.1.1 (S. 111, Analysis I) und der ihnen kano-
nisch entsprechenden Funktionen £ : R? — R? im Sinne von Definition
VIL.2.1.

SATZ VI1.2.17. Sei U C C und W = {(x1,22) € R? : z1 +ixy € U}.
Sei f: U — C eine Funktion und F : W — R? definiert durch

F(xq,x3) = (Re f(x1 +ix2), Im f(z1 + ixq)).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f istin zo = x1 + ixe € U komplex differenzierbar im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111, Analysis I).

(2) F ist in xg = (x1,22) € W differenzierbar im Sinne von De-
finition VII.2.1 und die partiellen Ableitungen im Punkt x
erfiillen die CAUCHY-RIEMANNSCHEN DIFFERENTIALGLEI-
CHUNGEN

D1 Fi(z0) = DaFy(x0)
DlFQ(iCo) = —DQFl(I‘O).
BEWEIS. (1) = (2): Sei f'(z0) = a+1if. Definiere A € L(R? R?)
durch

Al = (ahy — Bho, Bhy + ahs)  Vh = (h1, hy) € R2.
Sei h = (hy, he) € R? und w = hy + ihy, so dass zy + w € U ist. Dann
folgt

F(xo+ h) — F(x9) — Ah
_ (Re f(zo+w) — Ref(zo) — Re(f'(20)- w))
Im f(zo +w) — Imf(z) — Im(f'(20)-w)
und
|F(zo + h) — F(x¢) — Ah||2
[172]]2
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(o +w) — () — ()]

|w]

— 0.
w—0
<= h—0

Hieraus folgt die Behauptung.
(2) = (1): Setze zur Abkiirzung

a= DiFi(xy) B = DoFi(w)
Y= DlFQ(ZL‘O) (S = DQFQ(I’Q).

Definiere die Abbildung B : C — C durch
w = hl + Zhg — Ckhl + ﬁhg + 2(’}/]11 + 5}12)
Wie im Beweis von ,,(1) = (2)“ folgt

|f(z0 +w) — f(20) — B(w)|

|w]
172]]2
— 0.
h—0
< w—0

Also miissen wir noch zeigen, dass B C-linear ist. Da B R-linear ist,
d.h.,

B(aw) = aB(w) VYa e R,w e C,
ist dies genau dann der Fall, wenn gilt
B(iw) = 1B(w) Yw € C.
Wegen
B(iw) = —ahg + Bhy + i(—~hs + dhy)
iB(w) = —yhy — 0hg + i(ahy + Bhy) Yw = hy +ihs

ist dies dquivalent zu
a = 57 ﬁ =,
d.h., zu den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. O

VIIL.3. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Im Folgenden seien (X, ||-[|x), (Y| llv), (Z,]]|z) K-Banachraume
und U C X, U # (), offen.

Satz VIL.3.1. Seien f,g : U — Y in xy € U differenzierbar und
a, B € K. Dann ist af + B9 : U — 'Y in xq differenzierbar und

D(af + Bg)(wo) = aD f(xo) + BDg(xo).
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BEWEIS. Es ist

f(x) = f(xo) + Df(wo)(x — wo) + r(x)[lx — ollx
9(x) = g(wo) + Dg(wo)(z — wo) + s(z) [z — ol x

mit 7, s stetig in xy und r(x¢) = s(zp) = 0. Dann ist

af(z) + Byg(x) = af(zo) + Bg(xo)
+ D f(xo) + BDg(wo))(x — o)
+ lar(x) + Bs(x)][[x — ol x-
Da aDf(xg) + fDg(xo) € L(X,Y) und ar + Bs in z( stetig ist mit
ar(xg) + Os(xy) = 0 folgt hieraus die Behauptung. O

BEMERKUNG VIL.3.2. C'(U,Y) ist ein Untervektorraum von C(U,
Y) und die Abbildung D : CY(U,Y) — C(U, L(X,Y)) mit f +— Df ist
linear. Ist speziell X = K, so ist £(X,Y) 2 Y und D : CY(U,Y) —
C(U,Y) ist linear (vgl. Satz IV.1.7 (S. 114, Analysis I)).

SATZ VIL.3.3 (KETTENREGEL). Sei f : U =Y und g :V — Z mit

V CY,V #£0, offen. Es gelte:
(1) fU) cV,

(2) f ist differenzierbar in x,
(3) g ist differenzierbar in yo = f(xo).
Dann ist go f : U — Z in xq differenzierbar und
(x) D(g o f)(xzo) = Dy(f (o)) - D f (o).
Dabei bezeichnet - die Verkniipfung von linearen Abbildungen in L(Y, Z)
und L(X,Y).

BEWEIS. Es ist

f(x) = f(xzo) + Df(zo)(x — o) + r(x)||lz — zollx

mit r : U — Y stetig in zo und r(zg) = 0 und

9(y) = 9(yo) + Dg(yo)(y — vo) + sW)lly — wolly
mit s: V — Z stetig in yo und s(yp) = 0. Damit folgt

go f(x)=g(f(x))
(f(:ro))+D9(f( 0))(f(x) = f(20))
+s(f(@)If (@) = flwo)lly
= 9(f(x0)) + Dg(f (x0)) (D f(x0)(x — w0))
(
)
)+

+ Dy(f(ao)(r(x) 2 = o]l )
(f@))| DF o) = w0) + r(@)lle —zollx |

(( 0)) + Dg(f(x0))(Df(x0)(2 — x0))
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+2(2) [l — ol x
mit z(zg) = 0 und
z(x) = Dg(f (wo))r ()

(o) =

[ = ol x

Df(wo)(x — o) +r(x)

Y

fir x # x9. Aus den Voraussetzungen folgt, dass z in xy stetig ist.
Hieraus folgt die Behauptung. U

BEMERKUNG VIL3.4. Sei X = R, Y = R™, Z = R". Ansons-
ten seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz VII.3.3.
Sei h = g o f. Da die Hintereinanderschaltung linearer Abbildungen
aus L(R!,R™) und L£(R™ R") der Multiplikation der entsprechenden
Matrizen aus M,,;(R) bzw. M, ,,(R) entspricht, erhalten wir folgende
KOORDINATENDARSTELLUNG DER KETTENREGEL

D;hy (o) = ZD]gk (0))Difi(xg) 1<i<Il, 1<k<n.

BeispieL VII.3.5. Betrachte

[iR =R f(z,y) = (2, 2y, 29%)
g:R* = R?* g(u,v,w) = (sinu, cos(uvw))
h=gof:R* = R?* h(z,y) = (sin(z?), cos(zy?)).
Dann ist

2xcos(a:2) 0
h(z,y) = ( 43y sin(aty®)  —3y*a? sin(aty? )>
2¢O
flay)={y =
Yy
Da(u, v, w) = cos U 0 0
9\, v, —vwsin(uvvw) —uw sin(uvw) —uw sin(uvw)
Dg(f(z)) - Df(x)
B cos(xQ) 0 0
— =%l sin(aty?) —2by?sin(zty®) —2ysin(ziy®) )
2¢O
y x

y? 2y

B 22 cos(z?) 0
T\ 43y sin(xty?)  —3zty?sin(ztyd) )



62 VII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLEN

SaTz VIL.3.6 (PRODUKTREGEL). Seien f,g : U — R in xy € U
differenzierbar. Dann ist f-g: U — R in xq differenzierbar und

D(f - g)(@o) = g(x0) D f (xo) + f(z0)Dg(wo).
Ist insbesondere X = R™, so ist
V(f - g)(xo) = g(z0)V f(20) + f(20) V(o).
BEWEIS. Definiere F : U — R? durch
F(z) = (f(z),9(x))
und ¢ : R? — R durch
o(x1,29) = 21 + Xo.

Dann sind F in xp und ¢ in ganz R? differenzierbar und fiir v € X\ {0}
und h = (hl, hg) S R2\{O} gllt

DF(zo)v = (D f(z0)v, Dg(xo)v)
Dy(xq,x2)h = x2hy + 1hs.
Also ist geméafl Satz VII.3.3 f - g = po F in x( differenzierbar und
D(f - g)(wo)v = D(p o F)(zo)v
= Do(F(x0))(DF(0)v)
= Dp(F(xo))h mit h = (D f(x¢)v, Dg(xo)v)
= g(x0)D f(zo)v + f(20) Dg(wo)v
= [g(x0) D f (o) + f(x0)Dg(z0)]v.
Hieraus folgt die Behauptung wegen
f(x0)Dg(x0) + g(xo) D f(x0) € LIX,R).
O

Satz VIL3.7 (MITTELWERTSATZ). Seien x,y € U, x # y, mit
{r+tly—2x):0<t<1} CU. Dann gilt:
(1) Ist f: U =Y in U differenzierbar, so ist

I£(2) = @)y < sup [IDF @+ Hy=2)lccx - o = vllx.

(2) Ist f € CHU,Y), so ist

fy) = flz) = /0 Df(x+tly —2))(y — x)dt.
BEWEIS. AD (1): Definiere ¢ : [0,1] — Y durch
p(t) = flz+ 1ty — ).

Dann ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar und

P(t) = Df(x+ty—x))(y—z) vte[01].
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Aus Satz IV.2.17 (S. 129, Analysis I) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130,
Analysis I) folgt
1 (y) = F@)lly = lle(1) = )]y
< sup [l¢' ()]l

0<t<1

= sup [|[Df(z+tly—2))(y—2)|y
0<t<1

< sup |[Df(z+ty —2))llexyvlle —ylx.
0<t<1

AD (2): Sei ¢ wie im Beweis von (1). Da ¢’ € C([0,1],Y) ist, folgt aus
Satz VI.2.12 (S. 18)

SaTz VIL.3.8. (1) Sei U konvex und f : U — Y differenzierbar mit
IDf@)llexy) s Vo eU.
Dann gilt
1F(y) = F@)lly < ally—=lx Vo,yeU
(2) Sei U ein Gebiet und f € CHU,Y) mit Df(z) =0 fir alle x € U.
Dann ist f konstant.
BEWEIS. AD (1): Folgt direkt aus Satz VIL.3.7.
AD (2): Seiy € f(U) beliebig und V = f~*({y}). Dann ist V # 0 und
abgeschlossen. Sei x € V. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit B(x,d) C U. Da
B(x,0) konvex ist, folgt aus Teil (1)
f(z) = f(z) Vze B(x,9),

d.h.

B(z,6) C V.
Also ist V' auch offen. Da U zusammenhéngend ist, folgt V' = U. Damit
ist die Behauptung bewiesen. O

SAaTz VIL.3.9 (GLIEDWEISE DIFFERENTIATION VON FUNKTIO-
NENFOLGEN). Sei (f)nen C CHU,Y) und f : U — Y. Es gelte

(1) fo 25§,
(2) 39 € CULIX,Y)) : Dfp —
Dann ist f € CYU,Y) und g = Df, d.h.,
b D5, = s

lok. glm
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BeweEls. Wortlich der selbe wie der von Satz V.2.10 (S. 154, Ana-
lysis I). O

SAaTz VIL.3.10 (NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR LOKALE EXTRE-
MA). Essei f: U — R und xg € U. f habe in xy ein lokales Extremum
und alle Richtungsableitungen von f mdgen in xy existieren. Dann gilt

va(f,(]o) =0 Ve X\{O}

BEWEIS. Es gibt ein ¢ > 0 mit B(zg,e) C U. Sei v € X\{0}
beliebig. Dann ist ¢ : (—¢/||v||x,e/||v]|x) — R definiert durch

p(t) = flxo + tv)

in 0 differenzierbar mit

¢'(0) = Dy f (o)
und hat in 0 ein lokales Extremum. Damit folgt die Behauptung aus
Satz IV.2.2 (S. 121, Analysis I). O

Satz VII.3.10 legt folgende Definition nahe.

DEerFINITION VIL.3.11. Sei f : U — R in xg € U differenzierbar.
Dann heifit zq ein KRITISCHER PUNKT von f, wenn gilt D f(z¢) = 0.

BEMERKUNG VIIL.3.12. (1) Ist f : U — Rin xy € U differenzierbar
und xy ein lokales Extremum, so ist zy ein kritischer Punkt von f.
(2) Ist X =R™ und f in xy € U differenzierbar, so ist o genau dann
ein kritischer Punkt von f, wenn V f(zo) = 0 ist.

(3) Die Umkehrung von (1) ist falsch. Betrachte z.B. f : R* — R mit
f(x,y) = 2* — y2. Dann ist Vf(0,0) = 0, d.h., (0,0) ist ein kritischer
Punkt von f, aber (0,0) ist offensichtlich kein lokales Extremum von

f.
VII.4. Hohere Ableitungen

Im Folgenden seien (X, | - ||x) und (Y, || - ||y) K-Banachrdume und
UcC X,U##0, offen.

DErINITION VIL4.1. (1) Die Funktion f : U — X sei in ei-
ner Umgebung V' C U von xy € U differenzierbar und die Funktion
Df :V — L(X,Y) sel in xy differenzierbar. Dann ist die ZWEITE
ABLEITUNG D?f(z0) € L(X,L(X,Y)) von f in zq definiert durch

D?f(xo) = D(Df)(w)-
In diesem Fall heifit f in ¢y ZWEIMAL DIFFERENZIERBAR.
(2) Die Funktion f : U — X heifit ZWEIMAL DIFFERENZIERBAR in U,
wenn sie in jedem Punkt z € U zweimal differenzierbar ist.
(3) Sei m € N*. Die Funktion f : U — X sei in einer Umgebung V- C U
von xg € U m-mal differenzierbar und die m-te Ableitung
D"f:V — L(X,L(X,...,L(X,Y))...)

-
m—mal L
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sei in x differenzierbar. Dann ist die (m + 1)-TE ABLEITUNG

D" (o) € LIX,L(X, ..., L(X,Y))...)

(m~+1)—mal £

von f in zq definiert durch
D™ f(xo) = D(D™ f)(xo)-

In diesem Fall heifit f in zy (m + 1)-MAL DIFFERENZIERBAR.

(4) Sei m € N*. Die Funktion f : U — X heiit m-MAL DIFFEREN-
ZIERBAR in U, wenn sie in jedem Punkt x € U m-mal differenzierbar
ist.

BEispIEL VII.4.2. Sei A € M, ,,(R) eine symmetrische Matrix und
f :R™ — R definiert durch

flz) = %tha: = %i i x; A

i=1 j=1

Eine einfache Rechnung liefert

Df(z) =2'A € R* = L(R",R).
Also ist
D*f(z)=Ac¢ M, (R) ZL(R" R")
~L(R", L(R™,R)).
Die Rédume L£(X,L(X,...,L(X,Y)...) sind fiir praktische Rech-

nungen ziemlich unhandlich. Daher betrachten wir nun multilineare

Abbildungen.

DEFINITION VIL4.3. Seien (X, || - |lx;), 1 < ¢ < m, normierte K-
Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : X; x...x X, — Y heifit MULTILINE-
AR oder m-LINEAR, wenn fiir jeden Punkt (z1, ..., 21, Tgi1,. -, Tm) €
X1 X oo X X X X1 X ..o x X, und jedes k € N die Abbildung

O(T1y oy Tty Thtdy ooy Tn) - X — Y
linear ist.

SATz VIIL4.4. Sei ¢ : X1 x ... x X,, — Y m-linear. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
(1) o st stetig.
(2) Ja e R*V(xy,...,xm) € X1 X ... X Xp:
le(@r, . am)lly <allzllx, el x,.

BEWEIS. (1) = (2): Durch

(@)l = max [l
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wird eine Norm auf X; x ... x X,, definiert (Ubungsaufgabe Analysis
I). Da ¢ insbesondere in (0,...,0) € X; X ... x X,, stetig ist, gibt es
ein 6 > 0 mit

lo(@e, . zm)lly <1 V(21 .. 20| <6

Seien x; € X;\{0}, 1 <i < m. Wegen der Multilinearitdt von ¢ folgt

(1, zm)lly
1] x, L1 | Zm | x Tm
= 1) LYY
H“”( 5 Mol 8 Tl Ny
— 1 Tm
=0 ||z e 0 e
H 1HX1 H mHXm ()0( ||m1||X1’ 5 ||meXm) y
(1) <5"rllxy - lTmll .

Da Gleichung (1) offensichtlich richtig ist, wenn fiir ein ¢ € N, gilt
x; = 0, folgt damit (2).

(2) = (1): Fr (z1,. .., 2Zm), (Y1, - -, Um) € X1 X...x X, folgt wegen
der Multilinearitat von ¢

lo(@e, . mm) = oy, ym)lly
=llp(z1 — Y1, %2, ..., Tm)

+ o(y1, T — Y2, T3y - o, Tyy) + ...+

+ oY1, Y2, Yme1s T — Y|

<af{llzr = willx 22l x, - - 1zl x,,

+ il llz2 — yellx lzsllxs - - 2wl x.,

+ vl lym-tllxlzm = ymllx.
<amax{|[(z1, .., z) "5 (Y1, ym) I

||($1 Y, Tm _ym)H
Hieraus folgt (1). O
DEFINITION VIL4.5. (1) £L(Xy, ..., X, Y) ={p: Xix...xX,, —

Y : ¢ ist m-linear und stetig}.
(2) L™(X,Y) = L(X,...,X,Y).
1

(3) Fiir o € L(X,...,X,,,Y) sei

||90||£(X1 ..... Xm,Y)
=inf{a € R : flo(z1, ... zm)ly < allzallx, - [loml x,,
V(l’l,...,fbm) € X1 X ... XXm}

(4) - lemxyy = 11 - e, xx)-
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SATZ VILL4.6. (1) Sei o € L(X1,..., X\, Y). Dann ist
||90||£(X1 ..... Xm,Y)
= sup{|[e(z1, ..., zm)lly : lz)llx, STVI < j <m}
und
le(@r, - xm)lly < Nl xmm lzallx, - ll2mllx,
V(l'l,...,l’m) e Xy x...xX,,.

77777

(2) (E(le ooy Xy Y)? H : ||E(X1

raum.
(3) Falls Y wollstindig ist, ist auch L(X1, ..., Xn,Y) vollstindig.

X)) st ein normierter K-Vektor-

BeEwEIs. Vollig analog zum Beweis von Bemerkung VI.1.6 (S. 7)
und Satz VIL.1.1 (S. 45). O

Satz VILAT. L(X1, ..., Xm, V) = L(X1, L(Xo, ..., L(Xpn,Y)).

BEWEIS. Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir den Beweis nur
fiir m = 2 aus. Der allgemeine Fall folgt ganz analog.

Sei T' € L( X4, L(X5,Y)). Definiere ¢ : X7 X Xy — Y durch
or(x1,29) = (Txq)22.
Offensichtlich ist ¢7 bilinear. Weiter gilt
lor (21, z2)lly < [To1| 200, v) |22l x
STl eex ey lzllx 72l x,.
Also ist or € L(X7, X5, Y) und

lorllecxxay) < Tl ecxnccxey))-
Sei nun ¢ € L(X1, X5,Y). Definiere T, durch

(Tyx1)(w2) = Y(21, 22).
Dann folgt

[(Typx)(@2)ly < [[9lleaxn el |22l x,.
Hieraus folgt T}, € £(X;, L£(X5,Y)) und

1Tl cexicoeyy) < 1Ulleen xay)-
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir eine fiir die Praxis handli-
chere Interpretation der hoheren Ableitungen.

DEeFINITION VII.4.8. (1) Die Funktion f : U — Y sei in xy € U
m-mal differenzierbar. Dann identifizieren wir vermoége Satz VI1.4.7 die
m-te Ableitung D™ f(zy) von f in xp mit einem Element von £™(X,Y).
(2) Die Funktion f : U — Y heifit in U m-MAL STETIG DIFFERENZIER-
BAR, wenn sie in U m-mal differenzierbar ist und wenn die Funktion
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Dm™f .U — L™(X,Y) stetig ist.

(3) C™(U,Y) bezeichnet den Vektorraum der m-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen von U in Y.

(4) C=(U,Y) = (C™(U.Y).

meN

BEMERKUNG VII.4.9. Es gilt

CX(U,Y)C...c C™YU,Y)CcC™(U,Y)C...Cc C(U,Y).
£ # 7 £ £

BEwEIs. Folgt aus Satz VII.2.2 (S. 50) und Bemerkung IV.1.15 (8.
117, Analysis 1), die ein Spezialfall von Bemerkung VII1.4.9 ist. U

DEFINITION VII.4.10. Sei ¢ : X X...x X — Y m-linear. Dann heifit
© SYMMETRISCH, wenn fiir alle z1, ..., x,, € X und alle Permutationen
o: Ny — Ny gilt

o1, ..., Tm) = @(To(1), - - -, To(m))-

SATz VIL4.11. Seim > 2 und f € C™(U,Y). Dann ist D™ f(x) €
L™(X,Y) fir jedes x € U symmetrisch.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber m.
»m = 2% Sei x € U beliebig und r € R* , so dass B(x,r) C U ist. Seien

h,k € X mit
r

,
hllx < =, ||kllx < =.
Il < 3 Il < 2

Aus Satz VIL.3.7 (S. 62) folgt
fle+h+k)— flx+k)— fz+h)+ f(x)

:/I[Df(:c 4k +th) — Df(x + th]hdt

:/01 /01 D2f(x + sk + th)(k, h)dsdt
=D*f(z)(k,h)
#1025t sk th) = D)6 Ryds
=D?f(x)(k, h) + p(z, k, h)
und
fl@+h+k)— flx+h)— flz+k)+ f(2)

:/1[Df(a: Yt th) — Df(x + th)|kdt

:/1 /1 D2f(x + sh + th)(h, k)dsdt
=D*f(z)(h, k)
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+/ / (D2f (& + sh + tk) — D*f(2)](h, k)dsdt

o Jo

—D2f(2)(h, k) + (b, ).

Also gilt
|D*f () (k, h) — D*f(2)(h, k)lly

:HQO(Z', k7 h) - ¢(x7 h7 k)HY

<[le(z, k, b)lly + [[¢(z, b, k)lly

<2/|llx[[Ellx sup ID?f(x + sh+ th) — D f(2)|| c2x,v)-

oiiii

Ersetzen von h, k durch eh, ek mit € > 0 liefert

|1D? f(x)(k, k) — D* f(x)(h, k)|ly

= 1D @) ek ch) = D?f()(eh, k) Iy

1
<25 lleklixliehllx sup |1D°f(e +seh + tek) = D*f(@)llczoxen)

0<t<1
<2[|All x|kl x sup. | D? f(x + seh + tek) — D? f ()|l c2(x.v)
0is1
_)O
e—0

wegen der Stetigkeit von D?f. Damit ist die Behauptung fiir m = 2
gezeigt.

»m — m+1%: Seien x € U und r € R* wie oben und hy,..., hpp € X
mit [[hellx < 755, 1 <k <m+1. Sei 0 € N;, — N eine beliebige

Permutation von N7 . Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung fiir
jedes t € RY.

%[Dmf(x b th))(has - homet) — D™ (@) (o 1]

Z%[Dmf(x + thi)(ho2), - - -, ho@m+n) — D™ f(@)(Ro2), - - - s hom+))]-
Grenziibergang t — 0 liefert
D™ f(x)(ha, ha, ..o huns1) = D™ (@) (ha, Bo@)s - - - Bo(ma))-
Wegen D™ f = D?(D™ ! f) folgt weiter
D™ f(z)(hy, oy oo hnyr) = D™ (@) (hoy B,y oy Bongr).

Da jede Permutation von Nj, ; dargestellt werden kann als o o7 o p,
wobei 7 die Indizes 1 und 2 vertauscht und o und p Permutationen von
N* sind, folgt hieraus die Behauptung. U

SaTz VI1.4.12. Sei (Z,] - ||z) ein Banachraum und f € C™(U,Y),
ge C™V,Z) mit f(U)CV. Dann ist go f € C™(U, Z).
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BEWEIS. Die Behauptung folgt durch Induktion aus der Kettenre-
gel, Satz VII.3.3 (S. 60). O

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition

IV.3.1 (S. 132, Analysis I).

DEFINITION VII.4.13. Seien f € C™(U,Y), 29 € U und h € X.
Dann heifit

m

Tl 20) () = Flw) + 3 2D (o) (. )

k—mal
das m-TE TAYLORPOLYNOM von f mit Entwicklungspunkt z.
SaTz VII.4.14 (TAYLORSCHE FORMEL). Seien f € C™(U,Y),z €
U und h € X, derart dass {x +th:0<t <1} C U ist. Dann gilt:
(1) f(z+h) =Tu(f,2)(h) + Rin(f, @, h) mit
Ro(f, 2, h)

! 1 m—1 mym
:/0 e T D G th) Gy

m—mal

(2) f(z+h) = Tn(f,2)(h) + Ru(f,x, h) mit

1
1
=/ ——@ -t 'D" th) — D™ h,... h)dt.
| Gt =0 th) = D7 ) L
BEWEIS. AD (1): Wir zeigen die Behauptung durch Induktion tiber
m.

= 1“: Dies ist Satz VIL.3.7(2) (S. 62).

,,m — m + 1°: Partielle Integration liefert

Rm(f,x,h):/o ﬁ(l—t)m‘lef(x+th)(h,...,h)dt

= [ (1= )" D" (o ) (b, B

/ — )" D™ f(x + th)( h,..., h)dt
m! N——
(m+1)—mal
= D" @) (b )+ Rualf ).
m—mal

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Wegen

/0 oD 1 D (1—t)y"'dt = %
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folgt die Behauptung aus Teil (1). 0

BEMERKUNG VII.4.15. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen
seien wie in Satz VII.4.14. Dann folgt

| R (f, 2, 1) ||y
1
St omitlx D™ th) — D™ (XYY
<G myeIE sup 107 f @+ th) = D™ @) lencxr)
Mithin gilt ]
tim (2" B (f, 2, B) |y = 0.

Al x—0

Als néchstes wenden wir die bisher erzielten Ergebnisse auf Funk-
tionen auf dem R* an.

DEFINITION VII.4.16. Sei U C R¥, U # 0, offen und f € C™(U,Y)
und ji, ..., Jm € Nj. Dann heifit der Ausdruck

0 0 o™

(%zzjm 8le
eine PARTIELLE ABLEITUNG m-TER ORDNUNG von f.
BEispIEL VII.4.17. Fiir

_ 1y
f(x’y)_l—l—x‘l—i—y‘*

/()

(9q:jm C.. 856]'1

erhalten wir
af  y(1—3z* +yh)
dr — (T+at+yb)?
of  x(1+a"—3y")
Ay (14 azt+yh)?
*f  2Py(—20 — 20y" 4 12z")

0xdr (1+ 2%+ y*)3
*f  of
0xdy  Oydx

_1—22" —2y" — 3a® — 3y® + 262"y"
(142t +y4)3
O%f  wy3(—20 — 202t + 12y*)
dydy (14 2%+ y*)3
SATZ VI1.4.18. Sei U C R*, U # () offen.

(1) Es ist f € C™(U,Y) genau dann, wenn alle partiellen Ablei-
tungen der Ordnung l fir alle 1 <1 < m existieren und stetig
sind.

(2) Ist f € C™(U,Y), so ezistieren alle partiellen Ableitungen der
Ordnung < m und sind von der Reihenfolge der Differentiation
unabhdngig.
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BEWEIS. AD (1): ,=—* Folgt aus

(2) Djz"'th(x) :le(x)(eju""ejz)

firalle j3,...,77 € Ny und 1 <[ <m.

“«=* Folgt durch Induktion aus Satz VII.2.13 (S. 55).

AD (2): Folgt aus Gleichung (2) und Satz VII.4.11. O

Sei a = (v, . .. ozk) € N¥ ein Multiindex. Dann definieren wir

12
Il
\:w
B

k
Hx Vo = (zq,...,1;) € R

Def = Dfl DY f Ve O(UY), U € RF offen
DYf = f.
Sei nun h = (hy, ..., h) € R*. Dann ist fiir m € N*

D" f(z)(h,...,h)

m—mal

k
=D"f(x Z hij€iy. .., Z hi, €i,,)

i1=1 im=1

(3) _Z ZDH.. o (@) h, o By,

11=1 im=1
Die Zahl aller m-Tupel (ji,. .., jm) mit j; € Ni und den Eigenschaften

der Index 1 kommt «;-mal vor,

der Index k& kommt aj-mal vor,

k
E a; =M
i=1

betrigt
m! m!
ar!l .. ay! !
Hieraus und aus Gleichung (3) folgt

]' m 1 (0% (0%
— D" f(2)(h ) = > —D*f(x)he

m— mal la=m —
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Hiermit kénnen wir fiir Funktionen auf R* die Taylorschen Formeln
aus Satz VII.4.14 wie folgt schreiben:

SaTz VIL4.19 (TAYLORSCHE FORMEL FUR FUNKTIONEN AUF
R¥). Sei U CR*, U # 0, offen, f € C™(U,Y), z € U und h € R¥, s0
dass {x +th:0 <t <1} C U ist. Dann gilt

fh) = 3 D@+ Rlfh)

la|<m—1""
1 ~
= > D@+ Bulfh)
la|<m =
mit
m(f 2, h) / Z — )" D2 f (z + th)hedt
laj=m
und

m(fo 2, h) = /Za, — )" DY (x + th) — DEf ()] hdt.

la|]=m
Als nichstes betrachten wir Funktionen auf RF mit Werten in R.

BEMERKUNG VI1.4.20. Sei U C R¥, U # 0, offen und f € C*(U, R).
Dann gilt fiir v = (vy,...,v), w = (wy,...,wy) aus R¥

D? f(x) (v, w) = sz(if)(z vi€i, Z wje;)
ZZ qw; DD, f(x

= Ut[DiDjf( )i<ij<nw.

Die Matrix [DiDjf(-T)}lgi,jgk € Mk’k(R) heifit HESSE-MATRIX von f
Wegen Satz VII1.4.18 ist sie symmetrisch.

DEFINITION VIL.4.21. Sei A € My ;(R) symmetrisch. Dann heift

(1) A POSITIV SEMI-DEFINIT
— v'Av >0 Yo e RF,
(2) A POSITIV DEFINIT
— v'Av >0 YveRF v #£0,
(3) A NEGATIV (SEMI-)DEFINIT
<= —A positiv (semi-) definit,
(4) A INDEFINIT
< Jv,w € R*\{0} : v'Av > 0, w'Aw < 0.
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Aus der linearen Algebra sind folgende Eigenschaften symmetri-
scher Matrizen bekannt.

BEMERKUNG VIL4.22. (1) A € M;(R) sei symmetrisch. Dann
gibt es Zahlen \i,...,\; € R und Vektoren z1, ..., z; € R¥ mit
Die Zahlen Ay, ..., A\t heiflen EIGENWERTE der Matrix A und die Vek-
toren z1, ...,z die zugehorigen EIGENVEKTOREN. O.E. gilt

A ist positiv semi-definit <= A; > 0,

A ist positiv definit <= A\; > 0,

A ist indefinit <= A\; <0 < \p.

Falls A positiv definit ist, gilt fiir alle v € R¥ mit v # 0

vt Av > A ||v]|3.
(2) A € Mpi(R) sei symmetrisch. Dann ist A genau dann positiv

definit, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind.

Mit Hilfe der Hesse-Matrix und dem Begriff ., positiv definit* kénnen
wir nun hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema herleiten.

SATZ VI1.4.23 (HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR LOKALE EX-
TREMA). Sei U C R¥, U # 0, offen, xg € U, f € C*(U,R) und x, ein
kritischer Punkt von f, d.h. D f(xq) = 0. Dann gilt:

(1) D?f(xg) positiv definit = f hat in xo ein lokales (isoliertes)
Minimum.

(2) D?f(xo) negativ definit = f hat in zo ein lokales (isoliertes)
Mazimum.

(3) D?f(z0) indefinit = xq ist kein lokales Extremum von f.

BEWEIS. AD (1): Aus Satz VIL.4.14 folgt fiir h € R¥\{0} mit zo +
h e U:

f(zo+h) = flxo) + %htD2(x0)h + Ry(f, w0, h).

Sei A > 0 der kleinste Eigenwert von D?f(zy). Wegen Bemerkung
VII1.4.15 gibt es ein 0 > 0 mit

~ A
zo+h € Uund |Ry(f, z0,h)| < Zl||h||§ vh € RF\{0} mit ||h||, < 6.
Fiir h € RF\{0} mit |||y < § folgt dann
A A
Flao +1) > fao) + 1 11IE = 2Ll

A

— f(ao) + 22

> f (o).
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Also ist x( ein lokales (isoliertes) Minimum.
AD (2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf —f.
AD (3): Seien v, w € RF\{0} mit

v' D?*(z0)v > 0 und w' D*(z¢)w < 0.

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 folgt dann aus Satz VII[.4.14 und Bemer-
kung VII.4.15

flzo +tv) = f(xo) + %vtsz(xo)th + Ry(f, w0, tv)

= f(wo) + tQ[%vtDQf(mo)v + 3_2R2(f7 Zo, tvl]

=0
> f(zo)
und
1 .
f(@o + tw) = f(zo) + §t2th2f($o)w + Ra(f, wo, tw)
arl o 27
= f(zo) +1 [5“’ D* f(xo)w + 1" Ra(f, o, tw)]
=
Hieraus folgt die Behauptung. O

BEISPIEL VII1.4.24. (1) Fiir f(z,y) = c+2*+y?, mit ¢ € R erhalten
wir

Df(z,y) = 2(z,y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt
D*f(z,y) =2 ((1] (1]) = (0,0) ist lokales Minimum.

(2) Fiir f(z,y) = ¢ — 2® — y*, mit ¢ € R erhalten wir
Df(z,y) = —2(z,y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D*f(z,y) = —2 <(1) (1)) = (0,0) ist lokales Maximum.

(3) Fiir f(z,y) = ¢+ 2* — y?, mit ¢ € R erhalten wir
Df(z,y) = 2(z, —y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D*f(z,y) = 2 ((1) _01> = (0,0) ist kein lokales Extremum.

(4) Fiir f(z,y) = ¢+ 2* + y* erhalten wir
Df(z,y) = (2z,4y*) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D?*£(0,0) = (g 8) ist positiv semi-definit
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(0,0) ist lokales Minimum.
(5) Fiir f(x,y) = 22 erhalten wir
Df(z,y) = (2,0) = (0,y),y € R sind kritische Punkte
D?f(0,y) = (g 8) ist positiv semi-definit
(0,y) sind lokale Minima, aber nicht isoliert.
(6) Fiir f(z,y) = 2* + y* erhalten wir

Df(z,y) = (2z,3y*) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D?£(0,0) = (g 8) ist positiv semi-definit

(0,0) ist kein lokales Extremum.

(7) Betrachte

_ Yy
f(x,y) - 1+l’4+y4
Wegen
lim  f(x,y) =0
ll(z,y)[[—o0
und
f(1,1) >0
f(1,-1) <0
hat f ein Minimum und Maximum. Aus Beispiel VII.4.17 folgt
_ 1 y(1—3z" +y)
Df(l’,y) - (1+l’4+y4)2 ($(1+$4_3y4) :
Eine leichte Rechnung zeigt, dass
1 1 1 1 1 1 1 1
0707 2= 4=\ =y T A= sy T =\ T s s
die einzigen kritischen Punkte sind. Aus Beispiel VII.4.17 folgt
D?£(0,0) = <(1) (1)) indefinit,
1 1 1 1
D~y —2) = D* (==
3 1
= 12 23 negativ definit,
2 2
1 1 1 1
D*f(~—=, =) = D* {5~



VIL.5. UMKEHRABBILDUNGEN 7
1
positiv definit.

N — bR W

2
3
2

Also ist (0,0) kein lokales Extremum, (

(isolierte) lokale Maxima, (—%,%) und (

) und (—%, —%) sind
%7—%) sind (isolierte)

|

lokale Minima.
Daher gilt fiir alle z,y € R

1 1
—% < flz,y) < %

VIL.5. Umkehrabbildungen

Wir erinnern an Satz IV.2.11 (S. 124, Analysis I): Sei I C R ein
perfektes Intervall, f € C'(I,R) in [ differenzierbar mit f’(x) # 0 fir
alle x € I. Dann ist J = f([) ein Intervall, f : I — J bijektiv und
f~t:J — I differenzierbar und

1
) = 57— mity= f(z).
7Y = (x)
In diesem Paragraphen wollen wir ein analoges Resultat fiir Funktionen

mehrerer Veranderlicher beweisen.
Im Folgenden sind (X, ||-||x), (Y, ||-|ly) und (Z, ||-|| ) Banachraume.

DEFINITION VIL5.1. GL(X) = Isom(X, X) C L(X, X) heifit die
AUTOMORPHISMENGRUPPE von X.

Sarz VIL5.2. Sei A € L(X,X) mit ||Allzxx) < 1. Dann ist
I —AeGL(X), wobei I die Identitit auf X bezeichnet. Weiter gilt

1

11— A) Y| exx) € ———.
=T Al e

BEWEIS. Wegen
A" lcxx) < NNAl2xxy  Vn €N

und [|Al|z(x,x) < 1 konvergiert die Reihe ) A™ in £(X, X). Fiir n € N*
folgt

(I—A)-(Xn:A’“) :Zn:Ak—iAkH
k=0 k=0 k=0
::]__14n+1

= (D241 - A)
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Grenziibergang n — oo liefert

iA’“ =(I-A).

Schliefllich folgt

I = A) Hexx) = Tim | > A gix
k=0

< nhjgloz ”AHIZ(X,X)
k=0
B 1
L= [[Alleeex)

Aus Satz VII.5.2 folgt:

SATz VIL5.3. (1) Isom(X,Y) ist offen in L(X,Y).
(2) Die Funktion

fiIsom(X,Y) — L(X,Y)
A—s AT
ist C*° und
Df(A)B=—-A"'BA™!" VAelsom(X,Y), B € L(X,Y).
BEWEIS. AD (1): Sei 4y € Isom(X,Y’) und
&€= HAal‘|Z(1y,X)-
Sei A € L(X,Y) mit
[A = Aollexyy < e
Dann folgt
(1) A=Ag+A— Ay = Al — A7 (Ao — A)].
Wegen
1451 (Ao = Allexx) < 140 coollA = Aollexry <1
und Satz VIL5.2 ist I — Aj'(Ag — A) € GL(X). Zusammen mit Glei-
chung (1) folgt hieraus A € Isom(X,Y).
AD (2): 1. SCHRITT: f ist stetig.
Seien A, Ay € Isom(X,Y") mit
1A = Aollex,y) < HA61HZ(1Y,X)-
Zusammen mit Teil (1) folgt
f(A) = f(Ao)
— Afl . Aal
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= (A'Ag — DAY

([A— Ay + Ag) Ay — )Aa1

([Ao(Ag {A — Ao} + D)7 A — D AG!
(I — A7 H{ Ao — A} = DA

= [I — Ay (Ao — AT = (I — Ay (Ap — A))]Aq
(2) = [[ — Ay (Ao — A) A (Ao — A) A
und wegen Satz VIIL.5.2
11(A) = f(Ao)ll cevix)

(R 1 Z0vx)
1= 14 el Ao = Allixv

Also ist f stetig.
2. SCHRITT: f ist differenzierbar.
Sei Ap € Isom(X,Y) und B € L(X,Y) mit

IBllecxyy < 145 1 z¢vx)
Aus Gleichung (2) folgt
f(Ao+ B) — f(Ao) + Ay BAG!
= —[I+A;'B] "A;'BAy + Ay BAG!
=[I + Ay'B] " {—A;'BAy + (I + A;'B)A;'BAy '}
=[I+A;'B 'A;'BA; ' BA,!

[ A0 = Allxvy:

und somit
1
————||f (Ao + B) — f(Ao) + Ay BAG || cvix)
1Bl ccxy)

||A(;1||:Z()f,x)||B||L(X,Y)

1= 145 eI Bllecxvy

% .
IBllz(x,yvy—0

Also ist f differenzierbar und Df(Ap)B = —A; ' BA;".
3. SCHRITT: f ist C'*°.
Definiere fiir S € £(X,Y) die Abbildung g5 : L(Y, X) x L(Y, X) —
L(Y, X) durch

gs(Tl, TQ) = TlST2 VTl, T2 € E(Y, X)
Offensichtlich ist g stetig und bilinear und somit aus C*°. Aus SCHRITT
2 folgt fiir A € Isom(X,Y) und B € L(X,Y)

Df(A)B = gp(f(A), f(A)).
Hieraus folgt die Behauptung durch Induktion. U
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Wir kommen nun zu einem ersten Hauptsatz dieses Abschnittes.

SATZ VIL.5.4 (SATZ UBER DIE UMKEHRABBILDUNG). Sei U C X,
U # 0, offen, f € C™U,Y), m € N*, 2y € U, yo = f(x9) und
Df(zo) € Isom(X,Y). Dann gilt:
(1) IV e U(xo),W €U(yo) : flv:V — W ist bijektiv,
(2) f7H=(flv)FeCm(W,V),
(3) Df~Yy) = Df(x)! fiir alley = f(x),z € V,y € W.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Reduktion auf den Fall X =Y, 2y = yg = 0,

Definiere
U={z—zp:zecU}
f(@) = Df(x0) ' [f (& + x0) — f(x0)] Vo €U
Dann ist f € C™(U, X), f(0) = 0 und
Df(0)=1.

Weiter gilt

Fa) =y < f(z—0) = Df(xo) "y — (o))
Daher konnen wir im Folgenden stets annehmen, dass gilt X = Y,
o =1yo =0 und Df(zo) = I.

2. ScHrITT: 3V, W € U(0) : fly : V — W ist bijektiv.
Wegen f € C'(U, X) und Df(0) = I gibt es ein € > 0 mit

1
|1 = Df(x)|cxx) < 5 Vz € B(0,¢).

Definiere

Fiir y € W definieren wir ®, : X — X durch
Oy(x) =2 — fz) +v.
Offensichtlich gilt
Py(z) =2 = [flz) =y.

Fiir z1, 75 € B(0, 5) gilt
[y (1) = Py (22) | x = [lw1r — 22 = fl21) + f(22) [ x

.y / I — Df (s + ts — 22)) (21 — )t

X T .
=9 1 2| X

Wegen
€
124 (0)[lx = [lyllx < 5 =

€
4 2

N —
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folgt hieraus mit Satz IV.4.4 (S. 138, Analysis I), dass ®, einen ein-

deutigen Fixpunkt in B(0, ) C B(0,¢) hat.

Definiere
€
=

V={eeB(0,e): f(x) € BO, )}

Dann ist V' € U(0), und aus Obigem folgt, dass f|y : V' — W bijektiv
ist.

3. SCHRITT: f~! = (f|y)~! ist stetig.

Seien y1,y2 € W und z; = f~(y;), 1 <7 < 2. Dann folgt

1f ) — F M (we)llx
= |lz1 = f(z1) +y1 — 22 + f(22) — 12llx

1
< / T — Df (o1 + tws — 2))) (1 — w2)dtlx + g1 — vollx
0
1
< §HZU1 — Tollx + |ly1 — vallx

1, ., .
= §||f Yy) = T w2)llx + Ny — wellx
und daher

15 () = F ()l x < 2[|ya — yollx.

Also ist f~! stetig.
4. SCHRITT: [~ ist differenzierbar und

Df~'(y) = Df(x)™" Vy=f(a),z€VyeW.
Seien y1,y2 € W und x1, x5 € V wie in SCHRITT 3. Dann folgt
1f 7 (y2) = F (1) = Df (@)™ (2 — w1l x
= [lzs — 21 = Df(x1) 7 (f(22) — f(21))llx

= || /0 [[ — Df(x1) ' Df (1 + t(xo — x1))] (22 — 21)dt]| x

< ||Df($1)_1||L(X,X)
- sup ||[Df(x1) = Df(xr + t(xa — 1)) 2x.x)
0<t<1

N J/
-~

—0 fiir zo—x1

e = a|x-
Hieraus folgt die Behauptung.
5. SCHRITT: f~' € C™(W,V).
Gemé&B SCHRITT 4 ist
(3) Df~t=((Df)of)"
Da gemi SCHRITT 3 f~! stetig ist, folgt f~! € CY(W, V). Der Rest
folgt durch Induktion aus Gleichung (3) mit der Kettenregel und Satz
VII.5.3. Damit ist der Satz bewiesen. O
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DEFINITION VIL5.5. (1) Seien U C X, X #(Q,und V C Y,V # 0,
offen. Dann heifit die Funktion f : U — V ein C™-DIFFEOMORPHIS-
MUS, m € NU {oo,w} wenn gilt

(1) f:U — V ist bijektiv,

(2) fecmu,v),

(3) 1 e cn(V,D).
Im Falle m = 0 spricht man auch von einem HOMOOMORPHISMUS.
(2) Sei U € X, U # 0, offen. Dann heifit die Funktion f : U — Y
ein LOKALER C™-DIFFEOMORPHISMUS, m € N U {co,w} wenn es zu
jedem xy € U, ein V € U(zp) und ein W € U(f(xg)) gibt, so dass
flv : V. — W ein C™- Diffeomorphismus ist. Im Fall m = 0 spricht
man auch von einem LOKALEN HOMOOMORPHISMUS bzw. sagt, f sei
LOKAL TOPOLOGISCH.

BEMERKUNG VIL5.6. (1) f (lokaler) C™*!-Diffeomorphismus =
f (lokaler) C™-Diffeomorphismus.
(2) f e C™TY(U,Y), f C™-Diffeomorphismus #= f C™*1-Diffeomor-
phismus.
(3) f: U — Y lokal topologisch = f ist offen, d.h., Bilder offener
Mengen sind offen.
(4) f e C™U,Y). Dann gilt:
f lokaler C™-Diffeomorphismus <= D f(z) € Isom(X,Y) fiir alle
rzeU.
(5) U C R*, U # 0, offen und f € C™(U,R*). Dann gilt:
f lokaler C™-Diffeomorphismus <= det(Df(z)) # 0 fiir alle x € U.
(6) Unter den Voraussetzungen von Satz VIIL.5.4 braucht f kein GLO-
BALER C"™-Diffeomorphismus zu sein.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): X =Y =R, f(z) = 2% Dann ist f € C*(R,R) topologisch,
aber f~!(y) = ¢/ ist in y = 0 nicht differenzierbar.
AD (3): Ist klar.
AD (4): ,=* Satz VIL5.4.
L= foft=idy, f'of=1idx. Mit der Kettenregel folgt hieraus
fir alle y = f(x)

Df(z)-Df ' (y) = Iy
Df Y y) - Df(x) = Irx.x)-

AD (5): In diesem Fall kann man D f(x) mit einer Matrix identifizieren
und es ist Df(x) € Isom(R*, R*) genau dann, wenn gilt det(Df(x)) #
0.

AD (6): X =Y =C, f(z) = e*. f ist 2mi-periodisch, also nicht injektiv,
aber ein lokaler C*-Diffeomorphismus. U

BEIspieL VIL.5.7. Es gibt ein € > 0, so dass das Gleichungssystem
tan(z +y) = u
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In(l+y+azy) =v

fiir alle u,v € R mit vu? + v? < € mindestens eine Losung hat.
Dies folgt aus Satz VII.5.4 und Bemerkung VIL.5.6 (5) angewandt auf
die Funktion F : R? — R? mit

F(z,y) = (mz?%xyiygyo

wegen
1 1
cos?(x + cos?(x +
DF(z,y) = (y y) 1(+ i y)
l+y+xy 14+y+xy
und

F(0,0) = (0,0)
det(DF(0,0)) = det (é })
=1.

Wir kommen nun zu dem zweiten Hauptsatz dieses Abschnittes.
Dazu benotigen wir folgende Notation.

DEerFINITION VIL.5.8. Seien X;, X5 Untervektorrdume von X, so
dass X dargestellt werden kann als X = X; x X5. Sei U C X, U # (),
offen und f : U — Y in U differenzierbar. Dann stellen wir jeden Punkt
x € X in der Form = = (z1,x2), x1 € X1, 29 € X5 dar und bezeichnen
mit

Dx1f € E(Xl,Y) und Dx2f € E(XQ,Y)
die Ableitungen der Funktionen
flx5) dz € Xy @ (2q,23) e U} =Y
x1 — f(xy,x3) (x5 fest)
bzw.
fla7,:) {za € Xy : (2],20) €U} = Y
xo > f(x],x9) (2] fest).

SAaTz VIL5.9 (SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN). Sei U C X,

U # 0, offen, m € N*, und f € C™(U,Y). X lasse sich in der Form

X = X; x X9 mit Untervektorrdumen X, Xy darstellen. Es gebe ein
¥ = (27, 25) € U mit

(a) flz") =0
(b) D,, f(z*) € Isom(X5,Y).

Dann gibt es Umgebungen Vi und W von z7 in Xy und Va von x5 in
Xy und ein g € C™(W, Xs) mit folgenden FEigenschaften:
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(1) Dy, f(x1,22) € Isom(Xo,Y) fiir alle x1 € Vi, 29 € V5.

(2) (x1,29) € Vi X Vo und f(z1,22) = 0 <= 1z € W und
zy = g(x1), d.h., die Nullstellenmenge f~1(0) lisst sich in
einer Umgebung von x* als Graph der Funktion g darstellen,
bzw. die Gleichung f(x1,z2) = 0 kann in einer Umgebung von
x* nach xo aufgelost werden.

(3) 3/9@1) = —[szf(xb9($1))]_1Dx1f($1,9(951)) fiir alle x, €

BEWEIS. 1. SCHRITT: Reduktion auf Normalform.
Definiere f : U — X5 durch

(@1, 20) = [Da, (2}, 25)] 7" f (21, 72).
Dann ist f € C™(U, X,) und
f(x1,20) =0 < f(a1,22) =0
szf(ffa r5) = Ix,.

Also konnen wir im Folgenden o.E. annehmen, dass X = Y und
D, f(x3, %) = Ix, ist.
2. SCHRITT: Konstruktion von V = V; x V5.
O.E. koénnen wir annehmen, dass U = U; x U, ist mit offenen Mengen
U, C Xy, Uy C Xs. Definiere ¢ : U; x Uy — X7 x Xg durch
(1, 72) = (21, f(21,72)).

Dann ist ¢ € C"™(U; x Uy, X7 X X3) und

Dop(x1, x2)(ur, uz) = (ur, Dy, f(21, T2)us + Do, f (21, T2)us)

Yu; € Xl,UQ € Xo.

Definiere B € L(X; x X5, X; X X3) durch

B(uy,ug) = (uy, — Dy, f(x], 25)us + uz) Yuy € X1, us € Xo.
Dann folgt fiir u; € Xy, us € Xy

B(Dg(a7, 3)(u1, u2)) = B(u1, Dy, f(27, 23)u1 + uz)

- (Uh UQ)
und

Dep(a1, 23)(B(us, up)) = Do, 25) (ur, = Do, f (2], 73)ur + ua)
= (Uh UQ).
Also ist Dp(af, 23) € Isom(X; x Xo, X; x Xo) und B = Dep(af, 23) L.
Gemifl Satz VIL.5.4 gibt es eine Umgebung V' von z* in X und ei-
ne Umgebung W von (27,0) = ¢(z7,25) in X, so dass ¢ ein C"™-
Diffeomorphismus von V' auf W ist. O.E. kénnen wir annehmen, dass
V = Vi x V4 ist mit Umgebungen V; von 27 in X; und V5 von 27 in Xos.



VIL.5. UMKEHRABBILDUNGEN 85

3. SCHRITT: Konstruktion von g und W.
Sei ¢ = (p|y) . Dann gilt

Y(uy,ug) = (1, 22) <= (a1, 22) = (uy, uz).

Aus der Konstruktion von ¢ folgt, dass ¢ geschrieben werden kann als

P(ur, ug) = (u1, h(ug, up))
mit i € C™(W, V4). Insbesondere gilt

(x1,22) € V und f(z1,22) = v

< (x1,29) € W und h(x1,v) = 3.
Definiere
W={z,€X;:(r,0) € W} =Wn(X;x{0})
und g : W — X5 durch
g(z1) = h(x1,0).

Dann ist W eine Umgebung von 2% in X; und g € C™(W, X3). AuBer-
dem gilt

(z1,22) € V und f(x1,72) =0
< 11 € Wund 25 = g(x7).

Damit ist die Behauptung (2) gezeigt.

Die Behauptung (1) folgt aus der Darstellung von Dy und der Tatsache,
dass fiir alle (x1,29) € V, gilt Dy(x1,22) € Isom(X; x Xy, X7 X X3).
4. SCHRITT: Bestimmung der Ableitung von g.

Definiere F': W — X, durch

F(x1) = f(z1, 9(z1))-
Dann ist F' € C™(W, X3) und fiir jedes x; € W gilt
F(x1)=0
0= DF(x;)
= Dy, f(x1,9(21)) + D, f (21, 9(21)) - Dg(1).

Da D, f(x1,g(x1)) € Isom(Xs, X5) ist fiir jedes x; € W, folgt hieraus
die Behauptung (3). O

BEISPIEL VIL.5.10. Sei k > 2 und f € C°°(R*, R) definiert durch

f(x)szf— .

Sk~ = £71(0) heifit (k—1)-SPHARE. Offensichtlich ist S¥~1 = 9B(0, 1)
und 0 ¢ S~ S*=1 £ (). Sei 2* € S*~1. Dann ist

Df(x*) =2(a7,...,23) #0.



86 VII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLEN

Also gibt es ein iy € N¥ mit r; # 0. Wir kénnen Satz VIL.5.9 anwenden
mit

X =RF,

Y =R,

Xl = {(Z’l, ey Tig—1, 0, Lig+1y - - - ,.’L'k)} = Rkil,

Xy = {(O,...,O,xiO,O,...,O) 1T, € R} =R
und erhalten, dass S*~! in einer Umgebung von z* als Graph einer
Funktion

g:RT >R

in der Form
{(21, - @ig—1, 9(T1, o Th1), Tigy - - T1) = (L1, 00, Ty ) € RETHY
dargestellt werden kann.

Wir wollen Satz VIL.5.9 auf Funktionen auf dem R* mit Werten in
R! anwenden. Dazu erinnern wir an die Lineare Algebra.

BEMERKUNG VIL5.11. Sei dim X = k, dimY = [ und A € L(X,
Y'). Dann ist

ker(A) ={r € X : Az =0}
ein Untervektorraum von X und
im(A)={yeY: :dJoeX: Az =y}
ein Untervektorraum von Y.
Rang(A) = dim(im(A))
heifit der RANG von A. Es gilt
dim X = dim(ker(A)) + Rang(A).

Nach Einfithren von Basen auf X und Y konnen wir A mit einer Matrix
aus M, ;(R) identifizieren. Rang(A) ist unabhéngig von der Wahl der
Basen. Es gilt:

Rang(A) = n <= Es gibt eine n-reihige Unterdeter-
minante, die nicht verschwindet, und jede (n + 1)-reihige
Unterdeterminante verschwindet.

DEFINITION VIL.5.12. Sei U C R* U # (), offen und f € CY(U,RY).
Dann heifit xg € U REGULARER PUNKT von f genau dann, wenn
D f(x¢) surjektiv ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn

Rang(D f(xzq)) =1
ist.

Mit diesen Begriffen lassen sich unsere bisherigen Ergebnisse auch
folgendermaflen formulieren:
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BEMERKUNG VIIL.5.13. Sei U C R* U # 0, offen und f € C™(U,
R!) mit m € N*. Dann gilt:

(1) Besitzt f einen reguldren Punkt, so gilt k& > [.

(2) Sei k > [ und x( ein reguldrer Punkt von f mit f(zo) = 0.
Dann besitzt D f(xo) genau [ linear unabhéngige Spaltenvek-
toren. O.E. seien dies die letzten [ Spalten, sonst fiithre eine
Koordinatentransformation durch. Dann kann die Losung des
Gleichungssystems

flz) =0
in einer Umgebung von xy als C™-Funktion der ersten k& — [
Variablen dargestellt werden. D.h., M = f~1(0) kann in einer
Umgebung von zy als Graph einer C™-Funktion von k — [
Variablen dargestellt werden.

(3) Eine nicht leere Teilmenge M des R* heifit n-DIMENSIONALE
C™-UNTERMANNIGFALTIGKEIT DES R* 0 <n < k, m € N*,
wenn es zu jedem zg € M ein V' C U(xg) gibt, so dass M N
V' als Graph einer C"-Funktion von n-Variablen dargestellt
werden kann. Ist speziell n = k£ — 1, so spricht man von einer
HYPERFLACHE im RF,

(4) S*!ist eine Hyperfliche im R*, k > 2.

(5) Es sei M = f71(0) # 0 und jedes x € M sei regulérer Punkt
von f. Dann ist M eine k —[ dimensionale Untermannigfaltig-
keit von R*.

Als Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen betrachten
wir die BERECHNUNG VON EXTREMA UNTER NEBENBEDINGUNGEN.

Sarz VIL5.14. Sei U C R¥, U # 0, offen, 1 <1 < k und f €
CHU,R), g € CH(U,RY). Fiir den Punkt z* € U gelte
(a) g(z*) =0,
(b) x* ist requlirer Punkt von g,
(c) x* ist ein lokales Extremum von f|y mit M = g=1(0).

Dann gibt es | Zahlen A}, ..., \] € R, die sog. LANGRANGE-MULTIPLI-
KATOREN, so dass (3,...,25,A\,...,\}) € R x R! kritischer Punkt
der LANGRANGE-FUNKTION

F:UxR —R

(z,A) = f(z) + Z Aigi ()
18t.

BEWEIS. Geméafl Bemerkung VII.5.13 (2) besitzt Dg(z*) genau [ li-
near unabhéngige Spaltenvektoren. O.E. sind dies die letzten [ Spalten,
sonst fithren wir eine Koordinatentransformation durch, die die Spal-
ten von Dg(z*) geeignet vertauscht. Setze zur Abkiirzung n = k — [
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und y* = (x7,...,2}) € R". Geméf Satz VIL.5.9 gibt es Umgebungen
V von z* in R¥ und W von y* in R” und eine Funktion ¢ € C*(W,R!),
so dass gilt

MOV ={(y.ey)):y € W}
Definiere die Funktion f: W — R durch

FW) = Fy o) = W, Y 1Y), - 01(y))-

Dann ist f € CY(W,R), f = f|unv und y* ist ein lokales Extremum
von f. Also ist y* kritischer Punkt von f, d.h., fiir 1 <i < n gilt

0= 5

., Lo

= 55 W ely ))+;axnﬂf(y,so( RlEmals
R B N

= axif(:v ) + > axnﬂf(x )a—yi%(y)

Setze zur Abkiirzung

A= <8ng($*>>

Tt j 1<i i<l
Dann folgt aus Satz VII.5.9 fir 1 <:<n,1 <5<

8 * — *
a—%%(y )= (—A"'D,,g(x"));.

:_Z ]Ma = gu(T").

Damit folgt fiir 1 <i<n
: 0
3% Z Z )in (%nﬂ [z *)a_ngu@*)

axl T)+ ) Angy

0=

— F * *
5 a3

mit
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SchlieBlich folgt fiir 1 < v </

a * * _
Py &N = axn+u +Z“axn+y =)

ammyf (")

l l

0 0

- (A7, f(z7) g,

;; J“a$n+g axn—&-u K

=A,
l

axn—l—u Zd axn—i—j )

= 0.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
BEispIEL VIL.5.15. Sei
E={(r,y,2) ER’ 12 +y+ 2z =0}
E. ={(z,y,2) ER* :x+y+2z >0}

89

Gesucht sind die Mimima und Maxima der Funktion f € C*°(R? R)

mit
f(z,y,2) = exp(zyz),

sowie die Punkte, an denen diese angenommen werden, auf den Mengen

(a) 82,
(B) S?NE,
(c) S2Né&,.

Da die genannten Mengen kompakt sind, ist die Aufgabe wohlgestellt.

AD (A): Die Lagrange-Funktion lautet
F(z,y,2,\) =™ + A2® +y> + 22 — 1).
Wir erhalten als Bedingung fiir einen kritischen Punkt:
yze™* + 2z =0
xze™ + 2 \y =0
xye™* +2 2 =0
4P+ 22 —-1=0.

Multiplikation der ersten drei Gleichungen mit = bzw. y bzw. z und

Addition liefert wegen der vierten Gleichung
2\ 4 3xyze*™* = 0.
Einsetzen ergibt

Weiyz(1 —32%) =0
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e x2(1 — 3y*) =0
e ry(1 — 32%) = 0,
(z,y,2) € S°
Dies liefert die Losungen
(£1,0,0), (0,£1,0), (0,0, 1)

und
1 1 1

(:‘:%’ :l:ﬁ7 iﬁ).
Definiere
N = {(£1,0,0),(0,4+1,0), (0,0,+1)},
el
V3T V3TV3
- kommt eine gerade Anzahl Male vor},
1 1 1

m = {(i%,i%,i%)

- kommt eine ungerade Anzahl Male vor}.

M = {(

Dann folgt
flz,y,2) =1 Y(z,y,2) € N,
flz,y,2) = ¢35V V(z,y,2) € M,
flz,y,2) = ¢ 3E V(x,y,z) € m.
Also gilt
BT < flzyy, 2) < ¢35V Y(z,y,2) € S*

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M
bzw. m angenommen.
AD (B): In diesem Fall lautet die Lagrange-Funktion

F(z,y, 2, A\ p) = e+ XN2® +y* +2° — 1)+ plz +y + 2).
Die Bedingungen fiir einen kritischen Punkt lauten:
yze®™* + 2 x +pu =0
xze™ + 2 \y+pu =0
xye™* +2 2+ pu =0
P24y +22-1=0
r+y+z=0.
Wie in Teil (A) folgt wegen der letzten beiden Gleichungen
2\ + 3zyze™* = 0.
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Einsetzen ergibt
yze™* (1 —32°) + u =0
r2e™* (1 = 3y*) + u =0
rye™* (1 —32%) + u =0
(z,y,2) € S*NE.
Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und dritten liefert
e z2(y — )1+ 3zy) =0
ey(z —z)(1+ 3zz) = 0.
Wobei die zweite der obigen Gleichungen aus der ersten durch Vertau-

schen von y und z hervorgeht.
Wie man sich leicht iiberlegt, fithren die Annahmen

z=0 oder y=0 oder =0
zu einem Widerspruch zu der Bedingung (z,y,2) € S2NE.
Aus z =y und (z,y,2) € S2NE folgt

" 1 4 1 - 2
r=ft—y=+—,2=F—.
BTV TG

Dies ist eine Losung. Analog erhilt man die Losungen

I B
V6T Ve Ve
1 2 1

(i%FF%ai%)

und {iberzeugt sich, dass dies alle Losungen sind. Setze

M ={(Fz -z

VB VB VT VG VB VGV VG VG
Dann folgt
flz,y,2) =esv V(z,y,2) € M
flz,y,2) =€ 36 ¥Y(z,y,z) €Em
Also gilt

RN < flz,y,2) < G Y(z,y,2) € S°NE

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M
bzw. m angenommen.

AD (C): Sei (z,y,2) € S?N &, ein lokales Extremum von f. Dann gilt
entweder z +y + 2z = 0 oder z +y + z > 0. Im ersten Fall ist (z,y, 2)
auch ein Extremum von f auf S? N &; im zweiten Fall ist es auch ein
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Extremum von f auf S2.
Wegen
1 1 1
MNnS*NE ={(-—=.—=,—=
= e o))
R NPT U U RN
\/g? \/g? \/37 \/g? \/g’\/§’ \/g? 37

folgt aus Teil (A) und (B)

mnNS*NéE, ={(

)}

-

IS TR 1

max  f(x,y,z) = max{esvs e3v6} = ¢33

($7y72)65205+
und ) ) )
min  f(z,y,2z) = min{e 3v3 ¢ 3v6} =¢ 3V3
(x’yzz)6520£+

und das Maximum und Minimum wird in den Punkten von M NS?*NE,
bzw. m N S* N €, angenommen.



KAPITEL VIII

Kurven und Kurvenintegrale

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht das Stammfunktionenproblem

fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher, d.h. die Frage, wann es zu
einem gegebenen Vektorfeld f € C(U,R™),U C R", eine Funktion
F € CY(U,R) gibt mit f = DF. Um diese Frage zu beantworten, be-
trachten wir zunéchst Kurven im R™ und Integrale von Vektorfeldern
entlang solcher Kurven.
Anschlieffend wenden wir die gewonnenen Ergebnisse auf den Spezi-
alfall komplexer Funktionen an und beweisen die zentralen Sétze der
Funktionentheorie (Cauchyscher Integralsatz, Satz von Liouville, Resi-
duensatz usw.).

VIII.1. Kurven und ihre Linge

In diesem Paragraphen sei stets I = [a, b] ein kompaktes, perfektes
Intervall, m € N und n € N* || - || bezeichne stets die euklidische Norm
auf dem R".

Wir kniipfen an Definition II1.5.8 (S. 91, Analysis I) an.

DeFINITION VIII.1.1. Eine Funktion v € C™(I,R") heifit C™-
WEG in R” mit ANFANGSPUNKT 7(a) und ENDPUNKT 7(b). Der Weg
heifit GESCHLOSSEN, wenn gilt y(a) = 7(b). Die Menge

Spur(y) = ~(1)
heifit die SPUR des Weges .

BEMERKUNG VIII.1.2. Verschiedene Wege kénnen die gleiche Spur
haben. Betrachte z.B. 1,7, : [0, 27] — R? mit

7 (t) = (cost,sint)
Yo(t) = (cos 2t, sin 2t)
Dann ist
Spur(y1) = Spur(yz) = 5"

Die Spur des Weges v sei ein Polygonzug im R"™. Dann gibt es of-
fensichtlich Zahlen a = ap < a1 < ... < ap = b, so dass y([a;_1, a;]) fur

alle 1 < i < k eine Strecke ist. Die Liange des Polygonzuges ist offen-
k

sichtlich Z |lv(a;) — v(ai—1)||. Anschaulich kénnen wir die Spur eines
i=1
93
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beliebigen Weges beliebig gut durch einen Polygonzug approximieren.
Dies fiihrt auf folgende Definition.

DEeFINITION VIII.1.3. Ein Weg v € C(I,R") heifit REKTIFIZIER-
BAR, wenn gilt

k
L(vy) = sup{z Iv(ai—1) — y(a;)|| : £ = (ao, ..., ax) Zerlegung von I}
i=1

< 0.
In diesem Fall heifit L() die LANGE von 7.

BEMERKUNG VIII.1.4. Es gibt stetige, nicht rektifizierbare Wege.
Definiere z.B. v : [0, 1] — R durch

tcosZ fur0<t<1
t) = 2t —
7(®) {O fiirt =0.

Dann ist v € C([0,1],R). Fiir £ € N* sel 2, = (to,. .., tagr) mit
tor = 0 und
1

- - 1<j<dk
h1—j =J=

ik
Dann folgt

™ .
Y(tj k) =tk cos 5(4]{; +1—17)

0 fir 1 < j <4k, j gerade,
(=D fir 1< G <4k,j =20+ 1.
und somit
4k 2%—1
D I(taw) =yl =2 (el
j=1 1=0
2k
1
=2
2 5
1=0
!
B m
m=1
%m
k—oo

Satz VIIL1.5. Seiy € CY(I,R™). Dann ist y rektifizierbar und
b
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BEWEIS. Sei Z = (aq, ..., ax) eine Zerlegung von I. Dann folgt mit
Satz VI.2.3 (S. 15)

> Ihta) allu—§ju/i ()|
<> [ vl

b
z/mhﬁwﬁ-

Da Z beliebig war, folgt, dass ~ rektifizierbar ist und dass gilt

b
L)< [

Da I kompakt ist, ist +' gleichméBig stetig auf I. Sei € > 0 beliebig.
Dann gibt es ein k£ € N* mit

b—
7/ = O < g gy Vs € Tt t—s] < 2=
Damit folgt
b
| ol
k a+%(b—a)
=S [
=1 a+%(b7a)
L et o2
S -vas - ald
=1 a+%(bfa)
J Jj—1
(et 20— ) = (a+ L=~ a)
27 —1 b—a
— ! —_— .
Vio+ (- a)) 2
J
e+ 20— a) =2+ Lo - )}
k .
j—1
=Y Inte+ =0 - a) = (et 20— a))|
j=1
k a—‘,—%(b—a) . . 2]
t) — b— dt
*?;f/ylbaﬂ”<> Yot 20— a))
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£
<L 2(b —
< L)+ 200~ 0) 55—
=L(vy) +e.

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

Anschaulich stellt die Spur eines Weges eine ,,Kurve“ im R" dar.
Wie wir gesehen haben, kann dabei eine ,,Kurve“ durch verschiedene
Wege beschrieben werden. Wir interessieren uns im Folgenden fiir Ei-
genschaften, die von der speziellen Darstellung der ,, Kurve® unabhéngig
sind. Dazu benétigen wir folgende Definition.

DEFINITION VIIL1.6. Seien [ und I kompakte, perfekte Intervalle
und v € C™(I,R"), v € C"™(I,R™) zwei C™-Wege. Dann heifit 7 eine
C™-UMPARAMETRISIERUNG von 7, kurz 7 ~,, 7, wenn es einen streng
monoton wachsenden C™-Diffeomorphismus ¢ von I auf I gibt mit

T=70¢.

BEMERKUNG VIII.1.7. (1) Ist 4 eine Umparametrisierung von =,
so haben beide Wege die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die
gleiche Spur.

(2) ~,, ist eine Aquivalenzrelation.
(3) Gilt v ~,,7, so gilt auch v~ 7 fiir alle 0 < k < m.

Satz VIIL1.8. Seien I und I kompakte, perfekte Intervalle und
v € C(,R"), 7 € C(I,R") zwei stetige Wege mit vy ~q¢7. Dann gilt

L(y) = L(7).
BEWEIS. Sei I = [a,b], I = [a,b] und Z = (ap, ..., a;) eine Zerle-
gung von I. Dann ist Z = (ao, ..., ar) mit a; = ¢(a;) eine Zerlegung

von I, wobei ¢ € C(I,I) der Homéomorphismus aus der Definition von
v ~o 7 ist. Dann folgt

>~ (@) = (il = > IF(e(a) = (@)

= Z ‘W(az) - %(51'71)”

< L(Y)
und somit
L(y) < L)
Vertauschen von v und 7 liefert die Behauptung. U

DEFINITION VIIL1.9. Unter einer C™—KURVE I' in R" verste-
hen wir eine Aquivalenzklasse von C™-Wegen bzgl. ~,,. Wir schreiben
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[': ] — R" ts (), wenn 7 ein Element der zu I' gehérenden Aqui-
valenzklasse ist. Die Kurve I" heifit REKTIFIZIERBAR, wenn ein (und

damit alle) Element v aus der zugehorigen Aquivalenzklasse rektifi-
zierbar ist. Die Zahl

L(T) = L(v)
heif3t dann die BOGENLANGE oder kurz LANGE von I.

BEMERKUNG VIIL.1.10. (1) Wegen Satz VIII.1.8 ist die Léange ei-
ner rektifizierbaren Kurve wohldefiniert.
(2) Wegen Satz VIII.1.8 und Bemerkung VIII.1.4 gibt es stetige, nicht
rektifizierbare Kurven (vgl. Beispiel VIII.1.12 (7)).
(3) Wegen Bemerkung VIII.1.7 hat jede Kurve eine eindeutige Orien-
tierung, die durch die Orientierung der Wege aus der entsprechenden
Aquivalenzklasse festgelegt ist.

Aus Satz VIII.1.5 folgt unmittelbar:
SaTz VIIL.1.11. Jede C*-Kurve ist rektifizierbar.

BEISPIEL VIIL.1.12. (1) (GRAPH EINER C'-FUNKTION) Sei f €
CY(I,R) und T' der Graph von f in R?. Dann ist v : t — (¢, f(¢)) eine

Parametrisierung von I' und

b
L(T) = L(7) :/ VI+ ) dt.

(2) (EBENE KURVE IN POLARKOORDINATENDARSTELLUNG ) Betrach-
te D : 1 — R ¢t ~y(t) = (r(t)cost,r(t)sint) mit r € C'(I,R). Dann
ist

I )] = ||(r'(t) cost — r(t) sint, r'(t) sint + r(t) cost)]|
= /1 (t)? + r(t)?

und

L(T) = / O+ (0 dt.

(3) (KREISLINIE MIT RADIUS R) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I =10,27] und r(t) = R fiir alle t € I. Es ist

L(T") =27 R.

(4) (ARCHIMEDISCHE SPIRALE) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I =10,b], b >0, und r(t) = tp fur alle t € I mit p > 0 fest. Es ist

b
L(P):/ VP2 pA2 dt
0
b
:p/ V1+t2dt
0
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- g[t\/l F 2+ In(t+ VIt 2)2

= g[b\/l T2+ In(b+ V1 +02)]
— +00.
b—+o0

(5) (LOGARITHMISCHE SPIRALE) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I = [a,b] und 7(t) = pe fiir alle t € [ mit p > 0, A > 0 fest. Es ist

b
L(T) = / \/p2€2At + P22 dt
b
=pV1+ )\2/ eMdt

= §\/ 14+ \2[e? — e
— PyTEe,

a——00 \

(6) (SCHRAUBENLINIE) Betrachte I' : I — R? ¢ +— ~(t) = (Rcost,
Rsint, ht) mit R > 0,h > 0. R heifit Radius; h heifit Ganghohe. Es ist

IV @I = [I(=Rsint, Reost, h)|
= VR?+h?

und

L(T) = (b— a)VR2 + I2.

(7) (NICHT REKTIFIZIERBARE STETIGE KURVE) Betrachte I' : [0, 1] —
R?, ¢ — (t) = (tcos §,tsin ). Fiir t > 0 ist

1 111 1
IV = ll(cos - + - sin —,sin - — —cos ]|

t t t
/ 1
Fir 0 < a < 1 folgt

1 1 1
[l = [ i+
> dt

[
— —ln(a)

— +00.
a—0+
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VIII.2. Tangente und Kriimmung

In diesem Paragraphen sei wieder I ein kompaktes, perfektes Inter-
vall, m € N und n € N*| || - || bezeichne wieder die euklidische Norm
auf dem R".

Wir wollen den Begriff des Tangentenvektors einfiihren. Dazu be-
notigen wir:

DEFINITION VIIL.2.1. Sei v € C*(I,R") ein C''-Weg. Dann heif}t
ty € I ein REGULARER PUNKT von ~, wenn gilt 7/(tg) # 0. v heifit
REGULARER WEG, wenn jedes t € I regulidrer Punkt von v ist. Eine
C'-Kurve T heifit REGULAR, wenn es in der entsprechenden Aquiva-
lenzklasse einen reguldren Weg gibt.

C'-Umparametrisierungen beeinflussen nicht die Regularitéit eines
Weges. Anders verhélt es sich bei CY-Umparametrisierungen. Dies zei-
gen die folgende Bemerkung und das folgende Beispiel.

BEMERKUNG VIII.2.2. Seien [ und fkompakte, perfekte Intervalle
und v € CHI,R"), ¥ € CY(I,R") Wege mit v~ 7. Dann ist v genau
dann reguldr, wenn 5 regulér ist.

BEWEIS. Sei ¢ € C'(I, 1) ein streng wachsender C''-Diffeomorphis-
mus mit 7 =7 o ¢. Dann ist

V(@) =7 () - ¢'(t) Vtel
Wegen ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ € I folgt hieraus die Behauptung. O
BEISPIEL VIII.2.3. Die Wege v € C*([—1, 1], R?) mit

() = (t3,1)
und 7 € C*([—1,1], R?) mit
() = (14,4

haben die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die gleiche Spur. ~
ist regulér, 7 ist nicht reguldr. Es ist v =75 o ¢ mit

o [-1,1] = [-1,1] , t+ Vt
¢ ist ein Homdomorphismus, aber kein C!-Diffeomorphismus.

DEFINITION VIIL.2.4. Sei v € C'(I,R") ein regulirer Weg. Dann
heifit der Vektor
/
t
at) = 20 e

17 (@)l

der TANGENTENEINHEITSVEKTOR an 7 im Punkt ().
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BEMERKUNG VIII1.2.5. (1) Sind I, fkompakte, perfekte Intervalle,

v € CY(I,R"), 5 € CHI,R") regulir und ¢ € C'(I,1) ein streng
wachsender C!-Diffeomorphismus mit v = 7 o ¢, so ist

Der Tangenteneinheitsvektor ist also invariant unter Parameterwech-
seln.

(2) Es ist
V(to + h) = (to) + hl|Y (to)lle1(to) + hr(to, h) Vto € I,h € R
mit
i [|7(to, h)[| = 0.
Der Weg v wird also im Punkt (ty) in erster Ordnung von der Tangente
s+ (tg) + sei(to)
approximiert.

DEFINITION VIIL.2.6. v € C*(I,R") heifit nach der BOGENLANGE
PARAMETRISIERT, wenn gilt

IW@®l=1 vier

Wir kennzeichnen die Bogenlénge stets durch s und die Ableitung nach
der Bogenlénge durch 7.

BEMERKUNG VIII.2.7. (1) Ist v nach der Bogenlidnge parametri-
siert, so ist v regulér.
(2) Jede regulidre Kurve I" kann nach der Bogenlédnge parametrisiert
werden.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Sei v € C*(I,R™) eine regulire Parametrisierung von T'. Sei
L = L() und I = [0, L]. Definiere ¢ : I — I durch

olt) = / I () d

Dann ist ¢ ein streng wachsender C'-Diffeomorphismus. Fiir ¥ = o
ot e CYI,R") folgt
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1o —1 . 1
—TE) ST
RGO N
et !

und somit

Fs)l =1 Vsel.
|

Satz VII.2.8. Sei v € C*(I,R"™) nach der Bogenlinge parametri-
siert. Dann gilt

{(1(5),4(s)) =0 Vs €I,

=1

das euklidische Skalarprodukt bezeichnet.

wobei

BeEweEis. Fiir alle s € [ gilt

I (s)II* = Z%(S)Q =1

Durch Differentiation folgt

0= diin»y(s)u? =27 i(s)iu(s) = 2(3(5). H(s))

es(t) e (t)

ABBILDUNG VIII.2.1. Vektoren e;(t) und es(t)

Fiir den Rest des Paragraphen betrachten wir ebene Kurven, d.h.,
den Fall n = 2 (vgl. Abbildung VIII.2.1). Zu e;(¢) gibt es dann einen
eindeutig bestimmten Vektor e, (t) mit den Eigenschaften

le2(D)] = 1,
(1) {e1(t), e2(t)) = 0,
det[e;(t), ex(t)] = 1.
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DEFINITION VIIL.2.9. Sei v € C?(I,R?) eine nach der Bogenlinge
parametrisierte ebene Kurve. Sei e;(s) der Tangenteneinheitsvektor zu
v und ey(s) der durch Gleichung (1) bestimmte Vektor. Dann ist

(s) = k(s)ea(s) Vs el
Die Grofe «(s) heift die KRUMMUNG der Kurve im Punkt 7(s).

BEMERKUNG VIII.2.10. Ist x(s) > 0 bzw. x(s) < 0, so dreht sich
der Tangenteneinheitsvektor e;(s) bei Durchlaufen der Kurve in ma-
thematisch positiver Richtung bzw. mathematisch negativer Richtung.

Der folgende Satz beschreibt einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen den Vektoren e; und e; und erlaubt die Berechnung der
Kriimmung von Wegen, die nicht nach der Bogenldnge parametrisiert
sind.

SATz VIIL.2.11. (1) Seiy € C*(I,R?) nach der Bogenlinge para-
metrisiert. Dann gelten die FRENETSCHEN FORMELN

€1 = Keo,
€9 = —Kejq.
(2) Sei vy € C*(1,R?) regulir. Dann gilt fiir die Kriimmung
) = 000 = O (0
[P (07 YO
wobei y(t) = (z(t),y(t)) fir allet € I ist.

BEWEIS. AD (1): Die erste Formel folgt direkt aus der Definition
der Kriimmung. Aus Gleichung (1) folgt durch Differentiation

0= (eas),éa(s)) Vsel
= éy(s) = a(s)ei(s) Vsel

vVt e I,

und

Hieraus folgt die zweite Formel.
AD (2): Seien 7 und ¢ wie im Beweis von Bemerkung VIIL.2.7 (2).
Setze ¢ = ¢~ !. Dann folgt

3(s) =7 (¥(s)) - ()
V(s) =" (0(s)) - d(5)” + 7' (1(5))d ()
d(s) = | (W ())
Aus der Definition der Kriimmung und aus Gleichung (1) folgt

r(s) = det((s),7(s))
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= (s) det(v/(¥(5)), 7" (1(5)))
+1(5)8(s) det(v' (1(5)), 7 (¥(s)))
= 1)(s)* det(v/(¥(s)), 7" (¥(s))). Vs €L

Also ist

k(t) = (1Y (17 det[y'(£), " (1))
2'()y"(t) — «"(t)y'(t)
[ ]

Vtel.

g

BEispiEL VIIL.2.12. (1) (GRAPH EINER C?-FUNKTION) Sei f €
C*(I,R) und T' der Graph von f. Die Kriimmung ist gemifl Satz
VIIL2.11 (2)

_ ")
’i<t) - [1 +f/(t)2]3/2'

(2) (EBENE KURVE IN POLARKOORDINATENDARSTELLUNG) Fiir die
Kriimmung ergibt sich

r(t)? 4 2r'(t)* — r(t)r"(t)

B PR O
(3) (KREISLINIE MIT RADIUS R) Aus (2) folgt mit 7(t) = R
1
R = }—%
(4) (ARCHIMEDISCHE SPIRALE) Aus (2) folgt mit r(¢) = pt
wt) = —2FC  eion

p(1 +t2)3/2
(5) (LOGARITHMISCHE SPIRALE) Aus (2) folgt mit r(t) = pe
1
K(l) = —/———.
0= e

Der folgende Satz charakterisiert die ebenen Kurven konstanter
Kriimmung.
SATZ VIIL.2.13. Sei v € C*(I,R) regulir. Dann gilt:

(1) v ist die Parametrisierung einer Geraden genau dann, wenn
qgilt
k(t)=0 Vtel.
(2) v ist die Parametrisierung eines Kreisbogens, d.h. es gibt ein
zo € R* und ein R € RY mit

I7(@) = 2ol = R Viel
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genau dann, wenn gilt

Ik(t)] = }l% viel.
BEWEIS. AD (1): O.E. ist v nach der Bogenldnge parametrisiert.
Dann folgt
k(s)=0 Vsel

< j(s)=0 Vsel

<~ DR ||b|=1und 4(s)=b Vsel

<= Ja,b € R*: ||b]| =1 und y(s) =sb+a Vsel.

AD (2): O.E. ist 7 wieder nach der Bogenlénge parametrisiert.
== Aus ||7(s) — zo||> = R? fiir alle s € I folgt

(v(s) = 0, 7(s)) =0
Also ist
v(s) — xo = eRea(s) mit e € {—1,1}.
Aus den Frenetschen Formeln folgt
e1(s) = 4(s) = eRéa(s) = —cRres(s)
und somit
K(s) = % Vs el
,<="% Sei e € {—1,1}, so dass gilt
K(s) = ER Vs e I.
Aus den Frenetschen Formeln folgt
(y+eRey) =e; +eRéa =0 Vsel
= v +eRey =z fiir ein 2y € R?
> ||y — zo| = [e|Rlle2]| = R Vs €L

VIII.3. Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen wenden wir uns dem Stammfunktionen-
problem fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher zu. Dabei bezeichnet
G C R", G # 0, n € N*, stets ein Gebiet, I C R ein kompaktes,
perfektes Intervall sowie || - || und (-, -) die euklidische Norm bzw. das
euklidische Skalarprodukt auf R".

DEFINITION VIIL3.1. Seien f € C(G,R") und v € C*(I,R") mit
~v(I) C G. Dann ist das WEGINTEGRAL von f liangs v definiert durch

/7 iz = [ (o (1). 4 (1)
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BEMERKUNG VIII.3.2. (1) Physikalisch beschreibt /fdx die Ar-
o

beit, die aufgebracht werden muss, um einen Koérper in dem Kraftfeld
f lings des Weges v von vy(a) nach v(b) zu bewegen.

(2) Seien I, I kompakte perfekte Intervalle, v € C(I,R™), 5 € C(I,R")

zwei Wege mit y(I) € G, F(I) € G und ¢ € C(I,I) ein C-Diffeo-
morphismus mit v = 7 o . Dann folgt

b
/ﬁm=/(N%¢®%7wW%¢®Mt
o(b)

- / CRCEICIE

- / fda.

D.h., das Wegintegral hiingt nicht von der Parametrisierung des Weges
ab.

Wegen Bemerkung VIII.3.2 (2) ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VIII.3.3. Sei I' eine C'-Kurve, die ganz in G verliuft,
und f € C(G,R"). Dann ist das KURVENINTEGRAL von f lings '

definiert durch
/ fdx = / fdzx,
r Y

wobei v ein C'-Weg aus der zu I' gehorenden Aquivalenzklasse ist.

BEISPIEL VIIL.3.4. (1) Sei G = R*\{0}, I' = 9B(0, R) mit R € R*.

und

_(__ Y z
f(’x?y)_( x2+y27$2+y2>'

Sei v : [0,27] — R? definiert durch

t — (Rcost, Rsint).

Dann folgt

/Ffd:v:/vfdx
S|

1
= /0 <(_E sint, 7 €0 t), (—Rsint, Rcost))dt

27
:/ dt
0

= 2.



106 VIII. KURVEN UND KURVENINTEGRALE

(2) Sei f = DF mit F € C'(G,R) und 7 ein beliebiger C*-Weg, der
ganz in G verldauft. Dann ist

b
fdo = / (f 0 (8), 7' (D))t

v

D.h., / fdx hangt nur von dem Anfangs- und Endpunkt von ~ ab.
vy

Insbesondere ist / fdx = 0 fiir jeden geschlossenen C'-Weg, der ganz
in G verlauft.

Fiir unsere Zwecke miissen wir den Begriff des Kurvenintegrals noch
erweitern, so dass wir z.B. auch entlang von Polygonziigen integrieren
konnen.

DEerINITION VIIL3.5. (1) Sei v € C(I,R"). Dann heifit v~ €
C(I,R™) mit
v (t)=vyb+a—t) Vtel
der zu v INVERSE WEG. 7 stellt die Kurve I' dar, v~ die zu [' INVERSE
KURVE —T'.
(2) Seien v; € C(I;,R"), I; = [a;,b],i = 1,2, mit (b)) = 72(az).
Dann heifit v, @ v, € C([0, 1], R") mit

Y1 (ay + 2t(by — ay)) fir 0 <t < 1,
Yo(as + (26 — 1)(by — ap)) fiir § <t <1,

(11 @ 72)(t) = {

der zugehorige SUMMENWEG. Stellen ~;, v, die Kurven I'y und I's dar,
so stellt v; @ 2 die Kurve I'y 4+ I's dar.

(3) v € C(I,R") heifit STUCKWEISE m-MAL STETIG DIFFERENZIER-
BAR, wenn es Zahlen a = ag < a1 < ... < ax = b gibt mit

[@i—1,a] € C’m([ai_l, U,i],Rn) V1 S 1 S k.

Vi =7

Dann ist v = 71 & ... @ . Die durch v dargestellte Kurve I' heifit
entsprechend stiickweise m-mal stetig differenzierbar.

(4) Sei f € C(G,R") und I' = I'y + ... 4+ '}, eine stiickweise stetig
differenzierbare Kurve, die ganz in G verlduft. Dann ist das KURVEN-
INTEGRAL von f langs I definiert durch

/fda:: fdx + ...+ fdx.

Ty

Das Kurvenintegral hat folgende Eigenschaften:
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Satz VIIL.3.6. Seien f, f1, fo € C(G,R™), A\j, Ay € R und I',T'y, 'y
stiickweise stetig differenzierbare Kurven, die ganz in G wverlaufen.
Dann gilt

L A A Ao fo)dr = A d A d
(LINEARITAT) /r( 1fi + Ao fo)dx 1/Ff1 T + 2/rf2 x
(ADDITIVITAT) A1+F2 fdx = / f+ fdx
(ORIENTIERUNG) / fdr = — / fdz

| #dol < mae @) | D)

BEWEIS. AD (1), (2): Folgen direkt aus der Definition des Kur-
venintegrals und den Eigenschaften des (Riemann-) Integrals.
AD (3): O.E. ist T eine C'-Kurve und « ein C*~Weg aus der entspre-
chenden Aquivalenzklasse. Dann gilt

/Ffdx:/wfdsn

b
- / (f o y(8), 7/ () dt

a

b
:_/ (Foy (a+b—1),7" (a+b—t)dt
Z/ba<f07‘(8)77‘

I

(s))ds (s=a+b—t)

/ fdx
——/_Ffdx.

AD (4): O.E. wird T von dem C'-Weg 7 dargestellt, sonst gehen wir
zu den Teilwegen iiber. Dann folgt

|/Ffdw|=|Lfdx|

< / I £ oyl (1)1 dt
< L) ma [ £ ()]



108 VIII. KURVEN UND KURVENINTEGRALE

Wir kommen nun zu der eigentlichen Fragestellung dieses Paragra-
phen: Wann gibt es zu gegebenem f € C(G,R") ein F' € C'(G,R) mit
f=DF?

DEFINITION VIIL3.7. Eine Funktion f € C(G,R™) heifit GRADI-
ENTENFELD, wenn es ein F' € C'(G,R) gibt mit

f=DF.
Jedes solche F' heifit eine STAMMFUNKTION von f.

BEMERKUNG VIIL.3.8. (1) Ist f ein Gradientenfeld, so ist die
Stammfunktion von f wegen Satz VIL.3.8(2) (S. 63) bis auf eine addi-
tive Konstante eindeutig bestimmt.

(2) Ist f € C1(G,R") ein Gradientenfeld, so ist wegen Satz VII.4.18(2)
(S. 71) die Funktionalmatrix D f symmetrisch.

Satz VIIL3.9. Sei f € C(G,R"™). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.
(2) /fd;z: = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die
ganz in G verlduft.

BEWEIS. (1) = (2): Folgt direkt aus Beispiel VIII.3.4 (2) ange-
wandt auf die C''-Teilkurven von .
(2) = (1): Sei zg € G beliebig. Aus dem Beweis von Satz I11.5.14
(S. 92, Analysis I) folgt, dass es zu jedem z € G einen Weg 7, gibt, der
stiickweise stetig differenzierbar ist, ganz in G verlauft und Anfangs-
punkt xy und Endpunkt z hat. Definiere

Fla) = [y .

Aus (2) folgt, dass die Definition von F' nicht von der Wahl des Weges

7, abhéngt. Sei nun € G und € € R mit B(z,e) C G. Fiir i € N,
und h € (—¢,¢) folgt dann aus (2) und Satz VIII.3.6

F(x + he;) — F(x) = / fdx,
[z,x+he;]

wobei [z, x+ he;] die Strecke von x nach z + he; bezeichnet. Damit folgt

GIF @+ he) = F@) = f@)| = 15 [ (e the) et = fi(o)

y / [file + the;) — fi(x))dt]
< max |fi(y) — fi(z)]

yEB(x,|h])

— 0.
h—0



VIIL.3. KURVENINTEGRALE 109

Zusammen mit dem Differenzierbarkeitskriterium Satz VII1.2.13 (S. 55)
folgt hieraus, dass F' eine Stammfunktion von f ist. O

Satz VIIL.3.9 16st unser Problem vollstdndig und erlaubt auch mit
der im Beweis benutzten Technik die praktische Berechnung einer
Stammfunktion. Umgekehrt ist aber die Bedingung (2) in der Pra-
xis nur schwer nachpriifbar. Wir méchten im Folgenden ein einfacheres
Kriterium herleiten. Und zwar mdchten wir zeigen, dass unter einer
zusiitzlichen Voraussetzung an G ein f € C'(G,R") genau dann eine
Stammfunktion besitzt, wenn D f symmetrisch ist. Wegen Bemerkung
VIIIL.3.8 (2) ist letzteres eine notwendige Bedingung. Beispiel VIII.3.4
(1) zeigt, dass sie i. a. aber nicht hinreichend ist.

SaTz VIIL3.10 (LEMMA VON GOURSAT). Sei G konver, f € C(G,
R™) und Df symmetrisch. Fir je drei paarweise verschiedene Punkte
x1,xe,x3 € G bezeichne [x1, xa, x3] den Streckenzug [x1, 23] © [x2, 3] B
(x5, 1], wobei [x;,x;] die Strecke von x; nach x; ist. Dann gilt

/ fdx =0 Vzi,19,23 € G 1 # 9 # X3.
[z1,22,23]

BEWEIS. Seien x1, 2, x3 beliebige, im Folgenden feste, paarweise
verschiedene Punkte in G. Wir definieren drei Folgen (;,)men, 1 <
1 < 3, wie folgt:

(2) x;m seien bekannt, sei

1
I;m = 5( im T+ xiH,m), 1<i<3,
wobei die Indizes modulo 3 zu rechnen sind. Dann bestimmen

) , , . )
Wit Zim1 € {Tims Tis 1 ms Tigom), 1 <4 <3, 50 dass gilt

| fdzx|
[@1,m+1:22,m+1,23,m+1]
— max{| [ fdal, fdal,
[Il,m7x/1,m7x/3,m] [:Cll,m’zzam7x/2,m]
| fdal,| fdal}.
[xé,m7x3»m7zé,m} [xll,m7x/2,m7xé,m

Wegen

/ Jdx
[Il,m ;3 L2, m 713,777,]

:/ fm+/ fdz
[wlrm’mll,m7ml3,m} [rll,m’xQ:m’m,Q,m]

+/ fm+/ fdx

/ / ’ / /
xS,m’ZEZm"’L‘SwT"] [‘Zl,m7x2,m’m3,m]
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folgt
| fdz| <4 fdz|

[T1,m,%2,m,T3,m] [T1,m+1,%2,m+1,%3,m+1]

und somit durch Induktion

\ fdx| < 4™| fdz| ¥m e N.
[z1,22,23] [@1,m,T2,m,%3,m]
Offensichtlich gilt fiir die Lange der Wege
1
L([xl,m-l—la x?,m—&—ly x3.m+l]) - EL([xl,my m2,m7 x?),m]) Vm S N

und damit

L([ZL’Lm, T2.m, $37m]) = 2_mL([ZE1, Ta, .%'3]) vm € N.

ABBILDUNG VIII.3.1. Beispiel fiir Dreiecke A,,, ..., Apas

Bezeichne mit A,, das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten
T1mys T2.ms T3m (vgl. Abb. VIIL3.1). Dann folgt

. CAL1 CALCA, 1 C...CACG
und
Flache (A41) = i Fliche (A,,).
Hieraus folgt

ﬂ A, ={z"}

meN
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fiir ein 7* € G (Beweis: Ubungsaufgabe!). Fiir h € R™ mit ||h|| hinrei-
chend klein, gilt wegen der Differenzierbarkeit von f

f@*+h)= f(z")+ Df(z")h +r(z", h)
mit
. 1 « o
H}lIHQOWHT(% )= 0.

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein 6 > 0 mit B(z*,d) C G und

1
sup ——
nerr || Al
Ih]|<6

[, )l <e.

Weiter gibt es ein m € N mit A,, C B(z*,6). Da die Funktion
h— f(z*)+ Df(z")h

wegen der Symmetrie von D f(z*) die Stammfunktion

s (F), )+ 5 {0, DS G)R)

hat, folgt
| fdz|
[1,72,23]

< 47| [f(@") + Df(@") (@ — %) + r(z", x — 2")]dz|
[wl,M7$2,'m,7z3,m}

=4"| r(z*, x — z*)dz|
[xl,m7$2,m,z3,m]

S 4mL([xl,m7x2,m7I3,m]) max ||T(x*7y - x*)H

yE[ﬁl,m,IQ,mny,m}
< ed™L([21 m), T2.m; T3.m)) max | lly — ™|

ye[xl,m7$2,m7x3,m
S €4mL([x1,m7 x2,m7 x3,m])2

= €L([ZL’1, T, Ig])2.
Da ¢ beliebig war, ist damit die Behauptung gezeigt. O
SaTz VIIL3.11. Sei G konvexr und f € C*(G,R"). Dann sind fol-

gende Aussagen dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.
(2) /fdx = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die

r
ganz in G verlduft.
(3) Df ist symmetrisch.
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BeEwEIs. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) miissen
wir nur noch die Implikation ,,(3) = (1)“ zeigen. Sei dazu zy € G
beliebig. Dann definieren wir die Funktion F': G — R durch

F(x):/ fdx Vz e G,
[:BO@]

Sei z € G und € > 0 so, dass gilt B(z,e) C G. Aus Satz VIII.3.10 folgt
dann fiir jedes i € N: und h € (—¢,¢)

F(z + he;)) — F(z) = / fdx.
[x,z+he;]

Hieraus folgt aber wie im Beweis von Satz VIII.3.9, dass F' eine Stamm-
funktion von f ist. O

Satz VIII.3.11 gibt uns einfaches Kriterium zur Losung des Stamm-
funktionenproblems an die Hand. Allerdings ist die Voraussetzung ,,G
konvex® noch zu stark. Um sie bestmoglich abzuschwéchen, benotigen
wir folgende Definition.

DEFINITION VIIL.3.12. (1) Seien 71,7 € C(I,U), U C R", zwei
Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
z=m(a) =7(a) ., y=7(b)=(0)

Dann heiflen v; und 5 HOMOTOP in U, kurz ; ~ 7, wenn es eine
HomotropriE H € C([0,1] x I,U) gibt mit

H(0,8) = () Vi€,

H(1,t) =(t) Vtel,

H(s,a)=x Vse]|0,1],

H(s,b) =y Vsel0,1].
(2) Ein geschlossener Weg v € C(I,U),U C R" offen, heifit NULLHO-
MOTOP in U, kurz v ~ 0, wenn er in U homotop ist zu dem konstanten
Weg t — ~(a).
(3) Ein Gebiet G heifit EINFACH ZUSAMMENHANGEND, wenn jeder ge-
schlossene Weg in GG nullhomotop ist in G.

BEMERKUNG VIIL.3.13. (1) Ist H eine Homotopie, so ist v, =
H (s, .) fiir jedes s € [0, 1] ein Weg mit Anfangspunkt 2 und Endpunkt
Y.
(2) Eine konvexe Menge ist einfach zusammenhéngend.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus der Definition.
AD (2): Sei v € C(I,G) ein geschlossener Weg in G. Dann leistet
H e C([0,1] x I,G) mit
H(s,t) = (1= s)y(t) + s7(a)

das Gewdlinschte. O
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Die folgenden Beispiele sind anschaulich klar. Ein exakter Beweis
ist jedoch zum Teil miihselig und wird hier nicht gefiihrt. Die Aussage
des zweiten Beispiels folgt aus Beispiel VIII.3.4 (1) und Satz VIIL.3.16.

BEeIspIEL VIIL3.14. (1) R*\{(z,0) : © € R*} ist einfach zusam-
menhéngend.
(2) R*\{0} ist nicht einfach zusammenhiingend.
(3) R™\{0} ist fiir n > 3 einfach zusammenhéngend.

Der folgende Satz bereitet unser endgiiltiges Ergebnis vor, ist aber
auch von eigenstindigem praktischen Interesse.

SATz VIIL.3.15. Sei G ein Gebiet, f € C*(G,R") und Df symme-
trisch. Dann gilt fiir je zwei in G homotope, stiickweise stetig differen-

zierbare Wege o, 11
/ fdx = / fdx.
Y0 7

BeEwers. O.E.ist I = [0,1]. Sei H € C([0, 1] x I, G) eine Homotopie
zwischen vy und ;. Da H([0,1] x I) C G kompakt und G offen ist,
gibt es ein € > 0 und ein § > 0 mit

(1) ||H(s,t) —y|| > € fir alle s € [0,1],¢t € I,y ¢ G und
(2) [H(s,t) — H(s',¥')|| < § fiir alle s,5" € [0,1], ¢,#' € I, mit
|s —&'| + [t —t/| <.
Sei m € N* mit = < 2. Fiir s € [0, 1] bezeichnen wir dann mit 7, den
Polygonzug mit den Ecken

1 —1
H(s,0), H(s, —), ..., H(s,

m m

), H(s,1).
Wegen (1) und (2) gilt
vs(I) C G Vsel0,1].

Wir zeigen nun zunéchst

(3) /~ fdz= | fdz V1<i<m.
Fiz1 ;

5

N
m m

ABBILDUNG VIIIL.3.2. Beispiel fiir Wege 7,1, 7ij, 2 <
jém_lv und?@'m
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Sei 1 <4 <mund 1 < j < m. Definiere den Weg 7;; wie folgt (vgl.
Abb. VIII.3.2
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Wegen (2) gilt
_ i—1 -1
Spur(3:;) © B(H A
pur(3,) € BT

2
), 56) C G.
Damit folgt aus Satz VIII.3.11

fdr=0 V1I<ij<m
Yij

und daher

Oz}j/if:/ilMx—[ fdr, 1<i<m.
j=1“7ij Yi-1 Y

2
m m

Damit ist (3) gezeigt.
Wir zeigen nun

(4) ‘Z;jdxzzul;fdx, jélfdx::jclfdx.

Dazu definieren wir fiir 4 = 0,1 und 1 < j <m die Wege 7,,; durch
s = Ht iy ® [H s L), B 20
/Y,u] — 2 [%7%] 22 m ) 22 m .

Wegen (2) ist dann wieder

_ 1.9 _
Spur(Vﬂj) - B(H(:uv JT)? 56) CG V1<j<mp=0,1,

so dass aus Satz VIIL.3.11 folgt

fde=0 1<j7<m,u=0,1
Vi

Damit erhalten wir
m

OZE:A!Mx:A;Mm—A%ML p=0,1.

j=1 Y Yuj
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Damit ist auch (4) bewiesen.
Aus (3) und (4) folgt offensichtlich die Behauptung. O

Nun konnen wir die Frage nach der Stammfunktion endgiiltig be-
antworten.

SATz VIIL.3.16 (SATZ VON POINCARE). Sei G einfach zusammen-
hingend und f € C*(G,R"™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.

(2) /fdx = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die
ganz in G verlduft.

(3) Df ist symmetrisch.

BEWEIS. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) miissen
wir nur noch die Implikation ,,(3) = (2)“ zeigen. Sei also I' eine ge-
schlossene, stiickweise C'-Kurve, die ganz in G verlduft. Dann ist ' in
G homotop zu dem konstanten Weg 7 : ¢ — I'(a). Aus Satz VIIL.3.15

folgt
/fdm—/fdx_/ (), 7 ()t = 0.

=0
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

VIII.4. Komplexe Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen beweisen wir einige der wichtigsten Sétze
der Funktionentheorie. Wir kniipfen dabei an Ergebnisse der Paragra-
phen V.3 und VII.2 an und nutzen Ergebnisse des letzten Paragraphen.

Im Folgenden bezeichnet G C C stets ein Gebiet in C.

DEFINITION VIIL4.1. Sei f € C(G,C) und v € C*(I,G) ein C*-
Weg in GG. Dann ist das WEGINTEGRAL von f ldngs 7 definiert durch

[rae= [ " F(0) A ()i

BEMERKUNG VIIL4.2. Seien f € C(G,C) und v € C*(I,G). Dann
sei W= {(z,y) € R*: x + 1y € G} und

u(z,y) = Re f(z +1iy) € C(W,R),
v(z,y) =Im f(x + iy) € C(W,R),
F(a,y) = (u(z,y), —v(z,y)) € C(W,R?),
F(z,y) = (v(z,y), u(z,y)) € C(W,R?),

71(t) = Rey(t) € CY(I,R),

Yo(t) = Imy(t) € C*(I,R),

F(t) = (m(t), (1) € CH{I,W).
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Dann ist
fO@) -+ ()
= [u(¥(t)) + iv(¥(2)] - 1 () + i (t)]
= [u(())71 () = v(FE)2 (O] + i[u(F(0)a(t) + v(F(E)71 ()]

/fdz:/Fd$+i/Fdx.
0l v ol

Auf diese Weise konnen wir das komplexe Wegintegral / fdz mit den
g

beiden reellen Wegintegralen / Fdzr und / Fdz identifizieren. Wir

ol v
werden dies im Folgenden héufiger tun, wobei wir der Einfachheit hal-

ber wieder G statt W und + statt 7 schreiben. Die Bedeutung ist dann
aus dem Zusammenhang klar. Insbesondere konnen wir auf diese Art
und Weise die Begriffe (z.B. Integral lings eines stiickweise C''-Weges
usw.) und Sétze des vorigen Abschnittes iibertragen.

DEerFINITION VIIL.4.3. Die Funktion f : G — C heifit HOLOMORPH
in G, wenn sie in ganz G stetig komplex differenzierbar ist im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111, Analysis I).

SaTz VII1.4.4 (CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ). Sei G einfach zu-
sammenhdngend und f in G holomorph. Dann ist

/fdz—O

fiir jeden geschlossenen, stiickweise Ct-Weg in G. Insbesondere besitzt
f in G eine Stammfunktion.

BEWEIS. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, Satz VIL.2.17 (S. 58), sind die Funktionalmatrizen DF und DF
der Funktionen F und F aus Bemerkung VIII.4.2 symmetrisch. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VIII.3.16 (S. 115). O

SATz VIIL.4.5 (CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL). Sei f in G ho-

lomorph, zo € G und R € R mit K = B(z, R) C G. Dann folgt fiir

alle z e K

foy =L [ 10,

2w Joem — 2
wobei OK im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.

BEWEIS. Sei z € K beliebig. Definiere g : G — C durch

(w) W falls w # z,
w) =
g f'(z) falls w = 2.
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Dann ist g auf G stetig und auf G'\{z} holomorph. Sei r = $(R—|z—z)
und

M = max |g(w)|.
wEB(z,r)
Da 0K in K\{z} homotop ist zu 0B(z,¢) fiir jedes 0 < ¢ < r, folgt
aus Satz VIIL.3.15 (S. 113) und Satz VIIL.3.6 (S. 107)

|/ gdn| = | gdn| < M2re Y0 <e<r.
0K 0B(z,¢)

Also ist
—f
[ - [ H0=10),
oK 0K n—=z
und somit
1 f f(z 1
L[ g, L,
T Jog M — 2 2t Jog n — 2

Da die Funktion w — — auf K\{z} holomorph ist, folgt wieder aus
Satz VIIL3.15 (S. 113)

1 1 1 1

o dn=5— dn
21 Jor N — 2 210 Jop(zyy N — %
1 2m
2mi J,
=1.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

SATz VIIL.4.6. Sei f in G holomorph. Dann ist f auf G analytisch.

BEWEIS. Seien zp € G und R € R} mit K = B(z,R) C G.
Definiere

M = max |f(w)].

weIK

Sei z € K beliebig und 7o = |z — 29| < R. Wegen

f(w) k s
|(w — )kt (2= 2)"| = MRk+1
M
:7#%ﬁ Vw € 0K, k € N

konvergiert die Reihe
f(w) k
E:@;jgyxﬁz—%)
auf 0K gleichméfig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 und Satz VIII.4.5 mit

1 f(n)
= — — k
ak 21 Jox (77 - ZO)IHrl n VkeN
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die Beziehung

Zak z— zo = Z 27m/ %dn](z—%)k
k=0

k=0
1 z — 2

=5 )*)dn
8K — 20 7] — 20

_L f(n) Z(Z_Z())kdn

21 Jor M — %0 o 11— 0
_ 1L 1

2mi aKn—zol—;:—zzg
R O

21t Jog m — 2
= [f(2).

Wegen Satz VIIL.3.6 (S. 107) gilt
1
|ag| < 2—27rRMR—<k+1> = MR
7r

Mithin hat die Reihe >~ aj(z — 20)* den Konvergenzradius R. Damit
ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG VIIL4.7. (1) Fiir komplexe Funktionen gilt also
CY(G,C) = C¥(G,C) im Gegensatz zu reellen Funktionen.
(2) Aus dem Beweis von Satz VII1.4.6 folgt direkt die CAUCHYSCHE
ABLEITUNGSFORMEL
k! f(n)
F®(zg) = —,/ —~—dn VkeN.
’ dB(z0,R) (n — 20)F 1

271

SAaTz VIIL.4.8 (SATZ VON LIOUVILLE). Die einzigen auf ganz C
holomorphen und beschrinkten Funktionen sind die Konstanten.

BEWEIS. Sei f auf C holomorph und beschrankt, d.h. es gibt ein
M > 0 mit
lf(z)| <M VzeC.
Sei zp € C beliebig und n € N*. Aus Bemerkung VIIL.4.7 (2) folgt fiir
jedes r € RY.

Hieraus folgt die Behauptung. O
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BeispieL VIII.4.9. Es gilt

/ cos(2t%)dt :/ sin(2t%)dt = g
0 0

Y3,R
Y2,R

Y
Y

Y1,R X

ABBILDUNG VIII.4.1. Wege 71 r, Y2.r: V3.R

BEWEIS. Die Funktion e ** ist holomorph auf C. Sei R > 0 und
(vgl. Abbildung VIII.4.1)

Y,r = [0, B,

Yor = [R, R(1+1)],

Y3,r = [0, R(1 +1i)].
Aus Satz VIII.4.4 folgt

2 2 2
/ ezdz:/ ezdz—i-/ e “dz.
Y3,R Y1,R Y2,R

R
/ €—z2dzz/ 6—(t(1+i))2(1+i)dt
Y3,R 0
R Ly
—(1—|—i)/ e 2 dt
0
R R
iy / cos(262)dt + / sin(2£2)d]
0 0

Es ist

i /0 " cos(2)dt /0 " din(2)de

2 R t2
/ e “dz = / e U dt
Y1,R 0
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1 R
= —/ e dt
2J-r

- ﬁ geméf Satz VI.5.7 (S. 44)
R—+400 2

1
| / e dz| = | / e IRO+OP; Rt |
Y2,R 0

-
1

_ ’ZR/ e—R2(1—t2)e—2iR2tdt‘
0

1
<R / e~ B2 (1) gt
0

1
— Re—RQ/ €R2te—R2t(1—t)dt
0
2 ! 2
< Re f / etdt
0
_R2 1 RZ
= Re ﬁ[e —1]
— 0.
R—+00
Also existiert lim e %" dz und erfiills
R—+4-o00
¥3,R
ﬁ = lim e ?dz
2 R=+00 Jo g
= lim e dz
RB=to0 Jys p
= [/ cos(2t2)dt—|—/ sin(2t%)dt]
0 0
+z[/ cos(2t2)dt—/ sin(2t%)dt].
0 0
Hieraus folgt die behauptete Gleichheit. O

Satz VIII1.4.6 erlaubt die Berechnung der Potenzreihenentwicklung
einer holomorphen Funktion in einem Punkt ihres Definitionsbereiches.
Nun wollen wir Funktionen in ,,Potenzreihen“ um Punkte auflerhalb
ihres Definitionsbereiches entwickeln.

SaTz VIIL.4.10. Seien zy € G mit B(zp, R) C G und f in G\{z0}
holomorph. Dann kann f um zg in eine LAURENT-REIHE

Z an(z — 29)"
nez

entwickelt werden, die fir jedes r € (0, R) in der Kreisscheibe {z €
C:r < |z— 2| < R} gleichmdfig gegen f(z) konvergiert. Fir die
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Koeffizienten a,, gilt

1
2m1 0B(z0,s) (7) - Zo)n

Der Koeffizient a_y heifst RESIDUUM wvon f in zy und wird mit Res,, f
bezeichnet.

7

ABBILDUNG VIII.4.2. Wege v1, Y2, V3, V4

BEWEIS. Sei z € B(zp, R)\{20} beliebig und 0 < r; < |z — 2| <
ro < R. Weiter sei zo € 0B(z0,72), so dass z nicht auf der Geraden
durch zp und 25 liegt. Bezeichne mit z; den Schnittpunkt der Geraden
durch zy und 2z mit 9B(zg,r1). Sei (vgl. Abbildung VIII.4.2)

v1: der positiv orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt 2y, Radius
r9 und Anfangspunkt zs,

~9: die Strecke von z, nach 2z,

v3: der negativ orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt z,, Radius
r1 und Anfangspunkt zq,

v4: die Strecke von z; nach z

und
T=NDrD1D M.

Da v in B(zp, R)\{#0} nullhomotop ist, folgt mit Satz VIII.4.5 und
Satz VIIL3.15 (S. 113)

16 =5 [ 2%
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= f(> n+i. Mal
T 2mi Nz 2me Jy,m— 2

Wie im Beweis von Satz VHI 4.6 folgt

f(n)
27rz n_zdn—ZOcnz—zo

1 f(n)
Qp = —/ —nﬂdﬁ
2mi 0B (z0,r2) (77 - ZD)

und, dass die Reihe ) a,,(z — 20)™ in B(zp, r2) gleichméBig konvergiert.
Sei

mit

M= max |[f(w)].

weOB(z0,r1)
Dann gilt
f(w) L k
|(w — zp)kHL (2 = 20)7" 7,;k+1 |2 — 2
M
BETRE ilzox)k Vw € 9B(z0,11), k € N".

Mithin konvergiert die Reihe

> 2o

pens W T %)

auf 0B(zg,r1) gleichméBig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 (S. 14) mit

1 f(n)
- W kN
ﬁk 2mi /83(20 r1) (77 - ZO)ikJrl T ©

die Beziehung
= - — 1 f(n) —k
o= =Sl [ e - )
kX_; ’ kz_; 2mi 9B(zo,r1) (77 - ZO)_k—H ’
1 — f(n) n— 20

= -— [Z )"]dn

271—2 8B(zo,7"1) k=1 n—%20 2 — %0

1 f(n) 1
_ 1 / — —1dn
2mi 0B(z0,r1) n— %0 1-

z—20
1
Sy sy,
21 0B(z0,r1) n—z

),

R

Wegen
1Bk(z — 20)*| < Mryrf =tz — 2| 7"
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= M(— )k vpe N

|z — 20|

konvergiert die Reihe >~ By (2 — 20) ™% auf C\ B(zo,71) gleichmiiBig.
Insgesamt erhalten wir

F(2) =) Bulz—20) "+ oz — 20)",

wobei die Reihen auf der rechten Seite gleichmiflig auf {z € C : r; <
|z — 20| < 1o} konvergieren. Da die Funktionen z +— (z — z)" fiir alle
n € Z auf C\{zp} holomorph sind, folgt aus Satz VIII.3.15 (S. 113)

! /a Ldn Vn eN

Op = -—
2mi B(z0,s) (77 - 20>n+1
1 f(n)
G— L / dy vk €N
‘ 2mi OB(20,) (77 - ZO>7k+1 K
und alle s € (0, R). Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEMERKUNG VIIL.4.11. (1) Die Reihe

Z Bre(z — Zo)fk
k=1

heifit HAUPTTEIL DER LAURENT-ENTWICKLUNG von f um zy. Aus
dem Beweis von Satz VIII.4.10 folgt, dass er fiir jedes r € RY auf

C\B(zo, ) gleichméBig konvergiert. Mit den gleichen Argumenten wie
beim Beweis der Séitze V.3.1 (S. 156, Analysis I) und V.3.2 (S. 157,
Analysis I) folgt hieraus, dass der Hauptteil auf C\{z} holomorph ist.
(2) Gilt B = 0 fiir alle £ € N*, so heifit z; eine HEBBARE SINGULA-
RITAT von f. Gibt es ein m € N* mit 3, # 0 und 3 = 0 fiir alle £ > m,
so heifit zy eine POLSTELLE DER ORDNUNG m von f. Ist schlieSlich
zo weder eine hebbare Singularitéit noch eine Polstelle, so heifit zg eine
WESENTLICHE SINGULARITAT von f.

(3) Ist 2z eine Polstelle der Ordnung m von f, so ist

(m i 1)! dd:;—ll [(z = 20)™ f(2)](20)-

BeispieL VII1.4.12. (1) Sei

Res,, f =

£() = exp(2).

2o = 0 ist eine wesentliche Singularitit und
Resg f = 1.
(2) Sei
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2o = 1 ist eine Polstelle 2-ter Ordnung und

1
Res; f = T
2o = —1 ist eine Polstelle 1-ter Ordnung und
1
RGS_1 f = Z

SATZ VIII.4.13 (RIEMANNSCHER HEBBARKEITSSATZ). Sei zp € G
und f in G\{z0} holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f kann in zy holomorph fortgesetzt werden.
(2) f ist in einer Umgebung von zy beschrankt.

BEWEIs. (1) = (2): Ist klar, da die Fortsetzung insbesondere
stetig ist.
(2) = (1): Dann gibt es ein 7 € RY, so dass f auf B(zo,7)\{20}
beschrankt ist. Sei

M= sup [f(z)]
z€B(z0,r)\{z0}

Dann folgt fiir £ € N* und s € (0,r)

1 / f(n) k
— —————dn| < Ms
2mi 0B(20,s) (77 - ZO>_k+1 77|

— 0.
s—0

Damit folgt die Behauptung aus Satz VII1.4.10 und Bemerkung
VIIL.4.11 (2). O

SAaTz VII1.4.14 (RESIDUENSATZ). Sei G einfach zusammenhdn-
gend, z1,...,zm € G und f in G\{z1,...,2m} holomorph. Dann gilt
fiir jeden geschlossenen Weg ~y, der fir jedes i € N, in G\{z} zu
0B(z;, &) mit hinreichend kleinem € > 0 homotop ist,

1 m
%[/f(z)dz = ;Reszj f.

BEWEIS. Sei hj;, 1 < j < m, der Hauptteil der Laurent-Entwicklung

von f um z;. Dann ist f — Z hj in G holomorph. Damit folgt aus Satz

7j=1
VIII.4.4
1 1
— dz =S — [ hi(2)dz.
g | 1= Do 5 [ o

Sei nun 1 < j < m beliebig. Da v in G\{z;} zu einem positiv orien-
tierten, einfach durchlaufenen Kreis um z; homotop ist, folgt aus Satz

VIIL3.15 (S. 113) fiir ¢ € R% mit B(z;,¢) C G

1 1
hj(z)dz = — h;(z)dz

271 v 27 8B(zj,s)
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> 1
=Y gy [ -zt
— T omi 2B( J

2j€)
00 1 2 ) )
— ngﬁj% / e *iedt
k=1 0
= 51,;’
= Res, [.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEispiEL VIIL.4.15. (1) Seien a, 3 € R und n € N*. Dann ist

> dx 4 b (2n —1)!
/_oo (az? 4+ b)n (41))”\/;[(71 — DI

Es ist

1 dnfl 1
Resi\/gf - (n— 1)l dznt [a"(z + Z\/Z)n}zz\/g
1 @2n- D=1t 1

Can [(n —1)!]2 (2i 2)2n71

=2 b (2n-1)
N (4b)”\/;[(n — 12

Y2.R

T1,R x

ABBILDUNG VIII.4.3. Wege V1 r, Y2.r
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Sei R > \/g und 7y g die Strecke von — R nach R und 79 r der Halbkreis

um 0 von R nach —R (vgl. Abbildung VIIL.4.3). Dann folgt aus Satz
VIII.4.14

el e
_ 71Rf dz—l—/ f(z
/ a:L‘Q—l—b / e

dx
:2/0 er f(z)dz.

72,R

Weiter ist
|/‘fumaszmwmﬂm
Yo,R ZE€72,R

1
= 7TR max 2—
2€Y2,R |(ZZ + b|"

TR

— 0.
R—+o00

R dx
Also existiert lim ——————. Damit folgt
R—+oo Jy  (az? + b)"

/Wd—x— lim 0d—gg—klim /ﬁd—x
oo (@2 40" amoo [, (ax? 4 b)) gt Jy o (ax? + D)

= lim B _dv + lim /ﬁ _dv
I t— (az? +b)"  B—+oo (az? + b)"

:ihm/ flz dz+/ f(2)dz]

—hm[ f(z dz—l—/ f(2)dz]

2 B—oo s
4w \/3 (2n —1)!
~@o)mVal(n— 1)
(2) Sei 0 < a < 1. Dann ist

2m sin? x
Sdr =7
0 1—2acosz+a
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DENN: Wir wollen den Integranden als / f(2)dz mit einer kom-

plexen Funktion darstellen. Dies liefert fﬁ?BJgOé)ie Bedingung
~ 1 sin?
€)= ieir 1 —2acosx + a2

1 _i(eix o e—ix)z

IR a(e® + e7®) + a?

1, Q2T _ 9 4 o2

LS 1- a(e® + =) + a2

1 hiz _ 9oz 4 |

_@em[_aezm —a+ (a® + 1)ei*]

1 hic _ 9pic 4 |

~ dai e [e2 — (a+ Leir + 1]
Sei also
1 A 22241
- 4ai 22[22 — (a + )z +1]
1 24 —22+1
-

- EZQ[Z—(IHZ— -]

f(2)

f hat die Polstellen 0, a und % Weiter ist

Damit folgt aus Satz VIII.4.14

27 12
/ el sdr = / f(2)dz
o 1—2acosx+a 2B(0,1)

= 2mi[Resy f + Res, f]

= T.







Zusammenfassung

VI. Integralrechnung einer Variablen

1. Das (Riemann-) Integral
Integral einer Treppenfunktion; Linearitdt und Beschrénktheit des
Integrals; die Riume £(X,Y) und ihre Eigenschaften; Fortsetzung
stetiger, linearer Abbildungen auf den Abschluss eines Unterraumes;
Integral sprungstetiger Funktionen; Approximation durch Riemann-
sche Summen; Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

2. Eigenschaften des Integrals
gliedweise Integration von Funktionenfolgen; punktweise Konver-
genz nicht ausreichend; Stetigkeit und Linearitét des Integrals; ori-
entiertes Integral; Additivitéit und Monotonie des Integrals; Integra-
le komplex- und vektorwertiger Funktionen; stetige und differen-
zierbare Abhéngigkeit des Integrals von den Integrationsgrenzen;
Stammfunktion und unbestimmtes Integral; Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung; Mittelwertsatz der Integralrechnung

3. Integrationstechniken
Substitutionsregel; Darstellung mittels Differentialen; partielle Inte-
gration; Partialbruchzerlegung; Trapezregel und Fehlerabschatzung;
Stirlingsche Formel

4. Uneigentliche Integrale
zuldssige Funktionen; uneigentliches Integral zulassiger Funktionen;
Zusammenhang mit dem gewohnlichen Integral; Integralkriterium
fiir Reihen; absolut konvergente Integrale; Majorantenkriterium;
Eulersches Betaintegral; uneigentliche Integrale und gleichméfig
konvergente Funktionenfolgen

5. Die Eulersche Gammafunktion
Definition; Eigenschaften; logarithmisch konvexe Funktionen und
ihre Eigenschaften; Charakterisierung der Gammafunktion; Gauf3-
sche Darstellung der Gammafunktion; Zusammenhang mit dem Eu-
lerschen Betaintegral

VII. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1. Stetige lineare Abbildungen
Y vollstindig = L£(X,Y) vollstdndig; Isomorphismus, Isometrie;
dimX < oo = X 2 K4mX: dim X < oo = X ist vollstiandig und
alle Normen auf X sind dquivalent; dim X < oo und Y beliebig =
jede lineare Abbildung X — Y ist stetig; Aussagen gelten nicht fiir
dim X = oo; Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen

2. Differenzierbarkeit
Differenzierbarkeit; Zusammenhang mit Funktionen einer Variablen;
differenzierbar = stetig; Richtungsableitung; differenzierbar = alle
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Richtungsableitungen existieren und héngen linear von der Rich-
tung ab, Umkehrung gilt nicht; partielle Ableitungen; differenzier-
bar = alle partiellen Ableitungen existieren, Umkehrung gilt nicht;
Jacobi-/Funktionalmatrix, Gradient; Differenzierbarkeitskriterium;
Zusammenhang mit komplexer Differenzierbarkeit und Cauchy-Rie-
mannsche Differentialgleichungen
3. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Linearitdt der Ableitung; Kettenregel und ihre Matrixdarstellung;
Produktregel; Mittelwertsatz; gliedweise Differentiation von Funk-
tionenfolgen; notwendige Bedingung fiir lokale Extrema, kritische
Punkte

4. Hohere Ableitungen

m-te Ableitung; stetige, multilineare Abbildungen; m-te Ableitung
als stetige, m-lineare Abbildung; Symmetrie hoherer Ableitungen;
Kettenregel; Taylorsche Formel; partielle Ableitungen hoherer Ord-
nung; Kriterium fiir Existenz hoherer Ableitungen; Taylorsche For-
mel fiir Funktionen auf R*; Hessesche Matrix; positiv definite Ma-
trizen und ihre Eigenwerte; hinreichende Bedingungen fiir lokale
Extrema

5. Umkehrabbildungen
Automorphismengruppe von X; Isom(X,Y) ist offen in £(X,Y)
und Abbildung A — A~! ist C*°; Satz iiber die Umkehrabbildung;
Diffeomorphismen; Satz tiber implizite Funktionen; reguldre Punk-
te; Anwendung auf Funktionen R*¥ — R?; Berechnung lokaler Extre-
ma unter Nebenbedingungen mittels Lagrangescher Multiplikatoren

VIII. Kurven und Kurvenintegrale

1. Kurven und ihre Lénge
C™-Wege, rektifizierbare Wege; stetige Wege sind nicht notwendig
rektifizierbar; C'-Wege sind rektifizierbar; Umparametrisierungen;
Invarianz der Lange eines Weges unter Umparametrisierungen; C™-
Kurven; Beispiele

2. Tangente und Kriimmung
reguléire Wege; Tangenteneinheitsvektor; Parametrisierung nach der
Bogenlénge; Orthogonalitét der ersten und zweiten Ableitung nach
der Bogenldnge; Kriimmung eines ebenen Weges; Frenetsche For-
meln

3. Kurvenintegrale
Wegintegral; Invarianz des Wegintegrals unter Umparametrisierun-
gen; Kurvenintegral; stiickweise C"-Kurven; Kurvenintegral fiir
stiickweise C""-Kurven; Eigenschaften; Gradientenfeld und Stamm-
funktion; f Gradientenfeld < das Kurvenintegral verschwindet fiir
jede geschlossene, stiickweise C''-Kurve; Lemma von Goursat; f €
CY(G,R"), G konvex: f Gradientenfeld < D f symmetrisch; Homo-
topie von Wegen; einfach zusammenhéngend; Invarianz des Wegin-
tegrals unter Homotopie; Satz von Poincaré

4. Komplexe Kurvenintegrale
komplexe Kurvenintegrale; holomorphe Funktionen; Cauchyscher
Integralsatz; Cauchysche Integralformel; f holomorph < f komplex-
analytisch; Cauchysche Ableitungsformel; Satz von Liouville; Lau-
rent-Reihen; Residuum und Hauptteil; Riemannscher Hebbarkeits-
satz; Residuensatz
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M (K), 49
Rang(A), 86
Res,, f, 121
Sk=1085
Spur, 93
T.(f,zq), 70

Ableitung, 51

absolut konvergentes Integral, 35
Anfangspunkt, 93
Automorphismengruppe, 77

beschrénkte lineare Abbildung, 7
Bogenlinge, 97

Cauchy-Riemannsche
Differentialgleichungen, 58
Cauchysche Ableitungsformel, 118
Cauchysche Integralformel, 116
Cauchyscher Integralsatz, 116

C™-Diffeomorphismus, 82

Differential, 21

differenzierbar, 50

differenzierbare Abhéngigkeit von
den Integrationsgrenzen, 18

Differenzierbarkeitskriterium, 55

Eigenvektor, 74

Eigenwert, 74

einfach zusammenhéngend, 112
Endpunkt, 93

Eulersche Gammafunktion, 39
Eulersches Beta-Integral, 37

Forsetzung, 9

Fortsetzung stetiger linearer
Operatoren, 9

Frenetsche Formeln, 102

Frobenius-Norm, 49

Funktionalmatrix, 55
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GauBlsche Darstellung der
Gammafunktion, 43
Gauflsches Fehlerintegral, 44

geschlossener Weg, 93
gliedweise Differentiation von
Funktionenfolgen, 63

Gradient, 57
Gradientenfeld, 108

Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, 18

Hauptteil der Laurent-Entwicklung,
123

hebbare Singularitdt, 123

Hesse-Matrix, 73

hinreichende Bedingungen fiir lokale
Extrema, 74

holomorph, 116

Homoéomorphismus, 82

homotop, 112

Homotopie, 112

Hyperflache, 87

indefinit, 73

Integral, 6

Integral bzgl. einer Zerlegung, 5
Integrationskriterium fiir Reihen, 34
inverse Kurve, 106

inverser Weg, 106

Isometrie, 46

Isomorphismus, 46

Jacobimatrix, 55

Kettenregel, 60

Koordinatendarstellung der
Kettenregel, 61

kritischer Punkt, 64

Kriimmung, 102

Kurve, 96

Kurvenintegral, 105, 106

Lénge, 94, 97
Langrange-Funktion, 87
Langrange-Multiplikatoren, 87
Laurent-Reihe, 120

Lemma von Goursat, 109
logarithmisch konvex, 40

lokal topologisch, 82

lokaler C™-Diffeomorphismus, 82
lokaler Homéomorphismus, 82

m-lineare Abbildung, 65
m-~mal differenzierbar, 65

m-mal stetig differenzierbar, 67

m-te Ableitung, 65

Majorantenkriterium, 35

Mittelwertsatz, 62

Mittelwertsatz der Integralrechnung,
20

multilineare Abbildung, 65

negativ definit, 73

negativ semi-definit, 73

notwendige Bedingung fiir lokale
Extrema, 64

nullhomotop, 112

Partialbruchzerlegung, 26

partiell differenzierbar, 53

partielle Ableitung, 53

partielle Ableitung m-ter Ordnung,
71

partielle Integration, 23

Polstelle, 123

positiv definit, 73

positiv semi-definit, 73

Produktregel, 62

Rang, 86

reguldre Kurve, 99
reguldrer Punkt, 86, 99
reguldrer Weg, 99
rektifizierbar, 94, 97
Residuensatz, 124
Residuum, 121
Richtungsableitung, 52
Riemann-Integral, 13
Riemann-integrierbar, 13
Riemann-Summe, 13
Riemannscher Hebbarkeitssatz, 124

Satz tiber die Umkehrabbildung, 80

Satz iiber implizite Funktionen, 83

Satz von Liouville, 118

Satz von Poincaré, 115

Sphére, 85

Spur, 93

stiickweise m-mal stetig
differenzierbar, 106

Stammfunktion, 18, 108

stetig differenzierbar, 51

stetige Abhéingigkeit von den
Integrationsgrenzen, 17

Stirlingsche Formel, 30

Substitutionsregel, 21

Summenweg, 106
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symmetrische multilineare

Abbildung, 68

Tangenteneinheitsvektor, 99

Taylorpolynom, 70

Taylorsche Formel, 70

Taylorsche Formel fiir Funktionen
auf R¥, 73

topologisch isomorph, 46

topologischer Isomorphismus, 46

Trapezregel, 28

Umparametrisierung, 96
unbestimmtes Integral, 18
uneigentlich integrierbar, 33
uneigentliches Integral, 33
Untermannigfaltigkeit, 87

Wallissches Produkt, 26
Weg, 93

Wegintegral, 104, 115
wesentliche Singularitat, 123

zuléssige Funktion, 32
zweimal differenzierbar, 64
zweite Ableitung, 64
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