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KAPITEL 1

Aufbau des Zahlsystems

In diesem Kapitel setzen wir die natiirlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen als im Prinzip bekannt voraus. Unser Ziel ist es, die we-
sentlichen Punkte des axiomatischen Aufbaus herauszuarbeiten, ohne
aber dabei bekannte Tatsachen wie z.B. die Assoziativitat der Addition
formal aus den Axiomen herzuleiten.

Fiir einen streng axiomatischen Aufbau verweisen wir auf E. LANDAU:
GRUNDLAGEN DER ANALYSIS.

Die wesentlichen Kernpunkte unserer Darstellung sind das Induktions-
prinzip und die Vollstédndigkeit der reellen Zahlen.

Als nicht bekannt setzen wir die komplexen Zahlen voraus. Thre Eigen-
schaften stellen wir etwas ausfiihrlicher dar.

I.1. Die natiirlichen Zahlen

Die intuitiven Vorstellungen von den natiirlichen Zahlen N, die vom
Abzihlen gepréagt sind, lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(1) Es gibt die kleinste Einheit 1.

(2) Jede Zahl kann man durch geeignetes ,, Zusammenzahlen“ der
Einheit darstellen.

(3) Zu jeder Zahl gibt es eine noch grofiere.

(4) Es gibt eine ,natiirliche“ Anordnung, die festlegt, welche von
zwei Zahlen die ,,groflere” ist.

(5) Aus praktischen Griinden ist es sinnvoll, eine Zahl 0, die
,hichts® ist, hinzuzunehmen.

Diese intuitiven Vorstellungen werden in folgendem, auf G. PEANO
(1858-1932) zuriickgehenden Axiomensystem prézisiert.

DEeFINITION [.1.1 (PEANO AXIOME). Die natiirlichen Zahlen N
erfiillen die folgenden Axiome:

(N1) (UNENDLICHKEITSAXIOM) Es gibt eine Abbildung v : N —
N* = N\{0}, die jeder natiirlichen Zahl n eine natiirliche Zahl
v(n) # 0 zuordnet, mit der Eigenschaft (INJEKTIV)

n #m = v(n) # v(m).

(N2) (INDUKTIONSAXIOM) Ist M eine Teilmenge von N mit den
Eigenschaften
(1)oe M
(2) ne M = v(n) e M,

5



6 I. AUFBAU DES ZAHLSYSTEMS

dann ist M = N.

Wir nennen v(0) = 1 und v(n) = n + 1 den Nachfolger von n.

Der folgende Satz, den wir nicht beweisen, zeigt, dass die durch die
Peano Axiome definierte Menge die Eigenschaften hat, die wir intuitiv
von den natiirlichen Zahlen erwarten.

SaTz 1.1.2. Auf der Menge N kénnen wir eindeutig eine Addition
+, eine Multiplikation - und eine Anordnung < definieren, so dass die
folgenden Eigenschaften gelten:

(1) n+m =m+n (KOMMUTATIVITAT)
(n+m)+k=n+(m+k) (ASSOZIATIVITAT)
n+0=n (NEUTRALES ELEMENT 0)

(2) n-m =m-n (KOMMUTATIVITAT)
(n-m)-k=mn-(m-k) (ASSOZIATIVITAT)
n-1=n (NEUTRALES ELEMENT 1)

(3) (n+m)-k=n-k+m-k (DISTRIBUTIVGESETZ)

Ay m<n <= JleN:m+Il=n
m<n <= JleN"m+l=n < m<nundm#n
l ist durch m und n eindeutig festgelegt und heifst Differenz
zwischen m und n, | =n —m.

(5) 0-n=0
v(in)=n-+1

(6) n <n (REFLEXIVITAT)
n<mundm < k= n<k (TRANSITIVITAT)
n<mundm <n=—n=m (ANTISYMMETRIE)
0<nVvneN

(7) Fiir alle n,m € N gilt genau eine der Beziehungen

n < m odern =m oderm < n (TOTALORDNUNG)

yVneN AkeNmitn<k<n+1.

ym<n <= m+Il<n+1[lVleN.

) myn € N* = m-n e N*.

) Vm,n € NVk € N* gilt m < n <= mk < nk und m <

n <= mk < nk.

(

(8
(9
10
(11

Die erste wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist der folgen-
de Wohlordnungssatz.

SATZ 1.1.3. N ist WOHLGEORDNET, d.h., jede nicht leere Teilmenge
M von N besitzt ein Minimum.

BEWEIS. Sei M C N, M # (). Wir nehmen an, M besifle kein
Minimum. Dann gilt

0Oe N={neN:n<mVme M}

Sein € N.Dannist n+ 1 <m fir alle m € M. Da M kein Minimum
besitzt, gilt n +1 ¢ M. Alsoist n+1 € N.
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Aus dem Induktionsaxiom folgt N = N. Dies ist ein Widerspruch. Denn
nach Voraussetzung gibt es ein m € M. Dann gilt aber m+1¢ N. O

DEFINITION [.1.4. Fiir n € N sei
N, ={0,1,...,n}
und fiir n € N* sei
Ny ={1,...,n}.

SATZ 1.1.5 (INDUKTIONSPRINZIP, 1. FASSUNG). Fir alle n € N
sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (INDUKTIONSANFANG; TA) A(0) ist richtig.

(2) (INDUKTIONSSCHRITT; IS) A(n) ist richtig = A(n + 1) ist

richtig.
Dann gilt:
A(n) ist fir allen € N richtig.
BEWEIS. Sei
M :={n € N: A(n) ist richtig}.
Dann gilt:
(1) 0 e M.
2)neM=n+1eM.
Damit folgt aus dem Induktionsaxiom M = N. U

Wir wollen zwei einfache Beispiele fiir das Induktionsprinzip geben.
Dazu benotigen wir eine Bezeichnung.

DEFINITION 1.1.6. Seien m < n ganze Zahlen und a,,, ..., a, reelle
Zahlen. Dann ist

Zak:am—i—amﬂ—i—...—i—an

k=m
n
Hak:am-am+1-...~an.
k=m

Falls m > n ist, definieren wir

n

Z ar =0 (LEERE SUMME)
k=m

n

H ap =1 (LEERES PRODUKT).
k=m

BrispieL 1.1.7. Fiir alle n € N gilt

= n(n+1)
(@ > =D
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n

(b) > @2k+1)=(n+1)
k=0
BEWEIS. AD (A):
: 1
(IA) ; k=0=0.7
(IS) S oy k4 (n+1)
= "(n; D +(n+1)
(n+1)(n+2)
- > ,
AD (B)
(IA) d @k+1)=1=(0+1)
(IS) nZ(% +1)= i(zk +1)+[2(n+1)+1]

=(n+1)2*+2n+3
=n’+2n+1+2n+3
=n?+4n+4
=(n+2)>
O

Die folgende Abwandlung des Induktionsprinzips erlaubt den Be-
weis von Aussagen, die fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny gelten.

SATz 1.1.8 (INDUKTIONSPRINZIP, 2. FASSUNG). Es seing € N und
fir alle n > ng sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (INDUKTIONSANFANG; TA) A(ng) ist richtig.
(2) (INDUKTIONSSCHRITT; IS) n > ng und A(n) ist richtig =
A(n + 1) ist richtig.
Dann gilt:
A(n) ist fir alle n > ng richtig.

BewEIls. Wir nehmen an, dass es ein m > ng gibt, so dass A(m)
falsch ist, d.h.

M :={n eN:n>nyund A(n) ist falsch} # 0.
GeméB Satz 1.1.3 existiert

mo = min(M).
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Aus (1) folgt mg > ng. Also ist A(n) richtig fiir alle n mit ng < n <
mo — 1. Aus (2) folgt, dass A(my) richtig ist im Widerspruch zur Kon-
struktion von my. O

BEIsPIEL 1.1.9. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5 gilt
n? < 2"
BEWEIS.
(IA) 2° =32 > 25 =5
(IS) 2"t = 9. 2n
> 2n? = n? + n?
=n*+2m+14+n?—2n—1
=(n+1)*+n-1)%*-2
>(n+1)2+16 — 2 (wegen n > 5)
> (n+1)%.
O

Eine andere wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist das
Prinzip der rekursiven Definition.

SATZ 1.1.10 (PRINZIP DER REKURSIVEN DEFINITION). Gegeben sei
eine Abbildung g : M — M einer Menge M in sich und ein Element
a € M. Dann gibt es genau eine Abbildung f : N — M mit folgenden
Eigenschaften:

(1) f(0)=a
(2) f(n+1)=g(f(n)) VneN.
BEWEIS. 1. SCHRITT: Zu jedem n € N gibt es genau eine Abbil-
dung f, : N,, — M mit
(i) f(0) =a
(ii) fa(m+1)=g(f.(m)) V0O <m<n.
BEWEIS DES 1. SCHRITTES DURCH INDUKTION:
(IA): fo(0) = a legt fo eindeutig fest.
(IS): Definiere f, 1 durch

Jog1(m) = fu(m) YVO<m<n
fori(n+1) = g(fu(n)).

Offensichtlich erfiillt f,,;, die Eigenschaften (i) und (ii). Sei nun f;_,
eine weitere Abbildung mit diesen Eigenschaften. Aus der Induktions-
voraussetzung folgt dann

fori(m) = fr(m) YO <m<n.
Wegen (ii) gilt dann auch
fon(n+1) = fia(n+1).
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Damit ist der 1. Schritt bewiesen.
2. SCHRITT: Wir definieren eine Abbildung f : N — M durch

f(n) == fuln).
Dann gilt nach Schritt 1
f(0) = fo(0) =a
fn+1) = fua(n+1) = g(fu(n)) = g(f(n)).

Also leistet f das Gewiinschte.
3. SCHRITT: Sei f' : N — M eine weitere Abbildung mit den Eigen-
schaften (1) und (2). Dann folgt

f(0) =a = f(0)
und
f(n) = f'(n)
= f(n+1) =g(f(n)) = g(f'(n)) = f'(n+1).
Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass f und f’ iibereinstimmen. [

Mit Hilfe von Satz [.1.10 kann man zeigen, dass unsere intuitive De-
finition I.1.6 sinnvoll ist. Ebenso folgt, dass die Summen und Produkte
nicht von der Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren abhéngen.
Wir werden spéter noch weitere Anwendungen des Rekursionsprinzips
kennen lernen.

DEFINITION I.1.11. Fiir n € N und k£ € N,, definieren wir

n! = H k (FAKULTAT)
k=1

ny___n (BINOMIALKOEFFIZIENT)
k) kl(n—k) '

SATz 1.1.12. Fiir n € N* ist n! gleich der Anzahl aller maéglichen
Anordnungen einer n-elementigen Menge {Aq, ..., A,}.

BeEwEIs. (IA): n =1 ist klar.
(IS): Fir 1 < k < n+ 1 sei K die Klasse aller Anordnungen von
{Ay, ..., Ay 1}, die Ay an erster Stelle haben. Offensichtlich sind die K,
disjunkt, und jede Anordnung von {Ay,..., A,4+1} gehort einer Klasse
K}, an. Nach Induktionsvoraussetzung hat jedes K genau n! Elemente.
Also gibt es
(n+1)-n!'=(n+1)!

Anordnungen von {Ay,..., A1} O

LeEmMA 1.1.13. (1) Firn € N und k € N,, ist



I.1. DIE NATURLICHEN ZAHLEN 11

(2) Firn e N und k € NI _ ist

() =G+ (%)

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Definition 1.11.
AD (2):

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k ):(k—l)!(n—k)!+k!(n—k—1)!
k(n —1)! N (n—k)(n—1)!

kl(n — k)! kl(n — k)!
n(n —1)!
El(n — k)!

g

Satrz 1.1.14. Fir n € N* und k € N,, ist (Z) die Zahl aller k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge {A1, ..., A,}.

BEWEIS. Sei C} die Zahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass gilt C}} =
(i)

(IA): G =1= (o) = (;) = C1.

(IS): Wegen Cjt =1 = ("gl) = (ZE) = CH kénnen wir 1 <k <n
voraussetzen.

Sei K, die Menge aller k-elementigen Teilmengen von {A;, ..., A,11},
die A, 1 nicht enthalten, und K; die Menge aller k-elementigen Teil-
mengen von {Ay, ..., A1}, die A, 41 enthalten. Offensichtlich sind Ky
und K; disjunkt, und jede k-elementige Teilmenge von {Ay, ..., Ayi1}
ist in Ky oder K enthalten. Nach Induktionsvoraussetzung ist

n n
ol =i = ()

n
Ki{|=Cp = )
’ 1’ Ck‘—l (k . 1)

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 1.1.13. U

Satz 1.1.14 zeigt, dass die Zahlen (Z) natiirliche Zahlen sind, was
nicht direkt aus der Definition folgt.

Es gibt
49
( 6 ) = 13/983'816

6-elementige Teilmengen einer 49-elementigen Menge. Also ist die
Chance, im Lotto 6 Richtige zu haben, ca. 1 : 14 Millionen.
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SATZ 1.1.15 (BINOMISCHER LEHRSATZ). Fir alle reellen Zahlen
x,y und alle n € N gilt

(x+y)”=§ (k> k.

BEWwWEIS. Wir erinnern daran, dass fiir jede reelle Zahl z gilt
0
z0 =1

Auflerdem benutzen wir die Beziehung

(IA): n =0 Klar.
(IS):

(49" =(@+y)(z+y)"
=(x+y) Z (Z) xky”_k
k=0
— (n k41 n—k — (n kE ntl—k
() 32 ()
k=0
n k n+l—k k, n+l—k
(20 )t o ()

+
_ n+1\ ;i1
=3 (M)
=0

wegen Lemma [.1.13. U

SATZ 1.1.16 (SUMMENFORMEL FUR DIE GEOMETRISCHE REIHE).
Fiir jede reelle Zahl x # 1 und jedes n € N gilt

1 _ xn+1
Z z
1-z
BeEwEIS. (IA): n =0 klar
(IS):

n+1
1—x”+ 1—ux
n+l
2 —Zl‘ Fatt s e =

Zum Abschluss dieses Paragraphen kehren wir zum Problem des
Abzéhlens zuriick. Intuitiv ist eine endliche Menge dadurch charakteri-
siert, dass wir ihre Elemente aufzéhlen kénnen und irgendwann damit
fertig werden. Mathematisch heifit dies:
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DEFINITION 1.1.17. Eine Menge M heifit ENDLICH, wenn es ein
m € N und eine surjektive Abbildung f : N,, — M gibt.

SAaTz [.1.18. N st nicht endlich.

BEWEIS. Angenommen, N wére endlich. Dann gibt es ein m € N
und eine surjektive Abbildung f : N,, — N. Definiere

ko = f(0)
kni1 = max{k,, f(n+1)} 0<n<m-—1.

Offensichtlich gilt
km > f(n) VYneN,,.
Mithin ist k,, + 1 € f(N,,); Widerspruch. O

N ist zwar nicht endlich, aber wir kénnen die Elemente von N im-
merhin auf- bzw. abzéihlen. Dies fiithrt zu:

DEFINITION 1.1.19. Eine Menge M heifit ABZAHLBAR, wenn es eine
surjektive Abbildung f : N — M gibt.

BEMERKUNG 1.1.20. Eine endliche Menge M ist abzédhlbar. Setze
f:N,, = M durch

f(n) = f(m) Vn=m
auf ganz N fort.

Der folgende Satz zeigt, dass es nicht abzéhlbare Mengen gibt. Sein
Beweis verldauft nach dem Prinzip ,,Der Barbier, der alle Leute rasiert,
die sich nicht selbst rasieren”, das auf B. RUSSELL (1872-1970) zurtick-
geht.

SATz 1.1.21. Die POTENZMENGE P(N) von N ist nicht abzihlbar.

BEWEIS. Wir nehmen an P(N) wire abzihlbar. Sei f : N — P(N)
eine surjektive Abbildung. Definiere

M={neN:né¢f(n)}
Dann gibt es ein m € N mit M = f(m) (Surjektivitiat). Wir erhalten
meM=m¢gf(m)=M
me¢ M= me f(m) = m e M;
in jedem Fall ein Widerspruch. U

1.2. Die ganzen Zahlen

In N konnen wir addieren, multiplizieren und Zahlen miteinander
vergleichen. Es gibt aber z.B. keine Zahl n € N mit
n+9o=3.
Um dieses Manko zu beheben, definieren wir NEGATIVE ZAHLEN durch
(1) —m ist fir m € N* die Zahl mit m + (—m) = 0.
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(2) =0 =0.
Man kann zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist. Die GANZEN ZAH-
LEN Z sind dann gegeben durch
Z=NU{—m:m e N}

Als néchstes setzen wir die Addition, Multiplikation und die Relation
< auf Z wie folgt fest:
(=m) 4+ (=n) = —=(m +n)
m+ (—n) = (—n)+m
l falls m >n,m =n+1,
B {—(n + (—m)) falls m < n.
m-(—n) = (-n)-m
= ~(nm)
(=) (~n) = m
—-m <0 VmeN
—m< —n <<= nm.

Man kann zeigen:

Sarz 1.2.1. (1) Die Addition auf Z ist kommutativ und assoziativ.
0 ust das neutrale Element. Fiir jedes p € Z. gilt:

p+(=p) =0.

(Z,+) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(2) Die Multiplikation auf Z ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. (Z,-) ist eine KOMMUTATIVE HALBGRUPPE.

(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Z,+,-) ist ein RING.

(4) Die Ordnung < ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. (Z,<)
ist totalgeordnet.

(5)
p<q < dJleN:p+l=q
p<q < JleN :p+l=gq
(6)VpeZ Aq e Z mit
p<qg<p+1

(Mp<q <<= p+r<q+r Vrelz
(8) Vp,q e Z Yk e N* gilt
p<q <<= kp<kq < (—k)g<(—k)p

p<q <= kp<kq <= (—k)qg<(=k)p.
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Satz 1.1.3 (S. 6) kann in Z nicht mehr gelten, da
M={peZ:p<0}

offensichtlich kein Minimum besitzt. Um eine addquate Variante von
Satz 1.1.3 zu beweisen, benétigen wir eine Definition.

DEFINITION [.2.2. Eine Teilmenge M von Z heifit NACH OBEN bzw.
NACH UNTEN BESCHRANKT, wenn es ein p € Z gibt mit

p>q YqeM

bzw.
p<q Vqe M.

SATz 1.2.3. Jede nach oben bzw. nach unten beschrinkte Teilmenge
M wvon 7Z besitzt ein Mazimum bzw. Minimum.

BEWEIS. Sei M nach oben beschrankt. Dann ist
N={neN:n>q Vge M}

nicht leer und besitzt nach Satz 1.1.3 (S. 6) ein Minimum ny.

FALL 1: ng > 1: Dann ist offensichtlich ng — 1 das gesuchte Maximum
von M.

FALL 2: ng = 0: Dann ist

N'={neN:(-n)e M}

nicht leer und besitzt nach Satz 1.1.3 (S. 6) ein Minimum n;. Wegen
ng = 0 ist (—nq) das gesuchte Maximum von M.
Falls M nach unten beschrénkt ist, folgt die Behauptung aus dem Ge-
zeigten und der leicht zu beweisenden Beziehung

min M = —max{—m :m € M}.

0

Wir haben Z in gewissem Sinn durch ,,Verdoppelung“ von N er-
halten. Der folgende Satz zeigt, dass N und Z die gleiche Méchtigkeit
haben.

SATz 1.2.4. Z st abzdihlbar.
BEWEIS. Definiere f : N — Z durch

f(0) =0,
f(2n) =n,

Offensichtlich ist f surjektiv. U
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1.3. Die rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen erlauben uns die Losung von Gleichungen der
Form
ptqg=r.
Jedoch gibt es keine ganze Zahl p mit
2p = 1.
Denn es gilt:
p=0=2p=0#1.
p>0=p>1=2p>2>1.
p<0=p< -1=2p< -2<1.
Um dieses Manko zu beheben, definieren wir fiir p € Z und q € Z* =
Z\{0} als £ die Zahl z, die die Gleichung
qr =p

16st, und setzen
@:{B:peZ,qu*}.
q

Bei dieser Definition muss man natiirlich alle Briiche der Form % mit

r € Z* mit § identifizieren. Wir gehen hier auf diese Details aber nicht
ein, da wir nur an der prinzipiellen Konstruktion interessiert sind.
Wir setzen die Addition, Multiplikation und die Ordnung < wie folgt
auf Q fort:

r s+ r
E+_:p q
q S qs
p r pr
q S_QS
P T
- < - <~ sp<1q
q S

Man kann zeigen:

Satz 1.3.1. (1) Die Addition auf Q ist kommutativ und assozia-
tiv mit neutralem Element 0. Zu jedem x € Q gibt es ein y € Q mit
r+y=0.(Q,+) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(2) Die Multiplikation auf Q ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. Zu jedem v € Q* = Q\{0} g¢ibt es ein y € Q* mat
x-y=1.(Q%-) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Q,+, ) ist ein KORPER.

(4) Die Relation < ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Fir je zwei
x,y € Q ist genau eine der Beziehungen

r<y,r=y,y<cx
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erfillt. Es gilt

(a) r<y=zc+z<y+z VzeQ
(b) r>0y>0=2x-y>0.

(Q,+,+,<) ist ein ANGEORDNETER KORPER.

Der folgende Satz zeigt, dass Q die gleiche Méchtigkeit wie Z und
N hat. Die Beweisidee ist als sog. DIAGONALVERFAHREN bekannt.

SaTz 1.3.2. Q st abzdhlbar.

BEWEIS. Geméf Satz 1.2.4 (S. 15) ist Z abzédhlbar, d.h., wir kénnen
Z in der Form
Z = {p; : i € N}
darstellen, wobei wir 0.E. py = 0 wihlen kénnen. Wir ordnen nun die
Elemente von Q in folgendem quadratischen Schema an und zéhlen sie
wie angedeutet ab:

0 1 2 6
0 — P _, P2 b3 __
p1 P1 P1
p1 b2 b3
Pf / p2 p2
4
p1 p2 b3
p3 p3 p3

I.4. Die reellen Zahlen
SATz 1.4.1. Es gibt keine rationale Zahl x mit

2 =2
BEWEIS. Angenommen, x € QQ 16se obige Gleichung. Dann ist x #

0. O.E. konnen wir & > 0 voraussetzen, sonst gehen wir zu —x {iber.
Wir stellen x dar als

_p
€T = —
q
mit teilerfremden Zahlen p, g € Z*. Dann folgt
2
4q

Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, folgt p = 2n
mit n € N*. Also

2¢> = p* = 4n* = ¢* = 2n%.
Mithin ist ¢ = 2m mit m € N*, im Widerspruch zu Teilerfremdheit von
p und q. O
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Andererseits kénnen wir eine Losung der Gleichung 22 = 2 beliebig
gut durch rationale Zahlen ,, approximieren“. Um dies einzusehen, defi-
nieren wir Zahlen a,, b,, n € N, rekursiv wie folgt (INTERVALLSCHACH-
TELUNG):

{anﬂ — Han+b), bugr = by, falls @l <o

(ni1 = Gn, Doy = S(an +by), falls @25l > 9

(Man beachte, dass wegen Satz 1.4.1 der Fall M = 2 nicht auftre-

ten kann.)

Durch Induktion zeigt man leicht:

(1) an,b, €Q VneN
(2) a, <b, VnéeN
(3) az <2 VnéeN
(4) b2 >2 VYneN
(5) b, —a, <2 VneN

Wenn wir uns die rationalen Zahlen auf einer Geraden angeordnet
denken, zeigt obige Konstruktion, dass diese Gerade ,,Liicken“ hat. Um
diese Beobachtung zu préazisieren, benotigen wir einige Bezeichnungen.

DEFINITION 1.4.2. Sei (K,+,-, <) ein angeordneter Korper und
M C K nicht leer.
(1) Die Menge M heit NACH OBEN bzw. NACH UNTEN BESCHRANKT,
wenn es ein x € K gibt mit

y<ux bzw. x <y

fiir alle y € M. Jedes derartige x heiit OBERE bzw. UNTERE SCHRAN-
KE von M.

(2) Falls M nach oben bzw. nach unten beschrinkt ist, heifit ein z € K
SUPREMUM bzw. INFIMUM von M, kurz x = sup M bzw. x = inf M,
wenn x eine obere bzw. untere Schranke von M ist und fiir jede andere
obere bzw. untere Schranke x* von M gilt

z<z* bzw. z* <z
BEMERKUNG [.4.3. Infimum und Supremum sind eindeutig.

DEFINITION [.4.4. Ein angeordneter Korper heift ORDNUNGSVOLL-
STANDIG, wenn jede nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum
hat.

LEMMA 1.4.5. Sei K ein angeordneter Korper. Folgende Aussagen
sind dquivalent:
(1) K ist ordnungsvollstindig.
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(2) Jede nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.
(3) Fir je zwei nicht leere Teilmengen A, B von K mit
a<b VYac AbeB
gibt es ein c € K mit
a<c<b VaeAbeB.

BEWEIS. (1) = (2): Sei A C K, A # 0 nach unten beschréinkt.
Definiere
B={zeK:x<a VYac A}

Dann ist B nicht leer und nach oben beschrankt. Wegen (1) existiert
b = sup B. Konstruktionsgemaf ist b = inf A.

(2) = (3): Aus (2) folgt, dass m = inf B existiert. Wegen a < b fiir
alle a € A,b € B folgt

a<m<b VYae AbeB.
(3) = (1): Sei A C K, A # () nach oben beschrinkt. Definiere
B={zeK:x>a VYac A}.
Aus (3) folgt, dass es ein ¢ € K gibt mit
a<c<b Vae AbeB.

Aus Definition 1.4.2 folgt
c=sup A.
g

Wir konnen nun unsere oben gewonnene intuitive Vorstellung von
der Liickenhaftigkeit von QQ prézisieren.

SATZ 1.4.6. Q st nicht ordnungsvollstindig.

BEWEIS. Wir nehmen das Gegenteil an und definieren
A={r€Q:2>0 undz? <2}
B={r€Q:2>0 und2? > 2}.

Dannist 1 € Aund 2 € B, und fiir a € A,b € B gilt
b2 — o2
b+a

Wegen unserer Annahme und wegen Lemma 1.4.5 gibt es ein ¢ € Q mit
a <c<bfiralle a € A,b € B. Definiere

>0=0b>a.

b—a=

-2
r=c— :
c+2
Dann folgt
2 2
T = et > (0 (wegen ¢ > 0)

c+ 2
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2o 2¢2 — 4 _ 2(02—2)‘
(c+2)? (¢ +2)?

1. FALL 2 > 2. —= 22 > 2und 2z < c < z € Bund = < ¢

Widerspruch!
2. FALL ? < 2: = 2 > cund 22 < 2 <= 2 € Aund 2 > ¢
Widerspruch!
Also ist ¢ = 2 im Widerspruch zu Satz 1.4.1. O

Wir kommen nun zum Hauptsatz iiber die reellen Zahlen. Sein Be-
weis stammt von R. DEDEKIND (1832-1916). Wir skizzieren hier nur
die wesentlichen Punkte der Dedekindschen Konstruktion und verwei-
sen fiir Details auf das Buch von Landau.

SATZ 1.4.7 (DEDEKINDSCHER HAUPTSATZ). Es gibt (bis auf Iso-
morphie) genau einen ordnungsvollstindigen Korper, den Kéorper R der
REELLEN ZAHLEN, der Q enthdlt und auf Q die natirliche Ordnung
induziert.

BEWEISIDEE. (1) Wir nennen eine nicht leere Teilmenge S von Q

einen Schnitt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) s<q Vse S,qeQ\S

(i) Ase Smits>t Vtes.
Schnitte sind also nach oben beschrénkte Teilmengen von Q, die ihr
Supremum (sofern {iberhaupt existent) nicht enthalten.
(2) Zwei Schnitte heiflen gleich, wenn Sie im mengentheoretischen Sinn
gleich sind.
(3) Man definiert S < T, falls es ein ¢ € T gibt mit ¢ > s fiir alle s € S.
(4) S+ T ={s+t:seS,teT}ist ein Schnitt.
(5) S-T={s-t:seS,teT} ist ein Schnitt.
(6) Man zeigt, dass die Menge aller Schnitte zusammen mit +,- und
< ein angeordneter Korper ist.
Vpe Q= P={qe Q:q< p}ist ein Schnitt. Die Schnitte
,umfassen®“ also Q.
(8) Die Menge der Schnitte ist ordnungsvollsténdig. O

BEMERKUNG [.4.8. Wir haben folgende Kette natiirlicher Inklusio-
nen

N ¢ Z c Q c R
Ring Koérper ordnungsvollst.
Korper.
Fiir das Weitere ist es sinnvoll, einige Bezeichnungen einzufiihren.

DErFINITION 1.4.9. (1) R* = R\{0}, R, = {x € R : =z > 0},

Ry = R, \{0),
(2) Wir definieren zwei Symbole —oo und +o0o mit der Eigenschaft

—o<r<+oo VreR.
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(3) sup® = —o0, inf ) = +o0.
(4) Sei M C R nicht leer. Dann setzen wir

inf M = —oo <= M ist nicht nach unten beschrankt.
sup M = +o0 <= M ist nicht nach oben beschrinkt.

SATZ 1.4.10 (SATZ VON ARCHIMEDES). (1) N ist in R nicht nach
oben beschrinkt, d.h., zu jedem x € R gibt es ein n € N mit n > x.
(2) Zu jedem x € RY gibt es ein n € N mit

1
— <.
n

BEWEIS. AD (1): Offensichtlich ist nur fiir > 0 etwas zu zeigen.
Definiere
A={neN:n <z}
Wegen A # () existiert s = sup A. Aus der Definition des Supremums
folgt, dass es ein a € A mit a > s—% gibt. Setze m = a+1 € N. Wegen

1
m>s+§
ist m ¢ A und somit
r < m.

AD (2): Wegen x > 0 folgt die Behauptung aus Teil (a) angewandt auf
U

8=

SATz 1.4.11. Die rationalen und die irrationalen Zahlen, d.h. Q und
R\Q, liegen dicht in R, d.h., zu a,b € R mit a < b gibt es ein ¢ € Q
und ein x € R\Q mit

a<qg<b und a<zxz<b.

BEWEIS. Seien a,b € R mit a < b. Wegen Satz 1.4.10 gibt es ein

n € N mit .

b—a

n >

Also ist
nb > na + 1.

Ebenso folgt aus Satz 1.4.10, dass es ein m € Z gibt mit
m—1<na<m.

Damit folgt
na<m<na+1<nb

also

m
a< — <b.
n

Aus dem soeben Gezeigten folgt die Existenz von zwei rationalen Zah-
len rq, 79 mit
a<r<ry<b.
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Definiere
o —T1

V2

Dann ist z € R\Q. Denn andernfalls wire

\/§:T2—7“1

r=1r+ > 1.

r—"r
aus Q im Widerspruch zu Satz [.4.1. Auflerdem ist
1
rg —x = (ro—mr)(l — —) > 0.

V2
Also ist
a<r<x<ry<hb.

U

SATZ 1.4.12. Fiir alle a € Ry und alle n € N* existiert genau ein

r e Ry mit 2™ = a.

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien z,y zwei Losungen. O.E. ist x <

y. Durch Induktion iiber n folgt ™ < y™.

ExisTENZ: Die Félle n = 1 und a € {0, 1} sind offensichtlich. Sei also

n>2und a # 0,a # 1.
FALL a > 1: Definiere

A={x eRy 2" <a}.
Aus a > 1 folgt

le A

und

r>a=2a">ad" >a
und somit

r<a VreA.
Also existiert
s =sup A.

Wir wollen zeigen: s = a.
ANN. s" < a: Definiere

n—1
b=3" (Z) )
k=0
und wahle
. a— s"
0 < e < min{l, 2 }.

Dann folgt
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n—1
n
S E <k:)5 +s
k=0
=eb+ s"

<a

Im Widerspruch zu s = sup A.
ANN. s™ > a: Definiere

_ n n-2j+1
> (23'—1)5 ]

0<2j—1<n
und wiéhle .
0 < & < min{l, S a}.
Dann folgt
n—1
(s —&)" = 5"+ Z(—l)”_k (Z) sken=k

s Z (273) §n20 221 _ Z <2jn_ 1) §n—2+1 2j-1
J

0<25<n 0<2j—1<n
> g 2 : n Gn—2i+1
- , 27 —1
0<2j—1<n
=3s" —¢cc

>a

im Widerspruch zu s = sup A.

Also ist s" = a.

FALL a < 1: Geméafl Obigem gibt es genau ein y mit y" = é xr = % ist
die gesuchte Losung. U

BEMERKUNG 1.4.13. (1) Fiir a € R} und n = 2k mit £ € N* hat
die Gleichung " = a genau zwei Losungen in R. Ndamlich x = y und
x = —y, wobei y € R’ die eindeutige Losung in R ist.

(2) Fir n = 2k+1 mit k£ € N hat die Gleichung 2™ = a fiir jedes a € R
eine eindeutige Losung in R. Fiir a € R, folgt dies aus Satz 1.4.12, fiir
a < 0 aus Satz 1.4.12 angewandt auf —a.

(3) Seia € R, und = € R, die eindeutige Losung von 2" = a. Dann
schreibt man z = a» = {/a. Fir m € Z ist

m

an = (a%)m.
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BEMERKUNG 1.4.14. Eine Zahl x € R heifit ALGEBRAISCH, wenn
es ein n € N und rationale Zahlen ay, ..., a, gibt mit

ap+arx+ ...+ az" = 0.

Insbesondere sind alle rationalen Zahlen algebraisch. /2 ist algebraisch,
aber nicht rational. Interessanterweise gibt es aber auch reelle Zahlen,
die nicht algebraisch sind. Solche Zahlen heiflen TRANSZENDENT. 7 ist
z.B. transzendent.

Der folgende Satz zeigt, dass die Dedekindsche Konstruktion die
Menge Q wesentlich vergrofert.

SATZ [.4.15. R ist nicht abzdhlbar.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass die Menge
0,]]={z€eR:0<zundz <1}

nicht abzahlbar ist.
Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist

0,1] = {xo, 21, ...},
wobei 0.E. zg = 0 gilt. Wir kénnen jedes z,, als (unendlichen) Dezimal-
bruch in der Form
T, = 0.ap10p2 . ..
mit a,x € Ng und a,; # 0 fiir ein £ € N* darstellen. Wir definieren eine
neue Zahl
c=0.c1cy...

wie folgt

L {5, falls any, # 5

" )4, falls an, =5

Offensichtlich ist 0 < ¢ und ¢ < 1 und ¢ # x,, fiir alle n € N. Wider-
spruch. Il

Zum Abschluss dieses Paragraphen fithren wir noch einige niitzliche
Bezeichnungen ein.

DEFINITION [.4.16. Der BETRAG einer reellen Zahl z ist definiert
als
x falls x > 0

—x fallsxz <0

|z| = max{x, —x} = {

SATZ 1.4.17. Es seien x,y € R und ¢ € RY.. Dann gilt:
(1) |o] = | —xl.

(2)

(3) |z +y| < |z| + |y| (DREIECKSUNGLEICHUNG).
(4) [lz| =yl < [z —yl.

B) r—yl<es=y-ec<ar<y+te

(6) |-yl =[] - [yl
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BewEis. Ubungsaufgabe. O

DEFINITION 1.4.18. Seien a,b € R mit a < b. Dann definieren wir:

(1) [a,b] = {z € R:a < x < b} (ABGESCHLOSSENES INTER-
VALL).

(2) (a,b) = [a,b]\{a,b} (OFFENES INTERVALL).

(3) [a,b) = [a, b\ {b}.

(4) (a,b] = [a, b]\{a}.

I.5. Die komplexen Zahlen
Da fiir alle z € R gilt 22 > 0, besitzt die Gleichung
2 =-—1

keine reelle Losung. Wir wollen einen moglichst kleinen Oberkorper von
R konstruieren, in dem diese Gleichung losbar ist. Dazu gehen wir wie
folgt vor: Wir definieren formal die IMAGINARE EINHEIT ¢ durch die
Beziehung

i?=—1
und definieren die KOMPLEXEN ZAHLEN C durch
C={x+1wy:z,y € R}
Dabei vereinbaren wir sinnvollerweise
0-1=0,
so dass R in C enthalten ist. Wir setzen die Addition und Multiplikation
auf C durch
(x+iy) + (u+iv) = (z +u) +i(y +v)
(x +iy) - (u+v) = (xu — yv) + i(zv + uy)
fort. Man kann zeigen:
SATZ 1.5.1. (1) (C,+, ") ist ein Oberkérper von R, in dem die Glei-
chung 2> = —1 genau die Losungen z = +i hat.

(2) Jeder Oberkérper von R, in dem die Gleichung z*> = —1 lésbar ist,
st auch ein Oberkdrper von C.

Der Beweis von Teil (1) ist langweilig. Beim Nachweis der Korperei-
genschaften, muss man u.a. zeigen, dass fiir x,y € R* gilt
L rz—ay
r+iy 24 y?

so dass wir die folgende Divisionsregel erhalten

u+w  Tutyv TV —Yu
— = 0 :
r+iy a2+ y? 2?2 + y?
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BEMERKUNG [.5.2. Stellen wir komplexe Zahlen z = z + iy als
Vektoren in der z, y-Ebene dar, so entspricht die Addition zweier kom-
plexer Zahlen der Addition der entsprechenden Vektoren. Die Multi-
plikation w - z entspricht einer Drehung um den von z und der z-Achse
eingeschlossenen Winkel gefolgt von einer Streckung um den Faktor

Va2 +y? (vgl. Abb. 1.5.1).
Im

ZW

z 4+ w

,Re

ABBILDUNG I.5.1. Addition und Multiplikation von z =
24+iund w =141

BEMERKUNG [.5.3. C kann nicht angeordnet werden. Denn sonst
wiirde fiir jedes z € C gelten

2 >0# -1

DEFINITION [.5.4. Sei z = x + iy, x,y € R, eine komplexe Zahl.
Dann heiflen

Re z =12 der REALTEIL von z,
Im z =y der IMAGINARTEIL von 2

|z| = V2% +y?> der BETRAG von z,

zZ=ux—1y die zu z KONJUGIERTE Zahl.

SaTz 1.5.5. Es gelten folgende Rechenregeln (z = x + iy, w = u +
/L./U7 x? y? u7 v e ]R)"
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)
) 12| >0,|2|=0<=2=0

) z € R=|z|c = |z|r

) |z 4+ w| < |z] + |w| (DREIECKSUNGLEICHUNG)
) |z -w| = |z - Jwl

) 2] = wl] <]z —w

) [Re 2| <z, [Im 2] < |[z]

)z#O:%Z‘Z%

BewErs. Ubungsaufgabe. O
UBEREINKUNFT: Im Folgenden bezeichnen wir mit K stets R oder






KAPITEL II

Folgen und Reihen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen und Reihen in K. Wesent-
lich ist der Grenzwertbegriff und die Vollstdndigkeit von K.
Die Ergebnisse sind einerseits von eigenstéindigem Interesse, indem sie
wichtige Beweistechniken einfithren. Andererseits sind sie Einleitung
zu spateren Kapiteln, indem sie z.B. nichttriviale Beispiele normierter
Vektorraume liefern oder den Begriff der Vollstandigkeit motivieren.

I1.1. Konvergenz von Folgen

DEFINITION II.1.1. Eine FOLGE (in K) ist eine Abbildung von N in
K; jedem n € N ist ein Wert z,, € K zugeordnet. Wir schreiben hierfiir
(o, 1, ...) oder kiirzer (z,)nen-

BEMERKUNG II.1.2. Die Folge (z,)nen ist von der Punktmenge
{z,, : n € N} zu unterscheiden.

DEFINITION II.1.3. Sei (2,)nen eine Folge in K und a € K. Dann
heifit « HAUFUNGSPUNKT (kurz HP) von (z,)nen, wenn es zu jedem
€ > 0 eine unendliche Teilmenge N. von N gibt mit

|z, —a| <e VneN..

Der folgende Satz gibt eine dquivalente, hidufig praktischere Defini-
tion des HP. Sein Beweis ist offensichtlich.

SaTz 11.1.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist HP von (z,)nen-
(2) Ve>0VneNIm>n: |z, —a| <e.

BeispieL I1.1.5. (1) (z)neny mit x,, = a fir alle n € N hat den HP
Tp)neny Mit x, = % hat den HP 0.

(—1)™)pen hat die HPe 1 und —1.

i")pnen hat die HPe 1, —1,4, —i.

Tp)neny Mit x, = n hat keinen HP.
Tp)neny Mit g = 1,27 = 1 und

Ty = Tpo1+ Tpo VYN >2

hat keinen HP. (FiBoNAccCI FOLGE)
(7) (zn)nen sei eine Abzdhlung von Q. Dann ist jedes a € R ein HP.

29
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BEWEIS. (1) Ist offensichtlich.
(2) Folgt aus Satz 1.4.10 (S. 21).
(3)—(5) Trivial.
(6) Man zeigt durch Induktion z, > n fiir alle n > 1.
(7) Angenommen a € R ist kein HP. Dann gibt es ein ¢y > 0 und ein
ny € N mit
|z, —al > ey Vn > ny.
Insbesondere ist
0 = min{eg, min{ |z, —a| : n < ng, z, # a}}
wohldefiniert und positiv. Dann enthélt (a,a + 2) keine rationale Zahl
im Widerspruch zu Satz 1.4.11 (S. 21). O

DEFINITION I1.1.6. Eine Folge (z,)nen heiBt KONVERGENT, wenn
es ein a € K gibt mit:

Ve>0dn.eN VYn>n.:l|z, —a| <e.
a heifit dann der GRENZWERT von (z,,)nen. Wir schreiben kurz

z, — a oder a = lim z,.

n—o0 n—oo

Eine Folge, die keinen Grenzwert hat, heifit DIVERGENT.

BeispieL 11.1.5 (Forts.). (1) limz, =a
(2) limz, = 0.

n—~o0

(3)—(7) Die Folgen sind divergent.
DEeFINITION II.1.7. Eine Folge (x,)nen heifit BESCHRANKT, wenn
es ein ¢ € R, gibt mit
|z, <c¢ VneN.
SATz I1.1.8. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

BEWEIS. Sei a = lim z,,. Dann existiert n; € N mit

n—oo

|z, —a|l <1 Vn>n.

Also ist
|zo| < lal + |z, —al <l|a|+1 Vn>mn;.
Setze
¢ = max{|a| + 1, max{|z,| : n < ni}}.
Dann folgt

|z, <c¢ VneN
U

BEIspIEL II1.1.9. Beispiele 11.1.5 (3) und (4) zeigen, dass die Um-
kehrung von Satz I1.1.8 i. a. falsch ist.
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Satz I1.1.10. Es gelte x, — a. Dann ist a der einzige HP von

n—oo

(Tn)nen- Insbesondere ist der Grenzwert einer konvergenten Folge ein-
deutig bestimmi.

BEWEIS. Aus den Definitionen I1.1.3 und I1.1.6 folgt, dass a HP
von (Z,)nen ist. Sei b € K\{a}. Setze ¢ = 1|b — a|. Dann gibt es ein
ng € N mit

|z, —a] <& ¥n>n.

Also ist
|z — b > [[b—al — |z, —a|
> |b—al — |z, — al
> 2 —¢
=c Vn > nyg.
Mithin ist b kein HP von (x,,)nen. O

BEMERKUNG II.1.11. Die Folge (%,2, %,3,%,4,...) zeigt, dass die

Umkehrung von Satz I1.1.10 i. a. falsch ist.

DEFINITION II.1.12. Seien (2,)nen eine Folge und ¢ : N — N eine
streng monoton wachsende Abbildung. Dann heifit
(T ) ren = (To(k)) ken

eine TEILFOLGE von (Z,)nen-

BEIspIEL 11.1.13. Die Folge ((—1)"),en hat die konstanten Teilfol-
gen ((—1)*)gen und ((=1)*"*")gen.
SATz I1.1.14. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) z,—a

n—oo

(2) Ty, @ fiir jede Teilfolge (2, )ken vON (T1)nen-
BEWEIS. (1) = (2): Sei (x,, )ken eine beliebige Teilfolge und ¢ >
0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z, —a| <e Vn>n..
Wegen der Monotonie von ¢ gibt es ein k. € N mit
ng >n. Vk>k..

Damit folgt die Behauptung.
(2) = (1): Wabhle fiir ¢ die identische Abbildung. O

SATz 11.1.15. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist HP von (z,)nen-
(2) Es gibt eine Teilfolge (xn, )ken vOn (Ty)nen mit Ty — 0.

—00
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BEWEIS. (1) = (2): Wir konstruieren eine Teilfolge (z,, )ren re-
kursiv. Setze ng = 0. Es seien ng < ny < ... < ng_1 gewahlt. Da a HP
von (x,)nen ist, existiert ein n > ny_1 + 1 mit

|z, —al < —.

k

Definiere
: 1
ng = min{n : n > ng_; und |z,, —a| < E}
Offensichtlich ist die so konstruierte Abbildung £ — ny streng monoton

wachsend.
Sei nun € > 0. Dann existiert ein k. € N mit

L <
-— £.
k-

Konstruktionsgemaf gilt
1 1
|$nk—a|<E§k—€<€ \V/kaE

Also gilt Ty 2 A

(2) = (1): Folgt direkt aus den Definitionen I1.1.3, I1.1.6 und I1.1.12.
4

Als néchstes leiten wir einige sehr niitzliche Regeln fiir das Rechnen
mit konvergenten Folgen her. Dazu benotigen wir folgende Definition:

DEFINITION II.1.16. Eine Folge (z,)nen heifit NULLFOLGE genau
dann, wenn gilt
lim z, = 0.

n—oo

LEMMA I1.1.17. (1) (x,)nen st Nullfolge <= (|zn|)nen ist Nullfol-

ge.
(2) &, —a <= (T, — )nen ist Nullfolge.

(3) (@n)nen sei eine Folge in K und (rp)nen sei eine Nullfolge in R
Weiter gebe es ein ng € N mit

|z, <7n VR > ny.
Dann ist (x,)nen auch eine Nullfolge.

BEWEIS. (1) und (2) sind klar.
AD(3): Sei € > 0. Dann gibt es ein n. mit

70| =1 <& Vn>nl
Setze n. = max{ng, n.}. Dann folgt
|z, <71 <e Vn>ne.
U

Satz I1.1.18. Seien (zn)nen und (Yn)nen 2wei Folgen und o € K
eine Zahl. Dann gilt:
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(1) z,—a = az,—aa
(2) x,:ioa und Y, z?: Ty +Yp—a+0b
(3) anO und (y:)j;oN beschrinkt ;wxn Yy, —0
(4) xnnioa und Yy, —b =, - y,—a-b o
(5) mnga und a ;lé_)()oo:> es emstz‘ZﬁOZm ng € N mit x,, # 0 fiir
alle n > ng und i — 1
Ty Z;&? a

(6) ,—a = |z,|—|al.
n—oo n—oo

BEWEIS. (1) O.E. ist a # 0. Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N
mit
£

|

|z, —a| < Vn > n..

Dann folgt
lax, —aal = |a||z, —al <e Vn >n..
(2) Sei € > 0. Dann gibt es n., € N und n., € N mit

|z, — al <§ Vn > n.,
|y, — b] < g Vn > ne,.
Setze n. = max{n.,,n., }. Dann folgt
[(@n 4+ yn) = (@+ )| < |zn —al + |yn — 0] <& Vn = mn..
(3) Es existiert ein ¢ > 0 mit
lyn] < ¢ VneN.
Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z,| < E Vn > ne.
Dann folgt
[T - Yn| = |20n] - |yn] < clzn| <e VR >n..
(4) Es ist
Ty Yp—a-b=(xr, —a)y, +aly, —b) VneN.

Die Behauptung folgt somit aus Satz I1.1.8 (y,, ist beschrankt), Lemma
I1.1.17 Teil (3) und Teil (2).
(5) Es gibt ein ng € N mit

lal

]a:n—a\<7 Vn > ng.

Daraus folgt

|xn|2|a|—|xn—a|>|%|>0 Vn > ng.
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Weiter folgt fiir alle n > ng
1 1, |z,—d 2

o= el

T, a |z, - al |al
Damit folgt die Behauptung aus Lemma I1.1.17.
(6) Die Behauptung folgt aus Definition I1.1.6 und

lzal = lal] < |zn — al.
O

Abschlieend noch ein wichtiges Vergleichskriterium fiir konvergen-
te Folgen.

SATZ 11.1.19. (1) Seien (z,)neny und (Yn)nen zwei konvergente Fol-

gen in R und a = limx,, b = limy,. Fir unendlich viele n € N
gelte e o
Tn < Yp.
Dann ist
a <b.
(2) Seien (zy,)nen und (Yn)nen 2wei konvergente Folgen in R mit lim z,,

n—oo

=a = limy, und (z,)nen eine dritte Folge in R. Es gebe ein ng € N
mit o

Tn < 2p < Yn VN >ng.
Dann folgt, dass (zn)nen konvergent ist und

a = lim z,.
n—oo

BEWEIS. (1) Sei e > 0. Dann gibt es ein n., € N und ein n., € N
mit
|z, —al <e Vn>ng
— a—c<x, Yn2>ng,
und
lyn — b <& Vn >ng,
= Y, <b+e Vn>ng.
Weiter gibt es ein n. > max{n.,,n.,} mit
Tn. < Yn,-
Damit folgt
a—€< Ty <Y, <b+te = a—-b<2e

Da ¢ beliebig ist, folgt hieraus die Behauptung.
(2) Sei € > 0. Dann gibt es n., € N und n., € N mit

|z, —a| <¢ Vn >n.,

lyn — a| < Vn > ne,.
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Setze n. = max{n.,,n.,,ng}. Dann folgt
a—e<x, <z <y, <a+e VYn>ne..
Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 11.1.20. Die Folgen (z)nen, (Yn)nen mit z, = —=

und y, = % zeigen, dass aus
Tn <Y, VneN

i. a. nicht folgt
lim x, < lim y,.

n—o0 n—oo

II.2. Vollstindigkeit

DEFINITION I1.2.1. Eine Folge (2, )nen in R heifit MONOTON WACH-
SEND bzw. MONOTON FALLEND, wenn fiir alle n € N gilt

Tni1 > Tn bzw. Tnt1 < Tp-

Sarz 11.2.2. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende, be-
schrinkte Folge (x,,)nen in R ist konvergent, und es gilt
lim z, = sup{z, : n € N}

n—oo

bzw.

lim z, = inf{z, : n € N}).

n—oo

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung nur fiir monoton wachsen-
de Folgen. Der Beweis fiir monoton fallende Folgen verlauft vollig ana-
log.

Sei also (x,)neny € R monoton wachsend und beschriankt. Wegen Satz
[.4.7 (S. 20) existiert

s = sup{z, : n € N}.
Sei € > 0. Aus der Definition des Supremums folgt, dass es ein n. € N
gibt mit
§—e<xy <S8

Wegen der Monotonie gilt diese Ungleichung fiir alle n > n,.. O

BEISPIEL 11.2.3. (1) Sei a € K. Dann gilt
a" — 0, falls|a| <1

a" — 1, fallsa=1

(a")neny divergiert, falls |a| > 1 und a # 1.
(2) Sei a € K mit |a|] < 1 und r € N*. Dann gilt

n"a" — 0.

n—oo
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(3) lim /n = 1.

n—oo

(4) Sei a € R%. Dann ist lim {/a = 1.

n—od
(5) Die Folge ((1 + %)n)neN ist konvergent. Der Grenzwert heifit EuU-
LERSCHE ZAHL und wird mit e bezeichnet. Es ist

2<e<3d.
N L
(6) lim > =e
k=0
BeEWwEIS. (1) Angenommen (a"),en konvergiert. Sei o = lim a”.
Fiir die Teilfolge (a™)gen mit np = k + 1 gilt dann « = lim a**!. Aus

k—oo

den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt

a = lim o
k—oco

1 Lk
=l

=a- lim d*

k—o0

= aa.

Also ist a = 0 oder a = 1.
Sei |a| < 1. Dann ist (|a|™)neny monoton fallend und beschriankt, also
konvergent. Aus Obigem folgt

lim |a|® = 0.

Lemma I1.1.17(3) (S. 32) liefert a" — 0.
Sei |a| = 1 und a # 1. Angenommen (a"),ey konvergiert. Dann ist

lim a” = 0 und somit lim |a|" = 0 im Widerspruch zu |a|* =1 fiir alle
n— 00 n—00

n € N.
Sei |a| > 1. Dann folgt (%)n—>0 Also gibt es zu jedem £ > 0 ein

ne € N mit
L <e Vn>n,..
ja™|
Also ist (a™)nen unbeschrinkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
I1.1.8 (S. 30).
(2) O.E. ist a # 0. Setze o = |a| und

T, =n"a".

Dann gilt
r, >0 VneN*

und
n 1 r n+1 1
x+1:(n+)a =(1+—-)a—a.
Ty n’ am n n—00
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Sei f € (a, 1). Dann gibt es ein ny € N* mit

X
L<B Vi >,

n

d.h.

0 <mpy1 < By, Vn > ng.
Damit folgt durch Induktion

Ty < Xy B0 Vn > ny.

Also gilt
In"a"| = zn, < 28" — 0.
n>ng

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit Lemma I1.1.17 (S. 32).
(3): Sei e > 0. Wegen 0 < 1= < 1 folgt aus Teil (2):

)" =0

lim n( T
n—oo I

Also gibt es ein ng € N* mit

0 < n( " <1 Vn>ng

I+e
— 1<n<(l+e&)" Vn>ng

= 1< IYn<l+e Vn>ny.

Hieraus folgt die Behauptung mit Satz 11.1.19 (S. 34).
(4): Wegen a > 0 gibt es ein ng € N mit

1
—<a<n Yn>ng.
n

Hieraus folgt
1
”_\/ﬁ < {L/E < {L/ﬁ Vn > ng.
Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und Satz I1.1.19 (S. 34).
(5): Definiere

1
en=(14+-)" neN".
n
Aus der Binomischen Formel folgt

37
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<1+ ZQ’(k’l) wegen k! > okl

k=1
S
= )
l—3
<142
= 3.
Dies zeigt insbesondere
~ 1
() en <1+ 5 <3

Aus der BERNOULLISCHEN UNGLEICHUNG
(I+2)">14nx Vor>-1

(n+1) (n;l) -
(n—i—l n—1)” nﬁl
(1_7%) -1

)

( nn—l
=1 Vn > 2.

folgt weiter

v

Also ist (e,)neny monoton wachsend und durch 2 bzw. 3 nach unten
bzw. oben beschrénkt. Hieraus folgt die Behauptung.

(6): Sei
— Z R
k=0

(n)nen ist monoton wachsend und wegen (x) nach oben durch 3 be-
schrénkt. Mithin existiert

= lim z,.

Weiter folgt aus ()
en < T Vn € N

und somit wegen Satz I1.1.19 (S. 34)
e<eée.

Sei nun m € N beliebig. Fiir n > m folgt

)
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S0
- k) nk
"\ 1
=3 (1)

n
k=0
1
DY
k=0
= ajm
Also gilt
e>x, VmeN
und somit
e>¢é
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts. Es
geht auf B. BOLZANO (1781-1848) und K. WEIERSTRASS (1815-1897)
zuriick.

SATz 11.2.4 (SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrink-
te Folge in K besitzt mindestens einen Hdufungspunkt.

BEWEIS. Sei zunédchst K = R und (z)ren eine beschrankte Folge
in R. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (A, )nen und (B, )nen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) A, < B, fiir alle n € N.
(2) Jedes Intervall [A,,, B, enthélt unendlich viele Glieder der Fol-
ge ($k)keN-

(3) (Ap)nen ist monoton wachsend.

(4) (By)nen ist monoton fallend.

(5) Bn — An S 2_n(B0 — Ao) fir alle n € N.
Aus der Beschranktheit von (z)ren folgt die Existenz von Ay und By.
A, und B,, seien konstruiert.
FALL 1: Es gibt unendlich viele £ € N mit

1
Dann ist ¢ = %(An + B,,) offensichtlich ein HP von (zy)geny und wir

sind fertig.
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FALL 2: Unendlich viele Folgenglieder von (xy)gen liegen in [A,,, %(An—i—
B,))]. Dann setzen wir

An+1 = An
1
Bn+1 — 5(14” + Bn)

FALL 3: Unendlich viele Folgenglieder von (wy)ren liegen in (1(A, +
B,), B,]. Dann setzen wir

1
An-‘,—l = §(An + Bn)
BTL-i—l — Bn.

Wegen der Eigenschaften (1), (3) und (4) und Satz I1.2.2 sind die Folgen
(Ap)nen und (B,,)nen konvergent. Wegen der Eigenschaft (5) stimmen
ihre Grenzwerte iiberein. Sei also

c= lim A,.

n—oo

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ HP der Folge (zy)ren ist. Sei dazu
€ > 0 beliebig. Dann gibt es ein n., € N und ein n., € N mit

c—e< A, <c Vn>ng
c<B,<c+e Vn2>n..

Setze n. = max{n.,,n.,}. Konstruktionsgemis gibt es unendlich viele
k mit

c—e< A, <x,<B, <c+e.
Also ist ¢ HP von (zy)ken.

Sei nun K = C und (xy)gen eine beschriankte Folge in C. Definiere fiir
keN

ur = Re xy,
v, = Im xy,

wegen
|Rez| <|z|, |[Imz| < |z|] VzeC
sind (ug)keny und (vg)gen beschrinkte Folgen in R. Geméafi Obigem gibt
es ein a € R und eine Teilfolge (u,)ien von (uy)ken, die gegen a kon-
vergiert. Dann gibt es aber auch eine Teilfolge (vy, )men von (v, )ien
und ein b € R mit
b= lim v, .

Wegen
|z| < |Rez|+ |Im z|
folgt
lim Lk, = a + 1b.

m—00

Damit ist die Behauptung bewiesen. U
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Der folgende, fiir praktische Anwendungen &duflerst wichtige Begriff
geht auf A.L. CAUuCHY (1789-1857) zuriick.

DEeFINITION I1.2.5. Eine Folge (xy)ken heift CAUCHYFOLGE, kurz
CF, falls es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N gibt mit

|z, — x| <& Vn,m >ne..
SATZ 11.2.6. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
BEWEIS. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z, — al <% Vn > ne,

wobei a = lim z,, ist. Fiir n,m > n. folgt

n—oo

|Ty — T < |xp —al + |2y —al <e.

O
SAtTz 11.2.7. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.
BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es ein n; € N mit
|z, — x| <1 VYn,m > ny.
Definiere
c=max{|z,|+1:n <ni}.
Fiir n < ny gilt trivialerweise
lz,| < ec.
Fiir n > n, folgt
|Zn| <@ | + |20 — Ty
< |wn, |+ 1
<ec
O

Sarz 11.2.8. Jede Cauchyfolge in K ist konvergent.

BEWEIS. Aus Satz I1.2.4 und Satz 11.2.7 folgt, dass die Cauchyfolge
(k)ken einen HP a hat. Sei e > 0. Dann gibt es ein n. € N mit

€
|z — 2| < 3 Vn,m > n..
AuBlerdem gibt es ein k. > n. mit
€
|z, —al < 3
Damit folgt

|zp, —a| < |z, —a|+ |z, — 2| <e Vn>n..
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BEMERKUNG I1.2.9. Die Aussage von Satz [1.2.8 ist in Q i. a. falsch.
Um dies einzusehen, erinnern wir an die beiden Folgen (a,)nen € Q
und (by)neny € Q, die wir zu Beginn von Paragraph 1.4 konstruiert
haben. (a,)neny war monoton wachsend, (b,)n,en war monoton fallend,
es galt

la, — b, <27 VYn €N
und
lim a, = lim bn:ﬂgé@.

Wegen Satz 11.2.6 sind (a,)nen und (b,)neny zwei Cauchyfolgen in Q,
die in Q nicht konvergieren. Man sagt auch, Q ist nicht vollstindig.
Wir haben die reellen Zahlen als ordnungsvollstéindige Erweiterung
von Q konstruiert. Aus der Ordnungsvollstéindigkeit von R folgt dann
die Vollstandigkeit, d.h. die Konvergenz von Cauchyfolgen. Man kann
R dquivalent auch als Vervollstdndigung von Q, d.h. als Obermenge,
in der alle Cauchyfolgen konvergieren, konstruieren. Die Ordnungs-
vollstandigkeit folgt dann aus der Vollstdndigkeit. Schematisch kénnen
wir diesen Sachverhalt wie folgt darstellen:

< K ordnungsvollstiandige Erweiterung

=
Q R
NI

CF K, vollstindige Erweiterung

I1.3. Uneigentliche Konvergenz

Wir erinnern an Definition 1.4.9 (S. 20), in der wir zwei Symbole
+o00 und —oo eingefiithrt haben mit

—o0o <z <+oo VxeR.
DEFINITION I1.3.1. Wir definieren R = RU{—o00, +00} und setzen
Addition und Multiplikation auf R wie folgt fort:
T +00=+00 Vr>—00

r—00=—00 Vr<-+00

7+ (+00) = +oo fallsz >0
)00 fallsz <0

z - (—00) = —(z - (+00))
0-c0=0
L Y _0 VzeR
—+00 —00

T +oo fallsxz >0

0 |-oco fallsz<0.

Aus Definition 1.4.9 (S. 20) folgt:
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BEMERKUNG I1.3.2. Jede Teilmenge von R hat ein Infimum und
Supremum in R.

DEFINITION 11.3.3. Sei (z,)nen eine Folge in R. Wir sagen, dass
Tn GEGEN +00 bzw. GEGEN —00 KONVERGIERT, wenn es zu jedem
R € R, ein ng € N gibt mit

T, >R VYn>ng
bzw.
T, < —R VYn>ng.
BerspieL 11.3.4. (1) nh—>nolon = 400
(2) Jim (~n) = o0

(3) Die Folge ((—1)"n),en konvergiert nicht in R. Sie hat die beiden
HP 400 und —oo0.

Satz 11.3.5. Sei (z,)nen eine Folge in R. Dann gilt:

(1) x, — +00 oder x, — —o00 = — — 0.
n—oo n—oo ’Jjn n—oo
1
(2) T, — 0 und x, > 0 fir fast alle n = — — 400.
n—oo Qj’n n—oo

1
r, — 0 und z,, <0 fir fast alle n = — — —o0.

n—oo xn n—oo
BEWEIS. (1) Es gelte z,, — +00. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es
ein n. € N mit
1
T, > — Yn>n..
5

Dann folgt x,, > 0 fiir alle n > n. und

1
—<e VYn>n,..
T

1
Also ist lim — = 0. Der Fall x,, — —oco wird analog behandelt.

n—oo :L‘n n—oo

(2) Es gelte z,, — 0 und x,, > 0 fiir fast alle n € N. Dann gibt es ein
ng € N mit o

r, >0 Vn>ng.
Sei R € R* beliebig. Dann gibt es ein n. € N mit

1
|z, | < 7 Vn > n..
Setze nr = max{ng, n.}. Dann gilt
1
— >R Vn >ng.

T

Der Fall x,, < 0 fiir fast alle n wird analog behandelt. U
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SATZ I1.3.6. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge
(Zn)nen n R konvergiert in R und es gilt

lim x, = sup{z, : n € N}
bzw.

lim z, = inf{z, : n € N}.

n—oo

BEWEIS. Wir betrachten nur monoton wachsende Folgen. Der Be-
weis fiir monoton fallende Folgen ist vollig analog.

FALL 1 2, = —oc0 Vn € N: Dann ist natiirlich
—oo = lim x, und — oo =sup{z,:n € N}
n—oo

FALL 2 3 ny € N mit z,,, > —oo: Es reicht, die Folge (2,,)n>n, zu
betrachten.
Angenommen (z,,),>n, ist beschrénkt in R. Dann folgt die Behauptung
aus Satz 11.2.2 (S. 35).
Angenommen (x,,),>n, ist nicht beschrankt in R. Sei R € R*. Dann
gibt es ein ng > ng mit
Tny, > R
Da (z,)neny monoton wachsend ist, folgt
r, >R Vn>ng.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U
Sei nun (z,)nen eine Folge in R. Definiere fiir n € N
Yp =sup{ry : k>n} €R
z, = inf{x), : k >n} €R.
Dann ist (y,)nen eine monoton fallende Folge in R und (z,)ney eine
monoton wachsende Folge in R. Geméf Satz I1.3.6 sind daher beide
Folgen in R konvergent. Mithin ist die folgende Definition sinnvoll.
DEFINITION I1.3.7. Sei (x,)nen eine Folge in R. Dann ist

limsup x, = lim sup{xy : £ > n} (LIMES SUPERIOR)

n—oo

liminf x, = lim inf{z; : £ > n} (LIMES INFERIOR).

BEMERKUNG II.3.8. Wegen
sup{xg : k >n} > inf{z : k > n} Vn € N

gilt stets
lim sup x,, > liminf x,,.
SaTz 11.3.9. Sei (z,)nen eine Folge in R. Dann ist limsup x,, bzw.

liminf z,, der grifite bzw. kleinste HP der Folge in R.
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BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung nur fiir den Limes superior.
Der Beweis fiir den Limes inferior verlduft analog. Sei x = limsup z,,

und y,, = sup{zy : k > n} fiir alle n € N.
FALL 1 z = +00: Da (y,)neny monoton fallend ist, folgt

Yp = +00 VneN

und somit

VR>0 VneN dk,>n:x > R.

Also ist +o00 HP von (z,,),en. Fiir jeden anderen HP z gilt trivialerweise
z <.
FALL 2 2 € R: Sei € > 0. Da (y,)neny monoton fallend ist, folgt

dn.eN VYn>n.:y,<zr+¢
—Anz{k e N:x >z + ¢} < 0.

Also gilt fiir jeden HP z von (x,,)nen
z<T+eE.
Da ¢ beliebig ist, gilt fiir jeden HP z von (x,,)nen
z <.
Weiter gilt

Ve>0 dn.eN Vn>n.:zx<y,<zxr+c¢
=—=Ve>0 VneN Jk>n:z—c<ax,<x+e.

Also ist x auch HP von (z,)nen.
FALL 3 z = —o0: Sei R € R,. Dann folgt

dngeN Vn>ng:y, < —R
= Anz{k e N: 1z, > —R} < 0.

Da R beliebig ist, folgt wieder, dass fiir jeden HP z von (z,)nen gilt
z = —00.
Auflerdem folgt

VReR, dngeN Vn>ngp:y,<—-R
—VReR, VneN dJk>n:z,<-—-R

Also ist —oo auch ein HP der Folge (x,,)nen- O
BeIspiEL 11.3.10. z, = (—1)" 2. Dann ist

limsupz, =1 , liminfz, = —1.

n—o0 n—oo
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SaTz 11.3.11. Sei (2)nen eine Folge in R. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) T, —a€R
(2) limsup z,, <a < liminf z,,.

BEWEIS. (1) = (2): Folgt aus Satz I11.3.9, da a einziger HP von

(n)nen ist.
(2) = (1): Aus Bemerkung I1.3.8 folgt

limsup z,, = liminf z, = a € R.

n—00 n—00

Wegen Satz [1.3.9 ist a der einzige HP. Hieraus folgt
Ve>0:Anz{neN:z, <a—ec} <0
Ve>0:Anz{neN:z, >a+e} < oc.

Also ist a = lim z,. O

I1.4. Reihen

DEFINITION I1.4.1. Sei (z,)nen eine Folge in K. Wir definieren die
n-te Partialsumme s,, durch

n
Sp = E L.
k=0

Die Folge (s,)nen heift REIHE und wird zur Abkiirzung mit dem Sym-

bol
>

bezeichnet. Die Reihe heiit KONVERGENT bzw. DIVERGENT, wenn die
Folge (sp)nen konvergent bzw. divergent ist. Falls s, — s € R gilt,

n—00
oo
S = E Ty
n=0
1

1
BEISPIEL 11.4.2. (1) Z — ist konvergent, e = Z —

n! n!’
n=0

schreiben wir kurz

o0

1
(2) Z - ist konvergent.
n>1
: L. .
(3) Die HARMONISCHE REIHE Z — ist divergent.
n>1 n
(4) Die GEOMETRISCHE REIHE Z a" ist genau dann konvergent, wenn
gilt |a| < 1. In diesem Fall ist
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BEWEIS. AD (1): Beispiel 11.2.3(6) (S. 35).

—~ 1
AD (2): (8p)nen mit s, = Z 5 ist monoton wachsend. Weiter gilt fiir

k=1
n>2

Damit folgt die Behauptung aus Satz 11.2.2 (S. 35).
AD (3): Sei n € N*. Dann gilt

2n

1
Sop — Sp = E 7
k
k=n+1
2n

Also ist (sp)nen keine Cauchyfolge und die Behauptung folgt aus Satz
I1.2.6 (S. 41).
AD (4): Fiir a =1 ist

Z a" =n+1.
k=0
Fiir a # 1 ist geméf Satz 1.1.16 (S. 12)
1—a™t!
St
1—a
Damit folgt die Behauptung aus Beispiel 11.2.3(1) (S. 35). O

SATZz 11.4.3. Ist die Reihe ) x, konvergent, so ist (z,)nen eine
Nullfolge.
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BEWEIS. Ist ) x,, konvergent, so ist definitionsgemés8 (s,,)nen kon-
vergent und damit eine Cauchyfolge. Daher gilt

Ve>0 dn.eN Vn>n.: |z, =|sn — s <e.
Hieraus folgt die Behauptung. g

BEMERKUNG 11.4.4. Beispiel 11.4.2 (3) zeigt, dass die Umkehrung
von Satz I1.4.3 i. a. falsch ist.

Aus Definition I1.4.1 und Satz II1.1.18 (S. 32) folgen unmittelbar
folgende Rechenregeln fiir Reihen.

SaTz 11.4.5. Seien > x, und >y, zwei konvergente Reihen und
a € K. Dann gilt:

(1) Z(amn) ist konvergent und Z((mn) =a Z T

n=0 n=0
(2) Z(mn + yn) ist konvergent und

n=0 n=0 n=0

Als néichstes geben wir einige Konvergenzkriterien fiir Reihen an.

SATz 11.4.6 (CAUCHYKRITERIUM). >z, ist genau dann konver-
gent, wenn es zu jedem € > 0 ein n. € N gibt mit

n
| Z x| <e Vn>m>n..
k=m+1
BEWEIS. Die Behauptung folgt wegen

n

|50 = sl = | D @l

k=m+1

aus den Sétzen 11.2.6 (S. 41) und I1.2.8 (S. 41). O

Satz 11.4.7. Sei > x,, eine Reihe in R mit x, > 0 fir alle n € N.
Dann st die Reihe genau dann konvergent, wenn die Folge der Parti-
alsummen beschrinkt ist.

BeEWwEIs. Wegen x,, > 0 fiir alle n € N ist (s,,)neny monoton wach-
send. Damit folgt die Behauptung aus den Sétzen I1.1.8 (S. 30) und
11.2.2 (S. 35). O

SATZ 11.4.8 (LEIBNIZKRITERIUM). Sei (x,)nen €ine monoton fal-
lende Folge in R mit x, > 0 fir alle n € N. Dann ist die Reihe

S (=1)"x, genau dann konvergent, wenn (,)nen eine Nullfolge ist.
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BeEwEIs. Die Notwendigkeit folgt aus Satz 11.4.3. Sei also (x,,)nen
eine monoton fallende Nullfolge mit nicht negativen Gliedern. Dann
folgt firn € N

Sont2 — Son = Topg2 — Topy1 <0

Son43 — Sont1 = —Top43 + Topgz = 0.
Also sind (S5 )neny und (Sgn41)nen monoton fallende bzw. monoton
wachsende Folgen. Weiter gilt

Sopt1 — Sop = —Top1 <0 Vn e N.
Also sind (Sgy)neny durch s; nach unten und (Sg;41)nen durch sg nach
oben beschrankt. Gemaf Satz I11.2.2 (S. 35) sind sie konvergent. Sei

s = lim s9,, t = lim S9,4;.
n—oo n—oo

Dann folgt aus Satz 11.1.18 (S. 32)

s—t= lim (5271 — 52n+1) = lim Tontl1l = 0.
n—o0

Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein n; € N und ein ny € N mit
|s9n, — s8] <& Vn>n;.
und
|Soni1 — 8| <& Vn > ns.
Sei n. = max{2n4, 2ny + 1}. Dann folgt fiir n > n,

lsn — 5| < e.
O
BEISPIEL 11.4.9 (ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE).

- 1 1 1 1
1 —)M e =14 - —— 4+ =log?2
(1) ;( ) n 5 + 371 + og

- 1 1 ™
2 -1 =l—c+_-—c+...=—.
2) nzo( )2n+1 3+5 7Jr 4

11.5. Absolute Konvergenz

DEFINITION I1.5.1. Eine Reihe > z,, heilt ABSOLUT KONVERGENT,
wenn die Reihe ) |z, | konvergent ist. Eine konvergente Reihe, die nicht
absolut konvergent ist, heifit BEDINGT KONVERGENT.

SATz 11.5.2. Fine absolut konvergente Reihe ist stets konvergent.

BEWEIS. Sei ) z,, absolut konvergent und ¢ > 0. Gemé$ Satz 11.4.6
(S. 48) gibt es ein n. € N mit
Z |z <e VYn>m>n,
k=m-+1
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n

n
= Z x| < Z lzk| < e VYn>m >n..

k=m-+1 k=m+1
Also ist > x,, geméf Satz 11.4.6 (S. 48) konvergent. O

BEMERKUNG I1.5.3. Die Umkehrung von Satz I1.5.2 ist i. a. falsch.
Die alternierende harmonische Reihe ist nur bedingt konvergent.

Als néchstes geben wir einige wichtige Kriterien fiir die absolute
Konvergenz von Reihen an.

SATz 11.5.4 (MAJORANTENKRITERIUM). Sei (ay,)nen eine Folge in
R, , derart dass y_ o, konvergiert. Es gebe ein ng € N mit

|z, < o VY > ny.

Dann ist Y x,, absolut konvergent.

n no—1
BEWEIS. (Z |2k |)nen ist monoton wachsend und durch Z |z | +
k=0 k=0

Zak nach oben beschrinkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
k=0
I1.4.7 (S. 48). 0
BeispiEL I1.5.5. Sei k > 2 fest. Wegen Beispiel 11.4.2(2) (S. 46)
1
und Satz [1.5.4 ist Z — absolut konvergent.
n

n>1

SATz 11.5.6 (WURZELKRITERIUM). Sei

a = limsup {/|z,|.
n—oo

Dann gilt:

(1) Falls o < 1 ist, ist > x,, absolut konvergent.
(2) Falls a > 1 ist, ist > x, divergent.
(3) Fiir « =1 ist keine Aussage maglich.

BEWEIS. AD (1): Sei @ < 1 und ¢ € (o, 1). Wegen Satz 11.3.9 (8.
44) gibt es ein n, € N mit

Vien <q¢ VYn>n,
=z, <¢" Vn>n,

Also ist die geometrische Reihe mit a = ¢ eine konvergente Majorante.
AD (2): Sei a > 1. Dann folgt

Anz{n e N: {/|z,| > 1} = ¢

— Anz{n e N: |z,| > 1} = 0.
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Also ist (z,,)nen keine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Satz
II 4.3 (S. 47).
D (3): Y - ist absolut konvergent und

1 -2

lim §/— = (lm ¢n) " =1.
n—00 n n—00

>~ L ist divergent und

lim /L = <lim %)1:1.

n—0o00 n n—00

g

SaTz 11.5.7 (QUOTIENTENKRITERIUM). Es gebe ein ky € N mit
Tn # 0 fiir alle n > ky.

(1) Gilt
lim sup |:1:'n+1‘ <1,
R "

50 ist Y x, absolut konvergent.
(2) Gibt es ein ky > ko mit

1T > 1 W > ky,
Tn

so ist Y x, divergent.

BEWEIS. AD (1): Wegen Satz 11.3.9 (S. 44) gibt es ein ¢ € (0,1)
und ein n, > k¢ mit

Ln+1
/=] <q Vn>n,.

n

Durch Induktion folgt

T
|| < |2, |g" " = qu Yn > n,.

qre

Also ist > cq™ mit ¢ = l;ﬁgl eine konvergente Majorante.

AD (2): Fiir n > ky folgt

|zn| > |2y, | > 0.
Also ist (z,,)nen keine Nullfolge. O
BerspieL 11.5.8. (1) ;—j ist absolut konvergent.

(2) So(3)"+ D" ist absolut konvergent.
(3) 3 %7 ist fiir jedes z € C absolut konvergent. Die Funktion exp :

C — C, die jedem z € C die Zahl Z Z—' zuordnet, heifit EXPONENTI-
n!

ALFUNKTION. Es gilt exp(R) C R.
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BEWEIS. AD (1):

|xn+1’_(n+l)22n_1(n+l
T Co9ndl p2 9

AD (2):

| Zntl | (k)= () ()

n

— o-1+2(-1)"

B {2, falls n gerade

1
3, fallsn ungerade

Daher ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar. Wegen

YT =271 A "

{% (/g . fallsn gerade

%\"/5, falls n ungerade

folgt aber limsup,, ., {/|z,| < 1, so dass das Wurzelkriterium die be-
hauptete Konvergenz liefert.

AD (3): Sei 0.E. z # 0. Dann folgt

E T I

= = 0.
Zn | (A DIz it Lae

O
DEFINITION I1.5.9. Sei ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Dann
heifit > x4 (,) eine UMORDNUNG von ) &,.

BEISPIEL I1.5.10. Betrachte die alternierende harmonische Reihe

[e.e]

s = Z(—l)"“l

n
n=1

und die Umordnung o : N* — N* definiert durch

2m+1 fallsn=3m+1,m >0,
o(n)=q4m+2 falsn=3m+2,m >0,

dm falls n = 3m,m > 1.
Dann folgt
i": . 1 1+1 1 1+1 1 1+1
Tony=1l—=z—~-"+-—=—=-+-——— —+=...
i 2 43 6 8'5 10 127
1.1 1 1.1 ,1 1 1
— 1__ = = ) — — (= = —) — .
( 2) 4+(3 6) 8+(5 10) 2t
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1 1+1 1 1 1
2 4 6 8 10 12
1
= —S.
2

Also ist die Addition bei unendlich vielen Summanden i.a. nicht kom-
mutativ.

SaTz I1.5.11. Die Reihe ) x,, sei absolut konvergent. Dann ist jede
Umordnung auch absolut konvergent und es gilt

Z T, = Z Tom) Vo :N—N  bijektiv.
n=0 n=0

BEWEIS. Sei 0 : N — N eine beliebige bijektive Abbildung und im
Folgenden fest. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein n. € N mit

Z |zl <e VYn>m>n..
k=m-+1
Sei
re = max{k : o(k) <n.}.
Dann gilt
N,. C o(N,,).
Fiir r > r. und n > n. folgt daher mit N = max{r,¢(0),...,0(r)}

r n N
|Z%(k)—zxk|§ Z 2| < e.
k=0 k=0 k=n-+1

Also gilt fiir r > r,

T [o¢]
|Z£Eg(k) — Z:L‘k| < €.
k=0 k=0

Mithin konvergiert ) #4(,) und

Z ZL’U(n) = Z Tp-
k=0 n=0

Analog folgt fiir r > r. und n > n,

r n N
S ol = S lmll < > fanl <<
k=0 k=0 k=ns+1

und somit
> o] = Yzl < e
k=0 k=0
Also ist > Tq(n) auch absolut konvergent. O
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BEMERKUNG I1.5.12 (SATZ vON RIEMANN). Sei ) x, bedingt
konvergent in R und z € R beliebig. Man kann zeigen, dass es dann
eine Umordnung von Y x,, gibt mit

Z ng(n) = Z.
n=0

Als néchstes wenden wir uns dem Problem zu, das Produkt zweier
konvergenter Reihen zu berechnen. Fiir die Partialsummen erhalten wir

(Z ) - (Z y) = Z Z(xkyz)

k=0 =0

(%) ZZ( Z TkY1)

m=0 0<k,I<n
k+l=m

2n

(Zxkym—k)+ Z ( Z TkY)-

m=n+1 0<k,l<n
k+Il=m

n
m=

Formal erhalten wir somit

Zn = Z TrYr = Zxkynfk = Zl’nfkyk-

0<k,l<n
k+l=n

Der Ausdruck z, heiit CAUCHYPRODUKT.
Der folgende Satz préazisiert unsere formale Argumentation.

mit

SaTz 11.5.13. Die Reihen Y x, und >y, seien absolut konvergent.
Dann ist die Reihe >, z, mit

Zn = Z TkYn—k
k=0
ebenfalls absolut konvergent und es gilt
Q@) Q) =220
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Durch Anwenden von (%) auf > |z, | und > |y,| erhalten

WIr
n n
Dbzl <D0 D0 iyl
m=0

m=0 0<k,l<n
k+l=m

<O laal) - () lwal)
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< O laal) - Q) lwal).

Hieraus und aus Satz 11.2.2 (S. 35) folgt die absolute Konvergenz von

> zn.
Sei

[ee] o0
a=Y lul o b=l
k=0 k=0

O.E. ist @ > 0 und b > 0. Sei € > 0. Dann gibt es ein n; € N und ein
ny € N mit

n

E ]zkl<i Yn >m > n,
2b -
k=m+1

und

n

£
E lyp] < — Vn >m > ns.
2a
k=m+1

Setze n. = max{ni,ny} + 1. Dann folgt fiir n > 2n,

> a= O m) - Ol

=| Z ( Z zeyr)|  wegen ()

m=n+1 0<k,I<n
k+l=m

2n
Yoo D lullw

m=n+10<k,l<n

IN

k+l=m
2n n
< DY lzkl |yl
m=n+1 k=0
n 2n—k
=> el D lul)
k=0 l=n+1-k
Ne 2n n 2n—k
SZ’@"H( Z ) + Z || ( Z lyil)
k=0 l=nes+1 k=ns+1 l=n+1-k
2n 2n
<a- Y lwl+be > fan
l=no+1 k=n1+1

<e.
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Also ist
(Z = () () yk))

eine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Lemma I1.1.17 (S. 32)
und Satz I1.1.18 (S. 32). O

BEMERKUNG I1.5.14. (1) Wenn die Reihen ) x, und >y, nur
bedingt konvergent sind, ist Satz I1.5.13 i. a. falsch. Um dies einzusehen,
betrachte

Vn € N*.

—
3

Wegen Satz 11.4.8 (S. 48) ist ) (?/15 konvergent. Wegen

1 1
— >—- Vnel
n-n
und Beispiel 11.4.2(3) (S. 46) ist > (7\/1%” nur bedingt konvergent. Fiir
dieses Beispiel ist
n—1
(—=1)F (=1)"*
o kE vVn—k
B n—1 1
— VE(n —k)
n—1
2
> - wegen \/E < ath
k+n—k
k=1
o n—1
o
>1 Vn > 2.

Also ist Y 2, nicht konvergent.
(2) Man kann zeigen, dass Satz I1.5.13 giiltig bleibt, wenn eine der
Reihen absolut und die andere bedingt konvergent ist.

BeispieL I1.5.15. Fiir die Exponentialfunktion aus Beispiel 11.5.8
(3) gilt

6z1+zz — exp(21 + 22)
= exp(z1) exp(22)
=ee®? Vz,20€C
Insbesondere gilt

1
e =— VzeC.
eZ
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BEWEIS. Aus Satz I1.5.13 und der Binomischen Formel folgt

I
I M8
o
=R
x>
I 3
o
VRN
>~ 3
N—
RN
N
N3
L
—

=e
Insbesondere gilt fiir jedes z € C
l=e"=e"""=¢"-¢

Also ist e* # 0 fiir alle z € C und

I1.6. Potenzreihen

DEFINITION I1.6.1. Sei (a,)qen eine Folge in K und zy € K. Dann
heifit die Reihe > a,(z — 20)" mit z € K eine POTENZREIHE mit Ko-
EFFIZIENTEN a,, und ENTWICKLUNGSPUNKT 20-

BEISPIEL 11.6.2. (1) " Z3; a, = 4, 29 = 0. Die Potenzreihe kon-
vergiert fiir alle z € C absolut. '

(2) > 2" a, = 1 ,z9 = 0. Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C
mit |z| < 1 absolut.

(3) Y nlz": a, = nl, zp = 0. Wegen
|(n + 1)ttt

|=(n+1)z| — o0 Vz#0
nlzn n—00
konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 0.

SATZ 11.6.3. Sei Y a,(z — 20)" eine Potenzreihe und

1
p=— € 0,00].
lim sup {/|a,| 0.oc]

Dann gilt:
(1) Die Potenzreihe konvergiert absolut fir alle z € K mit |z —
20| < p.
(2) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € K mit |z — z| > p.
Die Zahl p heifst KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe; die Menge
{z€K: |z — 2| < p} heifit KONVERGENZKREIS der Potenzreihe.
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BEwEIS. Wegen

limsup {/|a,||z — 20|

n—oo

=|z — zo|lim sup {/|ay|

_ |z — 20|
p
folgt die Behauptung aus Satz I1.5.6 (S. 50). O

SATZ 11.6.4. Sei > a,(z — z9)" eine Potenzreihe und es existiere

|ay|

lim | | in R. Dann gilt fir den Konvergenzradius der Potenzreihe
n—oo an+1
p = lim 2
n—00 ’an+1|
BEWEIS. Sei a = lim 2] . Dann folgt
n—00 |an+1|
ni1(2 — 20)"" a4 |2 — 2
| | = |z — 2| — -
an(z — 2p)" || n—oo

Damit folgt die Behauptung aus Satz I1.5.7 (S. 51). O

BEIsPIEL 11.6.5.

n

OIS

|| (n+1)!

— = =n+1—
Gl —

—p = 0.

(2) Z n™z" m € N fest

|0Jn‘ n™m n

et = = mo___ 1
]~ it 1)

—p=1

n2

3 Y=

1 )
—q, = { I =
" 0 sonst

1 )
= limsup {/|a,| = lirnsup(f‘)m2
. ’ 1 1
1<jl<j/= —-<—-<1

VAR

1.1/ 1 s
=1> limsup(f')l/ﬂ > limsup((—=)"?)"7 = lim sup

jooo ! jooo 7 jooo VT
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—p =1

BEMERKUNG 11.6.6. Uber das Konvergenzverhalten einer Potenz-
reihe auf dem Rand ihres Konvergenzkreises kann keine allgemeine Aus-
sage getroffen werden:

(1) > 2" = p =1 und Divergenz fiir alle z mit |z| = 1.

(2) Y2 = p = 1 und Konvergenz fiir = = —1 und Divergenz
fir z = 1.

(3) 3 2 = p =1 und absolute Konvergenz fiir alle z mit |z| =
1.

Die folgenden Rechenregeln sind eine unmittelbare Konsequenz der
Sétze 11.4.5 (S. 48) und I11.5.13 (S. 54).

SATZ 11.6.7. Seien o € K und > an(z—20)" und > by(z—20)" zwei
Potenzreihen mat gleichem Entwicklungspunkt zy und Konvergenzradien
p1 und ps. Dann gilt:

(1) Zaan(z —z)"

=a Zan(z —20)" Y|z — 2| <m

o0

(2) Y (an +ba)(z—20)"

n=0

= Z an(z — 29)" + Z bo(z — 20)" Y|z — 20| < min{py, p2}

o0 n

(3) Z(Z abn—i)(z — 20)"

:(Zan (z — 2)" Zb 0)") Y|z — 20| < min{py, pa}.

n=0

Sei > an(z — 2z9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.
Dann wird durch

2 f(z Z an(z — 29)"
n=0
eine Funktion {z € K : |z — 29| < p} — K definiert. Die Potenzreihe
stellt die Funktion f auf dem Konvergenzkreis dar.
Die Funktion

ist auf C\{1} definiert. Auf {z € C : |z] < 1} wird sie durch die Po-
tenzreihe ) 2" dargestellt.
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Darstellungen von Funktionen als Potenzreihen werden in spéteren Ab-
schnitten eine wichtige Rolle spielen.



KAPITEL IIT

Stetige Funktionen

Im Zentrum dieses Kapitels steht der Begriff der Stetigkeit von
Funktionen zwischen normierten Vektorrdumen. Zunéchst fithren wir
den Begriff eines normierten Vektorraumes ein und leiten einige topolo-
gische Grundbegriffe her. Danach fithren wir den Begriff der Stetigkeit
ein und leiten Folgerungen daraus ab. Dann betrachten wir Funktio-
nen auf zusammenhéngenden und kompakten Mengen und daraus re-
sultierende Konsequenzen. Zum Abschluss stellen wir einige spezielle
Eigenschaften von stetigen Funktionen von K nach K bzw. R nach R
zusammen.

ITI.1. Normierte Vektorriaume

DEerFINITION TII.1.1. Eine Menge X heifit K-VEKTORRAUM, wenn
es zwei Abbildungen

+: X xX—-X und-: KxX —-X

mit folgenden Eigenschaften gibt:

(VR1) (X, +) ist eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element o.
(VR2) Fiir alle o, f € K und alle 2,y € X gelten die Distributivge-
setze

a-(r+y)=(a-z)+(a-y)
(a+0)-z=(a-2)+ (3 x)
a-(8-x)=(ab)-x
(VR3) 1z =z fir alle x € X.
BEMERKUNG III.1.2. Aus obigen Axiomen folgt insbesondere
0-z=0 VzelX
(-1)-z=2 VrelX,

wobei T das inverse Element zu z in (X, +) ist.

BErispiEL II1.1.3. Beispiele fiir Vektorrdume:

(1) C ist ein R-Vektorraum.
(2) K" =K x ... x K, m € N*, ist ein K-Vektorraum.
—_————

m— mal

(3) Der Raum K der Folgen in K ist ein K-Vektorraum.
61
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(4) Der Raum /., aller beschriankten Folgen in K ist ein K-Vektor-
raum.

(5) Der Raum ¢; aller (z,)nen € K derart, dass >z, absolut
konvergiert, ist ein K-Vektorraum.

(6) Der Raum /5 aller (z,)neny € KN derart, dass Y |z,|? konver-
giert, ist ein K-Vektorraum.

BEWEIS. AD (1)—(4): Sind klar.
AD (5): Folgt aus Satz I1.4.5 (S. 48), der Dreiecksungleichung in K und
Satz IL.5.4 (S. 50).
AD (6): Folgt aus Satz I1.4.5 (S. 48), der Abschétzung

la+b]* < 2(|a]* + |b]*) Va,be K
und Satz 11.5.4 (S. 50). O

DEFINITION III.1.4. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| :
X — R heiit NORM, wenn gilt:

(N1) lz]| >0 VzeX und |z =0 <= 2 =0,

(N2)  |laz|| = [al[[z]] Vze X, a€cK,

(N3) ||z +y| < |l=|| +|lyl] Vo,y € X. (DREIECKSUNGLEICHUNG)
(

X, ||+ ]|) heit NORMIERTER K VEKTORRAUM.

BEMERKUNG III.1.5. Aus der Dreiecksungleichung folgt die sog.
umgekehrte Dreiecksungleichung
[zl = [yl < ll= =yl

Denn:

2l = lly + (= =)l < llyll + Iz — vl
lyll = llz + (v = 2) || < [lzll + [l = yl]
= [lzll = [lyll < llz = yll wnd flyl| = [lz[ < [z —y|
== |[l]| = l[yll] = max{|[z]] = llyll lyll = ll=[I} < llz =yl
BEISPIEL II1.1.6. Beispiele fiir Normen:
(1) | -] ist eine Norm auf R bzw. C.

n n
(@) llzllee = max fai], flofl = > Ll llellz = {; |2[*}? sind

=1
Normen auf K. Fiir alle xke K™ gilt:
(@) [[z]loo < llz]ls < nl[#]|sc,
(b) [zl < [lzll2 < v/nl[zloo,
() Zllzlh < [zl < vl

(3) ||%||cc = sup |z,| ist eine Norm auf /.

neN
(4) [lzlly =) |za| ist eine Norm auf 4.

n=0
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(5) [|lzll2 = {D_ |aal*}'/* ist eine Norm auf £,.
n=0
BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Die Normeigenschaften von | - ||; und || - ||« sind klar, ebenso
(N1) und (N2) fiir || - ||o. Die Dreiecksungleichung folgt mittels der
CAUCHY-SCHWARZSCHEN UNGLEICHUNG

n

S aube < {3 RS )
k=1 k=1

k=1

fir alle ay,...,an,b1,...,b, € Ry. Abschétzungen (a) und (b) sind
offensichtlich. Die erste Ungleichung (c) folgt aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung, die zweite Ungleichung (c) folgt aus (a) und (b).
AD (3): Ist klar.
AD (4), (5): (N1) und (N2) sind klar. (N3) folgt wie bei (2) zunéchst
fiir die Partialsummen und dann durch Grenziibergang. U

Im Folgenden sei stets (X, || - ||) ein normierter K-Vektorraum. Die
folgende Vereinbarung erleichtert die Notationen.

DEFINITION IIL.1.7. Fiir 7o € X und r € R heifit
B(zo;r) ={zr € X : ||lx — x| < r}

der (offene) BALL UM zy MIT RADIUS 7. B(0; 1) heifit auch EINHEITS-
BALL.

In Abbildung IT1.1.1 sind die Einheitsbélle in R? fiir die Normen
I [l1, Il - |2 und || - ||oo skizziert.

Y ' Y

LN ;
N L/

ABBILDUNG III.1.1. Einheitsbélle in R? fiir die Normen
|- {1, || - []2 und || - |loo (v.ln.r)

BEMERKUNG III.1.8. In einem normierten Vektorraum kann man
ganz analog zu K die Begriffe Folge, konvergente Folge, Haufungspunkt
einer Folge, Cauchyfolge, Reihe, absolute Konvergenz einer Reihe defi-
nieren. Man muss iiberall den Betrag |- | durch die Norm || - || ersetzen.
So erhélt man z.B.

(Tn)nen C X konvergiert gegen x € X
< Ve>0In. e NVn>n.: ||z, —z|| <e



64 III. STETIGE FUNKTIONEN
oder

(Tn)neny C X ist eine Cauchyfolge
<= Ve>0dn. e NVn,m > n.: ||z, — x| <e.

Beispiel I11.1.6 zeigt, dass man auf einen Vektorraum verschiedene
Normen definieren kann. Dann stellt sich natiirlich die Frage, ob z.B.
eine Folge, die beziiglich der einen Norm konvergiert, auch beziiglich
einer anderen Norm konvergiert. Dies ist sicherlich der Fall, wenn zwi-
schen den Normen eine Abschitzung analog zu denen in Beispiel I11.1.6
(2) gilt. Dies fiihrt auf folgende Definition:

DEFINITION II1.1.9. Seien X ein K-Vektorraum und || - ||, und || - ||s
zwei Normen auf X. Dann heilen || - ||, und || - ||, AQUIVALENT, wenn
es zwei Konstanten ¢ und ¢ mit ¢ > 0, ¢ > 0 und

cllzlla < flzlly < @llzfla Vo e X
gibt.

BEMERKUNG III.1.10. (1) Beispiel II1.1.6 (2) zeigt, dass die Nor-
men || - |1, ]| - |l2 und || - ||oo auf K™ dquivalent sind.

(2) Sind ||+||, und ||-||s zwei dquivalente Normen auf dem K-Vektorraum
X, so ist eine Folge in X genau dann bzgl. || - ||, konvergent, wenn sie

bzgl. |- ||» konvergent ist. Gleiches gilt natiirlich auch fiir Cauchyfolgen,
Héaufungspunkte usw.

Bemerkung I11.1.10 zeigt, wie wesentlich der folgende Satz ist.
SATz I11.1.11. Sein € N*. Auf K" sind alle Normen dquivalent.

BEWEIS. Wie man sich leicht iiberlegt, reicht es zu zeigen, dass jede
Norm || - || auf K" zu || - ||; #quivalent ist. Sei also || - || eine beliebige
Norm auf K".

Fir 1 <i<n sei

e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
~~

i-te Komponente

der i-te Einheitsvektor. Dann ist
n
T = Z%‘@i Vo € K",
i=1
Definiere
C =max{Cy,...,C,}.

Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

n
lzll =11 wiell
i=1
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<> il
i=1
< Cllz |1
Also ist ¢ = C.

Sei nun

M ={||z|| : z € K", ||z]; = 1} C R.
M ist nicht leer (C; € M,1 < i < n) und durch 0 nach unten be-
schrankt. Also existiert

p=inf M

und es ist p > 0.
Angenommen, es wire p = 0. Dann existiert eine Folge (x)reny C K"
mit

1 *

lzell < 5 llzeli =1 vk € N
Da fiir die ¢-te Komponente zj,; von xy, gilt
Tkl < [zl =1,

folgt aus Satz 11.2.4 (S. 39), dass es ein z* € K" und eine Teilfolge
(@, )ien von (x)ken gibt mit

T —x; V1<i<n.
[—o0

Also gilt
121 < s | + |27 = ]
1 *
< o+ Clle” =l
!
— 0.
l—o00
Mithin ist [|z*|| = 0 und somit 2* = 0. Andererseits gilt

2™l = Nlw [l = fl2* = g, L
=1—|lz" — 2yl

— 1.
l—o0

Dies ist ein Widerspruch. Also ist p > 0.
Sei nun z € K",z # 0, beliebig. Dann folgt ||2-x| € M und somit

[EIE
1 1
Tzl =[5zl > p>0
(41 (Eal
und somit
() pllzly < |zl Vo e K",z #0.

Da (x) offensichtlich fiir 0 gilt, ist die Behauptung damit bewiesen. [
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BEMERKUNG III.1.12. Satz I11.1.11 gilt in unendlich dimensionalen

Réumen i. a. nicht. So ist z.B. || - ||« auch eine Norm auf ¢;. Fiir die
Folgen (x%m))neN mit
(m) 1 n<m
x) =
0 n>m

gilt
|20 ]| =1 und |2, = m + 1.

Daher kénnen || - ||; und || - || auf £; nicht dquivalent sein.

Wir haben in Satz 11.2.8 (S. 41) gezeigt, dass in K jede Cauchy-
folge konvergent ist. Diese Eigenschaft ist so zentral, dass normierte
Vektorrdaume mit dieser Eigenschaft besonders bezeichnet werden.

DEFINITION II1.1.13. Ein normierter K-Vektorraum (X, || - ||) heif3t
VOLLSTANDIG oder kurz (K)-BANACHRAUM, wenn jede Cauchyfolge
in X konvergent ist.

SATz I11.1.14. Die folgenden normierten K-Vektorriume sind voll-
standig:
(1) K7
(2) K", n € N*,
(3) (1, - ),
(4) (€21 - 1l2),
(5) (Eoov || ’ Hoo)
BEWEIS. AD (1): Satz I1.2.8 (S. 41).
AD (2): Wegen Satz II1.1.11 brauchen wir die Behauptung nur fiir die
Norm ||+ || zu zeigen. Sei also (zj)gen eine Cauchyfolge in (K™, || - [|o0)-
Dann ist fiir jedes i € N} die Folge (z,;)ren der i-ten Komponenten
eine Cauchyfolge in K und konvergiert geméfl Satz 11.2.8 (S. 41) gegen
ein z7 € K. Sei 2* = (27,...,2}) € K" und £ > 0 beliebig. Dann gibt

rrn

es Zahlen k., € N, 1 <4 <n, mit
2] —api| <e Vk>k.,1<i<n.
Sei

k. = max k.,.
1<i<n

Dann gilt fiir alle & > k.
|z* — xp||o = max |z] — zp,| < €.
1<i<n
Damit ist die Behauptung bewiesen.

AD (3): Sei (zx)ren C ¢y eine Cauchyfolge bzgl. || - ||;. Wir bezeichnen
mit zy, die n-te Komponente von x;,n € N. Dann gilt:

Ve> 03k e NVE I > ket lop — i = kn — 200| <€

n=0



I11.1. NORMIERTE VEKTORRAUME 67
—=Ve > 03 k. e NVE, I > k. VneN: |xp, — 2, <e.
Wegen Satz I1.2.8 (S. 41) gibt es also zu jedem n € N ein z} € K mit

k—o0

Sei * = (2})nen € K. Wir wollen zunéchst zeigen, dass z* € /; ist.
Aus Bemerkung II1.1.5 folgt, dass (||zx||1)ken eine Cauchyfolge in R
und somit beschriankt ist. Also gilt

C = sup ||zgl|1 < o0.
keN

Sei nun N € N beliebig. Dann gibt es Zahlen k., ..., k., € N mit

’JJ: — l’kﬂ" <

k>k,,0<:<N.
Ny1 h2ken0si

Sei k., = max k.,. Dann folgt

1<i<
N N N
ol < Nt — kel + D el
1=0 1=0 1=0
< el
A ES
<1+

Da C' nicht von N abhéngt und N beliebig war, folgt, dass » _ x} absolut
konvergiert, d.h., x* € /;.
Wir miissen noch zeigen: ||z* — x|y P~ 0. Angenommen, dies gelte

nicht. Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass gilt

(i) VEeNIm>k:||z* —znli > co.

Da (zy)ren C ¢ eine Cauchyfolge ist, gibt es ein ky € N mit
(ii) Hm—mmp<% Vk, 1> ko.

Zu ko gibt es wegen (i) ein mg > ko mit

(iii) 2" = T |l1 > 0.

Da Y |z} — x| absolut konvergiert, gibt es geméfl Satz 11.4.6 (S. 48)
ein ng € N mit

(o ¢]
. €0
(iv) }:ug—%m4<zn

1=ng
Wegen xj,; — x} fiir ¢ € N gibt es ein [y > ko mit

(v) um—m<fivmggm_y

o
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Aus (i)—(v) folgt

no—1

3
g0 < [|z" = @y [l1 < Z |5 — Tl + ZO
1=0
no—1 no—1 c
< Z ‘x;k - xlo7i| + Z |$lo,i - xmo,i‘ + ZO
1=0 =0

no—1
€0

€0
< ZZ_; ing + |21y — T |11 + 1

<35
_40-

Dies ist wegen gy > 0 ein Widerspruch. Also gilt [|z* — x| P~ 0.
— 00

Damit ist die Vollstédndigkeit von (¢1, ]| - [|1) gezeigt.
AD (4),(5): Ubungsaufgabe, Beweis analog zu (3). O

I11.2. Topologische Grundbegriffe

Im Folgenden bezeichnet (X, || -||) stets einen normierten K-Vektor-
raum.

DEFINITION II1.2.1. (1) Sei M C X, M # (. Ein Punkt x € M

heifft INNERER PUNKT VON M, wenn es ein € > 0 gibt mit B(z;e) C
M.
(2) M C X heifit OFFEN, falls jedes x € M innerer Punkt von M ist.
(3) Sei x € X und U C X offen mit x € U. Dann heifit U eine
UMGEBUNG von z. Die Menge aller Umgebungen von = wird mit U(z)
bezeichnet.

BEeispIEL I11.2.2. Der Ball B(xzg;r) mit 2o € X,r > 0, ist offen.

BEWEIS. Sei x € B(xg;r). Dann ist
1
€= i(r — ||z — xo||) > 0.

Fir y € B(z;¢) folgt
[z = yl| < [lzo — 2| + [|z — vl
1

< lJwo =] + 5(r = llzo — ])

= ort gllm — ]

=g+ gllwe—a

<T.
]

BEMERKUNG I11.2.3. (1) Der Begriff ,offen“ hingt vom umgeben-

den Vektorraum ab. So ist z.B. das Intervall (0, 1) offen in R aber nicht
in R? (in R? wird (0, 1) dabei mit (0,1) x {0} identifiziert).
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(2) Sind || - ||, und || - || zwei dquivalente Normen auf X, so ist jede
bzgl. || - ||« offene Menge auch bzgl. || - ||, offen und umgekehrt.

Satz 111.2.4. Sei O C P(X) die Menge aller offenen Mengen in
X. Dann gilt:
(1) PeO, Xe0.
(2) O, € O, a € A (A beliebige Indexmenge) —> U 0, €0.

aEA
(Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.)

(3) 01,0, € O — 0N 0O, € O.
(Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.)

BEWEIS. Ist offensichtlich. O

BEMERKUNG II1.2.5. Sei X # () eine beliebige Menge und 7 C
P(X) eine Menge mit den Eigenschaften (1)—(3) von Satz I11.2.4. Dann
heifit 7 eine TorPoLOGIE auf X und (X,7) ein TOPOLOGISCHER
RAuM. Viele der Eigenschaften, die wir fiir normierte Vektorrdume
beweisen, gelten allgemein fiir topologische Réume.

BEMERKUNG II1.2.6. Der abzédhlbare Durchschnitt offener Mengen
ist i. a. nicht offen. So ist z.B.

1
B(0;—) =
() BO: ) = {0}
neN*
nicht offen.
DEerFINITION II1.2.7. M C X heifit ABGESCHLOSSEN genau dann,
wenn M¢ = X\M offen ist.
Sarz 111.2.8. Es gilt:
(1) 0, X sind abgeschlossen.

(2) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind wieder
abgeschlossen.

(3) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder
abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1) Ist klar.

AD (2) (Naea Ma)® = Uqea(Ma)®
AD (3) (M1UM2>C:MlcﬂM20. O

BEMERKUNG III.2.9. Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Men-
gen sind i. a. nicht abgeschlossen. So ist z.B.

U By = X\(r)

neN*

nicht abgeschlossen.



70 III. STETIGE FUNKTIONEN

DEFINITION II1.2.10. Sei M C X. Ein Punkt z € X heifit BERUB-
RUNGSPUNKT bzw. HAUFUNGSPUNKT von M, wenn fiir jedes U € U(x)
gilt

UNM#0 bzw. MNU\{z} # 0.
Wir definieren

M = {r € X : z ist Beriihrungspunkt von M}.

BeispiEL 11.2.11. (1) M = {1 : n € N} C R. Dann ist M =
M U {0} und 0 ist einziger Haufungspunkt von M.
(2) M = B(0;1). Dann ist M = {z € X : |lz| < 1} und jeder
Beriithrungspunkt ist auch Haufungspunkt.

BeEwEIs. AD (1) Ist klar.
AD (2)

|z <1l:=2eM=2€M

|z|]| = 1: e > 0 beliebig = x. = (1 — g)a: eM

und ||z — x| = g <e.

1
||| > 1:Seiy € B(x;r) mit r = §(||.CE|| —1)>0.
= |yl = =l = [l = vl

1
> Jlell = 5 (lell - 1)
Sl + 5
= — || —_
2 2
> 1

— B(x;r)N M = 0.

Sarz 111.2.12. (1) Es ist M C M.
(2) Es ist M = M genau dann, wenn M abgeschlossen ist.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): ,=—*
reM =M= IWeclU(r) UNM=10]
— U C M*
= M° offen
= M = (M°)° abgeschlossen
p ="
M abgeschlossen = M€ offen
= Vee M°3U cU(z) UCcCM°
—=VeeMIUeUlxr) UNM=10)
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= M°C (M)"
— MCM
= M = M wegen (1).
O
SATz 111.2.13. FEs gilt:

(1) z ist Hiufungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(Tp)neny C M gibt mit z,, # x fiir allen € N und x, — .

n—oo

(2) x ist Beriihrungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(Tp)nen C M gibt mit x,, — x.

n—oo

BEWEIS. AD (1):,=*: Da x Haufungspunkt von M ist, gibt es fiir
jedesn € N* ein @, in B(w; 2)NM\{z}. (@) nen leistet das Gewliinschte.
,<=":Sei U € U(x). Dann gibt es ein k € N mit 2}, € U und z, # z.
Also ist * Haufungspunkt.

AD (2): Folgt aus (1). O

Satz 111.2.14. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) M C X ist abgeschlossen.

(2) M enthdlt alle seine Héiufungspunkte.
(3) Fir jede konvergente Folge (xy)neny C M gilt lim z,, € M.
BEWEIS. (1) = (2): Aus Definition I11.2.10 folgt
M =MUM mit
M' = {z € X : z ist Hiufungspunkt von M }.

Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.2.12.
(2) = (3): Folgt aus Satz I11.2.13 (1).
(3) = (1): Folgt aus Satz I11.2.13 (1) und Satz I11.2.12. O

SATZ 111.2.15. M st die kleinste abgeschlossene Obermenge von M,
d.h.

M = ﬂ{A : A D M, A ist abgeschlossen}.
BEWEIS. Sei
B = ﬂ{A : A D M, Aist abgeschlossen}.

GeméB Satz I11.2.8 (2) ist B abgeschlossen. Auflerdem ist M C B. Sei
x € B¢. Dann gibt es ein U € U(z) mit U C B°. Also ist

UNB=0=UnNM=0.
Mithin ist # ¢ M. Dies zeigt

B°C (M)*= M C B.
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Sei nun umgekehrt x € (M)°. Dann gibt es ein U € U(x) mit UNM = ().
U*¢ ist abgeschlossen, x € U¢ und M C U°. Also ist © & B. Dies zeigt
(M) C B°= BC M.

U
Sarz 111.2.16. Es gilt:
(1) AcB= ACB,
2) (A)=4_ _
(3) AUB = AUB.

BEWEIS. AD (1): B D B ist abgeschlossene Obermenge von A. Da-
mit folgt die Behauptung aus Satz I11.2.15.
AD (2): A ist gemiB Satz I11.2.15 abgeschlossen. Damit folgt die Be-
hauptung aus Satz 111.2.12.
AD (3): AUBD A, AUBD B = (mit (1)) AUB D> AUB.
AU B abgeschlossen, AUBC AUB = AUB C AUB. O

DEerINITION I11.2.17. Wir definieren fiir M C X
M= {z € X : z ist innerer Punkt von M}.
Aus der Definition von ,offen“ folgt unmittelbar.
Satz 11.2.18. (1) M C M.
(2) M=M <= M ist offen.
In Analogie zu den Séatzen I11.2.15 und II1.2.16 erhalten wir.

Satz 111.2.19. ]\O/[ st die grifste offene Teilmenge von M, d.h.
M= U{O : 0 C M,O ist offen}.

BEWEIS. Geméa$ Satz I11.2.4 (2) ist
B = U{O : O C M, O ist offen}

eine offene Teilmenge von M. Sei x € B. Dann ist x innerer Punkt von
B und wegen B C M auch innerer Punkt von M. Also ist

BC M.

Sei # € M. Damn gibt es ein U € U(x) mit U C M. Konstruktions-
gemaf ist U C B. Also ist auch

o

M C B.

Satz I111.2.20. Es gilt:
(1) AcB= AcB.
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@ (A=A
(3) (AnB)=ANB.
BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz I11.2.19.

AD (2): Folgt aus Satz I11.2.18 und III1.2.19.
AD (3): ANB C A= (mit (1)) (ANB)° C A
ANBC B = (mit (1)) (ANB)° C B
Satz 111.2.4 = ;l N é offene Teilmenge von AN B
:>;ml%’c(AmB)°. O

DEFINITION I11.2.21. Der RAND OM einer Menge M ist definiert
durch

OM = M\M.
Sarz 111.2.22. Es gilt:

(1) OM ist abgeschlossen.
(2) Es ist x € OM genau dann, wenn es fir jedes U € U(x) gilt

UNM#0 undU N M # 0.

o

BEWEIS. AD (1): OM = M N (M)°.

AD (2):2 ¢ M <= VYU €U(z): UNM*#0

reEM <= YU elU(x):UNM#0. O
BeispieL 111.2.23. (1) M = B(0;1). Dann ist

M =M
M={zeX | <1},
OM ={z e X : || =1}
(2) M = B(0;1)\{0}. Dann ist

M= M
M={reX: | <1}
OM = {z € X : |z] = 1} U {o}.

Das folgende HAUSDORFFSCHE TRENNUNGSAXIOM ist fiir normier-
te Vektorrdume trivial. Fiir allgemeine topologische Rdume muss es
separat als Axiom gefordert werden. Ohne seine Giiltigkeit sind viele
wesentliche Sétze falsch.

SaTz 111.2.24 (HAUSDORFFSCHES TRENNUNGSAXIOM). Sei x,y €
X mit x # y. Dann gibt es zwei Umgebungen U, € U(x) und U, € U(y)
mat

U, NU, = 0.
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BEWEIS. Sei r = ||z — y|| > 0. Setze
U, = B(:5) . Uy = By 5)-
2 2
Dann gilt fiir z € U,

[ =2l = [l =yl = lly — =]

r
> o -yl - 5

Also ist U, N U, = 0. O
Eine einfache Konsequenz aus Satz I11.2.24 ist:
SATz 111.2.25. Sei x € X. Dann ist {x} abgeschlossen.

Zum Abschluss fithren wir noch einen, fiir das Folgende sehr hilf-
reichen Begriff ein.

DEFINITION I11.2.26. Sei M C X, M # 0, und A C M. Dann heifit
A RELATIV OFFEN bzw. RELATIV ABGESCHLOSSEN in M, wenn es eine
offene bzw. abgeschlossene Menge B in X gibt mit A = BN M.

BEISPIEL II1.2.27. Sei X = Rund M = [0,1). Dann ist [0, 3) relativ
offen in M und [3,1) relativ abgeschlossen in M.

I11.3. Stetigkeit

Im Folgenden seien (X, | - ||x), (Y, |- ||y) und (Z, ]| - ||z) normierte
Vektorrdaume.

DEeFINITION II1.3.1. Sei D C X nicht leer und f : D — Y eine
Funktion. f heifit STETIG IN zy € D, wenn es zu jedem V € U(f(zo))
ein U € U(xp) gibt mit f(U N D) C V. f heiit STETIG IN D' C D,
D’ # (), wenn [ stetig ist in jedem Punkt x € D’. Ist insbesondere f
stetig in D, so sagen wir auch kurz ,, f 1ST STETIG".

Bevor wir Beispiele stetiger und nicht stetiger Abbildungen geben,
wollen wir einige andere dquivalente Definitionen der Stetigkeit ange-
ben.

Sarz 111.3.2. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion und xq € D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in xg.
(2)Ve>030>0:z€D,|lz—x] <d = || f(x)— f(zo)|y <e.
(3) V(zn)nen € D mit lim x,, = xq gilt

n—oo

lim f(zn) = f(o)-

n—oo
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BEWEIS. (1) = (2): Sei e > 0 und V = B(f(z0);¢) € U(f(x0)).
Dann gibt es ein U € U(zo) mit f(UND) C V. Da U offen ist, gibt es
ein 0 > 0 mit B(xg;0) C U. Wegen f(B(z¢;0) N D) C f(UND)CV
folgt die Behauptung.

(2) = (3): Sei (zp)neny C D mit lim x, = xo und £ > 0. Sei 0 wie in

n—oo

Teil (2). Dann gibt es ein ng € N mit ||z, — x¢||x < 0 fiir alle n > ns.
Dann gilt aber auch

1f(zn) = f(xo)lly <& Vn>ns.
Also ist f(zg) = lim f(x,).
(3) = (1): Anggnogmmen, f ist nicht stetig in zy. Dann folgt
3V e U(f(xg) YU €U(ao): f(UND)ZV

IV € U(f(xo)) Vne N : F(Blao: 1) AD) ¢V

1
=3V el(f(xg)) VneN':3Jz, e B(xg; ) ND: f(z,) €V
—3 (Tp)neny C D, lim z,, = 29 und f(z,) 74> f(zo)
Widerspruch. O
SATz II1.3.3. Sei f : D — Y, D C X, D # 0, eine Funktion und
D' C D nicht leer. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in D’.
(2) Fiir jede offene Teilmenge V von'Y ist f~1(V') relativ offen in
D'
(3) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist f~(A) relativ
abgeschlossen in D'.
BEWEIS. (1) = (2): O.E. ist D' N f~4(V) # 0. Sei z € D' N
f7YV). Dann ist V € U(f(x)). Also gibt es ein U € U(z) mit
f(D'NU)C f(DNU)CV

d.h. D'NU c f~YV). Also ist x relativ innerer Punkt von D'N f~1(V).
(2) = (3): Sei A C Y abgeschlossen. Dann ist V' = Y\ A offen. Wegen

V) =1 Y\A) = D\f(4)
ist D\ f~1(A) relativ offen in D’ und damit f~!(A) relativ abgeschlossen
in D'.
(3) = (1):Seix € D'und V C U(f(x)). Dann ist Y'\V abgeschlossen
und damit nach Voraussetzung
S(Y\V)=D\fH(V)

relativ abgeschlossen in D’. Also ist f~!(V) relativ offen in D', d.h., es
gibt ein U € U(z) mit

f'VynD' =UnD.
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Also ist
f(un D cV.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEISPIEL I11.3.4. (1) f: X — R, mit f(z) = ||z ist stetig.
(2) f: Ry — Ry mit f(z) = /x ist stetig.
(3) f:R—Rmit f(z) = [z] =max{k € Z : k < z} ist stetig fiir alle
xr € R\Z.
4) f:R — R mit

f(x)Z{(l) s

ist in keinem Punkt stetig.

(5) f: K™ - Kmit f((z1,...,2,)) = x;,1 < j < m, ist stetig. Dies
gilt fiir allgemeine Produktraume X; x X5 x ... x X,,.

(6) Die Funktionen z — Re(z) und z — Im(z) von C nach R sind
stetig.

(7) SeiY = X und || - ||y zu || - || x &quivalent. Dann ist die identische
Abbildung z — x von X — Y stetig.

(8) Sei f: X — R stetig und r € R. Dann sind die Mengen

{reX:fx)<r}, {zeX: f(x)>r}
offen und die Mengen

{reX: flx)<r}, {zeX: fx)>r}
abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Bemerkung II1.1.5 (S. 62).
AD (2): (a) ,z0 = 0“: Sei e < 0 gegeben, setze § = §(g) = €2. Dann gilt
0<z<d=|/To—VI|=vVr<Vi=c¢,
(b) ,xo > 0%: Sei € > 0 gegeben, setze § = 6(¢, z9) = £/@o. Dann gilt
|zg — | |zg — x|

AD (3):
rg€Z=30>0:(r—05,z+0) CR\Z
= f|(z—s5,2+s) ist konstant,
rel=fy)<z—-1 Vy<z
fly) 2= Yy > .

AD (4): Folgt aus Satz 1.4.11 (S. 21).
AD (5): Folgt aus Teil (7) und

5 —yil <4l — w2 = |z — gl
=1
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AD (6): Folgt aus Satz 1.5.5 (S. 26).
AD (7): Folgt aus der Definition I11.1.9 (S. 64)
lz —ylx <ellz—ylly Vr,yeX

AD (8): Folgt aus Satz I11.3.3. O

SaTz I11.3.5. Seien Dy C X, Dy C X, 2o € DyN Dy, f: Dy =Y
und g : Dy — 'Y in xy stetig, sowie o € K. Dann gilt:

(1) af : x— af(x) ist stetig in xg.

(2) f4+g:z— f(x)+ g(x) ist stetig in xy.
B)Y=K;f-g:x+— f(x)-g(x) ist stetig in xg.
(4) Y =K und g(xo) # 0;§ DX % ist stetig in xg.

BeEwEIs. Die Behauptung folgt aus Satz I11.3.2 und Satz I1.1.18 (8.
32), sowie Bemerkung IT1.1.8 (S. 63). O

Wegen Satz I11.3.5 ist die folgende Bezeichnung sinnvoll.

DEFINITION II1.3.6. Sei M C X, M # (). Dann bezeichnet C(M,Y")
den Vektorraum aller stetigen Funktionen von M in Y. Ist insbesondere
Y =K, so schreiben wir kurz C(M) statt C'(M, K).

Aus Satz I11.3.5 folgt unmittelbar:

Sarz I11.3.7. Alle POLYNOME, d.h. Funktionen der Form
f(z) = Zaka:k, ar € K, n €N,
k=0
und alle RATIONALEN FUNKTIONEN, d.h. Funktionen der Form

flx) ==—=, p,q Polynome,
(@) q(x)

sind auf threm Definitionsbereich stetig.

SAatz 111.3.8. Seien f : Dy =Y, Dy C X, und g: Dy — Z, D, C
Y, zwei Funktionen mit f(Dy) C D,. Dann ist die KOMPOSITION oder
VERKNUPFUNG go f: Dy — Z definiert durch

gof:a g(f(x)).
Ist f in g € Dy stetig und g in yo = f(xo) € D, stetig, so ist go f in
o stelig.
BEWEIS. Sei W € U(g(yo)). Dann folgt
gstetiginyo = IV elU(y) : g(D,NV)C W
[stetiginzg = JU €eU(zy) : f(D;NU) CV.

Wegen
gof(DyNU) Cg(D,NV)CW
ist die Behauptung damit bewiesen. U



78 III. STETIGE FUNKTIONEN

BEISPIEL II1.3.9. (1) Sei f : D — Y, D C X, stetig. Dann ist
[flly : D — Ry mit @ — || f(z)[|y stetig.

(2)Sei f: D — K, D C X, stetig. Dann ist f2: D — Kmit z — f(x)?
stetig.

(3) Sei f: D — R,, D C X, stetig. Dann ist \/f : D — R, mit
x — +/ f(x) stetig.

Sarz I111.3.10. (1) f = (fi...,.fn) : D = K", D C X, ist genau
dann stetig in xqg € D, wenn alle Komponentenfunktionen f;, 1 <i <
n, in xg stetig sind.

(2) f: D —C, DC X, ist genau dann in o € D stetig, wenn Re f
und Im f in xy stetig sind.

BEWEIS. AD (1): ,=—* folgt aus Satz II1.3.8 und Beispiel 111.3.4

(5).
,<="“ Sei ¢ > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung Zahlen 0,(¢) >
0,1 <7 <n, mit

£i(@) = fiwo)l < = Vlz —ollx < 9.

Setze 0(¢) = min §;(¢). Dann folgt fiir x € B(zo;0)

I1f(z) = f(zo) g = {Z | (2;) — flao)}V? < e.

AD (2): Folgt wegen C = R? mit f; = Re f, fo = Im f aus Teil (1). O

DEerFINITION II1.3.11. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion.
Zu zg € X gebe es eine Folge (2,)peny € D mit lim z,, = xy. Dann

definieren wir
= lim f(x),
T—T0
wenn fiir jede Folge (2,)neny C D mit z, — xq gilt f(z,) — v.
n—oo n—oo

SATz 111.3.12. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) y = lim f(2)
(2) YW el(y) U elU(x): f(DNU) CV.
BEWEIS. (1) = (2): Angenommen, es existiert ein V' € U(y) mit
f(DNU) ¢V fur alle U € U(xp). Dann gilt

Vn €N f(DN Bl ) ¢V

1
=VneN'dz, EDHB(.’/EO;E) cf(x,) €V

—3(zp)nexy C D mit z,, — o und f(z,) 4 yo.

Widerspruch.
(2) = (1): Sei (Tp)ney € D mit lim z,, = 2o und € > 0. Dann

n—oo
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gibt es ein U € U(xp) mit f(DNU) C B(yo;e). Zu U gibt es aber ein
ny € N mit x,, € U fir alle n > ny. Also gilt

f(zn) € B(yo;e) Vn >ny.
Mithin konvergiert f(x,) gegen yo. O
BEMERKUNG I11.3.13. (1) Sei f : D — Y, D C X, und 2y € D.
Dann gilt lim f(z) = f(xy) genau dann, wenn f in xz, stetig ist.
Tr—XT0
(2)Sei f: D =Y, D C X, z9g¢ D und es existiere y = lim f(z).

T—x0

Dann kénnen wir eine Erweiterung f : D U {0} — Y von f durch

o) = {f(:r) falls © # x

Y falls x = xg

definieren. f ist dann in zo stetig und heiBt daher STETIGE ERGAN-
ZUNG von f in xg.

BeispieL II1.3.14. (1) X =Y =R, D = X\{1} und

" —1

flz) = 1 n € N*.
Aus Satz 1.1.16 (S. 12) folgt
n—1
flx) =Y & voe X\{1}
k=0
und damit
lin% f(z) =n.
f R — R mit
~ 1l fallsx # 1
— z—1
/(@) {n falls x =1

ist die stetige Ergénzung von f.
(2) X =Y =C, D=C\{0} und
e —1

f(z) = :

z

Da fiir alle z € C mit |2| < 1 gilt

x© _n—-1

FE) ==Y =1

n=1

[e.e]

1 m
Z (m—l—l)!z |
1 m

Tk

m=1
oo

2 1)

m=

IN
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ist

Die stetige Ergénzung von f ist also

P 2 1
f(z)_{l z = 0.

Wir kommen nun zu einer Besonderheit stetiger Funktionen auf R,
die mit der Anordnung von R zusammenhéngt.

DEFINITION II1.3.15. Die Funktion f : D — Y, D C R, heifit
LINKSSEITIG STETIG bzw. RECHTSSEITIG STETIG in zy € D genau
dann, wenn es zu jedem V € U(f (o)) ein 6 > 0 gibt mit

f(DN(xg—0,20]) CV bzw. f(DN[xg,z0+3)) C V.

BerspieL 111.3.16. Die Funktion [z]| aus Beispiel I11.3.4 (3) ist
rechtsseitig stetig in jedem z € R.

SATz I111.3.17. Sei f : D — Y, D C R, eine Funktion und xq € D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent,
(1) f ist linksseitig bzw. rechtsseitig stetig in xg.
(2)Ve>030>0Vrg—d <z <uzo:|f(z)— flzo)|ly <e
bzw.
Ve>036>0Veg <z <zo+06:|f(x)— flzo)]y <e.
(3) V(zp)nen C D mit x, < xq fir alle n € N bzw. z, > xg fir
allen € N und lim z, = x( gilt

n—oo

lim f(z,) = f(zo)-

BEWEIS. Ubungsaufgabe (analog zum Beweis von Satz 111.3.2). O

Satz I11.3.18. Die Funktion f : D — Y, D C R, ist genau dann in
xo € D stetig, wenn sie in xg linksseitig und rechtsseitig stetig ist.

BEWEIS. ,=—“: Folgt aus Satz I11.3.2 und II1.3.17.
,<="1Sei V € U(f(x0)). Dann gibt es nach Voraussetzung ein §; > 0
mit

f(D N ([EO — (51,%0]) cV

und ein dg > 0 mit

f(D N [513'0, Zo + (52)) c V.
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Fiir 6 = min{dy, d»} folgt
f(D N B(xg;0)) = f(D N (xg— 0,2 +6)) C V.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Bei der Definition der Stetigkeit hédngt das 6 neben e auch von
dem Punkt x, der gerade betrachtet wird, ab. Fiir viele praktische und
theoretische Ergebnisse ist der Fall von Bedeutung, dass 0 unabhéngig
von x gewéhlt werden kann. Dies fiihrt zu folgender Definition.

DEFINITION II1.3.19. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion und
D’ C D nicht leer. Dann heifit f auf D’ GLEICHMASSIG STETIG, wenn
es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

1f(z) = fy)lly <e Va,ye D mit |z —y|x <o.

BEMERKUNG II1.3.20. Eine gleichméfig stetige Funktion ist auch
stetig.

BeispieL I11.3.21. (1) f: X — Ry mit f(z) = ||z ist gleichm&Big
stetig.
(2) f:R* — R* mit f(z) = 1 ist nicht gleichméBig stetig.
(3) f:][-1,1] = R mit f(z) = 2? ist gleichmifig stetig.
(4) f:R — R mit f(z) = 2? ist nicht gleichméBig stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Bemerkung I11.1.5 (S. 62).
AD (2): Wegen Satz II1.3.5 ist f stetig. Sei 6 > 0 und n € N* mit
n > %. Dann folgt

|——%|:%<5
und
1 1
|f(ﬁ)—f(%)|=n21

Also kann f nicht gleichméfBig stetig sein.
AD (3): Fiir z,y € [—1,1] gilt

|2* =y = |z —yllz +yl < 20z —y].
Also ist f gleichméaBig stetig auf [—1,1].
AD (4): Sei § > 0 und n € N* mit n > 5. Dann folgt fiir > n und
_ J .
[z —y[ <
und
2

)
/(@) = fy)l = 6z + > on > 1.
Also ist f nicht gleichméfig stetig auf R. 0
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I11.4. Kompaktheit

Im Folgenden seien (X, | - ||x) und (Y,| - ||y) stets normierte Vek-
torraume.

DEFINITION II1.4.1. Sei M C X.

(1) Eine Menge {O, : a € A} C P(x) heiBt OFFENE UBERDE-
CKUNG von M, wenn gilt M C |J ., O, und alle O, sind
offen.

(2) M heifit KOMPAKT, wenn jede offene Uberdeckung {O, : a €
A} von M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt, d.h., es gibt
einn € Nund ap,...,0, € Amit M C Jyeic,, Oas-

acA

BEISPIEL 111.4.2. (1) 0 ist kompakt.
(2) {0} U {2 :n e N*} C R ist kompakt.
(3) {2 : n € N*} C R ist nicht kompakt.

BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.
AD (2): Setze M = {0} U {2 : n € N*}. Sei {O, : a € A} eine offene
Uberdeckung von M. Dann gibt es ein ag € A mit 0 € O,,. Wegen
% — 0 gibt es ein ng € N mit % € O,, fiir alle n > ny. SchlieBlich

gibt es Zahlen a,...,a,, € A mit % € O,,,1 < k < ny. Dann ist
{Oa, : 0 < k < ny} eine endliche Teiliiberdeckung von M.

(3) {B(%; 5%5) : n € N*} ist eine offene Uberdeckung von {1 : n € N*}
durch paarweise disjunkte Kugeln und enthélt daher keine endliche
Teiliiberdeckung. U

Satz 111.4.3. M C X sei kompakt. Dann gilt:
(1) M ist beschrinkt, d.h., es gibt ein R > 0 mit M C B(0; R).
(2) M ist abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1): {B(0;7) : r € R%} ist eine offene Uberdeckung
von M. Damit folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition der
Kompaktheit.

AD (2): Sei € M*. Dann ist {B(y; 3]ly — z|/x) : y € M} eine offene
Uberdeckung von M. Sei {B(y;; 3llyi — 2] x) : 0 < i < n} eine endliche
Teiliiberdeckung. Definiere

o1
r= oni, gl ol

Dann ist 7 > 0 und
B(z;r) N B(y;r) =0 Y0<i<n.
Also ist B(x;r) C M° und somit x innerer Punkt von M¢. U

SATz 111.4.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) M C X st kompakt.
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(2) Jede Folge (x,)nen C M in M besitzt einen Hdaufungspunkt in
M.

BEWEIS. (1) = (2): Angenommen (2) wire falsch. Dann gibt
es eine Folge (z,)neny € M, die keinen HP in M hat. D.h., zu jedem
x € M gibt es ein e(z) > 0, so dass B(x;e(x)) nur endlich viele Fol-
genglieder enthilt. {B(z;e(x)) : # € MY} ist eine offene Uberdeckung
von M. Sei {B(y;;e(y;)) : 0 < i < n} eine endliche Teiliiberdeckung.
Da jedes B(y;;e(y;)) nur endlich viele Folgenglieder enthélt, enthélt
Uo<i<n B(yi;€(y;)) auch nur endlich viele Folgenglieder. Widerspruch.
(2) = (1): Wir zeigen zunichst, dass fiir jedes r € R die offene
Uberdeckung

B, ={B(x;r) :z € M}
von M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.
Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein R > 0, so dass
jede endliche Teilmenge von Bp die Menge M nicht iiberdeckt. Sei
xo € M beliebig. Dann gibt es ein x; € M\B(zo; R). Weiter gibt es
ein xg € M\[B(x; R) U B(zy; R)]. Durch Induktion zeigen wir, dass es
eine Folge (x,)neny C M gibt mit

0<i<n
GemiB (2) besitzt (2,)nen einen HP z* € M. Dann enthélt B(z*; &)
unendlich viele Folgenglieder (z,,);cn. Fiir je zwei solche Folgenglieder
T, und z,, gilt

[0, = @, [ x < l2ny = 27| + [l#n, = 27[[x < R

im Widerspruch zur Konstruktion.
Sei nun {O, : a € A} eine beliebige offene Uberdeckung von M. Wir
nehmen an, dass sie keine endliche Teiliiberdeckung enthilt. Wie wir
oben gezeigt haben, enthélt B fiir jedes n € N* eine endliche Teiliiber-
deckung. Da {O,,a € A} keine endliche Teiliiberdeckung enthilt, gibt
es somit fiir jedes n € N* ein z, € M, so dass B(x,; %) N M nicht
durch endlich viele O, ’s iiberdeckt werden kann. Die Folge (x,,)nen be-
sitzt geméfl (2) einen HP z* in M. Dann gibt es ein a* € A und ein
e* € R} mit

€ Oy und B(x™;¢") C Oy
Da z* HP von (2, )nen ist, gibt es zu N > (£)7! ein m > N mit

0|

*

€
|z —2%||x < 5

Fiir € B(z; =) folgt
[z = 2"l x <l = 2mllx + [lzm — 27
1 e

<_ R
m+2
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P
- N 2
<e".
Also ist
Bl %) C B(a*:¢") C Oy
Widerspruch. O

BEMERKUNG II1.4.5. Eine Menge M mit der Eigenschaft (2) aus
Satz II1.4.4 nennt man auch FOLGENKOMPAKT. Satz I11.4.4 sagt also,
dass in einem normierten Vektorraum eine Menge genau dann kom-
pakt ist, wenn sie folgenkompakt ist. Diese Aussage ist in allgemeinen
topologischen Réumen i. a. falsch; dort kann man Beispiele folgenkom-
pakter, nicht kompakter Mengen konstruieren.

Wir kommen nun zu einer wesentlichen topologischen Charakteri-
sierung des K™. Sie geht auf E. HEINE (1821-1881) und E. BOREL
(1871-1956) zuriick.

SATZ 111.4.6 (SATZ VON HEINE-BOREL). Fine Teilmenge M des
K™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

BEWEIS. ,,=—“: Satz I11.4.3.
,<=% Sei M C K™ beschriankt und abgeschlossen und (x,),en eine
Folge in M. Geméaf Satz I1.1.15 (S. 31) und Satz I1.2.4 (S. 39) gibt es
ein z* € K™ und eine Teilfolge (z,, )ren von (2, )nen mit

Tnpi — o, V1 <i<m,
k—oo

d.h., z,, P x* in K™. Da M abgeschlossen ist, gilt z* € M. Damit
folgt die Behauptung aus Satz I11.4.4. U

BEMERKUNG II1.4.7. Der Satz von Heine-Borel gilt fiir unendlich
dimensionale Vektorrdume nicht. So sind z.B. die abgeschlossenen Ein-
heitskugeln B(0; 1) in ¢1, ¢5 und ¢, nicht kompakt. Denn fiir die Folge
(€n)nen+ der ,Einheitsvektoren“ mit

5 1 fiir k = n,
eTL = n =
bk 0 fiir k #n,
gilt

”en”l = HenH? = Hennoo =1

und
lew = enll =2
lew — emll2 = V2
len = emllo =1

fiir alle n #£ m, so dass sie keinen HP besitzen kann.
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Als néchstes befassen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen
Kompaktheit und Stetigkeit.

SaTz 111.4.8. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,Y).
Dann ist f gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Da f stetig ist, gibt es zu jedem x € M
ein 6(x) > 0 mit

€
FM N B(x;0(2))) C B(f(x); 5)-
{B(z;36(z)) : © € M} ist eine offene Uberdeckung von M. Sei
{B(x;; 6(x;)) : 0 < i < n} eine endliche Teiliiberdeckung. Dann ist

o1
§= in 56(%) > 0.

Seien nun x,y € M mit ||z — y||x < 0 beliebig. Dann gibt es ein z;,
0 <i<mn,mit z € B(z;, 36(z;)). Es folgt

ly —2illx <y —2l|x + |lz: — 2|/ x

1
<8+ 50(x)

< 0(z;)
und daher
1f (@) = fFWlly < 1f (@) = f(@a)lly + [ f(z:) = fW)lly
<5+

Da ¢ > 0 beliebig war, ist hiermit die gleichméflige Stetigkeit von f
gezeigt. Ul

SaTz 111.4.9. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,Y).
Dann ist f(M) kompakt.

BEWEIS. Sei {V,, : a € A} eine offene Uberdeckung von f(M). Da
V,, offen und f stetig ist, gibt es zu jedem V, eine offene Menge U, mit

1 (V,) =U, N M.

Da {V, : a € A} die Bildmenge f(M) iiberdeckt, ist {U, : « € A} eine
offene Uberdeckung der Urbildmenge M. Also gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung {U,, : 0 < i < n} von M. Dann ist aber {V,, : 0 <
i < n} eine endliche Teiliiberdeckung von f(M). O

Eine einfache Konsequenz der Sétze 111.4.3 und I11.4.9 ist der fol-
gende Satz:
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SaTz I11.4.10. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,R).
Dann nimmt f auf M sein Minimum und Maximum an, d.h., es gibt
einx € M und einT € M mat

f(z) < f(z) < f(T) Va e M.

BEWEIS. f(M) C R ist kompakt und damit beschrénkt und abge-
schlossen. Also gilt

—oo < p=inf f(M) <sup f(M) =R < +o0.

Aus der Definition des Supremums folgt, dass es eine Folge (x,,)nen C
M gibt mit
R = lim f(xz,).

n—oo

Da M kompakt ist, besitzt (z,),en einen HP Z in M. Da f stetig ist,
gilt

/(@) =R.
Analog folgt die Existenz eines x € M mit
fz) = p.

g

BEMERKUNG II1.4.11. Sei M C X, M # (, kompakt und f €
C(M,Y). Wegen Beispiel I111.3.9(1) (S. 78) und Satz I11.4.10 ist

1£lloo = I flleary) = max || f(z)]ly
wohldefiniert. Wie man leicht nachrechnet, ist || - ||c(a,y) eine Norm

auf C(M,Y).
Eine weitere wichtige Konsequenz aus Satz 111.4.10 ist:

SATZ 111.4.12 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA). Jedes nicht
konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei
n
p(z) = Zakzk, ay € C,
k=0
ein nicht konstantes Polynom. O.E. kénnen wir a, = 1 und n > 2
annehmen. Sei
n
R=1+) lay|.
k=0

Fiir |z| > R folgt

n—1
p(2)] = [2" = Y lax]=["
k=0

n—1
> 2" =) lall2™!
k=0
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= |2[" {2 = (R - 1)}
> |2
> |R"
> R.
Weiter ist
[p(0)] = fao| < R.
Also gilt wegen Satz 111.4.10

inf [p(z)| = inf [p(2)]
zeC 2€B(0;R)

= min_|p(2)| = [p(20)|
z€B(0;R)

mit |zg| < R. Wir nehmen an, dass p(zo) # 0 ist. Dann ist

4(2) = —p(z0 + 2)

p(20)
ein Polynom vom Grade n mit
(+) g2 =1 VzeC
und

q(0) = 1.

Also konnen wir ¢ in der Form
q(2) = 14+ b2" 4+ 2 p(2)

mit k£ > 1, b € C* und einem Polynom p schreiben. Wie wir in Para-
graph III.7 genauer sehen werden, konnen wir —% in der Form

1 .
_E = rcosw -+ 1rsinw

mit r € R und w € [0, 27) darstellen, und fiir

W oW
7= \’“/Fcosg—l-z\’“/?sm%

gilt dann

Die Funktion

t () p(t2")]
nimmt geméaf Satz 111.4.10 auf dem Intervall [0, 1] ihr Maximum an.
Sei m dieses Maximum. O.E. ist m > 1. Fiir ¢ € (0, z-) folgt dann

la(t2)] < [1+b(t2")"| + [(t27) " p(t2"))]
< |1 =% + 5 ttm
=1—t*(1—tm)
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1

<1--tf
2
< 1.
Dies ist ein Widerspruch zu (x). 4

II1.5. Zusammenhang
Im Folgenden seien (X, ||-||x) und (Y ||-||y) normierte Vektorrdume.

DEFINITION II1.5.1. Eine Teilmenge M von X heifit ZUSAMMEN-
HANGEND, wenn es keine zwei in M relativ offenen Mengen O;, O, gibt
mit

01#@,OQ%@,OlﬂOQIQ,OlLJOg:M.

Satz 111.5.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M C X ist zusammenhdngend.
(2) Fiir jede Teilmenge O von M, die gleichzeitig relativ offen und
relativ abgeschlossen in M ist, gilt O = () oder O = M.

BEWEIS. (1) = (2): Sei O C M relativ offen und relativ abge-
schlossen in M. Setze O' = M\O. Dann sind O und O’ relativ offen in
M und erfiillen

oNno' =0,0U0 = M.
Da M zusammenhéngend ist, gilt O = () oder O’ =, d.h., O = M.
(2) = (1): Angenommen M ist nicht zusammenhéngend. Dann gibt
es zwei nicht leere, in M relativ offene Mengen O, O mit

01ﬂ02:® und01U02:M.

Also ist O; = M\Os und somit auch relativ abgeschlossen in M. Aus
(2) folgt O = () oder O; = M, d.h., Oy = ); Widerspruch. O

Der Begriff des Zusammenhangs fithrt u.a. zu einem wichtigen Be-
weisprinzip:
Sei P(z) eine Eigenschaft, die man fiir alle x aus einer
Menge M beweisen will. Dann zeigt man sukzessive:
(1) M ist zusammenhéngend,
(2) {x € M : P(x) gilt} # 0,
(3) {z € M : P(x) gilt} ist offen in M,
(4) {z € M : P(x) gilt} ist abgeschlossen in M.
Wegen Satz I11.5.2 gilt dann P(x) fir alle z € M.

Als néchstes geben wir eine wesentliche topologische Charakterisie-
rung der Intervalle in R.
SarTz I11.5.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M C R ist zusammenhdngend.
(2) M st ein Intervall.
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BEWEIS. (1) = (2): Sei
a=infM eR, b=supM €R.
Dann ist
M C [a,b].
Wir miissen noch
(a,b) C M
nachweisen. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein ¢
mit
a<c<bundc¢g M.
Definiere
Oy =[a,c)N M, Oy = (¢,b] N M.
Dann sind O; und Oy relativ offen in M. Wegen der Definition von
a,b,c und wegen ¢ ¢ M gilt
01U02 :M,OlﬂOg 29,01 #@,OQ #@,
im Widerspruch zum Zusammenhang von M.

(2) = (1): Angenommen M ist nicht zusammenhéngend. Dann exis-
tieren in M relativ offene Mengen O; und O mit

O1#0,0,#0,0,N03=0,0,UOy = M.
Seien z € O und y € Oy. O.E. ist x < y. Sei
z =sup(Oy N [z,y]) € R.

Ann. z€ Oy := 36 >0:[z2,24+ 6] C Oy N [z,y] = Widerspruch.
Ann. z € Oy := 36 >0:[2—0,2] C Oy N [z,y] = Widerspruch.
Also ist z € O1 U Oy = M. Andererseits gilt

M>x<z<yeM
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M ein Intervall ist. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit den Auswirkungen des Zu-
sammenhangs auf stetige Funktionen.

SAaTz 111.5.4. Sei M C X, M # 0, zusammenhdingend und [ €
C(M,Y). Dann ist f(M) zusammenhdingend.

BEWEIS. Sei V' C f(M) nicht leer und in f(M) relativ offen und
relativ abgeschlossen. Da f stetig ist, ist U = f~1(V) in M relativ
offen und relativ abgeschlossen. Wegen () £ V' C f(M) ist U # (). Da
M zusammenhéngend ist, folgt U = M. Also ist

V= [f(U) = f(M).
Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.5.2. U
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SATz II1.5.5 (ZWISCHENWERTSATZ). Sei M C X, M # 0, zu-
sammenhdngend, f € C(M,R) und x,y € M mit f(z) < f(y). Dann
nimmt [ jeden Wert zwischen f(x) und f(y) an, d.h., zu jedem a €
[f(2), f(y)] gibt es ein z € M mit f(z) = a.

BeEwEIs. Wegen Satz I11.5.3 und Satz I11.5.4 ist f(M) ein Intervall.
Daher gilt [f(z), f(y)] C f(M). O

Eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist:

SaTz I11.5.6. Sei p(z) = Zakxk ein Polynom mit reellen Koeffi-

k=0
zienten und ungeradem Grad n, d.h., a, € R, a, #0 und n = 20 + 1,
¢ € N. Dann besitzt p eine reelle Nullstelle.

BEwels. O.E. ist n > 3 und a,, = 1. Sei

n—1
R=1+)lay|.
k=0

Dann folgt
n—1

p(R) > R" = |ay| R

k=0

n—1
> R" — Z |ak|R"_1
k=0

= R" (R~ (R~ 1))
>R

und

p(-R) < (“R"+ Y |ay R

n—1

<—R"+) |y R
k=0
= —R"(R~ (R~ 1)
_ _Rnfl
< 0.
Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.5.5. U

BEMERKUNG IIL1.5.7. Satz II1.5.6 ist fiir Polynome mit geradem
Grad i. a. falsch, wie das Beispiel p(z) = 2? + 1 zeigt.

Wir kommen nun zu einigen Abwandlungen des Zusammenhangbe-
griffes.
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DEFINITION II1.5.8. (1) Eine Funktion w € C([0, 1], X) heift (steti-

ger) WEG in X. Die Punkte w(0) € X und w(1) € X heiflen ANFANGS-
und ENDPUNKT des Weges. Die Menge w([0,1]) C X heifit SPUR des
Weges.
(2) Eine nicht leere Teilmenge M von X heifit WEGZUSAMMENHAN-
GEND, wenn es zu jedem x € M und jedem y € M einen Weg mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt, der ganz in M verlauft, d.h.,
w([0,1]) C M.

Aus Satz I11.5.4 folgt:
BEMERKUNG II1.5.9. Die Spur eines Weges ist zusammenhéngend.

Satz I11.5.10. Jede wegzusammenhdngende Menge M ist zusam-
menhdngend.

BEWEIS. Wir nehmen an M C X, M # (), sei wegzusammenhén-
gend, aber nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei nicht leere,
disjunkte, in M offene Mengen O, O; mit Oy U Oy = M. Seien x €
M N O; und y € M N Oy. Dann gibt es einen Weg w, der ganz in M
verlauft mit Anfangspunkt z und Endpunkt y. Sei .S die Spur von w.
Dann folgt

(O1NS)YU(OaNS)=MnS =S
(O1NS)N(O,NS) =10
O1NS#0,0,NS #0
O; N S ist relativ offen in S, 7 =1, 2.

Dies ist ein Widerspruch zu Bemerkung II1.5.9. U

DEFINITION III.5.11. Eine nicht leere Teilmenge M von X heifit
KONVEX, wenn fiir alle x,y € M gilt (vgl. Abbildung III.5.1)

{tr+(1—-t)y:0<t <1} C M.

Ny

ABBILDUNG III.5.1. Beispiel einer konvexen (links) und
einer nicht konvexen (rechts) Menge

BEMERKUNG III.5.12. (1) Eine konvexe Menge ist wegzusammen-
héngend und damit zusammenhéngend.
(2) B(a;r) und B(a;r) sind fiir jedes a € X und r € R, konvex.
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BEWEIS. AD (1): w € C([0,1], M) mit w(t) = tx + (1 — t)y ist ein
Weg mit Anfangspunkt y und Endpunkt x.
AD (2): Fiir z,y € B(a;r) und t € [0, 1] gilt
la — (tz + (1 = )y)llx = [[ta —tx + (1 —t)a — (1 - 1)ylx
<tlla =zl + (1 =t)fla -yl
<tr+(1—t)r

=T

Analog fiir z,y € B(a;r). O

LEMMA II1.5.13. Durch

L~y firz,y € M genau dann, wenn es einen Weg in M
mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt*

wird eine Aquivalenzrelation ~ auf M definiert.

BEWEIS. (1) z ~ z : w(t) =« fir alle t € [0, 1] ist stetig.
2Qrx~y=y~z:wel(0,1],M)w0) =zw(l) =y = wt) =
w(1 —t) leistet das Gewiinschte.

N~y y~z=x~2z:
r~y= Jw €C(0,1], M x
y~z= FJwy € C([0,1], M) mit we(0) = y,ws(1) = .

<
<

2t 0<t<i
=w(t) = wi(21) L 2
w2(2t — 1) 5 <t 1

leistet das Gewtinschte. O

SaTz II1.5.14. M C X, M # 0, sei offen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) M ist zusammenhdngend.
(2) M ist wegzusammenhdingend.

BEWEIS. (1) = (2): Sei a € M beliebig und
U={zreM:z~a}

Dann ist a € U.

Sei x € U. Da M offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B(x;e) C M. Sei
y € B(z;¢). Gemidfl Bemerkung I11.5.12 (2) gilt y ~ = und wegen
x ~ a auch y ~ a. Also ist B(x;e) C U. Mithin ist U offen in M.
Seiz € M\U. Da M offen ist, gibt es wieder ein ¢ > 0 mit B(x;¢) C M.
Dann ist auch B(x;e) NU = (). Denn sonst gébe es ein y € B(x;¢) mit
y ~ a; wegen y ~ x folgte x ~ a ein Widerspruch zu x ¢ U. Mithin ist
U auch abgeschlossen in M.

Da M zusammenhéngend ist, folgt U = M. Also ist M wegzusam-
menhéngend.

(2) = (1): Satz I11.5.10. O
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BEMERKUNG II1.5.15. Auf die Voraussetzung ,, M offen“ kann in
Satz II1.5.14 nicht verzichtet werden. Denn sei X = R?
X ={(z,y) eR*:0<2r<1,0<y < 1}

1 1
Y, ={(r,y) ERZ:2==0<y<1——
{(z,y) r=-,0<y n}

und
M=Xx"\|J X..
neN*
Die Menge M (vgl. Abbildung I11.5.2) ist zusammenhéngend aber nicht
wegzusammenhéngend.

ABBILDUNG II1.5.2. Skizze der Menge M aus Bemer-
kung II1.5.15. Dicke Linien gehoren zu M, diinne Linien
nicht.

BEWwEIs. (1): (0,0) % (1,0). Angenommen w = (wy,ws) € ([ 1],
M) erfiillt w(0) = (0,0),w(1) = (1,0). Aus Satz II11.4.10 (S. 86) folgt

Ogtgxl WQ(t) < 1.

Sei n € N so, dass 1 — % > m ist. Aus Satz I11.5.5 folgt, dass es ein
€ (0,1) gibt mit
G
w = —
! n
Dann ist
w(t') €Y, < w(t") & M.
Dies ist ein Widerspruch.
(2) (anl) ~ (anQ) fiir alle Y1, Y2 € [07 1)
(3): (z1,y1) ~ (29, y2) fiir alle (z1,y1), (x2,y2) € M mit x; > 0,29 > 0.
Sei nun N C M nicht leer und in M relativ offen und in M relativ
abgeschlossen.
(4): Bemerkung IT1.5.7 impliziert:

(1,91) ~ (w2,12) in M und (z1,51) € N = (w2,52) € N.

(5): N relativ offen in M = 3 (z,y) € N mit z > 0.
(6): (3), (4), (5) =V >0 Vye[0,1):(x,y) € N.
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(7): (6) = (2,}) e N vn>2.
N relativ abgeschlossen in M und
V2 1 1 1
1 -)eM -)eN

Jim (==,5)=0,5) e M= (0,3) €
(8): (2), 4), (1) = (0,y) e N vy e[0,1)
Also ist N = M und M somit zusammenhéngend. O

DEeFINITION II1.5.16. Eine nicht leere, offene und zusammenhén-
gende Teilmenge von X heifit GEBIET.

I11.6. Funktionen in R

Im Folgenden sei I C R stets ein nicht leeres Intervall.

DEFINITION II1.6.1. Eine Funktion f: I — R heifit

(a) MONOTON WACHSEND,

(b) STRENG MONOTON WACHSEND,
(c) MONOTON FALLEND,

(d) STRENG MONOTON FALLEND,

wenn fiir alle x,y € [ mit z < y gilt

(a) fz) < f(y),
(b) f(z) < [(y),
(c) f(x) = f(y)
(d) f(x) > f(y)-

Eine monoton wachsende oder monoton fallende Funktion heifit MO-
NOTON.

Y

BEISPIEL II1.6.2. (1) f(z) = z? ist streng monoton fallend auf

(—00, 0] und streng monoton wachsend auf [0, +00). Falls 0 € I ist, ist
f auf I nicht monoton.

(2) Die Funktion f(x) = [z| aus Beispiel I11.3.4(3) (S. 76) ist monoton
wachsend.

(3) Die Funktion

0 2¢Q
aus Beispiel 111.3.4(4) (S. 76) ist nicht monoton.

ﬂ@Z{ler

Sarz I11.6.3. Ser f : I — R monoton und o = inf I € R, f =
sup I € R. Dann existieren in R die Grenzwerte

fla+0) = lim f(z) = lim f(2)

Tr—x

f(6-0)= lim f(z)=lim f(z)

x<f



III.6. FUNKTIONEN IN R 95

und es gilt

inf{f(z) :z € (o, 8]} falls f wachsend,
sup{f(z) : z € (o, B]} falls f fallend,
sup{f(z) : z € [o,B)} falls f wachsend,
inf{f(z) :z €lo,B)} falls f fallend.
BEWEIS. Sei f monoton wachsend und
b=sup f(I) € R.
Sei (zp)nen C I eine Folge mit lim z, = f und z,, < 3 fiir alle n € N.

Dann gibt es zu jedem n < bein ( € I, { < 3, mit f(¢) =n. Zu ¢ gibt
es ein n¢ € N mit

fia0) - {

f(ﬂ—O)Z{

(<z,<fp Vn>ne

Da f monoton wachsend ist, folgt

n=f(Q) < flza) <b Yn=>n.
Also gilt lim f(x,) = b. Also existiert f(5 —0) und ist gleich b.

Ganz analog zeigt man die Existenz von f(a+0) und geht fiir monoton
fallendes f vor. O

DEFINITION II1.6.4. Seien D C R, D # (), Y ein normierter Vek-
torraum und f : D — Y ein Funktion. Ein Punkt zy € R mit zg €
DN (—o00,z9) N DN (z9,+00) heift SPRUNGSTELLE von f, wenn die
Grenzwerte i —lg?io f(z) = f(xo £ 0) existieren und verschieden sind.

BeispiEL I11.6.5. Fir die Funktion f aus Beispiel 111.6.2 (2) ist
jedes k € Z eine Sprungstelle. Es ist

f(k+0)—f(k—=0)=1 VkeZ.
Satz I11.6.3 zeigt, dass fiir eine monotone Funktion f : I — R fiir

jedes zo € I die Grenzwerte f(zo =+ 0) existieren. Der folgende Satz
zeigt, dass eine solche Funktion bis auf abzdhlbar viele Sprungstellen
stetig ist. Beispiel II1.6.5 zeigt, dass umgekehrt auch abzéhlbar viele
Sprungstellen auftreten kénnen.

SATz I11.6.6. Sei f: I — R monoton. Dann ist f bis auf abzihlbar

viele Sprungstellen stetig.

BeEwEIls. O.E. ist f monoton wachsend. Sonst gehen wir zu —f
iiber. Definiere

M={zel:flxt0)+fz—0)}

Wir miissen zeigen, dass M abzéhlbar ist. Dazu geniigt es, eine injektive
Abbildung von M in eine abzdhlbare Menge zu konstruieren. Sei dazu
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x € M. Da f monoton wachsend ist, ist f(x+0) > f(x —0). Also gibt
es ein

¢ € QN (f(z =0), f(z +0)).

T +— ¢, ist eine Abbildung von M in Q. Seien nun x,y € M mit z < y.
Da f monoton wachsend ist, folgt

f(z+0) < f(y—0).
Also gilt
e < flz+0) < fy—0) <gy
Mithin ist die Abbildung injektiv. Damit folgt die Behauptung aus Satz
[.3.2 (S. 17). O

Der folgende Satz zeigt, dass stetige, monotone Funktionen sehr
gutartig sind. Er wird uns im néchsten Paragraphen gute Dienste leis-
ten.

Sarz I11.6.7. Sei f : I — R stetig und streng monoton wachsend
bzw. fallend. Dann gilt

(1) J = f(I) ist ein Intervall.

(2) f: 1 — J ist bijektiv.

(3) Die Umkehrabbildung f~1 : J — I ist stetig und streng mono-
ton wachsend bzw. fallend.

BEWEISs. AD (1): Folgt aus Satz I11.5.3 (S. 88) und II1.5.4 (S. 89).
AD (2): Die Surjektivitéat folgt aus der Definition von J, die Injektivitét
aus der strengen Monotonie.

AD (3): Sei g = f7!: J — R. O.E. setzen wir voraus, dass f streng
monoton wachsend ist. Andernfalls gehen wir zu —f {iber.

Sei y1,y2 € J mit y; < yo. Angenommen es ist g(y;) > g(y2). Da f
streng monoton wachsend ist, folgt

y2 = fg(y2)) < f9(p1)) = w1
Also ist g streng monoton wachsend.
Sei nun yy € I. Geméaf Satz I11.6.3 existieren die Grenzwerte

g(yo +0) und g(yo — 0).

Wir miissen zeigen, dass sie mit g(yo) tibereinstimmen. Sei (yx)ren C J
eine monoton wachsende Folge mit

lim y, =yo und yp < yg VEk € N.

Dann ist (xy)gen mit xx = g(yx) eine monoton wachsende Folge mit
xp < xo=g(yo) Vk €N,
Sei

T = lim x;.

k—oo
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Dann ist

T<x9 und® € I.
Angenommen es wire, T < xy. Dann folgt aus der Stetigkeit und der
strengen Monotonie von f

= Jim i = Jim f ()
= f(@)
< f(xo0) = Yo
Also ist T = xg und somit

9(yo —0) = g(yo)-

Ganz analog folgt g(yo + 0) = g(yo). Also ist g stetig. O
BEISPIEL II1.6.8. Sein > 2 und f: R, — R, definiert durch
f(z) ="

Fir 0 <z <y gilt
fy) = f(z)=y" —a"
— " (1—(5))

Y

n—1

:%;(1—(5))1;2

> 0.

Also ist f streng monoton wachsend.
Wegen 0 < f(z) =2" <z firalle 0 <z <1 gilt

lim f(z) = 0.

z—0+
Wegen f(z) = 2" > z fiir alle x > 1 gilt
lirf f(z) = +o0.

Also ist gemafl Satz 111.6.7 f : R, — R, bijektiv und es gibt eine
stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion g : R, — R,. Es

18t
g(z) = V.
I11.7. Exponentialfunktion und Verwandte

DEFINITION II1.7.1. Durch
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sin(z) = nzzo(—mm

werden drei Funktionen von C in C, genannt EXPONENTIALFUNKTION,
CosINUS und SINUS, definiert.

Satz II1.7.2. Es gilt:

(1) Die Potenzreihen in Definition II1.7.1 haben alle den Konver-
genzradius oo.
(2) exp,sin, cos sind reellwertig auf R.
(3) en1t22 = e* . e fijr alle 2,29 € C.
(4) e* #£ 0 fir alle z € C;e % = eiz fiir alle z € C
(5) €% = cos z +isin z fir alle z € C.
(6) cos ist gerade, d.h., cos(—z) = cos(z) fir alle z € C.
sin ist ungemde d.h., sin(—z) = —sin(z) fir alle z € C.
(7) cos(z) = (e” +e ”) fir alle z € C.
sin(z) = (¢ — e7%) fiir alle z € C.
(8) cos(z) = Re( @y fir alle v € R.
sin(z) = Im(e™) fiir alle z € R.
(9) exp, cos, sin sind stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz I11.6.4 (S. 58).
AD (2): Ist klar.

(3): Beispiel 11.5.15 (S. 56).
AD (4): Beispiel 11.5.15 (S. 56).
(5):

n=0
_ 2k 2 S 2k+1i .
= Z(z) (2 —|— Z 2k 1)1 wg. abs. Konv. mogl.
k=0 k=0
o0 S 2k+1
=2 (-1 2k: 21<; + 1)

AD (7)
1 iz —12\ __ 1 <l <l
5(6 +e %) = E(cos(z) +isin(z) + cos(—z) + isin(—z))
= cos(2)
%(e —e ) = 2@((:08( z) +isin(z) — cos(—z) —isin(—z))

= sin(z).
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D (8): Folgt aus (2) und (5).
D (9): Gemé$ Beispiel 111.3.14(2) (S. 79) gibt es ein p > 0 mit
e — 1]
2|
Sei nun zg € C und ¢ > 0. Wahle

A
A

<2 V|z| < p.

_ £
d = min{p, M} >0
Dann folgt fiir z € C mit |z — 29| < 6
e* — e®| = |e®] - w|z — 2|
|Z—ZQ|
< 2le®||z — 2o
<eE.

Also ist exp stetig. Wegen Satz I11.3.8 (S. 77) ist dann auch
z — exp(—2z)
stetig. Damit folgt die Stetigkeit von Sinus und Cosinus aus (7) und
Satz I11.3.5 (S. 77). O
SaTz 111.7.3 (ADDITIONSTHEOREME). Fiir alle z,w € C gilt:
(1) cos(z + w) = cos(z) cos(w) F sin(z) sin(w).
sin(z + w) = sin(z) cos(w) £ cos(z) sin(w).
(2) sin(z) — sin(w) = 2 cos(Z5*) sin(252).
cos(z) — cos(w) = —2 s1n(z+w) sin(%55%).
(3) cos?(z) +sin?(z) = 1.

2 2
BEWEIS. AD (1):

1 .
cos(z +w) = E(e’(z“") + e~ (=Hw)
— _[eizeiw + e—ize—iw]
1 iz —1iz W —tw
= Z[(e +e ) (e +e ™)

=+ (eiz _ efiz)(eiw _ efiw)]
= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
Die Identitét fiir cos(z — w) folgt aus cos(z — w) = cos(z + (—w)) und
Satz I11.7.2 (6). Der Beweis der Identitét fiir sin(z4w) ist vollig analog.
AD (2): Setze u = 5%, v = #5%. Dann ist
Z=Uu+v, wW=v—1uU.
Damit folgt aus (1) und Satz II1.7.2 (6)

sin(z) — sin(w) = sin(u + v) + sin(u — v)
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= 2sin(u) cos(v)
Z—w zZ+w

) cos( 5 )

= 2sin(
Die zweite Identitét folgt analog.
AD (3): Aus (1) folgt
cos?(2) + sin?(2) = cos(z — z) = cos(0) = 1.
U

Wegen e*t% = e . ¢% ist das Verhalten der Exponentialfunktion
auf C festgelegt durch ihr Verhalten auf R € C und /R ¢ C. Wir
betrachten zunéchst die reelle Exponentialfunktion.

Sarz 1I1.7.4. Es gilt:
(1) 0 < e <1 fir alle x < 0;
e’ > 1 fir alle x > 0.
(2) exp : R — R st streng monoton wachsend.

(3) lirll x~"e’ = 400 fir allen € N,
lim e* =0.

r——00

BEWEIS. AD (1): Fiir x > 0 folgt

Fiir x < 0 folgt

AD (2): Fiir x < y folgt aus (1)
eV = e’ > e’

AD (3): Fiir n € N und x > 0 folgt
n+1

x x
—-n T > —-n — .
T I T g ) e OO
Schliefflich gilt
1
lim ¢ = lim e *= lim — =0.
T——00 T——+00 z—+o00 €%

0

Wegen Satz I11.7.4 und Satz I11.6.7 (S. 96) ist die folgende Definition
sinnvoll.

DEeFrINITION II1.7.5. Die Umkehrfunktion der reellen Exponential-
funktion heifft (NATURLICHER) LOGARITHMUS und wird mit In be-
zeichnet;

In=(explg)”': R} — R,
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Satz 111.7.6. (1) Der Logarithmus ist eine stetige, streng monoton
wachsende Funktion mit

xl—l>r—|I-1c>o In(z) = 400, Ili)r(r)lJr In(z) = —o0.

(2) Fir alle x,y € RY gilt

In(z - y) = In(z) + In(y)
1n<§> = In(z) — In(y).

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz II1.6.7 (S. 96) und Satz I11.7.4.
AD (2): Sei @ = In(z), b = In(y). Dann folgt aus Satz I11.7.2 und der
Definition des Logarithmus

zoy=e" e =ert?

= In(z)+In(y) =a+b=1In(z-y)
Analog fiir In(2). d

z
Y

Sei a > 0. Dann folgt

und damit
a® = (eln(a))n — 6nln(a) Vn € N
1 1

"= —=——=¢"@ vypecN
an enln(a)

Sei n € N* und z = en (@) ¢ R . Dann folgt

1
" = e"n In(a) __

Also gilt
a=en™@ Vne N
Hieraus folgt fiir r = %’ €EQmitpeZ, qe N*

Dies fiihrt zu folgender Definition.

DEeFINITION III.7.7. Fiir @ > 0 und = € R sei
a® = ewln(a).
SATz II1.7.8. Seien a,b € R und x,y € R dann gilt:

(1) a*a? = a* 1Y, Z—f,z =qa*v.
) b = @), = (5"
(3) (a")V = a™.

(4) In(a*) = xIn(a).

BEWwEIS. Ubungsaufgabe. O
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Der folgende Satz sagt etwas aus iiber das asymptotische Verhalten
des Logarithmus fiir x — 0+ und z — +o0.

SATZ II1.7.9. Fiir o € R gilt

lim z7*In(z) =0, lim z%In(xz) = 0.

T—-+00 z—0+

BEWEIS. Da aus x — +oo folgt y = In(z) — 400 erhalten wir mit
Satz I11.7.4 (3)

lim 2 %In(z) = lim Y
xT—400 y——+oo Y
1 . ay
= — lim —
o y—+oo ey
Lim 2 (z—ay)
=— lim — (z=a«
o z—+00 % y
=0.
Ebenso folgt
lim 2°In(z) = lm yI(>) (=)
im n(z) = lim n(— = -
w—>0+x o y—>+<><>y Y ! Y

=— lim y “In(y)

y—-+oo

=0.
U

Als néchstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunkti-
on auf iR C C. Um Schreibarbeit zu sparen, definieren wir fiir x € R

ixp(z) = e VzeR.
Satz 11.7.10. ixp(R) = S' = {2 € C: |z| = 1}.
BEWEIS. Wegen Satz I11.7.3 (3) ist ixp(R) C S*. Um die Gleichheit
zu zeigen, beweisen wir zunéchst:
BEH.: cos(R) = [-1,1].

BEw. DER BEH.: Wegen Satz I11.5.3 (S. 88) und Satz I11.5.4 (S. 89)
ist I = cos(R) ein Intervall. Wegen cos(0) = 1 ist 1 € I. Wegen

0 (_1)2k—1 (_1)2k
COSl=1+;{(4k_2)! + )] }

[e.9]

1 1
:1_;{(%—2)! ~

<1

ist I # {1} und
a=1infl < 1.
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Wegen Satz I11.7.3 (3) ist @ > —1. Angenommen a > —1. Dann ist
o= e T und es gibt ein  mit cos(z) = a. Mit Satz II1.7.3 folgt

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)

= 2cos’(x) — 1

a+1)2_1
2

1 —a?
2

:2(

= q —
< a.

Alsoist a = —1. Insbesondere ist 0 €  und es gibt ein x mit cos(z) = 0.
Mit Satz II1.7.3 folgt wieder

cos(2x) = 2cos?(x) — 1 = —1.

Damit ist BEH. bewiesen.
Sei nun z € S'. Dann gibt es gemif Behauptung ein € R mit

cos(z) =Rez € [-1,1].
Dann gilt aber ¢ = z oder (e) = e~ = 2, d.h.,
ixp(z) = z oder ixp(—z) = 2.

Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Sarz II1.7.11. Die Menge M = {x € RY : ixp(x) = 1} besitzt ein
positives Minimum. Wir definieren

T = %min{x e R’ :ixp(x) = 1}.
BEWEIS. Wegen Satz I11.7.10 gibt es ein z mit
ixp(z) = —1.
Wegen ixp(0) = 1 ist = # 0. Wegen
ixp(—) = [ixp(a)] " = -1
ist 0.E. z > 0. Wegen
ixp(2z) = [ixp(z)]* = 1
ist M # 0. Fiir € (0,1) gilt weiter

(_1)2kx4k+1 (_1)2k+1x4k+3

Sm@%:ZJ e T
_ Z g+ 1 X

Mk+DT_Mk+$J

e
Il

0
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- 1 1
= ];x‘“f“[(% +1)! (4k+ 3)!]
> 0.
Also ist
M= ({1})
mit ¢ = ixp |[1,00). Hieraus folgt die Behauptung. O

Sarz I11.7.12. Es gilt:

(1) =1 <= z€2mZ < Ik eZ:z=2km.
(2) ¢ =—-1 <= zemi+2mZl < JkeZ:z=2k+ 1)m.

BEWEIS. AD (1): ,<=": 2™ = (2™)k = 1F =1
7~ z=x+iy,r,y e R e*=1

=1 =|e*| = |e"]]e¥| =¢* = x=0
y=2kr+r mit0<r <27
—1=c" =" =¢™ — r=0 nach Def. von 7.
AD (2): =" eBFFm — e — ¢
@’ =e*™ =1= aq=+1= a = —1 nach Def. von 7.
2 “:

e =—1= % =1 =22 € 2niZ
—z € mi
=2 = (204 1)mi mit ¢ € Z wegen (1).

Aus Satz 111.7.12 folgt
e =t e C kel
Falls es fiir eine Funktion f : K — K ein p € K* gibt mit
fle+p)=flz) Veek,
sagt man, f sei p-PERIODISCH. exp ist also 27 periodisch.
Sarz I11.7.13. Fiir jedes a € R gilt
ixp : [a,a +27) — S!
und
ixp : (a,a + 27] — S*
sind bijektiv.
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BEWEIS. INJEKTIV:
ixp(r) = ixp(y) < ixp(z —y) =1
< & —y = 2kn fir ein k € Z (Satz 111.7.12)
< zrx=ydal|r—y| <27 Vz,y € [a,a+ 2m)
bzw. Vx,y € (a,a + 27].
SURJEKTIV: Zu z € S* gibt es nach Satz I11.7.10 ein = € R mit ixp(z) =
z. x lasst sich in der Form x = a + 2k7 +r mit k € Z und r € [0, 27)
darstellen. Damit folgt
z = ixp(z) = ixp(a + r) - ixp(2kn)
= ixp(a + 7).
Wegen a + r € [a,a + 27) folgt die Surjektivitét. O

Sarz [11.7.14. Es gilt:
(1) cos(z + 2km) = cos(z), sin(z + 2km) = sin(z) fir alle z € C,

ke Z.
(2) cos(z) =0 <= z € § +7LZ,
in(z) =0 < z enZ.
(3) sin(x) > 0 fir alle x € (0,7),
sin(z) ist streng monoton wachsend auf (0, 7).
(4) cos(z ) —cos(z), sin(z + ) = —sin(z) fir alle z € C.
(5) cos(z) = sin(§ — z), sin(z) = cos(§ — z) fiir alle z € C.
(6) cos(R) = sm(R) [—1,1].

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz I11.7.2 (7) und Satz II1.7.12.
AD (2):

n n O

cos(z) =0
62iz = _1

2zi € mi + 2miZ, wegen Satz 111.7.12
z € T + 72

sin(z) =0
62iz =1

21z € 2miZ wegen Satz I11.7.12
z € T

[ A

AD (3): Im Beweis von Satz II1.7.11 wurde gezeigt
sin(z) >0 Vz € (0,1).

Damit folgt aus Teil (2) und Satz II1.5.5 (S. 90)
sin(z) >0 Vx € (0,m).
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Mit dem gleichen Argument folgt aus cos(0) = 1
cos(z) >0 Vz e (0, g)

Sei nun 0 < z <y < 7. Dann folgt aus Satz II1.7.3

sin(y) — sin(z) = 2 (:os(glj ;— y) Sin(aj ; y) > 0.
AD (4): Folgt aus Satz II1.7.12 und Satz I11.7.3.
AD (5): Folgt aus (2), (3) und Satz II11.7.3.
AD (6): Aus Satz II1.7.10 folgt cos(R) = [—1,1]. Aus (5) folgt dann
sin(R) = [—1,1]. O

BEMERKUNG II1.7.15. (1) Die reellen Funktionen cos und sin sind
durch die Werte von sin(z) fiir z € [0, 5] eindeutig festgelegt.
(2) Die Zahl 7 ist irrational, ja sie ist sogar transzendent (Beweis von
LINDEMANN 1882), d.h., es gibt kein Polynom p mit rationalen Koef-
fizienten und p(7) = 0.
(3) Die Zahl 7 ist die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Um sie
numerisch zu berechnen, benutzen wir die Identitét

n 2k

x
cos(z) = Z(—l)km + ropt2()
k=0
mit
% L a2
= ~1
T2n+2(x) Z ( ) (2]{7)'
k=n+1
und die (zu beweisende!) Abschitzung
‘x’2n+2
n < ——— V|z|<2n+3.
raniafa)| < o Vel < 20+
Fiir 0 < < 5 folgt hieraus
2
cos(x) =1— % + 7y
-t
- 2 24
x? x?
—1-Z(1-=
2 ( 12)
<1 VOi<z<vI2

Also ist 27 > /12 und damit 7 > /3 > 1.5. Fiir 2 = 1.5 und z = 1.6

erhalten wir
cos(1.5) = 0.070'737'20163 =20 - 10~ > 0
cos(1.6) = —0.029'199'522'39 +20 - 10~ < 0.
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Also ist 1.5 < % < 1.6. Sei

cos(1.5)
cos(1.5) — cos(1.6)

a ist der Schnittpunkt der Geraden durch (1.5,cos(1.5)) und (1.6,
cos(1.6)) mit der z-Achse. Wir erhalten

cos(1.5707) = 0.000'096'326'73 £20- 107" > 0
cos(1.5708) = —0.000'003'673'26 & 20 - 10~* < 0.

a=15+0.1 = 1.57078. ..

Wegen
. Ty sin(2 S Yy

<0 Vi<z<y<m

CoSYy — CoST = —2 sin(y

ist der Cosinus auf (0, 7) streng monoton fallend. Daher folgt aus obiger
Abschétzung

1.5707 < g < 1.5708.

Sei

cos(1.5707)
cos(1.5707) — cos(1.5708)
= 1.570'796'326" . . .

Wir erhalten
cos(1.570'796'326) = 0.000'000'000'73 20 - 10~'* > 0
cos(1.570'796/327) = —0.000'000'000'27 £ 20 - 10~ < 0.

b= 1.5707 + 0.0001

Also gilt
1.570"796'326 < g < 1.507'796'327

d.h.
7 = 3.141'592'653 + 1077,

SATz II1.7.16. Fir jedes a € R gilt
exp : R X [a,a + 27)i — C*
exp : R x (a,a + 27)i — C*
ist bigektiv.
BEWEIS. INJEKTIV: Fiir 2 =  + iy, w = u + v mit z,y,u,v € R
folgt
e* = eV = %W = U™
— |e%el¥| = |ete|

— e =c"=ax=u
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= W = ¢
— W) =1
— Yy —v € 2L
= y = .

SURJEKTIV: Sei z € C*. Dann ist |z| > 0 und o € St. Also gibt es
nach Satz I11.7.6 und Satz II1.7.10 ein = € R und ein y € [a,a + 27)
bzw. y € (a,a + 27| mit

2

K

Hieraus folgt die Behauptung. O

e’ = |z|, ¥ =

Hieraus folgt unmittelbar die POLARKOORDINATENDARSTELLUNG
der komplexen Zahlen.

SATz I11.7.17 (POLARKOORDINATENDARSTELLUNG DER KOMPLE-
XEN ZAHLEN). Zu jedem z € C* gibt es genau ein « € [0,27) mit

z = |z|e™.
a heifft das ARGUMENT wvon z, kurz a = arg(z).
BEMERKUNG II1.7.18. Seien z,u € C* und
z=re%, u=se"?
mit r,s € R, ,9 € [0,27). Dann folgt
z-u=(r-s)el?t),
Also
arg(z - u) = arg(z) + arg(u) mod 2.

Zwei komplexe Zahlen werden also miteinander multipliziert, indem
ihre Betrdge multipliziert und ihre Argumente modulo 27 addiert wer-
den.

SaTz I11.7.19 (KOMPLEXE WURZELN). Fir jedes a € C* und jedes
n € N* besitzt die Gleichung z" = a genau die n komplexen Lésungen

2 = |a|/rel@E@R2TR/n g < <~ 1,

BEWEIS. Sei z eine Losung der Gleichung 2™ = a. Dann ist z € C*
und somit
z=re¥ mitr € R% und ¢ € [0,27).
Es folgt
2 =™ =g = |a|eiarg(“)
—r" =|d|

— r=|a|'/"
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und
ny — arg(a) € 277
= p= %(arg(a)—f—?kw) 0<k<n-—1.
U

Zum Abschluss beweisen wir noch eine andere Darstellung der Ex-
ponentialfunktion.

SaTz I11.7.20. Fiir alle z € C ist
z
= lim (1 4+ =)".
¢ = lim (1+2)

BEwEIs. Fiir n € N* und z € C gilt
z 2 z
e = (14 2y = (R - (14 2)

n—1
_[eE z 2k Z\n—1-k
= e (1+n)]26 (1+-)
k=0
=A-B
Weiter ist
2 2
A: n — 1 —
e ( —i—n)
2 en —1
= — -1
-
= Zra(2)

GeméB Beispiel 111.3.14(2) (S. 79) gilt

lim r,(z) = 0.

n—oo

Weiter gilt

Damit folgt

n—1
Bl <Y em i ot
n
k=0

n—1
< Z e%(mmkk)
k=0

-1
S ne'z‘nT
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< nel.
Insgesamt erhalten wir

Z Z\n |Z| z
ler =1+ )" < g!?‘n(Z)!n@' |
= |zleHlr,(2)]

— 0.
n—oo



KAPITEL IV

Differentialrechnung einer Verédnderlichen

Zunéchst fithren wir den Begriff der Differenzierbarkeit einer Funk-
tion von M C K in einen normierten Vektorraum ein und betrachten
darauf aufbauende Begriffe. Danach leiten wir Mittelwertsatze her und
befassen uns mit Konsequenzen wie z.B. der Regel von de I’'Hopital.
Anschlielend beweisen wir Taylorformeln und ziehen daraus Konse-
quenzen.

Als Anwendung betrachten wir die numerische Losung von Gleichun-
gen. Wir beweisen den Banachschen Fixpunktsatz, leiten das Newton-
verfahren her und beweisen seine Konvergenz.

IV.1. Differenzierbarkeit

Im Folgenden sei, sofern nicht anders vermerkt, (Y, || - ||y) ein nor-
mierter Raum, M C K eine nicht leere Menge, o € M ein Haufungs-
punkt von M und f: M — Y eine Funktion.

DEerINITION IV.1.1. Die Funktion f : M — Y heifit im Punkt
ro € M DIFFERENZIERBAR, wenn der Grenzwert

x)— f(z
L f@) ~ )
T—T0 T — xo
in Y existiert. Falls f in z( differenzierbar ist, nennen wir

d
w0) = D (x0) = ()
— Lim f(z) = f(@o)
z—z0 T — Xg
~lim f(xo +h) — f(xo)
h—0 h
die ABLEITUNG von f im Punkte xg.

ey

Bevor wir Eigenschaften differenzierbarer Funktionen untersuchen
einige Beispiele.

BeispieL IV.1.2. (1) f: C — C, f(z) = 2", n € N* ist differen-
zierbar fiir jedes z € C und f/(z) = nz""'.
(2) f: C — C, f(2) = e ist differenzierbar fiir jedes z € C und
f'(z) = €.
(3) f:R* = R, f(z) = % ist differenzierbar fiir jedes 2 € R* und
)

111
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'R — R?, f(z) = (z,2%)" ist differenzierbar fiir jedes x € R und

R—=Ry, f (x) |z| ist in xy = 0 nicht differenzierbar.
= Re z ist in keinem Punkt z € C differenzierbar.

AD (2)
e? — e® e % — 1
— €Z0 _ ezo
Z— 20 Z— 2y *%0
AD (3)
x01+h - wlo — —h - _ 1 _)_i
h hxo(zo + h) zo(wg + h) h—0 3
AD (4)
f(xo+h) — f(x0)
| h — (1, 220)"|| = [I(L, 220 + h)" — (1, 220)'|
= /(1 = 1)+ (20 + h — 20)?
= ||
— 0
h—0
AD (5)
1Y £(0 1
lim f<”)1 1) = lim §+ =1
1y _ (0 1
lim M = lim 5 = —1.

Fiir x € R* folgt analog, dass f differenzierbar ist mit

oy )1 falls x > 0
f($>_{—1 falls 2 < 0.

AD (6): Sei z = x + iy mit z,y € R. Dann ist

1y 1
f(2+nl> f<z):%:1 VneN
f(2+ﬁ2_f(z):0 VneN.
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SATz IV.1.3. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) f ist differenzierbar in xq.
(2) Es gibt ein c € Y mit
lim f(z) = f@o) — c(z — xo)
T—x0 T — X
(3) Es gibt ein ¢ € Y und eine Abbildung r : M — Y, die in xg
stetig ist und r(xo) = 0 erfillt, mit
f(z) = f(xo) + c(x — x) + r(x)(x —29) Ve M.
In den Fdllen (2) und (3) ist ¢ eindeutig bestimmt und ¢ = f'(zo).

=0.

BEWEIS. (1) = (2): Ist offensichtlich.
(2) = (3): Definiere r : M — Y durch

{f(fc)—f(xo)—c(x—wo) x # 7o

r—x0
0 T = xg.

r(z) =
Aus (2) folgt dann, dass r in x( stetig ist.
(3) = (1): Ist offensichtlich. O
Aus Satz 1V.1.3 folgt unmittelbar:
Satz IV.1.4. Ist f in xy differenzierbar, so ist f in xq stetig.
BEWEIS. Geméf Satz IV.1.3 (3) ist
f(z) = f(20) + c(x — 20) + r(x)(x — 20)
mit einer in x stetigen Funktion r. Also ist
xhji}o f(z) = f(xo).
O

BEMERKUNG IV.1.5. (1) Beispiele IV.1.2 (5) und (6) zeigen, dass
die Umkehrung von Satz IV.1.4 i. a. falsch ist.
(2) Eine Funktion der Form x — f(xq)+ f'(z0)(z — o) ist affin. Mithin
besagt Satz IV.1.3, dass eine in z( differenzierbare Funktion f in der
Néhe von zy durch eine affine Funktion bis auf einen Fehler R(x) mit

(%) lim )

T—T0 T — X

=0,

d.h. einen Fehler hoherer Ordnung, approximiert werden kann. Sei nun
umgekehrt h : M — Y eine affine Funktion, R : M — Y eine Funktion,
die (%) erfiillt, und

f(z) =h(z)+ R(x) Yz e M.
Da h affin ist, gilt fiir alle z € M
h(x) = h(0) + cx
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mit ¢ € Y. Daher gilt

f(x) = f(wo) = h(x) + R(x) — h(xo) — &(@

h(0) 4+ cz + R(x) — h(0) — cx
c(z — x9) + R(z)

o J@ )

z—zo X — Xg
Also ist f in z( differenzierbar.
Mithin ist also eine Funktion genau dann in xz differenzierbar, wenn sie
dort linear approximierbar, d.h. durch eine affine Funktion bis auf Ter-
me hoherer Ordnung darstellbar ist. Geometrisch bedeutet dies, dass
der Graph von f durch eine Gerade approximiert werden kann.
(3)Ist f: M C C — Cin zy € M NR differenzierbar, ist weiter zg
ein Haufungspunkt von M N R und ist f(M NR) C R, so ist f|ynr
als Funktion von R in R in zy differenzierbar. Beispiel IV.1.2 (6) zeigt,
dass die Umkehrung i. a. falsch ist.
(4) Ist f : M C R — R? in xq differenzierbar, so ist f aufgefasst als Ab-
bildung von R in C auch in z, differenzierbar und die Ableitungen stim-
men unter Beriicksichtigung der Konvention R? 3 (z,y) ~ z + 1y € C
iiberein.

SATZ IV.1.6. f = (f1,.., fm)' : M — K™ ist genau dann in xg
differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion f;, 1 < j < m, in xq
differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

f/<l'0> = (f{(l’o), SR 7f7ln<x0))t'
BEwEIS. Wegen

f(x) — f(x0) _ <f1($) — fi(xo) Jm(z) — fm(xo))t

T — T x—xz9 T — T

folgt die Behauptung aus Satz I11.3.10 (S. 78) und Bemerkung I11.3.13
(S.79). O

SAaTz IV.1.7. Seien f: M — Y, g: M — Y in xy differenzierbar
und o, B € K. Dann gilt:

(1) af + By ist in xq¢ differenzierbar und
(af + B9)'(z0) = af'(z0) + B9 (x0),

d.h., die in xo differenzierbaren Funktionen bilden einen K-
Vektorraum.
(2) Ist Y =K, so ist auch f - g in xo differenzierbar und

(f - 9)(w0) = f'(w0) - g(x0) + f(20) - ¢ (w0).
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(3) Ist Y = K und g(xg) # 0 so ist auch § in xo differenzierbar
und

f'(20)9(0) — f(@0)g'(x0)

vy
(5) (o) = (1)
BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.
AD (2):
f(x) - g(x) = [ (o) - g(o)
LIy 4 g B

:)H—I:)f,(iﬂo)g(ﬂfo) + f(x0)g'(z0) wg. Satz IV.1.4

AD (3): Wegen Satz IV.1.4 gibt es eine Umgebung U € U(zp) mit
g(x) # 0 fiir alle x € U. Fiir x € U folgt

fx) _ f(zo)
9@  gl@o)
T — Tg

:f(x)g(xo) — f(z0)g(x)
g9(x)g(z0)(x — 20)

9(x)g(zo) ) T — g
. f'(x0)g(w0) — f(20)g' (0)
a0 g(0)? '

g

SATZ IV.1.8 (KETTENREGEL). f : M — K sei in xo differenzier-
bar, yo = f(xo) sei ein Hiufungspunkt von N C K und g: N — Y sei
differenzierbar in yo. Dann ist g o f in xy differenzierbar und es gilt

(90 f) (o) = g'(f(x0)) - f'(w0).
BEWEIS. Es ist geméf Satz IV.1.3
f(x) = f(zo) + f(xo)(x — z0) + r(x)(x —x9) VX EM
9() = 9(yo) + 9'(wo) (v — o) + s(y)(y —v0) Yy €N

mit in xy bzw. yp stetigen Funktionen r und s und r(xo) = 0, s(yo) = 0.
Damit folgt

go f(x) =go f(xo) +g'(f(20))(f() — f(x0))
+ s o f(x)(f(z) — f(wo)
= go f(zo) +g'(f(x0)) - f'(x0)(x — w0)
+[g'(f (20))r(2)
+ 50 f(x) - fi(w0) + 50 f(2)r(z)|(z — z0).
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Da die Funktion ¢ : M — Y mit

p(z) =g (f(x0))r(z) + 50 f(z) f'(30) + 50 f() ()
gemaB Satz I11.3.5 (S. 77) und Satz II1.3.8 (S. 77) in x( stetig ist und
o(xg) = 0 erfiillt, folgt die Behauptung. O

SATz IV.1.9 (DIFFERENZIERBARKEIT DER UMKEHRFUNKTION).
Sei f: M — K in xy differenzierbar und injektiv. Weiter sei f~1 :
N — K mit N = f(M) in yo = f(xo) stetig. Dann ist f~' in y,
differenzierbar genau dann, wenn gilt f'(x¢) # 0. In diesem Fall ist

1
—1\/ o
(f ) (yO) fl(-rO)
BEWEIS. Geméafl Satz IV.1.4 ist f stetig in xqg. Sei (zp)peny € M
eine Folge mit =, # z( fir alle n € N und z, — x7. Dann gilt

n—oo

flx,) # f(xo) fir alle n € N und f(z,) — f(zo). Also ist yo ein

Héufungspunkt von N, so dass es sinnvoll ist, von Differenzierbarkeit
in yo zu sprechen.
,=— Fiir alle x € M gilt

fo fl) =
Damit folgt aus Satz IV.1.8
1= (/" o Y (x0) = (/™) (o) S (o).
Hieraus folgt f'(zo) # 0 und (f~1) (o) :

(o) "
="
f1 ) — () _ T — %
Y — Yo y=f() f(x) — f(z0)
B 1
fx)—f(=0)
T—x0
1
—
et (z0)

Dabei wurde ausgenutzt, dass wegen der Injektivitit von f gilt

y# Yo < T # o,
und dass wegen der Stetigkeit von f~! in y, gilt
y—y <= [y = [ () = o
O
BEMERKUNG 1V.1.10. Sei M # 0, M # {xo}, M C R ein Intervall,

f : M — R streng monoton, stetig, in z( differenzierbar und f’(z¢) # 0.
Dann ist f~1 in yo = f(xo) differenzierbar und (f~1)(yo) = m

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz I11.6.7 (S. 96) und Satz
IV.1.9. Il
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BEISPIEL IV.1.11. In : R} — Rist fiir jedes yo € R differenzierbar
und

d 1 )
%ln(yo) = % Yyo € R+.

BeEwEILs. Wegen Satz I11.7.4 (S. 100) und Beispiel 1V.1.2 (2) sind
die Voraussetzungen von Satz IV.1.9 erfiillt. Damit folgt

Lini) = oo (explo) =)
_ 1
B Yo

i

DEFINITION IV.1.12. Eine Teilmenge M eines normierten Vektor-

raumes heifit PERFEKT, wenn jeder Punkt von M H&ufungspunkt von
M ist.

BEISPIEL IV.1.13. (1) M offen = M perfekt.
(2) M C R Intervall. M # 0, M # {x} = M perfekt.
(3) {z} C R ist nicht perfekt.

DEFINITION IV.1.14. Sei M C K perfekt.
(1) f: M — Y heifit DIFFERENZIERBAR (in M), wenn f in jedem
Punkt x € M differenzierbar ist.
(2) f: M — Y heifit STETIG DIFFERENZIERBAR (in M), wenn f
differenzierbar und [’ stetig ist.
3) fO=f fW=Df=Ff,
f+l) = prtlf — (f) ¥n € N, sofern definiert.
(4) f heiit n-MAL STETIG DIFFERENZIERBAR, n € N*, wenn f(™
existiert und stetig ist.
(5) C"(M,Y) ={f € C(M,Y) : f ist n-mal stetig differenzier-
bar}, n € N*,
C®(M,Y) = () C"(M.Y).
neN
BEMERKUNG IV.1.15. (1) C™"(M,Y) ist ein K-Vektorraum.
(2) C(M,Y) 2 CYM,Y) 2 C*(M,Y)---.

(3) Falls M perfekt und kompakt ist, ist

| fllemny) = nax 1 ey

wohldefiniert und eine Norm auf C™(M,Y).

BEWEIS. AD (1): Folgt durch Induktion tiber n aus Satz IV.1.7.
AD (2): C"(M,Y) C C" (M, Y) fiir alle n € N* folgt durch Induktion
aus Satz IV.1.3. |z|z" ! ist in C"" (R, R) aber nicht in C"(R,R), n €
N*.

AD (3): Ubungsaufgabe. O
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SATZ IV.1.16 (LEIBNIZREGEL). Sei n € N* und f,g € C"(M,K)
mit M C K perfekt. Dann ist f-g € C"(M,K) und

(f-g)(")zi( )f(’“ (),

k=0

BEWEIS. Induktion iiber n.
n=1:Satz IV.1.7 (2).
n—n+1:

(f-g)") = ((f ~ g)(”)),

k=0
n n B
k=0
n+1 n
(l >f(l) (n+1-1) +Z( )f(k (n+1-k)

_ ftD) gO0) 4 £(0) o (nt1)

=1
n+1

_ (” + 1) ) gnr1-k)
=\ k

g

BeispieL 1V.1.17. (1) M C R, f : M — C. Dann ist f = g + ih
mit g,h : M — R. Es gilt: f differenzierbar in xy <= ¢ und h
differenzierbar in x.

f'(w0) = g (o) + ik ().

(2)p= Z arz” mit a; € K. Dann ist p € C*(K, K) mit
k=0

n n—1
p=> kag" =" a4+ 1)’
k=0 =0

und
p™ =0 Vm>n.

(3) p = Zakwk, q = Zbkxk mit ag, b, € K und ¢(z) # 0 fur alle
k=0 k=0
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x € M, M perfekt. Dann ist § € C*°(M,K).
(4) exp € C*(K,K), exp’ = exp.
(5) sin, cos € C*(K, K)

cos’ = —sin , sin’ = cos.

(6) In € C(RY. R).

UL [

In®(z) = p
T

(7) a > 0. Dann ist z — a* € C*°(R,R)
(a®) = a” - In(a).

(8)

~ Ja?sin() Lz eR
f(x)_{o =0

ist auf R differenzierbar, aber f’ ist nicht stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz IV.1.6 und Bemerkung IV.1.5 (4).
AD (2): Folgt aus Satz IV.1.7 und Beispiel IV.1.2 (1).

AD (3): Folgt aus (2) und Satz IV.1.7.
AD (4): Beispiel IV.1.2 (2).
AD (5): Folgt aus (4) und Satz I11.7.2(7) (S. 98).
AD (6): Folgt aus Beispiel IV.1.11 und Satz IV.1.7.
AD (7): Folgt aus Satz IV.1.8 und a® = exp(zIn(a)).
AD (8): Aus

f(z) o1

=1 = lzl[sin(2)] < 2]

folgt die Differenzierbarkeit in 0 und f’(0) = 0. Fiir x # 0 folgt aus
Satz IV.1.7, Satz IV.1.8 und Teil (5)

f(x) =2z sin(é) - cos(é).

Damit folgt

1 1
/ = —¢gj — = —
f (27”) = sin(2nm) — cos(2n) 1.
Also ist f” in 0 nicht stetig. O

DEerFINITION IV.1.18. Sei M C R und z( ein Haufungspunkt von
M. Dann heifit f in xg LINKSSEITIG bzw. RECHTSSEITIG DIFFEREN-
ZIERBAR, falls der Grenzwert

D_f(zo) = lim L) =S

z—x0—0 xr — X
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bzw.

Dy f(zo) = lim f(@) = f(zo)

z—xo+0 T — T
existiert.
BEeISpIEL IV.1.19. Sei f(x) = |z|. Dann ist
D_f(0) = —1, Do f(0) = 1.
SATz IV.1.20. Sei M C R. Dann ist f : M — Y genau dann in

xg € M differenzierbar, wenn es links- und rechtsseitig differenzierbar
st und

Dy f(xo) = D_ f(z0)

18t.

BEWEIS. ,,=—:“ Ist offensichtlich.
,<=:" Definiere ¢ : M — Y durch

f(x)—F(=o) & # o,
p) =9, _
D, f(xg) ,z=x.

Wegen D, f(x9) = D_f(x0) ist ¢ in xq stetig. Damit folgt die Behaup-
tung aus der Definition der Differenzierbarkeit. O

BEISPIEL IV.1.21. Die Funktion
0 fiir x <0,
- |

e~s firz >0
ist in C*°(R,R) und es gilt
f™M(0)=0 VneN.
Bewers. Offensichtlich ist f € C*°((—o0,0],R) und
fP(z)=0 VYneNz<0.

BEeH.: Vn € N 3 py, Polynom vom Grad < 2n mit:

1 1
f(”)(x) = pgn(;>€75 Yz > 0.

BEw. DER BEH.: Induktion iiber n.
n=0:p(y) =1

n—n+1:
1. 1, 1, 1. 1 1 1. 1
[p2n(g>€ 7] :_FPZn(E)e e +;p2n(5)6 .
1, 1
—p2n+2(5)6
mit

Pont2(y) = ¥’pan(y) — ¥ o, (y)-
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Aus BeH. folgt f € C*(R*,R).
Wegen Satz IV.1.20 miissen wir noch zeigen, dass fiir n € N gilt

; (n) —

Wegen BEH. und Satz II1.7.4 (S. 100) gilt aber

1
lim f(”)(x) = lim pzn(—)e_%
x

x—0+ x—0+
= lim po,(y)e™
y—) o0
Y=<
2n k
. 1i Yy . . k
= Aop  lim =— (mit py, = Ao ")
k=0 y—oo €

IV.2. Mittelwertsitze

DEFINITION IV.2.1. Sei f : M — R eine Funktion der nicht leeren
Teilmenge M des normierten Vektorraumes (X, || - ||x) in die reellen
Zahlen. Dann hat f in zp € M ein LOKALES MINIMUM bzw. LOKALES
MAXIMUM, wenn es eine Umgebung U € U(zq) gibt mit

f(x) > f(xy) YeeUNM
bzw.

f(z) < f(xg) VYxeUnM.

Ein lokales Minimum oder Maximum nennen wir auch LOKALES EX-
TREMUM.

SATz IV.2.2. Sei M C R und g € M. Die Funktion f: M — R
habe in xy ein lokales Extremum und sei in xq differenzierbar. Dann
qgilt

f,<l’0) =0.

BeEweIls. O.E. habe f in xg ein lokales Minimum. Sonst gehen wir

zu — f iiber. Dann gibt es ein € > 0 mit

f(z) > f(xg) Vz € (zg—e,z0+¢).

Daher ist
und
D flw) = tim L& =S@)

x—wo—0 T — X
Damit folgt die Beh. aus Satz IV.1.20 (S. 120). O
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Im Weiteren setzen wir, soweit nicht anders gesagt, voraus, dass
(V) f€C(a,b,R) in (a,b) differenzierbar
ist mit —oo < a < b < +o00.
BEMERKUNG IV.2.3. (1) Falls (V) gilt, ist
max f(z) = max{f(a), f(b), f(x) : f'(x) = 0,2 € (a,b)}

a<z<b

min f(z) = min{f(a), f(b), f(z) : f'(x) = 0,7 € (a,b)}.

a<x<b

(2) Falls zp ¢ M, ist, ist Satz IV.2.2 i. a. falsch, wie das Beispiel
flz) =z, M =[0,1], zg = 1 zeigt.

Der folgende, fundamentale Satz geht auf M. ROLLE (1652-1719)
zuriick.

SATZ IV.2.4 (SATZ VON ROLLE). Es gelte (V') und f(a) = f(b).
Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit
f'(¢)=o.

BEWEIS. O.E. ist f nicht konstant. Gem&f Satz I11.4.10 (S. 86)
nimmt f sein Minimum m und sein Maximum M in einem Punkt
Tm € [a,b], bzw. zp € [a,b] an. Da f nicht konstant ist und f(a) = f(b)
gilt, ist mindestens einer der beiden Punkte ein innerer Punkt von [a, b].
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.2. U

Der folgende Satz ist fiir das Weitere zentral.

SATZ IV.2.5 (MITTELWERTSATZ). Es gelte (V). Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit

f@) = f(a) + f(O)(b—a).
BeEWwEIs. Definiere g € C([a, b}, R) durch

o) = 1) - 1O )

Dann ist g in (a, b) differenzierbar und erfiillt

g(a) = f(a) = g(b).
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.4. O

SATz 1V.2.6. Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R) in I
differenzierbar und f'(x) = 0 fir alle x € I. Dann ist f auf I konstant.

BEWEIS. Seien a,b € I mit a < b. Dann ist (a,b) C I. Damit folgt
die Behauptung aus Satz [V.2.5. U
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SATz IV.2.7. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C(I,R) in
I differenzierbar. Dann gilt
(1) f ist monoton fallend (wachsend)
<— () <0 (bzw. f'(x) >0) Vxe ;,
(2) f'(z) <0 (bzw. f'(x) >0) Ve I
= ist streng monoton fallend (wachsend).

BEWEIS. AD (1): ,=:“ O.E. ist f monoton fallend, sonst gehe zu
—f iber. Sei g € [ und = € I. Dann gilt

$>$O:MSO
r — X9
= D f(z0) <0
I i e LY
r — Tg

= D_f(z0) <0.
Hieraus folgt die Behauptung.

,<=:“ Seien z,y € I mit r < y. Dann ist (z,y) C I und wegen Satz
IV.2.5 gibt es ein ¢ € (z,y) mit

fly) = f(@) + f(Oy — ) < fx).
Hieraus folgt die Behauptung.
(2): Folgt wie ,«<="in (1). O

BEMERKUNG IV.2.8. f : [-1,1] — R mit f(z) = 2% ist streng
monoton wachsend und in (—1, 1) differenzierbar. Aber esist f'(0) = 0.
Dies zeigt, dass in Satz IV.2.7 (2) die Umkehrung i. a. nicht gilt.

SATz IV.2.9. Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R) m}
differenzierbar und f'(x) # 0 fir alle x € I. Dann ist f injektiv.

BEWEIS. Angenommen, f ist nicht injektiv. Dann gibt es a,b €

mit f(a) = f(b). O.E. ist a < b. Dann ist (a,b) C I und aus Satz IV.2.4
folgt
f'(¢)=0

fiir ein ¢ € (a, b); Widerspruch. d

BEMERKUNG 1V.2.10. Satz IV.2.9 ist fiir Funktionen f: [ — C i
a. falsch. Z. B. ist ixp : [0, 27] — C mit

ixp(z) = e
nicht injektiv und erfiillt
ixp'(z) =™ #0 Va € (0,2m).
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SAaTz IV.2.11. Sei I C R ein perfektes [ntervall und f € C(I,R) in

I differenzierbar mit f'(x) # 0 fir alle x € I Dann gilt:

(1) f ist streng monoton,
(2) J = f(I) ist ein perfektes Intervall,

(3) [t J—1Tist diﬁerenzz’erbar in J und
(f7) () = f’( y fiiry = f(z).

BEWEIS. Geméf Satz IV.2.9 ist f injektiv. Wegen Satz I11.5.5 (S.
90) ist J ein Intervall. Angenommen f wére nicht streng monoton.
Dann gibt es z,y,2z € I mit x <y < z und

f(z) < f(y) und f(y) > f(2)

oder

f(@) > f(y) und f(y) < f(2).
Daher hat f in (z,2) ein Extremum. Wegen Satz IV.2.2 ist dies ein
Widerspruch zur Annahme f'(u) # 0 fiir alle uw € . Also ist f streng

monoton. Da f streng monoton ist, besteht J nicht aus einem Punkt,
ist also perfekt. Der Rest folgt aus Bemerkung I1V.1.10 (S. 116). OJ

BEISPIEL IV.2.12. Es ist
cos'(x) = —sin(z) # 0 auf (0, )

sin’(z) = cos(z) # 0 auf (—g g)

Also existieren
arccos = (cos |(o.n) " : (—=1,1) — (0, 7)

_ . B Tom
arcsin = (sin|_z =)' : (=1,1) — (—§a 5)
Es gilt
, 1
arccos' (x) =
z=cosy cos'(y)
-1
sin(y)
B —1
1 — cos?(y)
—1
= Ve e (—1,1
— (=1,1)
1
./ _
arcsin’(x) ooy S W)
1

cos(y)
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Durch Induktion folgt hieraus

arccos € C*((—1,1),(0,m)),

arcsin € C*((—1,1), (—g, g)).

DEFINITION IV.2.13. Sei (X, || ||x) ein normierter Vektorraum, M
C X konvex und f : M — R eine Funktion. Dann heif}t

(1) f KONVEX,
(2) f STRIKT KONVEX,
(3) f KONKAV,
(4) f STRIKT KONKAV,

wenn gilt
(1) f((L =tz +ty) < (1—1)f(2) +1f(y),
(2) F(I=t)z+ty) <(1=0)f(z)+1f(y),
(3) f(L=t)z+ty) > (1 —t)f(x) +tf(y),
(4) f(A=t)z+ty) > (L —1)f(x) +1f(y)

fir alle x,y € M,x # y, und alle t € (0,1).

BEMERKUNG 1V.2.14. (1) f ist genau dann (strikt) konvex, wenn
—f (strikt) konkav ist.
(2) Ist f konvex, so ist die Menge

{(z,u):x € Myu e Ryu> f(x)}

konvex.
(3) Ist M C R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn fiir alle
a,b € M mit a < bund alle z € (a,b) gilt

(4) Ist M C R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn fiir alle
a,b € M mit a < bund alle z € (a,b) gilt

[@) = fl@) _ f®) = fla) _ fB) = ()

xr—a (<) b—a (<) b—=x

BEWEIS. AD (1), (2): Sind klar.
AD (3): Sei a,b € M,a < b, und x € (a,b). Dann ist + = (1 —t)a + tb
mit £ = =2 € (0,1). Damit folgt

f(x) = f((1 = t)a +tb) é)(l —t)f(a) +1f(b)
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= f(a) + W(m —a).

AD (4): Die erste Ungleichung ist offensichtlich dquivalent zu (3). Sei
a,b € M, a < b, und x € (a,b). Dann ist x = (1 — )b + ta mit
t =22 € (0,1). Damit folgt

f(@) = f((1=t)b+ta)

%f(b) + M(l) — ).

( b—a

Das ist offensichtlich dquivalent zur zweiten Ungleichung. U

SAaTz IV.2.15. (1) Sei I C R ein perfektes Intervall und f in I
differenzierbar. Dann ist f genau dann (strikt) konvez, wenn f’ (streng)
monoton wachsend ist.

(2) Sei I C R ein perfektes Intervall und f in I zweimal differenzierbar.
Dann ist f genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 ist fir alle z € 1. Gilt

f(x) >0 fiir alle z € I, so ist f strikt konver.

BEWEIS. AD (1): ,=:“ Sei a,b € I mit a < b. Dann folgt aus
Bemerkung 1V.2.14 (4)

fz) = fla) _ f(b) = f(a) _ f(b) = f(2)
r—a - b—a - b—x
— fa) = Dyla) < OO

< D_f(b) = f'(b).

Also ist f” monoton wachsend. Sei nun f strikt konvex.
Ann.: f’ ist nicht streng monoton wachsend. Da f’ monoton wachsend

ist, gibt es dann z,y € I mit x < y und

f'@)=f'(z) = f'(y) Vzelzyl

Sei z € (x,y). Dann folgt aus der strikten Konvexitit von f und Satz

IV.25

/(=)

1) <fw) + =08y

=f(@)+ f'(m)(z — x)

mit 7y € (z,y). Andererseits gibt es wegen Satz IV.2.5 ein 1, € (z,y)
mit

f(2) = f(@) + ['(m)(z — @)
Wegen f'(n1) = f'(n2) ist dies ein Widerspruch.
,<—:“ Seien a,b € I mit a < b und = € (a,b). Dann ist € I und
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geméfl Satz IV.2.5 gibt es ein ¢ € (a,z) und ein n € (z,b) mit

und

Wegen der (strengen) Monotonie von f’ folgt
fz) = fla) _ fb) = f(=)
r—a (< b—x

b-a ), S0

:f(x)(x—a)(b—x)@)x—a b—ux
= fo) < fla)) =2+ FB) T
(<) a a

Also gilt fiir t € (0,1)
f((1—t)a+tb) (g (1 —1t)f(a) +tf(b).
<)
Mithin ist f (strikt) konvex.
AD (2): Folgt aus Teil (1) und Satz IV.2.7. O

BEISPIEL 1V.2.16. (1) exp : R — R ist streng monoton wachsend
und strikt konvex.
(2) In: R% — R ist streng monoton wachsend und strikt konkav.
(3) z — 2% : RY — R ist streng monoton wachsend und konvex fiir
a > 1, streng monoton wachsend und konkav fiir 0 < a < 1, streng
monoton fallend und konvex fiir a < 0.
(4) Seil <p<oound p' = p%l. Dann gilt fiir alle z,y € R%.

1 [
-y < -2+ —y”. (YOUNGSCHE UNGLEICHUNG)
p p
(5) Seil <p<ooundp = b Fir o = (2, ... , ) € K" definiere
lzllp = £ lal?} 7.
k=1
Dann gilt fiir x,y € K”
Z |2k |ye] < ||lz]lpllylly. (HOLDERSCHE UNGLEICHUNG)
k=1

Insbesondere ist || - ||, eine Norm auf K".
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BEWEIS. AD (1): exp = exp’ = exp” > 0 auf R.

AD (2):
! 1 *
In"=->0 auf R,
x
1
In" = —3 < 0 auf RY.
AD (3)

o1 >0 auf RY , fiir a >0,
ax
<0 auf RY | fira<0

>0 aufRY | fira>1und a<0
<0 aufRy, | firO<a<l

(%) = a(a — 1)2* 2 {

In(oa” + ) = (e + (1= 7))
> In(a?) + (1= ) n(y”)
— In(z) + In(y)
=In(z - y).

AD (5): O.E. ist ||z||, # 0, Hpr/ # 0. Dann folgt aus (4)

P P’
Z o ‘Z H Z H

21l Hpr

1 1
p D
=1

und somit

n
> lzallyel < llzlpllylly-
k=1

Offensichtlich muss man von den Norm-Eigenschaften nur noch die
Dreiecksungleichung beweisen. Fiir z,y € K" folgt

letylz = > fan+ul

< D fan Ayl ]+ [yl
k=1

= Z |+ yalP ] + Z |5 + yrlP ™ vl
k=1 k=1
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n
_ ’ /
< allp {0 a4yl @77
Holder el

1yl LD o+ PP
k=1

= (el + lyllp]lle + vl
Hieraus folgt die Behauptung. O
Bemerkung IV.2.10 zeigt, dass der Mittelwertsatz IV.2.5 fiir Funk-

tionen mit Werten in C oder K", n > 2, nicht gelten kann. Man kann
allerdings eine Abschwéachung beweisen.

o

SATz IV.2.17. Sei M C K konvex und f: M — K", n € N*, in M
differenzierbar. Dann gibt es fir alle a,b € M ein 6 € (0,1) mit

1£(0) = f(@)ll2 < [If'(1 = B)a + 0b)[|2[b — al,
wobei || - ||o die euklidische Norm auf K" ist.

BEWEIS. Seien a,b € M. Wir definieren einen Vektor v € K" mit
|lv]]o = 1 wie folgt

- , falls f(b) = f(a),
Uk = %—m
it o falls £(b) # f(a),

1 < k < n. Auflerdem definieren wir eine Funktion ¢ : [0,1] — R durch

(p(t) = Re (Z fk((l - t)CL + tb)Uk) .

Dann gilt

p(1) —¢(0) = Re (Z[fk(b) - fk(@]%)

k=1
= [17(6) = f(a)ll2-
Offensichtlich ist ¢ in (0, 1) differenzierbar mit

¢'(t) = Re (Z(b —a)fi.(1—t)a+ tb)vk> )

k=1
Gemaf Satz IV.2.5 gibt es ein 6 € (0, 1) mit
1£(b) = fla)ll2 = ¢(1) — »(0)
=#'(0)

— Re (Z(b —a)fi((1—0)a+ Hb)vk>

k=1
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<|b—al Z |/5((1 = 0)a + 6b)] vy

< Ib—a|||f(( 0)a + 0b)|2.
O
BEMERKUNG IV.2.18. Man kann die Aussage von Satz [V.2.17 auch

fiir beliebige andere Normen auf K" und fiir Funktionen mit Werten in
beliebigen normierten Vektorrdumen beweisen.

Zum Abschluss beweisen wir noch eine Variante des Mittelwertsat-
zes, die mit der Regel von DE L'HOPITAL (1661-1704) eine besonders
wichtige praktische Konsequenz hat.

SATZ IV2 19. Seien I C R ein perfektes [ntervall und f,g €

C(I,R) in I differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle x € I. Dann gibt
es fir alle a,b € I mit a < b ein ¢ € (a,b) mit

) = f@) Q)

g9(0) —g(a)  g(¢)
BeEWwEIS. Wegen Satz IV.2.4 ist g(b) # g(a). Daher ist

e O f@
hz) = f(z) o) — gla )(9( ) — g(a))
in [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Wegen
h(a) = f(a) = h(b)

folgt die Behauptung aus Satz IV.2.4. U

SATz 1V.2.20 (REGEL VON DE L’HOPITAL). Seien a,b € R mit
a<bund f,g € C(la,b],R) in (a,b) differenzierbar mit f(a) = g(a) =
0 und ¢'(z) # 0 fir alle a < x < b. Existiert

!/
it
a—a+0 g'(x)

so existiert auch lim f(z)
z—at0 g(x)

/!
lim _f(x) = lim —f (:[)
r—a+0 g(x) x—a—+0 g/({)j)
BeEWwEIS. Wegen Satz IV.2.4 ist g(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Wegen
Satz IV.2.19 existiert zu jedem z € (a,b) ein ((z) € (a,x) mit
@) )
g(x) g (¢(x))
Wegen ((z) — a fiir z — a folgt hieraus die Behauptung,. O

und es gilt
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BEMERKUNG IV.2.21. (1) Die Voraussetzungen von Satz IV.2.20
sind insbesondere erfiillt, wenn f, g € C*([a,b],R) sind mit ¢'(a) # 0.
(2) Eine analoge Aussage gilt auch fiir die linksseitigen Grenzwerte
xr—b—0.

BEISPIEL IV.2.22.

) xn _ &n ] nl.n—l
(1) aljliri xrm — qm - il{)l’cll mxmfl
— ﬁan—m.
m
(2) lim ({L/x” +az" + .ot a1+ a, — )

Tr—00

V14 a4 A apr D fgrn — 1
= lim T

. M +ay+...+ayr—1
= lim
y=2y—0 Y

.1 1l n—
:hr%ﬁ(l+a1y+...+any”) 1+}z(a1+2a2y+...+nany H
y—)

=
IV.3. Taylorformeln

Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C"(I,R) und xy € I. Wir
mochten f ,,moglichst gut durch ein Polynom p der Form

n

ple) =) ele —zo)*

k=0
approximieren. Dabei stellen wir uns vor, dass die Anndherung gut ist,

wenn f und p in zp mit allen Ableitungen bis und mit Ordnung n
iibereinstimmen. Dies liefert

f(x0) = p(z0) == co = f(x0)
f'(xo) = p'(w0) == 1= f'(20)
F® () = pP (o) <= Klep = fP(w0),1 <k < m,

d.h., p ist notwendigerweise von der Form
1
pla) =7 P o) = w0)",
k=0

Offensichtlich kénnen wir diese Argumentation auch durchfithren, wenn
I eine konvexe, perfekte Teilmenge von K ist und wenn f Werte in
einem normierten Vektorraum (Y, || - ||y) hat. Dies fiihrt auf folgende
Definition.
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DEFINITION IV.3.1. Sei M C K konvex und perfekt und (Y, | - ||y)
ein normierter Vektorraum.
(1) Sei f € C"(M,Y),n € N*. Dann heif}t

T mo) @) = 3 22O o) (& — )"

das n-te TAYLORPOLYNOM von f mit Entwicklungspunkt z.
(2) Sei f € C°(M,Y). Dann heifit

T(f o) @) = 3 7 f O o) — )

die TAYLORREIHE von f mit Entwicklungspunkt xg.
Man spricht in beiden Fallen auch kurz von der TAYLORENTWICKLUNG
von f um z.

Wir wenden uns zunéchst der Frage zu, wie gut f durch seine Tay-
lorpolynome approximiert wird.

SATZ IV.3.2 (TAYLORSCHE FORMEL, B. TAYLOR (1685-1731)).
(1) Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C™(I,R) und f™ in I
differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x,xo € I ein ¢ € I mat

A (9)

(n+1)! .

f(x) = To(f, mo)(x) +

(x — xg

(2) Sei M C K konvex und perfekt, f € C™"(M,K™) und f™ in M
differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x,xo € M ein 0 € (0,1) mit

|f(x) = Tu(f, w0) (7)]]2

< LFD(L = 8)ao + 02) [lo |2 — 2o

1
(n+1)!
BEWEIS. AD (1): Seien z, 2o € I. O.E. ist x # x¢. Sei

o= [f(&) — Tl f 0) ()] !

(ZL‘ _ J;O)n—kl

und
olt) = () = 32 O o+ tx — 20)) (1~ 1 (z — w0)"
z— x9)" !
—p(l=nt ((n + 1)3
Dann gilt
o(0) = £(2) = Tu(f.20) () — pE= 0™
niSr 0 (n+1)!

p(1) = f(x) = f(z) =0



IV.3. TAYLORFORMELN 133

und
o) = - ]:0 LD o+t — w0)) (1= 0 (& — a0
— B (g + t(x — o) k(1 — 1)F (@ — w0)"]
L

= F D a4 1z — ) (1~ 0)" (@ — 7)™

1 n n
+ pm(l — t) (.CL' — l’o) +1.
Gemaéf Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es ein 6 € (0,1) mit
#'(6) =0
—p = O (20 + 0(z — x0)).

Hieraus folgt die Behauptung mit ¢ = z + 0(x — o).
AD (2): Seien x,z9 € M und o.E. x # 5. Wir definieren p wie in Teil
(1). Man beachte, dass jetzt p € K™ ist. Wir definieren den Vektor

v € K™ durch
L =
I v falls p =0,
B falls p # 0,

3

lloll2

1 <k <m. Sei

¥(t) = Re <Z vz{fl(:c)— > %f}’“(:co (= 20)) - (1= ) (z — mo)*
_plm(l — )z — xo)nﬂ}) .

Dann ist ¢ : [0, 1] — R. Wie in Teil (1) folgt

$(0) =0
¥(1) =0

Y'(t) = Re <Z vl{pl — fl("ﬂ)(xo +t(x — xo))}%(x - :co)”“> .

=1

GeméB Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es wieder ein 6 € (0, 1) mit ¢/(#) = 0
Wegen der Definition von v folgt

ol = Re (Z pm)
=1
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= Re (Z F ) (g + 0z — :1:0))1)1>

=1
< | £ (o + Oz — 20)) 2

und somit
1/ (z) = To(f, o)zl = ;Iw — 20" lpll2
(n+1)!
- o n+1 (n+1) o
< (n+1>!|$ zo|" [ S (o + 0(z — x0))]|2-
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG 1V.3.3. Ebenso wie Satz IV.2.17 (S. 129) kann man
Satz IV.3.2 (2) auch fiir jede andere Norm des K™ und fiir Funktio-
nen mit Werten in einem beliebigen normierten Vektorraum (Y || - ||y)
beweisen.

BEMERKUNG IV.3.4. (1) Sei I C R ein perfektes Intervall und
f € C*(I,R) konvex. Dann gilt fiir alle zo,x € I

f(x) = fzo) + f'(2o)(z — 20)-
(2) Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C™(I,R) und z, € } mit
fD (o) = ... = f"V(wo) = 0, [ (x0) #£0, n>2.
Dann gilt:

(a) Ist n ungerade, so ist xo kein lokales Extremum von f.

(b) Ist n gerade, so ist zy ein lokales Extremum von f und zwar
ein lokales Minimum, falls f™(x5) > 0 ist, und ein lokales
Maximum, falls f™(z) < 0 ist.

BEWEIS. AD (1): Wegen Satz IV.2.15(2) (S. 126) und Satz IV.3.2
gilt fiir x, zy € I mit einem ¢ € [

£(&) = Flw) + £ (@o)(w = w0) + 5£(C)w o)’
> f(xo) + f'(z0)(z — x0).

AD (2): O.E. ist f™(zy) > 0; sonst gehen wir zu —f iiber. Da f™
stetig ist, gibt es ein 0 > 0 mit (xg — J, 29 + ) C [ und

fW(x) >0 Va € (xg— 0,0+ 9).
Wegen Satz IV.3.2 gibt es zu jedem z € (xg — §, 29 + 0) ein ¢ € (g —
J, o + J) mit
F(a) = o) + - f D) — )"
Falls n ungerade ist, folgt
f(x) > f(xg) VY € (xg,x0+9)
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f(z) < f(xg) V€ (xg—0,x0).
Falls n gerade ist, folgt
f(x) > f(xo) Va € (xo— 0,30 +9).
O

BEMERKUNG IV.3.5. (1) Die Taylorreihe von f ist eine Potenzreihe
und konvergiert in ihrem Konvergenzkreis. Fiir ein z # xy aus dem
Konvergenzkreis gilt f(z) = T(f, xo)(x) genau dann, wenn gilt

lim |f(z) = Tu(f.20) ()] = .
(2) Fiir die Funktion f: R — R mit
0 fir z <0
Jx) = { e fire >0
aus Beispiel IV.1.21 (S. 120) gilt
T(f,0)(z) =0 VxeR.

Die Taylorreihe stellt also die Funktion in keinem Punkt x € R7 dar,
obwohl sie den Konvergenzradius oo hat.

BeispieL 1V.3.6. Es gilt:

(1) In(1+ ) = Z(—m—l% fiir alle z € -1, 1].

n=0
(2) (1 —2) =Y ‘% fiir alle € [—1, 1].
L Oon_12k+1 -
(3) In(1£2) = 2’; o firalle z € 1.1,

(4) Mochte man In(2) mit Hilfe der Darstellungen (1) oder (2) auf
10-Stellen genau berechnen, so bendtigt man ca. 10 Sum-
manden. Benutzt man dagegen die Darstellung (3) mit = = %,
so kommt man mit ca. 11 Summanden aus.

BEWEIS. AD (1): Geméif Beispiel IV.1.17(6) (S. 118) gilt fiir
e(x)=In(l+2z) ,xe€(—-1,+00)
p(0) =0
p®(0) = (-1)* (k- 1)! VkeN".

Also ist "
x
T(n(1+2),0) =Y (=1)""1—.
Aus Satz 1V.3.2 folgt weiter
m n 1
(1 +2) = Y D= L

n m+1"1+C

n=1
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mit < ¢ < 0 falls z < 0und 0 < ¢ < x sonst. Fiir z € [—1,1] gilt
daher

|z |z]
<1 fallsz<0
1+¢ = 1—Jz| —
T
<zr<l1 falls z > 0.
1+g_x_ alls © >

AD (2): Folgt aus Teil (1) durch Ersetzen von z durch —zx.
AD (3): Folgt durch Subtraktion von (2) von (1).
AD (4): Folgt aus

" 1 1
[In(2) — ;(—1)"‘15! < o
bzw.
|In(2) — PP G <z o
=2k +1'3 =3 1-1
3
= Z -9_m

IV.4. Numerische Losung von Gleichungen

Im Folgenden sei stets (X, || - ||x) ein Banachraum, M C X nicht
leer und f : M — X eine Funktion.

DEFINITION IV.4.1. (1) Ein Punkt a € M heit FIXPUNKT von f,
wenn gilt f(a) = a.
(2) Die Funktion f heiit eine KONTRAKTION in M, wenn gilt f(M) C
M und wenn es ein k € (0, 1) gibt mit

If(z) = fWlx < wlle—ylx Vo,ye M.
Die Zahl x heifit KONTRAKTIONSRATE von f.

BEMERKUNG IV.4.2. (1) Eine Kontraktion ist stets stetig. Die Um-

kehrung ist natiirlich i. a. falsch.
(2) Falls M C Kund f € CY(M, M) ist mit

If(z)] <k <1 Yoel,
so ist f eine Kontraktion in M.

Der folgende Satz hat vielfiltige Anwendungen, die weit iiber die
Beispiele dieses Paragraphen hinausgehen. So werden wir z. B. spéter
mit seiner Hilfe die Losbarkeit von Differentialgleichungen beweisen.
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SATZ IV.4.3 (BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ). M sei abgeschlos-
sen und f sei eine Kontraktion in M mit Kontraktionsrate k. Dann
besitzt f genau einen Fizpunkt x* in M. Fir beliebiges v € M kon-
vergiert die Folge (xy,)nen mit

(%) Tp = f(xn—1) Vn € N* (FIXPUNKTITERATION)

gegen x* und es gelten die Fehlerabschdtzungen

n

|xn — 2%||x < | |1 — zo||x (A PRIORI ABSCHATZUNG)

— K
und

K
[ —2"x <

- ﬁHxn — Tp_1||x. (A POSTERIORI ABSCHATZUNG )

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien z*,y* € M zwei Fixpunkte von
f. Dann folgt

2" =y llx = If (") = f()llx < mllz" =yl x
=" =y

EXISTENZ: Sei g € M beliebig und (x,,)neny € M geméf (x) definiert.
Dann folgt

|Zntr = Tnsrsallx = |1 f (@nir—1) — f(@nn)llx
< K| Tngk—1 — Tnarllx-
und somit
(i) [ Znsk — Tngrrllx < £z — gl x.

Aus (i) folgt weiter fiir m € N*

m—1
”%er - anX < Z ||1‘n+k+1 - $n+k||X

k=0
m—1
< Pl|En = zagalx
k=0
1
=1_ H:Hl‘n - :L‘n—i—lHX
.. R
(11) S 1 — K”xn - xn—lHX
n
(i) < |l — o]l

Da k € (0,1) ist, folgt aus (iii), dass (z,)nen eine Cauchyfolge ist. Da
M C X abgeschlossen ist, konvergiert (z,),en gegen ein z* € M. Aus
der Stetigkeit von f folgt

" = lim x, = lim f(z,_1) = f(z").

n—oo n—oo
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Die Fehlerabschéitzungen folgen schlieflich, indem man in (ii) bzw. (iii)
n festhalt und m gegen oo streben lésst. U

Als néchstes zeigen wir eine fiir Anwendungen besonders praktische
Variante des Banachschen Fixpunktsatzes.

SATZ IV.4.4. Zu der Abbildung f : X — X gebe es ein xo € X und
zwei Zahlen k € (0,1) und r € R mit

1f (o) = woll < (1= r)r

und

1f (@) = FW)lx < kllz —yllx  Va,y € Blxo,r).
Dann besitzt f einen eindeutigen Fizpunkt x* in B(xo,r), die Folge
(xn)nEN mat

Ty, = f(xp_1) VneN*

konvergiert gegen x* und es gelten die Fehlerabschdtzungen von Satz
1V.4.3.

BEWEIS. Offensichtlich reicht es zu zeigen, dass f die Menge M =
B(xg, ) in sich abbildet. Fiir x € M folgt

1f(z) = xollx <[ f(x) = f(wo)llx + [ f(x0) — mollx
< kllx —zollx + (1 — K)r
<kr+(1—-rk)r
=7

g

BEispiEL IV.4.5. Die Strahlungsintensitét eines schwarzen Korpers
bei der absoluten Temperatur 7" und der Wellenldnge A\ betragt
c2h
A3 (ech/ART — 1)
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit, i die Plancksche und £ die Boltz-

mannsche Konstante ist. Gesucht ist die maximale Strahlungsintensitét
und die zugehorige Wellenldnge. Wegen

kKSTS | kT
TO) = T f(50)

miissen wir das Maximum von

J(\) =

1
f(x):m
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auf R bestimmen.
Wegen Satz I11.7.4(3) (S. 100) ist

. _ 1
A fl@) = ST
= 0.
Wegen Satz IV.2.20 (S. 130) ist
5
ml—{r—l{loo f(x) y:i ylir(r)l—i- ey —1
. byt
= lim —
y—0+ e¥
=0.

Wegen f(1) > 0 besitzt f mindestens ein Maximum z* in R*. Dort gilt
wegen Satz IV.2.2 (S. 121)

f'@*) =0
Wegen
5at(er — 1) — 2dex
f’(l‘) _ _ ( T )
x0(ez —1)?
gilt
fl(") =0 < bz (e’ — 1) =e'/™
1 * * 1
= 5—(" —1)=¢", t'=—
t* ¥
1
—=5(l—e")=t" t"'=—.
x

Also haben wir unser Problem darauf reduziert, einen Fixpunkt von

g(t) =5(1—¢™)
zu finden. Wegen
g(t)=5e"

gilt

gt)>1 fir 0<t<In(5)

g{t) <1 fir ¢>In(5).
Also ist g(t) —t auf (0,In(5)) streng monoton wachsend und auf (In(5),
+00) streng monoton fallend. Wegen ¢(0) = 0 hat g daher hochstens
einen Fixpunkt ¢* in R . Wegen

g(4)=490...>4 und g¢(5)=4.96...<5

gilt 4 < t* < 5.
Wir wollen Satz IV.4.4 mit ty = 5 und r = 1 anwenden. Wegen

lg'(t)] = 5e™" < Be ™ =0.09157... Vit [4,6]
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und Bemerkung IV.4.2 (S. 136) ist x < 0.092. Wegen
lg(5) =5 =004...<1—k

sind die Voraussetzungen von Satz [V.4.4 erfiillt. Die a posteriori Feh-
lerabschétzung liefert

K
|t* _tn| S mﬁn _tn—1| S |tn _tn—1|-

Bei Rechnung mit 6 Dezimalstellen erhalten wir folgende Tabelle:

nilt,

5.0
4.96631
4.965155
4.965115
4.965114
4.965114

U W N = O

Also ist
t* = 4.965114 + 1076

Fiir die gesuchte Wellenlédnge ergibt sich

1 ch ch
f=—— =(0.2014052 £ 107")—.
t* kT ( ) kT
Die entsprechende Strahlungsintensitét ist
55
J(\*) = 21.201442 e

Sei nun f : K — K. Gesucht ist eine Nullstelle * von f. Fiir jedes
a € K* gilt
fl@")=0 <= af(z")=0
2" —af(z") =a".
Das Problem ist also dquivalent dazu, einen Fixpunkt von ¢g(z) = x —
af(x) zu bestimmen. Falls f und damit g differenzierbar ist, wissen wir

auf Grund von Bemerkung 1V.4.2, dass wir a so wéhlen sollten, dass
zumindest in der Ndhe von z*

lg'(x)] = 11 = af'(z)|
moglichst klein ist. Dies ist offensichtlich fiir a = ﬁ der Fall. Da wir
aber z* nicht kennen, ist dieses Verfahren nicht praktikabel. Allerdings

konnten wir versuchen, bei der Berechnung der n + 1-ten Iterierten
a= m zu setzen.

Dieser Ansatz wird auch durch folgende Uberlegung gestiitzt: In der
Néhe der n-ten Iterierten z,, gilt

f@) = fan) + f(wn) (@ — ).
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Setzen wir diese Approximation in die Bedingung f(z,+1) = 0 ein,
erhalten wir

[ () .

f(xn) + f/<xn)(xn+1 - xn) =0 = Tpt+1 = Tn —

Diese Uberlegungen fithren uns zu folgendem Verfahren:

DEFINITION IV.4.6 (NEWTONVERFAHREN). Sei M C K perfekt
und f € CY(M,K). Fiir zp € M ist das NEWTONVERFAHREN mit
Startwert xq gegeben durch

e T T )
n

solange f'(z,) # 0 ist.

n €N,

BEMERKUNG IV .4.7. Sei K = R. Dann ist x,; der Schnittpunkt
mit der x-Achse der Geraden durch (x,, f(z,)) mit Steigung f'(z,).

SATZ 1V.4.8. Sei M C K perfekt und f € C*(M,K). Es gebe ein
x* € M mit f(z*) =0 und f'(z*) # 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

B(xz*,0) C M ist und dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert

xg € B(x*,0) durchfiihrbar ist und gegen x* konvergiert. Die Konver-
genz ist QUADRATISCH, d.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

|Tps1 — 2| < |z, — %> Vn EN.

BEWEIS. Wegen f'(2*) # 0 gibt es ein §; > 0 mit B(z*;01) C M
und

F@) > 317 @) Vo Bl

Setze .
m = g|f (")l
Auf B(z*;07) definieren wir eine Funktion g durch
f(z)
g(x) =x — :
=)
Es ist offensichtlich
g(x*) ="

Auflerdem ist g differenzierbar mit

oy g @) f@) ) f@) (=)
e e A [
Geméf Satz 111.4.10 (S. 86) existieren
M; = max |f'(z)]
z€B(x*;01)
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und

My = max |f"(x)|.
z€B(x*;01)

Wegen f(z*) = 0 folgt mit Satz IV.2.17 (S. 129) fiir alle x € B(x*; 1)

M- My M.
9@ < 221f@) = fa)] < L2l -]

Wahle

m2

2M17 M2 }
Dann gilt geméfl Bemerkung IV.4.2 fiir alle z,y € B(z*;0)

d = min{dy,

9() — 90)] < 5l —y

l9(z) — "] = |g(x) — g(z7)|
< l\x — "
-2
Also erfiillen g und B(z*;§) die Voraussetzungen von Satz 1V.4.3.
Hieraus folgt, dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert xo €
B(x*; ) durchfiihrbar ist und gegen x* konvergiert. Aus Satz IV.2.17
(S. 129) folgt schliefllich fiir ein 6 € (0, 1):

201 — 2% = |gla) — g(a")]
< I¢/((1 - )2 + Oz, |2, — 2°

My M.
< 1229|xn—m*|2
m
S MIJYQ‘ n - *’2-
m

g

BEMERKUNG 1V.4.9. Die Konvergenz des Newtonverfahrens ist i.
a. nur lokal gegeben. Betrachte z. B. die Funktion f = arctan : R —

(=%, %) mit der eindeutigen Nullstelle z* = 0. Es ist

1
/ —
Wegen
lim |arctan(z)| =
im |arctan(z)| = —
|z|—+o0 2
und

, 3|z|
lim
|| —+oo 1 + x?
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gibt es ein R € R7 mit
3|

| arctan(z)| > 2 V|z| > R.
Sei |zo| > R. Dann ist
_ [ (o)
1 = X f’(l‘o)

und somit

|z1] > —|x0| + | arctan(zo)|(1 + z7)
> —|zo| + 3|xo|

Also divergiert das Newtonverfahren mit Startwert x.
Fiir den Startwert xy = 2 erhalten wir z. B. folgende Ergebnisse:

n Tn
0 2.000000
1 -3.535747
2 13.950959
3 -279.344067
4 1122016.998918

Unter bestimmten Voraussetzungen lasst sich jedoch die globale
Konvergenz des Newtonverfahrens beweisen. Hierzu ein Beispiel.

SATZ IV.4.10. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C*(I,R)

strikt konvex bzw. strikt konkav. Es gebe eine Nullstelle x* € I von f.
Dann konvergiert das Newtonverfahren fiir jeden Startwert xq € I mit
f(xg) > 0 bzw. mit f(xg) <0 monoton gegen x*.

BEWEIS. O.E. sei f konvex, sonst gehen wir zu —f iiber. Wegen
Satz IV.2.4 (S. 122) hat f hochstens zwei Nullstellen 2y, 29 in 1.
FALL 1: 2* 1ST EINZIGE NULLSTELLE. Sei x¢ € I mit f(zo) > 0.
FALL 1A: zy > x*: Sei T eine Nullstelle von f’. Aus Bemerkung IV.3.4
(S. 134) folgt

0=f(z") = f(@) + f'(@) (2" —T) = [(T).
Wegen f(zg) > 0 folgt aus Satz IV.2.15 (S. 126)
T <"
Also gilt
f'(x) >0 Va >z
f(z) >0 Vz>az"

Damit folgt
f (o)
f'(zo)

T1 = Ty — < X
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und

. J(QS(©) ) -
T —x :W(xo—x ) (mit 2" < ¢ < xo)
> 0.
Also konvergiert das Newtonverfahren monoton fallend gegen x*.
FALL 1B: z¢y < x*: Dann folgt wie oben
fl(r) <0 Vo<a*
flz)>0 Ve<z

und somit
1 = Ty — ff/((i(;)) > X
und
x— 2" = —f(ﬁl)(];)gg (g — %) (mit 29 < ¢ < x¥)

< 0.

Also konvergiert das Newtonverfahren monoton wachsend gegen z*.
FALL 2: ES GIBT ZWEI NULLSTELLEN 2z; < 29: Dann gibt es geméf
Satz IV.2.4 (S. 122) ein 2z € (21, 22) mit f'(29) = 0. Es folgt

f'(x) >0 Vx> 2

fl(x) <0 Vz <z

f(x) <0 Vz e (2,2)

f(x) >0 Vx> 2z oderz < z.

Falls zy > 2z ist, folgt die Behauptung wie in FALL 1A, andernfalls wie
in FALL 1B. U

BEISpIEL IV.4.11. (1) Wir wenden das Newtonverfahren auf Bei-
spiel IV.4.5 an. Es ist

fit)y=t—-5(1—¢e").

Wegen f”(t) = be™ " sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10 erfiillt.
Mit dem Startwert ¢ty = 5 erhalten wir folgende Tabelle:

tn

5.0
4.9651356
4.9651142
4.9651142

WK~ O3

(2) (DIVISIONSFREIE BERECHNUNG VON 1). Sei a € R und f(z) =
— a. Wegen f"(z) = x% sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10

1
T
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auf R7 erfiillt. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet

Sie erlaubt somit die divisionsfreie Berechnung von %

(3) (VERFAHREN VON HERON). Sei a € R,k > 2 und f(z) = 2% —
a. Wegen f"(z) = k(k — 1)z*~2 sind die Voraussetzungen von Satz
IV.4.10 auf R* erfiillt. Die Nullstelle von f ist offensichtlich /a. Die

[terationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet
k

T, —a
Tnt+1 = Tn — k’fL‘kil
n
k—1 n a
= x .
k7" kakt

Sie erlaubt somit die Berechnung von {/a mittels der 4 Grundrechen-
arten.

Fir k =2, a = 2, xqg = 2 erhalten wir z. B. folgende Tabelle:

n| T,

2.0

1.5

1.416
1.4142156
1.4142135
1.4142135

Tl W N~ O







KAPITEL V

Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Funktionenfolgen und
deren Konvergenzverhalten. Im Mittelpunkt stehen Sétze {iber das Ver-
tauschen von Grenzprozessen, d.h. Sétze der Form ,, f,, konvergiert ge-
gen f, f, ist stetig = f ist stetig“. Als Anwendung kommen wir auf
Potenzreihen zuriick und betrachten analytische Funktionen.

Zur Vorbereitung des néchsten Kapitels betrachten wir schlieSlich Trep-
penfunktionen, d.h. stiickweise konstante Funktionen, und ihre Grenz-
werte.

V.1. Gleichmissige Konvergenz

DEFINITION V.1.1. Sei M € X, M # 0, und f, f,,n € N, Abbil-
dungen von M in Y. Wir sagen f,, KONVERGIERT PUNKTWEISE GEGEN

f, kurz f, RN f, wenn fiir jedes x € M gilt

lim f,(x) = f(x).

n—oo

. . 1
Wir sagen f, KONVERGIERT GLEICHMASSIG GEGEN f, kurz f, £ f,
n—oo

wenn gilt
Ve>03dN.eN Vn>N, VeeM:|f.(z)— f(2)|y <e.

BEMERKUNG V.1.2. Es gilt:

(1) fu o f = (fu(2))nen ist fiir jedes © € M eine Cauchyfolge.

2) fo 25 f <= Ve>0 Ve e M 3N, €N Vn> N,
an(f) — [ (@)lly <e.

(3) fo £ f = fu 25 f.

Beispiel V.1.3 zeigt, dass die Umkehrung i.a. falsch ist.
BEWEIS. Ist offensichtlich. O
BEeIspieL V.1.3. (1) M =[0,1], fu(z) = 2™,

f(x):{o 0<z<l

1 =1

147
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. pkt glm
Es gilt f, — f, aber f, /— f.
(2) M =10,1] und

2nx 0<z < %
fa@)=92-2nz 5 <az<i
0 % <zr<l
und
f(z)=0
Dann gilt
pkt glm
fn— aber f, /— f.
(3) M =R und
Fa. % n<r<n+l
" )10 sonst.
Dann gilt f, L)
(4) M =R% und f,(z) = -=. Dann gilt
pkt

(2) fn 20 auf [c, 00) fiir alle ¢ > 0,

glm

(3) fu #— 0 auf R*.

n—oo

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel 11.2.3(1) (S. 35) und der Iden-
titat
sup |fu(x) — f(z)|= sup |2"|=1 VneN.
0<z<1 0<a<1
AD (2): Esist f,(0) =0 fir alle n € N und fiir > 0 gilt

1
In, eN — <z < fulx)=0 Vn>n,.

xT

Hieraus folgt f, PR,

Fir alle n € N ist aber

sup [fn(z) — f(2)] = 1.

z€[0,1]
glm
Also gilt f, /— f.
AD (3): Wihle zu € > 0 ein N; so, dass N% < ¢ ist. Dann gilt

fae) — f@I S - <e VreRn2 N,
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AD (4):
(1) Ist klar.
(2) Fiir ¢ > 0 und ¢ > 0 wihle N, so, dass N% < ce ist. Dann folgt

1
|fu(2)] < —<¢ Vn > N,z € [¢,00).

glm

(3) ful3) =1= fo /—0.
U

DEFINITION V.1.4. B(M,Y) bezeichnet die Menge aller beschrénk-
ten Abbildungen von M in Y. Fiir f € B(M,Y') setze

[fllee = sup [[f(z)[]y-
reM

BEMERKUNG V.1.5. (1) B(M,Y) ist eine Verallgemeinerung von

U
Im

(2> fnf_}—o’o — ”fn_fHooT:OO

(

3) Es kann gelten f, LN fund f,, f & B(M,Y). Betrachte dazu z.B.
M=Y=Rud 1
folz) =2+ - flz) ==
Die Funktionen f, f,, sind nicht beschrankt, aber f,, konvergiert gleich-
méfig gegen f.
SAaTz V.1.6. Y sei ein Banachraum, dann ist (B(M,Y),| - |l)

ebenfalls ein Banachraum.

BeEwEIS. Offensichtlich ist B(M,Y") ein Vektorraum und || - || ei-
ne Norm auf B(M,Y). Sei (fu)nen € B(M,Y) eine Cauchyfolge in
B(M,Y). Dann ist (f,(z))neny C Y fiir jedes x € M eine Cauchyfolge
in Y. Da Y vollstandig ist, existiert somit

f(z) = Jirgofn(x) Vo e M.

Wegen Bemerkung I11.1.5 (S. 62) ist (|| f1||co )nen € R auch eine Cauchy-
folge und somit beschréankt. Sei

C = sup | fulloo-
neN

Zu x € M gibt es ein n, € N mit

1f(x) = fu.(@)lly < 1.
Damit folgt
1 (@)l < [1fne (2)lly +1

< [ fralloo +1
<C+1.
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Also ist f € B(M,Y). Sei nun € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
| fn — fimlle < € fiir alle n,m > n.. Damit folgt fir alle x € M und
n > ne

@) = Fu@)lly = | I fu(e) = Fula)lly
= lim || fon(2) = fu(2)lly
< limsup ||fm - anOO

m—00

<e.

Also gilt auch lim ||f — fulle = 0. O

Aus Satz V.1.6 folgt das folgende wichtige Konvergenzkriterium.
Man beachte, dass dabei die Abbildungen f,, und f nicht in B(M,Y)

liegen miissen.
SATZ V.1.7 (CAUCHYKRITERIUM FUR GLEICHMASSIGE KONVER-
GENZ). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Funktionenfolge ( fy)nen konvergiert gleichmdfig.
(2) Ve>0 IN.eN Vn,m>N.:|fo— filloo <e.

BEWEIS. (1) = (2): Es gelte f, LAY f. Dann ist (f,, — f)nen eine
Nullfolge und damit eine Cauchyfolge in B(M,Y’). Wegen
(fn_f)_<fm_f):fn_fm
folgt hieraus die Behauptung.
(2) = (1): Es gibt ein N; € N mit
an - leHoo < 1 Vn > Nl'

Setze zur Abkiirzung f = fn,- Dann ist (f, — f)neN eine Cauchyfolge
in B(M,Y). Wegen Satz V.1.6 konvergiert f, — f gleichméfig gegen
ein f € B(M,Y). Damit folgt

o 25 F 4T

n—oo

DEFINITION V.1.8. Die Funktionenreihe > f,, heifit

(1) PUNKTWEISE KONVERGENT,
(2) ABSOLUT KONVERGENT,

(3) GLEICHMASSIG KONVERGENT,
(4) NORMAL KONVERGENT,

wenn gilt

(1) > fu(z) konvergiert fiir jedes x € M,
(2) >° | fu(x)|ly konvergiert fir jedes € M,
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(3) die Folge s, = Z fr der Partialsummen konvergiert gleich-

_ k=0
méafig,

(4) Y Ml fnlloo < o0
n=0

BEMERKUNG V.1.9. Es gilt:

(1) >° fn absolut konvergent = >_ f,, punktweise konvergent.

(2) > fn gleichméafBig konvergent #= > f,, absolut konvergent,
> fn absolut konvergent #= > f,, gleichméBig konvergent.

(3) > fn absolut und gleichméBig konvergent #=- > f,, normal
konvergent.

BEWEIs. AD (1): Folgt aus Satz 11.5.2 (S. 49).
AD (2): Sei fu(x) = % fir alle n € N und alle x € M, dann gilt
>~ fn konvergiert gleichméBig aber nicht absolut.
Sei M = (—=1,1), Y = R und f,(z) = 2™ Dann ist ) f,, absolut
konvergent, aber

m m
1D fillo= sup | Y o
—1l<z<1 —

k=n+1
1 _wm—n
= sup ‘ xn+1’
—1l<z<1 11—z
) 1 xmfn
= lim |2"™! |
z—1-0 1—2z

Also ist > f,, nicht gleichméBig konvergent.
AD (3): Sei M =Y =R und

% n<zr<n+l1
0 sonst.

>~ fu ist gleichméBig und absolut konvergent, aber Y || fulloo = Y. + ist
divergent. O

SATz V.1.10. Jede normal konvergente Funktionenreihe konvergiert
absolut und gleichmdfsig.

BEWEIS. Sei ) f, normal konvergent. Dann ist fiir jedes v € M
Y fnlloo eine konvergente Majorante zu > || fn(x)|ly. Wegen Satz
I1.5.4 (S. 50) ist > f, absolut konvergent. Sei nun € > 0. Da >_ || f,.||oo
konvergiert, gibt es ein N, € N mit

m
> lfille <& ¥n,m > N..
k=n+1
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Wegen

BDIFANED TN

k=n-+1 k=n+1
folgt damit die gleichméBige Konvergenz von ) f,, aus Satz V.1.7. O

BEISPIEL V.1.11. % konvergiert gleichméBig und absolut auf
R, da >’ # eine konvergente Majorante ist.

SATZ V.1.12. Sei >~ aj(x —x0)* eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius p > 0. Dann konvergiert > a(x — 0)* fiir jedes v € (0, p)

normal und damit gleichmdf$ig und absolut in B(zo;7).

BEWEIS. Seir € (0,p), M = B(zy;7), Y = Kund f; = ay(z—x0)".
Dann ist

1 fillso = laxlr*.
Wegen Satz 11.6.3 (S. 57) ist

limsup v/ || fxllo = rlimsup /|ax| = Lo
k—o00 k—o0 1%
Damit folgt die Behauptung aus Satz I1.5.6 (S. 50). O

V.2. Vertauschen von Grenzprozessen

Satz V.2.1. Seien f, f,, Funktionen von M C X, M # 0, in'Y und
x9 € M. Es gelte

(1) fu 25 f,
(2) fn ist fiir jedes n € N in xq stetig.
Dann st f in xq stetig.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Geméf Bemerkung V.1.5(2) (S. 149)
gibt es ein N; € N mit

£
I = oo < 5.

Zu fn. gibt es eine Umgebung U € U(x() mit
5
| fn.(7) — f.(zo)lly < 3 Ve e UN M.

Damit folgt

1 () = fxo)lly < 1f(x) = fv.(@)lly + [1fn. (@) = fa.(zo)lly
+ 1. (o) = f(o)lly

ce,8.¢
3 3 3
= VeeUNM.
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BEMERKUNG V.2.2. Beispiel V.1.3(1) (S. 147) zeigt, dass die Aus-
sage des Satzes falsch ist, wenn f,, nur punktweise gegen f konvergiert.

DEFINITION V.2.3. Wir sagen f,, KONVERGIERT LOKAL GLEICH-
MASSIG GEGEN f, wenn es zu jedem x € M eine Umgebung U € U(x)
gibt, so dass f,junn gleichméBig auf U N M gegen f konvergiert.

BEMERKUNG V.2.4. Es gilt:
()f glm :flol%)lmf
(2) fnlokal 57 f und M kompakt = f, £ .

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Sei e > 0 beliebig. Zu jedem x € M gibt es dann ein U, € U(x)
und ein N., € N mit

Da {U, : X € M} eine offene Uberdeckung von M und M kompakt
ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U,, : 1 < i < k}. Sei

N = max N.g,.

1<i<k

Dann gilt
1fay) = W)y <& Vn>Ney€M.
O

SATZ V.2.5. Die Folge (fn)nen C C(M,Y) konvergiere lokal gleich-
maflig gegen f. Dann ist f € C(M,Y).

BEWEIS. Folgt aus Satz V.2.1, da die Stetigkeit eine lokale Eigen-
schaft ist. 0

BEMERKUNG V.2.6. (1) Seien f und f, wie in Beispiel V.1.3(2) (8.
147). Dann gilt f,, f € C(M,Y’) und fnp—kt>f, aber f, konvergiert in
keiner Umgebung von 0 gleichméfig gegen f.

(2) Seien f, € C(M,Y), > f. konvergiere lokal gleichméBig. Dann ist
Y faeC(MY).

n=0
(3) Seien f, € C(M,Y), > f, konvergiere lokal gleichméfig und es sei
xo € M. Dann gilt

Jim ( Z falz)) = 2% lim f,(z))

= falwo).

(4) Jede Potenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzkreises eine ste-
tige Funktion dar.
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BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Folgt aus Satz V.2.5.

AD (3): f = an ist stetig.
n=0
AD (4): Wegen Satz V.1.12 (S. 152) konvergiert jede Potenzreihe im

Innern ihres Konvergenzkreises lokal gleichméfBig. U
DEFINITION V.2.7. Definiere BC'(M,Y) = B(M,Y)NC(M,Y") und
I llBearyy = I+ oo

Aus Satz V.2.5 folgt:

SaTz V.2.8. (1) BC(M,Y) ist ein abgeschlossener Untervektor-
raum von B(M,Y').
(2) Falls M kompakt ist, gilt BC(M,Y) = C(M,Y).

BEWEIS. AD (1): Dass BC(M,Y) ein Untervektorraum von B(M,
Y) ist, ist offensichtlich. Dass BC(M,Y") in B(M,Y") abgeschlossen ist,
folgt aus Satz V.2.5 und Satz I11.2.14 (S. 71).
AD (2): Aus Satz I11.4.10 (S. 86) folgt C(M,Y) C B(M,Y). O

Als néchstes mochten wir zeigen, dass unter geeigneten Vorausset-
zungen der Grenzwert einer Folge differenzierbarer Funktionen eben-
falls differenzierbar ist. Dazu benétigen wir folgenden Hilfssatz.

LEMMA V.2.9. Sei —00 < a < b < 400 und ¢ : [a,b] — Y diffe-
renzierbar. Dann gilt

o) = ola) = ¢ (@)b = a)lly < swp [I¢'(x) = ¢ (@lylb—al.

BEWEIS. Definiere 9 : [a,b] — Y durch
Y(z) = @) — ¢'(a)(z — a).

Dann ist ¢ differenzierbar und
V(z) =¢'(x) — ¢'(a)
P(b) = P(a) = (b) — p(a) — ¢'(a)(b— a).
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung
IV.2.18 (S. 130). U

SATZ V.2.10. Es sei M C K offen und (f,)nen C CH(M,Y). Es
gelte:
pkt

lokal glm
(2) £, —2"g.
n—oo
Dann gilt:

(1) feC'(M,Y),
(2) f'=g,
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(3> fn lokig}lmf .

n—oo

BEWEIS. Sei zp € M und r > 0, so dass B(xg;r) C M ist und f]
auf B(zo;7) gleichméBig gegen g konvergiert. Sei x € B(xo;r) beliebig.
Definiere

SOn(O) = fu(o)
en(1) = fa(z)
¥ (t) = fulzo + t(z — 20))(z — 20)

Aus Lemma V.2.9 folgt
(@) = falzo) — fr(@o)(z — 20)lly
=llen(1) = ©n(0) = L (0)[ly
< sup [l64(0) — ¢, 0l

= sup ||fy(zo + t(x — 20)) — fh(z0)|ly |z — x0].
0<t<1

Wegen fnp—kt>f und fT’Lgl—m>g auf B(xg;r) folgt

1/ (z) = f(wo) — g(wo)(z — o)y
< sup |[|g(zo + t(z — x0)) — g(zo) Iy |z — wol.

0<t<1
Wegen f! € C(M,Y) und félO@mg folgt aus Satz V.2.5 g € C(M,Y).
Daher gilt
() — Flro) — gla)a — o)y
z—0 |z — 2]
< lim sup |[g(zo + t(x — o)) — g(xo)ly
Tr—xQ 0§t§1
=0.

Also ist f in zg differenzierbar und f'(zq) = g(zo). Da xq € M beliebig
war, sind damit (1) und (2) bewiesen.
Weiter gilt fiir xg € M, r € R mit B(zo;r) C M und x € B(xo;7)

[ fn() = f(@)lly
<[ fnx) = f(2) = falzo) + f(zo)lly + [ fnlz0) = f(zo)lly

< sup ||y (xo +H(z = x0)) = f'(wo + t(x — wo)) Iy |2 — o]
0<t<1

+ [[fn(@o) — f(2o)lly
<rllfn = f'lloo.B@om) + [fnlwo) = f(zo)lly,

Wegen ' = g und f,’LIOkLglmg und fnp—kt> f folgt hieraus (3). O
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Ganz analog gilt:

SaTz V.2.11. Sei M C K offen und (fn)neny C CH(M,Y). Es gelte:

(1) > fn konvergiert punktweise,
(2) > fI konvergiert lokal gleichmdfig.

Dann gilt:
(1) > fn konvergiert lokal gleichmdfig,

(2> f= an € CI(M’Y)?

B) [ => fi
n=0

BEWEIS. Folgt aus Satz V.2.10 angewandt auf die Folge der Parti-
alsummen. |

BEMERKUNG V.2.12. (1) f,, f € C*(M,Y) und fngl—m>f, impliziert
nicht die Konvergenz von f/ gegen f’. Dies zeigt das Beispiel M =Y =
R

1
fu(z) = —sin(nz), f(z) =0.
n
(2) f, € CY(M,Y) und Y f,, gleichméBig konvergent impliziert nicht
die gleichméBige Konvergenz von Y f/. Dies zeigt das Beispiel M =
Y =R .
fo(z) = 3 sin(nx).
(3) Satz V.2.10 gilt auch unter folgenden Voraussetzungen:
(1) M ist ein Gebiet,
(2) fn: M — Y differenzierbar,
(3) [
(4) Satz V.2.10 gilt auch, wenn M konvex und perfekt ist, z.B. fiir

M = [a,b) mit a < b.
V.3. Analytische Funktionen

Wir beginnen mit einer Aussage iiber die gliedweise Differentiation
von Potenzreihen.

SaTz V.3.1. Sei > a,(x — x¢)™ eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius p > 0. Dann hat die Potenzreihe > na,(z—x)" ' ebenfalls
den Konvergenzradius p und es gilt

oo / oo
(Z Cln(l' - $0)n> = Z nan(aj - xﬂ)n_la Vo € B($07 p)7
n=0 n=0

d.h., Potenzreihen diirfen im Innern des Konvergenzkreises gliedweise
differenziert werden.
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BEWEIS. Sei p’ der Konvergenzradius von ) na,(z — zo)". Dann
folgt aus Satz 11.6.3 (S. 57) und Beispiel 11.2.3(3) (S. 35)

, 1 1

1
lim sup v/n|a,| nhj{.lo Vn limsup /]ay]

n—00 n—00

Damit folgt die Behauptung aus Bemerkung V.2.6(4) (S. 153) und Satz
V.2.11 (S. 156). O

Aus Satz V.3.1 folgt unmittelbar:

SATZ V.3.2. Sei Y a,(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius p > 0 und

f(z) = Zan(x —x0)" Vx € B(zo;p).

Dann ist f € C®(B(xo; p),K) und > an(x — x)" = T(f, x0), d.h., die
Potenzrethe mit Entwicklungspunkt xo stimmt mat der Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt xo der durch sie dargestellten Funktion tiberein.

DEFINITION V.3.3. Sei M C K, M # (), offen. Dann heifit eine
Funktion f : M — K K-ANALYTISCH, wenn es zu jedem xg € M eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy und Konvergenzradius p > 0
gibt, die f in einer Umgebung von zy darstellt. Die Gesamtheit aller
K-analytischen Funktionen von M in K wird mit C*(M, K) bezeichnet.

BEMERKUNG V.3.4. (1) Sei f € C¥(M,K) und 2y, € M. Dann
ist die f darstellende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy eindeutig
bestimmt und stimmt mit der Taylorreihe T'(f, z¢) iiberein.

(2) C¥(M, K)gCOO(M, K). Die Funktion f aus Beispiel IV.1.21 (8.

120) erfiillt
feC®R,R\CR,R).

(3) Die Analytizitét ist eine lokale Eigenschaft, d.h., es ist f € C¥(M,
K) genau dann, wenn es zu jedem xy € M eine Umgebung U € U(x()
gibt mit f|y € C¥(U,K).

(4) C¥(M,K) ist ein K-Vektorraum. Fir f,g € C¥(M,K) ist auch
f-g€C¥M,K) und f € C¥(M,K), sofern zusétzlich g(x) # 0 ist fur
alle v € M.

BEISPIEL V.3.5. (1) Polynome sind analytisch.
(2) f(z) = 3 € C“(K*,K).

T

n

BEWEIS. AD (1): Sei p(z) = Zakxk und x( beliebig. Dann folgt
k=0

p(z) = Z ap(r — zo + 10)*
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11 11
r  T—x9+To l‘ol—i-x;gco
1 <« k,—k k
= = (—DFag"(z — x)
i —
= > (=1)fag (@ — xo)
k=0

g

SATZ V.3.6. Konvergente Potenzreihen stellen im Innern des Kon-
vergenzkreises analytische Funktionen dar.

BEWEIS. Sei ) a,(x—x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p >0 und

o0

f(z) = Zan(x —x0)" Vx € B(xo;p).
n=0
Sei yo € B(xo; p) beliebig und r = 1 (p — |z¢ — yo|) > 0. Dann gilt
1 1
— ¢ — Ak —1). (ke — Y L
—F ) = — ;akk (k=1)- ...« (k—n+1)(yo — o)
=~ (k&
=S} ) on -
k=n
Also ist
0o k ~
T(f,0)(x) =) {Z ak (n) (yo — z0)" n} (z —yo)"
k=n

Wir zeigen zunéchst, dass T'(f,y0) in B(yo;r) normal konvergiert. Es

1st
> > k: k—n n
DI ar(, ) o —20)* " He = 00)" oo B0y
=0 k=n

<305 ol (1) =

n=0 k=n

@ =Xl {Z (2~ r}
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o0
= Z x| (r + lyo — 2o])*

3
—Z Jax| (5 + o xo|))

~~

<p

<.

Dabei haben wir an der Stelle (%) ausgenutzt, dass eine absolut kon-
vergente Doppelreihe beliebig umgeordnet werden kann (Beweis siehe
Heuser Satz 45.1 bzw. 45.2).

Da T'(f,yo)(x) insbesondere fiir jedes x € B(yo; ) absolut konvergiert,
erhalten wir mit dem gleichen Argument

(o)) = 3 {i () - >} (o = go)"

Also konvergiert T'(f,vo) in B(yo;r) und stellt dort f dar. Da y, €
B(zo; p) beliebig war folgt hieraus die Behauptung. O

BEMERKUNG V.3.7. Aus Satz V.3.6 folgt:
(1) exp,sin, cos € C¥(K, K).
(2) feC¥MK)= f e C¥M,K).

DEFINITION V.3.8. Sei M C K offen und f : M — Y eine Abbil-
dung. Dann heifit eine Abbildung F' : M — Y STAMMFUNKTION von
f genau dann, wenn gilt F’ = f.

BEMERKUNG V.3.9. (1) Ist M C K ein Gebiet, so unterscheiden
sich zwei Stammfunktionen von f hochstens um eine additive Konstan-
te.

(2) Ist
Z an(z — o))"
n=0
in B(zo; p), so ist
= 1
F — " _ n+1
0= 3t =

eine Stammfunktion von f in B(z; p).
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BEWEIS. AD (1): Seien F; und F; zwei Stammfunktionen von f.
Dann gilt
(Fl - FQ)/ =0in M.
Sei xg € M beliebig,
C = Fl(l’()) — FQ(I())
und
N = {.I' e M: Fl(.fll') — F2($) = C}.
Dann ist N # (). Sei z € N und r € R% so, dass B(z;r) C M ist. Dann
folgt fiir y € B(x;7) und
o) =Fi(z+tly—x)) — F(z+tly—=z)) Vtelo,1]
die Identitét
¢'(t)=0 Vte|o,1].
Aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130) folgt

p(1) = Fi(y) — Fa(y)
= ¢(0)
= Fi(z) — Fy(x)
=c.
Also ist N offen in M. Da F; — F5 stetig ist, ist IV aber auch abgeschlos-
sen in M. Da M zusammenhéngend ist, folgt N = M, d.h., F} — F} ist

konstant auf M.
AD (2): Folgt direkt aus Satz V.3.1. O

SaTz V.3.10. Ist f € C¥(M,K) und F eine Stammfunktion von f,
so ist F' € C*(M,K).

BEWEIS. Sei o € M und
flz) = Zan(x —x)" in B(xzg;r)
n=0

mit » > 0. Dann folgt aus Bemerkung V.3.9

= 1
F(x)=c+ Z - lan(x — )" !
n=0

mit einem geeigneten ¢ € K. Hieraus folgt die Behauptung. U

BEIspIEL V.3.11. (1) In € C¥(R%,R) und

In(x) = In(x)+ Z ﬁ(m — )"

Vo € RY, |2 — 20| < 0.
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(2) Fiir o € Rsei (§) =1 und fiir n € N*
(a) ala—=1)... (e —n+1)

n

Es ist

(BINOMIALREIHE) (14+2)* = Z (Oé) " Vx| < 1.

(3) Sei arcsin : (—1,1) — (=7, 3) die Umkehrfunktion von sin |z =).

202
Dann ist arcsin € C¥((—1,1) : R) und
1-3-...-(2n—1) 22!
Viz| < 1.
arcsin(z Z 5 4 @) 2l ||

n=0

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel V.3.5 (2) und Satz V.3.10 zu-

sammen mit In’ = %
AD (2): Es ist
o 1
lim (g) = lim T~ =
nmee (n+1) e |Oé B TL|

Also hat die Reihe Y (¢)z™ geméB Satz I11.6.4 (S. 58) den Konvergenz-
radius 1. Fiir |z| < 1 sei
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Damit folgt

(1+2)g(z) = a i (O‘ - 1) (14 2)

und somit

1+ 2)7 (1 + 2)g'(x) — ag(z)]
1+2) % (z) — a(l+2)"* g()

!/

= (1 +2) ().
Also ist (1 +x) “g(x) auf (—1,1) konstant. Wegen
1% =1=g(0)
folgt
g(x) = (14 )%.
Fiir 2o € R und |z — 20| < 20 folgt nun

% = (x — xg + x9)*

= ( o

> (6% xr — X
8 ( )( 0y
s n o
o0

T — Xg

+1)%5

Il
Il
[en}
R
S 9
~__
8
o
|
3
8
|
8
N
3

n
AD (3): Da sin auf (-7, %) streng monoton wachsend ist, existiert
arcsin. Wegen

_ , T
sin’ = cos = V1 —sin? auf (—=,=)

272

folgt
1

V1—a?

arcsin’ =
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Aus Teil (2) folgt mit v = —3 fiir 2| < 1

C(=D)mM3- (20 —1)
N 2nn!

L3 (2n—1)
= (V' - (2n)

Substitution x — —x? liefert

1 1-3-...-(2n—1
L -y (2n—1) 2
Vi—a? = 2-4-...-(2n)
Zusammen mit Satz V.3.10 folgt hieraus die Behauptung. O

SATZ V.3.12 (IDENTITATSSATZ FUR ANALYTISCHE FUNKTIONEN).
Sei M C K ein Gebiet und f,g € C*(M,K). Es gebe eine nicht leere,
offene Teilmenge U von M mit f|y = gly. Dann ist f = g auf M.

BEWEIS. Sei h = f — g. Dann ist h € C*(M,K) und hly = 0. Wir
miissen zeigen h = 0. Sei

N={xeM: 33U ecl(zx): hly =0}

Nach Voraussetzung ist N # ().

Konstruktionsgeméf ist NV offen.

Um zu zeigen, dass N abgeschlossen ist, sei xg € M ein Haufungspunkt
von N und (z,)nen € M\{xo} eine Folge in N mit lim x, = z7. Wegen

h € C¥(M,K) gibt es ein p > 0 mit

h(z) = Zak(x —20)" Va € B(wg; p).

n=0

O.E. ist (@)neny C B(xg; p). Wir nehmen an, es sei {k € N: a; # 0} #
(. Sei K = min{k : a # 0}. Dann gilt fiir € B(zo; p)\{xo}

h(z) _ - anlz — zo)E—k
(x — x0)K Z d 0)
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Da Y apyi(x —0)" in B(wo; p) eine analytische Funktion darstellt, also
insbesondere stetig ist, folgt

- h(zy)
KR (@ — 20)K
Also ist h|p(zy;p) = 0 und damit xo € N.
Da M zusammenhéngend ist, folgt N = M. O

BEMERKUNG V.3.13. (1) Aus dem Beweis von Satz V.3.12 ergibt
sich folgende Variante:
Ist M C K ein Gebiet, f,g € C¥(M,K) und gibt es 2o € M und
(Tn)nen C M\{xo} mit

Tp — Zo und f(xn):g<wn) \V/TLEN,

dann ist f = g.
(2) Beispiel IV.1.21 (S. 120) zeigt, dass Satz V.3.12 fiir C*°-Funktionen
nicht gilt.

Zum Abschluss dieses Paragraphen beweisen wir noch einige Ei-
genschaften komplex-analytischer Funktionen, die fiir reell-analytische
Funktionen nicht gelten. Weitere, wie z.B. die Bezichung

C*(M,C) =C*(M,C) VM c C, M Gebiet,
werden wir in den Kapiteln VII und VIII kennen lernen.

SATZ V.3.14 (MAXIMUMPRINZIP). Sei M C C ein Gebiet und f €
C¥(M,C). Es gebe ein zy € M mit |f(z0)| > |f(2)| fir alle z € M.

Dann ist f konstant.

BEWEIS. Es gibt ein p > 0 mit B(zo;p) C M und
f(2) =) an(z—20) Vz € B(z;p).
n=0
Wir nehmen an, dass {n € N* : a,, # 0} # () ist. Sei kK = min{n € N* :
a, # 0}. Dann ist
f(z) = ao + ar(z — 20)" + (2 = 20)""'g(2) V2 € B(z0:p)
mit

9(2) =Y arp1u(z — 20)' ¥z € B(z0; p)-

=0

Sei c = max |g(z)|. Dann gilt fiir z € B(z0; %)
zEB(zo;g)

[ (2)] = lao + ar(z — 20)"[ — ez — 20|,

Sei

ag = roe'®, ap = rkezﬁ
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mit 7o, 7%, o, 3 € R und rj, = |ag| > 0. Sei s € (0, §) und

a—p

z=zp+se F .
Dann ist 2z € B(zo; §) und
1£(2)] > |roe™ 4 rpePstel@=F| — skt
= |ro + rps®| — cs™
> 1o + st — esh!
=19 + 8"(r — cs).

Fir by
: k
0<s< = =
s < m1n{2, 5
folgt
1
(@) =m0+ 85 > 10 = [ f(20)]:

Dies ist ein Widerspruch.
Also ist f auf B(zp; p) konstant und damit geméf Satz V.3.12 auf ganz
M konstant. U

SaTz V.3.15. Sei M C C ein Gebiet, f € C¥(M,C) und K C M
nicht leer und kompakt. Dann nimmt f|x das Maximum seines Betrages
auf dem Rand OK an.

BEWEIS. Geméf Satz I11.4.10 (S. 86) gibt es ein z; € K mit
)| > ()] ¥z e K.
Falls zy € 0K ist, sind wir fertig.
Sei also zg € K. Dann ist geméaB Satz I11.4.10 (S. 86)
(xx) s =min{|z — 2| : z € 0K} > 0.
Es gilt
B(zo;8) C K und B(z0;5) C K.
Wegen Satz V.3.14 ist f auf B(zy; s) konstant gleich f(z). Wegen der

Stetigkeit gilt dies auch auf B(zp; s). Da das Minimum in (*%) an einem
Punkt z; € 0K angenommen wird, folgt f(zy) = f(21). O

SATZ V.3.16 (MINIMUMPRINZIP). Sei M C C ein Gebiet und f €
C¥(M,C).
(1) Es gebe ein zg € M mit
If(2)] > |f(20)| >0 Vze M.

Dann ist f konstant.

(2) Ist K C M nicht leer und kompakt und f(z) # 0 fir alle
z € M, so nimmt f|x das Minimum seines Betrages auf 0K
an.
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BEWEIs. Folgt aus den Sétzen V.3.14 und V.3.15 angewandt auf
0

=

SATZ V.3.17 (SATZ VON DER GEBIETSTREUE). Sei M C C ein
Gebiet und f € C¥(M,C) nicht konstant. Dann ist f(M) ein Gebiet.

BEwEIs. Wegen Satz I11.5.4 (S. 89) miissen wir noch zeigen, dass
f(M) offen ist. Sei also zyp € M und wy = f(29). Wegen Bemerkung

V.3.13 (1) gibt es ein r € R mit B(z;7) C M und

f(2) # f(z0) Vz€ B(z;7)\{20}-

Daher ist
p=inf{|f(z) —wo| : z € B(20;7)} > 0.
Sei nun w ¢ f(M). Wegen Satz V.3.16 ist

|w —wo| = [f(z0) — w|

> inf{|f(z) —w|: 2z € B(zp;7))}

= [f(21) — w|
mit einem geeigneten z; € 0B(zp; ). Weiter gilt

p < |f(21) — wol

< [f(z1) = w| + [w — wol

< 2w — wy,
also |w — wo| > $p. Mithin ist B(wo; 3p) C f(M). O

V.4. Sprungstetige Funktionen

_ Im Folgenden sei stets I C R ein perfektes Intervall mit o = inf I €
R, 5 =supl € R und (Y, || - ||y) ein Banachraum.

DEFINITION V.4.1. (1) Eine Menge Z = (o, ..., ay), n € N*, mit
a=qay<a <...<a, =0 heifit ZERLEGUNG von I.
(2) Eine Funktion f : I — Y heifft TREPPENFUNKTION, wenn es
eine Zerlegung Z = (v, . .., ay,) von I gibt, so dass f|(,_,,a,) filr jedes
1 < ¢ < n konstant ist.
(3) T(1,Y) ist die Menge aller Treppenfunktionen.
(4) Eine Funktion f : I — Y heifit SPRUNGSTETIG, wenn fiir jedes
x € I die links- und rechtsseitigen Grenzwerte f(z — 0) und f(z + 0)
existieren.
(5) S(1,Y) ist die Menge aller sprungstetigen Funktionen.

BEISPIEL V.4.2. (1) Die Funktion

-1 —-1<x<0
flx)=<0 =0
1 O<ax<l1
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ist in 7'((—1,1),R).
(2) Die Funktion
1—22 —-1<2<0
f(z) = % x =0
x? 0<z<1

ist in S([—1, 1], R).
(3) Jede monotone Funktion f: I — R ist sprungstetig.

(4) Die Funktion
1 2€Q
fz) =
0 zeR\Q
ist nicht sprungstetig.

BEMERKUNG V.4.3. (1) T'(/,Y) ist ein Untervektorraum von B(/,
). Esist T(1,Y) C S(I,Y).
(2) S(1,Y) ist ein Vektorraum. Es ist C'(1,Y) C S(1,Y).
(3) Falls I kompakt ist, ist S(I,Y) C B(I,Y).

BEWEIS. AD (1): T'(1,Y) C S(1,Y) ist offensichtlich. Ebenso, dass
aus f € T(I,Y), A € Kfolgt A\f € T(I,Y). Seien also f,g € T(1,Y)
und Zy = (ag ..., ) und Z, = (fo, ..., Bm) Zerlegungen von [ mit

f‘(ai—hai)’g‘(ﬁj—laﬂi) 1<i<n,1< J=m
sind konstant. Sei Z = Z; U Z; = (7, ...,7x) mit der natiirlichen
Anordnung. Dann folgt
(f + 9)|(y_1) ist konstant.

AD (2): C(1,Y) C S(1,Y) ist klar. Die Vektorraumeigenschaft folgt
aus der Linearitédt der einseitigen Grenzwerte.
AD (3): Sei I kompakt und f € S(I,Y). Aufgrund der Definition der

einseitigen Grenzwerte gibt es zu jedem = € [ ein a(x) < z und ein
B(x) > x mit
Nf(s) = f@®)lly <1 Vs, t € (a(z),z) oder s,t € (z,5(x)).
Da I kompakt ist, gibt es ein n € N* und zq,...,x, € [ mit
1c | (afw), B(w:).
1<i<n

Damit folgt
< .
[ flloe < 112%1113}({“]0(%)“%

2y,

By
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< 00.
U

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Paragraphen.

SATZ V.4.4. Sei I kompakt. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) f € SI,Y).
(2) 3(fadnen CT(LY) 2 | fo = flloo — 0.

BEWEIS. (1) = (2): Wie im Beweis von Bemerkung V.4.3 (3)
folgt, dass es zu jedem n € N endlich viele Punkte xy,... 2z, € I und
Zahlen o(x;) < z; < B(x;),1 <i < m, gibt mit

IcC U (a(ms), B(x:))

und

S|

If(s) = f(O)|ly < Vs, t € (a(x;), x;) oder
s, t € (xy, B(x4)),1 < i <m.
Also gibt es eine Zerlegung Z = (o, ...,7) von I mit
1 .
1£(s) = f@lly = — Vs,t € (vimp,mi)s 1 ST <k
Definiere f,, € T'(1,Y’) durch

f(l,):{f(”%ﬂ") Ve <T <y, 1<i<k

f(x) x=",1<i<k.
Dann folgt
1

(2) = (1): Sei (fu)nen C T(L,Y) mit |[fo = flloc — 0. Sei & > 0.

Dann gibt es ein n. € N mit

g

Sei x € I. Dann gibt es Zahlen o, 8 € I, a < 3 mit
fno(8) = fu(t) Vs,t € (a,x)oder s, t € (x,[3).
Damit folgt
1f(s) = fFOlly < f(8) = fac(S)lly + [ fac (&) = F(O)ly
<e Vs, t € (a, ) oder s,t € (z,3).
Sei nun (z,)peny C I mit x,, < z fiir alle n € N und Tn — 2 T. Dann gibt

es ein m € N mit z;, € (o, ) fiir alle £ > m und somit

| f(zr) = flz)|ly <e Vk,1>m.
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Also ist (f(xn))neny C Y eine Cauchyfolge und damit konvergent. Setze
z = lim f(x,). Sei nun (y,)nen C I eine andere Folge mit y, < x fiir

alle n € Nund x = lim y,. Dann folgt wieder, dass (f(yn))nen C Y

n—oo

konvergiert. Sei 2/ = lim f(y;). Dann folgt

|z —2|ly <e.

Also ist z = 2/ und f(x — 0) existiert. Analog zeigt man die Existenz
von f(z+0). Also ist f € S(I,Y). O

BEMERKUNG V.4.5. Aus dem Beweis von Satz V.4.4 ergibt sich,
dass man fiir f € S(I,R) mit f > 0 eine Folge (f,)neny € T(1,R) mit
| fn — flloo = 0 und f,, > 0 fiir alle n € N finden kann.

DEFINITION V.4.6. Seien A, B Teilmengen eines normierten Vek-
torraumes (X, || - || x) mit A C B. Dann heifit A DICHT in B, wenn gilt
B C A

BEMERKUNG V.4.7. (1) Ist A dicht in B, so ist jeder Punkt von
B Haufungspunkt von A, kann also beliebig gut durch Punkte aus A
approximiert werden.
(2) Falls B abgeschlossen ist, gilt

A dicht in B <= A= B.
(3) Q und R\Q sind dicht in R.

Wir kénnen Satz V.4.4 somit auch folgendermafien formulieren:

SATz V.4.8. Sei I kompakt. Dann ist S(1,Y") ein in der Norm von
B(1,Y) abgeschlossener Unterraum von B(1,Y") und T(1,Y) ist dicht
in S(I,Y).

BEMERKUNG V.4.9. (1) S(/,Y) ist ein Banachraum bzgl. || - || .
Insbesondere sind gleichméflige Grenzwerte sprungstetiger Funktionen
wieder sprungstetig.

(2) T(1,Y) ist ein Beispiel eines nicht vollstdndigen normierten Vek-
torraumes.

(3) Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist gleichméfi-
ger Grenzwert von Treppenfunktionen.






Zusammenfassung

I. Aufbau des Zahlsystems

1. Die natiirlichen Zahlen
Peano Axiome; Induktionsprinzip; Prinzip der rekursiven Definiti-
on; Fakultdt und Binomialkoeffizienten; Binomischer Lehrsatz; geo-
metrische Reihe; endliche, abzéhlbare, iiberabzdhlbare Mengen; Po-
tenzmenge P(N) nicht abzihlbar

2. Die ganzen Zahlen
Definition und Eigenschaften; Abzdhlbarkeit von Z

3. Die rationalen Zahlen
Definition und Eigenschaften; Abzihlbarkeit von Q

4. Die reellen Zahlen
v/2 nicht rational; Infimum und Supremum; Ordnungsvollstindig-
keit; Q ist nicht ordnungsvollstindig; Dedekindscher Hauptsatz;
Satz von Archimedes; Q und R\Q dicht in R; Existenz n-ter Wur-
zeln; Uberabzihlbarkeit von R; Betrag; Intervalle

5. Die komplexen Zahlen
Definition und Rechenregeln; geometrische Interpretation; Real- und
Imaginérteil, Betrag und konjugiert komplexe Zahl

II. Folgen und Reihen

1. Konvergenz von Folgen
Folgen; Haufungspunkt; Grenzwert; konvergente, divergente und
beschrénkte Folgen; konvergent = beschrankt; Grenzwert ist ein-
deutig; Teilfolgen; Charakterisierung von Grenzwert und Haufungs-
punkten durch Konvergenz von Teilfolgen; Nullfolgen; Rechenregeln
fiir Limites

2. Vollstandigkeit
monotone Folgen; monoton und beschrankt = konvergent; Satz von
Bolzano-Weierstral (beschrinkt = ex. Hiaufungspunkt); Cauchy-
folge; konvergent = Cauchyfolge = beschrinkt; Vollstdndigkeit; K
vollstandig; Q nicht vollstdndig

3. Uneigentliche Konvergenz
Definition R; Konvergenz in R; Rechenregeln fiir Limites in R; De-
finition lim sup, lim inf; lim sup = grofter Haufungspunkt; lim inf =
kleinster Haufungspunkt; konvergent genau dann wenn limsup =
lim inf

4. Reihen
Partialsummen; Reihen; Konvergenz und Grenzwerte von Reihen;
harmonische und geometrische Reihe; Y x,, konvergent = x,, Null-
folge; Cauchykriterium; Leibnizkriterium; alternierende harmoni-
sche Reihe
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5. Absolute Konvergenz
absolute und bedingte Konvergenz; Majoranten-, Wurzel- und Quo-
tientenkriterium; Umordnung absolut konvergenter Reihen; Cauchy-
produkt absolut konvergenter Reihen

6. Potenzreihen
Definition; Konvergenzradius; Wurzel- und Quotientenkriterium fiir
Konvergenzradius; Exponential- und geometrische Reihe; Rechenre-
geln fiir Potenzreihen

III. Stetige Funktionen

1. Normierte Vektorrdume
Vektorrdume und Normen; Beispiele: R, C, K", ¢y, {5, {; Grenz-
werte, Hiufungspunkte und Cauchyfolgen in normierten Vektorriu-
men; dquivalente Normen; Aquivalenz der Normen auf K”; Banach-
raume

2. Topologische Grundbegriffe
innere Punkte; offene Mengen; Rechnen mit offenen Mengen; ab-
geschlossene Mengen; Rechnen mit abgeschlossenen Mengen; Héu-
fungs- und Beriithrungspunkte von Mengen; Zusammenhang mit
Folgen; Abschluss, Inneres und Rand einer Menge; Hausdorffsches
Trennungsaxiom; relativ offene und abgeschlossene Mengen

3. Stetigkeit
Umgebungs-, e-d- und Folgendefinition der Stetigkeit; Rechenregeln
fiir stetige Funktionen; Stetigkeit von Polynomen und rationalen
Funktionen; C'(X,Y); Stetigkeit von Funktionen mit Werten in K",
links- und rechtsseitige Stetigkeit; gleichméafige Stetigkeit; gleichmé-
Big stetig = stetig

4. Kompaktheit
Definition; kompakt = beschréankt und abgeschlossen; in normierten
Vektorrdumen: kompakt = folgenkompakt; Satz von Heine-Borel
(kompakt = beschriinkt und abgeschlossen im K™); Heine-Borel gilt
nicht in allgemeinen normierten Vektorrdumen; stetige Funktionen
auf kompakten Mengen sind gleichméBig stetig; stetige Bilder kom-
pakter Mengen sind wieder kompakt; stetige, reellwertige Funktio-
nen auf kompakten Mengen nehmen Maximum und Minimum an;
Fundamentalsatz der Algebra

5. Zusammenhang
Definition; M C R zusammenhéngend < M Intervall; stetige Bilder
zusammenhéngender Mengen sind wieder zusammenhéngend; Zwi-
schenwertsatz; reelle Polynome ungeraden Grades besitzen mindes-
tens eine reelle Nullstelle; Wege; Wegzusammenhang; konvexe Men-
gen; M offen: M wegzusammenhéngend < M zusammenhéngend;
Gebiete

6. Funktionen in R
monotone Funktionen; Sprungstellen; monotone Funktionen sind
stetig bis auf abzdhlbar viele Sprungstellen; streng monotone stetige
Funktionen sind bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung

7. Exponentialfunktion und Verwandte
Definition von exp, sin, cos; Eigenschaften und Rechenregeln; Ad-
ditionstheoreme fiir sin und cos; Wachstumsverhalten von exp; De-
finition von In; Rechenregeln; Wachstumsverhalten von In; Verhal-
ten von exp fiir imagindres Argument; Polarkoordinatendarstellung
komplexer Zahlen und Anwendung auf Multiplikation; Eulersche
Darstellung von exp
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IV. Differentialrechnung einer Verinderlichen

1. Differenzierbarkeit
Definitionen fiir Differenzierbarkeit in einem Punkt; differenzierbar
= stetig; Differenzierbarkeit von Funktionen mit Werten in K";
Rechenregeln; Kettenregel; Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion;
perfekte Mengen; Riume C"(M,K), C>*(M,K); Leibnizregel; Ab-
leitung von exp, sin, cos, In, a®, 22 sin(1/x); links- und rechtsseitige
Differenzierbarkeit; Eigenschaften von exp(1/x)

2. Mittelwertsétze
Satz von Rolle; Mittelwertsatz; Charakterisierung monotoner Funk-
tionen; Umkehrfunktionen differenzierbarer, monotoner Funktionen
sind wieder differenzierbar; arccos, arcsin; Charakterisierung und
Eigenschaften konvexer und konkaver Funktionen; Youngsche und
Holdersche Ungleichung; Regel von de 1‘Hopital

3. Taylorformeln
Taylorpolynom und Taylorreihe; Abschitzung des Restgliedes; Dar-
stellbarkeit einer Funktion durch ihre Taylorreihe; Taylorreihe von
In

4. Numerische Losung von Gleichungen
Fixpunkt; Kontraktion; Banachscher Fixpunktsatz; Newtonverfah-
ren; geometrische Interpretation; lokale, quadratische Konvergenz
des Newtonvefahrens; globale Konvergenz des Newtonverfahrens bei
strikt konvexen oder konkaven Funktionen; divisionsfreie Berech-
nung von 1/a; Heronverfahren fiir a'/"

V. Funktionenfolgen

1. Gleichméfige Konvergenz
punktweise und gleichméflige Konvergenz; gleichméflig konvergent
= punktweise konvergent; Raum B(M,Y); Cauchykriterium fiir
gleichméflige Konvergenz; punktweise, absolute, gleichméfige, nor-
male Konvergenz von Funktionenreihen; Beziehungen zwischen den
Konvergenzbegriffen; Anwendung auf Potenzreihen

2. Vertauschen von Grenzprozessen
Stetigkeit der Grenzfunktion; lokal gleichmé&Bige Konvergenz; Diffe-
renzierbarkeit der Grenzfunktion

3. Analytische Funktionen
Differentiation von Potenzreihen; K-analytische Funktionen; kon-
vergente Potenzreihen stellen analytische Funktionen dar; Stamm-
funktionen analytischer Funktionen; Binomialreihe; Reihendarstel-
lung von arcsin; Identitdtssatz fiir analytische Funktionen; Maxi-
mum- und Minimumprinzip; komplex-analytische Funktionen sind
gebietstreu

4. Sprungstetige Funktionen
Treppenfunktionen T'(I,Y); sprungstetige Funktionen S(I,Y"); mo-
notone Funktionen sind sprungstetig; Beziehungen zwischen Ré&u-
men T(1,Y), S(I1,Y), B(I,Y) und C(I,Y); I kompakt = T'(I,Y)
dicht in S(1,Y) bzgl. || - [l
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D_f, 120 7. 14
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exp, 98 a posteriori Abschitzung, 137
fn g f, 147 a priori Abschéitzung, 137
e Abelsche Gruppe, 14, 16
fn npjj:o f, 147 abgeschlossen, 69
f, 111 abgeschlossenes Intervall, 25
flx—0),94 Ableitung, 111
flx+0), 94 absolut konvergente Reihe, 49
1, 25 absolute Konvergenz, 150
Im, 26 abzéhlbar, 13
K, 27 Additionstheoreme, 99
ly, 62 dquivalente Normen, 64
ly, 62 algebraisch, 24
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alternierende harmonische Reihe, 49
analytische Funktion, 157
Anfangspunkt eines Weges, 91
angeordneter Korper, 17
Antisymmetrie, 6

Argument einer komplexen Zahl, 108

Assoziativitit, 6

Ball, 63

Banachraum, 66

Banachscher Fixpunktsatz, 137
bedingt konvergente Reihe, 49
Bernoullische Ungleichung, 38
Berithrungspunkt, 70
beschrankt, 15

beschrénkte Folge, 30

Betrag, 24, 26
Binomialkoeffizient, 10
Binomialreihe, 161
Binomischer Lehrsatz, 12
Bolzano, B., 39

Borel, E., 84

Cauchy, A. L., 41

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 63

Cauchyfolge, 41

Cauchykriterium, 48

Cauchykriterium fiir gleichméfige
Konvergenz, 150

Cauchyprodukt, 54

CF, 41

Cosinus, 98

de I'Hopital, 130

Dedekind, R., 20

Dedekindscher Hauptsatz, 20

Diagonalverfahren, 17

dicht, 169

differenzierbar, 111, 117

Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion, 116

Distributivgesetz, 6

divergent, 30

divergente Reihe, 46

Dreiecksungleichung, 24, 27, 62

Einheitsball, 63

endlich, 13

Endpunkt eines Weges, 91

Entwicklungspunkt einer
Potenzreihe, 57

Eulersche Zahl, 36

Exponentialfunktion, 51, 98

Fakultét, 10

Fibonacci Folge, 29

Fixpunkt, 136
Fixpunktiteration, 137

Folge, 29

folgenkompakt, 84
Fundamentalsatz der Algebra, 86

ganze Zahlen, 14

Gebiet, 94

geometrische Reihe, 12, 46
gleichméfig stetig, 81
gleichméflige Konvergenz, 147, 150
Grenzwert, 30

Haufungspunkt, 29, 70
harmonische Reihe, 46
Hausdorffsches Trennungsaxiom, 73
Heine, E., 84

Holdersche Ungleichung, 127

HP, 29

Identitétssatz fiir analytische
Funktionen, 163

Imaginérteil, 26

imaginédre Einheit, 25

Induktionsaxiom, 5

Induktionsprinzip, 1. Fassung, 7

Induktionsprinzip, 2. Fassung, 8

Infimum, 18

innerer Punkt, 68

Intervallschachtelung, 18

Kettenregel, 115
Koeffizienten einer Potenzreihe, 57
Korper, 16

kommutative Halbgruppe, 14
Kommutativitat, 6

kompakt, 82

komplexe Wurzeln, 108
komplexe Zahlen, 25
Komposition, 77

konjugierte Zahl, 26

konkav, 125

Kontraktion, 136
Kontraktionsrate, 136
konvergente Folge, 30
konvergente Reihe, 46
Konvergenz gegen +o0, 43
Konvergenzkreis, 57
Konvergenzradius, 57
konvex, 91, 125

Leibnizkriterium, 48
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Leibnizregel, 118 Rand, 73
Limes inferior, 44 rationale Funktion, 77
Limes superior, 44 Realteil, 26
Lindemann, 106 rechtsseitig stetig, 80
linksseitig differenzierbar, 119 reelle Zahlen, 20
linksseitig stetig, 80 Reflexivitét, 6
Logarithmus, 100 Regel von de I’'Hépital, 130
lokal gleichméflige Konvergenz, 153 Reihe, 46
lokales Extremum, 121 rekursive Definition, 9
lokales Maximum, 121 relativ abgeschlossen, 74
lokales Minimum, 121 relativ offen, 74

Ring, 14
Majorantenkriterium, 50 Rolle, M., 122
Maximumprinzip, 164 Russell, B., 13
Minimumprinzip, 165
Mittelwertsatz, 122 Satz von Archimedes, 21
monoton fallende Folge, 35 Satz von Bolzano-Weierstraf, 39
monoton fallende Funktion, 94 Satz von der Gebietstreue, 166
monoton wachsende Folge, 35 Satz von Heine-Borel, 84
monoton wachsende Funktion, 94 Satz von Riemann, 54
monotone Funktion, 94 Satz von Rolle, 122

Sinus, 98

n-mal stetig differenzierbar, 117
nach oben beschrinkt, 18

nach unten beschrankt, 18
Nachfolger, 6

natiirlicher Logarithmus, 100
negative Zahlen, 13

neutrales Element, 6
Newtonverfahren, 141

Norm, 62

Sprungstelle, 95

sprungstetig, 166

Spur eines Weges, 91
Stammfunktion, 159

stetig, 74

stetig differenzierbar, 117

stetige Ergédnzung, 79

streng monoton fallende Funktion,

le K 150 04
nortma’e Lonvergenz, streng monoton wachsende Funktion,
normierter Vektorraum, 62
Nullfolge, 32 o4
wHolee, strikt konkav, 125
obere Schranke. 18 strikt konvex, 125
offen, 68 Supremum, 18

offene Uberdeckung, 82
offenes Intervall, 25
ordnungsvollstandig, 18

Taylor, B., 132
Taylorentwicklung, 132
Taylorpolynom, 132

Partialsumme, 46 Taylorreihe, 132

Peano Axiome, 5 Taylorsche Formel, 132
Peano, G., 5 Teilfolge, 31

perfekte Menge, 117 Topologie, 69
periodische Funktion, 104 topologischer Raum, 69
Polarkoordinatendarstellung, 108 Totalordnung, 6
Polynom, 77 Transitivitat, 6
Potenzmenge, 13 transzendent, 24
Potenzreihe, 57 Treppenfunktion, 166

punktweise Konvergenz, 147, 150
Umgebung, 68

quadratische Konvergenz, 141 umgekehrte Dreiecksungleichung, 62
Quotientenkriterium, 51 Umordnung, 52
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Unendlichkeitsaxiom, 5
untere Schranke, 18

Vektorraum, 61
Verfahren von Heron, 145
Verkniipfung, 77
vollstandig, 66

Weg, 91
wegzusammenhéngend, 91
Weierstraf, K., 39
wohlgeordnet, 6
Wohlordnungssatz, 6
Wurzelkriterium, 50

Youngsche Ungleichung, 127

Zerlegung, 166
zusammenhéngend, 88
Zwischenwertsatz, 90
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