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1 Einleitung

,, Zufillige Operatoren ”

Was hat man sich unter einem zufélligem Operator vorzustellen? Genauge-
nommen betrachten wir nicht einen selbstadjungierten Operator H, sondern
eine ganze Familie von solchen:

H* auf L*(R) (1)

parametrisiert mit w aus einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Natiirlich
héngt das Spektrum o(H*“) auch von w ab. Fiir bestimmte Typen von Schrodin-
geroperatoren hat man jedoch die Unabhéngigkeit der Spektraleigenschaften
von dem ,,Zufall w” nachgewiesen.

Sei {T; }ies eine Familie von mafierhaltenden Transformationen auf (€2, A, P)
und {U;};er eine Familie von unitéren Operatoren auf einem separablen Hil-
bertraum. Falls fiir eine Familie { H*},cq von mefibaren, selbstadjungierten
Schrodingeroperatoren gilt:

H" = U;H*U;} (2)

nennt man sie ergodisch. Erfiillt der zufallige Schrédingeroperator H* diese
Eigenschaft, dann existiert eine Menge €2y C €2 von vollem Mafl und eine
Teilmenge ¥ der reellen Zahlen, so daf3 gilt

S =o(H*) YweQ (3)

Entsprechende Aussagen gelten fiir das absolutstetige und singulérstetige
Spektrum sowie fiir das reine Punktspektrum (vgl. [25, 23, 18]). Daher macht
es iiberhaupt Sinn von dem Spektrum einer zufilligen Operatorfamilie zu
sprechen. Naheres zu den Begriffen der Ergodizitat und Me3barkeit von Ope-
ratoren kann man in [16] und [6] finden. Wir betrachten in der vorliegenden
Arbeit Z-ergodische Operatoren (I = Z), aber diese Eigenschaft (d.h. Glei-
chung 2) spielt fiir die Beweise keine Rolle.

Physikalischer Hintergrund der Lokalisierungstheorie

Ein Elektron im kristallinen Leiter spiihrt ein periodisches Potential, falls
man die Wechselwirkung mit anderen Elektronen vernachlidfigt. Dies ent-
spricht dem Idealfall ohne Unreinheiten im Kristall. Sind diese vorhanden,
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kann man sie durch ein zufalliges Stérpotential beschreiben. Es stellt sich die
Frage, wie sich das Spektrum des rein periodischen Operators von demje-
nigen mit einer kleinen Storung unterscheidet. Im ersten Fall existiert nur
absolutstetiges Spektrum, das in Bédndern angeordnet ist. Dazwischen be-
finden sich Liicken, die der Resolventenmenge angehdren. Im Fall mit einer
kleinen zufélligen Storung bleibt die Bénderstruktur erhalten, aber an den
Réndern der Bénder tauchen kleine Intervalle mit reinem Punktspektrum
auf. Dies deutet auf eine schlechtere Leitfdhigkeit als beim reinen Kristall
hin.

In dieser Arbeit untersuchen wir das Phdnomen der Lokalisierung in ei-
nem Energieintervall I. So nennt man die Eigenschaft, daf3

o(H*) N I C 0,(H*) (4)

fiir fast alle w € Q gilt. Schon Ende der Fiinfziger Jahre hat Anderson in
einem Artikel [3] diese Tatsache fiir das diskrete Analogon eines zufélligen
Schrodingeroperators erklart. Falls zusétzlich die Eigenfunktionen zu Eigen-
werten aus dem Intervall I exponentiell abfallen, spricht man von exponen-
tieller Lokalisierung.

Multiskalen-Analyse

Das Kernstiick dieser Arbeit bildet die sogenannte Multiskalen-Analyse. Ur-
spriinglich entstammt diese Methode der Perkolationstheorie. Zum ersten
mal wurde sie in dem Artikel [11] verwendet, um eine abgeschwéchte Form
der Lokalisierung zu zeigen. Wie bei der erwihnten Arbeit von Anderson
war der betrachtete Operator das diskretisierte Pendant des Schrodingerope-
rators. Die Multiskalen-Analyse ist ein Induktionsargument, das auf einer
Kombination von geometrischen und wahrscheinlichkeitstheoretischen Ideen
beruht (vgl. Kapitel 4). Ihr Ergebnis haben wir in Theorem 3.3 bzw. Satz
3.5 formuliert. Um die Induktion durchzufiihren, ist die sogenannte Wegner-
Abschétzung ([29]) im Energieintervall I vonnoten (vgl. Kapitel 7). Wir be-
zeichnen sie mit (H2). Grob formuliert besagt (H2), daf§ sich in dem kleinen
Intervall I Eigenwerte eines restringierten Schrodingeroperators H*|y nur
mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit befinden. Dabei ist A ein Quadrat im
Konfigurationsraum.

Um die Multiskalen-Analyse zu starten, braucht man noch die Induktions-
voraussetzung (H1). Sie besagt, daB fiir eine Anfangsgrofie Ay die Greensche



Funktion von H“|s, mit grofler Wahrscheinlichkeit exponentiell abfallt. Mit
den beiden Annahmen (H1) und (H2) ist es uns moglich, fiir eine wachsende
Folge von Quadraten {A;} k& € N das Analogon von (H1) zu zeigen. Was
man unter jklein’ und ,grof8’ versteht, hingt dabei immer von der Gréfle des
betrachteten Quadrats A ab. Nachdem der exponentielle Abfall der Green-
schen Funktion auf allen Skalen mit guter Wahrscheinlichkeit nachgewiesen
ist, folgt dieselbe Eigenschaft fiir Eigenfunktionen v von H“ zu Eigenwerten
aus I (Kapitel 5).

Bisherige Resultate

Schon vor dem erwéhnten Artikel von Frohlich und Spencer [11] gab es Be-
weise der Lokalisierung, z.B. [13]. Die Methode von [11] hat aber den Vorteil,
daf sie fiir einen beliebig-dimensionalen Konfigurationsraum R? anwendbar
ist. Allerdings ist im mehrdimensionalen Fall d > 1 die Induktionsvorausset-
zung (H1) schwierig nachzuweisen (vgl. [21], [4]). Im Laufe der Zeit wurde
die Methode von Frohlich und Spencer vereinfacht ([9]) und fiir den kontinu-
ierlichen Schrodingeroperator umformuliert ([14], [7]) .

Lifschitz Tails

Eine Moglichkeit, sich die Induktionsvoraussetzung (H1) zu beschaffen, bie-
ten die sogenannten Lifschitz-Tails (vgl. [16], [24]). So bezeichnet man die
Ausdiinnung der Integrierten Zustandsdichte N(F) am Rand des Spektrums
von H* (vgl. Kapitel 6). Dieses Phinomen hat man bisher bei dem Infimum
des Spektrums von halbbeschrankten Operatoren in beliebiger Dimension
nachgewiesen [21, 7].

In dieser Arbeit zeigen wir Lokalisierung bei den Réndern der Spek-
tralbénder eines zufillig gestorten, eindimensionalen, periodischen Schrédin-
geroperators (Theorem 3.7). Die Induktionsannahme (H1) liefern uns die
Lifschitz-Tails an diesen Réndern, wie sie Mezincescu ([24]) nachgewiesen
hat. Verheilungsvoll wére es, seine Resultate in dem hoherdimensionalen
Fall zu zeigen. Dann kénnte man in dieser allgemeineren Situation einen
Lokalisierungsbeweis analog zu der vorliegenden Arbeit fithren.

Im Gegensatz zu dem Artikel [21] von Klopp sind die Ergebnisse dieser
Arbeit nicht auf das erste Spektralband beschriankt. Die Arbeit [7] von Bar-
baroux, Combes und Hislop beinhaltet unser Resultat auch nicht, weil dort



die Induktionsvoraussetzung (H1) durch eine spezielle zusétzliche Forderung
an das zufillige Potential gewéhrleistet wird.
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2 Modell und Notation

Wir beschreiben nun den betrachteten Schrédingeroperator H* auf L*(R).
HY :=Hy+ Y t(w,i)x(- — 1)
i€z
Sei 1} ein stetiges, beschrinkters Potential und

HO = —A+Vb

eine von unten beschrinkte, selbstadjungierte Storung von —A. Der Operator
H“ héngt von einem zufilligem Parameter w aus einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) ab. Die Zufallsvariablen

t(,i) : Q@ - R 1€Z
sind unabhéngig und identisch verteilt. D.h. ihre Bildmafle
i =P(,i)") i€Z

stimmen iiberein. Daher schreiben wir p statt u;. Dieses Mafl habe eine be-
schrinkte Dichte g beziiglich des Lebesguemafles mit kompaktem Triger. Die
Funktion x(- — ) nennen wir Einzelplatzpotential bei i. Es gelte:

x € Co(Br(0),R)

fiir ein positives r. Dies bedeutet, dafl der Trager der stetigen, reellen Funk-
tion y im Ball vom Radius » um den Nullpunkt enthalten ist. Insbesondere

1st
V() =Y tw,i)x(x — i) (5)
i€Z
eine beschrankte, stetige Funktion, also eine infinitesimal kleine Stérung des
Operators Hy. Daher ist H¥ selbstadjungiert auf dem Definitionsbereich
D(Hy) = D(—A) von Hy.
Wir bezeichnen mit

Ap(x) =[x —L/2,x+ L/2]

das Intervall der Lénge L mit Mittelpunkt x. OAL(z) = {z — L/2,x + L/2}
bezeichnet den Rand im iiblichen Sinne. Dagegen ist

5AL($) = {23/ € AL($)| d(:v’,@AL(m)) < 1}
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ein verallgemeinerter Rand von der Breite 1. Fiir zwei Punkte y, 2z € Ap(x)
schreiben wir

(y,2) € Ap(x) \ 0,

falls mindestens einer der beiden Punkte nicht in 0AL(z) liegt.
In der Multiskalen-Analyse bedient man sich der restringierten Operato-
ren

HKL(:E) auf LQ(AL(SL’))

Der Operator Hy ., ist die Einschrénkung von H* auf das Intervall Ap(x)
mit Dirichlet-Bedingungen am Rand (vgl. [26]). Er hingt wegen der Form
des Potentials V* nur von den Zufallsvariablen #(-,4) mit Index i € Ay o, (x)
ab. Falls es auf die Lage und Grofle des Intervalls nicht ankommt, kiirzen wir
Ap(x) mit A ab.

In Kapitel 6 spielen die Lifschitz Tails der Integrierten Zustandsdichte
N(E) eine zentrale Rolle. Diese Grofe ,,zdhlt die Anzahl der Zustédnde unter-
halb der Energie E pro Volumeneinheit”. Natiirlich macht diese Beschreibung
wegen des kontinuierlichen Spektrums keinen Sinn fiir einen Schrodingerope-
rator H* auf L?(R). Dagegen ist fiir die restringierten Operatoren H*|, die
Integrierte Zustandsdichte wohldefiniert - zumindest unter den Vorausset-
zungen, die wir an das Potential V' := Vj 4+ V¥ gestellt haben:

Ny (E) := #{ Eigenwert von H“|y, < E} (6)

Fiir monoton wachsende Intervalle A ist der Limes

NR(E)
m
Al-R A

= N(E) (7)

wohldefiniert und unabhéngig von w (vgl. [19], [6]). Sei £ € R ein Punkt in
der Resolventenmenge p(HY) des Operators HY. Dann existiert die Resol-
vente

R2(E) : L*(A) — L*(A)

Dies ist ein beschrankter Operator, dessen Bildbereich gleich dem Definiti-
onsbereich D(HY) von HY ist. Da unser Potential V' stetig ist, handelt es



sich bei der Resolvente um einen Integraloperator (vgl. [6], [1]). Wie iiblich
bezeichnen wir den Integralkern der Resolvente mit

G‘;\J<> K E)

und nennen ihn Greensche Funktion. Diese ist stetig auf A x A und ihre
Ableitung

DG{ (-, -, E) oder DyGS(+, -, E)

ist es auf A x A\ {(z,y)|z =y} (vgl. [6], [1]).

Um Schreibarbeit zu sparen, kiirzen wir G‘XL(QC)(, o FE) mit Gp(-,+, F),
RXL(:E)(E) mit Ry, oder R, HY ) mit Hy, und H;\)Lk(w) mit Hy, ab, falls { L }ren
ein Folge von Intervalldngen ist. Dies geschieht nur dann, wenn schon aus dem
Kontext hervorgeht, was genau gemeint ist.

Die bisher gemachten Voraussetzungen reichen aus, um die Multiskalen-
Analyse in Kapitel 4 durchzufithren. Damit wir sie iiberhaupt starten und
somit auf Lokalisierung schlieflen konnen, miissen wir nachweisen, daf3 die
beiden Hypothesen (H1) und (H2) von Theorem 3.3 fiir alle Intervalléngen
Lo > @ gelten. Dabei ist () € R, eine beliebige endliche Zahl.

(H1) Es existiert ein 7 € | — 1/2,1/2] mit
P({w| AL, (7) ist (mg, E)-regular VE € 1}) > 1 — Ly”
(H2) P({w| d(E, 0(Ha,@))) < exp(—L*)}) < L7
Vo € R, VL > Ly, VE mit d(E,I) < 1/2exp(—L")
Dabei heifit Ap(z) (m, E)-regulér, falls gilt
E € p(Hay@)
und
e GaL@) (Y, 2, B)| < exp(=mL/2)

Um in Kapitel 7 die Wegner-Abschitzung (H2) zu zeigen, brauchen wir
noch die Annahme, dafl eine offene Teilmenge U von A;(0) existiert, auf
welcher fiir das Einzelplatzpotential x(-) > a > 0 gilt.



Ebenso erfordert der Nachweis der Induktionsvoraussetzung (H1) in Ka-
pitel 6 weitere Annahmen. Wir spezialisieren uns deshalb auf einen Schrodin-
geroperator

Hy=-A+V

mit Z-periodischem Potential V{). Diesem wird dann das zuféllige Stérpoten-
tial V¥ hinzugefiigt. Das Spektrum von Hj, besteht aus Béandern

o(Ho) = | J[En—. En]

neN

Es gilt £, - < FE, 4 und unter verniinftigen Voraussetzungen auch E, ; <
E, 11—, so daB sich zwischen den Bandern des Spektrums Liicken befinden,
die der Resolventenmenge angehtren. Fiir Details siehe [26]. Wir machen
nun Voraussetzungen, die uns erméglichen, die Induktionsvorassetzung (H1)
in der Nihe der Energien {E, _, E,, ; }nen nachzuweisen:

(H3) Die Dichte g des MaBes p habe den Tréger [0, 1] und es gelte:

([0, ) = O(a°)
p(]1 = z,1]) = O(a*)

fiir gewisse 0_, 9, > 0.

In [4] wird fiir diese Exponenten §_,d, > 3d/2 verlangt, um (H1) nach-
zuweisen, wobei d die Dimension des Konfigurationsraumes ist. Daher ist
z.B. die uniforme Verteilung der zufilligen Kopplungskonstanten ¢(-,7) aus-
geschlossen. Unser Theorem 3.7 ist aber auch in diesem Fall anwendbar.

Wir betrachten eine Spektralliicke |E” | E', [ = |E,, 1, Ep 41, des ungestorten
Operators Hy und versehen den Storterm mit einer Kopplungskonstante k:

Hw:H0+/€Vw

Da V' ein beschrankter Operator ist, ist es moglich £ > 0 so klein zu wahlen,
dafl die Liicke im Spektrum des gestorten Operators H“ nicht verschwindet.
Es gibt also ein Intervall |E”, EY[ C |E", E', [ mit

|EY El[No(Hy+kVY) =0

Die Bedingung in (H3) an den Triger von g erscheint im ersten Moment
restriktiver als sie ist. Man kann nédmlich den Vorfaktor x dndern oder einen



Teil des zufélligen Potentials dem periodischen zuschlagen, falls der Trager
von g grofler ist als [0, 1].
Wir verwenden folgende Abkiirzung fiir die groite gerade Zahl kleiner als
x:
[z]y :=sup{n € 2N| n < '} (8)

Noch eine Bemerkung zum leichteren Lesen dieser Arbeit: fiir komplizier-
te Begriffe und Voraussetzungen werden Abkiirzungen verwendet, z.B. (ii),
(III) oder R(m, L). Die jeweilige Definition bzw. Notationsvereinbarung steht
unmittelbar vor dem Satz, in dem der Begriff benotigt wird.
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3 Resultate

Definition 3.1
Seten m >0, K >0, E € R und ein Schridingeroperator Hy, ) gegeben.
a) Das Intervall Ap(x) heifit (m, E)-reguldr, falls gilt

E € p(Hpp())

und

sup GaL@) (Y, 2, E)| < exp(—mL/2)
yESAL (z),zEA1 ()

b) Ap(x) heifst (m, E, C)-regulir beziiglich der Ableitung, falls gilt

E € p(Hap@))

und

sup [ D1G @) (Y, 2, E)| < Cexp(—mL/2)
yEIAL (2),z€A1 ()

D1 bezeichnet hier die Ableitung nach der Variablen y.
c) Ap(x) heifit (E, K)-nicht resonant, falls gilt

E € p(Hpp ()

und

sup |G, @)y, 2, E)| < 2K exp(LP)
(0,2)EAL @)\

d) Ap(x) heifit (E, K)-nicht resonant beziiglich der Ableitung, falls gilt

E € p(Hap())

und

sup | D1Ga, ) (y, 2, E)| < 2K exp(L")
(0,2)EAL (2)\S

Wie gesagt, bedeutet (y,z) € Ap(x) \ 6, daf$ beide Punkte in Ap(x) liegen,
aber mindestens einer von ithnen Mindestabstand 1 vom Rand von Ar(x) hat.
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Definition 3.2
Eine Funktion f € L*(R) fillt exponentiell ab (im Unendlichen) mit Masse

m, falls gilt:
1
lim sup 28 1Y@ (9)

jaloo []
Dies ist dquivalent zu:
Ve>03dN(e) eN
so, daf3
()] < exp(=(m = €)[z]) Vo mit [z] > N(e)

Theorem 3.3
Seien I CR, p>1,mg>0,b€]0,1[, ¢ > 4p+ 6 gegeben. Dann existiert
ein QO = QO(p7 ba q, Mo, ]7 ||V||OO)7 S0 da’ﬁ f’Uﬂ" LO Z QO aus:

(H1) Es existiert ein T € | — 1/2,1/2] mit
P({w| AL, (7) ist (mo, E)-requlir VE € I}) > 1 — L,*
(H2) P({w| d(E, 0(Ha,@)) < exp(=L")}) < L7
Vo € R, YL > Ly, VE mit d(E,I) < 1/2exp(—L")
folgt:
Mit Wahrscheinlichkeit Fins hat der Operator H = HY im FEnergiein-

tervall I reines Punktspektrum. Die Figenfunktionen zu Eigenwerten aus I
fallen exponentiell ab mit Masse m = 1/4my.

Der Beweis setzt sich aus den beiden folgenden Sétzen zusammen.

Definition 3.4
Sei ein Gitter Z + 1 vorgegeben. Mit R(L,m) bezeichnen wir die Aussage:

P{w|VE € I ist Ar(x) oder Ar(y) (m, E)-requlir } > 1— L%
Va,yeZ+1 mit |x —y| > L+2r
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Satz 3.5

Seien I CR, p>1, mg>0,b¢€]0,1], ¢ > 4p + 6 gegeben. Sei my, =
1/2mg. Dann ezistieren ein a = a(p) €]1,2[ und ein Q1 = Q1(p, b, ¢, mo, L, ||V||s),
so daf$ fiir Lo > ()1 aus:

(H2) und R( Lo, mo) sind wahr

folgt:
R(Li, ms ) ist wahr
fir alle Skalen in der Folge {Lg}ren, definiert durch Ly, = [L{].

Der Satz wird in Kapitel 4 bewiesen.

Satz 3.6

Ser I C R ein Intervall, und seien p > 1, ¢ > 4p+6, Lo > 1, a < 2p,
Meo > 0 vorgegeben. Die Folge { Ly }ren sei durch Ly = [L{]s fir alle k € N
definiert. Es gelte:

R(Ly,my ) ist wahr fiir alle k € N.

Dann hat der Schrédingeroperator HY mit Wahrscheinlichkeit Fins reines
Punktspektrum im Energieintervall I. Eigenfunktionen zu Figenwerten aus I
fallen exponentiell ab im Unendlichen mit Masse m :=1/2 m.

Der Satz wird im Kapitel 5 bewiesen.

Wir fiihren ein konkretes Beispiel an, welches die Voraussetzungen von
Theorem 3.3 erfiillt. Sei V' ein zufélliges Potential wie in Kapitel 2 beschrie-
ben, fiir das die Voraussetzung (H3) gilt. Zusétzlich nehmen wir r = 1/2 an,
d.h. fiir das Einzelplatzpotential x gilt x € C(Bi/2(0)). Hy sei ein Schrodin-
geroperator mit Z-periodischem Potential. Sei

]E,—7 Eii—[ - p(HO)

eine Spektralliicke. Bei dem zufillig gestorten Operator sei die Kopplungs-
konstante x so gewdhlt, dal die Spektralliicke nicht ganz verschwindet. Die
Beschranktheit des Potentials V¢ gewéhrleistet, dafl eine solche Wahl von
moglich ist. Sei |E_, E, [ das grofite Intervall, welches

|E_, B[ C B, E,[ N p(H*)

13



erfullt.

Theorem 3.7

Unter den vorangegangenen Voraussetzungen existieren €_,e, > 0, so
dafs der zufillig gestorte Operator H in den Intervallen |E_, E_ + €_[ und
|Ey — ey, EL| reines Punktspektrum besitzt.
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4 Multiskalen- Analyse

Die Ergebnisse in diesem Kapitel sind eine Umformulierung des Artikels [9]
von von Dreifus und Klein fiir den eindimensionalen Schrédingeroperator.
Die Resultate in [9] beziehen sich auf das diskrete Analogon dieses Ope-
rators und gelten in beliebiger Dimension. Vergleiche auch den Artikel [7]
von Combes und Hislop, welche auch die Multiskalen-Analyse im kontinu-
ierlichen Fall beweisen. Allerdings verwenden sie eine andere Variante dieses
Induktionsbeweises.

4.1 Geometrischer Teil des Induktionsschrittes

Zuerst beweisen wir einige technische Lemmata.

Lemma 4.1

Sei Gy(x) = G(x,y, E) die Greensche Funktion von Hy, bei einer festen
Energie E € p(Hy,), d.h. Gy(x) sei der Integralkern der Resolvente (Hy, —
E)~'. Seiu e C*(AL). Dann gilt :

uly) = | Gy (A+V = Byudr + [uG), — Gyu/] "7 (10)

fiir alle y EJO\L.

Dies ist eine verallgemeinerte Greensche Representationsformel. Sie wird uns
auch in Kapitel 5 niitzlich sein. Einfachheitshalber wurde hier nur A, :=
AL (0) betrachtet.

Beweis
Seien u, w € C*(Az). Partielle Integration liefert :

[wu' — uw’]fﬁg = / (wu”" — vw") dx
Ar
= —/ [w(—u" + Vu— FEu) —u(—w" + Vw — Ew)] dz
Ar

Wir haben nur w(x) (V(z) — E) u(z) addiert und subtrahiert in der letzten
Zeile. Fiir die Greensche Funktion G, = G(-,y, E) gilt :

(-A+V - E)G,=0,dh. =G, =(E—-V)G,auf A\ B(y) .
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Wegen der Stetigkeit von V und G, gilt demnach sogar G, € C*(AL\ B(v)).
= G —uGJ L — (G — uG %

= —/ (Gy(=A+V — E)u —u(-A+V — E)G,) dz
AL\Be(y)

= —/ Gy(—A+V — E)judr = (x)
AL\Be(y)

Was geschieht, wenn wir € gegen Null gehen lassen? G, und v’ sind stetig auf
Ay, daher :
[Gyu1ite — 0 fiir e — 0.
Der Sprung von G bei y ist auf 1 normiert, denn
(-A+V —-E)G, =4,
= =G (r)+ ffLﬂ(V(T) — E)Gy(7) dr = 1} 1,/9/(x) + const.

= G (r) = ffLm(V — E)Gy (1) dr — const. — 1y, 1 2/(x)

Der erste Summand auf der rechten Seite ist stetig in Ay, der letzte hat einen
Sprung vom Betrag Eins bei x = y.

= G, (y+) -G, (y—) =1

Mit der Stetigkeit von u in A folgt :

—[—uG) = uy+ )Gy +e) —uly — €)Gyly —e)
— u(y)(G,(y+) — G, (y—)) fire—0
= —u(y)

Das Integral (x) héngt stetig von seinen Grenzen ab, da der Integrand eine
integrierbare Funktion ist.

= Gy — G175 —uly) = = [y, Gy (~A+V — B)udx
= uly) = fAL Gy (A +V — E)udr + [Gyu' — uG;]JrL/2 fiir alle y G/O\L

—L/2

q.e.d.
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Lemma 4.2
Seien L > 1> 0 und x,y € A, mit |z —y| > 1/2 und Ai(y) C Ap. Dann
gilt fiir ein beliebiges y' € Ni(y):

G (@Y E) = —Ga(z,y—1/2,E)D1Gp,)(y —1/2,y, E)
—l—GAL(x,y+l/2,E)D1GAl(y)(y+l/2,y’,E)

Wir ;entwickeln’” sozusagen die Greensche Funktion vom grofien Intervall Ay,
nach der vom kleinen A;. Eine dhnliche Formel wurde schon in [20] verwendet.

Beweis

Gr(x, ) := Ga,(z,-, F) ist 2 mal stetig differenzierbar in Aj(y), weil
auBerhalb dieses Intervalls liegt. Demnach kann man die Formel (10) aus
dem vorhergehenden Lemma verwenden:

y—1/2
Gr(z,y) = / Gi(z, ¥ ) (—A+V — EYGr(z, 2) dz
y—1/2
+ [GL('Ta ')D1G1<'7y/> - Gl<'7y/)D2GL(‘r7 )]zt%;

Gi(-,Y) == Ga, (-, ¥, E) ist die Greensche Funktion von Hy,(,). Wegen = ¢
A(y) gilt (A +V — EYGr(z,2) =0 Vz € A(y).

= GL(.%', y/) = GL(l'a ) + Z/Q)DlGl(y + 1/273//) - Gl<y + l/27 y/)DZGL<x7 ) + l/2)
— G,y = 1/2)D1Gi(y = 1/2,y") — Gi(y — 12,y ) DG (2, y — 1/2)
= Gplo,y+1/2)D1Gi(y +1/2,y) — Gr(x,y — 1/2)D:Gi(y — 1/2,9)

Zwei Summanden entfallen wegen der Dirichlet-Randbedingung fiir die Green-
sche Funktion.
q.e.d.

Lemma 4.3
Sei g : T — C fiir ein Finheitsintervall T eine Lisung der Gleichung

(-A+V —E)g=0.
Dann gilt fir die Ableitung g' folgende Abschitzung auf T :
19" llse < Cillglloo (11)

mit :

Ch ::2+]E]+/T|V(y)]dy. (12)

Ein Teil des folgenden Beweises ist dem Artikel [14] entnommen.
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Beweis
Als Losung der Differentialgleichung (—A +V — E)g = 0 ist g € C*(T),

da V stetig ist. Anders aufgefafit 16st g das Dirichlet-Problem

Au = (V—-FE)gauf T = [t — 1,1

u(t—1) = g(t—1)

ut) = g(t)
Die Losung v kénnen wir als Summe v = v + w schreiben, wobei die Sum-
manden folgende Teilprobleme l6sen :

Av=(V—-E)gauf T
vit—1)=v(t)=0

bestimmt v. Die Funktion w 16st

Aw = 0QaufT
w(t—1) = g(t—-1)
w(t) = g(t)

Nun schétzen wir die Ableitungen von v und w einzeln ab. Als Losung der
Poisson-Gleichung hat v die Darstellung

o(z) = / ol y)(V(y) — E)gly) dy ¥z € T

Dabei ist G, (z, y) die Greensche Funktion der Gleichung A f = 0 mit Dirichlet-
Randbedingungen f(t—1) = f(t) = 0. Deren Ableitung D1G,(+,y) hat einen

Sprung vom Betrag 1 bei y, weil die d-Distribution auf Eins normiert ist.

Auf den Teilintervallen [t — 1,y] und [y, t] ist D1Go(-,y) konstant. Wegen

Go(+,y) = 0 auf 9T und der Stetigkeit von G, (-, y) im Punkt y mufl D;Go(-,y)

in y das Vorzeichen wechseln. Daraus folgert man :

||D1Go(7y)||oo S 1 \V/y e’Tl
und schatzt ab :

()] < / D\Golz )] V() — B l9(y)] dy
< / V(y) - E| lg(y)| dy
<

g1l / V(y)l dy + |E) firalle z € T
T
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Die Funktion w ist linear und ihre Ableitung daher konstant.

,_w(t) —w(t—1)

W= oy~ 9 et —1)

Man folgert :
lw'(2)] < 2||g|| fiir alle z € T

Insgesamt ergibt sich fiir die Ableitung von « und damit von g :

[t loo < H[1"]|oo + [|w']|oe < (24 |E] +/T|V(y)| dy) |19]lo

q.e.d.

Korollar 4.4
Sei L > 4.
a) Ap(z) ist (m, E)-reqgulir = Ap(x) ist (m, E,C)-requldr beziglich der
Ableitunyg.
b) Ap(z) ist (E, K)-nicht resonant
= Ap(z) ist (B, KC)-nicht resonant beziiglich der Ableitung, d.h.

sup  |D1Ga, @) (y, 2, E)| < 2KC exp(L’)

Die Konstante C' ist eine obere Schranke fiir diejenige in Formel (12).

C::Z—l—\E\—l—sup/]V(y)]dyzCl
=1JT

IT|=

Beweis

Zua)Wahle T =[z+L/2—1;2+ L/2] bzw. T =[x — L/2;2 — L/2 + 1].
Wir setzen g(y) := Ga,(2)(y, 2, E) fiir ein z € A(2) und wenden Lemma 4.3
darauf an.

Zu b) Es ist wegen (y, z) € Ap(x) \ 6 moglich, ein Einheitsintervall 7' zu
finden, weches y enthélt, z aber nicht.
q.e.d.
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Definition 4.5
Zwei Intervalle Ai(2) heiffen 2r-disjunkt, falls gilt : d(A(z), Ai(2")) > 2r.

Dieser Abstand gewéhrleistet die Unabhéngigkeit der Ereignisse in A;(2)
von denen in A;(2).

Notation 4.6
Sei L = [I*]; und J eine ganze Zahl. Fiir ein Intervall mit Lénge L und
Mittelpunkt = definieren wir:
(I) & AL(z) ist (£, K)-nicht resonant
(II) »& Asj(2) C Ap(z) ist (E, K)-nicht resonant fiir alle z € Z+ 2 und
j=1,..,J
(III) :«< Es gibt hochstens J (m, E)-singulére, 2r-disjunkte A;(z) C
Ap(x) mit
zel+zw

Proposition 4.7
Sei a € ]1,2[ und L = [I°],. Seien b € ]0,1], E € R, J € N, m > 8JI°7 !,
Dann ezistiert eine Konstante Qa(J,a,b,r, K,C) > 1, so daff firl > Qs aus

(1), (II), (I1I) gelten fir Ap(z)
folgt :
Ap(z) ist (M, E)-regulir
mat
M >m —m(13J1/L) — 2log(4CK) 1~ — 21" (13)
>8J L. (14)

Bemerkung 4.8

(1.) Aus (IT) und (IIT) folgen mit Hilfe von Korollar 4.4 die entsprechenden
Abschétzungen fiir die Ableitung der Greenschen Funktion. Sie verschlech-
tern sich dabei um den Vorfaktor :

€= C(E,V) =2+ |E|+ sup / V(y)|dy < oo
T

IT|=1
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In Lemma 4.14 wird man sehen, wie K von der Energie E und dem Supremum

des Potentials ||V|| abhéngt. Man kann also schreiben Q = Q2(J, a,b, 7, E, ||V ||o)-
(2.) Nun wollen wir kurz die geometrische Idee des Beweises skizzieren.

Falls alle Intervalle der Linge | und mit Mittelpunkt auf Z + x (m, E)-

regulér waren, wiirde wiederholtes anwenden der Formel aus Lemma 4.2 fiir

xo,y € Ap(z) mit d(y, OAL(x)) < 1 und d(zg, z) < 1 folgendes liefern :

Gy, wo)] 2C exp(—ml/2) |GL(y, x1)|
[2C exp(—ml/2)]*" |G (y, za)|
const.exp(—mL/2) |G (y, x,)|

exp(=ML/2) |GL(y, zn)|

VAN VAN VAR VAN

Dabei sind z; und z,, € Z + x Punkte, die man nach dem ersten bzw. n-
ten ,Entwicklungsschritt” erreicht. M ist eine etwas schlechtere, d.h. kleinere,
Konstante als m.

Nun gibt es aber auch singuldre A; in Ay (z). Diese werden so zu grofieren
Intervallen Ag; (7 = 1,2,... oder J) zusammengefafit, dafl benachbarte Inter-
valle A; von Ag;; regulér sind. Dadurch gewéhrleisten wir, dafl nach jedem
,schlechten’” Entwicklungsschritt ein ,guter’ kommt. Die Abschitzung folgt
wie oben, nur dal man die Konstanten modifizieren mufl. Fiir Details siche
den Beweis selbst.

Beweis

Sei x € Z + 7 und xy € Ay(z). Sei J; die maximale Anzahl von (m, E)-
singuldren, 2r-disjunkten A;(z) C Ap(z) mit z € Z + x. Nach Voraussetzung
gilt J; < J. Seien u; (i = 1,...,J;) Mittelpunkte von solchen singuléren A;(z),
dafl gilt : Aj(u;) und Ay(u;) sind 2r-disjunkt fiir i # j.

Dann ist nach Voraussetzung jedes zu allen Aj(u;) (i = 1,...,J;) 2r-disjunkte
Ai(2) (m, E)-regulér. Fiir [ > 4r ist jedes Ay(z) C Ap(x) mit z € Z + z und

z ¢ 10\21+4r (w;) C U 10\31 (us)

i=1,...,J1 i=1,...,J1

(m, E)-regulér.
Ein Induktionsargument iiber J; liefert die Existenz von J; Intervallen Ay, (z;)
mit den folgenden Eigenschaften:
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1. zi€Z+x,Yo=1,..., b < J;
l;=3l3,V5=1,...,x

I; <31y < 31J (19)

i=1,...,J2

Dabei ist die Intervallénge I; = [;(z;) eine Funktion von dem Mittel-
punkt z;.

vé¢ U Ay, (21) (20)

¢ U Ay, () (21)

und z € Z+xz. Nun verwenden wir die Formel aus Lemma 4.2, um die Green-
sche Funktion im grofien Intervall Az (z) nach der Greenschen Funktion im
kleineren Intervall A;(z) zu entwickeln. Wir verwenden folgende Abkiirzun-
gen :

Gi(y,2) = Gy, 2 E)
GL(y,Z) = GAL(w)<y7Z;E)

Es gilt fiir zy € Ay(2):

Gy 20)| <) |GL(y,x £1/2)] |D1Gi(x £ 1/2, x0))|
+_

Es konnen zwei Fille auftreten:
(A) Ay(z) ist (m, E)-reguldr, dann gilt

|D1Gi(z £1/2,20)| < Cexp(—ml/2),
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woraus folgt
|Gr(y,z0)| < 2H+121X|GL(y,xil/2)| Cexp(—ml/2)
= 2C|Gp(y,x1)|exp(—ml/2) .

Dabei wird dem Punkt 1 = 2—1/2 oder x+1/2 das Maximum der Greenschen
Funktion angenommen.

(B) Ay(z) ist (m, E)-singulér, dann liegt = in einem /O\lj (z;). Nach
diesem Intervall entwickeln wir nun die Greensche Funktion :

Gy, z0)l < ) Gy, 21)] |D1Ga,, (2, 7o) (22)
x’leaAlj
< 2|Gp(y, 21)|CK exp((315)")
< 4|Gr(y, 1)|C exp(—ml/2)CK exp((315)")

exp(—m'l/2)|GL(y, z1)]

Dabei ist 2; € JA;; der Punkt, an dem max|GL(y, )| angenommen wird.
Wir haben (II) verwendet, um den zweiten Faktor in der ersten Zeile (22) ab-
zuschétzen. Wegen der Exklusion (21) wissen wir, da8 A;(Z;) (m, E)-regulér
ist. Daher entwickeln wir anschlieSend nach diesem Intervall und schétzen
die Greensche Funktion aufgrund der (m, F)-Regularitét ab.

Wir sind nun in beiden Féllen (A) und (B) von z( nach x; gewandert. Vor
dem Betrag der Greenschen Funktion steht ein Faktor den wir F(x() nennen.
Allgemeiner sei:

Flv) = 2C exp(—ml/2) falls fir v Fall (A) eintritt (23)
YT exp(—ml)2) falls fiir v Fall (B) eintritt
In abgekiirtzter Form lautet jetzt die obige Ungleichung

Gy, xo)| < F(xo) |GL(y, 21)]. (24)

Nun wollen wir noch zeigen, daf fiir geniigend grofles [ der Exponent m’ > 0
ist. Dann gilt im Fall (B) F' < 1. Die Mindestgrofie von [ wird abhéngig von
J,C, K und b gewahlt.

m' = -2/l (log(4C*K) + (315)" —mi/2)
= m —2log(4C?K)I™! —2(35)%1°!
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log(4C?K
> = G114 BB
27
> m—8J!
> 0 (25)

nach unserer Voraussetzung.
Fiir z; gilt wieder einer der Félle (A) oder (B), und dies liefert die Formel:

Gy, 21)| < F(21)|Gr(y, z2)|

wobei xy wieder aus Z + x ist. Solange man nicht an den Rand sto3t, kann
man diese Prozedur wiederholen und bekommt:

|Gy, w0)| < F(x1)F(22)... F(20-1)|GL(y, 7))

Alle x4, .., x,,_1 liegen auf dem Gitter Z + x. Sei n, die Anzahl der z;, fiir die
Fall (A) eintritt, und ny die Anzahl der z;, fiir die (B) gilt. Mit Ungleichung
(25) folgt dann

|G L(y, o) (2C exp(—ml/2))™ (exp(—=m'l/2))"*|GL(y, zn)|  (26)

<
< (2Cexp(=ml/2))" |G Ly, zn)|

Falls Fall (B) unendlich oft vorkommt, ist wegen exp(—m’l/2) < 1 der Wert
der Greenschen Funktion G (y, z9) = 0. Dies kann geschehen, falls z; = x; fiir
1 # j, d.h. wenn sich die Intervalle im Entwicklungsprozess periodisch wieder-
holen. Andernfalls erreicht man nach einer endlichen Schrittzahl n = n; +nq
den Rand von Ap(z). Jetzt wird n; von unten abgeschitzt. Jedes nq, bei
dem wir sicher sein kénnen, daf§ x,, noch Abstand grolergleich 1 zum Rand
von Ay (x) hat, ist zuléissig. Diese Zuldssigkeits-Bedingung gewihrleistet, dafl
die Voraussetzung (I) auf das Paar (y, z,) anwendbar ist und keines der bis-
her benutzten Entwicklungsintervalle A;(z), Aj(z1), ..., Aj(z,,—1) den Punkt y
enthélt. Dieser Mindestabstand 1 gilt fiir jedes n; mit

(1/2)n1 < (L)2) — 2 — 31— J(1/2) (27)

Dabei benutzen wir Ungleichung (19), um die Gesamtlénge der Entwicklungs-
schritte, in denen Fall (B) auftritt, abzuschitzen. Das maximale n; liegt also
im Intervall

| (L2 =2 = B4 1/~ 1, S(L/2—2— (3+1/2)J0) |
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Aus der Schranke (26) und Voraussetzung (I) folgt nun:

Gy, 20)] < [2C exp(—ml/2)]iL/2-2-4I0-1 o f¢ol?
=: exp(—ML/2)

Nun gilt es, M von unten abzuschétzen.

L [,.2 L
_M§ = [log(2C) - mﬁ] [7(5 —2—4Jl) = 1] + L’ +1og(2K)
4 l l 2log 2C'
= M = m—m(z+8jz+z)+ I
9 4 [ 2log2K
(1 - = —8J—)log(20) — 2L — ==
(- 7~ 877 log(20) l

> m—m(13J1/L) — 2log(4CK)I~* — 21"

Damit haben wir Ungleichung (13) gezeigt. Um (14) zu beweisen, miiflen
wir [ geniigend grofl wahlen (abh. von J,b,a,C(E, V), K(E,V)) und die Vor-
aussetzung m > 8.J [°~! benutzen. Dann gilt

M 8J 11 (1 —13J1/L) — 2/l log(4CK) — L' (28)

>
> 8J L! (29)

Da b— 1 grofer ist als b—a, —1 und a(b— 1) dominiert der Term 8J1°~* alle
anderen fiir grofles [. Damit ist die Proposition bewiesen.
q.e.d.

Hiermit ist der geometrische Teil des Induktionsschrittes beendet und wir
kommen zu dem wahrscheinlichkeitstheoretischen.

4.2 Wahrscheinlichkeitstheoretischer Teil des Indukti-
onsschrittes

Wieder sind einige technische Ergebnisse der eigentlichen Argumentation vor-
angestellt.
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Lemma 4.9
Sei J € N eine ungerade Zahl, L = [I*]5 und 1/2 > 2r, sowie
P(J+1):=P ({w|3FE € I, fir welches mindestens J + 1 2r-disjunkte (m, E)

-singuldre Intervalle Aj(z) C Ar(x) mit z € Z + x ezistieren }) .

J+1

Dann gilt : P(J+1) < P(2)™= .

Beweis
Offensichtlich gilt:
{w| fiir ein F € I existieren J + 1 2r-disjunkte (m, E)-singulére Intervalle
der Linge [ C Ap(z) mit Mittelpunkt auf Z + x}
C

{w| fiir ein F € I existieren 2r-disjunkte Paare von 2r-disjunkten
(m, E)-singuldren Intervallen der Lange | C Ap(x) mit Mittelpunkt auf Z + =}
Daraus folgt:

P({w| fur ein E € I existieren J + 1 2r-disjunkte
(m, E)-singuldre Intervalle der Lénge | C A (z) mit Mittelpunkt auf Z + z})
<

P({w| fur ein E € I existieren

2r-disjunkte Paare von 2r-disjunkten

(m, E)-singuldren Intervallen der Lénge | C Ap(z) mit Mittelpunkt auf Z + x})
<

P({w| fiir ein E € [ existiert ein Paar von 2r-disjunkten (m, E)-

J+1
2

singuldren Intervallen der Lange | C Ay (x) mit Mittelpunkt auf Z + z})
q.e.d.

Lemma 4.10

Sei I C R ein Energieintervall und Fy := sup . Fir die Anzahl der
Figenwerte EW (Vielfachheit mitgezihlt) von Hy, im Energieintervall | —
00, Fo| gilt :

L
# EW in ]—oo,EO]S;\/Eo—l—c (30)
Dabei ist ¢ .= ||V]|so-
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Die Abschéitzung gilt natiirlich auch fiir das Intervall I selbst.

Beweis
Fiir die Eigenwerte e,,(L) des Laplaceoperators —A auf Ay, gilt (vgl. [26]):

en(L) = (7/L)*n?
und damit fiir die Eigenwerte F,, von —A + V'
E,(L) > (7/L)*n* —c
wegen |e, — E,| < c. Also befinden sich im Energieintervall
| — oo, (r/L)*(n + 1) —

héchstens n Eigenwerte von Hy, , ebenso in jedem Teilintervall davon. Daher
impliziert

E < (n/L)?*n+1)*-c, (31)
daBl |—oo, F] hochstens n Eigenwerte von Hy, enthélt. Falls wir zu gegebenem
E n+1:=min{m € N| m > (L/7)vE + ¢ } wéhlen, ist die Ungleichung
(31) erfillt.

= #EWvon Hy, in]—o00,E] < n
miINl{m >L/mrvVE+c¢} -1
me

L
< —VE+ec
T
q.e.d.
Da uns nur das Spektrum im Intervall [E), Ey] := I interessiert, fiihren

wir folgende Abkiirzung ein :

o'(Hy,) = o(Hp,) N [E) — 1/2exp(—A%), By + 1/2 exp(—A)]

Lemma 4.11
Seien Ay und Ay zwei 2r-disjunkte Intervalle der Linge Iy bzw. ly. Die
zugehdrigen Schrodingeroperatoren seien

H; = Hy' = [-A+ Vo + V]

A; fU,TZ :1,2.
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Dann qilt :

VEy +c

T lq

P®P({(wi,w2) € Q x Q| d(0’(Hy),0'(Hy)) < exp(—13) }) <
Beweis

P & P({(wi,ws2)| d(0’(Hy),0'(Ha)) < exp(—12)})
- //1{d (o' (H1),0' (Hz2))<exp(—1})} (wl’w2) dP( )d( )

= /QP({M! d(o'(Hy),0'(Hz)) < exp(=1)}) (w2) dP(ws)

IN
=
€

) ( Y P{wi d(o'(H1), ) < exp(~7)})

IN
&=
&
A~
SRS
&
_l’_
o
~

Dabei benutzten wir zuerst die Wegner-Abschétzung (H2) und dann das vor-
angehende Lemma.
q.e.d.

In Anlehnung an die Notation 4.6 definieren wir die etwas schwécheren
Aussagen:

Notation 4.12
Fiir ein Intervall Ay (z) definieren wir die Eigenschaften:
(i) 1 d(B,o(Hy, ) > s exp(—L?)
(ii) :« fir alle Agjj(2) CAp(z) mit z€ Z+2xund j € {1,...,J}
gilt d(E, 0(Hay,())) = 5 exp(—(315)")
(iii) :< (III)
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Proposition 4.13
+

Sei J die kleinste ungerade Zahl > ;ﬁ und ag = %. Wihlen wir ein

a € |1,a0[. Dann ezistiert ein Qy = Q2(p,q,a,1,||V]s), so daff firl > Qo
aus :

R(l,m) ist wahr und
(H2) ist wahr fir alle L >1

folgt :
P({w|VE € I gelten (i), (it) und (iii) entweder fir Ap(x) oder fir Ap(y)})
>1-L%
Ve,y € Z+ 1 mit |x —y| > L+ 2r

Dabei wurde wieder L = [I%]y gesetzt.

Beweis

Wiihlen wir ,y € Z+ 7 mit |z —y| > L+ 2r. Dann sind die Ereignisse in
Ap(z) und Az (y) unabhéngig voneinander. Seien H; := Hp, (@) und Hy :=
Hp, o fir 2’ € (Z+2) N Ar(z) und y' € (Z +y) N AL(y). Sei lh Aly =
min{ly,lo} und S C Q das Ereignis:

S = {d(d'(Hy),0'(Hy)) < exp(—(I1 Al»)?) fiir ein Ay, (') C Ap(z) mit 2’ €
Z+x, ein Ay, C Ap(y) mit y' € Z+yund ly,l, € {L,3ls|s =1,...,J}}

Fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeit gilt :

P(S) < (J + 1)*(L + 1)? L vE—c

) (3)

Dabei verwenden wir die Abschéitzung aus dem vorhergehenden Lemma. Nun
sei £ € I gewéahlt und

I" == max{ly € {L,3ls|s =1,...,J}3IN, (') C AL(z) mit z € {y,x}
und z' € Z + z , so daB d(o’(Ha, (), E) < 1/2 exp(—13)}
Falls die Menge, iiber die das Maximum genommen wird, leer ist, gelten (i)
und (ii) bereits fiir Az (z) und Az (y). Falls sie nicht leer ist, sei Ay(z') ein

Intervall, wie es in der Menge beschrieben wird und welches die maximale
Lange I’ hat. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei z = x.
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Nehmen wir an, das Ereignis S tritt nicht ein. Sei l” € {L,3ls|s =1, ..., J}
und Ay (y') C Ap(y) mit ¢/ € Z + y.

= d(0'(Ha, (1), 0" (Hapyy)) = exp(=(1' A L")
Im Fall {” > I’ gilt nach Definition von [’ schon
d(o'(Ha,, ), E) > 1/2exp(—1")
Andernfalls (I” < ') ist:
exp(—(I' A1")®) = exp(—1")
und wir erhalten mit der zweiten Dreiecksungleichung:
d(J/(HAw(y’))v E) > d(OJ(HAw(y’))? OJ(HAZ/(Z’))) - d(al(HAl(z'))7 E)

1
> exp(—1"") — 5 exp(—1")

1
> exp(—1") — 5 exp(—1")

1
> BY eXp<_l/lb>

Fiir A € 0(Hy,,y)) \ 0'(Ha,, () gilt schon nach der Definition von o’
d(\, E) > d(\ 1) > 1/2exp(—1")

Also folgt, daB fiir Ajv(y) die Ungleichungen in (i) und (ii) gelten. Wir haben
bewiesen:

P({w| VE € I gelten (i) und (ii) entweder fir Az(x) oder AL(y)})
(L+1)

>1—-k a

Dabei ist k 1= Y22=¢(J + 1)?
Jetzt wird noch die Wahrscheinlichkeit abgeschétzt, daf§ ein £ € [ exi-
stiert, fiir welches (iii) im Intervall Ay (z) nicht gilt. Mit der Notation aus

Lemma 4.9 ergibt sich fiir diese Wahrscheinlichkeit die obere Schranke:
J+1

P(J+1) < P(2)F < (M> N (33)

< 12p
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Denn nach Voraussetzung gilt R(l,m), woraus fiir 2r-disjunkte Intervalle
Ay, A folgt:

P({w| 3F € I mit : A; und A sind (E, m)-singulér }) < [~
Die Anzahl der auftretenden Summanden schétzen wir folgendermafien ab:
# der Paare 2r-disjunkter Intervalle A; in Ay, < (L + 1)

Da z sowohl z als auch y sein kann, mufl die Wahrscheinlichkeit (33) doppelt
subtrahiert werden. Insgesamt folgt

P{w|VE € I gilt (i), (ii) und (iii) fir AL(z) oder AL(y)}
o (LD (L+1)J+1

- la [»

Die rechte Seite ist grofier als 1 — L™ fiir geniigend groBes [ (abh. von
p,q,a,k,J). In der Tat gilt:

2 J+1 a\3 a
(L+1) k+2<l+1) < (21%) k+2<2l 4

la la la

- la la
< 8kl3a—q+2J+ll(a—p)(J+1)

Die Exponenten kann man abschétzen:

_ U+Dp
2p+L+1
& 2pa—(J+Da< (J+1)p
& 2pa<(J+1p—(J+1la=(J+1)(p—a)
& —2pa > (a—p)(J+1)

a < ag

q>4p+6>2ap+3a = 3a—q< —2pa
Also gilt fiir hinreichend grofles I:
QL3 4 9J+1(a=p)(J+1) < [TWe LW

q.e.d.

31



Wir zeigen noch ay < 2. Dann eignet sich dieser Exponent aus der vor-
hergehenden Proposition 4.13 fiir die Proposition 4.7. Wie schon definiert ist
J die kleinste ungerade Zahl > %.

1 3p—1
= ngil-l—QI P

p>1 = 4<6<6p
3 —Tp+2<3p*—p—2

Bp=Dp—-2)<(@-1)Ep+2)

3p—1 3p+2 4
PR A e e S
p—1 p—2 p—2

=
=
=
= (J+1)(p—2) <4p
=
=

(J+1)<dp+2(J+1)
(J+1)p

Yy |

q.e.d.

Bisher sind die Resultate, die uns die wahrscheinlichkeitstheoretischen
Uberlegungen liefern, noch etwas schwiicher als die Voraussetzungen, die
notig sind, um den geometrischen Teil des Induktionsschrittes durchzufiihren.
Es stehen uns Aussagen iiber das Spektrum zu Verfiigung, aus denen wir
welche fiir die Greensche Funktion ableiten werden. Zur Erinnerung siehe die
Notationsvereinbarungen 4.6 und 4.12.

Lemma 4.14
Aus (i) folgt (1) und aus (ii) folgt (II). Dabei ist die Konstante K in (I)
bzw. (II) gleich derjenigen in Lemma 8.8 in Anhang:

K =C% = (3+8Cs(1) + 2|E| 4 2[|V]|s0)?

Beweis
Es gilt:

(Z) <~ d(Evg(HAL(x))) > 1/2 eXp(—Lb)
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= [[Ra @) (E)|| < 2exp(L)
= |Gr(z,y)| < 2K exp(L’) V(z,y) € Ar(z)\ 0
= ()

Die zweite Aussage folgt genauso.
q.e.d.

Lemma 4.15
Sei s > 0, L(] > 1 und Lk+1 = [L%]Q Es gllt

o0 9 \ ko 1
st (2) oy
wobei kg = ko(a) € N unabhingig von Ly und s ist.
Beweis
Es existiert ein ky mit a* > k fiir alle k > kq(a). Fiir diese k gilt auch
(1/2)°Lg" > (1/2)"L§

Daraus folgt:

S < Sl
< SC[/2FLEP + (12 L
< @/ gy ol

Denn fiir hinreichend grofles L gilt:
(1/2)*L" > Ly fiir k =0, ..., ko

q.e.d.
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Bemerkung 4.16

Bei dem k-ten Induktionsschritt wird das Gewicht des exponentiellen Ab-
falls der Greensche Funktion von my_; := m auf my, := M verkleinert (vgl.
Proposition 4.7). Wir zeigen, dafl der Verlust wihrend der gesamten Induk-

tion weniger als mg —

My betragt. Dadurch weifl man, dafl my < my gilt

fiir alle k£ € N. Also ist me, eine untere Schranke fiir den Exponenten des

Abfalls auf allen Skalen.

Wir wollen also zeigen

o
E Mp—1 — M) < My — Mo

k=1

o0

& Moo < Mo — Z(mk — Mpt1)

k=0

Nach der Ungleichung in Lemma (4.7) gilt

Mi41

(e.)
= E Mp — M)
k=0

>

IN

IN

IN

Ly,

k+1

my — 11J——my, — 1" log(4CK) — 2L}

11J2mk

+21og (4CK) ZL +22LZ+11

k=0 k=0
2 1
22Jm0kz%L1 " 2log(4CK) ko Ly + ()" T /L)
+ 2012k LgY + (L%)““‘b)’“’ Y Li)“(b !
22.Jmglko Ly + (%)(Q_l)ko W]
+ 21og(4CK)[ko Lot + ( ;O)’“O%]
+ Ak LAY 4 ( 2 Jelt=bk ! 7)

L_o 1 — (2/Lg)*0—1
22Jmo (ko + 4) Ly~ 4+ 21og(4CK) (ko + 4)Ly!
+ 2(ko + 4) L0

Die letzte Ungleichung bekommen wir durch Anwendung des vorhergehenden
Lemmas 4.15 mit s = —1,b— 1 bzw. 1 — a fiir geniigend grofies Ly (abh. von
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a und b). Die rechte Seite ist kleiner als mg — m, falls gilt

alyt < 1/3(mg—me) = 1/6mg
LAY < 1/3(mg — ma) = 1/6myg (34)
cslo™® < 1/3mesme = 1/

Dabei héngen die Konstanten ¢y, ¢ und c3 von J,a,b,C, K ab, nicht aber
von Lg, mg und m. Man beachte, dafl wegen Lemma 4.14 K = C% gilt.
Die Gleichheitszeichen in (34) ergeben sich, weil anfangs m., = +m gesetzt

2
wurde.
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5 Exponentieller Abfall der Eigenfunktionen

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie aus dem exponentiellen Abfall der Green-
schen Funktion auf allen Skalen L, k& € N auf dieselbe Eigenschaft der Ei-
genfunktionen von H auf R geschlossen werden kann. Unser Vorgehen ist wie
im vorigen Kapitel iiber die Multiskalen-Analyse eine Adaption von [9] fiir
den kontinuierlichen Fall.

Sei R(l, ms) bewiesen fiir alle Skalen | € {L;|k € N}.

Definition 5.1

Wir nennen E einen verallgemeinerten Figenwert des Schridingeropera-
tors H=—A+V (aufR ), falls eine polynomial beschrinkte Funktion 1) # 0
existiert, so dafs Hy = Ev gilt. Dieses ¢ heifst verallgemeinerte Eigenfunk-
tion.

Satz 5.2
Sei v das Spektralmafs von H. Dann sind v-fast alle Energien E € R
verallgemeinerte Eigenwerte von H.

Beweis
Vergleiche [27] oder [5].

Wir verwenden nun fiir eine Eigenfunktion 1 die Formel (10) aus dem
Kapitel 4:

bly) = / oy, B)~A + V() - El(z) de

+ [WDiGr( 5, B) = Gr(-,y, EYW)' L),
- w(L/Q)DIGL(L/Z Y, E) - ¢(_L/2)D1GL(_L/27 Y, E)

Dabei benutzt man die Eigenschaften :

(-A+V — E)Y) =0, da ¢ Eigenfunktion ist und
Gr(£L/2,y,F) =0, da Hy Dirichlet-Randbedingungen hat.

36



Diese Formel gilt ebenso fiir Ay (z) mit x € R beliebig statt 0. Wir definieren
nun fir xo € Z + 71

Ap1(20) = [Azory,, (%0) \ A2ryrar(T0)] N [Z + 2]
fiir alle & € N, wobei v € N spiiter festgelegt wird. Sei Ej(xo) das Ereignis :

Er(zg) = {w|Ag(zo) und Ag(z) sind
(Moo, E)-singulér fiir ein £ € R und ein x € Ay q(z0)}

Fiir ein beliebiges p €]0, 1] wihlen wir v > %Z und definieren fiir alle k£ € N
Apia (o) = [Aze g, (w0) \ A 2 g, (20)] N [Z + o] (35)
Es gilt offensichtlich die Inklusion:

Ap1 (o) C Agpa(o)

Wegen der Wahl von z sind die Gitter Z 4+ 7 und Z + xg gleich. Da im
folgenden zy im Mittelpunkt des Geschehens steht, ziehen wir es vor, Z + x
statt Z + 7 zu schreiben.

Lemma 5.3
Sei
Qo :={w|Vrg € Z+ 7 Jk(x0) € N | so daf$ Ex(xo) nicht eintritt fir k > k(xq)}
Dann gilt
P(Q) = 1 (36)

Beweis

Ex(zo) C U {Ak(z9) und Ag(x) sind
x€AR+1(70)
(Moo, E)-singulér fiir ein £ € I}
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Nun benutzen wir R(Ly, M) zur Abschéitzung des Mafes dieser Vereinigung;:

= P{Ei(x)} < Y L

€ Agt1(20)
2'UL]€+1 + 1

Ly

La
< 51,@

L
< B5L{* VkeN,

Wegen a < 2p und Lemma (4.15) gilt:

> P{En(xo)} <> 5vLy ¥ < o0
k=0 k=0

<

Mit dem Borel-Cantelli Lemma folgt fiir jedes xy € Z + 7:
P({w|E)(xo) tritt ein fiir unendlich viele k € N}) =0,
Die Vereinigung von Nullmengen ist ebenfalls eine:
P({w| 3zo € Z + 7, so daBl Ey(xo) fiir unendlich viele k£ € N eintritt }) =0,

d.h. das Komplement von 2y hat Maf 0.
q.e.d.

Notation 5.4
Wir bezeichnen mit

OA11(0)
die zwei innersten und die zwei duflersten Punkte in Ay, (), d.h. diejenigen
x € Ak+1($0> C Z + x fiir die
|z — x|

sein Minimum bzw. Maximum annimmt.

Lemma 5.5
Es qilt:
a) d(x, 0Ak1(x0)) > ple — xo| — 27 fiir alle x € A} (x0).
b) Das Mengensystem { A, (xo)} k> schipft (Z + o) \A%kar(xO) aus.
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Beweis
Zu a) Skizze: Es wird nur der Fall zy < z gezeigt, der andere ist symme-
trisch.

Zuerst zeigen wir, dafl der Abstand d; von z zu dem Element von 0A1(x),
welches grofileren Abstand zu xy hat als x selbst, groBergleich plx — x| ist.

(%

di > vlpy — mLkﬂ
= v(l-— ﬁ)LkH
= Ul I ka+1

und | — xo| < 1:)_ka+1
= plz—zo| < Ul—i—kaH
< d

Nun schitzen wir den Abstand dy von z zu dem Element von 0Ay1(xg) C
Z+xq, welches zwischen x und xg liegt, ab. Wir bezeichnen mit d den Abstand
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von x zum inneren Rand von Aj  ,(zo).

1
dQ = Lk—Lk—QT—l—d
L—p
d—2r+( ! 1)L
= —_ ’r‘ —_—
1—0p F
= d—QT—Flf Lk
1
|z —xo| = Ly+d
L—p
= plr —xo| = f Ly + pd
< dy+2r

Zu b) Wir vergessen fiir einen Moment, dafl A} nur aus Gitterpunkten
besteht, und betrachten es als Vereinigung von zwei Intervallen von der in
Gleichung (35) vorgegebenen Grofe.

. 1
mt{lal [0 € Ay ()} = L
v
supflel v € A4(e0)} = oL
1 |
v P "L Ly,

= >
1—0p 1+pk 1—0p

d.h. die konzentrischen ,Rahmen’ Aj(z() tiberlappen sich gegenseitig. Nur
die Punkte des Gitters Z + 2 in A2 ;| (x¢) werden von
—-P

U A;c+l($0)

k>E

nicht iiberdeckt.
q.e.d.

Sei I das Energieintervall, fiir welches die Aussagen R(Ly, my) Vk € N
gelten, und:

Eel = I\ U U(HAk(IO)) (37)

keN,xo€EZ+T
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Die auf ein Intervall restringierten Schrédingeroperatoren haben eine kom-
pakte Resolvente und demnach diskretes Spektrum (vgl. [26]). Also ist die
Ausnahmemenge in Gleichung (37) abzdhlbar, d.h. besteht aus der Verei-
nigung einer v-Nullmenge mit einzelnen Punkten, die eine positive Masse
tragen, also Eigenwerte sind. Ein £ € R ist Eigenwert nur mit Mafl 0 (vgl.
[17]), daher liegen in der abzdhlbaren Ausnahmemenge Eigenwerte nur fiir w
aus einer Nullmenge N C ().

Sei nun ¢ # 0 eine polynomial beschrénkte Losung von (—A+V — E)y =
0 auf R, wobei F € I’ und w € Qg (vgl. Lem. 5.3) sind. Es existiert ein x € R
mit [¢(x)] = a > 0. Sei z die zu = ndhest gelegene Zahl aus dem Gitter
Z + 7, dann gilt z € Ay(xy).

Lemma 5.6
FEs ezistiert ein ki(xg) € N, so daf$ fir alle k > k(o) das Intervall Ay ()
(Moo, E)-singuldr ist.

Beweis
Falls Ag(z0) (meo, F)-regulér ist, gilt mit der Darstellungsformel in Lemma
(4.1):
¢ ()] [¥(x0 + Li/2)[ [D1G aywo) (o + Li/2, 7, E)|
(w0 — Li/2)[ |D1G a0 (0 — Li/2, 7, E)]
2max (0 £ L1,/2)|C exp( oo Li/2)
2C exp(—meoLi/2) const.(1 + |xo| + Li/2)"

— 0 firk — o©

IN 4+ IA

VAN

Dabei benutzten wir, daf§ 1 hochstens polynomial wéchst. Die erhaltene Un-
gleichung ist falsch, sobald die rechte Seite kleiner als o wird.
q.e.d.

Von frither wissen wir schon, dafl fiir £ > k(xg) das Ereignis FEy(z)
nicht eintritt. Es folgt fiir alle & > ky := max(k(zo), k1(20)): alle Ag(2') mit
2" € Agy1(xg) sind (meo, E)-regulir.

Sei nun
y R\ A%Lk,w(‘”o) (38)

beliebig. Vorerst sei k' = ko gewihlt, nachtriglich werden wir &’ noch wegen
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einiger Abschétzungen vergroflern. Bezeichnen wir mit yy die zu y néheste
Zahl aus dem Gitter Z + z. Dann gilt: y € A;(yo). Es existiert ein & > £
mit (vgl. Lemma 5.5, Teil b)):

Yo € Ay (20) CL+x0=2Z+T

Nun verwenden wir die Regularitiat der Ay mit Mittelpunkt in Ag,q(xg) fiir
folgende Abschatzung:

W) < QIggXI@b(yoiLk/2)|CeXp(—mooLk/2)
< (2C exp(—mooLi/2))’ max | (yi)]

firein y; € Z+yo = Z + 7 mit |yo — y;| < iLg/2. Damit wir mit y; nicht
iiber den ,reguléren’ Bereich Ag.1(xo) hinausschreiten, wird fiir ¢ verlangt:

d(% 3Ak+1(950))
/2
d(A}11(20), 0As11(20))
L./2

Es ist moglich ¢ so zu wéhlen, daf3 gilt

2 ! .
L_kd(Ak+1(x0)vaAk+1($0)) > i

2
> L_kd(Ak+1(x0)7 aAk—&-l(l'O)) -1
2
> 7 (plwo = yol —2rLy/2)
k
2

. (plzo =yl —p —2r — Ly/2)
k

Wir benutzten Lemma 5.5, Teil a). Es folgt:

[W(y)] < (20)" exp(—moc Ly /2) B BP0 slmr=2r =L/ D ) ()|

= (20)" exp(—meoo(plro — y| — p — 2r — Li/2)) | (y:)]

Wegen y € Aj (o) gilt:

1
|930—y|21 Ly/2> Ly
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damit auch
‘xo - y’a > Lz > Lii
und somit

— Moo (plzo — Y| — Li/2) < —me(p — 1/2)|z0 — |

= |[U(y)| < exp(ilog(2C) — muao(p — 1/2)|x0 — y| + Moop + 2mser) [t (ys)]
< eXp(QvL[]i:l 10g(2C) 4+ Moop + 2meer — Moo (p — 1/2) |20 — y|) |2 (v1)]

denn i < L%d(Aij(xo), 0Ak11(x0)) < %vaH. Fiir beliebiges p’ €]0, 1] folgt,
falls man L; geniigend grofl wahlt:

[ (y)| < exp(—mocp(p = 1/2)|70 — ¥ (39)
Der Beweis verlduft folgendermafien: Nehmen wir ein p” €]0, 1[. Dafiir gilt:

L
2vlog(2C) [k/H

+ 2Meo? + Moo pMoo|o — yl(p — 1/2)(1 — p") < 0
k

fiir k > k3. Dabei wéhlen wir ohne Einschrankung p > 1/2 und benutzen:

lzo — y| > -, d.h. wichst mindestens linear in L,
1-p’

Liy1 _ [Lfle - L
L, — L, =TI,

LZ’I wegen a < 2 wachst dies langsamer als linear in Ly

Man bekommt fiir jedes p’ €]0, p”[, falls man Ly hinreichend grofi wahlt:

L
()| < exp(—2vlog(2C) Z‘l + 2Mot + Moop — Moolo — 4l (p = 1/2))[¢(iy)]
< exp(—mu|zo — yl(p — 1/2)p")const.(|xo — y| + 2] + L1 +1)"
< exp(—meolzo — yl(p — 1/2)p") X
exp(—meo|zo — y[(p — 1/2)(p" — p))const.((2xo — y|* + |z| + 1)"
< exp(—moolzo — yl(p — 1/2)p")

Bisher haben wir zeigen konnen:

[(y)| < exp(—meop/(p — 1/2)|x0 — yl)
fiir p > 1/2 und y mit |zo — y| > 72, L, + 1
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Daraus folgt fiir y wie eben:

log ()l —meep/(p = 1/2)|0 — y|

Y| B Y
< —meop'(p—1/2) +

Moop'(p — 1/2)|7]
Y]

wegen der zweiten Dreiecksungleichung |xo — y| > |y| — |xo|. Dies liefert:

limsup BN o 19

Aus dieser Abschéitzung folgt mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas der ex-
ponentielle Abfall der Eigenfunktion ¢ mit der Masse 1/2m., = m.
q.e.d.

Lemma 5.7
Die Funktion 1 falle exponentiell ab mit der Masse m' fiir alle positiven
m/ < m. Dann gilt der exponentielle Abfall auch mit der Masse m.

Beweis

Wiire die Aussage des Lemmas falsch, dann wiirde gelten: es existiert ein
¢ > 0 und eine Folge {z,, }neny mit |z,| — oo und |¢(z,)| > exp((—m —¢€)|z,|)
fiir alle n € N.

Wiéhle m’ €]0, m| und ein € > 0, so dafl gilt m' — ¢ > m —¢, z.B. m' =
m — €/2 und € = €/4. Nach Voraussetzung existiert ein N(m/,¢') = N € N,
so daf} gilt:

¢ (2)] < exp(=(m' — €)]z]) < exp(=(m — €)|z])

fur alle  mit |z| > N. Dies liefert einen Widerspruch, sobald |z,| > N wird.
q.e.d.
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6 Nachweis der Induktionsvoraussetzung (H1)

Wir betrachten den Fall, wo H ein zufillig gestorter, periodischer Schrédinge-
roperator ist und beweisen die Induktionsvoraussetzung (H1) an den Réndern
einer Spektralliicke. In [22] verwendet Klopp dieselbe Technik, um am In-
fimum des Spektrums die Hypothese (H1) nachzuweisen. Genauer gesagt,
zeigen wir fiir ein geeignetes Energieintervall I:

FEs gibt ein Q3, so dafs fiir Lo € N, Ly > Q3 ein 7 :=7(Lg) € | —1/2,1/2]

und ein mqy > 0 existieren mit der Eigenschaft:
P{VE € I,2" € Ai(z),y € 0AL(z) gilt |Ga, ) (y, 2", E)| < exp(—moLo/2)} > 1-L77

fiir jedes x € LoZ + 7. Dabei hingt Q3 von a, b, mg, I, Vo und dem Storpo-
tential KV ab, nicht aber von w selbst.

Fiir unser zufélliges Potential V¥ haben wir angenommen, dafl die Zu-
fallsvariablen ¢(-,7), i € Z unabhéngig und gleichverteilt sind (vgl. Gleichung
(5)). Daher andert sich die Giiltigkeit der obigen Aussage nicht, falls man
zu 7 eine ganze Zahl hinzuaddiert. Die Abhéngigkeit der Konstanten (3
von a und b ergibt sich daraus, dafl das Verhéltnis von Ly und mg mit den
Bedingungen aus Bemerkung 4.16 vertréglich sein muf.

Wie schon erwéahnt, besteht das Spektrum des periodischen Schrodinger-
operators Hy aus Bandern mit Liicken dazwischen:

o(Hy) = U [En s En ] . (40)

neN

Fiir das zuféllige Potential V¢ gelte die Voraussetzung (H3) aus Kapitel 2.
Sei |E' | E' [ eine Spektralliicke, d.h. |E’ | E' [N o(Hy) = 0. Wir wihlen & so
klein, dafl auch das Spektrum des zufillig gestorte Operators H* = Hy+ KV,
eine Liicke aufweist:

|E" E[No(HY) =0 (41)

mit |E”, B [C]E’, E' [ und definieren:

E_ :=sup{c(H”) N] — o0, E[}
Ey :=inf{oc(H*)N]E", +o0[}
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Die Integrierte Zustandsdichte fallt exponentiell ab an den Réndern des Spek-
trums o(H) (vgl. die Arbeit [24] von Mezincescu):

L log|log |N(E) = N(E)|| 1
E—E4+ 10g |E — Ei| 2

Dabei wird £ aus dem Spektrum von H gewéhlt. Dies ist dquivalent zu:

Ve > 036 > 0, so daB fiir alle |E — EL| < ¢ gilt
exp(—|E — Bx|7Y/27) > |[N(E) — N(Ex)| > exp(—|E — E| /™)

und impliziert:
IN(E) = N(Ey)| < exp(—|E — Ex[7/%)

in einer Umgebung von F. . In der zitierten Arbeit von Mezincescu wird auch
folgendes Lemma (2 in §4) bewiesen:

Lemma 6.1

Sei HXL(T) die Einschrinkung des Schridingeroperators HY auf das Inter-
vall Ar(7) mit Dirichlet-Randbedingungen fir L € N und 7 €] — 1/2,1/2].
Man kann 7 so wdhlen, daf fir die Integrierten Zustandsdichten N(-) von
H, bzw. N{(-) von H ) gilt:

— N(E) (42)

fir alle E €]E_, E,[. Dabei ist T unabhingig von w.

Wir betrachten ohne Beschriankung der Allgemeinheit nur den oberen
Rand der Liicke im Spektrum. Sei vorerst n € N beliebig, spiter werden
wir es passend zu den Vorgaben aus der Induktion in Kapitel 4 wéhlen (vgl.
Bemerkung 4.16). Wir schitzen die Wahrscheinlichkeit ab, daf§ Eigenwerte
von Hy, (r) im Intervall [E, B, + 2L~ Y" liegen. Zugute kommt uns dabei,
dal man die Integrierte Zustandsdichte statt als Limes auch als Supremum
schreiben kann: .

o EOR(D))

e AL N(E) (43)
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N(FE) ist also eine obere Schranke fiir den Quotienten auf der linken Seite
fiir jede Grofle von A. Vergleiche dazu [19]. Nun ergibt sich mit Lemma 6.1:

Blalo(Haym) 0 (B, By + 2L (20} < EINZ(E, + 201 — N¥(B,)
< LIN(E4 + 2L V™) — N(E,)]
< Lexp|—(2LY™)~4
< Lexp[—2_1/4Lﬁ]
< L7,

falls L hinreichend grof ist. Demnach gilt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — L7?:
(B, B,y +2L7 V" [No(HY) =0
Die letzte Gleichung impliziert:
d(E,o(H$)) > L™V YEe€l:=[FE,, E, + L'
Damit haben wir uns auf das Energicintervall festgelegt, fiir das wir (H1)

nachweisen.

Notation 6.2
Wir definieren folgende zwei Operatoren fiir das sogenannte Combes-
Thomas Argument [8]. Sei w € C, ¢ bezeichne die imagindre Einheit und
seien
P, = exp(iwz)
Qun = w?—2iwV

Operatoren auf L*(Ap).
~ P H.P, — H,+0Q,und
P y(Hy =A)""Py = (Hp+Qu— A" fiir A € p(Hy) (44)

Um mit Hilfe der Neumannschen Reihe (vgl. [15], [26]) zu gewéhrleisten, dafl
der letzte Operator in (44) beschriinkt ist, verlangen wir ||Q.,,(Hr,—)\) 7| < 1.
Daraus wird sich eine Bedingung an w ergeben. Zuerst schéitzen wir

IV(H, - E)7'| (45)
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ab. Es gilt wegen Bemerkung 8.5 aus dem Anhang:
IVulleay < (14 4Cs)[|ull e + [[Aul|ea,)

Wir beschranken uns auf den Fall L > 1, dann ist Cg eine nichtnegative reelle
Zahl. Hieraus folgt mit u := (Hy, — E)"'4:

IV(HL — E)" "l = |[Vul|
< [I(Hr = E)ul[ + (1 + B[+ |[V]|oo + 4Cs)][ul]

1
< 1+(1+|FE V| +4Cs) ————
< [ (L B Ve 408 ] W
|E| —|— Cy
< (U + ———)lI¥l|
Dabei kiirtzten wir ab: || - || := || Nzray), d = d(o(Hg), E) und Cy =
1+ ||V]|so 4+ 4Cs. Wir betrachten die w, fiir welche gilt d(o(Hy), E) > L™Y/".
Man wiéhle | |+ C
+ _
lw| < 1(1 + LT/nz) ! (46)
Dies impliziert:
1 El+Cy _
wl < 4 B
1 d
< -
T 4d+ B+ Cy
Es folgt weiter:
1Qu(HL — E) M| < 2le ||V(HL_E)_1||+w2||(HL_E)_1||
d/
< -
< =
< 4Hw|r

Also ist mit einem w wie in der Schranke (46) der Operator Hy, — Q, — E
invertierbar und es gilt:

1

I(Hz +Qu— B) | £ 5 < 4LV

ey

= ||P_,(H, — E)"'P,|| < 4LY"
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Seien 1) und ¢ Losungen von (Hy — F)u = 0. Die erste erfiille die Dirichlet-

Randbedinging bei —%, die zweite bei é Fiir die Greensche Funktion gilt
(vegl. z.B. [6]):
1 o(2)Y(y) falls 2’ <y
/ J—

Dabei ist W (x) := ¢(x)Y'(x) — ¢'(x)1p(z) die Wronski-Determinante. Sie ist
konstant, d.h. unabhéngig von z, weil ¢ und v die Gleichung (H; — F)u = 0
losen (vgl. [6]). Seien die Punkte 2/, y € AL so gewéhlt, da |2' —y| > 1 gilt.
Wir definieren die Hilfsfunktionen

((2) = 1, 5 (2) sign(e(z))
§(v) = 1, 5 (v) sign((v))
falls 2/ < y. Der andere Fall kann analog behandelt werden, ist aber wegen

der Symmetrie der Greenschen Funktion unnétig. Die Funktionen (, ¢ sind
normiert im L2-Sinne. Es gilt:

ALY ¢ | Pow(Hy — E) ' Pyl| €]
< (P y(H,— E)'Py¢ >

= /C(z) [exp(—iwz)/G(z,v,E) exp(twv)é(v) dv| dz

i 1 i .
/B e C) / W (2)(v) sign((v)) expliw(v — 2)) dudz

_ |W|/ / )| exp(m (v — 2)) dvdz .

Dabei seien m’ := —iw, m’ > 0, B(2') := By2(2'), B(y) := Bi2(y). Es gilt
v—2z>1y—a —12>0. Daher ergibt sich fiir die rechte Seite weiterhin die
Ungleichung;:

AV

1
Z W eXP(m’(y - Qj/ _ 1)) ||¢HL1(B(CUI))H77D||L1(B(y))
1 —
= Wi exp(m/(y — 2’ = 1))C10(E) "2 [|6]|co.8t) [l s0.(0)

Die Konstante Cyjy := Cj(E) ist dieselbe wie in Korollar 8.7 im Anhang.
Uns interessiert der Fall y € dAp(z),2" € Ay(z), dh.y—2' > L/2 —2.

G (2,y, E)| ‘HéllooB 9 1loc,Bw)

_]W
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1
W
LY Co( E)? exp(—m' (L2 — 3))
exp(—moL/2)

W exp(—m/(y — 2’ — 1))Cro(E)*4LY"

IA A

Dies gilt fiir jedes mq €]0,m’[, falls nur L hinreichend gro8 gewahlt wird (in
Abhéngigkeit von m’, mg, C1o(E),n ). Also gilt fiir den Exponenten in der
Induktionsvoraussetzung;:

|E’+C2 -1 _ 1

1 AN —— =
R P A w5 TeAY AT

mo <m' = |w| <

1
: (48)
Dies ist vertrdglich mit den Bedingungen an L und mg, welche am Ende
des Induktionsarguments (Bemerkung 4.16) auftauchen. Man wihle n >
max(2,a(1—b)) und danach L geniigend grofl in Abhéngigkeit von den Para-
metern |E|,||V]|s0, Mo, b und a. Die konstante Co héngt monoton von dem
Energiebetrag |E| ab, daher reicht es, L passend fiir sup{|E| | E € I} zu
bestimmen. Damit haben wir die Induktionsvoraussetzung bewiesen.
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7 Wegner-Abschitzung (H2)

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit kontrollieren, dafl sich nahe dem be-
trachteten Energieintervall I Eigenwerte von Hj befinden. Im Gegensatz zu
der Voraussetzung (H1) mufl diese Wahrscheinlichkeit nicht nur fiir eine An-
fangsskala L klein sein, sondern fiir alle L > Ly. Dabei ist H; wie gewohnt
der zufillig gestorte Schrodingeroperator eingeschrinkt auf ein Intervall Ap
der Lénge L.

Zuerst leiten wir eine Formel iiber die Ableitung der Eigenwerte einer
analytischen Operatorfamilie her. Sei B eine infinitesimal beschrénkte, sym-
metrische Stérung von Hp, z.B. ein beschrénktes Potential. Mit £,(A\) A € R
bezeichnen wir den n-ten Eigenwert von Hj + AB. Dieser ist reell analytisch
in einer Umgebung von A = 0 und es gilt limy_oE,(\) = E,(0) =: E, (vgl.
[15]). Sei ¢)(A) eine normierte Eigenfunktion zum Eigenwert E,, (\) Dann gilt:

(H + AB)Y(A) = En(\)p(A) (49)

fiir A aus einer kleinen Umgebung von Null. Wir differenzieren und erhalten:

p d
S HL+AB)A) = BY(A) + (Hy + AB)r ()

d d d

S ENP) = BN + Eu(V) ()

woraus folgt:

B~ S B AJ0() = [Ba(N) — (Hy + AB)] o)
Skalare Multiplikation mit 1)(\) liefert:
<YL B - BN >
= <GB~ (Hy + AB)] S 0() >
< (BN — (Hu B, () >
— 0
= < BN, BU() >=< p(A), [ BN >= % B, ()
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Man darf 1(\) nach A ableiten und -£4(\) ist in D(H,) C L*(Ay) (vel. [15]).
Wir werten das Ergebnis bei A = 0 aus und setzen ¢ := 1(0).

< By >— %En()\)ho . B (0) (50)

Lemma 7.1
Fiir jedes h > 0 und Ey € R existiert eien Konstante Cy := C7(h, Ey) > 0,
so daf fir jedes E € [—FEy, Ey| und jede Funktion ) mit (H — E)Y =0 auf

[p(x)|* de < C | |(z)] do (51)
A3 Ap,

Dabei ist Ay, C A3 ein Intervall der Linge h.

Beweis
Sei y € R und
fly) = / ()2 dir = 6] Ban, 1y > 0 (52)
Ap+y
Es folgt:
d _d .
d—yf(y)l = 1% Ahw(x+y)¢(w+y) |
= | Ah%wwyn—wmy) dz + Ahw<x+y>d4‘ly—w<x+y> dz]

| V()Y (x) do| + | ()Y (x) drl

Ap+y Ap+y
< 21Yle2ap+n | 1Y 22 (An )

I

Die letzte Abschitzung ergibt sich aus der Schwartzschen Ungleichung. Wir
benutzen nun die Schranke fiir den Gradienten aus der Bemerkung 8.5 im
Anhang:

Y| L2ap+y) < Coll¥llL2(an+y)
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mit Cy := 1+ ||V — E||s + 4Cs(h). Damit erreichen wir:

d
/W < 20l

= 2Cyf(y)

Aus dieser Differentialungleichung ergibt sich mit dem Lemma von Gronwall
(vel. z.B. [28]):

= fly) < exp(2Cylyl) f(0)
= [[Ulle2ian4y < exp(Coly))|[¥]]2an
= [[¥llz2a5) < (3/h+1)exp(3Co)|[¥]|L2(a)

In der letzten Zeile schiatzen wir die Anzahl der Intervalle der Lénge h ab,
die notig sind, um Az zu iiberdecken. Damit wire das Lemma bewiesen.
q.e.d.

Statt als Funktion von w kann man HY auch als Funktion Hp(t) von
t := {t; }iez auffassen, wobei dann t = t(w) wiederum von w abhéngt. Man
kann dann z.B. fiir das Ma8 des Ereignisses {w| d(F,0(HY)) < €} schreiben:

P{d(E,0(H})) <¢€}) = /]—{t—{ti}iez d(B.o(Hy 1)< Licz, p(dt;)

Ebenso gilt fiir den Erwartungswert einer Funktion f = f(t(w)):

E(f(1)) = / (O, pu(dty)

Unter diesem Gesichtspunkt bezeichnen wir mit FZ(¢) den n-ten Eigenwert
des Operators H(t).

Lemma 7.2

Sei Hy, := Hy+ V¥ ein Z-periodischer Schridingeroperator mit zufdlligem,
beschranktem Storpotential V¥ eingeschrdnkt mit Dirichlet- Randbedingungen
auf das Intervall Ap. Das Potential V¥ habe die Form wie in der Kapitel 2
beschrieben (vgl. Gleichung (5)). Insbesondere existiere fiir das Einzelplatz-
potential x > 0 zum Gitterpunkt 0 aus Z eine offene Menge U C A1(0) in
der gilt x > o > 0. Dann folgt:

> OEu(1) >0y >0 (53)

keA_ Oty
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Dabei ist A_ :={i € A, N Z|A1(i) C Ap}. Die Konstante Cy ist unabhdingig
von n und Ap.

Beweis
Die offene Menge U enthilt ein abgeschlossenes Intervall A; der Lénge
h > 0. Sei

H = Hp+x(—J)
H, = HO"‘ZtiX(' — 1),
i€z

wobei j € A_ ist. Der Operator ist mit Dirichlet-Randbedingungen auf
L?(Ap) restringiert. Nun wenden wir Gleichung (50) auf die Familie H mit
dem Kopplungsparameter fj an. ¢ sei ein normierter Eigenvektor zu dem
Operator Hy,.

0

a—%En(tHj)l;j:o = <¢.x(—J>

- /’mmwfnm—jwm
Ar

2
aﬂﬁﬁmw|m

«
C_7Q||¢||%2(A3+j)

v

v

v

ieh YAzt

0 3
= Y —=E.(t+1)l; 0%2 S (@) da

(e}
Zgle@Pw

(6]
= C_,?::CZI

v

q.e.d.

Sei p eine differenzierbare Funktion, die von dem Energieparameter F
abhéngt. Nach der Kettenregel gilt:

Op(Ey(t) — E +0)
oty

OEL(t)
Oty

= AL ~ E+0)
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Also folgt aus Lemma 7.2:

-1

OEE()) 5~ OplELD ~E+0)

PELD—E+0) = | >

keA_ ot keA_ Oty
_ Op(EL(t) — E + 0)
1 n
< G Z Oty
keA_

Einfachheitshalber setzen wir Cs := C; ' = %?

Im folgenden leiten wir dhnlich wie Kirsch in [16] die Wegner-Abschétzung
(H2) ab. Sei speziell p : R — [0, 1] eine montone C*°-Funktion mit p = 1 auf
e, 00[ und p = 0 auf | — oo, —€]. Wie schon gesagt, schreiben wir EX(t) fiir den
n-ten Eigenwert des restringierten Operators Hy, = [Ho+) .5 tix (- — )] |a, -
Die Spur eines Operators bezeichnen wir mit Tr und mit p(H,) die Funktion
p von dem Operator Hy gemafl dem Spektralkalkiil (vgl. [26]).

P{d(E,o(HL)) < e}
E{Tr[1{p—c, p+q(HL)}
E{Tr(p(Hy — E +2¢) — p(H — E + 2€))}

— E{Tv / - o/ (H, — E+0) o}

2e

IA A

— B(Y. [ Bk - E+6) )
— /Z /26 P (EE(#) — E+0) do ey g(t;) dt;

05/2/ 6 Z 8p(En(t(;t;E+0) do ez g(t;) dt;

neN Y ~2€ pep_

= 05/2/ 6 Z do Iicz g(t;) dti/ﬁp(Eﬁ(gt;E—l—@) g(tr) dty

neN Y ~2€ e
2e
Csllglloo Z / d9/ Wiezizn g(t;) dt; x
keA_ Y —2€
S (p(EBX(t.t, = max) — E +0) — p(EX(t, t, = min) — E + 0))

neN

IN

IN
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2e
< G519l Z / d9/ Wiez,izr 9(t;) dt; X
keA_ Y 2
#{n € N|[EX(t, t), = max) > F — 0 — ¢, EX(t,t), = min) < £ — 0 + ¢}
2e
S C’5||g||oo Z / / HieZ,i;«ék g(tz) dti do #{n - I\”E#(t,t/€ = mln) < FE+ 26}
keA_ Y 2
2e L
< Csl|9]eo Z / / Wiczizr g(ts) dt; deg\/E +2¢e + [|[V]|oo
keA_ Y —2€

Dabei verwendeten wir fiir die Anzahl der Eigenwerte die Abschéitzung aus
Lemma 4.10. Die Bezeichnung ¢,t, = max steht fiir den Vektor {¢;};cz mit
der k-ten Komponente t;, = sup( Tréger von g). Weiter folgt fiir die rechte
Seite, falls € < 1 ist:

L
< Gsllglleo L 46;\/3 + 2+ [Vl
Collglloce L

IN

Die Konstante Cg hingt von ||V||~, sowie stetig und monoton wachsend von
E ab. Falls wir € := exp(—L°) wihlen, ergibt sich die Wegner-Abschiitzung:

P{d(E,0(Hy)) < exp(—=L")} < Cllgllso exp(—L") L
< L™

Die Ungleichung gilt fiir hinreichend grofies L, abhéngig von ||g||s, b, q, F
und |[|V||so-
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8 Anhang (Einiges iiber Sobolevridume)

L?-Funktionen, die Elemente eines Sobolevraumes sind, zeichnen sich durch
gewisse Regularititseigenschaften aus. In diesem Abschnitt haben wir Abschatzun-
gen fiir die Supremumsnorm und den Gradienten von Funktionen aus Wg
zusammengestellt. Da wir in dieser Arbeit nur beschrinkte Potentiale be-
trachten, gilt fiir den Definitionsbereich des Schrodingeroperators D(H) =
D(—A) = WZ(R). Insbesondere gelten fiir Eigenfunktionen von H die folgen-

den Abschétzungen und implizieren fiir diese Funktionen einige Verschérfun-

gen.

Der Sobolevraum W7 (Ar) besteht aus LP-integrierbaren Funktionen

u: A — C

deren zweite Ableitung im Distributionensinne auch LP-integrierbar ist. Die-
selbe Eigenschaft folgt dann auch fiir die erste (schwache) Ableitung. Man
definiert die Norm

lullwea,) = > W[z,
§=0,1,2
und damit den Sobolevraum
WHAL) == {u € LP(AL)| [|ullwza,) < oo}

Fiir ein beliebiges Intervall Ay (x) ist die Definition analog wie bei Ay :=
AL (0). Entsprechend definiert man auch den etwas grofieren ,ersten’ Sobo-
levraum W,,I(AL), in dessen Norm nur bis zur ersten Ableitung summiert
wird.

Als technisches Hilfsmittel wird ein Erweiterungsoperator £ konstruiert,
der einer Funktion u auf einem Intervall eine andere £u zuordnet, welche der
auf ganzen reellen Achse definiert ist. Auf dem Definitionsbereich von u gilt
dabei £u = u, daher der Name des Operators.

Proposition 8.1
Es existiert ein linearer, beschrdinkter Erweiterungsoperator

£ WAL — W2(R) (54)
Genauer gesagt, es gilt fiir alle w € W7 (Ap) mit einer Konstante Cha(L):
Eullwzm) < Crallullwza,) (55)
Dabei hingt Co nicht von L ab, falls man sich auf L > 1 beschrinkt.
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Beweis
Der Beweis setzt sich aus zwei Schritten zusammen.

(1.) Wir konstruieren einen linearen, beschrankten Erweiterungsoperator
& von W2(R,) nach W2 (R). Sei u € C*(R,, C). Die Funktion &u : R — C
sei folgendermaflen definiert:

Equlz) = u(z) firz >0
0 "\ 6u(—x) — 32u(—x/2) + 2Tu(—x/3) firx <0
Man weist leicht nach, dafl &yu wohldefiniert ist in z = 0 und zweimal stetig

ableitbar auf ganz R. Falls wir zusitzlich v € W7(Ry) voraussetzen, kann
man die Sobolevnorm von yu abschitzen:

Eoullwzwy < [l€oullwzm ) + [|ullwz®,)
< Oflullwzw,) +32Q2/ullwezr,)) + 270 |ullwz®,)) + |ullwze,)
= 152[ullwz(r,)

Da C? dicht liegt in W7 (vgl. [12]), 1Bt sich der soeben definierte Erweite-
rungsoperator
& CPRy)NWE(RL) — WI(R)

mit derselben Norm linear auf ganz W7 (R.) fortsetzen.

(2.) Nun konstruieren wir aus & einen Erweiterungsoperator

E: Wi(AL) — W2(R) (56)
Sei L > 1 und seien
©, = [-L/2,-L/2+1]
O, = |L/2—1,L/2]
@0 = ]—L/2+1/2,L/2—1/2[IAL,1

Dann ist {Og, 01,0,} eine Uberdeckung von Az. Sei {nf,nF,nk} eine zu-
gehorige Partition der Eins, d.h. nF € C5°(0;), nF > 0 fiir alle i = 0,1,2 und
S22 nk(x) =1 fir alle z € Ap.

Zusitzlich wihlen wir die n/ so, daf} gilt:

() nf(x) = —nk(—2) fiir alle z € ©, = —O,
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() fiir zwei verschieden groBe Intervalle Ay, A; haben wir:

fiir alle 2 € [~L/2, —L/2 + 1] gilt n*(x) =} (z 4+ L/2 —1/2)

fiir alle z €]L/2 — 1, L/2] gilt nk(z) = nh(x — L/2 +1/2)
Es gilt nt = 1—nF —nk, d.h. nf ist schon eindeutig bestimmt. Wir definieren
fiir 4 = 1,2 |

Kj = H/ISX‘(U"L)U)’ j=0,1,2

#; ist unabhéngig von i wegen («) (Spiegelsymmetrie) und von L > 1 wegen
(8) (Wertebereich von n* héngt nicht von der Intervalléinge ab.).

Sei nun u € Wﬁ(AL), dann ist un’ im selben Raum enthalten fiir i =
0,1,2.

= un{ € WZ(Ry—L/2)
uny € WXR_+L/2)

Wenden wir nun den ersten Teil des Beweises - nach einer Translation und
gegebenfalls einer Spiegelung - auf diese beiden Funktionen an. Es gilt

Eo(uny’), E(un;’) € Wy (R)
mit den folgenden Schranken fiir die Norm der beiden Funktionen:
||50(U77¢L)||W3(R) < 152||U771L||W13(AL) fire=1,2

Nach all diesen Vorbereitungen, konnen wir den angekiindigten Erweiterungs-

operator £ : W2(Ap) — W2(R) hinschreiben:
Eu = ung + Eo(uny’) + Eo(uny) (57)

Wegen der Produktregel fiir die Ableitung gilt fiir ¢ = 1 oder 2:

(un?) 9| o)

]

lunfllwza,) =

o

j
< (Ko + 261 + m2)||[ullwza,)



Damit folgt fiir die Norm des Erweiterungsoperators &£

Eullwze < [11a,Eullwge + e, Eullwz
< ullwzag + 1P lwa + 1)l lwa)
< lullwza,) + 152 (||U77%||W,?(AL) + ||“772L||W3(AL))
< (1+ 304(kg + 261 + Ka))|lullw2a,)
<

Cha|ullwzap)

Aus der Formel (57) ist ersichtlich, daf§ £ wirkich die Funktion u unveréndert
1Bt auf ihrem urspriinglichem Definitionsbereich. Falls man L < 1 zuliefe,
hinge die Konstante C'j5 noch von diesem Parameter ab, aber in unserem Fall
ist sie fest.

q.e.d.

Bemerkung 8.2

(1.) Proposition 8.1 ahmt den Beweis des Theorems 7.25 in [12] nach.
Dort ist eine d#hnliche Aussage fiir geniigend reguliire Gebiete 2 C R? gezeigt,
allerdings sieht man nicht explizit, wie die Norm des Erweiterungsoperators
von der Grofe des Definitionsbereichs {2 abhingt.

(2.) Wie man sich leicht tiberlegt, ist der Erweiterungsoperator auch in
der LP-Norm beschrankt.

Nun zitieren wir noch eine passende Version eines Satzes aus [12] (Theo-
rem 7.27) zur Gradientenabschitzung von Sobolevfunktionen.

Proposition 8.3
Seiu € WZ(R). Dann gilt fiir jedes € > 0:

C
2oy < ellullwgey + 22 Il oo (59)

Wir verallgemeinern diese Schranke fiir den Gradienten auf den Fall, wo der
Definitionsbereich der Funktion u ein Intervall ist.
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Proposition 8.4
Seiu € W2(AL), dann gilt fir alle € > 0:

Cs(L)

[lullze(ar) (59)

Die Konstante Cy hdngt nur von L ab. Falls das betrachtete Intervall Ay die
Linge L > 1 hat, kann man Cs(L) := Cs(1) wdhlen.

' | Lr(ay) < € llullwzia,) +

Beweis
Es gilt mit den Bezeichnungen aus den letzten beiden Propositionen:

' [|zrary < 11(EW)|[Lreay)
Ci

< EHSUHWg(R)‘i‘ -

||Eull o)
C12C13

IA

Cha €||ul|rra,) + |[ullLrear)

Falls man ¢ umskaliert, erhédlt man die Aussage der Proposition.
q.e.d.

Bemerkung 8.5
Fiir eine Losung der Gleichung (—A+V — E)u = 0 folgt, wenn wir e = 1/2
setzen:

12({lullzoag) + 11 llzeag) + lullzeag) +2Cs(L) [ullea,)

[l zoar) + (1 +4Cs(L)) [Julle(a,)
(L4 IV = Ello +4Cs(L)) [lullLr(ar)

/|| Lo (a L)
= |Ju/||Lreay)

VANVANRVAN

Lemma 8.6
Sei u € WE(AL), dann gilt

llulloe <2 [Ju"l[zr + (1/L 42+ 8Cs) [[ull1: | (60)

wobei Cg wie in der vorhergehenden Proposition ist und die Normen auf dem
Intervall A;, genommen werden.

Ein Teil des Beweises von Lemma 8.6 ist der Kurseinheit 6 von [2] entnom-
men. Die Aussage gilt insbesondere fiir alle u € W} (Ar) € W2(Ap).
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Beweis
Sei v € W}(AL) € W(AL). Dann existiert ein Repriisentant v € C'(Ayp)
von v und es gilt:

zdx)—u@ﬁ:i/zdkﬂdz (61)

fiir alle x,y aus Ap, .

In der Tat, sei u; := f;o V'(2)dz fur ein g € Ap. Da v’ auf Ay integrierbar
ist, mu} u; auf diesem Intervall stetig sein. Im Distributionensinne haben v
und u; dieselbe Ableitung. Aus

du; dv

dz dv

folgt u; — v = const. fast iiberall. Mann setzt u := u;— const. und bekommt
die Gleichungskette:

u(r) —u(y) = wui(z) —ui(y)

:tauww_éyumz
= /yxv'(z) dz

Diese Formel wird bei den folgenden Ungleichungen verwendet. Einfachheits-
halber setzen wir Ay, = [a, b].

) ~ula)| = | [ “u(2) d

/ag |u'(2)| d=

[[4']] 21 (ab])

IN

IN

fur alle = € [a, b].

b b
/|u(x)—u(a)|da: < / ||u/||L1([a,b]) dx

(b —a) |[u'|] L1 (fa))
= L |[u||p1a)

IA
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Ebenfalls gilt:
[ @) —w@lde = [ (u(@)] - fua)) dz
— (- alula)| - [ fulz) do

= Llu(a)] = [Jullcrap)

= Llu(@)l < lullerag + LIl
1

= [u(@)] < [Wllm + 7 [l

= Ju(z)] < |u(a)] + |u(z) — u(a)]
1
2 ||| prag) + T ullLray)

IN

Nun verwenden wir Proposition 8.1 mit € = 1/2:

1
' |zvan) < 5 [lullwza,) +2Cs(L) [[ullpiay)
Man erhalt:

(I =1/2) [l < 1/2 (Nullrag) + u"llrag)) + 2Cs(L) [|ullprag)
= |Wllewy < Wy + (1 +4Cs(L)) [[ullzray)

Mit der vorherigen Abschitzung fiir |u(z)| folgt:

1
Nullos <2 (||| 21 (ay) + (14 4Cs(L)) [Jullrria,)) + 7 ullzrar)
1

= 2|[u"llwa, + (7 + 2+ 8Cs(D)) [fullra)
q.e.d.

Korollar 8.7
Falls die Funktion u Lésung der Gleichung (—A +V — E)u =0 auf dem
Intervall Ay, ist, gilt:

|ulloo < Cho [[ullLr(a) (62)
mit
Cro:=(1/L 4+ 2+ 8Cs(L) + 2| E| + 2||V]|0)
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Beweis
Nach Voraussetzung erfiillt u

—Au+Vu=FEu = v =(V—-FE)u
Daraus folgt:

lullo < 2([[V = Elloc [[ullzr) + (1/L 42+ 8Cs(L)) |[ul[
= (1/L+2+8Cs(L) + 2 |[Vlloo + 2|E]) [lul]Lr

q.e.d.

Lemma 8.8
Seien (z,y) € A \ 8. Dann gilt fir die Resolvente R := Rr(FE) und deren
Integralkern G = Gp:
G(z,y) < CRHIIR I, (63)

wobei Cy := (34 8Cs(1) + 2|E| + 2||V||) ist.

Beweis

Wir wihlen zwei Punkte (z,y) € Ap\J. Ohne Einschrankung sei z < y. Es
existieren disjunkte, abgeschlossene Einheitsintervalle S,T" C Ay, von denen
das erste x und das zweite y enthélt. Ein Ausnahme bildet der Fall z = y;
dann haben die Intervalle S und T genau einen Punkt gemeinsam, ndmlich
r=y. Esgilt: 2z <wv fliralle z€ Sundv e T.

Wie im Kapitel 6 benutzen wir die Darstellung der Greenschen Funktion
als Produkt von zwei Losungen ¢, v der zugehorigen Differentialgleichung. In
Gleichung (47) und dem umgebenden Text ist dies genauer erkldart. Wieder
definieren wir:

C(z) = 1g(2) sign(e(z))
§(v) = 1r(v) sign(y(v))

Offensichtlich gilt: [[C|[;r = [|¢]|zr = 1. Man erhélt mit der Cauchy-
Ungleichung;:
B[ = (I R ICl]
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> | <& RG> |
= | A £(2)R¢(2) dz|

_ /A &(2) / Gz, v)C(v) dv d2
1

Ar
= W|/S signgb(z)/ngﬁ(z)Qb(v) signiy(v) dv dz|

- i Lleeld [ e

1
= oIl cs) 1] Lr

Dabei benutzten wir, dafl wegen der Anordnung der Intervalle S und T stets
z < v gilt. Das vorangehende Korollar liefert die weitere Abschétzung:

1
G < Fp— o0 [oe)
|G(z,y)| < G @005 |[¥]]00,r
1
< WCH |0]]21(s)Cra |1¥|] 22 (1)
< ChlIR||

Die Konstante ('} ergibt sich, indem man in C'y die Lange L = 1 einsetzt.
Fiir die Argumente mufl wieder gelten (z,y) € Ap \ 9.
q.e.d.
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