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Aufgabe 1: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Seien Tni : X → IR Schätzer für den Parameter γi(θ) für 1 ≤ i ≤ `. Dann gilt: Der
Schätzer

Tn(X) = (Tn1(X), . . . , Tn`(X))T

ist genau dann konsistent für den Parameter γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γ`(θ))
T , falls jede

Komponente Tni(X) konsistent für γi(θ) ist (i = 1, . . . , `).

(b) Es sei T (X) ein konsistenter Schätzer für γ(θ) und g : Γ → Γ̃ ⊂ IRm eine stetige
Funktion mit m ∈ N\{0}, dann ist auch g(Tn(X)) konsistenter Schätzer für g(γ(θ)).

Aufgabe 2: (4 Punkte)

(a) Seien X1, ..., Xn unabhängige, identisch verteilte, reellwertige Zufallsvariablen mit
E[|X1|2k] < ∞ für ein k ∈ IN . An und Bn seien Folgen reeller Zufallsvariablen mit

den stochastischen Konvergenzen An
P−→ 0 und Bn

P−→ 1. Zeigen Sie, dass

Tn,1(X) =
1

n

∑
i=1

nXk
i + An und Tn,2(X) =

Bn

n

n∑
i=1

Xk
i

konsistente Schätzer für E[Xk
1 ] sind.

(b) Seien X1, ..., Xn unabhängig identisch U [0, ϑ]-verteilte Zufallsvariablen (ϑ > 0). Zei-
gen Sie, dass

Tn(X) =

(
n∏

i=1

Xi

)1/n

ein konsistenter Schätzer für ϑ/e ist.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Gegeben sei eine Stichprobe von n ≥ 2 unabhängigen bivariat normalverteilten Zufalls-
variablen (X1, Y1), ..., (Xn, Yn), wobei die Dichte von (X1, Y1) gegeben sei durch

f(x, y) =
1

2πστ
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µ)2

σ2
− 2ρ

στ
(x− µ)(y − ν) +

(y − ν)2

τ 2

)}
.

Es gilt E[X1] = µ, E[Y1] = ν, Var[X1] = σ2, Var[Y1] = τ 2 und Cov(X1, Y1) = ρστ .



(a) Zeigen Sie, dass in diesem Modell die Statistik

T (X) = (X̄, Ȳ , SX , SY , SXY )

suffizient und vollständig für die Parameter (µ, ν, ρ, σ2, τ 2) ∈ IR3 × IR2
+ ist. Dabei

gelten die folgenden Notationen:

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, SX =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, SY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2,

SXY =
n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ).

(b) Finden Sie einen UMVU-Schätzer für Cov(X1, Y1), und bestimmen Sie einen Schätzer
ρ̂ für Corr(X1, Y1). Weisen Sie die Konsistenz dieses Schätzers nach.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

(a) Seien X1, . . . , Xn unabhängig Poisson(λ)-verteilt mit λ > 0. Ist X̄ ein konsistenter
Schätzer für λ?

(b) Seien X1, . . . , Xn unabhängig U [0, θ]-verteilt mit θ > 0. Sind X(n) und 2X̄ asympto-
tisch erwartungstreue und konsistente Schätzer für θ?

(c) Betrachten Sie n unabhängige Exp(λ)-verteilte Zufallsvariablen mit λ > 0. Weisen
Sie nach, dass ein eindeutig bestimmter konsistenter Maximum-Likelihood-Schätzer
für θ mit cos(θ) = λ existiert. Was kann man über die Bestimmung dieses Schätzers
sagen?


