V. Integralrechnung

13. Das Riemann-Integral

13.1 Definition: Es sei I = [a,b] abgeschlossenes Intervall. Die Menge
B(la, b)) :={f | [ : [a,b] — R, f beschrinkt}

heiBt Menge der beschrinkten Funktionen (auf dem Intervall [a, b]). Ein (n 4 1)-Tupel

Zn = (x0,...,2)

heifit Zerlegung des Intervalls [a, b], wenn gilt

Aa=To <11 <X3<...<Tp1<T,=0b

(dabei ist n € N beliebig). Die Punkte zy, . .., z, heifien Teilpunkte von Z. Die Menge aller
Zerlegungen des Intervalls [a, b] wird mit ¢ = (([a, b]) bezeichnet. Fiir Z € ¢ heifit

|Z| =max{z; —x;_1|j=1,...,n}

Feinheitsmafl der Zerlegung Z und I; = [x;_1, ;] das j-te Teilintervall von Z € (. Eine
Zerlegung Z € ( heiflt aquidistant, wenn

b—a
n

Tl —Tyg =T —T1 = ... =Ty — Tp-1—

gilt.

Fir Zerlegungen Z, 7' € ( heifit Z' Verfeinerung von Z, wenn jeder Teilpunkt von Z
auch Teilpunkt von Z’ ist (Schreibweise Z < Z'). Fur Z,7Z' € ( ist Z + Z' diejenige
Zerlegung des Intervalls [a,b], die genau die Teilpunkte von Z und Z’ enthdlt. Z + Z’
heiBt Uberlagerung von Z und Z'.

13.2 Definition: Fiir f € B([a,b]) und Z = (zo,...,x,) € ¢ heiit

n

S(Z) = (w; —x;1)inf f(I))

Jj=1

Untersumme von f (bzgl. der Zerlepung Z) und

n

S(Z) = (xj —zj-1)sup f(I))

j=1

Obersumme von f (bzgl. der Zerlegung 7). Manchmal wird auch die Bezeichnung S(Z, f)
bzw. S(Z, f) benutzt, um die Abhéngigkeit von der Funktion f zu verdeutlichen.
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13.3 Einfache Eigenschaften:
(i)

INA
E\
N
=

(ii) Essei f € B([a,b]),|f(x)| < K fiir alle € [a,b] und Z,Z’ € ( mit Z < Z'. Besitzt
die Zerlegung 7’ p Teilpunkte mehr als die Zerlegung 7, dann gilt:

S(Z) < S(Z') < 8(Z) + 2pK - |Z|
S(2) > 5(2") = 8(Z) — 2pK - | Z]

(iii) Fir f € B(la, b)), Z,Z" € ¢ gilt stets

S(Z, f) <57, f)

(d.h. die Menge der Untersummen ist nach oben und die Menge der Obersummen
nach unten beschrénkt.)

13.4 Definition: Fir f € B([a,b]) heifit

= / f(z)dz :==sup{S(Z, f) | Z € {([a,b])}

unteres Riemann-Integral und

_ / fla)de = int{S(Z, f) | Z € ((la,b))}

oberes Riemann-Integral. Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar auf dem Intervall
[a,b], wenn A(f) = A(f) gilt. In diesem Fall heifit

b
- / f(x)dz = A(f) = A(f)

Riemann-Integral von f auf dem Intervall [a, b]. Die Menge [a, b] heifit Integrationsintervall
und a (bzw. b) untere (bzw. obere) Integrationsgrenze. R([a,b]) bezeichnet die Menge
aller beschrénkten Funktionen, die auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar sind.

13.5 Bemerkung: Fiir f € B([a,b]) gilt:
1) A(f) = —A(=f)
(i) A(f) < A(f).



13.6 Satz: (Riemannsches Integrabilitdtskriterium) Es sei f € B([a,b]), dann ist
f Riemann-integrierbar auf dem Intervall [a, b] genau dann, wenn gilt:
Zu jedem e > 0 existiert eine Zerlegung Z € (([a, b]) mit

S<va)_§(Z’f) <e.

13.7 Beispiele:
(i) Die Funktion

R — R
f:{x — f(z)=-c

(c € R gegeben) ist auf jedem Intervall [a, b] integrierbar und es gilt:
b
/ f(z)dz =c-(b—a).

(ii) Die Funktion

R—-R
f:{x — f(x)==x

ist auf jedem Intervall [a, b] integrierbar und es gilt:
k 1
/ xrdr = 5(62 —a?).

(iii) Ist f : [a,b] — R monoton, dann ist f auch auf dem Intervall [a,b] Riemann-
integrierbar.

13.8 Satz: Es sei f € B([a,b]) und (Z,)nen, Zn € (([a,b]) eine Folge von Zerlegungen
mit lim |Z,| = 0, dann gilt:

lim S(Zy, /) = A(f): lim S(Z, f) = A().

n—oo n—oo

13.9 Definition: Es sei f € B([a,b]) und Z = (zq,...,z,) € ( eine Zerlegung des
Intervalls [a,b]. Fir j =1,...,nsei §; € [z,;_1,7;] ein Zwischenpunkt und § = (&,...,&,)
ein zu Z passender Vektor von Zwischenpunkten. Die Summe

0(Z,§) = Zf(fj)(iﬁj — 1)
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heifit Riemann-Summe (oder Zwischensumme) von f bzgl. (Z,£).

Satz 13.10: Eine Funktion f € B([a, b]) ist auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar,
genau dann, wenn es ein « € R gibt, so dass gilt:

Fir alle € > 0 existiert ein § > 0 mit
0(Z,§) —al| <¢

fiir jede Zerlegung Z und fiir jeden zu Z passenden Vektor von Zwischenpunkten & mit
Feinheitsmafl |Z] < 4.

13.11 Folgerung: Es sei f € B([a,b]), dann gilt: f ist Riemann-integrierbar auf dem
Intervall [a,b] genau dann, wenn fiir jede Folge (Z,,£™),cn von Zerlegungen Z, € ¢
und Zwischenpunkten ¢™ (passend zu Z,) mit lim |Z,| = 0 die Folge (0(Z,, (™)) en

konvergent ist. In diesem Fall liefern alle Folgen denselben Grenzwert, d.h.

n—oo

lim a(Zn,f(")):A(f):/ f(z)dz.

13.12 Satz: (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Die Funktion
f :]a,b] — R sei differenzierbar auf dem Intervall [a,b] und f’ sei Riemann-integrierbar
auf dem Intervall [a, b], dann gilt:

!/fhwwzﬂw—ﬂ@-

13.13 Vereinbarungen:
(1) Schreibweise:
b
| r@s =@l = 10 -

(2) Die Funktion f : I — R (I Intervall) hat auf I/ eine Stammfunktion F, wenn es
eine differenzierbare Funktion F': I — R gibt mit F’ = f. Der Satz 13.12 lautet in
diesem Fall fur f € R([a,b]) :

/ f(z)dz = F(b) — F(a).



13.14 Beispiele:

. 2 dg T
i = —.
0 [ =3
(ii) Fir a < b, € R\{—1} gilt:

b
ba+1 a4l
/ oody = — ¢
a a+1

(iii) Fir 0 < a < b gilt:

b
d
/ a =logb —loga
0w T

(iv) Fir -5 <a<b< 7§ gilt

b
/ sin zdx = cosa — cos b
a

(v) Fir 0 < a < b gilt:

b
/ log xdx = a — b+ blogb — aloga.

13.15 Satz: Es sei f € B([a,b]) und a < ¢ < b, dann gilt:

f € R([a,b]) <= [ € R(la,c]) A f € R([c,b]).

In diesem Fall ist dann:

LU@@:AV@M+1U@M.

Wir vereinbaren auflerdem die folgenden Bezeichnungen

/baf(x)d:c = —/abf(x)dx (falls a < b)
/a“ f(z)dz = 0; /aa f(x)dz := 0; /aﬂf(x)dx —0.

13.16 Satz: Es seien f, g € R([a,b]);a, 8 € R, dann gilt:
() a-f+ 5 ge Rilab]) und

/ab[af(x) + Bg(x)|dx = oa/ab fla)dx + 5/abg(x)d:c.



(ii) Ist g(z) > f(x) fir alle « € [a,b], dann ist

/ab f(x)dx < /abg(x)dx.

13.17 Definition und Satz: Es sei v € (0,1] und [ ein Intervall. Eine Funktion
H : I — R heifit Lipschitz-stetig der Ordnung ~, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so
dass fir alle z,y € I gilt:

|H(z) — H(y)| < Lz —y|".

Ist H : [- K, K| — R Lipschitz-stetig der Ordnung v = 1 und f € R([a, b]) mit f([a,b]) C
[—K, K], so ist H o f Riemann-integrierbar auf dem Intervall [a, b].

13.18 Beispiele: Es seien f, g Riemann-integrierbar auf dem Intervall [a, b], dann gilt:

(i) f - g ist auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.
(ii) |f| ist auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

(iii) ist | f(z)| > 0 > 0 fiir alle z € [a, b], dann ist auch die Funktion 1/ f auf dem Intervall
[a, b] Riemann-integrierbar.

13.19 Bemerkung: Ist f € R([a,b]), so gilt

|/f d:v\</|f )ld.

13.20 Satz: Es sei f : [a,b] — R auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar und
m < f(x) < M fiir alle x € |a, b, dann gilt:

m(b—a) < / F@)dz < M(b— a).

Die Zahl

1 b
wim gz | Fla)ds
heifit Mittelwert von f auf dem Intervall [a, b].

13.21 Satz: Die Funktion f : [a,b] — R sei auf dem Intervall [a,b] beschrankt und
Riemann-integrierbar. Dann ist die durch

) a0 = R
F{ x = F(x):= [ f(t)dt



definierte Funktion auf dem Intervall [a, b] stetig. Ist auBerdem die Funktion f im Punkt
xg € |a, b] stetig, dann ist I in x, differenzierbar und es gilt:

F'(wo) = f(zo).

13.22 Satz: Ist f : [a,b] — R auf dem Intervall [a, b] stetig, dann ist f auf dem Intervall
[a, b] auch Riemann-integrierbar.

13.23 Satz: (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es sei f :
[a,b] — R stetig auf dem Intervall [a, b]. Dann ist die durch

) F) = [ rw

definierte Funktion F' auf dem Intervall [a,b] differenzierbar und es gilt: F'(z) = f(x).
D.h. die durch (x) definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f.

13.24 Satz: Es sei (f,)nen eine Folge von stetigen Funktionen f,, : [a,b] — R, die
gleichméBig auf dem Intervall [a, b] gegen f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f Riemann-
integrierbar und es gilt:

lim fn d:r—/f

13.25 Beispiele:

(i) Fir |z| <1 gilt:

Ligg 102 _ / gzt Ty T T
0 — — == +...
2 %1 2~ 1+t 375 7
(ii) Die durch

£ 0,1] — R

" r — fo(x) = 2nze ™™

definierte Funktionenfolge konvergiert auf [0, 1] nicht gleichméaflig, aber punktweise
gegen die Funktion

f:00,1] = R;z — f(x) = 0. AuBlerdem gilt:

1= lim fn da:;éO—/f

n—oo



13.26 Satz: (partielle Integration) Die Funktionen f, g : [a,b] — R seien differenzier-
bar auf dem Intervall [a,b] und es sei f - ¢’ € R([a,b]), f'- g € R([a,b]). Dann ist

[ 1@ wyin = s |- [ g

13.27 Satz: (Substitutionsregel) Es sei I C R ein Intervall und f : I — R stetige
Funktion. Ist die Funktion ¢ : [a,b] — I stetig differenzierbar (d.h. f € C'([a,b]) ), dann

gilt:
©(b)

b
/ Ho®)e it = [ F@)de.

v(a)

13.28 Beispiele:
(i) Fiir n € NO sei
/2
I, :/ (sinz)"dx
0
dann gilt firn >2: 1, =(n— 1)1, o — (n—1)I,
(i)
! T
/ V1 —2%de = —
0 4
(iii) Fiir p,q € N gilt:
! / ar(1 - a)rd Py
= 2’(1 —x)lde = ——————.
pq 0 (p+q+1)

13.29 Beispiel: (Wallissche Produktformel)

. (24)?
W5 = ;35&],:1 (27— 1)(2j +1)
L (R

(it) \/?—kl%o—(%)!\/%

13.30 Satz: (Stirlingsche Formel)

|
(i) lim — =1

n—00 NMe=N\/21n

(ii) Zu jedem n € N gibt es ein 9, € (0,1), so dass

U
n!=n"e "V2mn exp(m).



14. Unbestimmte und uneigentliche Integrale

14.1 Definition: Es sei I C R ein Intervall und F, f : I — R Funktionen. Die Abbildung
F heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf dem Intervall I, falls F' auf
I differenzierbar ist und fiir alle x € I gilt

F'(x) = f(x).

Beachte: Sind Fi, F, Stammfunktionen von f auf dem Intervall I, dann existiert ein
¢ € Rmit Fi(x) = Fy(z) + ¢ fir alle x € I. Alle in diesem Abschnitt auftretenden
Gleichungen mit unbestimmten Integralen sind wie folgt zu interpretieren: Es besteht
Gleichheit bei Wahl einer passenden Stammfunktion.

Schreibweise: [ f(z)dx bzw. [ fdz bezeichne irgendeine Stammfunktion.

14.2 Satz : Es sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig, dann besitzt f eine
Stammfunktion auf 7.

14.3 Rechenregeln fiir Stammfunktionen: Es sei I C R ein Intervall, f,g: I — R
Funktionen.

(a) Haben f, g auf I eine Stammfunktion, so hat fiir alle a, § € R die Funktion af + 3¢
eine Stammfunktion und es gilt

[tar+ @i = [ s+ 5 [ gyt

(b) Sind f und g auf I differenzierbar und hat f’- g eine Stammfunktion auf 7, dann
hat auch f - ¢ eine Stammfunktion auf I und es gilt

/f(x)g’(:v)d:v:f(x)g(x)—/f’(x)g(:c)d:v

(partielle Integration).

(c) Ist I; C R ein Intervall, ¢ : I; — I differenzierbar und hat f eine Stammfunktion
F auf I, dann hat auch (f o ¢) - ¢’ auf I; eine Stammfunktion und es gilt

/f _(Fou)t /f 2)de ot

(Substitutionsregel).

1 . ) : ‘ ! 1

(d) Ist I; C R ein Intervall, ¢ : I} — I differenzierbar mit ¢'(t) # 0 V¢ € I; und hat
(f o) - ¢ eine Stammfunktion G auf I;, dann hat auch f eine Stammfunktion auf
I und es gilt

[ e = (6o @) = [ Fele) (0t oo

(Substitutionsregel).



14.4 Tabelle einiger Stammfunktionen:

f(x) F(z) = [ f(z)dx Definitionsbereich
=n]
o ke Lk # 1 ]f : r€R fiir k>0, zeR\{0} fir k< —2
] :
@ R —1 R
%, a € 1, o # ) T €
- log |x| x € R\{0}
1
arctan x
14 22
sin —COoST reR
CoS T sin x
tan —log | cos x|
1 1
ey tan v € R\{(k+ 3)n|k € Z}
cot x log | sin z|
1
— —cotx reR\{kr | keZ}
sin® z:
sinh coshx
cosh sinh r R
tan ha log(cosh z)
cot hx log | sinh z| x € R\{0}
1
—_ arcsin x rze(—1,1
V1 — a2 ( )
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14.5 Beispiele:
i) [asinzdr = —xcosx +sinx

(ii) [e®cosadr = fe(sinz + cosx)

2

dt 1
=2 -9
(iii) %_2 3 og |3t |

i dr = 6(\/x — arctan /x
(W)/m—&\r tan /)

14.6 Integration rationaler Funktionen: Es seien P, () Polynome vom Grad m bzw.
n € N und

P(x)

Q(x)

eine rationale Funktion. Gesucht ist eine Stammfunktion von R. Ist m > n, liefert Division
die Darstellung

R(z) =

Py(x)

Q(x)

wobei Py, P, Polynome sind und der Grad von P, kleiner als der Grad von @) ist. Da die
Bestimmung einer Stammfunktion von Pj trivial ist, setzen wir O.B.d.A. m < n voraus.
Es gilt (vgl. Heuser, Analysis I, Kap. 69):

Es existierten Konstanten ¢, A1, ..., A\, a1,b1,...,a5,0s € R aq,...,a, € NO,[,...,0s €
NO, so dass das Polynom @ die Darstellung

R(x) = Pi(x) +

s S

(%) Q(zx) = cH(m — )% H(x2 +a;z + b))%

j=1 j=1

besitzt. Dabei gilt n =37 a;+23°_, 3;, die Konstanten Ay, ..., A, sind die paarweise
verschiedenen reellen Nullstellen von ) mit Multiplizitaten aq, ..., a, und die Polynome
D;(z) = 2*+ajz+b; haben keine reellen Nullstellen. Die Darstellung (x) ist eindeutig und
mit dieser Darstellung hat die rationale Funktion R die folgende Partialbruchzerlegung

T aj

AJ) ) C(]
Rlo)= gt =2 +ZZB ks

]121 Jj=1 =1

Fiir die Bestimmung der Stammfunktion [ R(x)dz sind daher die Stammfunktionen der
in der Partialbruchzerlegung auftretenden Funktionen zu ermitteln.

14.7 Berechnung der bei der Partialbruchzerlegung auftretenden Integrale:

d
0 [ ~togle o

X
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(id) /( dz __ (D)1 (p>1)

r—cP p—1(x—cp!

d 2 2 b
(iii) / 5 +i T 75 arctan % falls D = 4ac—b* > 0 (Man beachte, dass der
ax T+ ¢

Fall D < 0 in der Partialbruchzerlegung nicht auftritt, da das Polynom az?+ bx +c
in diesem Fall reelle Nullstellen besitzt).

d
(iv) Fiir I,y = / (ar? + b:f—i— o mit D = 4ac—b%, a # 0, gilt die Rekursionsformel
2ax + b 1. 2a
I, = 2——-)—1,; >1
P pD(a:v2~|—b:)3+c)P+( p)D po D=
d
(v) Fiir Jppq = / (a2 —i—ql;ajq;—i— A mit D = 4ac—b%, a # 0, gilt die Rekursionsformel

bx + 2c 1.0
2= p>1
pD(ax? + bx + c)P ( p)D po b=

Jp+1 - =

wobei [, in (iv) definiert ist.

14.8 Beispiele:

x+1 2 1 1 20+ 1
i dr = —1 -1 — 1] + = log |2? 1| — —= arct
(1)/x4_xx Og|x|+3og|x |+6og|x +x+1| \/garcan 7
()/ dx 20 +1 N 4 areta 2¢ + 1
ii = rctan

(2 +2x+1)2 3@ +z+1) 33 V3

sin T
" e = —21 -
(i) /1—|—cos:c v Og‘C082’

14.9 Definition:

(i) Es sei f : [a,00) — R Riemann-integrierbar auf [a,c] fiir jedes ¢ > a. f heifit
uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [a,00) (Schreibweise f € R([a,c0)), wenn
der Grenzwert

I:=1lim [ f(z)dx

existiert. In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral

® | 1@

konvergiert (bzw. existiert) und bezeichnet damit den obigen Grenzwert. Falls
dieser Grenzwert nicht existiert, heift das Integral divergent. Das Integral in (%)
heiBt absolut konvergent, wenn [ | f(z)|dx konvergent ist.
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(ii) Es sei f :[a,b) — R nicht beschréankt und f € R([a,¢]) fiir jedes ¢ € (a,b). f heiit

uneigentlich Riemann-integrierbar {iber [a,b) wenn der Grenzwert

J = lim /acf(x)dx

c—b—0

existiert. In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral ff f(z)dz kon-
vergiert (bzw. existiert) und bezeichnet J mit fab f(z)dz. Andernfalls heifit das
uneigentliche Integral f; f(z)dz divergent.

Beachte:

(a) Ist f beschrinkt auf [a,b) und f € R([a, c]) fiir jedes ¢ € (a,b), dann ist f € R([a,b])
und J ist einfach das Riemann-Integral von f iiber [a, b].

(b) Absolute Konvergenz eines uneigentlichen Integrals fab f(z)dr wird wie in 14.9(i)

definiert.
/ f(z)dx

wird analog zu 14.9(i) definiert. Analog zu 14.9(ii) ist das uneigentliche Integral

/abf(:c)d:r;— lim /cbf(x)dx

c—a+0

(c¢) Das uneigentliche Integral

definiert.

14.10 Beispiele:

(i / U de s
i = —
0o vV 1-— I2 2
(ii) Das uneigentliche Integral
Ld
T
o 8
ist fiir 3 > 1 divergent und fiir 3 < 1 konvergent mit Wert (1 — 3)~1.

/Oodx
1 x°
1

ist fiir o <1 divergent und fiir o« > 1 konvergent mit Wert (o —1)~".

(iii) Das uneigentliche Integral

13



14.11 Beachte: Die folgenden Sdtze werden nur fiir den Fall 14.9(i) angegeben. Es
gelten aber analoge Resultate fiir den Fall 14.9(ii).

14.12 Satz: Es seien f, g uneigentlich Riemann-integrierbare Funktionen iiber [a, o),
dann gilt:

(i) Fir jedes b > a ist f uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [b, co) und es ist:

/aoo f(x)dx = /abf(x)da:+/boo f(x)dx
i [

(iii) Ist f(z) < g(z) fiir alle x € [a, 00), dann ist:

/ flz / g(x)dx

(i)

14.13 Satz: Es sei f : [a,00) — R Riemann-integrierbar auf [a,c| fiir jedes ¢ > a,
dann gilt: faoo f(x)dx ist konvergent <= Zu jedem £ > 0 gibt es ein xy > a, so dass

V!, 2" > xg gilt:
|/ ft)dt] < e.

14.14 Folgerung: Ist faoo f(z)dz absolut konvergent, dann ist das uneigentliche Integral

auch konvergent und es gilt:
[ sl < [ @)

14.15 Satz: (Majoranten/Minorantenkriterium) Die Funktionen g, f : [a,00) — R
seien Riemann-integrierbar auf [a, ] fiir jedes ¢ > a und es sei b > a.

(i) Ist |f(z)| < g(x) fiir alle x > bund ist [, g(x)dz konvergent, dann ist das un-
eigentliche Integral fb x)dx absolut konvergent

(ii) Ist f(x) > g(x) > 0 fir alle z > b und ist [~ g(z)dz divergent, dann ist das
uneigentliche Integral fb x)dx divergent.
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14.16 Bezeichnungen: Es sei f: R — R, a € R und die uneigentlichen Integrale

/_Oo f(z)dz und /:O F(a)da

seien konvergent. Man setzt:

/Zf(x)dx:/(;f(x)dx+/aoof(x)dx

[Man beachte, dass wegen Satz 14.12 die linke Seite unabhéngig von der Wahl von a ist!]

[ rwre == [ s [ pwde = [ o

Es sei f : (a,b) — R Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [@/, b'] C (a,b). Weiter sei f
weder in einer rechtsseitigen Umgebung von a noch in einer linksseitigen Umgebung von
b beschrankt und es seien fiir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen Integrale

b c
/ f(x)dx und / f(z)dx
konvergent, dann setzt man

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx

[dieser Wert ist unabhéngig von der Wahl der Konstanten ¢|. Es sei f : (a,00) — R
Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [¢’, b'] C [a, 00) und in einer rechtsseitigen Umge-
bung von a unbeschrankt. Existieren fiir ¢ > a die uneigentlichen Integrale

/acf(x)dx und /coof(x)dx
/f dx—/f dm—i—/f

(eine analoge Definition gilt fiir f f(x)dzx).

SO setzt man

14.17 Beispiel: Fiir jedes o > 0 ist das uneigentliche Integral

konvergent. Die so auf der positiven reellen Achse definierte Funktion heifit Gamma-Funktion.

Es gilt:

() Va>0:T(a+1)=T(a) «

15



(ii)) VneN:T'(n)=(n—1)!

14.18 Integralkriterium fiir unendliche Reihen: Es sei p € N, f : [p,o0) — R
Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [p,z](x > p), monoton fallend und f(z) >
0V x > p. Dann gilt:

/ f(z)dz konvergiert <= Z f(n) konvergiert.
p

n=p

Im Fall der Konvergenz gilt:

(+) > s [ <y s

n=p+1

14.19 Beispiel: Die Reihe

i"’: 1
“—~ n(logn)°

ist fiir ¢ > 1 konvergent und fiir ¢ < 1 divergent.

14.20 Beispiel:

e 1
/ e Pdt = =\/7
0 2
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15. Das Riemann-Stieltjes Integral

15.1 Definition: Es seien f,a : [a,b] — R Funktionen, f € Bla,b|, Z = (xy,...,z,) eine
Zerlegung von [a, b] mit zugehorigem Zwischenwertvektor & = (&1, ...,&,). Die Summe

Salf. Z,€) : Z F&)lalwr) — alry1)]

heifit Riemann-Stieltjessche Summe von f bzgl. a und Z (RS-Summe). Konvergiert fiir
jede Folge (Z,)nen von Zerlegungen mit |Z,| — 0 und zugehorigen Zwischenvektoren &
die RS-Folge (Su(f, Z,£™)),en gegen einen — und damit ein und denselben — Grenzwert,
so bezeichnet man diesen als Riemann-Stieltjes-Integral (RS-Integral) von f iiber [a,b]

bzgl. a.
/f Yda(x /fda/fda

Schreibweisen
R,[a,b] bezeichnet die Menge aller Funktionen, die iiber [a,b] bzgl. der Funktion «
Riemann-Stieltjes integrierbar sind.

15.2 Bemerkung: Das Riemann-Stieltjes-Integral ist bzgl. Integrand und Integrator
linear, d.h.

(i) f € R,la,bl,g € Ryla,b] = f+ g€ Ryla,b] und es gilt:

/ab(f+g /f Jda(a / g(z)da(z)

(ii) f € Rula,b] N Rgla,b] = f € Ratpla,b] und es gilt:

/abf(w)d[a( / f(@)do(s / F(2)dB(z

(ili) f € Ryla,bl,c € R = c- f € Ryla,b], f € Reqla,b] und es gilt

/abc ot /ab e ae) =e- [ ’ f(a)do(a)

15.3 Beispiele:

(1) Ist « konstant, dann ist jedes f Riemann-Stieltjes integrierbar tiber [a,b] bzgl. «
und es gilt:
b
| #adate) -
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(2) Es sei |z] = sup{z € Z | z < z}, dann gilt fiir jede stetige Funktion f auf

[0,m](m € N) : -
/0 ) =3 f)

D.h. jede endliche Summe kann als Riemann-Stieltjes-Integral geschrieben werden.
) 1
2
/ xdx® = =
0 3

15.4 Satz: (partielle Integration) Ist f Riemann-Stieltjes-integrierbar auf [a, b] bzgl.
a, dann ist auch o Riemann-Stieltjes-integrierbar auf dem Intervall [a, b] bzgl. f und es
gilt

b b
/ f(l“)da(l“)Jr/ a(w)df (v) = f(2)a(@) [a= f(B)a(d) — fla)ala) .

15.5 Bemerkung: Es werden analoge Bezeichnungen verwendet und es gelten analoge
Eigenschaften wie in Abschnitt 13 und 14. So wird z.B. die Riemann-Stieltjes-Obersumme
(bzgl. o und Z) definiert als

f) = ZSUP L) - (alzy) — a(zj1)).

Entsprechend definiert man oberes und unteres Riemann-Stieltjes-Integral (vgl. 13.4) und
f € R,|a,b] genau dann, wenn diese libereinstimmen! Auflerdem gelten die Analoga von
Satz 13.6, 13.8, 13.10 und 13.15 fiir die entsprechenden Grofien in der Riemann-Stieltjes-
Theorie.

Beispiele:

(1) f ist Riemann-Stieltjes-integrierbar iiber [a,b] bzgl. der Funktion « genau dann,
wenn gilt:
Fiir alle £ > 0 existiert eine Zerlegung Z von [a, b], so dass fiir die Riemann-Stieltjes
Ober- und Untersumme von f bzgl. a und Z gilt

Sa(Z, f) = Sal(Z, )l <.

(2) Ist @ < ¢ < b, dann gilt: f € Ryla,b] = f € Ryla,c] N Ryle, bl

Auflerdem ist
/ fz)da(x / f(z)da(x / f(z)da(x

18



15.6 Satz: Es sei f : [a,b] — R stetig und @ monoton, dann ist f Riemann-Stieltjes-
integrierbar auf [a, b] bzgl. a.

15.7 Satz: Ist f : [a,b] — R monoton und « : [a,b] — R monoton und stetig, dann ist f
auf [a, b] Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. a.

15.8 Bemerkung: Es seien o, f, g : [a,b] — R Funktionen, f € R,[a,b]. Unterscheiden
sich f und ¢ nur an endlich vielen Stellen zy, ...,z € [a,b] und ist « in diesen Punkten
stetig, dann gilt g € R,[a, b] und

/a /fda

Beachte: Im Fall des Riemann-Integrals ist a(z) = z und die Stetigkeit der Funktion «
damit automatisch erfiillt.

15.9 Satz: Es sei a : [a,b] — R monoton wachsend und differenzierbar. Sind f, o/
[a,b] — R Riemann-integrierbar auf [a, b], dann ist f auf [a,b] bzgl. a Riemann-Stieltjes-

integrierbar und es gilt
IRCECRRE

15.10 Beispiele:

(i) Es sei F : [a,b] — R monoton wachsend und stetig differenzierbar, dann gilt fiir
k € NO,

| Pr@are) = o (F0) - P )

2
/ xdlogx = 1.
1

(iii) Es sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar mit f(a) = f(b) = 0 und fab fA(x)dx =1,

dann ist

(i)

1

/abxf(:c)f'(x)dx =5

15.11 Satz: Es sei « : [a,b] — R eine Treppenfunktion, d.h. es gibt a =2y < 21 < ... <
xr = b und Konstanten ¢y, ..., ¢ € R, so dass « die Darstellung

k
= il yap(@) Ve lab\{zo,... 2.}
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besitzt. Dann ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R bzgl. « Riemann-Stieltjes-
integrierbar und es gilt mit oy = ¢1 —a(a),0; = cjp1—c¢j,j =1,.. ., k—1,ar = a(b) — ¢

/f Ydo(z Za]ij

D.h. das Riemann-Stieltjes-Integral ist gleich der Summe der Funktionswerte an den
Sprungstellen multipliziert mit den entsprechenden Sprunghohen.

15.12 Beispiel: Fiir p,n € N sei Sy(n) = > 7, j7, dann gilt die Rekursion

Sy(n) = n(n;— 1)
1 —
Sp(n):p+1 n(n + 1) ;( ) ]

15.13 Satz: Es seien f,a : [a,b] — R Funktionen, f € R,[a,b] und a monoton
wachsend. AuBlerdem sei ¢ : [A, B] — [a,b] streng monoton wachsend und stetig mit
©(A) =a,p(B) =0b, dann ist f o ¢ € Ryo,[A, B] und es gilt

/AB(fosO( Nd(ao ) /f )da(z

15.14 Beispiele:
(1) Unter Differenzierbarkeitsannahmen liefert Satz 15.13 fiir a(x) = « Satz 13.27, d.h.

B »(B)
/A F (@)@ () de = / |

2

2 e
/ xde® = / log ydy = €.
1 e

15.15 Ubung: Es seien f,g : [a,b] — R auf [a,b] Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl.
a : [a,b] — R und o monoton wachsend. Dann gilt die Héldersche Ungleichung (fiir alle
pg>1,+0=1)

0| [ swstone)] < ([ 1o ) ([ wtpraata )
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und die Dreiecksungleichung

([ )+ g(x))zdau))l/g <(/ b f2<x>da<x>)l/2 v bg%)da(x))

15.16 Bemerkung: Es existiert eine Theorie uneigentlicher Riemann-Stieltjes-Integrale,
wie in Abschnitt 14 fiir den Fall a(z) = = (Riemann-Integral) dargestellt. Z.B. definiert
man, falls f € R,[a,b] fir alle b > 0

1/2

b

| r@data) = i [ ot

(falls dieser Grenzwert existiert). Ist a : [a,00) — R Treppenfunktion mit Spriingen
ag, aq, ... an den Stellen xg, 21, ... so kann man (wie in 15.11) zeigen

/ " f@date) = Y anf (o)

und damit auch unendliche Summen als Integral auffassen.

21



16. Fourierreihen

16.1 Satz: Die trigonometrische Reihe

1 [e.9]
500+ ; an cos(nx) + b, sin(nx)

sei auf dem Intervall [—7, 7] gleichmé&Big konvergent mit Wert f(z), dann gelten fiir die
Koeffizienten die Euler-Fourierschen Formeln:

Ay = %/ﬂ f(z)cos(nz)dx b, = %/ﬂ f(z) sin(nz)dx

16.2 Hilfssatz:

(%) / sin(nz) cos(mz)der = 0 Vn,m=0,1,...

-7

™ B T ) _J 0 falls n #m
/_7r cos(nx) cos(mzx)dr = /_7r sin(nx) sin(mz)dz = { xfalls n=m > 1

16.3 Definition: Es sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion [d.h. f(z + 27) =
f(z) V x € R] und Riemann-integrierbar auf dem Intervall [—, 7]. Die Zahlen

1 s

a, = — f(z)cos(nz)de n=0,1,...
™ —T
1 [" )

b, = — f(z)sin(nz)de n=1,2,...
™ —T

heiflen Fourierkoeffizienten der Funktion f und die zugehorige trigonometrische Reihe

1 [e.e]
500 + ; a, cos(nx) + by, sin(nz)

Fourierreihe von f.

Beachte: Diese Reihe mufl weder konvergieren, noch mufl im Fall der Konvergenz ihr Wert
gleich f(x) sein. Schreibweise:
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f(z) ~ %ao + Z ay cos(nx) + by, sin(nw)

n=1

16.4 Beispiele: Die Ubertragung der Definition 16.3 auf andere Intervalle der Lange 27
ist offensichtlich. Z.B. gilt:

= fir = € (0, 2m)

— fir = € [0, 27]

Insbesondere gilt:

Dot

8

16.5 Beispiele: (Alle Funktionen werden auf dem Intervall [—7, | betrachtet und dann
27m-periodisch fortgesetzt.)

. Sln
1 T~ 92 E n+1 )

cos((2n — 1)x)
(i) |as|~———Z T

L4
(i) 2% ~ = + Z cos mc)

Die Frage, ob diese Fourierreihen konvergieren und im Fall der Konvergenz die entsprechende
Funktion auf der linken Seite liefern, wird in Beispiel 16.11 beantwortet.

16.6 Satz: (Beste Approximation von f durch trigonometrische Reihen im quadratischen
Mittel) Es sei f Riemann-integrierbar auf [—m, 7],

1 n
Sp(z) = 540 + Z a, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

23



die n-te Partialsumme ihrer Fourierreihe und

T, = % + Zak cos(kx) + By sin(kzx) | ag, 01, F1, ..., an, B € R}

die Menge aller trigonometrischen Polynome von Grad n. Dann gilt:

(1) /W(f—Sn)Q(w)de /W(f—t)Q(x)dx VieT,

(2) Besselsche Gleichung

n

/(f Su) dx—/ P x—ﬁ[ @i+ (af + )]

k=1

(3) Besselsche Ungleichung

1
—ao—l—Zak—i—bQ / o

16.7 Satz:(Konvergenz im quadratischen Mittel) Es sei f : R — R eine 27-periodische
und auf [—m, 7] Riemann-integrierbare Funktion, dann konvergiert die Fourierreihe von f
im quadratischen Mittel gegen f, d.h.

™

(1) lm [ (Su(2) - f(@))?dz =0

und es gilt die Parsevalsche Gleichung

L [T ag - 2
2) ;/_Wf(x)dx:3+;ak+b

16.8 Beispiel: Es sei f : R — R 27-periodisch und

f(z) = -1 fur 7 <2x<0
)11 firo<ax<m

dann konvergiert die Fourierreihe von f

4 Ksin((2n + 1)2)

T 2n + 1

nicht punktweise gegen f auf [—m, 7| aber im quadratischen Mittel.
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16.9 Satz: Es sei f : R — R eine stetige und 27-periodische Funktion, die auf dem
Intervall [—m, 7] stiickweise stetig differenzierbar sei. D.h. es existiert eine Zerlegung
Z, ={t—1,...,t.} des Intervalls [—m, 7| mit

M=t <t <...<tlp1 <1l =mm,

so dass fii,_ 1, € C'([tj—1,t;]) firalle j = 1,...,r gilt. Dann konvergiert die Fourierreihe
von f gleichméfig auf dem Intervall [—m, 7] gegen f.

16.10 Bemerkung: In Satz 16.9 kann auf die Stetigkeit von f : R — R verzichtet
werden. Genauer: Ist f stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe
von [ gleichmafBig gegen f auf jedem kompakten Intervall, das keine Unstetigkeitsstelle
von f enthalt.

16.11 Beispiele: (vgl. Beispiel 16.5)

(1) Fir alle x € (—m, m) gilt:
i 1sm nx)

(2) Fiir alle x € [—7, 7| gilt:

cos((2n — 1)x)
b=3-13

n—l

(3) Fiir alle x € [—m, 7| gilt:

:_+4Z ,, cos(n
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VI Differentialrechnung fiir Funktionen in mehreren
Veranderlichen

17 Normierte Vektorraume

17.1 Definition: Es sei F ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung || - || : £ — R heif}t
Norm auf FE falls sie die folgenden Figenschaften besitzt

(a) Fir alle x € E gilt: ||z|| > 0 (Nichtnegativitat)

(b) ||z|| =0 <= x =0 (Definitheit)

(c) Furallea e R,z € E: |Jazx| = |a| - ||z|| (Homogenitét)

(d) Fir alle z,y € E: [z +y|| < [[z]| + [Jy|| (Dreiecksungleichung)

Ist F mit einer Norm versehen, so heifit (F, || - ||) normierter Vektorraum. Zwei Normen
| |l und || - ||2 auf E heifien dquivalent, falls es Zahlen «, 5 > 0 gibt, so dass gilt:

VzeE:all <zl < Bl

17.2 Beispiele: Der R" = {(z1,...,2,)" | z; € R;j = 1,...,n} mit der komponenten-
weisen Addition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum. Fiir p € [1,00) sei

n

1/p
lally = (3 loel?) s

k=1
fiir p = oo setzen wir

]| = miax |;].
=1

Dann definiert || - ||, fiir jedes p € [1, 00] eine Norm auf R”. Wichtige Spezialfille sind:

n
p=1: |z|:= Z |z;|  Betragssummennorm
=1

n 1/2
p=2: |x|2= (Z |xj|2> Euklidnorm
j=1

p=o0: |z||e= mTELLlX|ZE]| Maximumsnorm
‘]:
Alle hier definierten Normen sind dquivalent und es gilt

[z]lee = lim [z,
p—00
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17.3 Beispiel: E = C([a,b]) sei der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Inter-

vall [a, b], dann definiert die Abbildung || - || : C([a,b]) — R,
IfI:=sup [f(x)]
z€|la,b]

eine Norm auf C([a, b]), die Supremumsnorm genannt wird.

17.4 Definition: Es seien (E;, || -||;) j = 1,...,p normierte Vektorrdume. Mit der
koordinatenweisen Addition

T Y1 1 +
N I N I : (xj,y; € Ej5j=1,...,p)

Tp Yp Tp + Yp

und komponentenweisen Skalarmultiplikation (a € R)

T QT
al = : (x;€e Ej;j=1,...,p)
Tp az,
wird auch F; x ... x E, zu einem Vektorraum. Mit der Definition

xy
I s ||| = maxtliasli 11 <5 <p)
Lp

wird auf F; x ... x I, eine Norm eingefiihrt, die ebenfalls als Maximumsnorm bezeichnet
wird (man vergleiche diese Definition fiir £; =R, j =1,...,n mit Beispiel 17.2).

17.5 Definition: Es sei (£, || -||) ein normierter Vektorraum. Eine Folge (z,)nen, zn € E
heilt konvergent genau dann, wenn es ein x € F gibt, so dass gilt:

Ve>03dnoeN, sodassVn>ng:|z,—z| <e.

Schreibweise: lim x, = x. Der Begriff des Haufungswertes wird wie in Definition 6.0

n—o0o

erklart und es gilt auch das Analogon von Satz 6.2.
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17.6 Beispiel:

(1) Sind (2)en, (Yn)nen konvergente Folgen in F, a € R, dann sind auch (z, + ¥n)nen
und (ax,),en konvergent und es gilt

lim (z, +y,) = lim z, + lim y,

lim oz, = - lim z,
(2) Es sei (C([a,b]),| - ||) der mit der Supremumsnorm versehene Vektorraum (vgl.

Beispiel 17.3) der auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktionen, f, f,, € C([a,b])(n €
N). Dann gilt:
lim f,=f

n—oo

genau dann, wenn die Folge (f,,)nen gegen f auf [a, b gleichméBig konvergiert .

17.7 Definition und Satz: Essei (E, ||-||) normierter Vektorraum. Die Folge (z,,)nen, Tn €
E heifit Cauchy-Folge genau dann, wenn gilt:

Ve>03dnoeN, sodassVn,m>ng: ||z, — zn| <e.

In einem normierten Vektorraum ist jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge (die
Umkehrung ist i.a. falsch).

17.8 Definition: Ein normierter Vektorraum heift Banachraum (bzw. vollstindig),
wenn jede Cauchy-Folge auch konvergent ist.

17.9 Beispiele:
(1) (R,]|-]) ist Banachraum (bzw. vollstdndig).

(2) Der Vektorraum C([a, b]) versehen mit der Supremumsnorm (vgl. Beispiel 17.3) ist
ein Banachraum.

(3) Versieht man den Vektorraum C([a, b]) mit der Norm

b
1l = / f(2)|dz,

so ist der normierte Vektorraum (C([a, b)), || - [1) nicht vollstandig.
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17.10 Lemma: Es seien (Ej, | - ||;) normierte Vektorrdume (j = 1,...,p) und (E; X
. X E,, || - |lo) der in 17.4 definierte normierte Vektorraum (mit der Maximumsnorm
versehen). Dann gilt:

Tin T
L) . .
n—oo
Tpn, Tp
genau dann, wenn fir jedes j =1,...,p gilt

lim z;, = x;
n—oo

(d.h. die Konvergenz in E; X ... x E, ist dquivalent zu der Konvergenz der einzelnen
Koordinaten).

17.11 Satz: (R™,|| - ||) ist ein Banachraum fiir jedes n € N.

17.12 Satz: Zwei beliebige Normen || - || und || - || auf R? sind dquivalent, d.h. es gibt
positive Konstanten o und ( mit

alz)" < =] < Bl

fir alle x € RP.

17.13 Folgerung:

e Konvergiert die Folge (x,,)nen bzgl. einer Norm auf R?, so auch bzgl. jeder anderen
Norm.

o Ist (x,)nen Cauchy-Folge bzgl. einer Norm auf RP, so auch bzgl. jeder anderen
Norm.

e (RP || - ) ist ein Banachraum fiir jede Norm || - || auf R?.

17.14 Definition: (F,|| -||) sei ein normierter Vektorraum. Fiir ¢ > 0,z € F heifit

Uczg) :={z € E| |z—x <e}

e-Umgebung (e-Kugel) um xq, U.(zg) = U-(x0)\{z0} heiBft punktierte e-Umgebung. Eine
Menge S C F heifit beschrénkt, wenn es ein r > 0 gibt, so dass S C U,(0) gilt.
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17.15 Definition: (E, || -||) sei ein normierter Vektorraum und A C E eine Menge. Ein
Punkt zy € A heifit innerer Punkt von A genau dann, wenn es ein € > 0 gibt, so dass
U.(z) C A gilt. Die Menge

A% :={r€ A|x istinnerer Punkt von A}

heif3t Inneres von A.
Die Menge A heifit

o offtn : = ACA” <= A=A"
e abgeschlossen : <= FE\ A ist offene Menge

Ein Punkt x € E heifit Haufungspunkt von A genau dann, wenn fiir jedes € > 0 gilt:

U(x) A # 0.
Wir definieren
H(A) :={x € E |z ist Hiufungspunkt von A}

und bezeichnen mit

A=AUH(A)

die abgeschlossene Hiille von A. Ein Punkt x € E heiffit Randpunkt von A genau dann,
wenn fiir jedes € > 0 gilt:

U(z)NA#D und U.(x)N(E\A) # 0.
Die Menge
0A:={x € E'|z ist Randpunkt von A}

heiit Rand der Menge A. Ein Element x € E heifit isolierter Punkt von A genau dann,
wenn x € A\H(A) gilt.

17.16 Beispiel: Es sei (E, |- ||) = (R%| - ||2) und

A= (D) 1zt - et >y
dann ist A offen,
o) = (1) 1442 - 43 = 1)
und es gilt

A= {<i1> | 422 — 22 > 1} = H(A).

2
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17.17 Satz: (vgl. Satz 8.4) Es sei (E, || - ||) ein normierter Vektorraum.

Die Vereinigung (der Durchschnitt) beliebig vieler offener (abgeschlossener) Mengen ist
offen (abgeschlossen).

Der Durchschnitt (die Vereinigung) endlich vieler offener (abgeschlossener) Mengen ist
offen (abgeschlossen).

17.18 Satz: Es sei (E,|| - ||) normierter Vektorraum, A C E
o AYist offen
e A ist abgeschlossen

o A= N F
FDA
r abgeschlossen

r € H(A) <= es gibt eine Folge z,, € A\{z} mit lim z, ==z

A abgeschlossen <— H(A) C A

17.19 Definition: Es sei E ein normierter Vektorraum, A eine Indexmenge und fiir
A € A sei Oy C E eine offene Menge. Das Mengensystem {Oy | A € A} heiBit eine
offene Uberdeckung von A, falls gilt

Ac|Jon

A€A

Die Menge A heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teilitberdeckung
von A enthalt. D.h. es gibt eine endliche Menge L C A mit

Ac o

AEL

Die Menge A heifit folgenkompakt, falls jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt,
die gegen einen Punkt aus A konvergiert.

17.20 Satz: Es sei F ein normierter Vektorraum und () # A C E. A ist genau dann
folgenkompakt, wenn jede unendliche Teilmenge von A einen Haufungspunkt in A besitzt.
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17.21 Satz: Eine Menge in einem normierten Vektorraum ist genau dann kompakt, wenn
sie folgenkompakt ist.

17.22 Satz: Jede kompakte Menge in einem normierten Vektorraum ist beschrankt und
abgeschlossen.

17.23 Beispiel:[Die Umkehrung von Satz 17.22 ist falsch!] Es sei
B(R) :={f:R — R | f beschriankt}
der Vektorraum der reellwertigen und beschrankten Funktionen und durch
1]l == sup{|f(2)] | =€ R}
eine Norm auf B(R) definiert. Dann ist die Menge
A:={feBR)[[fll <1}
abgeschlossen und beschrankt aber nicht kompakt.

Beachte: A = U;(0) heifit abgeschlossene Einheitskugel.

17.24 Beispiel: Ist A kompakte Menge in einem normierten Vektorraum und S C A
abgeschlossen, dann ist auch S kompakt.

17.25 Satz: Es seien (Ei, || - ||1),...,(En, || - [|») normierte Vektorrdume A; C E;(j =
1,...,n) und der Produktraum E; X ...x E, mit der Maximumsnorm versehen (vgl. Bsp.
17.4).

(1) Sind Aq,..., A, offen, dann ist auch A; x ... x A, offen.
(2) Sind Aq,..., A, abgeschlossen, dann ist auch A; x ... x A, abgeschlossen.

(3) Sind Ay, ..., A, kompakt, dann ist auch A; x ... x A, kompakt.

17.26 Satz: (Charakterisierung kompakter Mengen in R") Eine Menge A C R™ ist genau
dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

17.27 Definition: Es seien (£, | - ||g), (F, || - ||r) normierte Vektorrdume, S C E,z, €
H(S). Eine Funktion f : E — F hat im Punkt xy einen Grenzwert, wenn es ein L € F
gibt, so dass gilt:

Ve>036>0: VacUs(x)NS:|f(x)—Llr<e.
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17.28 Bemerkung: Es gelten analoge Eigenschaften zu Abschnitt 9. Zum Beispiel:

(1) (Folgenkriterium) f : S — F hat im Punkt 2, € H(S) einen Grenzwert genau
dann, wenn fiir jede Folge (z,)neny mit x, € S\{xo}, z, — x¢ die Folge (f(z,))nen
konvergent ist [in diesem Fall haben alle Folgen (f(x,))nen denselben Grenzwert.

(2) Sind f,g: S — F Funktionen mit lim f(z) = L und lim g(x) = M, dann ist

Tr—xQ Tr—x0

o lim (f+g)(z)=L+M

T—T0

o lim(af)(x)=al (aeR)

T—T0

o L
falls F =R und M #0: lim (= = —
o falls un # xirilo(g)(x) i

o falls =R und f(z) < g(z) fir alle z € S\{zo} dann gilt: L < M.

17.29 Satz: Es seien E, F,G normierte Vektorraume S C K, 7 C Fund f: S — F,
g : T — G Funktionen mit f(S) C T. Ist zy € H(S), lim f(z) = yo € H(T) und
T—xT0

lim g(y) = L, dann gilt mit der Bezeichnung Sy = {x € S| f(z) # vo} :
Y=o

lim (g o f)(z) = L.

T—x()

z€S)

17.30 Definition: Es seien F, F},..., F,, normierte Vektorraume und F' := F; X Iy X
... X F,, mit der Maximumsnorm versehen. Die Abbildung

t
7Tj2

Yy :(y17"'7ym)T

— 7;(y) = y;

heifit (Koordinaten-) Projektion in F;(j =1,...,m).Ist f : E — F eine Abbildung, dann
heifit die Funktion f; := 7, o f die j-te Koordinatenabbildung von f.

Schreibweise: f = (fi,..., fm)T.

17.31 Beispiel: (Oberfliche der Kugel im R?, Kugelkoordinaten) Es sei r € RT und

Iy [—-Z,Z] x [0,21) — R3
’ (9, ) — (rcosgcos?, rsingcosd, rsind)’.

Dann liegt jeder Punkt aus f([—F, 5] x [0,27)) auf der Kugeloberfliche
S={zeR|||z[ly=r}

und die Abbildung f: (=5, %) x [0,27) — S\{(0,0,r)"} ist bijektiv.

33



17.32 Satz: Es seien F, Fi,. .., F,, normierte Vektorraume, S C F, F := [} X Fy X ... X
F,, mit der Maximumsnorm versehen (vgl. Bsp. 17.4) und f : S — F eine Abbildung
mit Koordinatenabbildungen f; = m; 0 f : § — Fj. Die Funktion f hat in dem Punkt
xg € H(S) einen Grenzwert genau dann, wenn fiir j = 1,...,m die Funktionen f; in x,
einen Grenzwert haben. In diesem Fall gilt:

lim f(x) = (lim fi(z),..., lim f,,(2))"

T—T0

(d.h. der Grenzwert kann komponentenweise berechnet werden).

17.33 Definition: Es seien (E, || - ||g), (F|| - ||r) normierte Vektorraume, S C E. Eine
Abbildung f : S — F heifit stetig im Punkt zq € S genau dann, wenn gilt:

Ve>036>0, sodass Vx e Us(xg) NS gilt: || f(z) — f(xo)|r < e.

f heifit stetig auf T C S, falls f in jedem Punkt von T stetig ist.

17.34 Satz: Esseien F, F normierte Vektorrdaume und S C E. Eine Abbildung f : S — F
ist im Punkt zy € S stetig genau dann, wenn fiir jede Folge (x,,)nen in S mit lim z, = xg

n—oo

gilt:
lim f(x,) = f(xo).

n—oo

17.35 Beispiel: Der Stetigkeits-(und auch Grenzwert-)begriff héngt immer von den Nor-
men auf E, F abl! Dazu betrachte £ = C[0,1], F =R

c0,1 — R
Py o = max|a(t)] = ||z]e
t€[0,1]
e Versieht man F mit der Norm || - || und R mit | - |, dann ist f offensichtlich stetig.

e Versieht man F aber mit der Norm ||z||; := fol |z(t)|dt, dann ist f nicht stetig.

17.36 ﬁbung; Es seien F, Fy, ..., F,, normierte Vektorrdume, S C F und F' := F} X Fy X
... X F,, mit der Maximumsnorm versehen (vgl. Bsp. 17.4). Eine Abbildung f: S — F
ist genau dann stetig, wenn jede ihrer Koordinatenabbildungen f; = mjo f : S — Fj stetig
ist (j=1,...,m).

17.37 Satz: Es seien E, F, G normierte Vektorraume S C ;T C Fund f: 5 — F,g:
T — G Abbildungen mit f(S) C T. Ist f im Punkt xy € S stetig und g im Punkt
Yo = f(xo) stetig, dann ist g o f im Punkt z( stetig.
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17.38 Beispiel: Jede lineare Abbildung A : R™ — R™ ist stetig und es gibt eine Konstante
c € R, so dass gilt: V z € R” || A(z)|| < ¢z

17.39 Ubung: Es seien E, F normierte Vektorriume, S ¢ F und f,g : S — F Abbil-
dungen, die stetig im Punkt zy, € S sind. Dann gilt

(1) f+ g ist im Punkt z, stetig.

(2) af ist im Punkt z, stetig (o € R).

(3) Ist F' =R, dann ist f - ¢ im Punkt x, stetig.

(4) Ist FF =R, dann ist % im Punkt zy stetig, falls g(xq) # 0 gilt.

17.40 Satz: Es seien F, F normierte Vektorraume und es sei f : F — F' eine Abbildung.
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(1) f ist stetig auf E.
(2) Das Urbild jeder offenen Menge in F' (unter der Abbildung f) ist offen in E.

(3) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in F' (unter der Abbildung f) ist abgeschlossen
in E.

17.41 Satz: Sind FE, F' normierte Vektorraume, S C FE eine kompakte Menge und f :
S — F stetig, dann ist auch f(S) kompakt.

Gilt aulerdem F' = R, dann ist f auf der Menge S beschrankt und nimmt auf S ein
Maximum und Minimum an.

17.42 Definition: Es seien (E,| - ||g), (F, || - ||F) normierte Vektorrdume und S C FE.
Eine Abbildung f : S — F heifit gleichmaflig stetig auf S genau dann, wenn es zu jedem
e > 0ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z, 2" € S mit ||z —2'||g < § gilt: ||f(x)— f(2)]|r < e.

17.43 Satz: Es sei E, F' normierte Vektorraume und S C E kompakt. Ist die Abbildung
f S — F auf S stetig, so ist sie auch gleichmaflig stetig auf S.

17.44 Ubung: Es seien (E, | - ||), (F, | - ||#) normierte Vektorrdume und S C E. Eine
Funktion f : S — F heifit Lipschitz-stetig der Ordnung a € (0, 1], falls es eine Konstante
C € R gibt, so dass fiir alle z,y € S gilt

1f (@) = fW)llr < Cllz —yllE.
Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichmafig stetig.
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18. Differentialrechnung im r~

18.1 Definition: Es sei ) # S C R" offen und 4 € S. Eine Abbildung f : S — R™ heift
(total) differenzierbar im Punkt x4, wenn es eine lineare Abbildung A : R™ — R™ gibt, so
dass in einer Umgebung U, (z() von z; gilt

f(zo+h) = f(xo) = AMh) + r(h),

wobei 7 eine in der Umgebung des Nullvektors im (R"™) definierte R™-wertige Funktion
ist mit

lim r(h)

7 _)
n=0 ||hll

[Schreibweise: 7(h) = o(||h]])]

Dabei bezeichnet || - || irgendeine Norm auf R™ bzw. R™ und die Abbildung A ist ein-
deutig bestimmt. f heit auf S (total) differenzierbar, falls f in jedem Punkt x € S
differenzierbar ist.

Die lineare Abbildung A heifit Ableitung von f im Punkt x4 bzw. (totales) Differential
von f an der Stelle zy und wird mit Ds(x) bezeichnet. Die zugehorige (bzgl. der
kanonischen Basen von R™ bzw. R™) gebildete m x n Matrix wird mit f’(x¢) bezeichnet.
Ist n = m, so heifit det f'(xy) die Funktionaldeterminante von f im Punkt x.

18.2 Beispiel und Bemerkungen:
(1) Fir n = m =1 liefert Definition 18.1 den Differenzierbarkeitsbegriff aus Kapitel 10.
(2) Ist f (total) differenzierbar in zp, dann ist f auch stetig in z.

(3) Ist f: R™ — R™ gegeben durch f(x) = ¢, dann ist f auf R™ (total) differenzierbar
mit Df(ﬂ?o) =0V 2y € R™

(4) Ist f : R® — R™ eine lineare Abbildung, dann ist f auf R™ (total) differenzierbar
und es gilt Ds(zo) = f.

(5) Es sei f : R? — R! gegeben durch f(z1,23) = 179, dann ist f auf R? (total)
differenzierbar, fiir jedes x € R? ist:
R? — R

y — AMy) = (z2,21) ("

Y

A= Dy(x) : {

;) = ZaY1 + T1Y2
und es gilt: f'(x) = (x2, 21).

(6) Es sei f : R" — R gegeben durch f(z) = |[=[5 = Y7, 23; dann ist f (total)
differenzierbar auf R", fiir jedes = € R ist:

R®” —- R
A= Dy(x): { y — My) =22y = 22?:1 LjYj

und es gilt: f/(z) = 2(z1,...,2,) = 227,
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18.3 Satz (Kettenregel): Es seien S C R", T C R™ offene Mengen, f : S — R™ g :
T — RP Abbildungen mit f(S) C 7. Ist f in x¢ (total) differenzierbar und ¢ in yo = f(xo)
(total) differenzierbar, dann ist auch g o f in x, (total) differenzierbar und es gilt

Dyos(x0) = Dy(f(20)) © Dy(0)

bzw. (in Matrixschreibweise)

(g0 f)(xo) = g'(f(x0)) - f'(o)-

18.4 Satz: Die Abbildung f : S — R™(S C R offen) ist genau dann (total) differenzier-
bar in zy € S, wenn fiir alle j = 1,...,m die Koordinatenabbildung f; :=mjo f: S — R
(total) differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

f{(xO) Df1 (:L‘O)
: i Dy(zo) = | ¢

f/(ﬂfo) = : :
fin(20) Dy, (o)

18.5 Satz: Es sei () # S C R" offen, zy € S und die Abbildungen f,g : S — R™ seien
(total) differenzierbar in zy € S. Dann gilt:

(1) f+ g ist differenzierbar in xy und es gilt (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(z0)-
(2) Fiir alle o € R ist af differenzierbar in zy und es gilt (af)'(xo) = af’(zo).

(3) Ist m =1, so ist f - g differenzierbar in z und es gilt
(f - 9)(w0) = g(wo) f'(z0) + f(20)g' (20).

(4) Ist m =1, g(xo) # 0, so ist g differenzierbar in xy und es ist

[ o) — J'(x0)g(xo) — f(20)g (o)
) (o) |

18.6 Definition: Es sei ) # S C R” offen, £ € S und ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)T
bezeichne den i-ten Einheitsvektor. Eine Funktion f : S — R heifit im Punkt £ € S
partiell (nach der Variablen z;) differenzierbar. falls der Grenzwert

po JEte) = J(©) _ 0f . OF(©)

ttz]lg t o 8;1:1 (5) - 8:61
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existiert (beachte t € R). %(f) heifit die partielle Ableitung von f nach z; im Punkt £
(weitere Schreibweisen f, (€), 2L, 2~ f D, f). Existiert die partielle Ableitung %(f) in

’ Oz’ Oz

einer Umgebung U.(£) C R™ von ¢ und ist die Abbildung

0
v = 2w

partiell in ¢ differenzierbar, so definiert man

0% f 0 Of

Fiir ¢ = j schreibt man auch 927 = Buda;

18.7 Satz: (Schwarz) Es sei ) # S C R" offen, f : S — R eine Abbildung, fiir die die

partiellen Ableitungen 2L 9L °r _0f

Ox;’ Ox;’ Ox;0x;’ Ox;0x;
fir alle £ € S

auf S existieren und stetig sind. Dann gilt

0*f(&) _ *f(&)
8ina$j N 0%890,

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir hohere partielle Ableitungen!

18.8 Bezeichnungen: Wir setzen %’; = fund fir pe N
of 9 of

orP axj (8:p§_1 )

J

Die hoheren partiellen Ableitungen der Ordnung k (k=Y k;)

J=1

ozt ... ot axfll axf; ozl

i1 in in

werden iterativ definiert. C?(S) bezeichnet die Menge aller Funktionen f : S — R, fiir die
die partiellen Ableitungen der Form (x) fiir alle ky,...,k, € NOmit 0 < k; +...+k, <p
und fiir alle Permutationen (i, ...,i,) von (1,...,n) auf S existieren und stetig sind [die
Menge der p-mal stetig (partiell) differenzierbaren Funktionen].

C=(S):={f:S —R|feCPS)VpeN}

bezeichnet die Menge der unendlich oft (partiell) differenzierbaren Funktionen auf S.

18.9 Satz: (Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbarkeit und partieller
Differenzierbarkeit) Es sei (} # S C R” offen, { € S und f : S — R™ eine Abbildung,.
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(1) Ist f in & (total) differenzierbar, dann existiert fiir jede Koordinatenabbildung
fii=1,...,m) und jedes j € {1,...,n} die partielle Ableitung von f; nach der
Variablen z; und es gilt:

(&) - 3O

F'(€) = : :

() . ()

Fir m =1 heif}t

of of
d = f1(&) =(==(&),..., =
gradd 1) i= /(€)= (50, 5 (©)

der Gradient von f im Punkt £.

(2) Existieren fir ¢ = 1,...,m und j = 1,...,n die partiellen Ableitungen % der
J

Koordinatenabbildungen von f auf S und sind diese im Punkt £ stetig, dann ist f
im Punkt ¢ (total) differenzierbar.

18.10 Beispiel:
(a) Die Funktion

R3 — R?
fi{ T

(21, 2, 23)" — (@120, €™ sinag)”

ist auf R? total differenzierbar und es gilt

' . T2 T 0
fla) = <sin x3e* 0 coszge® )
(b) Die Funktion f:R? — R,

212 falls o = (21, 22)7 #0
_ $2+£E2 9
/(@) { 0 falls 2=0

ist auf R? partiell differenzierbar, auf R?\{0} (total) differenzierbar und im Punkt
0 nicht (total) differenzierbar.

18.11 Definition: Es ) # S C R" offen, zy € S,e € R" mit |le|s = 1. Falls fiir eine
Funktion f :S — R der Grenzwert

%<x0) ::g%f(%‘f't':)—f(ﬂ?o)

(t reell)

existiert, so heiBt 2L (z) die Richtungsableitung von f im Punkt zq in Richtung des Vektors e.
Oe
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18.12 Eigenschaften: (Notation wie in 18.11)

(1) Die partiellen Ableitungen sind spezielle Richtungsableitungen, d.h.

of  of
89@ N 6ei

(i=1,...,n)

(2) Ist f im Punkt zq (total) differenzierbar, dann existiert jede Richtungsableitung im
Punkt x¢ und es gilt fiir alle e € R” mit |je||s = 1:

Z_J;(ico) = grad f(zo) - €.

(3) Es sei grad f(x) # 0 und
T grad f(zo)

Co = T 37 1
© " llgrad f(zo)]2
dann gilt:

af

0
Deg (T0) = max{@—é(fvo)le € R [leflz = 1} = [lgrad f(o)ll2,

D.h. der Gradient gibt die Richtung des starksten Anstiegs der Funktion f im Punkt
To an.

18.13 Bezeichnungen: Essei ) # S C R", S offen h = (hy,...,h,)T € R"und f: S —
R. Fiir f € CY(S) sei
Vf:= grad f

(Sprechweise: Nabla f) sowie

(V-h)f=(Vh)f:=grad f-h = Zh aa;

Fiir f € C*1(S) definiert man induktiv (VA)°f = f
(VAL f = (VR)((VR)*f).

Zum Beispiel ist also fiir k =1

82
(Vh)2f = Zh Zhja Zhhja 8fo

lj—
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18.14 Ubung: Es sei #S CR? Soffen, f: S—Rund h = (hy,...,h,)" € R". Man
zeige, dass fiir f € C*(9) gilt:
k! oF
) f = _ R .
(VRS Z al. ooyl ! " am‘f‘l...amgn‘f

al+...+an=k
Qe anp >0

Dabei erfolgt die Summation iiber alle n-Tupel (a1, ..., a,) mit 0 < a; <k (j=1,...,n)
und Y77 oy = k.

18.15 Satz: (Taylor) Es sei ) # S C R” offen, f € C*1(S),70 € S,h € R™ und
xo + th € S fiir alle 0 < ¢ < 1. Dann existiert ein 7 € (0,1) mit

Vh) f(xo Vh)* f(x VR f(zg + Th
f(xo+h):f(xo)+%+...—l—( )k!() ( )(k+(1)! >.

Fiir £ = 0 ergibt sich der Mittelwertsatz:
fzo+h) — f(xo) = (Vh)f(xo + Th) = grad f(zo + Th) - h.

18.16 Folgerung: Es sei () # S C R", S offen, xy € S und ¢§ > 0, so dass Us(zg) C S
gilt. Ist die Funktion f : S — R k-mal stetig differenzierbar, so gilt fiir alle h € R™ mit
[n]l <o

k J o
F(zo+h) Z%mnhm

j=

18.17 Bezeichnung: Essei ) # S C R", f : R” — R und c € R.
Ni(e) :={z e S| f(z) =c}

heifit Niveaulinie (zum Wert ¢), bzw. Hoéhenlinie.

18.18 Definition: Essei ) # S C R", f : S — R, xy € S. Die Funktion f hat in dem
Punkt z ein relatives Maximum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € Us(z9) N S
gilt: f(x) < f(zo). f hat in ¢ ein relatives Minimum, wenn — f ein relatives Maximum
im Punkt xy besitzt. f hat in zy ein relatives Extremum, wenn f in x( ein relatives
Maximum oder Minimum hat.

18.19 Satz: Es sei ) # S C R, S offen, zy € S. Hat die Funktion f : S — R im Punkt
xo ein relatives Extremum und existieren die partiellen Ableitungen von f im Punkt z,
dann ist

grad f(zo) =0 (e R").

41



18.20 Definition: Eine symmetrische nxn-Matrix A = (a;;); j=1,...» heiBBt positiv definit,
falls fiir alle € R™\{0} gilt:

n
2T Az = Z a;jxiz; > 0.

ij=1

Die Matrix A heifit positiv semidefinit, falls 27 Az > 0 fiir alle z € R" gilt. A heift
negativ (semi-)definit falls —A positiv (semi-)definit ist. Existieren z,y € R™ mit

v Ar < 0 <y Ay,

so heifit die Matrix A indefinit.

18.21 Satz: Es sei A = (a;;)ij=1,.  eine symmetrische n x n-Matrix. Die Matrix A ist

positiv definit genau dann, wenn fiir alle £ = 1,... n gilt:
a1 a2 ... Qg
Q21 A22 A2k
ar1 Qg2 ... Ak

Ay, heiit Hauptminor der Ordnung k der Matrix A.

18.22 Lemma: Eine symmetrische n x n-Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn
es ein a > 0 gibt, so dass fiir alle x € R" gilt:

Qalz) = 2T Ax > aHxHZ.

18.23 Satz: Essei ) # S C R™ offen, 7y € S, f : S — R, f € C*(S) und grad f(zo) = 0.
Ist die Hessesche Matrix von f im Punkt zg

9% f(xo) 9% f(x0) 9% f (xo)
(0 (x0) I
(Hess f)(zo) := DO = : : .o
¢ J Z’mj:lw'wn B2f(:r0) 82f(930) a2f(1'())
O0xn0dx1 Oxndxo " ° ox2

(1) positiv definit, dann hat f im Punkt z( ein lokales Minimum.
(2) negativ definit, dann hat f im Punkt x, ein lokales Maximum.

(3) indefinit, dann hat f im Punkt z( kein relatives Extremum.
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18.24 Satz: Es seien xy € R, yp € R™, 81,90 > 0,U; := Us, (o), Us = Us,(yo) und

F'{U1XU2 — R™
G - Fly)

Y

eine im Punkt (Zg) (total) differenzierbare Funktion mit F(xg,yo) = 0, fiir die die m x m-
Matrix

g—g(fo,yo) gy%(%,yo)
aF( ) :
o Zo, Yo) = :
Iy

%Z’f(xoyyo) %L:(xo,yo)

invertierbar ist. Ist dann g : Uy — R™ eine stetige Abbildung mit g(U;) C Us, g(x0) = Yo
und
F(z,g(x))=0 Vael,

dann ist g im Punkt xy differenzierbar und es gilt

g, . ., .  [OF LoF
8_95(%) = g'(z9) = — <a—y($0;yo)> %(1’07’90);
wobei 2E (g, yo) die m x n-Matrix
OF g—i(foay@ éa%(xo;yo)
%(ﬁojyo) =\ : :
%I;’f (%0, %0) - %%T:(xo?yo)

der partiellen Ableitungen von F bzgl. der ersten n Koordinaten im Punkt (‘;3) bezeichnet.

18.25 Satz: (iiber implizite Funktionen) Es seien U; C R", Uy C R™ offene Mengen,
Ty € Uy, Yo € U und

F‘{UIXU2 — R™
L () — Flny)

Y

eine stetig differenzierbare Abbildung [d.h. F € CY(U; x Us)] mit F(zg,yo) = 0 und
invertierbarer m x m-Matrix

OF %(xo,yo) gy%(xo,yo)
a—y(%,yo) = : :
%ZT(%;?JO) %(%;yo)

Dann gibt es offene Mengen V), C Uy, Vo C Uy mit zg € Vi,yo € Vo und eine stetige
Abbildung ¢ : V; — V5 mit
F(z,9(z))=0 Vazel.
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Ist (z,y) € Vi x V, ein Punkt mit F'(x,y) = 0, so folgt y = g(x) [d.h. g ist in diesem Sinn
eindeutig bestimmt].

18.26 Bemerkung: Die Funktion g in Satz 18.25 ist stetig differenzierbar auf einer (evtl.
kleineren) offenen Menge U C V; (mit z¢ € U) und es gilt:

/o) =~ (G o)) G oot

18.27 Satz: (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Es sei U C R" offen, f :
U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung und z¢ € U, f(x¢) = yo. Ist die Jacobi-

Matrix f'(xo) invertierbar, dann gibt es eine offene Menge V' C U mit zg € V und eine
offene Menge V' C R™ mit yo € V', so dass f die Menge V bijektiv auf V'’ abbildet. Die
Umbkehrabbildung f=1: V' — V ist stetig differenzierbar mit

F Y (o) = (f'(f o))~

18.28 Definition und Satz: (Lagrange-Multiplikatorenregel) Es sei U C R™ offen,
f:U — R™(m < n) eine stetig differenzierbare Funktion,

M:={zeU| f(z)=0}

die Menge aller Nullstellen von f in der Menge U und z( € U, so dass die m x n-Matrix
f'(xg) vollen Rang m habe.

Eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R hat in dem Punkt xy € U ein lokales
Maximum (Minimum) unter der Nebenbedingung f = 0 falls es ein § > 0 gibt, so dass

h(zo) > h(z) (bzw. h(zg) < h(x))

fiir alle z € Us(xo)NMNU gilt. In diesem Fall existiert ein Vektor A = (A1, ..., \yn)T € R™,
so dass im Punkt x( gilt

grad h(zg) — AT f'(20) = 0.

Die Elemente \q, ..., \,, heiflen Lagrange-Multiplikatoren. Man beachte, dass die letzte
Identitdt n Gleichungen und die Menge M m Gleichungen fiir n + m Unbekannte (die
Koordinaten des Extremums und die Lagrange-Multiplikatoren) definiert.
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19. Kurvenintegrale

19.1 Definition: Es sei S C R", I C R ein Intervall. Eine Abbildung

TV = ) = (i) )T

heifit Bogen (bzw. Kurve) in S. v heifit stetig differenzierbar (bzw. C'-Bogen), wenn v; €
CHI)V j=1,...,n gilt. v heiit glatt, falls 7/(t) # 0 V t € I gilt. Die Menge |y| = (1)
heilt Trager des Bogens 7. Ein Bogen heifit Jordanbogen, falls v injektiv ist.

Ist I = [o, (] ein kompaktes Intervall, so heiflen die Punkte v(«) bzw. ~(3) Anfangs-
bzw. Endpunkt des Bogens und die Abbildung

N
7 { t =) =qa+p-1

der zu ~ inverse Bogen. Ein r-Tupel (r > 2) v = (71, ..., ) von Bogen heifit Weg, falls fiir
alle j =1,...,7—1 der Endpunkt von 7; mit dem Anfangspunkt von ~;; tibereinstimmt.
Der Anfangspunkt von 7, (bzw. Endpunkt von ~,) heifit Anfangs- (bzw. Endpunkt) des
Weges. Ein Weg heifit stiickweise glatt (bzw. stiickweise C'), wenn die einzelnen Bogen
stiickweise glatt (bzw. stiickweise C1) sind. Ein Weg bzw. Bogen heifit geschlossen,
falls sein Anfangs- und Endpunkt tiibereinstimmen. Ein geschlossener Bogen ~ heifit
Jordankurve, falls v |, ) injektiv ist.

19.2 Beispiele:

(1) Fir z,y € R (x # y) ist

S 01— R
7'{ t — x+tly—x)

ein Bogen und heifit Strecke von x nach y. Ein Streckenzug ist ein Weg, dessen
Bogen Strecken sind.

(2) Die positiv orientierte Kreislinie v : [0, 27] — R;

(t) . rcost
M= rsint

ist eine glatte Jordankurve (r > 0 gegeben).

(3) Fir 2 € R,y € R"\{0} beschreibt der Bogen

JR —R"
TVt = rtty

eine Gerade im R" (beachte: ~ ist glatt).
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(4) Seir > 0,c € R\{0}. Der Bogen

R - R?
R (rcost,rsint, ct)”

beschreibt eine Schraubenlinie.

(5) Der Bogen:

J R — R?
v t — (t2,t3)T

heifit Neilsche Parabel und ist nicht glatt.

(6) Ist v : [, 5] — R ein Bogen, so ist (7,77) ein geschlossener Weg.
(7) Der Bogen

. R — R?
A

t3—t

ist nicht injektiv, da v(1) = v(—1) = (0,0)7.

19.3 Definition: Eine Menge S C R”™ heifit wegzusammenhangend, wenn es zu je zwei
Punkten x,y € S einen stetigen Weg in S gibt, der x mit y verbindet. Eine wegzusam-
menhangende und offene Menge heifit Gebiet.

Man beachte: Eine offene Menge S ist genau dann wegzusammenhangend, wenn je zwei
Punkte aus S durch einen Streckenzug verbunden werden kénnen [Ubung].

19.4 Satz: Es sei S C R” ein Gebiet und f,g : S — R differenzierbare Funktionen. Ist
grad f = grad g auf S, dann gibt es eine Konstante ¢ € R mit f = g+ c.

19.5 Definition: Essei S C R” offen. Eine Abbildung f : S — R™ heifit Vektorfeld auf S.
Eine differenzierbare Funktion F': S — R heifit Stammfunktion (bzw. Potential) von f,
falls grad F' = f auf S gilt.

19.6 Definition: Eine Menge S C R”™ heifit sternformig, falls es ein x € S gibt, so dass
fiir alle y € S die  und y verbindende Strecke ganz in S liegt.

19.7 Satz: Es sei S C R" offen und f : S — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld,
f: <f17"'7fn)'

(1) Besitzt f eine Stammfunktion auf S, dann gilt fir alle i,7 = 1,...,n auf S :

ofi _ 9,
&%’j 8361
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(2) Ist S eine sternformige offene Menge und gilt fiir alle 4,5 = 1,...,n auf S :

ofi _ 9f;
aZL‘j 8ZEZ

dann hat f eine Stammfunktion auf S.

19.8 Hilfssatz: Es sei [a,b] C R,U C R" offen und

f‘{[a,b]XU — R
' (5573/1,---,3471) _)f<:[;7yl>--'ayn)

stetige Funktion, die bzgl. der Variablen y; stetig partiell differenzierbar ist, dann gilt:

0 b b9
— TyYlyeeo, Yp)dr = —f(x,y1,...,yn)dx
8yk/af( Y1 Yn) /aaykf( Y1 Yn)

(d.h. man darf unter dem Integral differenzieren).

19.9 Definition: Essei S C R" offen, v : [a, ] — S ein stetig differenzierbarer Bogen in
Sund f = (f1,..., fn) ein stetiges Vektorfeld auf S. Dann ist das (Kurven)Integral von f
langs v definiert durch

B n B
[t@dei= [ row)v@a=3 [ rownd.
Ist g : S — R stetig, so definiert man

B
[ oz = [ g0 oi.  i=1..n

Ist v = (7, . ..,7) stetig differenzierbarer Weg in S, so definiert man

/f(x)dx = Z f(:r;)dx

als Wegintegral von f langs 7. Sind a,b € S und hat fiir jeden stetig differenzierbaren
Weg v, der a und b verbindet, das Wegintegral f,7 f(z)dz denselben Wert, so heifit das

Wegintegral fv f(z)dz wegunabhéngig. Schreibweise:

/a ’ f(x)dz.
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19.10 Beispiele:

(1) Es sei v : [a, f] — R” stetig differenzierbarer Bogen und f ein stetiges Vektorfeld,

dann gilt:
L f(x)de = —Lf(:v)d:v.

(2) Es sei f: R? — R? definiert durch f(zy,29) = (32312, 23)T und v : [0,1] — R?

v(t) = (,2), dann gilt:
/f(x)dx =1.

19.11 Satz: Es sei S C R” ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf S, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent

(1) f besitzt auf S eine Stammfunktion.

(2) Das Integral f7 f(z)dz ist wegunabhéngig fiir jeden (stiickweise) stetig differenzier-
baren Weg ~ in S.

(3) Fiir jeden geschlossenen (stiickweise) stetig differenzierbaren Weg in S gilt:

Lf(x)d:c = 0.

19.12 Bemerkung zur Bestimmung einer Stammfunktion: Hat die stetige Funk-
tion f: R?* — R f(z,y) = (fi(z,y), fo(x,y))T auf dem 2-dimensionalen Wiirfel R eine
Stammfunktion (vgl. Satz 19.7 (2) fiir eine dquivalente Bedingung), so kann man diese
durch

3 n
F(ﬁ,n)=/ fl(t,b)dt+/b fo2(& t)dt

berechnen, wobei (‘Z) ein beliebiger Punkt in R ist.

19.13 Definition: Es sei v : [«, 5] — R™ ein Bogen, Z = (to,...,tx) € (([a, F]) eine
Zerlegung des Intervalls [«, 5] und

UZ,7y) = Z 17 (t5) = (-2 l2-

Der Bogen ~ heif3t rektifizierbar, wenn

L(v) := sup{(Z,7)|Z € (([ov, B])} < o0

gilt. L(y) heiBt dann die Lange des Bogens 7.
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19.14 Bemerkungen:
(1) Ist v rektifizierbar, so auch v~ und es gilt L(y~) = L(7y).

(2) Sind v : [, B;] — R™, j = 1,2, rektifizierbare Jordanbogen mit demselben Bild
I' = |vy], s = 1,2, dann gilt
L(m) = L(72).

(3) Ist v : [a, B] = R™ ein Bogen, oo < o < ;71 = Y|[a,0] V2 = V[ev,3)> dann gilt

L(v) = L(m) + L(72)-

19.15 Satz: Ist v : [, 3] — R™ stetig differenzierbarer Bogen, dann ist v rektifizierbar

und es gilt:
A / < / 2\1/2
Liy) = / I/ (1)l adt = / (S ) 2 2
a S

19.16 Beispiele:
(1) Ist y:t — y(t) = (15°7),0 < t < 2m, der Kreis um den Nullpunkt mit Radius 7, so

rsint

gilt: L(v) = 27r.
(2) Essei f € C'([a, 8]) und ein Bogen durch

[ o, 8] - R?
2 R

definiert. Dann ist |y| der Graph von f und es gilt:

8
Liy) = / VIt FORdt.

(3) Die durch

{ 0,0 — R?
7 : e~ tcos

t - V(t) = (e*t sin:)
definierte Kurve heifit logarithmische Spirale und es gilt

Liy) = V21— ™).

19.17 Definition: Es sei f : [a,b] — R eine Funktion und Z = (xq,...,z,) € (([a,b])
eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Wir setzen

vy (Z,la,b]) := Z |f () = f(zj-)]
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und bezeichnen
Vi = Vi(la, b]) == sup{vs(Z, [a,b]) | Z € (([a,b])}

als die Variation von f {iber dem Intervall [a, b]. Die Funktion f heifit von beschréankter Variation
auf dem Intervall [a,b], falls Vi([a,b]) < oo gilt. BV/([a,b]) bezeichne die Menge aller
Funktionen von beschrénkter Variation auf dem Intervall [a, b].

19.18 Einfache Eigenschaften
(1) Z = Z' = vs(Z,[a,b]) < v(Z',]a,b])

(2) BV ([a,b]) C B([a,b]), wobei B([a,b]) die Menge der auf [a,b] beschrinkten Funk-
tionen bezeichne.

(3) Ist f : [a,b] — R Lipschitz stetig der Ordnung 1, dann ist f von beschriankter
Variation.

(4) Ist f: [a,b] — R monoton, dann ist f von beschrinkter Variation und

Vi(la, 0]) = |f(b) — f(a)].

19.19 I"Jbung: Man zeige
(1) BV ([a,b]) ist bzgl. der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum.

(2) Durch
1A= 17 (@)] + Vi(la, b])
wird eine Norm auf BV ([a, b]) definiert und BV ([a, b]) ist bzgl. dieser Norm vollstandig.

19.20 Beispiel: Die Funktion
0,1] - R

f: _ JwcosZ falls o #0
v f@)= 0 falls z=0

ist stetig aber nicht von beschrénkter Variation auf dem Intervall [0, 1].

19.21 Ubung: Man zeige fiir a < ¢ < b :
f e BV(la,b]) < f € BV(la,c])NBV([c,]).

In diesem Fall gilt:
Vi(la, b]) = Vi([a, c]) + Vi([c, b]).
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19.22 Satz: Es sei f € BV([a,b]), dann ist die Abbildung

U{MMHR
U r = Vilaa]) = v(a)

monoton wachsend und in jedem Stetigkeitspunkt von f stetig.

19.23 Satz: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von beschridnkter Variation auf
dem Intervall [a, b], wenn sie sich als Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen
darstellen lasst.

19.24 Ubung: Man zeige: Ist f : [a,b] — R stetig und « : [a,b] — R von beschrinkter
Variation auf dem Intervall [a,b], dann ist f bzgl. « auf dem Intervall [a,b] Riemann-
Stieltjes integrierbar.

19.25 Satz: Es sei

T

. { [, 8] — R”
Lt = () = (), (t)

ein Bogen. + ist genau dann rektifizierbar, wenn fiir alle j = 1,...,n gilt: v; € BV ([a, 5]).

19.26 Satz: Es sei v : [«, f] — R” stetiger und rektifizierbarer Bogen und die Funktion
s : [a, ] — R definiert durch

s(t) = L(Vja1)
dann gilt:

(1) s ist monoton wachsend und stetig. Ist v Jordanbogen, dann ist s streng wachsend.

(2) Ist v glatt (d.h. ~ stetig differenzierbar und /() # 0V t € [a, ]), dann ist s €
Cl([a, 8]) und s'(t) > 0V t € [a,[]. Ist die Funktion v : [0, L(y)] — R™ durch
P(u) = y(s71(u)) definiert, dann gilt fiir alle u € [0, L(7)]

[ ()2 = 1.

Man spricht von einer Parametrisierung beziiglich der Bogenlange.

19.27 Definition: Es sei S C R" offen, v : [, 5] — S glatter Bogen in Sund f: S — R
stetig. Das Integral

B
[ s = [ o) o)

heifit Integral von f langs v bzgl. der Bogenlange.
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