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Formelsammlung zur Analysis

1. Potenzen und Logarithmen

« d@W=a", L=d7, d'B=@h), L=(7) @)=dT=@)"
a’ b* b
1
a_"=Lx, ar=Xa, a’=1.
a

© o logy@)=x=ale log () =log,() +log,),  loga(§) =1og,(x) ~log, ),

xY =108 og (x?) = ydog, (x). Speziell fir a =e=2,718... und In(x) =log,(x) gilt:

In(e*)=x=¢e"", also In(e) =1, In(1)=0, In(x*) =ydn(x), log,(x)= 1283 .

2.  Finanzmathematik
m Jahre, k Zinszahlungen pro Jahr, n =ml& Zinsperioden, K, Guthaben nach n Zinsperioden,

. . . _ D . . _ i P .
p Nominalzinsfu}, i=p % = 100 Nominalzinssatz, g=1+ = 1+ X100 Zinsfaktor

e Einmalige Einzahlung eines Betrages K und

- k-malige Zinsgutschrift pro Jahr: K,=KL" =Kl + i Ykl
- stetige Verzinsung: K, =K2™""
. . o . . -1
. Einzahlung eines Betrages E zu Beginn jeder Zinsperiode: K,=FEl§ g—l
q-

3.  Ableitungsregeln

Funktion Ableitung Funktion Ableitung
x¢ ae! F@)LE (x) FOR@+f(0E ')
a* a*n(a) [ F'OE @ —f)LE ()
1 g () (g )
log,(x)
xUn(a) f(g () f'(g )& '(x)
4. Elastizitit: & (x) = XE% =x0In(|f®) T
Funktion Elastizitit Funktion Elastizitit
a 0 VACIIT ZE9) € (X) + €4(x)
x¢ a [f&x) _
e X g (%) € (x) = €4(x)
Ino) 1n1x) f(g (%) & (8 (1)) [E,(x)

5. Taylorpolynom von f (x), entwickelt an der Stelle x:

T, = () +'0x0) B = x0) + 3 0 ") e = x0)” + 37 ") B = 20) ..+ ) e = )"

6. Newton-Verfahren

. S ()
Iterationsformel: Xp1 =X, — 7~
+ J06)
7. Homogenitit einer Funktion f(x, y) vom Grade r : FAx, Ay)=NTf(x,y) OAR,, x, yOR
. L . d S, y)
8.  Ableitung einer impliziter Funktion x,y)=0: &y X,y)=—""——
g p fxy &Y foy)

9. Lokale Extrema einer Funktion f(x, y) unter einer Nebenbedingung g (x, y) =0

Lagrange-Funktion: L (x, y,A\) =f(x,y) + A% (x,y)



1. Vektoren

Skalar AOR, z.B. A=3

(Spalten) Vektor

Zeilenvektor

Transponieren

Spezielle Vektoren

Skalar [Wektor

aj ) 4
a=| ! |OR", zB. a=<1> OR% b=|-1|0OR?

a, 2

Schreibweise: klein, fett (auch: d ) 1 . 1
2
Graphisch, z.B. fir a= <1>: Punkt oder Pfeil /

2 2

a=(ay...,a,)0R", zB. a=(2,1,-3)0R?

a’ bzw. al (a transponiert)

a Spaltenvektor = a' Zeilenvektor, b Zeilenvektor = b’ Spaltenvektor
2
1
pas(l) = asa2) pn13) = b(]
3
Regel: (@')'=a
0
0 1 0
0-Vektor: 0= : |, 1-Vektor: 1=|: |, Einheitsvektor: € =| 1 | « i-te Stelle
0 1 0
0
a; Aa, { 3
MR, a=| ! |OR" = AG&=| ! |, z.B. 3[(_2)=<_6>, 20,1)=(0,2)
a, Aa,

5 2a

1

2
Graphisch, z.B. fiir a=( ):
’ 1 -2 2 4
]

Die Menge der Punkte { A a | AOR } stellt fiir einen Vektor alJR” eine Gerade im R”" dar, die durch
den 0-Punkt geht.

aj b] a1+b1 al—bl
a=| : |OR", b=| ! |OR" = a+b= : , a-b= :
a, b, a, + by, a, b,

Vektor = Vektor
1 3 4
z.B. (2>+<4>=<6>’ (3,4) —(1,2)=(2,2) | .
Grapis. 8.1 a=(2) wa b=( L), arb=(2).
raphisch, z.B.fiir a={, ] un =\, ), a+b={_;): - 3
1 1 ! 1 -1 at+b
Nicht definiert sind z.B. <>+(3,4), <>+ 21, 3+<>. b
_— 2 2 3 2
-2
Zeilenvektor [Bpaltenvektor (Skalarprodukt bzw. inneres Produkt der beiden Spaltenvektoren a, b[JR" )
ag b]
Fir a= { : j , b ={ : ] OR" ergibt @’ b=Db’a ein Skalar, definiert durch:
al‘l bl‘l
b] n ag
ab=@,..,a,)0 ! |=ayb; +...+a,b,= Y, a;b; =bya; +... +b,a,=(b,,....,b,)J : |=b'a
n i=1 a

Beispiele

2 -1
(1 (—1,2,0)[(1) =-1@2+20+03B=0 =(2,1,3)E(2] =20-D+1@2+30
3 0

aj n
() (al,...,an)E[fj =al+.+ai=) a’=a'a



Rechenregeln

Linearform

Lineare Gleichung

Betrag

Statistik

Winkel ¢,

1 n
3) (al,...,a,,)E(f]=a1Dl+...+a,,[|l= > ag;=a’l=1a, 10R"

i=1

1
0
@ (@a,...,a,)0:|=a;D+..44a,[0=0=a'0, OOR"

0
1 =a'e,-=a,-, e,D]R"

(5) (al LIRL] an)

1
6 (d@,..,1) E(f]=l'l=n, 10R"
1

1 4
Nicht definiert sind z.B. <2> E(i) , 2,3)04,5), (1,2,3) E(5> .

fiir Vektoren (folgen aus den Rechenregeln fiir Zahlen). Fiir a, b, cOR", A, A, AL,OR gilt:
(1) a+b=b+a

2) a+(b+c=@+b)+c

B3) A +A)=Aa+)\a

@) ANa+b)y=Aa+Ab

5) AMab)y=@a)b=a'(Ab)=Aa'b

(6) (@a+b)yc=a'c+b'c

Lineare Funktion f:R"- R mit f(X)=a'x, a, xOR"
y 2 X1 X1
z.B. fir a= 3) X= D fx)=a'x=(2,3) =2x; + 3x,
X2 X2
mit n Variablen: a'x=»5, a,xOR", bOR

1 X1 X1
z.B. fiir a=(2j, X=|X|, b=4: ax=b < (1,2,3)Ux|=4 < x+2x+3x;3=4
3 .X3 X3

(Linge, euklidische Norm) eines Vektors alR" : |a|=+/a'a = A/ af+ ..+ &

1
zB. fiir a={2]: lal = 17+22+(=2)* =4/ 9 =3
-2

5
Graphisch: Linge des "Pfeils" ; z.B. fir a= (i) ist Jal=49+16 =5 4
Regeln fiir das Rechnen mit Betriigen 3
(1) |a=0 <« a=0
(2) ral=A| Cal
G =l -
(4) |a+Db|<|a+ |b|] (Dreiecksungleichung) &

(1) Arithmetischer Mittelwert a eines Datenvektors alR" : a = % a'l, (alsoauch nd=a'l),

(2) Zentrierter Vektor: ay=a- all,
(3) Normierter Vektor: ay =|T;| A,

. . 1 .. A [ ,
(4) Zentrierter und normierter Vektor: ayy = Tl @y ; dabei ist |ay|="\/a'a-n[@* denn
Z

laz|*=(a-al)' (a-al)=a'a-2a@1+a’l'l=a'a-2a@k[E +a’Hk =a'a-nd%
(5) Standardisierter Vektor: ag= \/7 By  (Mittelwert = 0, empirische Standardabweichung = 1)
b

zwischen zwei Vektoren a, bOOR" ; graphisch : ‘
ab a b _ a
Regel:  cos(d,,) = bl fal qgl =ay'by, also ¢, =cos(ay'by)



Korrelation

Orthogonalitét

Linearkombination

Dieser Zusammenhang lasst sich relativ leicht mit Hilfe des Cosinus-Satzes beweisen.
¢, hingt offensichtlich nicht von der Liange der Vektoren a und b ab.

Wegen  0°< < 180° 0w | 00 | 90° | 180°

ist 1 2cos(Py,) 2-1: cos(Pyp) | 1 | 0 | -1

1 1
Bsp.: a=(1>, b=<0> = ab=1, |a|=\/§, |b|=1, cos((])ab):%, d, = cos™! ($)=45O

In der Statistik basiert der gewohnliche, empirische Korrelationskoeffizient r von Bravais-Pearson
als MaB fiir die (lineare) Abhéngigkeit zwischen zwei Beobachtungsreihen (Vektoren) a und b auf
dieser Beziehung: r(a b)=cos(d(az, by))=a,'by= % ag'bg .

Wie oben unter (4) erhidlt man a,'by=a'b-n[dB und daraus die bekannte Formel
a'b—nldb n@'b-(@1ib'l)
r(& b): = r ’ 2 ’ ’ 2 :
\/(aya_ngz)mbyb_nﬁz) Jm@Ea- (@) Inbd'b-(b'1)?)

vona, bOR": alb (aistorthogonal zu b, a steht senkrecht auf b)
Esgil: alb < ¢,=90° < a'b=0, dacos(90°)=0;

5. (3)o(F). 6 () (7)=0
(LK) von Vektoren

b=A a +..+A,a isteine LK der Vektoren a, ..., a, OR",
A, ..., A, OR  sind die linearen Gewichte (Koeffizienten). Beispiele:

(1) Anwendung bei linearen Gleichungssystemen (LGSen)
x+2y=3 [(1> [(2>_(3>
2x+y=3 ° FR2JTYR1JT3

3
Das Losen des LGS ist gleichbedeutend der Aufgabe, den Vektor (

3> als LK der beiden Vekto-

1 2
ren <2> und (J darzustellen (hier moglich mitx =y =1).

(2) Parameterdarstellung einer Geraden durch zwei Vektoren a,, a; R" :
{bOR" | b=a, +A a;, AOR }; a,: Ortsvektor, a, : Richtungsvektor

Die Parameterdarstellung

Graphisch : 2 a ist nicht eindeutig.

l
(3) Parameterdarstellung einer Ebenen durch drei Vektoren a; , a, , a[JR" : a
{bD]R"|b=a()+)\1 a1+)\2 a.2, )\l,)\sz}, a() al
8, : Ortsvektor, a;, a: Richtungsvektoren. Graphisch:

Konvexe Linecarkombinationen: Eine LK ist konvex, wenn Aj,...,A; =0 und A, + ..+ A= 1. Beispiele:

(1) Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten a;, a, [IR"
{(BOR" | b=X, a; +A @, A\{,A\20, A\, +\, =1} = 2| a—ra
{(bOR" | b=X a, +(1-\) &, 0sA<1})
(mit Ay=A, A2=1-A)

1 3
Graphisch, z.B. fir a; = <2> , &= <2> :

(2) Dreieckige Fliche zwischen drei Punkten a;, a,, 8;0R" ay
{bDRn|b=)\1 a1+)\2a2+)\3 a3,)\1,)\2,)\320, )\1+)\2+)\3=1} a
2

1 0 2
Graphisch, z.B. fir a; = <0> , &= (J , &= <2> : N
1

(3) Die konvexe LK von k Vektoren erzeugt im R? ein konvexes Vieleck, im R” einen konvexen

Korper (Polyeder), aufgespannt durch die k Ecken.

Konvexe LK benétigt man fiir die Theorie des Simplex-Algorithmus (lineare Optimierung).



Lineare Abhingigkeit a, ..., 8 OR" sind linear abhingig, wenn ein Vektor als LK der iibrigen darstellbar ist;

5 1 2 5 1 2
zB. | 8 |=102 (+20 3|, d.h. die Vektoren | 8 |,| 2|, |3 | sind linear abhéingig.
11 3 4 11 3 4

Der Begriff der linearen Abhéngigkeit findet Anwendung bei linearen Gleichungssystemen.

1 2 3
Das LGS x [(2> +y [(J = (3> beispielsweise kann nur dann eine Losung besitzen, wenn der

3 1 2
Vektor ( ) linear abhéngig ist von den Vektoren (2> und (J .

3

Regeln
(1) Zwei Vektoren a, b(OR" sind linear abhiingig, wenn ein Vektor das Vielfache des anderen ist
(die drei obigen Vektoren sind also paarweise linear unabhingig).

(2) Mehr als n Vektoren a,[JR" sind stets linear abhéngig.

(3) k von O verschiedene, paarweise orthogonale Vektoren sind stets linear unabhéngig.

4) a,...,a 0R" sind linear unabhiingig genau dann,
wennaus A; a; +...+A, & =0 folgt: A\j=...=A=0
(der Nullvektor kann nur durch die triviale LK A= ... =\, =0 erzeugt werden).
Beispiele
1 —2 -2 1 1 2N .
@) R sind linear abhéngig, da =-2 ; R sind linear unabhéngig.
2 —4 —4 2 2 1
2) ( ) ( ) ( )smd linear abhiingig (3 Vektoren aus dem R? ), aber paarweise lin. unabhingig.
1
3) |1 —2 | sind linear unabhingig, da paarweise orthogonal.
1
0 0 0 1 0
@ |0 sind linear unabhéngig, denn: A, [ O [+ A, [T |+A; [ 1 |=(0
1 1 1 1 0

0 A3 0 A3 0
P 0 =+ )\2 + )\3 = O < )\2+)\3 = O =S )\3=0’ )\2=0’ }\lzo
)\1 )\2 )\3 0 }\l +>\2+}\3 0

Spaltenvektor [Zeilenvektor (dyadisches (duBeres) Produkt der beiden Vektoren alJR™ und bOR" )

Merken

2. Matrizen

Matrix

ap aiby - apb,
ab’'=| ! |dby,...,b,)=| : OR™"  ( Matrix)

A ambl ambn
=(ab,,...,ab,) (n Spaltenvektoren nebeneinander)
ay b
= : ( m Zeilenvektoren untereinander)
a,b’
1 23
1 234
z.B. (2>E(2,3,4)=<468>, (2][{&3):(4 6]
3 6 9
Zeile [Bpalte = Skalar Zeile [¥eile : nicht definiert
Spalte [Zeile = Matrix Spalte [Bpalte : nicht definiert

AOR™", m = Anzahl der Zeilen, n = Anzahl der Spalten

ap o ap &y
A=| : o=l o (m Zeilenvektoren a;R" untereinander)

Ayl " A a(m)
=(a, ...,a,) (n Spaltenvektoren a[JR™ nebeneinander)
a,-jD]R steht in Zeile i, Spalte j ; mXn: Ordnung der Matrix; 1x1-Matrix: Skalar
Vektor: Matrix mit nur einer Spalte; Zeilenvektor: Matrix mit nur einer Zeile



Transponieren

Spezielle Matrizen

Spur

Skalar [(Matrix

Matrix + Matrix

Matrix [Matrix

A’ bzw. AT (A transponiert)
AOR™" = ATOR"™™

a1 a’
A= = A'=(a'(1),...,a'(m)), A=(a1,...,a,,) = A'=
Am) &’
14
123
z.B. A=< )DRM = A'=|2 5 |OR™
456
36
Regel: (A')' = A
0.0
Nullmatrix: 0=| : :
00
Quadratische Matrix: ~ AOR™" (Anzahl der Zeilen = Anzahl der Spalten);
Hauptdiagonale einer quadratischen Matrix: a;q, asy, ... , d, -
Symmetrische Matrix: Quadratische Matrix mit der Eigenschaft A =A’, also a;=a; ,

123
d.h. A ist spiegelsymmetrisch zur Hauptdiagonalen ( z.B. A=(2 4 5]).
356
L . o1 =~ :
Einheitsmatrix: I,I, bzw. E,, |,= T (ey,...,8,)
0 - 0 1
(Matrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen und sonst nur Nullen)
100 300
Skalare Matrix: S=Al, zB. S=30 010 (=030
001 003
. 100 Nur die Hauptdiagonal-
. . 0 d, - : .
Diagonalmatrix: D= N E zB. D=/ 030 elemente diirfen von
o 002 Null verschieden sein
0 - 0 d,
L,y 0 -0 Ty Fiz ot Ty
by 1 0 ry = :
Dreiecksmatrix: L=| 2 , R= .2
N | R
lnl ln,n—l lnn 0 -0 Tnn

L = Linke bzw. untere Dreiecksmatrix (oberhalb der Hauptdiagonalen 0)

R = Rechte bzw. obere Dreiecksmatrix (unterhalb der Hauptdiagonalen 0)

einer quadratischen Matrix A

Spur(A) = Summe der Hauptdiagonalelemente (engl.: trace, tr(A)) = a; + ay + ... + a,,
123

z.B. fiir A=(2 4 5}: Spur(A)=tr(A)=1+4+6=11
356

)\a” )\aln
. . . 12 2 4
AOR, AOR™" = AA= : , z.B. 2( ):( )
3 4 6 8
Aa,, - Aay,,
ap+by o aytby,
A, BOR™ = A+B= : , A —B analog
am1+bm1 amn+bmn
12
123 12
Nicht definiert sind z.B. | 3 4 +< ), 3+( )
456 3 4
56
AOR™" BOR™ = AB=COR™*; also A OB =C. Beispiele:

mxn  nxk  mxk

(1) (1’1553)[(§]=20 @ (m23o-(5e5)

4) 1x1 1x3
) 2x1 2x3



2
2 2 (1,2,3)[(3)
123 (1,2,3) 20
3) (3 1 2){2}((3,1,2)){3} ) =<17>
2x3 2x3 2x1
3x1 3x1 (3,1,2) [(3)
4
22 N (2 2 2
(1,2,3)[(3 1]:(1,2,3)4(3}, 1}}:((1,2,3)[(3] ,(1,2,3)[(1}}:(20,13)
(4) 1x3 4 3 1x3 4 3 4 3 1x2
3x2 3%x2 1x2

2 2
(1 2 3>EE§ %]_((1,2,3))%@} (%D_ (1’2’3)[%)’(1’2’3)[@) _(20 13)
& A3 12)05 )T 3L ) 5 > 17 13
3x2 3%2 (31,2903 ),(3,1,2) 1
4 3

Verbal: Jede Zeile der linken Matrix A wird mit jeder Spalte der rechten Matrix B multipliziert.
Dazu muss gelten: Anzahl der Spalten von A = Anzahl der Zeilen von B.

Mit Hilfe des Schemas von Falk lisst sich die Matrixmultiplikation einfach darstellen:

23
Schema von Falk ~ Beispiel AB =C: (3 2) B
41
(1 2 3) (20 10)
234 29 16
A C
Allgemein fiir AOR™" BOR™* besagt das Schema:
Jj-te Spalte
!
by w by v by,
: : : B
buy by v by
an ot Qg
: : : dh. fir i=1,....m und j=1,....k ist
i-te Zeile — ajp Qg A n
: : [ ;J J Cij: ailb1j+a,-2b2j+ +ainbnj=lzl a; blj
Ap1 " App )
A C

Interpretation der Matrixmultiplikation A [B, AOR™®", BOR™* in Vektordarstellung (2 Varianten)

(1) Variante 1 entspricht dem Schema von Falk: A besteht aus Zeilen, B aus Spalten;

amy
A =£ |, ay0R" Zeilenvektoren, B =(b,...,b,), b,OR" Spaltenvektoren;
Q)

a) by - ag) by
AB=| i |Qbp..b)=| S
Q) Qumy by Ay by

A [B ist ein duBeres Produkt von Vektoren, wobei die a; [Dj innere Produkte sind.
(2) Variante 2: A besteht aus Spalten, B aus Zeilen;
by
A=(a,...,a,), &OR™ Spaltenvektoren, B = [ : J R b(,-)D]Rk Zeilenvektoren;
(n)

by

AB=(a,...,a,) E[ : J:alb(l) +..o+abg, .
b(n)

A [B ist ein inneres Produkt von Vektoren, wobei die ab;, duBere Produkte sind.

ay; ayby - ay by
aby = |Hbi....by) = : :
Api Qi bjy -+ Gy Dy

ist also eine mxk Matrix, d.h. A [B die Summe von n solchen Matrizen.



e (12 )43 1)-(().0) ) 5D)-

43 (4,3)
=52+ (Dmsn+(G)aan=(g )+ (3 1)+(¥ ¢)-(37 13)

Lineare Gleichungssysteme in Matrixschreibweise (Beispiel)

X420, =5 (12)[( )

2x,-x,= 0 = - [( ) (zeilenweise; Schreibweise 1)
X

= [( ) (Matrixschreibweise)

= Ox = (Matrixschreibweise)

- ) Lk, + ( ) Lk, = ( ) (spaltenweise; Schreibweise 2)

Funktionen (1) Lineare Funktion: f (X)=AX mit AOR™" und XOR”" ist eine lineare Funktion vom R" in
den R™; beispielsweise fir A = ((1) _22 ?) ordnet die Funktion f jedem Vektor x(R® den
Vektor y=AX= (xl N ZXZJ zu, z.B. X= (gj den Vektor y=AlX= ( ! ) .
—2x, +x 1 -3

(2) Quadratische Funktion: f(X) =X'A X mit AOR™" und XUOR" ist eine quadratische Funktion

12
von R" nach R; beispielsweise fiir A = ( 3 4> ordnet die Funktion f jedem Vektor x[JR?

2
die Zahl y=X'AX=x}+5x,x, + 4x3 zu, z.B. X=<1> die Zahl y=x'Ax=18.

Rechenregeln fiir Matrizen (Voraussetzung: Die Matrizen "passen” zueinander)
(1) A+B=B+A 2 A+B)+C=A+B+0)
B) A +A)A=NA+MA 4 AMA+B)=AA+AB
(5) AMAB)=(AA)B=A(B) 6) (A+B)C=AC+BC
(7) (A+B)YC=A'C+B'C ®) (AB)C=A(BC)

9 (AB)'=B’'A’, alsoauch (ABC)'=C'B'A’ etc.

(folgt aus der Schreibweise 2 der Matrix-Multiplikation unter Verwendung von (ab’)'=ba’ )
(10) AlD=0, O[A =0 (11) Al=A=I1[A, speziell [0=1
(12) SIA =(A1)A =AA =A[S, Sskalare Matrix

dy -+ 0 ap i diay - dyayy, diag
(13) DA =| © * : S P S 1
0 - dn Apy Oy dnanl dnanm dna(n)
DOR™" diagonal, &, Zeilen von AR,

5 (52)05 )=(asa)=(65)

ap ot A dy = 0 diay - dyay,
A[ID:[ : : }[{ 5]:[ : : J:(dlal,...,dnan),
Ay 0 -~ d, dia,, - d,a,,
DUOR™" diagonal, a; Spalten von AR,
12 10 1 2 14
2B. (3 4) 02>=<1E(3>’2E(4>>=<3 8)
by

A[D[Bz(dlal,, dnan)l:[
)

DOR™" diagonal, & Spalten von AOR™", by, Zeilen von BOR™*,

o (L) C DL o Daasyes () ann
oy D12

(14)  Fiir das Rechnen mit der Spur einer Matrix gilt:
(a) Spur(A)=Spur(A’), AOR™"

]2 dl a1 b(]) +...+ dnanb(n),



Definitheit

(b) Spur(A £ B) = Spur(A) = Spur(B), A, BOR™"
a b] e ay bn
(¢) Spur(ab’) = Spur ' |=ab +-+a,b,=a'b, a bOR"

a,b, - a,b,
(d) Spur(AB) = Spur(BA), AOR™™, BOR™", denn

AB=ab, +... +a,bg, (siehe Multiplikation, Variante 2)

= Spur(A[B) = Spur(a, b, + ... + a,b,) = Spur(a,; b)) + ... + Spur(a, b)) (nach (b))
=bpa + ... +bya, (nach (c), da a;b; duBere, b a; innere Podukte)
= Spur( bya, + ... + by, a,) (die bga; sind Skalare)

= Spur(B[A) (siehe Multiplikation, Variante 1)

Abweichend von den Rechenregeln fiir Zahlen gilt:

. 10N (1 2Y 12\ (14Y (1210
(1) AB#BIA ia; zB. (0 2) 3 4>=<6 8>¢<3 8>=(3 4) 0 2)

Wenn A [B definiert ist, muss B [A nicht einmal definiert sein; z.B. fir AOR>?, BOR>™.

1 2 1 -2 00
2) AB=0 % A=0oder B=0; zB. (O,S 1)[(_0’5 1)=<0 O)

(3) A?=ATA isti.a. nicht definiert (nur fiir quadratische Matrizen);

aber A’A und AA’ sind stets definiert und symmetrisch.

einer quadratischen Matrix ACOR™"

(1) A ist positiv definit, wenn X'Ax>0 OxOR", x#0

(2) A ist positiv semidefinit, wenn X'Ax=0 OxOR", x#£0

(3) A istnegativ definit, wenn X'AXx<0 OxOR", x#0

(4) A ist negativ semidefinit, wenn X'Ax<0 OxOR", x#0

(5) A istindefinit, wenn es Vektoren X, yOOR" gibt mit X’AXx>0 und y'Ay<0

Dabeiist Q (X) =x'AX eine quadratische Form (quadratische Funktion von R" nach R).

Beispiel: Matrizen der Form M =A'A oder M =AA’ sind stets positiv semidefinit, denn
XMx=xXA'Ax=AX)(AX)=y'y=yi+..+); 20, y=AX.

Die Definitheit von Matrizen spielt eine wichtige Rolle in der Differenzialrechnung fiir Funktionen

mit mehreren Variablen. Notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen von Definitheit ergeben sich,

wenn man fiir X speziell die Einheitsvektoren einsetzt: A kann nur dann positiv (negativ) definit sein,

wenn alle Hauptdiagonalelemente positiv (negativ) sind. Tauchen auf der Hauptdiagonalen sowohl

positive als auch negative Zahlen auf, so ist dies ein hinreichendes (aber nicht notwendiges) Kriterium

fiir Indefinitheit. Genauere Kriterien zur Uberpriifung einer Matrix auf Definitheit liefern spiter die

Determinanten.

Idempotente Matrizen  Eine quadratische Matrix A heiBt idempotent, wenn A% = A ist. Beispiele:

(42 o 2_(4 2)[(4 2)_(4 2)_
(D) A_<_6 _3) ist idempotent, denn  A“ = -6 -3 -6 -3)=\ -6 =3 =A.

(2) Fur vOR" mit |v|]=1 ist A =vv' idempotent, denn
v| =\/W= 1 = vv=1l = AZ=AR=WV)VV)=VV'V)V =VvV' =A.
Regel: (1) Ist A idempotent, dannauch | —A, denn (I -A)I -A)=I-A-A+A%>=|-A.
(2) Ist A idempotent, dann auch A’, denn A'A’'=(AA)'=A"

Idempotente Matrizen sind in der Statistik von Bedeutung.

Orthonormale Matrizen  Eine quadratische Matrix A ist orthnormal, wenn alle Spaltenvektoren &; aus A

10

(1) die Linge 1 besitzen, d.h. |a |=1 Oi, und
(2) paarweise orthogonal zueinander sind, d.h. a'a =0 O i#j.

4
) erhilt man

o 3 4 . 3
Beispiel: A =l( ) ist orthonormal, denn fiir a, =l< 4> und a, =%< 3

5\4 3 5
|a;|=1=|a,| sowie a;'a, =0.
Regel:  Fiir eine orthonormale Matrix A gilt: A’A=1=AA"
Begriindung: Mit A=(a,, ..., a, )OR™, a,0R" Spaltenvektoren von A , erhlt man



a’ a'a coa’'y, 1 0
A'A= E(al ’_,,’an): = . =1.
a,’ a’a - a’a) \0 1

Zum Nachweis von AA’'=1 siehe Regel (6) in Abschnitt 5.
Erfiillt A zwar die Bedingungen (1) und (2), ist aber nicht quadratisch, dann gilt zwar weiterhin
A’A =1, nichtaber AA'=1 (zB.fir A=| 0 1 ] ).
00
Rang einer Matrix AOR™",  rg(A)
Zeilenrang:  Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren von A
Spaltenrang: Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A
Regeln: Fiir jede Matrix AOR™" gilt:
(D) Zeilenrang = Spaltenrang ( =rg(A) )
(2)  rg(A) < min(m, n)
3) Der Rang einer Matrix dndert sich nicht bei Addition des Vielfachen einer
Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte)
4)  rg(AMB)<min(rg(A), rg(B)), BOR™;  rg(A’A)=rg(A) = rg(AA")
Der Rang ist nur bei kleinen (2%2, 2%3, 3%2) oder sehr einfachen Matrizen offensichtlich.
Ansonsten bestimmt man den Rang z.B. mittels Gaul3-Algorithmus (ndchster Abschnitt).
12
12 123 1 -2
rg(z 3)22’ rg(g ij:z, rg(3 4 5>=2’ rg(z —4)21’

12 00 112 100
rg 2 4 =1, rg(o 0):()’ rg 223 =2, rg 010 ]|=3.
36

334 001

Beispiele:

e A besitzt vollen Rang, wenn rg(A) = min(m, n)
* Alst reguldr, wenn A quadratisch ist und vollen Rang besitzt

e A st singuldr, wenn A quadratisch ist und nicht vollen Rang besitzt

Untersuchen einer Matrix AOR™" auf vollen Rang

m=n (weniger Spalten als Zeilen): Spaltenvektoren auf lineare Abhéngigkeit iiberpriifen.

001 0 0 1 | 0
Beispiel: A= 011 5 1 0 +)\2 1 +)\3 1(=]|0 = )\3=O, )\2=O, )\1=O,
111 1 1 1 0

d.h. die Spaltenvektoren sind linear unabhéngig, also hat A vollen Rang.
00 1Y) (M), (0 A0

In Matrixschreibweise: | 0 1 1 M|=|0]| = |M|=]|0],
111 A 0 A 0

oder dquivalent: AA=0 = A=0; A hatalso vollen Rang, wenn das homogene LGS
AA =0 nurdie triviale Lésung X =0 besitzt.

m <n (weniger Zeilen als Spalten): Zeilenvektoren auf lineare Abhingigkeit iiberpriifen.
A besitzt vollen Rang, wenn gilt: A'’A=0 = A=0.

3. Lineare Gleichungssysteme

Schreibweise eines linearen mxn Gleichungssystems (LGS) mit m Gleichungen und n Variablen

ap X+ ... +a1,,x,,=b1

Ay X1+ ... +am,,x,,=bm

ap Aaip b,
- Polx ] |x, =]
(] An bm

= ax+...+3,x,=b, a,b0R" Spaltenvektoren



Losbarkeit

Graphische Darstellung moglicher Losungen eines LGS Ax=b im R*> (m=n=2);

12

X
= (a,... ,an)EE Esz
'xl’l

- A=b

eines mxn LGS Ax=Db

Sei (A,b)=(a, ..., a,,b) die um den Vektor b erweiterte Matrix A; offensichtlich gilt:
(1) rg(A,b)=rg(A), wenn b linear abhiingig ist von a,, ..., a,

(2) rg(A,b)=rg(A)+ 1, wenn b linear unabhingig ist von a, , ... , &,

Fiir die Losung des LGS AXx =Db bedeutet dies:

(1) Das LGS besitzt mindestens eine Losung, wenn r1g(A, b) =rg(A), und zwar
(a) genau eine Losung, wenn rg(A) = n, (b) oo viele Losungen, wenn rg(A) < n.

(2) Das LGS besitzt keine Losung, wenn rg(A, b) =rg(A) + 1.

Die folgende Tabelle stellt dies noch etwas ausfiihrlicher dar.

Anzahl der Losungen eines LGS (mxn) AX=Db

m = Anzahl der Gleichungen
n = Anzahl der Variablen

rg(A, b)=rg(A)+1

rg(A, b) =rg(A)

A besitzt ‘ A besitzt nicht

= Anzahl der Spalten von A vollen Rang vollen Rang
m<n [ 0
m2n 1 )

Insbesondere besagt die Tabelle:

(1) Genau eine Losung gibt es nur dann, wenn m =n und rg(A, b) =rg(A) = min(m, n) =n ist;
dies ist insbesondere fiir jede regulidre Matix A erfiillt;

(2) m<n = esgibtkeine oder o viele Losungen;

(3) A besitzt nicht vollen Rang = es gibt keine oder o viele Losungen.

Beispiele:

X +2x,=3 (1 2>[(x1) (3) :
M X —2x,=3 - 1 =2 x,)=\3/" graphisch:

X
X2

3
Das LGS besitzt genau eine Losung ( ( ) = (O) , im Schnittpunkt der Geraden), da die Matrix

1 2 3
A vollen Rang hat (rg(A) = 2) und rg(A) =rg(A, b), (A, b)= ( 1 -2 3 ) .

X +2n=3 (1 2>[(X1) (3) , N
() X +2x,=0 - 12 )0 =) graphisch : v
Das LGS besitzt keine Losung (die Geraden verlaufen parallel), da rg(A) =1 # 2 =rg(A, b).
X1+ 2x, = ( )[()ﬁ)_( ) . . 1,5*
G o +dn=6 = 2 4)Hy,)=\g/: graphisch: 7 :

Das LGS besitzt o viele Losungen (die Geraden fallen zusammen), da die Matrix A nicht vollen
Rang hat (rg(A) = 1) und rg(A) =rg(A, b).




4. GauB'-Algorithmus (GA)

Ziel — Losen eines LGS (mXn)
— Bestimmen des Rangs einer mxn Matrix

— Inverse einer nxn Matrix berechnen (siche nichsten Abschnitt)

Varianten des GA GA mit
— vollstiandiger Elimination (1-stufig) (GA1)
— teilweiser Elimination (2-stufig) (GA2)

Beispiel (1) (Das LGS besitzt genau eine Losung)

X1 + X +3X3=8 113 X1 8
2X1+2X2+2X3=12 = (2 2 2] Xy =(12J
3X1+2X2+2X3= 15 322 X3 15

In Tableauschreibweise:

Anfangstableau Gewiinschtes Endtableau (beim GA1)
X X X3 |r.S. X1 Xy X3 |r.S.
1 1 3|8 1 0 0 |c¢
2 2 2 12 0 1 0 ¢ also X1 =C1, Xp=C, X3=C3.
3 2 2115 0 0 1 |c

Vorgehen:  Spaltenweises Erzeugen von Einheitsvektoren, indem das

Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.

( ): Pivotelement?> (muss 1 werden, der Rest der Spalte 0)

PZ: Pivotzeile (Zeile, die das Pivotelement enthilt)

X Xy X3 r.S.
(1) 1 3 8 « PZ
2 2 2 12 -2[PZ
3 2 2 15 -3[PZ
1 1 3 8
0 (0) -4 -4 (—4) Tausche Zeile 2
0 -1 -7 -9 [(-1) mit Zeile 3
1 1 3 8 -PZ
0 (1) 7 9 <Pz [*]
0 0 1 1
1 0 —4 -1 +4[PZ
0 1 7 9 -7(PZ
0 0 (1) 1 ~ PZ
1 0 0 3 Also  x; =
0 1 0 2 X, =
0 0 1 1 x=1

Vorgehen beim GA2: 1. Stufe : obere Dreiecksmatrix erzeugen

2. Stufe : LGS losen durch Einsetzen von unten nach oben

Im obigen Beispiel: 1. Stufe: beendet an der Stelle [ * ]
2. Stufe: x3=1 (Zeile 3)
X=9-Tx3=9-7=2 (Zeile 2)
xX1=8-x-3x3=8-2-3=3 (Zeile 1)

GA2 erfordert i.a. weniger Rechenaufwand als GA1.

Aus didaktischen Griinden wird im Weiteren dennoch GA1 verwandt.

! Carl Friedrich GauB: 1777 - 1855
2 Pivot (franz.): Drehpunkt



Beispiel (2) (Das LGS besitzt oo viele Losungen)

Xy X, X3 r.S.
(1) 2 1 7 ~ PZ
1 2 3 13 -PZ
3 6 5 27 =3[PZ
1 2 1 7
0 (0) 2 6 12 Tausche Spalte 2
0 0 2 6 12 mit Spalte 3
X X3 X r.S.
1 1 2 7 -PZ
0 (1) 0 3 ~ PZ
0 1 0 3 -PZ
1 0 2 4
0 1 0 3
0 0 0 0 « Zeile streichen (allgemeingiiltig)
Das LGS lautet ausgeschrieben:
X1 +2x,=4 x1=4-2x, n=4-2lh . .
B - _ = X=0+10;  (Gleichung eingefiigt)
x3=3 x3=3
x3=3+00,

4 -2
Daraus ergibt sich die Losungsmenge L= { xXOR® Ox = (Oj +A ( 1 ] ,AOR Y,
3 0

die Parameterdarstellung einer Geraden im R .
Es gibt also o viele Losungen, da eine Variable (hier x,) frei wihlbar ist.

Beispiel (3) (Das LGS besitzt keine Losung)
Xy X, X3 r.S.

(1) 0 2 3 ~ PZ
3 2 2 7 -3[PZ
2 2 0 5 -2[PZ
1 0 2 3
0 (2) -4 -2 2
0 2 —4 -1
1 0 2 3
0 (1) -2 -1 ~ PZ
0 2 -4 -1 -2[PZ
1 0 2 3
0 1 -2 -1
0 0 0 1 « Gleichung nicht erfiillbar (widerspriichlich)

Das LGS besitzt keine Losung.

Allgemeine Darstellung des GA

Ziel: Erzeugen einer moglichst groen Einheitsmatrix (beim GA1)
bzw. Dreiecksmatrix (beim GA2) "unter" den Variablen.

Dazu wird das Anfangstableau

X1 X, X, | b
apg apnp a, bl
a1 A An b,

so umgeformt, das folgendes Endtableau (beim GA1) entsteht:

14



R R A TR IS
1 0 0  dier o ap, by
0 : :
: 0 :
0 - 0 1 @ - Gy | bp
0 0 0 0 | b
0 0 0 - 0 b,

Interpretation:

Die mit einem * indizierten Variablen deuten an, dass evtl. die Reihenfolge der x; vertauscht wurde.
- r=Rang von A: Die Spalten "unter" xJ, ... , x; sind linear unabhiingig und
erzeugen die iibrigen Spalten.
— Ist einer der Werte b,q, ..., b,, #0, gibt es keine Losung.
— Ansonsten konnen die Zeilen gestrichen werden. In diesem Fall gilt:
x| b}
(a) Ist r=n, gibtes genau eine Losung: | : =] :

X, b,

(b) Ist r<n, gibtes o viele Losungen: Die Variablen x,,, ..., x, sind frei wéhlbar und es

* b* * * *
X1 1 Xr+1 Ay 41 7 Qig
gilt Pl=) P -ATD P |, AT= : :
3 b* * ES e ES
Xr r Xn ar r+1 Ay

Hilfsmittel fiir den Simplex-Algorithmus (lineare Optimierung)

* Kanonische Form eines LGS: Auf die Hochstzahl verschiedener Einheitsvektoren umgeformt
(Endtableau GA1; Nullzeilen gestrichen)

* Basisvariable BV): xi, ..., x|
* Nichtbasisvariable NBV): x,},, ..., x,

QY (R (uh) (o
* Basislosung: | © |=| i | und o= (d.h. die NBV sind auf 0 gesetzt)

X, by X, 0

* Basistausch: Eine BV wird aus der Basis entfernt und dafiir eine NBV neu in die Basis aufge-
nommen. Dazu erzeugt man in der Spalte der NBV den Einheitsvektor, der in der Spalte der BV
steht (und dort verschwindet).

Beispiel
X1 X3 Xy | r.S
1 0 1 3
0 1 2 4
Das LGS liegt in kanonischer Form vor. Basisvariablen: x; , x5 ; Nichtbasisvariable: x; ;
3
Basislosung: X = (0] . Tausche nun beispielsweise x, mit x5, d.h. in der x,-Spalte wird
4

der Einheitsvektor erzeugt, der in der x;-Spalte steht.

15



X1 X3 Xy r.S.

1 0 1 3

0 1 (2) 4 12

1 0 1 3 -PZ

0 0,5 (1) 2 « Pz

1 -0,5 0 1 Tausche Spalte 2
0 0,5 1 2 mit Spalte 3

Xy X, X3 r.S.

1 0 -0,5 1

0 1 0,5 2

1
Basisvariablen: x;,x,; Nichtbasisvariable: x;; Basislosung: X = (2] .
0

Man konnte jetzt noch x; mit x; tauschen.

Losen eines LGS fiir mehrere "rechte Seiten" gleichzeitig

Beispiel: LGS 1: Ax=Dh, LGS 2: Ax=c

wird mittels GA1 X
umgeformt zu I A* | b* | -

X Xy |r.S.1|r.S.2
A | b | c

So erhilt man in einem Durchgang gleichzeitig die Losung fiir LGS 1 und LGS 2.

X +x,=3 X +x,=5
zB. LGSI: 5 3 g LGS2: , ' 50 s

X1 X r.S.1|rS.2

(1) 1 3 5 - P7 Losung von

2 3 8 13 | -2mz =1
1 1 3 5 | -pz LGS 1 _o»
0 (1) | 2 3 | —pz

1 0 1 2 Lgsa: T2
0 1 2 3 2=3

5. Quadratische lineare Gleichungssysteme - Inverse einer quadratischen Matrix A

Inversion

16

Betrachtet sei das LGS AX=b mit AOR™”, x, b0OR". Hat A den vollen Rang und ist damit
reguldr, so ist auch rg(A, b) =rg(A) und das LGS besitzt genau eine Losung. In diesem Fall ldsst

sich die Inverse A"'OR™" von A bestimmen. Sie ist eindeutig festgelegt durch die Beziehung

A'A=1=AA""|. Durch Multiplikation des LGS von links mit A™! erhilt man A~'Ax=A"b,

also wegen AT'A =1 und Ix=x die Losung des LGS: .

Fiir die Funktion f(x)=AX gilt: g (x)=A"'X ist die Umkehrfunktion zu f .

einer regulidren nxn Matrix A mittels GA
Sei A™'=(a,,...,d,) dieInverse von A, d.h. A™! bestehe aus den Spaltenvektoren @, OR" .

Mit | = (e, ..., &,) ist dann die Bedingung AR~ = iquivalentzu A[(A,,...,3,) = (€ ...., &,).
Fiir die Spalten @; muss daher gelten: A[R,=¢,,..., AR, =¢,,
d.h. die i-te Spalte @, von A™! ergibt sich als Losung des LGS A&, =g ;

die Inversion von A wird also durch das simultane Losen dieser n Gleichungssysteme erreicht.

o (12 (4 (%
Beispiel: A_(Z 3>, b—(7>, X_(x)

Das LGS Ax=b wird mittels GA1 gelost und gleichzeitig die Inverse A™! berechnet.



x| X r.S. | - A

(1) 2 0 < PZ
2 3 0 1 —2BZ
1 2 4 1 0

0 (-1)| -1 -2 1 -1
1 2 4 0 -2[BZ
0 (1) 1 2 -1 — PZ
1 0 2 -3 2

0 1 1 2 -1

-3 2
Losung des LGS: x;=2, x,=1; Inverse: A™'= ( )

2 -1
Probe: (1) Ax=bh: (; §>EG>=G>
@ ant=i (3343 36 Y)
(3) x=A""b: (9:(_23 —21>[(3>

Das Losen eines LGS unter Verwendung der Beziehung X = A~'b lohnt sich offensichtlich nicht, da

die Berechnung von A~ zu aufwendig ist. Nur wenn ein LGS zukiinftig mit verschiedenen, noch un-

bekannten "rechten Seiten" geldst werden soll, kann dieses Vorgehen sinnvoll sein.

Beachten: Die Inverse A™! ist nur fiir regulire Matrizen A definiert.

Regeln fiir reguléire A, BOR™" ; Begriindung
() 1= Im=1
2 (AH1=A
3) A=A ADYA=AAT=1"=]
4) (AB)'=BT'A™! (B'A™(AB)=B'(A"A)B=B'IB=B'B=1
5) MAY'=1AT A%0 (AT (AA)=AT A=
(6) Fiir eine orthonormale Matrix A ist A7 = A",

)

®)
€)

Begriindung: Bei orthonormalen Matrizen (siche Abschnitt 2) gilt A'A =1 .

Fiir eine Diagonalmatrix D mit den Diagonalelementen d, ist auch D™' diagonal mit den

Diagonalelementen 1/d;. Begriindung: DD ™' =1 .
Fiir Dreiecksmatrizen L bzw. R sind auch L™ bzw. R™! wieder Dreiecksmatrizen.

Fiir eine symmetrische Matrix Sist auch S™! symmetrisch.

Anmerkung Nur reguldre Matrizen besitzen eine Inverse. Dies bedeutet insbesondere:

ey
@)

Wenn A zwar quadratisch ist, aber nicht den vollen Rang besitzt, existiert keine Inverse.
Wenn A nicht quadratisch ist, existiert keine Inverse.

Jedoch ldsst sich fiir nicht quadratische Matrizen mit m > n und vollem Rang eine Matrix A*
berechnen mit der Eigenschaft A* A =1 ( Linksinverse zu A).

Fiir sie gilt aber nicht A A*=1 .

Ahnliche Matrizen A, BOR™" heiBen dhnlich, wenn es eine regulire Matrix M gibt, so dass A=M"BM ist.
Fiir dhnliche Matrizen A, B gilt: Spur(A) = Spur(B).
Begriindung: Spur(A) = Spur(M TBM)= Spur(BM M = Spur(B |) = Spur(B).

6. Determinanten

Ziel — Losen eines LGS (nxn)
— Inversion einer Matrix AOR™"

— Uberpriifen einer symmetrischen Matrix AOR™" auf Definitheit

17



Determinanten

Graphisch

Beispiele

Rechenregeln

18

Aufgrund ihrer numerischen Instabilitét finden Determinanten in der Praxis fiir gro3e Matrizen keine

Verwendung.

ordnen quadratischen Matrizen AOR™" Zahlen zu.  Schreibweise: det (A) bzw. |A|
|A| =aj fir n=1

(011 012)
day) Ay

Al = X (- a; |A;| firein iO{1,...,n}  (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

|A| = =daj; Ay —ayp dyy fir n=2

= § (=)™ a; |A;| fiirein jO{1,...,n}  (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

fuir beliebiges n (Entwicklungssatz von Laplace), wobei die Untermatrizen A;; der Ordnung

(n—1)x(n—1) aus A entstehen, indem man die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.
X1 X2 .
= ist |det (A)|=|x; y,—x, y;|=F

X1 X2
n=2: Fir a= , b= ,
V1 Y2 Y1 2

d.h. der Betrag der Determinante gibt den Flichen-

Vi+Yy s
inhalt F des Parallelogramms an, das durch die beiden . K

Vektoren a und b aufgespannt wird, denn: s
F = Flidche des groflen Rechtecks — Flidche der 4 Dreiecke F

= (x) + ) Wy +yy) - 2[F, - 2[F, b F,

=+ ) Dy 30 — 2B Wy + ) B - 2B Uy + 1)y a

=Xy X Y2 XY Y1X =YX — XY T XY — X)) X, X X+

=X 2—X )

Sind die beiden Vektoren linear abhingig, so ist F = 0. ”

n=3: |det (A)| = Volumen des Parallelotops, aufgespannt A7

durch die 3 Vektoren a, b, c. ¢ ’ ‘

(1) ‘(; i)‘:lm—m:—z

5 i g 2 (a) z.B. entwickelt nach der 1. Zeile
2) 7809 ~ (b) zB. entwickelt nach der 3. Spalte
@ EDMD0AL+EDPROAL + DB IAG = 10A | - 20A 5+ 30A 3| =
56 46 45
1E~](8 9)“24](7 9)‘*“‘1(7 8)

() D"™BOA |+ D6 JA;| + (-1 O 0A; = 30A 5] = 6 0Au + 9TA;| =

E~]< >‘_6E~](; §>‘+9E~]<}1 g) =3[032-35) 6008~ 14) + 9[(5 - 8) =

= 145 - 48) =2 ({36 — 42) + 3[(32 - 35) =0

; 3 ; g entwickelt 223 entwickelt ) 3 ) 2
3) = nachder —2[j 3 1 2 ||= nachder -2[(4 ( ) +1 ( ) )
3012 . 12 31
4001 2. Spalte 401 3. Zeile
==200404-3)+1[(2-6))=0
g 2 8 8 entwickelt 300 entwickelt 20
4) = nachder 4 2 2 0 ||= nachder 43 ( ) =43020 =24
2220 . . 11
1111 1. Zeile 111 1. Zeile

(Produkt der Hauptdiagonalelemente)
fir A, BOR™"

(1) A regulir = |A|#£0; A singulir < |A|=0  (vgl. oben, Beispiel (2) und (3))
2 |A|=|A]



Regel von Sarrus

Cramersche Regel

(3) A Dreiecksmatrix = |A|=ay [y, O.. O,y =[] a;  (vgl. oben, Beispiel (4))

(4) |A] éndert das Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen (Spalten) vertauscht;

(5) |A| éndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (Spalte) das Vielfache einer anderen Zeile
(Spalte) addiert;

(6) Multipliziert man eine Zeile (Spalte) mit einem Faktor, so dndert sich |A| um diesen Faktor;
speziell: |AA|=A"0A]|, AOR

(7) |AB|=|A|0B|=|BA|; aber: |A+B|#|A|+|B| ia.

®) A regulir = |A"1|=ﬁ, denn |AJJA7|=|AAT|=]l]=1

(9) Sind A, B zwei Matrizen, die sich hochstens in der k-ten Zeile unterscheiden und sonst gleich
sind, also a; =Dbg Oi#k und evtl. ay # by, , dann gilt: |A|+|B|=|C]|. Dabei ist die Matrix
C wiederum bis auf die k-te Zeile mit A bzw. B identisch und die k-te Zeile von C ergibt sich als
Summe der beiden Zeilen aus A und B, also ¢ =a;=b; Oi#k, Cy=ay +by,.
Die Aussage gilt analog auch fiir Spalten.

(10) Fiir eine orthonormale Matrix A ist |A|= %1, denn aus Regel (7) und (2) folgt
|A’A|=|A]* und damit wegen A’A=1 und |I|=1 dasResultat |A|?=1.

(11) Fir dhnliche Matrizen A, B gilt: |A|=|B|,
denn |A|=|MT'BM|=|M"'[B|OM I=ﬁEIBI OM|[=[B].

Rechnung: 11

_ 2. Zeile - 2[1. Zeile 01

~ 3. Zeile - 300. Zeile 0-1-2 -5

4. Zeile — 400. Zeile 0

_ Rechnung: é :2 __150 _ (—5 —10) 0o
T 2. Zeile + 1. Zeile “I\-5 =10/~
0 0
G DG S)
“I\4 6
(nur fiir 3x3 Matrizen)

+ + + - - -
ap app apz dp dpp

Beispiel zu (5):

N A=W

2
1
4
3

B W N =

= nachder 1] -1 -2 -5
1. Spalte

1
3
2
4
entwickelt L 1 -3 —5]
-5 -10
3

+

Beispiel zu (9): ‘ (

S apy dx aszz+ajp dy Az + a3 dy Az
Al = =

dy Ay Gy 4y a _ - -
e a3 Gy a3y ~ Ay A3 Az ~ Ay A d33

dasz) dzpy dzz dz d3p

31 2 J3' Jlf
Beispiel: || 33 5 [|= 3 = 3[04 + 1636 +238 - 236 - 368 - 1304=6
6 8

6 8 14

—_—
=N+
AN W W |
o0 W = |

zum Losen eines quadratischen LGS Ax=b
Fiir eine regulire Matrix AOR™" und bOR” ergibt sich die Losung des LGS Ax=Db aus

A
X;= ||TAL||’ wobeli Aj aus A entsteht, indem man die j-te Spalte von A durch b ersetzt.
31 2 2
Beispiel: A=|3 3 5 |, b=|1]|. Nachdem letzten Beispiel ist |A|=6# 0, also A regulir.
0

21 2

1 2

Mit |A,|= [1 3 5] 2¢(§ 154>‘ 141(8 14)‘24"("2)=

08 14
32 2

2

(315 ) of(3 3|3 2|00

6 0 14
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Inversion

Definitheit

20

IVH | EENY e Bt CH) e

680
ergibtsich xj="77=—-=1, py="7=7-=1, x3="77="7=-1.
Die Cramersche Regel kann auch zur Inversion einer Matrix verwendet werden:

einer regulidren nxn Matrix A

der

. N . . - 1 ,
Fiir eine regulire Matrix AOR™" ist A~ = Al Augj» wobei sich die Elemente ¢;;

adjungierten Matrix A,q errechnen durch c¢;= (- 1) |A;].

an a a,, —a
Speziell fiir n =2: Die Inverse von A =( ! 12) ist A7l =L ( 2 12) .

ay ay IAI\ —ay ay
Beispiele
23 4 -3
(1) A=<1 4>, |A|=8-3=5#0, also A regulir mit Al——( i 2)

31 2
2) A= [ 335 j , |A|=6#0 (s.0.), also A regulir. Die Inversion erfolgt in 3 Schritten:
6 8 14

(a) Berechne die Determinanten aller Untermatrizen A;; und fasse sie wieder zu einer Matrix
IAul (ARl A 2 12 6
zusammen: | Azl Azl [Ax| |= [ -2 30 18 J
|A31| |A32| |A33| -1.9 6

(b) beriicksichtige die Vorzeichen (~1)"*/ und bestimme so die adjungierte Matrix

2 -12 6
Ag=| —(-2) 30 -18

-1 -9 6
2 2 -1
(c) transponiere A,g; und dividiere durch [A|, also Al =|A—|AadJ % -12 30 -9
6 -18 6
Regeln fiir symmetrische Matrizen AOR™”
Bezeichne mit H; die ixi Hauptuntermatrizen von A,
ayy ap ap dp a3
also Hy=a;;, Hy= tyy an ) Hy=| @ axn ax |,..., H,=A.
ds; dz dss

(1) Aist positiv definit genau dann, wenn |H;| > 0 fiir alle i ;
(2) A ist negativ definit genau dann, wenn |H;| wechselndes Vorzeichen aufweist, und zwar
a; <0, |Hy|>0, |H3| <0, |Hy|>0 etc.;

(3) A istindefinit, wenn in (1) bzw. (2) mindestens eine der Determinanten das "falsche"
Vorzeichen besitzt, also z.B. |H,| <0 ist.

Auf die etwas komplizierteren Kriterien zur Semidefinitheit soll hier nicht eingegangen werden.

Beispiele
12 12
(D) (2 5) ist positiv definit,da 1> 0 und ‘(2 5)‘ =1>0

-1 2
2) 2 ) ist negativ definit,da -1 <0 und ‘( )‘ =1>0

2 -5
-1 2
(2 5>‘="9<0

1 21 210
4 ist positiv definit, da 2 > 0, ‘(1 4>‘ 7>0, 141{=12>0
1 012

)

(3) (_1 )ist indefinit, da
0
1
2



21 0 Do 21 0
(5) 1 -4 1 | istnegativ definit,da -2 <0, ‘(1 _4)‘=7>0, I -4 1 ||=-12<0

0 1 -2 0 1 =2
12
(2 3)‘?“0

Ist die Matrix A nicht symmetrisch, so untersucht man statt dessen die symmetrische Matrix
B = % (A + A"), da B die gleiche quadratische Form wie A besitzt: QO (X)=X'AX=X'BX.

120
(6) 2 3 0 | istindefinit, da
001

14 12
Bsp.: Statt A = ( 05 ) untersucht man B = ( 25 ) auf Definitheit.

7. Lineare Optimierung

Ziel

Beispiel

Losung

Bestimmen von Minima bzw. Maxima einer linearen Zielfunktion z: R" — R unter linearen

Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen

eines linearen Optimierungsproblems (LOP)

Ein Unternehmen produziert die beiden Produkte P; , P, Py P, Kapazitit
auf den Maschinen M, , M, , M5 . Die dazu benétigten M, 1 - 10
Produktionszeiten (in ZE / ME)?, die Kapazititen der M, - 1 6
Maschinen (in ZE) und die Deckungsbeitrige DB (in GE / M; 1 2 16
ME) sind in nebenstehender Tabelle zusammengefasst: DB 3

Frage: Bei welchen Produktionsmengen x; , x, fir P, P, wird der DB maximal?

(1) Umsetzung der Daten in ein mathematisches Modell

x <10 Die Modellierung der Kapazititsbeschriankungen fiihrt zu einem linearen
X <6 Ungleichungssystem, auch als lineares Restriktionssystem (LRS) bezeich-
X1 +2x, <16 net. Es enthilt zusitzlich die so genannten Nichtnegativititsbedingungen
x 20 (NNB). Sie stellen sicher, dass keine negativen Produktionsmengen zuge-
X, 20 lassen werden.

Die zu maximierende, lineare Zielfunktion ergibt sich aus den beiden Deckungsbeitrigen.
Zielfunktion: z = 3x; + 2x, = max!

(2) Graphische Losung (nur bei 2 Variablen sinnvoll)
(a) Zulassigen Bereich (ZB) ermitteln
Zunichst wird die Losungsmenge des linearen Ungleichungssystems, der so genannte

zulédssige Bereich, graphisch bestimmt. Dazu zeichnet man die einzelnen
Restriktionsgeraden, z.B. die Gerade x; + 2x, = 16, in ein Koordinatensystem ein.

Die Losungsmenge der entsprechenden Ungleichung umfasst eine Hilfte der Koordinaten-
ebene, in Fall der Ungleichung x; + 2x, < 16 die Hilfte links von bzw. unterhalb der

Geraden, wie man durch Einsetzen des Punktes (0, 0) iiberpriift.

Die Losungsmenge des Gesamtsystems erhilt man als g 2

Durchschnitt der einzelnen Losungsmengen. Sie bildet als 6

Durchschnitt von konvexen* Mengen wiederum eine konvexe

Menge, hier ein geschlossenes Fiinfeck. Der ZB enthilt also %
alle Mengenkombinationen (x; , x,), die unter den gegebenen 4 10 16

Kapazititsbeschrinkungen produziert werden konnten.
(b) Gerade z=0 (3x;+2x,=0) einzeichnen

Fiir jede beliebige Zahl a verlauft die Gerade z=a (3x; +2x,=a) parallel zur Geraden

3 ZE = Zeiteinheit; ME = Mengeneinheit; GE = Geldeinheit
4 Eine Menge ist konvex, wenn mit je zwei Punkten der Menge auch jeweils die gesamte Verbindungsgerade zwischen den
Punkten zur Menge gehort.
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z=0. Aufder Geraden z=a liegen alle Mengenkombinationen, die einen Zielbeitrag

(hier: Deckungsbeitrag) von a liefern. )

Gerade z =0 soweit parallel verschieben (in 6

Richtung "Verbesserung der Zielfunktion"), bis sie 3\ | 78 Optimum
den ZB nur noch in einem Punkt (evtl. einer Strecke)

R
beriihrt. Dieser Punkt stellt das Optimum dar. 4 \ 10 \
z=0 z=24 =36

(3) Rechnerische Losung mit Hilfe des Simplex-Algorithmus (SA)

(a)

(b)

(©)

Grundlegende Aussagen zum SA; Prinzip des SA

e Das Optimum eines LOP liegt stets in einer Ecke des ZB.
Diese Aussage basiert letztendlich auf der Konvexitit des ZB.
* Vorgehensweise des SA: Es werden systematisch die Ecken des ZB abgesucht.
Dabei startet man iiblicherweise im 0-Punkt.’
e Charakterisierung der Ecken des ZB
- Jedes LRS lisst sich durch Einfiigen von zusitzlichen Variablen in ein LGS
tiberfithren. Es kann so bestimmt werden, dass seine rechte Seite stets grofier als
Null ist. Das LGS muss dabei den NNB geniigen.

- Jede Basislosung dieses LGS, die die NNB erfiillt, entspricht einer Ecke des ZB und
umgekehrt.

+ Der Ubergang von einer Ecke des ZB zu einer benachbarten Ecke geschieht durch einen
Basistausch im LGS. Wie im Zusammenhang mit dem GaufB3-Algorithmus besprochen
fiihrt man dazu einen Pivotschritt durch.

Umformen eines LRS in ein LGS

Fiir jede Ungleichung wird eine zusitzliche Variable eingefiihrt.

Im obigen Beispiel ergibt sich folgende Umformung:

LRS LGS

x;1 <10 x;+u; =10

X <6 Xo+Uy=06

X +2x,<16 X1 +2x+u3=16

Das LGS muss dabei die Nichtnegativititsbedingungen x; , x, , u; , u, , u3 = 0 erfiillen. Die
Variablen u; messen hier die freie Kapazitit der Maschinen, die als Schlupf bezeichnet
wird. Man nennt die u; daher auch Schlupfvariablen.

Die Umformung ist immer so moglich, dass die Bedingungen u; >0 gelten miissen und die

rechte Seite = 0 ist, wie nachstehende Beispiele zeigen:

LRS LGS NNB
e x<1 x+u=1, u=0
e x2>1 x—u=1, uz0
e x<-1 -x=1 -x-—u=1, wu=20
e x2=2-1 -x<1 x+u=1, u=20
Anfangstableau

Die Umsetzung eines LGS in ein Tableau ist vom Gauf3-Algorithmus her bekannt.

Um auch die Zielfunktion im Tableau beriicksichtigen zu konnen, formt man sie um:
72=3x1+2x, = z-3x-2x,=0

Insgesamt ergibt sich so ein LGS mit 4 Gleichungen und 6 Variablen. Es besitzt o viele

Losungen und liegt in kanonischer Form vor. In Tableauschreibweise:

> Falls dieser nicht zuliissig ist, wird in einem ersten Schritt durch Einfiihren von zusitzlichen Hilfsvariablen mit Hilfe des
SA eine zulidssige Ecke ermittelt (2-Phasen Simplex-Algorithmus).
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BV | x X, u; Uy U3 Z r.S.
U 1 0 1 0 0 0 10
Uy 0 1 0 1 0 0 6
U3 1 2 0 0 1 0 16
z -3 -2 0 0 0 1 0

Basisvariable (BV) sind hier u; , u,, u3,z, da "unter" ihnen die Einheitsvektoren stehen;
sie konnen auch an der zusitzlichen, ersten Spalte abgelesen werden.
Entsprechend sind x; , x, die Nichtbasisvariablen (NBV).

1 10
X 0
Die Basislosung erhilt man durch 0-Setzen der NBV: (x;) = (O) , | M2 |= [ 6 j , 2=0

Uus 16
Sie entspricht dem 0-Punkt, dem Ausgangspunkt bei der Suche nach der optimalen Ecke im

zuldssigen Bereich.

(d) Basistausch: Pivotschritt

Fragen

Grafisch: Zu welcher benachbarten Ecke des zuldssigen Bereiches soll gewechselt werden?

Inhaltlich:

(1) Welches Produkt soll (zusitzlich) produziert werden?

(2) Wie viel kann von diesem Produkt hergestellt werden, welche Maschine stellt also den
Engpass dar?

Im Verlauf des Simplex-Algorithmus ist es keine Seltenheit, dass die gewihlte Produkt-

konstellation sich als noch nicht optimal herausstellt. Die Fragen konnen dann auch lauten:

(1) An welcher Maschine soll zunéchst freie Kapazitit geschaffen werden (um dann
im néchsten Schritt ein anderes Produkt zu wihlen)?

(2) Auf welches der bisher gewihlten Produkte soll dabei verzichtet werden?

Formal:

(1) Welche bisherige NBV soll in die Basis aufgenommen werden, d.h. in welcher Spalte
soll ein Einheitsvektor erzeugt werden?

(2) Welcher Einheitsvektor soll dort erzeugt werden, d.h. welche bisherige BV entfillt
dafiir aus der Basis?

Antworten

(1) Nehme eine Variable in die Basis auf, fiir die in der z-Zeile ein negativer Wert steht,
denn dies liefert einen positiven Beitrag zur Zielfunktion. Im obigen Beispiel kann x;
oder x, aufgenommen werden. Welche der Variablen zu einem schnelleren Erreichen
des Optimums fiihrt, kann i.a. nicht vorhergesagt werden. Ublicherweise wihlt man
den betragsmaBig groiten Wert, hier x; , d.h. es soll zunichst das Produkt P,
hergestellt werden. Im nachstehenden Tableau wird dies durch einen Pfeil
verdeutlicht, der auf die x; -Spalte zeigt.

Im Folgenden wird die Spalte der aufzunehmenden Variablen als a-Spalte bezeichnet.

(2) Welche Variable entfillt nun aus der Basis, d.h. welche der Kapazititsbeschrankungen
fiir P, ist am restriktivsten.
Dazu betrachtet man die Werte in der a-Spalte (hier x; -Spalte), die grofer als 0 sind

Wert der r.S.-Spalte
Wert der a-Spalte

und bildet fiir sie zeilenweise die Quotienten:

Die Ergebnisse werden in die entsprechende Zeile der Hilfsspalte 8 (Theta)
eingetragen. Die z-Zeile bleibt bei der Bildung des Quotienten unberiicksichtigt.
Bestimme nun das Minimum dieser Quotienten. Die Zeile, in der das Minimum steht
(hier die u; — Zeile), heilit im Folgenden m-Zeile. Die Variable m (hier u, ) entfillt aus

der Basis. Der Pfeil am rechten Rand des nachstehenden Tableaus verdeutlicht dies.
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Gibt es mehrere gleich kleine Werte, so kann einer dieser Werte gewihlt werden.
Sind alle Werte in der a-Spalte < 0, so kdnnen keine Quotienten gebildet werden und
das Optimierungsproblem besitzt keine Losung.

Begriindung fiir die obige Vorgehensweise (am Beispiel):

1 0 10
Das LRS lautet in Vektorschreibweise:  x; E(O] + X, E(lj < ( 6 ] )
1 2 16

Da x, weiterhin NBV bleiben soll und somit gleich O ist, ergeben sich fiir x; die

1 10
Bedingungen x; E(Oj < [6 ], also x; <10 und x; <16, insgesamt
1 16

x; <min{10/1, —, 16/1}. Genau diese Bedingung wird in der Hilfsspalte 8 ermittelt.

u; entfillt aus der Basis, da die Restriktion der Maschine 1 bei der Produktion von P,

den Engpass darstellt.

Pivotschritt durchfiihren

Nachdem die beiden Fragen geklirt sind, kann der Basistausch (Pivotschritt) durchgefiihrt
werden. Das Pivotelement liegt im Schnittpunkt von a-Spalte und m-Zeile. In diesem Fall
bedeutet der Basistausch von u; mit x;, dass in der x; -Spalte derjenige Einheitsvektor

erzeugt werden muss, der bislang in der u, -Spalte steht.

BV | x Xy u Uy U3 z r.S. 0

up [ (1) 0 1 0 0 0 10 10/1 ~ PZ
Uy 0 1 0 1 0 0 6 - min.

U3 1 2 0 0 1 0 16 16/1 -PZ
z -3 -2 0 0 0 1 0 + 3[PZ

Nach der Durchfithrung des Pivotschrittes erhdlt man folgendes Tableau:

BV | x X U Uy U z r.S.
X 1 0 1 0 0 0 10
U, 0 1 0 1 0 0 6
Uy 0 2 -1 0 1 0 6
Z 0 -2 3 0 0 1 30

Basisvariable: x;,u,,u3,z; Nichtbasisvariable: x, , u;

x| 10 Uy 0
Basislosung: (xz) = ( 0 ) , 21=16|, z=30
u

5 6

<

Erneuter Basistausch, bis alle Werte der z-Zeile =2 0
Solange in der z-Zeile noch negative Werte stehen, kann das Zielkriterium durch Aufnahme
der entsprechenden Variablen in die Basis verbessert werden. Sind alle Werte der z-Zeile

= (, so kann keine weitere Verbesserung erzielt werden und das Optimum ist erreicht.
Im Beispiel: Nehme x, in die Basis auf, eliminiere dafiir u; aus der Basis.

BV | x X, u u, u3 z r.S. 0

X 1 0 1 0 0 0 10 -

uy 0 1 0 1 0 0 6 6/1 min. -PZ
uz 0 (2) -1 0 1 0 6 6/2 12 <« PZ
Z 0 -2 3 0 0 1 30 +2[BZ

Nach der Durchfiihrung des Pivotschrittes erhélt man das Endtableau:



BV | x Xy u; U, uy Z r.S.
X1 1 0 1 0 0 0 10
u, 0 0 0,5 1 -0,5 0 3
Xy 0 1 -0,5 0 0,5 0 3
z 0 0 2 0 1 1 36
(e) Interpretation des Endtableaus
Das Optimum ist erreicht, da alle Werte der z-Zeile 2 0 .
Basisvariable: x,u;,x,,2; Nichtbasisvariable: u;,us, dh. u;=0, u3=0,
u
1 X1 10 : 0
also Basislosung: = s u =3, z=36.
X2 3
M3 0
Interpretation:
. . X1 10
¢ Optimale Produktionsmengen: ) =\3 ME

» Kapazititsauslastung: u, =3, d.h. an Maschine M, sind noch 3 ZE freie Kapazitit;

Maschine M; und Mj; sind ausgelastet.
* Maximal erreichbarer Deckungsbeitrag: DB, = 36 GE

*  Weitere Interpretation des Endtableaus (Spalten der NBV; hier u; , us)

In Vektorschreibweise lautet das Endtableau:

1 0 1 0 0 10
g g i) o))
0 1 -0,5 0 0,5 3
X 10 1 0
oder #quivalent U | = ( 3 ] —u E( 0,5 J - Uy I{—O,SJ .
x) \3 0.5 0,5

Setzt man z.B. u; = -1, d.h. man vergroBert die Ausgangskapazitit der Maschine M,

um eine ZE (hier von 10 auf 11) und ldsst u;3 =0 weiterhin, dann ergibt sich

X1 10 1 11
Uy | = 3 + 1 0’5 = 375 .
X2 3 _0,5 2,5

x; steigt alsoum 1 ME, x, sinkt um 0,5 ME und die freie Kapazitit an M, steigt um
0,5 ZE. Analog konnen durch u; =1 die Auswirkungen einer Kapazititssenkung von
M um eine Zeiteinheit analysiert werden. Man interpretiert die Werte in den Spalten
der NBV daher als Anpassungs- bzw. Verdriangungskoeffizienten.

Der maximale Deckungsbeitrag steigt im Fall u; =—-1 um 2 GE, wie im Schnittpunkt
von z-Zeile und u;-Spalte abgelesen werden kann. Die Werte der z-Zeile werden
daher als Grenzgewinne gedeutet.

Analoge Aussagen konnen auch fiir u; abgeleitet werden.

Verringert man hingegen die Kapazitit von M, um bis zu 3 ZE, so hat dies keine
Auswirkungen auf die optimale Produktion, da M, noch nicht ausgelastet ist (s.0.).
Héufig kommt es bei groleren Optimierungsproblemen vor, dass im Optimum
bestimmte Produkte nicht hergestellt werden also z.B. x,, =0 ist. Setzt man in diesem
Falle x, = 1, erzwingt also die Produktion einer ME von x,, , so gibt die Spalte unter x,,

(mit vertauschtem Vorzeichen) an, welche Auswirkungen dies hat. Der Wert in der z-
Zeile misst dann die Opportunitétskosten der Produktion von x,, .

(f) Anmerkungen

(1) Da die z-Spalte immer konstant bleibt, ldsst man sie weg.

(2) Man kann auch die Spalten der Basisvariablen weglassen, da sie stets die Einheits-

vektoren enthalten und diese Information bereits in der Spalte "BV" enthalten ist.
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(3) Soll eine Zielfunktion minimiert werden, so kehrt man alle Vorzeichen in der
Zielfunktion um und maximiert sie dann.

(4) Bei nichtlinearer Zielfunktion und / oder Ungleichungen kann der Simplex-
Algorithmus nicht mehr angewandt werden. Im Falle konvexer Zielfunktion und
konvexen Ungleichungen kann der Satz von Kuhn-Tucker weiterhelfen.

Liegen die Nebenbedingungen in Gleichungsform vor, so verwendet man den
Lagrange-Ansatz, der in der Analysis vorgestellt wird. Zielfunktion und

Nebenbedingungen diirfen dabei beliebige Form aufweisen.

8. Folgen und Reihen

Folge Abbildung von N nach R. Schreibweise: (an)aon
Folgen bilden die Grundlage der Differenzial- und Integralrechnung. Begriffe wie Stetigkeit,
Differenzierbarkeit, Ableitung und Integral werden mit Hilfe von Folgen definiert.
Eigenschaften von Folgen wie Monotonie und Beschrinktheit definieren sich direkt aus den
entsprechenden Eigenschaften von Funktionen.
Wesentlich bei der Betrachtung von Folgen ist ihr Verhalten fiir steigendes n (n — ), also die Frage

nach der Konvergenz einer Folge. Vor der Prizisierung des Begriffs einige Beispiele.

Beispiele D an= %: a =1, a =%, as =% . ... Grafisch: la”
in Analogie zur Darstellung der Funktion f(x) = % . ; .2 ; .
ay ist streng monoton fallend, beschrinkt und konvergiert gegen O.
2) an=1 +%: a=1+1=2, a=1+3=3, az=1+3=73,..

ay ist streng monoton fallend, beschrinkt und konvergiert gegen 1.

1., 9 64 101
3) an=(1+-)": a1=2, ay=3=225 ay=9;=237.... alooz(m)wo:zjo,...

ay ist streng monoton steigend, beschriankt und konvergiert gegen die Zahl e = 2,718... ,

wie spater mit Hilfe der Differenzialrechnung (Regeln von 1'Hospital) nachgewiesen wird.

n 1 1
@) a=CDE: a=-1 a=1 a=-1..

ay ist eine beschrinkte, alternierende Folge (wechselt stets das Vorzeichen, also nicht

monoton) und konvergiert gegen O.

n 1 3
S) an=(C1 [(1+;): ay =72, ay=5, a3=-

[SSTEN

5 eee

ay ist eine beschrinkte, alternierende Folge und nicht konvergent. Die beiden Werte
1 bzw. —1, denen sich die Folge fiir n — o nihert, sind Hdufungspunkte der Folge.
©6) an=n: a=1, a,=2, az=3, ...
ay ist streng monoton steigend und nicht beschrinkt, strebt also gegen oo fiir n — oo .
Man spricht in diesem Fall von uneigentlicher Konvergenz, da o keine Zahl ist.
(7) Arithmetische Folge: an,=a,—;+d, dUR (rekursive Darstellung);
dh. ay=a,+d, az=a,+d=a;+2d,.., a,=a;+ n-1)d (explizite Darstellung);
zB. ay=1, d=2 = a,=3, az=5, a4=7,.. (ungerade Zahlen);
strebt gegen o bzw. —oo fiir n — oo, falls d #Z 0.
(8) Geometrische Folge: an,=a,—; [, gqUR (rekursive Darstellung);
dh. a,=a)g, a3=a,lg=a,[* ..., a,=a,[§"" (explizite Darstellung);
konvergiert gegen 0, falls | ¢ | < 1.
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Konvergenz

Nullfolge

Regel

Regeln

Reihe

Regel

Beispiele

einer Folge (a.).0n gegen einen Grenzwert a
Zu jeder (beliebig kleinen) Zahl € > 0 existiert ein Index n,sodass On=nggilt: |a,—a|<E€.
Anders formuliert: Zu jeder e-Umgebung von a, U¢(a), existiert ein Zeitpunkt ne, ab dem alle

weiteren Folgenglieder in dieser Umgebung liegen. ( )
Dabei ist Ug(a) = { xOR | |x—a| < €} = (a—¢, a+¢€). a—=¢€ & a+e

Schreibweise: a," > a oder lima,=a. Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.
n — o

Folge mit Grenzwert 0.
Folgen, die gegen o (bzw. —) streben, deren Folgenglieder also ab einem Zeitpunkt jenseits einer

beliebig grof} (bzw. klein) gewihlten Zahl liegen, nennt man uneigentlich konvergent.

Jede monotone und beschriankte Folge ist konvergent.
Begriindung: Der Grenzwert ist die kleinste obere Schranke (bei monoton steigenden Folgen) bzw.
die grofite untere Schranke (bei monoton fallenden Folgen).
Fiir konvergente Folgen (a,),on und (b,),on mit nlingo a, =a, nlingo b,=0b gilt:
@) nlingo(an th)=azxb 2) nlingo(an (b)) =alb 3) nlingo(an cby)=a:b, b,,b%0
2 1

5 34—+
3n"+2n+1 N n o,
4 +5n+6 5.6

44—+
n n

(‘nach den Regeln (1) und (3) ).

-
—

Beispiel: a, = ” %

[S)

Folge von Teilsummen. Schreibweise: (s,).0n
n
Eine Reihe entsteht aus einer Folge (a,).on durch Aufsummieren: s,=a; +...+a,= 2. q;
i=1

Folge (an)non Reihe (s,),0n
a S1=ay
a S>=a;+ay
as s3=a;+ay+ay
a, S, =a1+a+...+a,

Wenn (s,).0n konvergiert, muss (a,).0n notwendigerweise eine Nullfolge bilden.
Oder dquivalent: Wenn (a,).on keine Nullfolge ist, kann auch (s,),on nicht konvergieren.

Aber: Wenn (a,).on eine Nullfolge ist, muss (s,).0n nicht unbedingt konvergieren.

ln-o

1 a=1+ o 1#0 (keine Nullfolge) = s, kann nicht konvergieren

2) an= % "220 ( Nullfolge ), aber s, (harmonische Reihe) konvergiert trotzdem nicht, denn fiir

n=2" ( also m=1log,(n) ) erhilt man

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
sp=1l+s+3+-+c+...+5+5+...+—+ =+...+55 +

2T 3ty *s s T o 16T 17 R Tt e et
1 1 1 m=1 L
>1+2+ 2[% + 4[%— + 851—6 + 1653—2 + ...+ 2 EIZ;
1 1 n— o
=1+E|]n=1+5|]0g2(n) — 00,
Alternativ lasst sich die Reihe grafisch
veranschaulichen als Fldache von 1
Rechtecken mit der Breite 1 und der .
Hohe 1 . Die Fliche dieser Rechtecke fo= x+
n 0 1 2 3

ist groBer als die Fliche zwischen

x-Achse und dem Grafen der Funktion f(x) = x-+1 , die sich mit Hilfe der Integralrechnung

einfach bestimmen lésst (siehe Abschnitt Integrale):
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_[ "Foo dr=[In(x + 1)]3 =In(n+1)—-In(l)=1In(n + ).
0

Somit erhdlt man s, > In(n+1) "5 o,

1 n-w . 1 1 11 .
3) an—n2 - 0 und s, konvergiert, denn wegen n2<n|]n—1)_n—1_n ist
P I SR e M It K i
TTET4T 9T e T T2 127203 "33 " " T aln-1)
1 11 11 11 1 noo
_1+(1—2)+(2—3)+(3—4)+...+(n_1—n)_2—n - 2.

sy ist also beschridnkt durch 2 (und monoton steigend) und somit konvergent. Der Grenzwert
betragt % = 1,64..., was hier nicht nachgewiesen werden soll. Der Grund fiir die Konvergenz

dieser Reihe im Gegensatz zur harmonischen Reihe liegt in der hoheren Geschwindigkeit, mit
der die Folge a, gegen O strebt.
Alternativ kann auch hier die Beschrinktheit von s, mit Hilfe von Integralen leicht nachgewiesen

werden, denn die Fliche der Rechtecke ist

in diesem Fall kleiner als die Féiche 1
zwischen x-Achse und dem Grafen der

. 1 . 1
Funktion f(x) =—, d.h. es gilt: f =2
X 0 1 2 3

n-

s,1<1+fl"f(x)dx=1+[—ﬂ =1+(—%—(—1))=2—; 272,
1

1 n—

@ a=-"2"0 und sp o7 e—1

5) an=(—1)"+IB}; "0 und s, "37In(2)

(6) Arithmetische Reihe: s, =nld, + @ 0 "% +o0, fallsd#0

n_l n —

(7) Geometrische Reihe: s, =a, #q——l - lqu , falls|q|<1

Die Darstellung der arithmetischen und geometrischen Reihe ergibt sich dabei wie folgt:

n | arithm. Folge arithm. Reihe geom. Folge geom. Reihe
1 a a ai a
2 ar+d 2a,+d a; Ly a; +ailg =alll+q)
3 a; +2d 3a;+d+2d a, 2 a,[l+g+¢%)
n a;+(m=1)d | na;+d(142+...+(n-1)) a; y"! a, [l +g+q*+..+q"h)
Dabei ist 1 + 2 + ..+ (n-1
+ (n-1) + (n-2) + ... + 1
= n + n + ..+ n = nln-1),

also 2(1+2+...+(n-1))=nln—-1) undsomit 1+2+ ...+ (n—1) =@.

Analog ist T =l +qg+q¢ +..+q""!
- Tlg = g+ ¢+ .. +q"+q"
= T-Tlg =1 -q",
also Tl -¢g)=1-¢" und somit T=1+q+q2+...+q"'l=11—_q—=g;11.
—q q-

9. Finanzmathematik (Zinseszinsrechnung)

Beispiel (1) Lineares bzw. progressives Wachstum
Umsatz eines Unternehmens 2018: 2,1 Mio. €.
Geplante jahrliche Steigerung alternativ (1) linear: 0,1 Mio. €  oder
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Beispiel (2)

(2) progressiv: 4% gegeniiber dem Vorjahr.
Gesucht: (a) Umsatz im Jahre 2024, (b) Summe der Umsitze bis einschl. 2024.
Losung: Die Umsatzentwicklung in beiden Szenarien ergibt sich aus der nachstehenden Tabelle.

(1) lineares Wachstum (2) progressives Wachstum
Jahr (a) Umsatz (b) Summe (a) Umsatz (b) Summe
2018 2,1 2,1 2,1 2,1
2019 2,2 43 2,100,04 = 2,184 4,284
2020 2,3 6,6 2,18401,04 =2,271 6,555
2024 2,7 16,8 2,657 16,586

Das lineare Wachstum kann mittels arithmetischer Folge bzw. Reihe beschrieben werden, das
progressive Wachstum mittels geometrischer Folge bzw. Reihe:
zu (1): a;=2,1,d=0,1, n=7 (2018 zdhlt schon mit)

(@) a,=a, + (n—1)d, alsohier a;=2,1+6[0,1=2,7;

716

L z"l)m, also hier s;=7(2,1 +>[0,1 = 14,7 +2,1 = 168

(b) sp=nld, +

zu (2): a;=21,qg=104, n=7

(@) a,=a;§"", alsohier a;=2,100,04%=2,101,265=2,657;
,047-1
1,04-1

Analog kann auch die lineare bzw. degressive Abschreibung dargestellt werden.

(b) sn=a Eﬂq_;ll, also hier  s,=2,1 =2,1[7,898 = 16,586 .

Zinseszinsrechnung mit ein- bzw. mehrmaliger Einzahlung
Auf ein Konto wird alternativ eingezahlt (1) ein einmaliger Betrag K oder
(2) ein jdhrlicher Betrag E .
Das Guthaben wird mit p % verzinst und die Zinsen dem Konto nach jedem Jahr gutgeschrieben.
Gesucht ist das Guthaben K,, nach n Jahren.

Losung: Das Guthaben in beiden Szenarien ergibt sich aus der nachstehenden Tabelle.

Dabei bezeichnet g=1+p %=1+ L den Zinsfaktor.

100
Jahre (1) Guthaben K,, bei (2) Guthaben K,, bei
einmaliger Einzahlung jéahrlicher Einzahlung
Klg Elq
2 KG? E4*+EG=EGQg+1)
3 K’ E’+EQ*+EG=E4Uq*+q+1)
n Kig" E@m1+q+q2+---+q"")=EB’gq—;1l

Die Entwicklung des Guthabens lésst sich also mit Hilfe der geometrischen Folge bzw. Reihe
beschreiben. Die hier abgeleiteten Formeln

(1) K,=KL" (bei einmaliger Einzahlung),

2) K,=Elg ﬁq—;ll (bei jahrlicher Einzahlung)

reduzieren sich um den Faktor ¢, wenn die Einzahlung nicht wie hier unterstellt vorschiissig, also zu
Beginn des Jahres erfolgt, sondern nachschiissig, d.h. am Ende des Jahres.

Hiufig miissen die Formeln nach einer anderen Variablen umgestellt werden, wie im folgenden
Beispiel: Auf einen Bausparvertrag mit 2,5 % iger Verzinsung sollen jeweils zu Beginn eines Jahres
2.000 € eingezahlt werden. Die Zinsen werden dem Konto am Ende jeden Jahres gutgeschrieben.
Wann sind 20.000 € angespart ?

Losung: Hier ist die Formel (2) anzuwenden. Gegeben sind K, =20.000, E=2.000 und
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2,5

=1+ m =1,025. Gesucht wird n. Dazu wird die Formel nach n umgestellt:
K. -
n_y K ! In( f" f—ql +1)
K,=Egqil— o —22f—i1=¢" o np=--——2L
4 E-g T4 ()
o In( 5500 Coos + 1)
Fiir das Beispiel erhilt man so n= In(l, 02 5) = 8,84, also nach 9 Jahren.
Beispiel (3) Unterjihrige Zinszahlung; stetige (momentane) Verzinsung

Zu Beginn eines Jahres werden K = 100.000 € auf ein Konto mit 5 % iger Verzinsung eingezahlt.
Gesucht: Kapital nach einem Jahr bei (1) jahrlicher, (2) vierteljdhrlicher, (3) monatlicher,
(4) tdglicher und (5) stetiger (momentaner) Zinszahlung.

Losung: Das Guthaben in den 5 Anlageformen ergibt sich aus der nachstehenden Ubersicht.

Zinszahlung Kapital nach einem Jahr

(1) jahrlich 100.000 (1 + 755 100 ) = 105.000

(2) vierteljahrlich 100.000 (1 + 755 " 2= 0)* = 105.094,53

(3) monatlich 100.000 11 +m G5)'% = 105.116,19
(4) tiglich 100.000 1+ 53— )’ =105.126,75

(5) stetig (momentan) 100.000 lim (1 + 755 [f;)k =100.000 1% = 105.127,11
Der Grenzwert in der letzten Zeile basiert auf der Aussage khngo (1+x E}; )¢ =¥, die spiter mit Hilfe

der Regeln von I' Hospital einfach nachgewiesen werden kann.

Stetiges Wachstum spielt eine wichtige Rolle in Natur, Technik und Okonomie.

Die Ergebnisse der vorausgegangenen Beispiele seien noch einmal zusammengefasst:

Bezeichnungen m : Anzahl der Jahre k : Anzahl der Zinszahlungen pro Jahr
n=mlk: Anzahl der Zinsperioden insgesamt K,: Guthaben nach n Zinsperioden
.7 L . 5 : _q4,.-LP .
p: Zinstub, i=p %= 100 Zinssatz (nominal) =1+2 i 1+ X100 - : Zinsfaktor
Einmalige Einzahlung eines Betrages K und
k-malige Zinsgutschrift pro Jahr: K,=K[4" =Kl +— )k Lin
stetige Verzinsung: K= Jim KT+ )m" =K@
Mehrmalige Einzahlung eines Betrages E
Lo . . . 6 _ "-1
vorschiissig, d.h. zu Beginn jeder Zinsperiode: K,=FEl4 g—q— 1
nachschiissig, d.h. am Ende jeder Zinsperiode: K,=E ﬂq—;ll

10. Globale Extrema von Funktionen einer Variablen

Relevanter Bereich Menge der x-Werte, die fiir das aktuelle Problem relevant sind.

In der Regel ein Intervall oder die reellen Zahlen insgesamt.

Definitionsbereich Dy einer Funktion f: Menge aller x-Werte, fiir die f (x) mathematisch erklirt ist.
Definitionsliicken treten z.B. an Stellen auf, an denen durch 0 geteilt wiirde oder die Quadratwurzel
aus einer negativen Zahl zu ziehen wire.

Beachten: Definitionsbereich und relevanter Bereich sind zwei unterschiedliche Dinge.

Lokale Extrema oder relative Extrema: Punkte mit dem groften (Maximum) bzw. kleinsten (Minimum)

Funktionswert von allen x-Werten in einer (kleinen) Umgebung.

®Wegen ¢ #;lzgﬁ—l [g"-1), ;q_: 1+l/k= 1 +%, giltauch K,=E[l +§)mq"—l).

-1 -1 ilk
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Globale Extrema

Stetigkeit

Regeln

Beispiele

Nahtstelle

Regel

Lokale Extrema konnen vorliegen an

(1) Stellen mit Steigung 0, z.B. ein lokales Maximum H oder ein lokales Minimum El s
(2) Sprungstellen der Funktion, z.B. ein lokales Maximum /\ oder ein lokales Minimum \/ s

(3) Knickstellen der Funktion, z.B. ein lokales Maximum L] oder ein lokales Minimum L] .
Das Auffinden von Sprung- bzw. Knickstellen, also Stellen, an denen die Funktion nicht stetig bzw.
nicht differenzierbar ist, wird als erstes besprochen. Anschlieend wird dargestellt, wie die Steigung

einer Funktion mit Hilfe der 1. Ableitung bestimmt werden kann.

oder absolute Extrema: Punkte mit dem groBten (Maximum) bzw. kleinsten (Minimum)
Funktionswert von allen x-Werten im relevanten Bereich.

. .. relevanter Bereich
"Kandidaten" fiir globale Extrema:

(1) Lokale Extrema , M
(2) Rénder des relevanten Bereiches, z.B.

glob. Min.  glob. Max.

Lokale bzw. globale Extrema miissen nicht eindeutig bestimmt sein, d.h. es kann z.B. mehrere globale
Maxima geben, die alle einen gleich hohen Funktionswert aufweisen. Eindeutig bestimmte Extrema

werden als strenge (strikte) Extrema bezeichnet.

f ist stetig in xoUD; , wenn fiir jede Folge (x,).on mit nl{ngo X, =X, gilt: nli_'rrc}O f(&x,) =f(xp)-
Ist f an einer Stelle x, nicht definiert, also xoLID, , soist f dort weder stetig noch unstetig.
Eine Sprungstelle liegt vor, wenn die Funktion dort nicht stetig ist.

f ist stetig in einer Menge M, wenn f an jeder Stelle xUIM stetig ist.

Die nachstehenden Regeln ergeben sich sofort aus den entsprechenden Regeln fiir Folgen.

(1) Sind f und g stetiginx,,dannauch f+g, f—g, flg und f/g, g(x)ZO.
(2) Ist f stetiginxy, und g stetigin y,=f(xy), dannist g (f) stetigin xg .

(1) Die Funktion f(x) =x ist stetig in R, denn 0 x,OR gilt: x, = xp = f(n) =X > %o = f (x0).
(2) Wenn f(x)=x stetigist, dann auch f(x) +f(x) =2x, f()Fx)=x% x> +2x, ...
= Alle Polynome sind stetig in R .
(3) Auch die Funktionen x%, a*, log,(x) sowie die trigonometrischen Funktionen sind iiberall in
ihrem Definitionsbereich stetig.
Da auch die Verkniipfung all dieser Funktionen wiederum stetig ist, erhilt man insgesamt:
Alle in der Okonomie relevanten Funktionen” sind iiberall in ihrem Definitionsbereich stetig.
Ausnahme: Stiickweise definierte Funktionen kénnen dort, wo sie zusammengesetzt sind

("Nahtstellen") evtl. unstetig sein. Nur hier muss eine Uberpriifung auf Stetigkeit erfolgen.

xoUDy ist eine Nahtstelle von f, wenn die Funktion in einer Umgebung von x, nicht einheitlich

Ji(x) x <X
definiert ist, also f(x) =9 f(xo) fir x=x;.
Jr () x> Xo
Xy gehort dabei praktisch immer entweder zum linken Funktionsast f; oder zum rechten
: fi®) o x<xg ho o x<x
F k 1 = = .
unktionsast f,.,also  f(x) { £ ur X oder f(x) £ X3 x,

Wir beschrinken uns daher im Weiteren auf diese beiden Fille.

In der Praxis treten stiickweise definierte Funktionen beispielsweise auf bei Angabe des Preises p
5€/Stick .. x<100

eines Produktes in Abhédngigkeit von der Bestellmenge x, z.B. p (x) = { 4€/Stick U LS00

Jf ist stetig an einer Nahtstelle xoUD;, wenn f; (xo) = f, (xo).

Sind die Funktionswerte nicht gleich, so ist f unstetig in x; .

7 Fiir die Okonomie irrelevant ist beispielsweise die Funktion f(x) =0 fiir rationales x, f(x)=1 fiir irrationales x,
die tiberall in R definiert, jedoch an keiner Stelle stetig ist.
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Beispiele

Sonderfall

Beispiele

Steigung

Beispiel

32

fi=x+1 . x<1 i) =x+1 ox<1

M f(x)z{f,(x)=—x+3 sy bW f(x)z{f,(x)=—x+3 for sy

Die Nahtstelle xo = 1 gehort bei der ersten Funktion zum linken

Funktionsast f;, bei der zweiten Funktion zum rechten Funktionsast f, . fl)=2
In beiden Fillen ist f stetig an der Nahtstelle x, =1 (und somit [J xOR ),

da fi(xp) =2 =/, (xp). £ =l
fi=x . <1 frg)=f(xg)=2
@ f(X)z{f]r(x)=_x+3 ur iZl fixg) =1

fi(xo) =1, fr.(xg) =2, also f;(xg) Zf.(xp), d.h. f ist unstetig in x; .

Ist f;(xo) mathematisch nicht erkldrt (x)0D), ), so muss statt dessen der Grenzwert
xlim fi(x) berechnet und wie oben bei der Uberpriifung auf Stetigkeit verwendet werden.
- X

x<xy
Analog: Wenn x 0D, ,dann lim f,(x) verwenden.
X o Xy

x> X

Ist einer der Grenzwerte gleich o oder —oo , so ist f unstetig in x; .

i) =x+1 r<

0
1 f= e —1 fiir . An der Nahtstelle xo = 0 ist f; (xo) =f (xo) = 1;
fr(x) = X x>0

e'—1

Jfr (xp) ist nicht definiert (x,[JD, ). Berechne daher xl{rr)}o )= )CILII(I) =1.

x> X x>0

(Berechnung des Grenzwertes: siehe Abschnitt 13 (Regeln von 1"Hospital), Bsp. (2)).
f ist somit stetig an der Nahtstelle x, .

2) f)= {j:’ ((};)) z ? [ fur i f 8 . An der Nahtstelle xy = 0 ist f; (xy) = f (xo) = 0;

Jfr (xo) ist nicht definiert (x,[JD, ). Berechne daher xl{rr)}o f,x)=1

m —=0,
x>0
x>0

= =

x> X

f ist somit unstetig an der Nahtstelle x;, .

. Steigung s einer Geraden: Verhiltnis von vertikaler zu horizontaler Anderung zwischen 2

Y1~ Yo _ Ay
Punkt , d (x, f der Geraden: s = = ]/
unkten (xg, yo) und (x, y;) auf der Geraden: s Y —x A e i
Yo
e Sekante: Verbindungsgerade zwischen 2 Punkten % Ax M
(%0, f (xp)) und (xy, f (x;)) auf dem Grafen einer Funktion f.
xp) —f(x :
o Sekantensteigung: Steigung der Sekanten: sg; = fe) =/ () f o)
X1 7 Xo f &)
(durchschnittliche Steigung der Funktion f im Intervall [xg, x;] ). % x

x,) —f (x
o Steigung von f an einer Stelle xy: sy = lim S ) = f (o) =
n— o xn —_ xo

nlingo Son » Wobei (x,).0n eine Folge
von Zahlen ist, die gegen x, konvergiert. Die Steigung in einem Punkt ist also als Grenzwert einer
Folge von Sekantensteigungen definiert, wobei der Abstand zwischen den beiden Stellen x; und x,,
gegen 0 geht. s, gibt die

o Steigung der Tangenten an, die durch den Punkt (x,, f (xy)) an den
So
1
Xo

Funktionsgrafen gelegt wird. Zur konkreten Berechnung der Steigung von f
an einer Stelle x, verwenden wir spéter den Funktionswert der
e 1. Ableitung an der Stelle xo: so= f'(xp).
Bemerkung zur Schreibweise: Jede Folge (x,).0n , die gegen x, konvergiert, 1dsst sich schreiben als
Xn = Xgt+h,, , wobei (hn).on eine Folge ist, die gegen 0 konvergiert. Wegen x, — xo = h,, erhilt man
damit die hdufig verwendete, alternative Darstellung fiir die Definition der Steigung

J Gxothy, ) — f (x0) derk _ f (o) = f (xo)
h oder kurz 5o = Jim——— ———.

o= fim,

Betrachte die Funktion f(x) = x*> an der Stelle x,=1 mit f(x)) =x= 1.



Differenzierbarkeit

Beispiele

Regel

* Die Steigung der Sekante zwischen den beiden Punkten (xy, f(x¢)) und (x, f(x;)) betrdgt dann
fa)—fap) _xd-1_ =Dl +1)

X1 — Xo Xl_l .Xl_l

So1 = =x;+ 1, alsozB.fir x; =2 ist sp; = 3.

e Sei (x,).0n nun eine Folge, die gegen x, = 1 konvergiert. Fiir die entsprechende Folge von

2

X)) —f(xp) x,—-1 (x,— D, +1 "o oo

Sekantensteigungen s, gilt so,,:f( atilt 0)= =( I )=x,,+1 - 1+1=2,
X, — Xo x,— 1 x,— 1

d.h. die Steigung von f an der Stelle xo=1 ist sy = nlin(}o Son = 2.

Exemplarisch fiir die Folge x, =1 +% ergibt sich so die nachstehende Tabelle:
n 1| 2 3 4 | 4 o
X |2 L5 1,33 1,25 |- 5 xo=1
Son | 3125233225 |- 5 55=2
* Abschlieend bezeichne x; nun eine beliebige Zahl. Dann gilt analog zur obigen Rechnung:
e ~f ) 2= (=)l +x)

n — o n — 00
Son X, +x9 - 2x5, fallsx, - xp.

X, = Xg X, — Xo X, — Xo
Damit ist die Steigung der Funktion f an X0 | -2 ‘ -1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
einer beliebigen Stelle x, gleich sy = 2x : So | -4 ‘ -2 ‘ 0 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 6

Die so ermittelte "Steigungsfunktion" bezeichnet man mit f ' (hier f'(x) = 2x) und nennt sie die

1. Ableitung von f (siehe nichste Seite).

f ist differenzierbar (diff.bar) in x;, wenn die Steigung dort eindeutig bestimmt werden kann, also
von der Wahl der Folge (x,),0n nicht abhidngt.
Eine Knickstelle liegt vor, wenn die Funktion dort stetig, aber nicht diff.bar ist.

f ist differenzierbar in einer Menge M, wenn f an jeder Stelle x[IM diff.bar ist.
(1) Die Funktion f(x) = x? ist 0 xOR diff.bar, da die Steigung [ xOR eindeutig bestimmt werden
kann (siehe Beispiel oben). Gleiches gilt fiir alle Polynome.

(2) Die Funktion f(x) = %/;c ist an der Stelle x;, = O stetig, aber nicht diff.bar.
fG) =) Ax =00

Die Steigung dort ist oo, denn sy, = 5 oo,
gung On X, = Xo X, = 0

fx

R
falls x, " =" 0. Man konnte hier von "uneigentlicher Diff.barkeit" sprechen; optisch liegt kein

Knick vor.

. . _ = L x<0
3) DleFunktlonf(x)—|x|—{x fiir >0

ist an der Stelle x, = O stetig, aber nicht diff.bar, denn fiir die Folge x, = —1/n ist stets sy, = —1,
also auch die Steigung so = lim s, = —1, wihrend man fiir die Folge x, = 1/n die
Sekantensteigungen sg, = 1, also auch sy =1 erhilt. Die Steigung an der Stelle x;, = 0 ist daher
nicht eindeutig bestimmt, somit f nicht diff.bar in x .

Man sieht: Wenn f in x stetig ist, so muss f dort nicht notwendig auch diff.bar sein.

Umgekehrt zeigt man leicht die folgende Regel.

Wenn f in x, diff.bar ist, dann ist f dort auch stetig.

Oder dquivalent: Wenn f nicht stetig ist in x,, dann auch nicht diff.bar.

Beispiel (4): Die Funktion f(x)= { xil fiir i f 8

ist an der Stelle xy = 0 nicht stetig und daher dort nicht diff.bar.
Ahnlich wie im Fall der Stetigkeit zeigt sich, dass die in der Praxis relevanten Funktionen "fast
iiberall" in ihrem Definitionsbereich diff.bar sind. "Fast iiberall" bedeutet, dass einige Funktionen an
bestimmten Stellen die Steigung oo oder —o besitzen (siche Beispiel (2) ).
Ansonsten konnen Knickstellen allenfalls an den Nahtstellen stiickweise definierter Funktionen
auftreten (siche Beispiel (3) ). Die praktische Uberpriifung auf Diff.barkeit bzw. die Berechnung der

Steigung erfolgt nun nicht mit Hilfe von Folgen, sondern durch Ableitungen.
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Ableitungsfunktion (kurz: 1. Ableitung) f' angeben. f' besitzt die Eigenschaft, dass ihr Funktionswert
an einer Stelle x , f '(x(), die Steigung von f an der Stelle x; misst. Eine andere Schreibweise fiir

f'(x), auf die wir im Zusammenhang mit dem Differenzial noch einmal zuriickkommen, ist g'f ).

Durch erneutes Anwenden der Ableitungsregeln erhilt man aus f ' die 2. Ableitung f",

daraus die 3. Ableitung f"' und schlieBlich allgemein die n-te Ableitung f ™.

Existiert £ ® (x,), so nennt man f n-fach diff.bar an der Stelle x,.

Im Bereich der Wirtschaftswissenschaft bezeichnet man die 1. Ableitung in der Regel als Grenzfunk-

tion (z.B. Grenzkosten, Grenzerlose etc.) oder als Marginalfunktion (z.B. marginale Konsumquote).

f ist diff.bar an einer Nahtstelle x,[JD,, wenn f dort stetig ist und zusétzlich gilt f;'(x) = f," (xo).

Ist f unstetig in x oder gilt f;'(xp) Zf,' (xg), so ist f in x; nicht diff.bar.

fi' bzw. f,'bezeichnen die 1. Ableitung des linken bzw. rechten Funktionsastes, d.h.

fi'(xp) bzw. f.'(xy) geben die linsseitige bzw. rechtsseitige Steigung von f an der Stelle x, an.

fi(x) =x* o oxs<1

M f(x):{fr(x)=2x—1 far s
da fi(xg) =f(xp) =1 =f.(xg). Mit f;'(x) =2x und f,'(x) =2 erhilt man f;'(xg) =2 =f," (xp),
d.h. f ist diff.bar an der Stelle x, (und damit [] xR ).

(2) f(x)=]|x| (siche oben Beispiel (3) ) mit den Funktionsésten f;(x) = —x und f, (x) = x ist stetig
an der Nahtstelle xo = 0, da f;(xp) =0 =1, (x9) =f (xg). Wegen f;'(x) =—1 und f,'(x) =1 ist
fi'(xg) =—1Z1=f"(xp), d.h. f ist nicht diff.bar an der Stelle x;, .

(3) Im obigen Beispiel (4) mit f;(x) =x und f,(x) =x+ 1 istf nicht stetig an der Nahtstelle x, =0
und somit dort auch nicht diff.bar, obwohl f;'(x) =1 und f.'(x) =1, also f;'(xg) =1 =£,"(xg)

(links- und rechtsseitige Steigung stimmen zwar iiberein, aber in x liegt eine Sprungstelle vor).

ist stetig an der Nahtstelle x, = 1,

Ist f;'(xp) mathematisch nicht erklirt, so muss statt dessen der Grenzwert

L HO) fiG)
im =

X = Xo _x—_xo

xlin} fi'(x) berechnet und zur Uberpriifung auf Diff.barkeit verwendet werden.
x<x0 e

x <Xy

Analog: Wenn x,[1D;, dann limwz lim f.'(x) verwenden.

);;;;o X~ Xy ’;;;BU
Ist einer der Grenzwerte gleich o oder —oo, so ist f nicht diff.bar in x;.
fik)=0 x<0

1 fx)= {fr ) = x2m21n(x) -1 fiir >0 besitzt die Ableitung f,'(x) = 4xn(x)

(siehe Ableitungsregeln). f,. und f,.’ sind an der Stelle x nicht definiert, da In(0) nicht erklart ist.

Mit Hilfe der spiter zu besprechenden Regeln von 1"'Hospital zeigt man:

- )}iII(l) [, (x)=0=1;(0), also f stetig in x, - lir% [/ (x)=0=£(0), also f diff.bar in x,,.
*>0 );;0

=0~ x<0 . . o
2) fx)= £ \/— fiir >0 ist stetig an der Nahtstelle xy = 0 und besitzt die
(X)) =4/x

Ableitungsfunktion f,'(x) = 5 i/- (siehe Ableitungsregeln). f,’ ist an der Stelle x; nicht
X
definiert, der zu berechnende Grenzwerte gleich o ; f ist daher nicht diff.bar in x .

(auf den Beweis der Regeln wird verzichtet)

Funktion | 1. Ableitung Funktion | 1. Ableitung Funktion 1. Ableitung
a 0 sin (x) cos(x) ftg f'tg’
x“ az®! cos (x) —sin(x) & fig+fig’
a* a*n(a) tan (x) + A g - '

] cos“(x) 4 8 :

log ,(|x]) _

L e ot | —5— SR AL
sin“(x)




Beispiele

Funktion 1. Ableitung Funktion 1. Ableitung
x0=1 0 log, (Ix) 1/ (xMh(2))
xl=x 1 log, (]x[) = In([x|) 1/x, daln(e) =1

x? 2x X-x+3 2x -1
x3 3x2 453 =5x>+6x -7 12x> = 10x+ 6
x* 4x3 @-DBx+5 [2x@Bx+5+&*-1DB

x =1/ -2 =-1/x* 2On(x) 3x°n(x) + x*0/x

x2= 1/ —-2x 73 = =2/ 2x+1 2[Bx=2) - (2x+D3

X7 =10 T3 = 30 3xe: ] e’@in((i)x—_ ?‘Zﬁtos(x)

x'2 =[x 12372 = 1/2\[x) sin (x) sin?(x)

w183 133723 = 1/(33[32) 2= 1y} 302 - 1)

TR 3407 = 3/(43x ) =0+ )2 St + 1773
P o1AfE | -32G7 = -3/ e RICE Il EETCR T
2 2[n(2)
e* e’ n(e) = e*
Funktion 1. Ableitung Funktion 1. Ableitung
[f (01" allf () 177 G+ 1) xfflgf
P e3 5 1
S 21 (2) 3. R INEFRT T
, 1 ,
al® a’®n(a)[F'(x) g, (/@D | 7@ ¢ @
In([f(x) ) f'/fx)

Produkt-, Quotienten- und Kettenregel konnen auch mehrfach hintereinander angewandt und

miteinander kombiniert werden, z.B.

Funktion 1. Ableitung
FOLE@HK |f'@LEEEX +,F)LE @ EX) +f )00 x)
2 (3x2[1]n(x)+x3['l};)lﬂx2— 1) — X30n (x) 2x
-1

(= 1)

|
sin(In(2 + 1)) cos(In(¥* + 1))l — 2x

Besteht eine Funktion f aus Produkten und/ oder Quotienten von Teilfunktionen, so bietet sich das

logarithmische Ableiten an:

[®

Logarithmisches Ableiten R
£ @

Leitet man eine logarithmierte Funktion ab, so erhélt man (siehe oben) [In(|f(x)) ] =

oder anders geschrieben: f'(x) =f(x)JIn(|f(x)]) 1.
Para

(- R/(e-1)?
Losung: Zundchst wird In(| f (x)|) bestimmt. Unter Beachtung der Rechenregeln
In(x@) =In(x) + In(y), In(x/y)=In(x) —In(y), In(x¥)=ylh(x), In(e*)=x

erhilt man In(| £ (x)]) = In(x*[&%) — In( (x—1)4d/ x3-1)2 )=
In(x®) + In(e®) = [ In(x=1)* + In( \5/(x3—1)2 )1=2 In(jx|) + x — 4 In(jx—1|) —% (n (Jx*~1]).

Beispiel: Gesucht ist die 1. Ableitung der Funktion f(x)=
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Die Ableitung von diesem Ausdruck ist [ In(|f(x)|) ]'=%+ 1 __x41 —% 3—31 I Bx*> und daher
_ En
ZB,X 2 4 6 2
f@=f@On(f@)]'=———"——0=+1 -—-205—1.

x=1

X x—1
-1 A1)
Die Ableitung dieser Funktion mittels Produkt-, Quotienten- und Kettenregel gestaltet sich erheblich

aufwendiger und uniibersichtlicher.

Kriimmung: konvex = linksgekriimmt (z.B. das Symbol U );
konkav = rechtsgekriimmt (z.B. das Symbol n ).

Wendestelle: Xp ist Wendestelle von f, wenn f die Kriimmung an der Stelle x, wechselt

(von konkav nach konvex oder umgekehrt).
Sattelstelle: Wendestelle mit Steigung 0 . /‘/

Charakterisierung des Funktionsverlaufs mittels Ableitungen
Voraussetzung: f ist hinreichend oft diff.bar im betrachteten Intervall 1.
e Steigung von f

(1) f'(x)>0 Ox0O0I = f streng monoton steigend in I;

(2) f'(x)<0 Ox0I = f streng monoton fallend in I.
* Kriimmung von f

(1) f"(x)>0 OxOI = f streng konvex in I;

(2) f"(x)<0 Ox0OI = f streng konkav in 1.
e Wendestellen von f

(1) xp Wendestelle von f = f"(xp) =0;

oder dquivalent: f"(xy) Z0 = xgkeine Wendestelle von f;
2) f"(x)=0 und f"'(x)) Z0 = x, Wendestelle von f.

des Zusammenhangs zwischen f " und der Kriimmung von f. S
Betrachte eine Funktion f, die in der Umgebung einer Stelle x, konvex

ist. Konvexitit bedeutet, dass die Funktion von links nach rechts einen
zunehmend steileren Verlauf aufweist. Links von x, , z.B. an der Stelle a,

ist die Steigung geringer als rechts von x; , z.B. in b. Fiir die ©t
Funktionswerte f '(x), die diese Steigung angeben, muss also gelten f'(a)

<f'(xp) <f'(b). Die Funktion f' weist daher ebenfalls eine steigende L ) '
Tendenz auf in der Umgebung von x . Diese positive Steigung von f' an a x b

der Stelle x, wiederum wird gemessen durch f " (xg), d.h.f"(xy) > 0.

Die Argumentationskette zur Begriindung der oben angegebenen Regel verlduft jetzt natiirlich genau
andersherum:

f"(xg) >0 = f'besitzt an der Stelle x, eine positive Steigung, d.h. f'(a) <f'(xg) <f'(D).

= f verlduft links von x; flacher als rechts von x, , d.h. f ist konvex in einer Umgebung von x; .
Analog: f"(xg) <0 = f'besitzt an der Stelle x, eine negative Steigung, d.h. f'(a) > f'(xy) > f'(b).
= f verlduft links von x steiler als rechts von x; , d.h. f ist konkav in einer Umgebung von x; .

(1) f(x)=x> f'(x)=2x, f"(x)=2, also
f streng monoton fallend 0 x <0, da f'(x) <0 Ox<O0;
f streng monoton steigend x>0, da f'(x) >0 Ox>O0;
f streng konvex O xOR, da f"(x) >0 OxOR.

() f(x)==x% f'(x)==2x, f"(x)=-2, also
f streng monoton steigend O x <0, da f'(x) >0 Ox<O0;
f streng monoton fallend (0 x > 0, da f'(x) <0 Ox>O0;
f streng konkav O xOR, da f"(x) <0 OxOR.

B) f)=x, f'(x)=32% f"(x)=6x, f"'(x)=6, also
f streng monoton steigend U x OR, da f'(x) >0 Ox OR;



f streng konkav U x <0, da f"(x) <0 Ux<0,
f streng konvex x>0, da f"(x)>0 Ox>0;
f'x)=0 = x3=0, f"(x))=0, f"(x9))=6%#0 = x; Sattelstelle von f.
(4) Sowohl in der Betriebs- als auch in der Volkswirtschaftstheorie verwendet man Ableitungen, um
Funktionen mit bestimmten Eigenschaften zu konstruieren.
Beispiel: Konstruktion einer neoklassischen Produktionsfunktion x(v), wobei x den Output, v

den Input bezeichnet. x soll folgende Eigenschaften aufweisen:

(a) x(0)=0,

(b) xpositiv Ov>0, also x(v)>0 Ov>0, i

(c) x monoton steigend v >0, also x'(v) >0 Ov>0 i

(d) x degressiv steigend (konkav) v >0, also x "(v) <0 Ov>0. v

Als méglicher Funktionstyp kommt eine Potenzfunktion der Form x(v) = a[@® in Frage.

An die Koeffizienten a, b miissen dann die folgenden Bedingungen gestellt werden:

(a) x(0)=al? =0 st fiir jedes beliebige a, b erfiillt,

(b) x(»)=al’>0 0Ov>0 giltnur fir a> 0, da v >0 fir beliebige b,

(c) x'(V)=aBB’'>0 Ov>0 gilt nur fir >0, da a>0 und vbTls 0,

(d) x"M=alpb-1)E*2<0 Ov>0 giltnurfir b-1<0, also b<1, da aI*2>0.
Insgesamt erfiillt daher die Funktion x(v) = a[@’ mit >0 und 0< b <1 alle Bedingungen.

Die Kriterien fiir das Vorliegen von Extrema sind nun sofort einsichtig:

(1) Istdie Steigung links von einer Stelle x( negativ und rechts von x, positiv \/ , so liegt in x; ein

Minimum vor; umgekehrt liegt in x, ein Maximum vor, wenn die Steigung links von x; positiv
und rechts von x, negativ ist A \
(2) Istdie Steigung an einer Stelle x; gleich 0 (d.h. f'(xy) = 0), so handelt es sich um ein

Minimum, wenn die Funktion dort konvex verlduft Q (d.h. f"(xg) > 0),
Maximum, wenn die Funktion dort konkav verlauft H (d.h. f"(x) <0).

Regel Lokale und globale Extrema

Voraussetzung: Die verwendeten Ableitungen an der Stelle x existieren, d.h. die Funktionen sind

entsprechend oft diff.bar.

(1) Lokale Extrema an Nahtstellen x,, an denen die Funktion f nicht differenzierbar ist
(@ fi'(xg) <0 und f.'(xg) >0 = strenges lokales Minimum an der Stelle x; ;
(b) f;'(xp) >0 und f.'(x;) <O = strenges lokales Maximum an der Stelle x; .5
(2) Lokale Extrema an differenzierbaren Stellen x,
(@ f'(xp)=0 und f"(x9) >0 = strenges lokales Minimum an der Stelle x; ;
®) f'(x=0 und f"(xy) <O = strenges lokales Maximum an der Stelle x; ;
© f'(xp)=0 und f"(x9) =0 und f"'(x9) #0 = Sattelstelle in x ;
(d) f'(xp) #0 = kein lokales Extremum in x; .
(3) Globale Extrema in einem Intervall I, xo[1
. Monotonie
(@ f'(x)<0 0Ox<xy und f'(x)>0 Ox>xy = x,strenges globales Minimum in I;
() f'(x)>0 Ox<xy und f'(x)<0 Ox>x; = xstrenges globales Maximum in I.°

8 Die Aussagen (a) und (b) sind falsch, wenn f in x, unstetig ist. Man sieht dies z.B. am Bildchen: A \ Die Nahtstelle x,

(Punkt) gehort zum rechten Funktionsast. Daher liegt in x, kein lokales Maximum vor (links von x, gibt es noch hohere
Funktionswerte). In der 6konomischen Praxis wiirde man trotzdem von einem Maximum an der Stelle x, sprechen, da
aufgrund der in der Praxis vorhandenen Mefgenauigkeit x als zum "giinstigeren" Funktionsast zugehorig angesehen
werden darf (z.B. Briefporto beim Gewicht bis 20g / iiber 20g ).

° siehe vorherige FuBnote
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. Kriimmung
@ f'(xp=0und f"(x)>0 UxLI = xstrenges globales Minimum in 1 ;
®) f'(xp)=0 und f"(x) <0 OxOl = x,strenges globales Maximum in I.

fx)= X bzw. fx)= —-x> besitzen in Xo = 0 nicht nur ein lokales, sondern sogar ein globales

Minimum bzw. Maximum U xUR (siehe oben, Beispiel (1) bzw. (2) ).

zum Bestimmen globaler Extrema

ey

@3

3)

“)

&)

f auf Definitionsliicken im relevanten Bereich hin untersuchen

Falls eine Definitionsliicke x; im relevanten Bereich (der jeweiligen Teilfunktion) existiert:

li d i itteln und , li , , li

xlgrgof (x) un xgggof (x) ermitteln und  (x, xgrrgof (x)),  (xo xgﬂ;ﬂf (x)) K
—_ =

X<X x> %, xX<x, x>,
als "Kandidaten" merken (siehe auch die Bemerkung unten). \xo
Randpunkte des relevanten Bereiches untersuchen
Fall (a): Relevanter Bereich = Intervall [ xi; xg ]
(x, f(x1), (xgr,f(xg)) als "Kandidaten" merken.
Fall (b): Relevanter Bereich=R ("Randpunkte": —oco, + 00)
leqlm f(x) und xli_'nc}O f(x) berechnenund (- oo, Xlirpm fx), (400, xh_'nc}O fx)
als "Kandidaten" merken.
Fall (c): Relevanter Bereich = [ x;; 00 ) oder (—o0; xgz ]: Analog zu (a) bzw. (b).
Bei stiickweise definierten Funktionen: "Nahtstellen" untersuchen
Fall (a) f;(xg) =f;(x0) (also f stetig an der Nahtstelle xy mit f(xy) =f;(xg) = f, (xp) ):
(%9, f(xp)) als "Kandidat" merken.
Fall (b) f;(xg) Zf(x0) (also f nicht stetig an der Nahtstelle x; ):
(x0, fi(x0)), (xg,fr(xp)) als"Kandidaten" merken.

Dabei ist xlin)} fi(x) statt f;(xg) bzw. xlin)} f(x) statt f.(xy) zuverwenden, wenn f;(x)
szoo X;XOO

bzw. f,(xy) mathematisch nicht erklért ist.

Stellen mit Steigung 0 im relevanten Bereich bestimmen

f " ermitteln und gleich O setzen (bei stiickweise definierten Funktionen fiir jede Teilfunktion);
wenn die gefundenen Nullstellen x; der 1. Ableitung im relevanten Bereich (der jeweiligen
Teilfunktion) liegen: (x;, f(x;)) als "Kandidaten" merken.

Zusammenfassung: Auflisten aller "Kandidaten" aus (1) — (4) x| fx)
Sofern existent, erhilt man das globale

* Maximum als Punkt mit dem grofiten f(x)-Wert aller "Kandidaten",

e Minimum als Punkt mit dem kleinsten f (x)-Wert aller "Kandidaten".

Bemerkung:

» Istder kleinste f(x)-Wert gleich —oo, so existiert kein globales Minimum;
ist der grofite f(x)-Wert gleich oo, so existiert kein globales Maximum.

e Wird der kleinste f(x)-Wert fiir x - —c0 bzw. x — o
(also nie) erreicht, so existiert kein globales Minimum; T
wird der groBte f(x)-Wert fiir x - —o0 bzw. x - o T N~——

(also nie) erreicht, so existiert kein globales Maximum.
* Da Nahtstellen auch als Randpunkte des relevanten Bereiches von zwei Teilfunktionen zu

sehen sind, konnte man (2) und (3) zu einem Unterpunkt zusammenfassen.

Beispiele zur Anwendung dieses Schemas finden sich in der Aufgabensammlung.
Differenzial, Wachstumsrate, Elastizitat
Niherungsweises Berechnen der Anderung eines Funktionswertes f (x) bei Variation von x; .

Die Preiselastizitidt der Nachfrage beispielsweise gibt ndherungsweise an, um wie viel % sich die
Nachfrage @ndert bei Variation des aktuellen Preises py um 1%.



Idee

Differenzial

Wachstumsrate

Elastizitit

Der Graf einer Funktion f lésst sich in einer (kleinen) Umgebung eines Punktes (xo, f (x,)) relativ gut

durch die Tangente an die Kurve annéhern.

Variiert man x, um dx Einheiten, so dndert sich f (xy) um

Af = f(xg+dx) —f(xo) Einheiten. k
T (x) bezeichne die Tangente an den Funktionsgrafen durch 7 ()
JAY
den Punkt (xo, f (xp)), also T (xo) =f(xo) und f'(xp) = gf . fogrdn) | Y &
. dx
Andert man dann wieder xy um dx Einheiten, so @ndert sich
Xg  Xo+dx

der Funktionswert auf der Tangenten um
df = T (xp+dx) —f(xp) = f'(xo)[dx  Einheiten.
Fiir betragsmiBig kleine Variationen dx stimmen Af und df gut iiberein.

df und dx bezeichnet man als Differenziale, f'= gf daher auch als Differenzialquotient.

Beispiel: Fir f(x)=x% xy=3, dr=02 ist f'(x)=2x und
Af = f(xp+dx) —f(xg) = f(3,2)-f(3)=10,24-9=1,24  (exakt)
=df = f'(xp)ldx= f'3)0,2=60,2=1,2 (angenahert).
Af
f(xo)”
Dies entspricht fiir betragsmiBig kleine dx niherungsweise der relativen Anderung auf der Tangenten

df o) o ,
TG~ Fog) =7 told

Die Funktion ry=f"/f bezeichnet man als Wachstumsrate von f.

Variiert man x, um dx Einheiten, so betrigt die relative Anderung von f (x;) :

. c 1. . _ 2 _ _ H ' —_ — '(x) —_ z_x - %
Beispiel: Fir f(x)=x7, xp=3, dx=0,2 ist f'(x)=2x, r(x)= Lf(x) =2 > und
B LA 1378 20,13780100 % = 13,78 % (exako)
S (x0)
~_df _ —2m9 = _ "
Fog) 1y (x) ldx = 3 [0,2=0,1333=13,33 % (angenédhert).
Beispiel: Die Wachstumsrate der Funktion f(x) =e* ist r;(x)=e"/e*=1.

Die e-Funktion driickt also konstantes Wachstum aus, wie bereits im Zusammenhang
mit der stetigen Verzinsung dargelegt.
S Grotxold%) — f (x0)

S (xo)

Die Variation von x, um s % entspricht einer Anderung von x, um dx = x, [ % Einheiten.

Variiert man x, um s Prozent, so dndert sich f(xq) relativ um

Fiir betragsmifig kleine Variationen von s % ergibt sich wie oben die Annéherung

L&) 5 G - (i) G0 3 % = € (x0) 3 %.
S (xo)
Die Funktion € mit & (x) = XD% bezeichnet man als Elastizitdt von f .

Speziell fir s =1 erhilt man: Die Elastizitit an einer Stelle x, gibt niherungsweise an, um wie viel

% sich f(xy) dndert, wenn x, um 1% variiert.

Beispiel: Fir f(x)=x% xy=3, s=5 ist f'(x)=2x, & (x) = xD]}'((;C)) = xDz—f =2 und
X

FOo+xl3 %) =f(x0)  f(3+33%) -f3) _ f(3,15 -9
f (x0) - f@3) N 9
= &x)d%=283%=10% (angendhert).

Die Bedeutung der Elastizitét als Maf fiir Empfindlichkeit einer Funktion auf Variation des

=0,1025=10,25 % (exakt)

Arguments beruht nicht zuletzt auch auf der einfachen Berechenbarkeit von & (x). Wegen

[In(|f®)])]'= % erhilt man &(x) =x[In(|f(x)|)]". Die Berechnung der Elastizitit mittels

dieser Formel bietet sich an, wenn f ein Produkt bzw. Quotient von Teilfunktionen ist. Au3erdem

erhilt man hieraus sofort die Produkt- bzw. Quotientenregel fiir Elastizititen in folgender Tabelle.
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Rechenregeln

Fehlerrechnung

fiir Elastizitdten (ergeben sich sofort aus den Ableitungsregeln)

Funktion | Elastizitit Funktion | Elastizitit Funktion | Elastizitit
a 0 jir; &+ & alf () & (%)
x a flg &~ & [f1* | al@
e* x f&) | &©)IE SO X
1 & (x)
SR BTYES O (7 ()
—X —X
Beispiel: Die Elastizitdt der Funktion f(x) = eT = % ist gleich der Elastizitét des Zihlers
X X
= —x ) minus der Elastizitit des Nenners ( = % ), also & (x)=-—x —% .
Beispiel: Ein runder Deckel mit dem Radius x = 5 cm soll hergestellt werden. Die Flidche des

Deckels, sprich der Materialverbrauch, betrigt M (x) = X

(1) Um wie viel cm? kann der Materialverbrauch pro Deckel ca. schwanken, wenn der Radius um
+ 1 mm variiert ?

(2) Um wie viel % kann der Materialverbrauch pro Deckel ca. schwanken, wenn der Radius um
+ 1 mm variiert ?

(3) Um wie viel % kann der Materialverbrauch pro Deckel ca. schwanken, wenn der Radius um
+ 1% variiert ?

Losung: Die Fragen konnen unter Verwendung von Differenzial, Wachstumsrate und Elastizitit

beantwortet werden.
(1) Mit xo=5cm, dx=0,1 cm und M '(x) = 2x [T ergibt sich eine Schwankungsbreite von ca.
M '(xo) [x = 10010,1 = 7T cm?.
2x [
(2) Wegen ry(x)= —lej_[
ry ()x =3 0,1 =0,04 = 4 %.

2 .
=7 ergibt sich eine Schwankungsbreite von ca.

(3) Mit s=1 und g, (x) =2 ergibt sich eine Schwankungsbreite von ca.
Ey ()8 % =20 % =2 %.

12. Taylorentwicklung einer Funktion

Ziel

Anwendung

Taylorpolynom
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Approximation einer Funktion f in einer Umgebung eines Punktes (xy, f (x;)) durch ein Polynom T,
n-ten Grades.

Im letzten Abschnitt wurde bereits das Taylorpolynom 1. Grades, ndmlich die Tangente T, , als

Anniherung an eine Funktion verwendet. Mit Polynomen hoherer Ordnung, also quadratischen,
kubischen etc. Funktionen wird die Giite der Annéherung weiter verbessert.

Viele Funktionen sind als Polynom der Ordnung o darstellbar (in eine Taylorreihe zu entwickeln).

Ist eine Funktion f n-fach diff.bar an der Stelle x,, dann nennt man die Funktion T, mit

T, 00 = £ (x0) +f (o) e = 30) + 3 07 Cx0) B = 0)” 35 0 eg) o = ) . =1 (F ) () [T = )"

=Z%W‘)(xo)mx—xo)", fO@)=fx), n'=120B0.0, 0'=1,
k=0""

das Taylorpolynom n-ten Grades von f, entwickelt an der Stelle x,.
Alsoist T (x) =f(xp) +f'(x9) [x —xy) eine lineare Funktion (Gerade),
T, (x)=T; (x) +% " (xo) [x — x¢)*> eine quadratische Funktion (Parabel),
T (x) =T, (x) + % U (xo) Lx — xo)3 eine kubische Funktion etc..
Bemerkung: ¢ Je hoher der Grad des Polynoms, umso besser stimmen T,, (x) und f (x) iiberein.

* Je ndher ein Wert x an x; liegt, umso besser stimmen T, (x) und f(x) iiberein.



Eigenschaften

Vorgehen

Beispiel

der Funktionen T,: Taylorpolynome sind so konstruiert, dass sie folgende Eigenschaften besitzen:

T, (xp) =f(xp) :  Alle Taylorpolynome gehen durch den Punkt (x, f (xp));

T, (xg) =f'(xg) : Sie besitzen dort die gleiche Steigung wie f ;

T," (xg) =f "(xg): Ab dem Taylorpolynom 2. Grades besitzen sie dort die gleiche Kriimmung wie f ;
T," (x0) ="' (x0); . s T? (xg) =f ™ (x0).

An der Stelle x, stimmen also die Ableitungen von T, und f bis zum Grade n iiberein.

Durch Ableiten von T, und Einsetzen von x, fiir x kann man diese Eigenschaften einfach nachweisen.

beim Berechnen von T,

« Ableitungen f'(x), f"(x), ..., f " (x) ermitteln;

 Funktionswerte an der Stelle x, bestimmen: f (xy), f'(xo), f"(X0), ... » f ™ (x0);
* xo und Funktionswerte in die Formel einsetzen.

Beachten: T, istein Polynom und nicht zu verwechseln mit dem Funktionswert T, (xy) =f (xg).

Gesucht ist das Taylorpolynom n-ten Grades der Funktion f(x) = e*, entwickelt an der Stelle x, = 0.
Losung: Die Ableitung von f ergibt wiederum f'(x) = ¢* und damit auch allgemein f ™ (x) = e*.
An der Stelle x, erhilt man so die Funktionswerte f(xp)=e’=1=f"(x) =... =f ™ (x).

Eingesetzt in die Formel: T, (x) = 1 + 1x = 0) +3 O = 0)> +5; O = 0)* + .. +% dix - 0)",

also T,,(x)=1+x+lx2+lx3+...+%x". Speziellist Ty ()= 1 +x, T, (@) = 1 +x +3.27, etc. .

2 6
p
T3
x -1 -05 x%=0 05 1 T
fx) | 037 0,607 1,649 | 2,72 T

T, x)| 0 0,5 1,5 2

1
1

T, | 05 0625 1 @ 1625 25 %
1

T; (0 | 0,38 | 0,604 1,646 2,67 -1 1

xp=0

Restgliedabschitzung: Den Fehler R, (x) =f(x) — T, (x), der bei Anndherung von f (x) durch T, (x) entsteht, nennt man

Beispiel

das Restglied der Taylorentwicklung. Fiir die Funktion R,, gilt die auf Lagrange zuriickgehende Aus-

Mit Hilfe dieser Darstellung gewinnt man eine Abschitzung iiber den maximalen Fehler bei der

sage: Zu jedem x gibt es eine Zahl z zwischen x und x(, so dass R, (x) =

Approximation von f durch T, auf einem Intervall.
Ist die Funktion f oo oft diff.bar in x, und geht der Fehler R, (x) gegen O (fiir n — o) fiir alle x aus
einem Intervall I, dann ldsst sich f an der Stelle x, in eine Taylorreihe entwickeln und es gilt [ xUI

[oe]
1
FO= X T (o) e = xo)"
k=0""
Wie oben sei die Funktion f(x) =e* in der Umgebung von x = 0 durch das Taylorpolynom

1 o 1 3 1 ..
T,)=1+x+5x"+¢x +...+Hx” angenihert.

Frage: Wie grof3 kann der Fehler R, (x) maximal fiir x~-Werte aus dem Intervall [-1; 1] werden ?

L w1
(n+1)!f( Y@ - xo) 1‘(n+1)!

Fiir x-Werte aus dem Intervall [—1; 1] liegt dann auch z in diesem Intervall. Daher ist stets | e®|< e.

(nfl)! O x0[-1; 1].

Antwort: Esist R, (x) = <™ fiir ein z zwischen O und x .

AuBerdem ist |x™'|< 1 Ox0O[-1; 1]. Somit erhilt man insgesamt: |R,, (x)|<
Beispielsweise fiir das Taylorpolynom 5. Grades gilt dann: | e* — Ts (x) | < é =0,0038 Ox0[-1; 1].
Da f unendlich oft diff.bar ist in x, und R, (x)" =" 0 [ x aus einem beliebigen Intervall I, lzisst

xk

(o)
sich f an der Stelle x, fiir alle xR in eine Taylorreihe entwickeln, d.h. es gilt e*= T Ux0R .
k=0""
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13. Unbestimmte Ausdriicke: Die Regeln von I'Hospital

L
g

Ziel Ermitteln des Verhaltens einer Funktion
e aneiner Stelle x, mit f(x)) =0=g (xy) bzw. lim f(x)=%c und lim g (x) = oo,
X - Xo X - Xo
e fiirx —» oo mit xlirpwf(x) =0= xlirpw g (x) bzw. xlirpwf(x) =+o0 und xlirpm g (x) =00

"

Ausdriicke der Form 0. bzw.

) =

00 . . .
! E” heilen unbestimmt ( £oo steht fiir +oo oder —co ).

0
Regeln von 1"Hospital: ~ An einer Stelle x, sei f(xg) =0 = g (xp).
Existiert dann hm x) S0 ist hm [0 _ lim &
g'’ ¥-x g () x-% g (%)

Die Regel gilt analog auch fiir die {ibrigen genannten Fille.

Herleitung (Idee)  Fiir x-Werte in der Nihe von x gilt nach der Taylorformel die Annéherung

F@) =T (%) =f(x) +f"(xp) Wx — xp) =f "(x0) [x — x¢), da f(xy) =0 nach Voraussetzung.
fx) _f (o) lx = xp) _ S (xo)
g g )l —xp) g ')

Analog ist g (x) = g '(x¢) [x — xy) und damit

Beispiele @))] )}1_{111 );2__11 = )}1_{111 % =2 (Fall" % ")
) )}i{r(l)ex; = lim eT= 1 (Fall "%" )
@ Jim St fim = lim = 0 (Rl " )
(@) )}1_{111 ; :;i I ? )}’_' ! 32); _23 )} % =3  (zwei mal der Fall " % ")
©) Jim Fr= tim =0 (R )
Riickfithrung der Fille (1) "0Fe", (2)"1*", (3)"0%", (4) "+ auf die Fille " % " bzw. " g "

(1) Sei f(xp) =0 und lim g (x) = %00, also xlim f ()& (x) ein Ausdruck der Form "0 [Foo".
- X

Wegen f(x)& (x) = f(x) @ und lim 1 =0, lim L=100, ldsst sich der
L T )

Ausdruck "O[Fe" zuriickfithren auf den Ausdruck "%" bzw. "E .

(2) - (4): Bei diesen Fillen verwendet man die Transformation f(x)8® = ¢8®@MU ™) per

Grenzwert des Exponenten g (x) In(f (x)) kann unter Verwendung von (1) bestimmt werden.

Beispiele @) hm xn(x) = lmb ln(x) =0 (der Fall "0Fe" wird transformiert zu " % "; s.0.Bsp. (3)).
1 —q
1 +alx x*
@ lim (1+%)%= lim *™0+9) und  Jim xOn(1+% )_ lim In(l+ah) _ i, -
X - 0 X X > - 1/x X - =1/x

a . a con - . w _o[n
lim =qa, also lim (1+=)"=¢“ (derFall "1°" wird transformiert zu "e®®" und
x-o 1 +alx X0 X

der Exponent "o [0" dann zu 0 s dass 1' Hospital angewandt werden kann).

3) limx*= hn}) eI ynd lin}) xn(x) =0 (siehe (1)), also lin%) F=e=1

X -

(der Fall "0°" wird transformiert zu "e¢®®® " und der Exponent "0[Fco" dannzu " % ").
1/x On (x) In (-x) . 1/x .X 0
4 xhngo\/;c —th}ox = hm e und hm T th}oTz , also xhngo\/;c =e =1

ueOBO"

. . [ee)
(der Fall "o® " wird transformiert zu und der Exponent "0[d" dann zu " > ").
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Grenzwerte von Folgen Im Abschnitt "Folgen" wurde bereits angedeutet, dass sich die Grenzwerte vieler Folgen

bestimmen lassen iiber die Grenzwerte der entsprechenden Funktionen. Aus den vorangegangenen

Beispielen (1) - (4) ergibt sich sofort:
(D nlin}o I/nn(1/n)=0 (mitx=1/n); 2) nlingo (1+an)"=e" (mitx=n);

(3) ’}irrgo(l/n)”"=nling°"1/n=1 (mitx=1/n); 4) nlingo(/;=1 (mitx=n).

14. Newton-Verfahren

Ziel

Prinzip

Herleitung

Allgemeine Iterationsformel: x,,; =x,

Beispiel

Numerisches Ermitteln einer Nullstelle von f unter Verwendung von f'.

Berechne iterativ (nacheinander) neue Anndherungen an die
Nullstelle, wobei

e der Startwert x, "fast" beliebig gewihlt werden kann H— f
— X3 Xy X; Xo

(vgl. Bemerkung unten),

* die erste Annédherung x; errechnet wird als Schnittpunkt der Tangente an die Kurve durch
(x> f (x9)) mit der x-Achse,

* die zweite Annidherung x, bestimmt wird als Schnittpunkt der Tangente an die Kurve durch
(x1, f (x1)) mit der x-Achse,

* weitere Versuchspunkte (x,, f(x,)), (x3, f (x3)),..., (x,, f (x,)) analog ermittelt werden,

» das Verfahren solange fortgesetzt wird, bis mit einer vorgegebenen Genauigkeit gilt:
|f(xn) |:O und Xp = Xp-q -

der Iterationsformel: Fiir die Tangente an die Kurve durch den Punkt (xg, f (xg)) erhédlt man aus der
Taylorformel die Darstellung T, (x) =f (xg) +f '(xp) [x — xy). Den Schnittpunkt dieser Tangente mit
der x-Achse, also die Nullstelle von T, (x), berechnet man durch

J (xp) J (xo)
Xxo) +f'(x —x)=0 = x—xyp=—"F = X=Xg— , falls f'(x) # 0.
f( 0) f ( ())mx ()) 0 f (x()) 0 f (XO) f ( ())
Die erste Annidherung ist also x; = xy — % . Analog ergeben sich die weiteren Approximationen
0
X, =X —]{,((x;l)) , X3 =X —;,(();22)) , und damit die allgemeine Iterationsformel.
&)
)

Die Nullstellen der Funktion f(x) =e”* —x —2 konnen analytisch nicht ermittelt werden.

Wie die Wertetabelle zeigt, muss zwischen —2 und —1 und zwischen 1 und 2 eine Nullstelle liegen.

s 2 a0 ol 1 |0

fx | 0,14 ‘ -0,63 ‘ -1 ‘ -0,28 ‘ 3,39
2

Mit f'(x) = e* — 1 und dem Startwert x, =1 folgt

o Sy e -1-2 . -0282
HEN T Gy T el -1 =1 1,718 1,164

f ) e -1,164 -2

Xy =X —mz 1,164 —WZ 1,1464

S el 146t — 11464 -2
X3 =X o)™ 1,1464 JLT61 =1,146193259
vy =xy =2 146193221 = x|

_f '(x3)
Nach 4 Iterationen ist die erste Nullstelle bis auf 9 Nachkommastellen (Genauigkeit des
Taschenrechners) bestimmt. Analog erhélt man mit dem Startwert x, = —2 die zweite Nullstelle durch
x=-1,843, x,=-1,841406066, x;=-1,841405660 = x, .
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Probleme

konnen auftreten, wenn wihrend der Iteration eine Stelle x,, erreicht wird mit f'(x,) =0 bzw.
f'(x,) =0 (vgl. oben).

Beispiel: Startet man bei der obigen Funktion mit xy = 0, so ergibt sich f'(xy) =0, d.h. x; kann nicht
bestimmt werden. Beginnt man statt dessen mit x, = 0,01 , so erhdlt man f'(xg) = 0,001 und daraus

x1=99,5, x,=98,5, ..., d.h. das Newton-Verfahren konvergiert sehr langsam.

15. Lokale Extrema fiir Funktionen mit mehreren Variablen

Grafische Darstellung von Funktionen mit mehreren Variablen (siche Ubersicht)

Lokale Extrema

Konvergenz

Stetigkeit

Funktionen f mit zwei Variablen lassen sich grafisch als dreidimensionales "Gebirge" darstellen,
indem jedem Punkt der x-y-Ebene der entsprechende Funktionswert f (x, y) als "Hohe" zugeordnet
wird.

Bei Funktionen mit mehr als zwei Variablen (also f: R” - R mit f(X)OR, xOR™, m > 2) versagt
zwar die Moglichkeit der einfachen grafischen Darstellung, jedoch konnen alle Begriffe und Konzepte

problemlos dorthin {ibertragen werden.

XoUR™ ist ein (strenges)

lokales Minimum, wenn es ein £>0 gibt, so dass f(Xo) <(<) f(xX) O XxOUg(Xy);

lokales Maximum, wenn es ein £>0 gibt, so dass f(Xo) 2 (>) f(X) U xOU(Xp);

dabeiist Ug(Xg) = { XOR™ | [X—Xo| <€} eine &-Umgebung von X,0OR™.

Im Gegensatz zu den Funktionen einer Variablen wird hier auf das Bestimmen globaler Extrema
verzichtet, da die Vorgehensweise im mehrdimensionalen Fall erheblich aufwendiger ist. Das

Ermitteln lokaler Extrema verlduft bei Funktionen mehrerer Variablen parallel zum einfachen Fall.

X1(n) X1
einer Folge (X,).onOOR™ gegen X OR™: Xn =( : ] konvergiert gegen X, =( : ] fiirn - oo,
xm(n) Xm
wenn alle Komponenten einzeln konvergieren, also  lim xy¢,) = x; ,..., im x,,,) = X, ;
n — n— o

B (1+1/n> (1) i
2B. 5y, ) ) firn - .

einer Funktion f: R” - R an der Stelle X,OR"™

f ist stetig in X,OOR™ , wenn fiir jede gegen X, konvergente Folge (X,),on0R™ auch die entsprechende
Folge der Funktionswerte f(X,) gegen f(Xo) konvergiert.

Kurz: nlLHgO X, =Xg = ’}arrgof(xn) = f (Xo).

Wie bei den Funktionen einer Variablen sind auch im mehrdimensionalen Fall alle in der Praxis
relevanten Funktionen tiberall in ihrem Definitionsbereich stetig, mit Ausnahme von stiickweise
definierten Funktionen, die an ihre Nahtstellen unstetig sein konnen.

Beispiel: Die Funktion f(x,y) = z—xiz ist definiert O (x, y)O R?\{(0, 0)} und dort auch stetig.
X +y

An der Definitionsliicke (0, 0) kann die Funktion nicht stetig ergéinzt werden, d.h. es kann kein Funk-
tionswert f (0, 0) gefunden werden, so dass die Funktion dort stetig wird, denn:
Die Folgen (1/n, 1/n), (=1/n, 1/n), (0, 1/n) beispielsweise konvergieren alle gegen (0, 0). Die

entsprechenden Folgen der Funktionswerte streben aber nicht gegen einen einheitlichen Grenzwert, da

2 _ 2
ﬂumum=Hﬁ%3;=%MﬂAMme——ﬂi—:-l,ﬂaumz O __0 onow.

T nt+ 1 2 0+ 1/n2"

Partielle Ableitungen 1. Ordnung von f an der Stelle X LIR™ :
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Of . foote B -f)  f . fote, ) = f(X)
21, (Xp) _}}1% 7 R (XO)—}?% h .

Dabei bezeichnet € den i-ten Einheitsvektor im R™.
Das Symbol "9" wird statt des Buchstabens "d" verwendet, um anzudeuten, dass es sich um eine

Funktion mehrerer Variablen handelt, die nach einer bestimmten Variablen partiell abgeleitet wird.



Beispiele

Gradient

Kritische Punkte

Beispiele

Statt agxi (Xg) schreibt man auch kurz f; (X) .

Existieren alle m Grenzwerte, so nennt man f (X) partiell differenzierbar in X.

Zur konkreten Berechnung der partiellen Ableitungen verwendet man die bekannten Ableitungsregeln
fiir Funktionen einer Variablen. Die partielle Ableitungsfunktion f; z.B. entsteht durch Ableiten von

f nach der Variablen x; , indem alle tibrigen Variablen als Konstante angesehen werden.

Auf die folgenden Beispiele wird im Weiteren immer wieder zuriickgegriffen.

M fey=x-y Fan=fen=1 Fwn=fun=-

@ fan==d-p+s SLwn=fun=-2 FLan=fun=-2

@ feen==2-y-x+d Ly =fwn=-2-y, §§<x,y>=g<x,y>=—2y—x
@ fOry)==x" =y =2y +4, gf(x, ¥ =fix y) = =24 =2y, gf(x, ) =f06y) = =2y = 2x
) fy)=f =y =y rd, Sy =fen=2r-drn 5Ly =fe =24

© fE)=@=D =D § @y =hn =207 -0, 5L ey =fen =252 -1

Um f(xq, yo) grafisch zu deuten, durchschneidet man das von f erzeugte "Gebirge" im Punkt
(X0 > Yo » f (xg » yo) ) parallel zur x-Achse. f,(xy, yy) misst dann die Steigung der Schnittfunktion in
diesem Punkt. f,(xo , yo) gibt analog die Steigung der Schnittfunktion parallel zur y-Achse an.

Den Vektor der partiellen Ableitungsfunktionen 1. Ordnung bezeichnet man als Gradienten von f.

1
Schreibweise: h], gradf, g')é oder Uf .

m

Fiir die vorstehenden Beispiele (1) bis (6) sind die Gradienten

1 -2 ~2x~
(1) gradf (X, y) = (_1) s (2) gradf (X, y) = (_2;) s (3) gradf (X, y) = (_2§_§> )
-2x-2 —2x—4 2xMy*-1
(4) grad; (x, y) = (_2;‘_2}{) . (5) grad(x,y) = (_2;‘_ 4@ . (6) grad;(x,y) = (2;‘ %zz_li) :

Der Gradient ist also eine Funktion von R™ nach R™ .
Fiir jeden Punkt X, gibt grad, (X,) die Richtung des "steilsten Anstiegs" von f in diesem Punkt an.

2
Fiir den Punkt (xg , yo) = (2, 2) und den Gradienten grad, (x, y) = (_2;_1) aus Beispiel (3) erhilt

-6 -6
man grad(2,2) = (_ 6) . Man muss also von (X , ¥) aus zunéchst ein Stiick in Richtung (_ 6)
gehen, um den kiirzesten Weg zum Gipfel einzuschlagen. Der Gradient besagt i.a. weder, dass sich
das néchste lokale Maximum genau in der angegebenen Richtung befindet, noch wie weit es bis
dorthin ist. Trotzdem wird diese Eigenschaft des Gradienten verwendet, um auf numerischem Wege

lokale Extrema zu bestimmen (Gradientenverfahren).

XoUR™ ist ein kritischer Punkt von f, wenn alle partiellen Ableitungen an der Stelle X, gleich 0 sind,

also grad; (Xo) =0 ist. Kritische Punkte sind "Kandidaten" fiir lokale Extrema.

Fiir die obigen Beispiele (2), (3) und (5) ergibt sich stets der kritischen Punkt (x; , yg) = (0, 0), z.B. in
—2x—y> _ (O) —2x-y=0 _

(3) durch (—Zy—x =\o = —x=2y =0 = (x9,y9 =1(0,0) (Cramersche Regel oder Gaul3-

Algorithmus). Die Funktion (4) besitzt oo viele kritische Punkte (x, y), ndmlich die mit x = —y.
Im Beispiel (6) erhélt man 5 kritische Punkte: (0, 0), (1, 1), (1, =1), (=1, 1), (-1, —1). Das
Gleichungssystem ist in diesem Fall nicht mehr linear wie in (2) - (5).

Das Auffinden kritischer Punkte in nichtlinearen Gleichungssystemen ist hiufig analytisch nicht

moglich, z. B. fiir £(x,y) =x% +xy° + 2% +y? mit f(x, y) = 6x°y +y° + 2x, Hx, ) = X8+ 6xy° + 2y.
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Regel

Notwendiges Kriterium zum Bestimmen lokale Extrema mittels Ableitungen
Sei f partiell diff.bar in X,. Dann gilt:

(1) X istein lokales Extremum von f = X ist ein kritischer Punkt von f;
oder dquivalent: X, ist kein kritischer Punkt von f = X, ist kein lokales Extremum von f;

(2) X istein kritischer Punkt von f = X, ist ein lokales Extremum oder ein Sattelpunkt von f.

Sattelpunkte sind kritische Punkte, an denen kein lokales Extremum vorliegt. Der Name legt die Verbindung zum
Pferdesattel bzw. Gebirgssattel nahe. Anschaulich handelt es sich dabei in der Regel um Punkte, die
aus einer Richtung betrachtet lokale Minima sind, aus einer anderen Richtung gesehen jedoch lokale
Maxima.

g1(X)
Funktionalmatrix  ( Jacobimatrix ): Matrix der partiellen Ableitungen 1. Ordnung g(x) = [ : J . xOR™.

einer Funktion g von R” nach R" mit 8, (X)
Wie oben erwihnt, gehort beispielsweise der 98 x) - 981 )
Gradient zu diesem Typ von Funktionen. Jede 0x; 0%y,
Teilfunktion g; kann nach allen m Variablen Jg(®) = _g (X) = ' E
partiell abgeleitet werden. Die insgesamt n (i ai" X) - gf; X)
Ableitungen fasst man zur Jacobimatrix zusammen:

2., .2

Beispiel: Fir g (x,y) = (gil(gz’y););;x;-i}4) ist Jg(x,y)= ( gi §z> .

Partielle Ableitungen 2. Ordnung: Um festzustellen, ob es sich bei einem a_z.i _azL _azL
kritischen Punkt um ein lokales Minimum, Maximum oder oxi’ 0x1 0x;” " 0x; 0%,
um einen Sattelpunkt handelt, miissen die 2. Ableitungen _O°f , a—zﬁ, T _o°f

. 0x,0x; ° 0x5 0x, 0x,
herangezogen werden. Dazu wird jede der m
Ableitungsfunktionen 1. Ordnung nochmals nach jeder : 5 3
. . . . . 0°f _of o’f
einzelnen Variablen partiell abgeleitet, so dass insgesamt dx, 0x," 0x, 0%, e 9x2

m? Ableitungsfunktionen 2. Ordnung entstehen:

. . . a’f ofi . o . .
Die Ableitungsfunktion 2. Ordnung, =——, in Kurzschreibweise fij» entsteht also durch nochmaliges Ableiten

Hesse-Matrix
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a X a Xj a XJ'
der 1. Ableitungsfunktion f; nach der Variablen x; .

Beispielsweise erhélt man fiir die Funktion (3) aus fi(x,y)=-2x-y und f(x,y)=-2y—x die
Ableitungen 2. Ordnung

5L =2 oy = fte =2 L= ==
2

L= ==t —f(xw =yt =
Man fasst die Ableitungen 2. Ordnung zusammen zur

Ju Sfiz o fim

2
H, =d_§ _ f2:1 f2:2 fzzm von .
dx : : :
S fmZ fmm

Fiir die oben angefiihrten Beispiele (1) bis (6) ergeben sich folgende Hesse-Matrizen:

m Hen=(00). @man=(T %) eHen-(1 1)

2
@ren=(33) onen=(33) @men=("0 52,
Die Hesse-Matrix ist eine Funktion von R™ nach R"™" und kann als Jacobimatrix des Gradienten
aufgefasst werden.
Existieren alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung in einem Punkt X, , so nennt man f dort 2-fach
partiell differenzierbar. Fiir die gemischten partiellen Ableitungen f; mit i #j gilt der folgende
Satz.



Satz von Schwarz

Kriimmung von f

Regel

Beispiele

Regel

Besitzt f stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung im Punkt X, , so ist f;; (Xo) = f;; (Xo),

d.h. die Hesse-Matrix ist in der Praxis symmetrisch (siehe obige Beispiele).

Wie bei Funktionen einer Variablen ermoglichen die Ableitungen 2. Ordnung Aussagen iiber die
Kriimmung der Funktion und damit auch iiber das Vorhandensein lokaler Extrema. Der Funktionswert
fi1 Xp) z.B. misst die Kriimmung der Schnittfunktion, die parallel zur x;-Achse verlduft, im Punkt X .
Regel: MOR™ sei eine konvexe Menge'® und f 2-fach partiell diff.bar in M. Dann gilt:

(1) H(x) positiv definit 1XOM = f streng konvex in M;

(2) Hy(X) negativ definit UXUUM = f streng konkav in M.

Die Uberpriifung einer Matrix auf Definitheit in einem Punkt X erfolgt durch Berechnung der
Determinanten aller Hauptuntermatrizen:

Fall (1):  Alle Determinanten sind positiv. = H /(X) ist positiv definit;

n_n

Fall (2): die Determinanten weisen wechselndes Vorzeichen auf, beginnend mit
= H/(x) ist negativ definit;
Fall (3): eine der Determinanten in (1) oder (2) besitzt ein "falsches" Vorzeichen
= H/(x) ist indefinit.
Die Hesse-Matrizen der oben angefiihrten Beispiele (2) und (3) sind negativ definit O (x, y)J R?,
d.h. die beiden Funktionen f(x,y) = —x*>—-y*+4, f(x,y)=-x*—y*—xy+4 sind konkavim R>.

Hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen lokaler Extrema
XoR™ sei ein kritischer Punkt von f mit Hesse-Matrix H (X). Dann gilt:
(1)  Hy(Xo) positiv definit (also f streng konvex in einer Umgebung von X,)
= Xgist ein strenges lokales Minimum von f;
(2) Hy(X) negativ definit (also f streng konkav in einer Umgebung von X)
= Xg ist ein strenges lokales Maximum von f;
(3) Hy(Xo) indefinit = X ist ein Sattelpunkt.
Bei semidefiniter Hesse-Matrix kann ohne zusétzliche Information keine Aussage gemacht werden,
denn die Funktion f(x,y) = x>+’ besitzt bei semidefiniter Hesse-Matrix in (0, 0) einen Sattelpunkt,
wihrend f(x,y) = X+ y4 bei ebenfalls semidefiniter Hesse-Matrix in (0, 0) ein Minimum hat.

Die Hesse-Matrizen der Beispiele (2) und (3) sind negativ definit O (x, y)O R?, also auch an ihrem
jeweiligen kritischen Punkt (0, 0). Dort liegt in beiden Féllen ein strenges lokales Maximum vor.

Im Beispiel (4) ist die Hesse-Matrix negativ semidefinit 0 (x, y)0 R? und damit zunichst keine
Aussage moglich. Aus der grafischen Darstellung geht hervor, dass es sich bei den o vielen kritischen
Punkten um (gleich hohe) lokale Maxima handelt. Es existiert aber kein strenges lokales Maximum.
Die Funktion (5) besitzt eine indefinite Hesse-Matrix [ (x, y)[J R? und daher einen Sattelpunkt in

(0, 0).

Beachten: Es reicht nicht aus, nur die beiden partiellen Ableitungen f;, und f,, am kritischen Punkt
auf ihr Vorzeichen hin zu untersuchen (wie man in Analogie zum Fall einer Variablen evtl. vermutet).

Bei der Funktion (6) erhilt man fiir die 5 kritischen Punkte folgende Hesse-Matrizen:

-2 0 04
H, (O, 0)=( 0 _2) (negativ definit), H (I, 1)=<4 O): H/(=1, 1) (indefinit),

0 —4
Hq(1,-1)= ( 4 0 ) =H;(=1,1) (indefinit). Im Punkt (0, 0) liegt daher ein strenges lokales
Maximum vor, bei allen anderen Punkten handelt es sich um Sattelpunkte.

Globale Extrema bei konvexen oder konkaven Funktionen
XoUMOR™ sei ein kritischer Punkt der 2-fach diff.baren Funktion f in einer konvexen Menge M.
Dann gilt:
(1) Hy(X) positiv definit [JxUM (also f streng konvex in M)
= Xgist ein strenges globales Minimum von f in M;
(2) Hy(x) negativ definit [JXUM (also f streng konkav in M)

194 h. mit je zwei Punkten aus M liegt auch die gesamte Verbindungsstrecke zwischen den beiden Punkten in M
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Zusammenfassung

= Xgist ein strenges globales Maximum von f in M.

Bei den kritischen Punkten der Beispiele (2) und (3) handelt es sich daher nicht nur um lokale,
sondern sogar um globale Maxima.

Vorgehen beim Bestimmen lokaler Extrema fiir Funktionen mehrerer Variablen
* Funktion nach jeder vorkommenden Variable einzeln partiell ableiten;
* die Ableitungsfunktionen alle gleichzeitig Null setzen; so entsteht ein Gleichungssystem;
* Losungsmenge des Gleichungssystems bestimmen (kritische Punkte);
* jede Ableitungsfunktion 1. Ordnung nochmals nach jeder Variablen partiell ableiten; dabei kann
man sich Arbeit ersparen, wenn man beriicksichtigt, dass f;; (X) = fj; (X);
* Funktionswerte aller Ableitungen 2. Ordnung an einem kritischen Punkt X, bestimmen;
* Funktionswerte in Matrixform zusammenfassen (Hesse-Matrix H ;(Xg) );
* Hesse-Matrix auf Definitheit tiberpriifen:
H ;(Xo) positiv definit = X, strenges lokales Minimum;
H ¢ (Xo) negativ definit = X, strenges lokales Maximum;
H/(Xo) indefinit = X, Sattelpunkt.

16. Symbolisches Ableiten von Linearformen und quadratischen Formen

Linearform

Quadratische Form

Exkurs
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aj X1
Lineare Funktion f: R"> R mit f(X)=a'X=a,x; + dyx, + ... + a,x, , a:( : ], Xz( : JD]R{".

al’l 'xl’l
Die partielle Ableitung der Funktion f nach der Variablen x; ergibt a; . Hieraus folgt sofort die
Regel: Eine Linearform f(X) =a'x besitzt den Gradienten grad,(X) = a und die Hesse-Matrix
X1 3 X
Beispiel: f(x;,%,x3)=3x1+x,+2x3=(3,1,2)[JX2 |=a'x mit a=| 1|, x=| X2
X3 2 X3

3 000
Dannist grad,(x)=a=|1|, H;x)=| 00 0 |.
2 00

0

Quadratische Funktion f: R" - R mit
r 2
f(X)=X MX=m11 X1+ (m12 +m21)X1X2 + ...+ (m,j +mjl')xin +...+m,, X

X1 myp e My,
x=|: |OR", M=| : P |OR™

Xn My o My

2

no»

Leitet man f partiell nach jeder Variablen x; ab und fasst die Ergebnisse wieder in Matrixform
zusammen, so gelangt man zur
Regel: Eine quadratische Form f(X) = X'M X besitzt den Gradienten grad,(x)=(M + M")[X und
die Hesse-Matrix H,;(X)=M +M".
1

122 X
Beispiel: f(X)=X'MX=(x1,x2,x3)[(1 2 3] X | = X2 4203 4 X3 + 3x00+ 4xx3 + 53003
22 1)

Xy 122 234 Xy
mit X=| X |, M=|12 3| Dannist grad;(X)=(M+M")R=|3 45 X | =
X3 221 452 X3
2x1 +3x, +4x;5 23 4
3x;+4x,+5x3 | und Hf(x)=M+M'=(345J.
4X1+5X2+2X3 452
Eine Anwendung dieser Regeln findet man in den Aufgaben 17.3 (a), 17.4 und 17.5 der

Aufgabensammlung sowie im folgenden Exkurs.

Lineare Regression
Gegebene Daten: Vektoren a, , ..., a,, , b0OOR",

z.B. m+1 Zeitreihen 6konomischer GréBen zu jeweils n Zeitpunkten.



Fragestellung: Wie gut ldsst sich die GroBe b vorhersagen, wenn man @, , ..., a,, kennt?
Genauer: Welcher lineare Zusammenhang besteht zwischen der Groe b und den
Groflen a; , ..., 8, ?

Losung: Suche lineare Gewichte x,..., x,, , so dass | @,x; + @&x, + ... + &,%,, —b |=min!,
d.h. der Vektor der Fehler bei der Anniherung von b durch eine
Linearkombination der &; soll betragsméfig minimal werden.

X1

: ],u:AX-b lautet die

Mit den Bezeichnungen A =( ay,..., &, ),X= [
xm
Zielfunktion |u|=min!, also 4/ U'U=min! . Dies ist genau dann der Fall, wenn
U’ U minimal wird. Somit erhilt man die zu minimierende Zielfunktion
FX)=u'u=Ax-b) (Ax-b)=x"A"Ax-2b'Ax+b’'b,
eine Kombination der quadratischen Form X' A’A X (mit der symmetrischen,
positiv semidefiniten Matrix M = A’A = M), der Linearform 2b’AX (mit dem
Zeilenvektor a’'=2b’'A, also a=2A'b) und der Konstanten b'b.
Nach den obigen Ableitungsregeln ergibt sich dann  grad,(x) =2A'AXx=2A'b
und Hy(x)=2A’A. Setzt man den Gradienten gleich 0, so erhilt man einen
kritischen Punkt X, von f als Losung des linearen m>m Gleichungssystems
A’AXx =A’b. Sind die Vektoren g linear unabhingig (und n = m), dann ist A'A
regulir, X, somit eindeutig bestimmt und darstellbar durch X, = (A'A)™!
AuBerdemist A’A in diesem Falle positiv definit und X, daher das globale
Minimum der Zielfunktion. Als ein MaB zur Beurteilung der Giite der Anpassung
dient der quadrierte Korrelationskoeffizient zwischen b und dem Vektor A X,

17. Partielles und totales Differenzial, partielle Wachstumsrate, partielle Elastizitat

X1 dl
Partielles Differenzial df;: Sei f eine Funktion von R™ nach R, X, = { : j ein Punkt im R", dXx = { : j[I]R’" ein

Tangente T;

dy,
Vektor von (kleinen) Anderungen von X,. Variiert man X, nur in der i-ten Komponente um d; und

X

lasst alle iibrigen Komponenten konstant (ceteris paribus Betrachtung), dann @ndert sich der

Funktionswert um f(Xq+€;ld; ) — f (Xp).

Dieser Wert ist fiir kleine Variationen d; niherungsweise gleich dem partiellen Differenzial
df; =f; X d; .

Das partielle Differenzial df; gibt die Anderung des Funktionswertes

auf der Tangenten T; an, T;(Xo+&d,) =f(Xo) +f; (Xo) ld; .

bezeichnet die Tangente durch den Punkt (X, f (X)) f )

an die Schnittfunktion, die durch das von f erzeugte
Gebirge parallel zur x;-Achse verlduft.

Bsp. (Grafik): f(x,y) = —x* — y* —xy + 4, Tangenten durch (2, -2, 0).

Partielle Wachstumsrate r; :  Analog wie im Fall der Funktionen einer Variablen definiert und interpretiert man die

fi®®)
fX

partielle Wachstumsrate ;. (X) = sowie die

i (X
Partielle Elastizitit €;(X) = x;[# (X) = x; d[(—) .

Beispiel

Fx)

Die partielle Elastizitét in einem Punkt X, €. (X,), gibt ndherungsweise an, um wie viel % sich f (X,)
dndert, wenn X in der i-ten Komponente um 1 % variiert.

Die bekannten Rechenregeln fiir Elastizititen bleiben auch hier weiter erhalten.

Betrachte die Funktion f(x, y) =2x"3y** an der Stelle (x, , yo) = (64, 8) mit f(x,, yo) =233 =32,
[ ) =3xP L f (. y0) = Bl—GDhé, £ ) =327 f .y =3 B8 =12
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_f;c (x;y) _ 2/3B_2/3y2/3 _ 1 _f;, (x;y) B 4/3@1/3))—1/3 B

| 2
re (x,y) = = =3, W00 =3 TRV = - 3y’
- (5, ) Py = 2B =3 7.(X0. Y0) =35> T (%)) Faiy) ~ 2By 3y

2 1 1 2
(X0, Y0) =35 =12 &) =xl O y) =3=8, (X0, y0) &;(xy) =yl (x,y) =3 =¢€;(xp, yo)-

e Variiert man x, um beispielsweise dx =2 (und lésst y, konstant), so dndert sich f(xg , yp) um
S+ dx, yo) = f (x0 , yo) = 32,33 — 32 = 0,330 Einheiten (exakt).

Dieser Wert entspricht niherungsweise dem partiellen Differenzial

df, =f.(x9, yo) ldx = é [2 = 0,333 Einheiten (angenihert).
Variiert man analog y, um beispielsweise dy = 1 (und ldsst x; konstant), so dndert sich f(xg , o)
um  f(xg,yo+dy) —f(xg,y) =34,61 —32=2,61 Einheiten (exakt).
Dieser Wert entspricht niherungsweise dem partiellen Differenzial

dfy =1, (o, yo) ldy = % I =2,66 Einheiten (angenihert).

* Die relative (prozentuale) Anderung von f (x , y,) betriigt hier bei Variation von

Xoumdx=2: 03% =0,0103=1,03 % (exakt),

youmdy=1: %: 0,0817=8,17 % (exakt).
Diese Werte entsprechen nidherungsweise den partiellen Wachstumsraten

(o . yo) Ax = 52 2 =52 = 0,0104 = 1,04 % (angenihert),

r, (X, yo) dy = ﬁ 0 =0,0833=8,33 % (angenihert).
Die prozentuale Anderung von f (x , y,) betriigt beispielsweise bei Variationen von

Xoum 5% : W: 0,0164 =1,64 % (exakt),

youm 10% : W =0,0656 = 6,56 % (exakt).
Diese Werte entsprechen niherungsweise den partiellen Elastizititen

&%, ) B, % =55 % = 1,67 % (angenihert),

g, (x0 > yo) L4y %0 = % 10 % = 6,67 % (angenihert).

Totales Differenzial (vollstindiges Differenzial)

Tangential(hyper)ebene T :

50

Variiert man (unter Verwendung obiger Schreibweise) nun X, um dX, also simultan mehr als eine

Komponente, so dndert sich f(X,) ndherungsweise um

1 (X)) Y[ dy
Af =dfi + ... +df, =fiX) @y + ... +f (X)W, =| Pl = (grad, (xp) ) dx.
m (X()) dm

Bei der oben angefiihrten Funktion f (x, y) = 2x"3y*? fiihrt die simultane Variation von x, =64 um

dx=2 und y,=8 um dy=1 zu einer Anderung des Funktionswertes von f(x,,y,) =32 um

f(xg+dx, yo+dy) —f(xg, yo) =34,97 =32 =2,97 Einheiten (exakt).
Dieser Wert entspricht niherungsweise dem totalen Differenzial
df =df. +df, = % + % =3 Einheiten (angenihert).

Das totale Differenzial df als Summe der partiellen Differenziale gibt die Anderung des
Funktionswertes f (Xg) auf der Tangential(hyper)ebenen T an (siehe nachstehende Grafik).

(X0, f (X0)). Firsie gilt: T (Xo+dX) = f(Xo) + df = f(Xo) + ( grad;(Xo) ) "dX,
alsomit X=Xo+dX = dx=X-=Xo: T (X)= f(Xp) + (grad;(Xp) ) (X = X).

Beispielsweise fiir die Funktion f(x,y) = —x>—y* —xy+4 erhilt man fiir den Punkt (2, -2, 0):
—2x - -2 x—2
gradf(x,y)=<_2y_i>, grad, (2, —2):(2>, T, y)=0+(-2,2) E(y+2>=—2x+2y+8.

T wird durch die Tangenten T; aufgespannt und beriihrt das von f erzeugte Gebirge im Punkt



Totale Elastizitit

Taylorentwicklung

Beispiel

f(xy)
Warum die Anderung des Funktionswertes e, =1, 2
auf der Tangentialebene gerade die Summe
der Anderungen auf den Tangenten ergibt, y 7 df, = f, Lok

erkennt man an nebenstehender Grafik. / /

/ (% ¥o)

Auch wenn der Begriff nicht etabliert ist, fxoYo) +df T yo+dy

konnte man ihn an analog zum totalen

dy
Differential einfithren. Variiert man speziell /

Xo in allen Komponenten simultan um s %, f (X0 ¥o) Yo ™

von X, auf Xy + Xgld%, also um dx =XyLi%,

so dndert sich f(X,) ndherungsweise um X X, + dX
df - (gradf (XO) )'dX — (gradf (XO) )' Xo L$ % f, ., Steigung der Ebene in x - bzw. y - Richtung ) )
f (X()) f (X()) f (X()) df = df, +df, : Totales Differential = Summe der partiellen Differentiale
_fiXo) D+ 4 £ (Xo) By
I (Xp)

von f: Die Tangential(hyper)ebene T stellt gleichzeitig das Taylorpolynom 1. Grades dar

WP =(gX)+...+&

m

(x))L8% . @)

(vgl. die Analogie zur Darstellung T (x) = f (x) +f '(xg)ldx — x;) bei Funktionen einer Variablen).
Das Taylorpolynom 2. Grades von f, entwickelt an der Stelle X, ist
’ 1 r
T (X) =1 (Xo) + (grad(Xp) ) '(X = Xo) +5 LIX = Xp)" Hf(Xp) (X = Xp).
2 -3 213
x Py LN e AN

3 4 y "
Fii 2 1/3 2/3 , d., , - , H , :_( ~ 7 B ) halt
ur f(x,y)=2x grady (x, y) %xmy_m s =g W13 13-4 ) CTha

1/6 1/64 -1/8
man fiir den Punkt (64, 8, 32): grad, (64, 8) = ( ) H/(xo, 50 = —( ) s

8/3 -1/8 1
] X - 64 1 8
Tangentialebene T, (x,y) =32+ ( ) +3,
1/64 -1/8 - 64
Taylorpolynom 2. Grades  Tp(x,y) =gx+3 y 2@ T (x—064,y-38) [( -1/8 ) E(}; -8 )

=gx+3y-qglar (- 64)2 §a -6y =8)+ (y=8)]
=%x+§y_ﬁ[g(x_64)_(Y_S)]2=%x+§y_1l_8[%x_y]2-

Auf Taylorpolynome hoherer Ordnung soll hier nicht eingegangen werden.

18. Homogene Funktionen

Homogenitit

Beispiel

Eine Funktion f: R" - R heilit homogen vom Grade r, wenn
FAX)=NFX) OADOR,, xOR™#£0. Fir r=1 nennt man f linear homogen.
(1) Die Funktion f(x, y) =2x"3y*3 ist linear homogen, da
FOx AY) = 2(A0)BAy)23 = 2NN — 9 \UBNLI3203 - \ 213\ 25 - \ [ (v, y).
(2) Die Funktion f(x, y) = xy ist homogen vom Grade 2, da f(Ax, Ay) = AxDhy = A2xy = N2[f (x, y).
(3) Die Funktion f(x,y) = x+y* ist nicht homogen, da f(Ax, Ay) = Ax+(Ay)?> # N lx+y?).

Prozentuale Anderung von f(X,) bei Variation von X, um jeweils s % (in allen Komponenten)

Andert man X,JR™ in allen m Komponenten um jeweils s %, von X, auf X, + Xo[3% = Xl + s %),

so fithrt dies mit A =1 + s % unter Verwendung der Homogenitit zu
[AB) ~fX) _NFX) =fX9) _ A"~ D fXo)
fXo) f(Xo) 1 (Xo)

Speziell fiir linear homogene Funktionen betriigt also auch die Anderung des Funktionswertes s %.
2

Fir r=2ist (1+s%)?-1=(1+s5s%-1) (1+s%+1)=5% (2+s%)=(2s+%)%,

=N-1=(1+s%) - 1.

zB.fir s=3: (6+755) % =609 %.

F Ay = f(Xp)
£ (%)

Andererseits gilt nach (*) die Anniherung =(g () + ... +& (X) )%, also
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Regel

19.

Regeln

52

AN -1
A-1"
Fiir s » 0, also A — 1, erhilt man mit Hilfe der Regel von 1"'Hospital (Fall 0/0) folgende Aussage:

(1+5%) —1=(g(X)+...+& (0))E% undmit s%=A=1: € (X)+... +& (X)=

(Eulersche Homogenitdtsrelation): Fir eine vom Grade » homogene Funktion f: R" - R und

X1
X = L : ] gilt rif ) =x ) + ... + x,[f,(0) = X'[grad; (X).

Xm

X
Teilt man die Gleichung durch f(X), so erhilt man r = x; E% E’% €, (X) + ... + & (X).

Fiir homogene Funktionen ergibt also die Summe der partiellen Elastlzltaten den Homogenitétsgrad.

1/3 2/3

Beispielsweise fiir die obige Funktion f(x,y) = ist & (x,y) = und & (x,y) =7, also

€(x, y) + &(x, y) = + %=1, d.h. die Funktion ist linear homogen (s.o. )
Niherungsweise kann die Anderung des Funktionswertes f (X,) bei Variation von X, in allen m
Komponenten um jeweils s % bestimmt werden (siehe (*)) durch  (g,(X) + ... + &, (X) )ld % = rl{ %.

Variiert man beispielsweise bei der vom Grade 2 homogenen Funktion f(x, y) =x[¥ einen beliebigen
Punkt (xg , y) um 3% in beiden Komponenten, so dndert sich der Funktionswert f(xy, yy) um 6,09 %
exakt (s.0.) und ndherungsweise um 2[3% = 6%.

Im Falle linear homogener Funktionen stimmen Annédherung und exakter Wert iiberein.

Kettenregel, totale Ableitung

Fiir Funktionen einer Variablen besagt die Kettenregel [f(g (x)) ] =f"(g (x))[g '(x) oder in anderer
Schreibweise —f —'§ ij% . Analoge Aussagen erhilt man auch fiir Funktionen mehrerer Variablen.
X1

(1) Sei f: R"— R eine Funktion des Variablenvektors X = L : j , wobei die Komponenten x;
'xm
wiederum von einer Variablen ¢ abhiingen, also x; = x;(#). Die Funktion f hingt im Grunde nur

von dieser Variablen t ab. Die fotale Ableitung von f nach t errechnet sich dann aus

Fn=3= —Ladﬁ —LE)— S o+ f, O

dr dr 0x,,
dx
ar_ ot or g afdx
In Vektorschreibweise: T ( ax,’ 6xm . x = (grad (X)) () = TR
dr
(2) Haingt nun jede Komponente x; nicht nur von einer, sondern von K Variablen u, , ..., ug ab, so

0 5}
ergibt sich die totale partielle Ableitung von f nach u; aus of = of IZ-)ﬂ +. —L IZ-)L .
Ju, 0x, OJu ax 0y

9% ox
d Uy 0 Uy
In Vektorschreibweise: of _ =( 9f *L : = (grad; (x) )’ :
du, 0x; "’ 0x,
9% 9%
d Uy 0 Uy

Man fasst die totalen partiellen Ableitungen von f nach u,, ..., ux zueinem Zeilenvektor

zusammen und erhélt EE = (a—bf —L) = (grad;(X) )'JIx(u) = E)é %

(3) Betrachtet man schlieBlich eine Funktion f: R"™ - R”,

Fi(X) xy(u) up
also fo)=| @ |, mit x=[ : |, u=| i [,
n (X) xm(u) Ug

u . . .odf daf _df dx
so erhilt man die Funktionalmatrix qu durch qu =Js(u) = Js(X) WD y(u) = Ix Bg_u



Beispiele 1 fe,y)=(2x+ y2 )3 mit x (f) =e’, y () =In(f). Die Funktion f hiingt prinzipiell nur von ¢ ab.
Mit f,=3Qx+y*)2=6Q2x+y* )%, f,=3Qx+y* ) ’Ry=6yQx+y*)%, x'(=e', y'(1) =}

erhilt man die totale Ableitung von f nach¢:
' _gf _gf X Q.Z — ' r_ 2\2rt 25\2
f (t)—dt(t)—axEﬂ—t+ayE%¥—ﬁCEt +£0'=62x+y )" +6y(2x+y") E}
2 ’ r r
Auch die 2. Ableitung kann analog bestimmt werden: f"(f) = %Zf (n= %% [%—); + %% [f% + %%
) fx,y,2)=x>+2yz mit x(s,H)=s—1, y(s,1)=s@ z(s, 1) =s>+ . Die Funktion f hingt
alsovonsund rab. Mit f,=2x, f,=2z, f,=2y, x=1, x,= —-1, y;=t, y,=s, z,=2s,

7, =2t erhilt man die totalen partiellen Ableitungen:

9f _0f9x Of QIE%_ -
as_ax%+ayDg—f+aZ s_fxljts+fy@S+szs_2x[]]+21E+2y[2s,

of_90f 9x Of of Oz _ _
at_axE%_tJray%Jraz%_ﬁﬂﬁﬁ@ﬁﬁ%_zxgl+21B+2ymt'

2x 1 -1
In Matrixschreibweise: gradf (x,y,2)= [2Zj , J(s, 1) = ( t s ] , also (%f, %f) = gradf'E]l.
2y 25 2t s ot

20. Ableiten impliziter Funktionen

Implizite Funktion der Variablen x; ,..., x,, : Funktionaler Zusammenhang zwischen den Variablen, der durch eine

Gleichung gegeben ist, aber evtl. nicht explizit dargestellt werden kann.
Beispiel: (1) 2x+y=3 (explizite Darstellung: y=—2x + 3),

(2) Xy’ —xy>+x*—y=1 (nicht explizit anzugeben, da nicht auflosbar nach y).
Die Losungsmenge einer solchen Gleichung stellt eine Kurve im R™ (hier im R? ) dar.
Dazu betrachtet man die Funktion
[y =Xy -xy+x-y-1
und den Schnitt durch dieses
,,Gebirge* auf der Hohe 0
(siehe Grafiken).
Die Punkte (0, -1), (-1, 0), (1, 0) ;

gehoren z.B. zur Losungsmenge.

%

-2

2 o1 0 1 2

-2

2 xl
a X .
Ziel Bestimmen der Steigung I (Xo) in einem beliebigen Punkt X, = { : j der Kurve.
j X,
Regel Satz tiber implizite Funktionen: Eine Gleichung mit m Variablen sei durch die Funktion f(Xx) =0

gegeben. In einer Umgebung eines Punktes X, mit f(Xo) =0 sei f stetig und besitze dort stetige
partielle Ableitungen ]3 (X), j=1, ..., m. Fiir eine Variable x; sei f; (Xq) Z 0.

Dann existiert in einer Umgebung von X, eine eindeutig bestimmte implizite Funktion

fi (%)
Speziell fiir eine Gleichung mit 2 Variablen, gegeben durch f(x, y) =0, existiert eine Funktion
i o yo)
f;' (xO > Y 0) .

Begriindung der Ableitungsregel. Wegen f(X) =0 ist auch die totale partielle Ableitung von f nach einer

dx: 4
X = (X sevey Ximp 5 Xiyp ey X)) DL 9g (Xo) = (Xp) = LX)
0x; 0x;

y =g (x) mit der Steigung % (X0, Y0)="—

Variablen x; gleich 0. Diese totale partielle Ableitung

ox;
erhilt man mit Hilfe der Kettenregel: 9f + 9f Elaﬁ . dx
a.x]' a.xi Xj Yo

d
yo+dy ¢

0-Setzen und Umstellen fiihrt dann zu obiger Regel. F6y)=0

Im Fall von 2 Variablen ist auch die grafische Begriindung =
X Xot
hilfreich zum Verstidndnis (siehe Grafik): Betrachte den ¢

Schnitt durch die Funktion f(x, y) auf der Hohe O (Hohenlinie f (x, y) = 0) und 2 Punkte
(%9, ¥o) und (xg + dx, yo + dy) auf dieser Kurve. Wegen f(x;, yy) = 0= (xy +dx, yo +dy) ist auch
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Bemerkung

Beispiel

Anwendung

f(xg+dx, yo+dy) —f(xg, yo) = 0. Andererseits ist die linke Seite ndherungsweise gleich dem totalen

. . d .f,‘v ('xO 5 )’O)

Differential df, also df=f. (xg, o) Wdx+f, (xo,yp)dy=0 < —Xz——.
f f f(O yO) f;(O yO) y dx ,f;'(xO’yO)

Fir dx— 0 erhilt man die Aussage.

Der Satz tiber implizite Funktionen gilt nicht nur fir f(X) =0, sondern auch fiir f(X)=c, cOR

(Begriindung wie oben mit f(x, y)=c statt f(x,y)=0).

(1) 2x+y=3 = fl,y=2x+y-3=0, fi(x, =2, fix, =1,
also —§ x,y=- % =-2 0O(x,y)OR?. Dies erkennt man auch sofort an der Darstellung

y=-2x+3 (Gerade mit Steigung —2).
Q) XY -xy+x-y=1 < fy=xyY-xy+x-y-1=0, f(xy) =5x" -y +2x,
d Sxty? =y +2x
(6, y) =2y =5xy* =1, also =2 (x,y)=-2L Y TX
Jfy (6, y)=2xy = 5xy also = (x, ) FY R

Dy,

Beispielsweise im Punkt (0, —1) ist die Steigung % ©,-1)=- =

Betrachtet sei die Produktionsfunktion f(x, y) = 2x"*y**> mit den beiden substitutionalen
Produktionsfaktoren x und y. Die aktuellen Einsatzmengen betragen (x; , yo) = (8, 64) und fiithren zu
einen Output von f(xq, yo) =21206 = 64.

Frage: Wie viele Einheiten von y konnen (niherungsweise) durch den zusitzlichen Einsatz einer
Einheit von x substituiert (ersetzt) werden, wenn die Produktion konstant bleiben soll ?

Losung: Verwende als Annédherung fiir das gesuchte Austauschverhiltnis die Steigung der Isoquanten
Sy 1
LGy 27x

2x'3y?3 = 64 im Punkt (8, 64). Mit f.(x, y) =%)c'2/3yz/3 s ) =%x”3y'”3 ,

erhilt man % (8,64) = —% [%—4 =_4.

Die Interpretation dieses Ausdrucks ist einfach zu merken, wenn man dafiir schreibt dy=—-4dx.
Setzt man dx = 1, also 1 Einheit von x zusitzlich ein, so ist dy = =4, d.h. es konnen dafiir 4 Einheiten

von y eingespart werden (die Schreibweise ist vom Differenzial her bekannt).

Der positive Wert des Austauschverhiltnisses, also — %}XC =4 , wird im Bereich der

Wirtschaftswissenschaften als Grenzrate der Substitution bezeichnet.

21. Extrema unter Nebenbedingungen: Lagrange-Ansatz

Ziel

Beispiel

54

Bestimmen lokaler Extrema einer Funktion f: R™ - R unter Beachtung von Nebenbedingungen, die

als Gleichungen vorliegen.

Gesucht sind lokale Extrema der Funktion f(x,y) = \/x_ =x"23'"2 unter Beachtung einer
Nebenbedingung wie (a) x+y=2 oder (b) —x*—y>+2x+2y+xy=3.
Der Graf der Funktion f stellt ein 3-dimensionales Gebirge dar (Grafik 1),
die Losungsmengen der Nebenbedingungen ,,Kurven® in der x-y-Ebene,

(a) eine Gerade (Grafik 2), (b) eine Ellipse (Grafik 3).

Jedem Punkt der Kurve wird der entsprechende Funktionswert von f

zugeordnet (Grafik 4 und Grafik 5). Das Ziel besteht nun darin, von allen
Punkten auf den Kurven denjenigen mit dem grof3ten bzw. kleinsten Funktionswert zu finden. Man

konnte sich z.B. vorstellen, dass der hochste Punkt auf einem Weg durch ein Gebirge gesucht wird.

)
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Alternative Losungsmoglichkeiten: Variablensubstitution oder Lagrange-Ansatz

Variablensubstitution Nur anwendbar, falls die Nebenbedingung(en) nach einer Variablen aufzulosen ist.

Lagrange-Ansatz

Beispiel (a): f(x,y) = \/ﬁ, Nebenbedingung x+y=2.
* Lose die Nebenbedingung nach einer Variablen auf, z.B.nachy: y=2—x.
«  Setze diese Gleichung in die Funktion £ ein: £(x, y) =\[x3 =A[x02 - x) = (2x — x3) "2 =t h (x).
e Bestimme wie iiblich die lokalen Extrema der Funktion 4 :
h'(x) = % Qx-x)"02-2x) =2x-*)""Q1 -x)=0 <« x=1 = y=1.

h"(x) = —% 2x=x)7P2 - 2001 = %) + (2x = x2)~2-1), h"(1)=-1<0.

x =1 istalso ein lokales Maximum von 4 und damit auch (x, y) = (1, 1) ein lokales Maximum
(hier auch globales Maximum) von f unter Beachtung der Nebenbedingung x + y=2. Da f nur
fir x, y =0 definiert ist, wird das Minimum von f unter der Nebenbedingung an den
Randpunkten (2, 0) bzw. (0, 2) erreicht.

Beispiel (b): f(x,y) = \/ﬁ, Nebenbedingung —x? —y? + 2x + 2y + xy = 3.

Die Nebenbedingung kann hier nur aufwindig nach x oder y umgestellt werden.

Schreibt man die Nebenbedingung als implizite Funktion g (x,y) = -x> —y?+2x+2y+xy—-3=0,
so besagt der Satz iiber implizite Funktionen, dass in jedem Punkt (x , y,) der Ellipse eine Funktion

. L. . . d 8 x(xO > Y 0)
x) existiert mit der Steigun £y X0 , =
y () gung 3 (05 Yo) 2. (0 30
Setzt man in die Funktion f fiir y diese Funktion y (x) ein und leitet sie ab, so erhdlt man die totale

itune 9L_0F Of Ay _0f Ofp 8x_ . . 38x , , ,
Ableitung dx—ax+6y|:§_§_ax+aym gy)_fx ny)g—y Setzt man die Ableitung gleich 0, so

erhilt man die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums im Punkt (xg , yo):
_LeGo.y0) - 8., Y0) ).

Jy (xo 5 ¥o) 8y(xo 5 Yo0)
Die Bedingung lésst sich auch grafisch gut herleiten (Grafik):

Auber der Ellipse (Nebenbedingung) sind einige Hohenlinien
eingezeichnet, also Linien von Punkten mit gleichem Funktionswert
f(x,y)=c (hier ¢ zwischen 0,5 und 3,5). Man erkennt unschwer,
dass im Punkt (3, 3) die Hohenlinie 3 und damit der hochste Punkt

auf der Ellipse erreicht wird (lokales Maximum von f unter der ‘ ‘ ‘
Nebenbedingung), wihrend im Punkt (1, 1) der tiefste Punkt auf 0 1 2 3 4

der Hohenlinie 1 liegt (lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung). Lokalen Extrema unter
Nebenbedingungen findet man somit an Stellen, an denen der Graf der Nebenbedingung eine
Hohenlinie beriihrt. An diesen Punkten muss die Steigung von Graf und Hohenlinie gleich sein (sonst

wiirden sie sich schneiden). Die Steigung in einem beliebigen Punkt (x , y,) einer Hohenlinie

(= implizite Funktion f(x,y)=c) ist

dy X =— L&, Y0) die der Nebenbedingun dy X =- 825 %)
dx(o,yo) fy(X(),y()), gung dx(O’y()) gy(X(),y())'
Gleichsetzen fiihrt zu Bedingung (1).

Die Bedingung (1) formt man leicht umzu - Ll¥o.y9) __ Sy Yo) 2).

20,0 &%, 0)
Der Lagrange-Ansatz beruht nun darauf, eine neue Funktion (die Lagrange-Funktion) so zu
konstruieren, dass sie beim 0-setzen ihrer partiellen Ableitungen genau zur Bedingung (2) fiihrt.
Die Vorgehensweise ist dann wie folgt:
* Schreibe die Nebenbedingung um zu g (x, y) =0 (siehe oben).
¢ Definiere die Lagrange-Funktion L durch L (x,y,A) =f(x,y) + A& (x,y),

hier: L (x,y,N)=x""D"? + N1 x> 2+ 2x+ 2y +xy - 3).

Die zusitzliche Variable A bezeichnet man als Lagrangeschen Multiplikator.

Ebenfalls moglich ist auch die Definition L (x,y, A) =f(x,y) — Alg (x, y).
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Merken

56

* Ermittle die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von L nach x und y:

Loy N =f + AN =30 P37 4 NT-2x + 2 + ),

Lt 3, N =f, + Mgy =3 6?57 4 AQ-2y + 2 + ).

Die partielle Ableitung nach A muss nicht gebildet werden, denn es gilt stets Ly (x, y, A) = g (x, y).
* Bestimme auf folgende Weise die kritischen Punkte von L:

(1) Die beiden partiellen Ableitungen gleich 0 setzen und jeweils nach A auflosen:

_ _ D S & i€ L
L (,y,N)=0 < f+Ag=0 = A——gx, hier 7\——_2x+2+y,()

_ _ _ L N V715 S E
Ly, V=0 < f+A@=0 = )\_—gy, hier A=-T sy ()

(2) Die beiden Ausdriicke gleichsetzen (fiihrt zur Bedingung (2)) und nach x oder y auflosen:

_{gi:_g = flg=f0,, hier x'"D"0-2y+2+x)=x""07"0(-2x+2+y)
x y
= yI2y+2+x)=x[{-2x+2+y) < 2y’+2y==2x*+2x o Y -y=x’-x

I I I i I
—x+7 o 0-3r=@-3) = |y-zl=lx-3|

- Y -y+ i =x
~ y=x oder y=1-x. (%)
(3) Den gefundenen Zusammenhang in die Nebenbedingung einsetzen:
Fall i) y=x: —x?=x?42x+2x+x’=3 o x?—4x+3=(@x-1)x-3)=0
= xp=1 oder x;,=3 = y,=1, y;=3;
Fall (i) y=1-x: —x>=(1-x)2+2x+2(1-x) +x(1-x)=3
= 3x*+3x=2 o x*-x +%= 0 (keine Losung in R);
insgesamt also 2 Punkte (xg,yo)=(1,1) und (x;,y;) =(3, 3).
(4) Die zugehorigen Werte fiir A aus der Bedingung (*) oder (**) berechnen:
Ao=—3. Ay=3, alsokritische Punkte (I,1,-3) und (3,3,3).
Um zu ermitteln, ob es sich um ein Minimum oder Maximum handelt, benétigt man die totale

2
Ableitung 2. Ordnung j—; . Man rechnet nach (etwas aufwindig), dass an einem kritischen Punkt
X

2
(x, y, N) gilt: d—; (x,»,A)>0 < |H;(x,y,A)|<0. Dabei bezeichnet H; die Hesse-Matrix
dx

der Lagrange-Funktion. Fir |H  (x,y,A)| <0 liegt also ein lokales Minimum vor,

fir |H;(x,y,A)|>0 einlokales Maximum.

¢ Bestimme die symmetrische Hesse-Matrix H (x, y, A)

L2 N) Ly (63, A) Ly (x, 3, A) LGy, N) Ly, N) - ge(x, y)
Hoeyn N =| Lpu@y N Ly M) Ly y A |=| LeGy, N Ly y N g,&y) |;
Ly, (x5, 3, A) Ly, (x, 3, A) Ly (x, 3, N) gx(x%, y) gy(x, y) 0

es gilt stets Ly (x, 7, A) =g, (x,¥), Ly (x, y,A) =g, (x,y) und Ly, (x,y,A)=0.
In diesem Beispiel ist g, (x,y) =—-2x+2+y, g,(x,y)=-2y+2+x (siche oben),
Lxx (_x, v, )\) - %x—3/2@1/2 _ 2)\, ny (x, y, )\) - %X—I/ZB]—I/Z + )\, Lyy (x, y, )\) - _ %xl/2@—3/2 — 2.

* Berechne die Determinante der Hesse-Matrix an den kritischen Punkten; wegen x;=1y; isthier
1 1

Lxx=—4_xi—2)\i=Lyy, ny=4_Xi+)\i, gx=2—x,-=gy,
| 3/4 -1/4 1 | -13/12 7112 -1 10
IH (1 1,-3)|= (—1/4 31/4 é) =-2<0, [H.(3.3.5)]= ( Mz 1312 —01) =250

= im Punkt (1, 1) liegt ein lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung g =0 vor,
im Punkt (3, 3) ein lokales Maximum.

Bemerkung: Man rechnet schnell nach, dass
[Hp Gy ) [ =2 g0 (6 0) By (6 y) My (6, 3, ) = g3 (6, 3) Ly, (5, 3, A) = g5 (3, ) Ly (5, 3, A).

(1) Wihrend bei Funktionen ohne Nebenbedingung die Hesse-Matrix auf Definitheit tiberpriift wird,

muss beim Lagrange-Ansatz nur ihre Determinante auf das Vorzeichen hin untersucht werden.



Regel

Beispiele

(2) Fiir Funktionen mit mehr als 2 Variablen und / oder mehr als einer Nebenbedingung gestaltet
sich das Uberpriifen der hinreichenden Kriterien beim Lagrange-Ansatz erheblich aufwendiger,

wie die folgende Regel zeigt.

&)
Es seien die Funktionen f: R"- R und g: R"—~ R™ gegebenmit m <n und ¢ (X)= [ : J ,
8m (X)
xOR" . Dann gilt:
(1) Notwendiges Kriterium

Notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums von f unter Beriicksichtigung der

A1
Nebenbedingungen g;(X) =0, ..., g, (X)=0 ist grad; (X,A)=0, A =£ : ] , wobei
)\m

LOGA) =fF(X) + A1 g1(X) + ... + A g,, (X)  als Lagrange-Funktion bezeichnet wird.

Die A; nennt man Lagrangesche Multiplikatoren.

(2) Hinreichendes Kriterium
A
(X » Ag) sei ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion, Ay=| :
A
f besitzt dann in X, unter den Nebenbedingungen ¢ (Xy) = 0 ein lokales
Hi(Xo . Ao} (3 (X0)’

* Maximum, wenn die Determinanten der "gerdnderten" Hesse-Matrix I™i(x0) 0
gXo

fir i=m+1,...,n wechselndes Vorzeichen aufweisen, beginnend mit (—1)”’”,
e Minimum, wenn die Determinanten alle das Vorzeichen (—1)" besitzen.
Dabei ist Hy (X0, Ag) = Hp(Xo) + A Hy (Xo) + ... + Ap H, (Xo) die Matrix der partiellen
Ableitungen 2. Ordnung der Lagrange-Funktion nach den Variablen xy , ... , x,, im Punkt

Xo » Ao)» Jg (Xp) die Jacobi-Matrix von g (X) im Punkt X, und M K- der Teil einer Matrix M,

welcher aus den ersten k Zeilen und / Spalten besteht.

(1) Bei einer Funktion mit zwei Variablen und einer Nebenbedingung wie im obigen Beispiel ist
n =2, m=1 und daher beim hinreichenden Kriterium nur fiir i =2 die Determinante der "geridnder-
ten" Hesse-Matrix in den kritischen Punkten zu bestimmen, also z.B. fiir (xy , yy , A¢) die Determinante

H%(x, , v, A J'2(x,, ' L. (x,y,A\) L, (x,y, A
(X0 Y000 (d g0, ¥0) ' Dabei ist H2L2(x,y,)\)=( (6,3, A) Ly (x,y )) und

J lgz(xO ’ )’0) 0 Lyx (x’ Ys )\) Lyy (X, Ys )\)
» 12 , L, L, 8x
12 I _ gx(%)’)) HL(XJ” )\) (Jg(xd’)) _ (
( J g (X, )’) ) - gradg (-x9 y) - (g} (x’ y) s also J IQZ(X’ y) 0 - Lyx Lyy gy

(8-8) O
Im Falle einer Funktion mit 2 Variablen und einer Nebenbedingung stimmt also die zu untersuchende
"geridnderte" Hesse-Matrix mit der "normalen” Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion iiberein.

(2) Bei einer Funktion f(x, y, z) mit drei Variablen und einer Nebenbedingung g (x, y, z) =0 ist
n=3, m=1 und daher sind beim hinreichenden Kriterium fiir i = m+1, ..., n, also fiir die beiden
Werte i =2 und i =3 "gerinderte" Hesse-Matrizen zu berechnen.

Die Lagrange-Funktion lautet L (x,y,z, A) = f(x,y,2) + A& (x, y, 2).

Lxx ny sz Lx)\ Lxx ny in 8x
L, L, L. Ly L, L, L, g H3 Ay
Ihre Hesse-Matrix ist H; = ey e Y = Iy e oY =( 9
L Lz)c Lzy Lzz Lz)\ sz Lzy Lzz 8z Jlg3 0
L)\x L)\y L)\z L)\)\ 8 8 8: 0

mit der Jacobi-Matrix Jg=(g,, &,,&,)=J 15’ . Die Matrix H; entspricht der fiir i =3 zu

berechnenden "gerdnderten" Hesse-Matrix. Fiir i =2 ergibt sich die Matrix

H2LZ (J12)' Lxx ny 8x
( g2 (;] ) =| Ly Ly, g, |. Die Regel besagt dann: Besitzen die Determinanten beider
g

8 & O
Matrizen an einem kritischen Punkt ein negatives Vorzeichen ( (=1)" = (=1)! = =1), so liegt dort ein
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lokales Minimum vor; ist die Determinante der kleineren Matrix ( i = 2 ) positiv und die der groferen

Matrix (i = 3) negativ, so handelt es sich dort um ein lokales Maximum.

Abgrenzung

zu anderen Verfahren: Liegen die Nebenbedingungen in Ungleichungsform vor, so verwendet man bei

¢ linearer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen Verfahren aus der linearen Optimierung,

* konver Zielfunktion und konvexen Nebenbedingungen den Satz von Kuhn-Tucker.

22. Integralrechnung

Ziel

(1) Umkehren des Differenzierens (unbestimmtes Integral)

(2) Fldchen- bzw. Volumensberechnung (bestimmtes Integral)

Unbestimmtes Integral: I fx) dx = { F(x)|F'(x)=f(x) } = Menge aller Stammfunktionen F von f.

Anmerkung:

(1) Zwei Stammfunktionen der gleichen Funktion f unterscheiden sich hochstens um eine additive

Konstante (die beim Ableiten wegfillt).

(2) Nicht jede Funktion besitzt eine elementare Stammfunktion, z.B. f(x) = e* ? nicht. Die

Stammfunktion kann aber durch eine unendliche Reihe angegeben werden, indem man f z.B. in

eine Taylorreihe entwickelt und die Summanden der Reihe einzeln integriert.

Aus den Ableitungsregeln erhélt man sofort die folgenden Regeln zum Ermitteln unbestimmter Inte-

grale. Die Regeln kénnen durch Ableiten leicht iiberpriift werden.

Regeln
g und cUR eine beliebige additive Konstante.
Funktion Unbestimmtes Integral
a ax+c
a L a+1
x4 a#%-1 | +c
x7t=1/x In(|x])+c
aX
d*+c
@>0,a#1) In(a)
1
084(x) xmloga(x)—%)m
@>0,a#1) n(a)
Beispiele
Funktion | Unbestimmtes Integral
1
X = xl E.Xz
x? %x3
\/;c — 12 % 3P
1_.- S |
2= X o
e’ e’
In(x) x[In(x) - 1)
2x = 352 2[‘%)62—3['}3')63 =x-x
o263 % 23
1 ZIn(|2x+3))
2x+3

F sei im Folgenden eine beliebige Stammfunktion von f, G sei eine beliebige Stammfunktion von

Funktion Unbestimmtes Integral
sin (x) —cos(x) + ¢
cos (x) sin(x) + ¢
ftg F G +c
alf alF +c
flax+Db) %U’(ax+b)+c
VACDIE o F(g)+c

(die additiven Konstanten ¢, ¢c[JR, werden zur Erh6hung der Ubersichtlichkeit weggelassen).

Funktion Unbestimmtes Integral
L _2x+3)1? | I Rm2x+3)" =243
\/ 2x+3
1
(4235 4) 3% +4x) 3 (+2x7+4)°

g = X+2x%+4,
g'(x)= 3xX%+4x
f@=xt F)=3x

2x

2+1

g () =x*1, g'(x) =2x
f@=, F@=ln(x)

Durch Ableiten iiberpriift man leicht die folgenden Regeln:
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F (g )

In(|x* + 1)) = In(x* + 1)
F(g ()



Regel

Regel

Partielle Integration ( Produktregel )
Fiir das Produkt von zwei Funktionen f[g gilt:

ff@ dx = F g —IF@'dxzfm} —Ifm dx.
Beispiele:

(1) Iln(x) dx =I 1 On(x) dx, also fF=1, g =In®), F@)=x g'(x)=

==

Damit ist I In(x) dx = an(x)—I xE))lz dx = x[ln(x)—f 1 dx =x0n(kx) —x.
2) Ix[kx dx, also f(x)=x, gx)=e", Gx)=¢€", f'(x)=1.
Damitistfxmex dx = xm—f 10" dr= x ¥ —e* =(x—1)@%

Integration durch Substitution ( Kettenregel; eine Version wurde bereits oben dargestellt)
.. - d
I f @) dx =I fle@®)g '@ dr. Dabeiist x=g (), t=g7'(x), g'(t) =d—);_

1

— Ersetze (substituiere) x durch eine geeignete Funktion von ¢, hier x =g (¢) = sin(?)."

Beispiel: Zu berechnen ist j F) de mit f(x) =

— Bilde die 1. Ableitung von g, hier g '(¢) = cos ().
— Berechne das Integral I f(g ()& '(r) dr, hier If(g )L ' dr =I S S— Ltos(r) dr.

\/1 - sin%(9)
Wegen sin’(f) + cos’(f) = 1, also A1 - sin?(f) =cos(f), erhilt man
If(g ) () dr =I1dt =1,
— Ersetze ¢t umgekehrt wieder durch x, hier t= g_1 (x) = arcsin(x), und erhalte so das Ergebnis

j f(x) dx = arcsin(x).

Bei komplizierteren Integralen verwendet man Integraltafeln oder entsprechende Software.

b
Bestimmtes Integral ~ Sei f stetig in einem Intervall [a, b]. Dann ist das bestimmte Integral I f(x) dx definiert durch

Regeln

b n
I fx) dx = nlim > f(z)lx; = x,_;), wobei (x;)oN eine Zerlegungsfolge von [a, b] ist mit der
a ~ s

Eigenschaft a=xy<x;<..<x,=b und

— 00 . . .
max (x;—x_)">70; zO[x_,,x;] einbeliebiger
| = n

i=1,..,

Punkt. Das bestimmte Integral misst die Fldche zwischen

dem Grafen von f und der x-Achse im Bereich von a bis b.

Die nachstehenden Regeln ergeben sich direkt aus den

Rechenregeln fiir Folgen.

f, g seien stetig im Intervall [a, b]. Dann gilt:
M [ e ar=0
a

@ [ ax==["reo ar
b ca b

(3 I fx) dx=j fx) dx+-[ f(x) dx fiir beliebiges cO[a, b]

(€] Ibf(x) dx=0, falls f(x)=0 OxO[a, b]; Ihf(x) dx<0, falls f(x)<0 OxUla, b]
ab b a

(&) I rif (x) dx:rq f(x) dx fiir beliebiges r[JR

b b b
(6)[ (f(x)tg(x))dx=j f(x)dxtj g () dr

Die néchste Regel kldrt nun den Zusammenhang zwischen unbestimmtem und bestimmtem Integral.

1TEg erfordert viel Ubung zu erkennen, wie substituiert werden soll, denn nicht jede Substitution fiihrt zum Ziel.
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Regel

Herleitung

Hauptsatz der Integralrechnung

f sei stetig im Intervall 1= [a, b], F eine beliebige Stammfunktion von f in 1.

Dann ist I ’ f(&x) dx=F (b)—F (a). (Statt F(b)—F (a) schreibt man auch [F (x)]b )

2
Beispiel: J 3 de=[F] =2 - 1P=8-1=7.
1

der Regel: Fiir cU[a, b] definiert man die Integralfunktion
I(c)= I ‘ f(x) dx. Fir einen kleinen Wert A ist dann f)

ct+h c ct+h ct+h
1(c+h)=J F) dx =j ) dx+j F) dx =1(c)+j F) dx.
ct+h
I " f(x) dx misst eine Flache, die fiir kleine Werte von /# angenédhert werden kann durch ein

Rechteck der Breite 4 und der Hohe f(c), also der Flache h[fi(c). Insgesamt erhilt man so

I(c+h)=1I(c)+hlf(c). Umgestellt nach f(c) ergibt sich f(c)= W und damit

fiir h - 0: f(@:}}inbw

=1'(c). Die Integralfunktion / ist also eine Stammfunktion
von f. Da 2 Stammfunktionen von f sich hochstens um eine additive Konstante unterscheiden, gibt
es zu jeder Stammfunktion F' von f eine Konstante r, so dass

I (x) = F (x) + r. Betrachtet man nun zwei beliebige Zahlen

d, el[a, b], d < e, so erhilt man die Fliche zwischen Kurve und

x-Achse tiber dem Intervall [d, ¢], indem man von der Fliche iiber i

d b
dem Intervall [a, e] die Fliche iiber dem Intervall [a, d] abzieht: ¢ ¢

j:f(x) dx=_[ef(x) dx-_[df(x) dx=1(e)=1(d)=(F(e)+ 1)~ (F(d) +r)=F (e) = F (d)

fiir eine beliebige Stammfunktion F von f. Mitd = a und e = b ergibt sich daraus die Aussage.

Uneigentliche Integrale:  Als uneigentliche Integrale bezeichnet man bestimmte Integrale, bei dem eine (oder auch beide)

Integrationsgrenzen oo bzw. —oo sind oder der Funktionswert f(x) an einer (oder beiden)

Integrationsgrenzen o bzw. —oo ist.  Beispiele:

0 b
(1) _[ e™ dy= 1im_[ e™ de= lim [-e™]’ = lim (e ?) = (=% =0 = (-1) = 1.
0 b o 0 b o 0 boow

) 5 0 5 b 2
2) I e™*? dx= lim e dx+b1imj e dx.
—oo — 00 0

— 0
a — a

Obwohl f(x)=e 2 Keine elementare Stammfunktion besitzt, kann gezeigt werden, dass beide
Grenzwerte gleich \/TV2 sind, also das uneigentliche Integral den Wert 2 W =4/2m

aufweist. Die Funktion f(x) = L e ™ st die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

2
P im [l o L _ _
3) Jo\l;dx—llm-[a\/}dx—(}trrg)[ZBL/}]a—ZBl/_ 260 =2.

a-0

Mehrfache (bestimmte) Integrale
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Ziel: Volumen von Korpern berechnen. Y
bd
Beispielsweise bestimmt I J f(x,y) dydx das Volumen d I:I

zwischen x-y-Ebene und dem Grafen der Funktion f iiber der

rechteckigen Fléache a, b, c, d. | x
1p1 1 1

Beispiel: I I x> =y +4 dydx= I ( I x> =y +4 dy)dx.
0Jo o Jo

Man berechnet nun zunéchst das innere Integral, indem man die Funktion hier beziiglich y integriert

und x dabei wie eine Konstante behandelt.
1 1
I x> =y’ + 4 dy:[—xzy—%y3+4y] =(—x2|]]—%EIP+4D])—(—x2[(])—%E(])3+4[(]))=—x2+% .
0 0

Dieses Ergebnis des inneren Integrals stellt die zu integrierende Funktion fiir das duBlere Integral dar,
1 7! 1, 11_10

1
- § ST N N I 0 § __1 11_10
also on+3dx—[ 3x+3x0— 3+3=3 -



Regel: Beim Vertauschen der Integrationsreihenfolge miissen auch die Integrationsgrenzen
bpd dpb
vertauscht werden, d.h. es gilt I I fx,y) dydx = I I f(x,y) dxdy.
a c c a

23. Differenzialgleichungen

Definition

Ziel

Anwendung

Regel

Beispiele

Eine Differenzialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, die neben einer Funktion auch mindestens eine
ihrer Ableitungen enthélt. Man unterscheidet DGLen nach den Kriterien

— gewohnlich (bei Funktionen 1 Variablen) oder partiell (bei Funktionen mehrerer Variablen),

— linear (bei linearer Verkniipfung von Funktion und Ableitung(en)) oder nichtlinear,

— homogen (ohne Absolutglied) oder inhomogen,

— n-ter Ordnung (bei Vorliegen von Ableitungen bis maximal der Ordnung »n).

Beispiele:

(1) alf(x) + b[f'(x) + c=0 ist eine gewohnliche, lineare, inhomogene DGL 1. Ordnung.

2) f)+e*[f'(x) —f"(x) =0 isteine gewohnliche, homogene, nichtlineare DGL 2. Ordnung.

3) (fx, )+ 56 ) + filx, y) =0 ist eine partielle, nichtlineare, homogene DGL 2. Ordnung.

Auffinden von Funktionen, welche der DGL geniigen. Oftmals existiert keine entsprechende

elementare Funktion, so dass nur eine numerische bzw. grafische Losung moglich ist.

DGLen werden insbesondere hidufig zur Beschreibung von Zusammenhingen im Zeitablauf, also zur
Modellierung dynamischer Prozesse verwendet (beispielsweise in der Wachstumstheorie).

Nur fiir den einfachen Fall einer gewohnlichen DGL 1.0rdnung soll die Losung angegeben werden.

Fiir eine gewohnliche DGL 1. Ordnung gilt

M frfO=f® X - |f(x)|=ejg(x)d"
@) f@+af®=b = f@=g+c@™ IR

Herleitung: Die Richtung "U " folgt sofort durch Differenzieren jeweils der rechten Gleichung, denn

(1) fr=(el 0y =IO 2@ ()  und

Q) f'0)=-ace™==a(c@™+2-L)=—a(c@™+2)+b=-aP) +b.
Die umgekehrte Richtung "=" ergibt sich wie folgt:
20 (1): £/ =1 (0% () F =g S0« II(f@D=g W,

Integration beider Seiten fithrt zu In(|f(x)|) = J g (x) dx und die Operation "e hoch" schliellich

zum Ergebnis |f(x) |=e Jaw ar

u2): f'+af(x)=b < O +alf(x)*" =ble*” o [f(x)@* ] =bla".
Durch Integration ergibt sich  f(x)[¢%* = I bl dx = g 6"+ ¢, cOR. Division durch ¢“* fiihrt

C —
ax —

schlieBlich zu  f(x) = Z +
e

(1) Gesucht sind Funktionen, welche die konstante Elastizitit €,(x) = a aufweisen.

£r(x) = @%: a fO=fWE, x20 = f')=fOE mit gx)=%.
Nach der Regel (1) istdann | f(x) |= e ¥ &= e?MbD+e o paMbdpge |y jage = p|e, bOR, ,
also insgesamt f(x) = b[x|% b#0.

(2) Der Marktpreis p eines Produktes sei von der Zeit t abhingig, gemessen vom Zeitpunkt =0

8

der Produkteinfithrung an. Die Angebots- und die Nachfragefunktion seien gegeben durch

xap M) =3+pO+2p'(0D, xx@@)=5-p@O+p'®.

p '(t) modelliert die Erwartungshaltung von Anbietern und Nachfragern im Zeitablauf. Werden
steigende Preise erwartet, also p '(f) > 0, so erhdhen die Anbieter die Produktion, wihrend sich die
Nachfrager zeitig bevorraten; entsprechend senken die Anbieter bei erwarteten Preisriickgéngen,

p '(t) <0, ihre Produktion, wihrend sich die Nachfrager abwartend verhalten.

Gesucht ist die Funktion p (#), bei der stets Marktgleichgewicht herrscht, d.h. x,(p (1)) = xn(p (£))
ist, unter der zusitzlichen Bedingung, dass der Preis zur Produkteinfithrung 2 € betrug.
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Losung: xx(p M) =xx(p () <= 3+p@O+2p'O)=5-pO+p'() < p'O+2pH)=2.

Nach der Regel (2) ergibt sich fira=2undb=2: p(¥) = % +c@2=1+c@%, cOR.

Die zusitzliche Bedingung p (0) =2 besagtdann p (0)=1+c¢2°=1+c=2, also c=1.

Die Funktion des Gleichgewichtspreises lautet daher p (1) = 1 + e 2",



