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Aufgabe 4.1
Sei p,, : {0,1}" — {0, 1} die n-Parity-Funktion, d.h.

i) = (Soa) mod2

Zeige, dass p, nicht durch eine lineare Thresholdfunction (ein Perceptron) darstellbar
ist, aber dass ein Netzwerk von O(n) vielen linearen Thresholdfunctions dazu ausreicht.

Hinweis: Der Einfachheit halber darf man annehmen, dass n eine Zweierpotenz ist.

Aufgabe 4.2

Sei H eine Klasse von Funktionen von {0, 1}" nach {0, 1} mit VC-Dimension d. Analog
zu den Netzwerken von Thresholdfunctions betrachten wir Netzwerke von Funktionen
aus H (beachte, dass Kantengewichte in diesen Netzwerken nicht benotigt werden; statt
dessen ist die Reihenfolge der Eingénge in einen Knoten relevant).

Zeige, dass die VC-Dimension solcher Netzwerke mit n Eingangs- und £ Berechnungs-
knoten O(dklog(k)) ist. Zeige dafiir zunéchst [y, (m) < g (m)E.

Aufgabe 4.3

Reduziere Decision-Trees von Rang k auf k-Decision-Lists.

Aufgabe 4.4
Reduziere 1-Decision-Lists auf LTF.

In den Aufgaben 3 und 4 zeigen wir, wieviel “Power” in der Klasse der linearen Thres-
holdfunctions steckt. Denn wie wir aus der Ubung wissen, sind Reduktionen tran-
sitiv und k-Decision-Lists reduzierbar auf 1-Decision-Lists, so dass insgesamt folgt:
“Decision-Trees von konstantem Rang sind reduzierbar auf LTF”

Beachte zu den Aufgaben 3 und 4 die Definitionen auf der Riickseite (auch bekannt aus
der Ubung).



Definition k-Decision-List

Eine k-Decision-List iber X,, = {0,1}" ist eine Funktionenklasse, in der jede Funktion
durch eine Liste ((cq,bs),..., (¢, b)) und einem Bit b gegeben ist, wobei die ¢; Kon-
junktionen von maximal k Literalen aus x1,71, ..., x,, T, sind und die b; ebenfalls Bits
sind.

Bei der Berechnung von f(x) wird die Liste von links nach rechts abgearbeitet und
sobald eine Konjunktion ¢; von z erfillt wird, ist die Ausgabe von f(z) das Bit b;.
Sollte keine Konjunktion erfiillt werden, gibt f(x) das Bit b aus.

Beispiel: Sei n = 3, k = 2 und f gegeben durch die Liste ((z1,0), (T2 A x3,1), (T2,0))
und das Bit b = 1. Dann ist f(001) =1, f(101) =0 und f(011) =b=1.

Definition Decision-Tree

Ein Decision-Tree tiber X,, = {0,1}" ist eine Funktionenklasse, in der jede Funktion
durch einen bindren Baum (mit einer ausgezeichneten Wurzel) gegeben ist, wobei jeder
innere Knoten mit einem Literal aus xq,71,...,Z,, T, und jedes Blatt mit einem Bit
beschriftet ist.

Bei der Berechnung von f(z) starten wir an der Wurzel des Baumes und gehen nach
rechts, falls das Literal an der Wurzel von z erfiillt wird, ansonsten gehen wir nach
links. In dieser Art durchlaufen wir den Baum bis wir bei einem Blatt angekommen
sind. Das zu dem Blatt gehoérende Bit ist die Ausgabe von f(z).

Definition Rang eines Baumes
Sei T" ein bindrer Baum und 77, Tk der linke bzw rechte Teilbaum von der Wurzel aus.
Dann ist der Rang von T folgendermaflen definiert:

0 falls T nur einen Knoten enthalt
rang(7") := ¢ rang(T) + 1 falls rang(7T) = rang(Tr)
max {rang(7y),rang(Tg)} sonst



