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/ Partiell definierte Funktionen \

Wir betrachten im Folgenden partiell definierte Funktionen der Form
f:INE = Ng bzw. f: 3% — 3 .
Fiir z auflerhalb des Definitionsbereiches gilt dann
f(x) = ,undefiniert® .

Intuition: Rechenprogramme mit Eingaben aus N% bzw. ¥* werden

entweder nach endlich vielen Schritten mit einem (durch eine Ausgabekon-

vention festgelegten) Ergebnis stoppen,
oder in eine unendliche Schleife geraten.

Die von einem Programm berechnete Funktion ist also i.A. nur partiell definiert.
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Zentrale Frage

Welche Funktionen sind berechenbar ¢

~

e Bei berechenbaren Funktionen geniigt ein intuitiver Berechenbarkeitsbe-

oriff,

e Aber zum Nachweis der Unberechenbarkeit benttigen wir eine exakte

Definition.

/
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/ Intuitive Berechenbarkeit \

Informelle Definition: Eine Funktion
f:NE = Ng bzw. f: %% — X

heif}t ,, (intuitiv) berechenbar®, wenn es eine ,,mechanisch anwendbare* Rechen-
vorschrift gibt, die bei Eingabe x
e nach ,endlich vielen Schritten“ zur Ausgabe f(x) fiihrt, falls f(x) definiert
ist,

e in eine ,unendliche Schleife* fithrt, falls f(z) undefiniert ist.
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/ Ausblick: Formale Definitionen der Berechenbarkeit \

e durch Turing—Programme berechenbar
e durch WHILE-Programme berechenbar
e durch GOTO-Programme berechenbar

Alle diese Vorschlige (von Turing, Church und anderen Mathematikern
Mitte der 1930er unterbreitet) haben sich als dquivalent erwiesen. Zudem
wurde bislang keine intuitiv berechenbare Funktion gefunden, die nicht auch
Turing—berechenbar wére. Dies fiihrte zur (formal nicht beweisbaren)

Church’schen These: Die Klasse der intuitiv berechenbaren Funktio-

nen stimmt iiberein mit der Klasse der durch Turing—berechenbaren
(bzw. WHILE-berechenbaren, GOTO-berechenbaren, ...) Funktionen.
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/ Turing—Berechenbarkeit \

Eine Funktion
3 =X

heifit Turing—berechenbar gdw eine DTM M existiert mit folgenden Eigen-
schaften:

e Falls f(x) =y, dann gilt zqx F* zy fiir eine Endkonfiguration zy.

e Falls f(x) = ,undefiniert”, dann erreicht M bei der Rechnung auf Eingabe
x keine Stoppkonfiguration (Endlosrechnung).

N /
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/ Turing—Berechenbarkeit (fortgesetzt) \

Die Turing-Berechenbarkeit von Funktionen der Form
f:INE = N
ist analog definiert, wobei wir im Falle von
f(z) =y mit x = (n1,n9,...,nk)
anstelle von zpx F* zy nun
zobin(ny)#bin(ng)# - - - #bin(ng) F* zbin(y)

fordern. Hierbei bezeichnet bin(-) die Bindrdarstellung ohne fithrende Nullen.

N /
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/ Beispiele \

Die Nachfolgerfunktion

s(n)=n+1

ist Turing—berechenbar:

Siehe unsere friithere Implementierung eines Binérzéihlers.

N /
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/ Beispiele (fortgesetzt) \

Die total undefinierte Funktion

Vn € Ny : Q(n) = ,,undefiniert”
ist Turing—berechenbar durch die DTM mit

VAeT :§(z0,A) = (20,4, R) ,

die auf jeder Eingabe eine unendliche Schleife durchlauft.

N /
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/ Beispiele (fortgesetzt)
Zu einer Sprache L vom Typ 0 betrachte die Funktion

1 falls w € L
,undefiniert* falls w ¢ L

werden. M kann so implementiert werden, dass
wird,

wird.

e Es gibt eine Grammatik G vom Typ 0, welche L generiert.

~

Die Turing-Berechenbarkeit von x’; kann folgendermaflen eingesehen werden:

e [is gibt eine NTM M, welche L erkennt, indem Ableitungen S=5w geraten
— nach Auffinden einer Ableitung Ausgabe 1 produziert und gestoppt

— bei Nicht—Auffinden einer Ableitung eine unendliche Schleife betreten

\o Dann wird x’; berechnet durch die deterministische Simulation M’ von ]\4/
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/ Mehrspurenmaschinen \

Zu einem gegebenen Alphabet I' kénnen wir ,, Supersymbole® aus I'* betrachten.
Wenn das Arbeitsalphabet einer TM ein Supersymbol (A1, ..., Ax) enthélt,

dann ist es anschaulich sich vorzustellen, dass
e das Band in k ,,Spuren® zerlegt werden kann,

e und beim Abspeichern von (Aq,..., A;) in einer Zelle, das Symbol A; in
der :—ten Spur der Zelle steht.

Beachte: Mehrspurenmaschinen haben zwar ein unkonventionelles Arbeitsal-
phabet (welches k-Tupel enthélt), entsprechen aber unserer Standarddefinition
einer TM (kein neues Modell).
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/ Mehrbandmaschinen \

Definition: Unter einer £-Band TM verstehen wir eine TM mit k£ Béndern
und einem Kopf pro Band. Die insgesamt k Kopfe konnen sich in einem
Rechenschritt in verschiedene Richtungen bewegen. Die Uberfithrungsfunktion

0 hat nun die Form
§:ZxT* 5 ZxT%x{R,L,N}*

mit der offensichtlichen Interpretation.

Mehrbandmaschinen sind nicht méchtiger als das Standardmodell wie der

folgende sogenannte Bandreduktionssatz zeigt:

Satz: Fine k-Band TM M kann von einer 1-Band TM M’ simuliert werden.
Ist dabei M eine DTM, so auch M’.

N /
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Beweis \

e ' besitzt fiir jeden Zustand z von M einen entsprechenden Zustand 2’
(und weitere Zusténde).

e ' simuliert
— elnen Schritt von M mit Zustandswechsel von z; nach zo

— durch eine Folge von Schritten, welche im Zustand 2] startet und im
Zustand z5 endet

Nach diesem Schema verlaufende Simulationen heiflen ,,Schritt fiir Schritt

mulation®.

/
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/ Beweis (fortgesetzt) \

Die wesentliche Schwierigkeit besteht darin, die Beschriftung der k-Band TM

M auf einem einzigen Band unterzubringen. M’ benutzt dazu ein Band mit &

Spuren. Dabei soll stets gelten:

(1) Spur i des Bandes von M’ enthilt die Beschriftung von Band ¢ von M
(1 << k).

(2) Zelle 1 von M’ enthélt genau die £ Symbole, auf denen die k£ Koépfe von M

positioniert sind.

(3) Zu Beginn der Simulation des néchsten Rechenschrittes von M befindet
sich der Kopf von M’ auf Zelle 1.

Bedingungen (2) und (3) sorgen dafiir, dal M’ die von M gelesenen k Symbole

kennt.

N /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdit Bochum, Germany TI WS 2011/2012




Universelle Rechner und Church’sche These

Slide 15

(a1,...,ax) durch (by,...,bg).

ist korrekt.

N

e Wenn M Symbole aq,...,a; durch bq,.

/ Beweis (fortgesetzt) \

Um einen Schritt von M zu simulieren, geht M’ vor wie folgt:

.., by, ersetzt, ersetzt M’ in Zelle 1

e Wenn M Kopf i nach rechts (bzw. links) bewegt, so verschiebt M’ die
Inschrift von Spur 2 um eine Position in die entgegengesetzte Richtung

(positioniert aber im Anschluss den Kopf wieder auf Zelle 1).
e Wenn M in Zustand z iibergeht, geht M’ in Zustand 2z’ iiber.

Hierdurch bleiben Bedingungen (1), (2) und (3) erhalten und die Simulation

Offensichtlich arbeitet M’ deterministisch, falls M deterministisch arbeitet.

/
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/ Zusitzliche Beobachtung \

Wenn M auf Eingaben der Linge n
e maximal S(n) Zellen ihrer Bénder besucht
e und maximal 7'(n) Schritte rechnet,

dann
e besucht M’ ebenfalls maximal S(n) Zellen

e und rechnet maximal O(S(n)-T(n)) Schritte (da jeder Schritt von M in
O(S(n)) Schritten von M’ simuliert werden kann).

N /
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Ein ,,Baukastensystem* fiir Turing—Maschinen

Ziel: Entwurf von DTMs zur Ausfithrung von Befehlen einer , hoheren

Programmiersprache® (mit bedingten Anweisungen, while-Schleifen etc.)

Methode: Baukastensystem

~

/
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Veridnderung des Inhaltes von einem der Binder \

Zu einer 1-Band—TM M bezeichne M (i, k), oder einfach M (i), die k-Band
TM, die das ,,Programm® von M auf ihrem i—ten Band simuliert (und auf

den anderen Bédndern keine Modifikationen vornimmt).

,Band := Band +1“ bezeichne die friiher bereits besprochene 1-Band
DTM zur Berechnung der Funktion s(n) =n + 1.

Statt ,Band := Band+1“(7) schreiben wir ,,Band i:= Band i +1*.

Definiere die ,,modifizierte Differenz* wie folgt:
n —m = max{0,n —m} .

Die Notationen

,Bandi := Bandi—1¢
,Band i := Band ]
,Bandi := 0
sind dann analog zu verstehen. /
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/ Komposition von TMs \

Die Komposition zweier TMs
M; = (Z;,3,14,0i, 206, 0, E;),i = 1,2, Zy N Zy =)
ist definiert als die TM
M= (Z1UZy, X, T1UTls,9, 201,01, Es)

wobei

( 51(Z,A) falls z € Z; \E1
0(z,A) = ¢ (202,A,N) falls z € E;

| 92(z, A) falls z € Zy

M fiihrt also zuerst das Programm von M; aus und (falls M; einen Endzustand
erreicht) dann das Programm von M.

Notation als ,,Flussdiagramm*: start — M; — My — stop.

Q\Totation wie bei Programmiersprachen: M;; M, /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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/ Beispiel \

Die DTM

start — , Band := Band +1°
— ,Band := Band +1°
— ,,Band := Band +1“ — stop

addiert zu einer gegebenen natiirlichen Zahl die Konstante 3 hinzu.

N /
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/ Bedingte Komposition von TMs \
Eine TM, welche

e zunichst das Programm einer TM M ausfiihrt,

e hernach das Programm von M’ falls M im Endzustand z. stoppt,

e bzw. das Programm M" falls M im Endzustand z! stoppt,

notieren wir in der Form

start = M © = M’ = Stop

N Y
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/ Die Abfrage—Maschine
,Band=07" bezeichnet eine DTM mit folgenden Eigenschaften:

siec im Endzustand NEIN.

Eine solche DTM ist einfach zu entwerfen:
%

(21,0, R) falls a = 0

d(zp,a) = X
(NEIN, a, N) sonst

\
(

(JA a, L) falls a = [J
d(z1,a) = <
\ \ (NEIN, a, L) sonst

e Sie hat vier Zustadnde zg, 21, JA, NEIN mit JA, NEIN als Endzusténden.

e Sie verdndert den Bandinhalt nicht. Zu Beginn und am Ende der Rechnung

ist der Kopf aut dem ersten Zeichen der Eingabe positioniert.

e [hre Hauptaufgabe ist zu testen, ob die Eingabe nur aus dem Zeichen 0
besteht. Falls dem so ist stoppt sie im Endzustand JA; andernfalls stoppt

~

/
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/ Einbettung einer TM in eine WHILE—-Schleife \

Statt ,,Band=07“(¢) schreiben wir einfach
,Band i =0 7¢
Zu einer gegebenen TM M bezeichne

~WHILE Band i ## 0 DO M*
die durch folgendes Flussdiagramm gegebene TM:

Start = Bandi=07?"

-

N /
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/ Résumeée \

e Mit dem Baukastensystem lassen sich aus elementaren TMs komplexere

TMs zusammensetzen, die Strukturen hoéherer Programmiersprachen wie

zum Beipiel

— bedingte Anweisungen
— WHILE-Schleifen

— Prozedurkonzept

(ansatzweise) realisieren.

e Die Realisierung macht Gebrauch von Mehrband-TMs. Wie wir wissen
lasst sich aber jede Mehrband—TM durch eine Einband—TM simulieren.

N /
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/ Zeichenvorrat fiir LOOP-Programme \
Variablen: To X1 T
Konstanten: 0 1 2
Trennsymbole: P =

Operationszeichen: | +  —

Schliisselworter: LOOP DO END

N /
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/ Syntax von LOOP-Programmen \

Induktive Definition:
1. Jede Wertzuweisung der Form
x; = x; +coder x; :=x; — ¢
(fiir eine Konstante ¢) ist ein LOOP-Programm.

2. Die Hintereinanderschaltung
Py P

von LOOP-Programmen P;, P, ist ein LOOP-Programm.

3. Das iterierte Durchlaufen

LOOP z; DO P END

\ eines LOOP-Programmes P ist ein LOOP-Programm. /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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/ Semantik von LOOP-Programmen \

Kanonisch definiert bis autf:

e ~a— b“ wird interpretiert als ,modifizierte Differenz“ a — b := max{a —

b,0}.

e Bei einem LOOP-Programm der Form LOOP z; DO P END wird P so oft
ausgefiihrt wie der Wert der Variablen x; zu Beginn angibt. (Anderung des
Wertes von x; im Innern von P haben auf die Anzahl der Wiederholungen
also keinen Finfluss.)

Folgerung: LOOP-Programme terminieren stets.

Konventionen beim Berechnen von f : Nf — Ny durch ein LOOP-Programm:

e Eingabewerte nq,...,n; anfangs in x4, ..., xg.
Restliche Variable initialisiert auf O.

e Ausgabewert f(ni,...,n;) am Ende in z.

\LOOP—Programme berechnen nur totale (= total definierte) Funktionen. /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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/ LOOP-Simulierbare Konstrukte \
neues Konstrukt Simulation
XTi = T xi:=x; +0
T; = C x; :=y + c (fiir ein y mit Wert 0)
IF =0 THEN A END y:=1;

LOOP z DO y := 0 END;
LOOP y DO A END

XT; =T+ X Li = Ty

LOOP z,. DO z; :=z; + 1 END

Ti 1= Tj * T} x; = 0;
LOOP z;, DO z; :== z; +x; END
z; = x; DIV zy s. Ubung (evtl.)

\ z; = x; MOD z} s. Ubung (evtl.) /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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Programmen.

N

Syntax wie bei LOOP-Programmen, aufler dass die WHILE-Schleife an die
Stelle der LOOP-Schleife tritt:

Semantik der WHILE-Schleife: P wird iteriert solange ausgefiihrt wie x;
(mit ihrem aktuellen Wert!) ungleich Null ist. Endlosschleife ist moglich.

Konventionen zum Berechnen von Funktionen wie bei LOOP-

Berechnung partieller (= partiell definierter) Funktionen ist moglich.

WHILE-simulierbare LOOP-Schleife:

kann simuliert werden durch

WHILE-Programme \

WHILE z; # 0 DO P END

LOOP z DO P END

y:=x; WHILE y#0 DO y:=y—1; P END . /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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/ Wechselseitige Simulationen

Da die LOOP-Schleife durch die WHILE-Schleife simulierbar ist, gilt der

Satz: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist auch WHILE-berechenbar.

Weiter gilt:

Satz: (Beweis miindlich in der Vorlesung)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Wir werden (nach Einfithrung der GOTO-Programme) noch zeigen:
— Jede Turing-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar.
— Jede GOTO-berechenbare Funktion ist auch WHILE-berechenbar.

berechnen dieselbe Klasse von Funktionen.

N

Folgerung: Turing-Maschinen, WHILE-Programme und GOTO-Programme

\

/
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/ GOTO-Programme \

Syntax: GOTO-Programme haben (bis auf Fehlen von redundanten Marken)
die Form

My :Ay; My : Ay --- s Mp: Ay .

Dabei ist A; eine ,,Anweisung” und M; eine sogenannte , Marke“ (eindeutige

Adresse fiir die Anweisung A;). Als Anweisungen sind zugelassen:

Wertzuweisungen: T =xjEc
unbedingter Sprung: GOTO M;
bedingter Sprung;: IF' z; = ¢ THEN GOTO M;

Stoppanweisung: HALT

Semantik: — offensichtlich (oder?) —

Konventionen beim Berechnen von Funktionen:

@alog zu LOOP- oder WHILE-Programmen. /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2011/2012
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/ Simulation von GOTO durch WHILE \

Satz: Jede GOTO-berechenbare Funktion ist auch WHILE-berechenbar.
My :Ay; My:Ag s -+ 5 Myt Ay
kann simuliert werden durch

y =1
WHILE y # 0 DO
[Fy=1THEN A} END; Idee: Identifiziere M; mit Nummer 1.
IF y =2 THEN A END; Wert von y = Nummer der aktuellen Marke
(bzw. 0 nach Erreichen von HALT).
IF y=¢ THEN A, END Al realisiert A; und aktualisiert y.
END

N /
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/ Simulation von GOTO durch WHILE (fortgesetzt) \

A; Al
T =X c T =2 £ c; yi=y+1

IF' 2, = ¢ THEN GOTO M; | IF z;, = c THEN y :=j
ELSE y :=y+ 1 END
HALT y:=20

Es kann leicht gezeigt werden, dass die zur Simulation des bedingten Sprunges

benotigte if-then-else Anweisung LOOP-simulierbar ist.

Beobachtung: Die Simulation benétigt nur eine WHILE-Schleife (sowie

if-then-else Anweisungen oder, alternativ, LOOP-Anweisungen) .

N /
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/ Simulation von WHILE durch GOTO (fortgesetzt) \

Satz: Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar.
WHILE z; 0 DO P END;. ..

kann simuliert werden durch:

M;i: IF x; = 0 THEN GOTO Ms;
P;
GOTO Mjy;

Ms: ...

Folgerung (Kleene-Normalform fiir WHILE-Programme):

Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein WHILE-Programm mit
lediglich einer WHILE-Schleife berechnet werden (wobei allerdings if-then-else

Anweisungen oder, alternativ, LOOP-Anweisungen zum Einsatz kommen

\mﬁssen) : /
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/ Exkurs: DIV und MOD

DIV (ganzzahliger Quotient) und MOD (kleinster Rest) sind die folgenden

Operationen:

zDIVy = FJ
Y
xrMODy = x—y {fJ
Y
Zum Beispiel:
75
7 DIV20 = |—=|=1[3.75]=3.
20
75
75 MOD 20 = 75-20 {%J =75—-20-3=15.

N

~

/
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DIV und MOD (fortgesetzt) \

CUT und PASTE (Abschneiden und Ankleben) von Ziffern kann mit Hilfe von
DIV, MOD und *, + implementiert werden:

CUT und PASTE | Ergebnis

Simulation mit DIV, MOD 4,

CUT(1984) 1984 198 = 1984 DIV 10;4 = 1984 MOD 10
PASTE(198]5) 1985 1985 =198 * 10 + 5
Verallgemeinerung auf b-nére Zahlendarstellungen (Ziffern aus {0,1,...,b—1}):
CUT und PASTE Ergebnis Simulation mit DIV, MOD,+,

x
A\

Va

CUT (i1 - -+ ip_1ip)

/
x
A\

Ve

. I .
i1yt |ip | @

/

x DIV b;i, = x MOD b

PASTE(iy - - - ip_1 |§)

/1/1 ...Zp_lj

Vv
z

T=a' xb+j

/
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/ Exkurs: Konfiguration als Zahlentripel \

e Zustandsmenge Z = {z1,...,zs}: z; hat ,Nummer* [.
e Bandalphabet I' = {a1,...,a,,}: a; hat ,Nummer* i

Setze b := |I'| + 1. Eine Konfiguration

T Y

7\ 7\

~

7 N\ I
a’l:l...a’l:pzla/jl...a/jq

(mit z; als aktuellem Zustand, a;, - a;, als Bandinschrift links vom Kopf
und aj, ---a;, als Bandinschrift ab Kopfposition) kann als b-niires Zahlentripel
(2,9, z) kodiert werden (wobei das leere Wort als Zahl 0 dargestellt wiirde):

p

q
z=1, :U:Zipbp_p, y:ijbp_l

(Nummern der Symbole sind gleichsam die Ziffern der Zahlendarstellung.)

N /
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/ Simulation von Turing-Maschine durch GOTO \

Satz Jede Turing-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar.
DTM M berechne f : NE — Nj.

Aufbau der Simulation:

Phase 1 (Vorbereitung): Berechne aus den Werten n, ..., n; der Eingabe-
variablen z1,...,x; das Zahlentripel (x,vy, z), welches die Startkonfigura-
tion zobin(ny)# - - - #bin(ng) von M reprisentiert.

Phase 2 (Schritt-fiir-Schritt Simulation): Solange M nicht stoppt, be-
rechne aus dem Zahlentripel (x,y,z) der aktuellen Konfiguration das

Zahlentripel fiir die direkte Folgekonfiguration.

Phase 3 (Nachbereitung) Extrahiere aus dem Zahlentripel (z,v, z), das
eine Endkonfiguration z.bin(f(ni,...,nx)) von M reprasentiert, den

\ Ausgabewert f(nq,...,n;) und belege damit die Ausgabevariable x. /
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Details zur Phase 2

(1, 7)-Aktualisierung® von (x,y, z) bezeichne die Aktualisierung, die erfor-
derlich ist, wenn M im Zustand z; Symbol a; liest (und die durch §(z;, a;)
beschriebene Aktion ausfiihrt).

Das GOTO-,Unterprogramm* (plus zugehoriger Marke), das die (I, j)-
Aktualisierung durchfithrt (und i.A. aus mehreren Anweisungen besteht)

bezeichnen wir mit

Ml,j . Al,j .

Wir prasentieren im Folgenden:

e Das Grundgeriist eines Teilprogrammes P, das die Verzweigung zum

richtigen Unterprogramm gewéhrleistet,

e cin Beispiel-Unterprogramm.

\

/
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/ Verzweigung zum richtigen Unterprogramm

Programmstiick M5 : P, fiir Phase 2 hat folgende Form:

Msy:  a:=y MOD b; (CUT-Operation liefert Symbol unterm Lesekopf)
IF' 2 =1 AND a =1 THEN GOTO M, ; ;
IF' 2 =1 AND a =2 THEN GOTO M, 5 ;
Usw.
— alle sm Zustands/Symbolkombinationen —
USW.
IF' 2 = s AND a = m THEN GOTO M, ,, ;
Miq: A11; GOTO My;
Mio: Ai2; GOTO My;
USw.
— alle sm Zustands/Symbolkombinationen —

USw.

sm Asm; GOTO Mos:
\M, s '

~

/
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/ Ein Beispiel-Unterprogramm \

Programmzeile
6(z1,a;) = (21,04, L)

wiirde durch folgendes Unterprogramm realisiert:

M, ; : z :==1"; (Aktualisiere z mit Nummer des neuen Zustands)
y:=y DIV b (CUT)
y:=bxy+j (PASTE)
Kommentar: fihrt y = (j jo -+ jo)p iny = (J' jo -+ jq)p Uber
y:=bxy+ (x MOD b) (PASTE)
x:=x DIV b (CUT)
Kommentar: fihrt © = (41 - ip—1 9p)p, y= (' J2 -+ Jg)b

inz=(@1 " lp-1)6, Y= (lp J J2 - Jg) Uber

Falls z;; ein Endzustand wére, dann wiirde dieses Unterprogramm noch um die

\Anweisung ,GOTO M;3“ (Eintritt in Phase 3) erweitert. /
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/ Entscheidbare und unentscheidbare Probleme\

Hans U. Simon (RUB)

Email: simon@Imi.rub.de

Homepage: http://www.ruhr-uni-bochum.de/Imi

N /
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4 N

Das Grundvokabular der Theorie
entscheidbarer und unentscheidbarer Sprachen

N /
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/ Entscheidbarkeit und Semi—Entscheidbarkeit \

xr(w) :=

von L berechenbar ist.

sche Funktion
1

,undefiniert®

von L berechenbar ist.

N

1 fallsw € L
0 fallsw ¢ L

falls w € L
falls w ¢ L

Eine Sprache L C X* heifit entscheidbar gdw die charakteristische Funktion

Eine Sprache L C »* heiflit semi—entscheidbar gdw die ,,halbe* charakteristi-

/
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/ Erinnerung: Sprache und Haltebereich einer DTM \

Wir erinnern an die Definition der Sprache T'(M) und des Haltebereiches
H(M) einer DTM M:

T(M) = {weX¥*|Jz.€e E,a,f €™ : zpwF" az.[}
H(M) = {weX"
dzeZ, Ael,a,Bel™: 2wt azApB,§(z, A) = ,undefiniert*}
Hierbei setzen wir folgendes voraus:
e §(ze, A) =,undefiniert® fiir alle z, € E.
e §(z,A) mit z € Z\ E darf undefiniert sein (muss aber nicht).

Somit gilt
T(M)C H(M) C 5* .

N /
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/ Entscheidbarkeit (fortgesetzt) \

Ein nicht-akzeptierender Stoppzustand ist ein Zustand z € Z \ E mit
6(z, A) =,undefiniert* fiir alle A € T".

Satz: L ist entscheidbar gdw es eine DTM M gibt mit

T(M) =L und HM) = X* .

Beweis: Es wird ausgenutzt, dass Produzieren der Ausgabe 1 ersetzt werden
kann durch Ubergang in einen (akzeptierenden) Endzustand — und umgekehrt.
Produzieren der Ausgabe 0 kann ersetzt werden durch Ubergang in einen

(nicht-akzeptierenden) Stoppzustand auflerhalb von F — und umgekehrt.

N /
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/ Semi—Entscheidbarkeit (fortgesetzt) \

Satz: L ist semi—entscheidbar gdw es eine DTM M gibt mit T'(M) = L.

Beweis: Es wird wieder ausgenutzt, dass Produzieren der Ausgabe ,,1“ ersetzt
werden kann durch Ubergang in einen (akzeptierenden) Endzustand —
und umgekehrt.

Folgerung: Jede entscheidbare Sprache ist (erst recht) semi-entscheidbar.

N /
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/ Sprachen und Entscheidungsprobleme \

(Binére) Entscheidungsprobleme sind Probleme, welche nur die Antworten JA
oder NEIN zulassen.

Sprachen und Entscheidungsprobleme sind zwei Seiten der gleichen Miinze:

e Ein Entscheidungsproblem kann auch aufgefasst werden als die Sprache

aller Eingabeinstanzen, welche zur Antwort JA fiihren.

e Eine Sprache kann auch als das Problem aufgefasst werden zu entscheiden,

ob eine Eingabeinstanz zur Sprache gehort (Wortproblem).

Wir werden daher im Folgenden ,,Sprache® und ,,Problem® zuweilen synonym

verwenden.

N /
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/ Erinnerung: Abzihlbarkeit \

Erinnerung: Eine nichtleere Menge A ist abzihlbar gdw wenn wir ihre
Elemente durchnummerieren kénnen, d.h., wenn die Elemente sich bijektiv
(I-zu—1) auf Ny oder (falls A endlich ist) auf eine endliche Teilmenge von Ny
abbilden lassen.

Aquivalent hierzu konnen wir fordern, dass eine Abbildung f : Ng — A
existiert, so dass

A={f(0), (1), 7(2),...} .

Beachte, dass f(7) = f(j) fiir ¢ # j zuléssig ist (sonst wiirden endliche Mengen
A ausgeschlossen).

e Jede Teilmenge einer abzidhlbaren Menge ist ebenfalls abzdhlbar.

e Da die Wortmenge X* iiber einem endlichen Alphabet > abzéhlbar ist, ist
jede formale Sprache L C »* eine abzidhlbare Menge. /

N
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Aufzahlbarkeit

intuitiv: , Aufziahlbarkeit“ = ,,algorithmisch durchfiihrbare Abz&hlbarkeit*.

Formale Definition: Eine Sprache L heifit (rekursiv) aufzihlbar gdw L = ()
oder es gibt eine total berechenbare (= total definierte und berechenbare)

Abbildung f mit L = {f(0), f(1), f(2),...}.

Wir wenden diese Definition sinngemé&fl auch auf Mengen an, deren Elemente
~auf natiirliche Weise“ als Strings kodiert werden kénnen (so dass die Menge

als formale Sprache auffassbar ist).

Eine DTM zur Berechnung von f nennen wir im Folgenden eine ,,Abzdhlma-
schine® fiir L.

e X" ist aufzahlbar.
e Es gibt nicht aufziéhlbare formale Sprachen (Beispiele hierfiir spéter).

e Die Teilmenge einer aufzédhlbaren Menge ist nicht notwendig aufzéhlbar.

\o INg x Ny ist aufzahlbar

\

/
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/ Eine Abzihlmaschine fiir {0,1}* \
Betrachte die Abbildung f, : Ng — {0,1}*, die n abbildet auf den n—ten

Binarstring der unendlichen Liste

e,0,1,00,01,10,11,000,... . (1)
Also

f«(0) =¢, fx(1) =0, fc(2) =1, f.(3) = 00, f.(4) =01, f.(5) =10, f.(6) =11, ...
Die Berechnung von f.(n) ist (ohne auf Effizienz zu achten) offensichtlich:

e Zahle auf Band A einen Binarzahler hoch.

e Zihle parallel dazu auf Band B einen Zahler hoch, der die Binérstrings
geméfl (1) durchléuft.

e Wenn der Ziahler von Band A auf n steht, dann enthélt Band B den
Binérstring f*(n).

f« ist bijektiv und ihre Umkehrabbildung ist nach dem gleichen Schema

Qerechenbar. /
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/ Eine Abzihlmaschine fiir Ny x Ny \
Betrachte die bijektive Abbildung d : Ng — INg X INg, die n abbildet auf das

n-te Zahlenpaar der unendlichen Liste

(0,0),(0,1), (1,0), (2,0), (1,1), (0,2), (3,0, (2,1), (1,2), (0,3),... . (2)
v \ ~ 7\ ~~ /. ~ ’,
z+y=0 z+y=1 r+y=2 rz+y=3

Also

d(0) = (0,0),d(1) = (1,0),d(2) = (0,1),d(3) = (2,0),d(4) = (1,1),... .
Die Umkehrabbildung ¢ : INg X Ny — Ny ordnet dann einem Zahlenpaar
(x,y) € Ny x Ny eine eindeutige Nummer ¢(x,y) € Ng zu.

Mit Hilfe eines Zdhlers zum Auflisten der Paare geméfl (2) und eines parallel
dazu inkrementierten Binarzahlers sind d und ¢ (ohne auf Efizienz zu achten)

offensichtlich berechenbar.

N /
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/ Veranschaulichung der Nummerierung von Zahlenpaaren\

Die Nummern c(z,y) ergeben sich auch aus folgender Tabelle:

y=0 y=1 y=2 y=3 y=4
x=0 0 1 3 6 10
x=1 2 4 7 11 16
Xx=2 5 8 12 17 23
x=3 9 13 18 24 31
x=4 | 14 19 25 32 40

Es gilt (Denksportaufgabe!):

(2, y) = <x+y+1) L

N /
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/ Aquivalenz von Aufzihlbarkeit und \
Semi—Entscheidbarkeit

Satz Eine Sprache L ist aufzdhlbar gdw L semi—entscheidbar ist.

Wir haben zwei Beweisrichtungen:

1. Transformation einer Abzahlmaschine fiir L in eine DTM zur Berechnung

von X' .

2. Transformation einer DTM zur Berechnung von x’; in eine Abzidhlmaschine
fiir I (vorausgesetzt L # ().

N /
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1. Beweisrichtung \

Gegeben: eine Abzihlmaschine M fiir L, die eine Funktion f mit f(INg) = L

berechnet

Gesucht: eine DTM M’ zur Berechnung von x’(w)
Methode: Fiir : = 0,1, 2,... mache folgendes:

1. Berechne f(i) mit Hilfe von M.
2. Falls f(7) = w, dann gib 1 aus und stoppe.

e Ein Eingabewort w € L taucht fiir mindestens einen Index ¢ als w = f(7)

in der Abzahlung auf und fiihrt zur Ausgabe 1.

o Fiir w ¢ L gerit M’ in eine Endlosschleife.

/
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/ 2. Beweisrichtung \

Gegeben: ecine DTM M’ zur Berechnung von x/;

Gesucht: eine Abzidhlmaschine M fiir L, die eine Funktion f(n) mit f(Ng) = L

berechnet

Erinnerung: total berechenbare bijektive Abbildungen f, : Ny — X%,
d: Ng = Ng x Ny
Methode: 1. Zu Eingabe n berechne d(n) = (n1,ns) € Ny x Ny.
2. Simuliere ny Schritte von M’ angesetzt auf Eingabe f.(nq).
3. Falls M’ in dieser Zeit Ausgabe ,,1* produziert, dann gib f(n) := f.(n1)

aus; andernfalls gib einen ,,Default—String“ w € L aus.

Korrektheit: Offensichtlich gilt f(n) € L fiir alle n € Ny, d.h., es werden
wirklich nur Worter aus L aufgezihlt.
Zudem ist f surjektiv, d.h., jedes Wort x € L kommt in der Aufzihlung

\ vor. Wieso 7 (Begriindung in der Vorlesung) /
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Uberblick zur Semi—Entscheidbarkeit \

-

N

Folgende Aussagen zu einer Sprache L C X* sind adquivalent:

e [ ist aufzahlbar.

e [ ist semi—entscheidbar.

e [ hat eine DTM als Akzeptor.
e [ hat eine NTM als Akzeptor.

e [ ist vom Typ 0.

/
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Satz 1: Die Klasse der entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter den

: ¢
Operationen ,,U, N, —, -, *“.

Satz 2: Die Klasse der semi—entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter
den Operationen ,U,N, -, *x“ aber (wie wir spéter noch zeigen werden) nicht

unter der Operation ,,—“.

e Fiir semi-entscheidbare Sprachen (= Typ 0 Sprachen) sind uns diese

e Der Nachweis der Abschluss—FEigenschaften kann (relativ leicht) gefiihrt

Abschluss—Eigenschaften \

¢

¢

Abschlusseigenschaften von den Typ 0 Sprachen her bereits bekannt.

werden, indem zwei gegebene DTMs fiir L; und L, benutzt werden, um
DTMs fiir

LyULy,LiNLy, Ly, Ly Lo, L}

zusammenzubasteln (Syntheseprobleme).

/
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Satz: Eine Sprache L ist entscheidbar gdw L und L semi-entscheidbar sind.
=

Wenn L entscheidbar ist, dann ist auch L entscheidbar.

Da jede entscheidbare Sprache erst recht semi—entscheidbar ist, sind folgerichtig

dann L und L semi—entscheidbar.

<~

Wenn L und L semi-entscheidbar sind, sagen wir X/E und x’7 werden durch
DTMs My und My berechnet, dann ist y 7, nach folgendem Muster berechenbar:
Fir t = 0,1, 2, ... mache folgendes:

L.

2. Sowie eine der D'TMs, sagen wir M;, eine 1 ausgibt und stoppt, dann gib ¢

Zweimal ,,halb* macht ,,ganz* \

Simuliere My und M, jeweils auf Eingabe w fiir ¢ Schritte.

aus und stoppe ebenfalls.

/
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/ Eine binidre Kodierung von Turing—Maschinen \

das ist z5_1.

N

Arbeitsalphabet und Zustandsmenge konnen stets so gewéhlt werden, dass

jedes Symbol und jeder Zustand eine Nummer erhélt:

r = {Ay,...,A._1}
Z = A{z0,---,25-1}

Dabei ist zy der Startzustand und oBdA gibt es nur einen Endzustand, und

Ebenso konnen die Richtungsangaben nummeriert werden:

do=1L,dy = R,dy = N

/
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/Ein Eintrag 0(z;, A;) = (2, Ajr,dy) der Turing-Tafel kann dann durch den\
String

fetbin (i) #tbin ) 4Ebin(i' ) #£bin(j' ) #bin k)
kodiert werden.

Die Turing—Tafel ist dann kodiert durch die Konkatenation der Codeworter
ihrer Eintrage (wobei diese, sagen wir, zeilenweise durchlaufen werden).

Die komplette TM ist schliellich kodiert durch die Konkatention von:
e Priambel bin(r)#bin(s)
e Kodierung der Turing-Tafel

e Endmarkierung ###, welche dafiir sorgt, dass kein Codewort Préfix eines
anderen Codewortes ist.

SchlieBllich erhalten wir ein bindres Codewort durch die Substitutionen

0— 00,1+~ 01,# — 11 .

N /
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/ Binire Kodierung von Turing—Maschinen (fortgesetzt) \

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass
G :={w € {0,1}"| w ist Codewort einer DTM}

entscheidbar ist.
e Falls w € (G, dann bezeichne M,, die von w kodierte DTM.

e Falls w ¢ (G, dann bezeichne M,, eine (beliebig aber fest ausgewéhlte)
, Default—DTM*".

Damit haben wir erreicht, dass jedes Bindrwort als DTM interpretierbar ist!

N /
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/ Universelle Turing—Maschine \

Die universelle Sprache ist definiert wie folgt:

U :={wt#x| x € T(My)}

Eine DTM heifit Universelle Turing—Maschine (UTM) gdw sie ein Akzeptor

von U ist.

Eine UTM ist eine Art ,,General Purpose Computer®, der auf Eingaben der

Form w#x vorgeht wie folgt:
e Simuliere M, auf x.

e Akzeptiere w#x gdw M, ihre Eingabe x akzeptiert.

N /
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/ Konstruktion einer UTM \
Satz: Es gibt eine universelle Turing-Maschine (UTM).

Folgerung: U ist semi—-entscheidbar.

Beweis des Satzes: Wir konstruieren eine UTM mit 3 Béndern, die wie folgt

eingesetzt werden:

e Band 1 dient als ,,Programmspeicher®. Es enthilt dauerhaft den String
w, der als Code der DTM M, interpretiert wird.

e Band 2 enthilt die Bindrkodierung bin(7) des aktuellen Zustands z; von
M,,.

e Band 3 dient als ,,Rechenspeicher®. Es enthélt die aktuelle Bandinschrift
der 1-Band DTM M, in kodierter Form. Dabei wird das Symbol
A; € T kodiert als String bin(j)$...$ € {0,1,$}* mit £ = [logr],
wobei r die Grofle des Bandalphabets I' von M, bezeichnet. Durch

die ,,Auspolsterung® mit $...$ wird erreicht, dass alle Codeworter fiir
\ Bandalphabetssymbole die selbe Lange ¢ haben. /
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/ Konstruktion einer UTM (fortgesetzt) \

Die UTM vollzieht eine Schritt—fiir—Schritt Simulation von M,,. Ein Re-
chenschritt von M,, geméB 0(z;, 4;) = (2i, A, R) (analog fiir die anderen
Richtungswechsel des Kopfes) verandert die Konfiguration der Rechnung von
M,, wie folgt:

2 A A b, Az A
Die UTM (mit bin(¢) auf Band 2 und dem ersten Symbol von bin(j) unter dem
Lesekopf von Band 3) simuliert diesen Schritt wie folgt:

1. Finde im ,,Programm® w auf Band 1 den Teilstring fiir den Eintrag
0(zi, Aj) = (zir, Ajr, R) der Turing-Tafel.

2. Ersetze auf Band 2 ,,bin(¢)“ durch ,bin(¢")“.

3. Ersetze auf Band 3 ,bin(4)$...$“ durch ,bin(5')$...$“ und bewege den
Kopf auf das erste Bit dahinter (also das erste Bit von ,,bin(k)$...$).

Auf diese Weise kann die Schritt—fiir—Schritt Simulation in Gang gehalten

werden. /
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Erste Beispiele unentscheidbarer Sprachen

~

/
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/ Eine nicht semi—entscheidbare Sprache \

Die sogenannte Diagonalsprache ist definiert wie folgt:

D :={w e {0,1}"| w & T(Mu)}

In Worten: D besteht aus allen (Kodierungen von) DTMs, die ihre eigene
Beschreibung (durch ein Codewort) nicht akzeptieren.

Satz: D ist nicht semi—entscheidbar.

Beweis durch Widerspruch: Wir machen die (heuchlerische) Annahme, es
gibe eine DTM My mit T'(My) = D. Betrachte das Codewort wy von Mj. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) wo € T(My) (2) wg € D. (3) wg & T(My).
nutze aus, dass T'(My) = D.
nutze die Definition von D aus.

ist ein WIDERSPRUCH. /

3
3

e Zur Aquivalenz von (2) un

)
e Zur Aquivalenz von (1) und (2)
d (3)

d (3)

\o Die Aquivalenz von (1) u
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/ Reduzierbarkeit \

Definition: Betrachte zwei Sprachen Lq, Lo C X*.
L1 heifit reduzierbar auf L, gdw eine total berechenbare Abbildung

3 =X
existiert mit der Eigenschaft
VweX™ weli < f(w) e Ly .

f nennen wir in diesem Zusammenhang eine Reduktionsabbildung.

Notation: L1 < L2.

N /
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/ Eigenschaften dieser Relation \

Reflexivitat: L < L.
Transitivitidt: Aus L1 < L2 und L2 < L3 fOlgt L1 < L3.

e Zum Nachweis der Reflexivitit benutze die identische Reduktionsabbildung
Flw) = w.

e Zum Nachweis der Transitivitat setze die Reduktionsabbildungen f; und f
fiir die Reduktionen L; < Lo und Lo < L3 zu einer Reduktionsabbildung
f(w) := fo(fi(w)) fiir die Reduktion L; < L3 zusammen:

w & L1 p— fl(w) - L2 p— fg(fl(’w)) - L3

N /
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/ Eigenschaften (fortgesetzt) \
Voraussetzung: [; < Ly (Reduktionsabbildung f).

Behauptungen: 1. Falls L, (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch L,
(semi—)entscheidbar.
2. Falls L nicht (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch Ly nicht

(semi—)entscheidbar.

Beweis: 1. Wegen w € L1 < f(w) € Lo gilt

X1, (W) = X1, (f(w)) -

Abbildung X7 (w) kann also berechnet werden, indem zunéchst f(w)
und anschlieend x_(f(w)) berechnet wird. Eine analoge Bemerkung

gilt fiir die Funktion xr,, (w).

2. Die zweite Behauptung ist logisch dquivalent zur ersten.

\ (Umkehrschluss: A = B ist logisch dquivalent zu =B = —A.) /
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/ Verbreitung ,,guter und schlechter Nachrichten®

Betrachte eine Reduktionskette

Salopp formuliert:

rechts nach links.

links nach rechts.

N

L1 <Lyg<---<Lp_1 <Ly .

e Wenn L (semi—)entscheidbar ist, so auch Lj_1,..

oy Lo, L.

e Wenn [; nicht (semi—)entscheidbar ist, so auch Lo, ..., Ly 1, L.

nicht entscheidbare bzw. nicht semi—entscheidbare Sprachen abzuleiten.

~

e ., Gute Nachrichten® verbreiten sich entlang von Reduktionsketten von

e .. Schlechte Nachrichten® verbreiten sich entlang von Reduktionsketten von

Wir werden diese Denkweise ausnutzen, um aus der Diagonalsprache D weitere

/
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/ Eine kleine Sammlung unentscheidbarer Sprachen \

Neben dem Komplement der Diagonalsprache
D ={wec{0,1}*| we T(M,)}
und der universellen Sprache
U=Aw#x| x€T(My)}

betrachten wir noch die folgenden Sprachen:

H = {w#zx|xe HM,)} (Halteproblem)
Hy = {w|ee HMy)} (Halteproblem auf leerem Band)
K = {w|we H(My)} (spezielles Halteproblem)

N /
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/ Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Bei diesen Sprachen geht es also um die folgenden Fragen:

Akzeptiert eine DTM ihre eigene Beschreibung ?
Akzeptiert eine DTM ihre Eingabe 7

T o9

Stoppt eine auf ihre Eingabe angesetzte DTM
nach endlich vielen Schritten 7
Hy: Stoppt eine auf das leere Band angesetzte DTM
nach endlich vielen Schritten 7
K: Stoppt eine auf ihre eigene Beschreibung angesetzte D'TM

nach endlich vielen Schritten 7

Alle diese Fragen werden sich als unentscheidbar erweisen.

N /
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/ Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Satz: D ist unentscheidbar.

Beweis: Wire D entscheidbar, so wire auch D entscheidbar.

D ist aber noch nicht einmal semi—entscheidbar.
Satz: K = {w| w € H(M,)} ist semi—entscheidbar.

Beweis: Y/ (w) kann berechnet werden wie folgt:
1. Gegeben Eingabe w, berechne w#w.

2. Setze die UTM auf w#w an und gib ,,1*“ aus, sowie die UTM in eine
Stoppkonfiguration gerét.

Wegen
weKeswe HM,,) < w#we HUTM) .

fithrt diese Vorgehensweise zu einer korrekten Berechnung von x’% (w).

N /
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/ Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Wir werden die folgende Reduktionskette nachweisen:
D<U<H<H;<K

Wegen der Art, wie sich gute und schlechte Nachrichten verbreiten, erhalten
wir die

Folgerung

D,U, H, Hy, K sind zwar semi-entscheidbar aber unentscheidbar.

Bleibt der Nachweis der obigen Reduktionskette.

N /
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/ Reduktion 1 \

Lemma: D < U.

Verwende Reduktionsabbildung

w — wHW .
Offensichtlich gilt:

we D weT(M, < wHweU .

N /
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/ Reduktion 2

Lemma: U < H.
Verwende Reduktionsabbildung
wHr — w'Hx .
Ziel: Transformiere M,, in eine DTM M, , so dass
reT(My)=r e HM,y ) .

Andere dazu das ,,Programm® w von M,, zu einem neuen , Programm* w’

einer DTM M,, ab:
o M, simuliert M,, Schritt-fiir-Schritt,

e auller dass M, sich in eine Endlosschleife begibt, falls M,, nicht—
akzeptierend stoppt.

N

~

/
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-

N

Reduktion 3

Lemma: H < H,.

Verwende Reduktionsabbildung

wHr — w' .

Ziel: Transformiere w#x in das ..Programm® w’ einer DTM M’. so dass
29 9

x e HMy)ee e HMy ) .

Die gesuchte DTM M, arbeitet wie folgt:

~

e Sie l6scht ihre Eingabe (sofern diese nicht ohnehin leer ist) und schreibt

dann z auf ihr Band.

e Sie simuliert anschliefend Schritt-fiir-Schritt M,, auf Eingabe .

/
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/ Reduktion 4 \

Lemma: Hy < K.

Verwende Reduktionsabbildung
wr—w .
Ziel: Transformiere M,, in eine DTM M, , so dass

ee HM,)ew' € HM,y) .

Andere dabei das ,,Programm* w von M, zu einem neuen Programm w’ einer

DTM M, ab:
e M, 16scht zunichst ihre Eingabe (zum Beipiel auch die Eingabe w’)

e und simuliert dann Schritt-fiir-Schritt M, angesetzt auf das leere Band.

N /
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N

Das Post’sche Korrespondenzproblem

/
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/ PKP und MPKP \

Postsches Korrespondenzproblem (PKP)

Entscheide zu einer gegebenen Folge
K =[(z1,51), -, (@, y)]
von Wortpaaren iiber einem endlichen Alphabet X, ob es eine Folge
11y eesln € |11 K]
von Indizes, genannt ,,Losung®, gibt, so dass

Liy oo Lj, = Yiq ---Yi, -

Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem (MPKP)
\ Wie PKP, aufler dass die Indexfolge mit 21 = 1 beginnen muss. /
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/ Beispiel 1 \

Zu

K =(1,111), (10111, 10), (10, 0)]

ist (2,1,1,3) eine passende Indexfolge:

L2 L1 L1 L3 Y2 Y1 Y1 Y3
SN AN AN AN AN AN
10111 1 1 10 =101111110 = 10 111 111 O

N /
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/ Beispiel 2 \

Zu

K = [(10,101), (011, 11), (101, 011)]

gibt es keine passende Indexfolge (Zugzwangargument):

1. Jede potenzielle Losung miifite beginnen mit ¢; = 1:
r1 — 10, Yy = 101

2. Wann immer die y-Sequenz eine 1 Vorsprung hat, ist die einzig aussichts-

reiche Fortsetzung
rs3

=

r-Sequenz : ... 101

y-Sequenz : ... 1011 ,
Y3

was den Vorsprung von der y-Sequenz auf ewig reproduziert.

/
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/ Beispiel 3 \

Zu

K = [(001,0), (01,011), (01,101), (10, 001)]

gibt es eine passende Indexfolge i1,...,1%,, aber erst ab n = 66.

Wer findet die Losung 7

N /
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/ Hauptresultat \

Wir werden die Reduktionskette

H < MPKP < PKP

nachweisen.
Folgerung MPKP und PKP sind unentscheidbar.

Bemerkungen:

1. Die Unentscheidbarkeit ergibt sich bereits fiir bindres Alphabet (wie sich

zeigen wird).

2. Bei undrem Alphabet hingegen sind MPKP und PKP entscheidbar. (Der
Beweis hierfiir wiire eine gute Ubungsaufgabe.)

N /
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/ Reduktion von MPKP auf PKP \

Die Eingabeinstanz von MPKP iiber Alphabet X sei

K = [(xlayl)w")(xkayk)] .

Seien #,$ ¢ ¥ zwei neue Symbole. Dann soll

f(K) — [(336, y(/))v (xlla 3/1)7 I (x;m yllc)a (x;c—l—lv yllc—|—1)]
die folgende Eingabe von PKP sein:

e Fiir i = 1,...,k entsteht 2}, indem hinter jedem Buchstaben von z;
Symbol # eingefiigt wird; y; entsteht aus y;, indem vor jedem Buchstaben

von 1; Symbol # eingefiigt wird.

/ / / / / /
o xy=F#x, vp 1 =98, Yo =Y1, Ypiq = #3.

Es folgt ein Beispiel.

/
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4 N

v1 o= 10111 | &, = 1404141414 | ) = H#1404141414
y1i = 10 y1 = #1#0 yo = #1#0

To = 1 ro = 1#

yo = 111 Yy = #1#1#1

r3 = 10 rh = 1#0# x, = $

y3 = 0 ys = #0 Yy = #d

(1,2,2,3) ist eine passende Indexfolge fiir K = [(x1,¥y1), (X2, ¥y2), (3, y3)]:
T1 L2 L2 L3 Y1 Y2 Y2 Ys

G e G o o
10111 1 1 10 =101111110= 10 111 111 O

(0,2,2,3,4) ist eine passende Indexfolge fiir f(K), die folgenden ,,gepolsterten
Losungsstring liefert:

/ / /
T 332 ), x’ Ly Yo Yo yz y3

- N AN N AN N —
\#1#0#1#1#1# 1# 1# 1#0# § = #1#0#1#1#1 #1#1#1 #O #$/
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Aus dem Design von f(K) ergibt sich leicht:

1. Fiir alle n und alle io, ..., 4, € [1: k]:

{1,... k}.
Es folgt:

Da f auflerdem berechenbar ist, ergibt sich MPKP<PKP.

N

/ Reduktion von MPKP auf PKP (fortgesetzt) \

1,io,...,i, Losung fir K < 0,14s,...,1,,k + 1 Losung fiir f(K) .

2. Jede Losung (= passende Indexfolge) kiirzester Lénge fiir f(K) startet mit
Index 0, endet mit Index k£ + 1 und verwendet dazwischen nur Indizes aus

K besitzt eine passende Indexfolge gdw f(K) besitzt eine passende Indexfolge.

/
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/ Reduktion von H auf MPKP \

Ziel:
Entwurf einer Reduktionsabbildung f, die Eingaben von H der Form w#zx, so
auf Eingaben von MPKP abbildet, dass gilt:

r € H(My)< f(w#x) hat eine Lésung . (3)

Notation: Im Folgenden schreiben wir einfach M statt M,, und benutzen die

iiblichen Symbole fiir die Komponenten von M.

Idee:

Um (3) zu erzwingen, werden die z- und y-Sequenzen Konfigurationsfolgen
von M entsprechen, wobei die y-Sequenz immer eine Konfiguration Vorsprung
hat. Der z-Sequenz erlauben wir erst nach Stoppen von M diesen Vorsprung

einzuholen.

N /
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/ Normierung der Turing-Maschine M \

Indem wir (falls notig) die TM M leicht normieren (ohne ihr Stoppverhalten

auf Eingabe x zu veréndern), kénnen wir o.E. voraussetzen:
1. M hat ein einseitig unendliches Band.
2. M bewegt in jedem Schritt den Kopf.
3. M druckt niemals ihr Leerzeichen L.

4. Es gibt eine ausgezeichnete Menge S C Z von ,,Stoppzustdnden®, so dass

M genau dann stoppt, wenn sie einen der Zustidnde aus S erreicht.

Diese Normierung vereinfacht die folgende Konstruktion der MPKP-Eingabe-
instanz f(w#x).

N /
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e das Anfangspaar (#, #zox#)
e Kopierpaare (X, X) fiir alle X € T'U {#}

e Uberfithrungspaare

(zY,Y'2) , falls 0(2,Y) =
(Xz2Y, 2/ XY") | falls §(2,Y) =
(z#, Y’z’#) , falls 0(z,0) =
(Xz#, 2’ XY'#), falls §(2,00) =

firalle z€ Z\ S, 2/ € Z, X,Y,Y' e\ {O0}.

o Loschpaare (XsY,s), (Xs#,s#), (#sY,#s)
fiir alle s € S, X, Y € '\ {OJ}.

\o Abschlusspaare (s##, #) fiir alle s € S.

/ Die MPKP-Eingabeinstanz K=f(w#x)

Die Stringpaare von K zerfallen in fiinf Gruppen:

~

/
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-

N

Intuition hinter diesem Design \

e Das Anfangspaar dient dazu, der y-Sequenz eine Konfiguration (hier die

Anfangskonfiguration) Vorsprung zu geben.

e Die Kopier- und Uberfithrungspaare dienen dazu, beide Sequenzen um eine

Konfiguration zu verlangern.

e Die Losch- und Abschlufipaare sollen die x-Sequenz den Vorsprung aufholen

lassen, sofern einen Zustand aus .S erreicht wurde.

Um zu verifizieren, dass dieser Plan aufgeht, benttigen wir das folgende

Konzept der partiellen Losung fir K.

/
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/ Partielle Losung fiir K=f(w#x)

Stringpaar (x,y) € 3X* x X* heifit eine partielle Losung fiir K ist, wenn gilt:

1. x ist Anfangswort von y.

x die x-Sequenz und y die y-Sequenz zu i1, ..., 1, ist.

Zentrale Beobachtung:
Falls M aus Startkonfiguration zpx die Folgekonfigurationen

05121617 05222627 SR akzkﬁk mit 05+ -y Rk—1 §é S

produziert, dann besitzt K eine partielle Losung der Form

(z,y) = (FrowH#Horz1819# .. #Hak_125—10k—1F ,
#HzowHFHon 117 - . Hk_12k—1Pr—1F 02k BrH)

N

~

2. Es existiert ein n > 1 und 44, ...,%, mit i3, = 1 (das Anfangspaar), so dass

(4)

/
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/ Induktiver Beweis der zentralen Beobachtung \

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k.
k = 0: (z,y) = (#, #zow+#) realisiert durch das Anfangspaar.

Schritt von k auf k+41: Sei per Induktionsvoraussetzung eine partielle
Losung der Form (4) gegeben und zx ¢ S. Wir kénnen die xz-Sequenz um
arzkPr7 und die y-Sequenz um ok 2g+10k+17 verldngern, indem wir

e die identischen Teile von Konfigurationen k und k+1 mit den Kopierpaaren
aufbauen,

e die verschiedenen Teile (lokale Umgebung der Zustandssymbole zy, zx1 1,
weil dort jeweils der Kopf von M positioniert ist) mit dem eindeutig
bestimmten Uberfithrungspaar aufbauen.

Auf diese Weise erhalten wir die partielle Losung

(flflay/) = (yay@kﬂzkﬂﬁkﬂ#) :

\Damit ist der induktive Beweis abgeschlossen. /
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/ Illustration des Induktionsschrittes \

Es sei ABCzDEF# die Konfiguration, welche den Vorsprung der y-Sequenz

ausmacht. Wir nehmen an, dass die Turing-Tafel von M die Aktion
6(z,D) = (z',D', L) (5)

vorschreibt. Wir machen drei ,,Schnappschiisse” der x- und y-Sequenz:

z-Sequenz (Einsatz Kopierpaare): ... AB

y-Sequenz (Einsatz Kopierpaare): ... ABCzDFEF+#AB

r-Sequenz (Einsatz Uberfithrungspaar): ... ABCzD

y-Sequenz (Einsatz Uberfithrungspaar: ... ABCzDEF#ABZ'CD’
z-Sequenz (Einsatz Kopierpaare): ... ABCzDEF4#

y-Sequenz (Einsatz Kopierpaare): ... ABCzDEF+#ABZCD' EF#

N /
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/ Nachweis der Reduktionseigenschaften von f \
Behauptung 1 Falls x € H(M ), dann besitzt K eine Losung.

Falls z € H(M), erhalten wir irgendwann eine partielle Losung der Form
(y, yasf#) mit s € S,a, B € T'* .

Nun konnen wir die Kopierpaare und die Loschpaare einsetzen, um den
Vorsprung asf+# zu vermindern:

e Jede Anwendung eines Loschpaares vermindert den Vorsprung um ein o-

oder B-Symbol.

e Irgendwann ist der Vorsprung auf s# zusammengeschmolzen und die
Sequenzen haben die Form

(v, y's#) .

Anwendung des Abschluflpaares fiir s egalisiert die Sequenzen:

(' s##, y s##)
N /
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Illustration der ,,Aufholjagd* \

r-Sequenz:
y-Sequenz (Endkonfiguration als Vorsprung): ABsD#
z-Sequenz (Einsatz Kopierpaar): A
y-Sequenz (Einsatz Kopierpaar): ABsD#A
z-Sequenz (Einsatz Loschpaar): ABsD
y-Sequenz (Einsatz Loschpaar): ABsD#As
z-Sequenz (Einsatz Kopierpaar): ABsDH
y-Sequenz (Einsatz Kopierpaar): ABsD+# As#
z-Sequenz (Einsatz Loschpaar): ABsD# As#
z-Sequenz (Einsatz Loschpaar): ABsD+# As#s#
z-Sequenz (Einsatz Abschlusspaar): ABsDH# AsH#sH#

(

\ x-Sequenz (Einsatz Abschlusspaar):

ABsD+# As#s44 /
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/N achweis der Reduktionseigenschaften von f (fortgesetzt)\

Behauptung 2 Falls K eine Losung besitzt, dann gilt € H(M).
Indirekter Beweis: Wir zeigen, dass K keine Losung besitzt, falls x ¢ H(M).

Da wir bei der Produktion von partiellen Losungen keine Freiheiten hatten
(Anwendung von anderen Paaren als die beschriebenen fiihrt immer direkt in
eine Sackgasse), besteht der einzige Losungsversuch im Produzieren partieller
Losungen der Form (4), wobei (solange kein Zustand aus S erreicht wird), die
Loschpaare nicht zum Einsatz kommen und die y-Sequenz daher stets eine
Konfiguration Vorsprung hat. Eine Egalisierung der Sequenzen kann nicht
stattfinden.

N /
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/ PKP mit bindrem Alphabet \

01-PKP sei das PKP iiber dem Alphabet ¥ = {0,1}.
Satz: PKP<01-PKP.

Beweis: Sei K eine PKP-Eingabeinstanz iiber einem beliebigen Alphabet der

Form ¥ = {a1,...,a,}. Wihle als f(K) die 01-PKP-Eingabeinstanz, die aus
K durch die Substitutionsregel

a; —> 103

hervorgeht. Die Losungen (sofern vorhanden) fiir K und f(K) entsprechen
sich (in der offensichtlichen Weise) 1-zu-1. Insbesondere besitzt K eine Losung

gdw f(K) eine Losung besitzt.
Folgerung: 01-PKP ist unentscheidbar.

N /
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4 N

Unentscheidbare Probleme
mit Grammatiken und Automaten

N /
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/ Zu 01-PKP assoziierte kontextfreie Sprachen

Zu einem Wort w = wy - --w,, bezeichne w = w, ---w; sein ,,Spiegelbild®.

Beachte: uv = vu. Zu der Eingabeinstanz

K =(x1,y1),---, (T, yx)]

von 01-PKP assoziieren wir die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet
¥»={0,1,%,a1,...,a, }:

Li|K] = Aas, a2, 85, U505 a5, mon > 1}
Lo|K] = {wv$oa| ue {ar,...,ax}",v€{0,1}7}
Erinnerung: i,...,1, ist eine Losung fiir K gdw z;, ---z;, = Yi, - Vi, -

Zentrale Beobachtung: L,|K|N Ly|K]| ist identisch zu

N

~

{a;, -~ a;, @i - x; $Y; Y@, - aq, |1, ..., 1, ist eine Losung fir K} .

/
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/ (Deterministische) Kontextfreiheit dieser Sprachen \
Wir geben hier kfG’s Gl — Gl [K], G2 = GQ[K] fiir Ll = Ll[K], L2 = LQ[K]

all:

1. G1 enthélt die Regeln
S, — A$B , A — a;Ax; | a;z; , B — §;Ba; | y;a;
fire=1,...,k.
2. G5 enthilt die Regeln
So — a;5%a; | a;Ra; , R — 0RO | 1R1 | 030 | 1$1
fire=1,...,k.

Bemerkung: Grammatiken G; und (G5 sind eindeutig und es lassen sich auch
DPDA’s M; = M;|K] und My = M,[K] fiir L; und Ly angeben. (Der
Beweis hierfiir wiire eine gute Ubungsaufgabe.)

Golgerung: L+, Lo sind eindeutige deterministisch kontextfreie Sprachen. /
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/ Beispiel \

Zu K ={(1,111),(10111,10), (10,0)] erhalten wir bei GG; die Regeln

Sl —  A$B
A — a1AllasA10111|a3A10|a;1|az10111|asz10
B — 1llBa1|OlBa2\OB\a3|111a1\Olag\O

und bei G5 die Regeln

SQ — CL1526L1|CLQSQCL2|CL3SQCL3’CL1RCL1’CLQRCL2|CL3RCL3

R — ORO|1R1|0$0|1$1 .

N /
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/ Zwei sehr unterschiedliche Szenarios \
K hat eine Losung K hat keine Losung
1. L1[K|N Lo [K] #£ 0 . [1[K]NLa[K] =0
2. |L1|K|N Ly|K]| = o0 2. |L1| K| N Ly K| < o0
3. L1|K| N Ly|K] ist nicht kontextfrei | 3’. Li|K|N Lo|K] ist kontextfrei
4. L1|K]| U Lo|K] ist nicht regulér 4’. [1|K|U Lo | K] ist regular
5. L1|K|U Ly K] ist 5. L1|K|U Ly K] ist
nicht deterministisch kontextfrei deterministisch kontextfrei

N /
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-

N

Begriindungen \

Unsere ,,zentrale Beobachtung® liefert 1. und 1’.

Aus L1 N Ly = ( (und somit L1 U Ly = Ly N Ly = ¥*) ergeben sich

unmittelbar die Aussagen 2’. bis 5 .

Zu Aussage 2. nutze aus, dass K unendlich viele Losungen hat, sofern es

mindestens eine Losung hat.

Aussage 3. ergibt sich leicht mit dem Pumping-Lemma. (Der Beweis

hierfiir wire eine gute Ubungsaufgabe.)

Aussage 5. ergibt sich mit einem Beweis durch Widerspruch:

Wiére L1 U Lo deterministisch kontextirei, dann miisste auch L1 N Lo

deterministisch kontextirei sein im Widerspruch zu 3.

Aussage 4. ergibt sich direkt aus 5.

/
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/ Folgerungen \

Die folgenden Probleme sind unentscheidbar (Reduktion von PKP bzw. Kom-
plement von PKP auf das betreffende Problem):

1. Ist der Durchschnitt zweier (durch DPDAs oder kfGs gegebener) deter-
ministisch kontextfreier Sprachen leer (Schnittproblem fiir deterministisch
kontextfreie Sprachen) 7

2. Ist der Durchschnitt zweier (durch DPDAs oder kfGs gegebener) determi-
nistisch kontextfreier Sprachen endlich 7

3. Ist der Durchschnitt zweier (durch DPDAs oder kfGs gegebener) de-
terministisch kontextfreier Sprachen kontextfrei (Kontextfreiheit des
Durchschnittes) ?

4. Ist eine (durch eine kfG gegebene) kontextfreie Sprache regulér 7

5. Ist eine (durch eine kfG gegebene) kontextfreie Sprache deterministisch

\ kontextfrei 7 /
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/ Zugehorige Reduktionsabbildungen \

e F'iir die ersten drei Reduktionen verwende die Reduktionsabbildung
K — (M|K], M5|K]) bzw. K — (G1|K]|, G3|K]) .

e Fiir die letzten zwei Reduktionen verwende die Reduktionsabbildung
K — G'|K], wobei G'[|K] eine (aus K berechenbare !) kfG fiir die
(kontextfreie !) Sprache Li[K|U Lo|K] ist.

Da die kfGs G1|K], G2| K] eindeutig sind, bleiben die ersten drei Probleme der
obigen Liste unentscheidbar, selbst wenn die beteiligten kontextireien Sprachen

durch eindeutige kfGs gegeben sind.

N /
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/ Weitere unentscheidbare Probleme \

Inklusionsproblem: Gilt fiir zwei (durch DPDAs oder kfGs gegebene)
deterministisch kontextireie Sprachen Lq, Lo die Beziehung L1 C Lo 7

Nachweis der Unentscheidbarkeit: Das Schnittproblem fiir determini-

stisch kontextireie Sprachen
N(My)NN(Msy)=107

st wegen

auf das Inklusionsproblem reduzierbar. Als Reduktionsabbildung verwende

(M, My) — (M, M;)

wobei M/ ein (aus Ms berechenbarer) DPDA fiir N(M>) ist.

N /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Germany TI WS 2010/2011




Entscheidbare und unentscheidbare Probleme Slide 68

/ Weitere unentscheidbare Probleme (fortgesetzt) \

Eindeutigkeitsproblem: Ist eine gegebene kfG eindeutig ?

Nachweis der Unentscheidbarkeit: Das Schnittproblem fiir eindeutige
kontextfreie Sprachen

L(G1) N L(G3) =0 (G1, G4 eindeutige kfGs) 7

ist auf das Eindeutigkeitsproblem reduzierbar. Als Reduktionsabbildung

verwende

(Gla G2) = G3 ’

wobei G3 die (aus GG, G mit der Standardtechnik berechenbare) kfG fiir
die Sprache L(G1) U L(G3) bezeichnet. Da G; und G eindeutige kfGs
sind, gibt es ein Wort mit zwei verschiedenen Syntaxbdumen iiber G3 gdw

L(G1) N L(Gy) # 0.

N /
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/ Weitere unentscheidbare Probleme (fortgesetzt) \

Kontextfreiheit des Komplementes: Ist das Komplement einer (durch
eine kfG gegebenen) kontextfreien Sprache ebenfalls kontextfrei ?

Nachweis der Unentscheidbarkeit: Das Problem der Kontextfreiheit des

Durchschnittes
N(My) N N(Msy) kontextfrei (My, Ma DPDAs) ?

ist auf das Problem der Kontextfreiheit des Komplementes reduzierbar.
Verwende die Reduktionsabbildung

(Ml, Mg) > Gg ,

wobei G5 die (aus My, Ms berechenbare) kfG fiir

N(My) NN (Mz) = N(My) U N(Ma)

\ bezeichne. /
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/ Weitere unentscheidbare Probleme (fortgesetzt) \

Leerheit des Komplementes: Stimmt eine (durch eine kfG gegebene)

kontextfreie Sprache mit >* iiberein (d.h., sind alle Terminalstrings
ableitbar) ?

Nachweis der Unentscheidbarkeit: Dieselbe Abbildung

(M17M2>'_>Gé ) L(Gg):N(Ml)UN(MQ) 9

wie in der vorangegangenen Reduktion reduziert das Schnittproblem fiir

deterministisch kontextireie Sprachen
N(My)NN(My)=107

auf das Problem der Leerheit des Komplementes.

N /
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/ Weitere unentscheidbare Probleme (fortgesetzt)

ihnen erzeugten Sprachen identisch) 7

plementes
L(G)=%"7

ist auf das Aquivalenzproblem reduzierbar. Wenn G, eine (leicht zu

G — (G,G,)

verwendet werden.

N

~

Aquivalenzproblem: Sind zwei gegebene kfGs dquivalent (d.h., sind die von

Nachweis der Unentscheidbarkeit: Das Problem der Leerheit des Kom-

berechnende) kfG fiir ¥* bezeichnet, dann kann als Reduktionsabbildung

/
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/U nentscheidbare Probleme fiir kontextsensitive Sprachen\

~Meta—Satz*: Jedes Problem, das fiir den Durchschnitt zweier kontextfreier
Sprachen unentscheidbar ist, ist auch fiir eine einzelne kontextsensitive
Sprache unentscheidbar.

Beweis: e Die gegebenen kontextfreien Grammatiken G, G2 sind (erst

recht) kontextsensitive Grammatiken.

Daher sind sie (mit der Methode der Vorlesung) in dquivalente LBAs
M, M5 transformierbar.

Aus My, M5 lisst sich leicht ein LBA Mj fiir
T(Ms3)=T(M,)NT(Ms) =L(G1) N L(G2)

zusammenbasteln.

Daher hat die zu L(G1)NL(Gs2) gestellte Frage (wie immer sie lautet) die
selbe Antwort wie die zu T'(M3) gestellte Frage (Reduktionsabbildung

(G1,Go — M3). /
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/ Folgerungen \

Die folgenden Probleme zu einer (durch einen LBA gegebenen) kontextsensiti-

ven Sprache sind unentscheidbar:
e Ist die Sprache leer 7

e Ist die Sprache endlich ?

e Ist die Sprache kontextirei 7

N /
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