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1 Grundbegri�e der Komplexit�atstheorie1.1 Das Standardmodell der Turing-MaschineDe�nition 1.1 (deterministische 1-Band Turing-Maschinen) Eine deterministische 1-Band Turing-Maschine (kurz: 1-Band DTM) M besteht aus den folgenden Komponenten:1. endliche Zustandsmenge Z2. Eingabealphabet �3. Arbeitsalphabet � � �4. Blank (Leerzeichen) 2 2 � n �5. Startzustand z0 2 Z6. �Uberf�uhrungsfunktion � : Z � �! Z � �� fL;N;Rg7. Menge Z+ � Z der akzeptierenden Zust�andeSchreibweise: M = (Z;�;�;2; z0; �; Z+).Anschaulich gesprochen (vgl. Abbildung 1) besteht eine DTM M aus einem zweiseitigunendlichen Band, das in (ganzzahlig durchnumerierte) Zellen unterteilt ist, einem Schreib-Lese-Kopf (kurz: Kopf) und einer durch Zustandsmenge Z gegebenen "endlichen Kontrolle\.Wir beschreiben im Folgenden die Arbeitsweise von M .
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QAbbildung 1: Standardmodell der Turing Maschine.Beginn einer Rechnung Anfangs be�ndet sich auf dem Band (in den Zellen 1; : : : ; n) einEingabewort w = (w1; : : : ; wn) 2 �n. In allen anderen Zellen be�ndet sich das Leerzeichen2. Der Kopf ist auf Zelle 1 positioniert (und liest folglich das Symbol w1) und die DTM Mwird im Zustand z0 gestartet.
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Folge von Rechenschritten Aus der beschriebenen "Startkon�guration\ heraus vollziehtM eine Folge von Rechenschritten, die durch die �Uberf�uhrungsfunktion � fest gelegt sind.Genauer gesagt gilt folgendes. Wenn M im Zustand z 2 Z das Symbol X 2 � liest und(z0; X 0; d) = �(z;X) ;dann ersetzt M das Symbol X durch X 0 2 �, bewegt den Kopf in Richtung d 2 fL;N;Rgund geht in den Zustand z0 2 Z �uber. Hierbei bedeutet d = L bzw. d = R eine Kopfbewegungauf die linke bzw. rechte Nachbarzelle; im Falle von d = N verharrt der Kopf in seiner altenPosition.Ende einer Rechnung Ein Spezialfall eines "Rechenschrittes\ liegt vor, wenn z0 = z,X 0 = X und d = N . In diesem Fall ergeben sich durch weitere Anwendungen der �Uberf�uhrungs-funktion � keine Ver�anderungen von Zustand, Bandinschrift oder Kopfposition. Wenn einsolcher "Rechenschritt\ zur Anwendung kommt, sagen wir, dass die Rechnung von M aufder Eingabe w stoppt. Ein Zustand z� 2 Z hei�t Stoppzustand, falls8X 2 � : �(z�; X) = (z�; X;N) :Wenn die Rechnung von M also einen Stoppzustand erreicht, dann wird sie in jedem Fallestoppen (egal welches Symbol X vom Kopf gerade gelesen wird).Ergebnis einer Rechnung Bleibt zu kl�aren, was wir nach dem Stoppen von M als dasErgebnis der Rechnung au�assen. Wir unterscheiden dabei DTMs, die als Akzeptoren vonSprachen L � �� auftreten und DTMs, die als Berechner von (partiell de�nierten) Funktio-nen f : �� ! �� auftreten.Im ersten Fall sind wir nur daran interessiert, ob die Eingabe w von M akzeptiert oderverworfen wird. Wir sagen, dass M das Eingabewort w akzeptiert, wenn die Rechnung vonM auf Eingabe w nach endlichen vielen Schritten in einem akzeptierenden Zustand z+ 2 Z+stoppt. Falls dies nicht passiert, sagen wir M verwirft das Eingabewort w. Beachte, dass eszwei qualitativ unterschiedliche Arten des Verwerfens gibt:- Stoppen in einem (verwerfenden) Zustand z� 2 Z n Z+,- Vollziehen einer (niemals stoppenden) Endlosrechnung.1M hei�t dann Akzeptor der SpracheLM := fw 2 ��j M akzeptiert wg :Die MengeHM := fw 2 ��j M stoppt auf Eingabe w nach endlich vielen Schrittenghei�t der Haltebereich von M . O�ensichtlich gilt LM � HM .Betrachten wir nun noch den Fall, dass M als Funktionsberechner verwendet wird. Wir1die in deutschen Amtsstuben pr�aferierte Art des Verwerfens3



sagen, dass M auf Eingabe x 2 �� nach endlich vielen Schritten Ausgabe y 2 �� produziert,falls M auf Eingabe x nach endlich vielen Schritten stoppt und zu diesem Zeitpunkt dieBandbeschriftung y (eingerahmt von Blanks) vorliegt und der Kopf sich auf dem erstenSymbol von y be�ndet. Die vonM berechnete (partiell de�nierte) Funktion ist dann gegebendurch fM(x) = y :, M produziert auf Eingabe x die Ausgabe y :Wenn M auf Eingabe x keine Ausgabe produziert, dann betrachten wir f(x) als unde�niert.Wir haben anhand des anschaulichen Modells der Turing-Maschine (unter Verwendungder Begri�e "Band\, "Kopf\ und "endliche Kontrolle") de�niert, wie eine "Rechnung\ derDTM M auf einer Eingabe x (gesteuert durch die �Uberf�uhrungsfunktion �) sich entfaltet.Eine solche Rechnung kann auch formaler als Folge von Strings beschrieben werden, wobeijeder String eine sogenannte "Kon�guration\ oder "Momentaufnahme\ des Rechenprozessesrepr�asentiert. Intuitiv gesprochen sollte eine Momentaufnahme alle Informationen enthalten,die es erm�oglichen die Rechnung zu unterbrechen und irgendwann sp�ater weiter laufen zulassen. Im Falle der Turing-Maschine gen�ugt es, sich den aktuellen Zustand, die aktuelleBandposition und die aktuelle Bandbeschriftung zu merken. Dies f�uhrt zu folgenderDe�nition 1.2 (Kon�guration) Eine Kon�guration einer 1-Band DTM M ist ein Stringvon der Form �z� mit �; � 2 �� und z 2 Z.Interpretation: M be�ndet sich im Zustand z, die Bandbeschriftung ist uv (eingerahmt vonLeerzeichen) und der Kopf ist auf dem ersten Zeichen von v positioniert (bzw. auf einemLeerzeichen positioniert, falls v = �). Die folgenden De�nitionen ergeben sich auf nat�urlicheWeise aus unserer anschaulichen Vorstellung von der Rechnung einer DTM:De�nition 1.3 (Spezielle Kon�gurationen) Der String z0w bezeichnet die Anfangskon-�guration der DTM M bei Eingabe x. Ein String der Form �z� mit � = X� 0 f�ur ein X 2 �,� 0 2 �� bezeichnet eine Endkon�guration von M , falls �(z;X) = (z;X;N). Gilt dar�uberhinaus, dass z 2 Z+ bzw. z 2 Z n Z+, so sprechen wir von einer akzeptierenden bzw. voneiner verwerfenden Endkon�guration.O�ensichtlich wird eine Endkon�guration genau dann erreicht, wenn die Rechnung der DTMstoppt.De�nition 1.4 (Folgekon�gurationen) Die Kon�guration �0z0� 0 hei�t direkte Folgekon-�guration von �z�, falls sie sich durch einen Rechenschritt von M aus der Kon�guration�z� ergibt.2 In Zeichen: �z� `M �0z0� 0.Die Kon�guration �0z0� 0 hei�t Folgekon�guration von �z�, falls sie sich durch eine (evtl. lee-re) Folge von Rechenschritten von M aus der Kon�guration �z� ergibt. In Zeichen: �z� `�M�0z0� 0.Wenn die DTM M sich aus dem Kontext ergibt, dann schreiben wir im Folgenden einfach"`\ statt "`M\ bzw. "`�\ statt "`�M\. O�ensichtlich ist "`�\ die reexive-transitive H�ulle derRelation "`\. Aufbauend auf dem Konzept der Kon�guration k�onnen wir nun die De�nitionder von einer DTM akzeptierten Sprache bzw. ihres Haltebereiches formulieren wie folgt:2Die formalen Details dieser (etwas saloppen) De�nition sind leicht einzuf�ullen (s. �Ubung).4



De�nition 1.5 (Sprache und Haltebereich einer DTM) Die Sprache der von DTMM akzeptierten W�orter ist gegeben durchLM := fw 2 ��j 9�; � 2 ��; 9z+ 2 Z+ : z0w `�M �z+� und �z+� ist eine Endkon�gurationg :Der Haltebereich der DTM M �orter ist gegeben durchHM := fw 2 ��j 9�; � 2 ��; 9z 2 Z : z0w `�M �z� und �z� ist eine Endkon�gurationg :In analoger Weise k�onnte man die De�nition von fM auf dem Konzept der Kon�gurationenaufbauen.Die formale Beschreibung einer Rechnung als Folge von Kon�gurationen (anstelle deranschaulichen Beschreibung) ist keine rein mathematische Spielerei. Vielmehr erm�oglicht dieDarstellung einer Rechnung als Folge von Strings, Rechnungen ihrerseits maschinell zu ver-arbeiten. In der Praxis ist dies zum Beispiel bei Betriebssystemen relevant, die ja gleichzeitigmehrere laufende Prozesse verwalten (und zu diesem Zweck die Prozesse durch Kon�guratio-nen repr�asentieren). Bei Turing-Maschinen werden wir Kon�gurationen mitunter benutzen,um eine Maschine mit Hilfe einer anderen Maschine zu simulieren.1.2 Varianten des Standardmodells1.2.1 Mehrband Turing-MaschinenEine deterministische k-Band Turing-Maschine (kurz: k-Band DTM) unterscheidet sich vonunserem Standardmodell einer 1-Band DTM nur dadurch, dass sie �uber k B�ander (mit jeweilseinem Kopf) verf�ugt, so dass k Bandbeschriftungen parallel manipuliert werden k�onnen.Formal dr�uckt sich das dadurch aus, dass die �Uberf�uhrungsfunktion von der Form� : Z � �k ! Z � �k � fL;N;Rgkist. Die Gleichung (z0; X 01; : : : ; X 0k; d1; : : : ; dk) = �(z;X1; : : : ; Xk)hat die o�ensichtliche Interpretation (n�amlich?).Die Eingabe einer k-Band DTM steht auf Band 1. Falls eine Ausgabe produziert wird, soist diese auf Band k zu �nden. Die De�nitionen im Zusammenhang mit Kon�gurationen,Sprache, Haltebereich und der von einer DTM berechneten Funktion gelten analog.1.2.2 Nicht-deterministische Turing-MaschinenEine nicht-deterministische 1-Band Turing-Maschine (kurz: 1-Band NTM) unterscheidet sichvon unserem Standardmodell einer 1-Band DTM dadurch, dass sie in einem Rechenschritti.A. mehrere Alternativen hat. Formal dr�uckt sich das dadurch aus, dass die �Uberf�uhrungs-funktion von der Form � : Z � �k ! P (Z � �� fL;N;Rg)5



ist, wobei P(S) die Potenzmenge einer Menge S bezeichnet. Die Bedingung(z0; X 0; d) 2 �(z;X)hat die folgende Interpretation: wenn M im Zustand z 2 Z das Symbol X 2 � liest, dannhat sie die Option, X durch X 0 2 � zu ersetzen, den Kopf in Richtung d zu bewegen und inden Zustand z0 2 Z �uberzugehen. Eine der j�(z;X)j vielen Optionen muss sie andererseitsausw�ahlen.k-Band NTMs sind in Analogie zu k-Band DTMs de�niert (NTMs mit k B�andern und einemKopf pro Band).Beobachtung Eine NTM hat auf einer Eingabe w 2 �n i.A. viele potenzielle Rechnungen,da sich pro Rechenschritt mehrere Alternativen bieten k�onnen. Daher ist die direkteFolgekon�guration einer Kon�guration i.A. nicht mehr eindeutig bestimmt und "`M\sowie "`�M\ sind im Falle einer NTM M echte Relationen.Dies wirft die Frage auf, wann eine Eingabe als akzeptiert gilt. Die folgende De�nition kl�artuns dar�uber auf:De�nition 1.6 (Sprache einer NTM) Die Sprache der von NTMM akzeptierten W�orterist gegeben durchLM := fw 2 ��j 9�; � 2 ��; 9z+ 2 Z+ : z0w `�M �z+� und �z+� ist eine Endkon�gurationg :De�nitionen 1.6 und 1.5 unterscheiden sich nur in einem Buchstaben (NTM statt DTM).Dennoch ist der Unterschied zwischen beiden De�nitionen dramatisch. F�ur NTMs hat n�amlichder Existenzquantor innerhalb der De�nition von LM eine v�ollig neue Qualit�at bekommen:bei DTMs ist die Kon�guration, die am Ende einer Rechnung auf Eingabe x erreicht wird,eindeutig bestimmt. Bei NTMs kann es neben einer akzeptierenden Rechnung auf Eingabex zahlreiche verwerfende Rechnungen geben. De�nition 1.6 legt nun fest, dass x als akzep-tiert gilt, wenn mindestens eine akzeptierende Rechnung existiert; x gilt somit nur dann alsverworfen, wenn alle Rechnungen auf Eingabe x verwerfend sind.Beispiel 1.7 COMPOSITES sei die Sprache aller Zahlen aus N0 (in Bin�arkodierung), dieeinen echten Teiler besitzen (also die von Primzahlen und 0; 1 verschiedenen Zahlen). EineNTM f�ur COMPOSITES k�onnte auf einer Eingabe w 2 f0; 1gn (aufgefasst als Zahl aus N0)vorgehen wie folgt:Raten "Rate nichtdeterministisch\ zwei Bin�arfolgen u; v der L�ange n (evtl. auch mit f�uhren-den Nullen). Dabei bedeutet das Raten eines Bits, dass M eine neue Zelle besucht unddie zwei Alternativen besitzt, entweder 0 oder 1 aufzuschreiben.Veri�zieren "Veri�ziere deterministisch\, dass 1 < u < w und dass w = u �v. Hierzu mussdie Turing-Maschine im Wesentlichen multiplizieren k�onnen, was auch deterministischleicht zu realisieren ist.Die beschriebene NTM ist ein Akzeptor von COMPOSITES, da eine akzeptierende Rechnungauf w genau dann existiert, wenn w einen echten Teiler besitzt.6



An diesem Beispiel lassen sich zwei Ph�anomene beobachten, die charakteristisch f�ur NTMssind:� NTMs besitzen virtuell die F�ahigkeit "auf magische Weise\ wichtige Information zuraten. (Im Beispiel wurde eine Zerlegung von w in zwei echte Teiler geraten.)3� NTMs gehen typischerweise nach dem Prinzip "Rate&Veri�ziere\ vor (mit einer nicht-deterministischen Ratephase und einer deterministischen Veri�kationsphase).Wir kommen auf dieses wichtige Thema in der Vorlesung noch mehrfach zur�uck.Konventionen EineMehrband DTM bzw.Mehrband NTM ist eine k-Band DTM bzw. einek-Band NTM f�ur eine Konstante k � 1. Der Ausdruck "Konstante\ soll deutlich machen,dass k nicht etwa von der L�ange n des Eingabewortes w 2 �n abh�angen darf.Unter einer DTM bzw. NTM wollen wir im Folgenden eine Mehrband DTM bzw. MehrbandNTM verstehen.1.3 Komplexit�atsklassenRechenprobleme, deren L�osungen einen \ann�ahernd gleichen" Ressourcenverbrauch erfor-dern, werden zu einer Komplexit�atsklasse zusammengefasst. Die entstehende \Landschaftder Komplexit�atsklassen" ist leichter zu �uberschauen als der \Dschungel der einzelnen Pro-bleme". Die f�ur uns wichtigsten Ressourcen sind \Platz" (Speicherplatz) und \Zeit" (Re-chenzeit). Bei der Formalisierung der Begri�e \Platz" und \Zeit" ist es nicht sinnvoll, dieseGr�o�en quantitativ genau zu erfassen. Wenn man zum Beispiel die Rechenzeit in Millise-kunden messsen w�urde, dann m�usste man bei jeder verbesserten Rechnergeneration (miteiner h�oheren Anzahl von ops, schnellerem Speicherzugri� etc.) die Komplexit�atstheoriewieder neu schreiben. Dar�uberhinaus ist die Landschaft der Komplexit�atsklassen um so ver-wirrender, je feiner wir die Unterteilung gestalten. Es ist sozusagen ein \gesundes Ma� anSchlampigkeit" gefragt. Bei der De�nition von Komplexit�atsklassen erreichen wir dies aufmehrfache Weise:� Wir messen den Ressourcenverbrauch nur \gr�o�enordnungsm�a�ig" als Funktion in derL�ange der Eingabe. Der Begri� der \Gr�o�enordnung" wird durch die Landau'sche O-Notation formalisiert werden.� Wir fassen Funktionen verschiedener Gr�o�enordnungen mitunter zu noch gr�oberenFunktionsklassen zusammen. Zum Beispiel betrachten wir oft die Klasse aller Funktio-nen einer polynomiell beschr�ankten Gr�o�enordnung.� Wir beziehen uns stets auf das Modell der Turing-Maschine (anstelle eines realistische-ren Modells f�ur einen modernen Rechner).Eine Formalisierung dieser Grundgedanken folgt.3Nat�urlich kann die NTM auch "falsch\ raten und eine verwerfende Rechnung f�ur eine zu akzeptierendeEingabe w produzieren. Da uns aber in der De�nition von LM eine einzige akzeptierende Rechnung reicht,k�onnen wir uns stets auf diese zur�uck ziehen, um w 2 LM nachzuweisen.7



1.3.1 Grundbegri�e zur AsymptotikIn diesem Abschnitt listen wir die relevanten De�nitionen nur kurz auf. Bei Verst�andnis-schwierigkeiten sei das Selbststudium des Abschnittes zur Asymptotik im Begleitmaterialzur Vorlesung empfohlen.Im folgenden bezeichne N0 die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, <+ die Mengeder positiven reellen Zahlen und f; g; : : : seien Funktionen von N0 nach N.De�nition 1.8 (Asymptotische Gleichheit)f � g :, limn!1 f(n)g(n) = 1 (1)Dies ist o�ensichtlich eine �Aquivalenzrelation.De�nition 1.9 (Asymptotisch langsameres bzw. schnelleres Wachstum)f � g :, limn!1 f(n)g(n) = 0 (2)In Worten: f w�achst asymptotisch langsamer als g. Diese Relation ist transitiv. Wir schreibenauch g � f f�ur f � g. In Worten: g w�achst asymptotisch schneller als f .De�nition 1.10 (O-Notation)O(g) = ff j 9n0 2 N0; 9c 2 <+; 8n � n0 : f(n) � c � g(n): (3)Aus historischen Gr�unden schreibt man f = O(g) anstelle von f 2 O(g). In Worten: fw�achst asymptotisch h�ochstens so schnell wie g.De�nition 1.11 (
-Notation) g = 
(f) :, f = O(g): (4)In Worten: g w�achst asymptotisch mindestens so schnell wie f .De�nition 1.12 (�-Notation)f = �(g) :, f = O(g) und f = 
(g) (5)In Worten: g w�achst asymptotisch genau so schnell wie f .Man beachte, dass asymptotische Gleichheit von f und g impliziert, dass beide Funktionenasymptotisch genau so schnell wachsen, aber die Umkehrung gilt i.A. nicht. Zum Beispielgilt 2n = �(n), aber 2n und n sind asymptotisch nicht gleich.De�nition 1.13 (o- und !-Notation)o(g) = ff j f � gg (6)!(g) = ff j f � gg (7)Die Schreibweise f = o(g) bzw. f = !(g) ist also zu f � g bzw. f � g �aquivalent.8



Eine Funktion, die asymptotisch langsamer (bzw. schneller) als n w�achst hei�t sublinear(bzw. superlinear). Eine Funktion, die asymptotisch schneller w�achst als jedes Polynom,hei�t superpolynomiell. Analog sind die folgenden Begri�esublogarithmisch, superlogarithmisch, subexponentiell, : : :zu verstehen.Die folgenden Charakterisierung der asymptotischen Beziehung zwischen zwei Funktionenmit Hilfe des "limes superior\ (gr�o�ter H�aufungspunkt einer Folge) und "limes inferior\(kleinster H�aufungspunkt einer Folge) sind mitunter n�utzlich:f = O(g) , lim supn!1 f(n)g(n) <1f = 
(g) , lim infn!1 f(n)g(n) > 0f = �(g) , 0 < lim infn!1 f(n)g(n) � lim supn!1 f(n)g(n) <1f = o(g) , lim supn!1 f(n)g(n) = 0f = !(g) , limn!1 f(n)g(n) =1Falls hierbei f(n)=g(n) konvergiert, so k�onnen wir nat�urlich von der Gleichunglim infn!1 f(n)g(n) = lim supn!1 f(n)g(n) = limn!1 f(n)g(n)Gebrauch machen.1.3.2 Komplexit�atsklassenDe�nition 1.14 (Platzschranken, Zeitschranken, Ressourcenschranken) Seien S, TFunktionen von N0 nach N und M eine DTM (mit evtl. mehreren B�andern).1. M hei�t S(n)-platzbeschr�ankt, wenn eine Rechnung von M auf einer Eingabe der Ma-ximall�ange n maximal O(S(n)) Bandzellen verbraucht.2. M hei�t T (n)-zeitbeschr�ankt, wenn eine Rechnung von M auf einer Eingabe der Ma-ximall�ange n maximal O(T (n)) Schritte dauert.Den Begri� \Ressourcenschranke" verwenden wir als Oberbegri� von Platz- und Zeitschran-ke.Wir werden stets T (n) � n voraus setzen, da n Schritte allein schon zum Lesen einerEingabe aus �n ben�otigt werden. Hingegen wird es durchaus von Interesse sein, sublinearePlatzschranken zu studieren. Dazu muss freilich De�nition 1.14 etwas modi�ziert werden:9



Konvention Bei Platzschranken mit S(n) < n f�ur alle (oder manche) Eingabel�angen nerweitern wir die Turing-Maschine um ein \read-only" Eingabeband (auf dem also nurgelesen, nicht aber geschrieben werden darf) und bezeichnen ihre anderen B�ander (imUnterschied dazu) als Arbeitsb�ander. Nur der Platzverbrauch auf den Arbeitsb�andernwird gez�ahlt.Ressourcenschranken induzieren Komplexit�atsklassen im Sinne folgender De�nition.De�nition 1.15 (Deterministische Komplexit�atsklassen) 1. DTime(T ) ist die Klas-se aller Sprachen L, die von einer T (n)-zeitbeschr�ankten DTM akzeptiert werden k�onnen.2. DSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von einer S(n)-platzbeschr�ankten DTMakzeptiert werden k�onnen.3. DTimeSpace(T; S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von DTM akzeptiert werdenk�onnen, welche zugleich T (n)-zeitbeschr�ankt und S(n)-platzbeschr�ankt ist.Diese De�nitionen lassen sich auf NTM's �ubertragen.De�nition 1.16 Eine NTMM hei�t S(n)-platzbeschr�ankt (bzw. T (n)-zeitbeschr�ankt), wennzu jeder Eingabe x 2 LM der Maximall�ange n eine akzeptierende Rechnung existiert, diemaximal O(S(n)) Bandzellen (bzw. O(T (n)) Rechenschritte) ben�otigt.De�nition 1.17 1. NTime(T ) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer T (n)-zeitbe-schr�ankten NTM akzeptiert werden k�onnen.2. NSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von einer S(n)-platzbeschr�ankten NTMakzeptiert werden k�onnen.3. NTimeSpace(T; S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von NTM akzeptiert werdenk�onnen, welche zugleich T (n)-zeitbeschr�ankt und S(n)-platzbeschr�ankt ist.Konventionen Es sei R eine Klasse von Ressourcenschranken. Eine TM M hei�t dannR-platz- bzw. zeitbeschr�ankt, wenn eine Ressourcenschranke R 2 R existiert, so dass MR-platz- bzw. R-zeitbeschr�ankt ist. Diese Konvention wird auch benutzt, um entsprechendeKomplexit�atsklassen zu bilden. Zum Beispiel gilt dann DTime(R) = [R2RDTime(R).Der Index k in Verbindung mit einer Komplexit�atsklasse soll bedeuten, dass wir nur k-BandTuring-Maschinen zulassen. Zum Beispiel ist dann DTimek(T ) die Klasse aller SprachenL, die von einer T (n)-zeitbeschr�ankten k-Band DTM akzeptiert werden k�onnen. Da wirmit einer DTM per Konvention eine Mehrband DTM meinen gilt nat�urlich DTime(T ) =[k�1DTimek(T ).
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2 Robustheit des MaschinenmodellsKann der Fl�ugelschlag eines Moskitos einen Taifun ausl�osen?In der Chaostheorie werden mitunter Bedingungen beschrieben, die ein dynamisches Systemin ein labiles Gleichgewicht versetzen, so dass unscheinbar daher kommende Ereignisse (wieder Fl�ugelschlag eines Moskitos) dramatische Konsequenzen haben k�onnen (wie die Entste-hung eines Taifuns). Ein solcherma�en chaotisches Verhalten ist sowohl bei Rechnern als auchbei der theoretischen Durchdringung derselben nicht w�unschenswert. Anders ausgedr�uckt:die Komplexit�atsklassen und die Haupts�atze der Komplexit�atstheorie sollten sich nicht dra-matisch ver�andern, wenn das Standard-Maschinenmodell "marginal\ modi�ziert wird. Diefolgende These sollte in diesem Zusammenhang gesehen werden:Erweiterte Church'sche These Alle "vern�unftigen\ Modelle von deterministischen, se-quentiellen Rechnern sind "polynomiell miteinander verkn�upft\ in dem Sinne, dasswechselseitige Simulationen schlimmstenfalls einen "polynomiellen Blow-up\ der be-trachteten Ressourcenschranken erleiden.Man beachte, dass die Aussage dieser These sich explizit nicht auf nicht-deterministische oderprobabilistische Rechnermodelle erstreckt, ebensowenig auf Modelle von Parallelrechnern.4Die erweiterte Church'sche These kann nat�urlich nur f�ur konkrete Maschinenmodelle ve-ri�ziert werden. Es l�asst sich zum Beispiel zeigen, dass deterministische Turing-Maschinenund sogenannte "Random Access Maschinen\ (die einem realistischen Maschinenmodell mo-derner Computer recht nahe kommen) polynomiell miteinander verkn�upft sind. In diesemKapitel illustrieren wir die Robustheit der Komplexit�atstheorie durch folgende (hier nursalopp formulierten) Resultate:Kompressionstheorem Der Speicherplatzbedarf l�asst sich um einen beliebig vorgegebenenkonstanten Faktor reduzieren.Beschleunigungstheorem Der Zeitbedarf l�asst sich um einen beliebigen konstanten Fak-tor reduzieren (allerdings nicht unter Linearzeit).1. Bandreduktionstheorem Beim �Ubergang von Mehrband- zu 1-Band Turing-Maschinenver�andert sich die Platzschranke nicht und die Zeitschranke erleidet schlimmstenfallseinen "quadratischen Blow-up\.2. Bandreduktionstheorem Beim �Ubergang von Mehrband- zu 2-Band DTMs erleidetdie Zeitschranke schlimmstenfalls einen "logarithmischen Blow-up\. (Bei NTMs bleibtsie sogar unver�andert.)Kompressions- und Beschleunigungstheorem k�onnen als eine zus�atzliche Rechtfertigungder O-Notation bei der De�nition von S(n)-platzbeschr�ankten bzw. T (n)-platzbeschr�anktenTuring-Maschinen gesehen werden: die durch die O-Notation "versteckte Konstante\ l�asstsich durch Kompression bzw. Beschleunigung sowieso liquidieren.4Die in j�ungster hei� diskutierten sogenannten Quantenrechner (mit denen wir uns in dieser Vorlesungnicht besch�aftigen werden) sind auch zu paralleler Verarbeitung von Information im Stande.11



Die Lehre aus den Bandreduktionstheoremen ist, dass wir uns | sofern wir uns an einemschlimmstenfalls "kleinen\ (quadratischen bzw. logarithmischen) Blow-up der Zeitschrankennicht st�oren | auf 1-Band bzw. 2-Band Turing-Maschinen zur�uck ziehen d�urfen.In den folgenden beiden Abschnitten werden die genannten Theoreme exakt formuliertund (skizzenhaft) bewiesen. Unterwegs lernen Sie einige fundamentale Simulations- und Ana-lysetechniken (Schritt-f�ur-Schritt Simulation, Kodierungstricks, Technik des "Shiftens vonBandinschriften\ und der aufgelockerten Speicherung sowie amortisierte Analyse) kennen.2.1 Kompression und BeschleunigungIn diesem (und nur diesem) Abschnitt wollen wir bei der Betrachtung von Platz- und Zeit-schranken etwas "pingeliger\ sein. Eine DTM hei�e strikt T (n)-zeitbeschr�ankt, wenn ihreRechnung auf einer Eingabe der L�ange n maximal T (n) | statt O(T (n)) | Schritte dauert.Sie hei�t strikt S(n)-platzbeschr�ankt, wenn im Laufe der Rechnung auf Eingaben der L�angen maximal S(n) Zellen besucht werden. Die analoge Sprachregelung verwenden wir auch f�urNTMs.Satz 2.1 (Kompressionstheorem) Wenn die Sprache L � �� durch eine S(n) striktplatzbeschr�ankte k-Band DTM akzeptiert werden kann, so kann sie f�ur jede Konstante 0 <� < 1 auch durch eine d�S(n)e strikt platzbeschr�ankte k-Band DTM akzeptiert werden. Eineanaloge Aussage gilt auch f�ur NTMs.Beweis Wir skizzieren den Beweis f�ur 1-Band DTMs (evtl. erweitert um ein read-only Ein-gabeband). Der Beweis f�ur k-Band DTMs bzw. k-Band NTMs ergibt sich aber v�ollog analog.SeiM eine S(n) strikt platzbeschr�ankte 1-Band DTM mit L = LM . Ziel ist die Konstruktioneiner d�S(n)e strikt platzbeschr�ankten 1-Band DTMM 0 mit L = LM 0 . Wir nehmen zun�achstan, dass M 0 �uber ein read-only Eingabeband verf�ugt (und rechtfertigen dies sp�ater). Setzem := d1=�e. Die wesentliche Idee zur Konstruktion von M 0 besteht darin, ein m�achtige-res Bandalphabet zu verwenden, das die Kodierung von m Symbolen durch ein einziges"Supersymbol\ erlaubt: wenn M Bandalphabet � verwendet, so spendieren wirM 0 das Ban-dalphabet � [ �m. M 0 �ubertr�agt zun�achst die Eingabe w in komprimierter Form auf ihrArbeitsband. Danach simuliert sie M Schritt f�ur Schritt, wobei aber die Bandinschrift stetsin komprimierter Form dargestellt wird. Die Details dieser Simulationsidee sind leicht ein-zuf�ullen (s. �Ubung).Zur Vollst�andigkeit des Beweises fehlt nur noch die Rechtfertigung f�ur die Verwendung desread-only Eingabebandes:� Falls d�S(n)e � n f�ur alle n, dann kann die Kompression der Eingabe auch ohne dasread-only Extraband erfolgen.� Andernfalls liegt die Platzschranke f�ur manche Eingabenl�angen n unterhalb von n undM 0 bekommt gem�a� unserer Vereinbarung bei sublinearen Platzschranken ein read-onlyEingabeband zugeteilt. 212



Satz 2.2 (Beschleunigungstheorem) Wenn die Sprache L � �� durch eine T (n) striktzeitbeschr�ankte k-Band DTM M akzeptiert werden kann, so kann sie f�ur jede Konstante0 < � < 1 auch durch eine n + �T (n) strikt zeitbeschr�ankte maxf2; kg-Band DTM M 0akzeptiert werden. Falls T (n) = !(n), dann ist M 0 sogar d�T (n)e strikt zeitbeschr�ankt. Eineanaloge Aussage gilt auch f�ur NTMs.Beweis Wir skizzieren den Beweis f�ur DTMs. (F�ur NTMs kann er analog gef�uhrt werden.)Wir spendieren f�ur M 0 zun�achst die etwas komfortablere strikte Zeitschranke n+ �T (n) + 4sowie k + 1 B�ander (und rechtfertigen dies sp�ater). Die wesentliche Idee zur Konstruktionvon M 0 besteht wieder in der Verwendung des Bandalphabetes � [ �m, wobei die "Super-symbole\ aus �m die gleichzeitige Manipulation von m einfachen Symbolen aus � erlaubt.(Die Konstante m wird sp�ater geeignet de�niert.) M 0 arbeitet wie folgt:Initialisierung Die Eingabe der L�ange n wird in komprimierter Form auf Band k + 1�ubertragen, wo sie dann nur dn=me Zellen beansprucht. Kopf k + 1 spaziert danachauf Zelle 1 (also zum Anfang der komprimierten Eingabe) zur�uck. Ab jetzt verwendetM 0 Band k + 1 in der Rolle des Bandes 1 von M .Kommentar Es ist hilfreich sich vorzustellen, dass das Arbeitsband von M in Bl�ocke derL�ange m zerf�allt, wobei die Beschriftung eines Blockes einem Supersymbol aus �mentspricht. M 0 wird m Schritte von M (genannt "Phase\) in 3 Schritten simulieren,wobei zu Beginn einer Phase stets die folgenden Bedingungen gelten:Bedingung 1 Das Band von M 0 enth�alt die Beschriftung des entsprechenden Bandesvon M in komprimierter Form. Wenn Bi die Beschriftung des i-ten Blockes desBandes von M ist, dann bezeichne Si 2 �m das entsprechende Supersymbol aufdem Band von M 0.Bedingung 2 Wenn der Kopf von M auf einer Zelle in Block i positioniert ist, dannist der Kopf von M 0 auf der Zelle mit Supersymbol Si positioniert und hat dieSupersymbole Si�1; Si; Si+1 (ebenso wie den aktuellen Zustand von M) in dieendliche Kontrolle geladen.Beachte, dass der Kopf von M innerhalb einer Phase bestehend aus m Schritten sichentweder nur in den Bl�ocken Bi und (evtl.) Bi+1 oder in den Bl�ocken Bi und (evtl.)Bi�1 aufhalten kann. In der folgenden Beschreibung der Simulation durch M 0 setzenwir voraus, dass er sich in Bi und (evtl.) Bi+1 aufh�alt. (Der andere Fall ist hierzusymmetrisch.)Simulation Solange M nicht stoppt, werden ihre n�achsten m Schritte (die aktuelle Phase)durch M 0 simuliert wie folgt:Schritt 1 Ersetze Si durch das Supersymbol S 0i f�ur den Inhalt von Block i am Endeder Phase, lade S 0i an Stelle von Si in die endliche Kontrolle und bewege den Kopfauf Si+1. 13



Schritt 2 Ersetze Si+1 durch das Supersymbol S 0i+1 f�ur den Inhalt von Block i + 1am Ende der Phase und lade S 0i+1 an Stelle von Si+1 in die endliche Kontrolle.FallsM sich am Ende der Phase in Block i aufh�alt, dann bewege den Kopf auf S 0izur�uck und beende die Simulation der Phase. Andernfalls (M h�alt sich am Endeder Phase in Block i + 1 auf) bewege den Kopf auf Si+2 und vollziehe Schritt 3.Schritt 3 Lade Si+2 an Stelle von Si�1 in die endliche Kontrolle und bewege den Kopfwieder auf S 0i+1.Induktiv l�asst sich leicht zeigen, dass Bedingungen 1 und 2 zu Beginn einer jeden Phase gel-ten: sie gelten (bei geeigneter Implementierung) nach der Initialisierung (Induktionsanfang)und reproduzieren sich nach jeder simulierten Phase (Induktionsschritt). Hieraus ergibt sichdie Korrektheit der Simulation. F�ur M 0 ergibt sich (unter Ausnutzung von T (n) � n) diestrikte ZeitschrankeInitialisierungz }| {n+ l nmm +Simulationz }| {3�T (n)m � � n+ 4�T (n)m � � n+ 4T (n)m + 4 :Setzen wir m := m(�) := d4=�e, so ergibt sich die strikte Zeitschranke n+ �T (n) + 4.Den additiven Term 4 werden wir los, indem wir m := m(�=2) setzen und ausnutzen, dassfolgendes gilt: 9n0; 8n � n0 : �2T (n) + 4 � �T (n) :Die endlich vielen Eingaben mit einer L�ange n � n0 kann M 0 in strikter Linearzeit (nSchritte) mit der endlichen Kontrolle bearbeiten. Somit ergibt sich die strikte Zeitschranken+ �T (n).Falls k � 2, so werden wir Band k + 1 von M 0 los, indem M 0 zur Initialisierung Band 2an Stelle von Band k + 1 benutzt und bei der Simulation von M die B�ander 1 und 2 invertauschten Rollen verwendet.Falls T (n) = !(n), so ergibt sich die strikte Zeitschranke �T (n), indem wir ausnutzen, dassfolgendes gilt: 9n0; 8n � n0 : n + �2T (n) � �T (n) :Damit ist das Beschleunigungstheorem vollst�andig bewiesen. 22.2 BandreduktionIn den Beweisen der folgenden Bandreduktionstheoreme ist es anschaulich, sich vorzustellen,dass ein "Supersymbol\ (X1; : : : ; Xk) 2 �k in einer Zelle mit k "Spuren\ untergebracht ist(ein Symbol aus � pro Spur). Formal gesehen handelt es sich aber weiterhin einfach um denuns schon bekannten Kni�, dass wir ein Bandalphabet � zu einem m�achtigeren Bandalphabet� [ �k erweitern k�onnen. Wenn wir diese Technik einsetzen, sprechen wir im Folgenden von\Mehrspur DTMs\. 14



Satz 2.3 (Erstes Bandreduktionstheorem) DTimeSpace(T; S) � DTimeSpace1(TS; S)und NTimeSpace(T; S) � NTimeSpace1(TS; S).Beweis Wir f�uhren den Beweis f�ur DTMs. (F�ur NTM's verl�auft er aber v�ollig analog.)Es bezeichne M eine gegebene T -zeitbeschr�ankte und S-platzbeschr�ankte DTM. Wir kon-struieren eine TS-zeitbeschr�ankte und S-platzbeschr�ankte DTM M 0, welche M simuliert(und somit im Stande ist, die gleiche Sprache wie M zu akzeptieren). M 0 besitzt f�ur jedenZustand z von M einen entsprechenden Zustand z0 (und weitere Zust�ande). M 0 simulierteinen Schritt von M mit Zustandswechsel von z1 nach z2 durch eine Folge von Schritten,welche im Zustand z01 startet und im Zustand z02 endet (Schritt f�ur Schritt Simulation). Diewesentliche Schwierigkeit besteht darin, die Beschriftung der k-Band TM M auf einem ein-zigen Band unterzubringen und die Arbeit der k K�opfe von M mit dem (einzigen) Kopf vonM 0 zu erledigen. Wir setzen zu diesem Zweck eine "Mehrspur DTM\ und die Technik des"Shiftens von Bandinschriften\ ein. Details folgen.M 0 benutzt ein Band mit k Spuren. Dabei soll unmittelbar vor der Simulation eines Schrittesvon M durch M 0 stets gelten:(1) M 0 be�ndet sich im Zustand z0, sofern M sich im Zustand z be�ndet.(2) Spur i des Bandes von M 0 enth�alt die Beschriftung von Band i von M (1 � i � k).(3) Zelle 0 von M 0 enth�alt genau die k Symbole, auf denen die k K�opfe von M positioniertsind.(4) Der Kopf von M 0 be�ndet sich auf Zelle 0 ("Normalposition\).Bedingungen (3) und (4) sorgen daf�ur, da� M 0 zu Beginn der Simulation eines Schrittes vonM die k von M gelesenen Symbole kennt. Um einen Schritt von M zu simulieren, geht M 0vor wie folgt:1. Wenn M Symbole X1; : : : ; Xk durch Y1; : : : ; Yk ersetzt, ersetzt M 0 in Zelle 0 das Su-persymbol (X1; : : : ; Xk) durch das Supersymbol (Y1; : : : ; Yk).2. Wenn M Kopf i nach rechts (bzw. links) bewegt, so verschiebt M 0 die Inschrift vonSpur i um eine Position in die entgegengesetzte Richtung.3. Der Kopf von M 0 begibt sich wieder in Normalposition.4. Schlie�lich geht M 0 in den Zustand z0 �uber, sofern M in den Zustand z �ubergegangenist.Durch diese Vorgehensweise bleiben Bedingungen (1), (2) und (3) stets erhalten und dieSimulation ist korrekt. O�ensichtlich besucht M 0 nicht mehr Zellen wie M und ist daherS(n)-platzbeschr�ankt. Da 1 Schritt von M durch M 0 in O(S(n)) Schritten simuliert werdenkann, ist M 0 O(TS)-zeitbeschr�ankt. 2
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Aus dem ersten Bandreduktionstheorem k�onnen wir ein paar nahe liegende Schlussfolgerun-gen ziehen: DSpace(S) = DSpace1(S) und NSpace(S) = NSpace1(S)DTime(T ) � DTime1(T 2) und NTime(T ) � NTime1(T 2)Die Lehre hieraus ist die folgende: Bei der Analyse der Platzkomplexit�at spielt es keineRolle, ob wir Ein- oder Mehrbandmaschinen betrachten; bei der Analyse der Zeitkomple-xit�at hingegen k�onnte die Beschr�ankung auf 1 Band zu einem "quadratischen blow-up\ derben�otigten Rechenzeit f�uhren.Einschub Streng genommen haben wir nur gesehen, dass unsere Simulation einer Mehrband-durch eine 1-Band Maschine einen quadratischen blow-up der Zeitschranke erleidet. Gibt eszeite�zientere Simulationen? Die Antwort lautet: Zumindest in Einzelf�allen geht es nichtbesser! Man kann n�amlich mit informationstheoretischen Methoden (Technik der sogenann-ten "Crossing Sequences\) zeigen, dass bestimmte Sprachen (wie zum Beispiel die Spracheder Palindrome) in DTime2(n) n DTime1(o(n2)) liegen. Eine solche Sprache kann also voneiner 2-Band DTM in Linearzeit erkannt werden, aber von keiner 1-Band DTM in subqua-dratischer Zeit.Satz 2.4 (Zweites Bandreduktionstheorem f�ur DTMs)DTimeSpace(T; S) � DTime2(T logS) :Beweis Wir m�ussen im Wesentlichen zeigen, dass eine k-Band DTM M mit Zeitschran-ke T und Platzschranke S simulierbar ist durch eine 2-Band DTM M 0 mit ZeitschrankeT logS. M 0 verwendet Band 2 als eine Art "Schmierblatt\ und bringt die Inschriften der kB�ander von M alle auf ihrem Band 1 unter. �Ahnlich wie bei der Simulation im Beweis zum1. Bandreduktionstheorem wird Band 1 aus mehreren Spuren bestehen und es wird wiederdie Technik des Shiftens von Bandinschriften eingesetzt werden. Um aber den quadratischenBlow-up der Zeitschranke zu vermeiden, wird die Bandinschrift diesmal in einer geeignet"aufgelockerten Form\ abgespeichert, so dass nicht jedes Mal die gesamte Inschrift in einenShift mit einbezogen werden muss. Die Simulationsidee mit dem Shiften von Bandinschriftensetzen wir als bekannt voraus. Es folgen haupts�achlich Details zur "Technik der aufgelocker-ten Speicherung\ und der resultierenden Zeitanalyse.Band 1 von M 0 besitzt insgesamt 2k "Spuren\, d.h., das Bandalphabet von M 0 enth�altSupersymbole aus �2m. Auf diese Weise stehen 2 Spuren pro Band von M zur Verf�ugung.Einschub Wir konzentrieren uns ab jetzt auf die Arbeit von M 0 auf zwei (einem Band vonM entsprechenden) Spuren ihres ersten Bandes. Die Anzahl der Rechenschritte, die wirauf diese Weise ermitteln, muss im Prinzip mit k multipliziert werden, da die gleicheArbeit f�ur jedes der k Spurpaare zu leisten ist.M 0 unterteilt die Zellen von Band 1 in Bl�ocke : : : ; B�2; B�1; B0; B1; B2; : : : , wobei BlockB0 aus 1 Zelle und Bl�ocke B�i und Bi f�ur i � 1 aus 2i�1 Zellen bestehen. Die Inschrift16



des betre�enden Bandes von M erhalten wir, indem wir auf den beiden korrespondierendenSpuren des 1. Bandes von M 0 die Bl�ocke von links nach rechts auslesen, wobei innerhalbeines Blockes die obere Spur zuerst gelesen wird. Zum Beispiel enthalten die beiden Spuren� � � �3 �3 �3 �3 �2 �2 �1 0 1 2 2 3 3 3 3 � � �� � � A B C D F H I � � �� � � E G J K L M N O � � �(mit den Blocknummern in der obersten Zeile) die Inschrift ABCDEFGHIJKLMNO.Dass die Bl�ocke im obigen Beispiel entweder leer, halbvoll oder voll sind, ist kein Zufall, daM 0 w�ahrend der Simulation von M folgende Invarianzbedingungen einh�alt:1. Die (korrekt ausgelesene) Inschrift zweier Spuren von Band 1 von M 0 ist stets gleichder Inschrift des betre�enden Bandes von M .2. F�ur jedes Paar von Spuren (zur Darstellung eine Bandes von M) und jede Nummeri � 1 eines Blockes gilt genau eine der folgenden beiden Bedingungen5:(0) Bi und B�i sind beide halbvoll.(1) Bi ist voll und B�i ist leer (oder umgekehrt).B0 ist stets halbvoll.Es ist hilfreich den aktuellen Status der Bl�ocke durch einen Bitvektor b anzuzeigen mit bi = 0bzw. bi = 1, falls Bedingung (0) bzw. Bedingung (1) gilt.Wieviel Arbeit kommt auf M 0 zu, wenn die Inschrift zweier Spuren von Band 1 geshiftetwerden muss? Wir betrachten einen Rechtsshift (wobei die �Uberlegungen f�ur einen Linksshiftv�ollig analog sind). M 0 geht zur Implementierung eines Rechtsshifts vor wie folgt6:1. Suche die minimale Nummer i � 1 eines nicht-vollen Blockes Bi.2. F�ur j = i�1; : : : ; 0 transportiere die Inschrift des Blockes Bj in die unterste freie Spurvon Bj+1.3. Transportiere die unterste besetzte Spur von B�i in die obere Spur vonB�(i�1); : : : ; B�1und die untere Spur von B0.Wir wollen an dem obigen Beipiel die Wirkung eines Rechtsshiftes illustrieren. Der erstenicht-volle Block mit einer positiven Blocknummer ist B3. Der Rechtsshift erstreckt sichdemnach auf die Bl�ocke B�3; : : : ; B3 und f�uhrt zu folgenden Ergebnis:� � � �3 �3 �3 �3 �2 �2 �1 0 1 2 2 3 3 3 3 � � �� � � A B C H I J K � � �� � � D E F G L M N O � � �5Hierbei betrachten wir (um unn�otige Fallunterscheidungen zu vermeiden) die Bl�ocke Bi und B�i als"halbvoll\, wenn sie noch unbenutzt sind (wenn also der Kopf 1 von M 0 bei seiner Arbeit auf diesen beidenSpuren den Bereich der Bl�ocke B�(i�1); : : : ; Bi�1 noch nicht verlassen hat).6Das folgende Man�over geht wegen der gew�ahlten Blockgr�o�en und der geltenden Invarianzbedingungenimmer gut! 17



Beachte, dass der Rechtsshift nur f�ur einen Teil der Bl�ocke, n�amlich f�ur die Bl�ocke mitNummern von �i bis i, durchgef�uhrt werden muss. Um dies deutlich zu machen, sprechenwir von einer Bi-Operation. Unter Verwendung eines Schmierblattes (Band 2) kann M 0 eineBi-Operation in c2i Schritten (f�ur eine geeignet gew�ahlte Konstante c) ausf�uhren. F�ur dieZeitanalyse der geschilderten Simulation stellen sich zwei grunds�atzliche Fragen:Frage 1 Wieviele Bl�ocke werden im Laufe der Simulation benutzt?Frage 2 Wieviele Bi-Operationen werden im Laufe der Simulation durchgef�uhrt?Die Antwort auf die erste Frage ist einfach: da B�i und Bi f�ur i � 1 zusammen (auf zweiSpuren) stets 2i Symbole speichern, benutzt M 0 h�ochstens s � log(S(n) + 1) viele Bl�ocke.Zur Antwort auf die zweite Frage verwenden wir die Technik der amortisierten Analyse.7 Zudiesem Zweck betrachten wir die "Potenzialfunktion\�i := i�1Xj=1 bj2j :Einschub Die Grundidee zur amortisierten Analyse (geschildert am vorliegenden Fall) istdie folgende. Eine Bi-Operation ist um so teurer, je gr�o�er die Nummer i ist. Wirwerden f�ur eine teure Operation dadurch "belohnt\ werden, dass das �i-Potenzial aufeinen deutlich niedrigeren Level sinkt. Da die Potenzialfunktion niemals negative Werteannimmt und (wie wir noch zeigen werden) sie auch nur in begrenztem Umfang wachsenkann, kann die Anzahl der Bi-Operationen nicht "beliebig gro�\ sein (was nat�urlichpr�aziser ausgedr�uckt werden wird).Wir wollen die Ver�anderung von �i analysieren, die durch eine Bi-Operation ausgel�ost wird.Vor der Bi-Operation gilt (oBdA im Falle eines Rechtsshiftes):1. b1 = � � � = bi�1 = 1, d.h., B1; : : : ; Bi�1 sind voll und B�1; : : : ; B�(i�1) sind leer.2. Entweder sind Bi und B�i beide halbvoll (und somit bi = 0) oder Bi ist leer und B�iist voll (und somit bi = 1).Nach der Bi-Operation gilt:1. b1 = � � � = bi�1 = 0, d.h., B1; : : : ; Bi�1 sowie B�1; : : : ; B�(i�1) sind halbvoll.2. Entweder sind Bi und B�i beide halbvoll (und somit bi = 0) oder Bi ist leer und B�iist voll (und somit bi = 1). Wenn Bi vorher halbvoll war, ist er nun voll (bi wechseltvon 0 auf 1). Wenn Bi vorher leer und B�i vorher voll war, so sind beide Bl�ocke nunhalbvoll (bi wechselt von 1 auf 0.)7Ein paar weiter f�uhrende Bemerkungen zu dieser wichtigen Analysetechnik sind im Begleitmaterial zurVorlesung enthalten.
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In jedem Fall ergibt sich, dass eine Bi-Operation das Potenzial �i um Pi�1j=1 2j = 2i � 2verkleinert. F�ur i � 2 betr�agt die Potenzialverkleinerung mindestens 2i�1. Dar�uberhinausergibt sich, dass eine Bk-Operation mit k 6= i das Potenzial �i maximal um 1 vergr�o�ert(und evtl. sogar verkleinert). Beachte, dass das anf�angliche Potenzial stets 0 ist. (Hier nutzenwir die Konvention, dass unbenutzte Bl�ocke als halbvoll betrachtet werden.) Es bezeichnemi die Gesamtzahl aller w�ahrend der Simulation durchgef�uhrten Bi-Operationen. Beachte,dass Psi=1mi = T (n), da jeder simulierte Schritt f�ur ein i 2 f1; : : : ; sg eine Bi-Operationausl�ost. Das �i-Potenzial kann daher h�ochstens T (n)-mal um 1 inkrementiert werden. Nachder Durchf�uhrung der mi vielen Bi-Operationen muss �i (mit i � 2) demnach die Bedingung0 � T (n)�mi2i�1erf�ullen, woraus sich mi � T (n)2i�1ergibt. Da trivialerweise m1 � T (n), ist diese Bedingung f�ur i = 1 ebenfalls erf�ullt. DieLaufzeit T 0(n) (bezogen auf eines der k Spurpaare) ergibt sich aus den Gesamtkosten allerBi-Operationen f�ur i = 1; : : : ; s:T 0(n) � sXi=1 mic2i � 2csT (n) � 2cT (n) log(1 + S(n)) :F�ur die Gesamtlaufzeit (bezogen auf alle k Spurpaare und inklusive des Aufwandes f�ur einegeeignete Initialisierung) ergibt sich eine Zeitschranke der Form T logS. 2Folgerung 2.5 DTime(T ) � DTime2(T logT ).Der Vollst�andigkeit halber geben wir noch das folgende Resultat an (dessen Beweis wirin den �Ubungen diskutieren):Satz 2.6 (Zweites Bandreduktionstheorem f�ur NTMs) NTime(T ) = NTime2(T ).Bei der Zeitanalyse von nicht-deterministischen Turing-Maschinen k�onnte man sich alsostets auf 2-Band NTMs zur�uck ziehen. 2-Band DTM hingegen erleiden im Vergleich zuMehrband DTMs evtl. einen kleinen "Blow-up\ der Zeitschranke um einen logarithmischenFaktor.
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3 Beziehungen zwischen den Komplexit�atsklassen3.1 Kontrolle der RessourcenschrankenEine Schl�usseltechnik zur Analyse der Beziehungen zwischen verschiedenen Komplexit�ats-klassen ist die Simulation einer TM M durch eine andere TM M 0. Dabei wird es von Bedeu-tung sein, dassM 0 ihre Ressourcenschranken nicht �uberschreitet. Unter Umst�anden muss eineSimulation von M durch M 0 erfolglos abgebrochen werden, wenn sie zur �Uberschreitung derRessourcenschranke f�uhren w�urde. Wie aber kann M 0 die Kontrolle dar�uber bewahren? DieBeantwortung dieser Frage beruht auf den Konzepten der Platz- und Zeitkonstruierbarkeit.De�nition 3.1 (Platzkonstruierbarkeit) Eine Funktion S : N! N hei�t platzkonstru-ierbar, wenn die Funktion 1n 7! 1S(n) von einer S-platzbeschr�ankten DTM berechnet werdenkann.Die Hauptanwendung der Platzkonstruierbarkeit besteht darin, ein Bandsegment der Gr�o�eS(n) abzustecken (zum Beispiel mit Endmarkierungen auf der Zelle am weitesten linksbzw. rechts). Dies geschieht oft in Verbindung mit einer Simulation, welche abgebrochenwird, wenn sie zum Verlasssen des abgesteckten Bandsegmentes f�uhren w�urde.De�nition 3.2 (Zeitkonstruierbarkeit) Eine Funktion T : N ! N hei�t zeitkonstruier-bar, wenn die Funktion 1n 7! bin(n) von einer T -zeitbeschr�ankten 2-Band DTMM berechnetwerden kann.Die Hauptanwendung der Zeitkonstruierbarkeit besteht darin, einen Bin�arz�ahler mit bin(T (n))zu initialisieren und dann in Verbindung mit einer Simulation als "Uhr\ zu verwenden: nachjedem Schritt in der Simulation wird der Z�ahler um 1 dekrementiert; erreicht er den Wert 0(Zeit abgelaufen), dann wird die Simulation abgebrochen.8Die folgenden Beobachtungen (Beweise in den �Ubungen) zeigen, dass die Klasse derkonstruierbaren Funktionen sehr reichhaltig ist:1. Jede konstante Funktion n 7! c mit c 2 N ist platz- und zeitkonstruierbar.2. Die Funktionen n 7! jbin(n)j = 1 + blognc, n 7! blognc und n 7! dlogne sindplatzkonstruierbar.3. Die Funktionen n 7! n und n 7! 2n sind platz- und zeitkonstruierbar.4. Platz- und zeitkonstruierbare Funktionen sind abgeschlossen unter Addition und Mul-tiplikation.5. Alle Polynome mit Koe�zienten aus N (aufgefasst als Funktionen von N nach N) sindplatz- und zeitkonstruierbar.Konvention Mit einem "Polynom\ meinen wir im Folgenden stets ein Polynom mit Koef-�zienten aus N, das als Funktion von N nach N (oder manchmal auch als Funktionvon N0 nach N0) aufgefasst wird.8Mit einer amortisierten Analyse l�asst sich zeigen, dass der "Overhead\ zum Zur�uckz�ahlen desBin�arz�ahlers von bin(T (n)) auf 0 durch O(T (n)) Rechenschritte beschr�ankt ist.20



3.2 Das Rate-Veri�kations-PrinzipDTMs k�onnen wir im Prinzip als NTMs mit genau einer Alternative pro Rechenschritt auf-fassen. Wir werden in diesem Abschnitt NTMs so normalisieren, dass sie genau zwei Alterna-tiven pro Rechenschritt haben und zudem nach dem sogenannten Rate-Veri�kations-Prinzipvorgehen.Jede NTM l�asst sich ohne wesentlichen E�zienzverlust (unver�anderte Zeit- und Platz-schranken) simulieren durch eine NTM, die pro Rechenschritt genau zwei Alternativen zurVerf�ugung hat (s. �Ubung). Wenn es genau zwei Alternativen pro Schritt gibt, sagen wir"Alternative 0\ und \Alternative 1\, dann kann die NTM die "nicht-deterministischen Ent-scheidungen\ an den Anfang stellen und auf einer Eingabe w 2 �n vorgehen wie folgt:1. Rate einen Bin�arstring u 2 f0; 1g�.92. Vollziehe die durch u beschriebene deterministische (!) Rechnung der Maximall�ange juj,bei der in Schritt i die Alternative ui gew�ahlt wird. Falls nach juj Schritten keine End-kon�guration erreicht wurde, dann stoppe verwerfend. Wurde eine Endkon�gurationerreicht, dann stoppe (und zwar akzeptierend gdw die Endkon�guration alzeptierendist).Es bezeichne h�; �i : �� � �� ! ��eine injektive in Linearzeit berechen- und invertierbare Abbildung, welche Wortpaaren (u; w)ein Wort hu; wi �uber dem gleichen Alphabet � zuordnet. Intuitiv k�onnen wir hu; wi als eineKodierung des Paares (u; w) anschauen, wobei Kodierung und Dekodierung in Linearzeitdurchf�uhrbar sind. Eine denkbare Kodierung w�are zum Beispiel(u1 � � �um; w1 � � �wn) 7! u1u1 � � �umum0w1w1 � � �wnwn :Unsere Ausf�uhrungen zum Rate-Veri�kations-Prinzip lassen sich in folgendem Resultat zu-sammen fassen:Satz 3.3 (Rate-Veri�kations-Theorem) Wir betrachten Sprachen �uber einem festen Al-phabet �. Es gilt L 2 NTime(T (n)) gdw eine Sprache L0 und eine Konstante c > 0 existieren,so dass L = fw 2 ��j 9u 2 �cT (jwj) : hu; wi 2 L0g = fw 2 ��j 9u 2 �� : hu; wi 2 L0g (8)und die Mitgliedschaft von hu; wi in L0 von einer DTM in O(juj + T (jwj)) vielen Schrittengetestet werden kann.Beweis Sei zun�achst L 2 NTime(T ) voraus gesetzt. Es sei dann M eine T -zeitbeschr�anktenach dem Rate-Veri�kations-Prinzip vorgehende NTM mit L = LM . W�ahle die Konstante9Bei bekannter Zeitschranke T w�urde es ausreichen, u von der L�ange cT (n) (f�ur eine geeignete Konstantec) zu w�ahlen. Ohne Kenntnis einer Zeitschranke w�urde auch die L�ange von u von der NTM "geraten\.21



c > 0 hinreichend gro�, so dass zu jeder Eingabe w 2 L der L�ange n eine akzeptierendeRechnung von M der L�ange cT (n) existiert. W�ahle L0 als die Sprache aller W�orter der Formhu; wi mit der Eigenschaft, dass M , angesetzt auf die um Bin�arstring u erweiterte Eingabew, in der deterministischen Veri�kationsphase eine akzeptierende Rechnung durchf�uhrt. Of-fensichtlich gen�ugen c und L der Bedingung (8). Bleibt zu zeigen, dass die Mitgliedschaftvon hu; wi in L0 von einer geeigneten DTM M 0 in O(T (jwj) vielen Schritten getestet werdenkann. Wir erhalten eine solche DTM M 0, indem wir aus Eingabe hu; wi zun�achst die W�orteru und w extrahieren und anschlie�end das deterministische Programm f�ur die Veri�kations-phase von M verwenden.Sei nun umgekehrt voraus gesetzt, dass eine Konstante c und eine Sprache L0 2 DTime(T )mit den im Satz beschriebenen Eigenschaften existieren. Es bezeichne M 0 die DTM, welchedie Mitgliedschaft von hu; wi in L0 in O(juj+ T (jwj)) Schritten testet. Wir erhalten eine T -zeitbeschr�ankte NTM M mit L = LM , indem wir zun�achst einen String u 2 �� raten, dannhu; wi der DTMM 0 zum "Fra� vorwerfen\ und genau dann akzeptieren, wennM 0 akzeptiert.Gem�a� (8) hat M auf Eingabe w 2 �n nur dann eine akzeptierende Rechnung, falls w 2 L.Falls w 2 L, dann gibt es sogar eine akzeptierende Rechnung der L�ange O(T (n)). 2In der Logik bezeichnet ein k-stelliges Pr�adikat eine Funktion Q(x1; : : : ; xk) mit demBooleschen Wertebereich f0; 1g (wobei 1 f�ur "true\ und 0 f�ur "false \ steht). Es bezeichnehx1; : : : ; xki eine in Linearzeit berechen- und invertierbare injektive Abbildung, die k-Tupeln(x1; : : : ; xk) von Strings einen String hx1; : : : ; xki �uber dem gleichen Alphabet zuordnet.Wir sagen, dass Q von einer T -zeitbeschr�ankten bzw. S-platzbeschr�ankten DTM berechnetwerden kann, wenn eine T -zeitbeschr�ankte bzw. S-platzbeschr�ankte DTM existiert, die alsAkzeptor von LQ := fhx1; : : : ; xkij Q(x1; : : : ; xk)gauftritt. In der Sprache der Logiker liest sich das Rate-Veri�kations-Theorem dann so:Folgerung 3.4 Es gilt L 2 NTime(T ) gdw f�ur eine geeignete Konstante c 2 N ein zwei-stelliges Pr�adikat Q(u; w) existiert, welches von einer DTM in O(juj + T (jwj)) Schrittenberechnet werden kann und zu L die BeziehungL = fw 2 ��j 9u 2 �cT (jwj) : Q(u; w)g = fw 2 ��j 9u 2 �� : Q(u; w)gunterh�alt.In der Sprache der Logiker werden NTMs gewisserma�en �uber�ussig. Der Nichtdeterminis-mus dr�uckt sich in einem Existenz-Quantor aus.3.3 Verh�altnis von Determinismus und Nicht-DeterminismusR; S; T seien Ressourcenschranken. Trivialerweise giltDTimeSpace(T; S) � NTimeSpace(T; S)22



und somit auch DTime(T ) � NTime(T ) und DSpace(S) � NSpace(S) ;da sich eine DTM als Spezialfall einer NTM au�assen l�asst.Wie steht es umgekehrt mit deterministischen Simulationen nicht-deterministischer Ma-schinen? Zu diesem Thema werden wir drei Simulationen kennen lernen:1. Zun�achst gehen wir von einer T -zeitbeschr�ankten NTM aus und simulieren diese miteiner 2O(T )-zeit- und T -platzbeschr�ankten DTM. Die Simulation beruht auf dem Rate-Veri�kationsprinzip verbunden mit "Exhaustive Search\.2. Anschlie�end simulieren wir eine S-platzbeschr�ankte NTM durch eine S2-platzbeschr�ank-te DTM. Die Simulation benutzt Rekursion und die Technik des "Ariadne-Fadens\. DasResultat ist als "Satz von Savitch\ bekannt.3. Schlie�lich simulieren wir eine S-platzbeschr�ankte NTM durch eine 2O(S)-zeitbeschr�ank-te DTM. Die Simulation benutzt das Konzept des Kon�gurationsgraphen und Graph-explorationstechniken.Der folgende Satz besagt, dass NTMs prinzipiell durch DTMs simuliert werden k�onnen,(vermutlich) aber nur unter wesentlichem Verlust an Zeite�zienz:Satz 3.5 F�ur jede platzkonstruierbare Zeitschranke T gilt:NTime(T ) � DTimeSpace �2O(T ); T � � DSpace(T ) :Beweis Sei L 2 NTime(T ) und L0 2 DTime(T ) die im Rate-Veri�kations-Theorem be-schriebene Sprache mit w 2 L, 9u 2 �cT (jwj) : hu; wi 2 L0 :Wir k�onnen eine T -zeit- (und somit auch T -platzbeschr�ankte) DTM M 0 mit LM 0 = L0 zueinem Akzeptor von L machen, indem wir M 0 die Eingaben hu; wi f�uru = �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :der Reihe nach "zum Fra� vorwerfen\. Dabei werden zwei Abbruchbedingungen verwendet:1. M 0 akzeptiert hu; wi.In diesem Falle akzeptieren wir w und stoppen die Simulation.2. Bin�arstring u w�urde in der n�achsten Iteration die L�ange cT (n) �uberschreiten.In diesem Falle verwerfen wir w und stoppen die Simulation.Beachte, dass die zweite Abbruchbedingung wegen der Platzkonstruierbarkeit von T (undsomit auch cT ) leicht erkannt werden kann. Wir kommen nun zur Zeit- und Platzanalyse.Schlimmstenfalls m�ussen wir M 0 f�ur alle Bin�arstrings u der Maximall�ange cT (n) auf hu; wiansetzen. Dies ergibt die Zeitschranke 2O(T (n)). Da wir jede Simulation von M 0 auf hu; wi23



auf dem gleichen Bandsegment ablaufen lassen k�onnen, brauchen wir nur den Platz, den M 0ben�otigt plus den Platz den der Bin�arz�ahler u ben�otigt. Dies ergibt die Platzschranke T (n).2Bevor wir zur n�achsten Simulation �uber gehen, schieben wir eine kleine Zwischen�uber-legung ein. Bei einer platzbeschr�ankten Turing-Maschine ist auf Anhieb nicht klar, ob sie�uberhaupt auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten anh�alt. Allerdings gibt es nurendlich viele Kon�gurationen, in die sie auf Eingaben der L�ange n geraten kann. F�ur eine S-platzbeschr�ankte k-Band Turing-Maschine mit einem zus�atzlichen Read-only Eingabebandzum Beispiel erhalten wir f�ur die Menge Kn der m�oglichen Kon�gurationen f�ur Eingaben derL�ange n die folgende Ungleichung:jKnj � jZj � n � Sk(n) � j�jkS(n) :Hierbei ist jZj ist die Anzahl der Zust�ande, n die Anzahl der Positionen des Lesekopfes f�urdie Eingabe, S(n) die Anzahl der Positionen des Kopfes f�ur ein Arbeitsband und j�jS(n) dieAnzahl der Beschriftungen eines Arbeitsbandes. Da es insgesamt k Arbeitsb�ander gibt gehendie Faktoren S(n) und j�jS(n) in die angegebene Schranke in der k-ten Potenz ein. Im FalleS(n) � logn gilt o�ensichtlich: jKnj = 2O(S(n) :Der folgende Satz besagt, dass es relativ platze�ziente deterministische Simulationennichtdeterministischer Maschinen gibt (lediglich quadratischer "blow-up\ der Platzschranke):Satz 3.6 (von Savitch) Es sei S(n) � logn eine platzkonstruierbare Platzschranke. Danngilt NSpace(S) � DSpace2(S) :Beweis Es sei L 2 NSpace(S) und M eine NTM mit Platzschranke S und L = LM . Wegendes 1. Bandreduktionstheorems d�urfen wir voraus setzen, dass M lediglich ein Arbeitsband(und evtl. ein weiteres Read-only Eingabeband) besitzt. Wegen S(n) � logn existiert eineKonstante c, so dassM auf Eingaben der L�ange n maximal 2cS(n) Kon�gurationen annehmenkann. Es bezeichne K0(w) die Startkon�guration von M (bei Eingabe w 2 �n), K+ eineoBdA eindeutige akzeptierende Endkon�guration und Kn die Menge aller auf Eingaben derL�ange n denkbaren Kon�gurationen (mit jKnj � 2cS(n)). Die Platzkonstruierbarkeit von S(n)wird im Folgenden ben�otigt, um alle Kon�gurationen aus Kn systematisch (zum Beispiel inlexicographischer Ordnung) durchlaufen zu k�onnen.Betrachte folgende Relation auf Kn:K `tM K 0 :,M kann K in maximal t Rechenschritten nach K 0 �uberf�uhren.Es sei T := 2cS(n). Beachte, dass jede Rechnung von M mit mindestens T Schritten eineKon�guration mehrfach durchl�auft. "Zykelfreie\ Rechnungen von M auf Eingabe w dauerndaher weniger als T Schritte. Somit gilt:w 2 LM , K0(w) `TM K+ :24



Wir wollen aufzeigen, wie die Beziehung K0(w) `TM K+ deterministisch mit PlatzschrankeS2 getestet werden kann. Der Schl�ussel hierzu liegt in folgendem rekursiven Ansatz:K `2sM K 0 , 9K 00 2 Kn : K `2s�1M K 00 ^K 00 `2s�1M K 0 :Es bezeichne TEST eine rekursive Boolesche Prozedur, die auf Parametern K;K 0; s den WertTRUE ausgibt gdw K `2sM K 0. F�ur s = 0 kann diese Prozedur leicht ausgewertet werden, daK `20M K 0 bedeutet, dass K 0 eine direkte Folgekon�guration von K bez�uglich der NTM Mist. F�ur s � 1 kann TEST rekursiv ausgewertet werden:TEST(K;K 0; s) := _K002Kn TEST(K;K 00; s� 1) ^ TEST(K 00; K 0; s� 1) :Um w 2 L zu testen, starten wir den Aufruf TEST(K0(w); K+; cS(n)). Es resultiert einRekursionsbaum der Tiefe cS(n).Wir haben abschlie�end die Frage zu kl�aren, wie eine S2-platzbeschr�ankte DTM M 0 denProzeduraufruf TEST(K0(w); K+; cS(n)) (und die dadurch ausgel�osten rekursiven Aufrufe)implementieren kann. Die wesentliche Idee ist, den Rekursionsbaum niemals vollst�andig aufsBand zu schreiben, sondern immer nur den aktuellen "Ariadne-Faden\. Dies sind die Infor-mationen, die einem Pfad im Rekursionsbaum von der Wurzel (erster Aufruf von TEST)bis zum aktuellen Knoten (aktueller Aufruf von TEST) entsprechen. Zur Speicherung desAriadne-Fadens verwendet M 0 eines ihrer B�ander als Kellerspeicher. Zu jedem neuen Kno-ten auf dem Ariadne-Faden (neuer rekursiver Aufruf TEST(K;K 0; s)) wird dabei ein neuerInformationsblock (genannt FRAME(K;K 0; s)) in den Keller gepusht. Wir werden weiterunten sehen, dass ein FRAME die L�ange O(S(n)) besitzt. Da der Ariadne-Faden maximalaus cS(n) Knoten besteht (dies ist die Tiefe des Rekursionsbaumes) ergibt sich somit diePlatzschranke S2.Bleibt zu zeigen, dass eine FRAME-Gr�o�e von O(S(n)) Zellen ausreicht, um die Rekursionam Laufen zu halten. Beim Aufruf TEST(K;K 0; s) werden die folgenden Informationen inden Keller gepusht:- die aktuellen Eingabeparameter K;K 0 2 Kn und s 2 f1; : : : ; cS(n)g- den aktuellen Wert der lokalen "Laufvariable\ K 00 2 Kn (von der wir annehmen, dasssie die Kon�gurationen aus Kn in lexicographischer Ordnung durchl�auft)- die Boolesche Variable SUCCESS (initialisiert auf FALSE) zur Speicherung des Ergeb-niswertes des ersten rekursiven Aufrufs TEST(K;K 00; s� 1)Wir bezeichnen das Bandsegment mit diesen Informationen mit FRAME(K;K 0; s). O�en-sichtlich reichen O(S(n)) Zellen f�ur einen FRAME aus.Zu jeder festen Zwischenkon�guration K 00 2 Kn verf�ahrt M 0 wie folgt:1. Der erste rekursive Aufruf TEST(K;K 00; s�1) wird get�atigt (d.h., FRAME(K;K 00; s�1) wird angelegt). 25



2. Bei erfolgloser R�uckkehr aus Aufruf 1 wird K 00 lexicographisch inkrementiert (fallsm�oglich) und zu Schritt 1 zur�uck gegangen. Falls jedoch K 00 bereits die lexicographischletzte Kon�guration in Kn war (keine weitere Inkrementierung m�oglich) wird der Auf-ruf TEST(K;K 0; s) erfolglos terminiert, d.h., M 0 l�oscht FRAME(K;K 0; s) und kehrterfolglos in den darunter liegenden FRAME (sofern vorhanden) zur�uck.3. Bei erfolgreicher R�uckkehr aus Aufruf 1 wird SUCCESS auf TRUE gesetzt und derzweite rekursive Aufruf TEST(K 00; K 0; s� 1) get�atigt.4. Bei erfolgloser R�uckkehr aus Aufruf 2 wird SUCCESS auf FALSE zur�uck gesetzt undansonsten so vorgegangen wie bei der erfolglosen R�uckkehr aus Aufruf 1.105. Bei erfolgreicher R�uckkehr aus Aufruf 2 wird der Aufruf TEST(K;K 0; s) erfolgreichterminiert, d.h., M ' l�oscht FRAME(K;K 0; s) und kehrt erfolreich in den darunter lie-genden FRAME zur�uck.Bei dieser Vorgehensweise merkt sich M 0 in der endlichen Kontrolle, ob sie sich in einerPUSH- (neuer rekursiver Aufruf, neuer FRAME) oder POP-Phase (R�uckkehr aus einemAufruf, FRAME l�oschen) be�ndet. In einer POP-Phase merkt sie sich zudem, ob sie ausdem Aufruf des zuletzt gel�oschten FRAME's erfolgreich oder erfolglos zur�uck kehrt.Wenn M 0 irgendwann ihren Keller vollst�andig geleert hat, wurde gerade der FRAME desinitialen Aufrufes TEST(K0(w); K+; cS(n)) gel�oscht. Zu diesem Zeitpunkt wei� M 0 in derendlichen Kontrolle, ob dieser Aufruf erfolgreich war. Sie akzeptiert die Eingabe w gdw diesder Fall ist.Aus unserer Diskussion geht hervor, dass w 2 L von M 0 korrekt getestet und dass diePlatzschranke S2 respektiert wird. 2Satz 3.7 Es sei S(n) � logn eine platzkonstruierbare Platzschranke. Dann giltNSpace(S) � DTime(2O(S)) :Beweis Es sei L 2 NSpace(S) undM eine S-platzbeschr�ankte NTM mit L = LM . Konstantec > 0, K0(w), K+ und Kn mit jKnj � 2cS(n) seien gew�ahlt wie im Beweis zum Satz vonSavitch. Wir betrachten diesmal Kn als die Knotenmenge eines Digraphen Gn(M), wobeiwir eine gerichtete Kante von K nach K 0 ziehen, wenn K 0 eine direkte Folgekon�gurationvon K bez�uglich der NTM M ist. O�ensichtlich giltw 2 LM , Es gibt in Gn(M) einen Pfad von K0(w) nach K+.Der Digraph Gn(M) hat maximal 2cS(n) Knoten und maximal (2cS(n))2 = 22cS(n) Kanten.Erreichbarkeitsprobleme, wo nach Pfadverbindungen zwischen zwei Knoten gefragt wird,sind mit einfachen Graphexplorationstechniken zeite�zient l�osbar. Eine DTM ben�otigt beiDigraphen der Gr�o�e N hierf�ur maximal O(Nk) Schritten (f�ur eine geeignete Konstante k).Wegen (22cS(n))k = 22kcS(n) ergibt sich die Zeitschranke 2O(S). 2Der im Beweis verwendete Digraph Gn(M) hei�t der Kon�gurationsgraph von M .10Wie merktM 0, ob sie aus dem 1. oder 2. rekursiven Aufruf f�ur Zwischenkon�gurationK 00 zur�uck kehrt?Antwort: am Booleschen Wert von SUCCESS. TRUE zeigt an, dass die R�uckkehr aus die 2. Aufruf erfolgte.26



3.4 Die Platz-Zeit-HierarchieWir f�ugen den uns inzwischen bekannten Beziehungen zwischen Komplexit�atsklassen nochdie folgenden hinzu:DTime(R) � DSpace(R) und NTime(R) � NSpace(R) :Diese ergeben sich einfach daraus, dass jeder Besuch einer noch unbesuchten Zelle mindestenseinen Rechenschritt erfordert. Es ergibt sich nun die folgende Situation f�ur eine platzkon-struierbare Ressourcenschranke R:DSpace(R) � NSpace(R) � DTime �2O(R)� � NTime �2O(R)�� NSpace �2O(R)� = DSpace �2O(R)� :Bei der letzten Gleichung wurde der Satz von Savitch benutzt.
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4 Die universelle Turing-MaschineWir sind von modernen programmierbaren Computern gewohnt, dass es sich um "generalpurpose\ Rechner handelt, die beliebige Rechnungen ausf�uhren k�onnen, solange diese durchProgramme beschreibbar sind. Ein "general purpose\ Rechner hat streng genommen zweiEingaben:- das auszuf�uhrende Programm- die eigentlichen EingabedatenDiese Grundvorstellung ist auf Turing-Maschinen �ubertragbar und f�uhrt zum Konzept deruniversellen Turing-Maschine. Um aber das Programm (sprich: die Turing-Tafel) einer spezi-ellen Turing-Maschine M zur Eingabe einer universellen Maschine machen zu k�onnen, brau-chen wir ein Kodierungsschema, welches M einen (bin�aren) Kodierungsstring zuordnet.11Wir besprechen als erstes ein f�ur unsere Zwecke geeignetes Kodierungsschema. Bei einer1-Band Turing-Maschine M mit ZustandsmengeZ = fz0; : : : ; zr�1gund Bandalphabet � = fa0; : : : ; as�1gk�onnen wir jeden Zustand zi mit der Nummer i 2 f0; : : : ; r � 1g und jedes Symbol aj mitder Nummer j 2 f0; : : : ; s � 1g identi�zieren. Eine Richtungsangabe d 2 fL;R;Ng f�ur dieKopfbewegung k�onnen wir auch als Nummer au�assen, indem wir L (Bewegung nach links)mit der Nummer 1, R (Bewegung nach rechts) mit der Nummer 2 und N (keine Bewegung)mit der Nummer 0 identi�zieren. Auf diese Weise kann ein Eintrag�(zi; aj) = (zi0; aj0; d)der Turing-Tafel mit dem String##bin(i)#bin(j)#bin(i0)#bin(j 0)#N(d) 2 f0; 1; 2;#g�identi�ziert werden, wobei N(d) 2 f0; 1; 2g die Nummer der Richtungsangabe d bezeichnetund bin(n) die Bin�ardarstellung von n. Wir erhalten einen (reduzierten) Kodierungsstring f�urM , indem wir den String bin(r)#bin(s) (genannt die Pr�aambel von M) mit allen Strings f�urdie Eintr�age der Turing-Tafel von M konkatenieren. Aus beweistechnischen Gr�unden wirdes sp�ater vorteilhaft sein, f�ur jede Turing-Maschine unendlich viele Kodierungsstrings zurVerf�ugung zu haben. Deshalb erlauben wir dem reduzierten Kodierungsstring f�ur M einenbeliebigen String aus f#g+ voran zu stellen und sprechen dann von einem (expandierten)Kodierungsstring von M . Schlie�lich k�onnen wir mit Hilfe der Substitution0 7! 00; 1 7! 01; 2 7! 10;# 7! 1111In der Rekursionstheorie wird dieser Kodierungsstring G�odelnummer von M genannt und die Verwand-lung von M in eine Nummer bezeichnet man als G�odelisierung.28



zu bin�aren (reduzierten bzw. expandierten) Kodierungsstrings �ubergehen. Nicht jeder Bi-n�arstring ist ein syntaktisch korrekt gebildeter Kodierungsstring einer Turing-Maschine. F�urillegale Strings legen wir aber eine (beliebig aber fest gew�ahlte) "Default-Turing-Maschine\fest, so dass ab jetzt folgendes gilt:1. Jede Einband Turing-Maschine ist durch unendlich viele bin�are Kodierungsstrings re-pr�asentiert.2. Jeder Bin�arstring repr�asentiert eine Einband Turing-Maschine.Wir k�onnen f�ur k-Band Turing-Maschinen nach einem analogen Schema vorgehen. Im fol-genden bezeichne Wk(M) den reduzierten bin�aren Kodierungsstring f�ur eine k-Band Turing-Maschine M . Umgekehrt bezeichne (f�ur eine vorher vereinbarte Anzahl k von B�andern) Mw,die durch den Bin�arstring w gegebene k-Band Turing-Maschine.Satz 4.1 F�ur jedes k � 2 gibt es eine universelle k-Band DTM Uk, die auf einer Eingabeder Form hw; xi mit einem legalen12 (evtl. expandierten) Kodierungsstring w der L�ange pf�ur eine k-Band DTM Mw und einem eigentlichen Eingabestring x der L�ange n das folgendeleistet:- Extraktion des reduzierten Kodierungsstrings w0 (sagen wir der L�ange p0) und deseigentlichen Eingabestrings x in O(p+ n) Schritten- Simulation von Mw auf Eingabe xWeiterhin gilt:1. Ein Schritt von Mw wird von Uk in O(p0) Schritten simuliert.2. Wenn Mw auf Eingabe x maximal T (n) Schritte rechnet, so dauert die Simulationmaximal O(p0T (n)) Schritte.3. Wenn Mw im Laufe der Rechnung auf Eingabe x maximal S(n) Zellen besucht, dannbesucht Uk im Laufe der Simulation maximal O(p0S(n)) Zellen.F�ur 1-Band DTMs gelten die analogen Aussagen, au�er dass die Zeitschranke der Simulationeinen "blow-up\ um den Faktor p20 (statt p0) erleidet.Der Beweis dieses Satzes wird in der Vorlesung vorgerechnet. Ein analoger Satz gilt auch f�urNTMs.12Wenn wir verlangen, dass Uk illegale Strings erkennt (und dann die "Default-DTM\ simuliert) verschlech-tert sich die Laufzeit der Simulation etwas (s. �Ubung). Wir sind im Folgenden aber bereits zufrieden, wennsie f�ur legale Kodierungsstrings w korrekt arbeitet.
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5 Platz- und Zeithierarchien5.1 Der allgemeine HierarchiesatzSeien R1; R2 : N ! N zwei Ressourcenschranken und C;D zwei Ressourcenarten (wie zumBeispiel DTime oder NSpace). Um einen Hierarchiesatz der FormC(R1) � D(R2)zu beweisen, gen�ugen folgende Voraussetzungen:1. Die Ressourcenschranke R2 ist kontrollierbar, d.h., jede Turing-Maschine kann so mo-di�ziert werden, dass sie ihre Rechnung fr�uhzeitig abbricht, falls ansonsten die Res-sourcenschranke durchbrochen w�urde.2. Die Komplexit�atsklasse D(R2) ist abgeschlossen unter Komplement, d.h, aus L 2D(R2) folgt stets �L = �� n L 2 D(R2).3. D(R2) ist ist universell f�ur C(R1), d.h., es gibt Turing-Maschinen U und U 0 mit fol-genden Eigenschaften:(a) Wenn U auf Eingabe hw; xi gestartet wird, dann simuliert sie (unter Kontrolleder Ressourcenschranke R2) die Turing-Maschine Mw auf Eingabe x. Falls dieSimulation fr�uhzeitig abgebrochen wird, wird Eingabe hw; xi verworfen. Falls dieSimulation unter Beachtung der Ressourcenschranke R2 zu Ende gef�uhrt werdenkann, dann wird hw; xi akzeptiert gdw x von Mw akzeptiert wird.(b) F�ur alle Turing-Maschinen M , die die Ressourcenschranke R1 respektieren (wasLM 2 C(R1) impliziert), f�ur alle w mit M = Mw und alle hinreichend langenStrings x, kann U die Simulation von Mw auf x (unter Beachtung der Ressour-censchranke R2) zu Ende f�uhren.(c) Wenn U 0 auf Eingabe w gestartet wird, dann berechnet sie zun�achst hw;wi undarbeitet auf dieser Eingabe wie U . Falls U 0 also nicht fr�uhzeitig abbricht, dannwird Eingabe w akzeptiert gdw w von Mw akzeptiert wird.(d) F�ur alle Turing-Maschinen M , die die Ressourcenschranke R1 respektieren (wasLM 2 C(R1) impliziert) und f�ur alle hinreichend langen expandierten Kodierungs-strings w mit M = Mw kann U 0 die Simulation von Mw auf w (unter Beachtungder Ressourcenschranke R2) zu Ende f�uhren.Satz 5.1 (Allgemeiner Hierarchiesatz) Unter den genannten Voraussetzungen an C(R1)und D(R2) gilt C(R1) � D(R2).BeweisWir beweisen zun�achst C(R1) � D(R2). Sei L 2 C(R1), M ein Akzeptor von L, derdie Ressourcenschranke R1 respektiert und w ein Kodierungsstring f�ur M . Gem�a� unsererVoraussetzungen existiert ein n0 2 N, so dass U f�ur alle Eingaben x mit jxj � n0 dieSimulation von Mw auf x unter Beachtung der Ressourcenschranke R2 zu Ende f�uhren kann.Betrachte folgende Variante U [w] von U : 30



- Auf Eingabe x mit jxj � n0 berechnet U [w] zun�achst hw; xi und arbeitet auf dieserEingabe dann wie U .- Eingaben x mit jxj < n0 werden in Linearzeit mit Hilfe der endlichen Kontrolle bear-beitet und akzeptiert gdw x 2 L.O�ensichtlich ist U [w] ein Akzeptor von L, der die Ressourcenschranke R2 respektiert, woraussich L 2 D(R2) ergibt.Wir haben nachzuweisen, dass eine Sprache in D(R2) n C(R1) existiert. Zu diesem Zweckbetrachten wir zun�achst die Sprache LU 0 . Da U 0 ihre Ressourcenschranke kontrolliert, giltLU 0 2 D(R2). Da D(R2) unter Komplement abgeschlossen ist, gilt weiterhin LU 0 2 D(R2).Wir behaupten, dass LU 0 =2 C(R1) und machen (im Sinne eines Beweises durch Widerspruch)dieAnnahme LU 0 2 C(R1).Widerspruch Gem�a� der Annahme existiert ein Akzeptor M von LU 0 , der die Ressourcen-schranke R1 respektiert. Gem�a� der im allgemeinen Hierarchiesatz geltenden Voraus-setzungen kann U 0 f�ur hinreichend lange Kodierungsstrings w von M die Simulationvon Mw auf w unter Beachtung der Ressourcenschranke R2 zu Ende f�uhren. Es ergibtsich der Widerspruch w 2 LU 0 , w 2 LM , w 2 LU 0 :Hierbei gilt die erste �Aquivalenz, weilM ein Akzeptor von LU 0 ist; die zweite �Aquivalenzgilt, weil U 0 die Simulation von M =Mw auf w zu Ende f�uhren kann. 25.2 Die Voraussetzungen des allgemeinen HierarchiesatzesUm die Kontrollierbarkeit von Ressourcenschranken zu gew�ahrleisten, werden wir bei Zeit-schranken die Zeitkonstruierbarkeit und bei Platzschranken die Platzkonstruierbarkeit for-dern. Wie damit die Beachtung der Ressourcenschranke erzwungen werden kann, wurde anfr�uherer Stelle bereits diskutiert.Zu einer Komplexit�atsklasse C bezeichne co-C die Klasse der zugeh�origen Komplemen-t�arsprachen: co-C := f�Lj L 2 Cg :Der Abschluss unter Komplement ist f�ur deterministische Komplexit�atsklassen relativ leichtzu beweisen:Satz 5.2 co-DTimek(T ) = DTimek(T ). 31



Beweis Sei L 2 DTimek(T ) und M eine T -zeitbeschr�ankte k-Band DTM mit L = LM .Wir erhalten eine T -zeitbeschr�ankte k-Band DTM �M mit L �M = LM , indem wir bei Makzeptierende und nicht-akzeptierende Zust�ande vertauschen. 2Folgerung 5.3 co-DTime(T ) = DTime(T )Satz 5.4 F�ur Platzschranken S(n) � logn gilt co-DSpace(S) = DSpace(S).Beweis Wir f�uhren den Beweis unter der Zusatzvoraussetzung, dass S platzkonstruierbarist. In der �Ubung diskutieren wir einen Beweis, der ohne diese Voraussetzung auskommt.Das Argument des Vertauschens von akzeptierenden und nicht-akzeptierenden Zust�andenist hier nicht ausreichend, da M eine Eingabe w auch dadurch verwerfen k�onnte, dass sieunendlich lange rechnet. Die wesentliche Schwierigkeit besteht also darin zu zeigen, dass Mso normalisiert werden kann, dass sie auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten stoppt.Da die Anzahl der Kon�gurationen auf Eingaben der L�ange n durch 2cS(n) beschr�ankt ist,gen�ugt es hierzu, mit einem Bin�arz�ahler die Anzahl der Rechenschritte mit zu z�ahlen und beiZ�ahlerstand 2cS(n) (also eine Bin�arzahl mit einer Eins gefolgt von cS(n) Nullen) verwerfend zustoppen. (Beachte, dass dieser Z�ahlerstand erkannt werden kann, da S als platzkonstruierbarvoraus gesetzt wurde.) 2�Uberraschenderweise kann man den Abschluss unter Komplement auch f�ur nicht-deterministischePlatzkomplexit�atsklassen13 nachweisen:Satz 5.5 (Immerman, Szelepsc�enyi) Es sei S(n) � logn eine platzkonstruierbare Platz-schranke. Dann gilt co-NSpace(S) = NSpace(S).In der Vorlesung Theoretische Informatik wurde der Beweis f�ur den Spezialfall S(n) = ngef�uhrt (Abschluss der kontextsensitiven Sprachen unter Komplement). Da der Beweis desallgemeinen Satzes sehr �ahnlich ist, lassen wir ihn aus (s. �Ubung).Die Voraussetzung der Universalit�at wird (bei geeigneter Wahl der RessourcenschrankenR1; R2) mit Hilfe von Satz 4.1 garantiert werden k�onnen.5.3 Spezielle Hierarchies�atzeIn diesem Abschnitt k�onnen ein paar spezielle Hierarchies�atze "wie reife Fr�uchte\ geerntetwerden.Satz 5.6 Es sei T2 zeitkonstruierbar und T1 = o(T2). Dann gilt DTimek(T1) � DTimek+1(T2).Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem allgemeinen Hierarchiesatz, dessen Voraussetzun-gen (wie eine einfache �Uberlegung zeigt) erf�ullt sind. (Band k+1 dient dabei der "universellenDTM\ U zur Kontrolle der Zeitschranke.)13F�ur nicht-deterministische Zeitkomplexit�atsklassen ist die Frage des Abschlusses unter Komplement eino�enes Problem. 32



Folgerung 5.7 Es sei T2 zeitkonstruierbar und T1 logT1 = o(T2). Dann gilt DTime(T1) �DTime(T2).Beweis Die Voraussetzung der Universalit�at gilt nicht so ohne Weiteres, da die "universelleDTM" mit Zeitschranke T2 irgend eine feste Anzahl k von B�andern zugewiesen bekommt,dann aber evtl. nicht ohne Zeitverlust DTMs mit Zeitschranke T1 und gr�o�erer Anzahl vonB�andern simulieren kann. Der Beweis ergibt sich aber unter Einsatz des 2. Bandreduktions-theorems wie folgt:DTime(T1) � DTime2(T1 logT1) � DTime3(T2) � DTime(T2) : 2Es sei daran erinnert, dass f�ur Platzschranken die Bandanzahl irrelevant ist (s. 1. Ban-dreduktionstheorem). Wir formulieren nun den Platzhierarchiesatz, dessen Beweis sich un-mittelbar daraus ergibt, dass die Voraussetzungen des allgemeinen Hierarchiesatzes erf�ulltsind:Satz 5.8 Es sei S2(n) � logn platzkonstruierbar und S1 = o(S2). Dann gilt DSpace(S1) �DSpace(S2) und NSpace(S1) � NSpace(S2).Abschlie�end geben wir ein zwei weitere Hierarchies�atze (jeweils ohne Beweis) an:Satz 5.9 Es sei T2 zeitkonstruierbar und T1 = o(T2). Dann gilt f�ur alle k � 2: DTimek(T1) �DTimek(T2).Im Vergleich zu Satz 5.6 ben�otigen die T2-zeitbeschr�ankten DTMs hier kein Band k + 1. ImBeweis wird gezeigt, dass der Z�ahler zur Kontrolle der Zeitschranke auf ra�nierte Weise aufden B�andern 1; : : : ; k untergebracht werden kann, ohne die Zeite�zienz der "universellenDTM\ U zu beeintr�achtigen.Satz 5.10 Es sei T2 zeitkonstruierbar und T1(n) � T1(n+ 1) = o(T2(n)). Dann gilt f�ur allek � 1: NTimek(T1) � NTimek+1(T2).Der Beweis dieses Satzes kann nicht auf den allgemeinen Hierarchiesatz zur�uck greifen, dawir den Abschluss unter Komplement nicht garantieren k�onnen. Aus Satz 5.10 kann man(s. �Ubung) folgendes ableiten:Folgerung 5.11 Es sei T2 zeitkonstruierbar und T1 = o(T2). Dann gilt NTime(T1) �NTime(T2).
33



6 P versus NPEs bezeichne POL die Funktionsklasse der Polynome (mit Koe�zienten aus N). Im weiterenVerlauf der Vorlesung sind wir besonders an den folgenden Komplexit�atsklassen interessiert:L := DSpace(logn)NL := NSpace(logn)P := DTime(POL)NP := NTime(POL)PSpace := DSpace(POL) Savitch= NSpace(POL)Wir erinnern nochmals an die (sogenannte) Platz-Zeit-Hierarchie zu einer beliebig vorgege-benen platzkonstruierbaren Ressourcenschranke S(n) � logn:DSpace(R) � NSpace(R) � DTime �2O(R)� � NTime �2O(R)�� NSpace �2O(R)� = DSpace �2O(R)� :Speziell f�ur R(n) = logn ergibt sichL � NL � P � NP � PSpace : (9)Dem Platzhierarchiesatz f�ur NTMs entnehmen wir, dass die InklusionNL � PSpaceecht ist. Die Inklusionskette (9) muss also an einer Stelle zwischen NL und PSpace zerrei�en.Es wird vermutet, dass jede einzelne Inklusion in (9) echt ist. Dies konnte bis heute jedochweder bewiesen noch widerlegt werden. Die ber�uhmteste14 dieser o�enen Fragen betri�t dieKlassen P und NP : Ist die Inklusion P � NP echt?In diesem Kapitel werden wir versuchen, den derzeitigen Stand der "P versus NP\ Frageanzudeuten. Insbesondere gehen wir auf die Theorie der NP-H�arte bzw. NP-Vollst�andigkeitein und skizzieren, wie man mit NP-harten Problemen (die sich voraussichtlich einer im"worstcase\ optimalen und zugleich praktikablen Behandlung widersetzen) umgeht.Bevor wir die Komplexit�atsklasse NP n�aher behandeln, leiten wir aus dem allgemeinenRate-Veri�kationstheorem die folgende Beziehung zwischen den Klassen P und NP ab:Folgerung 6.1 Es gilt L 2 NP gdw eine Sprache L0 2 P und ein Polynom p existieren, sodass L = fw 2 ��j 9u 2 �p(jwj) : hu; wi 2 L0g = fw 2 ��j 9u 2 �� : hu; wi 2 L0g :Folgerung 6.2 Es gilt L 2 NP gdw ein Polynom p und ein zweistelliges in (deterministisch)Polynomialzeit berechenbares Pr�adikat Q(u; w) existieren, so dassL = fw 2 ��j 9u 2 �p(jwj) : Q(u; w)g = fw 2 ��j 9u 2 �� : Q(u; w)g :14Es handelt sich um das erste "Millenium Prize Problem\ auf der Liste des "Clay Mathematics Institute\(www.claymath.org). 34



Existenz kurzer e�zient entscheidbarer Zerti�kate Man nennt in diesem Zusam-menhang den String u das "Zerti�kat\ f�ur die Mitgliedschaft von w in L. Sprachen L 2 NPsind also dadurch charakterisiert, dass zum Nachweis von w 2 L ein Zerti�kat u existiert,dessen L�ange polynomiell in n = jwj beschr�ankt ist und das in Polynomialzeit �uberpr�uftwerden kann.6.1 Probleme in NPWir wollen in diesem Abschnitt demonstrieren, dass erstens die Klasse NP sehr reichhaltigist und wichtige Grundlagenprobleme enth�alt, und dass zweitens die Mitgliedschaft zu NPmeist verbl�u�end einfach zu beweisen ist.Da Sprachen mit Entscheidungsproblemen identi�ziert werden k�onnen, aber die Formu-lierung als Problem anregender klingt, sprechen wir oft von Problemen statt von Sprachen.Von folgenden Problemen l�asst sich leicht zeigen, dass sie zur Klasse NP geh�oren:SAT Satis�ability (Erf�ullbarkeitsproblem der Booleschen Logik)Eingabe Kollektion C1; : : : ; Cm von Booleschen Klauseln in n Booleschen Variablenx1; : : : ; xn. (Eine Boolesche Klausel ist eine Disjunktion von Booleschen Literalen.Ein Boolesches Literal ist eine negierte oder unnegierte Boolesche Variable.)Frage Existiert eine Belegung von x1; : : : ; xn mit 0 oder 1, die alle Klauseln erf�ullt,d.h., die dazu f�uhrt, dass C1; : : : ; Cm zu 1 ausgewertet werden?3-SAT Einschr�ankung von SAT auf Eingaben, deren Boolesche Klauseln aus jeweils 3 (paar-weise verschiedenen) Booleschen Literalen bestehen.CLIQUE Cliquenproblem.Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V;E) und eine Anzahl k.Frage Existiert in G eine Clique der Gr�o�e k, d.h., eine Menge C � V der M�achtigkeitk, deren Knoten paarweise in G benachbart sind?IS Independent Set (Unabh�angige Menge)Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V;E) und eine Anzahl k.Frage Existiert in G eine "independent set\ (unabh�angige Menge) der Gr�o�e k, d.h.,eine Menge U � V der M�achtigkeit k, deren Knoten paarweise in G nicht benach-bart sind?VC Vertex Cover (�Uberdeckung mit Knoten)Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V;E) und eine Anzahl k.Frage Existiert in G ein "vertex cover\ (�Uberdeckung mit Knoten) der Gr�o�e k, d.h.,eine Menge C � V der M�achtigkeit k, die von jeder Kante e 2 E mindestenseinen Randknoten enth�alt? 35



HS Hitting Set (Repr�asentantensystem)Eingabe Eine Kollektion von Teilmengen S1; : : : ; Sm aus f1; : : : ; ngFrage Existiert in G eine "hitting set\ (Repr�asentantensystem) der Gr�o�e k, d.h., eineMenge R � f1; : : : ; ng der M�achtigkeit k, die von jeder Menge Sj � f1; : : : ; ngmindestens ein Element enth�alt?SC Set Cover (�Uberdeckung mit Mengen)Eingabe Eine Kollektion von Teilmengen S1; : : : ; Sm aus f1; : : : ; ngFrage K�onnen k der gegebenen Teilmengen so ausgew�ahlt werde, dass jedes Ele-ment der Grundmenge f1; : : : ; ng �uberdeckt ist, d.h., existiert eine Menge J �f1; : : : ; mg der M�achtigkeit k so dass f1; : : : ; ng = [j2JSj?Subset Sum SummenproblemEingabe n Zahlen a1; : : : ; an 2 N sowie die "Summenzahl\ S 2 NFrage Kann man eine Auswahl (ohne Wiederholung) aus den Zahlen tre�en, welchezur Summe S f�uhrt, d.h., existiert eine Menge I � f1; : : : ; ng so dassPi2I ai = S?KP Knapsack (Rucksackproblem)Eingabe n Objekte mit Gewichten w1; : : : ; wn 2 N und Nutzen p1; : : : ; pn 2 N, eineGewichtsschranke W und eine Nutzenschranke P .Frage Kann man einen Rucksack R so packen, dass die Objekte in R einen Gesamt-nutzen von mindestens P und ein Gesamtgewicht von h�ochstens W besitzen, d.h.,existiert eine Menge I � f1; : : : ; ng, so dass Pi2I pi � P und Pi2I wi � W ?PARTITION Zerlegung in zwei gleich gro�e TeilsummenEingabe n Zahlen a1; : : : ; an 2 N.Frage Kann man diese Zahlen in zwei gleich gro�e Teilsummen zerlegen, d.h., existierteine Teilmenge I � f1; : : : ; ng, so dass Pi2I ai =Pj =2I aj?BP Bin Packing ProblemEingabe n Objekte der Gr�o�en a1; : : : ; an 2 N, m Beh�alter (=bins) der Bingr�o�e b.Frage Kann man die n Objekte unter Beachtung der Bingr�o�e in die m Beh�alterverpacken, d.h., existiert eine Zerlegung von f1; : : : ; ng in m paarweise disjunkteTeilmengen I1; : : : ; Im, so dass Pi2Ij ai � b f�ur alle 1 � j � m erf�ullt ist?DHC Directed Hamiltonian Circuit (Geichteter Hamiltonscher Kreis)Eingabe Ein Digraph G = (V;E)Frage Gibt es in G einen gerichteten Hamiltonschen Kreis, d.h., k�onnen wir mit Kan-ten aus E einen gerichteten Kreis formen, der jeden Knoten aus V genau einmaldurchl�auft? 36



HC Hamiltonian Circuit (Hamiltonscher Kreis)Dies ist das entsprechende Problem f�ur (ungerichtete) Graphen.TSP Travelling Salesman Problem (Problem des Handelsreisenden)Eingabe Eine Kostenschranke K, n St�adte C0; : : : ; Cn�1 und eine DistanzmatrixD =(dij)0�i;j�n�1, wobei di;j 2 N die Distanz zwischen Ci und Cj angibtFrage Existiert eine Rundreise durch C0; : : : ; Cn�1, deren Gesamtl�ange K nicht �uber-schreitet, d.h., existiert eine Permutation � von 0; : : : ; n� 1, so dassn�1Xi=0 d�(i)�(i+1modn) � K ?Metrisches TSP Einschr�ankung von TSP auf Eingaben, deren Distanzmatrix symmetrischist und die Dreiecksungleichung erf�ullt.COMPOSITES Menge der fakorisierbaren nat�urlichen ZahlenEingabe Eine Zahl N 2 N.Frage Ist N faktorisierbar, d.h., existieren zwei nat�urliche Zahlen N1; N2 � 2 mitN = N1 �N2?GC Graph Colorability (Graphenf�arbungsproblem)Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V;E) und eine Anzahl k.Frage Kann man die Knoten von G mit k Farben legal f�arben, d.h., existiert eineAbbildung f : V ! f1; : : : ; kg so f�ur alle Kanten fu; vg 2 E die Bedingungf(u) 6= f(v) erf�ullt ist (verschiedene Farben f�ur benachbarte Knoten)?3-GC Graph 3-Colorability (Graphenf�arbungsproblem bei 3 Farben)Einschr�ankung von GC auf den Fall k = 3.Lemma 6.3 Alle vorgenannten Probleme geh�oren zur Klasse NP.Beweis Wir beschr�anken uns hier auf SAT und CLIQUE. F�ur COMPOSITES wurde derBeweis an fr�uherer Stelle schon mal gef�uhrt. F�ur die anderen Probleme argumentiere analog.SAT Rate (nichtdeterministisch) eine Belegung a = (a1; : : : ; an) der Booleschen Variablenx1; : : : ; xn und veri�ziere (deterministisch) durch Auswerten der Booleschen KlauselnC1; : : : ; Cm, dass C1(a) = � � � = Cm(a) = 1.CLIQUE Rate (nichtdeterministisch) k Knoten v1; : : : ; vk aus V und veri�ziere (determi-nistisch) durch Nachsehen in den jeweiligen Adjazenzlisten (oder den jeweiligen Zeilender Adjazenzmatrix), dass sie paarweise in G benachbart sind.In jedem der genannten F�alle gibt es f�ur die zu akzeptierenden Eingaben wenigstens ei-ne akzeptierende Rechnung, wohingegen die zu verwerfenden Eingaben keine akzeptierendeRechnung besitzen. 2Diese trivialen Nachweise machen jeweils Gebrauch von der Existenz kurzer und e�ziententscheidbarer Zerti�kate. 37



6.2 NP-Vollst�andigkeitWenn auch das P -NP Problem bisher ungel�ost blieb, so ist es dennoch gelungen innerhalb derKlasse NP h�arteste Probleme | sogenannte NP -vollst�andige Probleme | zu identi�zieren,deren Zugeh�origkeit zu P die Gleichheit von P und NP implizieren w�urde. Das Werkzeugzum Nachweis der NP -Vollst�andigkeit sind die polynomiellen Reduktionen.De�nition 6.4 Eine Beziehung �POL zwischen formalen Sprachen hei�t abstrakte polyno-mielle Reduktion, wenn �POL transitiv ist und wenn L �POL L0 und L0 2 P impliziert, dassL 2 P.In De�nition 6.4 wurde der Begri� der polynomiellen Reduktion durch abstrakte Be-dingungen beschrieben. Die folgenden De�nitionen liefern konkrete "Inkarnationen\ diesesabstrakten Begri�es:De�nition 6.5 Seien L; L0 � �� formale Sprachen �uber einem Alphabet �. L hei�t poly-nomiell reduzierbar auf L0, in Zeichen L �pol L0, wenn eine in Polynomialzeit berechenbareAbbildung f : �� ! �� existiert mit der Eigenschaft8x 2 �� : x 2 L, f(x) 2 L0: (10)De�nition 6.6 Eine Funktion f : �� ! �� hei�t "logspace-berechenbar\, wenn sie voneiner DTM mit einem "read-only\ Eingabeband und einem "write-only\ Ausgabeband undlogarithmisch (in Eingabel�ange n) vielen besuchten Zellen auf den Arbeitsb�andern berechnetwerden kann.Falls L �pol L0 mit einer Reduktionsabbildung, die sogar logspace-berechenbar ist (was Be-rechenbarkeit in Polynomialzeit impliziert), dann nennen wor L logspace-reduzierbar auf L0und schreiben L �log L0.Lemma 6.7 Die Relationen "�pol\ und "�log\ sind abstrakte polynomielle Reduktionen.Der Beweis f�ur "�pol\ sollte aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein. DenBeweis f�ur "�log\ behandeln wir in den �Ubungen.De�nition 6.8 Sei �POL eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Spra-chen und L0 � ��.1. L0 hei�t NP -hart unter Reduktionen vom Typ �POL, wenn L �POL L0 f�ur alle L 2 NP.2. Falls zus�atzlich L0 2 NP gilt, dann hei�t L0 NP -vollst�andig unter Reduktionen vomTyp �POL.3. NP-hart bzw. NP-vollst�andig ohne explizite Spezi�kation des Reduktionstyps bedeuteimplizit NP-hart bzw. NP-vollst�andig unter der Reduktion "�pol\.4. NPC bezeichnet die Klasse der NP-vollst�andigen formalen Sprachen.38



Eine Hauptanwendung des Konzeptes der NP -H�arte wird aus folgendem Resultat ersicht-lich:Lemma 6.9 Sei �POL eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Sprachen.Aus der Existenz einer (unter Reduktionen vom Typ �POL) NP-harten Sprache L0 mit L0 2 Pw�urde dann P = NP folgen.Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den De�nitionen der polynomiellen Reduktion undder NP -H�arte.Lemma 6.9 unterstreicht die Bedeutung von NP -harten (und somit auch von NP -voll-st�andigen) Sprachen. Das folgende Lemma besagt, dass sich die NP -H�arte entlang von Re-duktionsketten vererbt.Lemma 6.10 Sei �POL eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Sprachen.Falls L0 �POL L00 und L0 ist NP-hart unter Reduktionen vom Typ �POL, dann ist auch L00NP-hart unter Reduktionen vom Typ �POL.Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Transitivit�at abstrakter polynomieller Reduktio-nen und der De�nition der NP -H�arte.Lemma 6.10 erlaubt einen \Stammbaum" NP -harter Probleme (Sprachen) zu kreierennach folgendem Muster:Initialisierung des Stammbaums Beweise dieNP -H�arte f�ur ein erstes Problem (dieWur-zel des Stammbaums).Erweiterung des Stammbaums Reduziere eines der im Stammbaum schon aufgenomme-nen Probleme polynomiell auf ein neues Problem.Dann ergibt sich aus der NP -H�arte des Problems an der Wurzel des Stammbaums durchiterierte Anwendung von Lemma 6.10 die NP -H�arte eines jeden im Stammbaum enthaltenenProblems. Lemma 6.9 besagt weiterhin, dass die abstrakte polynomielle L�osbarkeit eines derProbleme im Stammbaum die abstrakte polynomielle L�osbarkeit aller NP -Probleme impli-ziert. Abbildung 2 zeigt einen Ausschnitt aus dem Stammbaum NP -vollst�andiger Sprachen,der mit Hilfe von polynomiellen Reduktionen (vom Typ "�pol\) kreiert werden kann.15

15Die betre�enden Reduktionen sowie das Theorem von Cook (NP-Vollst�andigkeit von SAT) wurden inder Vorlesung Theoretische Informatik behandelt und werden an dieser Stelle nicht wiederholt.39
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Auch jedes Optimierungsproblem kann zu einem Konstruktionsproblem gemacht werden: �n-de eine L�osung, die billiger ist als eine vorgegebene Kostenschranke (bzw. wertvoller ist alseine vorgegebene Nutzenschranke). Eine andere Modi�kation eines Optimierungsproblemsbesteht darin, statt nach einer optimalen L�osung lediglich nach dem optimalen Kosten- oderNutzenwert zu fragen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Frage der polyno-miellen L�osbarkeit aller dieser Problemtypen weitgehend an Hand von geeignet de�niertenformalen Sprachen diskutiert werden kann. Salopp gesprochen gilt f�ur sequentielle Rechner 16:ENTSCHEIDEN = KONSTRUIEREN.Wegen dieser Gleichheit kann man sich (von einem theoretischen Standpunkt aus gesehen)zumeist auf Entscheidungsprobleme bzw. formale Sprachen (also auf das Studium von Kom-plexit�atsklassen) zur�uck ziehen.Unsere Vorgehensweise ist wie folgt. Zun�achst erinnern wir an die Diskussion des Pro-blems des Handelsreisenden ("Travelling Salesman Problem\ oder kurz "TSP\), dessen NP -Vollst�andigkeit aud der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein sollte. Alle wesent-lichen Ideen tauchen bereits in diesem Beispiel auf. Insbesondere werden wir Problemreduk-tionen kennen lernen, die nicht vom Typ "�pol\ oder "�log\ sind. Danach bringen wir die imTSP-Beispiel genannten Problemtypen in eine allgemeinere begri�ich gestra�te Form undf�uhren zwei neue Reduktionstypen (die "Turing-\ und die "Levin-Reduktion\) formal ein.6.3.1 Das Problem des HandelsreisendenTSP liest sich als Optimierungsproblem wie folgt. Gegeben sei eine (n � n)-DistanzmatrixD = (di;j)0�i;j�n�1, wobei di;j die Distanz von einer Stadt i zu einer Stadt j angibt. Gesuchtist die k�urzeste Rundreise durch alle n St�adte, also eine Permutation � von 0; : : : ; n� 1, diedie Kostenfunktion j�j := n�1Xi=0 d�(i);�(i+1modn)minimiert. �� bezeichne im Folgenden eine Permutation, die eine k�urzeste Rundreise re-pr�asentiert.Eine Abschw�achung des TSP-Optimierungsproblems ist das TSP-Wertoptimierungsproblem,bei welchem nur nach der L�ange einer k�urzesten Rundreise gefragt ist.TSP als Konstruktionsproblem hat als weiteren Eingabeparameter neben der Distanzma-trix D eine Kostenschranke K. Gesucht ist eine Rundreise mit Maximalkosten K (also einePermutation � mit j�j � K) bzw. die Meldung, dass eine solche Rundreise nicht existiert.Eine Abschw�achung des TSP-Konstruktionsproblems ist das TSP-Entscheidungsproblem,bei welchem nur gefragt ist, ob eine Rundreise mit Maximalkosten K existiert. Rundreisen(Permutationen), die die Kostenschranke K respektieren, nennen wir im Folgenden zul�assig.Wir wollen deutlich machen, dass alle vier Problemvarianten polynomiell verkn�upft sind,d.h., ein deterministischer Polynomialzeitalgorithmus f�ur eine Variante kann in einen ebensolchen Algorithmus f�ur alle anderen Varianten transformiert werden.16nicht jedoch f�ur Parallelrechner (worauf wir im Rahmen dieser Vorlesung allerdings nicht weiter eingehenk�onnen) 41



Die in Abbildung 3 dargestellte Hierarchie ist o�ensichtlich. Hierbei bedeutet A ! B,dass eine polynomiell zeitbeschr�ankte DTM M 0, die Problem (oder Problemvariante) Bl�ost, in eine polynomiell zeitbeschr�ankte DTM M f�ur Problem (oder Problemvariante) Atransformiert werden kann. Auf eine gri�ge Formel gebracht: Entscheiden ist nicht schwerer
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4Abbildung 3: Reduktion des Entscheidungsproblems auf das Optimierungsproblem.als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Optimieren.�Uberraschender ist, dass die Problemreduktionen in der obigen Hierarchie auch in derumgekehrten Richtung m�oglich sind, wie es in Abbildung 4 zu sehen ist. Gri�g formuliert:
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Abbildung 4: Reduktion des Optimierungproblems auf das Entscheidungsproblem.Optimieren ist nicht schwerer als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Ent-scheiden.Reduktion 5 Gegeben eine Prozedur zur L�osung des TSP-Wertoptimierungsproblems so-wie eine Prozedur zur L�osung des TSP-Konstruktionsproblems. Das TSP-Optimierungsproblemkann dann wie folgt gel�ost werden:1. Bestimme die L�ange K� einer k�urzesten Rundreise.2. Bestimme eine zul�assige Rundreise �� zu Distanzmatrix D und KostenschrankeK�.Reduktion 6 Gegeben eine Prozedur zur L�osung des TSP-Entscheidungsproblems, so er-halten wir die L�ange K� einer k�urzesten Rundreise mit Hilfe von Bin�arsuche (mehrDetails dazu in den �Ubungen). 42



Reduktion 7 Die Reduktion des Konstruktionsproblems auf das Entscheidungsproblem istdie interessanteste von allen. Sie macht sich die Eigenschaft der "Selbstreduzierbarkeit\von TSP zunutze. Selbstreduzierbarkeit ist ein wichtiges Konzept der Komplexit�ats-theorie, das sp�ater noch formal sauber besprochen werden wird. Nehmen wir im Fallevon TSP oBdA an, dass eine zul�assige Rundreise mit Maximalkosten K existiert. (An-dernfalls gibt es nichts zu konstruieren.) Die entscheidende Idee ist, bei jeder einzelnen"Kante\ (i; j) von Stadt i nach Stadt j zu testen, ob sie f�ur eine zul�assige Rundrei-se entbehrlich ist. Dazu werden ihre Kosten di;j versuchsweise auf K + 1 gesetzt. DieEntscheidungsprozedur verr�at uns dann, ob trotzdem noch eine zul�assige Rundreise (lo-gischerweise dann ohne Kante (i; j)) existiert. Falls ja, dann lassen wir di;j auf seinemhohen Wert. Dies ist nicht weiter schlimm, da wir uns zuvor von der Entbehrlichkeitder Kante (i; j) �uberzeugt haben. Falls aber die Entscheidungsprozedur signalisiert,dass keine zul�assige L�osung mehr existiert, dann setzen wir di;j auf seinen alten Wertzur�uck und nehmen Kante (i; j) in die die zu konstruierende Rundreise � auf. Da wirnur unter Zugzwang Kanten in � aufnehmen, entsteht auf diese Weise eine zul�assigeRundreise.176.3.2 Allgemeine SuchproblemeIm vorigen Abschnitt haben wir das TSP-Entscheidungsproblem, das TSP-Konstruktions-problem und das TSP-(Wert-)Optimierungsproblem diskutiert. In diesem Abschnitt werdenwir den abstrakten Begri� des Suchproblems so allgemein fassen, dass alle Problemvariantensich als Suchproblem darstellen lassen. Dies hat den Vorteil, dass De�nitionen zu Suchproble-men den Fall von Entscheidungsproblemen (formalen Sprachen), sowie Konstruktions- und(Wert-)Optimierungsproblemen mit abdecken.Es folgt die allgemeine De�nition des Suchproblems:De�nition 6.11 Ein Suchproblem ist gegeben durch eine Relation R � �� � ��. Zu einerEingabe x 2 �� ist eine R-zul�assige L�osung18 y 2 �� gesucht, d.h., ein y mit (x; y) 2 R.Eine DTM l�ost das Suchproblem, wenn sie f�ur jede Eingabe x 2 �� ein zul�assiges y ausgibt(falls m�oglich). Im folgenden bezeichne S(R) das zu Relation R assoziierte Suchproblem.Konstruktionsprobleme lassen sich in einer o�ensichtlichen Weise als Suchprobleme auf-fassen. Eine �ahnliche Bemerkung gilt aber auch f�ur Entscheidungsprobleme (formale Spra-chen) und (Wert-)Optimierungsprobleme, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen.Beispiel 6.12 Eine formale Sprache L � �� kann als Suchproblem zur RelationR(L) = f(x; �)j x 2 Lg (11)aufgefasst werden.17Die Ausf�ullung der Details in dieser Beweisskizze erfolgt in den �Ubungen. Der formale Beweis benutztdas folgende Konzept: eine Kantenmenge hei�t partielle L�osung, wenn sie durch Hinzuf�ugen weiterer Kantenzu einer zul�assigen Rundreise erg�anzt werden kann. Der Schl�ussel zum formalen Beweis liegt in der Einsicht,dass bei der oben beschriebenen Prozedur � zu jedem Zeitpunkt eine partielle L�osung ist.18Wenn R aus dem Kontext hervor geht, sprechen wir auch einfach von einer zul�assigen L�osung43



Beispiel 6.13 Das durch eine Relation R und eine Bewertungsfunktion val gegebene Mini-mierungsproblem | zu gegebener Eingabe x �nde eine R-zul�assige L�osung y mit minimalemWert val(x; y) | kann als Suchproblem zur RelationRval = f(x; y�) 2 Rj 8y : (x; y) 2 R =) val(x; y) � val(x; y�)g (12)aufgefasst werden. Eine analoge Bemerkung gilt f�ur Maximierungsprobleme und f�ur Wertop-timierungsprobleme.Ein Suchproblem k�onnte aus einem sehr banalen Grund schwer sein, zum Beispiel weildie zul�assigen y f�ur eine gegebene Eingabe x extrem lange W�orter sind. Evtl. braucht mandann superpolynomielle Zeit zum L�osen des Suchproblems, blo� weil das Aufschreiben derAusgabe eine zeitraubende Angelegenheit ist. Die folgende De�nition schlie�t diesen undweitere triviale Gr�unde f�ur die H�arte eines Suchproblems aus.De�nition 6.14 Eine Relation R hei�t polynomiell beschr�ankt, wenn ein Polynom p exi-stiert so dass f�ur alle (x; y) 2 R: jyj � p(jxj).R hei�t polynomiell entscheidbar, wenn eine polynomiell zeitbeschr�ankte DTM entscheidenkann, ob zwei vorgegebene W�orter x; y in Relation R zueinander stehen.R hei�t polynomiell veri�zierbar, wenn R polynomiell beschr�ankt und polynomiell entscheid-bar ist.Die Wertefunktion val(x; y) hei�t polynomiell auswertbar, wenn zu gegebenem (x; y) 2 R dieBin�ardarstellung von val(x; y) durch eine polynomiell zeitbeschr�ankte DTM berechenbar ist.Beispiel 6.15 Die Relation RTSP , die dem TSP-Konstruktionsproblem entspricht, enth�altgenau die Paare (x; y) mit x = (D;K), y = � und Permutation � repr�asentiert eine Rundrei-se mit Maximalkosten K bez�uglich der Distanzmatrix D.19 RTSP ist o�ensichtlich polynomiellveri�zierbar. Beim TSP-Optimierungsproblem verwenden wir die L�ange einer Rundreise alsWertefunktion. Diese ist o�ensichtlich polynomiell auswertbar.Eine besondere Rolle spielen in der Komplexit�atstheorie die sogenannten NP -Relationen:De�nition 6.16 Zu einer Relation R � �� � �� assoziieren wir die formale SpracheL(R) := fxj 9y : (x; y) 2 Rg: (13)R hei�t K-Relation (f�ur eine gegebene Komplexit�atsklasse K), falls L(R) 2 K. Insbesonderenennen wir R eine NP -Relation, falls L(R) 2 NP.Das folgende Resultat basiert wieder auf dem Rate-Veri�kationsprinzip:Lemma 6.17 R ist eine NP-Relation genau dann, wenn R polynomiell veri�zierbar ist,d.h., NP = fL(R)j R ist polynomiell veri�zierbarg: (14)Den o�ensichtlichen Beweis lassen wir aus.19Streng genommen ist x ein Wort, das auf eine "nat�urliche Weise\ D und K kodiert, und y ein Wort, das"auf nat�urliche Weise\ � kodiert. Wir gehen davon aus, dass Sie sich vorstellen k�onnen, wie man mathema-tische Objekte als W�orter �uber einem Alphabet kodiert und ziehen die informellere (aber weniger gestelzte)Formulierung vor. 44



6.3.3 Abstrakte polynomielle Reduktionen zwischen RelationenDie De�nitionen im Zusammenhang mit abstrakten polynomiellen Reduktionen und die sichdaraus ergebenden Lemmata lassen sich m�uhelos von formalen Sprachen auf Relationen (unddamit auf Suchprobleme) erweitern. Der Vollst�andigkeit halber listen wir die wesentlichenDe�nitionen und Tatsachen hier kurz auf:De�nition 6.18 Eine Beziehung "�POL\ zwischen Relationen hei�t abstrakte polynomiel-le Reduktion, wenn sie transitiv ist und wenn R �POL R0 und die L�osbarkeit von SR0 inPolynomialzeit impliziert, dass auch SR in Polynomialzeit l�osbar ist.De�nition 6.19 Sei �POL eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen undR0 � �� � ��.1. R0 hei�t NP -hart unter Reduktionen vom Typ "�POL\, wenn R �POL R0 f�ur alleNP-Relationen R.2. Falls zus�atzlich R0 selber eine NP-Relation ist, dann hei�t R0 NP -vollst�andig unterReduktionen vom Typ "�POL\.Lemma 6.20 Sei "�POL\ eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen. Ausder Existenz einer (unter Reduktionen vom Typ "�POL\) NP-harten Relation R0 mit poly-nomiell l�osbarem Suchproblem SR0 w�urde dann folgen, dass SR f�ur jede NP-Relation R inPolynomialzeit l�osbar ist.Lemma 6.21 Sei "�POL\ eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen. FallsR0 �POL R00 und R0 ist NP-hart unter Reduktionen vom Typ "�POL\, dann ist auch R00 NP-hart unter Reduktionen vom Typ "�POL\.6.3.4 Turing- und Levin-ReduktionenDie Problemreduktionen, die wir im Zusammenhang mit TSP skizziert haben, verlaufenzwischen allgemeinen Suchproblemen (und sind nicht vom Typ "�pol\). Um den hierf�urgeeigneten Reduktionsbegri� einzuf�uhren, ben�otigen wir zun�achst die De�nition der OrakelTuring Maschine.De�nition 6.22 Eine TM M mit einer Relation R als Orakel, genannt Orakel Turing Ma-schine (OTM) und notiert als M [R], verf�ugt �uber ein zus�atzliches Orakelband und drei aus-gezeichnete Zust�ande q?; q+; q�. Auf das Orakelband kann M ein beliebiges Wort x 2 ��schreiben und dann den Fragezustand q? annehmen. Das Orakel ersetzt dann Wort x durchein Wort y mit (x; y) 2 R (falls m�oglich) und M wechselt in den Zustand q+. Falls keinzul�assiges y existiert, wird x nicht ersetzt und M wechselt in den Zustand q�. Ansonsten�andert sich die Kon�guration der Maschine bei diesem �Ubergang nicht. Wenn die Maschineihre Frage auf dem Orakelband spezi�ziert hat, kostet sie das Befragen des Orakels und dasErhalten der Antwort nur zwei Schritte.2020Das Orakel spendiert die Antwort sozusagen kostenlos wie eine gute Fee.45



Falls eine Relation der Form R(L) f�ur eine formale Sprache L als Orakel verwendet wird,sprechen wir der Einfachheit halber von einem Orakel f�ur L, das wir als M [L] notieren.Deterministische (bzw. nichtdeterministische) Orakel Turing Maschinen bezeichnen wir kurzals DOTMs (bzw. NOTMs).Mit Hilfe der Orakel-Maschinen de�nieren wir Turing-Reduktionen wie folgt:De�nition 6.23 R hei�t Turing-reduzierbar auf R0 , in Zeichen R �T R0, falls eine polyno-miell zeitbeschr�ankte DTM M existiert, so dass die DOTM M [R0] das Suchproblem SR l�ost.Falls R = R(L), dann schreiben wir der Einfachheit halber L �T R0 statt R(L) �T R0. Eineanaloge Bemerkung gilt im Falle R0 = R(L0).O�ensichtlich ist eine polynomielle Reduktion L �pol L0 eine sehr spezielle Turing-Reduktion,bei der zun�achst f(x) aus x berechnet wird, um dann das Orakel f�ur L0 nach f(x) zu be-fragen. Insbesondere wird auch nur eine einzige Frage an das Orakel gestellt. Wie schon dieReduktion "�pol\ gilt auch f�ur "�T\:Lemma 6.24 Die Relation "�T\ ist ist eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Re-lationen.Mit Hilfe der Turing-Reduktionen k�onnen wir den Begri� der "Selbstreduzierbarkeit\pr�azise de�nieren.De�nition 6.25 R hei�t selbstreduzierbar, falls R �T L(R).In den �Ubungen werden wir uns (auf elementare Weise) von der Selbstreduzierbarkeit einigerkonkreter Relationen �uberzeugen. In der Vorlesung werden wir sp�ater nachweisen, dass alleNPC -Relationen selbstreduzierbar sind.Alle am TSP-Beispiel vorgef�uhrten Reduktionen waren Turing-Reduktionen. Man �uber-legt sich leicht, dass diese Reduktionen verallgemeinert werden k�onnen auf beliebige selbstre-duzierbare Relationen mit polynomiell auswertbaren Bewertungsfunktionen. Da alle NPC -Relationen selbstreduzierbar sind, ergibt sich f�ur eine breite Klasse von Problemen, dassEntscheiden, Konstruieren (Suchen) und Optimieren ungef�ahr gleich schwer sind. Dadurcherhalten wir die Berechtigung, uns beim Studium der Problemkomplexit�at auf Entschei-dungsprobleme (formale Sprachen) zur�uckzuziehen.Richard Karp (Universit�at Berkeley, Er�nder der polynomiellen Reduktion "�pol\) undStephen Cook (Universit�at Toronto, Er�nder der Turing-Reduktion "�T\) und waren zweider westlichen Protagonisten der NP -Vollst�andigkeitstheorie in den siebziger Jahren des vo-rigen Jahrhunderts. Zur gleichen Zeit wurde die Theorie im Osten von Levin vorangetrieben.Wir beschlie�en diesen Abschnitt mit dem von Levin vorgeschlagenen Reduktionstyp.De�nition 6.26 R hei�t Levin-reduzierbar auf R0 , in Zeichen R �L R0, wenn drei in Poly-nomialzeit berechenbare Abbildungen f; g; h : �� ! �� existieren, so dass f�ur alle x; y; z 2 ��folgendes gilt: x 2 L(R) , f(x) 2 L(R0) (15)(x; y) 2 R , (f(x); g(x; y)) 2 R0 (16)(f(x); y0) 2 R0 , (x; h(x; y0)) 2 R (17)46



Wir k�onnen f als eine Eingabetransformation au�assen, die gem�a� (15) eine polynomielleReduktion von L(R) auf L(R0) repr�asentiert. Abbildungen g und h sind L�osungstransforma-tionen: zu gegebener Eingabe x transformiert g gem�a� (16) eine R-zul�assige L�osung f�ur x ineine R0-zul�assige L�osung f�ur f(x); umgekehrt transformiert h gem�a� (17) eine R0-zul�assigeL�osung f�ur f(x) in eine R-zul�assige L�osung f�ur x.Eine Levin-Reduktion von R auf R0 impliziert nicht nur eine polynomielle Reduktion vonL(R) auf L(R0), sondern auch eine Turing-Reduktion von R auf R0:Lemma 6.27 R �L R0 =) R �T R0.Beweis Folgende DOTM mit einem Orakel f�ur R0 l�ost das Suchproblem SR in Polynomial-zeit:1. Transformiere x in f(x).2. Befrage das Orakel f�ur R0 nach einer R0-zul�assigen L�osung y0 f�ur f(x). (Falls diese nichtexistiert, so existiert wegen (15) auch keine R-zul�assige L�osung f�ur x.)3. Transformiere (x; y0) in h(x; y0) und gib h(x; y0) aus. (Wegen (17) ist h(x; y0) eine R-zul�assige L�osung f�ur x. 2Das folgende Resultat liegt auf der Hand:Lemma 6.28 Die Relation "�L\ ist eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Rela-tionen.
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6.3.5 Eine Versch�arfung des Cook'schen TheoremsDas Erf�ullbarkeitsproblem der Booleschen Logik, auch kurz SATISFIABILITY oder SAT ge-nannt, war historisch gesehen das erste "nat�urliche\ Problem, von welchem (durch StephenCook im Jahre 1971) die NP -Vollst�andigkeit gezeigt wurde. Es wurde dadurch zur Wurzeldes Stammbaums der unter polynomiellen Reduktionen NP -vollst�andigen Probleme. Wirerinnern zun�achst an den historischen Satz von Cook. Hernach beobachten wir, dass seinBeweis implizit ein etwas st�arkeres Resultat enth�alt, n�amlich die NP -Vollst�andigkeit der Re-lation RSAT unter Levin-Reduktionen. Diese (auf den ersten Blick wom�oglich unscheinbare)Erweiterung des Satzes von Cook wird uns im Abschnitt 6.3.6 erm�oglichen zu beweisen, dassjede NPC -Relation selbstreduzierbar ist.Theorem 6.29 (Satz von Cook) SAT ist NP-vollst�andig.Beweis Da der Beweis dieses Satzes aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt ist,rufen wir an dieser Stelle lediglich seine grobe Struktur in Erinnerung:(1) Wir haben uns bereits in Abschnitt 6.1 davon �uberzeugt, dass SAT zur Klasse NPgeh�ort. Somit gen�ugt es die NP -H�arte von SAT nachzuweisen, also zu zeigen, dass L �pol SATf�ur alle L 2 NP .(2) Ein nicht-deterministischer und polynomiell zeitbeschr�ankter Akzeptor M einer (be-liebigen aber festen) Sprache L 2 NP l�asst sich so normalisieren, dass f�ur geeignete Kon-stanten c1; c2 2 N und R(n) = nc1, T (n) = nc2 gilt:Raten Bei Eingaben der L�ange n r�at M zun�achst einen Bin�arstring r 2 f0; 1gR(n) undschreibt diesen in die Zellen �1; : : : ;�R(n).Veri�zieren Auf Zelle 0 wird Trennsymbol $ geschrieben. Zellen 1; : : : ; n enthalten weiter-hin die Eingabe w = w1 : : : wn. Gestartet auf Inschrift r$w (im Startzustand q0 undKopfposition 0) rechnet M deterministisch h�ochstens T (n) Schritte.Wir erinnern daran, dass genau die Eingaben w zu L geh�oren, zu denen ein Ratestring(Zerti�kat) r existiert, so dass M in der Veri�kationsphase r$w akzeptiert.(3) Aus w kann in Polynomialzeit eine Boolesche Formel F = Fw in konjunktiver Nor-malform berechnet werden, so dass gilt:w 2 L, 9r 2 f0; 1gR(n) :M akzeptiert r$w in der Veri�kationsphase, Fw erf�ullbar :Einschub: Die Feststellungen in (1),(2),(3) implizieren bereits den Satz von Cook. Dieim Folgenden fest gehaltenen Eigenschaften des ausf�uhrlichen Beweises aus der VorlesungTheoretische Informatik sind wichtig, um die Versch�arfung des Cook'schen Theorems zuerhalten.(4) Die Klauseln von Fw beschreiben im Wesentlichen die deterministische Rechnungvon M auf r$w in der Veri�kationsphase. Zu diesem Zweck verwendet Fw die folgendenBooleschen Variablen:Variable X Interpretation von X = 1Z(i; z) Zustand z zum Zeitpunkt iH(i; j) Kopfposition j zum Zeitpunkt iS(i; j; c) Bandsymbol c in Zelle j zum Zeitpunkt i48



Hierbei ist i = 0; : : : ; T (n) der Lau�ndex f�ur die Zeit, j = �T (n); : : : ; 0; : : : ; T (n) derLau�ndex f�ur die Zellnummern, z 2 ZM eine Zustandsvariable und c 2 �M die Variable f�urSymbole aus dem Bandalphabet.(5) Die Klauseln in Fw sind so konstruiert, dass sie h�ochstens dann erf�ullt werden k�onnen,wenn die Belegung der Variablen folgenden Bedingungen gen�ugt:1. F�ur jedes j 2 f1; : : : ; R(n)g existiert genau ein rj 2 f0; 1g mit S(0;�j; rj) = 1. F�uralle c 2 �M nfrjg muss S(0;�j; c) = 0 gelten. Somit gibt es eine "nat�urliche Bijektion\zwischen den Ratestrings r 2 f0; 1gR(n) und den sinnvollen Belegungen der VariablenS(0;�1; c); : : : ; S(0;�R(n); c).2. Gegeben die zu r 2 f0; 1gR(n) korrespondierende Belegung vonS(0;�1; c); : : : ; S(0;�R(n); c), so ist erzwungen, dass die �ubrigen Variablen gem�a� deroben angegebenen Interpretation belegt werden und somit die Rechung vonM auf r$win der Veri�kationsphase beschreiben.Bezeichnung: von r induzierte Variablenbelegung.Conclusio: Fw kann h�ochstens von Variablenbelegungen erf�ullt werden, die von einem r 2f0; 1gR(n) induziert werden.(6) Eine von r induzierte Variablenbelegung erf�ullt Fw genau dann, wenn M auf r$w inder Veri�kationsphase eine akzeptierende Rechnung vollzieht. 2Die Relation RSAT enth�alt alle Paare der Form (F; a), so dass folgende Bedingungengelten:� F repr�asentiert eine Kollektion von Booleschen Klauseln, sagen wir �uber n BooleschenVariablen.� a 2 f0; 1gn ist eine Boolesche Belegung dieser Variablen.� Belegung a erf�ullt alle in F enthaltenen Klauseln.O�ensichtlich gilt SAT = L(RSAT ).Folgerung 6.30 RSAT ist eine unter Levin-Reduktionen NP-vollst�andige Relation.Beweis Sei R eine NP -Relation. Somit gilt L = L(R) 2 NP . Der Beweis des Satzes von Cookliefert eine in Polynomialzeit berechenbare Eingabetransformation w 7! Fw, welche impliziteine polynomielle Reduktion von L = L(R) auf SAT = L(RSAT ) enth�alt. Zum Nachweis vonFolgerung 6.30 fehlt also nur die Angabe zweier geeigneter L�osungstransformationen:1. Es muss in Polynomialzeit m�oglich sein, ein Paar (w; r) 2 R in eine Fw erf�ullendeVariablenbelegung zu transformieren.Im Beweis des Satzes von Cook wurde gezeigt, dass die von r induzierte Variablenbele-gung die Formel Fw erf�ullt. Diese Belegung kann in der Tat aus (w; r) in Polynomialzeitberechnet werden, indem wir die deterministische Rechnung von M auf r$w in der Ve-ri�kationsphase laufen lassen und nebenbei die induzierte Variablenbelegung ausgeben.49



2. Es muss in Polynomialzeit m�oglich sein, ein Paar (Fw; a) mit einer Fw erf�ullenden Boo-leschen Belegung a in ein Zerti�kat r mit (w; r) 2 R zu transformieren.Im Beweis des Satzes von Cook wurde demonstriert, dass eine Fw erf�ullende Variablen-belegung von einem Ratestring r 2 f0; 1gR(n) induziert sein muss. Zudem muss r sogarein Zerti�kat f�ur die Aussage w 2 L(R) sein, woraus sich (w; r) 2 R ergibt. Weiter-hin l�asst sich r leicht aus der Belegung der Variablen S(0;�1; c); : : : ; S(0;�R(n); c)ermitteln.Damit hat sich eine Levin-Reduktion von R auf RSAT ergeben. 26.3.6 Selbstreduzierbarkeit aller NPC-RelationenDas Hauptresultat dieses Abschnittes ist die folgende Aussage �uber NPC -Relationen:Theorem 6.31 Jede NPC-Relation ist selbstreduzierbar.Beweis Wir beweisen zun�achst die Selbstreduzierbarkeit von RSAT :Behauptung RSAT �T SAT.Sei F = F (v1; : : : ; vn) eine Konjunktion von Klauseln �uber den Booleschen Variablenv1; : : : ; vn. Mit Hilfe eines SAT-Orakels k�onnen wir das Suchproblem zu RSAT l�osen wiefolgt:Vorabtest Wir fragen das Orakel, ob F erf�ullbar ist. Falls nicht, k�onnen wir mit der Mel-dung, dass keine erf�ullende Belegung existiert, abbrechen. Falls doch, dann weiter wiefolgt.Konstruktion einer erf�ullenden Belegung F�ur i � 0 und eine partielle Belegung(a1; : : : ; ai) 2 f0; 1gi bezeichne Fi = F (a1; : : : ; ai; vi+1; : : : ; vn) die vereinfachte Klau-selkonjunktion, die entsteht, wenn wir f�ur j = 1; : : : ; i die Variable vj durch die Boo-lesche Konstante aj ersetzen. 21 F�ur i = 0 ist noch keine Variable belegt, d.h., F0 � F .F�ur i = n sind alle Variablen belegt, d.h., Fn 2 fTRUE; FALSEg. Falls Fn � TRUE,dann handelt es sich bei a um eine erf�ullende Belegung. Eine partielle Belegung heissegut, wenn sie zu einer erf�ullenden Belegung fortgesetzt werden kann. Da der Vorabtestgarantiert, dass F � F0 erf�ullbar ist, ist die leere Belegung gut. Unsere Strategie be-steht darin, eine gute partielle Belegung von a1; : : : ; ai, 0 � i � n � 1, mit Hilfe desSAT-Orakels zu einer guten partiellen Belegung von a1; : : : ; ai; ai+1 zu erweitern. Fallsdies gelingt, k�onnen wir iterativ die gute leere Belegung zu einer guten vollst�andigen(und somit F erf�ullenden) Belegung fortsetzen. Nehmen wir also an, dass a1; : : : ; aieine gute partielle Belegung ist. Dann ist Fi erf�ullbar. Wir fragen das SAT-Orakel, obF (a1; : : : ; ai; 0; vi+2; : : : ; vn) erf�ullbar ist. Falls ja, dann setzen wir ai+1 = 0. Falls nein,dann muss erzwungenerma�en F (a1; : : : ; ai; 1; vi+2; : : : ; vn) erf�ullbar sein, und wir set-zen ai+1 = 1. Auf diese Weise gelangen wir nach n Iterationen zu einer F erf�ullendenBelegung a = (a1; : : : ; an).21Vereinfachungen: durch die partielle Belegung bereits erf�ullte Klauseln k�onnen eliminiert bzw. durchTRUE ersetzt werden; in den verbleibenden Klauseln k�onnen alle Literale Xj ; �Xj f�ur j = 1; : : : ; i entferntbzw. durch FALSE ersetzt werden. 50



Um Theorem 6.31 zu beweisen haben wir zu zeigen:Behauptung Sei R eine NPC -Relation. Dann gilt R �T L(R).Sei x eine Eingabe f�ur das Suchproblem zu R. Eine Anfrage an das L(R)-Orakel kl�artwieder vorab, ob �uberhaupt eine R-zul�assige L�osung f�ur x existiert. OBdA sei dies der Fall.Wir stehen nun vor dem Problem, mit Hilfe des L(R)-Orakels eine R-zul�assige L�osungy mit (x; y) 2 R zu konstruieren. Dazu gehen wir in zwei Phasen vor. Wir argumentie-ren zun�achst, dass die Konstruktion eines geeigneten y mit Hilfe des SAT-Orakels anstelledes L(R)-Orakels leicht durchzuf�uhren ist. Danach zeigen wir, dass ein L(R)-Orakel es aufeinfache Weise erlaubt, ein SAT-Orakel zu simulieren.F�ur Phase 1 bedienen wir uns der polynomiellen Levin-Reduktion von R auf RSAT , diegem�a� Folgerung 6.30 existieren muss. Sei f die zur Reduktion geh�orende Eingabetransfor-mation und h die zweite L�osungstransformation. (Vgl. De�nition 6.26.) Wir gehen dann vorwie folgt:� Transformiere x verm�oge f in eine Konjunktion Fx Boolescher Klauseln. Da x einezul�assige L�osung besitzt, muss Fx erf�ullbar sein.� Nutze die Selbstreduzierbarkeit von RSAT aus, um mit Hilfe eines SAT-Orakels eineFx erf�ullende Belegung a zu konstruieren.� Transformiere (Fx; a) verm�oge h in eine R-zul�assige L�osung y f�ur x.Dieses Verfahren ist o�ensichtlich polynomiell zeitbeschr�ankt. Einziger Sch�onheitsfehler: wirhaben real kein SAT- sondern nur ein L(R)-Orakel.In Phase 2 demonstrieren wir, dass man mit Hilfe eines L(R)-Orakels ein virtuelles SAT-Orakel bereitstellen kann. Dazu bedienen wir uns der polynomiellen polynomielle Reduktionvon SAT nach L(R), die wegen L(R) 2 NPC existieren muss. Sei f 0 die dazu geh�oren-de Eingabetransformation. Eine Anfrage an das SAT-Orakel nach der Erf�ullbarkeit von Fbeantworten wir wie folgt:� Transformiere F verm�oge f 0 in eine Eingabe x0 f�ur das Mitgliedschaftsproblem zu L(R).� Frage das L(R)-Orakel, ob x 2 L(R) und gib die Antwort aus.Da die polynomielle Reduktion garantiert, dass F genau dann erf�ullbar ist, wenn x0 2 L(R),ist die von uns ausgegebene Antwort korrekt. 2Wie aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein sollte, ist die Klasse NPCsehr reichhaltig. Die Eigenschaft der Selbstreduzierbarkeit gilt daher f�ur eine umfangreicheKlasse von Relationen. F�ur alle diese Relationen ist also das Konstruieren einer zul�assigenL�osung nicht wesentlich aufwendiger als das Entscheiden, ob eine solche L�osung existiert.Nichtsdestotrotz gibt es einige nat�urliche Relationen, deren Suchproblem vermutlich nichtin Polynomialzeit l�osbar ist und die vermutlich dennoch keine NPC -Relationen sind:COMPOSITES COMPOSITES liegt vermutlich in NPC n P :Das zugeh�orige Suchproblem ist das Faktorisierungsproblem: zu gegebener ZahlN �nde(falls m�oglich) eine Faktorisierung N = N1 �N2 mit N1; N2 � 2. W�are COMPOSITES51



NP -vollst�andig, dann w�are gem�a� Satz 6.31 die zugeh�orige Relation selbstreduzierbarund somit w�urde ein Primzahlorakel erlauben, das Faktorisierungsproblem zu l�osen.Da k�urzlich von Agrawal, Kayal und Saxena PRIMES 2 P bewiesen wurde, w�aredamit das Faktorisierungsproblem in Polynomialzeit l�osbar. Damit w�urden alle aufdiesem Problem basierenden Kryptosysteme (wie zum Beispiel das popul�are RSA-Cryptosystem) zusammenbrechen. Beim gegenw�artigen Stand der Forschung m�ussendie genannten Konsequenzen als unwahrscheinlich22 gelten. Von daher ist zu vermuten,dass COMPOSITES in NPC n P liegt.GRAPHENISOMORPHIE Das Graphenisomorphieproblem ist die Frage, ob zwei vor-gegebene Graphen G = (V;E); G0 = (V 0; E 0) mit jV j = jV 0j isomorph sind, d.h., sindbeide Graphen bis auf Umbenennung der Knoten gleich? Das zugeh�orige Suchproblemverlangt nach Angabe einer Isomorphie, also einer bijektiven Abbildung h : V ! V 0,so dass E 0 = f(h(v); h(w))j (v; w) 2 Eg. Wir werden zu einem sp�ateren Zeitpunktder Vorlesung (nach dem Abschnitt �uber die polynomielle Hierarchie von Stockmeyer)deutlich machen, warum vermutlich GRAPHENISOMORPHIE in NPC n P liegt.Im Unterschied zu COMPOSITES kann man bei GRAPHENISOMORPHIE auf einfacheWeise eine Turing-Reduktion vom Suchproblem auf das Entscheidungsproblem angeben. Diezentralen Ideen zum Nachweis der Selbstreduzierbarkeit sind wie folgt:� Eine partielle L�osung des Grpahenisomorphieproblems ist eine injektive Abbildung heiner Teilmenge U von V nach V 0, die zu einer Isomorphieabbildung fortsetzbar ist.Nehmen wir oBdA an, dass G und G0 isomorph sind. Dann ist die leere Abbildung mitDe�nitionsbereich U = ; eine partielle L�osung.� Die Idee ist, den De�nitionsbereich einer partiellen L�osung mit Hilfe des GRAPHEN-ISOMORPHIE-Orakels iterativ zu erweitern. Wenn wir testen k�onnten, ob eine Erwei-terung der Form h(w) = z mit w 2 V n U immer noch eine partielle L�osung ist, dannk�onnten wir durch Ausprobieren aller Kandidaten z schlie�lich eine Fortsetzung derpartiellen L�osung aus�ndig machen. Sch�onheitsfehler: Wir verf�ugen nicht �uber einensolchen "Fortsetzungstest\ sondern nur �uber ein GRAPHENISOMORPHIE-Orakel.� Es bleibt zu zeigen, dass man mit einem GRAPHENISOMORPHIE-Orakel einen vir-tuellen Fortsetzungstest bereitstellen kann. Sei h bisher auf U = fu1; : : : ; uig de�niertund u0j = h(uj) f�ur j = 1; : : : ; i. Wir wollen testen, ob h(ui+1) = u0i+1 eine geeigneteFortsetzung ist. Zu diesem Zweck erzeugen wir zwei Hilfsgraphen H und H 0. H gehtaus G hervor, indem wir f�ur j = 1; : : : ; i+ 1 dem Knoten uj jn-viele neue Knoten alsNachbarn geben. Analog geht H 0 geht aus G0 hervor, indem wir f�ur j = 1; : : : ; i+1 demKnoten u0j jn-viele neue Knoten als Nachbarn geben. (Mehr oder weniger) o�ensicht-lich (s. �Ubung) ist h mit erweitertem De�nitionsbereich fu1; : : : ; ui; ui+1g genau danneine partielle L�osung, wenn H und H 0 isomorph sind. Der Fortsetzungstest wird alsoimplementiert, indem wir das GRAPHENISOMORPHIE-Orakel nach der Isomorphievon H und H 0 befragen.22eine psychologische (keine mathematische) Aussage52



Wir fassen die letzte Diskussion zusammen:Theorem 6.32 Die Relation zum Graphenisomorphieproblem ist selbstreduzierbar.6.4 Die Grenze zwischen P und NPCEine alte Binsenweisheit besagt, dass Gl�uck und Leid dicht beieinander liegen. Wenn wirunter Leid die NP -H�arte eines zu l�osenden Berechnungsproblems und unter Gl�uck seineL�osbarkeit in Polynomialzeit verstehen, dann tri�t die obige Feststellung auch auf den Al-gorithmenentwurf zu. Der ausgeteilte Handzettel 2 (entnommen aus Garey & Johnson) illu-striert, wie dicht Probleme aus P und NPC beieinander liegen k�onnen:� Der k�urzeste Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graphen mit positiven Kanten-gewichten kann (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Dijkstra) e�zient gefundenwerden. Der l�angste Pfad hingegen vermutlich nicht. Das korrespondierende Entschei-dungsproblem, LONGEST PATH BETWEEN TWO VERTICES, ist n�amlich (sogareingeschr�ankt auf Einheitsgewichte f�ur Kanten) NP -vollst�andig.23� VERTEX COVER ist, wie wir bereits wissen, NP -vollst�andig. Es gibt also vermut-lich keinen e�zienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Graphen G = (V;E) diekleinste Knotenmenge U � V �ndet, die von jeder Kante mindestens einen Randkno-ten enth�alt. Das duale EDGE COVER Problem, das nach einer kleinsten Kantenmengefragt, die jeden Knoten �uberdeckt, ist hingegen mit Hilfe von MAXIMUM MATCHINGe�zient l�osbar.� Das Problem MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH fragt nach einer kleinsten Teil-menge A0 � A von Kanten eines gegebenen Digraphen G = (V;A), so dass zweibeliebige u; v 2 V genau dann in G durch einen Pfad (von u nach v) verbundenwerden k�onnen, wenn dies in G0 = (V;A0) m�oglich ist. TRANSITIVE REDUCTI-ON unterscheidet sich von MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH nur dadurch, dassA0 � V � V , d.h., die A0 muss keine Teilmenge von A sein. TRANSITIVE REDUC-TION kann (mit Hilfe von TRANSITIVE CLOSURE und Berechnung von starkenZusammenhangskomponenten) e�zient gel�ost werden. Das Entscheidungsproblem zuMINIMUM EQUIVALENT DIGRAPH hingegen enth�alt DIRECTED HAMILTONI-AN CIRCUIT24 als Teilproblem und ist daher NP -vollst�andig.� Eine Eingabeinstanz zum Problem SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLI-NES besteht aus einer Menge T von Aufgaben (tasks), einer partiellen Ordnung �auf T , einem individuellen Schlusstermin (deadline) d(t) f�ur jede Aufgabe t 2 T undeiner Anzahl m von Prozessoren. Jede Aufgabe t kann in einer Zeiteinheit auf einemProzessor ausgef�uhrt werden. t � t0 bedeutet, dass t ausgef�uhrt sein muss, bevor die23Dies kann (relativ leicht) mit einer Kette von Karp-Reduktionen nachgewiesen werden, die von HAMIL-TONIAN CIRCUIT �uber HAMILTONIAN PATH (auf die o�ensichtiche Weise de�niert) nach LONGESTPATH BETWEEN TWO VERTICES f�uhrt.24genauer: die Einschr�ankung von DIRECTED HAMILTONIAN CIRCUIT auf stark zusammenh�angendeDigraphen, die auch NP-vollst�andig ist (gleiche Reduktion wie in der Vorlesung)53



Ausf�uhrung von t0 begonnen wird. Die Frage ist, ob man die Aufgaben aus T denm Prozessoren so zuordnen kann, dass alle Schlusstermine eingehalten werden. Einepartielle Ordnung auf T heisst INTREE oder auchMontagebaum, wenn jedes t 2 T ma-ximal einen unmittelbaren Nachfolger hat. Analog spricht man von einem OUTTREEoder auch Sortierbaum, wenn jedes t 2 T maximal einen unmittelbaren Vorg�angerhat. INTREE SCHEDULING (bzw. OUTTREE SCHEDULING) ist die Spezialisie-rung von SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLINES auf partielle Ordnungender Form INTREE (bzw. OUTTREE). Wie Brucker, Garey und Johnson 1977 gezeigthaben, kann INTREE SCHEDULING e�zient gel�ost werden, wohingegen OUTTREEScheduling NP -vollst�andig ist (Reduktion von VERTEX COVER).Es geh�ort zur Grundbildung der Informatik, das Grenzgebiet zwischen P und NPC gutzu kennen. Die obere Abbildung auf dem ausgeteilten Handzettel Nummer 3 illustiert denGrenzverlauf. Die untere Grenzlinie von NPC wird von den am weitesten eingeschr�anktenNP -vollst�andigen Teilproblemen gebildet. Jede weitere Spezialisierung eines dieser Problemef�uhrt aus NPC heraus. Die obere Grenzlinie von P wird von den allgemeinsten Teilproble-men gebildet, die noch in Polynomialzeit gel�ost werden k�onnen. Jede weitere Generalisierungeines dieser Probleme f�uhrt aus P heraus. Je dichter diese beiden Grenzlinien aneinander-liegen, desto kleiner ist das unbekannte Terrain der Probleme mit einem o�enen Status. Dievoranschreitende Forschung schiebt die Grenzlinien tendenziell aufeinander zu, da sowohlder Fundus der NP -vollst�andigen Probleme als auch der Fundus der e�zienten Algorithmenst�andig erweitert wird. Anschaulich gesprochen gibt es kleine Engelchen, die das bekann-te Territorium von P auf immer allgemeinere Berechnungsprobleme ausdehnen, und kleineTeufelchen, die von immer spezielleren Problemen die NP -Vollst�andigkeit nachweisen. Es istaus der strukturellen Komplexit�atstheorie bekannt, dass (unter der Vorausetzung P 6= NP)die Klasse NPC n P nicht leer ist. So sehr also Engelchen und Teufelchen sich m�uhen, siewerden sich niemals auf einer scharfen Grenzlinie begegnen.Wenden wir doch dieses allgemeine Schema einmal auf eine konkrete Problemhierachiean. PRECEDENCE CONSTRAINED SCHEDULING ist der Spezialfall von SCHEDULINGWITH INDIVIDUAL DEADLINES bei dem die individuellen Schlusstermine alle identischsind zu einem gemeinsamen Schlusstermin D. Mit einer von CLIQUE ausgehenden Karp-Reduktion kann man die NP -Vollst�andigkeit von PRECEDENCE CONSTRAINED SCHE-DULING nachweisen. Aus der unteren Abbildung auf Handzettel 3 geht hervor, dass dieSpezialf�alle, bei denen die partielle Ordnung auf T leer oder ein Baum (Montage- oderSortierbaum)25 ist, in Polynomialzeit gel�ost werden kann. Ebenso f�ur allgemeine partielleOrdnung auf T und eine feste Anzahl 1, 2 oder 3 von Prozessoren (eissige Engelchen). F�ureine feste Anzahl von 4 oder mehr Prozessoren ist der Status des Problems o�en.25F�ur Montageb�aume folgt dies aus dem oben zitierten allgemeinerenResultat f�ur INTREE SCHEDULING(individuelle Schlusstermine). F�ur Sortierb�aume kann man im Falle eines einheitlichen Schlusstermines Dden Algorithmus f�ur Montageb�aume zusammen mit einem Symmetrieargument verwenden: Erstens, kehreim Sortierbaum SB die Orientierung aller Kanten um und erhalte einen Montagebaum MB. Zweitens, wendedas Verfahren f�ur Montageb�aume an und erhalte einen optimalen Plan, der alle Aufgaben auf m Prozessorenin T � D Zeiteinheiten 1; : : : ; T unter Einhaltung der (spiegelverkehrten) partiellen OrdnungMB ausf�uhrt.Drittens, spiegele den Plan, d.h., durchlaufe ihn in der zeitlichen Reihenfolge T; : : : ; 1. Dann wird die partielleOrdnung SB respektiert. 54



Die Exploration des Grenzgebietes zwischen NPC und P geschieht in der Praxis meistf�ur eine konkrete Problemhierarchie (wie zum Beispiel PRECEDENCE CONSTRAINEDSCHEDULING).Bei Graphenproblemen ergibt sich eine Problemhierarchie auf nat�urliche Weise, indemman von der Klasse aller (endlicher) Graphen zu speziellen Graphklassen �ubergeht. ZumBeispiel:� B�aume� planare Graphen� Graphen mit beschr�anktem KnotengradEine weitere Spezialisierung ergibt sich, indem man Variablen der Eingabe zu Konstan-ten \gefriert". Wir werden in Abschnitt 6.5 exemplarisch die Problemhierarchie zum Gra-phenf�arbungsproblem diskutieren.F�ur ein Zahlenproblem erhalten wir ein nat�urliches Teilproblem, indem wir verlangen,dass der Maximalbetrag eines Zahlparameters der Eingabe polynomiell durch die Einga-bel�ange beschr�ankt ist. Dies f�uhrt zu der Frage, ob ein Zahlenproblem nur darum nicht zu Pgeh�ort, weil man mit wenigen Bits \riesige Zahlen" spezi�zieren kann, oder ob es auch schonf�ur \moderate Zahlen" NP -vollst�andig ist. Probleme der ersten Kategorie hei�en pseudopo-lynomiell l�osbar, Probleme der letzteren Kategorie hei�en stark NP-vollst�andig. Wir werdensp�ater sehen, dass zum Beispiel PARTITION pseudopolynomiell l�osbar, aber eine Verallge-meinerung davon (3-PARTITION) stark NP -vollst�andig ist.6.5 Analyse von eingeschr�ankten GraphproblemenEine k-F�arbung eines Graphen G = (V;E) ist eine F�arbung der Knoten, die monochroma-tische Kanten vermeidet, d.h., eine Abbildung f : V ! f1; : : : ; kg mit f(v) 6= f(w) f�ur allefv; wg 2 E. Zu gegebener F�arbung heisst die Menge aller Knoten der gleichen Farbe i dieFarbklasse zu i. Die chromatische Zahl �(G) ist die kleinste Anzahl k von Farben, die einelegale F�arbung von G erm�oglicht. Das Graphenf�arbungsproblem (als Optimierungsproblem)besteht darin, zu einem gegebenen Graphen G eine �(G)-F�arbung anzugeben. COLORA-BILITY sei das Problem zu gegebenem Graphen G und gegebener Kostenschranke k zuentscheiden, ob G k-f�arbbar ist. k-COLORABILITY sei das Teilproblem, bei dem (die Kon-stante) k nicht Teil der Eingabe ist (Gefrieren einer Variable zu einer Konstanten).Ein nat�urliches Anwendungsszenario f�ur Graphenf�arbung ist die Durchf�uhrung von Pro-zessen mit gemeinsamen Ressourcen. Zwei Prozesse stehen im Konikt zueinander, wenn siedie gleiche Ressource ben�otigen. Zwei solche Prozesse k�onnen nicht im gleichen Zeitabschnittausgef�uhrt werden. Prozesse und ihre Ressourcenkonikte k�onnen durch einen Koniktgra-phen modelliert werden, dessen Knoten Prozesse und dessen Kanten Ressourcenkonikterepr�asentieren. Die chromatische Zahl des Koniktgraphen gibt die minimale Anzahl vonZeitabschnitten an, die eine koniktfreie Ausf�uhrung zul�asst.Es ist bekannt, dass 2-COLORABILTY zu P geh�ort. Wir skizzieren kurz die Grundidee.Eine Teilmenge U der Knotenmenge V eines Graphen G = (V;E) heisst unabh�angig (Inde-pendent Set), wenn die Knoten aus U paarweise in G nicht benachbart sind. Man beachte,55



dass jede Farbklasse eine unabh�angige Menge ist. G heisst bipartit, wenn V sich in zweiunabh�angige Mengen zerlegen l�asst. Das folgende Resultat ist nicht schwer zu zeigen:Lemma 6.33 Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:1. G ist 2-f�arbbar.2. G ist bipartit.3. G enth�alt keine Kreise ungerader L�ange.Da man im Rahmen einer systematischen Graphexploration (wie DFS oder BFS) die Existenzvon Kreisen ungerader L�ange leicht testen kann, erhalten wir dieFolgerung 6.34 2-COLORABILITY2 P.Es bezeichne �(G) den maximalen Grad eines Knotens in G. Ein naives Verfahren zumF�arben von G liefert der folgende gierige Algorithmus:Sei � := �(G). F�arbe einen Knoten nach dem anderen mit Farben aus C = f1; : : : ;�+ 1ggem�a� folgender Strategie: der aktuelle Knoten v erh�alt die kleinste Farbe i aus C, die nochnicht f�ur einen seiner Nachbarn verwendet wurde.Dieses naive Verfahren ist e�zient durchf�uhrbar und kommt mit 1+�(G) Farben aus. Somitgilt �(G) � �(G) + 1. F�ur die (�+ 1)-Clique ist diese Schranke scharf. Dar�uberhinaus gilt:Lemma 6.35 (Satz von Brooks) | ohne Beweis |Es sei G ein zusammenh�angender Graph und � = �(G). Dann ist �(G) � � sofern G nichteine Clique der Gr�o�e �+ 1 bildet.Folgerung 6.36 COLORABILITY eingeschr�ankt auf Graphen vom Maximalgrad 3 geh�ortzu P.Beweis Wir zeigen, dass �(G) e�zient berechenbar ist. Da man die Zusammenhangskom-ponenten eines Graphen unabh�angig voneinander f�arben kann, d�urfen wir oBdA annehmen,dass der gegebene Graph zusammenh�angend ist. Falls G nicht aus einem einzigen Knotenbesteht, ben�otigen wir mindestens zwei Farben. Wie oben erw�ahnt k�onnen wir in Polynomi-alzeit testen, ob G 2-f�arbbar ist. Nehmen wir zu unseren Ungunsten an dass wir mindestens3 Farben brauchen. Da �(G) � 3, brauchen wir maximal 4 Farben. Falls G eine 4-Clique ist,ben�otigen wir genau 4 Farben. Andernfalls garantiert der Satz von Brooks, dass drei Farbenausreichen. 2Insgesamt hat sich also gezeigt, dass COLORABILTY eingeschr�ankt auf zwei Farben oderauf maximalen Knotengrad 3 zu P geh�ort. Soweit die Nachrichten aus den himmlischenSph�aren. H�oren wir uns an, was die bocksbeinigen Kerlchen aus der unteren Etage zu demThema zu sagen haben.Theorem 6.37 3-COLORABILITY ist NP-vollst�andig. Dies gilt sogar dann, wenn wir diezul�assigen Eingaben auf planare Graphen vom maximalen Knotengrad 4 einschr�anken.56



Beweis Mitgliedschaft zu NP ist o�ensichtlich. Wir haben die NP -H�arte nachzuweisen. DerBeweis vollzieht sich in drei Stufen.Stufe 1 3-SAT�pol 3-COLORABILTY.Die Beweisskizze hierzu (die auch aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekanntsein sollte) ist auf dem ausgeteilten Handzettel 4 zu sehen. Das Herzst�uck der Reduk-tion ist die Klauselkomponente. Sie ist so kunstvoll entworfen, dass legale 3-F�arbungender Klauselkomponente implizit die korrespondierende Klausel \korrekt auswerten".Zu weiteren Details s. den Handzettel. Ergebnis von Stufe 1: 3-COLORABILITY istNP -hart.Stufe 2 Entwurf des \Crossing-Over-Gadget"Wir erinnern daran, dass ein Graph planar ist, wenn man die Knoten und Kantenso in die Ebene einbetten kann, dass Kanten sich nur an gemeinsamen Randpunktenber�uhren. Die in Stufe 1 benutzte Reduktion erzeugt nicht notwendig einen planarenGraphen. Wir k�onnen ihn aber in einen planaren Graphen transformieren, indem wirbei sich kreuzenden Kanten fx; x0g und fy; y0g ein \Crossing-Over-Gadget" (s. Hand-zettel 5) einbauen. Die Kreuzung wird dabei durch einen kreuzungsfreien Untergraphenersetzt. Das Gadget ist so kunstvoll konstruiert, dass es beim F�arben des Ursprungs-graphen keine neuen Freiheitsgrade einbaut und keine alten Freiheitsgrade vernichtet.Zu weiteren Details s. den Handzettel. Ergebnis von Stufe 2: 3-COLORABILITY ein-geschr�ankt auf planare Graphen ist NP -hart.Stufe 3 Entwurf des \Portal-Gadgets"Die in Stufen 1 und 2 skizzierte Reduktion erzeugt einen Graphen mit evtl. hohemmaximalen Knotengrad. Wir setzen die Reduktion so fort, dass sie den maximalenKnotengrad auf 4 reduziert. Dies kann mit Hilfe einer lokalen Ersetzung geschehen(s. Handzettel 6). Dabei wird ein Knoten v mit k Nachbarn durch ein Portal-GadgetHk ersetzt. Hk ist ein Untergraph mit inneren Knoten (die nicht durch Kanten mitKnoten ausserhalb Hk verbunden sind) und k Portalen. Jedes der Portale ist �uber eineKante mit genau einem Nachbarn von v verbunden. Die Portale haben innerhalb Hkden Grad 3, also insgesamt den Grad 4. Die inneren Knoten von Hk haben Grad 4. Hkist so kunstvoll konstruiert, dass die Portale alle die gleiche Farbe haben k�onnen undm�ussen. Man hat also beim F�arben des neuen Graphen die gleichen Freiheitsgrade wiezuvor. Zu weiteren Details s. den Handzettel.Stufe 3 schlie�t den Beweis des Theorems ab. 2Die Grenze zwischen P und NP hat sich beim Graphenf�arbungsproblem somit (einiger-ma�en) pr�azise bestimmen lassen.
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6.6 Starke NP-Vollst�andigkeit6.6.1 Beispiele f�ur pseudopolynomielle AlgorithmenAnna und Bert lassen sich durch die neuesten Nachrichten zur NP-Vollst�andigkeit nichtentmutigen. Anna hat eine Idee, um das PARTITION-Problem zu l�osen. Seien w1; : : : ; wn �0 die gegebenen Zahlen und S = w1 + � � �+ wn ihre Summe. Nehmen wir oBdA an, dass Seine gerade Zahl ist. Anna will eine n � (1 + S=2)-Tabelle T = (tr;s)1�r�n;0�s�S=2 mit denBooleschen Eintr�agen tr;s =  9I � f1; : : : ; rg : Xi2I wi = s! (18)berechnen. In Worten: die Indikatorvariable tr;s hat genau dann den Wahrheitswert 1, wennsich aus den Zahlen w1; : : : ; wr eine Auswahl mit Summenwert s tre�en l�asst. Die erste Zeileder Tabelle ist leicht auszurechnen:t1;s = ((s = 0) _ (w1 = s)) : (19)Gegeben Zeile r�1, dann l�asst sich auch Zeile r mit Hilfe einer einfachen Vorschrift ausf�ullen:tr;s = (tr�1;s _ ((s � wr) ^ tr�1;s�wr)) :Denn Summenwert s l�asst sich genau dann mit einer Auswahl aus w1; : : : ; wr erhalten, wenner sich durch eine solche Auswahl ohne Teilnahme von wr oder durch eine solche Auswahlmit Teilnahme von wr erhalten l�asst. Der erste Fall liegt genau dann vor, wenn man Sum-menwert S bereits durch eine Auswahl der Zahlen w1; : : : ; wr�1 erhalten kann. Der zweiteFall liegt genau dann vor, wenn s � wr und man Summenwert s � wr durch eine Auswahlder Zahlen w1; : : : ; wr�1 erhalten kann.Anna kann die Rechenvorschriften (18) und (19) benutzen, um die Tabelle T zeilenweiseauszuf�ullen. O�ensichtlich geh�ort die Eingabe w1; : : : ; wn genau dann zur Sprache PARTI-TION, wenn tn;S=2 den Wahrheitswert 1 hat. Der Eintrag in der rechten unteren Ecke vonTabelle T verr�at uns also die L�osung.Das ist nicht �ubel, sagt Bert. Ich habe �ubrigens eine �ahnliche Methode zum L�osen von KNAP-SACK (KP). Meine Tabelle ist auch 2-dimensional und hat Eintr�age tr;s 2 N0, die den ma-ximalen Nutzen angeben, der sich mit den Objekten 1; : : : ; r unter Beachtung von Gewichts-schranke s erzielen l�asst. Ich kann diese Tabelle mit einer �ahnlich einfachen Rechenvorschriftsystematisch ausf�ullen wie Du Deine. Schon gut, sagt Anna. Ich kann mir vorstellen wie Dudas machst.26 Wir haben also beide ein NP-vollst�andiges Problem gel�ost.Um die vorangehenden �Uberlegungen zu klaren Aussagen zusammenzufassen, ben�otigenwir die folgendeDe�nition 6.38 Bei einem Zahlenproblem (formale Sprache) L assoziieren wir zu einerEingabeinstanz I neben der Eingabel�ange n(I) die maximale Gr�o�e M(I) einer der in Igegebenen Zahlparameter. Zu einem festen Polynom p bezeichne Lp die Einschr�ankung von26die H�orer und H�orerinnen der Vorlesung ho�entlich ebenfalls (s. �Ubung)58



L auf Eingaben I mitM(I) � p(n(I)). L hei�t pseudopolynomiell entscheidbar, wenn Lp 2 Pf�ur jedes Polynom27 p. Ein pseudopolynomieller Algorithmus f�ur L ist eine DTM, die dasMitgliedschaftsproblem f�ur L l�ost und deren Laufzeit polynomiell in n(I) undM(I) beschr�anktist.Aus der Existenz eines pseudopolynomiellen Algorithmus f�ur L folgt o�ensichtlich, dass Lpseudopolynomiell entscheidbar ist. Anna's und Bert's Verfahren ergeben also folgendesTheorem 6.39 PARTITION und KP sind mit pseudopolynomiellen Algorithmen l�osbar.Da SUBSET SUM ein Teilproblem von KP ist, �ubertr�agt sich dieses Resultat auf SUBSETSUM.6.6.2 Erste Beispiele f�ur stark NP-vollst�andige ProblemeKann man vielleicht alle Zahlenprobleme pseudopolynomiell l�osen? Zum Beispiel auch BP?Oder gibt es Zahlenprobleme, bei denen alle pseudopolynomiellen L�osungsversuche an un�uber-windliche Barrieren sto�en?Die folgende De�nition liefert ein wichtiges Werkzeug zur Beantwortung dieser Frage:De�nition 6.40 Ein Zahlenproblem (formale Sprache) L hei�t stark NP -hart, wenn es einPolynom p gibt, so dass Lp NP-hart ist. Gilt zus�atzlich L 2 NP, dann hei�t L stark NP -vollst�andig.Wir merken an, dass rein kombinatorische Probleme (wie zum Beispiel SAT, 3-SAT, CLI-QUE, DHC, HC) ohne (echte) Zahlparameter automatisch stark NP -vollst�andig sind, wennsie NP -vollst�andig sind. Der neue Begri� macht nur Sinn bei echten Zahlenproblemen, derenEingaben potenziell superpolynomiell in n(I) gro�e Zahlen enthalten k�onnen. Das folgendeResultat ist o�ensichtlich:Theorem 6.41 Falls P 6= NP, dann kann es zu einem stark NP-vollst�andigen Problemkeinen pseudopolynomiellen Algorithmus geben.Ein erstes stark NP -vollst�andiges Zahlenproblem kennen wir schon:Theorem 6.42 TSP ist stark NP-vollst�andig.Beweis Die Reduktion von HC auf TSP, die wir zum Nachweis der NP -Vollst�andigkeit vonTSP verwendet haben, benutzt in der Distanzmatrix nur Zahlenparameter mit den Werten1 oder 2. Die Kostenschranke hatte den Wert n (Anzahl der St�adte). Es treten also keineZahlparameter auf, die superpolynomiell in der L�ange der Eingabe f�ur TSP sind. 2Mit TSP kennen wir ein stark NP -vollst�andiges Anordnungsproblem (mit Zahlparame-tern). Wir begeben uns nun auf die Jagd nach einem stark NP -vollst�andigen Zerlegungspro-blem (mit Zahlparametern). Objekt unserer Begierde sind die folgenden Probleme:27wie �ublich mit Koe�zienten aus N 59



3-DM Perfektes 3-Dimensional MatchingEingabe Drei disjunkte gleichm�achtige Mengen X = fx1; : : : ; xqg, Y = fy1; : : : ; yqg,Z = fz1; : : : ; zqg sowie eine Menge M � X � Y � Z von Tripeln. Hierbei reichtes, M in der Eingabe zu spezi�zieren, da X; Y; Z implizit durch die Komponentender Tripel aus M gegeben sind.Frage Gibt es eine Auswahl T � M von q Tripeln aus M , so dass jedes Element ausX [ Y [ Z in genau einem Tripel vorkommt?3-PARTITION Partition in m Tripel mit gleichen TeilsummenEingabe n = 3m Zahlen a1; : : : ; an 2 N mit einer Gesamtsumme B = a1 + � � �+ ander Form B = mb, b 2 N. F�ur i = 1; : : : ; n gelte b=4 < ai < b=2.Frage Kann man diese Zahlen in m gleich gro�e Teilsummen zerlegen, d.h., existierteine Zerlegung von f1; : : : ; ng in Mengen I1; : : : ; Im mit8j = 1; : : : ; m : Xi2Ij ai = b? (20)Beachte, dass wegen b=4 < ai < b=2 die Bedingung (20) h�ochstens dann erf�ullbar ist,wenn jedes Ij dreielementig ist.4-Partition Partition in m Quadrupel mit gleichen TeilsummenEingabe n = 4m Zahlen a1; : : : ; an 2 N mit einer Gesamtsumme B = a1 + � � �+ ander Form B = mb, b 2 N. F�ur i = 1; : : : ; n gelte b=5 < ai < b=3.Frage Kann man diese Zahlen in m gleich gro�e Teilsummen zerlegen, d.h., existierteine Zerlegung von f1; : : : ; ng in Mengen I1; : : : ; Im mit8j = 1; : : : ; m : Xi2Ij ai = b? (21)Beachte, dass wegen b=5 < ai < b=3 die Bedingung (21) h�ochstens dann erf�ullbar ist,wenn jedes Ij vierelementig ist.Wir merken kurz an, dass 2-DM (Perfektes 2-Dimensionales Matching) das zu 3-DM analogeProblem mit Paaren anstelle von Tripeln ist. Bei 2-DM geht es dann um die Frage, ob eineAuswahl T �M von q Paaren ausM existiert, so dass jedes Element inX[Y in genau einemPaar vorkommt. Da man sich die Elemente ausX als Frauen, die Elemente aus Y alsM�anner,die Paare aus M als vertr�agliche Paarbildungen und die Auswahl T � M als ein perfektesHeiratssystem vorstellen kann, ist 2-DM auch unter dem Namen Heiratsproblem bekannt.28Mit Maximum Matching Techniken kann man zeigen (s. Vorlesung E�ziente Algorithmen):283-DM ist das Heiratsproblem f�ur eine Gesellschaft, in welcher sich neben m�annlich und weiblich eindritter Sextypus etabliert hat. Es wird Traditionalisten zutiefst befriedigen, dass (wie sich im Verlaufe diesesAbschnittes noch zeigen wird) 3-DM NP -vollst�andig ist.60



Lemma 6.43 2-DM 2 P.Wir beabsichtigen, die folgende Kette3-SAT �pol 3-DM �pol 4-PARTITIONp (22)von Reduktionen zu entwerfen, wobei p ein Polynom ist. Damit h�atten wir 4-PARTITIONals stark NP -vollst�andiges Zahlenproblem etabliert.Lemma 6.44 3-SAT�pol3-DM.Beweis Sei C = (C0; : : : ; Cm�1) mit Ci = zi1_zi2_zi3 und zij 2 fx1; �x1; : : : ; xn; �xng eine Ein-gabe f�ur 3-SAT. Wir geben eine Eingabetransformation C 7!M an, die C eine TripelmengeM zuordnet. C soll genau dann erf�ullbar sein, wenn wir f�ur M ein perfektes 3-dimensionalesMatching T �M �nden. Die TripelmengeM besteht aus der BelegungskomponenteMB, derKlauselerf�ullungskomponente MK und der Erg�anzungskomponente ME:Belegungskomponente Zu jeder Variable xk, k = 1; : : : ; n, assoziieren wir die folgendenTripel: Tk = f(�xk;i; ak;i; bk;i)j i = 0; : : : ; m� 1gFk = f(xk;i; ak;i+1modm; bk;i)j i = 0; : : : ; m� 1gWir setzen MBk = Tk [ Fk und MB = [nk=1MBk . Abbildung 5 illustriert diese Kon-struktion. Die Elemente xk;i; �xk;i nennen wir Literalelemente. Wir werden sehen, dasssie auch noch in anderen Komponenten vorkommen. Die Elemente ak;i und bk;i sindinterne Elemente vonMBk , d.h., sie kommen in keinen Tripeln au�erhalbMBk vor. Man�uberlegt sich leicht, dass es zu einer Zerlegung der internen Elemente vonMBk in Tripelnur zwei M�oglichkeiten gibt: entweder alle Tripel aus Tk oder alle Tripel aus Fk. In-tuitiv verkn�upfen wir mit der Entscheidung f�ur Tk die Vorstellung, xk mit 1 zu belegen,und mit der Entscheidung f�ur Fk die Vorstellung, xk mit 0 zu belegen.Klauselerf�ullungskomponente Zu jeder Klausel Ci, i = 0; : : : ; m� 1, assoziieren wir diefolgenden Tripel: S+i = f(xk;i; ci; di)j 1 � k � n; xk 2 CigS�i = f(�xk;i; ci; di)j 1 � k � n; �xk 2 CigWir setzen MKi = S+i [ S�i und MK = [m�1i=0 MKi . Die Elemente ci und di sind interneElemente von MKi , d.h., sie kommen in keinen Tripeln au�erhalb MKi vor. Um dieseElemente in die Tripelzerlegung mit einzubeziehen, sind wir gezwungen, ein Tripelaus MKi auszuw�ahlen. Intuitiv verbinden wir damit die Auswahl eines Ci erf�ullendenLiterals.Erg�anzungskomponente Die Erg�anzungskomponente wird dazu dienen, noch un�uber-deckte Literalelemente in die Tripelzerlegung einzubeziehen. Die internen Elementevon MB und MK werden durch nm +m Tripel exakt �uberdeckt werden. Damit sind61



auch bereits nm + m Literalelemente �uberdeckt. Von den insgesamt 2nm Literalele-menten w�aren dann noch (n�1)m un�uberdeckt. Dies motiviert die folgende De�nitionder Erg�anzungskomponente:ME = f(xk;i; el; fl); (�xk;i; el; flj 1 � k � n; 0 � i � m� 1; 1 � l � (n� 1)mg :el; fl sind die internen Elemente von ME .

Abbildung 5: Ein Ausschnitt aus der Belegungskomponente im Falle m = 3: die Tripel ausTk sind schra�ert, die Tripel aus Fk unschra�ert.Die Transformation C 7! M mit M = MB [MK [ME ist o�ensichtlich in Polynomialzeitberechenbar. Der Beweis wird abgeschlossen durch dieBehauptung C ist genau dann erf�ullbar, wenn f�ur M ein perfektes 3-dimensionales Mat-ching existiert.Nehmen wir zun�achst an, dass eine C erf�ullende Belegung gegeben ist. Wir bilden einperfektes 3-dimensionales Matching T f�ur M nach folgender Strategie:1. F�ur k = 1; : : : ; n nimm alle Tripel aus Tk in T auf, falls xk = 1, und nimm alle Tripelaus Fk in T auf, falls xk = 0.E�ekt Alle internen Elemente von MB sind exakt �uberdeckt; ebenso alle Literalele-mente xk;i mit xk = 0 bzw. alle Literalelemente �xk;i mit xk = 1. Die anderen Literal-elemente (die zu erf�ullten Literalen korrespondieren) sind noch un�uberdeckt.2. Fixiere zu jeder Klausel Ci, 0 � i � m � 1, ein erf�ulltes Literal zi;j. Es existiert eink, so dass zi;j 2 fxk; �xkg. Falls zi;j = xk, dann nimm das Tripel (xk;i; ci; di) 2 S+i in Tauf. Falls zi;j = �xk, dann nimm das Tripel (�xk;i; ci; di) 2 S�i in T auf. Beachte, dass in62



beiden F�allen ein noch un�uberdecktes Literalelement �uberdeckt wurde.E�ekt Alle internen Elemente von MK sind exakt �uberdeckt. Insgesamt nm + mLiteralelemente sind nun exakt �uberdeckt. Somit sind (n � 1)m Literalelemente nochun�uberdeckt.3. Benutze | in der o�ensichtlichen Weise | (n � 1)m Tripel aus ME, um die nochun�uberdeckten Literalelemente sowie die internen Elemente von ME exakt zu �uber-decken.Nehmen wir nun umgekehrt an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching T f�ur Mgegeben ist. Wie bereits oben angemerkt, muss T f�ur jedes k entweder alle Tripel aus Tkoder alle Tripel aus Fk enthalten. Im ersten Fall setzen wir xk = 1, im zweiten Fall xk = 0.Wir zeigen, dass die so erhaltene Belegung in jeder Klausel mindestens 1 Literal erf�ullt. DieTripel in T \MB lassen genau die Literalelemente un�uberdeckt, die zu erf�ullten Literalenkorrespondieren. Da die Tripel aus T \MK alle internen Elemente vonMK �uberdecken, musses zu jeder Klausel ein erf�ulltes Literal geben: die erste Komponente des ci; di �uberdeckendenTripels ist n�amlich ein von T \ MB noch un�uberdecktes Literalelement, das zu einem Cierf�ullenden Literal korrespondiert. 2Lemma 6.45 Es existiert ein Polynom p mit 3-DM�pol4-PARTITIONp.Beweis Sei M � X � Y � Z mit X = fx1; : : : ; xqg, Y = fy1; : : : ; yqg und Z = fz1; : : : ; zqgeine gegebene Tripelmenge. Zu jedem w 2 W = X [ Y [ Z bezeichne L(w) die Anzahl derTripel, in denen w vorkommt. Sei weiter m = jM j und r = 32q. Wir k�onnen oBdA m � qvoraussetzen, da kein perfektes 3-dimensionale Matching f�ur M mit weniger als q Tripelnexistiert. Die zu M korrespondierende Eingabeinstanz f�ur 4-PARTITION bestehe aus denfolgenden Zahlen:Elementzahlen Zu jedem w 2 W assoziieren wir die Hauptzahl a1(w) und die Nebenzahlenal(w) gem�a� folgender De�nition:a1(xi) = 10r4 + ir + 1; 1 � i � qal(xi) = 11r4 + ir + 1; 1 � i � q; 2 � l � L(xi)a1(yj) = 10r4 + jr2 + 2; 1 � j � qal(yj) = 11r4 + jr2 + 2; 1 � j � q; 2 � l � L(yj)a1(zk) = 10r4 + kr3 + 4; 1 � k � qal(zk) = 8r4 + kr3 + 4; 1 � k � q; 2 � l � L(zk)Tripelzahlen Zu jedem (xi; yj; zk) 2M assoziieren wir die Zahla(xi; yj; zk) = 10r4 � kr3 � jr2 � ir + 8:
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Wir erhalten insgesamt eine Menge A bestehend ausPw2W L(w) = 3m Elementzahlen undm Tripelzahlen. Es wird sich weiter unten implizit ergeben, dass die Gesamtsumme aller 4mZahlen genau mb betr�agt, wobei b = 40r4 + 15:Man veri�ziert leicht, dass jede Zahl aus A gr�o�er als b=5 und kleiner als b=3 ist. (Daherk�onnen nur Zahlquadrupel aus A die Teilsumme b ergeben.) Die Transformation M 7! Aist o�ensichtlich in Polynomialzeit berechenbar. Da alle Zahlen in A kleiner als 12r4 =12 �(32q)4 � 12 �(32m)4 � 12 �(8jAj)4 sind, ist der maximale Zahlparameter in A polynomiellin Eingabel�ange n(A) � jAj beschr�ankt. Der Beweis wird daher abgeschlossen durch folgendeBehauptung Es existiert genau dann ein perfektes 3-dimensionales Matching f�ur M , wennA sich in m Quadrupel (vierelementige Teilmengen) zerlegen l�asst, so dass jedes Quadrupeldie Teilsumme b liefert.Nehmen wir zun�achst an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching T f�ur M vorliegt.Wir bilden f�ur jedes der m Tripel aus M ein Zahlenquadrupel nach der folgenden Strategie:Fall 1 Sei (xi; yj; zk) 2 T . Dann bildet a(xi; yj; zk) zusammen mit a1(xi); a1(yj), a1(zk) einQuadrupel. Die Summe dieser vier Zahlen ist o�ensichtlich b.Fall 2 Sei (xi; yj; zk) 2M nT . Dann bildet a(xi; yj; zk) zusammen mit al1(xi), al2(yj); al3(zk)ein Quadrupel. Hierbei werden l1; l2; l3 � 2 so gew�ahlt, dass keine Nebenzahl mehrfachverwendet wird. (Der Vorrat an Nebenzahlen ist genau passend bemessen.) Die Summedieser vier Zahlen ist wiederum b.Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass eine erfolgreiche Zerlegung von A in Zahlenqua-drupel vorgegeben ist. Sei (A1; A2; A3; A) eines dieser Quadrupel. Aus A1+A2+A3+A = bfolgt (A1 + A2 + A3 + A mod r) = (b mod r) = 15:Diese Gleichung kann nur eingehalten werden, wenn Indizes i; j; k; i0; j 0; k0; l1; l2; l3 existieren,so dass die Komponenten des Quadrupels die FormA = a(xi; yj; zk); A1 = al1(xi0); A2 = al2(yj0); A3 = al3(zk0)haben. Die Rechnung modulo r2 ergibt dann(i0r + 1) + 2 + 4 + (�ir + 8) = (A1 + A2 + A3 + A mod r2) = (b mod r2) = 15:Hieraus k�onnen wir i0 = i ableiten. Die Rechnung modulo r3 liefert(ir + 1) + (j 0r2 + 2) + 4 + (�jr2 � ir + 8) = (A1 + A2 + A3 + A mod r3) = (b mod r3) = 15:Hieraus k�onnen wir j 0 = j ableiten. Die Rechnung modulo r4 ergibt(ir + 1) + (jr2 + 2) + (k0r3 + 4) + (�kr3 � jr2 � ir + 8) =(A1 + A2 + A3 + A mod r3) = (b mod r3) = 15:64



Es folgt k0 = k. Der Koe�zient von r4 bei der Summenzahl b = 40r4 + 15 hat den Wert40. Die Summe von A1; A2; A3; A muss daher auch Koe�zient 40 vor dem Term r4 liefern.Eine Inspektion der Elementzahlen ergibt, dass A1; A2; A3 entweder drei Hauptzahlen oderdrei Nebenzahlen sein m�ussen. (Im ersten Fall ergibt sich Koe�zient 40 als eine Summe derForm 10 + 10 + 10 + 10, im zweiten als Summe der Form 11 + 11 + 8 + 10.) Man �uberzeugtsich nun leicht, dass die Hauptzahl-Quadrupel ein perfektes 3-dimensionales Matching f�urM repr�asentieren. 2Folgerung 6.46 4-PARTITION ist stark NP-vollst�andig.6.6.3 Weitere stark NP-vollst�andige ProblemeNP -H�arte vererbt sich entlang von Karp-Reduktionsketten. Reduktionen, die starke NP -H�arte erhalten, sind der Gegenstand der folgendenDe�nition 6.47 Seien L; L0 Zahlenprobleme. Eine Karp-Reduktion von L nach L0 mit Re-duktionsabbildung f hei�t pseudopolynomiell, falls ein Polynom q existiert mit M(f(I)) �q(M(I)). In Worten: wenn das Maximum der Zahlparameter in Eingabe I durch M(I)beschr�ankt ist, dann ist das Maximum der Zahlparameter in der transformierten EingabeI 0 = f(I) durch q(M(I)) beschr�ankt.Das folgende Resultat ist o�ensichtlich:Theorem 6.48 Seien L und L0 Zahlenprobleme und sei L pseudopolynomiell Karp-reduzierbarauf L0. Falls ein pseudopolynomieller Algorithmus f�ur L0 existiert, dann existiert auch einpseudopolynomieller Algorithmus f�ur L. Falls andererseits L stark NP-hart ist, dann ist auchL0 stark NP-hart.Mit Hilfe pseudopolynomieller Reduktionen k�onnen wir ausgehend von 4-PARTITION wei-tere stark NP -vollst�andige Zahlenprobleme aus�ndig machen:Lemma 6.49 (ohne Beweis)4-PARTITION ist pseudopolynomiell Karp-reduzierbar auf 3-PARTITION.Lemma 6.50 4-PARTITION und 3-PARTITION sind pseudopolynomiell Karp-reduzierbarauf BP.Beweis Wir f�uhren den Beweis f�ur 3-PARTITION. (Der Beweis f�ur 4-PARTITION ergibtsich mit einem analogen Argument.) Es handelt sich um eine Transformation mit Speziali-sierung: BP ist das Teilproblem von 3-PARTITION, bei welchem die Binkapazit�at auf b unddie Kostenschranke (Schranke f�ur die erlaubte Anzahl von Bins) auf m gesetzt wird. m Binsder Kapazit�at b reichen n�amlich genau dann aus, wenn die gegebene Zahlenkollektion (mitGesamtsumme mb) sich in m Tripel mit Teilsumme b zerlegen l�asst. 2Folgerung 6.51 3-PARTITION und BP sind stark NP-vollst�andig.Wir bemerken abschlie�end, dass 3-PARTITION f�ur pseudopolynomielle Karp-Reduktionenein �ahnlich beliebtes Quellproblem ist wie 3-SAT f�ur (gew�ohnliche) Karp-Reduktionen.65



6.7 Approximationsalgorithmen und NP-harte ApproximationEin Approximationsalgorithmus zu einem Optimierungsproblem � ist ein polynomiell zeitbe-schr�ankter Algorithmus A, der zu einer Eingabeinstanz I eine \legale L�osung" � ausgibt, dieeine \mathematische G�utegarantie" besitzt. Dabei sagen wir A hat G�ute k, wenn A zu jederEingabeinstanz I eine L�osung � konstruiert, deren Wert vom Wert der optimalen L�osungmultiplikativ maximal um Faktor k abweicht. Ein Approximationsalgorithmus der G�ute 4=5f�ur ein Maximierungsproblem w�urde also stets mindestens 80 Prozent des optimalen Pro-�tes erbeuten. Ein Approximationsalgorithmus der G�ute 1:5 f�ur ein Minimierungsproblemw�urde h�ochstens anderthalb mal soviel Kosten wie n�otig verursachen. Es ist naheliegend zuversuchen, ein NP -hartes Optimierungsproblem fast-optimal mit einem Approximationsal-gorithmus zu l�osen, dessen G�ute m�oglichst nahe bei 1 liegen sollte. I.A. wird es eine Barrierek0 geben, so dass Approximationsalgorithmen Ak mit G�ute k > k0 existieren, aber nicht mitG�ute k < k0 (unter der P 6= NP Voraussetzung). Grenzf�alle sind (formuliert f�ur Minimie-rungsprobleme):Keine konstante G�utegarantie k0 =1.Jeder Approximationsalgorithmus produziert L�osungen, deren Kosten die minimalenKosten um einen beliebig gro�en Faktor �uberschreiten k�onnen.Approximationsschema k0 = 1.F�ur jedes � > 0 existiert eine Approximationsalgorithmus A� mit G�ute 1 + �.Wir behandeln das Thema der Approximationsalgorithmen in diesem Abschnitt nur amBeispiel des Problems des Handelsreisenden und am Beispiel des Rucksackproblems. Es wirdsich folgendes Bild ergeben:- TSP besitzt keine konstante G�utegarantie (sofern P 6= NP).- F�ur "Metrisches TSP\ (ein Teilproblem von TSP) hingegen gibt es einen Approxima-tionsalgorithmus der G�ute 1:5.- F�ur KNAPSACK gibt es ein Approximationsschema.Am Ende des Abschnittes diskutieren wir kurz grunds�atzliche Barrieren beim Design vonApproximationsalgorithmen in Form von Resultaten zur NP-harten Approximation.6.7.1 Approximierbarkeit von TSPF�ur TSP (in seiner allgemeinen Form) kann man sich klar machen, dass keine konstanteG�utegarantie existiert (au�er wenn P = NP ). Wir reduzieren zu diesem Zweck das Problemdes Hamiltonschen Kreises (HC) in geeigneter Weise auf das Problem des Handelsreisenden(TSP). Sei G = (V;E) der Eingabegraph zu HC. Knotenmenge V bestehe aus n � 2 Kno-ten, die wir mit den Nummern von 1 bis n identi�zieren. Will man lediglich HC �pol TSPnachweisen, gen�ugt die uns bereits bekannte Reduktion:Setze in der (n� n)-Distanzmatrix D den Eintrag di;j auf 1 falls fi; jg 2 E, und andernfallsauf 2. 66



Hieraus ergibt sich zwar die NP -H�arte von TSP, aber es ist noch nicht ausgeschlossen, dassvern�unftige Approximationsalgorithmen existieren. Betrachten wir aber nun die folgendeleichte Modi�kation der alten Reduktion:Setze in der (n� n)-Distanzmatrix D den Eintrag di;j auf 1 falls fi; jg 2 E, und andernfallsauf kn.Es folgt, dass bez. D genau dann eine Rundreise der L�ange n existiert, wenn G einen Ha-miltonschen Kreis enth�alt. Falls jedoch in G kein Hamiltonscher Kreis existiert, muss dieRundreise mindestens eine Kante au�erhalb von E verwenden. In diesem Fall hat sie min-destens die L�ange n� 1 + kn. G�abe es einen Approximationsalgorithmus f�ur TSP der G�utek, so w�urde im Falle der Existenz eines Hamiltonschen Kreises in G eine Rundreise derL�ange h�ochstens kn produziert, andernfalls jedoch eine Rundreise der L�ange mindestenskn+ n� 1 > kn. Mit anderen Worten: mit Hilfe der approximativen L�osung des TSP k�onn-ten wir HC exakt l�osen. Falls P 6= NP , ist dies jedoch nicht m�oglich. Somit gibt es keinegarantierte G�ute k f�ur Approximationsalgorithmen zu TSP (au�er wenn P = NP ).Die Theorie der NP-Vollst�andigkeit hat uns signalisiert, dass es vermutlich Zeitverschwen-dung ist, nach einem Approximationsalgorithmus f�ur TSP zu suchen. Betrachten wir nunaber die Einschr�ankung von TSP auf Distanzmatrizen D, die symmetrisch sind, d.h.,81 � i < j � n : dij = dji;und die Dreiecksungleichung erf�ullen, d.h.,81 � i; j; k � n : dik � dij + djk:Diese Einschr�ankungen sind f�ur praktische Anwendungen durchaus vern�unftig, denn sie be-sagen in salopper Formulierung:Symmetrie Von A nach B ist es soweit wie von B nach A.Dreiecksungleichung Von A nach C kann es nicht weiter sein als von A �uber B nach C.Das durch Symmetriebedingung und Dreiecksungleichung eingeschr�ankte TSP-Problem wirdals Metrisches TSP bezeichnet.Eine Eingabe des metrischen TSP l�asst sich auf die o�ensichtliche Weise als vollst�andiger,ungerichteter Graph mit Kantengewichten au�assen. Die Knoten repr�asentieren die St�adteund ein Kantengewicht die Distanz zwischen zwei St�adten. Wegen obiger Symmetriebedin-gung k�onnen wir den Graphen als ungerichtet au�assen.Wir stellen zur Bequemlichkeit ein paar (teilweise schon bekannte) graphentheoretischeKonzepte bereit, die beim Entwurf eines Approximationsalgorithmus f�ur das metrische TSPeine Rolle spielen. Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Weg in G ist eine Folge v1; : : : ; vr vonr � 1 Knoten, wobei f�ur alle i = 1; : : : ; r�1 Knoten vi und vi+1 durch eine Kante verbundensein m�ussen. (Ein Grenzfall ist der aus nur einem Knoten bestehende \Punktweg".) Falls r �2 und v1 = vr, dann heisst der Weg auch geschlossener Weg oder Kreis. Eine Euler-Tour inGist ein Kreis, der jede Kante in G genau einmal durchl�auft. G heisst zusammenh�angend, wennzwei Knoten sich stets durch einen Pfad miteinander verbinden lassen. Ein ungerichteterBaum ist ein zusammenh�angender, kreisloser ungerichteter Graph. Wenn man aus einem67



Baum eine Kante entfernt (ohne die Randknoten der Kante dabei mitzuentfernen), zerf�allter in zwei Teile. Ein Baum ist gewisserma�en die �okonomischste Art, alle Knoten durchPfade miteinander zu verbinden. Ein Untergraph von G = (V;E) ist gegeben durch eineKnotenmenge V 0 � V und alle Kanten aus E, die Knoten aus V 0 miteinander verbinden.Man spricht auch von dem durch V 0 in G induzierten Untergraphen. Ein Teilgraph vonG = (V;E) ist ein Graph G0 = (V 0; E 0) mit V 0 � V und E 0 � E. Ein Spannbaum (spanningtree) von G ist ein Teilgraph der Form T = (V;E 0), der ein Baum ist. Er enth�alt also alleKnoten von G und verbindet diese baumartig. Ein solcher Spannbaum kann nat�urlich nurdann existieren, wenn G zusammenh�angend ist. Im Falle von Kantengewichten k�onnen wirT = (V;E 0) die Kosten c(T ) = Xe2E0w(e)zuordnen. Einminimaler Spannbaum (minimum spanning tree) ist ein Spannbaum minimalerKosten. Es ist bekannt, dass minimale Spannb�aume e�zient berechnet werden k�onnen (zumBeispiel durch den Algorithmus von Kruskal).Mit diesem Wissen ausgestattet ist es nun leicht, einen Approximationsalgorithmus derG�ute 2 f�ur das metrische TSP zu skizzieren. Es sei G = (V;E) der vollst�andige ungerichteteGraph mit n Knoten 1; : : : ; n. Knoten i repr�asentiert dabei die i-te Stadt. Kante fi; jg erh�altals Gewicht die Distanz di;j zwischen den St�adten i und j. Wir berechnen einen minimalenSpannbaum T = (V;E 0) von G (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Kruskal). Seien cdie Gesamtkosten von T . Wir erhalten eine RundreiseR(T ) = 3; 5; 8; 5; 1; 5; 7; 10; 7; 5; 3; 2; 9; 4; 9; 6; 9; 2; 3;wenn wir (wie in Abbildung 6 angedeutet) einmal um T herumlaufen und dabei die ange-tro�enen Knoten (=St�adte) der Reihe nach auisten. Da Rundreise R(T ) jede Kante vonT zweimal durchl�auft, hat sie L�ange 2c. R(T ) hat noch einen Sch�onheitsfehler: die St�adtewerden i.A. mehrfach besucht. Wir erhalten eine legale L�osung von TSP | also eine Per-mutation P (T ) von 1; : : : ; n |, wenn wir in R(T ) alle Vorkommen von Knoten au�er demersten (also alle Duplikate) streichen. In unserem Beispiel f�uhrt dies zuP (T ) = 3; 5; 8; 1; 7; 10; 2; 9; 4; 6:Wegen der Dreiecksungleichung kann P (T ) nicht l�anger als R(T ) sein. Die Kosten von P (T )sind also maximal 2c.Wie verh�alt es sich nun mit einer optimalen Rundreise? Im Graphen G formt diese einenHamiltonschen Kreis C. Entfernen wir aus C (irgend-) eine Kante, entsteht ein (sehr spezi-eller) Spannbaum T (C) (s. Abbildung 7). Die L�ange von Rundreise C ist nicht kleiner alsdie Gesamtkosten von T (C). Diese wiederum betragen mindestens c. Also hat C mindestensdie L�ange c und der skizzierte Approximationsalgorithmus die G�ute 2.Vom bisherigen Erfolg berauscht stecken wir uns jetzt ein ehrgeizigeres Ziel: Entwurf einesApproximationsalgorithmus mit G�ute 1.5. Zu diesem Zweck muss unser Approximationsal-gorithmus noch etwas \aufgepeppt" werden. Der Faktor 2, der uns vom Optimum trennt,resultiert daraus, dass die konstruierte Rundtour jede Kante des minimalen Spannbaumes T68



10

5

8 1 7

2

9

4 6

3

R(T)

Abbildung 6: Die aus einem Minimum Spanning Tree abgeleitete Rundreise.

Abbildung 7: Der aus einer Rundreise abgeleitete Spanning Tree.implizit 2-mal durchl�auft. Wenn wir eine Euler-Tour durch T zur Verf�ugung h�atten, w�urdenwir jede Kante nur 1-mal durchlaufen.Dies wirft die Frage auf, f�ur welche Graphen Euler-Touren existieren. Die Antwort liefertfolgendesLemma 6.52 Ein zusammenh�angender Graph besitzt genau dann eine Euler-Tour, wennjeder Knoten einen geraden Grad (also geradzahlig viele Nachbarn) besitzt.29Beweis Wenn ein Knoten v mit ungeradem Grad, sagen wir Grad 2d + 1 existiert, dannkann es keine Euler-Tour geben: wenn der Kreis den Knoten v zum d+ 1-mal betritt, kanner ihn nicht mehr verlassen (Sackgassenargument).Wenn ein zusammenh�angender Graph G nur Knoten mit geradem Grad besitzt, dann kanneine Euler-Tour (e�zient) konstruiert werden wie folgt:29In diesem Fall spricht man auch von einem Euler'schen Graphen.69



1. Konstruiere einen ersten Kreis C, indem Du solange auf G spazieren gehst (ohne eineKante doppelt zu laufen), bis Du zum Ausgangspunkt zur�uckkehrst.302. Wenn C bereits eine Euler-Tour darstellt, dann gib C aus. Andernfalls mache weitermit Schritt 3.3. W�ahle einen Knoten v auf C, der noch unbenutzte Ausgangskanten hat.31 Konstruierevon v aus einen zweiten Kreis C 0 (wieder durch "spazieren gehen\). Verschmelze32 Cund C 0 zu einem neuen Kreis und nenne diesen wieder C. Gehe zur�uck zu Schritt 2.2Aus dem Beweis ergibt sich dieFolgerung 6.53 Es kann in Polynomialzeit getestet werden, ob ein Graph G eine Euler-Tour enth�alt. Gegebenenfalls kann diese auch in Polynomialzeit33 konstruiert werden.Zur�uck zur Frage, ob es eine Euler-Tour durch den minimalen Spannbaum T gibt? Leidernein! In seiner Eigenschaft als Baum muss T Knoten ungeraden Gerades besitzen (zumBeispiel alle Bl�atter). Es gilt aber immerhin das folgendeLemma 6.54 Jeder Graph G hat geradzahlig viele Knoten ungeraden Grades.Beweis Wenn wir die Knotengrade d1; : : : ; dn addieren z�ahlen wir jede der m Kanten zwei-mal (da jede Kante zwei Randknoten besitzt):nXi=1 di = 2m :Da die rechte Seite der Gleichung eine gerade Zahl ist, muss es auf der linken seite geradzahligviele ungeradzahlige Terme geben. 2Idee Es seien u1; : : : ; u2k die Knoten ungeraden Grades in T . Erg�anze T zu einem Eu-ler'schen Graphen, indem Du k "Heiratskanten\ hinzuf�ugst, die die Knoten ui "perfektverheiraten\. W�ahle hierzu k Heiratskanten mit minimalem Gesamtgewicht (ein soge-nanntes "Minimum Weight Perfect Matching\, welches in Polynomialzeit berechenbarist).Hieraus ergibt sich der folgende von Christo�des vorgeschlagene Approximationsalgorithmus:30Da jeder Knoten geraden Grad hat, kann man den Spaziergang stets fortsetzen, solange man noch nichtden Ausgangspunkt erreicht hat.31Da G zusammenh�angend ist, muss es einen solchen Knoten v auf C geben.32Laufe durch C bis zum Erreichen von v, dann durchlaufe C' bis zum erneuten Erreichen von v undschlie�lich durchlaufe den Rest des tempor�ar unterbrochenen Kreises C.33Auf eine "Random Access Maschine\ k�onnen wir "Polynomialzeit\ durch "Linearzeit\ pr�azisieren.70



1. Gegeben die n-Clique (bestehend aus den n St�adten) mit Kantengewichten di;j, be-rechne einen minimalen Spannbaum T .2. Erg�anze T (wie soeben beschrieben) durch ein "Minimum Weight Perfect Matching\f�ur seine ungeraden Knoten zu einem Euler'schen Graphen T 0.3. Konstruiere eine Euler-Tour durch T 0 und gib diese als Rundreise aus.Satz 6.55 Die vom Algorithmus von Christo�des konstruierte Approximationsalgorithmusf�ur TSP hat die G�ute 1:5.Beweis Es sei R� eine optimale Rundreise mit Kosten c(R�). Wir wissen bereits, dassc(R�) � c(T ). Der Algorithmus von Christo�des konstruiert eine Rundreise R mit Kostenc(T )+c(M), wobeiM das "MinimumWeight Perfect Matching\ bezeichnet und c(M) das Ge-samtgewicht der dabei beteiligten Kanten. Die G�ute 1:5 ergibt sich, wenn wir c(R�) � c(M)=2nachweisen k�onnen. Zu diesem Zweck sei R0� sie Subtour von R, die resultiert, wenn wir Kno-ten geraden Grades in R� auslassen. R� enth�alt 2k Kanten, sagen wir e1; : : : ; e2k. O�ensicht-lich bildet sowohl fe1; e3; : : : ; e2k�1g als auch fe2; e4; : : : ; e2kg ein perfektes Heiratssystemf�ur die Knoten u1; u2; : : : ; u2k. Somit giltc(R�) � c(R0�) � 2c(M) ;was den Beweis abschlie�t. 26.7.2 Approximierbarkeit von KNAPSACKSahni hat 1975 folgende Approximationsalgorithmen Ak f�ur KNAPSACK (Eingabe: Gewich-te w1; : : : ; wn, Pro�te p1; : : : ; pn und Gewichtsschranke W ) vorgeschlagen:1. Sortiere die n Objekte nach ihrer "Pro�trate\, so dass p1=w1 � � � � � pn=wn.2. Zu jeder Teilmenge I � f1; : : : ; ng mit jIj � k bestimme ihr Gesamtgewicht W (I) =Pi2I wi und den durch sie realisierten Pro�t P (I) =Pi2I pi.3. Bestimme eine "Kandidatenrucksack\ R(I), in den zun�achst die durch I bestimmtenObjekte aufgenommen werde, um ihn danach (unter Beachtung der Gewichtsschran-ke) mit anderen Objekten aufzuf�ullen. Beim Au��ullen erhalten Objekte mit h�ohererPro�trate h�ohere Priorit�at.4. W�ahle schlie�lich den pro�tabelsten Kandidatenrucksack.Beispiel 6.56 Wir betrachten eine Eingabe f�ur KNAPSACK mit n = 8 Objekten und Ge-wichtsschranke W = 110. Sowohl die weiteren Eingabeparameter als auch der Beispiellaufvon A0 sind aus folgender Tabelle ersichtlich:
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i 1 2 3 4 5 6 7 8pi 11 21 31 33 43 53 55 65wi 1 11 21 23 33 43 45 55bi 1 1 1 1 1 0 0 0W� 1 12 33 56 89 89 89 89P� 139Hierbei ist folgendes zu beachten:- Die Eingabeparameter sind bereits nach absteigender Pro�trate sortiert.- bi bezeichnet ein Indikatorbit, welches mit dem Wert 1 anzeigt, dass Objekt i in denRucksack gesteckt wurde.- W� ist eine dynamische Variable, die on-line das bisher akkumulierte Gewicht mitz�ahlt.Mit Hilfe von W� kann entschieden werden, ob das n�achste inspizierte Objekt ohne�Uberschreitung der Gewichtsschranke W = 110 in den Rucksack gesteckt werden kann.- P� bezeichnet in entsprechender Weise den akkumulierten Pro�t. Da uns hier nur derendg�ultige Wert interessiert, haben wir die Zwischenergebnisse nicht angegeben.Wir halten als Ergebnis fest, dass A0 die L�osung I0 = f1; 2; 3; 4; 5g mit Pro�t 139 (und Ge-wicht 89) berechnet.Betrachten wir nun einen Beispiellauf von A1. Es sei daran erinnert, dass I mit jIj = kdie Menge der Objekte (bestehend aus 1 Objekt im Falle k = 1) bezeichnet, die vorab inden Rucksack gesteckt werden. Da A0 die Objekte 1; 2; 3; 4; 5 ausgew�ahlt hat, w�urden die Bei-spiell�aufe mit I = f1g; f2g; f3g; f4g; f5g nur das Ergebnis I0 = f1; 2; 3; 4; 5g reproduzieren.Wir k�onnen uns also auf die Kandatenrucks�acke R(I) mit I = f6g; f7g; f8g beschr�anken.Diese drei Beispiell�aufe sind in den folgenden Tabellen zu sehen (wobei die Eintragungen f�urdas vorab in R(I) aufgenommene Objekt zur besseren Kenntlichkeit fett gedruckt sind):i 6 1 2 3 4 5 7 8pi 53 11 21 31 33 43 55 65wi 43 1 11 21 23 33 45 55bi 1 1 1 1 1 0 0 0W� 43 44 55 76 99 99 99 99P� 149i 7 1 2 3 4 5 6 8pi 55 11 21 31 33 43 53 55wi 45 1 11 21 23 33 43 55bi 1 1 1 1 1 0 0 0W� 45 46 57 78 101 101 101 101P� 151
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i 8 1 2 3 4 5 6 8pi 65 11 21 31 33 43 53 55wi 55 1 11 21 23 33 43 45bi 1 1 1 1 0 0 0 0W� 55 66 67 88 88 88 88 88P� 118Der beste Kandidatenrucksack (und somit die Ausgabe von A1) ist R(f7g). Er enth�alt dieObjekte 1; 2; 3; 4; 7 und erzielt einen Pro�t von 151 (bei einem Gewicht von 101). Man �uberlegtsich leicht, dass die optimale L�osung die Objekte 1; 2; 3; 5; 6 in den Rucksack steckt. Sieerzielt einen Pro�t von 159 (bei einem Gewicht von 109). Algorithmus A2 h�atte die optimaleBepackung des Rucksackes beim Beispiellauf mit I = f5; 6g aufgesp�urt.Der Algorithmus A0 geht im Prinzip nur Pro�traten-basiert vor (da er vorab in denRucksack nur "die leere Menge packt\ und ihn danach Pro�traten-basiert au��ullt). Anhandvon "teuisch\ ausgew�ahlten Eingaben l�asst sich zeigen (s. �Ubung), dass A0 keine konstanteG�ute c mit c <1 besitzt. Wenn allerdings "kleine Engelchen\ die Eingabe ausw�ahlen, dannist A0 gar nicht so �ubel:Lemma 6.57 Die Objekte 1; : : : ; n seien absteigend nach Pro�trate sortiert. Falls die Ein-gabe die Bedingung 9j 2 f1; : : : ; ng : jXi=1 wi =W (23)erf�ullt, dann packt A0 einen optimalen Rucksack.Beweis Da A0 Pro�traten-basiert vorgeht, werden die Objekte 1; : : : ; j in den Rucksackgepackt (und sonst nichts, da dann die Gewichtsschranke W erreicht ist). Intuitiv sollteklar sein, dass die Gewichtsschranke optimal ausgenutzt wurde, da die Objekte mit den jh�ochsten Pro�traten ausgew�ahlt wurden. Folglich ist I0 := f1; : : : ; jg eine optimale L�osung.Ein etwas formalerer Beweis k�onnte von einer optimalen L�osung I� ausgehen und folgendesausnutzen:- Wir k�onnen oBdA I0 \ I� = ; annehmen. Falls diese Bedingung nicht erf�ullt ist,k�onnen wir n�amlich die Objekte aus I0 \ I� aus der Eingabe entfernen und so zueiner neuen Eingabe ER mit den restlichen Objekten R := f1; : : : ; ng n (I0 \ I�) undder Gewichtsschranke WR =W �Pi2I0\I� wi �ubergehen. O�ensichtlich ist I� \R eineoptimale L�osung f�ur ER und I0 \R ist die L�osung, die A0 auf Eingabe ER produzierenw�urde. Weiterhin erf�ullt ER immer noch die Bedingung (23). Wenn nun A0 auf ERoptimal ist, dann gilt Pi2I0\R pi = Pi2I�\R pi und somit w�are A0 dann auch auf dervollst�andigen Eingabe E optimal.- F�ur jede Auswahl I � f1; : : : ; ng gilt (s. �Ubung):mini2I piwi � Pi2I piPi2I wi � maxi2I piwi :73



Wenn I0 = f1; : : : ; jg und I� disjunkt sind, dann gilt I� � fj + 1; : : : ; ng und es folgtPi2I0 piPi2I0 wi � mini2I0 piwi = pjwj � maxi2I� piwi � Pi2I� piPi2I0 wi :Wegen Xi2I� wi � W =Xi2I0 wiergibt sich hieraus Pi2I0 pi �Pi2I� pi. 2Approximationsalgorithmus Ak mit k � 1 kommt auch mit Eingaben ganz gut zurecht,die sich ein "Teufel\ ausgedacht hat:Satz 6.58 Ak ist ein Approximationsalgorithmus f�ur KNAPSACK mit G�ute 1 + 1=k.Beweis Es bezeichne I� die Indexmenge eines pro�tabelsten Rucksackes R� mit Pro�t P� =Pi2I� pi. Falls jI�j � k, dann w�are R� einer der Kandidatenrucks�acke von Ak. In diesemFall w�urde Ak den maximalen Pro�t erzielen. F�ur die weitere Diskussion k�onnen wir unsalso auf den Fall jI�j � k + 1 konzentrieren. Wir indizieren die Objekte so um, dass I� =f1; : : : ; k; k + 1; : : : ; k + lg, wobei die Objekte 1; : : : ; k die k pro�tabelsten Objekte in R�seien. Weiterhin seien die Objekte k+1; : : : ; k+ l absteigend nach ihrer Pro�trate geordnet.Da 1; : : : ; k die k pro�tabelsten Objekte in R� sind und da auch k + � zu R� geh�ort, folgtpk+� � 1k + 1  pk+� + kXi=1 pi! � P�k + 1 : (24)Wir betrachten nun den Kandidatenrucksack R(I) mit I = f1; : : : ; kg. Dieser Rucksackenth�alt von vorne herein die Objekte 1; : : : ; k mit Gesamtgewicht W0 := Pki=1wi und Ge-samtpro�t P0 =Pki=1 pi. Beachte, dass Ak auf den restlichen Objekten R := fk + 1; : : : ; ngbez�uglich Gewichtsschranke WR = W �W0 Pro�traten-basiert vorgeht so wie AlgorithmusA0. Es bezeichne � 2 f1; : : : ; lg den kleinsten Index eines nicht in R(I) aufgenommenenObjektes (den es geben muss, wenn R(I) und R� nicht �ubereinstimmen, was wir oBdA an-nehmen). Es bezeichne I 0 � fk + 1; : : : ; k + � � 1g die Menge der Objekte aus R, die sichzum Zeitpunkt der Inspektion von Objekt k + � in R(I) be�nden und es seiR0 := I 0 [ fk + �; : : : ; k + lg � I� \ R :Da Objekt k + � nicht in R(I) aufgenommen wurde, mussW 0 := wk+� +Xi2I0 > WRgelten. Bez�uglich Gewichtsschranke W 0 an Stelle von WR w�are folgendes geschehen:- Ak h�atte Objekt k+� ebenfalls aufgenommen (und damit Gewichtsschranke W 0 genauerreicht). 74



- Die Objekte aus R0 h�atten zusammen mit der Gewichtsschranke W 0 Bedingung (23)erf�ullt.- Gem�a� Lemma 6.57 w�are I 0 [ fk + �g eine optimale L�osung auf der Objektmenge R0mit Gewichtsschranke W 0 gewesen.Hieraus folgt nun, dassP� � P0 + Xi2I0 pi!+ pk+� = P 0 + pk+� (24)� P 0 + P�k + 1 ;woraus sich mit einer leichten Rechnung P�=P 0 � 1 + 1=k ergibt. Da der von R(I) erzieltePro�t mindestens P 0 betr�agt, ist der Beweis jetzt abgeschlossen. 2Anhand von "teuisch\ ausgew�ahlten Eingaben f�ur KNAPSACK l�asst sich zeigen, dassAk mit k � 1 keine konstante G�ute c mit c < 1 + 1=k besitzt (s. �Ubung).Der Algorithmus Ak ist f�ur jede Konstante k polynomiell zeitbeschr�ankt. Wie aber ist dieAbh�angigkeit der Zeitschranke von dem G�uteparameter k?34 Die Antwort ist etwas frustrie-rend: allein schon die Anzahl der Kandidatenrucks�acke (sprich: die Anzahl aller TeilmengenI � f1; : : : ; ng mit jIj � k) ist proportional zu nk. Die Laufzeit w�achst also exponentiell mitk. Das Approximationsschema von Sahni ist daher nur f�ur kleine Werte von k praktikabel.De�nition 6.59 Ein Algorithmus A f�ur ein Optimierungsproblem �, der neben der eigent-lichen Eingabe einen zus�atzlichen Eingabeparameter k erh�alt und f�ur festes k einen Approxi-mationsalgorithmus Ak der G�ute 1 + 1=k f�ur � repr�asentiert, hei�t volles Approximations-schema, wenn seine Laufzeit sich nach oben durch ein bivariates Polynom in der Eingabel�angeN und in k beschr�anken l�asst.Ibarra und Kim haben 1975 mit einer Technik namens "Rounding and Scaling\ ein vollesApproximationsschema f�ur KNAPSACK entworfen. Wir skizzieren im Folgenden die Grundi-dee hiervon. Es bezeichne Pn =Pni=1 pi die Summe aller Einzelpro�te, P� den vom optimalenRucksack erzielten Pro�t, M := maxi=1;::: ;n pi den maximalen Pro�t-Zahlparameter und Ndie Kodierungsl�ange der Eingabe E. Wir nehmen im Folgenden oBdA an, dass kein Objektein W �uberschreitendes Gewicht hat. Folglich gilt P� � M . Zweifellos gibt es einen pseu-dopolynomiellen Algorithmus A, der eine zweidimensionale Tabelle T = (T [i; j])1�i�n;1�j�Pnausf�ullt, so dass T [i; j] das minimale Gewicht ist, mit welchem sich ein Pro�t von mindestensj durch eine geeignete Auswahl aus den Objekten 1; : : : ; i erzielen l�asst (bzw. T [i; j] = 1,falls p1 + � � � pi < j). Eine geeignete Implementierung dieses Algorithmus (dynamisches Pro-grammieren; s. �Ubung) hat eine Laufzeit, welche polynomiell von N und inM abh�angt. Ausder n-ten Zeile von T kann man leicht den maximal m�oglichen Pro�t P� ablesen. AlgorithmusA ist leider nur pseudopolynomiell, weil M exponentiell gro� in Abh�angigkeit von N seinkann. Nun ist der Moment gekommen, in dem "Rounding and Scaling\ eine Rolle spielt. Wir34Genau genommen sollten wir hier einen uniformen Algorithmus A betrachten, der k als zus�atzlichenEingabeparameter erh�alt und dann vorgeht wie Ak. 75



skalieren die Eingabe E (mit eventuell riesenhaftem M) herunter, indem wir die Paramterpi durch p0i := j piK k (25)ersetzen, wobei K gem�a� K := M(k + 1)n � P�(k + 1)n (26)gew�ahlt wird (aus Gr�unden, die sich erst sp�ater erhellen).35 Wir bezeichnen die neue Eingabemit E 0. Der Approximationsalgorithmus von Ibarra und Kim, im folgenden mit A bezeichnet,geht vor wie folgt:1. Berechne aus EingabeE mit den Parametern p1; : : : ; pn;w1; : : : ; wn;W und dem zus�atz-lichen Eingabeparameter k die Eingabe E 0 mit den gem�a� (25),(26) berechneten Pa-rametern p01; : : : ; p0n anstelle von p1; : : : ; pn.2. Wende den pseudopolynomiellen Algorithmus A0 auf E 0 an und lies aus der resultie-renden Tabelle T eine optimale L�osung I � f1; : : : ; ng von E 0 ab.3. Gib I als L�osung f�ur die urspr�ungliche Eingabe E aus.Satz 6.60 Der Algorithmus A von Ibarra und Kim ist ein volles Approximationsschema f�urKNAPSACK.Beweis Wir beginnen mit der Zeitanalyse. Die Laufzeit wird dominiert durch die Berech-nung der optimalen L�osung I f�ur die Eingabe E 0 unter Anwendung des pseudopolynomi-ellen Algorithmus' A0. Wegen M � Pn kostet dies gr�o�enordnungsm�a�ig poly(N;M=K) =poly(N; (k + 1)n) viele Schritte, woraus sich wegen n � N eine in N und k polynomiellbeschr�ankte Rechenzeit ergibt.Abschlie�end berechnen wir den von I erzielten Pro�t und vergleichen ihn mit P�. Bezogenauf Eingabe E bzw. E 0 erzielt I den Pro�tPE =Xi2I pi bzw. PE0 =Xi2I p0i =Xi2I j piK kO�ensichtlich unterhalten PE; P� und PE0 die BeziehungKPE0 � PE � P� < KPE0 +KjIj � KPE0 +Kn � PE +Kn ; (27)wobei die drittletzte Ungleichung ausnutzt, dass I� (also die L�osung mit Pro�t P�) bezogenauf E 0 h�ochstens den (best m�oglichen) Pro�t PE0 erzielen kann. Nun ergibt sich die G�ute1 + 1=k durch eine einfache Rechnung ausPE � P� �Kn = P� � Mk + 1 � P� � P�k + 1 : 235Grunds�atzlich gilt, dass hohe Werte von K die Laufzeit verbessern, aber die G�ute verschlechtern (undumgekehrt f�ur niedrige Werte von K). Die Wahl von K ist somit ein Balance-Akt.76



6.7.3 NP-harte ApproximationEinige Optimierungsprobleme (wie zum Beispiel KNAPSACK) erlauben (volle) Approxima-tionsschemata, andere (wie zum Beispiel TSP) besitzen nicht einmal konstante G�utegarantien(sofern P 6= NP). Wo liegen die theoretischen Grenzen f�ur die G�ute von Approximationsalgo-rithmen f�ur ein gegebenes Optimierungsproblem? In diesem Abschnitt gehen wir dieser Fragenach und lernen ein paar Techniken zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit kennen.Als erste Basistechnik zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit eine Optimierungspro-blems besprechen wir die Herstellung einer "mupltiplikativen L�ucke (multiplicative gap)\ inBezug auf den zu optimierenden Parameter. In Verbindung mit TSP hatten wir diese Technikimplizit bereits kennen gelernt: falls P 6= NP , dann besitzt TSP keine konstante G�utegaran-tie. Wie hatten wir dieses Resultat erzielt? Wesentlich bei der verwendeten Reduktion vonHC auf TSP war die folgende Eigenschaft:Wenn der gegebene Graph G = (V;E) einen Hamilton'schen Kreis besitzt, dann erlaubt dievon G induzierte Distanzmatrix eine Rundreise der L�ange n = jV j. Gibt es hingegen keinenHamilton'schen Kreis, dann hat die k�urzeste Rundreise mindestens die L�ange kn + 1.Die L�ucke zwischen den Kostenparametern n und kn + 1 erlaubt den Schluss:Wenn ein Algorithmus f�ur TSP die G�ute k besitzt, dann kann er (ohne wesentlichen E�zi-enzverlust) dazu benutzt werden, HC exakt zu l�osen.Die meisten Nichtapproximierbarkeitsresultate beruhen auf einer polynomiellen Reduktion,welche eine multiplikative L�ucke (im eben beschriebenen Sinn) herstellt. Einfache Beispie-le hierf�ur ergeben sich durch Optimierungsprobleme, die bereits f�ur eine konstante Kosten-bzw. Pro�tschranke NP-hart sind. Diese erlauben die Herstellung einer multiplikativen L�uckeauf triviale Weise. Wir demonstrieren dies anhand von COLORABILITY:Bemerkung 6.61 Falls P 6= NP, dann kann kein Approximationsalgorithmus f�ur COLO-RABILITY eine konstante G�ute unterhalb von 4=3 besitzen.BeweisDas Graphenf�arbungsproblem ist bereits f�ur Kostenschranke 3 (3-COLORABILITY)NP-vollst�andig. Ein Approximationsalgorithmus mit G�ute c < 4=3 kann benutzt werden, umdie Frage der 3-F�arbbarkeit eines gegebenen Graphen exakt zu l�osen. Falls ein solcher Algo-rithmus existierte, w�are P = NP . 2V�ollig analog ergibt sich derSatz 6.62 Unter der Voraussetzung P 6= NP gilt folgendes. Wenn ein Minimierungspoblem(bzw. Maximierungsproblem) � bereits mit konstanter Kostenschranke k NP-hart ist, dannkann kein Approximationsalgorithmus f�ur � eine konstante G�ute unterhalb von (k + 1)=k(bzw. k=(k � 1)) besitzen.Als zweite Basistechnik verwenden wir den Nachweis der starken NP-H�arte. Es geltenn�amlich folgende Resultate:Satz 6.63 Es sei � ein Optimierungsproblem mit einem nat�urlich-zahligen Optimierungs-parameter und der Eigenschaft, dass der Wert C�(E) einer optimalen L�osung f�ur Eingabe Epolynomiell in der Kodierungsl�ange N(E) und in dem maximalen in E vorkommenden Zahl-parameter M(E) nach oben beschr�ankt sind. Dann kann ein volles Approximationsschemaf�ur � in einen pseudopolynomiellen Algorithmus f�ur � transformiert werden.77



Beweis Wir beschr�anken uns auf die Betrachtung von einem Minimierungsproblem �. DerBeweis f�ur Maximierungsprobleme l�asst sich analog f�uhren.Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom q mit der EigenschaftC�(E) < q(N(E);M(E))f�ur alle Eingabeinstanzen E von � und ein volles Approximationsschema A f�ur �. Derkorrespondierende pseudopolynomielle Algorithmus A0 (zur exakten L�osung von �) geht aufEingabe E vor wie folgt:1. k := q(N(E);M(E)).2. Wende A auf Eingabe E und Genauigkeitsparameter k an und erhalte eine L�osung mitPro�t C(E) � (1 + 1=k)C�(E).Da die Laufzeit von A polynomiell in N(E) und k beschr�ankt ist, ist die Laufzeit von A0polynomiell in N(E) und M(E) beschr�ankt (pseudopolynomielle Laufzeit). O�ensichtlichgilt C(E)� C�(E) � C�(E)k = C�(E)q(N(E);M(E)) < 1 :Aus C(E); C�(E) 2 N0 folgt C(E) = C�(E). 2Folgerung 6.64 Falls P 6= NP, dann kann ein stark NP-hartes Optimierungsproblem (mitpolynomiell in N(E) und M(E) beschr�anktem Wert einer optimalen L�osung) kein vollesApproximationsschema besitzen.Gem�a� Satz 6.63 l�asst sich ein volles Approximationsschema in einen pseudopolynomiellenAlgorithmus transformieren. Zumindest f�ur den Spezialfall von KNAPSACK haben Ibarraund Kim die Umkehrung dieses Satzes demonstriert, indem sie (mit der Technik des "Roun-ding and Scaling\) einen pseudopolynomiellen Algorithmus in ein volles Approximations-schema transformiert haben. Obschon es kein "Metatheorem\ gibt, welches die Konstruktionvon Ibarra und Kim auf beliebige pseudopolynomiell l�osbare Optimierungsprobleme verall-gemeinert, ist die Technik des "Rounding and Scaling\ in vielen F�allen (�ahnlich wie beiKNAPSACK) erfolgreich anwendbar.Approximation bis auf eine "additive Konstante\? Wir haben Approximatiosnal-gorithmen kennen gelernt, die das Optimum bis auf einen konstanten Faktor tre�en. St�arkerw�aren freilich mathematische G�utegarantien, das Optimum bis auf eine additive Konstantezu tre�en. Ist so etwas denkbar? Die Antwort lautet f�ur fast alle nat�urlichen Optimierungs-probleme NEIN. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen:Bemerkung 6.65 Falls P 6= NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A f�urKNAPSACK mit einer G�utegarantie von der Form9k 2 N; 8E : C�(E)� CA(E) � kgeben, wobei C�(E) den auf Eingabe E maximal erzielbaren Pro�t bezeichnet und CA(E) denvom Algorithmus A auf E erzielten Pro�t. 78



Beweis Angenommen es g�abe einen Approximationsalgorithmus A mit einer solchen G�ute-garantie. Dann w�urde der folgende Algorithmus A0 KNAPSACK in Polynomialzeit optimall�osen:1. Es sei E 0 die aus E resultierende Eingabe, wenn wir alle Zahlparameter um den Faktork + 1 hochskalieren (also mit k + 1 multiplizieren).2. Wende A auf E 0 an und erhalte eine Auswahl I der in den Rucksack gepackten Ob-jekte, deren Gesamtpro�t vom maximal erzielbaren Pro�t additiv nur um maximal kabweicht.3. Gib I als L�osung f�ur die urspr�ungliche Eingabe E aus.Beachte, dass die Probleme E und E 0 "isomorph\ sind: Korrespondierende Eingabeparame-ter und Gesamtpro�te von korrespondierenden L�osungen unterscheiden sich immer nur umden Faktor k+1. Eine optimale L�osung f�ur E 0 ist demnach auch eine optimale L�osung f�ur E.Da in E 0 nur Zahlen auftauchen, die Vielfache von k + 1 sind, ist "vom Pro�t einer optima-len L�osung additiv um maximal k abweichen" gleichbedeutend mit "einen optimalen Pro�terzielen\. Somit ist A0 ein Optimierungsalgorithmus f�ur KNAPSACK (der o�ensichtlich inPolynomialzeit arbeitet) und es folgt P = NP . 2Der Beweis war darum so leicht, weil ein Zahlenproblem vorlag und wir alle Zahlparametereinfach mit einer geeigneten Konstante multiplizieren konnten. Wie sieht es aber bei reinkombinatorischen Problemen aus? Die Antwort lautet GENAUSO:Bemerkung 6.66 Falls P 6= NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A f�urIndependent Set mit einer G�utegarantie von der Form9k 2 N; 8E : P�(G)� PA(G) � kgeben, wobei P�(G) die maximale Anzahl paarweise unabh�angiger Knoten im EingabegraphenG bezeichnet und PA(G) die M�achtigkeit der von Algorithmus A konstruierten unabh�angigenMenge in G.Beweis Gehe vor wie bei KNAPSACK, au�er dass die Transformation von G in G0 dieTechnik der "kombinatorischen Multiplikation\ verwendet: G0 besteht aus k + 1 disjunktenKopien von G. Die weitere Argumentation kann aufgebaut werden wie bei dem entsprechen-den Nachweis f�ur KNAPSACK. 2Da fast alle nat�urlichen Optimierungsprobleme die "kombinatorische Multiplikation\ derEingabeinstanz mit einer Konstanten (sprich: die Vervielf�altigung der Eingabeinstanz) er-lauben, sind "additive G�utegarantien\ im Prinzip nicht erreichbar.
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6.7.4 Komplexit�atsklassen f�ur OptimierungsproblemeEs bezeichne NPO die Klasse aller Optimierungsprobleme, die durch eine polynomiell veri-�zierbare Relation und eine polynomiell auswertbare Wertefunktion gegeben sind. APX be-zeichne die Probleme aus NPO, die einen Approximationsalgorithmus mit konstanter G�utebesitzen (die sogenannten "approximierbaren\ Probleme). PTAS bezeichne die Probleme ausNPO, die ein Approximationsschema besitzen. Schlie�lich bezeichne FPTAS die Problemeaus NPO, die ein volles Approximationsschema besitzen (wie zum Beispiel KNAPSACK).Es ergibt sich die HierarchieFPTAS � PTAS � APX � NPO ;die unter der Voraussetzung P 6= NP echt ist:1. "Independent Set\ eingeschr�ankt auf planare Graphen geh�ort zu PTAS (ohne Beweis).Da es sich hier nicht um ein Zahlenproblem und daher automatisch um ein starkNP-vollst�andiges Problem handelt, kann es aber gem�a� Folgerung 6.64 kein volles Ap-proximationsschema geben.2. Probleme wie "Bin Packing\, "Vertex Cover\, und "Metrisches TSP\ besitzen Appro-ximationsalgorithmen mit konstanter G�ute, aber kein Approximationsschema (was mitHilfe des ber�uhmten PCP-Theorems gezeigt werden kann).3. Probleme wie "Set Cover\, "Graphenf�arbung\ und CLIQUE besitzen keine Approxi-mationsalgorithmen mit einer konstanten G�ute (was ebenfalls mit dem PCP-Theoremgezeigt werden kann).Das angesprochene PCP-Theorem und seine Bedeutung f�ur die Theorie der Approximations-algorithmen werden wir evtl. zu einem sp�ateren Zeitpunkt der Vorlesung besprechen.F�ur die Klassen NPO und APX lassen sich mit Hilfe eines geeigneten Reduktionsbe-gri�es vollst�andige Probleme (also schwerste Vertreter ihrer Klasse vom Standpunkt derApproximierbarkeit) aus�ndig machen. Die uns bekannten Reduktionsbegri�e sind hierf�urnicht geeignet (aus Gr�unden, die wir in den �Ubungen kurz diskutieren). Man braucht viel-mehr eine Art "approximationserhaltende\ Reduktion. Popul�are approximationserhaltendeReduktionen sind die sogenannten AP- bzw. L-Reduktionen. Wir werden in den �Ubungenkurz darauf eingehen.Ansonsten sei auf die Webseitewww.nada.kth.se/theory/compendium/verwiesen, die von Viggo Kann gepegt wird. Sie enth�alt zu einer gro�en Liste von grundle-genden Optimierungsproblemen die neuesten "guten\ und "schlechten\ Nachrichten (sprich:verbesserte Approximationsalgorithmen bzw. verbesserte Nachweise der inh�arenten Nichtap-proximierbarkeit). In einigen F�allen konnte die magische Schwelle k0 f�ur die bestm�oglicheG�ute exakt bestimmt werden. Ein paar Informationen, die von dieser Webseite gezogenwurden (und die uns bekannten Optimierungsprobleme betre�en) �nden sich in dem heuteausgeteilten Begleitmaterial. 80



6.8 Parametrisierte Komplexit�atEs sei daran erinnert, dass ein "vertex cover\ eines Graphen G = (V;E) eine TeilmengeC � V der Knotenmenge ist, die von jeder Kante e 2 E mindestens einen Randknotenenth�alt. Mit Hilfe der Knoten aus C kann man gewisserma�asen alle Kanten des Graphenkontrollieren. Es sei weiter daran erinnert, dass eine "independent set\ eines Graphen G =(V;E) eine Teilmenge U � V der Knotenmenge ist, die aus paarweise nicht benachbartenKnoten besteht. Es gilt, dass C ein "vertex cover\ ist gdw U := V nC eine "independent set\ist. Dies hatten wir in der Vorlesung "Theoretische Informatik\ ausgenutzt, um "IndependentSet (IS)\ mit der Reduktionsabbildung(G; k) 7! (G; jV j � k)polynomiell auf "Vertex Cover (VC)\ zu reduzieren: es gibt n�amlich in G eine "indepen-dent set\ der Gr�o�e k gdw es in G ein "vertex cover\ der Gr�o�e jV j � k gibt. In Bezug aufEntscheidungs- oder Optimierungsalgorithmen sind "Vertex Cover\ und "Independent Set\zwei "isomorphe\ Probleme. Wir wissen bereits, dass dies in Bezug auf Approximationsal-gorithmen falsch ist, da "Vertex Cover\ zur Klasse APX der (mit G�ute 2) approximierbarenProbleme geh�ort, wohingegen "Indpendent Set\ (unter der P 6= NP Voraussetzung) keineApproximationsalgorithmen mit konstanter G�ute zul�asst. In diesem Abschnitt wird sich ein�ahnlicher Gegensatz ergeben: "Vertex Cover\ geh�ort zur Klasse FPT der sogenannten "Fest-Parameter behandelbaren\ Probleme, wohingegen "Independent Set\ (unter der P 6= NPVoraussetzung) nicht zu FPT geh�ort. Die entsprechende Aussage gilt auch f�ur das folgendeProblem:Dominating Set (DS) Knoten�uberwachung durch m�oglichst wenige KnotenEingabe Ein Graph G = (V;E) und eine Kostenschranke kFrage Kann man mit k Knoten alle Knoten �uberwachen, d.h., existiert eine TeilmengeD � V (genannt "dominating set\) der Maximalgr�o�e k, so dass jeder Knotenv 2 V mindestens einen Nachbarn in D besitzt.Kommentar Dieses Problem �ndet Anwendungen bei der �Uberwachung von Rech-nern in einem Rechnernetz.Ober�achlich betrachtet sind die Probleme "Vertex Cover\ und "Dominating Set\ engeVerwandte, wie durch die folgende polynomielle Reduktion unterstrichen wird:Lemma 6.67 VC �pol DS.Beweis Es sei (G; k) mit G = (V;E) eine gegebene Eingabeinstanz von VC. Wir verwendendie (e�zient berechenbare) Eingabetransformation (G; k) 7! (G0; k + n), wobei G0 aus Gdurch die in Abbildung 8 dargestellte lokale Ersetzung hervorgeht.Wie aus der Abbildung ersichtlich hat G0 die Knotenmenge V0 [ V1 [ V2 [ E0 (mit dero�ensichtlichen Bedeutung von V0; V1; V2; E0). Die Kantenmenge von G0 ist ebenfalls leichtaus der Abbildung abzulesen. Der Beweis wird abgeschlossen durch die81
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Abbildung 8: Lokale Ersetzung bei der polynomiellen Reduktion von VC auf DS.Behauptung Es gibt genau dann ein Vertex Cover der Maximalgr�o�e k in G, wenn es eineDominating Set der Maximalgr�o�e k + n in G0 gibt.Nehmen wir an, dass wir in G jede Kante mit Knoten aus U � V �uberwachen k�onnenund jU j � k. Dann k�onnen wir in G0 jeden Knoten mit den Knoten aus U [ V1 �uberwachen.Es gilt jU [ V1j = jU j+ n � k + n.Nehmen wir an, dass wir in G0 jeden Knoten mit Knoten aus U 0 � V0 [ V1 [ V2 [ E0�uberwachen k�onnen und jU 0j � k+n. Wir k�onnen oBdA annehmen, dass in U 0 keine Knotenaufgenommen werden, die in ihrer "�Uberwachungspotenz\ von anderen Knoten dominiertwerden. Zum Beispiel ist v1 "potenter\ als v2, da v1 die Knoten v0; v1; v2 �uberwacht undv2 lediglich die Knoten v1; v2. Somit gilt oBdA U 0 \ V2 = ;. Da andererseits alle Knotenaus V2 �uberwacht werden m�ussen und v2 nur von sich selbst oder von v1 aus �uberwachtwerden kann, gilt V1 � U 0. Durch V1 werden bereits alle Knoten aus V0 �uberwacht, abernoch keine Knoten aus E0. Das Restproblem ist also auf die �Uberwachung der Knoten ausE0 zusammengeschrumpft. Unter diesen Bedingungen gilt f�ur jede Kante e = fa; bg, dass a0(bzw. b0) "mindestens so potent\ ist wie e0. Knoten a0 (bzw. b0) k�onnte n�amlich potentiellneben e0 noch weitere Knoten aus E0 �uberwachen. Wir k�onnen also oBdA annehmen, dass U 0die Form U 0 = V1[U0 mit U0 � V0 hat, wobei die maximal k Knoten aus U0 die �Uberwachungvon E0 gew�ahrleisten. Es folgt, dass U = fvj v0 2 U0g ein Vertex Cover der Maximalgr�o�e kin G ist. 2Folgerung 6.68 "Dominating Set\ ist NP-vollst�andig.In Abschnitt 6.8.1 werden wir die Fest-Parameter Behandelbarkeit von "Vertex Cover\herausarbeiten. In Abschnitt 6.8.2 pr�asentieren wir eine formale De�nition der Klasse FPT82



und gehen auf den dazu passenden Reduktionsbegri� ein, mit Hilfe dessen die Nichtmitglied-schaft von "Independent Set\ und "Dominating Set\ in FPT (unter der P 6= NP Vorausset-zung) bewiesen werden k�onnte.6.8.1 Ein Fest-Parameter behandelbares BeispielproblemDer Star dieses Unterabschnittes ist das Vertex Cover Problem. Wir wollen im folgendenherausarbeiten, dass VC gegen�uber CLIQUE, IS oder DS eine Sonderrolle einnimmt.Beginnen wir mit einer Gemeinsamkeit der genannten Probleme. Wenn wir die Kosten-schranke k zu einer Konstanten einfrieren, dann werden Probleme von der Art CLIQUE,IS, VC oder DS trivialisiert. Wir k�onnen n�amlich mit Exhaustive Search alle �nk� TeilmengenU � V der Gr�o�e k der Reihe nach durchmustern und jeweils auf die entsprechende Eigen-schaft testen. Falls k eine von n = jV j unabh�angige Konstante ist, dann gilt �nk� = O(nk)und wir erhalten eine polynomielle Zeitschranke.Nun ist nk zwar ein Polynom, aber 
(nk) Rechenschritte sind f�ur gro�e Konstanten k(selbst bei moderater Eingabel�ange n) nicht tolerierbar. Der Ansatz der parametrisiertenKomplexit�at ist zu �uberpr�ufen, ob nicht auch eine Zeitschranke der Form f(k)nc eingehaltenwerden kann. Hierbei ist f eine beliebige, nur von k (aber nicht von n) abh�angige Funktionund c � 1 ist eine von n und k unabh�angige Konstante. F�ur konstantes k und c = 1 h�attenwir zum Beispiel eine lineare Laufzeitschranke vorliegen, im Vergleich zu nk eine radikaleVerbesserung.F�ur VC geht dieser Plan voll auf:Satz 6.69 (Downey und Fellows, 1992) VC kann in O(2kn) Schritten (auf einer Ran-dom Access Maschine mit uniformem Kostenma�) gel�ost werden.Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die den Faktor 2k ins Spiel bringt. Von jederKante e = fv; wg enth�alt ein legales Vertex Cover den Knoten v oder den Knoten w. Wirk�onnen daher einen bin�aren Entscheidungsbaum T aufbauen. Jeder Knoten von T repr�asen-tiert ein partielles Vertex Cover, das anfangs (im Wurzelknoten von T ) noch leer ist. Jedeneue bin�are Entscheidung f�uhrt dazu, dass T sich an einem bisherigen Blattknoten z wiederbin�ar verzweigt und das von z repr�asentierte partielle Vertex Cover um einen Knoten erwei-tert wird. Um das Wachstum von T levelweise voranzutreiben, protokollieren wir an jedemKnoten z die korrespondierende partielle L�osung Uz und die Menge der noch un�uberwach-ten Kanten Ez. Wir brechen den Wachstumsprozess von T an einem Blatt z ab, wenn (derMisserfolgsfall) jUzj = k; Ez 6= ; oder wenn (der Erfolgsfall) Ez = ;. T braucht (wegen derKostenschranke k) nicht �uber Tiefe k hinaus wachsen und enth�alt daher O(2k) Knoten. FallsT zu wachsen aufh�ort, ohne dass der Erfolgsfall eingetreten ist, dann existiert kein VertexCover der Gr�o�e k. Im Erfolgsfall hingegen haben wir ein Vertex Cover der Maximalgr�o�ek aufgesp�urt. Der Overhead, der an jedem Knoten von T zu leisten ist, ist polynomiell in nbeschr�ankt. Eine verfeinerte Implementierung und eine genauere Analyse zeigen, dass eineLaufzeitschranke der Form O(2kn) eingehalten werden kann. 2Die in diesem Beweis benutzte Daternstruktur tr�agt den Namen "beschr�ankter Suchbaum(bounded search tree)\. Eine weitere Schl�usseltechnik ist die sogenannte "Reduktion aufeinen Problemkern\, deren Anwendung auf Vertex Cover zu folgendem Resultat f�uhrt:83



Satz 6.70 (Buss, 1989) VC kann in O(kk + n) Schritten (auf einer Random Access Ma-schine mit uniformem Kostenma�) gel�ost werden.Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die zu der "additiven\ Form f(k) + g(n) derZeitschranke f�uhrt. Die Reduktion auf den Problemkern von Vertex Cover mit fester Ko-stenschranke k nutzt die folgenden o�ensichtlichen Tatsachen aus:- Jeder Knoten von einem k �uberschreitenden Grad muss in das "vertex cover\ C auf-genommen werden.- Bei einem Graphen ohne isolierte Knoten ist jedes "vertex cover\ auch eine "dominatingset\. Wenn jeder Knoten maximal k Nachbarn hat und es gibt ein "vertex cover\ (undsomit eine "dominating set\) der Gr�o�e k0, dann kann es maximal k0(k + 1) Knotengeben.Dies legt folgenden Algorithmus nahe:1. Teste, ob es mehr als k Knoten mit jeweils mehr als k Nachbarn gibt. Falls JA, dannkann es kein "vertex cover\ der Gr�o�e k geben. Falls NEIN, dann nimm die p � kKnoten mit jeweils mehr als k Nachbarn in das (anfangs leere) "vertex cover\ C auf,reduziere die Kostenschranke auf k0 := k�p, entferne aus G alle Knoten aus C und diezu ihnen inzidenten Kanten sowie alle resultierenden isolierten Knoten (die zu einer�Uberwachung der Kanten des Restgraphen nichts beitragen k�onnen) und erhalte soden "Restgraphen\ G0.2. Teste, ob G0 mehr als k0(k + 1) Knoten enth�alt. Falls JA, dann kann es in G0 kein"vertex cover\ der Gr�o�e k0 (und somit in G kein "vertex cover\ der Gr�o�e k) geben.Falls NEIN, dann mache weiter wie folgt.3. Teste, ob G0 (ein Graph mit maximal k0(k+1) Knoten) ein "vertex cover\ C 0 der Gr�o�ek0 besitzt. Falls JA, dann gib C [ C 0 als "vertex cover\ der Gr�o�e k von G aus. FallsNEIN, dann existiert kein "vertex cover\ der geforderten Gr�o�e.Bei geschickter Implementierung kann die Reduktion auf den Problemkern (hier: die Berech-nung des Restgraphen G0) in Linearzeit geschehen. Die Berechnung eines "vertec cover\ einerGr�o�e von maximal k0 (sofern vorhanden) kann bei geschickter Implementierung in O(kk)Schritten geschehen. Dies f�uhrt zu der Zeitschranke O(kk + n). 2Folgerung 6.71 (Balasubramanian, Downey, and Fellows, 1992) VC kann in O(2kk2+n) Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem Kostenma�) gel�ost werden.Beweis Reduziere zuerst auf den Problemkern und wende auf diesen die Methode mit denbeschr�ankten Suchb�aumen an. 2Der folgende Satz markiert den aktuellen Weltrekord36, was die Laufzeit f�ur Vertex Coverin Abh�angigkeit von n und k angeht:36resultierend aus einer geschickten Kombination verschiedener Vertex Cover Algorithmen84



Satz 6.72 | ohne Beweis |VC kann in O �kn+max�(1:25542)kk2; (1:2906)k2:5k	�Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem Kostenma�) gel�ost werden.Experimente zeigen, dass dieser Algorithmus Eingaben (G; k) bis zur Schwelle k � 200(Parameter n ist weniger kritisch und darf viel gr�o�er sein) mit einem noch realistischenVerbrauch an Rechenzeit abarbeiten kann. Eingaben mit derart hohen Werten von k k�onntenbei einem naiven Verfahren mit Laufzeit 
(nk) in Jahrmilliarden nicht vollst�andig bearbeitetwerden.F�ur welche Probleme au�erhalb von P l�asst sich ein Eingabeparameter k dingfest ma-chen, so dass L�osungsalgorithmen mit einer Zeitschranke der Form f(k)nc existieren? F�urwelche Probleme existieren solche Eingabeparameter k nicht? Um diese Frage korrekt zubeantworten bedarf es einiger abstrakter De�nitionen, die den Kern der Fest-Parameter Be-handelbarkeit herausarbeiten.6.8.2 Probleme innerhalb und au�erhalb FPTDe�nition 6.73 Ein parametrisiertes Problem (sprich: eine parametrisierte formale Spra-che) liegt vor, wenn die Eingabeparameter in einen Variablen-Parameter Teil und einenFest-Parameter Teil zerfallen. Syntaktisch korrekte Eingaben sind also Paare (x; p) | ge-nauer: Kodierungen solcher Paare | wobei x die Kollektion der Variablen-Parameter undp die Kollektion der Fest-Parameter repr�asentiert.De�nition 6.74 Eine parametrisierte Sprache heisst Fest-Parameter behandelbar (�xed-parameter tractable), wenn ihr Mitgliedschaftsproblem in f(k)nc Schritten l�osbar ist. Hierbeiist n die L�ange von x, k die L�ange von p, f eine nur von k (aber nicht von n) abh�angigeFunktion und c � 1 eine von n und k unabh�angige Konstante. Die Klasse der Fest-Parameterbehandelbaren parametrisierten Sprachen bezeichnen wir als FPT.Aus der De�nition von FPT folgt sofort:P � FPT (28)Bemerkung 6.75 Die De�nition von FTP ist robust gegen einige Modi�kationen. ZumBeispiel �andert sich die Klasse FPT nicht, wenn wir p und k identi�zieren (also etwa vorau-setzen, dass p die un�are Kodierung einer Zahl k ist). Von dieser Vereinfachung machen wirmeistens Gebrauch und sprechen von dem Fest-Parameter k der Eingabe. Weiterhin �andertsich FPT nicht, selbst wenn wir Laufzeitschranken der Form f(k) + nc (anstelle f(k) � nc)fordern (wie 1997 von Cai, Chen, Downey und Fellows gezeigt wurde).Mit diesen De�nitionen k�onnen wir das Resultat des vorigen Abschnitts zusammenfassenwie folgt:Satz 6.76 VC 2 FPT. 85



Obwohl wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht n�aher darauf eingehen k�onnen, sei be-merkt, dass FPT eine sehr reichhaltige Klasse ist, und dass die Nachweise zur Mitgliedschaftin FPT einige grundlegende Methoden und Tricks zum Algorithmenentwurf hervorgebrachthaben. Andererseits gibt es auch eine breite Palette von Problemen, die (vermutlich) nicht zuFPT geh�oren. In diese Kategorie der Fest-Parameter harten Probleme geh�oren zum BeispielCLIQUE, IS und DS. Die Vermutung der Fest-Parameter H�arte eines Problems wird wiedermit einem geeigneten Reduktionsbegri� gest�utzt. Anders als bei der Klasse NPC haben sichaber mehrere harte Klassen gebildet, die oberhalb von FPT eine Hierarchie bilden. Auchhierauf k�onnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht n�aher eingehen. Wir de�nieren le-diglich den Reduktionstypus, den man in der Fest-Parameter Komplexit�atstheorie zugrundelegen sollte:De�nition 6.77 Seien L; L0 parametrisierte formale Sprachen. L heisst Fest-Parametertransformierbar in L0, falls eine in f(k)nc Schritten berechenbare Fest-Parameter Einga-betransformation (x; k) 7! (x0; k0) mit k0 = g(k) und (x; k) 2 L , (x0; k0) 2 L0 existiert.Hierbei ist n die L�ange von x, f; g sind nur von k (aber nicht von n) abh�angige Funktionenund c � 1 ist eine von n und k unabh�angige Konstante.Zum Beispiel ist die (aus der Vorlesung "Theoretische Informatik\ bekannte) polynomielleReduktion von CLIQUE nach IS (�Ubergang zum Graphen mit der gleichen Knoten- aberkomplement�aren Kantenmenge) eine Fest-Parameter Transformation (mit g(k) = k0 = k).Die polynomiellen Reduktionen von IS nach VC (mit k0 = n � k) und von VC nach DS(mit k0 = n + k) hingegen sind keine Fest-Parameter Transformationen, da Fest-Parameterk0 jeweils eine (verbotene) Abh�angigkeit von n aufweist.O�ensichtlich gilt:Lemma 6.78 Falls L Fest-Parameter transformierbar in L0 ist und L0 2 FPT, dann folgtL 2 FPT.Umgekehrt bedeutet dies nat�urlich, dass sich eine etwaige Fest-Parameter H�arte von L aufL0 vererben w�urde.Wir bemerken abschlie�end, dass die Hierarchie die von FPT und den diversen Klassenvon Fest-Parameter harten Problemen gebildet wird "windschief\ zur polynomiellen Platz-Zeit Hierarchie liegt. Probleme aus NP k�onnen bereits Fest-Parameter hart sein. Andererseitsgeh�oren sogar einige PSPACE-vollst�andige Probleme zur Klasse FPT.6.9 Zwischenbilanz zum Thema "P versus NP\Bei gro�en Softwareprojekten entstehen nach einer Strukturierungs- und Modellierungsphasemeist klar umrissene Teilprobleme. Ein Lernziel beim Studium der E�zienten Algorithmenund der Komplexit�atstheorie ist� zu erkennen, wenn ein Teilproblem mit einem e�zienten Algorithmus l�osbar ist,� zu erkennen, wenn dies nicht der Fall ist (zum Beispiel aufgrund der NP -H�arte desProblems). 86



NP -harte Probleme verschwinden nicht, wenn wir sie als NP -hart erkannt haben. Es stelltsich also weiterhin die Frage, wie mit harten Problemen umzugehen ist. In den voran gegan-genen Abschnitten haben wir ein paar Methoden zum Umgang mit NP-harten Problemen(sowie die theoretischen Grenzen dieser Methoden) kennen gelernt:Einschr�ankung des Problems Suche nach (praktisch relevanten) und e�zient l�osbarenTeilproblemen eines NP-vollst�andigen Problems.Zum Beispiel sind 2-SAT (im Gegensatz zu 3-SAT) und 2-dimensionales Matching(im Gegensatz zum 3-dimensionalen Matching) e�zient l�osbar. PRECEDENCE CON-STRAINED SCHEDULING wird e�zient l�osbar, wenn wir nur B�aume (Sortier- oderMontageb�aume) als partielle Relation auf der Menge der Aufgaben zulassen. MancheZahlenprobleme (wie PARTITION oder KNAPSACK) sind pseudopolynomiell l�osbarund somit polynomiell l�osbar im Falle "kleiner\ Zahlparameter in der Eingabe. DieGrenzen dieses Ansatzes ergeben sich durch extrem eingeschr�ankte aber immer nochNP-harte Teilprobleme bzw., im Falle der Zahlprobleme, durch das Ph�anomen derstarken NP-Vollst�andigkeit.Aufgabe des Anspruches der Optimalit�at Versuche ein NP-hartes Optimierungspro-blem mit einem Approximationsalgorithmus zu l�osen, welcher in Polynomialzeit eine"gute\ (aber i.A. nicht optimale) L�osung liefert.Die Grenzen dieses Ansatzes (den wir am Beipsiel der Probleme TSP und KNAPSACKdiskutiert haben) ergeben sich durch das Ph�anomen der NP-harten Approximation.Fest-Parameter Behandelbarkeit Versuche aus den Eingabeparametern einen sogenann-ten "Fest-Parameter\ k zu isolieren, der f�ur die NP-H�arte des Problems verantwortlichist und suche einen Algorithmus mit einer Zeitschranke der Form f(k)nc.Diesen Ansatz haben wir am Beispiel von Vertex Cover diskutiert. Seine Grenzen �ndeter im Ph�anomen der Fest-Parameter H�arte.Ein anderer (bisher von uns nicht diskutierter) Ansatz besteht darin ein m�achtigeresMaschinenmodell als die Deterministische Turing Maschine (DTM) zu verwenden. Wir dis-kutieren ein paar konkrete Vorschl�age:Probabilistisches Maschinenmodell Statte M mit einer perfekten M�unze aus. M hatpro Schritt zwei Handlungsalternativen und w�ahlt durch M�unzwurf eine davon zuf�alligaus. Dieser Ansatz f�uhrt zum Modell der Probabilistischen Turing Maschine (PTM).Um das Mitgliedschaftsproblem f�ur Sprache L zu l�osen, muss eine PTM M Eingabenx 2 L mit \hinreichend hoher" Wahrscheinlichkeit akzeptieren und Eingaben x =2 Lmit \hinreichend hoher" Wahrscheinlichkeit verwerfen. Wir gehen in einem sp�aterenStadium der Vorlesung noch genauer auf PTMs und die entsprechenden Komplexit�ats-klassen ein.Parallelrechnermodell Verwende p parallel arbeitende Prozessoren, die miteinander kom-munizieren k�onnen, um kooperativ ein gemeinsames Problem zu l�osen. In diese Rubrikfallen neben der Parallel Random Access Machine (PRAM) und den diversen Rechner-netzwerken auch die sogenannten (in der letzten Dekade in Mode gekommenen) DNA-Rechner. Ein NP -hartes Problem l�asst sich allerdings auch von einem Parallelrechner87



nicht zufriedenstellend l�osen, da jeder Faktor an Zeitgewinn mit einem mindestensebenso gro�en Faktor an zus�atzlichem Hardwareaufwand bezahlt wird. Wir k�onnen imRahmen dieser Vorlesung auf Parallelrechner nicht n�aher eingehen.Qauntenrechner Die DTM und dazu verwandte Modelle sind mathematische Abstraktio-nen von physikalischen Rechnern, die den Gesetzen der klassischen Mechanik gehor-chen. In der letzten Dekade wurde eine neue Generation von Rechnern vorgeschla-gen, die den Gesetzen der Quantenmechanik gehorchen. Ein Quantenrechner ist zueinem bestimmten Zeitpunkt nicht in einer Kon�guration, sondern in einer �Uber-lagerung von vielen Kon�gurationen. Erst durch externe Beobachtung kollabiertdie �Uberlagerung zu einer einzigen Kon�guration (gem�a� einer zur �Uberlagerung as-soziierten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Quantenrechner sind vermutlich wesentlichm�achtiger als DTMs. Zum Beispiel konnte Peter Shor nachweisen, dass das Faktori-sierungsproblem (Berechnung der Primfaktorzerlegung einer gegebenen ganzen Zahl)und das Diskrete-Logarithmus-Problem auf Quantenrechnern e�zient l�osbar sind. Aufder vermeintlichen H�arte dieser Probleme beruhen die meisten aktuell verwendetenasymmetrischen Kryptosysteme. Es ist zur Zeit noch v�ollig unklar, ob Quantenrechnerphysikalisch realisiert werden k�onnen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir aufQuantenrechner nicht weiter eingehen k�onnen.Ein weiterer Ansatz, den wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln k�onnen istdieAverage-Case Analyse Average-case Analyse steht im Gegensatz zur worst-case Analyse.Hier wird die Forderung aufgegeben, auf allen Eingaben erfolgreich sein zu m�ussen. Manverwendet ein Wahrscheinlichkeitsma� auf den Eingabeinstanzen und ist zum Beispielzufrieden, wenn die mittlere Laufzeit polynomiell ist. Ein Argument f�ur average-caseAnalyse (oder zumindest gegen worst-case Analyse) ist, dass die von polynomiellenReduktionen produzierten Eingabeinstanzen i.A. kunstvoll und bizarr anmuten. Esk�onnte also sein, dass genau der Eingabetypus, welcher die NP -H�arte bezeugt, in An-wendungen nicht (oder selten) anzutre�en ist. Ein Argument gegen average-caseAnalyse ist, dass die Auswahl eines analysierbaren Wahrscheinlichkeitsma�es meistwillk�urlich und durch die Anwendung nicht zu rechtfertigen ist.Schlie�lich gibt es den sogenannten "heuristischen Ansatz\ zum L�osen von NP-hartenOptimierungsproblemen.Heuristiken und Metaheuristiken Eine Heuristik ist ein Algorithmus, der in der Praxisganz gut zu funktionieren scheint, ohne dass dies durch eine mathematisch beweisbareQualit�atsgarantie abgesichert w�are. Metaheuristiken sind vielseitig verwendbare Heu-ristiken, die durch geeignete Adjustierung einiger programmierbarer Parameter auf dieL�osung von konkreten Problemen spezialisiert werden k�onnen. Daneben gibt es ad-hocHeuristiken, die f�ur ein konkretes Problem zusammengeschustert wurden. Beispiele f�urMetaheuristiken sind:� Branch and Bound 88



� Lokale Optimierung� Simulated Annealing� Tabu Search� Neuronale Netze oder Hop�eld Netze� Genetische Algorithmen� Great Deluge (gro�e �Uberschwemmung)� Roaming Ants (umherstreifende Ameisen)Auch diesen Ansatz werden wir aus Zeitgr�unden nicht weiter verfolgen k�onnen.
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6.10 Die Struktur von NPFalls P = NP , dann gibt es zur Struktur von NP nicht viel zu berichten. Alle Betrachtungendieses Abschnittes basieren auf derVermutung 1 P 6= NP .Wir verwenden im Folgenden Vermutung 1 als Voraussetzung, ohne dies jedesmal expliztkennntlich zu machen. Wir machen also �ofter eine Aussage A, die streng genommen dieForm: P 6= NP ) A haben m�usste.Es sei daran erinnert, dass NPC die Klasse der NP -vollst�andigen Probleme bezeichnet.Die Klasse NPI := NP n (P [ NPC )bezeichne die Klasse der Sprachen aus NP , die einerseits nicht zu P geh�oren, andererseitsaber auch nicht NP -vollst�andig sind.Aus der NP -Vollst�andigkeitstheorie folgt direkt, dass die Existenz einer NP -vollst�andigenSprache in P die Gleichheit von P und NP zur Folge h�atte. Vermutung 1 zugrunde gelegt,m�ussen also NPC und P disjunkte Teilmengen von NP sein. Mit der De�nition von NPIergibt sich eine erste Strukturaussage:� NP zerf�allt in die paarweise disjunkten Klassen P , NPC und NPI .Diese Einsicht ist in Abbildung 9 visualisiert.
NP

NPC

P

NPI

Abbildung 9: Die Struktur von NP .Wir kennen bereits zahlreiche Sprachen (Probleme) in P bzw. NPC . Wie schaut es abermit NPI aus: k�onnte es sein, dass NPI leer ist? Dies w�urde bedeuten, dass jede Sprache ausNP nP bereits NP-vollst�andig sein m�usste. Der folgende Satz schlie�t diese M�oglichkeit aus:Satz 6.79 (Ladner, 1975) NPI 6= ;.
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Beweis Es bezeichne M1;M2; : : :eine Aufz�ahlung aller DTMs, die mit einer polynomiellen Zeitschranke als Sprachakzeptorarbeiten, so dass P =[i�1LMi :Weiter bezeichne R1; R2; : : :eine Aufz�ahlung aller DTMs, die mit einer polynomiellen Zeitschranke als Funktionsberech-ner arbeiten. Weiter bezeichne S eine DTM mit LS = SAT (und einer exponentiellen Zeit-schranke). Beachte, dass es zu jeder Sprache L 2 NPC eine polynomielle Reduktion vonSAT auf L gibt. Somit gibt es einen Index i mit8z 2 �� : z 2 SAT , Ri(z) 2 L :Unser Ziel ist es, eine TM K anzugeben mitLK 2 NP n (P [ NPC ) :Wir sagen z 2 �� trennt K von Mi, wenn K(z) 6= Mi(z); z 2 �� trennt K von Ri, wennS(z) 6= K(Ri(z)). Wenn K (mit Hilfe geeigneter Eingaben) von jeder MaschineMi und jederMaschine Ri getrennt werden kann, dann gilt o�ensichtlich LK 2 NP n (P [ NPC ) und wirsind am Ziel. Im Folgenden bezeichne z1; z2; : : :eine Aufz�ahlung (in nat�urlicher Reihenfolge) aller W�orter aus ��.Auf einer Eingabe x 2 �n wird K arbeiten wie folgt:if S(x) = 1 und f(n) ist gerade then K(x):=1 else K(x):=0 �Hierbei haben wir noch nicht gekl�art, welche Funktion sich hinterf : N! Nverbirgt und, in der Tat, die De�nition von f ist das "Herzst�uck\ des Beweises. Die Grundideezur Konstruktion einer DTM F f�ur f ist wie folgt:� F wird auf einer Eingabe 1n (un�are Kodierung von n) exakt 2n Schritte arbeiten.Die (zugegebenerma�en streng limitierte) Arbeitszeit wird F nutzen, um K Eingabenzu verscha�en, die sie von den Maschinen Ri und Mi trennen (eine Art "doppelteDiagonalisierung\). Dabei wird der Funktionswert f(n) anzeigen, wie weit die doppelteDiagonalisierung bereits voran geschritten ist.91



� f(n) = 2i � 1 wird bedeuten, dass F bereits gew�ahrleisten kann, dass Eingaben exi-stieren, welche R1; : : : ; Ri�1 von K separieren (wohingegen die Separation von Ri nochnicht gekl�art ist).� f(n) = 2i wird bedeuten, dass F bereits gew�ahrleisten kann, dass Eingaben existieren,welche M1; : : : ;Mi�1 von K separieren (wohingegen die Separation von Mi noch nichtgekl�art ist).Es folgt eine detailliertere Beschreibung der Maschine F , die �uber ein Eingabe-, ein Ausgabe-und ein Arbeitsband verf�ugt. Auf Eingabe 1n arbeitet F in zwei Phasen zu je n Schritten. InPhase 1 wandert der Eingabekopf von links nach rechts �uber die Eingabe hinweg (bis zumLesen eines Leerzeichens) und in Phase 2 bewegt er sich wieder in die Ausgangsposition (Zel-le 1) zur�uck. Der Hauptzweck dieser �Ubung ist den Taktgeber f�ur die zwei Phasen zu spielen.Die Hauptarbeit beider Phasen �ndet (wie k�onnte es anders sein) auf dem Arbeitsband statt:Phase 1 F berechnet (solange die Zeit reicht) f(1); f(2); : : : . Es bezeichne f(j) = k denzuletzt berechneten Wert.37 Es wird sich zeigen, dass der Ausgabewert f(n) entwederauf k oder auf k + 1 gesetzt wird. Die Entscheidung dar�uber f�allt in Phase 2.Phase 2 In dieser Phase haben wir zwei F�alle zu unterscheiden.Fall 1 k = 2i� 1 (eine ungerade Zahl).F versucht K von Ri zu trennen. Zu diesem Zweck berechnet sie (h�ochstenssolange die Zeit reicht)Ri(z1); S(Ri(z1)); f(jRi(z1)j); S(z1); Ri(z2); S(Ri(z2)); f(jRi(z2)j); S(z2); : : : :Beachte, dass mit den Gr�o�en Ri(z); S(Ri(z)); f(jRi(z)j); S(z) leicht gecheckt wer-den kann (s. �Ubung), ob S(z) 6= K(Ri(z)). Wenn unter den durchlaufenen zi ein zmit S(z) 6= K(Ri(z)) gefunden wurde (welches also K von Ri trennt), dann wirdf(n) auf k + 1 = 2i gesetzt; andernfalls wird f(n) := k = 2i� 1 ausgegeben.Fall 2 k = 2i (eine gerade Zahl).F versucht K von Mi zu trennen. Zu diesem Zweck berechnet sie (h�ochstenssolange die Zeit reicht)Mi(z1); S(z1); f(jz1j);Mi(z2); S(z2); f(jz2j); : : : :Beachte, dass mit den Gr�o�en Mi(z); S(z); f(jzj) leicht gecheckt werden kann(s. �Ubung), ob K(z) 6=Mi(z). Wenn unter den durchlaufenen zi ein z mit K(z) 6=Mi(z) gefunden wurde (welches alsoK vonMi trennt), dann wird f(n) auf k+1 =2i + 1 gesetzt; andernfalls wird f(n) auf k = 2i ausgegeben.Wir behaupten nun als erstes, dass LK 2 NP . Dies ist leicht einzusehen, da die BedingungS(x) = 1 (also x 2 SAT ) durch Raten einer erf�ullenden Belegung der durch x kodierten CNF-Formel in Polynomialzeit veri�ziert werden kann. Die Zusatzbedingung der Geradzahligkeit37Wenn die Zeit von n Schritten noch nicht einmal zur Berechnung von f(1) reicht (was zum Beispiel bein = 1 passiert), dann wird der Funktionswert "per default\ auf 1 gesetzt.92



von f(n) kann mit Hilfe von F in 2n Schritten getestet werden.Zweitens behaupten wir, dass LK =2 P . W�are n�amlich LK 2 P , dann w�ahle einen mimimalenIndex i mit LK = LMi. Aus der Arbeitsweise von F ergibt sich dann die Folgerung9n0 2 N; 8n � n0 : f(n) = 2i :Dann aber w�urde LK bis auf endlich viele Ausnahmen mit SAT �ubereinstimmen, was imWiderspruch zur Annahme LK 2 P steht.Schlie�lich behaupten wir, dass LK =2 NPC . W�are n�amlich LK 2 NPC , dann w�ahle einenminimalen Index i so dass S(z) = K(Ri(z)) f�ur alle z 2 ��. Aus der Arbeitsweise von Fergibt sich dann die Folgerung9n0 2 N; 8n � n0 : f(n) = 2i� 1 :Dann aber w�are LK eine endliche Sprache, was im Widerspruch zu LK 2 NPC steht. 2Wir wollen nun die Stuktur von NP di�erenzierter untersuchen.De�nition 6.80 Wir sagen zwei Sprachen L1 und L2 sind polynomiell �aquivalent, wenn siewechselseitig aufeinander polynomiell reduzierbar sind. In Zeichen:L1 pol� L2 :, L1 �pol L2 und L2 �pol L1 :Diese Relation ist (o�ensichtlich) eine �Aquivalenzrelation. Eine �Aquivalenzklasse bez�uglich"pol�\ hei�e Schwierigkeitsgrad bez�uglich "pol�\ oder kurz p-Grad.Wenn wir polynomielle Unterschiede zwischen Laufzeiten ignorieren, k�onnen wir zwei poly-nomiell �aquivalente Sprachen als (im Wesentlichen) gleich schwer betrachten. Die folgendeDe�nition liefert eine partielle Ordnung auf den p-Graden;De�nition 6.81 Wir sagen L1 ist leichter als L2 bez�uglich polynomieller Reduktion, wennzwar L1 polynomiell reduzierbar auf L2 ist, aber nicht umgekehrt. In Zeichen (mit ":\ f�ur"logische Negation\): L1 <pol L2 :, L1 �pol L2 und :(L2 �pol L1) :Wir sagen der p-Grad von L1 ist leichter als der p-Grad von L2, wenn L1 leichter als L2bez�uglich polynomieller Reduktion ist.Es ist leicht einzusehen, dass <pol auf Sprachen eine irreexive, asymmetrische partielleOrdnung bildet, die auch auf p-Graden wohlde�niert (also nicht abh�angig von der Auswahldes Repr�asentanten eines p-Grades) ist. In diesem Lichte besteht NP aus einer Hierarchievon p-Graden. Eine Teilhierarchie (s. �Ubung) ist in Abbildung 10 zu sehen:� Die leere Menge und �� bilden zwei triviale p-Grade, angesiedelt auf der unterstenStufe der Hierarchie.� P n f;;��g, also die restlichen Sprachen aus P , bilden den n�achst-einfachsten p-Grad,den wir einfach als P -Grad bezeichnen.93
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Abbildung 10: Eine Teilhierarchie der p-Grade.� NPC , also die NP -vollst�andigen Probleme, bilden den schwersten p-Grad in NP .� Da NPI nicht leer ist, k�onnen wir willk�urlich eine Sprache L aus NPI rausgreifen. Ihrp-Grad muss echt zwischen dem P -Grad und NPC liegen.Es stellt sich nun die Frage, ob die Struktur der p-Grade zwischen P und NPC nichtwesentlich komplexer ist, als dies durch Abbildung 10 suggeriert wird. Dies ist in der Tatder Fall, wie folgende S�atze belegen:Satz 6.82 (Ladner, 1975) 1. Es gibt unendlich lange Ketten von p-Graden zwischen Pund NPC.2. Es gibt unvergleichbare p-Grade zwischen P und NPC .Die erste Aussage bedeutet, dass es Sprachen L0; L1; L2; : : : ; L� 2 NP gibt, so dass L0 2 P ,L� 2 NPC und L0 <pol L1 <pol L2 <pol � � � <pol L� :Die Sprachen L1; L2; : : : spannen eine unendliche Kette zwischen den p-Graden P und NPCauf. Die zweite Ausage macht deutlich, dass <pol nur eine partielle, nicht aber totale, Ordnungauf den p-Graden liefert. Der Beweis dieses Satzes, den wir in unserer Vorlesung auslassen,basiert (wie schon der Beweis von Satz 6.79) auf der Diagonalisierungstechnik.Wir wollen im Folgenden das Bild durch die Betrachtung von co-NP abrunden. Es sei andie generelle De�nition der Komplement�arklasse zu einer Sprachklasse C erinnert:co-C := f�L : L 2 Cg :C = co-C w�urde gerade bedeuten, dass C abgeschlossen unter Komplementbildung ist. Wirformulieren jetzt die Vermutung, dass NP diese Abschlusseigenschaft nicht besitzt:94



Vermutung 2 NP 6= co-NP .Die folgende �Uberlegung zeigt, dass Vermutung 2 st�arker ist als Vermutung 1:Bemerkung 6.83 NP 6= co-NP ) P 6= NP.Beweis Wir f�uhren einen indirekten Beweis, d.h., wir beweisen (unter Ausnutzung vonP = co-P) die Aussage P = NP ) NP = co-NP :P = NP ) co-NP = co-P = P = NP : 2co-NP ist eine zu NP duale Klasse. Strukturen in NP haben ihr duales Pendant in co-NP .Eine erste Illustration dieses Sachverhaltes liefertLemma 6.84 co-NPC, also die Komplement�arklasse der NP-vollst�andigen Sprachen, stimmt�uberein mit der Klasse co-NP-vollst�andigen Sprachen.Beweis Wir nutzen die Implikation L1 �pol L2 ) �L1 �pol �L2 aus. Somit sind die folgendenAussagen �aquivalent:L0 2 co-NPC , �L0 2 NPC, (�L0 2 NP) ^ (8L 2 NP : L �pol �L0), (L0 2 co-NP) ^ (8L 2 NP : �L �pol L0), (L0 2 co-NP) ^ (8L 2 co-NP : L �pol L0), L0 ist co-NP -vollst�andig. 2Wir merken kurz an, dass Lemma 6.84 allgemeiner h�atte formuliert werden k�onnen: ander Stelle der polynomiellen Reduuktion "�pol\ k�onnte eine beliebige abstrakte polynomielleReduktion "�POL\ stehen, welche zus�atzlich die BedingungL1 �POL L2 ) �L1 �POL �L2erf�ullt. Cook- oder Levin-Reduktionen bezitzen diese Eigenschaft ebenfalls (s. �Ubungen).Somit ergibt sich dieFolgerung 6.85 Die Komplement�arklasse der unter Cook- bzw. Levin-Reduktionen NP-vollst�andigen Sprachen stimmt �uberein mit der Klasse unter Cook- bzw. Levin-Reduktionenco-NPC-vollst�andigen Sprachen.Das folgende Lemma gibt ein paar zur NP 6= co-NP -Voraussetzung �aquivalente Bedin-gungen an.Lemma 6.86 Folgende Aussagen sind �aquivalent:95



1. NP 6= co-NP.2. NPC \ co-NP = ;.3. co-NPC \ NP = ;.4. NP \ co-NP � NPI [ P.Beweis Zur �Aquivalenz der ersten beiden Aussagen gen�ugt es freilichNP = co-NP , NPC \ co-NP 6= ;zu zeigen. NP = co-NP ) NPC \ co-NP 6= ; erhalten wir wie folgt:NP = co-NP ) NPC = co-NPC ) NPC \ co-NP = NPC 6= ; :Nehmen wir umgekehrt an, dass NPC \co-NP 6= ;. Dann gibt es eine NP -vollst�andige Spra-che L0, die auch zu co-NP geh�ort. Da jede Sprache L 2 NP auf L0 polynomiell reduzierbarist, ergibt sich hieraus NP � co-NP . Dies wiederum impliziert co-NP � co-co-NP = NPund wir erhalten NP = co-NP .Zur �Aquivalenz von Aussage 2 und 3 gen�ugt es freilichNPC \ co-NP 6= ; , co-NPC \ NP 6= ;zu zeigen. Hierzu nutze aus, dass f�ur alle Sprachen L die Aussagen L 2 NPC \ co-NP und�L 2 co-NPC \ NP �aquivalent sind.Die �Aquivalenz der Aussagen 2 und 4 ist o�ensichtlich. 2Die durch Lemma 6.86 beschriebene Situation ist in Abbildung 11 noch einmal zusammen-gefasst.
NP co-NP

co-NPCNPC
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Abbildung 11: Struktur von NP [ co-NP unter der NP 6= co-NP -Voraussetzung.
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6.11 Isomorphe, d�unne und dichte SprachenIn diesem Abschnitt legen wir die Vermutung nahe, dass alle NP-vollst�andigen Sprachen zu-einander "isomorph\ sind. Dies w�urde ausschlie�en, dass es "d�unne\ NP-vollst�andige Spra-chen (mit poly(n) W�ortern einer Maximall�ange n) gibt.Die Theorie der isomorphen, d�unnen und dichten Sprachen wurde 1977 von Berman undHartmanis ins Leben gerufen. Da sie die "P versus NP\ Frage aus einer neuen Perspektivebeleuchtet, pr�asentieren wir im Folgenden ihre zentralen Konzepte und Resultate.De�nition 6.87 Zwei Sprachen L1; L2 2 �� hei�en polynomiell isomorph, wenn eine bi-jektive Abbildung h : �� ! �� mit Umkehrabbildung h�1 : �� ! �� existiert, die folgendeBedingungen erf�ullt:1. Sowohl h als auch h�1 sind in Polynomialzeit berechenbar.2. F�ur alle x 2 �� gilt x 2 L1 gdw h(x) 2 L2.In Zeichen: L1 pol' L2.O�ensichtlich gilt L1 pol' L2 ) L1 pol� L2 ;d.h., zwei polynomiell isomorphe Sprachen sind erst recht polynomiell �aquivalent.Wie wir wissen sind alle NP-vollst�andigen Sprachen wechselseitig aufeinander polynomiellreduzierbar und somit polynomiell �aquivalent. Die polynomiellen Reduktionen, die wir dabei�ublicherweise benutzen, sind aber weit davon entfernt, Bijektionen zu sein. Insbesonderedie Surjektivit�at ist selten erf�ullt, da wir bei einer Reduktion eines Quellproblems auf einZielproblem in der Regel extrem spezielle Eingabeinstanzen des Zielproblems konstruieren.Eine der seltenen Ausnahmen bildet die Reduktion (G; k) 7! ( �G; k) von CLIQUE auf ISbzw. die Reduktion (G; k) 7! (G; n�k) von IS auf VC, wobei �G den Komplement�argraphen38zu G bezeichnet und n die Anzahl der Knoten in G.Wir skizzieren im Folgenden eine Technik zur Verwandlung einer polynomiellen Reduk-tion in eine polynomielle Isomorphie. Diese Technik ist immer dann anwendbar, wenn dieZielsprache der polynomiellen Reduktion �uber eine sogenannte "Polsterfunktion (paddingfunction\) verf�ugt:De�nition 6.88 Eine Funktion pad : �� � �� ! �� hei�t Polsterfunktion f�ur L � ��,wenn die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:1. Die Funktion pad ist in Polynomailzeit berechenbar.2. F�ur alle x; y 2 �� gilt x 2 L gdw pad(x; y) 2 L.3. F�ur alle x; y 2 �� gilt jpad(x; y)j > jxj+ jyj.38Zwei Knoten sind in �G benachbart gdw sie in G nicht benachbart sind.97



4. Aus pad(x; y) kann y in Polynomialzeit extrahiert werden.Eine Polsterfunktion f�ur L ist also im Wesentlichen eine L�angen-expandierende polynomi-elle Reduktion von L auf sich selbst, die (auf leicht dekodierbare Weise) einen zus�atzlichenString y in den Eingabestring x hinein kodiert. Wir verwenden im Folgenden oBdA dasBin�aralphabet � = f0; 1g.Beispiel 6.89 Wir skizzieren den Entwurf einer Polsterfunktion f�ur SAT. Es bezeichne x 2�� einen String zur nat�urlichen Kodierung39 einer Eingabeinstanz von SAT, d.h., x repr�asen-tiert eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform mitm Klauseln C0; : : : ; Cm�1, in de-nen n Variable, sagen wir v1; : : : ; vn, verwendet werden. F�ur p = jyj bezeichne dann pad(x; y)den Kodierungsstring f�ur die Klauseln C0; : : : ; Cm�1 (alte Klauseln) sowie Cm; : : : ; Cm+p+1(neue Klauseln). Die neuen Klauseln verwenden neue Variable vn+1; : : : ; vn+1+p und habendie folgende Form:- Cm bestehe nur aus dem Literal vn+1 und Cm+1 sei ein Duplikat von Cm.- F�ur i = 1; : : : ; p bestehe Cm+1+i nur aus dem Literal vn+1+i sofern yi = 1 bzw. nur ausdem Literal �vn+1+i sofern yi = 0.Die hierdurch beschriebene Funktion pad ist in Polynomialzeit berechenbar. O�ensichtlichsind die Klauseln C0; : : : ; Cm�1 erf�ullbar gdw C0; : : : ; Cm�1; Cm; : : : ; Cm+1+p erf�ullbar sind(da die neu hinzu gef�ugten Klauseln erstens erf�ullbar sind und zweitens nur neue Variableverwenden). Die neue Instanz pad(x; y) hat o�ensichtlich eine jxj+jyj �uberschreitende L�ange.Weiterhin l�asst sich y aus pad(x; y) leicht ablesen: durchmustere pad(x; y) von rechts nachlinks bis zum ersten Au�nden von zwei identischen Klauseln (Cm und Cm+1); lies aus dendavon rechts be�ndlichen Klauseln den Bin�arstring y (auf die o�ensichtliche Weise) ab.Somit sind alle an eine Polsterfunktion gerichteten Bedingungen erf�ullt.Polsterfunktionen lassen sich f�ur NP-vollst�andige Sprachen in der Regel �ahnlich leicht ange-ben wie f�ur SAT. Wir diskutieren in den �Ubungen weitere Beispiele.Das folgende Resultat ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften von Polsterfunktio-nen und Reduktionsabbildungen.Lemma 6.90 Es sei pad eine Polsterfunktion f�ur L2 und L1 �pol L2 mit Reduktionsabbil-dung R : �� ! ��. Dann ist x 7! pad(R(x); x)eine L�angen-expandierende, injektive und in Polynomialzeit invertierbare Reduktionsabbil-dung.Wechselseitige L�angen-expandierende, injektive und in Polynomialzeit invertierbare Re-duktionsabbildungen k�onnen in Isomorphismen transformiert werden:39Hier und im Folgenden legen wir die Details einer "nat�urlichen Kodierung\ nicht fest. Es ist aber prin-zipiell leicht (wenngleich m�uhselig), solche Kodierungen �uber einem Alphabet mit mindestens zwei Zeichenfsetzulegen. 98



Lemma 6.91 (Berman und Hartmanis, 1977) Es seien L1 und L2 polynomiell �aquiva-lente Sprachen, R eine Reduktionsabbildung f�ur L1 �pol L2 und S eine Reduktionsabbildungf�ur L2 �pol L1. Sowohl R als auch S seien L�angen-expandierend, injektiv und in Polynomial-zeit invertierbar. Dann sind L1 und L2 polynomiell isomorph.Beweis Da R; S : �� ! �� L�angen-expandierend, injektiv und in Polynomialzeit invertier-bare Abbildungen sind, sind die Inversen R�1; S�1 : �� ! �� L�angen-reduzierende, partiellde�nierte und in Polynomialzeit berechenbare Abbildungen. Der Beweis beruht auf demKonzept der R- und S-Ketten. Eine S-Kette f�ur x 2 �� hat die Form� � �R�1(S�1(R�1(S�1(x)))) :Dies ist so zu verstehen, dass wir die Abbildungen S�1 und R�1 solange alternierend anwen-den wie das jeweilige Argument im De�nitionsbereich liegt. Da R�1 und S�1 beide L�angen-reduzierend sind, muss die Kette nach maximal n = jxj Schritten abbrechen. Wir unterschei-den die folgenden beiden F�alle:Fall 1 Die S-Kette f�ur x stoppt mit unde�niertem R�1.In diesem Fall hat die S-Kette die Form S�1(R�1(� � �S�1(x) � � � )).Fall 2 Die S-Kette f�ur x stoppt mit unde�niertem S�1.In diesem Fall hat die S-Kette die Form R�1(S�1(� � �S�1(x) � � � )).Beachte, dass der Grenzfall, dass bereits S�1(x) unde�niert ist, zur S-Kette x f�uhrt undeinen Unterfall zu Fall 2 darstellt.Eine R-Kette f�ur x 2 �� ist symmetrisch de�niert mit vertauschten Rollen von R und S.Wir de�nieren jetzt eine Abbildung h : �� ! ��, von der wir anschlie�end nachweisen, dasssie einen Isomorphismus von L1 nach L2 darstellt:1. Falls die S-Kette f�ur x mit unde�niertem R�1 stoppt, dann setzen wir h(x) := S�1(x).2. Falls die S-Kette f�ur x mit unde�niertem S�1 stoppt, dann setzen wir h(x) := R(x).Wir weisen zun�achst die Injektivit�at von h nach, indem wir die Annahme es existiertenx; y 2 �� mit x 6= y und h(x) = h(y) zum Widerspruch f�uhren. Wegen der Injektivit�at vonR und S k�onnte die angenommene Situation h�ochstens dann eintreten, wenn die S-Kettenf�ur x und y sich auf die beiden F�alle verteilen, sagen wir, die S-Kette f�ur x stoppt mitunde�niertem R�1 und die S-Kette f�ur y stoppt mit unde�niertem S�1. Hieraus ergibt sichS�1(x) = h(x) = h(y) = R(y)und somit y = R�1(S�1(x)) :Dann w�are aber die S-Kette f�ur y ein Pr�a�x der S-Kette f�ur x und die Ketten m�usstenentweder beide mit unde�niertem R�1 oder mit unde�niertem S�1 stoppen (Widerspruch).Demnach muss h eine injektive Abbildung sein.Als n�achstes weisen wir die Surjektivit�at von h nach, indem wir f�ur jedes y 2 �� ein Urbildx mit h(x) = y dingfest machen: 99



Fall 1 Die R-Kette f�ur y stoppt mit unde�niertem S�1.In diesem Fall hat die R-Kette die FormR�1(S�1(� � �R�1(y) � � � )) :Wir de�nieren dann x = R�1(y). Somit stoppt die S-Kette f�ur x (welche ein Pr�a�x derR-Kette f�ur y ist) mit unde�niertem S�1 und es gilt (gem�a� der De�nition von h)h(x) = R(x) = R(R�1(y)) = y :Fall 2 Die R-Kette f�ur y stoppt mit unde�niertem R�1.In diesem Fall hat die R-Kette die FormS�1(R�1(� � �R�1(y) � � � )) :Wir de�nieren dann x = S(y), was y = S�1(x) zur Folge hat. Somit stoppt die S-Kette f�ur x (welche die R-Kette f�ur y zum Pr�a�x hat) mit unde�niertem R�1 und esgilt (gem�a� der De�nition von h)h(x) = S�1(x) = S�1(S(y)) = y :Es hat sich somit die Surjektivit�at von h ergeben.Wir diskutieren nun die Berechnungskomplexit�at der Funktionen h und h�1. Zur Berechnungvon h(x) m�ussen wir zun�achst die vollst�andige S-Kette f�ur x berechnen, um festzustellen,ob sie mit unde�niertem R�1 oder mit unde�niertem S�1 stoppt. Dies erfordert lediglich nAuswertungen der Funktionen R�1 bzw. S�1, was in Polynomialzeit geleistet werden kann.Nachdem klar ist, welcher Fall vorliegt, muss dann entweder h(x) = S�1(x) oder h(x) = R(x)berechnet werden. Auch dies ist in Polynomialzeit m�oglich. Die Berechnung von h�1 ist ausSymmetriegr�unden genau so aufwendig wie die Berechnung von h. Wenn wir n�amlich dieobige Diskussion zur Surjektivit�at von h noch einmal aufmerksam durchlesen, stellen wirfest, dass die De�nition von h�1 symmetrisch zur De�nition von h (mit vertauschten Rollenvon R und S) ist. Also sind sowohl h als auch h�1 in Polynomialzeit berechenbar.Um den Nachweis der Isomorphie-Bedingungen f�ur h zu vervollst�andigen, m�ussen wir ledig-lich noch zeigen, dass jeder String x 2 �� zu L1 geh�ort gdw h(x) zu L2 geh�ort. Dies ist aberklar, da entweder h(x) = S�1(x) oder h(x) = R(x) und sowohl S�1 als auch R (in ihrerFunktion als Reduktionsabbildungen) die geforderte Eigenschaft besitzen. 2Folgerung 6.92 (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollst�andigen Sprachen, diemit einer Polsterfunktion versehen werden k�onnen, sind zueinander polynomiell isomorph.Die Tatsache, dass alle bekannten NP-vollst�andigen Probleme eine Polsterfunktion besit-zen, f�uhrte zu derIsomorphie-Vermutung (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollst�andigen Spra-chen sind zueinander isomorph. 100



Es ist bis heute nicht gekl�art, ob diese Vermutung zutri�t.De�nition 6.93 Die Dichte bzw. Dichtefunktion einer Sprache L � �� ist de�niert als dieFolgende Funktion in der Eingabel�ange n:densL(n) := jfx 2 L : jxj � ngj :L hei�t d�unn (oder auch sp�arlich), wenn ihre Dichte polynomiell in n beschr�ankt ist; L hei�tdicht, wenn ihre Dichte superpolynomiell mit n w�achst.Alle uns bisher bekannten NP-vollst�andigen Sprachen sind dicht!Beobachtung 6.94 Wenn L1 und L2 polynomiell isomorph sind, dann gibt es Polynomeq1; q2, so dass densL1(n) � densL2(q1(n)) und densL2(n) � densL1(q2(n)) :Hieraus folgt, dass eine d�unne und eine dichte Sprache nicht zueinander polynomiell iso-morph sein k�onnen.Wenn die Isomorphie-Vermutung zutri�t, dann w�urde aus dieser Beobachtung folgen,dass eine d�unne Sprache nicht NP-vollst�andig sein kann. Diese Folgerung kann jedoch bereitsunter der schw�acheren P 6= NP -Voraussetzung bewiesen werden:Satz 6.95 (Mahaney, 1982) Falls P 6= NP, dann gibt keine d�unne und zugleich NP-voll-st�andige Sprache.Ein Spezialfall von d�unnen Sprachen stellen die un�aren Sprachen L � f0g� dar. Anstelle desSatzes von Mahaney beweisen wir den folgenden (etwas leichteren)Satz 6.96 (Berman, 1978) Falls P 6= NP, dann gibt keine un�are und zugleich NP-voll-st�andige Sprache.Beweis Wir f�uhren den Beweis indirekt und zeigen, dass die Existenz einer NP -vollst�andi-gen un�aren Sprache L0 � f0g� die Gleichheit von P und NP zur Folge hat. Dazu gen�ugtes, mit Hilfe einer Reduktionsabbildung R : �� ! �� f�ur SAT �pol L0 einen determini-stischen polynomiell zeitbeschr�ankten Algorithmus f�ur SAT zu entwerfen. Sei also x 2 �Nder Kodierungsstring f�ur eine CNF-Formel F �uber den Booleschen Variablen v1; : : : ; vn. Wirskizzieren im Folgenden ein e�zientes Verfahren, um die Erf�ullbarkeit von F zu testen. Dabeiidenti�zieren wir einen String a 2 f0; 1gj mit der partiellen Belegungv1 = a1; : : : ; vj = aj :Es bezeichne F [a] die vereinfachte CNF-Formel, die aus F durch die von a repr�asentiertepartielle Belegung hervor geht.40 Der Kodierungsstring f�ur F [a] sei mit x[a] bezeichnet. F�ur40Elimination aller durch die partielle Belegung bereits erf�ullten Klauseln und, in den verbleibenden Klau-seln, Elimination der durch die partielle Belegung bereits falsi�zierten Literale101



a = � (leeres Wort bzw. leere partielle Belegung) identi�zieren wir F [a] mit F und x[a] mitx. O�ensichtlich gilt f�ur j = 0; : : : ; n� 1 und alle a 2 f0; 1gj die BeziehungF [a] ist erf�ullbar , F [a0] oder F [a1] ist erf�ullbar.F�ur alle a 2 f0; 1gn ist F [a] eine Boolesche Konstante und somit erf�ullbar gdw es sich umdie Konstante 1 handelt. Ein exponentiell zeitbeschr�ankter Algorithmus k�onnte vorgehen wiefolgt:Top-down Pass Bilde einen vollst�andig bin�aren Baum T der Tiefe n. Assoziiere mit einerKante zum linken Kind das Bit 0 und mit einer Kante zum rechten Kind das Bit 1. Aufdiese Weise ist zu jedem Knoten z der Tiefe j des Baumes ein eindeutiger Bin�arstringa(z) 2 f0; 1gj assoziiert. Insbesondere entsprechen die 2n Bl�atter (Knoten der Tiefe n)1-zu-1 den Strings aus f0; 1gn.Bottom-up Pass Markiere jedes Blatt z mit der Booleschen Konstante F [a(z)]. Markiereanschlie�end jeden inneren Knoten z mit bereits markierten Kindern z0; z1 mit derDisjunktion (logisches "Oder\) der Booleschen Markierungen seiner Kinder.Nach unseren obigen Ausf�uhrungen sollte klar sei, dass eine Formel F [a(z)] mit 1 markiertwird gdw F [a(z)] erf�ullbar ist. Die Markierung an der Wurzel verr�at uns, ob F erf�ullbar ist.Der "Sch�onheitsfehler\ dieses Verfahrens ist die exponentielle Gr�o�e der verwendeten Da-tenstruktur T . Jetzt kommen zwei Ideen ins Spiel, die darauf hinaus laufen, dass nur einpolynomiell kleines Anfangsst�uck T 0 von T wirklich gebraucht wird:Lazy Evaluation Wenn F [a0] erf�ullbar ist, dann ist (unabh�angig von der Erf�ullbarkeit vonF [a1]) auch die Formel F [a] erf�ullbar. Im Baum T bedeutet dies f�ur einen Knoten z mitlinkem Kind z0 und rechtem Kind z1: wenn z0 beim "bottom-up pass\ die Markierung1 erhalten hat, brauchen wir uns f�ur den Unterbaum mit Wurzel z1 nicht mehr zu inter-essieren und k�onnen z direkt mit 1 markieren. Nach welcher Strategie muss der BaumT gebildet werden, um diesen E�ekt voll auszunutzen? Die Antwort lautet: "Durchlaufin Pr�aordnung (preorder traversal)\.41 Der Durchlauf in Pr�aordnung stellt sicher, dasswir den "bottom-up pass\ des Unterbaumes von z0 bereits abgeschlossen haben, bevorwir in den "top-down pass\ des Unterbaumes von z1 einsteigen. Abbildung 12 illustriertdiesen Gedankengang.Hashing Wir verwenden die Reduktionsabbildung R als eine Art "Hashfunktion\. Dabeinutzen wir aus, dass zwei CNF-Formeln F; F 0 mit Kodierungsstrings x; x0 und R(x) =R(x0) entweder beide erf�ullbar sind (n�amlich, wenn R(x) = R(x0) 2 L0) oder beidenicht erf�ullbar sind (n�amlich, wenn R(x) = R(x0) =2 L0). Im Baum T bedeutet dies f�ureinen Knoten z0: falls zum Zeitpunkt des Kreierens von z0 bereits ein Knoten z in Texistiert, welcher bereits mit einem Bit markiert ist und die Bedingung R(x[a(z)]) =R(x[a(z0)] erf�ullt, dann k�onnen wir z0 direkt mit dem gleichen Bit markieren. (Da wirf�ur z0 keine Kinder kreieren m�ussen, wird z0 dann zu einem Blatt des Baumes T 0.)41Durchlauf eines Baumes mit Wurzel r, Wurzelkindern r0; r1 und den Unterb�aumen T0; T1 in Pr�aord-nung ist rekursiv de�niert wie folgt: durchlaufe zuerst r dann (rekursiv) alle Knoten von T0 und schlie�lich(rekursiv) alle Knoten von T1. 102



preorder

traversal

Abbildung 12: Ein Durchlauf der Knoten eines Baumes in Pr�aordnung: bei zwei unabh�angi-gen Knoten z; z0 mit z links von z0 ist der "bottom-up pass\ von z abgeschlossen, bevor der"top-down pass\ von z0 beginnt.Beide Ideen verfolgen im Kern eine "pruning\-Technik: wir k�onnen von dem exponen-tiell gro�en Baum T Teilb�aume "abschneiden\, wenn sie f�ur unsere Markierungsstrategienur redundante Information liefern. Es sollte klar sein, dass der komplette Algorithmus f�urSAT (unter Einsatz von "pruning\) in Polynomialzeit implementiert werden kann, wenn dasAnfangsst�uck T 0 von T (T ohne die abgeschnittenen bzw. gar nicht erst kreierten Teilb�aume)eine polynomiell beschr�ankte Gr�o�e hat. Wir argumentieren nun, dass dies der Fall ist.Zun�achst setzen wir oBdA die Bedingung8x 2 �� : R(x) 2 f0g�voraus. Wir k�onnen n�amlich jeden String R(x), der neben 0 noch weitere Buchstaben ver-wendet, durch einen beliebigen (fest ausgew�ahlten) String aus f0g� n L0 ersetzen.42 Da R inPolynomialzeit berechenbar ist, muss es ein Polynom q geben, so dass f�ur alle x giltjxj � N ) jR(x)j < q(N) :Da von R nur un�are Bilder produziert werden, induzieren die Strings der Maximall�ange Nmaximal q(N) paarweise verschiedene Bilder unter R. Das bedeutet, dass die Anzahl der beiunserem SAT-Algorithmus auftretenden Hashwerte durch q(N) beschr�ankt ist. Wie ist nundie Beziehung zwischen der Anzahl m der Knoten in T 0 und der maximalen Anzahl q(N)von Hashwerten? Die entscheidende Beobachtung ist die folgende: zwei unabh�angige43 innere42Wegen der (angenommenen) NP-Vollst�andigkeit von L0 muss L0 eine echte Teilmenge von f0g� sein!43"unabh�angig\ bedeutet "kein Knoten ist Vorfahr des anderen\.103



Knoten z; z0 in T 0 haben verschiedene Hashwerte. Der Grund hierf�ur ist einfach: einer vonbeiden, sagen wir z, wurde zuerst durchlaufen und mit einem Bit markiert, bevor der andere,also z0, besucht wird; w�are R(z) = R(z0) dann h�atten wir zu z0 keine Kinder kreiert und z0m�usste ein Blatt sein. Nun bestimmen wir die Knotenanzahl m wie folgt:� Es bezeichne m0 die Anzahl der Bl�atter in T 0, T 00 den Baum T 0 abz�uglich der m0 Bl�atterund m00 die Anzahl der Bl�atter in T 00.� Da die Bl�atter in T 00 paarweise unabh�angige, innere Knoten von T 0 sind, m�ussen siepaarweise verschiedene Hashwerte haben und es gilt m00 � q(N).� Da die Tiefe von T 00 durch n�1 beschr�ankt ist, enth�alt T 00 maximal nm00 Knoten: jederKnoten in T 00 liegt n�amlich auf einem Pfad der L�ange h�ochstens n� 1 von einem Blattin T 00 zur Wurzel.� Da jeder Knoten in T 0 maximal zwei Kinder hat, gibt es in T 0 maximal ein Blatt mehrals innere Knoten (d.h., als Knoten in T 00). Somit hat T 0 maximal nm+ 1 Bl�atter.Insgesamt besitzt T 0 also maximal (nm + 1) + (nm) = 2nm + 1 � 2nq(N) + 1 Knoten. Dan � N und N = jxj die Eingabel�ange bezeichnet, ist der Beweis abgeschlossen. 2Die S�atze 6.95 und 6.96 bedeuten im Umkehrschluss: wenn es gelingt eine NP-vollst�andigeun�are bzw. d�unne Sprache aus�ndig zu machen, dann ist P = NP .6.12 Relativierung der P versus NP FrageBaker, Gill und Solovay sind in einer Aufsehen erregenden Publikation aus dem Jahre 1975der Frage nachgegangen, ob die Frage der (Un-)gleichheit von P und NP in einer durch dieAnwesenheit von Orakeln "relativierten Welt\ entschieden werden kann. In einer solchenWelt w�urde die Rechenkraft von DTMs oder NTMs k�unstlich erh�oht, indem bestimmte (ei-ner Relation oder formalen Sprache entsprechende) Anfragen an ein Orakel weiter geleitetwerden k�onnen und von diesem dann jeweils in einem Schritt beantwortet werden (Konzeptder Orakel-Turing-Maschinen oder kurz OTMs, DOTMs, NOTMs). Warum sollte die An-wesenheit eines Orakel die Beantwortung der P versus NP Frage erleichtern? Hier sind zweiGr�unde:- Um den Unterschied zwischen P und NP zu nivellieren, k�onnte man ein Orakel benut-zen, welches deterministische Maschinen so m�achtig macht, dass durch Nichtdetermi-nismus keine zus�atzlichen F�ahigkeiten erwachsen.- Um den Unterschied zwischen P und NP zu verst�arken (und dadurch mathematischbeweisbar zu machen), k�onnte man Orakel benutzen, die die F�ahigkeiten nichtdeter-ministischer Maschinen signi�kant st�arker potenzieren als die von deterministischen.Es wird sich zeigen, dass in der Tat beide Grundideen durchf�uhrbar sind. In diesem Sinneergibt sich durch Relativierung der P versus NP Frage gewisserma�en ein "unentschieden\:f�ur manche Relativierungen gilt P = NP , f�ur andere gilt P 6= NP .104



Also was (so what)?Diese Untersuchungen zeigen in erster Linie auf, dass klassische Techniken zum Nachweisder (Un-)gleichheit zweier Komplexit�atsklassen in Bezug auf die P versus NP Frage zumScheitern verdammt sind:- Eine klassische Technik zum Nachweis von C = C 0 (Gleichheit zweier Komplexit�atsklas-sen) ist (wechselseitige) Schritt-f�ur-Schritt Simulation: zeige, dass jeder Rechenschritteiner zu C passenden Maschine M durch (evtl. mehrere) Rechenschritte einer zu C 0passenden Maschine M 0 simuliert werden kann (und umgekehrt). Diese Beweistech-nik l�asst sich relativieren: wenn beide Maschinen zus�atzlich mit einem Orakel versehensind, dann kann die Simulation aufrecht erhalten werden, indem herk�ommliche Rechen-schritte simuliert werden wie zuvor und eine Orakelanfrage von M "simuliert wird\durch dieselbe Orakelanfrage von M 0. Wenn sich also C = C 0 mit Hilfe von Schritt-f�ur-Schritt Simulation nachweisen l�asst, dann sollte die Gleichheit in jeder relativiertenWelt gelten.- Eine klassische Technik zum Nachweis von C � C 0 (echte Inklusion) ist (einseitige)Schritt-f�ur-Schritt Simulation verbunden mit Diagonalisierung: wenn M1;M2; : : : eineAufz�ahlung aller zu C passenden Maschinen ist und z1; z2; : : : ist eine Aufz�ahlung allerEingabestrings, dann versuche eine zu C 0 passende Maschine M 0 anzugeben, die aufEingabe zi die Maschine Mi Schritt-f�ur-Schritt simuliert, aber am Ende der Rechnungdie Antwort JA/NEIN zu NEIN/JA rumdreht.M 0 ist dann Akzeptor einer Sprache ausC 0 nC.44 Auch diese Beweistechnik l�asst sich (in der o�ensichtlichen Weise) relativieren.Wenn sich also C � C 0 mit Hilfe von (auf Schritt-f�ur-Schritt Simulation basierender)Diagonalisierung nachweisen l�asst, dann sollte die echte Inklusionsbeziehung in jederrelativierten Welt gelten.Diese �Uberlegungen zeigen im Umkehrschluss: da die Antwort auf die P versus NP Fragein den relativierten Welten zweideutig ausf�allt, kann weder die Gleicheit noch die Ungleich-heit von P und NP mit einer relativierenden Technik (wie Schritt-f�ur-Schritt Simulation,Diagonalisierung,: : : ) gef�uhrt werden.45Nach diesen philosophischen Anmerkungen kommen wir nun zur eigentlichen Arbeit. Essei daran erinnert, dassMR bzw.ML eine Orakel-Turing-Maschine (OTM) mit einem Orakelf�ur die Relation R bzw. f�ur die Sprache L bezeichnet. Wenn M einen Fragestring x auf dasspezielle Orakelband schreibt und in den Fragezustand q? �ubergeht, dann ersetzt das R-Orakel (in einem Schritt) den String x durch einen String y mit (x; y) 2 R (sofern m�oglich)und "beamt\ M in den Zustand q+. Wenn es keinen passenden String y gibt, dann wirdx nicht ersetzt und in den Zustand q� "gebeamt\. Im Falle eines L-Orakels wird im Fallex 2 L der String x gel�oscht und M in Zustand q+ "gebeamt\; falls x =2 L, dann wird x nichtgel�oscht undM in Zustand q� "gebeamt\. WennM deterministisch ist, sprechen wir von einerDOTM MR bzw. ML; ist M nichtdeterministisch sprechen wir von einer NOTM. Wenn C44Diese Technik hatten wir beim Nachweis des allgemeinen Hierachiesatzes eingesetzt.45Viele "Beweise\ f�ur P = NP oder P 6= NP , die (mehr oder weniger quali�zierte) Forscher der staunendenFachwelt pr�asentiert haben, scheitern bereits an dieser H�urde: es wurde eine relativierende Beweistechnikverwendet. Ein solcher Beweis kann von vorne herein nicht korrekt sein.105



eine (deterministische oder nicht-deterministische) Zeitkomplexit�atsklasse bezeichnet, dannsei CR bzw. CL die Klasse aller Sprachen, die sich mit einer OTM MR bzw. ML erkennenlassen, wobei M eine zu C passende Maschine sein muss.Welches Orakel k�onnte geeignet sein, den Unterschied zwischen P und NP (beweisbar)zu nivellieren? Der Satz von Savitch suggeriert, ein A-Orakel f�ur eine PSpace-vollst�andigeSprache A zu verwenden. Diese Idee kommt im Beweis des folgenden Resultates zum Tragen:Satz 6.97 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache A mit PA = NPA.Beweis Es sei A eine PSpace-vollst�andige Sprache.46 Dann folgt PA = NPA ausPSpace � PA � NPA � NSpace(POL) = DSpace(POL) = PSpace : (29)Die erste Inklusion gilt wegen der PSpace-Vollst�andigkeit von A. Sei n�amlich L 2 PSpace,R eine Reduktionsabbildung f�ur L �pol A und x 2 �n ein Eingabestring. Um die Frage derMitgliedschaft von x in L zu entscheiden, k�onnen wir zun�achst in poly(n) Schritten R(x)berechnen und dann das A-Orakel nach der Mitgliedschaft von R(x) in A befragen.Die zweite Inklusion in (29) ist trivial.Die dritte Inklusion in (29) ergibt sich daraus, dass eine NOTM MA f�ur L 2 NPA durcheine NTM M 0 mit polynomieller Platzschranke simuliert werden kann: wann immerMA dasA-Orakel nach der Mitgliedschaft eines Strings z zur Sprache A befragt, kann sichM 0 (wegenA 2 PSpace) die Antwort selber herleiten.Die Gleichheit von NSpace(POL) und DSpace(POL) = PSpace ergibt sich aus dem Satz vonSavitch. 2Ein Orakel, dass P von NP trennt, ist etwas schwieriger zu konstruieren, existiert aberebenfalls:Satz 6.98 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache B mit PB 6= NPB.BeweisWir konstruieren eine Sprache B und eine (von B abh�angige) Sprache L� 2 NPBnPBund beginnen mit der De�nition von L�:L� := f0nj B \ �n 6= ;g :Bereits ohne Kenntnis von B ist sonnenklar, dass L� zur Klasse NPB geh�ort, da die W�orter0n 2 L� mit Hilfe des B-Orakels nichtdeterministisch in Polynomialzeit erkannt werdenk�onnen: rate x 2 �n und veri�ziere x 2 B durch Anfrage an das B-Orakel. Die Kampfaufgabeim restlichen Beweis wird darin bestehen, B so zu de�nieren, dass L� =2 PB. Zu diesem Zweckgreifen wir auf die Technik der Diagonalisierung zur�uck. Es bezeichneMB1 ;MB2 ; : : :46Beispiele solcher Sprachen werden wir in einem sp�ateren Abschnitt kennen lernen.
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eine Aufz�ahlung47 aller polynomiell zeitbeschr�ankter DOTMs mit Orakel B (und einer Uhr,sie poly(n) viele Rechenschritte zul�asst), so dassPB =[i�1LMBi :Wir setzen zus�atzlich voraus, dass jede Sprache in PB, die in Zeit nc erkannt werden kannin der Aufz�ahlung mit unendlich vielen Akzeptoren (deren Uhr mindestens nc Rechen-schritte zul�asst) vertreten ist (was durch "redundante Kodierung\ von Turing-Maschinen-Programmen leicht zu erreichen ist). Wir de�nieren nun B stufenweise, wobeiBi = B \ �idie i-the Stufe von B bezeichnet. Nebenbei protokollieren wir eine Menge X von "Ausnah-mestrings\, die wir auf keinen Fall in B aufzunehmen w�unschen. Anfangs giltB0 = X = ; :Die Menge X ist aber eine dynamische Gr�o�e, die sich im Laufe der Konstruktion von Bver�andert. In Stufe i der Konstruktion wollen wir im Prinzip erreichen, dass der String 0izwischen L� und LMBi trennt:Stufe i "Simuliere\ MBi auf Eingabestring 0i f�urq(i) := ibicviele Schritte.48 Bei der Simulation kannMBi das B-Orakel nach der Mitgliedschaft vonStrings z zur Sprache B befragen. Falls jzj � i � 1, antworten wir in der Simulationmit JA, falls z 2 Bjzj, und mit NEIN, falls z =2 Bjzj. Beachte dabei, dass die jzj-te Stufevon B bereits vorher konstruiert wurde. Falls aber jzj � i, dann antworten wir mitNEIN und nehmen z in X auf (was die Antwort NEIN im Nachhinein rechtfertigenwird, da wir Strings aus X niemals in B aufnehmen werden). Auf diese Weise kann dieSimulation am Laufen gehalten werden. Beachte, dass in Stufe i maximal q(i) Stringsin X aufgenommen werden. Eine leichte Rechnung ergibt, dassiXj=1 q(j) < 2i ;d.h., nach Stufe i muss X \ �i eine echte Teilmenge von �i sein. Nun sind drei F�alledenkbar:47Diese Aufz�ahlung h�angt nicht von B ab, da im Programm einer DOTM Mi lediglich festgelegt ist, wienach Erreichen der Zust�ande q� bzw. q+ weiter gearbeitet wird. Die Abh�angigkeit von B ergibt sich so zusagen erst zur Laufzeit.48Die Funktion q(i) ist so gew�ahlt, dass sie asymptotisch schneller w�achst als jedes Polynom, aber langsamerals 2i. 107



Fall 1 MBi verwirft 0i in maximal q(i) Schritten.Dann setzen wir Bi := �i nX 6= ; :Nun gilt 0i =2 LMBi und (gem�a� der De�nition von L�) 0i 2 L�.Fall 2 MBi akzeptiert 0i in maximal q(i) Schritten.Dann setzen wir Bi := ;mit der Konsequenz, dass 0i 2 LMBi und (wieder gem�a� der De�nition von L�)0i =2 L�.Fall 3 MBi kommt im Laufe von q(i) Schritten zu keiner Entscheidung.In diesem Fall setzen wir auch Bi := ;, gelangen aber (im Unterschied zu denersten beiden F�allen) zu keiner Separation von L� und LMBi .Ohne den Fall 3 w�are der Diagonalisierungsbeweis nun abgeschlossen. Erinnern wir unsdaran, dass wir listigerweise verlangt hatten, dass jede Sprache L, die mit Zeitschranke ncerkennbar ist, in der Aufz�ahlung der Mi unendlich oft vertreten ist. Da q(i) schneller w�achstals jedes Polynom, wird f�ur Akzeptoren von L mit hinreichend gro�em Index i der Fall 3nicht eintreten. Somit kann jede Sprache aus PB von L� getrennt werden. 2
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7 Die polynomielle Hierarchie von Larry Stockmeyer7.1 Einleitende BetrachtungenWir gehen der Frage nach, ob die Klasse der Sprachen, welche polynomiell reduzierbar aufeine Sprache aus NP sind, mit NP zusammenf�allt oder NP echt enth�alt. Im zweiten Fallw�urde die polynomielle Reduktionstechnik gewisserma�en f�ur eine "neue Qualit�at\ an Re-chenkraft sorgen. Es wird sich zeigen, dass die Antwort auf diese Frage vom gew�ahlten Re-duktionsbegri� abh�angt. Im Falle von Turing-Reduktionen entsteht eine Komplexit�atsklassedie (voraussichtlich) NP echt enth�alt, wohingegen polynomielle Reduktionen nicht aus NPhinausf�uhren.7.1.1 Polynomielle Reduktionen auf Sprachen aus NPFalls L �pol L0 und L0 2 NP , dann folgt bekanntlich L 2 NP . Wir erhalten n�amlich eine po-lynomielle NTMM f�ur L mit Hilfe der polynomiellen NTMM 0 f�ur L0 und der polynomiellenReduktion f : �� ! �� wie folgt:1. Transformiere die Eingabe x zum Mitgliedschaftsproblem f�ur die Sprache L in diekorrespondierende Eingabe x0 = f(x) zum Mitgliedschaftsproblem f�ur die Sprache L0.2. Sezte M 0 auf x0 an und akzeptiere genau dann, wenn M 0 akzeptiert.Die Klasse der auf Sprachen aus NP polynomiell reduzierbaren Sprachen f�uhrt also nichtaus NP heraus.7.1.2 Turing-Reduktionen auf Sprachen aus NPBei Turing-Reduktionen ergibt sich ein v�ollig anderes Bild. Wir wollen dies durch ein paarBeobachtungen und Beispiele illustrieren.Eine erste Beobachtung w�are, dass jede Sprache auf ihr Komplement Turing-reduzierbarist:Beobachtung 7.1 8L � �� : L �T �L.Beweis Zu Eingabe x k�onnen wir das �L-Orakel befragen und seine Antwort umkehren. 2Aus Beobachtung 7.1 ergibt sich unmittelbar, dass jede Sprache aus NP [ co-NP auf dasErf�ullbarkeitsproblem der Booleschen Logik Turing-reduzierbar ist:Beobachtung 7.2 8L 2 NP [ co-NP : L �T SAT.Beweis F�ur L 2 NP ergibt sich L �pol SAT und somit auch L �T SAT aus der NP -Vollst�andigkeit von SAT. F�ur L 2 co-NP folgt zun�achst �L 2 NP . Zusammen mit Beobach-tung 7.1 erhalten wir die Reduktionskette L �T �L �T SAT. Nun folgt L �T SAT aus derTransitivit�at von Turing-Reduktionen. 2109



Die Klasse der auf SAT Turing-reduzierbaren Sprachen f�uhrt also (unter der NP 6= co-NP -Voraussetzung) aus der Klasse NP heraus. Eine DOTM mit "Rechenkraft\ P und ein Orakelder "Rechenkraft\ NP k�onnen demzufolge in Kooperation eine "Rechenkraft\ oberhalb vonNP erlangen.Ein Orakel f�ur eine NP -vollst�andige Sprache nennen wir im folgenden einfach NP -Orakel.Wir wollen illustrieren, wie m�achtig eine polynomielle NOTM wird, wenn sie mit einem NP -Orakel ausgestattet ist. Dabei spielen die in den folgenden Beispielen beschriebenen Spracheneine wichtige Rolle:Beispiel 7.3 MINIMUM EQUIVALENT CIRCUIT (kurz: MEC) sei die Sprache aller Paa-re (genauer: Kodierungen von Paaren) der Form (S; k), wobei gilt:� S ist ein Boolescher Schaltkreis.� k ist eine nicht-negative ganze Zahl.� Es gibt einen Booleschen Schaltkreis S 0 mit h�ochstens k Bausteinen (aus der BasisAND, OR, NOT), der die gleiche Boolesche Funktion wie S berechnet.Das zu MEC korrespondierende Minimierungsproblem geh�ort in den Bereich der Hardware-minimierung: suche die billigste Realisierung eines gegebenen Schaltkreises.Beispiel 7.4 UNSAT (ausgeschrieben: UNSATISFIABILITY) sei die Sprache der nichterf�ullbaren Booleschen CNF-Formeln C. Da UNSAT im Wesentlichen das Komplement vonSAT ist, ist UNSAT co-NP-vollst�andig.Beispiel 7.5 SAT� sei die Sprache aller Schaltkreise (genauer: Kodierungen von Schaltkrei-sen), die nicht die konstante Nullfunktion berechnen. Da SAT o�ensichtlich ein Teilproblemvon SAT� ist und andererseits SAT� zu NP geh�ort, ist SAT� NP-vollst�andig.Wir werden im Folgenden nachweisen, dass MEC ein sehr hartes Problem ist: es ist co-NP -hart unter polynomiellen Reduktionen und NP -hart unter Turing-Reduktionen. Vermut-lich geh�ort es nicht zu NP [ co-NP , aber diese Frage ist o�en. Unter der NP 6= co-NP -Voraussetzung kann man zumindest ausschlie�en, dass MEC zu NP geh�ort. Der H�artevon MEC zum Trotz werden wir eine polynomielle NOTM angeben, die mit Hilfe einesNP -Orakels als Akzeptor von MEC auftritt. Die kombinierte Rechenkraft zweier Agenten(NOTM und Orakel) mit "Rechenkraft\ NP reicht also aus, um die "harte Nuss\ namensMEC zu knacken.Wir starten unsere Analyse von MEC mit der folgendenBeobachtung 7.6 UNSAT �pol MEC.Beweis Wir verwenden im Prinzip die Technik der Spezialisierung. Sei C eine BoolescheCNF-Formel, fC die von C berechnete Boolesche Funktion und SC der zweistu�ge Schalt-kreis, der C auf die o�ensichtliche Weise berechnet (Berechnung der Klauseln mit OR-Gattern auf der ersten Stufe und Berechnung der Konjunktion aller Klauseln mit einem110



AND-Gatter auf der zweiten Stufe). OBdA enthalte C mindestens eine nicht-tautologischeKlausel.49 Dann gilt erst recht fC 6� 1 und die folgenden �Aquivalenzen sind o�ensichtlich:C 2 UNSAT , fC � 0, fC ist eine konstante Funktion, fC ist von einem Schaltkreis mit 0 Bausteinen berechenbar, (SC ; 0) 2 MCEDa (SC ; 0) leicht aus C berechenbar ist, erhalten wir eine polynomielle Reduktion von UNSATauf MCE. 2Folgerung 7.7 1. SAT �T MEC.2. MEC ist co-NP-hart unter polynomiekllen oder Turing-Reduktionen.3. MEC ist NP-hart unter Turing-Reduktionen.4. MEC =2 NP unter der NP 6= co-NP-Voraussetzung.Beweis1. Aus UNSAT �pol MEC (gem�a� Beobachtung 7.6) folgt UNSAT �T MEC. WegenSAT �T UNSAT (gem�a� Beobachtung 7.1) ergibt sich dann SAT �T MEC aus derTransitivit�at der Turing-Reduktionen.2. Die co-NP -H�arte von UNSAT vererbt sich wegen UNSAT �pol MEC auf MEC.3. Die NP -H�arte von SAT (unter polynomiellen Reduktionen) impliziert die NP -H�artevon SAT unter Turing-Reduktionen. Diese vererbt sich wegen SAT �T MEC auf MEC.4. W�urde MEC als ein (unter polynomiellen Reduktionen) co-NP -vollst�andiges Problemzu NP geh�oren, dann w�urde jede Sprache L 2 co-NP wegen L �pol MEC und MEC 2NP ebenfalls zu NP geh�oren. (Vgl. Abschnitt 7.1.1.) Dies h�atte co-NP � NP unddaher auch co-NP = NP zur Folge. Im Umkehrschluss ergibt sich MEC =2 NP aus derNP 6= co-NP -Voraussetzung. 2Wie angek�undigt hat sich ergeben, dass MEC ein sehr hartes Problem ist. Wir komplet-tieren das Bild jetzt durch folgendeBeobachtung 7.8 Es gibt eine polynomielle NOTM, die mit Hilfe eines SAT�-Orakels alsAkzeptor von MEC auftritt.49Eine Klausel hei�e tautologisch, wenn sie nicht falsi�ziert werden kann (wie zum Beispiel die leere Klauseloder die Klausel v1 _ �v1). 111



Beweis Die NOTM gehe auf einer Eingabe (S; k) vor wie folgt:1. Rate einen Schaltkreis S 0 mit maximal k Bausteinen.2. Seien f und f 0 die von S und S 0 berechneten Booleschen Funktionen. Synthetisiereauf die o�ensichtliche Weise die Schaltkreise S und S 0 zu einem neuen Schaltkreis S�,welcher die Funktion f � f 0 := (f ^ �f 0) _ ( �f ^ f 0)berechnet.3. Befrage das SAT�-Orakel nach der Erf�ullbarkeit von S�.4. Akzeptiere genau dann, wenn S� nicht erf�ullbar ist.Diese Vorgehensweise ist wegenf � f 0 , f � f 0 � 0, S� ist nicht erf�ullbarkorrekt. O�ensichtlich existiert genau dann, eine akzeptierende Rechnung zur Eingabe (S; k),wenn (S; k) zur Sprache MEC geh�ort. Die Laufzeit der skizzierten NOTM ist sicherlichpolynomiell beschr�ankt. 2
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7.2 De�nition und elementare Eigenschaften der Hierarchie ge-plantf�ur06.07.De�nition 7.9 1. Sei L � �� eine Sprache.(a) P [L] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiellen DOTM mitOrakel L akzeptiert werden k�onnen.(b) NP [L] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiellen NOTMmit Orakel L akzeptiert werden k�onnen.2. Sei C eine Klasse von Sprachen �uber Alphabet �.P [C] := [L2C P [L]NP [C] := [L2CNP [L](Notationen PL;NPL;PC;NPC anstelle von P [L];NP [L];P [C];NP [C] sind ebenso ge-br�auchlich.)Zum Aufw�armen machen wir ein paar einfache Beobachtungen:Lemma 7.10 1. C � P [C] � NP [C].2. P [P ] = P und NP [P ] = NP.3. Falls L0 C-vollst�andig (unter polynomiellen Reduktionen) ist, dann gilt P [L0] = P [C]und NP [L0] = NP [C].Beweis1. P [C] � NP [C] ist klar, da eine DOTM als eine spezielle NOTM angesehen werdenkann. Um die Inklusion C � P [C] nachzuweisen, gen�ugt es, L 2 P [L] f�ur eine beliebigeSprache L � �� zu zeigen. Dies ist aber klar, da eine mit einem L-Orakel ausge-stattete DOTM die Mitgliedschaft von x in L durch Befragung des L-Orakels nach xunmittelbar testen kann.2. Eine polynomielle DTM (oder gar NTM) kann die Arbeit eines P -Orakels auch gleichselber machen.3. Wir beschr�anken uns auf die Aussage P [L0] = P [C]. Der Nachweis der Aussage NP [L0] =NP [C] erfolgt analog.P [L0] � P [C] ist die triviale Beweisrichtung. Zum Nachweis von P [C] � P [L0] habenwir f�ur eine beliebige Sprache L 2 C die Inklusion P [L] � P [L0] zu zeigen. Hierzunutzen wir die C-Vollst�andigkeit von L0 aus. Sei f die polynomiell berechenbare Abbil-dung bei der polynomiellen Reduktion von L nach L0. Die an ein L-Orakel gerichteteNachfrage nach einem Wort x 2 �� kann dann durch eine an ein L0-Orakel gerichteteNachfrage nach dem Wort f(x) ersetzt werden.113



2Aussage 1 von Lemma 7.10 besagt gewisserma�en, dass eine Sprache C durch Anwen-dung des "P -Operators\ zu einer Oberklasse P [C] "aufgeblasen\ wird. Die Anwendung desm�achtigeren "NP -Operators\ bl�ast C zu einer (evtl.) noch gr�o�eren Klasse auf. In diesemLichte bedeutet Aussage 2, dass der P -Operator auf P station�ar ist und der NP -OperatorP zu NP aufbl�ast. Aussage 3 bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob wir einen derOperatoren auf C oder eine C-vollst�andige Sprache anwenden. Die folgende De�nition derpolynomiellen Hierarchie, welche sich zwischen P bzw. NP und PSpace aufspannt, beruhtauf iterativer Anwendung des P - und des NP -Operators.De�nition 7.11 Die Sprachklassen �k und �k sind f�ur k � 0 induktiv de�niert wie folgt:�0 := �0 := P�k := NP [�k�1]�k := P [�k�1]Die Sprachlassen �k ergeben sich als Komplement�arklassen zu den Sprachklassen �k:�k := co-�k :Die Klassen �k;�k;�k bilden (zusammen mit den zwischen ihnen geltenden Inklusionsbe-ziehungen) die sogenannte polynomielle Hierarchie.Die untersten drei Stufen dieser Hierarchie ergeben sich aus dieser De�nition wie folgt:Stufe 0 �0 = �0 = P und �0 = co-P = P .Stufe 1 �1 = NP [P ] = NP , �1 = P [P ] = P und �1 = co-NP .Stufe 2 �2 = NP [NP ], �2 = P [NP ] und �2 = co-NP [NP ].Wir sind jetzt darauf vorbereitet, die Beobachtung 7.8 etwas gelehrsamer zu formulieren:Lemma 7.12 MEC 2 �2.Beweis Da SAT� NP -vollst�andig ist, gilt �2 = NP [NP ] = NP [SAT�]. Beobachtung 7.8 ist�aquivalent zu MEC 2 NP [SAT�]. 2Die folgenden Lemmas formulieren elementare Eigenschaften der polynomiellem Hierar-chie und sind dar�uberhinaus eine geeignete Aufw�arm�ubung, die die Vertrautheit mit De�ni-tion 7.11 erh�ohen sollte. Wir geben bei jedem Beweis nur die entscheidende Idee an.Das folgende Lemmamacht deutlich, dass die polynomielle Hierarchie sich nicht ver�andert,wenn wir den P - oder NP -Operator auf �k�1 anstelle von �k�1 anwenden.Lemma 7.13 �k = NP [�k�1] und �k = P [�k�1] f�ur alle k � 1.114



Beweis Nutze aus, dass ein L-Orakel gleichwertig zu einem �L-Orakel ist: statt nach w 2 Lzu fragen, frage nach w 2 �L und negiere die Antwort. 2Das n�achste Lemma besagt, dass die Klassen �k abgeschlossen unter Komplementbildungsind.Lemma 7.14 �k = co-�k f�ur alle k � 0.Beweis Nutze aus, dass eine L akzeptierende DOTM durch Vertauschen von akzeptierendenund nicht-akzeptierenden Zust�anden in eine �L akzeptierende DOTM transformiert wird. 2Das nun folgende Lemma deckt die Inklusionsbeziehungen auf:Lemma 7.15 �k � �k \ �k und �k [ �k � �k+1 f�ur alle k � 0.Beweis Der Beweis erfolgt induktiv. F�ur k = 0 sind die Aussagen g�ultig. F�ur k � 1 ergibtsich zun�achst �k = P [�k�1] � NP [�k�1] = �k :Dies impliziert �k = co-�k � co-�k = �kund daher auch �k � �k \ �k. Der Rest ergibt sich mit Hilfe der Lemmas 7.10 und 7.13:�k � P [�k] = �k+1 und �k � P [�k] = �k+1 : 2Die Inklusionsbeziehungen in Lemma 7.15 sind in Abbildung 13 visualisiert. Es ergibt sichausgehend von P und NP (auf den unteren Stufen) eine (voraussichtlich) unendliche Hierar-chie von immer m�achtigeren Klassen. Wir erhalten eine gemeinsame Oberklasse PH durchdie De�nition PH := [k�0�k : (30)Wir werden sp�ater zeigen, dass (wie in Abbildung 13 bereits zu sehen) PH in PSpace ent-halten ist.O�ene Probleme Es ist nicht wirklich gekl�art, ob PH eine unendliche Hierarchie ist oder(das andere Extrem) vielleicht zu NP oder gar P kollabiert. Wir werden sp�ater sehen, dassP = NP die scheinbar st�arkere Aussage P = PH impliziert. Auf �ahnliche Weise w�urde NP =co-NP , also Abgeschlossenheit von NP unter Komplementbildung, NP = PH implizieren.In Verbindung mit der P 6= NP -Vermutung bzw. der NP 6= co-NP -Vermutung, gibt es dennaheliegenden Verdacht, dass PH nicht auf eine feste Stufe kollabiert, sondern dass jede neueStufe der Hierarchie eine echt erweiterte Sprachklasse repr�asentiert. In diesem Fall erg�abe sicheine unendliche Hierarchie. Eine vertiefte Debatte dieser Fragen werden wir f�uhren k�onnen,wenn wir in einem sp�ateren Abschnitt den Satz von Celia Wrathall kennengelernt haben, derdie polynomielle Hierarchie zur pr�adikatenlogischen Beschreibungskomplexit�at in Beziehungsetzt. 115
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8 Der Satz von Celia WrathallIm Jahre 1977 fand CeliaWrathall eine pr�adikatenlogische Charaktersisierung der Klassen �kund �k, welche wir auf der k-ten Stufe der polynomiellen Hierarchie vor�nden. Wir erinnernuns, dass �k aus �k�1 durch Anwendung des NP -Operators hervorgeht: �k = NP [�k�1].Durch anschlie�enden �Ubergang zur Komplement�arklasse erhalten wir �k = co-NP [�k�1].Anschaulich k�onnen wir die Hintereinanderausf�uhrung des NP -Operators und des �Ubergangszur Komplement�arklasse als co-NP -Operator au�assen. Die Operatoren NP und co-NP sindberechnungstheoretischer Natur: die aktuelle Komplexit�atsklasse wird erweitert durch Hin-zuf�ugen von "Rechenpower\. Celia Wrathall setzt implizit50 an die Stelle der Operatoren NPund co-NP Operatoren pr�adikatenlogischer Natur. Wir notieren diese Operatoren im Fol-genden durch (9)pol und (8)pol. Es wird sich zeigen, dass die iterative Anwendung der neuenOperatoren die gleiche Hierarchie aufbaut wie die iterative Anwendung der urspr�unglichenOperatoren. Der Aufbau der polynomiellen Hierarchie mit den Operatoren (9)pol uns (8)polf�uhrt zu einer pr�adikatenlogischen Charakterisierung von �k und �k verm�oge alternierenderQuantorenketten der L�ange k. Der Satz von Celia Wrathall zeigt gewisserma�en wie sich dieBerechnungskomplexit�at einer Sprache der polynomiellen Hierarchie in pr�adikatenlogische"Beschreibungskomplexit�at\ �ubersetzt (und umgekehrt).Aus Gr�unden der Bequemlichkeit tre�en wir nun noch ein paar notationelle Vereinba-rungen:1. Das K�urzel "pol\ steht im Folgenden stets f�ur ein (geeignet gew�ahltes) Polynom p. Wirsetzen oBdA stets voraus, dass p platz- und zeitkonstruierbar ist.2. Das K�urzel (9y)pol bzw. (8y)pol stehe f�ur Quanti�zierung (vom Typ "9\ bzw. "8\ �uberalle W�orter (gebildet �uber einem festen Alpabet) einer Maximall�ange pol(jxj), wobeider Bezugsstring x stets aus dem Kontext hervorgeht.3. Die Notation hz1; z2i bezeichne eine feste "nat�urliche\ Kodierung des Wortpaares (z1; z2)durch ein Wort. Induktiv de�nieren wirhz1; z2; : : : ; zki := hz1; hz2; : : : ; zkii :hz1; z2; : : : ; zki ist somit ein Kodierungsstring f�ur das Tupel (z1; : : : ; zk).Wir merken an dieser Stelle kurz an, dass die induktive De�nition von hz1; z2; : : : ; zki imFolgenden zwar bequem ist, aber evtl. dazu f�uhrt, dass die L�ange der Kodierung eines k-Tupels exponentiell mit k w�achst.51 Dies wird uns bei der Behandlung der polynomiellenHierarchie nicht st�oren, da k auf jeder Stufe der Hierarchie eine Konstante ist. Wann immerjedoch k von n abh�angt, wollen wir annehmen, dass hz1; z2; : : : ; zki eine Kodierung ist, derenL�ange polynomiell in der Gesamtl�ange von z1; z2; : : : ; zk beschr�ankt ist.50Wir weichen bei der Darstellung des Satzes von CeliaWrathall und seines Beweises von der Originalarbeitab.51zum Beispiel, wenn hz1; z2i die Kodierung ist, welche die Buchstaben von z1 und z2 verdoppelt unddazwischen eine einzelne "0\ als Trennzeichen einschiebt117



8.1 Die pr�adikatenlogischen OperatorenNach der wortreichen Einleitung wird es nun Zeit konkret zu werden. Voil�a, hier ist diegenaue De�nition der geheimnisvollen neuen Operatoren:De�nition 8.1 Sei C eine Klasse von Sprachen (�uber einem festen Alphabet).1. (9)pol[C] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich f�ur ein L0 2 C in der FormL = fx : (9y)polhy; xi 2 L0g (31)schreiben lassen.2. (8)pol[C] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich f�ur ein L0 2 C in der FormL = fx : (8y)polhy; xi 2 L0g (32)schreiben lassen.Da unsere Schreibkonventionen zwar bequem aber zugegebenerma�en auch etwas schlam-pig sind, geben wir hier (zum letzten Mal) zus�atzlich die ausf�uhrliche Schreibweise an (umMissverst�andnissen vorzubeugen). Gleichung (31) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, sodass die Sprache L genau diejenigen W�orter x enth�alt, zu denen ein Wort y der L�angeh�ochstens p(jxj) existiert, so dass der Kodierungsstring f�ur das Paar (y; x) in L0 zu liegenkommt. Gleichung (32) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, so dass die Sprache L genaudiejenigen W�orter x enth�alt, welche die Eigenschaft haben, dass f�ur alle W�orter y der L�angeh�ochstens p(jxj) der Kodierunsstring f�ur das das Paar (y; x) in L0 zu liegen kommt. (U�, eslebe die Schlampigkeit!)F�ur einen Quantor Q 2 f9; 8g bezeichne seine Negation �Q den jeweils anderen "dualen\Quantor: �Q := � 8; falls Q = 9,9; falls Q = 8. (33)Wir werden im Folgenden h�au�g mit alternierenden Quantorenketten arbeiten. Um diesebequem zu notieren, de�nieren wirQk := � 9; falls k ungerade ist,8; falls k gerade ist. (34)Trivialerweise gilt dann �Qk = � 8; falls k ungerade ist,9; falls k gerade ist. (35)Eine alternierende Quantorenkette der L�ange k hat dann die Form(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol ;wenn sie mit (9)pol beginnt. Beginnt sie mit (8)pol hat sie die Form(8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol :Die analogen Schreibweisen benutzen wir auch f�ur (9y)pol und (8y)pol.Es folgen ein paar Aufw�arm�ubungen zu den neuen De�nitionen und Schreibweisen.118



Lemma 8.2 Beim �Ubergang zur Komplement�arklasse gelten die folgenden Regeln:co-(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol[C] = (8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol[co-C] : (36)co-(8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol[C] = (9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol[co-C] : (37)Beweis Wir beschr�anken uns auf den Nachweis von (36). Der Nachweis von (37) l�asst sichv�ollig analog f�uhren.k-fache Anwendung von De�nition 8.1 f�uhrt zu folgender Einsicht. Zu einer Sprache L 2(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol[C] gibt es eine Sprache L0 2 C, so dass L gegeben ist durchL = fx : (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qkyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0g : (38)Die Komplement�arklasse co-C enth�alt anstelle von L die Sprache �L, deren De�nitionsbedin-gung sich durch logische Negation der De�nitionsbedingung von L ergibt:�L = fx : (8y1)pol(9y2)pol(8y3)pol � � � ( �Qyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 �L0 : (39)Hierbei haben wir die de Morgan'schen Regeln angewendet, welche dazu f�uhren, dass jederQuantor durch sein duales Gegenst�uck ersetzt und die atomore Bedingung hy1; : : : ; yk; xi 2L0 am Ende der Quantorenkette zu hy1; : : : ; yk; xi 2 �L0 logisch negiert wird. Durch k-facheAnwendung von De�nition 8.1 erkennen wir jetzt, dass die Bedingung (39) gerade Sprachenaus (8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol[co-C] charakterisiert. 2Wegen co-P = P ergibt sich unmittelbar dieFolgerung 8.3co-(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol[P ] = (8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol[P ] :co-(8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)pol[P ] = (9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol[P ] :�Ahnlich leicht erhalten wir dieFolgerung 8.4 NP = (9)pol[P ] und co-NP = (8)pol[P ].Beweis Die Aussage NP = (9)pol[P ] entpuppt sich mit etwas Nachdenken als unsere gutealte Charakterisierung von NP mit Hilfe von polynomiell veri�zierbaren Relationen (Stich-wort: Rate- und Veri�kationsprinzip). Die zweite Aussage ergibt sich dann mit Hilfe vonFolgerung 8.3: co-NP = co-(9)pol[P ] = (8)pol[P ]. 2Wir stellen uns als n�achstes die Frage, ob die Operatoren (9)pol und (8)pol zu einer(evtl. unechten) Erweiterung einer Sprachklasse f�uhren. Vorsicht ist insofern geboten, als mank�unstliche Sprachklassen C angeben kann, f�ur welche die Inklusionsbeziehung C � (9)pol[C]bzw. C � (8)pol[C] nicht gilt (s. �Ubungen). Andererseits beweisen wir folgendesLemma 8.5 C besitze die die folgende Abschluss-Eigenschaft. Falls L 2 C, dann geh�ore auchdie Sprache L� := fh�; xi : x 2 Lgzu C. (Hierbei bezeichne � wie �ublich das leere Wort.) Unter dieser Voraussetzung gilt C �(9)pol[C] und C � (8)pol[C]. 119



Beweis Sei L 2 C und somit auch L� 2 C. Um C � (9)pol[C] einzusehen, gen�ugt es L 2(9)pol[C] einzusehen. Dies ist aber klar, da wir L in folgender Form schreiben k�onnenL = fx : (9y)polhy; xi 2 L�g :Das geeignete Polynom, das sich hinter dem Index "pol\ von (9y)pol versteckt, kann in diesemFall als das Nullpolynom p � 0 gew�ahlt werden. In der Tat existiert ja f�ur die W�orter x vonL (und nur f�ur diese) ein Wort y der Maximall�ange 0 (n�amlich das leere Wort y = �) mithy; xi 2 L�.Der Nachweis von C � (8)pol[C] geschieht v�ollig analog (oder durch Dualisierung). 2Es ist leicht einzusehen, dass alle Sprachklassen der polynomiellen Hierarchie (wie �uberhauptalle "vern�unftig de�nierten\ Komplexit�atsklassen) die in Lemma 8.5 geforderte Abschluss-Eigenschaft besitzen (s. �Ubungen). F�ur �k und �k zeigen wir aber dar�uberhinaus dasLemma 8.6 F�ur alle k � 1 gilt �k = (9)pol[�k] und �k = (8)pol[�k].Beweis Wir zeigen zun�achst �k = (9)pol[�k]. �k � (9)pol[�k] ergibt sich aus Lemma 8.5.Zum Nachweis von (9)pol[�k] � �k sei L 2 (9)pol[�k] f�ur ein L0 2 �k gegeben durchL = fx : (9y)polhy; xi 2 L0g :Sei M0 ein Akzeptor von L0 2 �k. Wegen k � 1 ist M0 eine polynomielle NOTM mit einemOrakel f�ur eine Sprache L00 2 �k�1. (Dies schlie�t in einer etwas verklausulierten Form auchden Fall k = 1 ein.) Folgende NOTM M , versehen mit einem Orakel f�ur L00 2 �k�1, ist einpolynomieller Akzeptor von L:1. Rate ein Wort y der L�ange pol(jxj).2. Benutze die NOTM M0 mit dem L00-Orakel, um hy; xi 2 L0 zu veri�zieren (fallsm�oglich).Man �uberlegt sich leicht, dass M auf einer Eingabe x genau dann eine akzeptierende Rech-nung besitzt, wenn x 2 L.Mit unserem Hintergrundwissen ergibt sich nun �k = (8)pol[�k] leicht durch Dualisierung:�k = co-�k = co-(9)pol[�k] = (8)pol[co-�k] = (8)pol[�k] : 2Im Beweis von �k = (9)pol[�k] haben wir (salopp gesprochen) ausgenutzt, dass eine NOTMihren Nichtdeterminismus dazu verwenden kann, den (9)pol-Operator (durch Raten einesgeeigneten Wortes y) �uber�ussig zu machen.Aus beweistechnischen Gr�unden de�nieren wir jetzt die polynomielle Hierarchie ein zwei-tes Mal (wie sich sp�ater herausstellen wird), wobei diesmal die neuen pr�adikatenlogischenOperatoren zum Einsatz kommen: ge-plantf�ur08.07120



De�nition 8.7 Die Sprachklassen �0k und �0k sind f�ur k � 0 induktiv de�niert wie folgt:�00 := �00 := P :�0k := (9)pol[�0k�1] :�0k := (8)pol[�0k�1] :Der Satz von Celia Wrathall besagt, dass �0k = �k und �0k = �k, d.h., die "neue\ Hierachieist die "alte\ Hierarchie in verkleideter Form. Der Beweis dieser Aussage ist nichttrivial undwird in Abschnitt 8.2 gef�uhrt.Iterierte Anwendung von De�nition 8.7 liefert sofort eine Charakterierung der Klassen�0k und �0k verm�oge alternierender Quantorenketten:Lemma 8.8 F�ur alle k � 1 gilt:L 2 �0k , 9L0 2 P : L = fx : (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qkyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0g :L 2 �0k , 9L0 2 P : L = fx : (8y1)pol(9y2)pol(8y3)pol � � � ( �Qyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0g :Aus der Charakterisierung der Klassen �0k;�0k mit alternierenden Quantorenketten lassensich unmittelbar eine paar Schlussfolgerungen ziehen.Folgerung 8.9 1. F�ur alle k � 0 gilt �0k = co-�0k.2. F�ur alle k � 1 gilt �0k = (9)pol[�0k].3. F�ur alle k � 1 gilt �0k = (8)pol[�0k].4. F�ur alle k � 0 gilt �0k � �0k+1 \ �0k+1 und �0k � �0k+1 \ �0k+1.BeweisWir geben jeweils nur die entscheidende Idee an. (Die technischen Details sind leichtauszuf�ullen.)1. Kombiniere Lemma 8.8 mit Lemma 8.2.2. Die Grundidee ist, dass (9)pol(9)pol gleichwertig zu (9)pol ist, da sich zwei aufeinander-folgende Quantoren des gleichen Typs miteinander verschmelzen lassen.3. Das geschilderte Verschmelzungsargument gilt nat�urlich auch f�ur (8)pol-Quantoren. Al-ternativ kann �0k = (8)pol[�0k] auch leicht durch Dualisierung gezeigt werden, wobeidann die bereits bewiesenen Aussagen �0k = co-�0k und �0k = (9)pol[�0k] benutzt wer-den.4. Die "Beschreibungskraft\ einer Quantorenkette kann nicht abnehmen, wenn wir sie umeinen neuen Quantor verl�angern. 2Die Ausf�uhrung der technischen Details zu dem "Verschmelzungsargument\ sind Be-standteil der �Ubungen. Man kann sich dabei an der technischen Beweisf�uhrung des folgendenLemmas orientieren. 121



Lemma 8.10 F�ur jedes k � 0 sind die Klassen �0k und �0k abgeschlossen unter Vereinigungund Durchschnitt von Sprachen.Beweis F�ur k = 0 ist die Aussage o�ensichtlich. Sei k � 1. Seien L0; L00 2 �0k. Gem�a�Lemma 8.8 existieren dann Sprachen L00; L000 2 P , so dassL0 = fx : (9y01)pol(8y02)pol(9y03)pol � � � (Qky0k)polhy01; : : : ; y0k; xi 2 L00g :L00 = fx : (9y001)pol(8y002)pol(9y003)pol � � � (Qky00k)polhy001 ; : : : ; y00k; xi 2 L000g :Hieraus ergibt sichL0[L00 = fx : (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qkyk)pol (y1 = hy01; y001i ^ � � � ^ yk = hy0k; y00ki)^ (L�angenbedingung) ^ (hy01; : : : ; y0k; xi 2 L00 _ hy001 ; : : : ; y00k; xi 2 L000)g :L0 \ L00 = fx : (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qkyk)pol (y1 = hy01; y001i ^ � � � ^ (yk = hy0k; y00ki)^ (L�angenbedingung) ^ (hy01; : : : ; y0k; xi 2 L00 ^ hy001 ; : : : ; y00k; xi 2 L000)g :Hierbei steht (L�angenbedingung) f�ur eine Bedingung, welche kontrolliert, dass y01; : : : ; y0k undy001 ; : : : ; y00k die Maximall�ange besitzen, die durch die De�nition von L0 bzw. L00 vorgeschriebenist. Wenn also p0i bzw. p00i die konkreten Polynome sind, welche die Maximall�angen von y0ibzw. y00i festlegen, dann ist (L�angenbedingung) die logische Konjunktion der Bedingungenjy0ij � p0i(jxj) ^ jy00i j � p00i (jxj)f�ur i = 1; : : : ; k. Man beachte, dass sowohl die L�angenbedingung als auch die logische Kon-junktion der Bedingungen yi = hy0i; y00i i f�ur i = 1; : : : ; k in Polynomialzeit getestet werdenkann.52 Eine Inspektion der obigen De�nitionsbedingungen f�ur L0 [L00 bzw. L0 \L00 verbun-den mit einer erneuten Anwendung von Lemma 8.8 liefert L0 [ L00; L0 \ L00 2 �0k.Die entsprechenden Abschlusseigenschaften von �0k ergeben sich leicht durch Dualisierung(s. �Ubungen). 28.2 Der Satz von Celia Wrathall und sein BeweisIm vorangegangenen Abschnitt haben wir genug Vorarbeit geleistet, um jetzt dem Hauptre-sultat zu Leibe zu r�ucken:Satz 8.11 (Wrathall, 1977) F�ur alle k � 0 gilt �0k = �k und �0k = �k.Beweis F�ur k = 0 ist die Behauptung richtig, da auf Stufe 0 alle beteiligten Sprachklassenmit P zusammenfallen. Wir k�onnen daher f�ur ein beliebiges aber festes k � 1 induktiv�0k�1 = �k�1 und �0k�1 = �k�1 voraussetzen. Aus �0k = �k ergibt sich �0k = �k durchDualisierung: �0k = co-co-�0k = co-�0k = co-�k = �k :52Beim e�zienten Testen der L�angenbedingung nutzen wir die Platzkonstruierbarkeit der betre�endenPolynome aus. 122



Es gen�ugt also der induktive Nachweis von �0k = �k.Die Inklusion �0k � �k ergibt sich wie folgt:�0k = (9)pol[�0k�1] = (9)pol[�k�1] � (9)pol[�k] = �k :Hierbei haben wir nacheinander die De�nition von �0k, die Induktionsvoraussetzung, dieInklusion �k�1 � �k (die nach Anwendung des (9)pol-Operators g�ultig bleibt) und schlie�lichLemma 8.6 angewendet.Zum Nachweis der Inklusion �k � �0k werden wir h�arter arbeiten m�ussen. Sei L 2 �k =NP [�k�1]. Sei weiter M die polynomielle NOTM, die in Kooperation mit einem Orakel f�urL0 2 �k�1 als Akzeptor von L auftritt. M darf als nichtdeterministische Maschine "raten\und als Orakel-Maschine zus�atzlich pol(jxj)-oft ihr L0-Orakel befragen. Zum Nachweis vonL 2 �0k = (9)pol[�0k�1] m�ussen wir die F�ahigkeiten von M irgendwie mit Hilfe des (9)pol-Operators nachbilden. Die Korrespondenz von "Raten\ und (9)pol-Quanti�zierung schrecktuns nicht wirklich, da wir diese vom Rate- und Veri�kationsprinzip her gewohnt sind. Bleibtaber das Problem, auch die Kommunikation zwischen M und dem L0-Orakel mit Hilfe des(9)pol-Quantors nachzubilden. Wir verwenden dabei die folgendeZentrale Beweisstrategie Antizipiere die Ratebits von M und die gesamte Kommunika-tion zwischenM und dem L0-Orakel durch einen einzigen (ra�niert entworfenen) Stringpolynomiell beschr�ankter L�ange und wende die (9)pol-Quanti�zierung auf diesen Stringan.Es folgt die technische Umsetzung. M stoppe nach h�ochstens T = pol(jxj) Rechenschrittenund habe oBdA pro Schritt nur zwei Handlungsalternativen. Die Rechnung von M h�angtvon folgenden Faktoren ab:� den nichtdeterministischen Entscheidungen repr�asentiert durch einen Ratestring y 2f0; 1gT ,� den JA/NEIN-Antworten des L0-Orakels.F�ur r; s � T seien u; v Strings von der Formu = hu1; : : : ; uri und v = hv1; : : : ; vsi :Der String hy; u; v; xi hei�e konsistentes Rechenprotokoll, falls folgendes gilt:� WennM auf Eingabe x gem�a� Ratestring y rechnet und wenn alle Orakelanfragen nacheinem Wort aus U := fu1; : : : ; urg mit JA und alle Orakelanfragen nach einem Wortaus V := fv1; : : : ; vsg mit NEIN beantwortet werden, dann stelltM nur Anfragen nachW�ortern aus U [ V und akzeptiert nach h�ochstens T Schritten.Beachte, dass wir in dieser De�nition nicht verlangen, dass die Antworten korrekt sind.Stattdessen sind die (evtl. falschen) Antworten durch die Strings u; v vorgegeben.53 DieSprache L0 := fhy; u; v; xi : hy; u; v; xi ist ein konsistentes Rechenprotokollg53Dies ist eine subtile Angelegenheit: unsere Analyse der NOTM M besch�aftigt sich mit dem Verhaltenvon M , f�ur den Fall, dass wir sie vom Orakel abkoppeln und ihr auf andere Weise Antworten verabreichen.In mathematischen Beweisen ist alles erlaubt! Warten wir mal ab, wozu solche dubiosen Man�over gut sind.123



geh�ort daher zu P .54 Wir k�onnen n�amlich auf Eingaben der Form hy; u; v; xi eine e�zienteSimulation von M auf x starten55, welche die konsistenten Rechenprotokolle (und nur diese)akzeptiert. Wir betrachten zwei F�alle:Fall 1 M (mit Ratestring y) stelle w�ahrend der ersten T simulierten Schritte nur Orakelan-fragen aus U [ V .Dann k�onnen wir ohne Probleme T Schritte von M simulieren, da die Antwort aufOrakelanfragen e�zient aus dem String u bzw. v abgelesen werden kann. Wenn Mnach sp�atestens T Schritten (akzeptierend oder verwerfend) stoppt, dann stoppe dieSimulation mit dem gleichen Ergebnis. Wenn M nach T Schritten nicht stoppt56, dannstoppe die Simulation nach T simulierten Schritten verwerfend.57Fall 2 M (mit Ratestring y) stelle w�ahrend der ersten T simulierten Schritte eine Orakelan-frage au�erhalb U [ V .Bei der ersten Anfrage dieser Art stoppe die Simulation verwerfend.Aus der De�nition der konsistenten Rechenprotokolle ergibt sich direkt, dass unsere Simu-lation diese und nur diese akzeptiert. Somit gilt L0 2 P .Wir haben mit dem Nachweis von L0 2 P bereits einen Teilsieg errungen. Auf Dauer k�onnenwir uns aber nicht davor dr�ucken, die Korrektheit von Antworten auf Orakelanfragen zukontrollieren. Dieser Kontrolle dienen die folgenden beiden Sprachen:L1 := fhy; u; v; xi : u1; : : : ; ur 2 L0g :L2 := fhy; u; v; xi : v1; : : : ; vs 2 �L0g :Wegen L0 2 �k�1 und �L0 2 co-�k�1 = �k�1 ist unter Verwendung der Induktionsvorausset-zung und des Lemmas 8.5 leicht zu sehen (s. �Ubung), dass folgende Aussagen gelten:L1 2 �k�1 = �0k�1 � �0k :L2 2 �k�1 = �0k�1 � �0k :Da L0 2 P � �0k und �0k abgeschlossen unter Durchschnittsbildung ist, gilt dann auchL0 \ L1 \ L2 2 �0k. Weiterhin sind L0; L1; L2 gerade so entworfen, dassx 2 L, (9w)polw = hy; u; vi ^ hy; u; v; xi 2 L0 \ L1 \ L2 :Hieraus ergibt sich leicht L 2 (9)pol[�0k] und wegen (9)pol[�0k] = �0k (gem�a� Folgerung 8.9)folgt schlie�lich L 2 �0k. Da L eine beliebige Sprache aus �k ist, ergibt sich die angestrebteInklusion �k � �0k. 2In Verbindung mit Lemma 8.8 erhalten wir unmittelbar die54Dazu diente das Man�over! Der Nichtdeterminismus wird mit Hilfe des Strings y eliminiert; das Orakelwird mit Hilfe der Strings u; v �uber�ussig gemacht; bleibt eine deterministische polynomielle Rechnung.55Eingaben, die schon syntaktisch von der Form hy; u; v; xi abweichen, k�onnen sofort verworfen werden.56was man wegen der M zugespielten falschen Antworten nicht ausschlie�en kann57An dieser Stelle verwenden wir die Zeitkonstruierbarkeit von T = pol(jxj).124



Folgerung 8.12 F�ur alle k � 1 gilt:L 2 �k , 9L0 2 P : L = fx : (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qkyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0gL 2 �k , 9L0 2 P : L = fx : (8y1)pol(9y2)pol(8y3)pol � � � ( �Qyk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0gDie "Rechenkraft\ einer zu �k korrespondierenden polynomiellen NOTM (mit einem Orakelaus �k�1) entspricht also exakt der "Beschreibungskraft\ einer alternierenden mit (9)pol be-ginnenden Quantorenkette der L�ange k, gefolgt von einer in Polynomialzeit �uberpr�ufbarenAussage. Die analoge Entsprechung �nden wir f�ur die Klasse �k und alternierende mit (8)polbeginnende Quantorenketten der L�ange k. Es hat sich somit eine erstaunliche Querbezie-hung zwischen Berechnungskomplexit�at und pr�adikatenlogischer Beschreibungskomplexit�atergeben.8.3 Anwendungen des Satzes von Celia WrathallF�ur die harte Arbeit, die zum Beweis des Satzes von Celia Wrathall n�otig war, werdenwir in diesem Abschnitt entlohnt. Einige elegante Anwendungen dieses Satzes werden unsnun zufallen wie reife Fr�uchte. Eine erste Anwendung besteht darin, die Einordnung einerSprache in die polynomielle Hierarchie nicht durch "Programmierung\ einer geeigneten OTMvorzunehmen, sondern durch Angabe einer geeigneten "De�nition\ der Sprache. Die L�angeder alternierenden Quantorenkette in der De�nitionsbedingung wird uns dann verraten, zuwelcher Stufe der polynomiellen Hierchie die Sprache geh�ort. Eine zweite Anwendung istdie Analyse, unter welchen Bedingungen die polynomielle Hierachie auf eine endliche Stufekollabiert. Eine dritte Anwendung besteht in der Angabe von �k- oder �k-vollst�andigenProblemen und im Nachweis der Vollst�andigkeit.8.3.1 Anwendung 1: Deskriptiver Nachweis der Mitgliedschaft in PHEin "algorithmischer\ Nachweis von L 2 PH besteht in der Angabe einer passenden OTM.Ein "deskriptiver\ Nachweis von L 2 PH macht sich Folgerung 8.12 zunutze und beschreibtL mit einer passenden pr�adikatenlogischen Formel. Wir illustrieren dies an einemBeispiel 8.13 Wir betrachten erneut die Sprache MEC (Minimum Equivalent Circuit). Wirhaben fr�uher bereits einen algorithmischen Nachweis von MEC 2 �2 gef�uhrt, und zwar durchAngabe einer polynomiellen NOTM, die mit Hilfe eines SAT�-Orakels als Akzeptor von MECauftrat. Es folgt nun ein deskriptiver Nachweis f�ur die gleiche Aussage:MEC = fhS; ki : (9S 0)pol(8a)polhS 0; a; S; ki 2 MEC0g ;wobei MEC0 die Sprache aller Strings der Form hS 0; a; S; ki sei, so dass zus�atzlich die fol-genden Bedingungen gelten:1. S repr�asentiert einen Booleschen Schaltkreis. Die Anzahl der Eingangsknoten in S seimit n bezeichnet.2. k repr�asentiert eine nicht-negative ganze Zahl.125



3. S 0 repr�asentiert einen Booleschen Schaltkreis mit n Eingangsknoten und h�ochstens kBausteinen.4. a 2 f0; 1gn und die Schaltkreise S und S 0 berechnen auf Eingabe a das gleiche Ausga-bebit.O�ensichtlich gilt MEC0 2 P. Aus Folgerung 8.12 ergibt sich unmittelbar MEC 2 �2.8.3.2 Anwendung 2: Hinreichende Bedingungen f�ur einen Kollaps von PHEs wird vermutet, dass die polynomielle Hierarchie aus unendlich vielen voneinander ver-schiedenen Stufen besteht. Der folgende Satz formuliert eine hinreichende Bedingung f�ur dieNegation dieser Vermutung.Satz 8.14 Falls �k = �k f�ur ein k � 1, dann kollabiert PH auf den k-ten Level, d.h., danngilt PH = 1[i=0�i = k[i=0�i = �k :Beweis Wir beschr�anken uns auf die Angabe der zentralen Beweisidee. Die technischen De-tails sind leicht auszuf�ullen. Die Klasse �k ist im Sinne von Folgerung 8.12 durch eine alternie-rende Quantorenkette vom Typ (9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol gekennzeichnet; die Klasse �k istentsprechend durch eine alternierende Quantorenkette vom Typ (8)pol(9)pol(8)pol � � � ( �Qk)polgekennzeichnet. Unter der Voraussetzung �k = �k k�onnen wir dann aber auch Sprachenaus �k mit Hilfe von Quantorenketten vom Typ (9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol beschreiben.Demzufolge k�onnen wir Sprachen aus �k+1 = �0k+1 = (9)pol[�0k] = (9)pol[�k] auch mit Hil-fe von Quantorenketten vom Typ (9)pol(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol beschreiben. Durch Ver-schmelzung der ersten beiden (9)pol-Quantoren erhalten wir eine Beschreibung vom Typ(9)pol(8)pol(9)pol � � � (Qk)pol, welche ja (wie bereits erw�ahnt) gerade Sprachen aus �k kenn-zeichnet. Folglich hat der zus�atzliche (9)pol-Quantor, den Sprachen aus �k+1 zur Verf�ugunghaben, "nichts gebracht\ und es gilt �k+1 = �k. Aus Dualit�atsgr�unden gilt dann auch�k+1 = �k. Die Gleichheit �k = �k auf Stufe k sorgt auf Stufe k+1 f�ur �k = �k+1 = �k+1.Iteration dieses Argumentes (genauer: vollst�andige Induktion) liefert �k = �k+j = �k+j f�uralle j � 0. Es folgt PH = [ki=0�k und wegen �0 � �1 � �2 � � � � nat�urlich auch PH = �k.2Aus Satz 8.14 ergibt sich ein kleiner Beitrag zu der P 6= NP -Debatte:Folgerung 8.15 P 6= NP , P 6= PH .Beweis Wegen P � NP � PH folgt aus P 6= NP nat�urlich P � NP � PH und somitauch P 6= PH . (Hierbei ist "�\ das Zeichen f�ur echte Inklusion.) Zum Nachweis von P 6=PH =) P 6= NP gen�ugt es freilich P = NP =) P = PH zu zeigen. Wie fr�uherbereits nachgewiesen, impliziert P = NP die Aussage NP = co-NP . Wegen NP = �1126



und co-NP = �1 ergibt sich mit Satz 8.14 ein Kollaps von PH auf den ersten Level, d.h.,PH = NP . Zusammen mit der Voraussetzung P = NP ergibt sich nun auch PH = P . 2Folgerung 8.15 bedeutet, dass wir die ber�uhmte P 6= NP -Vermutung im Prinzip durch denNachweis von P 6= PH beweisen k�onnten. Da PH eine viel m�achtigere Komplexit�atsklasseist als NP , da sie ja NP bereits auf Stufe 1 zur Teilklasse hat, k�onnte die Separation von Pund PH (durch Nachweis der Existenz einer Sprache in PH n P) evtl. leichter zu erreichensein als die Separation von NP und P .8.3.3 Anwendung 3: Vollst�andige Probleme in PHDas NP -vollst�andige Problem SAT l�asst sich mit einer (9)pol-quanti�zierten Booleschen For-mel (in konjunktiver Normalform) beschreiben, da wir nach der Existenz einer erf�ullendenBelegung zu einer gegebenen CNF-Formel fragen. Um zu �k- oder �k-vollst�andigen Pro-blemen zu gelangen ist es naheliegend mit quanti�zierten Booleschen Formeln zu operieren,wobei die Quanti�zierung �uber eine alternierende Quantorenkette der L�ange k erfolgt. Umsolche Formeln bequem zu notieren, teilen wir die Booleschen Variablen in k Typen ein:De�nition 8.16 Sei F eine Boolesche Formel und m die Anzahl der in F verwendetenBooleschen Variablen. Eine doppelt indizierte Boolesche Variable der Form vij hei�e Variablevom Typ i. Wir sagen F ist eine Boolesche Formel mit k Variablentypen, wenn m1; : : : ; mkexistieren, so dass m = m1 + � � � + mk und F verwendet genau mi Variablen vom Typ i.Dies seien oBdA die Variablen �vi = (vi1; : : : ; vimi) f�ur i = 1; : : : ; k. Wir schreiben dann auchF (�v1; : : : ; �vk) statt F , um die Abh�angigkeit von den Variablen hervorzuheben.Die folgenden Sprachen sind eine naheliegende Verallgemeinerung der Sprache SAT, wobeian die Stelle eines einzelnen (9)pol-Quantors eine alternierende Quantorenkette tritt und wirnicht mehr darauf bestehen, dass die Formel in konjunktiver Normalform (also eine CNF-Formel) ist.De�nition 8.17 Die Sprache Bk enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mitk Variablentypen, welche die Bedingung9�a1 2 f0; 1gm18�a2 2 f0; 1gm29�a3 2 f0; 1gm3 : : : Qk�ak 2 f0; 1gmk : F (�a1; : : : ; �ak) = 1 (40)erf�ullen.Eine zu Bk duale Klasse ergibt sich wie folgt:De�nition 8.18 Die Sprache ~Bk enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mitk Variablentypen, welche die Bedingung8�a1 2 f0; 1gm19�a2 2 f0; 1gm28�a3 2 f0; 1gm3 : : : �Qk�ak 2 f0; 1gmk : F (�a1; : : : ; �ak) = 1 (41)erf�ullen.Der folgende Satz ist das Pendant zum Cook'schen Theorem:127



Satz 8.19 F�ur alle k � 1 gilt: Bk ist �k-vollst�andig und ~Bk ist �k-vollst�andig.Beweis Der Beweis �ahnelt dem Beweis des Cook'schen Theorems. Wir skizzieren die we-sentlichen Ideen und weisen von Zeit zu Zeit auf die Analogie zum Beweis des klassischenCook'schen Theorems hin. Genauere technische Details lassen sich leicht ausf�ullen.Wir diskutieren zun�achst den Fall einer ungeraden Anzahl k von Variablentypen. In diesemFall gilt Qk = 9, d.h., die alternierende Quantorenkette in (40) endet mit einem 9-Quantor.Sei L 2 �k. Gem�a� Folgerung 8.12 gilt (unter Beachtung von k ungerade):L = fx : (9y1)pol(8y2)pol � � � (9yk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0gf�ur eine geeignete Sprache L0 2 P . Wir k�onnen oBdA annehmen, dass y1; : : : ; yk W�orter �uberdem Alphabet f0; 1g sind (in Analogie zu der Annahme bin�arer Ratestrings bei NTMs).Sei M0 die polynomielle DTM, welche als Akzeptor von L0 auftritt. Wie im Beweis desCook'schen Theorems l�asst sich die polynomielle deterministische Rechnung von M0 aufhy1; : : : ; yk; ximit Hilfe einer Booleschen CNF-Formel F beschreiben. F verwendet BoolescheVariable zur Kodierung der Strings y1; : : : ; yk und weitere Hilfvariablen. F�ur i = 1; : : : ; k undmi = jyij seien �vi = (vi1; : : : ; vimi) die Booleschen Variablen vom Typ i, deren Belegung zumBin�arstring yi korrespondieren soll (in Analogie zu den Booleschen Variablen f�ur die Ratebitsim Beweis des Cook'schen Theorems). Die Hilfsvariablen sind alle vom Typ k und dienen (wieim klassischen Beweis des Cook'schen Theorems) der Beschreibung von Rechnungen von M0auf Eingaben der Form hy1; : : : ; yk; xi. (Es handelt sich also um Variablen, deren Belegungenden jeweiligen Zustand, die jeweilige Kopfposition und die jeweilige Bandinschrift kodieren.)Sei m0k die Anzahl dieser Hilfsvariablen, welche wir als �v0k = (v0k1; : : : ; v0km0k) notieren. Da M0eine polynomielle DTM ist, ist m0k polynomiell in m1; : : : ; mk; jxj beschr�ankt. Da mi = jyijpolynomiell in jxj beschr�ankt ist, ist dann schlie�lich auch m0k wie auch die Gesamtanzahlm = m1 + � � �+mk +m0k aller in F vorkommender Boolescher Variablen polynomiell in jxjbeschr�ankt. In Analogie zum Beweis des klassischen Cook'schen Theorems l�asst sich nun inpol(jxj) Schritten eine Formel F (�v1; : : : ; �vk�1; �vk; �v0k) konstruieren, so dass f�ur alle x 2 Lx 2 L , (9y1)pol(8y2)pol � � � (9yk)polhy1; : : : ; yk; xi 2 L0, (9y1)pol(8y2)pol � � � (9yk)polM0 akzeptiert hy1; : : : ; yk; xi, 9�a1 2 f0; 1gm18�a2 2 f0; 1gm2 : : : 9�ak 2 f0; 1gmk9�a0k 2 f0; 1gm0k :F (�a1; : : : ; �ak; �a0k) = 1 :Da wir die letzten beiden 9-Quantoren vor F (�a1; : : : ; �ak; �a0k) verschmelzen k�onnen, ist o�en-sichtlich die Abbildung x 7! F eine polynomielle Reduktion von L auf Bk. Folglich ist Bk�k-vollst�andig. Die �k-Vollst�andigkeit von ~Bk ergibt sich (f�ur ungerades k) durch Dualisie-rung.Bleibt der Fall eines geraden k zu diskutieren. Hier ist es technisch leichter zun�achst die�k-Vollst�andigkeit von ~Bk zu veri�zieren und die �k-Vollst�andigkeit von Bk durch Dualisie-rung zu folgern. Es ist n�amlich praktischer, wenn die alternierende Quantorenkette erneutmit einem 9-Quantor endet, damit der 9-Quantor f�ur die Hilfsvaribalen der Booleschen For-mel F mit dem vorangehenden 9-Quantor verschmolzen werden kann. Der Nachweis der�k-Vollst�andigkeit von ~Bk f�ur gerades k geschieht analog zum Nachweis der �k-Vollst�andigkeitvon Bk f�ur ungerades k. 2128



Aus dem Beweis von Satz 8.19 ist folgendes ersichtlich (s. �Ubungen):Folgerung 8.20 Die Einschr�ankung von Bk auf CNF-Formeln bei ungeradem k und DNF-Formeln bei geradem k ist �k-vollst�andig. Dual dazu ist die Einschr�ankung von ~Bk auf DNF-Formeln bei ungeradem k und CNF-Formeln bei geradem k �k-vollst�andig.Folgerung 8.20 liefert im Falle k = 1 gerade das Cook'sche Theorem.
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9 PSpace-vollst�andige Probleme ge-plantf�ur13.07.9.1 Quanti�zierte Boolesche FormelnDe�nition 9.1 Die Sprache der Quanti�zierten Booleschen Formeln, notiert als QBF (oderals B�, um die Verwandtschaft zu den Sprachen Bk zu betonen), enthalte alle (Kodierungenvon) quanti�zierten Booleschen Formeln der Form(Q1v1) : : : (Qmvm)F (v1; : : : ; vm) ; (42)welche die KorrektheitsbedingungQ1a1 2 f0; 1g; : : : ;Qmam 2 f0; 1g : F (a1; : : : ; am) (43)erf�ullen. Hierbei sei m eine beliebige nicht-negative ganze Zahl, Q1; : : : ;Qm 2 f9; 8g, undF sei eine Boolesche Formel in den Booleschen Variablen v1; : : : ; vm.Beispiel 9.2 Folgende quanti�zierten Booleschen Formeln haben die in (42) vorgeschriebeneForm: qbf1 := (8v1)(9v2)(9v3) �v3 ^ ((�v1 ^ v2) _ (v1 ^ �v2))qbf2 : = (9v1)(8v2)(9v3) �v3 ^ ((�v1 ^ v2) _ (v1 ^ �v2))Wir werden weiter unten sehen, dass qbf1 die Bedingung (43) erf�ullt und somit zu QBFgeh�ort, wohingegen qbf2 diese Bedingung verletzt und somit nicht zu QBF geh�ort.Lemma 9.3 F�ur alle k � 1 gilt Bk �pol QBF.Beweis Wir verwenden die Reduktionstechnik der Spezialisierung. Bk ist das Teilproblemvon QBF, bei dem die Quantorenkette Q1 � � �Qm mit einem 9-Quantor beginnt und nur(k � 1)-mal zwischen 9- und 8-Quantor hin und her wechselt. 2Folgerung 9.4 QBF ist PH -hart.Beweis Sei L 2 PH . Dann existiert ein k � 1 mit L 2 �k. F�ur diesen Index k gilt dannwegen der �k-Vollst�andigkeit von Bk: L �pol Bk. Mit Lemma 9.3 und der Transitivit�at vonpolynomiellen Reduktionen ergibt sich L �pol QBF. 2Vermutlich gilt aber QBF =2 PH , da die Anzahl der Quantorenwechsel in Q1; : : : ;Qm durchkeine Konstante k beschr�ankt ist (sondern mit der Eingabel�ange wachsen kann).Satz 9.5 QBF 2 PSpace.
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Beweis Wir verwenden zun�achst eine platzine�ziente EXHAUSTIVE SEARCH, um einkanonisches Auswertungsschema klarzumachen. Anschlie�end verwenden wir die Technikdes Ariadne Fadens58, um die EXHAUSTIVE SEARCH platze�zient zu gestalten.Wir setzen oBdA voraus, dass die Eingabe zumindest die in (42) vorgeschriebene Formhat. Mit einem vollst�andig bin�aren Entscheidungsbaum T der Tiefe m lassen sich alle 2mdenkbaren Belegungen von v1; : : : ; vm durchprobieren. Wir markieren die inneren Knoten vonT der Tiefe i � 1 mit Qi 2 f9; 8g, um deutlich zu machen, wie die Variable vi quanti�ziertist.Einschub Die Entscheidungsb�aume T1 und T2, die zu den Formeln qbf1 und qbf2 aus Bei-spiel 9.2 korrespondieren, sind in den Abbildungen 14 und 15 zu besichtigen. DerFortgang des Beweises kann an diesen Abbildungen nachvollzogen werden.
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Abbildung 14: Der Entscheidungsbaum T1 f�ur die quanti�zierte Boolesche Formeln qbf1 ausBeispiel 9.2.Jedes Blatt von T korrespondiert zu einer vollst�andigen Belegung (b1; : : : ; bm) 2 f0; 1gm derVariablen (v1; : : : ; vm). Ein innerer Knoten u der Tiefe i in T korrespondiert zu einer partiel-len Belegung von (v1; : : : ; vi) mit (b1; : : : ; bi). Unser Ziel ist, die Knoten von T "bottom-up\mit den Booleschen Wahrheitswerten 0 oder 1 zu markieren, wobei ein zur partiellen Bele-gung (b1; : : : ; bi) korrespondierender Knoten u der Tiefe i genau dann mit 1 markiert werdensoll, wenn die BedingungQi+1ai+1 2 f0; 1g � � �Qmam 2 f0; 1g : F (b1; : : : ; bi; ai+1; : : : ; am) (44)erf�ullt ist. Zur Markierung eines zur vollst�andigen Belegung b = (b1; : : : ; bm) korrespondie-renden Blattes, brauchen wir lediglich die Formel F an b auszuwerten. Wenn wir induktiv58der Sage nach erstmals von Ariadne angewendet, um Theseus davor zu sch�utzen, sich im Labyrinth desMinotaurus zu verirren 131
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Abbildung 15: Der Entscheidungsbaum T2 f�ur die quanti�zierte Boolesche Formel qbf2 ausBeispiel 9.2.annehmen, dass die Kinder u0; u1 eines inneren Knoten u bereits korrekt mit Wahrheits-werten w0; w1 markiert sind, dann f�uhrt folgende Regel zu einer korrekten Markierung vonu: � Wenn u mit Quantor 9 markiert ist, dann markiere u mit Wahrheitswert w0 _ w1.� Wenn u mit Quantor 8 markiert ist, dann markiere u mit Wahrheitswert w0 ^ w1.Auf diese Weise k�onnen wir, beginnend bei den Bl�attern, alle Knoten von T bottom-up mitWahrheitswerten markieren bis wir schlie�lich bei der Wurzel anlangen. Aus der Invarianz-bedingung (44) geht durch Inspektion des Spezialfalles i = 0 hervor, dass die Wurzel von Tgenau dann mit 1 markiert ist, wenn die gesamte quanti�zierte Formel zu QBF geh�ort. Wirakzeptieren also die Eingabe genau dann, wenn am Ende unserer Markierungsprozedur dieWurzel des Entscheidungsbaumes T mit Wahrheitswert 1 markiert ist.Entscheidungsbaum T hat 2m Bl�atter. Seine Gr�o�e ist i.A. nicht polynomiell in der Einga-bel�ange n beschr�ankt. Eine platze�ziente EXHAUSTIVE SEARCH darf zu keinem Zeit-punkt den Baum T vollst�andig abspeichern. Stattdessen verwenden wir beim Durchlaufenvon T die Technik des "Ariadne-Fadens\.Um die eingangs beschriebene Markierungsprozedur platze�zient durchzuf�uhren, wird T inPr�aordnung durchlaufen, wobei wir zu jedem Zeitpunkt nur den Pfad von der Wurzel zumaktuellen Knoten (Ariadne-Faden) und die aktuelle partielle Belegung (b1; : : : ; bi) abspei-chern. Die Abspeicherung des Ariadne-Fadens erfolgt kellerartig. Eine DTM kann zu diesemZweck eines ihrer B�ander als Keller verwenden.Es folgen einige Details dieser Organisation. Zun�achst erinnern wir an den Begri� der"Pr�aordnung\, "Ariadne-Faden\ und "kellerartige Organisation\. Wenn T ein Baum mitWurzel r, linkem Unterbaum T0 und rechtem Unterbaum T1 ist, dann ist der Pr�aordnungs-Durchlauf rekursiv gegeben durch die folgenden Regeln:132



1. Besuche zuerst die Wurzel r.2. Besuche dann (rekursiv) die Knoten von T0 in Pr�aordnung.3. Besuche schlie�lich (rekursiv) die Knoten von T1 in Pr�aordnung.Einschub In Abbildung 16 ist der Pr�aordnungs-Durchlauf an einem Beispiel illustriert.Der aktuell besuchte Knoten ist der Knoten u mit Quantormarkierung "8\. und derAriadne-Faden von der Wurzel zu diesem Knoten ist graphisch hervorgehoben. Wie inder Abbildung angedeutet l�auft man in Pr�aordnung im Prinzip "einmal um den Baumherum\.Beim Pr�aordnungs-Durchlauf wird jede Kante zweimal durchlaufen: das erste Mal beim Ab-stieg von einem Knoten zu einem seiner S�ohne, das zweite Mal bei der R�uckkehr oder demAufstieg vom Sohn zum Vaterknoten. Kellerartige Organisation des Durchlaufs bedeutet,dass wir beim Abstieg den Sohnknoten (und die mit ihm assoziierte Information) auf denKellerspeicher "PUSHen\ (Verl�angerung des Ariadne-Fadens); beim Aufstieg zum Vater-knoten kann dieses Speichersegment wieder vom Keller "gePOPt\ werden (Verk�urzung desAriadne-Fadens).59Wir kl�aren als n�achstes das Speicherformat f�ur die Knoten von T . Die zu einem Knoten ab-gespeicherten Hilfsinformationen sollen uns bef�ahigen, den Pr�aordnungs-Durchlauf in Gangzu halten und nebenbei die eingangs beschriebene Prozedur zur Markierung von Knoten mitWahrheitswerten durchzuf�uhren. Zu einem inneren Knoten u von T mit linkem Sohn u0 undrechtem Sohn u1 merken wir uns zu diesem Zweck die folgenden Informationen:1. die Quantormarkierung f�ur u (9 oder 8).2. die Wahrheitswertmarkierungen w0; w1; w f�ur u0; u1; u (mit Eintrag "?\ solange derWahrheitswert noch nicht bekannt ist).Aus dem Speicherformat geht hervor, dass pro abgespeichertem Knoten nur konstanter Spei-cherplatz erforderlich ist.Einschub Die Felder f�ur die Wahrheitswerte eines "Knoten-Records\ enthalten anfangs dasFragezeichen, das bei Bekanntwerden des betre�enden Wahrheitswertes mit diesem�uberschrieben wird. Im Beispiel von Abbildung 16 h�atte das Record des aktuell be-suchten Knotens u folgende Eintr�age:8 w0 ? ?Quantor Wahrheitswert Wahrheitswert Wahrheitswertlinker Sohn rechter Sohn aktueller Knoten59Wie �ublich benutzen wir bei Kellerspeichern die Bezeichnungen PUSH und POP anstelle von INSERTund DELETE.
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Es ist eine leichte �Ubung nachzuweisen, dass man mit diesen Hilfsinformationen (plus dieaktuelle partielle Belegung, die ja ebenfalls abgespeichert wird) den Pr�aordnungs-Durchlaufin Gang halten kann, wobei die Hilfsinformationen selbst leicht aktualisierbar sind. Wennder Durchlauf vom rechten Sohn der Wurzel zur Wurzel zur�uckkehrt, ist die Wahrheitswert-markierung der Wurzel bekannt. Die Eingabe wird genau dann akzeptiert, wenn die Wurzelmit 1 markiert ist.Die Korrektheit dieser Vorgehensweise ergibt sich aus der Korrektheit der eingangs geschil-derten Markierungsprozedur, bei der wir ja lediglich die Implementierung platze�zient ge-staltet haben. Die Platzanalyse ist leicht. Zu jedem Zeitpunkt haben wir im Wesentlichenden aktuellen Ariadne-Faden und die aktuelle partielle Belegung abgespeichert. Die partielleBelegung besteht aus maximal m Bits. Der Ariadne-Faden enth�alt maximal m+ 1 Knoten,wobei wir konstanten Speicherplatz pro Knoten veranschlagen m�ussen. Die Platzschranke istsomit linear in m. Da die L�ange n der Eingabe (quanti�zierte Boolesche Formel, welche mBoolesche Variable verwendet) nicht kleiner alsm sein kann, erhalten wir eine Platzschranke,die auch linear in n ist. Folglich geh�ort QBF zu PSpace. 2
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Abbildung 16: Eine Momentaufnahme des Pr�aordnungs-Durchlaufs durch einen Entschei-dungsbaum (u mit S�ohnen u0; u1 der aktuell besuchte Knoten, Ariadne-Faden hervorgeho-ben).Da QBF PH -hart ist, ergibt sich aus Satz 9.5 unmittelbar dieFolgerung 9.6 PH � PSpace.Satz 9.7 QBF ist PSpace-hartBeweis Sei L 2 PSpace. Wir haben zu zeigen, dass L �pol QBF. Sei M eine DTM mitpolynomieller Platzschranke S(n) und L = LM . Wir k�onnen oBdA annehmen, dass M nurauf den Zellen mit Nummern 1; : : : ; S(n) arbeitet. Sei Kn die Menge der Kon�gurationenvon M auf Eingaben der L�ange n. Eine Kon�guration aus Kn ist gegeben durch134



� den aktuellen Zustand q 2 Q,� die aktuelle Kopfposition h 2 f1; : : : ; S(n)g,� die aktuelle Bandinschrift I 2 �S(n).Hierbei bezeichnen, wie �ublich, Q die Zustandsmenge und � das Bandalphabet von M . DieAnzahl der verschiedenen Kon�gurationen ist o�ensichtlich nach oben beschr�ankt wie folgt:jKnj � jQj � S(n) � j�jS(n) = 2O(S(n)) :Die letzte asymptotische Absch�atzung gilt, weil jQj und j�j von n unabh�angige Konstantensind. M kann so normalisiert werden, dass keine Kon�guration zweimal angenommen wird.(Ansonsten w�urde eine Endlosschleife vorliegen.) Folglich rechnetM auf Eingaben der L�angen maximal jKnj � 1 viele Schritte. Wir k�onnen oBdA annehmen, dass M f�ur eine geeigneteKonstante c auf Eingaben der L�ange n exakt 2cS(n) Schritte rechnet und danach akzeptierendoder verwerfend stoppt. Weiter nehmen wir oBdA an, dass f�ur jede Eingabe x der L�ange neine eindeutige Startkon�guration K0(x) 2 Kn und eine eindeutige akzeptierende Endkon�-guration K+(x) 2 Kn existiert. F�ur K;K 0 2 Kn und s � 0 bezeichne K s�! K 0 die folgendeRelation:K s�! K 0 :, Kon�guration K wird von M in 2s Rechenschritten in K 0 �uberf�uhrt :O�ensichtlich gilt x 2 L, K0(x) cS(n)�! K+(x) :Aus diesen Vorbemerkungen ergibt sich die folgendeBeweisstrategie Um zu einer polynomiellen Reduktion von L auf QBF zu gelangen, kon-struieren wir in Polynomialzeit aus x eine quanti�zierte Boolesche Formel, welche ge-nau dann die Korrektheitsbedingung (43) erf�ullt, wenn K0(x) cS(n)�! K+(x). Saloppformuliert: es geht darum die Bedingung K0(x) cS(n)�! K+(x) in Form einer (e�zientkonstruierbaren) quanti�zierten Booleschen Formel aufzuschreiben.Einschub Wir k�onnten jetzt die Technik aus dem Beweis des Cook'schen Theorems ver-wenden und eine CNF-Formel Fx konstruieren, die genau dann erf�ullbar ist, wennK0(x) cS(n)�! K+(x). Das Problem ist aber, dass die L�ange der resultierenden FormelFx kubisch von der Laufzeitschranke abh�angt. Bei 2cS(n) Rechenschritten h�atte Fxdie L�ange 23cS(n). Diese Formel ist (allein schon wegen ihrer exponentiellen Kodie-rungsl�ange) aus x nicht in Polynomialzeit konstruierbar. Unsere �Uberlegung zeigt, wo-zu der Einsatz der Quantoren dienen wird: Konstruktion einer extrem komprimiertenFormel, die Rechnungen beschreibt, welche eine Exponentialstufe l�anger sind als dieFormel selbst. 135



Wir werden versuchen, die gew�unschte quanti�zierte Boolesche Formel rekursiv zu kon-struieren. Dazu benutzen wir die folgenden Beobachtungen f�ur beliebige Kon�gurationenK;K 0 2 Kn und s � 1:K 0�! K 0 , K 0 ist eine unmittelbare Folgekon�guration von K : (45)K s�! K 0 , 9K 00 2 Kn : K s�1�! K 00 ^K 00 s�1�! K 0 : (46)Wir werden im folgenden ein paar Fertigkeiten reaktivieren, die wir durch den Beweis desCook'schen Theorems erworben haben:1. Um eine einzelne Kon�guration in Kn zu beschreiben, reichen O(S(n)) Boolesche Va-riable aus.60 Sei V eine Kollektion solcher Variablen. Eine konkrete Kon�guration ent-spricht eindeutig einer Belegung der Variablen in V . Allerdings entspricht umgekehrtnicht jede Belegung der Variablen einer zul�assigen Kon�guration. Es gibt aber eine (po-lynomiell konstruierbare) CNF-Formel F [V ] in den Variablen aus V , die genau durchdie Belegungen erf�ullbar ist, welche zul�assige Kon�gurationen repr�asentieren.612. Weiterhin gibt es f�ur jede konkrete Kon�guration K 2 Kn eine (polynomiell konstru-ierbare) CNF-Formel FK [V ], so dass F [V ] und FK[V ] genau dann gemeinsam erf�ullbarsind, wenn die Belegung der Variablen in V die Kon�guration K repr�asentiert.623. Seien schlie�lich V und V 0 disjunkte Kollektionen von Booleschen Variablen zur Be-schreibung von Kon�gurationen. Dann gibt es eine (polynomiell konstruierbare) CNF-Formel F0[V; V 0], so dass F [V ], F [V 0] und F0[V; V 0] genau dann gemeinsam erf�ullbarsind, wenn die Belegung der V 0-Variablen eine unmittelbare Folgekon�guration re-pr�asentiert von der durch die V -Variablenbelegung repr�asentierten Kon�guration.63Zur sprachlichen Vereinfachung identi�zieren wir im folgenden Kon�gurationen mit den siebeschreibenden Variablenbelegungen. Die Formel F [V ] ^ F [V 0] ^ F0[V; V 0] testet in diesemSinne, ob die V 0-Variablenbelegung eine unmittelbare Folgekon�guration der V -Variablenbe-legung ist. Wir suchen jetzt nach einer (m�oglichst komprimierten) quanti�zierten FormelFs[V; V 0] mit freien (sprich unquanti�zierten) Variablen aus V [ V 0 und weiteren gebunde-nen (sprich quanti�zierten) Hilfsvariablen, so dass F [V ] ^ F [V 0] ^ Fs[V; V 0] testet, ob dieV 0-Variablenbelegung eine Kon�guration ist, die sich nach 2s Rechenschritten aus der V -Variablenbelegung ergibt. Hier ist ein erster (einfacher, aber leider auch ine�zienter) VersuchFs rekursiv aus Fs�1 zu gewinnen:Fs[V; V 0] := (9V 00)F [V 00] ^ Fs�1[V; V 00] ^ Fs�1[V 00; V 0] : (47)Die Expansion von Fs[V; V 0] in die Formel auf der rechten Seite von (47), erfordert dabei stetseine neue Kollektion (quanti�zierter) Boolescher Variablen (zur Beschreibung einer Kon�-guration). Da die Rekursionsregel (47) eine treue Nachbildung von (46) ist, wird folgende60jQj "Zustandsvariablen\, S(n) "Kopfpositionsvariablen\ und j�j � S(n) "Bandinschriftsvariablen\.61Im Beweis zum Cook'schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ I. S. dort.62Im Beweis zum Cook'schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ II. S. dort.63Im Beweis zum Cook'schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ III. S. dort.136



Feststellung nicht �uberraschen (einfacher induktiver Beweis64):K 0�! K 0 , (9V )(9V 0)F [V ] ^ FK [V ] ^ F [V 0] ^ FK0[V 0] ^ F0[V; V 0] 2 QBF :K s�! K 0 , (9V )(9V 0)F [V ] ^ FK [V ] ^ F [V 0] ^ FK0[V 0] ^ Fs[V; V 0] 2 QBF :Somit gilt insbesondereK0(x) cS(n)�! K+(x), (9V )(9V 0)F [V ] ^ FK0(x)[V ] ^ F [V 0] ^ FK+(x)[V 0] ^ FcS(n)[V; V 0] :(48)Die schlechte Nachricht ist aber, dass die resultierende quanti�zierte Boolesche Formel f�urK0(x) cS(n)�! K+(x) eine in n exponentielle L�ange hat. Dies liegt daran, dass wir in (47) zweirekursive Aufrufe vor�nden. Es entsteht somit ein vollst�andig bin�arer Rekursionsbaum derTiefe cS(n) mit 2cS(n) Bl�attern.Einschub Es ist nicht verwunderlich, dass der Plan noch nicht aufgeht. Bisher haben wirausschlie�lich 9-Quantoren verwendet. Wenn wir auf diese Weise eine polynomielleReduktion erhalten h�atten, h�atten wir PSpace = NP gezeigt (was eine Sensation w�are).Die noch ausstehende Kompression der Formell�ange wird wohl Gebrauch von dem 8-Quantor machen m�ussen.Wir �andern jetzt die Rekursionsregel (47) unter Einsatz des 8-Quantors so ab, dass nur nochein rekursiver Aufruf erfolgt. Anstelle eine bin�aren Rekursionsbaumes der Tiefe cS(n) erhal-ten wir dann einen "Rekursionspfad\ der Tiefe cS(n), der folgerichtig zu einer quanti�ziertenBooleschen Formel der Kodierungsl�ange O(S(n)) f�uhren wird. In einem gewissen Sinn warbisher alles nur Vorgepl�ankel und erst jetzt kommt dieEntscheidende Idee In die Rekursion (47) f�ugen wir zwei weitere neue Kollektionen vonVariablen ein, sagen wir X und Y . Wir werden mit einem rekursiven Aufruf testen,ob die Y -Variablenbelegung eine Kon�guration ist, die durch 2s�1 Schritte aus der X-Variablenbelegung hervorgeht. Mit Hilfe eines 8-Quantors werden wir erreichen, dass(X; Y ) einmal in der Rolle von (V; V 00) und ein weiteres Mal in der Rolle von (V 00; V 0)auftreten. Dadurch ersetzt der eine rekursive Aufruf die beiden rekursiven Aufrufein (47).Um die neue ra�nierte Rekursionsregel einpr�agsam zu notieren, benutzen wir die Abk�urzung(8V ) in v�olliger Analogie zu (9V ). Die Gleichheit X = V zweier Variablenkollektionenist komponentenweise zu verstehen. Man beachte auch, dass Gleichheit zweier BoolescherVariablen oder Implikation zwischen Booleschen Variablen als Abk�urzungen im Sinne vona = b , (a ^ b) _ (�a ^ �b)a! b , �a _ b64Die Formeln, die durch Expansion der Rekursion entstehen, sind erst einmal nicht in pr�anexer Nor-malform. Streng genommen gilt die Mitgliedschaft zu QBF nicht f�ur die Formel sondern f�ur ihre pr�anexeNormalform. Der besseren Lesbarkeit zuliebe notieren wir die Transformation in pr�anexe Normalform nichtexplizit. 137



zu sehen sind. Nach diesen Vorbemerkungen geben wir nun die neue Rekursionsregel an,die (47) ersetzen soll:Fs[V; V 0] :=(9V 00)(8X)(8Y )F [V 00] ^ (((X = V ^ Y = V 00) _ (X = V 00 ^ Y = V 0))! Fs�1[X; Y ]) :Nach etwas kontemplativer Versenkung sollte klar werden, dass die neue Rekursionsregel lo-gisch �aquivalent zu (47) ist. Wenn wir jetzt in (48) die rekursive Expansion von FcS(n)[V; V 0]gem�a� der neuen Regel vornehmen, ergibt sich (endlich) die angestrebte polynomielle Re-duktion von L nach QBF. Die resultierende quanti�zierte Boolesche Formel hat n�amlich einepolynomiell beschr�ankte L�ange und l�asst sich auch in Polynomialzeit aus x entwickeln. Sieerf�ullt genau dann die Korrektheitsbedingung (43) von QBF, wenn K0(x) cS(n)�! K+(x), waswiederum genau dann der Fall ist, wenn x 2 L. 2S�atze 9.5 und 9.7 liefern zusammen dieFolgerung 9.8 QBF ist PSpace-vollst�andig.9.2 Pr�adikatenlogische Charakterisierung von PSpace ge-plantf�ur15.07.Im folgenden Satz wird PSpace mit Hilfe alternierender Quantorenketten charakterisiert.Der wesentliche Unterschied zur Charakterisung von PH ist darin zu sehen, dass die L�angeder Quantorenkette nicht mehr durch eine feste Konstante beschr�ankt ist, sondern nur nochdurch ein Polynom in der Eingabel�ange jxj. Wir erhalten die folgende Charakterisierung vonPSpace:Satz 9.9 Eine Sprache L geh�ort genau dann zu PSpace, wenn eine Sprache L0 2 P und einPolynom p existieren, so dassx 2 L, (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qp(jxj)yp(jxj))polhy1; : : : ; yp(jxj); xi 2 L0 : (49)Beweis Wir setzen zun�achst L 2 PSpace voraus und weisen Bedingung (49) nach. We-gen L �pol QBF gibt es f�ur alle W�orter x eine (aus x polynomiell konstruierbare) Boole-sche Formel Fx in m = pol(jxj) Booleschen Variablen v1; : : : ; vm und eine QuantorenketteQ1; : : : ;Qm 2 f9; 8g mit der Eigenschaftx 2 L, (Q1v1) : : : (Qmvm)Fx(v1; : : : ; vm) : (50)OBdA gelte Q1 = 9. (Ansonsten k�onnten wir eine redundante Variable mit einem 9-Quantorhinzuf�ugen.) Wir k�onnen die Quantorenkette Q1; : : : ;Qm in maximale Teilketten mit Quan-toren nur eines Typs unterteilen und oBdA annehmen (s. �Ubung), dass die Anzahl und dieL�ange der Teilketten von x nur �uber jxj abh�angt (und zwar polynomiell). Die Anzahl derTeilketten sei mit q(jxj) bezeichnet. Dann k�onnen wir (50) umschreiben wie folgt:x 2 L, (9y1)pol(8y2)pol(9y3)pol � � � (Qq(jxj)yq(jxj))polFx(y1; : : : ; yq(jxj)) : (51)138



Hierbei bezeichnet yi die Teilkollektion der Booleschen Variablen aus v1; : : : ; vm, welche inder i-ten Teilkette von (Q1v1) : : : (Qmvm) vorkommen. MitL0 := fhy1; : : : ; yq(jxj); xi : Fx(y1; : : : ; yq(jxj) = 1g 2 Pkann schlie�lich (51) in die Form (49) gebracht werden.Nehmen wir umgekehrt an, dass L durch Bedingung (49) gegeben ist. Wir haben L 2 PSpacezu zeigen. Dieser Nachweis kann in v�olliger Analogie zum Nachweis von QBF 2 PSpace (Be-weis von Satz 9.5) gef�uhrt werden. Wir modellieren mit einem Entscheidungsbaum T diem�oglichen Belegungen der Stringvariablen y1; : : : ; yq(jxj. Wir verwenden wieder eine platz-e�ziente EXHAUSTIVE SEARCH durch T unter Einsatz der Ariadne-Faden Technik. ImLaufe der EXHAUSTIVE SEARCH kann eine Markierung der Knoten von T mit Wahrheits-werten vorgenommen werden, so dass x genau dann zu L geh�ort, wenn die Wurzel dabei mitWahrheitswert 1 markiert wird. Die Ausf�ullung der technischen Details �uberlassen wir demLeser und der Leserin. 29.3 Weitere PSpace-vollst�andige ProblemeIn diesem Abschnitt nennen wir ohne Beweis ein paar weitere PSpace-vollst�andige Probleme,um einen Eindruck zu vermitteln, welcher Problemtypus in diese Kategorie geh�ort.9.3.1 Probleme mit Automaten und GrammatikenDe�nition 9.10 Regul�are Ausdr�ucke �uber einem Alphabet � und die von ihnen induziertenformalen Sprachen sind induktiv de�niert wie folgt:1. ;; �; � mit � 2 � sind regul�are Ausdr�ucke. Die hiervon induzierten Sprachen sind (indieser Reihenfolge) die leere Menge, die Menge f�g und die Menge f�g.2. Wenn �; � regul�are Ausdr�ucke sind, dann sind auch (�+�) , (� ��) und (��) regul�areAusdr�ucke. Wenn L(�) und L(�) die von � und � induzierten Sprachen bezeichnen,dann sind die von (�+�) , (���) und (��) induzierten Sprachen (in dieser Reihenfolge)L(�) [ L(�), L(�) � L(�) und (L(�))�.Regul�are Ausdr�ucke werden zum Beispiel bei Editoren oder in der lexikalischen Analyse vonCompilern angewendet. Das folgende Problem fragt danach, ob ein gegebener regul�arer Aus-druck eine Sprache induziert, die zumindest ein Wort �uber dem Grundalphabet ausschlie�t.De�nition 9.11 REGULAR EXPRESSION NON-UNIVERSALITY ist das folgende Pro-blem: Zu gegebenem regul�aren Ausdruck � entscheide ob L(�) 6= ��.Satz 9.12 (Stockmeyer und Meyer, 1973) F�ur jedes mindestens zweielementige Grund-alphabet (also zum Beispiel f�ur das bin�are Alphabet f0; 1g) gilt: REGULAR EXPRESSIONNON-UNIVERSALITY ist PSPACE-vollst�andig.139



Der Beweis von Stockmeyer und Meyer erfolgt mit einer generischen polynomiellen Reduktion(also ausgehend von einer beliebigen Sprache L aus PSpace).Ein LBA (ausgeschrieben: Linear Bounded Automaton) ist im wesentlichen eine O(n)-platzbeschr�ankte NTM.65 Es ist bekannt, dass die Klasse der von LBAs akzeptierbaren Spra-chen identisch ist mit der Klasse der sogenannten kontextsensitiven Sprachen (die aus derVorlesung Theoretische Informatik bekannt sein k�onnten).De�nition 9.13 LBA-ACCEPTANCE ist das Problem zu entscheiden, ob ein gegebenerLBA M ein gegebenes Eingabewort x akzeptiert. Hierbei sind also sowohl (eine Kodierungvon) M als auch x Bestandteil der Eingabe. LINEAR SPACE ACCEPTANCE ist das ent-sprechende Problem f�ur O(n)-platzbeschr�ankte DTMs.Satz 9.14 (Karp, 1972) LBA-ACCEPTANCE und LINEAR SPACE ACCEPTANCE sindbeides PSpace-vollst�andige Probleme.Der Beweis von Karp erfolgt �uber eine (technisch einfache) generische polynomielle Reduk-tion unter Verwendung eines "padding argument\ (s. �Ubung). Wegen des engen Zusammen-hangs zwischen LBAs und kontextsensitiven Grammatiken (auf deren formale De�nition wirhier verzichten) ergibt sich leicht dieFolgerung 9.15 Das Problem zu einer gegebenen kontextsensitiven Grammatik G und ei-nem gegebenen Wort x zu entscheiden, ob x zu der von G induzierten kontextsensitivenSprache geh�ort, ist PSpace-vollst�andig.9.3.2 SpielproblemeEs gibt einen nat�urlichen Zusammenhang zwischen Zwei-Personen Spielen und alternierendenQuantorenketten. Nennen wir die Personen WEISS und SCHWARZ. Die Frage, ob WEISS(im Anzug) eine Gewinnkombination �uber m Z�uge hat, liest sich in expandierter Form wiefolgt: (9 Zug1 f�ur WEISS) (8 Zug1 von SCHWARZ)(9 Zug2 f�ur WEISS) (8 Zug2 von SCHWARZ)� � � � � �(9 Zugm f�ur WEISS) Spielstellung ist gewonnen f�ur WEISSDie analoge Frage mit WEISS im Nachzug (also SCHWARZ im Anzug) l�asst sich analogmit einer alternierenden Quantorenkette formulieren, die mit einem 8-Quantor beginnt. ImLichte von Satz 9.9 kann es daher nicht �uberraschen, dass sich �uber geeignet de�nierte SpielePSpace-vollst�andige Probleme ergeben. Wenn man die Anzahl der Z�uge zu einer Konstantengefriert, ergeben sich analog Probleme, die auf dem entsprechenden Level der polynomiellenHierarchie vollst�andig sind. Wir konkretisieren dies an folgendem Spiel auf Graphen:65Aus dem Kompressionssatz folgt, dass eine solche NTM oBdA genau n Zellen (also exakt die das Ein-gabewort enthaltenden Zellen) besucht. 140



De�nition 9.16 Sei G = (V;E) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s; t 2 V . DasSpiel HEX[G] ist ein Zwei-Personen Spiel66, bei welchem WEISS �uber wei�e und SCHWARZ�uber schwarze Spielsteine verf�ugt. Beide Spieler ziehen abwechselnd mit WEISS im Anzug.Ein Zug besteht darin, einen eigenen Stein auf einen noch unbesetzten Knoten aus V nfs; tg zu setzen. Das Spiel ist vor�uber, wenn alle Knoten aus V n fs; tg von (wei�en oderschwarzen) Steinen besetzt sind. Die �nale Spielstellung ist genau dann eine Gewinnstellungf�ur WEISS, wenn die Knoten s; t zusammen mit den von wei�en Steinen besetzten Knoteneinen Verbindungspfad von s nach t in G enthalten.WEISS muss also mit der Strategie spielen, eine Verbindung von s nach t herzustellen;SCHWARZ ist bem�uht, solche Verbindungen mit Hilfe von schwarzen Steinen zu vereiteln.De�nition 9.17 GENERALIZED HEX ist das Problem zu gegebenem Graphen G mit aus-gezeichneten Knoten s; t 2 V zu entscheiden, ob WEISS eine Gewinnstrategie besitzt (alsodas Spiel gewinnen kann egal mit welcher Strategie SCHWARZ spielt).Satz 9.18 (Even und Tarjan, 1976) GENERALIZED HEX ist PSpace-vollst�andig.Der Beweis von Even und Tarjan erfolgt durch Angabe einer polynomiellen Reduktion vonQBF auf GENERALIZED HEX.In �ahnlicher Weise kann man zeigen, dass (mehr oder weniger) nat�urliche Verallgemeine-rungen67 popul�arer Spiele (wie zum Beispiel SCHACH oder GO) ebenfalls PSpace-vollst�andigsind.9.4 O�ene Probleme�Uber die (bisher unbewiesene) P 6= NP -Vermutung haben wir schon viel berichtet. �Aqui-valent dazu (wie wir inzwischen wissen) ist die P 6= PH -Vermutung. Die Vermutung P 6=PSpace ist vergleichsweise schw�acher. Im Lichte der diversen pr�adikatenlogischen Charakteri-sierungen kann man diese und verwandte o�ene Fragen nun auch folgenderma�en ausdr�ucken:P versus NP Sind pr�adikatenlogische Aussagen68 die einen (9)pol-Quantor verwenden d�urfen,m�achtiger als rein aussagenlogische (also quantorenfreie) Aussagen?P versus PH Sind pr�adikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkette69konstanter L�ange verwenden d�urfen, m�achtiger als rein aussagenlogische Aussagen?P versus PSpace Sind pr�adikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkettevariabler L�ange verwenden d�urfen, m�achtiger als rein aussagenlogische Aussagen?Kollaps von PH Sind alternierende Quantorenketten der L�ange k + 1 stets m�achtiger alsalternierende Quantorenketten der L�ange k?66F�ur spezielle Graphen in den USA ein handels�ubliches Spiel67Um sinnvoll �uber Komplexit�at reden zu k�onnen, ben�otigt man Spielbretter einer variablen Gr�o�e.68Gemeint ist stets pr�anexe Normalform mit Quantoren vom Typ (9)pol oder (8)pol und einer in Polyno-mialzeit entscheidbaren Aussage.69Gemeint sind stets Ketten, die zwischen dem (9)pol- und dem (8)pol-Quantor abwechseln.141



PH versus PSpace Sind alternierende Quantorenketten variabler L�ange m�achtiger als al-ternierende Quantorenketten konstanter L�ange?Wir haben diese Fragen bewusst etwas informell gehalten, damit die Formulierungen grif-�g sind. Leider haben die pr�adikatenlogischen Formulierungen der dahinter liegenden be-rechnungstheoretischen Probleme bisher nicht wirklich zu einer Kl�arung der o�enen Fragenbeigetragen.
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10 Uniforme versus nicht-uniforme Komplexit�atBei einem uniformen Maschinenmodell wenden wir ein einheitliches Programm auf alle m�ogli-chen Eingabew�orter �uber einem gegebenen Alphabet an. Wir haben also nicht die M�oglicheit,das Programm an die L�ange n des Eingabewortes anzupassen. Software-orientierte Maschi-nenmodelle (wie zum Beispiel die Turing-Maschinen) sind in der Regel von diesem Typ.Bei einem nicht-uniformen Maschinenmodell darf die "Maschine\ von der Eingabel�ange nabh�angig sein. Streng genommen hat man dann eine mit n parametrisierte Familie von Ma-schinen zur L�osung eines vorgegebenen Problems. Hardware-orientierte Maschinenmodelle(wie zum Beispiel Schaltkreisfamilien) sind in der Regel von diesem Typ.Wir gehen im Folgenden davon aus, dass das Konzept eines Booleschen Schaltkreises(etwa �uber der Basis f:;_;^g) bekannt ist. Zur Konstruktion eines Schaltkreises wird eineendliche Anzahl von Hardwaregattern azyklisch miteinander verdrahtet. Jedes Gatter be-rechnet dabei eine elementare Boolsche Funktionen (wie etwa die logische Negation einesBits bzw. die logische Disjunktion oder Konjunktion zweier Bits). Durch die Verdrahtungzu einem Schaltkreis kann dann im Prinzip jede Boolesche Funktion f : f0; 1gn ! f0; 1gberechnet werden. Im Folgenden bezeicheC := (Cn)n�0eine Schaltkreisfamilie (kurz: SKF), wobei Cn eine Boolesche Funktion in n Variablen be-rechnet. Diese Funktion notieren wir der Einfachheit halber als Cn(x) mit x 2 f0; 1gn. Wirsagen C realisiert die Sprache L � f0; 1g�, wenn8n � 0; 8x 2 f0; 1gn : Cn(x) = 1, x 2 L :Die Gr�o�e eines Schaltkreises Cn ist die Anzahl seiner Gatter und wird als size(Cn) notiert.C = (Cn) hei�t polynomielle SKF, wenn size(Cn) polynomiell in n beschr�ankt ist.Die Nicht-Uniformit�at eines Maschinenmodells hat weit reichende Folgen. Zum Bei-spiel gibt es f�ur jede Sprache L (also auch f�ur nicht-entscheidbare oder gar nicht-semi-entscheidbare) eine SKF, welche L realisiert (einfach darum, weil jede Boolesche Funktionrealisiert werden kann).70 Beim Vergleich von SKF's und TM's ist es manchmal hilfreich, nursogenannte "uniforme\ SKF's zuzulassen. Dabei hei�t eine SKF C = (Cn) uniform, wenndie Abbildung 1n 7! desc(Cn)in Polynomialzeit71 berechenbar ist, wobei desc(Cn) eine "nat�urliche\ Kodierung von Cnbezeichnet.72 Eine uniforme SKF kann nicht superpolynomiell viele Gatter haben und istdaher polynomiell.Dieses Kapitel ist aufgebaut wie folgt:70Dies wird freilich bedeuten, dass die Funktion n 7! Cn i.A. nicht berechenbar ist.71 �Ublicherweise wird sogar logspace-Berechenbarkeit gefordert. F�ur unsere Zwecke wird aber die Berech-nung von Cn in pol(n) Schritten ausreichend sein.72"desc\ ist Abk�urzung von "description\. 143



- In den Abschnitten 10.1 und 10.2 zeigen wir, dass jede polynomielle DTM in eine�aquivalente uniforme SKF transformiert werden kann und umgekehrt.- In Abschnitt 10.3 diskutieren wir die Familie P=poly der mit polynomiellen SKF'srealisierbaren Sprachen.- In Abschnitt 10.4 gehen wir erneut auf sp�arliche (= d�unne) Sprachen ein. Es wirdsich zeigen, dass P=poly �ubereinstimmt mit der Klasse der auf sp�arliche SprachenTuring-reduzierbaren Sprachen. Au�erdem lassen sich die (vermutlich falschen) Aussa-gen NP � P=poly bzw. P = NP mit Hilfe von sp�arlichen und sogenannten kosp�arlichenSprachen charakterisieren.- Im abschlie�enden Abschnitt 10.5 beweisen wir den Satz von Karp und Lipton, welcherbesagt, dass NP � P=poly zur Folge h�atte, dass die polynomielle Hierarchie auf ihrenzweiten Level kollabiert.Hinweis auf laufende Forschung Da vermutlich NP 6� P=poly , ist es naheliegend, nachSprachen aus NP zu suchen, die sich beweisbar nicht durch polynomielle SKF's be-rechnen lassen. Wegen P � P=poly w�urde dies P 6= NP implizieren. Leider hat sichdas Problem, superpolynomielle untere Schranken f�ur (Sprachen aus NP realisierende)SKF's zu beweisen, als au�erordentlich hart erwiesen.73 Aus "Notwehr\ diskutiert mandaher haupts�achlich in ihrer Rechenkraft eingeschr�ankte SKFs (wie zum Beispiel mo-tonone oder tiefenbeschr�ankte SKFs). Im Rahmen dieser Vorlesung k�onnen wir aberdarauf nicht n�aher eingehen.10.1 Konversion von Software in HardwareEs seiM eine S(n)-platz- und T (n)-zeitbeschr�ankte DTM mit Zustandsmenge Z und Band-alphabet � � �. Zu einer gegebenen Eingabe x 2 �n stehe M das Bandsegment mit denZellen 0; 1; : : : ; S(n); S(n) + 1 zur Verf�ugung, wobei auf den Zellen 0 und S(n) + 1 Rand-markierungen stehen, die von M nicht �uberschritten (und auch nicht gel�oscht) werden. Dereigentliche Arbeitsbereich besteht aus den Zellen 1; : : : ; S(n). Diese Situation ist in Abbil-dung 17 illustriert. Anfangs be�ndet sich M im Startzustand z0, ihr Kopf ist auf Zelle 0
.  .  . .    .    .

 0         1                           n                                                         S(n)   S(n)
1 +

Abbildung 17: Der Arbeitsbereich einer S(n)-platzbeschr�ankten DTM.positioniert und die Eingabe x = x1 � � �xn 2 f0; 1gn steht in den Zellen 1; : : : ; n. Nach exaktT (n) Schritten be�ndet sich M im Zustand z+, sofern x 2 LM , bzw. im Zustand z�, sofernx =2 LM . Zu diesem Zeitpunkt ist das Band (bis auf die Randmarkierungen) ges�aubert (also73Bisher sind noch nicht einmal superlineare Schranken bekannt.144



leer).74 Jede Kon�guration von M kann in der o�ensichtlichen Weise durch einen String ausK2+S(n) �uber dem Zeichenvorrat K := � [ (Z � �)beschrieben werden. Das Zeichen aus Z � � gibt dabei neben dem aktuellen Zustand auchdie Kopfposition an.Beispiel 10.1 Die Anfangskon�guration (zu Eingabe x) ist beschrieben durch(z0;a)x1 � � �xn2 � � �2 `und die akzeptierende Endkon�guration durch(z+;a)2 � � �2 ` :Die Rechnung von M auf Eingabe x kann durch die RechnungstabelleR := (Ri;j)0�i�T (n);0�j�S(n)+1beschrieben werden. Dabei ist Ri;j das j-te Zeichen der i-ten Kon�guration.Zentrale Beobachtung Wegen der lokalen Arbeitsweise von DTMs ist Ri+1;j nur vonRi;j�1; Ri;j; Ri;j+1 abh�angig, d.h.,Ri+1;j = f�(Ri;j�1; Ri;j; Ri;j+1) ;wobei f� eine durch die �Uberf�uhrungsfunktion � implizit gegebene Funktion ist.75Jedes Zeichen aus K kann auf einfache Weise mitk := dlog jKjeBits kodiert werden. Es bezeichne R0i;j 2 f0; 1gkdie Kodierung von Ri;j. Dann giltR0i+1;j = f 0�(R0i;j�1; R0i;j; R0i;j+1)f�ur eine (durch � implizit gegebene) Boolesche Funktionf 0� : f0; 1g3k ! f0; 1gk :Es bezeichne C 0� einen Schaltkreis (konstanter Gr�o�e), der f 0� berechnet:74Durch diese Normierungen haben wir nicht nur eine eindeutige Anfangskon�guration, sondern auch eineeindeutige (akzeptierende bzw. verwerfende) Endkon�guration.75Argument Ri;j�1 entf�allt f�ur j = 0 (linker Rand); Argument Ri;j+1 entf�allt f�ur j = S(n) + 1 (rechterRand). 145



R0i;j�1 R0i;j R0i;j+1j j jj C 0� jjR0i+1;jEs sollte klar sein, dass durch Parallelschaltung von 2+S(n) Duplikaten von C 0� (mit Beson-derheiten am Rand) ein Schaltkreis C� entsteht, der aus der i-ten Zeile der RechnungstabelleR0 die (i+1)-te Zeile berechnet. Durch Serienschaltung von T (n) Duplikaten von C� entstehtein Schaltkreis C 0M , der die T (n)-te Zeile von R0 aus der 0-ten Zeile berechnet. Wenn wireinen Schaltkreis Cin voranschalten, der aus x1 � � �xn die k(2 + S(n)) BitsR00;0 � � �R00;k(S(n)+2)�1(also die 0-te Zeile von R0) berechnet, und einen Schaltkreis Cout hinterherschalten, der dieAbbildung R0T (n);0 � � �R0T (n);k�1 7! � 1 falls RT (n);0 = (z+;`)0 falls RT (n);0 = (z�;`)berechnet, so erhalten wir einen SchaltkreisCM = Cout �C 0M � Cin ;der LM realisiert, d.h., CM(x) = 1,M akzeptiert x, x 2 LM :C 0M enth�alt insgesamt (2 + S(n))T (n) = O(S(n)T (n))Duplikate von C 0� und hat daher die Gr�o�e O(ST ) = O(T 2). Es ist nicht schwer zu sehen, dassauch der Gesamtschaltkreis CM die Gr�o�e O(ST ) = O(T 2) besitzt und in O(ST ) = O(T 2)Schritten konstruiert werden kann.Wir ziehen aus der gesamten Diskussion das folgende Fazit:Satz 10.2 Falls L 2 P, dann kann L durch eine uniforme (und somit auch polynomielle)SKF C = (Cn) realisiert werden.10.2 Konversion von Hardware in SoftwareZiel dieses Abschnittes ist die Umkehrung von Satz 10.2:Satz 10.3 Es sei C = (Cn) eine uniforme SKF undLC := fx 2 f0; 1g�j Cjxj(x) = 1gdie von ihr realisierte Sprache. Dann gilt LC 2 P.146



Beweis Es bezeichne CIRCUIT EVALUATION die Sprachefhdesc(Cn); aij n � 0; a 2 f0; 1gn und Cn(a) = 1g :Das Mitgliedschaftsproblem zu dieser Sprache besteht im Wesentlichen darin, einen gegebe-nen Schaltkreis Cn (mit n Boolschen Eingabewerten) an einem gegebenen Booleschen Vektora 2 f0; 1gn auszuwerten, was nat�urlich in Polynomialzeit geschehen kann. Es gilt alsoCIRCUIT EVALUATION 2 P :Der Beweis LC 2 P kann daher gef�uhrt werden, indem wir LC polynomiell auf CIRCUITEVALUATION reduzieren. Die dazu passende Reduktionsabbildung istx 7! hdesc(Cjxj); xi :Sie kann wegen der Uniformit�at von C in Polynomialzeit berechnet werden und erf�ullt (perDe�nition der beteiligten Sprachen) die Bedingungx 2 LC , hdesc(Cjxj); xi 2 CIRCUIT EVALUATION : 2Aus den S�atzen 10.2 und 10.3 ziehen wir dieFolgerung 10.4 P ist die Klasse aller durch uniforme SKFs realisierbaren Sprachen.7610.3 P/poly: die nicht-uniforme "Schwester\ von PDe�nition 10.5 P=poly bezeichne die Klasse aller Sprachen, die durch polynomielle (abernicht notwendig uniforme) SKFs realisiert werden k�onnen.Aus Folgerung 10.4 ergibt sich unmittelbar die die Inklusion P � P=poly. Am Ende diesesAbschnittes werden wir nachweisen, dass diese Inklusion echt ist. Die eigentliche (und bisheute ungekl�arte) Frage lautet: wie m�achtig ist die Klasse P=poly? Wir werden in diesemund den beiden folgendenen Abschnitten etwas Licht auf diese Frage werfen und beginnenmit demSatz 10.6 Eine Sprache L geh�ort zur Klasse P=poly gdw ein Polynom q, eine Sprache L0 2P und eine Folge (an)n�0 von bin�aren Strings an 2 f0; 1g� einer durch q(n) beschr�anktenL�ange existieren, so dass L = fxj hajxj; xi 2 L0g :76Streng genommen m�ussten wir ein bin�ares Alphabet � = f0; 1g zugrunde legen. F�ur Sprachen �ubereinem erweiterten Alphabet � gilt die Folgerung aber f�ur die davon induzierte Sprache �uber f0; 1g (nachFestlegung eines Bin�arcodes f�ur die Symbole von �).147



Beweis Wir beweisen zun�achst die Richtung von links nach rechts und setzen daher L 2P=poly voraus. Es sei C = (Cn) eine L realisierende polynomielle SKF. Mitan := desc(Cn) und L0 := fhdesc(Cjxj); xij Cjxj(x) = 1gergibt sich die gew�unschte Charakterisierung von L: die Strings janj haben n�amlich eine po-lynomiel beschr�ankte L�ange, da C eine polynomielle SKF ist und L0 geh�ort (als Teilproblemvon CIRCUIT EVALUATION) zur Klasse P .F�ur die Beweisrichtung von rechts nach links setzen wir jetzt die im Satz beschriebene Cha-rakterisierung von L voraus und weisen L 2 P=poly nach. Sei also q(n) � n ein Polynom, aneine Folge von Strings mit janj � q(n), L0 2 P und L = fxj hajxj; xi 2 L0g. Betrachte eineBoolesche Eingabe x 2 f0; 1gn. Wir k�onnen einen Schaltkreis C 0n zur Berechnung vonx 7! han; xiund einen Schaltkreis C 00n zum Entscheiden vonhan; xi 2 L0?in Serie schalten und erhalten so eine SKF C = (Cn) mit Cn = C 00n �C 0n, welche L realisiert.Wegen janj � q(n) gilt sowohl jhan; xij = O(q(n)) als auch size(C 0n) = O(q(n)). C 0 ist alsoeine polynomielle SKF. Zusammen mit L0 2 P und Satz 10.2 ergibt sich nun, dass C 00 undsomit auch C eine polynomielle SKF ist. Insgesamt hat sich also L 2 P=poly ergeben. 2Die Bits in an hei�en auch Hinweisbits (advice bits). Satz 10.6 l�asst sich dann auch folgen-derma�en lesen: die Sprachen aus P=poly sind dadurch charakterisiert, dass sie von einerDTM in Polynomialzeit akzeptiert werden k�onnen, wenn diese neben der eigentlichen Einga-be x 2 �n polynomiell viele zus�atzliche Hinweisbits an (die von x nur �uber n = jxj abh�angend�urfen) bekommt. So gesehen beruht der Beweis von Satz 10.6 auf zwei Grundideen:- Gegeben eine uniforme L realisierende SKF: dann kann desc(Cn) einer (Cn simulieren-den) DTM in Form von Hinweisbits zug�anglich gemacht werden.- Gegeben der polynomielle Algorithmus zum Erkennen von Strings aus L mit Hilfezus�atzlicher Hinweisbits an: dann k�onnen die Bits aus an in einen (den Erkennungsal-gorithmus realisierenden) Schaltkreis Cn "gehardwired\ werden.Das Veri�zieren der Aussage x 2 L mit Hinweisbits (wie bei Sprachen aus P=poly) und dasVeri�zieren von x 2 L mit Ratebits (wie bei Sprache aus NP) scheinen verwandt zu sein.Wir machen aber auf zwei wichtige Unterschiede aufmerksam:NP P=polyZerti�kat y zum Nachweis von Hinweisbits an zum Nachweisx 2 L kann in Abh�angigkeit von x 2 L h�angen nur vonvon x gew�ahlt werden. n = jxj ab (also gleiche Hinweis-bits f�ur Eingaben gleicher L�ange).F�ur x =2 L existiert kein Es k�onnte falsche Hinweise gebenfalsches Zerti�kat (kein Rate- (Strings a0n mit ha0n; xi 2 L0string y, der zum Akzeptieren obwohl x =2 L bzw. Strings a0nvon x f�uhrt. mit ha0n; xi =2 L0 obwohl x 2 L148



Wir werden sehen, dass NP und P=poly sehr unterschiedliche Klassen sind. Zum Beispielsind wegen NP � PSpace alle Sprachen in NP entscheidbar. P=poly hingegen enth�altu.a. auch nicht entscheidbare bzw. noch nicht einmal semi-entscheidbare Sprachen, wie ausdem n�achsten Resultat hervorgeht:Satz 10.7 Jede un�are Sprache L � f0g� geh�ort zu P=poly.Beweis Das Hinweisbit an := � 1 falls 0n 2 L0 falls 0n =2 Lreicht aus, um L in Polynomialzeit zu entscheiden: die Dekodierung von an aus han; xi liefertdie Antwort. 2In der Vorlesung Theoretische Informatik wurden zahlreiche nicht entscheidbare (bzw. nichteinmal semi-entscheidbare) Sprachen L � f0; 1g� pr�asentiert. Zu x 2 f0; 1g� bezeichneN(x) 2 N die durch die Bitfolge 1x bin�ar kodierte nat�urliche Zahl. Da die Abbildungx 7! 0N(x) (un�are Kodierung von N(x))berechenbar ist, ist mit L auch die un�are SpracheL0 := f0N(x)j x 2 Lgnicht (semi-)entscheidbar. Somit gibt es zu jeder nicht (semi-)entscheidbaren Sprache einun�ares Pendant.Folgerung 10.8 1. P=poly enth�alt insbesondere alle un�aren nicht (semi-)entscheidbarenSprachen.2. P � P=poly.3. P=poly ist keine Teilmenge der semi-entscheidbaren Sprachen und kann daher in keineruniformen (durch eine Platz- oder Zeitschranke gegebenen) Komplexit�atsklasse enthal-ten sein.10.4 Sp�arliche und kosp�arliche SprachenWir erinnern an De�nition 6.93: die Dichte einer Sprache L ist gegeben durchdensL(n) := jfx 2 L : jxj � ngjund L hei�t d�unn oder auch sp�arlich, wenn ihre Dichte polynomiell in n beschr�ankt ist. Indiesem Abschnitt ben�otigen wir weiterhin dieDe�nition 10.9 Eine Sprache L � f0; 1g� hei�t kosp�arlich, wenn ihr Komplement �L =f0; 1g� n L sp�arlich ist. 149



Der folgende Satz charakterisiert P=poly mit Hilfe von sp�arlichen Sprachen:Satz 10.10 P=poly stimmt �uberein mit der Klasse der auf sp�arliche Sprachen Turing-redu-zierbaren Sprachen.Beweis Wir setzen zun�achst L 2 P=poly voraus und wollen eine sp�arliche Sprache S mitL �T S aus�ndig machen. Gem�a� Satz 10.6 existiert ein Polynom q (mit Koe�zienten ausN), Hinweise (an)n�0 mit janj � q(n) und eine Sprache L0 2 P , so dassL = fxj hajxj; xi 2 L0g :Idee Entwerfe S so, dass das S-Orakel nach den Bits von an (wobei n = jxj) befragt werdenkann. Eine DOTM M [S] kann dann x 2 L testen wie folgt:1. Ermittle an bitweise durch q(n) entsprechende Anfragen an das S-Orakel.2. Setze die polynomiell zeitbeschr�ankte DTM M0 f�ur die Sprache L0 auf han; xi anund akzeptiere gdw M0 akzeptiert.Kommen wir zur Umsetzung der geschilderten Idee und de�nieren f�ur alle n � 0 und allei = 1; : : : ; q(n) die Strings sni := 0i�110q(n)�i 2 f0; 1gq(n) :Die Sprache S sei gegeben durchS := fsni j n � 0; 1 � i � q(n) und das i-te Bit von an ist 1g :Auf Anfrage sni muss das S-Orakel mit dem i-ten Bit von an antworten. S ist sp�arlich, dao�ensichtlich77 jS \ f0; 1gmj � m :Damit w�are gezeigt, dass jede Sprache aus P=poly auf eine sp�arliche Sprache Turing-reduzierbarist.F�ur die umgekehrte Beweisrichtung setzen wir L �T S voraus, wobei S eine sp�arliche Sprachebezeichnet, d.h., es gibt ein Polynom p(n) , so dass jS \ f0; 1gnj � p(n). Wir haben zu zei-gen, dass sich das Wortproblem f�ur L mit Hilfe geeigneter (polynomiell l�angenbeschr�ankter)Hinweise (an)n�0 in Polynomialzeit l�osen l�asst.Idee Gib eine Liste LS aller Elemente von S (bis zu einer geeigneten Maximall�ange) alsHinweis. Mit Hilfe von LS kann das S-Orakel simuliert werden.Kommen wir zur Umsetzung der Idee. Es sei M 0[S] die polynomiell zeitbeschr�ankte DOTM,die f�ur jedes x 2 �n in q(n) Schritten entscheiden kann, ob x 2 L. M 0 kann maximal q(n)viele maximal q(n) lange Anfragen an das S-Orakel stellen. Sei s1; : : : ; sr(n) eine Auistung77Hierbei nutzen wir aus, dass q(n) (als Polynom mit Koe�zienten aus N) mit n 2 N0 streng monotonw�achst. Parameter m hat also maximal ein Urbild n mit m = q(n).150



aller Elemente von S der Maximall�ange q(n). Wegen der Sp�arlichkeit von S ist r(n) � p(q(n))polynomiell beschr�ankt. Setze an := hs1; : : : ; sr(n)iund beachte, dass janj = O(q(n)p(q(n))) :Nun kann (wie geplant) das Wortproblem f�ur L entschieden werden, indem eine DTM M(ohne Orakel), angesetzt auf Eingabe han; xi mit x 2 �n, die Rechnung der DOTM M 0 aufEingabe x e�zient simuliert. Eine etwaige Anfrage an das S-Orakel kann durch Inspektionvon an beantwortet werden. 2Wir wissen bereits, dass es vermutlich keine sp�arliche Sprache gibt, die NP -hart (unterpolynomieller Reduktion) ist, denn nach dem Satz von Mahaney (s. Satz 6.95) h�atte diesP = NP zur Folge. Dies schlie�t aber noch nicht die Existenz von sp�arlichen Sprachen aus,die NP -hart unter (den m�achtigeren) Turing-Reduktionen sind. Das folgende Resultat legtjedoch die Vermutung nahe, dass dies nicht der Fall ist:Folgerung 10.11 Es gilt NP � P=poly gdw es eine sp�arliche Sprache S gibt, die NP-hartunter Turing-Reduktionen ist.Beweis Die Voraussetzung NP � P=poly impliziert, dass SAT 2 P=poly, was gem�a�Satz 10.10 die Existenz einer sp�arlichen Sprache S mit SAT �T S zur Folge hat. Folg-lich ist S NP -hart unter Turing-Reduktionen.Sei umgekehrt vorausgesetzt es g�abe eine sp�arliche und zugleich unter Turing-ReduktionenNP -harte Sprache S. Somit gilt L �T S f�ur jede Sprache L 2 NP . Gem�a� Satz 10.10 folgthieraus NP � P=poly . 2NP � P=poly w�urde bedeuten, dass alle Sprachen aus NP (inklusive der NP -vollst�andigen)durch SKFs polynomieller Gr�o�e realisiert werden k�onnen. Es wird jedoch vermutet, dassdies nicht der Fall ist. Wir fassen die diversen Vermutungen noch einmal zusammen:Vermutung 1 Es gibt keine sp�arliche Sprache, die NP -hart (unter polynomiellen Reduk-tionen) ist. (Ansonsten w�are P = NP .)Vermutung 2 Es gibt keine sp�arliche Sprache, die NP -hart unter Turing-Reduktionen ist.(Ansonsten w�are NP � P=poly.)Die gleichen Vermutungen werden auch f�ur kosp�arliche Sprachen gehegt. Dies wird (zumin-dest f�ur polynomielle Reduktionen) gest�utzt durch folgendenSatz 10.12 Es gilt P = NP gdw es eine kosp�arliche Sprache S gibt, die NP-hart (unterpolynomiellen Reduktionen) ist. 151



BeweisWir setzen zun�achst P = NP voraus. Die Menge S := f0; 1g� nf0g ist trivialerweisekosp�arlich. Dar�uberhinaus ist S aber auch NP -hart, da jede Sprache L 2 NP = P mit derReduktionsabbildung x 7! � 1 falls x 2 L0 falls x =2 Lpolynomiell auf S reduzierbar ist.F�ur die umgekehrte Beweisrichtung gehen wir von einer kosp�arlichen und zugleich NP -hartenSprache S aus und weisen P = NP nach, indem wir einen Polynomialzeitalgorithmus A f�urSAT entwerfen. Wegen der NP -H�arte von S gilt SAT �pol S via eine geeignete Reduktions-abbildung R : �� ! ��. Der Algorithmus A f�ur SAT, den wir im Folgenden entwerfen, ist�ahnlich gestrickt wie der Algorithmus f�ur SAT, den wir im Beweis des Satzes von Berman(s. Satz 6.96) verwendet haben. Wir "recyclen\ ein paar wesentliche Bestandteile diesesBeweises:� Zu einer CNF-Formel F �uber n Booleschen Variablen v1; : : : ; vn und einer partiellenBelegung a 2 f0; 1gi mit i 2 f0; : : : ; ng assoziieren wir wieder die vereinfachte CNF-Formel F [a], die sich aus F durch Elimination aller bereits erf�ullter Klauseln und allerbereits falsi�zierter Literale ergibt. Wir erinnern daran, dass F [�] = F und F [a] 2 f0; 1gf�ur jedes a 2 f0; 1gn (die Grenzf�alle i = 0 bzw. i = n). Wir erinnern weiterhin daran,dass F [a] erf�ullbar ist gdw F [a0] oder F [a1] erf�ullbar ist.� Es bezeichne T den vollst�andigen bin�aren Baum der Tiefe n, dessen 2n Bl�atter in einer1-zu-1 Beziehung zu den m�oglichen Belegungen a 2 f0; 1gn der Booleschen Variablenv1; : : : ; vn stehen. Jeder Knoten der Tiefe i entspricht eindeutig einer partiellen Bele-gung a 2 f0; 1gi. Wir verwenden f�ur diesen Knoten die Notation u[a].� Ein Exponentialzeitalgorithmus k�onnte in einem "top-down pass\ den Baum T auf-bauen und in einem "bottom-up pass\ die Knoten des Baumes mit Booleschen Wahr-heitswerten (0 oder 1) beschriften, so dass der Knoten u[a] mit 1 beschriftet wird gdwdie Formel F [a] erf�ullbar ist. Damit w�are die urspr�unglich gegebene Formel F erf�ullbargdw die Wurzel von T (also der Knoten u[�]) mit 1 beschriftet ist.� Anstatt nun aber T (in Exponentialzeit) vollst�andig aufzubauen, versuchen wir diegleiche algorithmische Grundidee auf einem "Anfangsst�uck\ von T (einer polynomiellin der Kodierungsl�ange N der Eingabeformel F beschr�ankten Gr�o�e) durchzusetzen.Dabei werden die Konzepte der "Lazy Evaluation\ und des "Hashing\ eingesetzt.� Zur Implementierung von "lazy evaluation\ erfolgen die Arbeitsschritte w�ahrend einesDurchlaufes von T in Pr�aordnung. Wenn aber die (zuerst inspizierte) Formel F [a0] sichals erf�ullbar erwiesen hat (der Knoten u[a0] ist dann mit 1 markiert), k�onnen wir F [a]als erf�ullbar deklarieren (also den Knoten u[a] mit 1 markieren), ohne den von u[a1]induzierten Teilbaum aufzubauen (Idee des "Pruning\).� Als Hashfunktion verwenden wir die Reduktionsabbildung R. Wenn sich eine FormelF [a] als unerf�ullbar erwiesen hat, dann sind auch alle Formeln F [a0] mit R(F [a0]) =152



R(F [a]) unerf�ullbar. Wenn daher in T ein Knoten u[a] mit 0 markiert wird, dannk�onnen alle Knoten u[a0] mit R(F [a0]) = R(F [a]) (sowie deren Nachfolgerknoten, so-fern diese schon aufgebaut wurden) ebenfalls mit 0 markiert werden. �Uber�ussig zuerw�ahnen, dass wir den Teilbaum eines bereits mit 0 markierten Knoten nicht aufzu-bauen brauchen und dass auch keine neuen Knoten u[a0] aufgebaut werden, die dieBedingung R(F [a0]) = R(F [a]) f�ur einen bereits mit 0 markierten Knoten u[a] erf�ullen.Wir verzichten auf eine formale Beschreibung des resultierenden Algorithmus A. Anhand dergeschilderten Vorgehensweise sollte klar sein, dass A erstens F akzeptiert (also die Wurzelvon T mit 1 markiert) gdw F erf�ullbar ist (Korrektheit). Weiterhin sollte klar sein, dass dieLaufzeit polynomiell in N beschr�ankt ist, sofern nur ein polynomiell kleines Anfangsst�uckT 0 von T aufgebaut wird. Zu diesem Zweck betrachten wir die "Hashtabelle\H := ft 2 �Sj 9u[a] 2 T 0 : u[a] ist mit 0 markiert und R(F [a]) = tg :Beachte, dass diese Tabelle wegen der Kosp�arlichkeit von S eine in n � N polynomiellbeschr�ankte Gr�o�e hat, sagen wir jHj � q(n) f�ur ein Polynom q. Die polynomielle Gr�o�en-beschr�ankung von T 0 ergibt sich nun leicht aus folgenderHilfsbehauptung Der Durchlauf in Pr�aordnung habe einen Knoten u[a] 2 T 0 mit a 2f0; 1gi und i 2 f0; : : : ; n� 1g erreicht und be�nde sich in "top-down\ Richtung. Dannwird w�ahrend des Aufenthaltes im von u[a] induzierten Unterbaum nach Aufnahmevon h�ochstens n � i neuen Knoten in T 0 einer der folgenden beiden F�alle eingetretensein:Fall 1 u[a] hat eine Boolesche Markierung (0 oder 1) erhalten.Fall 2 u[a] hat noch keine Boolesche Markierung erhalten, aber die Hashtabelle H hatsich um mindestens 1 vergr�o�ert.Wir zeigen zun�achst, wie unser Beweis mit der Hilfsbehauptung abgeschlossen werden kann.Zu diesem Zweck zerlegen wir den Pr�aordnungsdurchlauf in Arbeits- und Backtracking-Phasen. Zu Beginn einer Arbeitsphase sei der Durchlauf beim Knoten u[a] angelangt (anfangsu[�]) und be�nde sich in "top-down\ Richtung. Die Arbeitsphase endet, mit dem Eintretenvon Fall 1 bzw. Fall 2. Wenn Fall 1 eintritt, dann belasten wir (beweistechnisch) den Knotenu[a] mit "Kosten\ n. Beachte, dass die in der Arbeitsphase neu in T 0 aufgenommenen Knoten(auch in Zukunft) nicht mit Kosten belastet werden, da der Durchlauf den von u[a] indu-zierten Unterbaum nicht mehr betreten wird. Wenn Fall 2 eintritt, nennen wir die w�ahrendder Arbeitsphase in T 0 neu aufgenommenen Knoten H-generiert. Nach der Arbeitsphasebeginnt die (evtl. leere) Backtracking-Phase die solange w�ahrt, bis der Durchlauf wieder die"top-down\ Richtung anvisiert.78 Beachte, dass der Knoten, bei welchem dann die n�achsteArbeitsphase beginnt, H-generiert (oder die Wurzel) sein muss. Wegen jHj � q(n) kann esh�ochstens nq(n) H-generierte Knoten in T 0 geben. Die Anzahl der weiteren Knoten in T 0 istnach oben durch die Gesamtkosten der H-generierten Knoten (plus der Wurzel) beschr�ankt.Diese betragen h�ochstens (1+nq(n))n. Folglich ist die Anzahl der Knoten in T 0 polynomiell78Bechte, dass w�ahrend des "backtracking\ keine neuen Knoten in T 0 aufgenommen werden.153



in n � N beschr�ankt.Der Beweis des Satzes wird nun durch den Beweis der Hilfsbehauptung abgeschlossen. Wirverwenden vollst�andige Induktion nach i = n� 1; : : : ; 0. F�ur i = n� 1 ist der Durchlauf beieinem Knoten u[a] mit a 2 f0; 1gn�1 angelangt und be�ndet sich in "top-down\ Richtung.Die Knoten u[a0] und u[a1] sind dann Bl�atter in T . Falls Knoten u[a0] in T 0 aufgenommenwird, dann gilt entweder F [a0] = 1 oder F [a0] = 0 ^ R(F [a0]) =2 H. Im ersten Fall werdenu[a0] und u[a] mit 1 markiert und Fall 1 der Hilfsbehauptung ist eingetreten. Im zweiten Fallhat sich die Hashtabelle um ein neues Element vergr�o�ert und Fall 2 der Hilfsbehauptung isteingetreten. Nehmen wir nun an, dass u[a0] nicht in T 0 aufgenommen wurde. Dies kann nurdaran liegen, dass ein Abgleich mit H ergeben hatte, dass F [a0] nicht erf�ullbar ist. In diesemFall versucht der Pr�aordungsdurchlauf nun sein Gl�uck beim Knoten u[a1]. Es gelten nun dieanalogen Betrachtungen wie zuvor beim Knoten u[a0]. Insgesamt hat sich (wie gew�unscht)ergeben, dass nach Aufnahme von maximal einem neuen Knoten in T 0 der Fall 1 oder derFall 2 der Hilfsbehauptung eingetreten ist. Wir betrachten nun einen Index i < n � 1 undsetzen induktiv voraus, dass die Hilfsbehauptung sich f�ur i + 1 bereits als richtig erwiesenhat. Der Durchlauf ist also bei einem Knoten u[a] mit a 2 f0; 1gi angelangt und be�ndetsich in "top-down\ Richtung. Wenn u[a0] in T 0 aufgenommen wird, dann gilt per Induktions-voraussetzung, dass nach Aufnahme von h�ochstens n � (i + 1) weiteren Knoten in T 0 (f�uru[a0]) Fall 1 oder Fall 2 eingetreten ist. Wenn f�ur u[a0] Fall 2 eintritt (neues Element in H),dann ist Fall 2 somit auch f�ur den Knoten u[a] nach Aufnahme von h�ochstens n� i Knoteneingetreten. Wenn f�ur u[a0] Fall 1 eingetreten ist, dann unterscheiden wir zwei Unterf�alle.Hat u[a0] die Boolesche Markierung 1, dann wird auch u[a] mit 1 markiert und f�ur u[a]ist dann ebenfalls Fall 1 eingetreten. Hat aber u[a] die Boolesche Markierung 0, dann wirdR(F [a0]) als neues Element in H aufgenommen79 und f�ur u[a] ist Fall 2 der Hilfsbehauptungeingetreten. Dies schlie�t den induktiven Beweis der Hilfsbehauptung und damit auch denGesamtbeweis ab. 210.5 Der Satz von Karp und LiptonDieser Abschnitt ist dem Beweis des folgenden Resultates gewidmet:Satz 10.13 (Karp und Lipton, 1980) NP � P=poly ) PH = �2 = �2.BeweisWir merken zun�achst an, dass es ausreicht, �2 � �2 zu zeigen. Hieraus folgt n�amlichdurch Dualisierung �2 = co-�2 � co-�2 = �2 und somit �2 = �2, was wiederum (Anwen-dung 2 des Satzes von Wrathall) PH = �2 zur Folge hat.Sei nun L eine beliebige aber fest ausgew�ahlte Sprache aus �2. Somit existieren ein Polynomp und eine Sprache L0 2 �1 = NP , so dassL = fxj 8y 2 f0; 1gp(jxj) : hy; xi 2 L0g : (52)Wir haben L 2 �2 zu zeigen und gem�a� dem Satz von Wrathall reicht es dazu aus, eineBeschreibung der Sprache L vom "98\-Typ anzufertigen.79Wenn dieses Element schon zu H geh�oren w�urde, dann w�are entweder u[a0] gar nicht erst aufgebautworden oder f�ur u[a0] w�are der Fall 2 der Hilfsbehauptung eingetreten.154



Gem�a� unserer Voraussetzung NP � P=poly geh�ort die Sprache 3-SAT zu P=poly . Im Folgen-den repr�asentiere Fn eine CNF-Formel �uber den Booleschen Variablen v1; : : : ; vn mit Klauselnder L�ange h�ochstens 3 (kurz: 3-Klauseln).80 Insgesamt gibt es nur O(n3) solcher 3-Klauseln,weswegen die bin�are Kodierungsl�ange von Fn polynomiell in n, sagen wir durch q(n), nachoben beschr�ankt ist. Im folgenden identi�zieren wir die Formel Fn mit ihrer bin�aren (aufL�ange q(n) ausgepolsterten) Kodierung, d.h., Fn 2 f0; 1gq(n). Wegen 3-SAT 2 P=poly gibtes eine 3-SAT realisierende polynomielle SKF (C3�SATn ). Schaltkreis C3�SATn erh�alt also alsEingabe eine CNF-Formel Fn und gibt eine 1 aus gdw Fn erf�ullbar ist. Auch C3�SATn identi�-zieren wir mit seiner bin�aren Kodierung, d.h., C3�SATn 2 f0; 1gr(n) f�ur ein geeignet gew�ahltesPolynom r(n). Der Schl�ussel zum Beweis liegt in folgenderDe�nition Eine Kollektion (C0; : : : ; Cm) von Schaltkreisen, wobei Ci 2 f0; 1gr(i) einenSchaltkreis mit q(i) Eingangsknoten repr�asentiert, hei�t 3-SAT Tester, falls8i = 0; : : : ; m; 8Fi 2 f0; 1gq(i) : Ci(Fi) = 1, Fi 2 3-SAT :O�ensichtlich ist zum Beispiel (C3�SAT0 ; : : : ; C3�SATm ) ein 3-SAT Tester.Wir verwenden jetzt das Konzept des 3-SAT Testers, um, ausgehend von der Beschrei-bung (52), zu einer neuen Beschreibung (vom "98-Typ\) der Sprache L zu gelangen. Hierzunutzen wir L0 �pol 3-SAT aus und bedienen uns einer Reduktionsabbildunghy; xi 7! F x;ys(n) ;die einem String hy; xi eine CNF-Formel F x;ys(n) �uber den Booleschen Variablen v1; : : : ; vs(n)mit Klauseln der L�ange h�ochstens 3 zuordnet, so dasshy; xi 2 L0 , F x;ys(n) 2 3-SAT :Die Beschreibung (52) von L l�asst sich dann umschreiben wie folgt:L = nx ��� 9(C0; : : : ; Cs(jxj)) 2 �s(jxj)i=0 f0; 1gr(i); 8y 2 f0; 1gp(jxj) :Cs(jxj) �F x;ys(jxj)� = 1 und (C0; : : : ; Cs(jxj)) ist ein 3-SAT Testero :Die Bedingung Cs(jxj) �F x;ys(jxj)� = 1 l�asst sich in Polynomialzeit testen (CIRCUIT EVALUA-TION). Falls die Sprache der 3-SAT Tester zu co-NP = 8[P ] geh�ort, dann k�onnen wir ausder neuen Beschreibung von L folgern, dassL 2 (9)pol(8)pol(8)pol[P ] = (9)pol(8)pol[P ] ;womit der Beweis f�ur L 2 �2 erbracht w�are. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass3-SAT Tester 2 (8)pol[P ] :80Es ist hier ausnahmsweise einmal praktischer auch Klauseln mit weniger als 3 Literalen zuzulassen.155



Zu diesem Zweck nutzen wir wieder aus, dassFn 2 3-SAT, Fn[0] 2 3-SAT _ Fn[1] 2 3-SAT ;wobei Fn[a] wieder f�ur die CNF-Formel stehe, die aus Fn verm�oge einer partiellen Belegunga 2 f0; 1gj hervorgeht. F�ur (C0; : : : ; Cm) 2 �mi=0f0; 1gr(i) erhalten wir folgende �aquivalenteBedingungen:(C0; : : : ; Cm) ist ein 3-SAT Tester, �8Fm 2 f0; 1gq(m) : Cm(Fm) = Cm�1(Fm[0]) _ Cm�1(Fm[1])�^ ((C0; : : : ; Cm�1) ist ein 3-SAT Tester),� � �, 0B@8(F1; : : : ; Fm) 2 �mi=1f0; 1gq(i); 8i 2 f1; : : : ; mg : in Polynomialzeit testbarz }| {Ci(Fi) = Ci�1(Fi[0]) _ Ci�1(Fi[1])1CA^ (C0 ist ein 3-SAT Tester)| {z }in konstanter Zeit testbarWir haben damit f�ur die Sprache der 3-SAT Tester eine Beschreibung vom "8-Typ\ gefunden,womit der gesamte Beweis abgeschlossen ist. 2
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11 Probabilistische Komplexit�atsklassenEine probabilistische Turing-Maschine (PTM) arbeitet wie eine NTM mit zwei Entschei-dungsalternativen pro Schritt. Der Unterschied zwischen NTMs und PTMs macht sich tech-nisch erst bei der De�nition der von M erkannten Sprache LM bemerkbar. Eine NTM Makzeptiert einen String x 2 �� (d.h. x 2 LM ) gdw M mindestens eine akzeptierende Rech-nung auf Eingabe x besitzt. Bei einer PTM hingegen werden wir i.A. fordern, dass es- auf Eingaben x 2 LM "viele\- auf Eingaben x =2 LM "wenige\akzeptierende Rechnungen gibt. Um die Begri�e "viele\ und "wenige\ zu quanti�zieren,sehen wir die Rechnung einer PTM M als zuf�allig an: in jedem Schritt wird eine der beidenHandlungsalternativen mit Wahrscheinlichkeit 1=2 gew�ahlt. Wie schon bei NTMs gibt es beiPTMs ein "online\- und ein "o�ine\-Modell:online-Nichtdeterminismus In jedem Schritt w�ahlt M nicht-deterministisch eine von(oBdA) zwei Handlungsalternativen aus, sagen wir "Aktion 0\ oder "Aktion 1\.online-Randomisierung In jedem Schritt bestimmt M ein perfektes Zufallsbit b 2 f0; 1g(etwa durch den Wurf einer perfekten M�unze) und w�ahlt dann Aktion b.o�ine-Nichtdeterminismus F�ur eine T (n)-zeitschrbeschr�ankte NTM M nehmen wir dieT (n) nicht-deterministichen Entscheidungen vorweg, indem wir die Eingabe x um einen(nicht-deterministisch gew�ahlten) Ratestring y 2 f0; 1gT (n) erg�anzen und M determi-nistisch auf hy; xi rechnen lassen, wobei im i-ten Schritt die Aktion yi gew�ahlt wird(Rate-Veri�kationsschema).o�ine-Randomisierung Wir stellen uns vor, die T (n)-zeitbeschr�ankte PTM M h�atte Zu-gri� auf einen (bez�uglich der uniformen Verteilung) zuf�alligen String y 2 f0; 1gT (n).Auf hy; xi rechnet M dann deterministisch, wobei (in Analogie zu NTMs) im i-tenSchritt die Aktion yi gew�ahlt wird.Wir w�ahlen im Folgenden das Modell der o�ine-Randomisierung und setzen zudem oBdAvoraus, dass eine T (n)-zeitbeschr�ankte PTM M auf jeder Eingabe hy; xi mit x 2 �n und y 2f0; 1gT (n) exakt T (n) Schritte rechnet. Da y bez�uglich der uniformen Verteilung auf f0; 1gT (n)ausgew�ahlt wurde, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten zum Akzeptieren bzw. Verwerfenvon x durch "Z�ahlen\ ermitteln (Anzahl der g�unstigen F�alle dividiert durch die Anzahl allerF�alle): Pry [M(y; x) = 1] = jfy 2 f0; 1gT (n)jM(y; x) = 1gj2T (n)Pry [M(y; x) = 0] = jfy 2 f0; 1gT (n)jM(y; x) = 0gj2T (n)Wir merken kurz an, dass alle auftretenden Wahrscheinlichkeiten Vielfache von 2�T (n) sind.Beim Erkennen einer Sprache L kann M folgende Fehler begehen:157



Fehler 1. Art M akzeptiert x obwohl x =2 L.Fehler 2. Art M verwirft x, obwohl x 2 L.Die diversen probabilistischen Komplexit�atsklassen unterscheiden sich darin, welche Fehler-wahrscheinlichkeiten toleriert werden. Wir f�uhren nun eine allgemeine generische Notationein, aus welcher sich die g�angigen Klassen leicht ableiten lassen:De�nition 11.1 Seien 0 � � < � � 1, �; � 2 Q und L � f0; 1g�. Wir sagen L geh�ort zurKlasse R��;�� gdw eine PTM M mit polynomieller Zeitschranke T (n) existiert, so dass f�uralle n � 0 und alle x 2 f0; 1gn folgende Bedingungen gelten:x =2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �x 2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �Die Klassen R<�;��, R��;>� und R<�;>� sind analog de�niert. F�ur diese Klassen ist auchder Fall � = � (mehr oder weniger) sinnvoll.Im Folgenden nennen wir eine PTM mit einer polynomiellen Zeitschranke kurz eine PPTM.Dass sich die uns vertrauten Klassen P und NP als Grenzf�alle von probabilistischenKomplexit�atsklassen darstellen lassen, lehrt folgendesBeispiel 11.2 P = R�0;�1 und NP = R�0;>0.Weiterhin merken wir kurz an:Lemma 11.3 Alle von De�nition 11.1 induzierten probabilistischen Komplexit�atsklassensind Teilklassen von PSpace.Beweis Eine Sprache L 2 R��;�� mit einer PPTMM (polynomielle Zeitschranke T ) als Ak-zeptor kann deterministisch mit polynomiell beschr�anktem Platzverbrauch erkannt werdenwie folgt:1. Gegeben Eingabe x 2 f0; 1gn, starteM auf hy; xi f�ur jedes y 2 f0; 1gT (n), benutze aberjeweils das gleiche Bandsegment.2. Z�ahle nebenbei die anzahl N+ der akzeptierenden Rechnungen.3. Akzeptiere schlie�lich x gdw N+ � �2T (n).F�ur die Klassen R<�;��, R��;>� und R<�;>� ist die Argumentation v�ollig analog. 2In den folgenden Abschnitten diskutieren wir einige Standardbeispiele f�ur probabilistischeKomplexit�atsklassen: PP = R<1=2;>1=2BPP = R�1=3;�2=3RP = R�0;�1=2ZPP = RP \ co-RP158



Heutzutage gilt BPP (mehr noch als die Klasse P) als die Klasse der "praktisch l�osbaren\Probleme (unter Einsatz von Randomisierung). Algorithmen, die die Mitgliedschaft einesProblems in der Klasse RP (bzw. ZPP) bezeugen, sind auch unter dem Namen "Monte-Carlo Algorithmen\ (bzw. "Las-Vegas Algorithmen\) bekannt.11.1 Die Klasse PPEs ist nicht sinnvoll, f�ur den Fehler 1. und 2. Art jeweils eine Fehlerwahrscheinlichkeit von1=2 zuzulassen: dann k�onnten wir n�amlich die Fragex 2 L ?mit dem Wurf einer perfekten M�unze entscheiden.81 Es ist daher eine Art Minimalforderung,dass die Fehlerwahrscheinlichkeit f�ur den Fehler 1. und 2. Art zumindest kleiner als 1=2 seinsollte. Dies f�uhrt zur De�nition der Klasse PP (Probabilistic Polynomial Time):PP = R<1=2;>1=2Die Minimalforderungen, die wir an die Klasse PP richten, sind allerdings zu schwach. DerHauptgrund hierf�ur ist, dass eine Maschine, die einen lediglich "exponentiell kleinen Vor-sprung vor zuf�alligem Raten\ besitzt, in ihrem statistischen Ein/Ausgabeverhalten nichte�zient von zuf�alligem Raten unterschieden werden kann.82 Ein weiteres Indiz daf�ur, dassPP keine Klasse mit praktikablen Erkennungsalgorithmen ist, werden wir im Satz 11.5 lie-fern, welcher besagt, dass NP eine Teilklasse von PP ist.Wir beweisen als kleine Aufw�arm�ubung zun�achst das folgendeLemma 11.4 PP := R<1=2;>1=2 = R�1=2;>1=2.Beweis Die InklusionR<1=2;>1=2 =� R�1=2;>1=2 ist trivial. Wir zeigen, dass auch die InklusionR�1=2;>1=2 � R<1=2;>1=2g�ultig ist. Es sei L 2 R�1=2;>1=2 und M eine entsprechende PPTM mit Zeitschranke T (n),wobei T ein Polynom mit Koe�zienten aus N bezeichnet. Da die Wahrscheinlichkeit f�ur dasEreignis "M akzeptiert Eingabe x 2 f0; 1gn\ ein Vielfaches von 2�T (n) ist, folgern wirPry [M(y; x) = 1] > 12 , Pry [M(y; x) = 1] � 12 + 2�T (n) : (53)Wir erweitern M zu einer PPTM M 0, die zus�atzliche Zufallsbits b0; b1; : : : ; bT (n) verwendetund arbeitet wie folgt:81Deshalb hatten wir die Klasse R��;�� nur im Falle � < � zugelassen. R�1=2;�1=2 w�are die Klasse allerSprachen!82Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Konkretisierung und einen mathematischen Beweis dieser Aus-sage. Im Prinzip l�auft die Argmentation darauf hinaus, dass man exponentiell viele Experimente machenm�usste, um eine in�nitesimal unfaire M�unze zuverl�assig von einer fairen M�unze zu unterscheiden.159



1. Falls b0 = b1 = � � � = bT (n) = 0 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 2�(1+T (n)))) dannverwerfe x und stoppe. Andernfalls mache weiter.2. Starte M auf hy; xi und entscheide wie M .WennM die Eingabe x verwirft, so auchM 0. Es gibt aber auch eine positive Wahrscheinlich-keit daf�ur, dass M Eingabe x akzeptiert, aber M 0 sie verwirft, weil alle b-Bits Nullen sind.Folglich gilt f�ur alle x =2 L:Pryb [M 0(yb; x) = 1] < Pry [M(y; x) = 1] � 12 :Weiterhin gilt (wegen der Subadditivit�at von Wahrscheinlichkeitsma�en) f�ur alle x 2 L:Pryb [M(yb; x) = 0] � Pry [M(y; x) = 0] + 2�(1+T (n))(53)� 12 � 2�T (n) + 2�(1+T (n))= 12 � 2�(1+T (n)) < 12und somit Pryb [M(yb; x) = 1] > 12 :PPTM M 0 bezeugt, dass L 2 R<1=2;>1=2. 2Wir beschlie�en diesen Abschnitt mit dem folgendenSatz 11.5 NP � PP.Beweis Wegen Lemma 11.4 gen�ugt esNP � R�1=2;>1=2nachzuweisen. Es sei L eine beliebige aber fest ausgew�ahlte Sprache aus NP = R�0;>0 undM eine entsprechende PPTM. Wir erweitern M zu einer PPTM M 0, die ein zus�atzlichesZufallsbit b verwendet und arbeitet wie folgt:1. Falls b = 1 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 1=2), dann akzeptiere und stoppe.Andernfalls mache weiter.2. Starte M auf hy; xi und entscheide wie MO�ensichtlich gilt f�ur alle x =2 L (welche von M niemals akzeptiert werden):Pryb [M(yb; x) = 1] = 12160



Unter Verwendung des "Satzes der bedingten Wahrscheinlichleiten\ erhalten wir f�ur alle x 2L (die von M mit einer positiven, obschon evtl. sehr kleinen, Wahrscheinlichkeit akzeptiertwerden):Pryb [M(yb; x) = 1] = 12 Pryb [M(yb; x) = 1jb = 1] + 12 Pryb [M(yb; x) = 1jb = 0]= 12 � 1 + 12 Pry [M(y; x) = 1]| {z }>0 > 12PPTM M 0 bezeugt, dass L 2 R�1=2;>1=2. 211.2 Die Klasse BPPDie Lehre aus dem Abschnitt 11.1 ist, dass die Wahrscheinlichkeiten f�ur den Fehler 1. und2. Art "deutlich\ kleiner als 1=2 sein sollten, damit die randomisierten Entscheidungen (Ak-zeptieren versus Verwerfen) sich signi�kant von zuf�alligem Raten unterscheiden. Dies ist beider De�nition der Klasse BPP (Bounded-away from 1=2 Probabilistic Polynomial Time)ber�ucksichtigt: BPP = R�1=3;�2=3Um mit dieser technischen De�nition vertraut zu werden, zeigen wir zun�achst, dass dieAuswahl der Konstanten 1=3; 2=3 willk�urlich ist und es nur darauf ankommt die Fehlerwahr-scheinlichkeit "deutlich\ von 1=2 abzugrenzen. Anschlie�end zeigen wir, dass BPP auf dem2. Level der polynomiellen Hierarchie (oder noch tiefer)83 angesiedelt ist.Um die Grenzen der Fehlerwahrscheinlichkeiten auszuloten, welche wir an die Stelle derKonstanten 1=3; 2=3 setzen k�onnen, ben�otigen wir folgende nat�urliche Verallgemeinerung vonDe�nition 11.1:De�nition 11.6 Es seien � = (�n)n�0 und � = (�n)n�0 zwei Folgen mit 0 � �n < �n � 1und �n; �n 2 Q f�ur alle n � 0. Wir sagen L geh�ort zur Klasse R��;�� gdw eine PTM Mmit polynomieller Zeitschranke T (n) (also eine PPTM) existiert, so dass f�ur alle n � 0 undalle x 2 f0; 1gn folgende Bedingungen gelten:x =2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �nx 2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �nDie Klassen R<�;��, R��;>� und R<�;>� sind analog de�niert.Wir zeichnen zwei Nullfolgen � = (�n) und � = (�n) aus:�n = 2�nl und �n = n�k (54)83Sogar BPP = P l�asst sich beim derzeitigen Stand des Wissens nicht ausschlie�en.161



Hierbei seien k; l 2 N nat�urlich-zahlige Konstanten. O�ensichtlich giltR��;�1�� � =BPPz }| {R�1=3;�2=3 � R�1=2��;�1=2+� : (55)�n ist eine phantastisch kleine Fehlerrate, die mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Nullkonvergiert. 1=2� �n hingegen kommt verd�achtig nahe an die Fehlerrate 1=2 von zuf�alligemRaten heran.84 Obwohl bei oberchlicher Betrachtung eine "Galaxie\ zwischen den Feh-lerraten �n und 1=2 � �n zu liegen scheint, werden wir jetzt nachweisen, dass alle in (55)aufgef�uhrten Klassen zu BPP identisch sind. Hierzu gen�ugt es freilich, die InklusionR�1=2��;�1=2+� � R��;�1��nachzuweisen. In Worten: Eine PPTM M , die lediglich einen polynomiellen Vorteil �uberzuf�alliges Raten erzielt, l�asst sich in eine PPTM M 0 mit einer exponentiell kleinen Fehlerratetransformieren. Wir beweisen zu diesem Zweck die folgende (etwas allgemeinere) Aussage:Satz 11.7 Es sei � = (�n)n�0 eine in poly(n) Schritten berechenbare Folge. Weiter sei Meine PPTM, die f�ur alle n � 0 und alle x 2 f0; 1gn die folgenden Bedingungen erf�ullt:x =2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �n � �nx 2 L =) Pry [M(y; x) = 1] � �n + �nDann existiert eine PPTM M 0 f�ur L mit Fehlerrate � (was L 2 R��;�1�� bezeugt).Beweis PPTM M 0 gehe auf Eingabe x 2 f0; 1gn vor wie folgt:1. Berechne �n aus x. (Hierf�ur spielt nur die L�ange n von x eine Rolle.)2. F�ur eine hinreichend gro�e (Pr�azisierung erfolgt aus didaktischen Gr�unden sp�ater)nat�urliche Zahl R lasse M R-mal auf Eingabe x laufen (mit jeweils neuen, unabh�angi-gen Zufallsbits) und bestimme dabei die absolute H�au�gkeit R+, mit welcher x von Makzeptiert wird.3. Akzeptiere x gdw R+ � �nR.Wir machen folgende Beobachtungen:� R+ ist eine binomial verteilte Zufallsvariable (Anzahl der Erfolge bei R unabh�angigdurchgef�uhrten Bernoulli-Experimenten).� Falls x 2 L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens �n+ �n akzep-tiert), dann gilt E[R+] � (�n + �n)R :84Da dieser Term jedoch noch um den Kehrwert eines Polynoms von 1=2 weg-separiert ist, spricht manvon "polynomiellen Vorteil �uber zuf�alliges Raten\). 162



� Falls x =2 L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von h�ochstens �n � �n akzep-tiert), dann gilt E[R+] � (�n � �n)R :� M 0 begeht einen Fehler h�ochstens dann, wenn die Zufallsvariable R+ von ihrem Erwar-tungswert um mindestens �nR abweicht.Mit Hilfe der (aus der Statistik bekannten)85 Chernov-Schranken folgt, dass die Abweichungeiner binomial-verteilten Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert (bei hinreichend gro�erAnzahl von Versuchen) ein eher unwahrscheinliches Ereignis ist. Genauer:Pr[jR+ � E[R+]j � �nR] � 2e�2�2nREine kleine Rechnung ergibt 2e�2�2nR , R � ln(2=�n)2�2n :Wegen �n = n�k und �n = 2�nl ergibt sich nun, dassR := n2k+l+1hinreichend gro� ist, um f�ur M 0 die Fehlerschranke �n zu garantieren. 2Der Spezialfall �n = 1=2 liefert nun dieFolgerung 11.8 Die Klassen R��;�1�� und R�1=2��;�1=2+� stimmen beide mit der KlasseBPP = R�1=3;�2=3 �uberein.Die Technik, eine hohe Fehlerrate durch wiederholte Anwendung eines Zufallsexperimen-tes signi�kant zu verkleinern, wird "Boosting\ genannt. Bei PPTMs mit beidseitigem Fehlerhaben wir dabei eine Art "Majorit�atsvotum\ in Verbindung mit den "Chernov-Schranken\.Bei PPTMs mit einseitigem Fehler wird sich sp�ater ein einfacheres Boosting-Argument er-geben.

85s. auch Begleitmaterial zur Vorlesung 163



Wir versuchen im Folgenden, BPP in die polynomielle Hierarchie einzuordnen. Zu diesemZweck de�nieren wir eine neue Komplexit�atsklasse:De�nition 11.9 Wir sagen eine Sprache L � �� geh�ort zur Komplexit�atsklasse �2 gdweine Sprache L0 2 P existiert, so dass f�ur alle n � 0 die folgenden Bedingungen gelten:x 2 L , (9y)pol(8z)pol : hx; y; zi 2 L0 (56)x =2 L , (9z)pol(8y)pol : hx; y; zi =2 L0 (57)Die Klasse �2 wird von �2 und �2 \ �2 "gesandwiched\:Lemma 11.10 �2 � �2 � �2 \ �2.Beweis Wir beweisen zun�achst �2 � �2 \ �2. W�ahle eine beliebige Sprache L aus �2 festaus. Aus Bedingung (56) l�asst sich unmittelbar L 2 �2 ablesen. Aus Bedingung (57) ergibtsich nun L 2 �2 wie folgt:L = fxj :(x =2 L)g = fxj :((9z)pol(8y)pol : hx; y; zi =2 L0)g = fxj (8z)pol(9y)pol : hx; y; zi 2 L0gSomit hat sich insgesamt L 2 �2 \ �2 und daher �2 � �2 \ �2 ergeben.Der Rest des Beweises ist der Inklusion �2 � �2 gewidmet. Wir w�ahlen eine beliebigeSprache L 2 �2 = P [NP ] fest aus. Dann gibt es eine Sprache L0 2 NP und eine polynomiellzeitbeschr�ankte DOTM M [L0], welche Eingaben aus L erkennen kann. Wir w�ahlen einebeliebige Eingabe x 2 �n fest aus. Es seien(g1; b1); : : : ; (gs; bs)mit bi = � 0 falls gi =2 L01 falls gi 2 L0die Fragen und Antworten in der Kommunikation zwischen M [L0] und ihrem L0-Orakel. F�uralle i mit gi 2 L0 bezeichne hi ein (in Polynomialzeit pr�ufbares) Zerti�kat, das die Mitglied-schaft von gi in L0 bezeugt. Um L 2 �2 nachzuweisen, suchen wir nach einer Darstellungvon L, die den Bedingungen (56) und (57) gen�ugt. Zu diesem Zweck de�nieren wir ein Kom-munikationscodewort W gem�a� W := hw1; : : : ; wsi ;wobei wi := � hgi; 0i falls gi =2 L0hgi; 1; hii falls gi 2 L0 :W kodiert die (ggf. um Zerti�kate erweiterte) Kommunikation zwischen M [L0] und ihremOrakel. Wir nutzen im Folgenden aus, dass W eine e�ziente Simulation von M [L0] aufEingabe x erlaubt. Genauer: wir de�nieren eine polynomiell zeitbeschr�ankte DTM M0 (dieim Wesentlichen M [L0] simuliert) und zeigen, dass die von ihr induzierte Sprache L0 den aneine Sprache L 2 �2 gerichteten Bedingungen (56) und (57) gen�ugt:164



� Eine Eingabe von M0 hei�e zul�assig, falls sie die Form hx; y; zi hat, wobei y =W oderz = W gelten soll.� M0 soll eine zul�assige Eingabe hx; y; zi mit y = W oder z = W akzeptieren gdwx 2 L.86Man �uberlegt sich leicht, dass "syntaktisch inkorrekte\ Eingaben, die nicht von der Formhx; y; zi sind (wobei mindestens einer der Strings y; z von der Syntax her ein "potenziel-les\ Kommunikationscodewort sein muss), in Polynomialzeit entlarvt werden. Wir k�onnendaher annehmen, dass eine syntaktisch korrekte Eingabe der Form hx; y; zi (mit zumindesteinem potenziellen Kommunikationscodewort) vorliegt. Ein o�ensichtliches Dilemma f�ur M0besteht darin, dass sie nicht wei�, ob y oder z (oder evtl. keiner von beiden) das korrek-te Kommunikationscodewort ist. Vergleichsweise harmlos ist dabei der Fall, dass einer derStrings y; z (oder gar beide) eines der folgenden (in Polynomialzeit erkennbaren) "Fouls\begeht:Foul 1 Er weicht bereits syntaktisch von einem Kommunikationscodewort ab.Foul 2 Er hat die syntaktische Form eines Kommunikationscodewortes, enth�alt aber nichtexakt die Fragen, die M [L0] an ihr Orakel richtet.Falls weder y = W noch z = W (insbesondere also, falls beide Strings ein Foul begehen),dann darfM0 sowieso machen, was sie will. Nehmen wir also an, dass eine zul�assige Eingabemit y = W oder z = W vorliegt. Falls einer der Strings ein Foul begeht, dann ist (beieiner zul�assigen Eingabe) der andere String das Kommunikationscodewort und M kann dieSimulation von M [L0] problemlos durchf�uhren.B�ose, b�ose Was aber, wenn weder y noch z ein Foul begeht?Man �uberlegt sich leicht, dass M0 auch unter diesen (maximal widrigen) Umst�anden korrektarbeiten kann, indem sie ein paar Regeln beherzigt:� Falls y; z zur Anfrage gi das gleiche Antwortbit enthalten, dann setze die Simulationmit diesem Antwortbit fort.� Im Koniktfall benutze das Zerti�kat hi, umgi 2 L0 ?zu testen. Falls die Ver�kation gelingt, dann setze die Simulation mit Antwortbit 1fort. Falls nicht, dann mit Antwortbit 0.Es hat sich also gezeigt, dass eine DTM M0 mit den gew�unschten Eigenschaften existiert.Es bezeichne L0 die zugeh�orige Sprache. Wir wollen nun argumentieren, dass L; L0 in derBeziehung (56) zueinander stehen:� Die Richtung ")\ ergibt sich mit y = W .86Bei unzul�assigen Eingaben machen wir M0 keine Vorschriften.165



� Die umgekehrte Richtung kann indirekt bewiesen werden. F�ur x =2 L kann kein yexistieren, so dass f�ur alle z die Bedingung hx; y; zi 2 L0 erf�ullt ist. Zumindest f�urz = W w�urde n�amlich M0 die Eingabe hx; y; zi verwerfen.Schlie�lich argumentieren wir, dass L; L0 auch in der Beziehung (57) zueinander stehen:� Die Richtung ")\ ergibt sich mit z =W .� Die umgekehrte Richtung kann indirekt bewiesen werden. F�ur x 2 L kann kein zexistieren, so dass f�ur alle y die Bedingung hx; y; zi =2 L0 erf�ullt ist. Zumindest f�ury =W w�urde n�amlich M0 die Eingabe hx; y; zi akzeptieren.Somit hat sich L 2 �2 und daher auch �2 � �2 ergeben. 2Zum Beweis des Hauptresultates ben�otigen wir noch das folgendeLemma 11.11 Es sei A � f0; 1gN mit jAj � 232N und k = 18N . Dann existieren y1; : : : ; yk 2f0; 1gN , so dass f�ur alle z 2 f0; 1gN die Bedingungjfi 2 f1; : : : ; kg : yi � z 2 Agj > k2 (58)erf�ullt ist (wobei "�\ die komponentenweise Addition modulo 2 bezeichnet).BeweisWir verwenden die probabilistische Methode, d.h., wir zeigen, dass es eine echt posi-tive Wahrscheinlichkeit gibt, eine "passende\ Sequenz �y := (y1; : : : ; yk) 2 f0; 1gkN zuf�allig zugenerieren. Wir nennen die Sequenz �y "gut\ f�ur z 2 f0; 1gN , falls �y und z die Bedingung (58)erf�ullen. Ansonsten hei�e �y "schlecht\ f�ur z 2 f0; 1gN . In dieser Sprechweise ist zu zeigen,dass eine Sequenz �y 2 f0; 1gkN existiert, die simultan f�ur alle z 2 f0; 1gN gut ist. Betrachteeine Sequenz �y die (bez�uglich der uniformen Verteilung) zuf�allig aus f0; 1gkN gew�ahlt ist.F�ur ein beliebig aber fest ausgew�ahltes x 2 f0; 1gN sei Zi die Bernoulli-VariableZi := � 1 falls yi � z 2 A0 falls yi � z =2 A :Dann sind Z1; : : : ; Zk identisch verteilte unabh�angige Bernoulli-Variable mit Erfolgswahr-scheinlichkeit p � 2=3. Damit �y schlecht f�ur z ist, m�usste Z1 + � � �+ Zk um mindestens k=6vom Erwartungswert pk � 2k=3 abweichen. Mit den (uns inzwischen bekannten) Chernov-Schranken (und mit k = 18N) ergibt sich, dass dieWahrscheinlichkeit hierf�ur durch e�2(1=6)2k =e�N nach oben beschr�ankt ist. Mit der Subadditivit�at von Wahrscheinlichkeitsma�en fol-gern wir weiter: die Wahrscheinlichkeit, eine zuf�allige Sequenz �y zu generieren, so dass einz 2 f0; 1gN existiert, f�ur welche �y schlecht ist, ist nach oben durch 2Ne�N < 1 beschr�ankt.Somit gibt es eine positive Wahrscheinlichkeit, eine Sequenz �y zu realisieren, die f�ur allez 2 f0; 1gN gut ist. 2Nun zum Finale des laufenden Kapitels:Satz 11.12 BPP � �2. 166



Beweis W�ahle eine beliebige Sprache L 2 BPP fest aus. Es sei M eine PPTM f�ur L miteiner polynomiellen Zeitschranke T (n) und einer durch 1=3 beschr�ankten Fehlerrate (f�ur dieFehler jeweils beider Arten).Ziel Darstellung von L gem�a� der De�nition von �2.W�ahle ein n � 0 und eine Eingabe x 2 �n beliebig aber fest aus. Setze N := T (n) undk := 18N . Es bezechne �L die charakteristische Funktion f�ur die Sprache L. Die MengeA := fy 2 f0; 1gN j M(y; x) = �L(x)ghat eine M�achtigkeit jAj � 232N , da jAj die Anzahl der korrekten Rechnungen der PPTM M(mit einer durch 1=3 beschr�ankten Fehlerwahrscheinlichkeit) auf Eingabe x ist. Es bezeichneL0 die Sprache bestehend aus allen hx; y; zi mit folgenden Eigenschaften:1. y hat die Form hy1; : : : ; yki mit yi 2 f0; 1gN f�ur i = 1; : : : ; k.2. z hat die Form hz1; : : : ; zki mit zi 2 f0; 1gN f�ur i = 1; : : : ; k.3. Eine Mehrheit der k2 Rechnungen M(yi � zj; x) ist akzeptierend.Da A die Bedingungen von Lemma 11.11 erf�ullt, folgt leicht, dass L und L0 in den Bezie-hungen (56) und (57) zueinander stehen. Somit gilt L 2 �2 und daher auch BPP � �2. 211.3 Die Klasse RPDie Komplexit�atsklassen PP und BPP lassen prinzipiell einen beidseitigen Fehler zu. Indiesem Abschnitt lernen wir eine Klasse kennen, bei welcher lediglich ein einseitiger Fehlerzugelassen ist. Die Klasse RP (Random Polynomial Time) ist gegeben durchRP = R�0;�1=2 :Eingaben x =2 L werden also stets verworfen und Eingaben x 2 L werden mit einer Wahr-scheinlichkeit von mindestens 1=2 akzeptiert. Eine PPTM, die diesem Kriterium gen�ugt, istalso auf Eingaben x =2 L fehlerfrei. Wir merken kurz an, dass RP wegenRP = R�0;�1=2 � R�0;>0 = NPin NP enthalten ist.�Ahnlich wie im Falle BPP werden wir zeigen, dass die Wahl der Konstante 1=2 willk�urlichist:Lemma 11.13 F�ur die in (54) de�nierten Nullfolgen � = (�n)n�0 und � = (�n)n�0 gilt:R�0;�1�� = =:RPz }| {R�0;�1=2 = R�0;�� :167



Beweis Wegen der o�ensichtlichen InklusionR�0;�1�� � R�0;�1=2 � R�0;��gen�ugt es, R�0;�� � R�0;�1��zu beweisen. In Worten: jede PPTM mit einseitigem Fehler, aber einer Fehlerrate von 1� �auf Eingaben aus L, kann in eine PPTM mit einseitigem Fehler transformiert werden, dieauch auf Eingaben in L eine exponentiell kleine Fehlerrate aufweist. Sei nun eine SpracheL 2 R�0;�� mit einer hierzu passenden PPTM M vorgegeben, so dass f�ur alle n � 0 und allex 2 �n gilt: x =2 L ) Pry [M(y; x) = 1] = 0x 2 L ) Pry [M(y; x)] = 1] � �nDann sei M 0 die PPTM, die auf Eingabe x 2 �n arbeitet wie folgt:1. WendeM R-mal (jeweils mit neuen unabh�angigen Zufallsbits) auf Eingabe x an (wobeiwir R aus didaktischen Gr�unden erst sp�ater festlegen).2. Falls x in mindestens einer der R Rechnungen akzeptiert wurde, so stoppe akzeptierend.Andernfalls stoppe verwerfend.Falls x =2 L, dann wird x von M R-mal verworfen. Somit stoppt auch M 0 schlie�lich ver-werfend. Falls x 2 L, dann macht M 0 einen Fehler (verwerfendes Stoppen) gdw alle RRechnungen von M auf Eingabe x verwerfend sind. Da eine einzelne Rechnung von M auf xmit einer Wahrscheinlichkeit von h�ochstens 1� �n verwerfend ist, ergibt sich f�ur die Wahr-scheinlichkeit, dass alle R (unabh�angig voneinander ausgef�uhrten) Rechnungen von M aufEingabe x verwerfend sind (gem�a� der Produktformel f�ur die Konjunktion unabh�angigerEreignisse) die obere Schranke (1� �n)R < e��nR :(Hierbei wurde die Formel 1+a � ea mit Gleichheit nur f�ur a = 0 benutzt, die f�ur alle a 2 Rg�ultig ist.) Eine elementare Rechnung ergibte��nR � �n , R � ln(1=�n)�n :Wegen �n � 2�nl und �n � n�k ist R := nk+l eine hinreichend gro�e Wahl von Parameter R.Unsere Diskussion hat ergeben, dass M 0 eine PPTM ist, welche L 2 R�0;�1�� bezeugt (waszu beweisen war). 2Folgerung 11.14 F�ur jede Konstante 0 < c < 1 gilt: RP = R�0;�c.168



11.4 Die Klasse ZPPDie bisher betrachteten PPTMs lassen f�ur den menschlichen Benutzer einen Rest Unsicher-heit �ubrig. Selbst bei PPTMs mit einseitigem Fehler k�onnen wir nicht sicher sein (obschondie Fehlerwahrscheinlichkeit via "Boosting\ vernachl�assigbar klein gemacht werden kann),dass eine verworfene Eingabe nicht vielleicht doch zur Sprache geh�ort und h�atte akzeptiertwerden sollen. Eine Fehlerwahrscheinlichkeit von, sagen wir, 2�1000 ist sicher nicht gr�o�erals die Wahrscheinlichekeit, dass alle Kernkraftwerke dieser Erde gleichzeitig ihren Super-gau erleben. Allein: eine auch noch so kleine Fehlerwahrscheinlichkeit bleibt ein "Stachel imFleisch\ des wahren Perfektionisten! Voil�a, hier ist nun die De�nition der PPTM, die Balsamauf die Wunden aller Puristen und Perfektionisten tr�aufelt:De�nition 11.15 Eine fehlerfreie PPTM M , ist eine PPTM, deren Ausgaben 0 (f�ur ver-werfende Rechnungen) und 1 (f�ur akzeptierende Rechnungen) stets absolut verl�asslich sind.Sie verf�ugt �uber eine dritte Ausgabe "1/2\ (f�ur "unentschieden\), die aber auf jeder Eingabemit einer Wahrscheinlichkeit vonb h�ochstens 1=2 produziert wird.De�nition 11.16 Die Klasse ZPP (Zerro Error Probabilistic Polynomial Time) besteht ausallen Sprachen, die eine fehlerfreie PPTM zum Akzeptor haben.Wie im Falle von RP ist die Wahl der Konstanten 1=2 in der De�nition von fehlerfreienPPTMs willk�urlich. Sie kann durch jede Konstante 0 < c < 1 (oder auch durch 1� � bzw. �)ersetzt werden, ohne dass die davon induzierte Klasse ZPP sich �andert.Wenn wir bei einer fehlerfreien PPTM f�ur die Sprache L Ausgabe 0 und Ausgabe 1vertauschen, erhalten wir eine fehlerfreie PPTM f�ur die Komplement�arsprache �L. Somit giltdasLemma 11.17 ZPP = co-ZPP.Folgendes Resultat kl�art das Verh�altnis von RP und ZPP :Satz 11.18 ZPP = RP \ co-RP.Beweis Wir weisen zun�achst ZPP � RPnach. Sei L 2 ZPP und M eine dazu passende fehlerfreie PPTM. Die PPTM M 0 arbeite wieM , au�er dass statt 1=2 stets 0 ausgegeben werde. Es folgt:x =2 L ) Pry [M 0(y; x) = 1] = Pry [M(y; x) = 1] = 0x 2 L ) Pry [M 0(y; x) = 1] = Pr[M(y; x) = 1] � 12M 0 bezeugt, dass L 2 RP . Somit gilt ZPP � RP .Durch Dualisierung erhalten wir ZPP = co-ZPP � co-RP ;169



womit dann auch ZPP � RP \ co-RPnachgewiesen w�are.Bleibt also zu zeigen, dass RP \ co-RP � ZPP :Sei L 2 RP \ co-RP . Es sei weiter M die PPTM, welche L 2 RP bezeugt und entsprechend�M die PPTM, welche L 2 co-RP und somit �L 2 RP bezeugt. Wir betrachten die PPTMM 0, die arbeitet wie folgt:1. Wende M und �M auf Eingabe x an.2. FallsM akzeptiert, gib 1 aus, falls �M akzeptiert gib 0 aus, und falls weder M noch �Makzeptiert, gib 1=2 aus.Wegen x =2 L =) �Pry [M(y; x) = 1] = 0 und Pry [ �M(y; x) = 1] � 12�x 2 L =) �Pry [ �M(y; x) = 1] = 0 und Pry [M(y; x) = 1] � 12�entscheidet sich M 0 immer korrekt und ist mit einer Wahrscheinlichkeit von maximal 1=2unentschieden. M 0 bezeugt, dass L 2 ZPP , womit auch RP \ co-RP � ZPP bewiesen w�are.211.5 Abschluss unter KomplementWir hatten bereits angemerkt, dass ZPP = co-ZPP . In diesem Abschnitt gehen wir derFrage des Abschlusses unter Komplement etwas systematischer nach.Es sei M eine PPTM, die L 2 R��;�� bezeugt und �M die PPTM, die aus M durchVertauschen der Ausgaben 0 und 1 hervorgeht. Hieruas ergibt sichx 2 �L) Pry [M(y; x) = 1] � �) Pry [M(y; x) = 0] � 1� �) Pry [ �M(y; x) = 1] � 1� �undx =2 �L) x 2 L) Pry [M(y; x) = 1] � � ) Pry [M(y; x) = 0] � 1� � ) Pry [ �M(y; x) = 1] � 1� � :O�ensichtlich bezeugt �M , dass L 2 R�1��;�1��. Aus diesen �Uberlegungen lassen sich folgendeSchl�usse ziehen: 170



Folgerung 11.19 Es gilt: L 2 R��;�� ) �L 2 R�1��;�1��L 2 R��;�1�� ) �L 2 R��;�1��Analoge Aussagen gelten f�ur die Klassen R<�;��, R��;>� und R<�;>�. Insbesondere giltPP = co-PP und BPP = co-BPP :Unter den von uns n�aher diskutierten Klassen ist RP die einzige "asymmetrisch de�nierte\Klasse, die vermutlich nicht unter Komplement abgeschlossen ist.11.6 Die Landschaft der Komplexit�atsklassenWir wollen ein Bild entwerfen, das die probabilistischen und deterministischen Komple-xit�atsklassen (sagen wir zwischen L und PSpace) und ihre Querbeziehungen darstellt. Ausder trivialen (und auch schon mehrfach ausgenutzten) Beziehung0 � � � �0 < � 0 � � � 1) R��;�� � R��0;��0(und den analogen Beziehungen f�ur die Klassen R<�;��, R��;>�, R<�;>�) und ausP = R�0;�1; RP = R�0;�1=2; BPP = R�1=3;�2=3; PP = R<1=2;>1=2; NP = R�0;>0l�asst sich sofort P � RP � BPP � PP und RP � NPableiten. Wegen ZPP = RP \ co-RP ; P = co-P ; BPP = co-BPPfolgt weiterhinP � ZPP � RP � RP [ co-RP � BPP und ZPP � NP \ co-NP :Da alle probabilistischen Klassen, die unserer generischen De�nition gen�ugen, in PSpaceliegen, gilt insbesondere PP � PSpace :Schlie�lich sei an die Inklusionen�2 � �2 � �2 \ �2 und BPP � �2erinnert. Wenn wir diese Puzzlesteine zusammensetzen, erhalten wir die als Begleitmaterialausgeteilte "Landschaft der Komplexit�atsklasen\.Abschlie�end sei ein Resultat von Seinosuke Toda erw�ahnt, das ihm nachtr�aglich im Jahre1998 den renommierten G�odelpreis einbrachte:171



Satz 11.20 (Toda, 1991) Jede Sprache aus PH ist Turing-reduzierbar auf eine Spracheaus PP: PH � P [PP ] :Den komlexen Beweis (der u.a. die Technik der "Arithmetisierung von Booleschen Formeln\verwendet) lassen wir aus, erw�ahnen aber dieFolgerung 11.21 Falls PH nicht auf einen endlichen Level kollabiert, dann gilt PP 6� PH .Beweis Wir f�uhren den Beweis indirekt. Es ist bekannt, dass PP ein unter polynomiellenReduktionen vollst�andiges Problem L� enth�alt. Somit erhielten wir unter der Voraussetzungdie PP � PH die ImplikationskettePP � PH ) L� 2 PH ) 9k : L� 2 �k ) 9k : PP � �k ) 9k : PH � P [PP ] � P [�k] = �k+1 :Die Inklusion PP � PH h�atte also den Kollaps von PH auf einen endlichen Level zur Folge.2
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