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1 Grundbegriffe der Komplexitéatstheorie

1.1 Das Standardmodell der Turing-Maschine

Definition 1.1 (deterministische 1-Band Turing-Maschinen) Eine deterministische 1-
Band Turing-Maschine (kurz: 1-Band DTM) M besteht aus den folgenden Komponenten:

1. endliche Zustandsmenge Z
2. FEingabealphabet X
Arbeitsalphabet I' O X

Blank (Leerzeichen) O € T'\ ¥

Startzustand zy € Z
6. Uberfihrungsfunktion § : Z x T — Z x I' x {L, N, R}
7. Menge Z, C Z der akzeptierenden Zustdinde
Schreibweise: M = (Z,%, 1,0, 29,0, Z).

Anschaulich gesprochen (vgl. Abbildung 1) besteht eine DTM M aus einem zweiseitig
unendlichen Band, das in (ganzzahlig durchnumerierte) Zellen unterteilt ist, einem Schreib-
Lese-Kopf (kurz: Kopf) und einer durch Zustandsmenge Z gegebenen ,endlichen Kontrolle“.
Wir beschreiben im Folgenden die Arbeitsweise von M.

B| B |B W, | W, Wl W, | W . WnB B|... Band
-2 -1 0 1 2 3 4 5 ... n
L/? K opf
endl.
Q Kontrolle

Abbildung 1: Standardmodell der Turing Maschine.

Beginn einer Rechnung Anfangs befindet sich auf dem Band (in den Zellen 1,... ,n) ein
Eingabewort w = (wy, ... ,w,) € " In allen anderen Zellen befindet sich das Leerzeichen
O. Der Kopf ist auf Zelle 1 positioniert (und liest folglich das Symbol w;) und die DTM M
wird im Zustand zy gestartet.



Folge von Rechenschritten Aus der beschriebenen , Startkonfiguration® heraus vollzieht
M eine Folge von Rechenschritten, die durch die Uberfiihrungsfunktion ¢ fest gelegt sind.
Genauer gesagt gilt folgendes. Wenn M im Zustand z € Z das Symbol X € T liest und

(2", X' d)=0(z,X) ,

dann ersetzt M das Symbol X durch X' € T, bewegt den Kopf in Richtung d € {L, N, R}
und geht in den Zustand 2z’ € Z iiber. Hierbei bedeutet d = L bzw. d = R eine Kopfbewegung
auf die linke bzw. rechte Nachbarzelle; im Falle von d = N verharrt der Kopf in seiner alten
Position.

Ende einer Rechnung Ein Spezialfall eines , Rechenschrittes® liegt vor, wenn 2’ = z,
X' = X und d = N. In diesem Fall ergeben sich durch weitere Anwendungen der Uberfilhrungs-
funktion ¢ keine Verdnderungen von Zustand, Bandinschrift oder Kopfposition. Wenn ein
solcher ,Rechenschritt® zur Anwendung kommt, sagen wir, dass die Rechnung von M auf
der Eingabe w stoppt. Ein Zustand z, € Z heifit Stoppzustand, falls

VX el :§(z,X) = (2, X,N) .

Wenn die Rechnung von M also einen Stoppzustand erreicht, dann wird sie in jedem Falle
stoppen (egal welches Symbol X vom Kopf gerade gelesen wird).

Ergebnis einer Rechnung Bleibt zu kldren, was wir nach dem Stoppen von M als das
Ergebnis der Rechnung auffassen. Wir unterscheiden dabei DTMs, die als Akzeptoren von
Sprachen L C ¥* auftreten und DTMs, die als Berechner von (partiell definierten) Funktio-
nen f :X* — X* auftreten.

Im ersten Fall sind wir nur daran interessiert, ob die Eingabe w von M akzeptiert oder
verworfen wird. Wir sagen, dass M das Eingabewort w akzeptiert, wenn die Rechnung von
M auf Eingabe w nach endlichen vielen Schritten in einem akzeptierenden Zustand z, € Z,
stoppt. Falls dies nicht passiert, sagen wir M wverwirft das Eingabewort w. Beachte, dass es
zwei qualitativ unterschiedliche Arten des Verwerfens gibt:

- Stoppen in einem (verwerfenden) Zustand z_ € Z \ Z,,
- Vollziehen einer (niemals stoppenden) Endlosrechnung.’
M heifit dann Akzeptor der Sprache
Ly :={w € X*| M akzeptiert w} .
Die Menge
Hy = {w € ¥*| M stoppt auf Eingabe w nach endlich vielen Schritten}

heifit der Haltebereich von M. Offensichtlich gilt Ly, C Hy,.
Betrachten wir nun noch den Fall, dass M als Funktionsberechner verwendet wird. Wir

ldie in deutschen Amtsstuben priferierte Art des Verwerfens
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sagen, dass M auf Eingabe z € ¥* nach endlich vielen Schritten Ausgabe y € ¥* produziert,
falls M auf Eingabe x nach endlich vielen Schritten stoppt und zu diesem Zeitpunkt die
Bandbeschriftung y (eingerahmt von Blanks) vorliegt und der Kopf sich auf dem ersten
Symbol von y befindet. Die von M berechnete (partiell definierte) Funktion ist dann gegeben
durch

fu(z) =y = M produziert auf Eingabe x die Ausgabe y .

Wenn M auf Eingabe « keine Ausgabe produziert, dann betrachten wir f(z) als undefiniert.
Wir haben anhand des anschaulichen Modells der Turing-Maschine (unter Verwendung
der Begriffe ,Band“, ,Kopf“ und ,endliche Kontrolle”) definiert, wie eine ,, Rechnung® der
DTM M auf einer Eingabe z (gesteuert durch die Uberfithrungsfunktion §) sich entfaltet.
Eine solche Rechnung kann auch formaler als Folge von Strings beschrieben werden, wobei
jeder String eine sogenannte , Konfiguration“ oder ,Momentaufnahme® des Rechenprozesses
reprasentiert. Intuitiv gesprochen sollte eine Momentaufnahme alle Informationen enthalten,
die es erméglichen die Rechnung zu unterbrechen und irgendwann spiter weiter laufen zu
lassen. Im Falle der Turing-Maschine geniigt es, sich den aktuellen Zustand, die aktuelle
Bandposition und die aktuelle Bandbeschriftung zu merken. Dies fiihrt zu folgender

Definition 1.2 (Konfiguration) Eine Konfiguration einer 1-Band DTM M ist ein String
von der Form azf mit o, 3 € I'* und z € Z.

Interpretation: M befindet sich im Zustand z, die Bandbeschriftung ist uv (eingerahmt von
Leerzeichen) und der Kopf ist auf dem ersten Zeichen von v positioniert (bzw. auf einem
Leerzeichen positioniert, falls v = €). Die folgenden Definitionen ergeben sich auf natiirliche
Weise aus unserer anschaulichen Vorstellung von der Rechnung einer DTM:

Definition 1.3 (Spezielle Konfigurationen) Der String zow bezeichnet die Anfangskon-
figuration der DTM M bei Eingabe x. Ein String der Form az@ mit 3 = X' fir ein X € T,
B' € I'* bezeichnet eine Endkonfiguration von M, falls 6(z,X) = (z,X,N). Gilt dariber
hinaus, dass z € Z, bzw. z € Z \ Z,, so sprechen wir von einer akzeptierenden bzw. von
einer verwerfenden Endkonfiguration.

Offensichtlich wird eine Endkonfiguration genau dann erreicht, wenn die Rechnung der DTM
stoppt.

Definition 1.4 (Folgekonfigurationen) Die Konfiguration o'z'3" heifit direkte Folgekon-
figuration von azf3, falls sie sich durch einen Rechenschritt von M aus der Konfiguration
azf ergibt.? In Zeichen: azf3 by o'2'('.

Die Konfiguration o/2' 3 heifst Folgekonfiguration von az, falls sie sich durch eine (evtl. lee-

re) Folge von Rechenschritten von M aus der Konfiguration azf3 ergibt. In Zeichen: az 5,
o'Z'f.

Wenn die DTM M sich aus dem Kontext ergibt, dann schreiben wir im Folgenden einfach
S statt ,,Far bzw. JF*¢ statt 3, . Offensichtlich ist ,=** die reflexive-transitive Hiille der

Relation ,F“. Aufbauend auf dem Konzept der Konfiguration kénnen wir nun die Definition
der von einer DTM akzeptierten Sprache bzw. ihres Haltebereiches formulieren wie folgt:

?Die formalen Details dieser (etwas saloppen) Definition sind leicht einzufiillen (s. Ubung).
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Definition 1.5 (Sprache und Haltebereich einer DTM) Die Sprache der von DTM
M akzeptierten Warter ist gegeben durch

Ly ={weX| Ja,B €T", 32, € Z, : zpw -y, az B und az, (3 ist eine Endkonfiguration} .
Der Haltebereich der DTM M orter ist gegeben durch
Hy ={we¥ Ja,p €T 3z € Z: zow b}, azf und azf ist eine Endkonfiguration} .

In analoger Weise konnte man die Definition von fj; auf dem Konzept der Konfigurationen
aufbauen.

Die formale Beschreibung einer Rechnung als Folge von Konfigurationen (anstelle der
anschaulichen Beschreibung) ist keine rein mathematische Spielerei. Vielmehr ermoglicht die
Darstellung einer Rechnung als Folge von Strings, Rechnungen ihrerseits maschinell zu ver-
arbeiten. In der Praxis ist dies zum Beispiel bei Betriebssystemen relevant, die ja gleichzeitig
mehrere laufende Prozesse verwalten (und zu diesem Zweck die Prozesse durch Konfiguratio-
nen reprisentieren). Bei Turing-Maschinen werden wir Konfigurationen mitunter benutzen,
um eine Maschine mit Hilfe einer anderen Maschine zu simulieren.

1.2 Varianten des Standardmodells
1.2.1 Mehrband Turing-Maschinen

Eine deterministische k-Band Turing-Maschine (kurz: k-Band DTM) unterscheidet sich von
unserem Standardmodell einer 1-Band DTM nur dadurch, dass sie iiber £ Bénder (mit jeweils
einem Kopf) verfiigt, so dass k Bandbeschriftungen parallel manipuliert werden koénnen.
Formal driickt sich das dadurch aus, dass die Uberfilhrungsfunktion von der Form

§:ZxTF 5 ZxTF x {L, N,R}F
ist. Die Gleichung
(Z,,X{,... ,X],c,dl,--- ,dk) :5(Z,X1,... ,Xk)

hat die offensichtliche Interpretation (ndmlich?).

Die Eingabe einer k-Band DTM steht auf Band 1. Falls eine Ausgabe produziert wird, so
ist diese auf Band £k zu finden. Die Definitionen im Zusammenhang mit Konfigurationen,
Sprache, Haltebereich und der von einer DTM berechneten Funktion gelten analog.

1.2.2 Nicht-deterministische Turing-Maschinen

Eine nicht-deterministische 1-Band Turing-Maschine (kurz: 1-Band NTM) unterscheidet sich
von unserem Standardmodell einer 1-Band DTM dadurch, dass sie in einem Rechenschritt
i.A. mehrere Alternativen hat. Formal driickt sich das dadurch aus, dass die Uberfiihrungs-
funktion von der Form

§:ZxTF -P(ZxT x{L,N,R})
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ist, wobei P(S) die Potenzmenge einer Menge S bezeichnet. Die Bedingung
(2", X' d) € 6(z,X)

hat die folgende Interpretation: wenn M im Zustand z € Z das Symbol X € T liest, dann
hat sie die Option, X durch X' € I" zu ersetzen, den Kopf in Richtung d zu bewegen und in
den Zustand 2z’ € Z iiberzugehen. Eine der |§(z, X)| vielen Optionen muss sie andererseits
auswahlen.

k-Band NTMs sind in Analogie zu k-Band DTMs definiert (NTMs mit £ Bindern und einem
Kopf pro Band).

Beobachtung Eine NTM hat auf einer Eingabe w € X" i.A. viele potenzielle Rechnungen,
da sich pro Rechenschritt mehrere Alternativen bieten kénnen. Daher ist die direkte
Folgekonfiguration einer Konfiguration i.A. nicht mehr eindeutig bestimmt und ,,Fp,“
sowie 3, sind im Falle einer NTM M echte Relationen.

Dies wirft die Frage auf, wann eine Eingabe als akzeptiert gilt. Die folgende Definition klért
uns dariiber auf:

Definition 1.6 (Sprache einer NTM) Die Sprache der von NTM M akzeptierten Wérter
1st gegeben durch

Ly ={weX* Ja,B €T", 32, € Z; : zpw )y az B und az, (3 ist eine Endkonfiguration} .

Definitionen 1.6 und 1.5 unterscheiden sich nur in einem Buchstaben (NTM statt DTM).
Dennoch ist der Unterschied zwischen beiden Definitionen dramatisch. Fiir NTMs hat ndmlich
der Existenzquantor innerhalb der Definition von Lj; eine vollig neue Qualitdt bekommen:
bei DTMs ist die Konfiguration, die am Ende einer Rechnung auf Eingabe z erreicht wird,
eindeutig bestimmt. Bei NTMs kann es neben einer akzeptierenden Rechnung auf Eingabe
x zahlreiche verwerfende Rechnungen geben. Definition 1.6 legt nun fest, dass x als akzep-
tiert gilt, wenn mindestens eine akzeptierende Rechnung existiert; x gilt somit nur dann als
verworfen, wenn alle Rechnungen auf Eingabe = verwerfend sind.

Beispiel 1.7 COMPOSITES sei die Sprache aller Zahlen aus Ny (in Bindrkodierung), die
einen echten Teiler besitzen (also die von Primzahlen und 0,1 verschiedenen Zahlen). Eine
NTM fiir COMPOSITES konnte auf einer Eingabe w € {0,1}" (aufgefasst als Zahl aus Ny)
vorgehen wie folgt:

Raten ,Rate nichtdeterministisch® zwei Bindrfolgen u,v der Linge n (evtl. auch mit fihren-
den Nullen). Dabei bedeutet das Raten eines Bits, dass M eine neue Zelle besucht und
die zwei Alternativen besitzt, entweder 0 oder 1 aufzuschreiben.

Verifizieren , Verifiziere deterministisch®, dass 1 < u < w und dass w = w-v. Hierzu muss
die Turing-Maschine tm Wesentlichen multiplizieren kénnen, was auch deterministisch
leicht zu realisieren ist.

Die beschriebene NTM ist ein Akzeptor von COMPOSITES, da eine akzeptierende Rechnung
auf w genau dann existiert, wenn w einen echten Teiler besitzt.
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An diesem Beispiel lassen sich zwei Phidnomene beobachten, die charakteristisch fiir NTMs
sind:

e NTMs besitzen virtuell die Fahigkeit ,,auf magische Weise* wichtige Information zu
raten. (Im Beispiel wurde eine Zerlegung von w in zwei echte Teiler geraten.)?

e NTMs gehen typischerweise nach dem Prinzip ,Rate& Verifiziere vor (mit einer nicht-
deterministischen Ratephase und einer deterministischen Verifikationsphase).

Wir kommen auf dieses wichtige Thema in der Vorlesung noch mehrfach zurtick.

Konventionen Eine Mehrband DTM bzw. Mehrband NTM ist eine k-Band DTM bzw. eine
k-Band NTM fiir eine Konstante & > 1. Der Ausdruck , Konstante* soll deutlich machen,
dass k nicht etwa von der Lénge n des Eingabewortes w € X" abhingen darf.

Unter einer DTM bzw. NTM wollen wir im Folgenden eine Mehrband DTM bzw. Mehrband
NTM verstehen.

1.3 Komplexitatsklassen

Rechenprobleme, deren Losungen einen “anndhernd gleichen” Ressourcenverbrauch erfor-
dern, werden zu einer Komplexititsklasse zusammengefasst. Die entstehende “Landschaft
der Komplexitétsklassen” ist leichter zu iiberschauen als der “Dschungel der einzelnen Pro-
bleme”. Die fiir uns wichtigsten Ressourcen sind “Platz” (Speicherplatz) und “Zeit” (Re-
chenzeit). Bei der Formalisierung der Begriffe “Platz” und “Zeit” ist es nicht sinnvoll, diese
Groflen quantitativ genau zu erfassen. Wenn man zum Beispiel die Rechenzeit in Millise-
kunden messsen wiirde, dann miisste man bei jeder verbesserten Rechnergeneration (mit
einer héheren Anzahl von flops, schnellerem Speicherzugriff etc.) die Komplexititstheorie
wieder neu schreiben. Dariiberhinaus ist die Landschaft der Komplexitatsklassen um so ver-
wirrender, je feiner wir die Unterteilung gestalten. Es ist sozusagen ein “gesundes Maf} an
Schlampigkeit” gefragt. Bei der Definition von Komplexitidtsklassen erreichen wir dies auf
mehrfache Weise:

e Wir messen den Ressourcenverbrauch nur “gréflenordnungsméfig” als Funktion in der
Linge der Eingabe. Der Begriff der “Groflenordnung” wird durch die Landau’sche O-
Notation formalisiert werden.

e Wir fassen Funktionen verschiedener Groflenordnungen mitunter zu noch gréberen
Funktionsklassen zusammen. Zum Beispiel betrachten wir oft die Klasse aller Funktio-
nen einer polynomiell beschrankten Gréflenordnung.

e Wir beziehen uns stets auf das Modell der Turing-Maschine (anstelle eines realistische-
ren Modells fiir einen modernen Rechner).

Eine Formalisierung dieser Grundgedanken folgt.

3Natiirlich kann die NTM auch ,falsch“ raten und eine verwerfende Rechnung fiir eine zu akzeptierende
Eingabe w produzieren. Da uns aber in der Definition von Lj; eine einzige akzeptierende Rechnung reicht,
kénnen wir uns stets auf diese zuriick ziehen, um w € Lj; nachzuweisen.
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1.3.1 Grundbegriffe zur Asymptotik

In diesem Abschnitt listen wir die relevanten Definitionen nur kurz auf. Bei Verstdndnis-
schwierigkeiten sei das Selbststudium des Abschnittes zur Asymptotik im Begleitmaterial
zur Vorlesung empfohlen.

Im folgenden bezeichne Ny die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, " die Menge
der positiven reellen Zahlen und f, g, ... seien Funktionen von Ny nach N.

Definition 1.8 (Asymptotische Gleichheit)

f(n)

fwg:@r}irglomzl (1)

Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.

Definition 1.9 (Asymptotisch langsameres bzw. schnelleres Wachstum)

f%g:@iij&%:O (2)

In Worten: f wichst asymptotisch langsamer als g. Diese Relation ist transitiv. Wir schreiben
auch g = f fir f < g. In Worten: g wichst asymptotisch schneller als f.

Definition 1.10 (O-Notation)
O(g) = {f]| 3no € Ng,Jc € R",Vn > ngy : f(n) < c-g(n). (3)

Aus historischen Grinden schreibt man f = O(g) anstelle von f € O(g). In Worten: f
wdchst asymptotisch héchstens so schnell wie g.

Definition 1.11 (2-Notation)
9=(f) = f=0(9g) (4)
In Worten: g wdchst asymptotisch mindestens so schnell wie f.
Definition 1.12 (©-Notation)
f=0(g) = f=0(g) und f =Q(g) (5)
In Worten: g wdchst asymptotisch genau so schnell wie f.

Man beachte, dass asymptotische Gleichheit von f und g impliziert, dass beide Funktionen
asymptotisch genau so schnell wachsen, aber die Umkehrung gilt i.A. nicht. Zum Beispiel
gilt 2n = ©(n), aber 2n und n sind asymptotisch nicht gleich.

Definition 1.13 (o- und w-Notation)

olg) = {fl f=g} (6)
w(g) = {fl f=g} (7)

Die Schreibweise f = o(g) bzw. f = w(g) ist also zu f < g bzw. f > g dquivalent.
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Eine Funktion, die asymptotisch langsamer (bzw. schneller) als n wéchst heifit sublinear
(bzw. superlinear). Eine Funktion, die asymptotisch schneller wichst als jedes Polynom,
heiflt superpolynomiell. Analog sind die folgenden Begriffe
sublogarithmisch, superlogarithmisch, subexponentiell, . ..

zu verstehen.

Die folgenden Charakterisierung der asymptotischen Beziehung zwischen zwei Funktionen
mit Hilfe des ,limes superior* (grofiter Haufungspunkt einer Folge) und ,limes inferior®
(kleinster Hiufungspunkt einer Folge) sind mitunter niitzlich:

f=0(g) < liﬁsgp% < 0o
f=Q9g) < lig‘g}f%>0
f=06(g < 0<liminfmglimsupm<oo
R g =P )
_ : fln) _
f=o(9) & llﬁsgpm =
f=ulo) & Jm I

Falls hierbei f(n)/g(n) konvergiert, so kénnen wir natiirlich von der Gleichung

f(n) ) i)

liminf —= =limsup —= =
nsoo g(n)  nsee g(n)  n—oo g(n)

Gebrauch machen.

1.3.2 Komplexitidtsklassen

Definition 1.14 (Platzschranken, Zeitschranken, Ressourcenschranken) Seien S, T
Funktionen von Ny nach N und M eine DTM (mit evtl. mehreren Bdindern).

1. M heifit S(n)-platzbeschrinkt, wenn eine Rechnung von M auf einer Eingabe der Ma-
zimalldnge n mazimal O(S(n)) Bandzellen verbraucht.

2. M heifit T(n)-zeitbeschrdankt, wenn eine Rechnung von M auf einer Eingabe der Ma-
zimalldnge n mazimal O(T (n)) Schritte dauert.

Den Begriff “Ressourcenschranke” verwenden wir als Oberbegriff von Platz- und Zeitschran-

ke.

Wir werden stets 7'(n) > n voraus setzen, da n Schritte allein schon zum Lesen einer
Eingabe aus X" benétigt werden. Hingegen wird es durchaus von Interesse sein, sublineare
Platzschranken zu studieren. Dazu muss freilich Definition 1.14 etwas modifiziert werden:



Konvention Bei Platzschranken mit S(n) < n fiir alle (oder manche) Eingabeldngen n
erweitern wir die Turing-Maschine um ein “read-only” Eingabeband (auf dem also nur
gelesen, nicht aber geschrieben werden darf) und bezeichnen ihre anderen Bander (im
Unterschied dazu) als Arbeitsbiander. Nur der Platzverbrauch auf den Arbeitsbdndern
wird gezdhlt.

Ressourcenschranken induzieren Komplexitdtsklassen im Sinne folgender Definition.

Definition 1.15 (Deterministische Komplexititsklassen) 1. DTime(T) ist die Klas-
se aller Sprachen L, die von einer T'(n)-zeitbeschrinkten DTM akzeptiert werden kénnen.

2. DSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von einer S(n)-platzbeschrinkten DTM
akzeptiert werden kénnen.

3. DTimeSpace(T, S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von DTM akzeptiert werden
konnen, welche zugleich T (n)-zeitbeschrinkt und S(n)-platzbeschrdnkt ist.

Diese Definitionen lassen sich auf NTM'’s iibertragen.

Definition 1.16 Eine NTM M heifit S(n)-platzbeschrinkt (bzw. T'(n)-zeitbeschrankt), wenn
zu jeder Eingabe x € Ly der Maximallinge n eine akzeptierende Rechnung existiert, die
mazimal O(S(n)) Bandzellen (bzw. O(T(n)) Rechenschritte) bendtigt.

Definition 1.17 1. NTime(T) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer T (n)-zeitbe-
schrinkten NTM akzeptiert werden kénnen.

2. NSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von einer S(n)-platzbeschrinkten NTM
akzeptiert werden kénnen.

3. NTimeSpace(T,S) ist die Klasse aller Sprachen L, die von NTM akzeptiert werden
konnen, welche zugleich T (n)-zeitbeschrinkt und S(n)-platzbeschrdnkt ist.

Konventionen Es sei R eine Klasse von Ressourcenschranken. Eine TM M heifit dann
R-platz- bzw. zeitbeschrinkt, wenn eine Ressourcenschranke R € R existiert, so dass M
R-platz- bzw. R-zeitbeschrénkt ist. Diese Konvention wird auch benutzt, um entsprechende
Komplexitétsklassen zu bilden. Zum Beispiel gilt dann DTime(R) = Uger D Time(R).

Der Index k in Verbindung mit einer Komplexitdtsklasse soll bedeuten, dass wir nur k-Band
Turing-Maschinen zulassen. Zum Beispiel ist dann DTimey(T) die Klasse aller Sprachen
L, die von einer T'(n)-zeitbeschrinkten k-Band DTM akzeptiert werden koénnen. Da wir
mit einer DTM per Konvention eine Mehrband DTM meinen gilt natiirlich DTime(T) =
UkleTimek(T).
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2 Robustheit des Maschinenmodells

Kann der Fligelschlag eines Moskitos einen Taifun auslosen?

In der Chaostheorie werden mitunter Bedingungen beschrieben, die ein dynamisches System
in ein labiles Gleichgewicht versetzen, so dass unscheinbar daher kommende Ereignisse (wie
der Fliigelschlag eines Moskitos) dramatische Konsequenzen haben kénnen (wie die Entste-
hung eines Taifuns). Ein solchermaflen chaotisches Verhalten ist sowohl bei Rechnern als auch
bei der theoretischen Durchdringung derselben nicht wiinschenswert. Anders ausgedriickt:
die Komplexitédtsklassen und die Hauptséitze der Komplexitédtstheorie sollten sich nicht dra-
matisch verdndern, wenn das Standard-Maschinenmodell , marginal“ modifiziert wird. Die
folgende These sollte in diesem Zusammenhang gesehen werden:

Erweiterte Church’sche These Alle ,verniinftigen“ Modelle von deterministischen, se-
quentiellen Rechmern sind , polynomiell miteinander verkniipft“ in dem Sinne, dass
wechselseitige Simulationen schlimmstenfalls einen ,polynomiellen Blow-up“ der be-
trachteten Ressourcenschranken erleiden.

Man beachte, dass die Aussage dieser These sich explizit nicht auf nicht-deterministische oder
probabilistische Rechnermodelle erstreckt, ebensowenig auf Modelle von Parallelrechnern.*

Die erweiterte Church’sche These kann natiirlich nur fiir konkrete Maschinenmodelle ve-
rifiziert werden. Es ldsst sich zum Beispiel zeigen, dass deterministische Turing-Maschinen
und sogenannte ,Random Access Maschinen® (die einem realistischen Maschinenmodell mo-
derner Computer recht nahe kommen) polynomiell miteinander verkniipft sind. In diesem
Kapitel illustrieren wir die Robustheit der Komplexitdtstheorie durch folgende (hier nur
salopp formulierten) Resultate:

Kompressionstheorem Der Speicherplatzbedarf ldsst sich um einen beliebig vorgegebenen
konstanten Faktor reduzieren.

Beschleunigungstheorem Der Zeitbedarf lédsst sich um einen beliebigen konstanten Fak-
tor reduzieren (allerdings nicht unter Linearzeit).

1. Bandreduktionstheorem Beim Ubergang von Mehrband- zu 1-Band Turing-Maschinen
verdndert sich die Platzschranke nicht und die Zeitschranke erleidet schlimmstenfalls
einen , quadratischen Blow-up“.

2. Bandreduktionstheorem Beim Ubergang von Mehrband- zu 2-Band DTMs erleidet
die Zeitschranke schlimmstenfalls einen ,logarithmischen Blow-up“. (Bei NTMs bleibt
sie sogar unverandert.)

Kompressions- und Beschleunigungstheorem koénnen als eine zusétzliche Rechtfertigung
der O-Notation bei der Definition von S(n)-platzbeschrinkten bzw. T'(n)-platzbeschrankten
Turing-Maschinen gesehen werden: die durch die O-Notation , versteckte Konstante“ lédsst
sich durch Kompression bzw. Beschleunigung sowieso liquidieren.

“Die in jiingster heif} diskutierten sogenannten Quantenrechner (mit denen wir uns in dieser Vorlesung
nicht beschiftigen werden) sind auch zu paralleler Verarbeitung von Information im Stande.
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Die Lehre aus den Bandreduktionstheoremen ist, dass wir uns — sofern wir uns an einem
schlimmstenfalls , kleinen“ (quadratischen bzw. logarithmischen) Blow-up der Zeitschranken
nicht stéren — auf 1-Band bzw. 2-Band Turing-Maschinen zuriick ziehen diirfen.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die genannten Theoreme exakt formuliert
und (skizzenhaft) bewiesen. Unterwegs lernen Sie einige fundamentale Simulations- und Ana-
lysetechniken (Schritt-fiir-Schritt Simulation, Kodierungstricks, Technik des , Shiftens von
Bandinschriften“ und der aufgelockerten Speicherung sowie amortisierte Analyse) kennen.

2.1 Kompression und Beschleunigung

In diesem (und nur diesem) Abschnitt wollen wir bei der Betrachtung von Platz- und Zeit-
schranken etwas , pingeliger sein. Eine DTM heifle strikt T'(n)-zeitbeschrdankt, wenn ihre
Rechnung auf einer Eingabe der Linge n maximal T'(n) — statt O(7'(n)) — Schritte dauert.
Sie heifit strikt S(n)-platzbeschrinkt, wenn im Laufe der Rechnung auf Eingaben der Linge
n maximal S(n) Zellen besucht werden. Die analoge Sprachregelung verwenden wir auch fiir
NTMs.

Satz 2.1 (Kompressionstheorem) Wenn die Sprache L C X* durch eine S(n) strikt
platzbeschrinkte k-Band DTM akzeptiert werden kann, so kann sie fir jede Konstante 0 <
€ < 1 auch durch eine [e€S(n)| strikt platzbeschrdinkte k-Band DTM akzeptiert werden. Eine
analoge Aussage gilt auch fiir NTMs.

Beweis Wir skizzieren den Beweis fiir 1-Band DTMs (evtl. erweitert um ein read-only Ein-
gabeband). Der Beweis fiir k~-Band DTMs bzw. k-Band NTMs ergibt sich aber véllog analog.
Sei M eine S(n) strikt platzbeschrinkte 1-Band DTM mit L = Lj,. Ziel ist die Konstruktion
einer [eS(n)]| strikt platzbeschréankten 1-Band DTM M’ mit L = Ly;. Wir nehmen zunéchst
an, dass M’ iiber ein read-only Eingabeband verfiigt (und rechtfertigen dies spéter). Setze
m := [1/e|. Die wesentliche Idee zur Konstruktion von M’ besteht darin, ein méchtige-
res Bandalphabet zu verwenden, das die Kodierung von m Symbolen durch ein einziges
»Supersymbol* erlaubt: wenn M Bandalphabet I verwendet, so spendieren wir M’ das Ban-
dalphabet I' U I'™. M’ iibertrdgt zunachst die Eingabe w in komprimierter Form auf ihr
Arbeitsband. Danach simuliert sie M Schritt fiir Schritt, wobei aber die Bandinschrift stets
in komprimierter Form dargestellt wird. Die Details dieser Simulationsidee sind leicht ein-
zufiillen (s. Ubung).

Zur Vollstindigkeit des Beweises fehlt nur noch die Rechtfertigung fiir die Verwendung des
read-only Eingabebandes:

e Falls [eS(n)]| > n fiir alle n, dann kann die Kompression der Eingabe auch ohne das
read-only Extraband erfolgen.

e Andernfalls liegt die Platzschranke fiir manche Eingabenldngen n unterhalb von n und
M’ bekommt gemé&fl unserer Vereinbarung bei sublinearen Platzschranken ein read-only
Eingabeband zugeteilt.
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Satz 2.2 (Beschleunigungstheorem) Wenn die Sprache L C ¥* durch eine T(n) strikt
zeitbeschrdankte k-Band DTM M akzeptiert werden kann, so kann sie fir jede Konstante
0 < € < 1 auch durch eine n + €I'(n) strikt zeitbeschrinkte max{2, k}-Band DTM M’
akzeptiert werden. Falls T'(n) = w(n), dann ist M' sogar [eT'(n)] strikt zeitbeschrdankt. Eine
analoge Aussage gilt auch fir NTMs.

Beweis Wir skizzieren den Beweis fiir DTMs. (Fiir NTMs kann er analog gefiihrt werden.)
Wir spendieren fiir M’ zunéchst die etwas komfortablere strikte Zeitschranke n + €I'(n) + 4
sowie k + 1 Bénder (und rechtfertigen dies spéter). Die wesentliche Idee zur Konstruktion
von M' besteht wieder in der Verwendung des Bandalphabetes I' U '™, wobei die , Super-
symbole“ aus I'™ die gleichzeitige Manipulation von m einfachen Symbolen aus I' erlaubt.
(Die Konstante m wird spiter geeignet definiert.) M’ arbeitet wie folgt:

Initialisierung Die Eingabe der Léange n wird in komprimierter Form auf Band k + 1
tibertragen, wo sie dann nur [n/m] Zellen beansprucht. Kopf & + 1 spaziert danach
auf Zelle 1 (also zum Anfang der komprimierten Eingabe) zuriick. Ab jetzt verwendet
M' Band k + 1 in der Rolle des Bandes 1 von M.

Kommentar Es ist hilfreich sich vorzustellen, dass das Arbeitsband von M in Blocke der
Linge m zerfillt, wobei die Beschriftung eines Blockes einem Supersymbol aus I'™
entspricht. M’ wird m Schritte von M (genannt ,Phase“) in 3 Schritten simulieren,
wobei zu Beginn einer Phase stets die folgenden Bedingungen gelten:

Bedingung 1 Das Band von M’ enthélt die Beschriftung des entsprechenden Bandes
von M in komprimierter Form. Wenn B; die Beschriftung des i-ten Blockes des
Bandes von M ist, dann bezeichne S; € I'™ das entsprechende Supersymbol auf
dem Band von M'.

Bedingung 2 Wenn der Kopf von M auf einer Zelle in Block ¢ positioniert ist, dann
ist der Kopf von M' auf der Zelle mit Supersymbol S; positioniert und hat die
Supersymbole S;_1,5;,S;11 (ebenso wie den aktuellen Zustand von M) in die
endliche Kontrolle geladen.

Beachte, dass der Kopf von M innerhalb einer Phase bestehend aus m Schritten sich
entweder nur in den Blocken B; und (evtl.) B;;; oder in den Blocken B; und (evtl.)
B; 1 aufhalten kann. In der folgenden Beschreibung der Simulation durch M’ setzen
wir voraus, dass er sich in B; und (evtl.) B;y; aufhilt. (Der andere Fall ist hierzu
symmetrisch. )

Simulation Solange M nicht stoppt, werden ihre néchsten m Schritte (die aktuelle Phase)
durch M' simuliert wie folgt:

Schritt 1 Ersetze S; durch das Supersymbol 5] fiir den Inhalt von Block ¢ am Ende
der Phase, lade S! an Stelle von S; in die endliche Kontrolle und bewege den Kopf
auf Si—l—l-
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Schritt 2 Ersetze S;;;, durch das Supersymbol S; ; fiir den Inhalt von Block ¢ + 1
am Ende der Phase und lade Sj,, an Stelle von S;;; in die endliche Kontrolle.
Falls M sich am Ende der Phase in Block ¢ aufhilt, dann bewege den Kopf auf S;
zuriick und beende die Simulation der Phase. Andernfalls (M hélt sich am Ende
der Phase in Block i + 1 auf) bewege den Kopf auf S; ;2 und vollziehe Schritt 3.

Schritt 3 Lade S;;2 an Stelle von S; ; in die endliche Kontrolle und bewege den Kopf
wieder auf S ;.

Induktiv lésst sich leicht zeigen, dass Bedingungen 1 und 2 zu Beginn einer jeden Phase gel-
ten: sie gelten (bei geeigneter Implementierung) nach der Initialisierung (Induktionsanfang)
und reproduzieren sich nach jeder simulierten Phase (Induktionsschritt). Hieraus ergibt sich
die Korrektheit der Simulation. Fiir M’ ergibt sich (unter Ausnutzung von 7'(n) > n) die
strikte Zeitschranke

Initialisierung Simulation

2] 5[] [T a7

m m m m

Setzen wir m := m(e) := [4/€], so ergibt sich die strikte Zeitschranke n + €I'(n) + 4.
Den additiven Term 4 werden wir los, indem wir m := m(e/2) setzen und ausnutzen, dass
folgendes gilt:

Ing, Vn > ny : gT(n) +4<eT(n) .

Die endlich vielen Eingaben mit einer Linge n < ng kann M’ in strikter Linearzeit (n
Schritte) mit der endlichen Kontrolle bearbeiten. Somit ergibt sich die strikte Zeitschranke
n+ €T'(n).

Falls £ > 2, so werden wir Band k + 1 von M’ los, indem M’ zur Initialisierung Band 2
an Stelle von Band k£ 4 1 benutzt und bei der Simulation von M die Bénder 1 und 2 in
vertauschten Rollen verwendet.

Falls T'(n) = w(n), so ergibt sich die strikte Zeitschranke €T'(n), indem wir ausnutzen, dass
folgendes gilt:

dng,Vn > ng : n+ gT(n) < €T (n) .

Damit ist das Beschleunigungstheorem vollstdndig bewiesen. a

2.2 Bandreduktion

In den Beweisen der folgenden Bandreduktionstheoreme ist es anschaulich, sich vorzustellen,
dass ein ,,Supersymbol“ (Xi,...,X}) € I'* in einer Zelle mit k& ,Spuren“ untergebracht ist
(ein Symbol aus I' pro Spur). Formal gesehen handelt es sich aber weiterhin einfach um den
uns schon bekannten Kniff, dass wir ein Bandalphabet I' zu einem mé&chtigeren Bandalphabet
[ UT* erweitern konnen. Wenn wir diese Technik einsetzen, sprechen wir im Folgenden von
“Mehrspur DTMs*“.
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Satz 2.3 (Erstes Bandreduktionstheorem) D TimeSpace(T,S) C DTimeSpace,(TS,S)
und NTimeSpace(T,S) C NTimeSpace, (TS, S).

Beweis Wir fithren den Beweis fiir DTMs. (Fiir NTM’s verlduft er aber vollig analog.)

Es bezeichne M eine gegebene T'-zeitbeschrinkte und S-platzbeschrankte DTM. Wir kon-
struieren eine T'S-zeitbeschriankte und S-platzbeschrinkte DTM M’, welche M simuliert
(und somit im Stande ist, die gleiche Sprache wie M zu akzeptieren). M’ besitzt fiir jeden
Zustand z von M einen entsprechenden Zustand 2’ (und weitere Zustdnde). M’ simuliert
einen Schritt von M mit Zustandswechsel von z; nach z; durch eine Folge von Schritten,
welche im Zustand 2] startet und im Zustand 2} endet (Schritt fiir Schritt Simulation). Die
wesentliche Schwierigkeit besteht darin, die Beschriftung der k-Band TM M auf einem ein-
zigen Band unterzubringen und die Arbeit der k£ Képfe von M mit dem (einzigen) Kopf von
M’ zu erledigen. Wir setzen zu diesem Zweck eine ,Mehrspur DTM* und die Technik des
,ohiftens von Bandinschriften“ ein. Details folgen.

M' benutzt ein Band mit & Spuren. Dabei soll unmittelbar vor der Simulation eines Schrittes
von M durch M’ stets gelten:

(1) M’ befindet sich im Zustand 2’, sofern M sich im Zustand z befindet.
(2) Spur i des Bandes von M’ enthilt die Beschriftung von Band i von M (1 < i < k).

(3) Zelle 0 von M' enthilt genau die £ Symbole, auf denen die k£ Kopfe von M positioniert
sind.

(4) Der Kopf von M’ befindet sich auf Zelle 0 (,,Normalposition*).

Bedingungen (3) und (4) sorgen dafiir, da§ M’ zu Beginn der Simulation eines Schrittes von
M die k von M gelesenen Symbole kennt. Um einen Schritt von M zu simulieren, geht M’
vor wie folgt:

1. Wenn M Symbole X7,..., Xy durch Y, ... Y, ersetzt, ersetzt M' in Zelle 0 das Su-
persymbol (X7, ..., Xy) durch das Supersymbol (Y3,...,Y).

2. Wenn M Kopf i nach rechts (bzw. links) bewegt, so verschiebt M’ die Inschrift von
Spur ¢ um eine Position in die entgegengesetzte Richtung.

3. Der Kopf von M’ begibt sich wieder in Normalposition.

4. Schliellich geht M’ in den Zustand 2z’ iiber, sofern M in den Zustand z iibergegangen
ist.

Durch diese Vorgehensweise bleiben Bedingungen (1), (2) und (3) stets erhalten und die
Simulation ist korrekt. Offensichtlich besucht M’ nicht mehr Zellen wie M und ist daher
S(n)-platzbeschrénkt. Da 1 Schritt von M durch M’ in O(S(n)) Schritten simuliert werden
kann, ist M’ O(T'S)-zeitbeschrénkt. O
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Aus dem ersten Bandreduktionstheorem konnen wir ein paar nahe liegende Schlussfolgerun-
gen ziehen:

DSpace(S) = DSpace,(S) und NSpace(S) = NSpace,(S)
DTime(T) C DTime;(T?) und NTime(T) C NTime,(T?)

Die Lehre hieraus ist die folgende: Bei der Analyse der Platzkomplexitét spielt es keine
Rolle, ob wir Ein- oder Mehrbandmaschinen betrachten; bei der Analyse der Zeitkomple-
xitdt hingegen konnte die Beschridnkung auf 1 Band zu einem , quadratischen blow-up“ der
benotigten Rechenzeit fithren.

Einschub Streng genommen haben wir nur gesehen, dass unsere Simulation einer Mehrband-
durch eine 1-Band Maschine einen quadratischen blow-up der Zeitschranke erleidet. Gibt es
zeiteffizientere Simulationen? Die Antwort lautet: Zumindest in Einzelfillen geht es nicht
besser! Man kann nidmlich mit informationstheoretischen Methoden (Technik der sogenann-
ten ,Crossing Sequences“) zeigen, dass bestimmte Sprachen (wie zum Beispiel die Sprache
der Palindrome) in DTimes(n) \ DTime;(o(n?)) liegen. Eine solche Sprache kann also von
einer 2-Band DTM in Linearzeit erkannt werden, aber von keiner 1-Band DTM in subqua-
dratischer Zeit.

Satz 2.4 (Zweites Bandreduktionstheorem fiir DTMs)

DTimeSpace(T,S) C DTimes(T logS) .

Beweis Wir miissen im Wesentlichen zeigen, dass eine k-Band DTM M mit Zeitschran-
ke T und Platzschranke S simulierbar ist durch eine 2-Band DTM M’ mit Zeitschranke
Tlog S. M' verwendet Band 2 als eine Art ,Schmierblatt® und bringt die Inschriften der k
Binder von M alle auf ihrem Band 1 unter. Ahnlich wie bei der Simulation im Beweis zum
1. Bandreduktionstheorem wird Band 1 aus mehreren Spuren bestehen und es wird wieder
die Technik des Shiftens von Bandinschriften eingesetzt werden. Um aber den quadratischen
Blow-up der Zeitschranke zu vermeiden, wird die Bandinschrift diesmal in einer geeignet
yaufgelockerten Form“ abgespeichert, so dass nicht jedes Mal die gesamte Inschrift in einen
Shift mit einbezogen werden muss. Die Simulationsidee mit dem Shiften von Bandinschriften
setzen wir als bekannt voraus. Es folgen hauptséchlich Details zur , Technik der aufgelocker-
ten Speicherung® und der resultierenden Zeitanalyse.

Band 1 von M’ besitzt insgesamt 2k ,Spuren“, d.h., das Bandalphabet von M’ enthilt
Supersymbole aus I'*™. Auf diese Weise stehen 2 Spuren pro Band von M zur Verfiigung.

Einschub Wir konzentrieren uns ab jetzt auf die Arbeit von M’ auf zwei (einem Band von
M entsprechenden) Spuren ihres ersten Bandes. Die Anzahl der Rechenschritte, die wir
auf diese Weise ermitteln, muss im Prinzip mit & multipliziert werden, da die gleiche
Arbeit fiir jedes der k Spurpaare zu leisten ist.

M'" unterteilt die Zellen von Band 1 in Blécke ..., B 5, B 1, By, By, Bs, ..., wobei Block
B, aus 1 Zelle und Blocke B_; und B; fiir ¢ > 1 aus 2! Zellen bestehen. Die Inschrift
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des betreffenden Bandes von M erhalten wir, indem wir auf den beiden korrespondierenden
Spuren des 1. Bandes von M’ die Blocke von links nach rechts auslesen, wobei innerhalb
eines Blockes die obere Spur zuerst gelesen wird. Zum Beispiel enthalten die beiden Spuren

3| -=3|-3|-3|-2|=2)|-1||0o}j1|2 23|3]3]|3
A|B|C|D F\|\H|I
E\G|J|K|L|IM|N|O

(mit den Blocknummern in der obersten Zeile) die Inschrift ABCDEFGHIJKLMNO.
Dass die Blocke im obigen Beispiel entweder leer, halbvoll oder voll sind, ist kein Zufall, da
M’ wéhrend der Simulation von M folgende Invarianzbedingungen einhilt:

1. Die (korrekt ausgelesene) Inschrift zweier Spuren von Band 1 von M’ ist stets gleich
der Inschrift des betreffenden Bandes von M.

2. Fiir jedes Paar von Spuren (zur Darstellung eine Bandes von M) und jede Nummer
i > 1 eines Blockes gilt genau eine der folgenden beiden Bedingungen®:

(0) B; und B_; sind beide halbvoll.
(1) B; ist voll und B_; ist leer (oder umgekehrt).

By ist stets halbvoll.

Es ist hilfreich den aktuellen Status der Blocke durch einen Bitvektor b anzuzeigen mit b; = 0
bzw. b; = 1, falls Bedingung (0) bzw. Bedingung (1) gilt.

Wieviel Arbeit kommt auf M’ zu, wenn die Inschrift zweier Spuren von Band 1 geshiftet
werden muss? Wir betrachten einen Rechtsshift (wobei die Uberlegungen fiir einen Linksshift
vollig analog sind). M’ geht zur Implementierung eines Rechtsshifts vor wie folgt®:

1. Suche die minimale Nummer ¢ > 1 eines nicht-vollen Blockes B;.

2. Fir j =i¢—1,...,0 transportiere die Inschrift des Blockes B; in die unterste freie Spur
von Bj.
3. Transportiere die unterste besetzte Spur von B_; in die obere Spur von B_(;_1),... , B_;

und die untere Spur von By.

Wir wollen an dem obigen Beipiel die Wirkung eines Rechtsshiftes illustrieren. Der erste
nicht-volle Block mit einer positiven Blocknummer ist Bs. Der Rechtsshift erstreckt sich
demnach auf die Blocke B 3, ..., B; und fiihrt zu folgenden Ergebnis:

=3 |-=3|-3|=3|-2|=2|-1||joy1(2|2)3 |3 |33
A| B | C H|I|J|K
D\E|F|G|L|M|N|O

Hierbei betrachten wir (um unnétige Fallunterscheidungen zu vermeiden) die Blécke B; und B_; als
,halbvoll“, wenn sie noch unbenutzt sind (wenn also der Kopf 1 von M’ bei seiner Arbeit auf diesen beiden
Spuren den Bereich der Blocke B_(;_1), ..., B;1 noch nicht verlassen hat).

6Das folgende Mandver geht wegen der gewihlten Blockgrofien und der geltenden Invarianzbedingungen
immer gut!
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Beachte, dass der Rechtsshift nur fiir einen Teil der Blocke, ndmlich fiir die Blocke mit
Nummern von —¢ bis ¢, durchgefiihrt werden muss. Um dies deutlich zu machen, sprechen
wir von einer B;-Operation. Unter Verwendung eines Schmierblattes (Band 2) kann M’ eine
B;-Operation in ¢2' Schritten (fiir eine geeignet gewihlte Konstante c) ausfiihren. Fiir die
Zeitanalyse der geschilderten Simulation stellen sich zwei grundsétzliche Fragen:

Frage 1 Wieviele Blocke werden im Laufe der Simulation benutzt?
Frage 2 Wieviele B;-Operationen werden im Laufe der Simulation durchgefiihrt?

Die Antwort auf die erste Frage ist einfach: da B_; und B; fiir ¢ > 1 zusammen (auf zwei
Spuren) stets 2¢ Symbole speichern, benutzt M’ hochstens s < log(S(n) + 1) viele Blocke.
Zur Antwort auf die zweite Frage verwenden wir die Technik der amortisierten Analyse.” Zu
diesem Zweck betrachten wir die ,,Potenzialfunktion*

1—1
j=1

Einschub Die Grundidee zur amortisierten Analyse (geschildert am vorliegenden Fall) ist
die folgende. Eine B;-Operation ist um so teurer, je grofler die Nummer 7 ist. Wir
werden fiir eine teure Operation dadurch , belohnt“ werden, dass das ®;-Potenzial auf
einen deutlich niedrigeren Level sinkt. Da die Potenzialfunktion niemals negative Werte
annimmt und (wie wir noch zeigen werden) sie auch nur in begrenztem Umfang wachsen
kann, kann die Anzahl der B;-Operationen nicht ,beliebig gro“ sein (was natiirlich
préziser ausgedriickt werden wird).

Wir wollen die Verdnderung von ®; analysieren, die durch eine B;-Operation ausgelost wird.
Vor der B;-Operation gilt (0BdA im Falle eines Rechtsshiftes):

1. bl == bi—l = ]., dh, Bl, ce ,Bi—l sind voll und B_l, ce ,B—(i—l) sind leer.

2. Entweder sind B; und B_; beide halbvoll (und somit b; = 0) oder B; ist leer und B_;
ist voll (und somit b; = 1).

Nach der B;-Operation gilt:
1. bl == bi—l = 0, dh, Bl, ce ,Bi—l sowie B_l, ce ,B,(ifl) sind halbvoll.

2. Entweder sind B; und B_; beide halbvoll (und somit b; = 0) oder B; ist leer und B_;
ist voll (und somit b; = 1). Wenn B; vorher halbvoll war, ist er nun voll (b; wechselt
von 0 auf 1). Wenn B; vorher leer und B_; vorher voll war, so sind beide Blécke nun
halbvoll (b; wechselt von 1 auf 0.)

"Ein paar weiter fiihrende Bemerkungen zu dieser wichtigen Analysetechnik sind im Begleitmaterial zur
Vorlesung enthalten.
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In jedem Fall ergibt sich, dass eine B;-Operation das Potenzial ®; um Z;;ll 2 =20 -2
verkleinert. Fiir 4 > 2 betrigt die Potenzialverkleinerung mindestens 2¢~!. Dariiberhinaus
ergibt sich, dass eine By-Operation mit k # ¢ das Potenzial ®; maximal um 1 vergroflert
(und evtl. sogar verkleinert). Beachte, dass das anfingliche Potenzial stets 0 ist. (Hier nutzen
wir die Konvention, dass unbenutzte Blocke als halbvoll betrachtet werden.) Es bezeichne
m; die Gesamtzahl aller wihrend der Simulation durchgefiihrten B;-Operationen. Beachte,
dass .7 ,m; = T(n), da jeder simulierte Schritt fiir ein ¢ € {1,...,s} eine B;-Operation
auslost. Das ®;-Potenzial kann daher hochstens 7'(n)-mal um 1 inkrementiert werden. Nach
der Durchfiithrung der m; vielen B;-Operationen muss ®; (mit ¢ > 2) demnach die Bedingung

0 < T(n) —m2"!

erfiillen, woraus sich

ergibt. Da trivialerweise m; < T'(n), ist diese Bedingung fiir ¢ = 1 ebenfalls erfiillt. Die
Laufzeit 7"(n) (bezogen auf eines der k& Spurpaare) ergibt sich aus den Gesamtkosten aller
B;-Operationen fiiri =1,...,s:

T'(n) < zs:micT < 2¢sT(n) < 2¢T(n)log(1+ S(n)) .

Fiir die Gesamtlaufzeit (bezogen auf alle £ Spurpaare und inklusive des Aufwandes fiir eine
geeignete Initialisierung) ergibt sich eine Zeitschranke der Form T'log S. a

Folgerung 2.5 DTime(T) C DTimey(T logT).

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch das folgende Resultat an (dessen Beweis wir
in den Ubungen diskutieren):

Satz 2.6 (Zweites Bandreduktionstheorem fiir NTMs) NTime(T) = NTimes(T).

Bei der Zeitanalyse von nicht-deterministischen Turing-Maschinen kénnte man sich also
stets auf 2-Band NTMs zuriick ziehen. 2-Band DTM hingegen erleiden im Vergleich zu
Mehrband DTMs evtl. einen kleinen ,,Blow-up® der Zeitschranke um einen logarithmischen
Faktor.
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3 Beziehungen zwischen den Komplexititsklassen

3.1 Kontrolle der Ressourcenschranken

Eine Schliisseltechnik zur Analyse der Beziehungen zwischen verschiedenen Komplexitéts-
klassen ist die Simulation einer TM M durch eine andere TM M'. Dabei wird es von Bedeu-
tung sein, dass M’ ihre Ressourcenschranken nicht iiberschreitet. Unter Umstédnden muss eine
Simulation von M durch M’ erfolglos abgebrochen werden, wenn sie zur Uberschreitung der
Ressourcenschranke fithren wiirde. Wie aber kann M’ die Kontrolle dariiber bewahren? Die
Beantwortung dieser Frage beruht auf den Konzepten der Platz- und Zeitkonstruierbarkeit.

Definition 3.1 (Platzkonstruierbarkeit) Eine Funktion S : N — N heifft platzkonstru-
ierbar, wenn die Funktion 1™ — 1% von einer S-platzbeschrinkten DTM berechnet werden
kann.

Die Hauptanwendung der Platzkonstruierbarkeit besteht darin, ein Bandsegment der Grofie
S(n) abzustecken (zum Beispiel mit Endmarkierungen auf der Zelle am weitesten links
bzw. rechts). Dies geschieht oft in Verbindung mit einer Simulation, welche abgebrochen
wird, wenn sie zum Verlasssen des abgesteckten Bandsegmentes fithren wiirde.

Definition 3.2 (Zeitkonstruierbarkeit) FEine Funktion T : N — N heifst zeitkonstruier-
bar, wenn die Funktion 1™ — bin(n) von einer T-zeitbeschrankten 2-Band DTM M berechnet
werden kann.

Die Hauptanwendung der Zeitkonstruierbarkeit besteht darin, einen Bindrzahler mit bin(7'(n))
zu initialisieren und dann in Verbindung mit einer Simulation als ,,Uhr* zu verwenden: nach
jedem Schritt in der Simulation wird der Z&hler um 1 dekrementiert; erreicht er den Wert 0
(Zeit abgelaufen), dann wird die Simulation abgebrochen.®

Die folgenden Beobachtungen (Beweise in den Ubungen) zeigen, dass die Klasse der
konstruierbaren Funktionen sehr reichhaltig ist:

1. Jede konstante Funktion n +— ¢ mit ¢ € N ist platz- und zeitkonstruierbar.

2. Die Funktionen n +— |bin(n)] = 1 + |logn], n — [logn| und n +— [logn]| sind
platzkonstruierbar.

3. Die Funktionen n — n und n +— 2" sind platz- und zeitkonstruierbar.

4. Platz- und zeitkonstruierbare Funktionen sind abgeschlossen unter Addition und Mul-
tiplikation.

5. Alle Polynome mit Koeffizienten aus N (aufgefasst als Funktionen von N nach N) sind
platz- und zeitkonstruierbar.

Konvention Mit einem , Polynom® meinen wir im Folgenden stets ein Polynom mit Koef-
fizienten aus N, das als Funktion von N nach N (oder manchmal auch als Funktion
von Ny nach Ny) aufgefasst wird.

8Mit einer amortisierten Analyse lisst sich zeigen, dass der ,Overhead® zum Zuriickzihlen des
Bindrzédhlers von bin(7'(n)) auf 0 durch O(T'(n)) Rechenschritte beschrinkt ist.
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3.2 Das Rate-Verifikations-Prinzip

DTMs konnen wir im Prinzip als NTMs mit genau einer Alternative pro Rechenschritt auf-
fassen. Wir werden in diesem Abschnitt NT'Ms so normalisieren, dass sie genau zwei Alterna-
tiven pro Rechenschritt haben und zudem nach dem sogenannten Rate- Verifikations-Prinzip
vorgehen.

Jede NTM lésst sich ohne wesentlichen Effizienzverlust (unverénderte Zeit- und Platz-
schranken) simulieren durch eine NTM, die pro Rechenschritt genau zwei Alternativen zur
Verfiigung hat (s. Ubung). Wenn es genau zwei Alternativen pro Schritt gibt, sagen wir
,Alternative 0“ und “Alternative 1“, dann kann die NTM die , nicht-deterministischen Ent-
scheidungen® an den Anfang stellen und auf einer Eingabe w € X" vorgehen wie folgt:

1. Rate einen Binérstring u € {0,1}*.°

2. Vollziehe die durch u beschriebene deterministische (!) Rechnung der Maximalldnge |u],
bei der in Schritt ¢ die Alternative u; gewahlt wird. Falls nach |u| Schritten keine End-
konfiguration erreicht wurde, dann stoppe verwerfend. Wurde eine Endkonfiguration
erreicht, dann stoppe (und zwar akzeptierend gdw die Endkonfiguration alzeptierend
ist).

Es bezeichne
()X x ¥ =¥

eine injektive in Linearzeit berechen- und invertierbare Abbildung, welche Wortpaaren (u, w)
ein Wort (u, w) iiber dem gleichen Alphabet ¥ zuordnet. Intuitiv kénnen wir (u, w) als eine
Kodierung des Paares (u,w) anschauen, wobei Kodierung und Dekodierung in Linearzeit
durchfiihrbar sind. Eine denkbare Kodierung wére zum Beispiel

(Up - Upyy Wy -+ - Wy) > UUY -+ - Uy Uy QWL WY - - - Wp Wy,

Unsere Ausfiihrungen zum Rate-Verifikations-Prinzip lassen sich in folgendem Resultat zu-
sammen fassen:

Satz 3.3 (Rate-Verifikations-Theorem) Wir betrachten Sprachen iber einem festen Al-
phabet ¥. Es gilt L € NTime(T'(n)) gdw eine Sprache L' und eine Konstante ¢ > 0 existieren,
so dass

L={weX| FueczT: (yuwel}={weS|uecZ: (u,w)c L'} (8)

und die Mitgliedschaft von (u,w) in L' von einer DTM in O(|u| + T'(|w|)) vielen Schritten
getestet werden kann.

Beweis Sei zunichst L € NTime(T) voraus gesetzt. Es sei dann M eine T-zeitbeschrinkte
nach dem Rate-Verifikations-Prinzip vorgehende NTM mit L = Lj,;. Wéhle die Konstante

9Bei bekannter Zeitschranke 7" wiirde es ausreichen, u von der Linge cT'(n) (fiir eine geeignete Konstante
¢) zu wihlen. Ohne Kenntnis einer Zeitschranke wiirde auch die Lénge von u von der NTM ,geraten®.
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¢ > 0 hinreichend grof}; so dass zu jeder Eingabe w € L der Lénge n eine akzeptierende
Rechnung von M der Linge cT'(n) existiert. Wéhle L' als die Sprache aller Worter der Form
(u, w) mit der Eigenschaft, dass M, angesetzt auf die um Binédrstring u erweiterte Eingabe
w, in der deterministischen Verifikationsphase eine akzeptierende Rechnung durchfiihrt. Of-
fensichtlich geniigen ¢ und L der Bedingung (8). Bleibt zu zeigen, dass die Mitgliedschaft
von (u,w) in L' von einer geeigneten DTM M’ in O(T'(Jw|) vielen Schritten getestet werden
kann. Wir erhalten eine solche DTM M'| indem wir aus Eingabe (u, w) zunéchst die Worter
u und w extrahieren und anschliefend das deterministische Programm fiir die Verifikations-
phase von M verwenden.

Sei nun umgekehrt voraus gesetzt, dass eine Konstante ¢ und eine Sprache L' € DTime(T)
mit den im Satz beschriebenen Eigenschaften existieren. Es bezeichne M' die DTM, welche
die Mitgliedschaft von (u,w) in L’ in O(|u| + T(Jw|)) Schritten testet. Wir erhalten eine 7'-
zeitbeschréankte NTM M mit L = Ly, indem wir zunéchst einen String v € ¥* raten, dann
(u, w) der DTM M' zum , Fraf} vorwerfen“ und genau dann akzeptieren, wenn M’ akzeptiert.
Geméf (8) hat M auf Eingabe w € X" nur dann eine akzeptierende Rechnung, falls w € L.
Falls w € L, dann gibt es sogar eine akzeptierende Rechnung der Linge O(T'(n)). 0

In der Logik bezeichnet ein k-stelliges Pradikat eine Funktion Q(zy,...,z;) mit dem
Booleschen Wertebereich {0,1} (wobei 1 fiir ,true“ und 0 fiir ,false “ steht). Es bezeichne
(x1,...,xy) eine in Linearzeit berechen- und invertierbare injektive Abbildung, die k-Tupeln
(x1,...,x,) von Strings einen String (xq,...,xy) iiber dem gleichen Alphabet zuordnet.
Wir sagen, dass ) von einer T-zeitbeschrdankten bzw. S-platzbeschriankten DTM berechnet
werden kann, wenn eine T'-zeitbeschriankte bzw. S-platzbeschréankte DTM existiert, die als
Akzeptor von

Lo :={(z1,... ,zp)| Q(z1,... ,zx)}
auftritt. In der Sprache der Logiker liest sich das Rate-Verifikations-Theorem dann so:

Folgerung 3.4 Es gilt L € NTime(T) gdw fir eine geeignete Konstante ¢ € N ein zwei-
stelliges Pradikat Q(u,w) existiert, welches von einer DTM in O(|u| + T(Jw|)) Schritten
berechnet werden kann und zu L die Beziehung

L={we¥|IueczT. Quw}={we2|Iuect:Quw)}
unterhdlt.

In der Sprache der Logiker werden NTMs gewissermaflen iiberfliissig. Der Nichtdeterminis-
mus driickt sich in einem Existenz-Quantor aus.

3.3 Verhiltnis von Determinismus und Nicht-Determinismus

R, S, T seien Ressourcenschranken. Trivialerweise gilt

DTimeSpace(T,S) C NTimeSpace(T, S)
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und somit auch
DTime(T) C NTime(T) und DSpace(S) C NSpace(S) ,

da sich eine DTM als Spezialfall einer NTM auffassen lasst.
Wie steht es umgekehrt mit deterministischen Simulationen nicht-deterministischer Ma-
schinen? Zu diesem Thema werden wir drei Simulationen kennen lernen:

1. Zunéchst gehen wir von einer 7T-zeitbeschrankten NTM aus und simulieren diese mit
einer 297 _zeit- und T-platzbeschrinkten DTM. Die Simulation beruht auf dem Rate-
Verifikationsprinzip verbunden mit | Exhaustive Search®.

2. Anschliefend simulieren wir eine S-platzbeschrinkte NTM durch eine S2-platzbeschrink-
te DTM. Die Simulation benutzt Rekursion und die Technik des ,,Ariadne-Fadens“. Das
Resultat ist als ,,Satz von Savitch“ bekannt.

3. SchlieBlich simulieren wir eine S-platzbeschrinkte NTM durch eine 2°(5)-zeitbeschrank-
te DTM. Die Simulation benutzt das Konzept des Konfigurationsgraphen und Graph-
explorationstechniken.

Der folgende Satz besagt, dass NTMs prinzipiell durch DTMs simuliert werden konnen,
(vermutlich) aber nur unter wesentlichem Verlust an Zeiteffizienz:

Satz 3.5 Fiir jede platzkonstruierbare Zeitschranke T gilt:

NTime(T) C DTimeSpace (2°),T) C DSpace(T) .

Beweis Sei L € NTime(T) und L' € DTime(T) die im Rate-Verifikations-Theorem be-
schriebene Sprache mit

we L Jue T (yw)yel .

Wir koénnen eine T-zeit- (und somit auch T-platzbeschrankte) DTM M’ mit Ly = L' zu
einem Akzeptor von L machen, indem wir M’ die Eingaben (u, w) fiir

u=¢0,1,00,01,10,11,000,...
der Reihe nach zum Frafl vorwerfen“. Dabei werden zwei Abbruchbedingungen verwendet:

1. M'" akzeptiert (u,w).
In diesem Falle akzeptieren wir w und stoppen die Simulation.

2. Bindrstring u wiirde in der nichsten Iteration die Linge ¢T'(n) liberschreiten.
In diesem Falle verwerfen wir w und stoppen die Simulation.

Beachte, dass die zweite Abbruchbedingung wegen der Platzkonstruierbarkeit von 7' (und
somit auch ¢T") leicht erkannt werden kann. Wir kommen nun zur Zeit- und Platzanalyse.
Schlimmstenfalls miissen wir M’ fiir alle Bindrstrings v der Maximalldnge ¢T'(n) auf (u, w)
ansetzen. Dies ergibt die Zeitschranke 2°(*(®). Da wir jede Simulation von M’ auf (u,w)
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auf dem gleichen Bandsegment ablaufen lassen kénnen, brauchen wir nur den Platz, den M’
benotigt plus den Platz den der Bindrzédhler u benétigt. Dies ergibt die Platzschranke T'(n).
([

Bevor wir zur nichsten Simulation iiber gehen, schieben wir eine kleine Zwischeniiber-
legung ein. Bei einer platzbeschrinkten Turing-Maschine ist auf Anhieb nicht klar, ob sie
tiberhaupt auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten anhélt. Allerdings gibt es nur
endlich viele Konfigurationen, in die sie auf Eingaben der Linge n geraten kann. Fiir eine S-
platzbeschrankte k-Band Turing-Maschine mit einem zusétzlichen Read-only Eingabeband
zum Beispiel erhalten wir fiir die Menge /C,, der moglichen Konfigurationen fiir Eingaben der
Linge n die folgende Ungleichung:

[Kal < 12| -n - 8*(n) - [DFS0

Hierbei ist |Z| ist die Anzahl der Zustinde, n die Anzahl der Positionen des Lesekopfes fiir
die Eingabe, S(n) die Anzahl der Positionen des Kopfes fiir ein Arbeitsband und |T'|¥(™ die
Anzahl der Beschriftungen eines Arbeitsbandes. Da es insgesamt k Arbeitsbdnder gibt gehen
die Faktoren S(n) und |T'|*™ in die angegebene Schranke in der k-ten Potenz ein. Im Falle
S(n) > logn gilt offensichtlich:

K| = 90(5(n)

Der folgende Satz besagt, dass es relativ platzefiziente deterministische Simulationen
nichtdeterministischer Maschinen gibt (lediglich quadratischer , blow-up* der Platzschranke):

Satz 3.6 (von Savitch) Es sei S(n) > logn eine platzkonstruierbare Platzschranke. Dann
qilt

NSpace(S) C DSpace*(S) .

Beweis Es sei L € NSpace(S) und M eine NTM mit Platzschranke S und L = Lj;. Wegen
des 1. Bandreduktionstheorems diirfen wir voraus setzen, dass M lediglich ein Arbeitsband
(und evtl. ein weiteres Read-only Eingabeband) besitzt. Wegen S(n) > logn existiert eine
Konstante ¢, so dass M auf Eingaben der Linge n maximal 2¢°(®) Konfigurationen annehmen
kann. Es bezeichne Ky(w) die Startkonfiguration von M (bei Eingabe w € ¥"), K, eine
oBdA eindeutige akzeptierende Endkonfiguration und /C,, die Menge aller auf Eingaben der
Linge n denkbaren Konfigurationen (mit |/C,,| < 2¢5(). Die Platzkonstruierbarkeit von S(n)
wird im Folgenden benétigt, um alle Konfigurationen aus /C,, systematisch (zum Beispiel in
lexicographischer Ordnung) durchlaufen zu kénnen.

Betrachte folgende Relation auf /C,:

K Fi; K' i< M kann K in maximal ¢ Rechenschritten nach K’ iiberfiihren.

Es sei T := 2¢5(") Beachte, dass jede Rechnung von M mit mindestens 7' Schritten eine
Konfiguration mehrfach durchlduft. ,Zykelfreie“ Rechnungen von M auf Eingabe w dauern
daher weniger als 7" Schritte. Somit gilt:

w € Ly < Ko(w) F3, K, .
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Wir wollen aufzeigen, wie die Beziehung Ky(w) F¥, K deterministisch mit Platzschranke
S? getestet werden kann. Der Schliissel hierzu liegt in folgendem rekursiven Ansatz:

Ky K' < 3K"eK,: K3 K'"AK"F2 K

Es bezeichne TEST eine rekursive Boolesche Prozedur, die auf Parametern K, K', s den Wert
TRUE ausgibt gdw K 2, K'. Fiir s = 0 kann diese Prozedur leicht ausgewertet werden, da
K l—%\; K' bedeutet, dass K' eine direkte Folgekonfiguration von K beziiglich der NTM M
ist. Fiir s > 1 kann TEST rekursiv ausgewertet werden:

TEST(K,K',s):= \/ TEST(K K" s—1)ATEST(K",K',s—1) .

K'"eky

Um w € L zu testen, starten wir den Aufruf TEST(Ky(w), K+, cS(n)). Es resultiert ein
Rekursionsbaum der Tiefe ¢S(n).

Wir haben abschlielend die Frage zu kliren, wie eine S2-platzbeschrinkte DTM M’ den
Prozeduraufruf TEST(Ky(w), K1, c¢S(n)) (und die dadurch ausgelosten rekursiven Aufrufe)
implementieren kann. Die wesentliche Idee ist, den Rekursionsbaum niemals vollstdndig aufs
Band zu schreiben, sondern immer nur den aktuellen , Ariadne-Faden®. Dies sind die Infor-
mationen, die einem Pfad im Rekursionsbaum von der Wurzel (erster Aufruf von TEST)
bis zum aktuellen Knoten (aktueller Aufruf von TEST) entsprechen. Zur Speicherung des
Ariadne-Fadens verwendet M’ eines ihrer Béinder als Kellerspeicher. Zu jedem neuen Kno-
ten auf dem Ariadne-Faden (neuer rekursiver Aufruf TEST(K, K', s)) wird dabei ein neuer
Informationsblock (genannt FRAME(K, K',s)) in den Keller gepusht. Wir werden weiter
unten sehen, dass ein FRAME die Lange O(S(n)) besitzt. Da der Ariadne-Faden maximal
aus ¢S(n) Knoten besteht (dies ist die Tiefe des Rekursionsbaumes) ergibt sich somit die
Platzschranke S2.

Bleibt zu zeigen, dass eine FRAME-Gro8e von O(S(n)) Zellen ausreicht, um die Rekursion
am Laufen zu halten. Beim Aufruf TEST(K, K', s) werden die folgenden Informationen in
den Keller gepusht:

- die aktuellen Eingabeparameter K, K’ € IC,, und s € {1,... ,¢S(n)}

- den aktuellen Wert der lokalen , Laufvariable“ K" € K,, (von der wir annehmen, dass
sie die Konfigurationen aus K, in lexicographischer Ordnung durchliuft)

- die Boolesche Variable SUCCESS (initialisiert auf FALSE) zur Speicherung des Ergeb-
niswertes des ersten rekursiven Aufrufs TEST (K, K", s — 1)

Wir bezeichnen das Bandsegment mit diesen Informationen mit FRAME(K, K', s). Offen-
sichtlich reichen O(S(n)) Zellen fiir einen FRAME aus.
Zu jeder festen Zwischenkonfiguration K" € IC,, verfihrt M’ wie folgt:

1. Der erste rekursive Aufruf TEST(K, K", s—1) wird getitigt (d.h., FRAME(K, K", s—
1) wird angelegt).
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2. Bei erfolgloser Riickkehr aus Aufruf 1 wird K" lexicographisch inkrementiert (falls
moglich) und zu Schritt 1 zuriick gegangen. Falls jedoch K" bereits die lexicographisch
letzte Konfiguration in /IC,, war (keine weitere Inkrementierung moglich) wird der Auf-
ruf TEST(K, K', s) erfolglos terminiert, d.h., M’ 16scht FRAME(K, K’ s) und kehrt
erfolglos in den darunter liegenden FRAME (sofern vorhanden) zurtick.

3. Bei erfolgreicher Riickkehr aus Aufruf 1 wird SUCCESS auf TRUE gesetzt und der
zweite rekursive Aufruf TEST(K", K', s — 1) getétigt.

4. Bei erfolgloser Riickkehr aus Aufruf 2 wird SUCCESS auf FALSE zuriick gesetzt und
ansonsten so vorgegangen wie bei der erfolglosen Riickkehr aus Aufruf 1.1°

5. Bei erfolgreicher Riickkehr aus Aufruf 2 wird der Aufruf TEST(K, K', s) erfolgreich
terminiert, d.h., M’ 16scht FRAME(K, K', s) und kehrt erfolreich in den darunter lie-
genden FRAME zurtick.

Bei dieser Vorgehensweise merkt sich M’ in der endlichen Kontrolle, ob sie sich in einer
PUSH- (neuer rekursiver Aufruf, neuer FRAME) oder POP-Phase (Riickkehr aus einem
Aufruf, FRAME I6schen) befindet. In einer POP-Phase merkt sie sich zudem, ob sie aus
dem Aufruf des zuletzt geloschten FRAME’s erfolgreich oder erfolglos zuriick kehrt.

Wenn M’ irgendwann ihren Keller vollstindig geleert hat, wurde gerade der FRAME des
initialen Aufrufes TEST(Ky(w), K, cS(n)) geloscht. Zu diesem Zeitpunkt weifl M’ in der
endlichen Kontrolle, ob dieser Aufruf erfolgreich war. Sie akzeptiert die Eingabe w gdw dies
der Fall ist.

Aus unserer Diskussion geht hervor, dass w € L von M’ korrekt getestet und dass die
Platzschranke S? respektiert wird. 0

Satz 3.7 Es sei S(n) > logn eine platzkonstruierbare Platzschranke. Dann gilt
NSpace(S) C DTime(2°9)) .

Beweis Es sei L € NSpace(S) und M eine S-platzbeschrankte NTM mit L = Lj,;. Konstante
c > 0, Ko(w), K; und K, mit |IC,| < 2°5(") geien gewihlt wie im Beweis zum Satz von
Savitch. Wir betrachten diesmal K, als die Knotenmenge eines Digraphen G, (M), wobei
wir eine gerichtete Kante von K nach K' ziehen, wenn K' eine direkte Folgekonfiguration
von K beziiglich der NTM M ist. Offensichtlich gilt

w € Ly < Es gibt in G, (M) einen Pfad von Ky(w) nach K.

Der Digraph G,(M) hat maximal 2¢°(® Knoten und maximal (2¢5(")? = 22¢5(*) Kanten.
Erreichbarkeitsprobleme, wo nach Pfadverbindungen zwischen zwei Knoten gefragt wird,
sind mit einfachen Graphexplorationstechniken zeiteffizient 16sbar. Eine DTM benétigt bei
Digraphen der Grofle N hierfiir maximal O(N*¥) Schritten (fiir eine geeignete Konstante k).
Wegen (22¢5())k = 22keS(n) ergibt, sich die Zeitschranke 29(5), O

Der im Beweis verwendete Digraph G,(M) heifit der Konfigurationsgraph von M.

10Wie merkt M', ob sie aus dem 1. oder 2. rekursiven Aufruf fiir Zwischenkonfiguration K" zuriick kehrt?
Antwort: am Booleschen Wert von SUCCESS. TRUE zeigt an, dass die Riickkehr aus die 2. Aufruf erfolgte.
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3.4 Die Platz-Zeit-Hierarchie

Wir fiigen den uns inzwischen bekannten Beziehungen zwischen Komplexitédtsklassen noch
die folgenden hinzu:

DTime(R) C DSpace(R) und NTime(R) C NSpace(R) .

Diese ergeben sich einfach daraus, dass jeder Besuch einer noch unbesuchten Zelle mindestens
einen Rechenschritt erfordert. Es ergibt sich nun die folgende Situation fiir eine platzkon-
struierbare Ressourcenschranke R:

DSpace(R) C NSpace(R) C DTime (ZO(R)) NTime (ZO(R))

-
C NSpace (2O(R)) = DSpace (ZO(R))

Bei der letzten Gleichung wurde der Satz von Savitch benutzt.
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4 Die universelle Turing-Maschine

Wir sind von modernen programmierbaren Computern gewohnt, dass es sich um , general
purpose” Rechner handelt, die beliebige Rechnungen ausfithren konnen, solange diese durch
Programme beschreibbar sind. Ein , general purpose®“ Rechner hat streng genommen zwei
Eingaben:

- das auszufithrende Programm
- die eigentlichen Eingabedaten

Diese Grundvorstellung ist auf Turing-Maschinen iibertragbar und fithrt zum Konzept der
universellen Turing-Maschine. Um aber das Programm (sprich: die Turing-Tafel) einer spezi-
ellen Turing-Maschine M zur Eingabe einer universellen Maschine machen zu kénnen, brau-
chen wir ein Kodierungsschema, welches M einen (binédren) Kodierungsstring zuordnet.!!

Wir besprechen als erstes ein fiir unsere Zwecke geeignetes Kodierungsschema. Bei einer
1-Band Turing-Maschine M mit Zustandsmenge

Z = {Zo,... ,ZTfl}

und Bandalphabet

I'= {ao,... ,Cls,l}

konnen wir jeden Zustand z; mit der Nummer ¢ € {0,...,r — 1} und jedes Symbol a; mit
der Nummer j € {0,...,s — 1} identifizieren. Eine Richtungsangabe d € {L, R, N} fiir die
Kopfbewegung kénnen wir auch als Nummer auffassen, indem wir L (Bewegung nach links)
mit der Nummer 1, R (Bewegung nach rechts) mit der Nummer 2 und N (keine Bewegung)
mit der Nummer 0 identifizieren. Auf diese Weise kann ein Eintrag

(5(Zi, aj) = (Zil, ajr, d)
der Turing-Tafel mit dem String

##bin (i) #bin(j)#bin (1" #bin(5)#N (d) € {0,1,2, #}*

identifiziert werden, wobei N(d) € {0, 1,2} die Nummer der Richtungsangabe d bezeichnet
und bin(n) die Bindrdarstellung von n. Wir erhalten einen (reduzierten) Kodierungsstring fir
M, indem wir den String bin(r)#bin(s) (genannt die Prdambel von M) mit allen Strings fir
die Eintrdge der Turing-Tafel von M konkatenieren. Aus beweistechnischen Griinden wird
es spater vorteilhaft sein, fiir jede Turing-Maschine unendlich viele Kodierungsstrings zur
Verfiigung zu haben. Deshalb erlauben wir dem reduzierten Kodierungsstring fiir M einen
beliebigen String aus {#}" voran zu stellen und sprechen dann von einem (ezpandierten)
Kodierungsstring von M. SchlieBlich kénnen wir mit Hilfe der Substitution

0+ 00,1 01,2+ 10, # > 11

In der Rekursionstheorie wird dieser Kodierungsstring Géodelnummer von M genannt und die Verwand-
lung von M in eine Nummer bezeichnet man als Gddelisierung.
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zu bindren (reduzierten bzw. expandierten) Kodierungsstrings iibergehen. Nicht jeder Bi-
ndrstring ist ein syntaktisch korrekt gebildeter Kodierungsstring einer Turing-Maschine. Fiir
illegale Strings legen wir aber eine (beliebig aber fest gewihlte) , Default-Turing-Maschine*
fest, so dass ab jetzt folgendes gilt:

1. Jede Einband Turing-Maschine ist durch unendlich viele bindre Kodierungsstrings re-
prasentiert.

2. Jeder Binérstring représentiert eine Einband Turing-Maschine.

Wir kénnen fiir k-Band Turing-Maschinen nach einem analogen Schema vorgehen. Im fol-
genden bezeichne Wy (M) den reduzierten bindren Kodierungsstring fiir eine k-Band Turing-
Maschine M. Umgekehrt bezeichne (fiir eine vorher vereinbarte Anzahl k& von Biandern) M,,,
die durch den Binérstring w gegebene k-Band Turing-Maschine.

Satz 4.1 Fir jedes k > 2 gibt es eine universelle k-Band DTM Uy, die auf einer Eingabe
der Form (w,z) mit einem legalen'? (evtl. expandierten) Kodierungsstring w der Linge p
fiir eine k-Band DTM M,, und einem eigentlichen Eingabestring x der Ldnge n das folgende
leistet:

- Extraktion des reduzierten Kodierungsstrings wq (sagen wir der Ldnge py) und des
eigentlichen Eingabestrings x in O(p + n) Schritten

- Stmulation von M,, auf Eingabe x
Weiterhin gilt:
1. Ein Schritt von M,, wird von Uy in O(py) Schritten simuliert.

2. Wenn M, auf Eingabe x mazimal T'(n) Schritte rechnet, so dauert die Simulation
mazimal O(pyT'(n)) Schritte.

3. Wenn M, im Laufe der Rechnung auf Fingabe x mazimal S(n) Zellen besucht, dann
besucht Uy im Laufe der Simulation mazimal O(pyS(n)) Zellen.

Fiir 1-Band DTMs gelten die analogen Aussagen, aufler dass die Zeitschranke der Simulation
einen ,blow-up® wm den Faktor pi (statt py) erleidet.

Der Beweis dieses Satzes wird in der Vorlesung vorgerechnet. Ein analoger Satz gilt auch fiir
NTMs.

12Wenn wir verlangen, dass Uy, illegale Strings erkennt (und dann die ,,Default-DTM* simuliert) verschlech-
tert sich die Laufzeit der Simulation etwas (s. Ubung). Wir sind im Folgenden aber bereits zufrieden, wenn
sie fiir legale Kodierungsstrings w korrekt arbeitet.
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5 Platz- und Zeithierarchien

5.1 Der allgemeine Hierarchiesatz

Seien R;, Ry : N — N zwei Ressourcenschranken und C, D zwei Ressourcenarten (wie zum
Beispiel DTime oder NSpace). Um einen Hierarchiesatz der Form

C(Rl) C D(Rg)

zu beweisen, gentigen folgende Voraussetzungen:

1. Die Ressourcenschranke R, ist kontrollierbar, d.h., jede Turing-Maschine kann so mo-
difiziert werden, dass sie ihre Rechnung friihzeitig abbricht, falls ansonsten die Res-
sourcenschranke durchbrochen wiirde.

2. Die Komplexitatsklasse D(R,) ist abgeschlossen unter Komplement, d.h, aus L €
D(R,) folgt stets L =X*\ L € D(R,).

3. D(Ry) ist ist universell fir C(Ry), d.h., es gibt Turing-Maschinen U und U’ mit fol-
genden Eigenschaften:

(a)

Wenn U auf Eingabe (w,z) gestartet wird, dann simuliert sie (unter Kontrolle
der Ressourcenschranke Rs) die Turing-Maschine M, auf Eingabe z. Falls die
Simulation friihzeitig abgebrochen wird, wird Eingabe (w, z) verworfen. Falls die
Simulation unter Beachtung der Ressourcenschranke R, zu Ende gefiihrt werden
kann, dann wird (w, z) akzeptiert gdw x von M,, akzeptiert wird.

Fiir alle Turing-Maschinen M, die die Ressourcenschranke R; respektieren (was
Ly € C(Ry) impliziert), fir alle w mit M = M, und alle hinreichend langen
Strings «, kann U die Simulation von M, auf & (unter Beachtung der Ressour-
censchranke Ry) zu Ende fiihren.

Wenn U’ auf Eingabe w gestartet wird, dann berechnet sie zunichst (w,w) und
arbeitet auf dieser Eingabe wie U. Falls U’ also nicht friihzeitig abbricht, dann
wird Eingabe w akzeptiert gdw w von M, akzeptiert wird.

Fiir alle Turing-Maschinen M, die die Ressourcenschranke R; respektieren (was
Ly € C(Ry) impliziert) und fiir alle hinreichend langen expandierten Kodierungs-
strings w mit M = M, kann U’ die Simulation von M,, auf w (unter Beachtung
der Ressourcenschranke Ry) zu Ende fiihren.

Satz 5.1 (Allgemeiner Hierarchiesatz) Unter den genannten Voraussetzungen an C(Ry)
und D(Ry) gilt C(R;) C D(R).

Beweis Wir beweisen zunichst C(R;) C D(R3). Sei L € C(R;), M ein Akzeptor von L, der
die Ressourcenschranke R; respektiert und w ein Kodierungsstring fiir M. Gemé&fl unserer
Voraussetzungen existiert ein nog € N, so dass U fiir alle Eingaben z mit |z| > ng die
Simulation von M, auf z unter Beachtung der Ressourcenschranke Ry zu Ende fiihren kann.
Betrachte folgende Variante U[w] von U:
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- Auf Eingabe & mit || > ng berechnet U[w] zunédchst (w,z) und arbeitet auf dieser
Eingabe dann wie U.

- Eingaben z mit |z| < no werden in Linearzeit mit Hilfe der endlichen Kontrolle bear-
beitet und akzeptiert gdw = € L.

Offensichtlich ist U[w] ein Akzeptor von L, der die Ressourcenschranke R respektiert, woraus

sich L € D(Ry) ergibt.

Wir haben nachzuweisen, dass eine Sprache in D(R;) \ C(R;) existiert. Zu diesem Zweck

betrachten wir zundchst die Sprache Ly. Da U’ ihre Ressourcenschranke kontrolliert, gilt

Ly € D(Ry). Da D(R;) unter Komplement abgeschlossen ist, gilt weiterhin Ly € D(Rs).

Wir behaupten, dass Ly ¢ C(R;) und machen (im Sinne eines Beweises durch Widerspruch)

die

Annahme Ly € C(R,).

Widerspruch Gemifl der Annahme existiert ein Akzeptor M von Ly, der die Ressourcen-
schranke R; respektiert. Geméaf der im allgemeinen Hierarchiesatz geltenden Voraus-
setzungen kann U’ fiir hinreichend lange Kodierungsstrings w von M die Simulation

von M, auf w unter Beachtung der Ressourcenschranke R, zu Ende fiihren. Es ergibt
sich der Widerspruch

we Ly e weELy<we Ly .

Hierbei gilt die erste Aquivalenz, weil M ein Akzeptor von Ly ist; die zweite Aquivalenz
gilt, weil U’ die Simulation von M = M, auf w zu Ende fiihren kann.

5.2 Die Voraussetzungen des allgemeinen Hierarchiesatzes

Um die Kontrollierbarkeit von Ressourcenschranken zu gewéhrleisten, werden wir bei Zeit-
schranken die Zeitkonstruierbarkeit und bei Platzschranken die Platzkonstruierbarkeit for-
dern. Wie damit die Beachtung der Ressourcenschranke erzwungen werden kann, wurde an
fritherer Stelle bereits diskutiert.

Zu einer Komplexitétsklasse C bezeichne co-C die Klasse der zugehorigen Komplemen-
tarsprachen:

co-C:={L|LeC} .

Der Abschluss unter Komplement ist fiir deterministische Komplexititsklassen relativ leicht
zu beweisen:

Satz 5.2 co-DTimey(T) = DTimey(T).
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Beweis Sei L € DTimey(T) und M eine T-zeitbeschréinkte k-Band DTM mit L = Ly,.
Wir erhalten eine T-zeitbeschrinkte k-Band DTM M mit Ly = Ly, indem wir bei M
akzeptierende und nicht-akzeptierende Zustinde vertauschen. O

Folgerung 5.3 co-DTime(T) = DTime(T)

Satz 5.4 Fir Platzschranken S(n) > logn gilt co-DSpace(S) = DSpace(S).

Beweis Wir fiihren den Beweis unter der Zusatzvoraussetzung, dass S platzkonstruierbar
ist. In der Ubung diskutieren wir einen Beweis, der ohne diese Voraussetzung auskommt.

Das Argument des Vertauschens von akzeptierenden und nicht-akzeptierenden Zustdnden
ist hier nicht ausreichend, da M eine Eingabe w auch dadurch verwerfen konnte, dass sie
unendlich lange rechnet. Die wesentliche Schwierigkeit besteht also darin zu zeigen, dass M
so normalisiert werden kann, dass sie auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten stoppt.
Da die Anzahl der Konfigurationen auf Eingaben der Linge n durch 2¢°(® beschrinkt ist,
gentigt es hierzu, mit einem Bin&rzihler die Anzahl der Rechenschritte mit zu z&hlen und bei
Zihlerstand 2¢°(™ (also eine Binérzahl mit einer Eins gefolgt von ¢S(n) Nullen) verwerfend zu
stoppen. (Beachte, dass dieser Zahlerstand erkannt werden kann, da S als platzkonstruierbar
voraus gesetzt wurde.) O

Uberraschenderweise kann man den Abschluss unter Komplement auch fiir nicht-deterministische
Platzkomplexititsklassen'® nachweisen:

Satz 5.5 (Immerman, Szelepscényi) FEs sei S(n) > logn eine platzkonstruierbare Platz-
schranke. Dann gilt co-NSpace(S) = NSpace(S).

In der Vorlesung Theoretische Informatik wurde der Beweis fiir den Spezialfall S(n) = n
gefithrt (Abschluss der kontextsensitiven Sprachen unter Igomplement). Da der Beweis des
allgemeinen Satzes sehr dhnlich ist, lassen wir ihn aus (s. Ubung).

Die Voraussetzung der Universalitdt wird (bei geeigneter Wahl der Ressourcenschranken
R, R5) mit Hilfe von Satz 4.1 garantiert werden konnen.

5.3 Spezielle Hierarchieséitze

In diesem Abschnitt konnen ein paar spezielle Hierarchieséitze ,wie reife Friichte“ geerntet
werden.

Satz 5.6 Es sei Ty zeitkonstruierbar und Ty = o(Ts). Dann gilt DTimey(T1) C DTimeg,1(T3).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem allgemeinen Hierarchiesatz, dessen Voraussetzun-
gen (wie eine einfache Uberlegung zeigt) erfiillt sind. (Band k+1 dient dabei der , universellen
DTM* U zur Kontrolle der Zeitschranke.)

13Fiir nicht-deterministische Zeitkomplexititsklassen ist die Frage des Abschlusses unter Komplement ein
offenes Problem.
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Folgerung 5.7 Es sei Ty zeitkonstruierbar und T) logTy = o(Ts). Dann gilt DTime(Ty) C
DTime(T3).

Beweis Die Voraussetzung der Universalitédt gilt nicht so ohne Weiteres, da die , universelle
DTM” mit Zeitschranke T, irgend eine feste Anzahl k von Béndern zugewiesen bekommt,
dann aber evtl. nicht ohne Zeitverlust DTMs mit Zeitschranke 7} und groferer Anzahl von
Béndern simulieren kann. Der Beweis ergibt sich aber unter Einsatz des 2. Bandreduktions-
theorems wie folgt:

DTime(T1) C DTimes(T1 logTi) C DTimes(T>) C DTime(Ts) .
|

Es sei daran erinnert, dass fiir Platzschranken die Bandanzahl irrelevant ist (s. 1. Ban-
dreduktionstheorem). Wir formulieren nun den Platzhierarchiesatz, dessen Beweis sich un-
mittelbar daraus ergibt, dass die Voraussetzungen des allgemeinen Hierarchiesatzes erfiillt
sind:

Satz 5.8 Es sei Sa(n) > logn platzkonstruierbar und S; = o(S2). Dann gilt DSpace(S1) C
DSpace(Sy) und NSpace(Sy1) C NSpace(Ss).

Abschlieflend geben wir ein zwei weitere Hierarchiesitze (jeweils ohne Beweis) an:

Satz 5.9 Es sei Ty zeitkonstruierbar und Ty = o(Ts). Dann gilt fir alle k > 2: DTimey(T1) C
DTimey(T5).

Im Vergleich zu Satz 5.6 benottigen die Th-zeitbeschriankten DTMs hier kein Band £ + 1. Im
Beweis wird gezeigt, dass der Zéhler zur Kontrolle der Zeitschranke auf raffinierte Weise auf

den Béndern 1,... k& untergebracht werden kann, ohne die Zeiteffizienz der ,universellen
DTM® U zu beeintrichtigen.

Satz 5.10 Es sei Ty zeitkonstruierbar und Ti(n) < Ti(n+ 1) = o(Tx(n)). Dann gilt fir alle
k> 1: NTimey(T1) C NTimeg1(T).

Der Beweis dieses Satzes kann nicht auf den allgemeinen Hierarchiesatz zuriick greifen, da
wir den Abschluss unter Komplement nicht garantieren kénnen. Aus Satz 5.10 kann man
(s. Ubung) folgendes ableiten:

Folgerung 5.11 Es sei Ty zeitkonstruierbar und Ty = o(T3). Dann gilt NTime(Ty) C
NTime(Ty).
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6 P versus NP

Es bezeichne POL die Funktionsklasse der Polynome (mit Koeffizienten aus N). Im weiteren
Verlauf der Vorlesung sind wir besonders an den folgenden Komplexititsklassen interessiert:

L := DSpace(logn)

NL := NSpace(logn)

P = DTime(POL)

NP := NTime(POL)
PSpace := DSpace(POL) Soyiteh NSpace(POL)

Wir erinnern nochmals an die (sogenannte) Platz-Zeit-Hierarchie zu einer beliebig vorgege-
benen platzkonstruierbaren Ressourcenschranke S(n) > logn:

DSpace(R) C NSpace(R) C DTime (2°®) C  NTime (2°9)
C NSpace (2O(R)) = DSpace (QO(R))

Speziell fiir R(n) = logn ergibt sich
LCNLCPCNPC PSpace . (9)
Dem Platzhierarchiesatz fiir NTMs entnehmen wir, dass die Inklusion
NL C PSpace

echt ist. Die Inklusionskette (9) muss also an einer Stelle zwischen N £ und PSpace zerreifien.
Es wird vermutet, dass jede einzelne Inklusion in (9) echt ist. Dies konnte bis heute jedoch
weder bewiesen noch widerlegt werden. Die beriihmteste!? dieser offenen Fragen betrifft die
Klassen P und NP:
Ist die Inklusion P C NP echt?

In diesem Kapitel werden wir versuchen, den derzeitigen Stand der ,P versus NP*“ Frage
anzudeuten. Insbesondere gehen wir auf die Theorie der NP-Hérte bzw. NP-Vollstdndigkeit
ein und skizzieren, wie man mit NP-harten Problemen (die sich voraussichtlich einer im
,worstcase“ optimalen und zugleich praktikablen Behandlung widersetzen) umgeht.

Bevor wir die Komplexitédtsklasse NP ndher behandeln, leiten wir aus dem allgemeinen
Rate-Verifikationstheorem die folgende Beziehung zwischen den Klassen P und NP ab:

Folgerung 6.1 Es gilt L € NP gdw eine Sprache L' € P und ein Polynom p existieren, so
dass

L={we¥|FuexPM) . (yw) e}y ={weZ|Fuec: (yw) L} .

Folgerung 6.2 Es gilt L € NP gdw ein Polynom p und ein zweistelliges in (deterministisch)
Polynomialzeit berechenbares Prddikat Q(u,w) existieren, so dass

L={we¥|Iuecxrlv).Quw}={we|IucZ:Qu,uw)} .

14Es handelt sich um das erste ,,Millenium Prize Problem® auf der Liste des ,,Clay Mathematics Institute®
(www.claymath.org).
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Existenz kurzer effizient entscheidbarer Zertifikate Man nennt in diesem Zusam-
menhang den String u das , Zertifikat* fiir die Mitgliedschaft von w in L. Sprachen L € NP
sind also dadurch charakterisiert, dass zum Nachweis von w € L ein Zertifikat u existiert,
dessen Linge polynomiell in n = |w| beschridnkt ist und das in Polynomialzeit iiberpriift
werden kann.

6.1 Probleme in NP

Wir wollen in diesem Abschnitt demonstrieren, dass erstens die Klasse NP sehr reichhaltig
ist und wichtige Grundlagenprobleme enthélt, und dass zweitens die Mitgliedschaft zu NP
meist verbliiffend einfach zu beweisen ist.

Da Sprachen mit Entscheidungsproblemen identifiziert werden kénnen, aber die Formu-
lierung als Problem anregender klingt, sprechen wir oft von Problemen statt von Sprachen.
Von folgenden Problemen lasst sich leicht zeigen, dass sie zur Klasse NP gehoren:

SAT Satisfiability (Erfiillbarkeitsproblem der Booleschen Logik)

Eingabe Kollektion C4,... ,C,, von Booleschen Klauseln in n Booleschen Variablen
T1,...,T,. (Eine Boolesche Klausel ist eine Disjunktion von Booleschen Literalen.
Ein Boolesches Literal ist eine negierte oder unnegierte Boolesche Variable.)

Frage Existiert eine Belegung von z,...,x, mit 0 oder 1, die alle Klauseln erfiillt,
d.h., die dazu fiihrt, dass C1, ... ,C), zu 1 ausgewertet werden?

3-SAT Einschrinkung von SAT auf Eingaben, deren Boolesche Klauseln aus jeweils 3 (paar-
weise verschiedenen) Booleschen Literalen bestehen.

CLIQUE Cliquenproblem.

Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Anzahl k.

Frage Existiert in G eine Clique der Grofe £, d.h., eine Menge C' C V' der Méchtigkeit
k, deren Knoten paarweise in G benachbart sind?

IS Independent Set (Unabhingige Menge)

Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Anzahl k.

Frage Existiert in G eine ,independent set“ (unabhidngige Menge) der Grofle k, d.h.,
eine Menge U C V der Michtigkeit k&, deren Knoten paarweise in G nicht benach-
bart sind?

VC Vertex Cover (Uberdeckung mit Knoten)

Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, £') und eine Anzahl k.

Frage Existiert in G ein , vertex cover* (Uberdeckung mit Knoten) der Grofe &, d.h.,
eine Menge C C V der Michtigkeit k, die von jeder Kante e € E mindestens
einen Randknoten enth&lt?
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HS Hitting Set (Représentantensystem)

Eingabe Eine Kollektion von Teilmengen Si, ..., S, aus {1,... ,n}

Frage Existiert in G eine ,hitting set“ (Reprisentantensystem) der Grofle k, d.h., eine
Menge R C {1,...,n} der Méchtigkeit k, die von jeder Menge S; C {1,... ,n}
mindestens ein Element enthalt?

SC Set Cover (Uberdeckung mit Mengen)

Eingabe Eine Kollektion von Teilmengen Si, ..., S, aus {1,... ,n}

Frage Konnen k der gegebenen Teilmengen so ausgewidhlt werde, dass jedes Ele-
ment der Grundmenge {1,... ,n} iiberdeckt ist, d.h., existiert eine Menge J C
{1,...,m} der Michtigkeit k so dass {1,...,n} =U,c;5;?

Subset Sum Summenproblem

Eingabe n Zahlen a4, ... ,a, € N sowie die ,Summenzahl“ § € N
Frage Kann man eine Auswahl (ohne Wiederholung) aus den Zahlen treffen, welche
zur Summe S fiihrt, d.h., existiert eine Menge I C {1,... ,n}sodass ) .., a; = S?
KP Knapsack (Rucksackproblem)
Eingabe n Objekte mit Gewichten wy, ... ,w, € N und Nutzen p;,... ,p, € N, eine
Gewichtsschranke W und eine Nutzenschranke P.

Frage Kann man einen Rucksack R so packen, dass die Objekte in R einen Gesamt-
nutzen von mindestens P und ein Gesamtgewicht von héchstens W besitzen, d.h.,
existiert eine Menge I C {1,...,n},sodass > ., p; > Pund ), w; <W?

PARTITION Zerlegung in zwei gleich grofle Teilsummen

Eingabe n Zahlen a4,...,a, € N.

Frage Kann man diese Zahlen in zwei gleich grofie Teilsummen zerlegen, d.h., existiert
eine Teilmenge I C {1,...,n}, so dass } ;. ai = > 5 a;7

BP Bin Packing Problem

Eingabe n Objekte der Groflen ay,. .. ,a, € N, m Behilter (=bins) der Bingrofe b.

Frage Kann man die n Objekte unter Beachtung der Bingréfle in die m Behélter
verpacken, d.h., existiert eine Zerlegung von {1,...,n} in m paarweise disjunkte
Teilmengen I, ... , I, so dass Zielj a; < b fir alle 1 < 7 < m erfiillt ist?

DHC Directed Hamiltonian Circuit (Geichteter Hamiltonscher Kreis)

Eingabe Ein Digraph G = (V, E)

Frage Gibt es in G einen gerichteten Hamiltonschen Kreis, d.h., konnen wir mit Kan-

ten aus E einen gerichteten Kreis formen, der jeden Knoten aus V' genau einmal
durchlauft?
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HC Hamiltonian Circuit (Hamiltonscher Kreis)
Dies ist das entsprechende Problem fiir (ungerichtete) Graphen.

TSP Travelling Salesman Problem (Problem des Handelsreisenden)

Eingabe Eine Kostenschranke K, n Stidte Cy, ... ,C,_; und eine Distanzmatrix D =
(dij)o<ij<n—1, wobei d; ; € N die Distanz zwischen C; und C; angibt

Frage Existiert eine Rundreise durch Cy, ... ,C, 1, deren Gesamtliange K nicht iiber-
schreitet, d.h., existiert eine Permutation o von 0,... ,n — 1, so dass

n—1
Zda(i)a(i+lmodn) < K7
1=0

Metrisches TSP Einschrinkung von TSP auf Eingaben, deren Distanzmatrix symmetrisch
ist und die Dreiecksungleichung erfiillt.

COMPOSITES Menge der fakorisierbaren natiirlichen Zahlen

Eingabe Eine Zahl N € N.

Frage Ist N faktorisierbar, d.h., existieren zwei natiirliche Zahlen Ni, Ny > 2 mit
N - Nl N N2?

GC Graph Colorability (Graphenfarbungsproblem)
Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Anzahl k.

Frage Kann man die Knoten von G mit k& Farben legal firben, d.h., existiert eine
Abbildung f : V. — {1,...,k} so fiir alle Kanten {u,v} € E die Bedingung
f(u) # f(v) erfiillt ist (verschiedene Farben fiir benachbarte Knoten)?

3-GC Graph 3-Colorability (Graphenfarbungsproblem bei 3 Farben)
Einschrankung von GC auf den Fall k£ = 3.

Lemma 6.3 Alle vorgenannten Probleme gehdren zur Klasse NP.

Beweis Wir beschrianken uns hier auf SAT und CLIQUE. Fir COMPOSITES wurde der
Beweis an fritherer Stelle schon mal gefiihrt. Fiir die anderen Probleme argumentiere analog.

SAT Rate (nichtdeterministisch) eine Belegung a = (ay,. .. ,a,) der Booleschen Variablen

T1,..., T, und verifiziere (deterministisch) durch Auswerten der Booleschen Klauseln
Ci,...,Cp,dass Ci(a) =--- = Cpla) =1.
CLIQUE Rate (nichtdeterministisch) & Knoten vq,...,v; aus V und verifiziere (determi-

nistisch) durch Nachsehen in den jeweiligen Adjazenzlisten (oder den jeweiligen Zeilen
der Adjazenzmatrix), dass sie paarweise in G benachbart sind.

In jedem der genannten Fille gibt es fiir die zu akzeptierenden Eingaben wenigstens ei-
ne akzeptierende Rechnung, wohingegen die zu verwerfenden Eingaben keine akzeptierende
Rechnung besitzen. a

Diese trivialen Nachweise machen jeweils Gebrauch von der Existenz kurzer und effizient
entscheidbarer Zertifikate.
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6.2 NP-Vollstiandigkeit

Wenn auch das P- NP Problem bisher ungel6st blieb, so ist es dennoch gelungen innerhalb der
Klasse NP hérteste Probleme — sogenannte NP-vollstdndige Probleme — zu identifizieren,
deren Zugehorigkeit zu P die Gleichheit von P und NP implizieren wiirde. Das Werkzeug
zum Nachweis der NP-Vollstindigkeit sind die polynomiellen Reduktionen.

Definition 6.4 Eine Beziehung <por zwischen formalen Sprachen heifit abstrakte polyno-
mielle Reduktion, wenn <poyr transitiv ist und wenn L <por L' und L' € P impliziert, dass
LeP.

In Definition 6.4 wurde der Begriftf der polynomiellen Reduktion durch abstrakte Be-
dingungen beschrieben. Die folgenden Definitionen liefern konkrete ,Inkarnationen® dieses
abstrakten Begriffes:

Definition 6.5 Seien L,L' C ¥* formale Sprachen iber einem Alphabet X. L heifit poly-
nomiell reduzierbar auf L', in Zeichen L <p, L', wenn eine in Polynomialzeit berechenbare
Abbildung f : ¥* — X* existiert mit der Eigenschaft

VeeX: zel& f(x)e L. (10)

Definition 6.6 Eine Funktion f : X* — X* heifit ,logspace-berechenbar®, wenn sie von
einer DTM mit einem ,read-only“ Eingabeband und einem ,write-only“ Ausgabeband und
logarithmisch (in Fingabelinge n) vielen besuchten Zellen auf den Arbeitsbandern berechnet
werden kann.

Falls L <, L' mit einer Reduktionsabbildung, die sogar logspace-berechenbar ist (was Be-
rechenbarkeit in Polynomialzeit impliziert), dann nennen wor L logspace-reduzierbar auf L'
und schreiben L <;,q L'.

Lemma 6.7 Die Relationen ,<,u“ und ,<j;oq“ sind abstrakte polynomielle Reduktionen.

Der Beweis fiir ,<,,“ sollte aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein. Den
Beweis fiir ,,<joq“ behandeln wir in den Ubungen.

Definition 6.8 Sei <ppo; eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Spra-
chen und L' C X*.

1. L' heifst NP-hart unter Reduktionen vom Typ <por, wenn L <por, L' fiir alle L € NP.

2. Falls zusatzlich L' € NP gilt, dann heifit L' NP-vollstandig unter Reduktionen vom
Typ <poL-

3. NP-hart bzw. NP-vollstindig ohne explizite Spezifikation des Reduktionstyps bedeute
implizit NP-hart bzw. NP-vollstindig unter der Reduktion <, “.

4. NPC bezeichnet die Klasse der NP-vollstindigen formalen Sprachen.

38



Eine Hauptanwendung des Konzeptes der NP-Hérte wird aus folgendem Resultat ersicht-
lich:

Lemma 6.9 Sei <pp eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Sprachen.
Aus der Ezistenz einer (unter Reduktionen vom Typ <por) NP-harten Sprache L' mit L' € P
wiirde dann P = NP folgen.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen der polynomiellen Reduktion und
der NP-Hirte.

Lemma 6.9 unterstreicht die Bedeutung von NP-harten (und somit auch von NP-voll-
stdndigen) Sprachen. Das folgende Lemma besagt, dass sich die NP-Hirte entlang von Re-
duktionsketten vererbt.

Lemma 6.10 Sei <poy eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen formalen Sprachen.
Falls L' <por, L" und L' ist NP-hart unter Reduktionen vom Typ <por, dann ist auch L"
NP-hart unter Reduktionen vom Typ <por.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Transitivitdt abstrakter polynomieller Reduktio-
nen und der Definition der NP-Hérte.

Lemma 6.10 erlaubt einen “Stammbaum” NP-harter Probleme (Sprachen) zu kreieren
nach folgendem Muster:

Initialisierung des Stammbaums Beweise die NP-Hérte fiir ein erstes Problem (die Wur-
zel des Stammbaums).

Erweiterung des Stammbaums Reduziere eines der im Stammbaum schon aufgenomme-
nen Probleme polynomiell auf ein neues Problem.

Dann ergibt sich aus der NP-Hérte des Problems an der Wurzel des Stammbaums durch
iterierte Anwendung von Lemma 6.10 die NP-Hérte eines jeden im Stammbaum enthaltenen
Problems. Lemma 6.9 besagt weiterhin, dass die abstrakte polynomielle Losbarkeit eines der
Probleme im Stammbaum die abstrakte polynomielle Losbarkeit aller NP-Probleme impli-
ziert. Abbildung 2 zeigt einen Ausschnitt aus dem Stammbaum NP-vollstdndiger Sprachen,
der mit Hilfe von polynomiellen Reduktionen (vom Typ ,,<,y"“) kreiert werden kann.'®

15Dije betreffenden Reduktionen sowie das Theorem von Cook (NP-Vollstéindigkeit von SAT) wurden in
der Vorlesung Theoretische Informatik behandelt und werden an dieser Stelle nicht wiederholt.
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Abbildung 2: Stammbaum NP-vollstidndiger Probleme: Kantenmarkierungen , R,LR,CC* ste-
hen fiir die Reduktionstechniken ,,Restriction, Local Replacement, Connected Components*.

6.3 Entscheiden, Konstruieren und Optimieren

Komplexitatsklassen enthalten formale Sprachen iiber einem Alphabet. Formale Sprachen
entsprechen Entscheidungsproblemen (also Problemen, die nur die Antworten JA oder NEIN
zulassen):

- Zur Sprache L € ¥* kénnen wir das Problem assoziieren, zu einem gegebenen Wort
w € ¥* zu entscheiden, ob w zu L gehort (Mitgliedschaftsproblem der Sprache).

- Umgekehrt konnen wir zu einem Entscheidungsproblem mit Eingaben aus ¥* die for-
male Sprache aller Worter w € X* assoziieren, die mit der Antwort JA beschieden
werden.

Praktische Rechenprobleme haben oft aber auch den Charakter von Konstruktionsproble-
men oder Optimierungsproblemen. Zum Beispiel lassen sich die Probleme CLIQUE und IS
auf natiirliche Weise als Maximierungsprobleme auffassen: finde in einem ungerichteten Gra-
phen eine Clique bzw. eine unabhingige Menge maximaler Grofle. Die Probleme VC, HS,
SC, BP, TSP und GC lassen sich analog als Minimierungsprobleme auffassen. KP ldsst sich
als Maximierungsproblem auffassen: packe einen Rucksack von maximalem Gesamtnutzen
unter Beachtung der Gewichtsschranke W. Dual dazu kann man es aber auch als Minimie-
rungsproblem sehen: packe einen Rucksack von minimalem Gesamtgewicht unter Beachtung
der Nutzenschranke P. Die Probleme SAT (und Subset Sum, PARTITION, DHC bzw. HC)
lassen sich auch als Konstruktionsprobleme auffassen: finde eine erfiillende Belegung (ei-
ne geeignete Auswahl von Zahlen, einen gerichten bzw. ungerichteten Hamiltonschen Kreis).
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Auch jedes Optimierungsproblem kann zu einem Konstruktionsproblem gemacht werden: fin-
de eine Losung, die billiger ist als eine vorgegebene Kostenschranke (bzw. wertvoller ist als
eine vorgegebene Nutzenschranke). Eine andere Modifikation eines Optimierungsproblems
besteht darin, statt nach einer optimalen Losung lediglich nach dem optimalen Kosten- oder
Nutzenwert zu fragen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Frage der polyno-
miellen Losbarkeit aller dieser Problemtypen weitgehend an Hand von geeignet definierten
formalen Sprachen diskutiert werden kann. Salopp gesprochen gilt fiir sequentielle Rechner °:
ENTSCHEIDEN = KONSTRUIEREN.
Wegen dieser Gleichheit kann man sich (von einem theoretischen Standpunkt aus gesehen)
zumeist auf Entscheidungsprobleme bzw. formale Sprachen (also auf das Studium von Kom-
plexitatsklassen) zuriick ziehen.

Unsere Vorgehensweise ist wie folgt. Zunéchst erinnern wir an die Diskussion des Pro-
blems des Handelsreisenden (,, Travelling Salesman Problem® oder kurz ,, TSP“), dessen NP-
Vollsténdigkeit aud der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein sollte. Alle wesent-
lichen Ideen tauchen bereits in diesem Beispiel auf. Insbesondere werden wir Problemreduk-
tionen kennen lernen, die nicht vom Typ ,, <, oder , <joq* sind. Danach bringen wir die im
TSP-Beispiel genannten Problemtypen in eine allgemeinere begrifflich gestraffte Form und
fithren zwei neue Reduktionstypen (die , Turing-“ und die , Levin-Reduktion“) formal ein.

6.3.1 Das Problem des Handelsreisenden

TSP liest sich als Optimierungsproblem wie folgt. Gegeben sei eine (n x n)-Distanzmatrix
D = (d; j)o<ij<n—1, wobei d; ; die Distanz von einer Stadt ¢ zu einer Stadt j angibt. Gesucht
ist die kiirzeste Rundreise durch alle n Stddte, also eine Permutation ¢ von 0,... ,n —1, die
die Kostenfunktion

n—1
|U| = Z da(i),a(i+1modn)
=0

minimiert. o, bezeichne im Folgenden eine Permutation, die eine kiirzeste Rundreise re-
préasentiert.

Eine Abschwichung des TSP-Optimierungsproblems ist das TSP-Wertoptimierungsproblem,
bei welchem nur nach der Linge einer kiirzesten Rundreise gefragt ist.

TSP als Konstruktionsproblem hat als weiteren Eingabeparameter neben der Distanzma-
trix D eine Kostenschranke K. Gesucht ist eine Rundreise mit Maximalkosten K (also eine
Permutation o mit |o| < K) bzw. die Meldung, dass eine solche Rundreise nicht existiert.
Eine Abschwichung des TSP-Konstruktionsproblems ist das TSP-Entscheidungsproblem,
bei welchem nur gefragt ist, ob eine Rundreise mit Maximalkosten K existiert. Rundreisen
(Permutationen), die die Kostenschranke K respektieren, nennen wir im Folgenden zuldssig.

Wir wollen deutlich machen, dass alle vier Problemvarianten polynomiell verkniipft sind,
d.h., ein deterministischer Polynomialzeitalgorithmus fiir eine Variante kann in einen eben
solchen Algorithmus fiir alle anderen Varianten transformiert werden.

6nicht jedoch fiir Parallelrechner (worauf wir im Rahmen dieser Vorlesung allerdings nicht weiter eingehen
kénnen)
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Die in Abbildung 3 dargestellte Hierarchie ist offensichtlich. Hierbei bedeutet A — B,
dass eine polynomiell zeitbeschrinkte DTM M’, die Problem (oder Problemvariante) B
16st, in eine polynomiell zeitbeschrinkte DTM M fiir Problem (oder Problemvariante) A
transformiert werden kann. Auf eine griffige Formel gebracht: Entscheiden ist nicht schwerer

Wertoptimierungsproblem 3
1 \
Entscheidungsproblem ) / Optimierungsproblem

Such- bzw. Konstruktionsproblem

Abbildung 3: Reduktion des Entscheidungsproblems auf das Optimierungsproblem.

als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Optimieren.
Uberraschender ist, dass die Problemreduktionen in der obigen Hierarchie auch in der
umgekehrten Richtung moglich sind, wie es in Abbildung 4 zu sehen ist. Griffig formuliert:

Wertoptimierungsproblem

5 N

Optimierungsproblem / Entscheidungsproblem
7

Such- bzw. Konstruktionsproblem

Abbildung 4: Reduktion des Optimierungproblems auf das Entscheidungsproblem.

Optimieren ist nicht schwerer als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Ent-
scheiden.

Reduktion 5 Gegeben eine Prozedur zur Losung des TSP-Wertoptimierungsproblems so-
wie eine Prozedur zur Losung des TSP-Konstruktionsproblems. Das TSP-Optimierungsproblem
kann dann wie folgt gelost werden:

1. Bestimme die Linge K, einer kiirzesten Rundreise.
2. Bestimme eine zuldssige Rundreise o, zu Distanzmatrix D und Kostenschranke
K,.

Reduktion 6 Gegeben eine Prozedur zur Losung des TSP-Entscheidungsproblems, so er-
halten wir die Lénge K, einer kiirzesten Rundreise mit Hilfe von Binérsuche (mehr
Details dazu in den Ubungen).
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Reduktion 7 Die Reduktion des Konstruktionsproblems auf das Entscheidungsproblem ist
die interessanteste von allen. Sie macht sich die Eigenschaft der , Selbstreduzierbarkeit®
von TSP zunutze. Selbstreduzierbarkeit ist ein wichtiges Konzept der Komplexitéts-
theorie, das spiter noch formal sauber besprochen werden wird. Nehmen wir im Falle
von TSP oBdA an, dass eine zuldssige Rundreise mit Maximalkosten K existiert. (An-
dernfalls gibt es nichts zu konstruieren.) Die entscheidende Idee ist, bei jeder einzelnen
,2Kante“ (¢, 7) von Stadt ¢ nach Stadt j zu testen, ob sie fiir eine zuldssige Rundrei-
se entbehrlich ist. Dazu werden ihre Kosten d; ; versuchsweise auf K + 1 gesetzt. Die
Entscheidungsprozedur verrét uns dann, ob trotzdem noch eine zulissige Rundreise (lo-
gischerweise dann ohne Kante (7, j)) existiert. Falls ja, dann lassen wir d; ; auf seinem
hohen Wert. Dies ist nicht weiter schlimm, da wir uns zuvor von der Entbehrlichkeit
der Kante (i, ) iiberzeugt haben. Falls aber die Entscheidungsprozedur signalisiert,
dass keine zuldssige Losung mehr existiert, dann setzen wir d; ; auf seinen alten Wert
zuriick und nehmen Kante (7, 5) in die die zu konstruierende Rundreise o auf. Da wir
nur unter Zugzwang Kanten in o aufnehmen, entsteht auf diese Weise eine zuldssige
Rundreise.'”

6.3.2 Allgemeine Suchprobleme

Im vorigen Abschnitt haben wir das TSP-Entscheidungsproblem, das TSP-Konstruktions-
problem und das TSP-(Wert-)Optimierungsproblem diskutiert. In diesem Abschnitt werden
wir den abstrakten Begriff des Suchproblems so allgemein fassen, dass alle Problemvarianten
sich als Suchproblem darstellen lassen. Dies hat den Vorteil, dass Definitionen zu Suchproble-
men den Fall von Entscheidungsproblemen (formalen Sprachen), sowie Konstruktions- und
(Wert-)Optimierungsproblemen mit abdecken.

Es folgt die allgemeine Definition des Suchproblems:

Definition 6.11 FEin Suchproblem ist gegeben durch eine Relation R C ¥* x ¥*. Zu einer
Eingabe x € ©* ist eine R-zuldssige Losung!® y € T* gesucht, d.h., ein y mit (z,y) € R.
Eine DTM lost das Suchproblem, wenn sie fir jede Eingabe x € ¥* ein zuldssiges y ausgibt
(falls méglich). Im folgenden bezeichne S(R) das zu Relation R assoziierte Suchproblem.

Konstruktionsprobleme lassen sich in einer offensichtlichen Weise als Suchprobleme auf-
fassen. Eine dhnliche Bemerkung gilt aber auch fiir Entscheidungsprobleme (formale Spra-
chen) und (Wert-)Optimierungsprobleme, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen.

Beispiel 6.12 Fine formale Sprache L C ¥* kann als Suchproblem zur Relation
R(L) ={(z,e)| z € L} (11)

aufgefasst werden.

"Die Ausfiillung der Details in dieser Beweisskizze erfolgt in den Ubungen. Der formale Beweis benutzt
das folgende Konzept: eine Kantenmenge heifit partielle Losung, wenn sie durch Hinzufiigen weiterer Kanten
zu einer zuléssigen Rundreise ergénzt werden kann. Der Schliissel zum formalen Beweis liegt in der Einsicht,
dass bei der oben beschriebenen Prozedur o zu jedem Zeitpunkt eine partielle Losung ist.

18Wenn R aus dem Kontext hervor geht, sprechen wir auch einfach von einer zulissigen Losung
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Beispiel 6.13 Das durch eine Relation R und eine Bewertungsfunktion val gegebene Mini-
mierungsproblem — zu gegebener Eingabe x finde eine R-zuldssige Losung y mit minimalem
Wert val(z,y) — kann als Suchproblem zur Relation

Ry = {(z,y.) € R| Vy: (z,y) € R = wal(z,y) > val(z,y.)} (12)

aufgefasst werden. Eine analoge Bemerkung gilt fir Maximierungsprobleme und fiir Wertop-
timierungsprobleme.

Ein Suchproblem konnte aus einem sehr banalen Grund schwer sein, zum Beispiel weil
die zuléssigen y fiir eine gegebene Eingabe = extrem lange Worter sind. Evtl. braucht man
dann superpolynomielle Zeit zum L6sen des Suchproblems, blof3 weil das Aufschreiben der
Ausgabe eine zeitraubende Angelegenheit ist. Die folgende Definition schliefit diesen und
weitere triviale Griinde fiir die Hérte eines Suchproblems aus.

Definition 6.14 Eine Relation R heif$t polynomiell beschrénkt, wenn ein Polynom p exi-
stiert so dass fir alle (z,y) € R: |y| < p(|z|).

R heifit polynomiell entscheidbar, wenn eine polynomiell zeitbeschrankte DTM entscheiden
kann, ob zwei vorgegebene Wérter x,y in Relation R zueinander stehen.

R heifit polynomiell verifizierbar, wenn R polynomiell beschrdinkt und polynomiell entscheid-
bar ist.

Die Wertefunktion val(z,y) heifst polynomiell auswertbar, wenn zu gegebenem (x,y) € R die
Bindrdarstellung von val(x,y) durch eine polynomiell zeitbeschrinkte DTM berechenbar ist.

Beispiel 6.15 Die Relation Rpsp, die dem TSP-Konstruktionsproblem entspricht, enthdlt
genau die Paare (z,y) mit x = (D, K), y = 0 und Permutation o reprdisentiert eine Rundrei-
se mit Mazimalkosten K beziiglich der Distanzmatriz D.*° Rrgp ist offensichtlich polynomiell
verifizierbar. Beim TSP-Optimierungsproblem verwenden wir die Linge einer Rundreise als
Wertefunktion. Diese ist offensichtlich polynomiell auswertbar.

Eine besondere Rolle spielen in der Komplexitétstheorie die sogenannten NP-Relationen:
Definition 6.16 Zu einer Relation R C X* x ¥* assoziteren wir die formale Sprache
L(R) :={z| Jy: (z,y) € R}. (13)

R heifit K-Relation (fir eine gegebene Komplexititsklasse K), falls L(R) € K. Insbesondere
nennen wir R eine NP-Relation, falls L(R) € NP.

Das folgende Resultat basiert wieder auf dem Rate-Verifikationsprinzip:

Lemma 6.17 R ist eine NP-Relation genau dann, wenn R polynomiell verifizierbar ist,

d.h.,
NP = {L(R)| R ist polynomiell verifizierbar}. (14)

Den offensichtlichen Beweis lassen wir aus.

19Gtreng genommen ist = ein Wort, das auf eine ,natiirliche Weise* D und K kodiert, und y ein Wort, das
»auf natiirliche Weise* o kodiert. Wir gehen davon aus, dass Sie sich vorstellen kénnen, wie man mathema-
tische Objekte als Worter iiber einem Alphabet kodiert und ziehen die informellere (aber weniger gestelzte)
Formulierung vor.
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6.3.3 Abstrakte polynomielle Reduktionen zwischen Relationen

Die Definitionen im Zusammenhang mit abstrakten polynomiellen Reduktionen und die sich
daraus ergebenden Lemmata lassen sich miihelos von formalen Sprachen auf Relationen (und
damit auf Suchprobleme) erweitern. Der Vollstdndigkeit halber listen wir die wesentlichen
Definitionen und Tatsachen hier kurz auf:

Definition 6.18 Eine Beziehung ,<por“ zwischen Relationen heifit abstrakte polynomiel-
le Reduktion, wenn sie transitiv ist und wenn R <por R' und die Ldsbarkeit von Sg in
Polynomialzeit impliziert, dass auch Sg in Polynomaialzeit l6sbar ist.

Definition 6.19 Se: <pgor eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen und
R C ¥* x ¥*.

1. R' heifst NP-hart unter Reduktionen vom Typ ,<por“, wenn R <por R' fir alle
NP -Relationen R.

2. Falls zusdtzlich R’ selber eine NP-Relation ist, dann heiffit R' NP-vollstindig unter
Reduktionen vom Typ ,<por“.

Lemma 6.20 Sei ,<por“ eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen. Aus
der Existenz einer (unter Reduktionen vom Typ ,<por“) NP-harten Relation R' mit poly-
nomiell l6sbarem Suchproblem Sgr wiirde dann folgen, dass Sg fiir jede NP-Relation R in
Polynomialzeit losbar ist.

Lemma 6.21 Sei ,<por“ eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Relationen. Falls
R <por R" und R' ist NP-hart unter Reduktionen vom Typ ,<por “, dann ist auch R" NP-
hart unter Reduktionen vom Typ ,<por“.

6.3.4 Turing- und Levin-Reduktionen

Die Problemreduktionen, die wir im Zusammenhang mit TSP skizziert haben, verlaufen
zwischen allgemeinen Suchproblemen (und sind nicht vom Typ ,,<,,“). Um den hierfiir
geeigneten Reduktionsbegriff einzufiithren, benotigen wir zunéchst die Definition der Orakel
Turing Maschine.

Definition 6.22 FEine TM M mit einer Relation R als Orakel, genannt Orakel Turing Ma-
schine (OTM) und notiert als M (8] verfiigt iber ein zusdtzliches Orakelband und drei aus-
gezeichnete Zustinde qr,q.,q . Auf das Orakelband kann M ein beliebiges Wort x € ¥*
schreiben und dann den Fragezustand ¢» annehmen. Das Orakel ersetzt dann Wort x durch
ein Wort y mit (z,y) € R (falls méglich) und M wechselt in den Zustand q. Falls kein
zuldssiges y existiert, wird x nicht ersetzt und M wechselt in den Zustand q_. Ansonsten
andert sich die Konfiguration der Maschine bei diesem Ubergang nicht. Wenn die Maschine
thre Frage auf dem Orakelband spezifiziert hat, kostet sie das Befragen des Orakels und das
Erhalten der Antwort nur zwei Schritte.?

20Das Orakel spendiert die Antwort sozusagen kostenlos wie eine gute Fee.
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Falls eine Relation der Form R(L) fir eine formale Sprache L als Orakel verwendet wird,
sprechen wir der Einfachheit halber von einem Orakel fir L, das wir als M notieren.
Deterministische (bzw. nichtdeterministische) Orakel Turing Maschinen bezeichnen wir kurz
als DOTMs (bzw. NOTMs).

Mit Hilfe der Orakel-Maschinen definieren wir Turing-Reduktionen wie folgt:

Definition 6.23 R heifit Turing-reduzierbar auf R’ , in Zeichen R <t R', falls eine polyno-
miell zeitbeschrinkte DTM M existiert, so dass die DOTM MW das Suchproblem Sg 1ést.
Falls R = R(L), dann schreiben wir der Einfachheit halber L <p R' statt R(L) <r R'. Eine
analoge Bemerkung gilt im Falle R' = R(L').

Offensichtlich ist eine polynomielle Reduktion L <, L’ eine sehr spezielle Turing-Reduktion,
bei der zunidchst f(z) aus « berechnet wird, um dann das Orakel fiir L' nach f(z) zu be-
fragen. Insbesondere wird auch nur eine einzige Frage an das Orakel gestellt. Wie schon die
Reduktion ,,<p,* gilt auch fir ,, <;*:

Lemma 6.24 Die Relation ,<r “ st ist eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Re-
lationen.

Mit Hilfe der Turing-Reduktionen kénnen wir den Begriff der ,Selbstreduzierbarkeit®
prazise definieren.

Definition 6.25 R heift selbstreduzierbar, falls R <y L(R).

In den Ubungen werden wir uns (auf elementare Weise) von der Selbstreduzierbarkeit einiger
konkreter Relationen iiberzeugen. In der Vorlesung werden wir spéter nachweisen, dass alle
NPC(C-Relationen selbstreduzierbar sind.

Alle am TSP-Beispiel vorgefithrten Reduktionen waren Turing-Reduktionen. Man iiber-
legt sich leicht, dass diese Reduktionen verallgemeinert werden kénnen auf beliebige selbstre-
duzierbare Relationen mit polynomiell auswertbaren Bewertungsfunktionen. Da alle NPC-
Relationen selbstreduzierbar sind, ergibt sich fiir eine breite Klasse von Problemen, dass
Entscheiden, Konstruieren (Suchen) und Optimieren ungefihr gleich schwer sind. Dadurch
erhalten wir die Berechtigung, uns beim Studium der Problemkomplexitidt auf Entschei-
dungsprobleme (formale Sprachen) zuriickzuziehen.

Richard Karp (Universitét Berkeley, Erfinder der polynomiellen Reduktion ,,<,,“) und
Stephen Cook (Universitdt Toronto, Erfinder der Turing-Reduktion ,<7“) und waren zwei
der westlichen Protagonisten der NP-Vollstédndigkeitstheorie in den siebziger Jahren des vo-
rigen Jahrhunderts. Zur gleichen Zeit wurde die Theorie im Osten von Levin vorangetrieben.
Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem von Levin vorgeschlagenen Reduktionstyp.

Definition 6.26 R heifit Levin-reduzierbar auf R' , in Zeichen R <; R', wenn drei in Poly-
nomaialzeit berechenbare Abbildungen f,g,h : ¥* — X* existieren, so dass fir alle x,y, z € ¥*
folgendes gilt:

r € L(R ) & f(z) € L(R) (15)
(z,y) e R < (f(2),9(z,y) € R (16)
(f(z),y )GR’ & (z,h(z,y)) €R (17)
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Wir kénnen f als eine Eingabetransformation auffassen, die geméf (15) eine polynomielle
Reduktion von L(R) auf L(R') reprédsentiert. Abbildungen ¢ und h sind Lésungstransforma-
tionen: zu gegebener Eingabe « transformiert g geméif (16) eine R-zuldssige Losung fiir = in
eine R'-zulidssige Losung fiir f(z); umgekehrt transformiert h gemif (17) eine R'-zuldssige
Losung fir f(z) in eine R-zulédssige Losung fiir .

Eine Levin-Reduktion von R auf R' impliziert nicht nur eine polynomielle Reduktion von
L(R) auf L(R'), sondern auch eine Turing-Reduktion von R auf R':

Lemma 6.27 R<;, R' — R <y R.

Beweis Folgende DOTM mit einem Orakel fiir R’ 16st das Suchproblem Sg in Polynomial-
zeit:

1. Transformiere = in f(z).

2. Befrage das Orakel fiir R’ nach einer R'-zulédssigen Losung o' fiir f(z). (Falls diese nicht
existiert, so existiert wegen (15) auch keine R-zuldssige Losung fiir z.)

3. Transformiere (z,y') in h(z,y') und gib h(z,y') aus. (Wegen (17) ist h(z,y') eine R-
zuldssige Losung fiir x.

Das folgende Resultat liegt auf der Hand:

Lemma 6.28 Die Relation ,<p“ ist eine abstrakte polynomielle Reduktion zwischen Rela-
tionen.
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6.3.5 Eine Verschirfung des Cook’schen Theorems

Das Erfiillbarkeitsproblem der Booleschen Logik, auch kurz SATISFTABILITY oder SAT ge-
nannt, war historisch gesehen das erste ,natiirliche Problem, von welchem (durch Stephen
Cook im Jahre 1971) die NP-Vollstiandigkeit gezeigt wurde. Es wurde dadurch zur Wurzel
des Stammbaums der unter polynomiellen Reduktionen NP-vollstindigen Probleme. Wir
erinnern zunédchst an den historischen Satz von Cook. Hernach beobachten wir, dass sein
Beweis implizit ein etwas stiarkeres Resultat enthélt, ndmlich die NP-Vollstédndigkeit der Re-
lation Rgar unter Levin-Reduktionen. Diese (auf den ersten Blick womdglich unscheinbare)
Erweiterung des Satzes von Cook wird uns im Abschnitt 6.3.6 ermdglichen zu beweisen, dass
jede NPC'-Relation selbstreduzierbar ist.

Theorem 6.29 (Satz von Cook) SAT ist NP-vollstindig.

Beweis Da der Beweis dieses Satzes aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt ist,
rufen wir an dieser Stelle lediglich seine grobe Struktur in Erinnerung:

(1) Wir haben uns bereits in Abschnitt 6.1 davon iiberzeugt, dass SAT zur Klasse NP
gehort. Somit geniigt es die NP-Hérte von SAT nachzuweisen, also zu zeigen, dass L <,, SAT
fiir alle L € NP.

(2) Ein nicht-deterministischer und polynomiell zeitbeschriankter Akzeptor M einer (be-
liebigen aber festen) Sprache L € NP ldsst sich so normalisieren, dass fiir geeignete Kon-
stanten ci,ce € N und R(n) = n®, T'(n) = n® gilt:

Raten Bei Eingaben der Linge n rit M zunichst einen Bindrstring r» € {0,1}%M und
schreibt diesen in die Zellen —1,... , —R(n).

Verifizieren Auf Zelle 0 wird Trennsymbol $ geschrieben. Zellen 1, ..., n enthalten weiter-
hin die Eingabe w = w; ...w,. Gestartet auf Inschrift r$w (im Startzustand gy und
Kopfposition 0) rechnet M deterministisch héchstens 7'(n) Schritte.

Wir erinnern daran, dass genau die Eingaben w zu L gehoren, zu denen ein Ratestring
(Zertifikat) r existiert, so dass M in der Verifikationsphase r$w akzeptiert.

(3) Aus w kann in Polynomialzeit eine Boolesche Formel F' = F,, in konjunktiver Nor-
malform berechnet werden, so dass gilt:

w e L < 3r e {0, 1}R(") : M akzeptiert r$w in der Verifikationsphase < F,, erfiillbar .

Einschub: Die Feststellungen in (1),(2),(3) implizieren bereits den Satz von Cook. Die
im Folgenden fest gehaltenen Eigenschaften des ausfiihrlichen Beweises aus der Vorlesung
Theoretische Informatik sind wichtig, um die Verschirfung des Cook’schen Theorems zu
erhalten.

(4) Die Klauseln von F,, beschreiben im Wesentlichen die deterministische Rechnung
von M auf r$w in der Verifikationsphase. Zu diesem Zweck verwendet F, die folgenden
Booleschen Variablen:

Variable X ‘ Interpretation von X =1

Z(1, 2) Zustand z zum Zeitpunkt i

H(i, j) Kopfposition j zum Zeitpunkt 7

S(i, 4, c) Bandsymbol ¢ in Zelle j zum Zeitpunkt ¢
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Hierbei ist ¢ = 0,...,T(n) der Laufindex fir die Zeit, j = —T'(n),...,0,...,T(n) der
Laufindex fiir die Zellnummern, z € Z), eine Zustandsvariable und ¢ € I'y; die Variable fiir
Symbole aus dem Bandalphabet.

(5) Die Klauseln in F,, sind so konstruiert, dass sie hchstens dann erfiillt werden kénnen,
wenn die Belegung der Variablen folgenden Bedingungen geniigt:

1. Fiir jedes j € {1,...,R(n)} existiert genau ein r; € {0,1} mit S(0, —j,r;) = 1. Fiir
alle ¢ € T'pr \ {r;} muss S(0, —7, ¢) = 0 gelten. Somit gibt es eine , natiirliche Bijektion*
zwischen den Ratestrings r € {0,1}#™ und den sinnvollen Belegungen der Variablen
S(0,-1,¢),...,5(0,—R(n),c).

2. Gegeben die zu r € {0, 1}#( korrespondierende Belegung von
S(0,—1,¢),...,5(0,—R(n),c), so ist erzwungen, dass die iibrigen Variablen gemaf der
oben angegebenen Interpretation belegt werden und somit die Rechung von M auf r$w
in der Verifikationsphase beschreiben.

Bezeichnung: von r induzierte Variablenbelegung.
Conclusio: F,, kann hochstens von Variablenbelegungen erfiillt werden, die von einem r €
{0, 1} %) induziert werden.

(6) Eine von r induzierte Variablenbelegung erfiillt F;, genau dann, wenn M auf r$w in
der Verifikationsphase eine akzeptierende Rechnung vollzieht. O

Die Relation Rgar enthilt alle Paare der Form (F,a), so dass folgende Bedingungen
gelten:

e [ reprisentiert eine Kollektion von Booleschen Klauseln, sagen wir tiber n Booleschen
Variablen.

e a € {0,1}" ist eine Boolesche Belegung dieser Variablen.
e Belegung a erfiillt alle in F' enthaltenen Klauseln.
Offensichtlich gilt SAT = L(Rsar).

Folgerung 6.30 Rgar ist eine unter Levin-Reduktionen NP-vollstindige Relation.

Beweis Sei R eine NP-Relation. Somit gilt L = L(R) € NP. Der Beweis des Satzes von Cook
liefert eine in Polynomialzeit berechenbare Eingabetransformation w — F,,, welche implizit
eine polynomielle Reduktion von L = L(R) auf SAT = L(Rgar) enthilt. Zum Nachweis von
Folgerung 6.30 fehlt also nur die Angabe zweier geeigneter Losungstransformationen:

1. Es muss in Polynomialzeit moglich sein, ein Paar (w,r) € R in eine F, erfiillende
Variablenbelegung zu transformieren.
Im Beweis des Satzes von Cook wurde gezeigt, dass die von r induzierte Variablenbele-
gung die Formel F,, erfiillt. Diese Belegung kann in der Tat aus (w, r) in Polynomialzeit
berechnet werden, indem wir die deterministische Rechnung von M auf r$w in der Ve-
rifikationsphase laufen lassen und nebenbei die induzierte Variablenbelegung ausgeben.
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2. Es muss in Polynomialzeit méglich sein, ein Paar (F,, a) mit einer F,, erfiillenden Boo-
leschen Belegung a in ein Zertifikat » mit (w,r) € R zu transformieren.
Im Beweis des Satzes von Cook wurde demonstriert, dass eine F,, erfiillende Variablen-
belegung von einem Ratestring r € {0, 1}#(™ induziert sein muss. Zudem muss r sogar
ein Zertifikat fiir die Aussage w € L(R) sein, woraus sich (w,r) € R ergibt. Weiter-
hin ldsst sich r leicht aus der Belegung der Variablen S(0,—1,c¢),...,S(0, —R(n),c)
ermitteln.

Damit hat sich eine Levin-Reduktion von R auf Rgr ergeben. O

6.3.6 Selbstreduzierbarkeit aller NPC-Relationen
Das Hauptresultat dieses Abschnittes ist die folgende Aussage iiber NP(C-Relationen:
Theorem 6.31 Jede NPC-Relation ist selbstreduzierbar.

Beweis Wir beweisen zunéchst die Selbstreduzierbarkeit von Rgar:
Behauptung Rsar <7 SAT.

Sei F' = F(vy,...,v,) eine Konjunktion von Klauseln iiber den Booleschen Variablen
v1,...,U,. Mit Hilfe eines SAT-Orakels konnen wir das Suchproblem zu Rgr l6sen wie
folgt:

Vorabtest Wir fragen das Orakel, ob F' erfiillbar ist. Falls nicht, konnen wir mit der Mel-
dung, dass keine erfiillende Belegung existiert, abbrechen. Falls doch, dann weiter wie

folgt.

Konstruktion einer erfiillenden Belegung Fiir ¢ > 0 und eine partielle Belegung
(a,...,a;) € {0,1}" bezeichne F; = F(ay, ... ,a; Vit1,--- ,V,) die vereinfachte Klau-
selkonjunktion, die entsteht, wenn wir fiir j = 1,... ,4 die Variable v; durch die Boo-

lesche Konstante a; ersetzen. 2! Fiir ¢ = 0 ist noch keine Variable belegt, d.h., Fy = F.
Fiir ¢ = n sind alle Variablen belegt, d.h., F;,, € {TRUE, FALSE}. Falls F,, = TRUE,
dann handelt es sich bei @ um eine erfiillende Belegung. Eine partielle Belegung heisse
gut, wenn sie zu einer erfiillenden Belegung fortgesetzt werden kann. Da der Vorabtest
garantiert, dass F' = Fj erfiillbar ist, ist die leere Belegung gut. Unsere Strategie be-
steht darin, eine gute partielle Belegung von ay,... ,a;, 0 < ¢ < n — 1, mit Hilfe des
SAT-Orakels zu einer guten partiellen Belegung von ay, ... , a;, a;41 zu erweitern. Falls
dies gelingt, konnen wir iterativ die gute leere Belegung zu einer guten vollstindigen
(und somit F' erfiillenden) Belegung fortsetzen. Nehmen wir also an, dass ay,... ,a;
eine gute partielle Belegung ist. Dann ist F; erfiillbar. Wir fragen das SAT-Orakel, ob
F(ai,...,a;,0,v;12,...,v,) erfilllbar ist. Falls ja, dann setzen wir a;,; = 0. Falls nein,
dann muss erzwungenermaflen F(aq, ... ,a;,1,v;y2,... ,v,) erfiillbar sein, und wir set-
zen a;1 1 = 1. Auf diese Weise gelangen wir nach n Iterationen zu einer F' erfiillenden
Belegung a = (ay, ... ,a,).

21Vereinfachungen: durch die partielle Belegung bereits erfiillte Klauseln konnen eliminiert bzw. durch
TRUE ersetzt werden; in den verbleibenden Klauseln kénnen alle Literale X;, X; fir j = 1,...,7 entfernt
bzw. durch FALSE ersetzt werden.
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Um Theorem 6.31 zu beweisen haben wir zu zeigen:

Behauptung Sei R eine NPC-Relation. Dann gilt R < L(R).

Sei z eine Eingabe fiir das Suchproblem zu R. Eine Anfrage an das L(R)-Orakel klirt
wieder vorab, ob iiberhaupt eine R-zulédssige Losung fiir « existiert. OBdA sei dies der Fall.

Wir stehen nun vor dem Problem, mit Hilfe des L(R)-Orakels eine R-zuldssige Losung
y mit (z,y) € R zu konstruieren. Dazu gehen wir in zwei Phasen vor. Wir argumentie-
ren zunéchst, dass die Konstruktion eines geeigneten y mit Hilfe des SAT-Orakels anstelle
des L(R)-Orakels leicht durchzufiihren ist. Danach zeigen wir, dass ein L(R)-Orakel es auf
einfache Weise erlaubt, ein SAT-Orakel zu simulieren.

Fiir Phase 1 bedienen wir uns der polynomiellen Levin-Reduktion von R auf Rgar, die
gemidf Folgerung 6.30 existieren muss. Sei f die zur Reduktion gehorende Eingabetransfor-
mation und h die zweite Losungstransformation. (Vgl. Definition 6.26.) Wir gehen dann vor
wie folgt:

e Transformiere x vermoége f in eine Konjunktion F, Boolescher Klauseln. Da z eine
zuldssige Losung besitzt, muss F), erfiillbar sein.

e Nutze die Selbstreduzierbarkeit von Rg47 aus, um mit Hilfe eines SAT-Orakels eine
F, erfiillende Belegung a zu konstruieren.

e Transformiere (F},a) vermoge h in eine R-zuldssige Losung y fiir .

Dieses Verfahren ist offensichtlich polynomiell zeitbeschrankt. Einziger Schénheitsfehler: wir
haben real kein SAT- sondern nur ein L(R)-Orakel.

In Phase 2 demonstrieren wir, dass man mit Hilfe eines L(R)-Orakels ein virtuelles SAT-
Orakel bereitstellen kann. Dazu bedienen wir uns der polynomiellen polynomielle Reduktion
von SAT nach L(R), die wegen L(R) € NPC existieren muss. Sei f’ die dazu gehoren-
de Eingabetransformation. Eine Anfrage an das SAT-Orakel nach der Erfiillbarkeit von F
beantworten wir wie folgt:

e Transformiere F' vermoge f’ in eine Eingabe &' fiir das Mitgliedschaftsproblem zu L(R).
e Frage das L(R)-Orakel, ob z € L(R) und gib die Antwort aus.

Da die polynomielle Reduktion garantiert, dass F' genau dann erfiillbar ist, wenn z' € L(R),
ist die von uns ausgegebene Antwort korrekt. a

Wie aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein sollte, ist die Klasse NPC
sehr reichhaltig. Die Eigenschaft der Selbstreduzierbarkeit gilt daher fiir eine umfangreiche
Klasse von Relationen. Fiir alle diese Relationen ist also das Konstruieren einer zulédssigen
Losung nicht wesentlich aufwendiger als das Entscheiden, ob eine solche Lésung existiert.

Nichtsdestotrotz gibt es einige natiirliche Relationen, deren Suchproblem vermutlich nicht
in Polynomialzeit l6sbar ist und die vermutlich dennoch keine NPC'-Relationen sind:

COMPOSITES COMPOSITES liegt vermutlich in NPC \ P:
Das zugehorige Suchproblem ist das Faktorisierungsproblem: zu gegebener Zahl N finde
(falls moglich) eine Faktorisierung N = Nj - Ny mit Ny, Ny > 2. Wiare COMPOSITES
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NP-vollstidndig, dann wire geméafl Satz 6.31 die zugehorige Relation selbstreduzierbar
und somit wiirde ein Primzahlorakel erlauben, das Faktorisierungsproblem zu l6sen.
Da kiirzlich von Agrawal, Kayal und Saxena PRIMES € P bewiesen wurde, wire
damit das Faktorisierungsproblem in Polynomialzeit 16sbar. Damit wiirden alle auf
diesem Problem basierenden Kryptosysteme (wie zum Beispiel das populire RSA-
Cryptosystem) zusammenbrechen. Beim gegenwirtigen Stand der Forschung miissen

die genannten Konsequenzen als unwahrscheinlich?? gelten. Von daher ist zu vermuten,
dass COMPOSITES in NPC' \ P liegt.

GRAPHENISOMORPHIE Das Graphenisomorphieproblem ist die Frage, ob zwei vor-

gegebene Graphen G = (V, E),G' = (V', E') mit |V| = |V'| isomorph sind, d.h., sind
beide Graphen bis auf Umbenennung der Knoten gleich? Das zugehérige Suchproblem
verlangt nach Angabe einer Isomorphie, also einer bijektiven Abbildung h : V — V'
so dass E' = {(h(v), h(w))| (v,w) € E}. Wir werden zu einem spéteren Zeitpunkt

der Vorlesung (nach dem Abschnitt {iber die polynomielle Hierarchie von Stockmeyer)
deutlich machen, warum vermutlich GRAPHENISOMORPHIE in NPC \ P liegt.

Im Unterschied zu COMPOSITES kann man bei GRAPHENISOMORPHIE auf einfache

Weise eine Turing-Reduktion vom Suchproblem auf das Entscheidungsproblem angeben. Die
zentralen Ideen zum Nachweis der Selbstreduzierbarkeit sind wie folgt:

e Eine partielle Losung des Grpahenisomorphieproblems ist eine injektive Abbildung h

einer Teilmenge U von V nach V', die zu einer Isomorphieabbildung fortsetzbar ist.
Nehmen wir oBdA an, dass G und G’ isomorph sind. Dann ist die leere Abbildung mit
Definitionsbereich U = () eine partielle Lésung.

Die Idee ist, den Definitionsbereich einer partiellen Losung mit Hilfe des GRAPHEN-
ISOMORPHIE-Orakels iterativ zu erweitern. Wenn wir testen konnten, ob eine Erwei-
terung der Form h(w) = z mit w € V' \ U immer noch eine partielle Losung ist, dann
kénnten wir durch Ausprobieren aller Kandidaten z schliellich eine Fortsetzung der

partiellen Losung ausfindig machen. Schonheitsfehler: Wir verfiigen nicht {iber einen
solchen , Fortsetzungstest sondern nur iiber ein GRAPHENISOMORPHIE-Orakel.

Es bleibt zu zeigen, dass man mit einem GRAPHENISOMORPHIE-Orakel einen vir-
tuellen Fortsetzungstest bereitstellen kann. Sei h bisher auf U = {us, ... ,u;} definiert
und u; = h(u;) fir j = 1,... 4. Wir wollen testen, ob h(u;1) = uj,, eine geeignete
Fortsetzung ist. Zu diesem Zweck erzeugen wir zwei Hilfsgraphen H und H'. H geht
aus G hervor, indem wir fiir j = 1,... ,7+ 1 dem Knoten u; jn-viele neue Knoten als
Nachbarn geben. Analog geht H' geht aus G’ hervor, indem wir fiir j = 1,... ,i+1 dem
Knoten u} jn-viele neue Knoten als Nachbarn geben. (Mehr oder weniger) offensicht-
lich (s. Ubung) ist h mit erweitertem Definitionsbereich {uy, ... ,u;, u;;1} genau dann
eine partielle Losung, wenn H und H' isomorph sind. Der Fortsetzungstest wird also
implementiert, indem wir das GRAPHENISOMORPHIE-Orakel nach der Isomorphie
von H und H' befragen.
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Wir fassen die letzte Diskussion zusammen:

Theorem 6.32 Die Relation zum Graphenisomorphieproblem ist selbstreduzierbar.

6.4 Die Grenze zwischen P und NPC

Eine alte Binsenweisheit besagt, dass Gliick und Leid dicht beieinander liegen. Wenn wir
unter Leid die NP-Hérte eines zu losenden Berechnungsproblems und unter Gliick seine
Losbarkeit in Polynomialzeit verstehen, dann trifft die obige Feststellung auch auf den Al-
gorithmenentwurf zu. Der ausgeteilte Handzettel 2 (entnommen aus Garey & Johnson) illu-
striert, wie dicht Probleme aus P und NPC beieinander liegen konnen:

e Der kiirzeste Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graphen mit positiven Kanten-
gewichten kann (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Dijkstra) effizient gefunden
werden. Der ldngste Pfad hingegen vermutlich nicht. Das korrespondierende Entschei-

dungsproblem, LONGEST PATH BETWEEN TWO VERTICES, ist ndmlich (sogar
eingeschrinkt auf Einheitsgewichte fiir Kanten) NP-vollstindig.??

e VERTEX COVER ist, wie wir bereits wissen, NP-vollstindig. Es gibt also vermut-
lich keinen effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) die
kleinste Knotenmenge U C V findet, die von jeder Kante mindestens einen Randkno-
ten enthélt. Das duale EDGE COVER Problem, das nach einer kleinsten Kantenmenge
fragt, die jeden Knoten iiberdeckt, ist hingegen mit Hilfe von MAXIMUM MATCHING
effizient 16sbar.

e Das Problem MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH fragt nach einer kleinsten Teil-
menge A’ C A von Kanten eines gegebenen Digraphen G = (V, A), so dass zwei
beliebige u,v € V genau dann in G durch einen Pfad (von w nach v) verbunden
werden konnen, wenn dies in G = (V, A") moglich ist. TRANSITIVE REDUCTI-
ON unterscheidet sich von MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH nur dadurch, dass
A" CV xV,dh., die A" muss keine Teilmenge von A sein. TRANSITIVE REDUC-
TION kann (mit Hilfe von TRANSITIVE CLOSURE und Berechnung von starken
Zusammenhangskomponenten) effizient gelost werden. Das Entscheidungsproblem zu
MINIMUM EQUIVALENT DIGRAPH hingegen enthdlt DIRECTED HAMILTONI-
AN CIRCUIT? als Teilproblem und ist daher NP-vollstindig.

e Eine Eingabeinstanz zum Problem SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLI-
NES besteht aus einer Menge T von Aufgaben (tasks), einer partiellen Ordnung <
auf T, einem individuellen Schlusstermin (deadline) d(¢) fiir jede Aufgabe ¢ € T' und
einer Anzahl m von Prozessoren. Jede Aufgabe ¢ kann in einer Zeiteinheit auf einem
Prozessor ausgefiihrt werden. ¢ < t' bedeutet, dass t ausgefiihrt sein muss, bevor die

ZDies kann (relativ leicht) mit einer Kette von Karp-Reduktionen nachgewiesen werden, die von HAMIL-
TONIAN CIRCUIT iiber HAMILTONIAN PATH (auf die offensichtiche Weise definiert) nach LONGEST
PATH BETWEEN TWO VERTICES fiihrt.

Z4genauer: die Einschrankung von DIRECTED HAMILTONIAN CIRCUIT auf stark zusammenhéngende
Digraphen, die auch NP-vollstindig ist (gleiche Reduktion wie in der Vorlesung)
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Ausfithrung von ¢ begonnen wird. Die Frage ist, ob man die Aufgaben aus 7' den
m Prozessoren so zuordnen kann, dass alle Schlusstermine eingehalten werden. Eine
partielle Ordnung auf 7" heisst INTREE oder auch Montagebaum, wenn jedes t € T' ma-
ximal einen unmittelbaren Nachfolger hat. Analog spricht man von einem OUTTREE
oder auch Sortierbaum, wenn jedes t € 1" maximal einen unmittelbaren Vorgénger
hat. INTREE SCHEDULING (bzw. OUTTREE SCHEDULING) ist die Spezialisie-
rung von SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLINES auf partielle Ordnungen
der Form INTREE (bzw. OUTTREE). Wie Brucker, Garey und Johnson 1977 gezeigt
haben, kann INTREE SCHEDULING effizient gelost werden, wohingegen OUTTREE
Scheduling NP-vollstdndig ist (Reduktion von VERTEX COVER).

Es gehort zur Grundbildung der Informatik, das Grenzgebiet zwischen P und NPC gut
zu kennen. Die obere Abbildung auf dem ausgeteilten Handzettel Nummer 3 illustiert den
Grenzverlauf. Die untere Grenzlinie von NPC wird von den am weitesten eingeschriankten
NP-vollstandigen Teilproblemen gebildet. Jede weitere Spezialisierung eines dieser Probleme
fithrt aus NPC heraus. Die obere Grenzlinie von P wird von den allgemeinsten Teilproble-
men gebildet, die noch in Polynomialzeit gelost werden kénnen. Jede weitere Generalisierung
eines dieser Probleme fiihrt aus P heraus. Je dichter diese beiden Grenzlinien aneinander-
liegen, desto kleiner ist das unbekannte Terrain der Probleme mit einem offenen Status. Die
voranschreitende Forschung schiebt die Grenzlinien tendenziell aufeinander zu, da sowohl
der Fundus der NP-vollstdndigen Probleme als auch der Fundus der effizienten Algorithmen
stdndig erweitert wird. Anschaulich gesprochen gibt es kleine Engelchen, die das bekann-
te Territorium von P auf immer allgemeinere Berechnungsprobleme ausdehnen, und kleine
Teufelchen, die von immer spezielleren Problemen die NP-Vollstindigkeit nachweisen. Es ist
aus der strukturellen Komplexitatstheorie bekannt, dass (unter der Vorausetzung P # NP)
die Klasse NPC \ P nicht leer ist. So sehr also Engelchen und Teufelchen sich miihen, sie
werden sich niemals auf einer scharfen Grenzlinie begegnen.

Wenden wir doch dieses allgemeine Schema einmal auf eine konkrete Problemhierachie
an. PRECEDENCE CONSTRAINED SCHEDULING ist der Spezialfall von SCHEDULING
WITH INDIVIDUAL DEADLINES bei dem die individuellen Schlusstermine alle identisch
sind zu einem gemeinsamen Schlusstermin D. Mit einer von CLIQUE ausgehenden Karp-
Reduktion kann man die NP-Vollstédndigkeit von PRECEDENCE CONSTRAINED SCHE-
DULING nachweisen. Aus der unteren Abbildung auf Handzettel 3 geht hervor, dass die
Spezialfille, bei denen die partielle Ordnung auf T' leer oder ein Baum (Montage- oder
Sortierbaum)? ist, in Polynomialzeit gelost werden kann. Ebenso fiir allgemeine partielle
Ordnung auf 7" und eine feste Anzahl 1, 2 oder 3 von Prozessoren (fleissige Engelchen). Fiir
eine feste Anzahl von 4 oder mehr Prozessoren ist der Status des Problems offen.

Z5Fiir Montagebdume folgt dies aus dem oben zitierten allgemeineren Resultat fiir INTREE SCHEDULING
(individuelle Schlusstermine). Fiir Sortierbdume kann man im Falle eines einheitlichen Schlusstermines D
den Algorithmus fiir Montagebdume zusammen mit einem Symmetrieargument verwenden: Erstens, kehre
im Sortierbaum SB die Orientierung aller Kanten um und erhalte einen Montagebaum MB. Zweitens, wende
das Verfahren fiir Montagebdume an und erhalte einen optimalen Plan, der alle Aufgaben auf m Prozessoren
in T < D Zeiteinheiten 1,... ,T unter Einhaltung der (spiegelverkehrten) partiellen Ordnung M B ausfiihrt.
Drittens, spiegele den Plan, d.h., durchlaufe ihn in der zeitlichen Reihenfolge T', ... , 1. Dann wird die partielle
Ordnung SB respektiert.
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Die Exploration des Grenzgebietes zwischen NPC' und P geschieht in der Praxis meist
fiir eine konkrete Problemhierarchie (wie zum Beispiel PRECEDENCE CONSTRAINED
SCHEDULING).

Bei Graphenproblemen ergibt sich eine Problemhierarchie auf natiirliche Weise, indem
man von der Klasse aller (endlicher) Graphen zu speziellen Graphklassen iibergeht. Zum
Beispiel:

e Biume
e planare Graphen
e Graphen mit beschranktem Knotengrad

Eine weitere Spezialisierung ergibt sich, indem man Variablen der Eingabe zu Konstan-
ten “gefriert”. Wir werden in Abschnitt 6.5 exemplarisch die Problemhierarchie zum Gra-
phenfarbungsproblem diskutieren.

Fiir ein Zahlenproblem erhalten wir ein natiirliches Teilproblem, indem wir verlangen,
dass der Maximalbetrag eines Zahlparameters der Eingabe polynomiell durch die Einga-
beldnge beschrénkt ist. Dies fiihrt zu der Frage, ob ein Zahlenproblem nur darum nicht zu P
gehort, weil man mit wenigen Bits “riesige Zahlen” spezifizieren kann, oder ob es auch schon
fiir “moderate Zahlen” NP-vollstédndig ist. Probleme der ersten Kategorie heiflen pseudopo-
lynomiell lésbar, Probleme der letzteren Kategorie heiflen stark NP -vollstindig. Wir werden
spater sehen, dass zum Beispiel PARTITION pseudopolynomiell 16sbar, aber eine Verallge-
meinerung davon (3-PARTITION) stark NP-vollstindig ist.

6.5 Analyse von eingeschrinkten Graphproblemen

Eine k-Fdrbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Farbung der Knoten, die monochroma-
tische Kanten vermeidet, d.h., eine Abbildung f:V — {1,...,k} mit f(v) # f(w) fir alle
{v,w} € E. Zu gegebener Farbung heisst die Menge aller Knoten der gleichen Farbe i die
Farbklasse zu i. Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Anzahl k von Farben, die eine
legale Farbung von G ermoglicht. Das Graphenfirbungsproblem (als Optimierungsproblem)
besteht darin, zu einem gegebenen Graphen G eine x(G)-Firbung anzugeben. COLORA-
BILITY sei das Problem zu gegebenem Graphen G und gegebener Kostenschranke £ zu
entscheiden, ob G k-farbbar ist. k-COLORABILITY sei das Teilproblem, bei dem (die Kon-
stante) k nicht Teil der Eingabe ist (Gefrieren einer Variable zu einer Konstanten).

Ein natiirliches Anwendungsszenario fiir Graphenfarbung ist die Durchfiihrung von Pro-
zessen mit gemeinsamen Ressourcen. Zwei Prozesse stehen im Konflikt zueinander, wenn sie
die gleiche Ressource benétigen. Zwei solche Prozesse konnen nicht im gleichen Zeitabschnitt
ausgefiithrt werden. Prozesse und ihre Ressourcenkonflikte kénnen durch einen Konfliktgra-
phen modelliert werden, dessen Knoten Prozesse und dessen Kanten Ressourcenkonflikte
reprasentieren. Die chromatische Zahl des Konfliktgraphen gibt die minimale Anzahl von
Zeitabschnitten an, die eine konfliktfreie Ausfithrung zulésst.

Es ist bekannt, dass 2-COLORABILTY zu P gehort. Wir skizzieren kurz die Grundidee.
Eine Teilmenge U der Knotenmenge V' eines Graphen G = (V| E') heisst unabhdngig (Inde-
pendent Set), wenn die Knoten aus U paarweise in G nicht benachbart sind. Man beachte,
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dass jede Farbklasse eine unabhéngige Menge ist. G heisst bipartit, wenn V sich in zwei
unabhéngige Mengen zerlegen ldsst. Das folgende Resultat ist nicht schwer zu zeigen:

Lemma 6.33 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. G ist 2-fdrbbar.
2. G ist bipartit.
3. G enthdlt keine Kreise ungerader Linge.

Da man im Rahmen einer systematischen Graphexploration (wie DFS oder BFS) die Existenz
von Kreisen ungerader Linge leicht testen kann, erhalten wir die

Folgerung 6.34 2-COLORABILITYe P.

Es bezeichne A(G) den maximalen Grad eines Knotens in G. Ein naives Verfahren zum
Farben von G liefert der folgende gierige Algorithmus:
Sei A := A(G). Farbe einen Knoten nach dem anderen mit Farben aus C = {1,... ,A + 1}
gemaf folgender Strategie: der aktuelle Knoten v erhilt die kleinste Farbe ¢ aus C, die noch
nicht fiir einen seiner Nachbarn verwendet wurde.
Dieses naive Verfahren ist effizient durchfithrbar und kommt mit 1+ A(G) Farben aus. Somit
gilt x(G) < A(G) + 1. Fiir die (A + 1)-Clique ist diese Schranke scharf. Dariiberhinaus gilt:

Lemma 6.35 (Satz von Brooks) — ohne Beweis —
Es sei G ein zusammenhdngender Graph und A = A(G). Dann ist x(G) < A sofern G nicht
eine Clique der Griffe A + 1 bildet.

Folgerung 6.36 COLORABILITY eingeschrinkt auf Graphen vom Mazimalgrad 3 gehort
zu P.

Beweis Wir zeigen, dass x(G) effizient berechenbar ist. Da man die Zusammenhangskom-
ponenten eines Graphen unabhéngig voneinander firben kann, diirfen wir oBdA annehmen,
dass der gegebene Graph zusammenhéngend ist. Falls G nicht aus einem einzigen Knoten
besteht, bendtigen wir mindestens zwei Farben. Wie oben erwédhnt kénnen wir in Polynomi-
alzeit testen, ob G 2-farbbar ist. Nehmen wir zu unseren Ungunsten an dass wir mindestens
3 Farben brauchen. Da A(G) < 3, brauchen wir maximal 4 Farben. Falls G eine 4-Clique ist,
bendtigen wir genau 4 Farben. Andernfalls garantiert der Satz von Brooks, dass drei Farben
ausreichen. O

Insgesamt hat sich also gezeigt, dass COLORABILTY eingeschrankt auf zwei Farben oder
auf maximalen Knotengrad 3 zu P gehort. Soweit die Nachrichten aus den himmlischen
Sphéren. Horen wir uns an, was die bocksbeinigen Kerlchen aus der unteren Etage zu dem
Thema zu sagen haben.

Theorem 6.37 3-COLORABILITY ist NP-vollstindig. Dies gilt sogar dann, wenn wir die
zuldssigen Eingaben auf planare Graphen vom mazimalen Knotengrad 4 einschrdnken.
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Beweis Mitgliedschaft zu NP ist offensichtlich. Wir haben die NP-Hérte nachzuweisen. Der
Beweis vollzieht sich in drei Stufen.

Stufe 1 3-SAT<,, 3-COLORABILTY.
Die Beweisskizze hierzu (die auch aus der Vorlesung Theoretische Informatik bekannt
sein sollte) ist auf dem ausgeteilten Handzettel 4 zu sehen. Das Herzstiick der Reduk-
tion ist die Klauselkomponente. Sie ist so kunstvoll entworfen, dass legale 3-Farbungen
der Klauselkomponente implizit die korrespondierende Klausel “korrekt auswerten”.
Zu weiteren Details s. den Handzettel. Ergebnis von Stufe 1: 3-COLORABILITY ist
NP-hart.

Stufe 2 Entwurf des “Crossing-Over-Gadget”

Wir erinnern daran, dass ein Graph planar ist, wenn man die Knoten und Kanten
so in die Ebene einbetten kann, dass Kanten sich nur an gemeinsamen Randpunkten
beriihren. Die in Stufe 1 benutzte Reduktion erzeugt nicht notwendig einen planaren
Graphen. Wir konnen ihn aber in einen planaren Graphen transformieren, indem wir
bei sich kreuzenden Kanten {z,z'} und {y,y'} ein “Crossing-Over-Gadget” (s. Hand-
zettel 5) einbauen. Die Kreuzung wird dabei durch einen kreuzungsfreien Untergraphen
ersetzt. Das Gadget ist so kunstvoll konstruiert, dass es beim Férben des Ursprungs-
graphen keine neuen Freiheitsgrade einbaut und keine alten Freiheitsgrade vernichtet.
Zu weiteren Details s. den Handzettel. Ergebnis von Stufe 2: 3-COLORABILITY ein-
geschriankt auf planare Graphen ist NP-hart.

Stufe 3 Entwurf des “Portal-Gadgets”

Die in Stufen 1 und 2 skizzierte Reduktion erzeugt einen Graphen mit evtl. hohem
maximalen Knotengrad. Wir setzen die Reduktion so fort, dass sie den maximalen
Knotengrad auf 4 reduziert. Dies kann mit Hilfe einer lokalen Ersetzung geschehen
(s. Handzettel 6). Dabei wird ein Knoten v mit & Nachbarn durch ein Portal-Gadget
Hy, ersetzt. Hj, ist ein Untergraph mit inneren Knoten (die nicht durch Kanten mit
Knoten ausserhalb Hy verbunden sind) und &k Portalen. Jedes der Portale ist iiber eine
Kante mit genau einem Nachbarn von v verbunden. Die Portale haben innerhalb Hy
den Grad 3, also insgesamt den Grad 4. Die inneren Knoten von Hj haben Grad 4. Hy,
ist so kunstvoll konstruiert, dass die Portale alle die gleiche Farbe haben kénnen und
miissen. Man hat also beim Férben des neuen Graphen die gleichen Freiheitsgrade wie
zuvor. Zu weiteren Details s. den Handzettel.

Stufe 3 schlie3t den Beweis des Theorems ab. O

Die Grenze zwischen P und NP hat sich beim Graphenfirbungsproblem somit (einiger-
maflen) prézise bestimmen lassen.
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6.6 Starke NP-Vollstindigkeit
6.6.1 Beispiele fiir pseudopolynomielle Algorithmen

Anna und Bert lassen sich durch die neuesten Nachrichten zur NP-Vollstdndigkeit nicht
entmutigen. Anna hat eine Idee, um das PARTITION-Problem zu 16sen. Seien wy, ... ,w, >
0 die gegebenen Zahlen und S = wy + - - - + w,, ihre Summe. Nehmen wir o0BdA an, dass S
eine gerade Zahl ist. Anna will eine n x (1 4 S/2)-Tabelle T' = (t,)1<r<n0<s<s/2 mit den
Booleschen Eintrigen

tr,s:<31g{1,...,r}: Zwi:s> (18)

el

berechnen. In Worten: die Indikatorvariable ¢, ; hat genau dann den Wahrheitswert 1, wenn
sich aus den Zahlen wy, ... ,w, eine Auswahl mit Summenwert s treffen lasst. Die erste Zeile
der Tabelle ist leicht auszurechnen:

tis=((s=0)V(w =59)). (19)
Gegeben Zeile r—1, dann lisst sich auch Zeile r mit Hilfe einer einfachen Vorschrift ausfiillen:

tr,s - (tr—l,s V ((3 Z wr) A tr—l,s—wr)) .

Denn Summenwert s lédsst sich genau dann mit einer Auswahl aus wy, ... , w, erhalten, wenn
er sich durch eine solche Auswahl ohne Teilnahme von w, oder durch eine solche Auswahl
mit Teilnahme von w, erhalten ldsst. Der erste Fall liegt genau dann vor, wenn man Sum-
menwert S bereits durch eine Auswahl der Zahlen wy, ... ,w,_; erhalten kann. Der zweite
Fall liegt genau dann vor, wenn s > w, und man Summenwert s — w, durch eine Auswahl
der Zahlen wy,... ,w, 1 erhalten kann.

Anna kann die Rechenvorschriften (18) und (19) benutzen, um die Tabelle T' zeilenweise
auszufiillen. Offensichtlich gehort die Eingabe wy, ... , w, genau dann zur Sprache PARTI-
TION, wenn t, /> den Wahrheitswert 1 hat. Der Eintrag in der rechten unteren Ecke von
Tabelle T" verrdt uns also die Losung.

Das ist nicht dibel, sagt Bert. Ich habe tibrigens eine dhnliche Methode zum Ldsen von KNAP-
SACK (KP). Meine Tabelle ist auch 2-dimensional und hat Eintrdge t, s € Ny, die den ma-
zimalen Nutzen angeben, der sich mit den Objekten 1,...  r unter Beachtung von Gewichts-
schranke s erzielen lisst. Ich kann diese Tabelle mit einer dhnlich einfachen Rechenvorschrift
systematisch ausfillen wie Du Deine. Schon gut, sagt Anna. Ich kann mir vorstellen wie Du
das machst.2® Wir haben also beide ein NP -vollstindiges Problem geldst.

Um die vorangehenden Uberlegungen zu klaren Aussagen zusammenzufassen, benétigen
wir die folgende

Definition 6.38 Bei einem Zahlenproblem (formale Sprache) L assoziieren wir zu einer
Eingabeinstanz I neben der FEingabelinge n(I) die mazimale Grofle M(I) einer der in I
gegebenen Zahlparameter. Zu einem festen Polynom p bezeichne L, die Einschrdnkung von

26die Horer und Horerinnen der Vorlesung hoffentlich ebenfalls (s. Ubung)
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L auf Eingaben I mit M(I) < p(n(I)). L heifit pseudopolynomiell entscheidbar, wenn L,, € P
fiir jedes Polynom?" p. Ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir L ist eine DTM, die das
Mitgliedschaftsproblem fiir L lost und deren Laufzeit polynomiell in n(I) und M (I) beschrinkt
15t.

Aus der Existenz eines pseudopolynomiellen Algorithmus fiir L folgt offensichtlich, dass L
pseudopolynomiell entscheidbar ist. Anna’s und Bert’s Verfahren ergeben also folgendes

Theorem 6.39 PARTITION und KP sind mit pseudopolynomuellen Algorithmen losbar.

Da SUBSET SUM ein Teilproblem von KP ist, {ibertrdgt sich dieses Resultat auf SUBSET
SUM.

6.6.2 Erste Beispiele fiir stark NP-vollstéindige Probleme

Kann man vielleicht alle Zahlenprobleme pseudopolynomiell 16sen? Zum Beispiel auch BP?
Oder gibt es Zahlenprobleme, bei denen alle pseudopolynomiellen Lésungsversuche an uniiber-
windliche Barrieren stoflen?

Die folgende Definition liefert ein wichtiges Werkzeug zur Beantwortung dieser Frage:

Definition 6.40 Ein Zahlenproblem (formale Sprache) L heifst stark NP-hart, wenn es ein
Polynom p gibt, so dass L, NP-hart ist. Gilt zusdtzlich L € NP, dann heifit L stark NP-
vollstdndig.

Wir merken an, dass rein kombinatorische Probleme (wie zum Beispiel SAT, 3-SAT, CLI-
QUE, DHC, HC) ohne (echte) Zahlparameter automatisch stark NP-vollstiandig sind, wenn
sie NP-vollstindig sind. Der neue Begriff macht nur Sinn bei echten Zahlenproblemen, deren
Eingaben potenziell superpolynomiell in n(I) grofie Zahlen enthalten kénnen. Das folgende
Resultat ist offensichtlich:

Theorem 6.41 Fualls P # NP, dann kann es zu einem stark NP-vollstindigen Problem
keinen pseudopolynomiellen Algorithmus geben.

Ein erstes stark NP-vollstdndiges Zahlenproblem kennen wir schon:

Theorem 6.42 TSP ist stark NP -vollstindig.

Beweis Die Reduktion von HC auf TSP, die wir zum Nachweis der NP-Vollstdndigkeit von
TSP verwendet haben, benutzt in der Distanzmatrix nur Zahlenparameter mit den Werten
1 oder 2. Die Kostenschranke hatte den Wert n (Anzahl der Stidte). Es treten also keine
Zahlparameter auf, die superpolynomiell in der Lénge der Eingabe fiir TSP sind. O

Mit TSP kennen wir ein stark NP-vollstindiges Anordnungsproblem (mit Zahlparame-
tern). Wir begeben uns nun auf die Jagd nach einem stark NP-vollstdndigen Zerlegungspro-
blem (mit Zahlparametern). Objekt unserer Begierde sind die folgenden Probleme:

27wie iiblich mit Koeffizienten aus N
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3-DM Perfektes 3-Dimensional Matching

Eingabe Drei disjunkte gleichméchtige Mengen X = {z1,... , 2.}, Y = {y1,... , Yg}s
Z ={z,...,24} sowie eine Menge M C X x Y x Z von Tripeln. Hierbei reicht
es, M in der Eingabe zu spezifizieren, da X, Y, Z implizit durch die Komponenten
der Tripel aus M gegeben sind.

Frage Gibt es eine Auswahl 7' C M von g Tripeln aus M, so dass jedes Element aus
X UY U Z in genau einem Tripel vorkommt?

3-PARTITION Partition in m Tripel mit gleichen Teilsummen

Eingabe n = 3m Zahlen a4, ... ,a, € N mit einer Gesamtsumme B = a; + --- + a,
der Form B=mb, be N. Fiiri =1,... ,n gelte b/4 < a; < b/2.

Frage Kann man diese Zahlen in m gleich grofle Teilsummen zerlegen, d.h., existiert
eine Zerlegung von {1,... ,n} in Mengen I, ... , I, mit

Vi=1,...,m: a; =b? (20)
i

Beachte, dass wegen b/4 < a; < b/2 die Bedingung (20) héchstens dann erfiillbar ist,
wenn jedes I; dreielementig ist.

4-Partition Partition in m Quadrupel mit gleichen Teilsummen

Eingabe n = 4m Zahlen a4, ... ,a, € N mit einer Gesamtsumme B = a; + --- + a,
der Form B=mb, b€ N. Fiiri =1,... ,n gelte b/5 < a; < b/3.

Frage Kann man diese Zahlen in m gleich grofle Teilsummen zerlegen, d.h., existiert

eine Zerlegung von {1,... ,n} in Mengen I, ... , I,, mit
Vi=1,...,m: Y a;=07 (21)
iEIj

Beachte, dass wegen b/5 < a; < b/3 die Bedingung (21) héchstens dann erfiillbar ist,
wenn jedes [; vierelementig ist.

Wir merken kurz an, dass 2-DM (Perfektes 2-Dimensionales Matching) das zu 3-DM analoge
Problem mit Paaren anstelle von Tripeln ist. Bei 2-DM geht es dann um die Frage, ob eine
Auswahl T' C M von q Paaren aus M existiert, so dass jedes Element in XUY in genau einem
Paar vorkommt. Da man sich die Elemente aus X als Frauen, die Elemente aus Y als Mdnner,
die Paare aus M als vertrdgliche Paarbildungen und die Auswahl T" C M als ein perfektes
Heiratssystem vorstellen kann, ist 2-DM auch unter dem Namen Heiratsproblem bekannt.?®
Mit Maximum Matching Techniken kann man zeigen (s. Vorlesung Effiziente Algorithmen):

283-DM ist das Heiratsproblem fiir eine Gesellschaft, in welcher sich neben mdnnlich und weiblich ein
dritter Sextypus etabliert hat. Es wird Traditionalisten zutiefst befriedigen, dass (wie sich im Verlaufe dieses
Abschnittes noch zeigen wird) 3-DM NP-vollsténdig ist.
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Lemma 6.43 2-DM € P.

Wir beabsichtigen, die folgende Kette
3-SAT <,, 3-DM <, 4-PARTITION,, (22)

von Reduktionen zu entwerfen, wobei p ein Polynom ist. Damit hatten wir 4-PARTITION
als stark NP-vollstdndiges Zahlenproblem etabliert.

Lemma 6.44 3-SAT<,,3-DM.

Beweis Sei C' = (Co, N aCm—l) mit Cz = 2;1V 22V 2z und Zij c {Zl)'l, Ti,...,Ty, Cl_fn} eine Ein-
gabe fiir 3-SAT. Wir geben eine Eingabetransformation C' +— M an, die C eine Tripelmenge
M zuordnet. C soll genau dann erfiillbar sein, wenn wir fiir M ein perfektes 3-dimensionales
Matching T' C M finden. Die Tripelmenge M besteht aus der Belegungskomponente MZ, der
Klauselerfiillungskomponente M* und der Erginzungskomponente ME:

Belegungskomponente Zu jeder Variable x;, k = 1,... ,n, assoziieren wir die folgenden
Tripel:

T, = {(Zky arisbrs)|i=0,...,m—1}

Fy, = {(%ki 0kit1modm, br,i)| 1 =0,...,m — 1}

Wir setzen MP = T, U F, und MP = U}_, M. Abbildung 5 illustriert diese Kon-
struktion. Die Elemente zy;, T ; nennen wir Literalelemente. Wir werden sehen, dass
sie auch noch in anderen Komponenten vorkommen. Die Elemente a;; und by, sind
interne Elemente von M, d.h., sie kommen in keinen Tripeln auferhalb MP vor. Man
iiberlegt sich leicht, dass es zu einer Zerlegung der internen Elemente von M;? in Tripel
nur zwei Moglichkeiten gibt: entweder alle Tripel aus 7}, oder alle Tripel aus Fj. In-
tuitiv verkniipfen wir mit der Entscheidung fiir 7} die Vorstellung, x; mit 1 zu belegen,
und mit der Entscheidung fiir Fj, die Vorstellung, z; mit 0 zu belegen.

Klauselerfiillungskomponente Zu jeder Klausel C;, i = 0,... ,m — 1, assoziieren wir die
folgenden Tripel:

S+ = {(a:k,i,ci,di)| 1< k <n,xp € Cz}

S; = @k, cindi)| 1 <k <n Ty € Ci}

Wir setzen MX = S;" U S und ME = U, MX. Die Elemente ¢; und d; sind interne
Elemente von M}, d.h., sie kommen in keinen Tripeln aufierhalb M vor. Um diese
Elemente in die Tripelzerlegung mit einzubeziehen, sind wir gezwungen, ein Tripel
aus MK auszuwihlen. Intuitiv verbinden wir damit die Auswahl eines C; erfiillenden
Literals.

Erginzungskomponente Die Ergidnzungskomponente wird dazu dienen, noch uniiber-
deckte Literalelemente in die Tripelzerlegung einzubeziehen. Die internen Elemente
von M® und M¥ werden durch nm + m Tripel exakt iiberdeckt werden. Damit sind
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auch bereits nm + m Literalelemente {iberdeckt. Von den insgesamt 2nm Literalele-
menten wiren dann noch (n — 1)m uniiberdeckt. Dies motiviert die folgende Definition
der Ergidnzungskomponente:

M = {(zg, e, f1), @rpen il 1<k<n,0<i<m—-1,1<I<(n—1)m} .

e, fi sind die internen Elemente von ME.

Abbildung 5: Ein Ausschnitt aus der Belegungskomponente im Falle m = 3: die Tripel aus
T}, sind schraffiert, die Tripel aus F}, unschraffiert.

Die Transformation C — M mit M = M?B U M* U M¥ ist offensichtlich in Polynomialzeit
berechenbar. Der Beweis wird abgeschlossen durch die
Behauptung C ist genau dann erfiillbar, wenn fiir M ein perfektes 3-dimensionales Mat-
ching existiert.

Nehmen wir zunéchst an, dass eine C' erfiillende Belegung gegeben ist. Wir bilden ein
perfektes 3-dimensionales Matching 7" fiir M nach folgender Strategie:

1. Fir k =1,...,n nimm alle Tripel aus T} in T auf, falls ;, = 1, und nimm alle Tripel
aus Fj in T auf, falls z; = 0.
Effekt Alle internen Elemente von M? sind exakt iiberdeckt; ebenso alle Literalele-
mente z3; mit ry = 0 bzw. alle Literalelemente T3 ; mit z; = 1. Die anderen Literal-
elemente (die zu erfiillten Literalen korrespondieren) sind noch uniiberdeckt.

2. Fixiere zu jeder Klausel C;, 0 < ¢ < m — 1, ein erfiilltes Literal z; ;. Es existiert ein
k, so dass z;; € {xy, Tt }. Falls 2; ; = z), dann nimm das Tripel (zy;, ¢, d;) € S; in T
auf. Falls z; ; = Ty, dann nimm das Tripel (Zx;,¢;, d;) € S; in T auf. Beachte, dass in
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beiden Féllen ein noch uniiberdecktes Literalelement {iberdeckt wurde.
Effekt Alle internen Elemente von M¥ sind exakt iiberdeckt. Insgesamt nm + m
Literalelemente sind nun exakt tiberdeckt. Somit sind (n — 1)m Literalelemente noch

uniiberdeckt.

3. Benutze — in der offensichtlichen Weise — (n — 1)m Tripel aus M¥, um die noch
uniiberdeckten Literalelemente sowie die internen Elemente von M¥ exakt zu iiber-
decken.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching 7' fiir M
gegeben ist. Wie bereits oben angemerkt, muss 7' fiir jedes k entweder alle Tripel aus Tj
oder alle Tripel aus Fj enthalten. Im ersten Fall setzen wir z; = 1, im zweiten Fall z;, = 0.
Wir zeigen, dass die so erhaltene Belegung in jeder Klausel mindestens 1 Literal erfiillt. Die
Tripel in 7 N M? lassen genau die Literalelemente uniiberdeckt, die zu erfiillten Literalen
korrespondieren. Da die Tripel aus TN M¥ alle internen Elemente von M¥ iiberdecken, muss
es zu jeder Klausel ein erfiilltes Literal geben: die erste Komponente des ¢;, d; iiberdeckenden
Tripels ist ndmlich ein von 7' N M? noch uniiberdecktes Literalelement, das zu einem C;
erfiillenden Literal korrespondiert. O

Lemma 6.45 Es existiert ein Polynom p mit 8-DM<,54-PARTITION,,.

Beweis Sei M C X XY x Zmit X ={zy1,...,z.}, Y ={v1,... , ¥, und Z ={z1,... , 2z}
eine gegebene Tripelmenge. Zu jedem w € W = X UY U Z bezeichne L(w) die Anzahl der
Tripel, in denen w vorkommt. Sei weiter m = |M| und r = 32¢. Wir kénnen oBdA m > ¢
voraussetzen, da kein perfektes 3-dimensionale Matching fiir M mit weniger als ¢ Tripeln
existiert. Die zu M korrespondierende Eingabeinstanz fiir 4-PARTITION bestehe aus den
folgenden Zahlen:

Elementzahlen Zu jedem w € W assoziieren wir die Hauptzahl a;(w) und die Nebenzahlen
a;(w) geméiB folgender Definition:

= 10rt+ir+1,1<i<gq
= 1r*+ir+1, 1<i<gq, 2<1< L)
= 10r*+jr*+2, 1<j<q
= 1t +r?+2, 1<j<q, 2<1< L(y;)
= 10rt+kr®+4 1<k<g

8+ kr® 44, 1<k <q 2<1< Lz)
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Tripelzahlen Zu jedem (z;,y;, zx) € M assoziieren wir die Zahl

a(zi, yj, 2) = 10r* — kr® — jr? —ir + 8.
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Wir erhalten insgesamt eine Menge A bestehend aus ), ., L(w) = 3m Elementzahlen und
m Tripelzahlen. Es wird sich weiter unten implizit ergeben, dass die Gesamtsumme aller 4m
Zahlen genau mb betrégt, wobei

b = 40r* + 15.

Man verifiziert leicht, dass jede Zahl aus A grofier als b/5 und kleiner als b/3 ist. (Daher
kénnen nur Zahlquadrupel aus A die Teilsumme b ergeben.) Die Transformation M — A
ist offensichtlich in Polynomialzeit berechenbar. Da alle Zahlen in A kleiner als 12r% =
12-(32¢)* < 12-(32m)* < 12-(8|.A|)* sind, ist der maximale Zahlparameter in A polynomiell
in Eingabelédnge n(A) > |A| beschrénkt. Der Beweis wird daher abgeschlossen durch folgende
Behauptung Es existiert genau dann ein perfektes 3-dimensionales Matching fiir M, wenn
A sich in m Quadrupel (vierelementige Teilmengen) zerlegen lésst, so dass jedes Quadrupel
die Teilsumme b liefert.

Nehmen wir zunédchst an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching 7' fiir M vorliegt.
Wir bilden fiir jedes der m Tripel aus M ein Zahlenquadrupel nach der folgenden Strategie:

Fall 1 Sei (z;,y;, 2;) € T. Dann bildet a(z;, y;, z) zusammen mit aq(z;), a1(y;), a1(zx) ein
Quadrupel. Die Summe dieser vier Zahlen ist offensichtlich b.

Fall 2 Sei (z;,y;, 2z) € M \T. Dann bildet a(z;, y;, 2¢) zusammen mit ay, (2;), ai, (y;), ai; (2x)
ein Quadrupel. Hierbei werden [1, l5,l3 > 2 so gew&hlt, dass keine Nebenzahl mehrfach
verwendet wird. (Der Vorrat an Nebenzahlen ist genau passend bemessen.) Die Summe
dieser vier Zahlen ist wiederum b.

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass eine erfolgreiche Zerlegung von A in Zahlenqua-
drupel vorgegeben ist. Sei (A, As, A3, A) eines dieser Quadrupel. Aus A; + Ay + A3+ A=b
folgt

(A1 + Ay + A3+ Amod r) = (bmod r) = 15.

Diese Gleichung kann nur eingehalten werden, wenn Indizes i, 7, k, ', j', k', l1, l2, [3 existieren,
so dass die Komponenten des Quadrupels die Form

A =a(zi, yj, 2), AL =a,(xi), Az =a,(yy), As = ai,(2k)
haben. Die Rechnung modulo r? ergibt dann
(i'r + 1)+ 2+ 4+ (—ir +8) = (A; + Ay + A3 + A mod r?) = (b mod r?) = 15.
Hieraus kénnen wir 7' = 4 ableiten. Die Rechnung modulo r® liefert
(ir+ 1)+ (G'r* +2) + 4+ (—jr* —ir +8) = (A, + Ay + A3 + Amod r*) = (b mod r*) = 15.
Hieraus kénnen wir j' = j ableiten. Die Rechnung modulo r* ergibt

(r+1)+ (Gr* +2) + (K + 4) + (=kr®* —jr* —ir +8) =
(Al + A2 + A3 —+ A mod 7'3) = (b mod 7’3) = 15
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Es folgt k' = k. Der Koeffizient von 7 bei der Summenzahl b = 40r* + 15 hat den Wert
40. Die Summe von A;, Ay, A3, A muss daher auch Koeffizient 40 vor dem Term 7* liefern.
Eine Inspektion der Elementzahlen ergibt, dass A;, A2, A3 entweder drei Hauptzahlen oder
drei Nebenzahlen sein miissen. (Im ersten Fall ergibt sich Koeffizient 40 als eine Summe der
Form 10 + 10 + 10 + 10, im zweiten als Summe der Form 11 + 11 4+ 8 4 10.) Man tiberzeugt
sich nun leicht, dass die Hauptzahl-Quadrupel ein perfektes 3-dimensionales Matching fiir
M représentieren. O

Folgerung 6.46 4-PARTITION st stark NP-vollstindig.

6.6.3 Weitere stark NP-vollsténdige Probleme

NP-Hirte vererbt sich entlang von Karp-Reduktionsketten. Reduktionen, die starke NP-
Hérte erhalten, sind der Gegenstand der folgenden

Definition 6.47 Seien L, L' Zahlenprobleme. Eine Karp-Reduktion von L nach L' mit Re-
duktionsabbildung f heiffit pseudopolynomiell, falls ein Polynom q existiert mit M(f(I)) <
q(M(I)). In Worten: wenn das Mazximum der Zahlparameter in FEingabe I durch M(I)

beschrankt ist, dann ist das Mazximum der Zahlparameter in der transformierten Eingabe
I' = f(I) durch q(M(I)) beschrdnkt.

Das folgende Resultat ist offensichtlich:

Theorem 6.48 Seien L und L' Zahlenprobleme und sei L pseudopolynomiell Karp-reduzierbar
auf L'. Falls ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir L' existiert, dann existiert auch ein
pseudopolynomueller Algorithmus fiir L. Falls andererseits L stark NP -hart ist, dann ist auch
L' stark NP-hart.

Mit Hilfe pseudopolynomieller Reduktionen kénnen wir ausgehend von 4-PARTITION wei-
tere stark NP-vollstindige Zahlenprobleme ausfindig machen:

Lemma 6.49 (ohne Beweis)
4-PARTITION ist pseudopolynomiell Karp-reduzierbar auf 3-PARTITION.

Lemma 6.50 /-PARTITION und 3-PARTITION sind pseudopolynomuiell Karp-reduzierbar
auf BP.

Beweis Wir fiihren den Beweis fiir 3-PARTITION. (Der Beweis fiir 4-PARTITION ergibt
sich mit einem analogen Argument.) Es handelt sich um eine Transformation mit Speziali-
sierung: BP ist das Teilproblem von 3-PARTITION, bei welchem die Binkapazitit auf b und
die Kostenschranke (Schranke fiir die erlaubte Anzahl von Bins) auf m gesetzt wird. m Bins
der Kapazitét b reichen ndmlich genau dann aus, wenn die gegebene Zahlenkollektion (mit
Gesamtsumme mb) sich in m Tripel mit Teilsumme b zerlegen lasst. a

Folgerung 6.51 3-PARTITION und BP sind stark NP -vollstindig.

Wir bemerken abschlieflend, dass 3-PARTITION fiir pseudopolynomielle Karp-Reduktionen
ein dhnlich beliebtes Quellproblem ist wie 3-SAT fiir (gewthnliche) Karp-Reduktionen.
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6.7 Approximationsalgorithmen und NP-harte Approximation

Ein Approximationsalgorithmus zu einem Optimierungsproblem II ist ein polynomiell zeitbe-
schrankter Algorithmus A, der zu einer Eingabeinstanz I eine “legale Losung” o ausgibt, die
eine “mathematische Giitegarantie” besitzt. Dabei sagen wir A hat Giite k, wenn A zu jeder
Eingabeinstanz I eine Losung o konstruiert, deren Wert vom Wert der optimalen Losung
multiplikativ maximal um Faktor k£ abweicht. Ein Approximationsalgorithmus der Giite 4/5
fiir ein Maximierungsproblem wiirde also stets mindestens 80 Prozent des optimalen Pro-
fites erbeuten. Ein Approximationsalgorithmus der Giite 1.5 fiir ein Minimierungsproblem
wiirde hochstens anderthalb mal soviel Kosten wie notig verursachen. Es ist naheliegend zu
versuchen, ein NP-hartes Optimierungsproblem fast-optimal mit einem Approximationsal-
gorithmus zu l6sen, dessen Giite moglichst nahe bei 1 liegen sollte. [.A. wird es eine Barriere
ko geben, so dass Approximationsalgorithmen A; mit Giite k > kg existieren, aber nicht mit
Giite k < ko (unter der P # NP Voraussetzung). Grenzfille sind (formuliert fiir Minimie-
rungsprobleme):

Keine konstante Giitegarantie ky = oc.
Jeder Approximationsalgorithmus produziert Losungen, deren Kosten die minimalen
Kosten um einen beliebig groflen Faktor iiberschreiten konnen.

Approximationsschema k, = 1.
Fiir jedes € > 0 existiert eine Approximationsalgorithmus A, mit Giite 1 + €.

Wir behandeln das Thema der Approximationsalgorithmen in diesem Abschnitt nur am
Beispiel des Problems des Handelsreisenden und am Beispiel des Rucksackproblems. Es wird
sich folgendes Bild ergeben:

- TSP besitzt keine konstante Giitegarantie (sofern P # NP).

- Fiir ,Metrisches TSP*“ (ein Teilproblem von T'SP) hingegen gibt es einen Approxima-
tionsalgorithmus der Giite 1.5.

- Fiir KNAPSACK gibt es ein Approximationsschema.

Am Ende des Abschnittes diskutieren wir kurz grundsétzliche Barrieren beim Design von
Approximationsalgorithmen in Form von Resultaten zur NP-harten Approximation.

6.7.1 Approximierbarkeit von TSP

Fiir TSP (in seiner allgemeinen Form) kann man sich klar machen, dass keine konstante
Giitegarantie existiert (auer wenn P = N P). Wir reduzieren zu diesem Zweck das Problem
des Hamiltonschen Kreises (HC) in geeigneter Weise auf das Problem des Handelsreisenden
(TSP). Sei G = (V, E) der Eingabegraph zu HC. Knotenmenge V' bestehe aus n > 2 Kno-
ten, die wir mit den Nummern von 1 bis n identifizieren. Will man lediglich HC <., TSP
nachweisen, geniigt die uns bereits bekannte Reduktion:

Setze in der (n x n)-Distanzmatrix D den Eintrag d; ; auf 1 falls {4, j} € E, und andernfalls
auf 2.
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Hieraus ergibt sich zwar die NP-Hérte von TSP, aber es ist noch nicht ausgeschlossen, dass
verniinftige Approximationsalgorithmen existieren. Betrachten wir aber nun die folgende
leichte Modifikation der alten Reduktion:

Setze in der (n x n)-Distanzmatrix D den Eintrag d; ; auf 1 falls {7, j} € E, und andernfalls
auf kn.

Es folgt, dass bez. D genau dann eine Rundreise der Lénge n existiert, wenn G einen Ha-
miltonschen Kreis enthélt. Falls jedoch in G kein Hamiltonscher Kreis existiert, muss die
Rundreise mindestens eine Kante auflerhalb von E verwenden. In diesem Fall hat sie min-
destens die Liange n — 1 4+ kn. Gébe es einen Approximationsalgorithmus fiir TSP der Giite
k, so wiirde im Falle der Existenz eines Hamiltonschen Kreises in G eine Rundreise der
Linge hochstens kn produziert, andernfalls jedoch eine Rundreise der Lénge mindestens
kn +mn —1 > kn. Mit anderen Worten: mit Hilfe der approximativen Losung des TSP konn-
ten wir HC exakt losen. Falls P # NP, ist dies jedoch nicht mo6glich. Somit gibt es keine
garantierte Giite k fiir Approximationsalgorithmen zu TSP (aufler wenn P = NP).

Die Theorie der NP-Vollstandigkeit hat uns signalisiert, dass es vermutlich Zeitverschwen-
dung ist, nach einem Approximationsalgorithmus fiir TSP zu suchen. Betrachten wir nun
aber die Einschriankung von TSP auf Distanzmatrizen D, die symmetrisch sind, d.h.,

V1S2<j§n dij:dji,
und die Dreiecksungleichung erfiillen, d.h.,
V1<i,5,k <n: dyg < diy + djy.

Diese Einschriankungen sind fiir praktische Anwendungen durchaus verniinftig, denn sie be-
sagen in salopper Formulierung:

Symmetrie Von A nach B ist es soweit wie von B nach A.
Dreiecksungleichung Von A nach C kann es nicht weiter sein als von A iiber B nach C.

Das durch Symmetriebedingung und Dreiecksungleichung eingeschrinkte T'SP-Problem wird
als Metrisches TSP bezeichnet.

Eine Eingabe des metrischen TSP lésst sich auf die offensichtliche Weise als vollsténdiger,
ungerichteter Graph mit Kantengewichten auffassen. Die Knoten représentieren die Stédte
und ein Kantengewicht die Distanz zwischen zwei Stddten. Wegen obiger Symmetriebedin-
gung konnen wir den Graphen als ungerichtet auffassen.

Wir stellen zur Bequemlichkeit ein paar (teilweise schon bekannte) graphentheoretische
Konzepte bereit, die beim Entwurf eines Approximationsalgorithmus fiir das metrische TSP
eine Rolle spielen. Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Weg in G ist eine Folge vy, ... ,v, von
r > 1 Knoten, wobei fiirallet = 1,... ,7—1 Knoten v; und v;,; durch eine Kante verbunden
sein miissen. (Ein Grenzfall ist der aus nur einem Knoten bestehende “Punktweg”.) Falls r >
2 und v; = v,, dann heisst der Weg auch geschlossener Weg oder Kreis. Eine Euler-Tour in G
ist ein Kreis, der jede Kante in G genau einmal durchlduft. G heisst zusammenhdngend, wenn
zwei Knoten sich stets durch einen Pfad miteinander verbinden lassen. Ein ungerichteter
Baum ist ein zusammenhingender, kreisloser ungerichteter Graph. Wenn man aus einem
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Baum eine Kante entfernt (ohne die Randknoten der Kante dabei mitzuentfernen), zerfallt
er in zwei Teile. Ein Baum ist gewissermaflen die 0konomischste Art, alle Knoten durch
Pfade miteinander zu verbinden. Ein Untergraph von G = (V, E) ist gegeben durch eine
Knotenmenge V' C V und alle Kanten aus E, die Knoten aus V' miteinander verbinden.
Man spricht auch von dem durch V' in G induzierten Untergraphen. Ein Teilgraph von
G = (V,E) ist ein Graph G' = (V', E') mit V' C V und E' C E. Ein Spannbaum (spanning
tree) von G ist ein Teilgraph der Form 7" = (V| E'), der ein Baum ist. Er enthélt also alle
Knoten von G und verbindet diese baumartig. Ein solcher Spannbaum kann natiirlich nur

dann existieren, wenn GG zusammenhéngend ist. Im Falle von Kantengewichten kénnen wir
T = (V,E'") die Kosten

ecE'

zuordnen. Ein minimaler Spannbaum (minimum spanning tree) ist ein Spannbaum minimaler
Kosten. Es ist bekannt, dass minimale Spannbdume effizient berechnet werden kénnen (zum
Beispiel durch den Algorithmus von Kruskal).

Mit diesem Wissen ausgestattet ist es nun leicht, einen Approximationsalgorithmus der
Giite 2 fiir das metrische TSP zu skizzieren. Es sei G = (V, E') der vollstindige ungerichtete
Graph mit n Knoten 1,... ,n. Knoten ¢ représentiert dabei die i-te Stadt. Kante {4, j} erhélt
als Gewicht die Distanz d; ; zwischen den Stddten ¢ und j. Wir berechnen einen minimalen
Spannbaum T' = (V| E') von G (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Kruskal). Seien ¢
die Gesamtkosten von 7'. Wir erhalten eine Rundreise

R(T)=3,5,8,5,1,5,7,10,7,5,3,2,9,4,9,6,9, 2,3,

wenn wir (wie in Abbildung 6 angedeutet) einmal um 7" herumlaufen und dabei die ange-
troffenen Knoten (=Stéddte) der Reihe nach auflisten. Da Rundreise R(7") jede Kante von
T zweimal durchliuft, hat sie Lange 2c. R(T") hat noch einen Schonheitsfehler: die Stadte
werden i.A. mehrfach besucht. Wir erhalten eine legale Lésung von TSP — also eine Per-
mutation P(T') von 1,... ,n —, wenn wir in R(T) alle Vorkommen von Knoten aufler dem
ersten (also alle Duplikate) streichen. In unserem Beispiel fiihrt dies zu

P(T) =3,5,8,1,7,10,2,9, 4, 6.

Wegen der Dreiecksungleichung kann P(T") nicht ldnger als R(T") sein. Die Kosten von P(T')
sind also maximal 2c.

Wie verhilt es sich nun mit einer optimalen Rundreise? Im Graphen G formt diese einen
Hamiltonschen Kreis C'. Entfernen wir aus C' (irgend-) eine Kante, entsteht ein (sehr spezi-
eller) Spannbaum 7'(C') (s. Abbildung 7). Die Linge von Rundreise C' ist nicht kleiner als
die Gesamtkosten von T'(C'). Diese wiederum betragen mindestens c. Also hat C mindestens
die Lénge ¢ und der skizzierte Approximationsalgorithmus die Giite 2.

Vom bisherigen Erfolg berauscht stecken wir uns jetzt ein ehrgeizigeres Ziel: Entwurf eines
Approximationsalgorithmus mit Giite 1.5. Zu diesem Zweck muss unser Approximationsal-
gorithmus noch etwas “aufgepeppt” werden. Der Faktor 2, der uns vom Optimum trennt,
resultiert daraus, dass die konstruierte Rundtour jede Kante des minimalen Spannbaumes 7'
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Abbildung 6: Die aus einem Minimum Spanning Tree abgeleitete Rundreise.

o

Abbildung 7: Der aus einer Rundreise abgeleitete Spanning Tree.

implizit 2-mal durchlduft. Wenn wir eine Euler-Tour durch 7" zur Verfiigung héitten, wiirden
wir jede Kante nur 1-mal durchlaufen.

Dies wirft die Frage auf, fiir welche Graphen Euler-Touren existieren. Die Antwort liefert
folgendes

Lemma 6.52 Ein zusammenhdngender Graph besitzt genau dann eine Euler-Tour, wenn
jeder Knoten einen geraden Grad (also geradzahlig viele Nachbarn) besitzt.?®

Beweis Wenn ein Knoten v mit ungeradem Grad, sagen wir Grad 2d + 1 existiert, dann
kann es keine Euler-Tour geben: wenn der Kreis den Knoten v zum d + 1-mal betritt, kann
er ihn nicht mehr verlassen (Sackgassenargument).

Wenn ein zusammenhéngender Graph G nur Knoten mit geradem Grad besitzt, dann kann
eine Euler-Tour (effizient) konstruiert werden wie folgt:

29Tn diesem Fall spricht man auch von einem Euler’schen Graphen.
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1. Konstruiere einen ersten Kreis C, indem Du solange auf G spazieren gehst (ohne eine
Kante doppelt zu laufen), bis Du zum Ausgangspunkt zuriickkehrst.3°

2. Wenn C bereits eine Euler-Tour darstellt, dann gib C' aus. Andernfalls mache weiter
mit Schritt 3.

3. Wiéhle einen Knoten v auf C, der noch unbenutzte Ausgangskanten hat.?! Konstruiere
von v aus einen zweiten Kreis C' (wieder durch ,spazieren gehen“). Verschmelze®? C
und C' zu einem neuen Kreis und nenne diesen wieder C'. Gehe zuriick zu Schritt 2.

O

Aus dem Beweis ergibt sich die

Folgerung 6.53 Es kann in Polynomialzeit getestet werden, ob ein Graph G eine Euler-
Tour enthilt. Gegebenenfalls kann diese auch in Polynomialzeit>® konstruiert werden.

Zuriick zur Frage, ob es eine Euler-Tour durch den minimalen Spannbaum 7' gibt? Leider
nein! In seiner Eigenschaft als Baum muss 7' Knoten ungeraden Gerades besitzen (zum
Beispiel alle Blitter). Es gilt aber immerhin das folgende

Lemma 6.54 Jeder Graph G hat geradzahlig viele Knoten ungeraden Grades.

Beweis Wenn wir die Knotengrade dy, ... ,d, addieren zéhlen wir jede der m Kanten zwei-
mal (da jede Kante zwei Randknoten besitzt):

i=1

Da die rechte Seite der Gleichung eine gerade Zahl ist, muss es auf der linken seite geradzahlig
viele ungeradzahlige Terme geben. a

Idee Es seien uq,...,us; die Knoten ungeraden Grades in 7. Ergénze 1" zu einem Eu-
ler’schen Graphen, indem Du £ Heiratskanten® hinzufiigst, die die Knoten u; ,perfekt
verheiraten“. Wihle hierzu £ Heiratskanten mit minimalem Gesamtgewicht (ein soge-
nanntes , Minimum Weight Perfect Matching“, welches in Polynomialzeit berechenbar
ist).

Hieraus ergibt sich der folgende von Christofides vorgeschlagene Approximationsalgorithmus:

30Da jeder Knoten geraden Grad hat, kann man den Spaziergang stets fortsetzen, solange man noch nicht
den Ausgangspunkt erreicht hat.

31Da G zusammenhéngend ist, muss es einen solchen Knoten v auf C geben.

32Laufe durch C bis zum Erreichen von v, dann durchlaufe C’ bis zum erneuten Erreichen von v und
schliellich durchlaufe den Rest des temporir unterbrochenen Kreises C.

33 Auf eine ,Random Access Maschine“ kénnen wir ,,Polynomialzeit“ durch ,Linearzeit* préizisieren.
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1. Gegeben die n-Clique (bestehend aus den n Stddten) mit Kantengewichten d; ;, be-
rechne einen minimalen Spannbaum 7'.

2. Ergénze T (wie soeben beschrieben) durch ein ,Minimum Weight Perfect Matching“
fiir seine ungeraden Knoten zu einem Euler’schen Graphen 7".

3. Konstruiere eine Euler-Tour durch 7" und gib diese als Rundreise aus.

Satz 6.55 Die vom Algorithmus von Christofides konstruierte Approximationsalgorithmus
fiir TSP hat die Giite 1.5.

Beweis Es sei R, eine optimale Rundreise mit Kosten c¢(R,). Wir wissen bereits, dass
c(R,) > ¢(T). Der Algorithmus von Christofides konstruiert eine Rundreise R mit Kosten
c(T)+c(M), wobei M das ,,Minimum Weight Perfect Matching* bezeichnet und ¢(M) das Ge-
samtgewicht der dabei beteiligten Kanten. Die Giite 1.5 ergibt sich, wenn wir ¢(R,) > ¢(M)/2
nachweisen kénnen. Zu diesem Zweck sei R, sie Subtour von R, die resultiert, wenn wir Kno-

ten geraden Grades in R, auslassen. R, enthilt 2k Kanten, sagen wir ey, ... , eg. Offensicht-
lich bildet sowohl {ej,es,...,ea 1} als auch {es, ey4,... €9} ein perfektes Heiratssystem
fiir die Knoten wy, us, ... , us. Somit gilt

e(R.) = (R.) > 2¢(M)

was den Beweis abschliefit. O

6.7.2 Approximierbarkeit von KNAPSACK

Sahni hat 1975 folgende Approximationsalgorithmen A, fiir KNAPSACK (Eingabe: Gewich-
te wy, ... ,wy, Profite p, ..., p, und Gewichtsschranke W) vorgeschlagen:

1. Sortiere die n Objekte nach ihrer ,Profitrate“, so dass p;/wy; > -+ > p,/wy,.

2. Zu jeder Teilmenge I C {1,...,n} mit |I| < k bestimme ihr Gesamtgewicht W (I) =
> iy wi und den durch sie realisierten Profit P(I) =, ; p;.

3. Bestimme eine ,Kandidatenrucksack“ R([), in den zunéchst die durch I bestimmten
Objekte aufgenommen werde, um ihn danach (unter Beachtung der Gewichtsschran-
ke) mit anderen Objekten aufzufiillen. Beim Auffiillen erhalten Objekte mit hoherer
Profitrate hohere Prioritét.

4. Wihle schliefllich den profitabelsten Kandidatenrucksack.

Beispiel 6.56 Wir betrachten eine Eingabe fir KNAPSACK mit n = 8 Objekten und Ge-
wichtsschranke W = 110. Sowohl die weiteren Eingabeparameter als auch der Beispiellauf
von Ag sind aus folgender Tabelle ersichtlich:
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i 1] 2] 3] 41 51 6] 7] 8
pi || 11| 21| 81| 38343 53|55| 65
w; | 1| 11|21|23]383|43]45| 55
b || 1| 1] 1] 1] 1] o] o| o
Ws || 1|12]33]56| 898989 89
P5 139

Hierber ist folgendes zu beachten:
- Die Eingabeparameter sind bereits nach absteigender Profitrate sortiert.

b; bezeichnet ein Indikatorbit, welches mit dem Wert 1 anzeigt, dass Objekt i in den
Rucksack gesteckt wurde.

- Wy ist eine dynamische Variable, die on-line das bisher akkumulierte Gewicht mitzdahlt.
Mit Hilfe von Wy kann entschieden werden, ob das ndchste inspizierte Objekt ohne
Uberschreitung der Gewichtsschranke W = 110 in den Rucksack gesteckt werden kann.

- Pys bezeichnet in entsprechender Weise den akkumulierten Profit. Da uns hier nur der
endgiiltige Wert interessiert, haben wir die Zuischenergebnisse nicht angegeben.

Wir halten als Ergebnis fest, dass Ay die Losung Iy = {1,2,3,4,5} mit Profit 139 (und Ge-
wicht 89) berechnet.

Betrachten wir nun einen Beispiellauf von A;. Es sei daran erinnert, dass I mit |I| = k
die Menge der Objekte (bestehend aus 1 Objekt im Falle k = 1) bezeichnet, die vorab in
den Rucksack gesteckt werden. Da Ay die Objekte 1,2,3,4,5 ausgewdhlt hat, wiirden die Bei-
spiellaufe mit I = {1}, {2}, {3}, {4}, {5} nur das Ergebnis Iy = {1,2,3,4,5} reproduzieren.
Wir kénnen uns also auf die Kandatenrucksicke R(I) mit I = {6},{7},{8} beschrinken.
Diese drei Beispielldufe sind in den folgenden Tabellen zu sehen (wobei die Eintragungen fir
das vorab in R(I) aufgenommene Objekt zur besseren Kenntlichkeit fett gedruckt sind):

i 6] 1] 2] 3| 4| 5] 7] 8
v | 53| 11| 21| 51| 33| 43]|55| 65
w, |43 1| 11|21 23|33|45| 55
b, | 1] 1| 1] 1| 1] 0] 0| o0
Wy || 43 | 44| 55| 76| 99| 99| 99| 99
P5 19

Di ||[9D | 11|21 |31 83| 48| 58| 55
w; || 45| 1| 11|21 28| 33| 43| 55

Ws || 45| 46 | 57| 78| 101 | 101 | 101 | 101
Py, 151
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i || 8] 1] 21 3] 41 5] 6] 8
pi || 65| 11| 21| 31| 33|43 53| 55
w; |55 | 1|11|21]23|33|43[ 45
b, | 1| 1] 1] 1] o] o o] o
Ws | 55 | 66| 67| 88| 88| 88| 88| 88
P 118

Der beste Kandidatenrucksack (und somit die Ausgabe von A;) ist R({7}). Er enthdlt die
Objekte 1,2,3,4, 7 und erzielt einen Profit von 151 (bei einem Gewicht von 101). Man iberlegt
sich leicht, dass die optimale Liosung die Objekte 1,2,3,5,6 in den Rucksack steckt. Sie
erzielt einen Profit von 159 (bei einem Gewicht von 109). Algorithmus Ay hdtte die optimale
Bepackung des Rucksackes beim Beispiellauf mit I = {5,6} aufgespiirt.

Der Algorithmus A geht im Prinzip nur Profitraten-basiert vor (da er vorab in den
Rucksack nur , die leere Menge packt“ und ihn danach Profitraten-basiert auffiillt). Anhand
von ,teuflisch“ ausgewdhlten Eingaben ldsst sich zeigen (s. Ubung), dass Ay keine konstante
Giite ¢ mit ¢ < oo besitzt. Wenn allerdings , kleine Engelchen® die Eingabe auswéhlen, dann
ist Ag gar nicht so iibel:

Lemma 6.57 Die Objekte 1,... ,n seien absteigend nach Profitrate sortiert. Falls die Ein-
gabe die Bedingung

J
Fiefl,...on}p: > wi=W (23)
i=1
erfillt, dann packt Ay einen optimalen Rucksack.

Beweis Da A, Profitraten-basiert vorgeht, werden die Objekte 1,...,j in den Rucksack
gepackt (und sonst nichts, da dann die Gewichtsschranke W erreicht ist). Intuitiv sollte
klar sein, dass die Gewichtsschranke optimal ausgenutzt wurde, da die Objekte mit den j
hochsten Profitraten ausgewéhlt wurden. Folglich ist I := {1,...,j} eine optimale Lisung.
Ein etwas formalerer Beweis konnte von einer optimalen Losung I, ausgehen und folgendes
ausnutzen:

- Wir kénnen oBdA Iy NI, = () annehmen. Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist,
kénnen wir nimlich die Objekte aus Iy N I, aus der Eingabe entfernen und so zu
einer neuen Eingabe Ex mit den restlichen Objekten R := {1,... ,n} \ (Io N I.) und
der Gewichtsschranke W = W — Zie 1oz, Wi iibergehen. Offensichtlich ist I, N R eine
optimale Losung fiir Eg und Iy N R ist die Losung, die Ay auf Eingabe Eg produzieren
wiirde. Weiterhin erfiillt Er immer noch die Bedingung (23). Wenn nun A, auf Eg
optimal ist, dann gilt Y ;. (rPi = > i/ g Pi und somit wére Ay dann auch auf der
vollstdndigen Eingabe E optimal.

- Fiir jede Auswahl I C {1,...,n} gilt (s. Ubung):

min& < M <maxﬁ .

€l wy ) e wi o iEl w;
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Wenn Iy = {1,...,7} und I, disjunkt sind, dann gilt [, C {j +1,...,n} und es folgt
PP Pi _ Duicr Pi

Z‘e[ Di
Eielo w; €l W; wj el Wy EiEIo w;

Wegen
Swsw=Yw
i€ 1, i€y
ergibt sich hieraus ) ;. ;. pi > D icp Pi- -

Approximationsalgorithmus A mit £ > 1 kommt auch mit Eingaben ganz gut zurecht,
die sich ein , Teufel“ ausgedacht hat:

Satz 6.58 Ay ist ein Approximationsalgorithmus fir KNAPSACK mit Gite 1+ 1/k.

Beweis Es bezeichne I, die Indexmenge eines profitabelsten Rucksackes R, mit Profit P, =
> icr, Di- Falls |I,| < k, dann wére R, einer der Kandidatenrucksécke von Ag. In diesem
Fall wiirde A; den maximalen Profit erzielen. Fiir die weitere Diskussion kénnen wir uns
also auf den Fall |I,| > k + 1 konzentrieren. Wir indizieren die Objekte so um, dass I, =
{1,...,k,k+1,...  k+1}, wobei die Objekte 1,...,k die k profitabelsten Objekte in R,
seien. Weiterhin seien die Objekte k+1,... , k +1[ absteigend nach ihrer Profitrate geordnet.
Da 1,...,k die k profitabelsten Objekte in R, sind und da auch k& + A zu R, gehort, folgt

k
1 P,
Pra < Frl (pk-i-)\"‘ E pi) < Pl (24)
i=1

Wir betrachten nun den Kandidatenrucksack R(I) mit I = {1,...,k}. Dieser Rucksack
enthilt von vorne herein die Objekte 1,...  k mit Gesamtgewicht Wy := Zle w; und Ge-
samtprofit Py, = Zle p;- Beachte, dass Ay auf den restlichen Objekten R:={k+1,... ,n}
beziiglich Gewichtsschranke Wr = W — W, Profitraten-basiert vorgeht so wie Algorithmus
Ay. Es bezeichne A\ € {1,...,l} den kleinsten Index eines nicht in R(I) aufgenommenen
Objektes (den es geben muss, wenn R(/) und R, nicht iibereinstimmen, was wir oBdA an-
nehmen). Es bezeichne I' O {k + 1,... ,k + A — 1} die Menge der Objekte aus R, die sich
zum Zeitpunkt der Inspektion von Objekt k& + A in R(I) befinden und es sei

R=TU{k+\...,k+I} DLNR .

Da Objekt k + A nicht in R(I) aufgenommen wurde, muss

W' .= wk+)\+z > Wg

il
gelten. Beziiglich Gewichtsschranke W' an Stelle von Wg wire folgendes geschehen:

- Ay hitte Objekt k+ A ebenfalls aufgenommen (und damit Gewichtsschranke W' genau
erreicht).
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- Die Objekte aus R' hitten zusammen mit der Gewichtsschranke W' Bedingung (23)
erfiillt.

- Gemifl Lemma 6.57 wire I' U {k + A} eine optimale Losung auf der Objektmenge R’
mit Gewichtsschranke W' gewesen.

Hieraus folgt nun, dass

(24) P
ot / *
P*§P0+<E pi) + Pkyr = P +pppa < P+k+1 ,

iel’

woraus sich mit einer leichten Rechnung P,/P' < 1+ 1/k ergibt. Da der von R(I) erzielte
Profit mindestens P’ betragt, ist der Beweis jetzt abgeschlossen. O

Anhand von ,teuflisch® ausgewéhlten Eingaben fiir KNAPSACK lésst sich zeigen, dass
Ag mit k > 1 keine konstante Giite ¢ mit ¢ < 1+ 1/k besitzt (s. Ubung).

Der Algorithmus Ay, ist fiir jede Konstante k£ polynomiell zeitbeschrankt. Wie aber ist die
Abhingigkeit der Zeitschranke von dem Giiteparameter k73* Die Antwort ist etwas frustrie-
rend: allein schon die Anzahl der Kandidatenrucksécke (sprich: die Anzahl aller Teilmengen
I C{1,... ,n} mit |I| < k) ist proportional zu n*. Die Laufzeit wichst also exponentiell mit
k. Das Approximationsschema von Sahni ist daher nur fiir kleine Werte von k praktikabel.

Definition 6.59 Ein Algorithmus A fir ein Optimierungsproblem 11, der neben der eigent-
lichen Eingabe einen zusdtzlichen Eingabeparameter k erhdlt und fir festes k einen Approxi-
mationsalgorithmus Ay der Gite 1+ 1/k fiir II reprasentiert, heif$t volles Approximations-
schema, wenn seine Laufzeit sich nach oben durch ein bivariates Polynom in der Eingabeldnge
N und in k beschrdnken ldsst.

Ibarra und Kim haben 1975 mit einer Technik namens , Rounding and Scaling® ein volles
Approximationsschema fiir KNAPSACK entworfen. Wir skizzieren im Folgenden die Grundi-
dee hiervon. Es bezeichne P, = > | p; die Summe aller Einzelprofite, P, den vom optimalen
Rucksack erzielten Profit, M := max;—; ., p; den maximalen Profit-Zahlparameter und N
die Kodierungslinge der Eingabe E. Wir nehmen im Folgenden oBdA an, dass kein Objekt
ein W iiberschreitendes Gewicht hat. Folglich gilt P, > M. Zweifellos gibt es einen pseu-
dopolynomiellen Algorithmus A, der eine zweidimensionale Tabelle T' = (T'[4, j])1<i<n,1<j<p,
ausfiillt, so dass T'[¢, j| das minimale Gewicht ist, mit welchem sich ein Profit von mindestens
j durch eine geeignete Auswahl aus den Objekten 1,... i erzielen lasst (bzw. T'[i, j| = oo,
falls p; +---p; < 7). Eine geeignete Implementierung dieses Algorithmus (dynamisches Pro-
grammieren; s. ["Jbung) hat eine Laufzeit, welche polynomiell von N und in M abhéngt. Aus
der n-ten Zeile von T" kann man leicht den maximal mé6glichen Profit P, ablesen. Algorithmus
A ist leider nur pseudopolynomiell, weil M exponentiell grofl in Abhingigkeit von N sein
kann. Nun ist der Moment gekommen, in dem ,Rounding and Scaling® eine Rolle spielt. Wir

34Genau genommen sollten wir hier einen uniformen Algorithmus A betrachten, der k als zusétzlichen
Eingabeparameter erhilt und dann vorgeht wie Ay.

75



skalieren die Eingabe E (mit eventuell riesenhaftem M) herunter, indem wir die Paramter
p; durch

vh=| % (25)

ersetzen, wobei K geméf

M P,
K = < 26
(k+1)n — (k+1)n (26)
gewihlt wird (aus Griinden, die sich erst spéter erhellen).3® Wir bezeichnen die neue Eingabe
mit E'. Der Approximationsalgorithmus von Ibarra und Kim, im folgenden mit A bezeichnet,

geht vor wie folgt:

1. Berechne aus Eingabe E mit den Parametern py, ... ,p,; w,... , w,; W und dem zusétz-
lichen Eingabeparameter & die Eingabe E' mit den gemifl (25),(26) berechneten Pa-
rametern pj, ..., p, anstelle von pi,... ,py.

2. Wende den pseudopolynomiellen Algorithmus A’ auf £’ an und lies aus der resultie-
renden Tabelle T eine optimale Losung I C {1,... ,n} von E' ab.

3. Gib I als Losung fiir die urspriingliche Eingabe E aus.

Satz 6.60 Der Algorithmus A von Ibarra und Kim ist ein volles Approzimationsschema fiir
KNAPSACK.

Beweis Wir beginnen mit der Zeitanalyse. Die Laufzeit wird dominiert durch die Berech-
nung der optimalen Losung [ fiir die Eingabe E’ unter Anwendung des pseudopolynomi-
ellen Algorithmus’ A’. Wegen M < P, kostet dies grofenordnungsméfig poly(N, M/K) =
poly(N, (k + 1)n) viele Schritte, woraus sich wegen n < N eine in N und k polynomiell
beschrénkte Rechenzeit ergibt.

Abschlieflend berechnen wir den von I erzielten Profit und vergleichen ihn mit P,. Bezogen
auf Eingabe E bzw. E' erzielt I den Profit

Pr = Zpi bzw. Pg = Zp; = Z L%J
i€l i€l el
Offensichtlich unterhalten Pg, P, und Pg die Beziehung

wobei die drittletzte Ungleichung ausnutzt, dass I, (also die Losung mit Profit P,) bezogen
auf E' hochstens den (best moglichen) Profit Pgr erzielen kann. Nun ergibt sich die Giite
1+ 1/k durch eine einfache Rechnung aus

M P,

Pp>P —Kn=P,— ——_>p _ .
B = " K+l - k+ 1

O

35Grundsitzlich gilt, dass hohe Werte von K die Laufzeit verbessern, aber die Giite verschlechtern (und
umgekehrt fiir niedrige Werte von K). Die Wahl von K ist somit ein Balance-Akt.
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6.7.3 NP-harte Approximation

Einige Optimierungsprobleme (wie zum Beispiel KNAPSACK) erlauben (volle) Approxima-
tionsschemata, andere (wie zum Beispiel TSP) besitzen nicht einmal konstante Giitegarantien
(sofern P # NP). Wo liegen die theoretischen Grenzen fiir die Giite von Approximationsalgo-
rithmen fiir ein gegebenes Optimierungsproblem? In diesem Abschnitt gehen wir dieser Frage
nach und lernen ein paar Techniken zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit kennen.
Als erste Basistechnik zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit eine Optimierungspro-
blems besprechen wir die Herstellung einer ,, mupltiplikativen Liicke (multiplicative gap)“ in
Bezug auf den zu optimierenden Parameter. In Verbindung mit TSP hatten wir diese Technik
implizit bereits kennen gelernt: falls P # NP, dann besitzt TSP keine konstante Giitegaran-
tie. Wie hatten wir dieses Resultat erzielt? Wesentlich bei der verwendeten Reduktion von
HC auf TSP war die folgende Eigenschaft:
Wenn der gegebene Graph G = (V, E) einen Hamilton’schen Kreis besitzt, dann erlaubt die
von G induzierte Distanzmatriz eine Rundreise der Lange n = |V'|. Gibt es hingegen keinen
Hamalton’schen Kreis, dann hat die kiirzeste Rundreise mindestens die Linge kn + 1.
Die Liicke zwischen den Kostenparametern n und kn + 1 erlaubt den Schluss:
Wenn ein Algorithmus fir TSP die Gite k besitzt, dann kann er (ohne wesentlichen Effizi-
enzverlust) dazu benutzt werden, HC exakt zu ldsen.
Die meisten Nichtapproximierbarkeitsresultate beruhen auf einer polynomiellen Reduktion,
welche eine multiplikative Liicke (im eben beschriebenen Sinn) herstellt. Einfache Beispie-
le hierfiir ergeben sich durch Optimierungsprobleme, die bereits fiir eine konstante Kosten-
bzw. Profitschranke NP-hart sind. Diese erlauben die Herstellung einer multiplikativen Liicke
auf triviale Weise. Wir demonstrieren dies anhand von COLORABILITY:

Bemerkung 6.61 Falls P # NP, dann kann kein Approzimationsalgorithmus fir COLO-
RABILITY eine konstante Gite unterhalb von 4/3 besitzen.

Beweis Das Graphenfiarbungsproblem ist bereits fiir Kostenschranke 3 (3-COLORABILITY)
NP-vollstdndig. Ein Approximationsalgorithmus mit Giite ¢ < 4/3 kann benutzt werden, um
die Frage der 3-Farbbarkeit eines gegebenen Graphen exakt zu 16sen. Falls ein solcher Algo-
rithmus existierte, wire P = NP. O

Vollig analog ergibt sich der

Satz 6.62 Unter der Voraussetzung P # NP gilt folgendes. Wenn ein Minimierungspoblem
(bzw. Mazimierungsproblem) I bereits mit konstanter Kostenschranke k NP-hart ist, dann
kann kein Approzimationsalgorithmus fir II eine konstante Gite unterhalb von (k + 1)/k

(bzw. k/(k — 1)) besitzen.

Als zweite Basistechnik verwenden wir den Nachweis der starken NP-Hérte. Es gelten
ndmlich folgende Resultate:

Satz 6.63 Es sei Il ein Optimierungsproblem mit einem natirlich-zahligen Optimierungs-
parameter und der Eigenschaft, dass der Wert C,(E) einer optimalen Lisung fir Eingabe E
polynomiell in der Kodierungslinge N(E) und in dem mazimalen in E vorkommenden Zahl-
parameter M (E) nach oben beschrinkt sind. Dann kann ein volles Approzimationsschema
fiir I in einen pseudopolynomaiellen Algorithmus fiir I1 transformiert werden.
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Beweis Wir beschrinken uns auf die Betrachtung von einem Minimierungsproblem II. Der
Beweis fiir Maximierungsprobleme ldsst sich analog fiihren.
Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢ mit der Eigenschaft

C.(E) <q(N(E), M(E))

fiir alle Eingabeinstanzen E von II und ein volles Approximationsschema A fiir II. Der
korrespondierende pseudopolynomielle Algorithmus A’ (zur exakten Losung von IT) geht auf
Eingabe E vor wie folgt:

1. k:=q(N(E), M(E)).
2. Wende A auf Eingabe E und Genauigkeitsparameter k& an und erhalte eine Lésung mit
Profit C(E) < (1+1/k)C,(E).

Da die Laufzeit von A polynomiell in N(E) und k beschrdnkt ist, ist die Laufzeit von A’
polynomiell in N(E) und M(E) beschrinkt (pseudopolynomielle Laufzeit). Offensichtlich
gilt

C.(E) C.(E)
C(E)—C.(E) < E = g(N(E). M(E)) <1.
Aus C(E),C.(E) € Ny folgt C(E) = C.(E). 0

Folgerung 6.64 Falls P # NP, dann kann ein stark NP-hartes Optimierungsproblem (mit
polynomiell in N(E) und M(E) beschrinktem Wert einer optimalen Lésung) kein volles
Approximationsschema besitzen.

Geméfl Satz 6.63 lasst sich ein volles Approximationsschema in einen pseudopolynomiellen
Algorithmus transformieren. Zumindest fiir den Spezialfall von KNAPSACK haben Ibarra
und Kim die Umkehrung dieses Satzes demonstriert, indem sie (mit der Technik des , Roun-
ding and Scaling“) einen pseudopolynomiellen Algorithmus in ein volles Approximations-
schema transformiert haben. Obschon es kein ,Metatheorem® gibt, welches die Konstruktion
von Ibarra und Kim auf beliebige pseudopolynomiell 16sbare Optimierungsprobleme verall-
gemeinert, ist die Technik des ,Rounding and Scaling® in vielen Fillen (&hnlich wie bei
KNAPSACK) erfolgreich anwendbar.

Approximation bis auf eine ,,additive Konstante“? Wir haben Approximatiosnal-
gorithmen kennen gelernt, die das Optimum bis auf einen konstanten Faktor treffen. Starker
wéren freilich mathematische Giitegarantien, das Optimum bis auf eine additive Konstante
zu treffen. Ist so etwas denkbar? Die Antwort lautet fiir fast alle natiirlichen Optimierungs-
probleme NEIN. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen:

Bemerkung 6.65 Fualls P # NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A fiir
KNAPSACK mut einer Giitegarantie von der Form

3k € N,VE : C.(E) — Ca(E) <k

geben, wobei C,(E) den auf Eingabe E mazimal erzielbaren Profit bezeichnet und C4(E) den
vom Algorithmus A auf E erzielten Profit.
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Beweis Angenommen es gibe einen Approximationsalgorithmus A mit einer solchen Giite-
garantie. Dann wiirde der folgende Algorithmus A’ KNAPSACK in Polynomialzeit optimal
16sen:

1. Es sei E' die aus F resultierende Eingabe, wenn wir alle Zahlparameter um den Faktor
k + 1 hochskalieren (also mit k£ + 1 multiplizieren).

2. Wende A auf E' an und erhalte eine Auswahl I der in den Rucksack gepackten Ob-
jekte, deren Gesamtprofit vom maximal erzielbaren Profit additiv nur um maximal &
abweicht.

3. Gib I als Losung fiir die urspriingliche Eingabe E aus.

Beachte, dass die Probleme E und E’ ,isomorph“ sind: Korrespondierende Eingabeparame-
ter und Gesamtprofite von korrespondierenden Losungen unterscheiden sich immer nur um
den Faktor £+ 1. Eine optimale Losung fiir £’ ist demnach auch eine optimale Lésung fiir E.
Da in E' nur Zahlen auftauchen, die Vielfache von k + 1 sind, ist ,,vom Profit einer optima-
len Losung additiv um maximal & abweichen” gleichbedeutend mit ,einen optimalen Profit
erzielen®. Somit ist A" ein Optimierungsalgorithmus fiir KNAPSACK (der offensichtlich in
Polynomialzeit arbeitet) und es folgt P = NP. O

Der Beweis war darum so leicht, weil ein Zahlenproblem vorlag und wir alle Zahlparameter
einfach mit einer geeigneten Konstante multiplizieren konnten. Wie sieht es aber bei rein
kombinatorischen Problemen aus? Die Antwort lautet GENAUSO:

Bemerkung 6.66 Falls P # NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A fiir
Independent Set mit einer Giitegarantie von der Form

3k € N,VE : P,(G) — P4(G) < k

geben, wobei P,(G) die mazimale Anzahl paarweise unabhingiger Knoten im Eingabegraphen
G bezeichnet und P4(G) die Mdchtigkeit der von Algorithmus A konstruierten unabhdingigen
Menge in G.

Beweis Gehe vor wie bei KNAPSACK, aufler dass die Transformation von G in G’ die
Technik der ,kombinatorischen Multiplikation* verwendet: G’ besteht aus k£ + 1 disjunkten

Kopien von G. Die weitere Argumentation kann aufgebaut werden wie bei dem entsprechen-
den Nachweis fiir KNAPSACK. O

Da fast alle natiirlichen Optimierungsprobleme die , kombinatorische Multiplikation® der
Eingabeinstanz mit einer Konstanten (sprich: die Vervielfdltigung der Eingabeinstanz) er-
lauben, sind , additive Giitegarantien“ im Prinzip nicht erreichbar.
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6.7.4 Komplexititsklassen fiir Optimierungsprobleme

Es bezeichne NPO die Klasse aller Optimierungsprobleme, die durch eine polynomiell veri-
fizierbare Relation und eine polynomiell auswertbare Wertefunktion gegeben sind. APX be-
zeichne die Probleme aus NPO, die einen Approximationsalgorithmus mit konstanter Giite
besitzen (die sogenannten ,approximierbaren Probleme). PTAS bezeichne die Probleme aus
NPO, die ein Approximationsschema besitzen. Schliellich bezeichne FPTAS die Probleme
aus NPO, die ein volles Approximationsschema besitzen (wie zum Beispiel KNAPSACK).
Es ergibt sich die Hierarchie

FPTAS C PTAS C APX C NPO ,

die unter der Voraussetzung P # NP echt ist:

1. ,Independent Set“ eingeschrinkt auf planare Graphen gehort zu PTAS (ohne Beweis).
Da es sich hier nicht um ein Zahlenproblem und daher automatisch um ein stark
NP-vollstandiges Problem handelt, kann es aber gemé&fl Folgerung 6.64 kein volles Ap-
proximationsschema geben.

2. Probleme wie , Bin Packing®, , Vertex Cover“, und , Metrisches TSP* besitzen Appro-
ximationsalgorithmen mit konstanter Giite, aber kein Approximationsschema (was mit
Hilfe des beriihmten PCP-Theorems gezeigt werden kann).

3. Probleme wie ,Set Cover®, ,Graphenfiarbung® und CLIQUE besitzen keine Approxi-
mationsalgorithmen mit einer konstanten Giite (was ebenfalls mit dem PCP-Theorem
gezeigt werden kann).

Das angesprochene PCP-Theorem und seine Bedeutung fiir die Theorie der Approximations-
algorithmen werden wir evtl. zu einem spéteren Zeitpunkt der Vorlesung besprechen.

Fiir die Klassen NPO und APX lassen sich mit Hilfe eines geeigneten Reduktionsbe-
griffes vollstindige Probleme (also schwerste Vertreter ihrer Klasse vom Standpunkt der
Approximierbarkeit) ausfindig machen. Die uns bekannten Reduktionsbegriffe sind hierfiir
nicht geeignet (aus Griinden, die wir in den Ubungen kurz diskutieren). Man braucht viel-
mehr eine Art ,approximationserhaltende“ Reduktion. Populédre approximationserhaltende
Reduktionen sind die sogenannten AP- bzw. L-Reduktionen. Wir werden in den Ubungen
kurz darauf eingehen.

Ansonsten sei auf die Webseite

www.nada.kth.se/theory/compendium/

verwiesen, die von Viggo Kann gepflegt wird. Sie enthilt zu einer groflen Liste von grundle-
genden Optimierungsproblemen die neuesten ,guten und , schlechten“ Nachrichten (sprich:
verbesserte Approximationsalgorithmen bzw. verbesserte Nachweise der inhdrenten Nichtap-
proximierbarkeit). In einigen Fillen konnte die magische Schwelle ky fiir die bestmdogliche
Giite exakt bestimmt werden. Ein paar Informationen, die von dieser Webseite gezogen
wurden (und die uns bekannten Optimierungsprobleme betreffen) finden sich in dem heute
ausgeteilten Begleitmaterial.
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6.8 Parametrisierte Komplexitét

Es sei daran erinnert, dass ein ,vertex cover eines Graphen G = (V| E) eine Teilmenge
C C V der Knotenmenge ist, die von jeder Kante e € E mindestens einen Randknoten
enthilt. Mit Hilfe der Knoten aus C kann man gewissermaésen alle Kanten des Graphen
kontrollieren. Es sei weiter daran erinnert, dass eine ,independent set“ eines Graphen G =
(V,E) eine Teilmenge U C V der Knotenmenge ist, die aus paarweise nicht benachbarten
Knoten besteht. Es gilt, dass C ein , vertex cover® ist gdw U := V' \ C eine ,independent set*
ist. Dies hatten wir in der Vorlesung ,, Theoretische Informatik“ ausgenutzt, um , Independent
Set (IS)“ mit der Reduktionsabbildung

(G, k) = (G, |V] - k)

polynomiell auf  Vertex Cover (VC)“ zu reduzieren: es gibt ndmlich in G eine ,indepen-
dent set* der Grofle k gdw es in G ein ,vertex cover der Grofe |V| — k gibt. In Bezug auf
Entscheidungs- oder Optimierungsalgorithmen sind ,,Vertex Cover und , Independent Set*
zwei ,isomorphe“ Probleme. Wir wissen bereits, dass dies in Bezug auf Approximationsal-
gorithmen falsch ist, da , Vertex Cover* zur Klasse APX der (mit Giite 2) approximierbaren
Probleme gehort, wohingegen , Indpendent Set* (unter der P # NP Voraussetzung) keine
Approximationsalgorithmen mit konstanter Giite zuldsst. In diesem Abschnitt wird sich ein
dhnlicher Gegensatz ergeben: , Vertex Cover” gehort zur Klasse FPT der sogenannten , Fest-
Parameter behandelbaren“ Probleme, wohingegen ,Independent Set“ (unter der P # NP
Voraussetzung) nicht zu FPT gehort. Die entsprechende Aussage gilt auch fiir das folgende
Problem:

Dominating Set (DS) Knoteniiberwachung durch mdéglichst wenige Knoten

Eingabe Ein Graph G = (V, E) und eine Kostenschranke k

Frage Kann man mit £ Knoten alle Knoten iiberwachen, d.h., existiert eine Teilmenge
D C V (genannt ,dominating set“) der Maximalgréfle k, so dass jeder Knoten
v € V mindestens einen Nachbarn in D besitzt.

Kommentar Dieses Problem findet Anwendungen bei der Uberwachung von Rech-
nern in einem Rechnernetz.

Oberflachlich betrachtet sind die Probleme , Vertex Cover” und , Dominating Set“ enge
Verwandte, wie durch die folgende polynomielle Reduktion unterstrichen wird:

Lemma 6.67 V(C <,, DS.

Beweis Es sei (G, k) mit G = (V, E) eine gegebene Eingabeinstanz von VC. Wir verwenden
die (effizient berechenbare) Eingabetransformation (G, k) — (G',k + n), wobei G' aus G
durch die in Abbildung 8 dargestellte lokale Ersetzung hervorgeht.

Wie aus der Abbildung ersichtlich hat G’ die Knotenmenge Vo U V] U Vo U Ey (mit der
offensichtlichen Bedeutung von Vp, Vi, V2, Ep). Die Kantenmenge von G’ ist ebenfalls leicht
aus der Abbildung abzulesen. Der Beweis wird abgeschlossen durch die
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Abbildung 8: Lokale Ersetzung bei der polynomiellen Reduktion von VC auf DS.

Behauptung Es gibt genau dann ein Vertex Cover der Maximalgrofle k in G, wenn es eine
Dominating Set der Maximalgrofie k£ + n in G’ gibt.

Nehmen wir an, dass wir in G jede Kante mit Knoten aus U C V iiberwachen kénnen
und |U| < k. Dann kénnen wir in G' jeden Knoten mit den Knoten aus U U V; iiberwachen.
Es gilt [UUVi| = |U|+n <k +n.

Nehmen wir an, dass wir in G’ jeden Knoten mit Knoten aus U' C Vo U V; U V4 U E
tiberwachen konnen und |U’| < k+n. Wir kénnen oBdA annehmen, dass in U’ keine Knoten
aufgenommen werden, die in ihrer , Uberwachungspotenz* von anderen Knoten dominiert
werden. Zum Beispiel ist v; ,potenter® als vs, da v; die Knoten vy, v1, vy iiberwacht und
vy lediglich die Knoten vy, vy. Somit gilt oBdA U’ NV, = (. Da andererseits alle Knoten
aus V5 iiberwacht werden miissen und v, nur von sich selbst oder von v; aus iiberwacht
werden kann, gilt V; C U’. Durch V; werden bereits alle Knoten aus V, iiberwacht, aber
noch keine Knoten aus Fy. Das Restproblem ist also auf die Uberwachung der Knoten aus
Ey zusammengeschrumpft. Unter diesen Bedingungen gilt fiir jede Kante e = {a, b}, dass ag
(bzw. bg) ,mindestens so potent® ist wie ey. Knoten ag (bzw. by) kénnte namlich potentiell
neben ey noch weitere Knoten aus Ey iiberwachen. Wir kénnen also oBdA annehmen, dass U’
die Form U’ = V;UU, mit Uy C V; hat, wobei die maximal £ Knoten aus Uy die Uberwachung
von Ey gewéhrleisten. Es folgt, dass U = {v| vy € Up} ein Vertex Cover der Maximalgrofie k
in G ist. a

Folgerung 6.68 ,Dominating Set“ ist NP-vollstindig.

In Abschnitt 6.8.1 werden wir die Fest-Parameter Behandelbarkeit von , Vertex Cover*
herausarbeiten. In Abschnitt 6.8.2 priasentieren wir eine formale Definition der Klasse FPT
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und gehen auf den dazu passenden Reduktionsbegriff ein, mit Hilfe dessen die Nichtmitglied-
schaft von ,Independent Set“ und ,Dominating Set* in FPT (unter der P # NP Vorausset-
zung) bewiesen werden konnte.

6.8.1 Ein Fest-Parameter behandelbares Beispielproblem

Der Star dieses Unterabschnittes ist das Vertex Cover Problem. Wir wollen im folgenden
herausarbeiten, dass VC gegeniiber CLIQUE, IS oder DS eine Sonderrolle einnimmt.

Beginnen wir mit einer Gemeinsamkeit der genannten Probleme. Wenn wir die Kosten-
schranke k zu einer Konstanten einfrieren, dann werden Probleme von der Art CLIQUE,
IS, VC oder DS trivialisiert. Wir konnen ndmlich mit Exhaustive Search alle (Z) Teilmengen
U C V der Grole k der Reihe nach durchmustern und jeweils auf die entsprechende Eigen-
schaft testen. Falls k eine von n = |V| unabhéngige Konstante ist, dann gilt () = O(n")
und wir erhalten eine polynomielle Zeitschranke.

Nun ist n* zwar ein Polynom, aber Q(n*) Rechenschritte sind fiir grofie Konstanten k
(selbst bei moderater Eingabeldnge n) nicht tolerierbar. Der Ansatz der parametrisierten
Komplexitét ist zu iiberpriifen, ob nicht auch eine Zeitschranke der Form f(k)n° eingehalten
werden kann. Hierbei ist f eine beliebige, nur von k (aber nicht von n) abhéngige Funktion
und ¢ > 1 ist eine von n und k£ unabhingige Konstante. Fiir konstantes £ und ¢ = 1 hétten
wir zum Beispiel eine lineare Laufzeitschranke vorliegen, im Vergleich zu n* eine radikale
Verbesserung.

Fiir VC geht dieser Plan voll auf:

Satz 6.69 (Downey und Fellows, 1992) VC kann in O(2*n) Schritten (auf einer Ran-
dom Access Maschine mit uniformem Kostenmaf) gelost werden.

Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die den Faktor 2F ins Spiel bringt. Von jeder
Kante e = {v, w} enthilt ein legales Vertex Cover den Knoten v oder den Knoten w. Wir
konnen daher einen bindren Entscheidungsbaum 7' aufbauen. Jeder Knoten von 7T représen-
tiert ein partielles Vertex Cover, das anfangs (im Wurzelknoten von T') noch leer ist. Jede
neue bindre Entscheidung fiihrt dazu, dass 7" sich an einem bisherigen Blattknoten z wieder
binédr verzweigt und das von z reprisentierte partielle Vertex Cover um einen Knoten erwei-
tert wird. Um das Wachstum von 7' levelweise voranzutreiben, protokollieren wir an jedem
Knoten 2 die korrespondierende partielle Losung U, und die Menge der noch uniiberwach-
ten Kanten E,. Wir brechen den Wachstumsprozess von 7" an einem Blatt z ab, wenn (der
Misserfolgsfall) |U,| = k, E, # 0 oder wenn (der Erfolgsfall) E, = (. T braucht (wegen der
Kostenschranke k) nicht iiber Tiefe k hinaus wachsen und enthélt daher O(2%) Knoten. Falls
T zu wachsen aufhort, ohne dass der Erfolgsfall eingetreten ist, dann existiert kein Vertex
Cover der Grofle k. Im Erfolgsfall hingegen haben wir ein Vertex Cover der Maximalgréfie
k aufgespiirt. Der Overhead, der an jedem Knoten von 7' zu leisten ist, ist polynomiell in n
beschrinkt. Eine verfeinerte Implementierung und eine genauere Analyse zeigen, dass eine
Laufzeitschranke der Form O(2*n) eingehalten werden kann. 0

Die in diesem Beweis benutzte Daternstruktur trigt den Namen , beschrinkter Suchbaum
(bounded search tree)“. Eine weitere Schliisseltechnik ist die sogenannte ,Reduktion auf
einen Problemkern“, deren Anwendung auf Vertex Cover zu folgendem Resultat fiihrt:

83



Satz 6.70 (Buss, 1989) VC kann in O(k* + n) Schritten (auf einer Random Access Ma-
schine mit uniformem Kostenmaf) geldst werden.

Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die zu der ,additiven® Form f(k) + g(n) der
Zeitschranke fiihrt. Die Reduktion auf den Problemkern von Vertex Cover mit fester Ko-
stenschranke k& nutzt die folgenden offensichtlichen Tatsachen aus:

- Jeder Knoten von einem k iiberschreitenden Grad muss in das , vertex cover® C auf-
genommen werden.

- Bei einem Graphen ohne isolierte Knoten ist jedes , vertex cover® auch eine ,,dominating
set“. Wenn jeder Knoten maximal & Nachbarn hat und es gibt ein , vertex cover® (und
somit eine ,dominating set“) der Grofle &', dann kann es maximal £'(k + 1) Knoten
geben.

Dies legt folgenden Algorithmus nahe:

1. Teste, ob es mehr als & Knoten mit jeweils mehr als k& Nachbarn gibt. Falls JA, dann
kann es kein ,vertex cover® der Grofle k geben. Falls NEIN, dann nimm die p < k
Knoten mit jeweils mehr als & Nachbarn in das (anfangs leere) , vertex cover® C' auf,
reduziere die Kostenschranke auf &' := k — p, entferne aus GG alle Knoten aus C und die
zu ihnen inzidenten Kanten sowie alle resultierenden isolierten Knoten (die zu einer
Uberwachung der Kanten des Restgraphen nichts beitragen konnen) und erhalte so
den , Restgraphen® G'.

2. Teste, ob G' mehr als k'(k 4+ 1) Knoten enthélt. Falls JA, dann kann es in G’ kein
,vertex cover” der Grofle k' (und somit in G kein ,vertex cover® der Grofle k) geben.
Falls NEIN, dann mache weiter wie folgt.

3. Teste, ob G’ (ein Graph mit maximal £'(k+1) Knoten) ein , vertex cover® C’ der Grofle
k' besitzt. Falls JA, dann gib C' U C" als , vertex cover” der Grofle k£ von G aus. Falls
NEIN, dann existiert kein , vertex cover® der geforderten Grofle.

Bei geschickter Implementierung kann die Reduktion auf den Problemkern (hier: die Berech-
nung des Restgraphen G’) in Linearzeit geschehen. Die Berechnung eines , vertec cover® einer
Grofe von maximal k' (sofern vorhanden) kann bei geschickter Implementierung in O(kF)
Schritten geschehen. Dies fiihrt zu der Zeitschranke O(k* + n). a

Folgerung 6.71 (Balasubramanian, Downey, and Fellows, 1992) VC kann in O(2Fk%+
n) Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem Kostenmaf) gelost werden.

Beweis Reduziere zuerst auf den Problemkern und wende auf diesen die Methode mit den
beschrankten Suchbiumen an. O

Der folgende Satz markiert den aktuellen Weltrekord®®, was die Laufzeit fiir Vertex Cover
in Abhéngigkeit von n und k angeht:

36resultierend aus einer geschickten Kombination verschiedener Vertex Cover Algorithmen
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Satz 6.72 — ohne Beweis —
VC kann in

O (kn + max {(1.25542)"k?, (1.2906)*2.5k } )

Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem Kostenmafl) gelost werden.

Experimente zeigen, dass dieser Algorithmus Eingaben (G, k) bis zur Schwelle £ ~ 200
(Parameter n ist weniger kritisch und darf viel grofiler sein) mit einem noch realistischen
Verbrauch an Rechenzeit abarbeiten kann. Eingaben mit derart hohen Werten von k& kénnten
bei einem naiven Verfahren mit Laufzeit Q(n*) in Jahrmilliarden nicht vollstéindig bearbeitet
werden.

Fiir welche Probleme auflerhalb von P lésst sich ein Eingabeparameter k dingfest ma-
chen, so dass Losungsalgorithmen mit einer Zeitschranke der Form f(k)n® existieren? Fiir
welche Probleme existieren solche Eingabeparameter £ nicht? Um diese Frage korrekt zu
beantworten bedarf es einiger abstrakter Definitionen, die den Kern der Fest-Parameter Be-
handelbarkeit herausarbeiten.

6.8.2 Probleme innerhalb und auflerhalb FPT

Definition 6.73 FEin parametrisiertes Problem (sprich: eine parametrisierte formale Spra-
che) liegt vor, wenn die Eingabeparameter in einen Variablen-Parameter Teil und einen
Fest-Parameter Teil zerfallen. Syntaktisch korrekte Eingaben sind also Paare (x,p) — ge-
nauer: Kodierungen solcher Paare — wobei x die Kollektion der Variablen-Parameter und
p die Kollektion der Fest-Parameter reprdsentiert.

Definition 6.74 FEine parametrisierte Sprache heisst Fest-Parameter behandelbar (fixed-
parameter tractable), wenn ihr Mitgliedschaftsproblem in f(k)n® Schritten losbar ist. Hierbei
ist n die Linge von x, k die Ldnge von p, f eine nur von k (aber nicht von n) abhdngige
Funktion und ¢ > 1 eine von n und k unabhdngige Konstante. Die Klasse der Fest-Parameter
behandelbaren parametrisierten Sprachen bezeichnen wir als FPT.

Aus der Definition von FPT folgt sofort:
P CFPT (28)

Bemerkung 6.75 Die Definition von FTP st robust gegen einige Modifikationen. Zum
Beispiel andert sich die Klasse FPT nicht, wenn wir p und k identifizieren (also etwa vorau-
setzen, dass p die undre Kodierung einer Zahl k ist). Von dieser Vereinfachung machen wir
meistens Gebrauch und sprechen von dem Fest-Parameter k der Eingabe. Weiterhin dndert
sich FPT nicht, selbst wenn wir Laufzeitschranken der Form f(k) + n¢ (anstelle f(k) - n®)
fordern (wie 1997 von Cai, Chen, Downey und Fellows gezeigt wurde).

Mit diesen Definitionen kénnen wir das Resultat des vorigen Abschnitts zusammenfassen
wie folgt:

Satz 6.76 VC < FPT.
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Obwohl wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht ndher darauf eingehen konnen, sei be-
merkt, dass FPT eine sehr reichhaltige Klasse ist, und dass die Nachweise zur Mitgliedschaft
in FPT einige grundlegende Methoden und Tricks zum Algorithmenentwurf hervorgebracht
haben. Andererseits gibt es auch eine breite Palette von Problemen, die (vermutlich) nicht zu
FPT gehoren. In diese Kategorie der Fest-Parameter harten Probleme gehoren zum Beispiel
CLIQUE;, IS und DS. Die Vermutung der Fest-Parameter Hérte eines Problems wird wieder
mit einem geeigneten Reduktionsbegriff gestiitzt. Anders als bei der Klasse NPC haben sich
aber mehrere harte Klassen gebildet, die oberhalb von FPT eine Hierarchie bilden. Auch
hierauf konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht ndher eingehen. Wir definieren le-
diglich den Reduktionstypus, den man in der Fest-Parameter Komplexititstheorie zugrunde
legen sollte:

Definition 6.77 Seien L, L' parametrisierte formale Sprachen. L heisst Fest-Parameter
transformierbar in L', falls eine in f(k)n® Schritten berechenbare Fest-Parameter Einga-
betransformation (z,k) — (z', k") mit k' = g(k) und (z,k) € L < (2',k") € L' existiert.
Hierbei ist n die Lange von z, f, g sind nur von k (aber nicht von n) abhingige Funktionen
und ¢ > 1 ist eine von n und k unabhdingige Konstante.

Zum Beispiel ist die (aus der Vorlesung , Theoretische Informatik® bekannte) polynomielle
Reduktion von CLIQUE nach IS (Ubergang zum Graphen mit der gleichen Knoten- aber
komplementiren Kantenmenge) eine Fest-Parameter Transformation (mit g(k) = k' = k).
Die polynomiellen Reduktionen von IS nach VC (mit &' = n — k) und von VC nach DS
(mit &' = n + k) hingegen sind keine Fest-Parameter Transformationen, da Fest-Parameter
k' jeweils eine (verbotene) Abhingigkeit von n aufweist.

Offensichtlich gilt:

Lemma 6.78 Fualls L Fest-Parameter transformierbar in L' ist und L' € FPT, dann folgt
L € FPT.

Umgekehrt bedeutet dies natiirlich, dass sich eine etwaige Fest-Parameter Hérte von L auf
L' vererben wiirde.

Wir bemerken abschlieflend, dass die Hierarchie die von FPT und den diversen Klassen
von Fest-Parameter harten Problemen gebildet wird ,, windschief zur polynomiellen Platz-
Zeit Hierarchie liegt. Probleme aus NP konnen bereits Fest-Parameter hart sein. Andererseits
gehoren sogar einige PSPACE-vollstidndige Probleme zur Klasse FPT.

6.9 Zwischenbilanz zum Thema ,,P versus NP

Bei groflen Softwareprojekten entstehen nach einer Strukturierungs- und Modellierungsphase
meist klar umrissene Teilprobleme. Ein Lernziel beim Studium der Effizienten Algorithmen
und der Komplexitdtstheorie ist

e zu erkennen, wenn ein Teilproblem mit einem effizienten Algorithmus lésbar ist,

e zu erkennen, wenn dies nicht der Fall ist (zum Beispiel aufgrund der NP-Hirte des
Problems).
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NP-harte Probleme verschwinden nicht, wenn wir sie als NP-hart erkannt haben. Es stellt
sich also weiterhin die Frage, wie mit harten Problemen umzugehen ist. In den voran gegan-
genen Abschnitten haben wir ein paar Methoden zum Umgang mit NP-harten Problemen
(sowie die theoretischen Grenzen dieser Methoden) kennen gelernt:

Einschrinkung des Problems Suche nach (praktisch relevanten) und effizient 16sbaren
Teilproblemen eines NP-vollstdndigen Problems.
Zum Beispiel sind 2-SAT (im Gegensatz zu 3-SAT) und 2-dimensionales Matching
(im Gegensatz zum 3-dimensionalen Matching) effizient 16sbar. PRECEDENCE CON-
STRAINED SCHEDULING wird effizient 16sbar, wenn wir nur Baume (Sortier- oder
Montagebdume) als partielle Relation auf der Menge der Aufgaben zulassen. Manche
Zahlenprobleme (wie PARTITION oder KNAPSACK) sind pseudopolynomiell 15sbar
und somit polynomiell 16sbar im Falle | kleiner* Zahlparameter in der Eingabe. Die
Grenzen dieses Ansatzes ergeben sich durch extrem eingeschriankte aber immer noch
NP-harte Teilprobleme bzw., im Falle der Zahlprobleme, durch das Phinomen der
starken NP-Vollstdndigkeit.

Aufgabe des Anspruches der Optimalitit Versuche ein NP-hartes Optimierungspro-
blem mit einem Approximationsalgorithmus zu lésen, welcher in Polynomialzeit eine
,gute“ (aber i.A. nicht optimale) Losung liefert.

Die Grenzen dieses Ansatzes (den wir am Beipsiel der Probleme TSP und KNAPSACK
diskutiert haben) ergeben sich durch das Phdnomen der NP-harten Approximation.

Fest-Parameter Behandelbarkeit Versuche aus den Eingabeparametern einen sogenann-
ten ,Fest-Parameter” k zu isolieren, der fiir die NP-Hérte des Problems verantwortlich
ist und suche einen Algorithmus mit einer Zeitschranke der Form f(k)n°.

Diesen Ansatz haben wir am Beispiel von Vertex Cover diskutiert. Seine Grenzen findet
er im Phinomen der Fest-Parameter Hérte.

Ein anderer (bisher von uns nicht diskutierter) Ansatz besteht darin ein méchtigeres
Maschinenmodell als die Deterministische Turing Maschine (DTM) zu verwenden. Wir dis-
kutieren ein paar konkrete Vorschléige:

Probabilistisches Maschinenmodell Statte M mit einer perfekten Miinze aus. M hat
pro Schritt zwei Handlungsalternativen und wéhlt durch Miinzwurf eine davon zuféllig
aus. Dieser Ansatz fiihrt zum Modell der Probabilistischen Turing Maschine (PTM).
Um das Mitgliedschaftsproblem fiir Sprache L zu 16sen, muss eine PTM M Eingaben
¢ € L mit “hinreichend hoher” Wahrscheinlichkeit akzeptieren und Eingaben « ¢ L
mit “hinreichend hoher” Wahrscheinlichkeit verwerfen. Wir gehen in einem spéteren
Stadium der Vorlesung noch genauer auf PTMs und die entsprechenden Komplexitits-
klassen ein.

Parallelrechnermodell Verwende p parallel arbeitende Prozessoren, die miteinander kom-
munizieren konnen, um kooperativ ein gemeinsames Problem zu l6sen. In diese Rubrik
fallen neben der Parallel Random Access Machine (PRAM) und den diversen Rechner-
netzwerken auch die sogenannten (in der letzten Dekade in Mode gekommenen) DNA-
Rechner. Ein NP-hartes Problem lésst sich allerdings auch von einem Parallelrechner
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nicht zufriedenstellend 16sen, da jeder Faktor an Zeitgewinn mit einem mindestens
ebenso groflen Faktor an zusétzlichem Hardwareaufwand bezahlt wird. Wir kénnen im
Rahmen dieser Vorlesung auf Parallelrechner nicht nidher eingehen.

Qauntenrechner Die DTM und dazu verwandte Modelle sind mathematische Abstraktio-
nen von physikalischen Rechnern, die den Gesetzen der klassischen Mechanik gehor-
chen. In der letzten Dekade wurde eine neue Generation von Rechnern vorgeschla-
gen, die den Gesetzen der Quantenmechanik gehorchen. Ein Quantenrechner ist zu
einem bestimmten Zeitpunkt nicht in einer Konfiguration, sondern in einer Uber-
lagerung von vielen Konfigurationen. Erst durch externe Beobachtung kollabiert
die Uberlagerung zu einer einzigen Konfiguration (gemiB einer zur Uberlagerung as-
soziierten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Quantenrechner sind vermutlich wesentlich
méchtiger als DTMs. Zum Beispiel konnte Peter Shor nachweisen, dass das Faktori-
sierungsproblem (Berechnung der Primfaktorzerlegung einer gegebenen ganzen Zahl)
und das Diskrete-Logarithmus-Problem auf Quantenrechnern effizient 16sbar sind. Auf
der vermeintlichen Hérte dieser Probleme beruhen die meisten aktuell verwendeten
asymmetrischen Kryptosysteme. Es ist zur Zeit noch vollig unklar, ob Quantenrechner
physikalisch realisiert werden konnen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir auf
Quantenrechner nicht weiter eingehen kénnen.

Ein weiterer Ansatz, den wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln kénnen ist
die

Average-Case Analyse Average-case Analyse steht im Gegensatz zur worst-case Analyse.
Hier wird die Forderung aufgegeben, auf allen Eingaben erfolgreich sein zu miissen. Man
verwendet ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf den Eingabeinstanzen und ist zum Beispiel
zufrieden, wenn die mittlere Laufzeit polynomiell ist. Ein Argument fiir average-case
Analyse (oder zumindest gegen worst-case Analyse) ist, dass die von polynomiellen
Reduktionen produzierten Eingabeinstanzen i.A. kunstvoll und bizarr anmuten. Es
konnte also sein, dass genau der Eingabetypus, welcher die NP-Harte bezeugt, in An-
wendungen nicht (oder selten) anzutreffen ist. Ein Argument gegen average-case
Analyse ist, dass die Auswahl eines analysierbaren Wahrscheinlichkeitsmafles meist
willkiirlich und durch die Anwendung nicht zu rechtfertigen ist.

Schliellich gibt es den sogenannten ,heuristischen Ansatz“ zum Lo6sen von NP-harten
Optimierungsproblemen.

Heuristiken und Metaheuristiken Eine Heuristik ist ein Algorithmus, der in der Praxis
ganz gut zu funktionieren scheint, ohne dass dies durch eine mathematisch beweisbare
Qualitédtsgarantie abgesichert wire. Metaheuristiken sind vielseitig verwendbare Heu-
ristiken, die durch geeignete Adjustierung einiger programmierbarer Parameter auf die
Losung von konkreten Problemen spezialisiert werden kénnen. Daneben gibt es ad-hoc
Heuristiken, die fiir ein konkretes Problem zusammengeschustert wurden. Beispiele fiir
Metaheuristiken sind:

e Branch and Bound
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e Lokale Optimierung

e Simulated Annealing

e Tabu Search

e Neuronale Netze oder Hopfield Netze

e Genetische Algorithmen

e Great Deluge (groBe Uberschwemmung)

e Roaming Ants (umherstreifende Ameisen)

Auch diesen Ansatz werden wir aus Zeitgriinden nicht weiter verfolgen kénnen.
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6.10 Die Struktur von NP

Falls P = NP, dann gibt es zur Struktur von NP nicht viel zu berichten. Alle Betrachtungen
dieses Abschnittes basieren auf der

Vermutung 1 P # NP.

Wir verwenden im Folgenden Vermutung 1 als Voraussetzung, ohne dies jedesmal explizt
kennntlich zu machen. Wir machen also ofter eine Aussage A, die streng genommen die
Form: P # NP = A haben miisste.

Es sei daran erinnert, dass NPC die Klasse der NP-vollstindigen Probleme bezeichnet.
Die Klasse

NPI := NP\ (P U NPC)

bezeichne die Klasse der Sprachen aus NP, die einerseits nicht zu P gehoren, andererseits
aber auch nicht NP-vollstdndig sind.

Aus der NP-Vollstandigkeitstheorie folgt direkt, dass die Existenz einer NP-vollstdndigen
Sprache in P die Gleichheit von P und NP zur Folge hitte. Vermutung 1 zugrunde gelegt,
miissen also NPC und P disjunkte Teilmengen von NP sein. Mit der Definition von NPI
ergibt sich eine erste Strukturaussage:

e NP zerfillt in die paarweise disjunkten Klassen P, NPC und NPI.

Diese Einsicht ist in Abbildung 9 visualisiert.

Abbildung 9: Die Struktur von NP.

Wir kennen bereits zahlreiche Sprachen (Probleme) in P bzw. NPC. Wie schaut es aber
mit NPI aus: konnte es sein, dass NPI leer ist? Dies wiirde bedeuten, dass jede Sprache aus
NP\ P bereits NP-vollstandig sein miisste. Der folgende Satz schliefit diese Moglichkeit aus:

Satz 6.79 (Ladner, 1975) NPI # ().
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Beweis Es bezeichne
M, M,, ...

eine Aufzéhlung aller DTMs, die mit einer polynomiellen Zeitschranke als Sprachakzeptor
arbeiten, so dass

P=|JLy, .
i>1
Weiter bezeichne

Ry, R, ...

eine Aufzédhlung aller DTMs, die mit einer polynomiellen Zeitschranke als Funktionsberech-
ner arbeiten. Weiter bezeichne S eine DTM mit Ls = SAT (und einer exponentiellen Zeit-
schranke). Beachte, dass es zu jeder Sprache L € NPC eine polynomielle Reduktion von
SAT auf L gibt. Somit gibt es einen Index ¢ mit

VzeX*:ze€ SAT < Ri(z) € L .
Unser Ziel ist es, eine TM K anzugeben mit
Lix € NP\ (PUNPC) .

Wir sagen z € X* trennt K von M;, wenn K(z) # M;(z); z € X* trennt K von R;, wenn
S(z) # K(R;(z)). Wenn K (mit Hilfe geeigneter Eingaben) von jeder Maschine M; und jeder
Maschine R; getrennt werden kann, dann gilt offensichtlich Lx € NP \ (P U NPC') und wir
sind am Ziel. Im Folgenden bezeichne

Z1yR2y e«

eine Aufzdhlung (in natiirlicher Reihenfolge) aller Worter aus X*.
Auf einer Eingabe z € X" wird K arbeiten wie folgt:

if S(z) =1 und f(n) ist gerade then K(x):=1 else K(x):=0 fi
Hierbei haben wir noch nicht geklért, welche Funktion sich hinter

f:N—N

verbirgt und, in der Tat, die Definition von f ist das ,,Herzstiick des Beweises. Die Grundidee
zur Konstruktion einer DTM F fiir f ist wie folgt:

e F wird auf einer Eingabe 1" (unire Kodierung von n) exakt 2n Schritte arbeiten.
Die (zugegebenermaflen streng limitierte) Arbeitszeit wird F' nutzen, um K Eingaben
zu verschaffen, die sie von den Maschinen R; und M; trennen (eine Art ,doppelte
Diagonalisierung“). Dabei wird der Funktionswert f(n) anzeigen, wie weit die doppelte
Diagonalisierung bereits voran geschritten ist.
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e f(n) = 2¢ — 1 wird bedeuten, dass F' bereits gewéhrleisten kann, dass Eingaben exi-
stieren, welche Ry, ..., R; ; von K separieren (wohingegen die Separation von R; noch
nicht geklirt ist).

e f(n) = 2i wird bedeuten, dass F' bereits gewahrleisten kann, dass Eingaben existieren,
welche M, ..., M; 1 von K separieren (wohingegen die Separation von M; noch nicht
gekldrt ist).

Es folgt eine detailliertere Beschreibung der Maschine F', die iiber ein Eingabe-, ein Ausgabe-
und ein Arbeitsband verfiigt. Auf Eingabe 1™ arbeitet F' in zwei Phasen zu je n Schritten. In
Phase 1 wandert der Eingabekopf von links nach rechts iiber die Eingabe hinweg (bis zum
Lesen eines Leerzeichens) und in Phase 2 bewegt er sich wieder in die Ausgangsposition (Zel-
le 1) zuriick. Der Hauptzweck dieser Ubung ist den Taktgeber fiir die zwei Phasen zu spielen.
Die Hauptarbeit beider Phasen findet (wie konnte es anders sein) auf dem Arbeitsband statt:

Phase 1 F berechnet (solange die Zeit reicht) f(1), f(2),.... Es bezeichne f(j) = k den
zuletzt berechneten Wert.3” Es wird sich zeigen, dass der Ausgabewert f(n) entweder
auf k oder auf k + 1 gesetzt wird. Die Entscheidung dariiber fillt in Phase 2.

Phase 2 In dieser Phase haben wir zwei Fille zu unterscheiden.

Fall 1 k = 2i — 1 (eine ungerade Zahl).
F versucht K von R; zu trennen. Zu diesem Zweck berechnet sie (hochstens
solange die Zeit reicht)

Ri(z1), S(Ri(21)), F([Ri(21)]), S(21), Ri(22), S(Ri(22)), F(|Ri(22)]), 5 (22), - - -

Beachte, dass mit den Gréflen R;(z), S(R;(2)), f(|Ri(2)]), S(z) leicht gecheckt wer-
den kann (s. Ubung), ob S(2) # K(R;(z)). Wenn unter den durchlaufenen z; ein 2
mit S(z) # K(R;(z)) gefunden wurde (welches also K von R; trennt), dann wird
f(n) auf k + 1 = 2i gesetzt; andernfalls wird f(n) := k = 2i — 1 ausgegeben.

Fall 2 k = 2i (eine gerade Zahl).
F versucht K von M; zu trennen. Zu diesem Zweck berechnet sie (hochstens
solange die Zeit reicht)

M;(21), S(21), f(|21]), Mi(22), S(22), f(|22]), ... -

Beachte, dass mit den GroBen M;(z),S(z), f(|z|) leicht gecheckt werden kann
(s. Ubung), ob K (2) # M;(z). Wenn unter den durchlaufenen z; ein z mit K (z) #
M;(z) gefunden wurde (welches also K von M; trennt), dann wird f(n) auf k+1 =
2i + 1 gesetzt; andernfalls wird f(n) auf & = 2 ausgegeben.

Wir behaupten nun als erstes, dass Lx € NP. Dies ist leicht einzusehen, da die Bedingung
S(z) =1 (also x € SAT) durch Raten einer erfiillenden Belegung der durch z kodierten CNF-
Formel in Polynomialzeit verifiziert werden kann. Die Zusatzbedingung der Geradzahligkeit

3"Wenn die Zeit von n Schritten noch nicht einmal zur Berechnung von f(1) reicht (was zum Beispiel bei
n = 1 passiert), dann wird der Funktionswert ,per default* auf 1 gesetzt.
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von f(n) kann mit Hilfe von F in 2n Schritten getestet werden.
Zweitens behaupten wir, dass Lx ¢ P. Wire ndmlich Lx € P, dann wéhle einen mimimalen
Index ¢ mit Lg = Lyy,. Aus der Arbeitsweise von F' ergibt sich dann die Folgerung

dng € N,Vn >mng: f(n) =2i .

Dann aber wiirde Lg bis auf endlich viele Ausnahmen mit SAT iibereinstimmen, was im
Widerspruch zur Annahme Ly € P steht.

Schliefilich behaupten wir, dass Lx ¢ NPC. Wére ndmlich Lx € NPC, dann wéhle einen
minimalen Index i so dass S(z) = K(R;(z)) fir alle z € ,. Aus der Arbeitsweise von F
ergibt sich dann die Folgerung

dng € N,Vn >ng: f(n) =2i—1 .
Dann aber wire Lg eine endliche Sprache, was im Widerspruch zu Lx € NPC steht. O

Wir wollen nun die Stuktur von NP differenzierter untersuchen.

Definition 6.80 Wir sagen zwei Sprachen L, und Ly sind polynomiell d&quivalent, wenn sie
wechselseitig aufeinander polynomiell reduzierbar sind. In Zeichen:

L% Ly e L <pot Lz und Ly <po1 Ly .
Diese Relation ist (offensichtlich) eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse beziiglich

,,%l “ heifle Schwierigkeitsgrad beziglich ,,Izgl “ oder kurz p-Grad.

Wenn wir polynomielle Unterschiede zwischen Laufzeiten ignorieren, kénnen wir zwei poly-
nomiell dquivalente Sprachen als (im Wesentlichen) gleich schwer betrachten. Die folgende
Definition liefert eine partielle Ordnung auf den p-Graden,;

Definition 6.81 Wir sagen L, ist leichter als Lo beziiglich polynomieller Reduktion, wenn
zwar Ly polynomiell reduzierbar auf Lo ist, aber nicht umgekehrt. In Zeichen (mit ,—“ fir
slogische Negation*):

Ll <pol L2 = Ll Spol L2 und _'(LZ Spol Ll) .

Wir sagen der p-Grad von Ly ist leichter als der p-Grad von Lo, wenn Ly leichter als Lo
beziiglich polynomieller Reduktion ist.

Es ist leicht einzusehen, dass <p, auf Sprachen eine irreflexive, asymmetrische partielle
Ordnung bildet, die auch auf p-Graden wohldefiniert (also nicht abhingig von der Auswahl
des Représentanten eines p-Grades) ist. In diesem Lichte besteht NP aus einer Hierarchie
von p-Graden. Eine Teilhierarchie (s. Ubung) ist in Abbildung 10 zu sehen:

e Die leere Menge und ¥* bilden zwei triviale p-Grade, angesiedelt auf der untersten
Stufe der Hierarchie.

e P\ {0,¥*}, also die restlichen Sprachen aus P, bilden den néchst-einfachsten p-Grad,
den wir einfach als P-Grad bezeichnen.
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Abbildung 10: Eine Teilhierarchie der p-Grade.

e NP(, also die NP-vollstidndigen Probleme, bilden den schwersten p-Grad in NP.

e Da NPI nicht leer ist, konnen wir willkiirlich eine Sprache L aus NPI rausgreifen. IThr
p-Grad muss echt zwischen dem P-Grad und NPC liegen.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Struktur der p-Grade zwischen P und NPC nicht
wesentlich komplexer ist, als dies durch Abbildung 10 suggeriert wird. Dies ist in der Tat
der Fall, wie folgende Sitze belegen:

Satz 6.82 (Ladner, 1975) 1. Es gibt unendlich lange Ketten von p-Graden zwischen P
und NPC'.

2. Es gibt unvergleichbare p-Grade zwischen P und NPC'.

Die erste Aussage bedeutet, dass es Sprachen Ly, Ly, Lo, ... , L, € NP gibt, so dass Ly € P,
L, € NPC und

LO <pol Ll <pol L2 <pol e <pol L* .

Die Sprachen Ly, Ls, ... spannen eine unendliche Kette zwischen den p-Graden P und NPC
auf. Die zweite Ausage macht deutlich, dass <, nur eine partielle, nicht aber totale, Ordnung
auf den p-Graden liefert. Der Beweis dieses Satzes, den wir in unserer Vorlesung auslassen,
basiert (wie schon der Beweis von Satz 6.79) auf der Diagonalisierungstechnik.

Wir wollen im Folgenden das Bild durch die Betrachtung von co-NP abrunden. Es sei an
die generelle Definition der Komplementdrklasse zu einer Sprachklasse C erinnert:

co-C:={L:LeC} .

C = co-C wiirde gerade bedeuten, dass C abgeschlossen unter Komplementbildung ist. Wir
formulieren jetzt die Vermutung, dass NP diese Abschlusseigenschaft nicht besitzt:
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Vermutung 2 NP # co-NP.
Die folgende Uberlegung zeigt, dass Vermutung 2 stérker ist als Vermutung 1:
Bemerkung 6.83 NP # co-NP = P # NP.

Beweis Wir fiihren einen indirekten Beweis, d.h., wir beweisen (unter Ausnutzung von
P = co-P) die Aussage P = NP = NP = co-NP:

P = NP = co-NP =co-P =P = NP .
a

co-NP ist eine zu NP duale Klasse. Strukturen in NP haben ihr duales Pendant in co-NP.
Eine erste Illustration dieses Sachverhaltes liefert

Lemma 6.84 co-NPC, also die Komplementdrklasse der NP -vollstindigen Sprachen, stimmt
iberein mit der Klasse co-NP-vollstindigen Sprachen.

Beweis Wir nutzen die Implikation Ly <,, Lo = L, <pol L aus. Somit sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Ly € co-NPC <« Ly € NPC
& (Lo € NP)A (VL € NP : L <, Ly)
& (Lo € co-NP) A (VL € NP : L <, Ly)
& (Lg € co-NP) A (VL € co-NP : L <,y Lyo)
& Ly ist co- NP-vollsténdig.

O

Wir merken kurz an, dass Lemma 6.84 allgemeiner hitte formuliert werden kénnen: an
der Stelle der polynomiellen Reduuktion ,, <,,“ konnte eine beliebige abstrakte polynomielle
Reduktion ,<pop“ stehen, welche zusétzlich die Bedingung

Ly <por Ly = L, <por L»

erfiillt. Cook- oder Levin-Reduktionen bezitzen diese Eigenschaft ebenfalls (s. Ubungen).
Somit ergibt sich die

Folgerung 6.85 Die Komplementdrklasse der unter Cook- bzw. Levin-Reduktionen NP -
vollstandigen Sprachen stimmt iberein mit der Klasse unter Cook- bzw. Levin-Reduktionen
co-NPC -vollstindigen Sprachen.

Das folgende Lemma gibt ein paar zur NP # co-NP-Voraussetzung dquivalente Bedin-
gungen an.

Lemma 6.86 Folgende Aussagen sind dquivalent:
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1. NP # co-NP.
NPC N co-NP = 0.
co-NPC N NP = ().

o

NP N co-NP C NPIUP.

Beweis Zur Aquivalenz der ersten beiden Aussagen geniigt es freilich
NP = co-NP < NPC Nco-NP # 0
zu zeigen. NP = co-NP = NPC N co-NP # () erhalten wir wie folgt:
NP = co-NP = NPC = co-NPC = NPC Nco-NP = NPC # () .

Nehmen wir umgekehrt an, dass NPC Nco-NP # (). Dann gibt es eine NP-vollstindige Spra-
che Ly, die auch zu co-NP gehort. Da jede Sprache L € NP auf Ly polynomiell reduzierbar
ist, ergibt sich hieraus NP C co-NP. Dies wiederum impliziert co-NP C co-co-NP = NP
und wir erhalten NP = co-NP.

Zur Aquivalenz von Aussage 2 und 3 geniigt es freilich

NPC Nco-NP # () < co-NPC N NP # ()

zu zeigen. Hierzu nutze aus, dass fiir alle Sprachen L die Aussagen L € NPC N co-NP und
L e go—NPC N NP &quivalent sind.
Die Aquivalenz der Aussagen 2 und 4 ist offensichtlich. a

Die durch Lemma 6.86 beschriebene Situation ist in Abbildung 11 noch einmal zusammen-
gefasst.

NP co-NP

)

Abbildung 11: Struktur von NP U co-NP unter der NP # co-NP-Voraussetzung.
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6.11 Isomorphe, diinne und dichte Sprachen

In diesem Abschnitt legen wir die Vermutung nahe, dass alle NP-vollstidndigen Sprachen zu-
einander ,isomorph“ sind. Dies wiirde ausschlieflen, dass es , diinne“ NP-vollstdndige Spra-
chen (mit poly(n) Wortern einer Maximalldnge n) gibt.

Die Theorie der isomorphen, diinnen und dichten Sprachen wurde 1977 von Berman und
Hartmanis ins Leben gerufen. Da sie die ,P versus NP*“ Frage aus einer neuen Perspektive
beleuchtet, priasentieren wir im Folgenden ihre zentralen Konzepte und Resultate.

Definition 6.87 Zwe: Sprachen Ly, L, € ¥X* heiflen polynomiell isomorph, wenn eine bi-
jektive Abbildung h : ¥* — 3* mit Umkehrabbildung h™' : ©* — X* emistiert, die folgende
Bedingungen erfillt:

1. Sowohl h als auch h™! sind in Polynomialzeit berechenbar.

2. Fir alle x € ¥* gilt v € Ly gdw h(x) € Ls.
. pol
In Zeichen: Ly ~ L.

Offensichtlich gilt

pol pol

L12L2:>L1NL2,

d.h., zwei polynomiell isomorphe Sprachen sind erst recht polynomiell &quivalent.

Wie wir wissen sind alle NP-vollstdndigen Sprachen wechselseitig aufeinander polynomiell
reduzierbar und somit polynomiell 4quivalent. Die polynomiellen Reduktionen, die wir dabei
iiblicherweise benutzen, sind aber weit davon entfernt, Bijektionen zu sein. Insbesondere
die Surjektivitdt ist selten erfiillt, da wir bei einer Reduktion eines Quellproblems auf ein
Zielproblem in der Regel extrem spezielle Eingabeinstanzen des Zielproblems konstruieren.
Eine der seltenen Ausnahmen bildet die Reduktion (G,k) — (G, k) von CLIQUE auf IS
bzw. die Reduktion (G, k) — (G,n—k) von IS auf VC, wobei G' den Komplementérgraphen3?
zu G bezeichnet und n die Anzahl der Knoten in G.

Wir skizzieren im Folgenden eine Technik zur Verwandlung einer polynomiellen Reduk-
tion in eine polynomielle Isomorphie. Diese Technik ist immer dann anwendbar, wenn die
Zielsprache der polynomiellen Reduktion iiber eine sogenannte ,Polsterfunktion (padding
function) verfiigt:

Definition 6.88 FEine Funktion pad : X* x ¥* — X* heifit Polsterfunktion fir L C X*,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Die Funktion pad st in Polynomazilzeit berechenbar.
2. Fir alle z,y € ¥* gilt x € L gdw pad(z,y) € L.

3. Fir alle z,y € * gilt |pad(z,y)| > |z| + |y|.

387wei Knoten sind in G benachbart gdw sie in G' nicht benachbart sind.
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4. Aus pad(z,y) kann y in Polynomialzeit extrahiert werden.

Eine Polsterfunktion fiir L ist also im Wesentlichen eine Léngen-expandierende polynomi-
elle Reduktion von L auf sich selbst, die (auf leicht dekodierbare Weise) einen zusitzlichen
String y in den Eingabestring x hinein kodiert. Wir verwenden im Folgenden oBdA das
Bindralphabet ¥ = {0, 1}.

Beispiel 6.89 Wir skizzieren den Entwurf einer Polsterfunktion fir SAT. Es bezeichne x €
¥* einen String zur natiirlichen Kodierung®® einer Eingabeinstanz von SAT, d.h., x reprdsen-
tiert eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform mait m Klauseln Cy, ... ,Cp_1, in de-
nenn Variable, sagen wir v, . .. ,v,, verwendet werden. Firp = |y| bezeichne dann pad(z,y)
den Kodierungsstring fir die Klauseln Cy, ... ,Cp_1 (alte Klauseln) sowie Cp,, ..., Cpipi1
(neue Klauseln). Die neuen Klauseln verwenden neue Variable vniq,... ,Unt14p und haben
die folgende Form:

- Cp, bestehe nur aus dem Literal v, 1 und Cpiq sei ein Duplikat von C,.

- Firi=1,... p bestehe Cp,y14; nur aus dem Literal v, 1; sofern y; = 1 bzw. nur aus
dem Literal v, 14 sofern y; = 0.

Die hierdurch beschriebene Funktion pad ist in Polynomialzeit berechenbar. Offensichtlich
sind die Klauseln Cy, ... ,Cy_1 erfillbar gdw Cy, ... ,Cpn1,Cn, ... ,Cni14p erfillbar sind
(da die neu hinzu gefigten Klauseln erstens erfillbar sind und zweitens nur neue Variable
verwenden). Die neue Instanz pad(z,y) hat offensichtlich eine |x|+|y| iberschreitende Linge.
Weiterhin lisst sich y aus pad(z,y) leicht ablesen: durchmustere pad(z,y) von rechts nach
links bis zum ersten Auffinden von zwei identischen Klauseln (Cp, und Cp,i1); lies aus den
davon rechts befindlichen Klauseln den Bindrstring y (auf die offensichtliche Weise) ab.
Somit sind alle an eine Polsterfunktion gerichteten Bedingungen erfillt.

Polsterfunktionen lassen sich fiir NP-vollstdndige Sprachen in der Regel dhnlich leicht ange-
ben wie fiir SAT. Wir diskutieren in den Ubungen weitere Beispiele.

Das folgende Resultat ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften von Polsterfunktio-
nen und Reduktionsabbildungen.

Lemma 6.90 Es sei pad eine Polsterfunktion fiir Ly und Ly <p, Lo mit Reduktionsabbil-
dung R : ¥* — X*. Dann st

z — pad(R(z), )

eine Langen-expandierende, injektive und in Polynomialzeit invertierbare Reduktionsabbil-
dunyg.

Wechselseitige Lingen-expandierende, injektive und in Polynomialzeit invertierbare Re-
duktionsabbildungen kénnen in Isomorphismen transformiert werden:

39Hier und im Folgenden legen wir die Details einer ,natiirlichen Kodierung“ nicht fest. Es ist aber prin-
zipiell leicht (wenngleich miihselig), solche Kodierungen iiber einem Alphabet mit mindestens zwei Zeichen
fsetzulegen.

98



Lemma 6.91 (Berman und Hartmanis, 1977) Es seien Ly und Ly polynomiell dquiva-
lente Sprachen, R eine Reduktionsabbildung fir Ly <, Ly und S eine Reduktionsabbildung
fiir Ly <po1 L. Sowohl R als auch S seien Lingen-expandierend, injektiv und in Polynomial-
zeit invertierbar. Dann sind Ly und Lo polynomiell isomorph.

Beweis Da R, S : ¥* — ¥* Langen-expandierend, injektiv und in Polynomialzeit invertier-
bare Abbildungen sind, sind die Inversen R !, S~ ! : ¥* — ¥* Lingen-reduzierende, partiell
definierte und in Polynomialzeit berechenbare Abbildungen. Der Beweis beruht auf dem
Konzept der R- und S-Ketten. Eine S-Kette fiir x € ¥* hat die Form

S RT(STHRTH(STH (@) -

Dies ist so zu verstehen, dass wir die Abbildungen S~! und R~! solange alternierend anwen-
den wie das jeweilige Argument im Definitionsbereich liegt. Da R~! und S~! beide Lingen-
reduzierend sind, muss die Kette nach maximal n = |z| Schritten abbrechen. Wir unterschei-
den die folgenden beiden Fille:

Fall 1 Die S-Kette fiir  stoppt mit undefiniertem R™!.
In diesem Fall hat die S-Kette die Form ST (R7'(---S™(z)--+)).

Fall 2 Die S-Kette fiir  stoppt mit undefiniertem S—*.
In diesem Fall hat die S-Kette die Form R™*(S™(--- S~ (z)--+)).

Beachte, dass der Grenzfall, dass bereits S™'(z) undefiniert ist, zur S-Kette z fiihrt und
einen Unterfall zu Fall 2 darstellt.

Eine R-Kette fiir x € X* ist symmetrisch definiert mit vertauschten Rollen von R und S.
Wir definieren jetzt eine Abbildung h : ¥* — ¥* von der wir anschlieffend nachweisen, dass
sie einen Isomorphismus von L; nach Ly darstellt:

1. Falls die S-Kette fiir z mit undefiniertem R stoppt, dann setzen wir h(z) := S~ (z).

2. Falls die S-Kette fiir z mit undefiniertem S~ stoppt, dann setzen wir h(z) := R(z).

Wir weisen zunichst die Injektivitdt von h nach, indem wir die Annahme es existierten
z,y € ¥* mit  # y und h(xz) = h(y) zum Widerspruch fithren. Wegen der Injektivitdt von
R und S konnte die angenommene Situation héchstens dann eintreten, wenn die S-Ketten
fiir  und y sich auf die beiden Fille verteilen, sagen wir, die S-Kette fiir x stoppt mit
undefiniertem R~! und die S-Kette fiir y stoppt mit undefiniertem S—!. Hieraus ergibt sich

S7H(z) = h(z) = h(y) = R(y)
und somit
y=R(57(2)) .

Dann wére aber die S-Kette fiir y ein Prifix der S-Kette fiir £ und die Ketten miissten
entweder beide mit undefiniertem R™! oder mit undefiniertem S~! stoppen (Widerspruch).
Demnach muss A eine injektive Abbildung sein.

Als néchstes weisen wir die Surjektivitdt von A nach, indem wir fiir jedes y € ¥* ein Urbild
x mit h(z) = y dingfest machen:
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Fall 1 Die R-Kette fiir y stoppt mit undefiniertem S1.
In diesem Fall hat die R-Kette die Form

RS R ) )

Wir definieren dann z = R™!(y). Somit stoppt die S-Kette fiir x (welche ein Préifix der
R-Kette fiir y ist) mit undefiniertem S~' und es gilt (gemaB der Definition von h)

Fall 2 Die R-Kette fiir y stoppt mit undefiniertem R~
In diesem Fall hat die R-Kette die Form

SRRy )

Wir definieren dann z = S(y), was y = S () zur Folge hat. Somit stoppt die S-
Kette fiir z (welche die R-Kette fiir y zum Préfix hat) mit undefiniertem R und es
gilt (gemifB der Definition von h)

Es hat sich somit die Surjektivitdt von h ergeben.

Wir diskutieren nun die Berechnungskomplexitét der Funktionen A und h~!. Zur Berechnung
von h(z) miissen wir zunichst die vollstdndige S-Kette fiir  berechnen, um festzustellen,
ob sie mit undefiniertem R~! oder mit undefiniertem S~! stoppt. Dies erfordert lediglich n
Auswertungen der Funktionen R~! bzw. S™!, was in Polynomialzeit geleistet werden kann.
Nachdem klar ist, welcher Fall vorliegt, muss dann entweder h(z) = S~!(z) oder h(z) = R(z)
berechnet werden. Auch dies ist in Polynomialzeit moglich. Die Berechnung von h ! ist aus
Symmetriegriinden genau so aufwendig wie die Berechnung von h. Wenn wir nidmlich die
obige Diskussion zur Surjektivitdt von h noch einmal aufmerksam durchlesen, stellen wir
fest, dass die Definition von h™! symmetrisch zur Definition von h (mit vertauschten Rollen
von R und 9) ist. Also sind sowohl & als auch h~! in Polynomialzeit berechenbar.

Um den Nachweis der Isomorphie-Bedingungen fiir h zu vervollstindigen, miissen wir ledig-
lich noch zeigen, dass jeder String ¢ € ¥* zu L, gehort gdw h(z) zu Ly gehort. Dies ist aber
klar, da entweder h(x) = S~'(z) oder h(z) = R(z) und sowohl S als auch R (in ihrer
Funktion als Reduktionsabbildungen) die geforderte Eigenschaft besitzen. a

Folgerung 6.92 (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollstindigen Sprachen, die
mat einer Polsterfunktion versehen werden kénnen, sind zueinander polynomaell isomorph.

Die Tatsache, dass alle bekannten NP-vollstindigen Probleme eine Polsterfunktion besit-
zen, fiihrte zu der

Isomorphie-Vermutung (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollstiandigen Spra-
chen sind zueinander isomorph.
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Es ist bis heute nicht geklart, ob diese Vermutung zutrifft.

Definition 6.93 Die Dichte bzw. Dichtefunktion einer Sprache L C ¥* ist defintert als die
Folgende Funktion in der Eingabelinge n:

densp(n) :=|{z e L: |z] <n}| .

L heifst diinn (oder auch spérlich ), wenn ihre Dichte polynomiell in n beschrdnkt ist; L heifst
dicht, wenn thre Dichte superpolynomiell mit n wdchst.

Alle uns bisher bekannten NP-vollstdndigen Sprachen sind dicht!

Beobachtung 6.94 Wenn L; und Lo polynomiell isomorph sind, dann gibt es Polynome
41,2, so dass

densr,(n) < densr,(q1(n)) und densr,(n) < densr,(g2(n)) .

Hieraus folgt, dass eine diinne und eine dichte Sprache nicht zueinander polynomiell iso-
morph sein konnen.

Wenn die Isomorphie-Vermutung zutrifft, dann wiirde aus dieser Beobachtung folgen,
dass eine diinne Sprache nicht NP-vollsténdig sein kann. Diese Folgerung kann jedoch bereits
unter der schwécheren P # NP-Voraussetzung bewiesen werden:

Satz 6.95 (Mahaney, 1982) Fulls P # NP, dann gibt keine dinne und zugleich NP-voll-
standige Sprache.

Ein Spezialfall von diinnen Sprachen stellen die undren Sprachen L C {0}* dar. Anstelle des
Satzes von Mahaney beweisen wir den folgenden (etwas leichteren)

Satz 6.96 (Berman, 1978) Fulls P # NP, dann gibt keine undre und zugleich NP-voll-
standige Sprache.

Beweis Wir fiilhren den Beweis indirekt und zeigen, dass die Existenz einer NP-vollstdndi-
gen undren Sprache Ly C {0}* die Gleichheit von P und NP zur Folge hat. Dazu geniigt
es, mit Hilfe einer Reduktionsabbildung R : ¥* — ¥* fiir SAT <,, L, einen determini-
stischen polynomiell zeitbeschrinkten Algorithmus fiir SAT zu entwerfen. Sei also z € LV
der Kodierungsstring fiir eine CNF-Formel F' iiber den Booleschen Variablen vy, ... ,v,. Wir
skizzieren im Folgenden ein effizientes Verfahren, um die Erfiillbarkeit von F' zu testen. Dabei
identifizieren wir einen String a € {0, 1}’ mit der partiellen Belegung

U1 =0a1,...,V; =aj; .

Es bezeichne Fa] die vereinfachte CNF-Formel, die aus F' durch die von a représentierte
partielle Belegung hervor geht.?® Der Kodierungsstring fiir F[a] sei mit z[a] bezeichnet. Fiir

40Elimination aller durch die partielle Belegung bereits erfiillten Klauseln und, in den verbleibenden Klau-
seln, Elimination der durch die partielle Belegung bereits falsifizierten Literale
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a = € (leeres Wort bzw. leere partielle Belegung) identifizieren wir Fa| mit F' und z[a] mit
z. Offensichtlich gilt fir j =0,... ,n — 1 und alle a € {0,1}’ die Beziehung

Fla] ist erfiillbar < F[a0] oder F[al] ist erfiillbar.

Fiir alle a € {0,1}" ist F'[a] eine Boolesche Konstante und somit erfiillbar gdw es sich um
die Konstante 1 handelt. Ein exponentiell zeitbeschréankter Algorithmus kénnte vorgehen wie
folgt:

Top-down Pass Bilde einen vollstdndig bindren Baum 7" der Tiefe n. Assoziiere mit einer
Kante zum linken Kind das Bit 0 und mit einer Kante zum rechten Kind das Bit 1. Auf
diese Weise ist zu jedem Knoten z der Tiefe j des Baumes ein eindeutiger Binérstring
a(z) € {0, 1} assoziiert. Insbesondere entsprechen die 2" Blitter (Knoten der Tiefe n)
1-zu-1 den Strings aus {0, 1}".

Bottom-up Pass Markiere jedes Blatt z mit der Booleschen Konstante Fa(z)]. Markiere
anschlieflend jeden inneren Knoten z mit bereits markierten Kindern zp, z; mit der
Disjunktion (logisches ,,Oder“) der Booleschen Markierungen seiner Kinder.

Nach unseren obigen Ausfiihrungen sollte klar sei, dass eine Formel F'[a(z)] mit 1 markiert
wird gdw F[a(z)] erfiillbar ist. Die Markierung an der Wurzel verrédt uns, ob F erfiillbar ist.
Der ,,Schonheitsfehler” dieses Verfahrens ist die exponentielle Grofle der verwendeten Da-
tenstruktur 7'. Jetzt kommen zwei Ideen ins Spiel, die darauf hinaus laufen, dass nur ein
polynomiell kleines Anfangsstiick 7" von T" wirklich gebraucht wird:

Lazy Evaluation Wenn F'[a0] erfiillbar ist, dann ist (unabhéngig von der Erfiillbarkeit von
F[al]) auch die Formel F'a] erfiillbar. Im Baum T bedeutet dies fiir einen Knoten z mit
linkem Kind 2y und rechtem Kind 2;: wenn zy beim ,bottom-up pass“ die Markierung
1 erhalten hat, brauchen wir uns fiir den Unterbaum mit Wurzel z; nicht mehr zu inter-
essieren und koénnen z direkt mit 1 markieren. Nach welcher Strategie muss der Baum
T gebildet werden, um diesen Effekt voll auszunutzen? Die Antwort lautet: ,, Durchlauf
in Priordnung (preorder traversal)“.*" Der Durchlauf in Priordnung stellt sicher, dass
wir den , bottom-up pass“ des Unterbaumes von zy bereits abgeschlossen haben, bevor
wir in den ,,top-down pass“ des Unterbaumes von z; einsteigen. Abbildung 12 illustriert
diesen Gedankengang.

Hashing Wir verwenden die Reduktionsabbildung R als eine Art ,Hashfunktion“. Dabei
nutzen wir aus, dass zwei CNF-Formeln F, F’ mit Kodierungsstrings z, 2’ und R(z) =
R(z') entweder beide erfiillbar sind (nimlich, wenn R(z) = R(z') € Lo) oder beide
nicht erfiillbar sind (ndmlich, wenn R(z) = R(z') ¢ Ly). Im Baum T bedeutet dies fiir
einen Knoten 2': falls zum Zeitpunkt des Kreierens von z’ bereits ein Knoten z in T
existiert, welcher bereits mit einem Bit markiert ist und die Bedingung R(z[a(z)]) =
R(z[a(z")] erfiillt, dann kénnen wir 2z’ direkt mit dem gleichen Bit markieren. (Da wir
fiir 2’ keine Kinder kreieren miissen, wird 2z’ dann zu einem Blatt des Baumes 7".)

“1Durchlauf eines Baumes mit Wurzel », Wurzelkindern ro,7; und den Unterbiumen Ty, T} in Priord-
nung ist rekursiv definiert wie folgt: durchlaufe zuerst r dann (rekursiv) alle Knoten von 7 und schlielich
(rekursiv) alle Knoten von 7.
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preorder
traversal

/>\ /X\

Abbildung 12: Ein Durchlauf der Knoten eines Baumes in Priordnung: bei zwei unabhangi-
gen Knoten z, 2/ mit z links von 2z’ ist der ,bottom-up pass® von z abgeschlossen, bevor der
,top-down pass® von z’ beginnt.

@)

Beide Ideen verfolgen im Kern eine ,pruning“-Technik: wir kénnen von dem exponen-
tiell grofen Baum 7' Teilbdume , abschneiden®, wenn sie fiir unsere Markierungsstrategie
nur redundante Information liefern. Es sollte klar sein, dass der komplette Algorithmus fiir
SAT (unter Einsatz von ,pruning®) in Polynomialzeit implementiert werden kann, wenn das
Anfangsstiick 7" von T (T ohne die abgeschnittenen bzw. gar nicht erst kreierten Teilbdume)
eine polynomiell beschrinkte Grofle hat. Wir argumentieren nun, dass dies der Fall ist.
Zunéchst setzen wir oBdA die Bedingung

Ve e ¥ : R(z) € {0}*

voraus. Wir kénnen ndmlich jeden String R(z), der neben 0 noch weitere Buchstaben ver-
wendet, durch einen beliebigen (fest ausgewéhlten) String aus {0}* \ Ly ersetzen.*? Da R in
Polynomialzeit berechenbar ist, muss es ein Polynom ¢ geben, so dass fiir alle = gilt

7] < N = |R(z)| < q(N) .

Da von R nur unire Bilder produziert werden, induzieren die Strings der Maximalldnge N
maximal ¢(N) paarweise verschiedene Bilder unter R. Das bedeutet, dass die Anzahl der bei
unserem SAT-Algorithmus auftretenden Hashwerte durch ¢(IN) beschrénkt ist. Wie ist nun
die Beziehung zwischen der Anzahl m der Knoten in 7" und der maximalen Anzahl ¢(N)
von Hashwerten? Die entscheidende Beobachtung ist die folgende: zwei unabhiingige*? innere

42Wegen der (angenommenen) NP-Vollsténdigkeit von Lo muss Lg eine echte Teilmenge von {0}* sein!
43 unabhingig“ bedeutet ,kein Knoten ist Vorfahr des anderen®.
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Knoten z,z' in T' haben verschiedene Hashwerte. Der Grund hierfiir ist einfach: einer von
beiden, sagen wir z, wurde zuerst durchlaufen und mit einem Bit markiert, bevor der andere,
also z', besucht wird; wire R(z) = R(z') dann hétten wir zu 2’ keine Kinder kreiert und 2’
miisste ein Blatt sein. Nun bestimmen wir die Knotenanzahl m wie folgt:

e Es bezeichne m' die Anzahl der Blatter in 77, T" den Baum 7" abziiglich der m' Blétter
und m” die Anzahl der Blatter in 7.

e Da die Blitter in 7" paarweise unabhingige, innere Knoten von 7" sind, miissen sie
paarweise verschiedene Hashwerte haben und es gilt m" < g(N).

e Da die Tiefe von 7" durch n — 1 beschriankt ist, enthdlt 7" maximal nm” Knoten: jeder
Knoten in 7" liegt ndmlich auf einem Pfad der Lénge hochstens n — 1 von einem Blatt
in 7" zur Wurzel.

e Da jeder Knoten in 7" maximal zwei Kinder hat, gibt es in 7" maximal ein Blatt mehr
als innere Knoten (d.h., als Knoten in 7"). Somit hat 7" maximal nm + 1 Blitter.

Insgesamt besitzt 7" also maximal (nm + 1) + (nm) = 2nm + 1 < 2ng(N) + 1 Knoten. Da
n < N und N = |z| die Eingabelidnge bezeichnet, ist der Beweis abgeschlossen. O

Die Sétze 6.95 und 6.96 bedeuten im Umkehrschluss: wenn es gelingt eine NP-vollstédndige
undre bzw. diinne Sprache ausfindig zu machen, dann ist P = NP.

6.12 Relativierung der P versus NP Frage

Baker, Gill und Solovay sind in einer Aufsehen erregenden Publikation aus dem Jahre 1975
der Frage nachgegangen, ob die Frage der (Un-)gleichheit von P und NP in einer durch die
Anwesenheit von Orakeln relativierten Welt“ entschieden werden kann. In einer solchen
Welt wiirde die Rechenkraft von DTMs oder NTMs kiinstlich erhoht, indem bestimmte (ei-
ner Relation oder formalen Sprache entsprechende) Anfragen an ein Orakel weiter geleitet
werden koénnen und von diesem dann jeweils in einem Schritt beantwortet werden (Konzept
der Orakel-Turing-Maschinen oder kurz OTMs, DOTMs, NOTMs). Warum sollte die An-
wesenheit eines Orakel die Beantwortung der P versus NP Frage erleichtern? Hier sind zwei
Griinde:

- Um den Unterschied zwischen P und NP zu nivellieren, kénnte man ein Orakel benut-
zen, welches deterministische Maschinen so méchtig macht, dass durch Nichtdetermi-
nismus keine zusétzlichen Fahigkeiten erwachsen.

- Um den Unterschied zwischen P und NP zu verstirken (und dadurch mathematisch
beweisbar zu machen), kénnte man Orakel benutzen, die die Fihigkeiten nichtdeter-
ministischer Maschinen signifikant stérker potenzieren als die von deterministischen.

Es wird sich zeigen, dass in der Tat beide Grundideen durchfiihrbar sind. In diesem Sinne
ergibt sich durch Relativierung der P versus NP Frage gewissermaflen ein , unentschieden®:
fiir manche Relativierungen gilt P = NP, fiir andere gilt P # NP.
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Also was (so what)?
Diese Untersuchungen zeigen in erster Linie auf, dass klassische Techniken zum Nachweis
der (Un-)gleichheit zweier Komplexititsklassen in Bezug auf die P versus NP Frage zum
Scheitern verdammt sind:

- Eine klassische Technik zum Nachweis von C = C’ (Gleichheit zweier Komplexitétsklas-
sen) ist (wechselseitige) Schritt-fir-Schritt Simulation: zeige, dass jeder Rechenschritt
einer zu C passenden Maschine M durch (evtl. mehrere) Rechenschritte einer zu C’
passenden Maschine M’ simuliert werden kann (und umgekehrt). Diese Beweistech-
nik ldsst sich relativieren: wenn beide Maschinen zusdtzlich mit einem Orakel versehen
sind, dann kann die Simulation aufrecht erhalten werden, indem herkémmliche Rechen-
schritte simuliert werden wie zuvor und eine Orakelanfrage von M | simuliert wird“
durch dieselbe Orakelanfrage von M'. Wenn sich also C = C' mit Hilfe von Schritt-fiir-
Schritt Simulation nachweisen lésst, dann sollte die Gleichheit in jeder relativierten
Welt gelten.

- Eine klassische Technik zum Nachweis von C C C' (echte Inklusion) ist (einseitige)
Schritt-fir-Schritt Simulation verbunden mit Diagonalisierung: wenn My, Mo, ... eine
Aufzéhlung aller zu C passenden Maschinen ist und z1, 2, . . . ist eine Aufzdhlung aller
Eingabestrings, dann versuche eine zu C' passende Maschine M’ anzugeben, die auf
Eingabe z; die Maschine M; Schritt-fiir-Schritt simuliert, aber am Ende der Rechnung
die Antwort JA/NEIN zu NEIN/JA rumdreht. M’ ist dann Akzeptor einer Sprache aus
C'\C.** Auch diese Beweistechnik lisst sich (in der offensichtlichen Weise) relativieren.
Wenn sich also C C €' mit Hilfe von (auf Schritt-fiir-Schritt Simulation basierender)
Diagonalisierung nachweisen ldsst, dann sollte die echte Inklusionsbeziehung in jeder
relativierten Welt gelten.

Diese Uberlegungen zeigen im Umkehrschluss: da die Antwort auf die P versus NP Frage
in den relativierten Welten zweideutig ausfillt, kann weder die Gleicheit noch die Ungleich-
heit von P und NP mit einer relativierenden Technik (wie Schritt-fiir-Schritt Simulation,
Diagonalisierung,. . .) gefiihrt werden.%

Nach diesen philosophischen Anmerkungen kommen wir nun zur eigentlichen Arbeit. Es
sei daran erinnert, dass M* bzw. M* eine Orakel-Turing-Maschine (OTM) mit einem Orakel
fiir die Relation R bzw. fiir die Sprache L bezeichnet. Wenn M einen Fragestring = auf das
spezielle Orakelband schreibt und in den Fragezustand ¢ iibergeht, dann ersetzt das R-
Orakel (in einem Schritt) den String & durch einen String y mit (z,y) € R (sofern moglich)
und ,beamt“ M in den Zustand ¢,. Wenn es keinen passenden String y gibt, dann wird
x nicht ersetzt und in den Zustand ¢_ , gebeamt®. Im Falle eines L-Orakels wird im Falle
x € L der String x gel6scht und M in Zustand ¢, ,,gebeamt®; falls z ¢ L, dann wird z nicht
geloscht und M in Zustand q_ ,,gebeamt“. Wenn M deterministisch ist, sprechen wir von einer
DOTM ME bzw. M¥; ist M nichtdeterministisch sprechen wir von einer NOTM. Wenn C

“4Diese Technik hatten wir beim Nachweis des allgemeinen Hierachiesatzes eingesetzt.

45Viele ,,Beweise“ fiir P = NP oder P # NP, die (mehr oder weniger qualifizierte) Forscher der staunenden
Fachwelt prisentiert haben, scheitern bereits an dieser Hiirde: es wurde eine relativierende Beweistechnik
verwendet. Ein solcher Beweis kann von vorne herein nicht korrekt sein.
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eine (deterministische oder nicht-deterministische) Zeitkomplexitétsklasse bezeichnet, dann
sei C® bzw. C¥ die Klasse aller Sprachen, die sich mit einer OTM M¥® bzw. M’ erkennen
lassen, wobei M eine zu C passende Maschine sein muss.

Welches Orakel konnte geeignet sein, den Unterschied zwischen P und NP (beweisbar)
zu nivellieren? Der Satz von Savitch suggeriert, ein A-Orakel fiir eine PSpace-vollstindige
Sprache A zu verwenden. Diese Idee kommt im Beweis des folgenden Resultates zum Tragen:

Satz 6.97 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache A mit P4 = NP4,

Beweis Es sei A eine PSpace-vollstindige Sprache.*® Dann folgt P4 = NP4 aus
PSpace C P4 C NP* C NSpace(POL) = DSpace(POL) = PSpace . (29)

Die erste Inklusion gilt wegen der PSpace-Vollstdndigkeit von A. Sei ndmlich L € PSpace,
R eine Reduktionsabbildung fiir L <,,; A und z € X" ein Eingabestring. Um die Frage der
Mitgliedschaft von = in L zu entscheiden, kénnen wir zunéchst in poly(n) Schritten R(z)
berechnen und dann das A-Orakel nach der Mitgliedschaft von R(z) in A befragen.

Die zweite Inklusion in (29) ist trivial.

Die dritte Inklusion in (29) ergibt sich daraus, dass eine NOTM M# fiir L € NP* durch
eine NTM M’ mit polynomieller Platzschranke simuliert werden kann: wann immer M4 das
A-Orakel nach der Mitgliedschaft eines Strings z zur Sprache A befragt, kann sich M’ (wegen
A € PSpace) die Antwort selber herleiten.

Die Gleichheit von NSpace(POL) und DSpace(POL) = PSpace ergibt sich aus dem Satz von
Savitch. O

Ein Orakel, dass P von NP trennt, ist etwas schwieriger zu konstruieren, existiert aber
ebenfalls:

Satz 6.98 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache B mit PE # NP®.

Beweis Wir konstruieren eine Sprache B und eine (von B abhingige) Sprache L, € NP\ P8
und beginnen mit der Definition von L,:

L. :={0" BAx" 0} .

Bereits ohne Kenntnis von B ist sonnenklar, dass L, zur Klasse NP? gehort, da die Worter
0" € L, mit Hilfe des B-Orakels nichtdeterministisch in Polynomialzeit erkannt werden
konnen: rate ¢ € X" und verifiziere x € B durch Anfrage an das B-Orakel. Die Kampfaufgabe
im restlichen Beweis wird darin bestehen, B so zu definieren, dass L, ¢ P®. Zu diesem Zweck
greifen wir auf die Technik der Diagonalisierung zuriick. Es bezeichne

B B
MB ME, ...

46Beispiele solcher Sprachen werden wir in einem spiteren Abschnitt kennen lernen.
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eine Aufzihlung?” aller polynomiell zeitbeschrinkter DOTMs mit Orakel B (und einer Uhr,
sie poly(n) viele Rechenschritte zulédsst), so dass

PP =|JLys .

i>1

Wir setzen zusitzlich voraus, dass jede Sprache in P2, die in Zeit n° erkannt werden kann
in der Aufzihlung mit unendlich vielen Akzeptoren (deren Uhr mindestens n® Rechen-
schritte zuldsst) vertreten ist (was durch ,redundante Kodierung“ von Turing-Maschinen-
Programmen leicht zu erreichen ist). Wir definieren nun B stufenweise, wobei

B,=BNYX

die i-the Stufe von B bezeichnet. Nebenbei protokollieren wir eine Menge X von , Ausnah-
mestrings“, die wir auf keinen Fall in B aufzunehmen wiinschen. Anfangs gilt

BOZXZQ

Die Menge X ist aber eine dynamische Grofe, die sich im Laufe der Konstruktion von B
verindert. In Stufe 7 der Konstruktion wollen wir im Prinzip erreichen, dass der String 0°
zwischen L, und L;;s trennt:

Stufe i ,Simuliere“ MP auf Eingabestring 0° fiir
q(i) = it

viele Schritte.*® Bei der Simulation kann M? das B-Orakel nach der Mitgliedschaft von
Strings z zur Sprache B befragen. Falls |z| < ¢ — 1, antworten wir in der Simulation
mit JA, falls z € By;|, und mit NEIN, falls z ¢ B).|. Beachte dabei, dass die |z|-te Stufe
von B bereits vorher konstruiert wurde. Falls aber |z| > ¢, dann antworten wir mit
NEIN und nehmen z in X auf (was die Antwort NEIN im Nachhinein rechtfertigen
wird, da wir Strings aus X niemals in B aufnehmen werden). Auf diese Weise kann die
Simulation am Laufen gehalten werden. Beachte, dass in Stufe ¢ maximal ¢(¢) Strings
in X aufgenommen werden. Eine leichte Rechnung ergibt, dass

i

> a) <2,

j=1

d.h., nach Stufe i muss X N ¥ eine echte Teilmenge von ¥¢ sein. Nun sind drei Fille
denkbar:

4"Diese Aufzéhlung hingt nicht von B ab, da im Programm einer DOTM M; lediglich festgelegt ist, wie
nach Erreichen der Zustinde g_ bzw. ¢ weiter gearbeitet wird. Die Abhéngigkeit von B ergibt sich so zu
sagen erst zur Laufzeit.

*8Die Funktion ¢(i) ist so gewéhlt, dass sie asymptotisch schneller wichst als jedes Polynom, aber langsamer
als 2°.
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Fall 1 MP verwirft 0° in maximal g(i) Schritten.
Dann setzen wir

B =Y\ X#0 .

Nun gilt 0° ¢ L, und (geméf} der Definition von L,) 0° € L,.

Fall 2 MP akzeptiert 0° in maximal ¢(¢) Schritten.
Dann setzen wir

Bi CZQ)

mit der Konsequenz, dass 0° € L5 und (wieder gemif der Definition von L)
0' ¢ L,.
Fall 3 MP kommt im Laufe von ¢(7) Schritten zu keiner Entscheidung.

In diesem Fall setzen wir auch B; := (), gelangen aber (im Unterschied zu den
ersten beiden Féllen) zu keiner Separation von L, und Ls.

Ohne den Fall 3 wire der Diagonalisierungsbeweis nun abgeschlossen. Erinnern wir uns
daran, dass wir listigerweise verlangt hatten, dass jede Sprache L, die mit Zeitschranke n°
erkennbar ist, in der Aufzihlung der M; unendlich oft vertreten ist. Da g(i) schneller wéchst
als jedes Polynom, wird fiir Akzeptoren von L mit hinreichend grofiem Index ¢ der Fall 3
nicht eintreten. Somit kann jede Sprache aus PP von L, getrennt werden. a
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7 Die polynomielle Hierarchie von Larry Stockmeyer

7.1 Einleitende Betrachtungen

Wir gehen der Frage nach, ob die Klasse der Sprachen, welche polynomiell reduzierbar auf
eine Sprache aus NP sind, mit NP zusammenfillt oder NP echt enthilt. Im zweiten Fall
wiirde die polynomielle Reduktionstechnik gewissermaflen fiir eine ,neue Qualitdt“ an Re-
chenkraft sorgen. Es wird sich zeigen, dass die Antwort auf diese Frage vom gewé&hlten Re-
duktionsbegriff abhéngt. Im Falle von Turing-Reduktionen entsteht eine Komplexitétsklasse
die (voraussichtlich) NP echt enthélt, wohingegen polynomielle Reduktionen nicht aus NP
hinausfiihren.

7.1.1 Polynomielle Reduktionen auf Sprachen aus NP

Falls L <,, L' und L' € NP, dann folgt bekanntlich L € NP. Wir erhalten nadmlich eine po-
lynomielle NTM M fiir L mit Hilfe der polynomiellen NTM M’ fiir L' und der polynomiellen
Reduktion f : ¥* — ¥* wie folgt:

1. Transformiere die Eingabe x zum Mitgliedschaftsproblem fiir die Sprache L in die
korrespondierende Eingabe 2’ = f(z) zum Mitgliedschaftsproblem fiir die Sprache L'.

2. Sezte M' auf z' an und akzeptiere genau dann, wenn M’ akzeptiert.

Die Klasse der auf Sprachen aus NP polynomiell reduzierbaren Sprachen fiihrt also nicht
aus NP heraus.

7.1.2 Turing-Reduktionen auf Sprachen aus NP

Bei Turing-Reduktionen ergibt sich ein vollig anderes Bild. Wir wollen dies durch ein paar
Beobachtungen und Beispiele illustrieren.

Eine erste Beobachtung wire, dass jede Sprache auf ihr Komplement Turing-reduzierbar
ist:

Beobachtung 7.1 VL C ¥*: L <7 L.
Beweis Zu Eingabe z kénnen wir das L-Orakel befragen und seine Antwort umkehren. 0O

Aus Beobachtung 7.1 ergibt sich unmittelbar, dass jede Sprache aus NP Uco-NP auf das
Erfiillbarkeitsproblem der Booleschen Logik Turing-reduzierbar ist:

Beobachtung 7.2 VL € NP U co-NP : L <p SAT.

Beweis Fiir L € NP ergibt sich L <,,; SAT und somit auch L <p SAT aus der NP-
Vollstindigkeit von SAT. Fiir L € co-NP folgt zunichst L € NP. Zusammen mit Beobach-
tung 7.1 erhalten wir die Reduktionskette L <; L <; SAT. Nun folgt L <; SAT aus der
Transitivitdt von Turing-Reduktionen. a
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Die Klasse der auf SAT Turing-reduzierbaren Sprachen fiihrt also (unter der NP # co-NP-
Voraussetzung) aus der Klasse NP heraus. Eine DOTM mit , Rechenkraft“ P und ein Orakel
der ,Rechenkraft“ NP konnen demzufolge in Kooperation eine , Rechenkraft* oberhalb von
NP erlangen.

Ein Orakel fiir eine NP-vollstdndige Sprache nennen wir im folgenden einfach NP-Orakel.
Wir wollen illustrieren, wie méchtig eine polynomielle NOTM wird, wenn sie mit einem NP-
Orakel ausgestattet ist. Dabei spielen die in den folgenden Beispielen beschriebenen Sprachen
eine wichtige Rolle:

Beispiel 7.3 MINIMUM EQUIVALENT CIRCUIT (kurz: MEC) sei die Sprache aller Paa-

re (genauer: Kodierungen von Paaren) der Form (S, k), wobei gilt:
e S ist ein Boolescher Schaltkreis.
e [k st eine nicht-negative ganze Zahl.

e Es gibt einen Booleschen Schaltkreis S’ mit hichstens k Bausteinen (aus der Basis
AND, OR, NOT), der die gleiche Boolesche Funktion wie S berechnet.

Das zu MEC korrespondierende Minimierungsproblem gehért in den Bereich der Hardware-
manimierung: suche die billigste Realisierung eines gegebenen Schaltkreises.

Beispiel 7.4 UNSAT (ausgeschrieben: UNSATISFIABILITY) sei die Sprache der nicht
erfilllbaren Booleschen CNF-Formeln C. Da UNSAT im Wesentlichen das Komplement von
SAT ist, ist UNSAT co-NP-vollstindig.

Beispiel 7.5 SAT" sei die Sprache aller Schaltkreise (genauer: Kodierungen von Schaltkrei-
sen), die nicht die konstante Nullfunktion berechnen. Da SAT offensichtlich ein Teilproblem
von SAT" ist und andererseits SAT* zu NP gehort, ist SAT* NP-vollstindig.

Wir werden im Folgenden nachweisen, dass MEC ein sehr hartes Problem ist: es ist co- NP-
hart unter polynomiellen Reduktionen und NP-hart unter Turing-Reduktionen. Vermut-
lich gehort es nicht zu NP U co-NP, aber diese Frage ist offen. Unter der NP # co-NP-
Voraussetzung kann man zumindest ausschliefen, dass MEC zu NP gehort. Der Hérte
von MEC zum Trotz werden wir eine polynomielle NOTM angeben, die mit Hilfe eines
NP-Orakels als Akzeptor von MEC auftritt. Die kombinierte Rechenkraft zweier Agenten
(NOTM und Orakel) mit , Rechenkraft® NP reicht also aus, um die jharte Nuss“ namens
MEC zu knacken.
Wir starten unsere Analyse von MEC mit der folgenden

Beobachtung 7.6 UNSAT <,, MEC.
Beweis Wir verwenden im Prinzip die Technik der Spezialisierung. Sei C' eine Boolesche
CNF-Formel, fc die von C' berechnete Boolesche Funktion und S¢ der zweistufige Schalt-

kreis, der C' auf die offensichtliche Weise berechnet (Berechnung der Klauseln mit OR-
Gattern auf der ersten Stufe und Berechnung der Konjunktion aller Klauseln mit einem
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AND-Gatter auf der zweiten Stufe). OBdA enthalte C' mindestens eine nicht-tautologische
Klausel.*® Dann gilt erst recht fo # 1 und die folgenden Aquivalenzen sind offensichtlich:

C e UNSAT & fc=0
& fo ist eine konstante Funktion

& fe ist von einem Schaltkreis mit 0 Bausteinen berechenbar
& (S¢,0) € MCE

Da (S¢, 0) leicht aus C berechenbar ist, erhalten wir eine polynomielle Reduktion von UNSAT
auf MCE. m

Folgerung 7.7 1. SAT <r MEC.
2. MEC st co-NP-hart unter polynomaiekllen oder Turing-Reduktionen.
3. MEC ist NP-hart unter Turing-Reduktionen.

4. MEC ¢ NP unter der NP # co-NP-Voraussetzung.

Beweis

1. Aus UNSAT <,,, MEC (geméifl Beobachtung 7.6) folgt UNSAT <; MEC. Wegen
SAT <7 UNSAT (gemif Beobachtung 7.1) ergibt sich dann SAT <r MEC aus der
Transitivitdt der Turing-Reduktionen.

2. Die co-NP-Hérte von UNSAT vererbt sich wegen UNSAT <,,;, MEC auf MEC.

3. Die NP-Hiarte von SAT (unter polynomiellen Reduktionen) impliziert die NP-Hérte
von SAT unter Turing-Reduktionen. Diese vererbt sich wegen SAT < MEC auf MEC.

4. Wiirde MEC als ein (unter polynomiellen Reduktionen) co- NP-vollstindiges Problem
zu NP gehoren, dann wiirde jede Sprache L € co-NP wegen L <,,;, MEC und MEC €
NP ebenfalls zu NP gehoren. (Vgl. Abschnitt 7.1.1.) Dies hétte co-NP C NP und
daher auch co-NP = NP zur Folge. Im Umkehrschluss ergibt sich MEC ¢ NP aus der
NP # co-NP-Voraussetzung.

O

Wie angekiindigt hat sich ergeben, dass MEC ein sehr hartes Problem ist. Wir komplet-
tieren das Bild jetzt durch folgende

Beobachtung 7.8 Es gibt eine polynomielle NOTM, die mit Hilfe eines SAT"-Orakels als
Akzeptor von MEC auftritt.

“9Eine Klausel heifle tautologisch, wenn sie nicht falsifiziert werden kann (wie zum Beispiel die leere Klausel
oder die Klausel v; V 7).
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Beweis Die NOTM gehe auf einer Eingabe (S, k) vor wie folgt:
1. Rate einen Schaltkreis S’ mit maximal & Bausteinen.

2. Seien f und f’ die von S und S’ berechneten Booleschen Funktionen. Synthetisiere
auf die offensichtliche Weise die Schaltkreise S und S’ zu einem neuen Schaltkreis S®,
welcher die Funktion

faf ={FNFIVIENT)
berechnet.
3. Befrage das SAT*-Orakel nach der Erfiillbarkeit von S®.
4. Akzeptiere genau dann, wenn S nicht erfiillbar ist.

Diese Vorgehensweise ist wegen

f= e faf=0

& S9 ist nicht erfiillbar

korrekt. Offensichtlich existiert genau dann, eine akzeptierende Rechnung zur Eingabe (S, k),
wenn (S, k) zur Sprache MEC gehort. Die Laufzeit der skizzierten NOTM ist sicherlich
polynomiell beschréankt. a
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7.2 Definition und elementare Eigenschaften der Hierarchie

ge-
Definition 7.9 1. Sei L C X* eine Sprache. plant
(a) P[L] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiellen DOTM mit f)lslro7

Orakel L akzeptiert werden kénnen.

(b) NP[L] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiellen NOTM
mat Orakel L akzeptiert werden konnen.

2. Sei C eine Klasse von Sprachen tber Alphabet 3.

pc] = [Pl
NPlC) = ] NP

(Notationen PY, NPL P¢ NP® anstelle von P[L], NP[L], P[C], NP|C] sind ebenso ge-
brdauchlich.)

Zum Aufwéirmen machen wir ein paar einfache Beobachtungen:
Lemma 7.10 1. C C P[C] C NP[C].
2. P|P| = P und NP|P| = NP.

3. Falls Ly C-vollstindig (unter polynomiellen Reduktionen) ist, dann gilt P|Ly| = P[C]
und NP[Ly| = NP[C].

Beweis

1. P[C] C NPIC] ist klar, da eine DOTM als eine spezielle NOTM angesehen werden
kann. Um die Inklusion C C P[C] nachzuweisen, geniigt es, L € P[L] fiir eine beliebige
Sprache L C X* zu zeigen. Dies ist aber klar, da eine mit einem L-Orakel ausge-
stattete DOTM die Mitgliedschaft von z in L durch Befragung des L-Orakels nach z
unmittelbar testen kann.

2. Eine polynomielle DTM (oder gar NTM) kann die Arbeit eines P-Orakels auch gleich
selber machen.

3. Wir beschrinken uns auf die Aussage P[Ly] = P[C]. Der Nachweis der Aussage NP[Ly| =
NPIC]| erfolgt analog.
P[Ly| C PIC] ist die triviale Beweisrichtung. Zum Nachweis von P[C] C P[Ly| haben
wir fiir eine beliebige Sprache L € C die Inklusion P[L] C P[Lg| zu zeigen. Hierzu
nutzen wir die C-Vollstdndigkeit von Lg aus. Sei f die polynomiell berechenbare Abbil-
dung bei der polynomiellen Reduktion von L nach Ly. Die an ein L-Orakel gerichtete
Nachfrage nach einem Wort z € ¥* kann dann durch eine an ein Lj-Orakel gerichtete
Nachfrage nach dem Wort f(z) ersetzt werden.
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O

Aussage 1 von Lemma 7.10 besagt gewissermaflen, dass eine Sprache C durch Anwen-
dung des ,, P-Operators® zu einer Oberklasse P[C] ,aufgeblasen wird. Die Anwendung des
méchtigeren , NP-Operators® bldst C zu einer (evtl.) noch groferen Klasse auf. In diesem
Lichte bedeutet Aussage 2, dass der P-Operator auf P stationir ist und der NP-Operator
P zu NP aufblist. Aussage 3 bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob wir einen der
Operatoren auf C oder eine C-vollstédndige Sprache anwenden. Die folgende Definition der
polynomiellen Hierarchie, welche sich zwischen P bzw. NP und PSpace aufspannt, beruht
auf iterativer Anwendung des P- und des NP-Operators.

Definition 7.11 Die Sprachklassen ¥ und Ay sind fir k > 0 induktiv definiert wie folgt:

20 = AO =P
Ek = NP[Ek_l]
Ak = P[Ekfl]

Die Sprachlassen I ergeben sich als Komplementdrklassen zu den Sprachklassen ¥y:
Hk = CO—Ek .

Die Klassen Xy, A, II), bilden (zusammen mit den zwischen ihnen geltenden Inklusionsbe-
ziehungen) die sogenannte polynomielle Hierarchie.

Die untersten drei Stufen dieser Hierarchie ergeben sich aus dieser Definition wie folgt:
Stufe 0 ¥y = Ay = P und Il = co-P = P.
Stufe 1 ¥; = NP[P] = NP, A; = P[P| = P und II; = co-NP.
Stufe 2 ¥, = NP[NP|, Ay = P[NP] und II, = co-NP[NP].
Wir sind jetzt darauf vorbereitet, die Beobachtung 7.8 etwas gelehrsamer zu formulieren:

Lemma 7.12 MEC € Ys.

Beweis Da SAT* NP-vollstindig ist, gilt 35 = NP|[NP] = NP[SAT"|. Beobachtung 7.8 ist
dquivalent zu MEC € NP[SAT"]. O

Die folgenden Lemmas formulieren elementare Eigenschaften der polynomiellem Hierar-
chie und sind dariiberhinaus eine geeignete Aufwiarmiibung, die die Vertrautheit mit Defini-
tion 7.11 erhohen sollte. Wir geben bei jedem Beweis nur die entscheidende Idee an.

Das folgende Lemma macht deutlich, dass die polynomielle Hierarchie sich nicht verdndert,
wenn wir den P- oder NP-Operator auf II;_; anstelle von ¥;_; anwenden.

Lemma 7.13 X, = NP[Ilj_4| und Ay = P[I;_4] fir alle k > 1.
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Beweis Nutze aus, dass ein L-Orakel gleichwertig zu einem L-Orakel ist: statt nach w € L
zu fragen, frage nach w € L und negiere die Antwort. a

Das nichste Lemma besagt, dass die Klassen Ay abgeschlossen unter Komplementbildung
sind.

Lemma 7.14 A, = co-Ay fiir alle k > 0.

Beweis Nutze aus, dass eine L akzeptierende DOTM durch Vertauschen von akzeptierenden
und nicht-akzeptierenden Zusténden in eine L akzeptierende DOTM transformiert wird. O

Das nun folgende Lemma deckt die Inklusionsbeziehungen auf:

Lemma 7.15 Ay, C X N1l und X ULl C Agyq fir alle k > 0.

Beweis Der Beweis erfolgt induktiv. Fiir £ = 0 sind die Aussagen giiltig. Fiir £ > 1 ergibt
sich zunéchst

Ay = P[Z_1] C NP[Zp 1] =% -
Dies impliziert
Ay = co-Ay C co-Xp = 11,
und daher auch Ay C X, NIlI;. Der Rest ergibt sich mit Hilfe der Lemmas 7.10 und 7.13:
Y C P[Eg] = Agyq und I C P[IIg] = Agyq -
|

Die Inklusionsbeziehungen in Lemma 7.15 sind in Abbildung 13 visualisiert. Es ergibt sich
ausgehend von P und NP (auf den unteren Stufen) eine (voraussichtlich) unendliche Hierar-
chie von immer méchtigeren Klassen. Wir erhalten eine gemeinsame Oberklasse PH durch
die Definition

PH =% . (30)

k>0

Wir werden spéter zeigen, dass (wie in Abbildung 13 bereits zu sehen) PH in PSpace ent-
halten ist.

Offene Probleme Es ist nicht wirklich geklart, ob PH eine unendliche Hierarchie ist oder
(das andere Extrem) vielleicht zu NP oder gar P kollabiert. Wir werden spéiter sehen, dass
P = NP die scheinbar stédrkere Aussage P = PH impliziert. Auf dhnliche Weise wiirde NP =
co-NP, also Abgeschlossenheit von NP unter Komplementbildung, NP = PH implizieren.
In Verbindung mit der P # NP-Vermutung bzw. der NP # co-NP-Vermutung, gibt es den
naheliegenden Verdacht, dass PH nicht auf eine feste Stufe kollabiert, sondern dass jede neue
Stufe der Hierarchie eine echt erweiterte Sprachklasse repréisentiert. In diesem Fall ergédbe sich
eine unendliche Hierarchie. Eine vertiefte Debatte dieser Fragen werden wir fiihren kénnen,
wenn wir in einem spateren Abschnitt den Satz von Celia Wrathall kennengelernt haben, der
die polynomielle Hierarchie zur pradikatenlogischen Beschreibungskomplexitit in Beziehung
setzt.
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2,u I'l,= NPuco-NP
2, =NP [l =co-NP
2,0 T1,=NP"co-NP

P=5,=M, =A,=A,

Abbildung 13: Die polynomielle Hierarchie von Stockmeyer.
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8 Der Satz von Celia Wrathall

Im Jahre 1977 fand Celia Wrathall eine pradikatenlogische Charaktersisierung der Klassen ¥
und II, welche wir auf der k-ten Stufe der polynomiellen Hierarchie vorfinden. Wir erinnern
uns, dass Xj aus X;_; durch Anwendung des NP-Operators hervorgeht: ¥, = NP[X;_4].
Durch anschliefenden Ubergang zur Komplementirklasse erhalten wir I, = co-NP Xk 1]
Anschaulich kénnen wir die Hintereinanderausfithrung des NP-Operators und des Ubergangs
zur Komplementérklasse als co- NP-Operator auffassen. Die Operatoren NP und co- NP sind
berechnungstheoretischer Natur: die aktuelle Komplexitédtsklasse wird erweitert durch Hin-
zufiigen von , Rechenpower®. Celia Wrathall setzt implizit®® an die Stelle der Operatoren NP
und co-NP Operatoren priadikatenlogischer Natur. Wir notieren diese Operatoren im Fol-
genden durch (3),e und (V),e. Es wird sich zeigen, dass die iterative Anwendung der neuen
Operatoren die gleiche Hierarchie aufbaut wie die iterative Anwendung der urspriinglichen
Operatoren. Der Aufbau der polynomiellen Hierarchie mit den Operatoren (3),, uns (¥)po
fiihrt zu einer pradikatenlogischen Charakterisierung von 3, und II; vermdge alternierender
Quantorenketten der Lange k. Der Satz von Celia Wrathall zeigt gewissermaflen wie sich die
Berechnungskomplexitét einer Sprache der polynomiellen Hierarchie in pradikatenlogische
,Beschreibungskomplexitdt“ tibersetzt (und umgekehrt).

Aus Griinden der Bequemlichkeit treffen wir nun noch ein paar notationelle Vereinba-
rungen:

1. Das Kiirzel ,,pol® steht im Folgenden stets fiir ein (geeignet gewihltes) Polynom p. Wir
setzen oBdA stets voraus, dass p platz- und zeitkonstruierbar ist.

2. Das Kiirzel (y)por bzw. (Yy)per stehe fiir Quantifizierung (vom Typ ,,3“ bzw. ,V* iiber
alle Worter (gebildet iiber einem festen Alpabet) einer Maximalldnge pol(|z|), wobei
der Bezugsstring x stets aus dem Kontext hervorgeht.

3. Die Notation (z1, z2) bezeichne eine feste natiirliche* Kodierung des Wortpaares (21, 22)
durch ein Wort. Induktiv definieren wir

(21,22, y2k) = {(z1,(22, ... , Z)) -
(z1,22,...,2k) ist somit ein Kodierungsstring fiir das Tupel (z1, ... , z).
Wir merken an dieser Stelle kurz an, dass die induktive Definition von (z1, 25, ... ,2;) im

Folgenden zwar bequem ist, aber evtl. dazu fiihrt, dass die Lénge der Kodierung eines k-
Tupels exponentiell mit k wichst.?? Dies wird uns bei der Behandlung der polynomiellen
Hierarchie nicht stéren, da £ auf jeder Stufe der Hierarchie eine Konstante ist. Wann immer
jedoch k von n abhingt, wollen wir annehmen, dass (21, 22, . . . , 2x) eine Kodierung ist, deren
Linge polynomiell in der Gesamtldnge von 2z, 29, . .. , zx beschrankt ist.

S0Wir weichen bei der Darstellung des Satzes von Celia Wrathall und seines Beweises von der Originalarbeit
ab.
Slzum Beispiel, wenn (z,z>) die Kodierung ist, welche die Buchstaben von 2; und 2, verdoppelt und

dazwischen eine einzelne ,,0¢ als Trennzeichen einschiebt

117



8.1 Die pradikatenlogischen Operatoren

Nach der wortreichen Einleitung wird es nun Zeit konkret zu werden. Voila, hier ist die
genaue Definition der geheimnisvollen neuen Operatoren:

Definition 8.1 Sei C eine Klasse von Sprachen (iber einem festen Alphabet).
1. (3)pat[C] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich fir ein Ly € C in der Form

L =A{z: (3)par(y, z) € Lo} (31)

schreiben lassen.
2. (Y)pat|C] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich fir ein Ly € C in der Form
L={z:(VY)pa(y,x) € Lo} (32)

schreiben lassen.

Da unsere Schreibkonventionen zwar bequem aber zugegebenermaflen auch etwas schlam-
pig sind, geben wir hier (zum letzten Mal) zusétzlich die ausfiihrliche Schreibweise an (um
Missverstdndnissen vorzubeugen). Gleichung (31) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, so
dass die Sprache L genau diejenigen Worter = enthilt, zu denen ein Wort y der Léinge
hochstens p(|z|) existiert, so dass der Kodierungsstring fiir das Paar (y,z) in Ly zu liegen
kommt. Gleichung (32) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, so dass die Sprache L genau
diejenigen Worter x enthélt, welche die Eigenschaft haben, dass fiir alle Worter y der Liange
hochstens p(|z|) der Kodierunsstring fiir das das Paar (y,z) in Ly zu liegen kommt. (Uff, es
lebe die Schlampigkeit!)

Fiir einen Quantor Q € {3,V} bezeichne seine Negation @Q den jeweils anderen ,dualen®

Quantor:
_ (Y, fallsQ =3,
Q:= { 3, falls Q = V. (33)

Wir werden im Folgenden h&ufig mit alternierenden Quantorenketten arbeiten. Um diese
bequem zu notieren, definieren wir

| 3, falls k ungerade ist,
@ = { Vv, falls k gerade ist. (34)
Trivialerweise gilt dann
~ |V, falls k ungerade ist,
@ = { 3, falls k gerade ist. (35)

Eine alternierende Quantorenkette der Linge k£ hat dann die Form

(El)pol(v)pol(zl)pol T (Qk)pol )

wenn sie mit (), beginnt. Beginnt sie mit (V),, hat sie die Form

(M)pot (I pot(V)pot - - - (Q)pot. -

Die analogen Schreibweisen benutzen wir auch fiir (3y), und (Yy)por-
Es folgen ein paar Aufwérmiibungen zu den neuen Definitionen und Schreibweisen.
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Lemma 8.2 Beim Ubergang zur Komplementirklasse gelten die folgenden Regeln:

CO'(H)pol (V)pol(a)pol T (Qk)pol[c] = (v)pol(a)pol (V)pol T (Qk)pol[co'c] . (36)
c0-(V)pot (I pot (V)pot =+ (Qk)potlC] = (I)pot(V)pot(I)pot * - - (Q)pot[c0-C] - (37)

Beweis Wir beschrinken uns auf den Nachweis von (36). Der Nachweis von (37) ldsst sich
vollig analog fiihren.

k-fache Anwendung von Definition 8.1 fiihrt zu folgender Einsicht. Zu einer Sprache L €
(D) pot (V) pot () pot - - - (Qk)pot[C] gibt es eine Sprache Ly € C, so dass L gegeben ist durch

L= {33 : (Elyl)pol(vyZ)pol(Ely?))pol e (Qkyk)pol<y1a v Yk, ZL‘> S LO} . (38)

Die Komplementirklasse co-C enthélt anstelle von L die Sprache L, deren Definitionsbedin-
gung sich durch logische Negation der Definitionsbedingung von L ergibt:

L= {33 : (vyl)pol(ayZ)pol(vy?))pol e (ka)pol<y1; e Yk, ZL‘> S LO . (39)
Hierbei haben wir die de Morgan’schen Regeln angewendet, welche dazu fiithren, dass jeder
Quantor durch sein duales Gegenstiick ersetzt und die atomore Bedingung (yi, ..., yx, ) €
Ly am Ende der Quantorenkette zu (yi, ...,y ¥) € Lo logisch negiert wird. Durch k-fache
Anwendung von Definition 8.1 erkennen wir jetzt, dass die Bedingung (39) gerade Sprachen
aus (V)pot(3) por(V)pot - - - (Q)pot[co-C] charakterisiert. O

Wegen co-P = P ergibt sich unmittelbar die
Folgerung 8.3

c0-(3)pot (V) pot (I)pot - * - (Qk)pot[P] = (V) pot () pot(V)pot = - (@ )pat[ P] -
€0-(Y)pot(3)pot (V)pot - = - (Qu)pat[P] = (3)pot (V)pot (F)pot = - (Qk)por P] -

Ahnlich leicht erhalten wir die
Folgerung 8.4 NP = (3),,[P]| und co-NP = (V)pu[P].

Beweis Die Aussage NP = (3),0[P] entpuppt sich mit etwas Nachdenken als unsere gute
alte Charakterisierung von NP mit Hilfe von polynomiell verifizierbaren Relationen (Stich-
wort: Rate- und Verifikationsprinzip). Die zweite Aussage ergibt sich dann mit Hilfe von
Folgerung 8.3: co-NP = co-(3)pa[P] = (V)pat| P]- O

Wir stellen uns als néchstes die Frage, ob die Operatoren (3),, und (V)pn zu einer
(evtl. unechten) Erweiterung einer Sprachklasse fiithren. Vorsicht ist insofern geboten, als man
kiinstliche Sprachklassen C angeben kann, fiir welche die Inklusionsbeziehung C C (3),x[C]
bzw. C C (V)pa[C] nicht gilt (s. Ubungen). Andererseits beweisen wir folgendes

Lemma 8.5 C besitze die die folgende Abschluss-FEigenschaft. Falls L € C, dann gehdre auch
die Sprache

L.:={{e,z) :z € L}

zu C. (Hierbei bezeichne € wie dblich das leere Wort.) Unter dieser Voraussetzung gilt C C
(FpalC] und € < (V)pulC].
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Beweis Sei L € C und somit auch L, € C. Um C C (3),4[C] einzusehen, geniigt es L €
(3)pat[C] einzusehen. Dies ist aber klar, da wir L in folgender Form schreiben kénnen

L={z:(3y)paly,z) € L} .

Das geeignete Polynom, das sich hinter dem Index ,,pol“ von (Jy),e versteckt, kann in diesem
Fall als das Nullpolynom p = 0 gewidhlt werden. In der Tat existiert ja fiir die Worter « von
L (und nur fir diese) ein Wort y der Maximalldnge 0 (nidmlich das leere Wort y = €) mit
(y,z) € L.

Der Nachweis von C C (V),u[C] geschieht vollig analog (oder durch Dualisierung). O

Es ist leicht einzusehen, dass alle Sprachklassen der polynomiellen Hierarchie (wie iiberhaupt
alle ,,verniinftig definierten” Komplexitétsklassen) die in Lemma 8.5 geforderte Abschluss-
Eigenschaft besitzen (s. Ubungen). Fiir ¥; und Il zeigen wir aber dariiberhinaus das

Lemma 8.6 Fir alle k > 1 gilt 3y, = (3)pat|Zk] und Iy = (V)po[ILx].

Beweis Wir zeigen zunichst Xy = (3)pat[Zk]- Zr € (3)pot[Zk] ergibt sich aus Lemma 8.5.
Zum Nachweis von (3),n[2x] C Xy sei L € (3)par[ ] fiir ein Ly € Xy gegeben durch

L=A{z:(3y)paly,z) € Lo} .

Sei My ein Akzeptor von Ly € Xi. Wegen k > 1 ist M, eine polynomielle NOTM mit einem
Orakel fiir eine Sprache Lj € Xj_;. (Dies schlieit in einer etwas verklausulierten Form auch
den Fall £ =1 ein.) Folgende NOTM M, versehen mit einem Orakel fiir Lj € ¥ 1, ist ein
polynomieller Akzeptor von L:

1. Rate ein Wort y der Lange pol(|z|).

2. Benutze die NOTM M, mit dem Lj-Orakel, um (y,z) € Lo zu verifizieren (falls
moglich).

Man iiberlegt sich leicht, dass M auf einer Eingabe x genau dann eine akzeptierende Rech-
nung besitzt, wenn x € L.
Mit unserem Hintergrundwissen ergibt sich nun Iy = (V),[II;] leicht durch Dualisierung:

I, = co-Ey = co-(F)pat[Ek] = (V)pot[co-Z] = (V)par[IIx] -
0

Im Beweis von ¥j, = (3),0[Xk] haben wir (salopp gesprochen) ausgenutzt, dass eine NOTM
ihren Nichtdeterminismus dazu verwenden kann, den (3),,-Operator (durch Raten eines
geeigneten Wortes y) iiberfliissig zu machen.

Aus beweistechnischen Griinden definieren wir jetzt die polynomielle Hierarchie ein zwei-
tes Mal (wie sich spéter herausstellen wird), wobei diesmal die neuen pridikatenlogischen
Operatoren zum Einsatz kommen:
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Definition 8.7 Die Sprachklassen ¥j, und I}, sind fir k > 0 induktiv definiert wie folgt:

Zf) = Hf] =P .
E;c = (a)pol[H;c—l] .
H;c = (V)pol[gkfl] .

Der Satz von Celia Wrathall besagt, dass ¥} = X und II} = II;, d.h., die ,neue* Hierachie
ist die ,alte” Hierarchie in verkleideter Form. Der Beweis dieser Aussage ist nichttrivial und
wird in Abschnitt 8.2 gefiihrt.

Iterierte Anwendung von Definition 8.7 liefert sofort eine Charakterierung der Klassen
¥} und II}, vermoge alternierender Quantorenketten:

Lemma 8.8 Fir alle k > 1 gilt:

L e E;c = EILO eP:L= {ZB : (ayl)pol(vy2)pol(3y3)pol T (Qkyk)pol<y1; s ayka$> € LO} .
L € H;c g E|LO S P:L= {IL' : (vyl)pol(3y2)pol(vy3)pol Tt (ka)P0l<y17 s )yka$> S LO} .

Aus der Charakterisierung der Klassen i, I}, mit alternierenden Quantorenketten lassen
sich unmittelbar eine paar Schlussfolgerungen ziehen.

Folgerung 8.9 1. Fir alle k > 0 gilt II}, = co-X,.

2. Fir alle k > 1 gilt 3, = (3)pat[ 2} ]-

3. Fir alle k > 1 gilt I}, = (V) por [IT},]-

4. Firallek >0 gilt ¥, € X, NIL, und 1), CIL , N3 .
Beweis Wir geben jeweils nur die entscheidende Idee an. (Die technischen Details sind leicht
auszufiillen.)

1. Kombiniere Lemma 8.8 mit Lemma 8.2.

2. Die Grundidee ist, dass (3)per(3)por gleichwertig zu (3),4 ist, da sich zwei aufeinander-
folgende Quantoren des gleichen Typs miteinander verschmelzen lassen.

3. Das geschilderte Verschmelzungsargument gilt natiirlich auch fiir (V),,-Quantoren. Al-
ternativ kann IIj, = (V),u[II}] auch leicht durch Dualisierung gezeigt werden, wobei
dann die bereits bewiesenen Aussagen II}, = co-Xj und X}, = (3),x[X}] benutzt wer-
den.

4. Die ,,Beschreibungskraft“ einer Quantorenkette kann nicht abnehmen, wenn wir sie um
einen neuen Quantor verldngern.

O

Die Ausfiihrung der technischen Details zu dem , Verschmelzungsargument® sind Be-
standteil der Ubungen. Man kann sich dabei an der technischen Beweisfiihrung des folgenden
Lemmas orientieren.
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Lemma 8.10 Fir jedes k > 0 sind die Klassen 3, und II;, abgeschlossen unter Vereinigung
und Durchschnitt von Sprachen.

Beweis Fiir £ = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei & > 1. Seien L', L" € ¥} . Geméf
Lemma 8.8 existieren dann Sprachen Ly, Ly € P, so dass

L' = {z: (1)pot (YY)t (3Y3)pot -+ - (Qu¥i)por (V1> - - - > Yhr T) € Lo} -
L” = {33 : (ayil)pol(vyg)pol(zlyg)pol Tt (Qky;c,)pol<y1,a s ayga $> S Lg} .
Hieraus ergibt sich
L, U L” = {I’ : (Hyl)pol(vy2)pol(3y3)pol Ut (Qkyk)pol (yl - <y1) yil> ANRERAN Y = <y;c) yZ>)
A (Léngenbedingung) A ((y,- .-, ¥k, @) € Ly V (Y1, ... ¥k, ) € Lg)}
L'nLl" = {33 : (ayl)pol(vw)pol(a%)pol T (Qkyk)pol (yl = <yia ?JD ARERNA (yk = <y;<:a y;c,>)

A (Léngenbedingung) A ({41, ¥k @) € Lo A (Y5 Yk, ) € Lg)}

Hierbei steht (Langenbedingung) fiir eine Bedingung, welche kontrolliert, dass i, . .. , y;, und
Yy, ...y, die Maximallédnge besitzen, die durch die Definition von L' bzw. L" vorgeschrieben
ist. Wenn also p; bzw. p! die konkreten Polynome sind, welche die Maximalldngen von y;
bzw. y;' festlegen, dann ist (Ldngenbedingung) die logische Konjunktion der Bedingungen

lvil < pillel) Ay < i (I2])

fir ¢ = 1,...,k. Man beachte, dass sowohl die Léangenbedingung als auch die logische Kon-
junktion der Bedingungen y; = (y},y!) fiir ¢ = 1,...,k in Polynomialzeit getestet werden
kann.?? Eine Inspektion der obigen Definitionsbedingungen fiir L' U L” bzw. L' N L" verbun-
den mit einer erneuten Anwendung von Lemma 8.8 liefert L' U L", L' N L" € X}..

Die entsprechenden Abschlusseigenschaften von IIj ergeben sich leicht durch Dualisierung
(s. Ubungen). O

8.2 Der Satz von Celia Wrathall und sein Beweis

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir genug Vorarbeit geleistet, um jetzt dem Hauptre-
sultat zu Leibe zu riicken:

Satz 8.11 (Wrathall, 1977) Fir alle k > 0 gilt ¥}, = ), und II}, = II,.
Beweis Fiir £ = 0 ist die Behauptung richtig, da auf Stufe 0 alle beteiligten Sprachklassen
mit P zusammenfallen. Wir koénnen daher fiir ein beliebiges aber festes £ > 1 induktiv

Y 1 = Yg—p und II} ; = II;_; voraussetzen. Aus ¥ = X ergibt sich II}, = II; durch
Dualisierung:

1 1 I _
w = co-co-II}, = co-X}, = co-Xy, =11, .

52Beim effizienten Testen der Lingenbedingung nutzen wir die Platzkonstruierbarkeit der betreffenden
Polynome aus.
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Es geniigt also der induktive Nachweis von ¥}, = Xy.
Die Inklusion ¥}, C 3 ergibt sich wie folgt:

;c = (a)pol[ ;c—l] = (a)pol[ﬂk—l] C (a)pol[gk] = .

Hierbei haben wir nacheinander die Definition von ¥, die Induktionsvoraussetzung, die
Inklusion IIj,_; C ¥ (die nach Anwendung des (3),0,-Operators giiltig bleibt) und schliefllich
Lemma 8.6 angewendet.

Zum Nachweis der Inklusion ¥; C ¥j werden wir hérter arbeiten miissen. Sei L € ¥ =
NP[Xy 1]. Sei weiter M die polynomielle NOTM, die in Kooperation mit einem Orakel fiir
L' € ¥j_; als Akzeptor von L auftritt. M darf als nichtdeterministische Maschine , raten*
und als Orakel-Maschine zusétzlich pol(|z|)-oft ihr L'-Orakel befragen. Zum Nachweis von
L € 3}, = (3)pa[ll},_;] missen wir die Féahigkeiten von M irgendwie mit Hilfe des (3)p-
Operators nachbilden. Die Korrespondenz von ,Raten“ und (3),,-Quantifizierung schreckt
uns nicht wirklich, da wir diese vom Rate- und Verifikationsprinzip her gewohnt sind. Bleibt
aber das Problem, auch die Kommunikation zwischen M und dem L’-Orakel mit Hilfe des
(3)por-Quantors nachzubilden. Wir verwenden dabei die folgende

Zentrale Beweisstrategie Antizipiere die Ratebits von M und die gesamte Kommunika-
tion zwischen M und dem L'-Orakel durch einen einzigen (raffiniert entworfenen) String
polynomiell beschrénkter Lange und wende die (3),,-Quantifizierung auf diesen String
an.

Es folgt die technische Umsetzung. M stoppe nach hochstens T' = pol(|z|) Rechenschritten
und habe oBdA pro Schritt nur zwei Handlungsalternativen. Die Rechnung von M hingt
von folgenden Faktoren ab:

e den nichtdeterministischen Entscheidungen reprisentiert durch einen Ratestring y €
{0, 1},
e den JA/NEIN-Antworten des L'-Orakels.
Fiir r; s < T seien u, v Strings von der Form
u=(uy,...,u)und v = (vg,...,vs) .
Der String (y, u, v, z) heifle konsistentes Rechenprotokoll, falls folgendes gilt:

e Wenn M auf Eingabe x gemédfl Ratestring y rechnet und wenn alle Orakelanfragen nach
einem Wort aus U := {uy,...,u,} mit JA und alle Orakelanfragen nach einem Wort
aus V := {vy,... ,vs} mit NEIN beantwortet werden, dann stellt M nur Anfragen nach
Wortern aus U UV und akzeptiert nach hochstens 7' Schritten.

Beachte, dass wir in dieser Definition nicht verlangen, dass die Antworten korrekt sind.
Stattdessen sind die (evtl. falschen) Antworten durch die Strings u,v vorgegeben.’® Die
Sprache

Ly :={(y,u,v,x) : (y,u,v,z) ist ein konsistentes Rechenprotokoll }

3Dies ist eine subtile Angelegenheit: unsere Analyse der NOTM M beschiéftigt sich mit dem Verhalten
von M, fiir den Fall, dass wir sie vom Orakel abkoppeln und ihr auf andere Weise Antworten verabreichen.
In mathematischen Beweisen ist alles erlaubt! Warten wir mal ab, wozu solche dubiosen Manéver gut sind.
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gehort daher zu P.>* Wir kénnen néimlich auf Eingaben der Form (y,u, v, z) eine effiziente
Simulation von M auf z starten®, welche die konsistenten Rechenprotokolle (und nur diese)
akzeptiert. Wir betrachten zwei Fille:

Fall 1 M (mit Ratestring y) stelle wihrend der ersten 7" simulierten Schritte nur Orakelan-
fragen aus U U V.
Dann kénnen wir ohne Probleme T Schritte von M simulieren, da die Antwort auf
Orakelanfragen effizient aus dem String u bzw. v abgelesen werden kann. Wenn M
nach spitestens T' Schritten (akzeptierend oder verwerfend) stoppt, dann stoppe die
Simulation mit dem gleichen Ergebnis. Wenn M nach T' Schritten nicht stoppt®®, dann
stoppe die Simulation nach 7' simulierten Schritten verwerfend.5”

Fall 2 M (mit Ratestring y) stelle wihrend der ersten 7" simulierten Schritte eine Orakelan-
frage aulerhalb U U V.
Bei der ersten Anfrage dieser Art stoppe die Simulation verwerfend.

Aus der Definition der konsistenten Rechenprotokolle ergibt sich direkt, dass unsere Simu-
lation diese und nur diese akzeptiert. Somit gilt Ly € P.

Wir haben mit dem Nachweis von Ly € P bereits einen Teilsieg errungen. Auf Dauer kénnen
wir uns aber nicht davor driicken, die Korrektheit von Antworten auf Orakelanfragen zu
kontrollieren. Dieser Kontrolle dienen die folgenden beiden Sprachen:

Ly = {{y,u,v,z):uy,...,u. € L'} .
Ly, = {{y,u,v,z):vy,...,0,€ L'} .

Wegen L' € ¥, und L' € co-3p_; = I}, isjg unter Verwendung der Induktionsvorausset-
zung und des Lemmas 8.5 leicht zu sehen (s. Ubung), dass folgende Aussagen gelten:

Li e = ;c—l - E;c .
L,ell,, = II, ,CX. .

Da Ly € P C 3} und X abgeschlossen unter Durchschnittsbildung ist, gilt dann auch
LyN Ly N Ly € 3. Weiterhin sind Ly, Ly, L, gerade so entworfen, dass

€ L& (Fw)paw = (y,u,v) A (y,u,v,z) € LyN Ly N Ly .

Hieraus ergibt sich leicht L € (3),q[X}] und wegen (3),n[2}] = X}, (geméf Folgerung 8.9)
folgt schliefilich L € 3. Da L eine beliebige Sprache aus X ist, ergibt sich die angestrebte
Inklusion ¥ C X). O

In Verbindung mit Lemma 8.8 erhalten wir unmittelbar die

54Dazu diente das Manover! Der Nichtdeterminismus wird mit Hilfe des Strings y eliminiert; das Orakel
wird mit Hilfe der Strings u, v iiberfliissig gemacht; bleibt eine deterministische polynomielle Rechnung.

>Eingaben, die schon syntaktisch von der Form (y,u,v,z) abweichen, kénnen sofort verworfen werden.

56was man wegen der M zugespielten falschen Antworten nicht ausschliefen kann

7 An dieser Stelle verwenden wir die Zeitkonstruierbarkeit von T’ = pol(|z|).
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Folgerung 8.12 Fiir alle k > 1 gilt:

L S Ek g EILO S P:L= {IL' : (Elyl)pol(vy2)pol(zly3)pol Tt (Qkyk)pol<yl) s )yka$> S LO}
L e Hk: = E1L0 eP:L= {ZB : (vyl)pol(3y2)pol(vy3)pol e (ka)pol<y1a s ayka$> € LO}

Die ,Rechenkraft“ einer zu X korrespondierenden polynomiellen NOTM (mit einem Orakel
aus Xj;_1) entspricht also exakt der ,Beschreibungskraft“ einer alternierenden mit (3),, be-
ginnenden Quantorenkette der Lénge £, gefolgt von einer in Polynomialzeit iiberpriifbaren
Aussage. Die analoge Entsprechung finden wir fiir die Klasse II; und alternierende mit (V),u
beginnende Quantorenketten der Linge k. Es hat sich somit eine erstaunliche Querbezie-
hung zwischen Berechnungskomplexitdt und prédikatenlogischer Beschreibungskomplexitit
ergeben.

8.3 Anwendungen des Satzes von Celia Wrathall

Fiir die harte Arbeit, die zum Beweis des Satzes von Celia Wrathall nétig war, werden
wir in diesem Abschnitt entlohnt. Einige elegante Anwendungen dieses Satzes werden uns
nun zufallen wie reife Friichte. Eine erste Anwendung besteht darin, die Einordnung einer
Sprache in die polynomielle Hierarchie nicht durch ,, Programmierung* einer geeigneten O'TM
vorzunehmen, sondern durch Angabe einer geeigneten , Definition“ der Sprache. Die Linge
der alternierenden Quantorenkette in der Definitionsbedingung wird uns dann verraten, zu
welcher Stufe der polynomiellen Hierchie die Sprache gehoért. Eine zweite Anwendung ist
die Analyse, unter welchen Bedingungen die polynomielle Hierachie auf eine endliche Stufe
kollabiert. Eine dritte Anwendung besteht in der Angabe von Y- oder II;-vollstindigen
Problemen und im Nachweis der Vollstdndigkeit.

8.3.1 Anwendung 1: Deskriptiver Nachweis der Mitgliedschaft in PH

Ein ,algorithmischer® Nachweis von L € PH besteht in der Angabe einer passenden OTM.
Ein , deskriptiver“ Nachweis von L € PH macht sich Folgerung 8.12 zunutze und beschreibt
L mit einer passenden préadikatenlogischen Formel. Wir illustrieren dies an einem

Beispiel 8.13 Wir betrachten erneut die Sprache MEC (Minimum Equivalent Circuit). Wir
haben frither bereits einen algorithmischen Nachweis von MEC € Yo gefiihrt, und zwar durch
Angabe einer polynomiellen NOTM, die mit Hilfe eines SAT"-Orakels als Akzeptor von MEC
auftrat. Es folgt nun ein deskriptiver Nachweis fiir die gleiche Aussage:

MEC = {(S, k) : (35" )pat(Va)pat(S', a, S, k) € MECy}

wobei MECy, die Sprache aller Strings der Form (S',a, S, k) sei, so dass zusdtzlich die fol-
genden Bedingungen gelten:

1. S reprdisentiert einen Booleschen Schaltkreis. Die Anzahl der Eingangsknoten in S sei
mit n bezeichnet.

2. k reprdsentiert eine nicht-negative ganze Zahl.
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3. S' reprisentiert einen Booleschen Schaltkreis mit n Eingangsknoten und hdchstens k
Bausteinen.

4. a € {0,1}" und die Schaltkreise S und S’ berechnen auf Eingabe a das gleiche Ausga-
bebit.

Offensichtlich gilt MECy € P. Aus Folgerung 8.12 ergibt sich unmittelbar MEC € 3.

8.3.2 Anwendung 2: Hinreichende Bedingungen fiir einen Kollaps von PH

Es wird vermutet, dass die polynomielle Hierarchie aus unendlich vielen voneinander ver-
schiedenen Stufen besteht. Der folgende Satz formuliert eine hinreichende Bedingung fiir die
Negation dieser Vermutung.

Satz 8.14 Falls Xy, = I fiir ein k > 1, dann kollabiert PH auf den k-ten Level, d.h., dann
qilt

00 k
PH:UOEZ-:L%&:E,C.

Beweis Wir beschrianken uns auf die Angabe der zentralen Beweisidee. Die technischen De-
tails sind leicht auszufiillen. Die Klasse Y, ist im Sinne von Folgerung 8.12 durch eine alternie-
rende Quantorenkette vom Typ (3)por(V)pot(F)pot - - - (Qk)por gekennzeichnet; die Klasse IIj, ist
entsprechend durch eine alternierende Quantorenkette vom Typ (V) por(3)pot(V)pot * * - (Qk ) po
gekennzeichnet. Unter der Voraussetzung 3, = II; konnen wir dann aber auch Sprachen
aus II; mit Hilfe von Quantorenketten vom Typ (3)poi(V)por(I)pot - - - (Qk)por beschreiben.
Demzufolge kénnen wir Sprachen aus X1 = X5, = (3)palll}] = (3)par[lli] auch mit Hil-
fe von Quantorenketten vom Typ (3)poi(3)poi(V)pot(3)pot - - - (Qk)por beschreiben. Durch Ver-
schmelzung der ersten beiden (3),,-Quantoren erhalten wir eine Beschreibung vom Typ
(B pot (V) pot () pot - - - (Qk)pot, Welche ja (wie bereits erwdhnt) gerade Sprachen aus X kenn-
zeichnet. Folglich hat der zusétzliche (3),,-Quantor, den Sprachen aus Xy zur Verfiigung
haben, ,nichts gebracht“ und es gilt ¥;,; = X;. Aus Dualitédtsgriinden gilt dann auch
II;+1 = 1. Die Gleichheit ¥} = Il auf Stufe k sorgt auf Stufe k + 1 fiir 3 = X = gyg.
Iteration dieses Argumentes (genauer: vollstindige Induktion) liefert ¥y = ¥y, ; = IIx; fiir
alle 7 > 0. Es folgt PH = Ui-“:OEk und wegen Xy C ¥y C ¥y C --- natiirlich auch PH = .

(I

Aus Satz 8.14 ergibt sich ein kleiner Beitrag zu der P # NP-Debatte:

Folgerung 8.15 P # NP < P # PH.

Beweis Wegen P C NP C PH folgt aus P # NP natiirlich P € NP C PH und somit
auch P # PH. (Hierbei ist ,C*“ das Zeichen fiir echte Inklusion.) Zum Nachweis von P #
PH — P # NP geniigt es freilich P = NP — P = PH zu zeigen. Wie friiher
bereits nachgewiesen, impliziert P = NP die Aussage NP = co-NP. Wegen NP = %,
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und co-NP = II; ergibt sich mit Satz 8.14 ein Kollaps von PH auf den ersten Level, d.h.,
PH = NP. Zusammen mit der Voraussetzung P = NP ergibt sich nun auch PH = P. a

Folgerung 8.15 bedeutet, dass wir die berithmte P # NP-Vermutung im Prinzip durch den
Nachweis von P # PH beweisen konnten. Da PH eine viel méchtigere Komplexitétsklasse
ist als NP, da sie ja NP bereits auf Stufe 1 zur Teilklasse hat, kénnte die Separation von P
und PH (durch Nachweis der Existenz einer Sprache in PH \ P) evtl. leichter zu erreichen
sein als die Separation von NP und P.

8.3.3 Anwendung 3: Vollstindige Probleme in PH

Das NP-vollstindige Problem SAT lésst sich mit einer (3),,-quantifizierten Booleschen For-
mel (in konjunktiver Normalform) beschreiben, da wir nach der Existenz einer erfiillenden
Belegung zu einer gegebenen CNF-Formel fragen. Um zu Y- oder II-vollstindigen Pro-
blemen zu gelangen ist es naheliegend mit quantifizierten Booleschen Formeln zu operieren,
wobei die Quantifizierung iiber eine alternierende Quantorenkette der Lénge k erfolgt. Um
solche Formeln bequem zu notieren, teilen wir die Booleschen Variablen in £ Typen ein:

Definition 8.16 Sei F' eine Boolesche Formel und m die Anzahl der in F verwendeten
Booleschen Variablen. Eine doppelt indizierte Boolesche Variable der Form v;; heif$e Variable
vom Typ i. Wir sagen F ist eine Boolesche Formel mit k Variablentypen, wenn mq, ... ,my
ezistieren, so dass m = my + -+ + my und F verwendet genau m; Variablen vom Typ 1.
Dies seien oBdA die Variablen v; = (vi, ... ,Vim,) firi=1,... k. Wir schreiben dann auch
F(vy,...,0) statt F, um die Abhdngigkeit von den Variablen hervorzuheben.

Die folgenden Sprachen sind eine naheliegende Verallgemeinerung der Sprache SAT, wobei
an die Stelle eines einzelnen (3),,-Quantors eine alternierende Quantorenkette tritt und wir
nicht mehr darauf bestehen, dass die Formel in konjunktiver Normalform (also eine CNF-
Formel) ist.

Definition 8.17 Die Sprache By enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mit
k Variablentypen, welche die Bedingung

Jda; € {0,1}™Vay € {0,1}™3Jaz € {0,1}™ ... Qrax, € {0,1}™ : F(a@y,...,ar) =1 (40)
erfillen.
Eine zu By, duale Klasse ergibt sich wie folgt:

Definition 8.18 Die Sprache By, enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mit
k Variablentypen, welche die Bedingung

Va, € {0,1}™3a, € {0,1}™Vas € {0,1}™ ... Qay € {0,1}™ : F(ay,... ,a;) =1 (41)
erfillen.

Der folgende Satz ist das Pendant zum Cook’schen Theorem:
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Satz 8.19 Fir alle k > 1 gilt: By, ist Xp-vollstindig und Bk st g -vollstindig.

Beweis Der Beweis dhnelt dem Beweis des Cook’schen Theorems. Wir skizzieren die we-
sentlichen Ideen und weisen von Zeit zu Zeit auf die Analogie zum Beweis des klassischen
Cook’schen Theorems hin. Genauere technische Details lassen sich leicht ausfiillen.

Wir diskutieren zunéchst den Fall einer ungeraden Anzahl k& von Variablentypen. In diesem
Fall gilt @ = 3, d.h., die alternierende Quantorenkette in (40) endet mit einem 3-Quantor.
Sei L € Y. Geméf Folgerung 8.12 gilt (unter Beachtung von k& ungerade):

L= {IL' : (Hyl)pol(vy2)pol Tt (Elyk)pol<y17 <oy Yk, $> S LO}

fiir eine geeignete Sprache Ly € P. Wir konnen oBdA annehmen, dass yi, ... , yx Worter iiber
dem Alphabet {0,1} sind (in Analogie zu der Annahme bindrer Ratestrings bei NTMs).
Sei My die polynomielle DTM, welche als Akzeptor von Lo auftritt. Wie im Beweis des
Cook’schen Theorems lésst sich die polynomielle deterministische Rechnung von M, auf
(y1,- .., Yk, ) mit Hilfe einer Booleschen CNF-Formel F' beschreiben. F' verwendet Boolesche
Variable zur Kodierung der Strings y, . . . , y, und weitere Hilfvariablen. Fiir¢ = 1,... )k und
m; = |y;| seien U; = (v, ... , Vim, ) die Booleschen Variablen vom Typ i, deren Belegung zum
Binérstring y; korrespondieren soll (in Analogie zu den Booleschen Variablen fiir die Ratebits
im Beweis des Cook’schen Theorems). Die Hilfsvariablen sind alle vom Typ k und dienen (wie
im klassischen Beweis des Cook’schen Theorems) der Beschreibung von Rechnungen von M,
auf Eingaben der Form (yy, ... ,yx, ). (Es handelt sich also um Variablen, deren Belegungen
den jeweiligen Zustand, die jeweilige Kopfposition und die jeweilige Bandinschrift kodieren.)
Sei mj, die Anzahl dieser Hilfsvariablen, welche wir als 7}, = (v}, . . - ,v}cm;c) notieren. Da M
eine polynomielle DTM ist, ist mj, polynomiell in my, ... ,my, |z| beschrinkt. Da m; = |y;|
polynomiell in |z| beschrénkt ist, ist dann schliefilich auch mj, wie auch die Gesamtanzahl
m = my + - - -+ my +mj, aller in F' vorkommender Boolescher Variablen polynomiell in ||
beschrénkt. In Analogie zum Beweis des klassischen Cook’schen Theorems lédsst sich nun in
pol(|z|) Schritten eine Formel F (o1, ... ,Ux_1, Uk, U},) konstruieren, so dass fiir alle z € L

€Ll < (F)pot(VY2)pot -+ (FUk)pot (Y1, - - - Uk, ) € Lo
< (3y1)pot(YY2)pot - - - (k) por Mo akzeptiert (yy, ..., yx, )
& Ja; € {0,1}™Va, € {0,1}™ ... Ja, € {0,1}™3a, € {0,1}™ :
F(ay,...,aya,) =1 .

Da wir die letzten beiden 3-Quantoren vor F'(ay, ... , a, @j,) verschmelzen konnen, ist offen-
sichtlich die Abbildung = +— F' eine polynomielle Reduktion von L auf Bj. Folglich ist By
S-vollstindig. Die IT;-Vollstindigkeit von By, ergibt sich (fiir ungerades k) durch Dualisie-
rung.

Bleibt der Fall eines geraden k zu diskutieren. Hier ist es technisch leichter zunéchst die
ITx-Vollstdndigkeit von By, zu verifizieren und die Y-Vollstéandigkeit von By durch Dualisie-
rung zu folgern. Es ist ndmlich praktischer, wenn die alternierende Quantorenkette erneut
mit einem 3-Quantor endet, damit der 3-Quantor fiir die Hilfsvaribalen der Booleschen For-
mel F' mit dem vorangehenden 3-Quantor verschmolzen werden kann. Der Nachweis derll,-
Vollsténdigkeit von B, fiir gerades k geschieht analog zum Nachweis der ¥;-Vollstdndigkeit
von B fiir ungerades k. O
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Aus dem Beweis von Satz 8.19 ist folgendes ersichtlich (s. Ubungen):

Folgerung 8.20 Die Einschrinkung von By auf CNF-Formeln bei ungeradem k und DNF-
Formeln bei geradem k ist Xy -vollstindig. Dual dazu ist die Einschrinkung von By auf DNF-
Formeln bei ungeradem k und CNF-Formeln bei geradem k 11-vollstindig.

Folgerung 8.20 liefert im Falle £ = 1 gerade das Cook’sche Theorem.
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9 PSpace-vollstindige Probleme

9.1 Quantifizierte Boolesche Formeln

Definition 9.1 Die Sprache der Quantifizierten Booleschen Formeln, notiert als QBF (oder
als B., um die Verwandtschaft zu den Sprachen By zu betonen), enthalte alle (Kodierungen
von) quantifizierten Booleschen Formeln der Form

(Q1v1) ... (Qumum)F (v, ... yvm) (42)

welche die Korrektheitsbedingung

Qia; € {0,1},..., Qnay € {0,1}: F(ay, ... ,an) (43)
erfillen. Hierbei sei m eine beliebige nicht-negative ganze Zahl, Q1, ... ,Qn € {3,V}, und
F' sei eine Boolesche Formel in den Booleschen Variablen vy, ... ,Vp.

Beispiel 9.2 Folgende quantifizierten Booleschen Formeln haben die in (42) vorgeschriebene
Form:

qbfl = (Vvl)(3v2)(3v3) 1_)3 N ((1_}1 A\ Ug) V (Ul A\ 1_}2))
qbfz S = (Elvl)(va)(Eivg) 1_)3 VAN ((1_}1 VAN Ug) V (Ul VAN 1_12))

Wir werden weiter unten sehen, dass qbf, die Bedingung (43) erfillt und somit zu QBF
gehort, wohingegen qbf, diese Bedingung verletzt und somit nicht zu (QBF gehért.

Lemma 9.3 Fir alle k > 1 qilt By, <,, QBF.

Beweis Wir verwenden die Reduktionstechnik der Spezialisierung. By, ist das Teilproblem
von QBF, bei dem die Quantorenkette Q;:--Q,, mit einem 3-Quantor beginnt und nur
(k — 1)-mal zwischen 3- und V-Quantor hin und her wechselt. O

Folgerung 9.4 (QBF ist PH-hart.

Beweis Sei L € PH. Dann existiert ein £ > 1 mit L € ¥;. Fiir diesen Index k gilt dann
wegen der Xi-Vollstdndigkeit von By: L <p, Bj. Mit Lemma 9.3 und der Transitivitdt von
polynomiellen Reduktionen ergibt sich L <,, QBF. a

Vermutlich gilt aber QBF ¢ PH, da die Anzahl der Quantorenwechsel in Q, ..., Q,, durch
keine Konstante k beschrankt ist (sondern mit der Eingabelinge wachsen kann).

Satz 9.5 Q)BF € PSpace.
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Beweis Wir verwenden zunéchst eine platzineffiziente EXHAUSTIVE SEARCH, um ein
kanonisches Auswertungsschema klarzumachen. Anschliefend verwenden wir die Technik
des Ariadne Fadens®®, um die EXHAUSTIVE SEARCH platzeffizient zu gestalten.

Wir setzen oBdA voraus, dass die Eingabe zumindest die in (42) vorgeschriebene Form
hat. Mit einem vollstdndig bindren Entscheidungsbaum 7' der Tiefe m lassen sich alle 2™
denkbaren Belegungen von vy, . .. , v, durchprobieren. Wir markieren die inneren Knoten von
T der Tiefe ¢ — 1 mit Q; € {3,V}, um deutlich zu machen, wie die Variable v; quantifiziert
ist.

Einschub Die Entscheidungsbdume 77 und 75, die zu den Formeln gbf; und qbf, aus Bei-
spiel 9.2 korrespondieren, sind in den Abbildungen 14 und 15 zu besichtigen. Der
Fortgang des Beweises kann an diesen Abbildungen nachvollzogen werden.

bottom-up
Wahrheitswerte
berechnen

LJolJo [J1lJo [J1 [Jo [Llo[Jo BlatEbenes

Abbildung 14: Der Entscheidungsbaum 7 fiir die quantifizierte Boolesche Formeln gbf; aus
Beispiel 9.2.

Jedes Blatt von T korrespondiert zu einer vollstindigen Belegung (by, ... ,b,) € {0,1}™ der
Variablen (vq, ... ,vy). Ein innerer Knoten u der Tiefe 7 in T korrespondiert zu einer partiel-
len Belegung von (vq,...,v;) mit (by,...,b;). Unser Ziel ist, die Knoten von 7'  bottom-up*
mit den Booleschen Wahrheitswerten 0 oder 1 zu markieren, wobei ein zur partiellen Bele-
gung (by, ... ,b;) korrespondierender Knoten u der Tiefe ¢ genau dann mit 1 markiert werden
soll, wenn die Bedingung

Qir1ai41 € {0,1} -+ Quam € {0, 1} : F(by, ... by Giy1, - - -, am) (44)

erfiillt ist. Zur Markierung eines zur vollstindigen Belegung b = (b4, ... , by, ) korrespondie-
renden Blattes, brauchen wir lediglich die Formel F' an b auszuwerten. Wenn wir induktiv

58der Sage nach erstmals von Ariadne angewendet, um Theseus davor zu schiitzen, sich im Labyrinth des
Minotaurus zu verirren
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Abbildung 15: Der Entscheidungsbaum 75 fiir die quantifizierte Boolesche Formel gbf, aus
Beispiel 9.2.

annehmen, dass die Kinder ug,u; eines inneren Knoten u bereits korrekt mit Wahrheits-
werten wy, w; markiert sind, dann fiihrt folgende Regel zu einer korrekten Markierung von
w:

e Wenn u mit Quantor 4 markiert ist, dann markiere v mit Wahrheitswert wg V w.
e Wenn u mit Quantor V markiert ist, dann markiere v mit Wahrheitswert wgo A w.

Auf diese Weise konnen wir, beginnend bei den Blattern, alle Knoten von T" bottom-up mit
Wahrheitswerten markieren bis wir schliefilich bei der Wurzel anlangen. Aus der Invarianz-
bedingung (44) geht durch Inspektion des Spezialfalles i = 0 hervor, dass die Wurzel von T’
genau dann mit 1 markiert ist, wenn die gesamte quantifizierte Formel zu QBF gehort. Wir
akzeptieren also die Eingabe genau dann, wenn am Ende unserer Markierungsprozedur die
Wurzel des Entscheidungsbaumes 7' mit Wahrheitswert 1 markiert ist.

Entscheidungsbaum 7" hat 2™ Blétter. Seine Grofle ist i.A. nicht polynomiell in der Einga-
beldnge n beschriankt. Eine platzeffiziente EXHAUSTIVE SEARCH darf zu keinem Zeit-
punkt den Baum 7T vollstdndig abspeichern. Stattdessen verwenden wir beim Durchlaufen
von T die Technik des , Ariadne-Fadens®.

Um die eingangs beschriebene Markierungsprozedur platzeffizient durchzufiihren, wird 7" in
Priordnung durchlaufen, wobei wir zu jedem Zeitpunkt nur den Pfad von der Wurzel zum
aktuellen Knoten (Ariadne-Faden) und die aktuelle partielle Belegung (by,... ,b;) abspei-
chern. Die Abspeicherung des Ariadne-Fadens erfolgt kellerartig. Eine DTM kann zu diesem
Zweck eines ihrer Bénder als Keller verwenden.

Es folgen einige Details dieser Organisation. Zunichst erinnern wir an den Begriff der
,Priaordnung”, , Ariadne-Faden“ und ,kellerartige Organisation“. Wenn 7' ein Baum mit
Waurzel 7, linkem Unterbaum 7 und rechtem Unterbaum 7 ist, dann ist der Praordnungs-
Durchlauf rekursiv gegeben durch die folgenden Regeln:
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1. Besuche zuerst die Wurzel r.
2. Besuche dann (rekursiv) die Knoten von T} in Priordnung.

3. Besuche schlieflich (rekursiv) die Knoten von 77 in Priordnung.

Einschub In Abbildung 16 ist der Priordnungs-Durchlauf an einem Beispiel illustriert.
Der aktuell besuchte Knoten ist der Knoten u mit Quantormarkierung ,V“. und der
Ariadne-Faden von der Wurzel zu diesem Knoten ist graphisch hervorgehoben. Wie in
der Abbildung angedeutet lduft man in Préordnung im Prinzip ,einmal um den Baum
herum*.

Beim Préordnungs-Durchlauf wird jede Kante zweimal durchlaufen: das erste Mal beim Ab-
stieg von einem Knoten zu einem seiner Sohne, das zweite Mal bei der Riickkehr oder dem
Aufstieg vom Sohn zum Vaterknoten. Kellerartige Organisation des Durchlaufs bedeutet,
dass wir beim Abstieg den Sohnknoten (und die mit ihm assoziierte Information) auf den
Kellerspeicher ,PUSHen“ (Verldngerung des Ariadne-Fadens); beim Aufstieg zum Vater-
knoten kann dieses Speichersegment wieder vom Keller  gePOPt“ werden (Verkiirzung des
Ariadne-Fadens).?®

Wir klédren als néchstes das Speicherformat fiir die Knoten von 7. Die zu einem Knoten ab-
gespeicherten Hilfsinformationen sollen uns befdhigen, den Prédordnungs-Durchlauf in Gang
zu halten und nebenbei die eingangs beschriebene Prozedur zur Markierung von Knoten mit
Wahrheitswerten durchzufiihren. Zu einem inneren Knoten u von 7' mit linkem Sohn u¢ und
rechtem Sohn w; merken wir uns zu diesem Zweck die folgenden Informationen:

1. die Quantormarkierung fiir u (3 oder V).

2. die Wahrheitswertmarkierungen wg, wy, w fiir ug, u;,u (mit Eintrag ,7“ solange der
Wahrheitswert noch nicht bekannt ist).

Aus dem Speicherformat geht hervor, dass pro abgespeichertem Knoten nur konstanter Spei-
cherplatz erforderlich ist.

Einschub Die Felder fiir die Wahrheitswerte eines , Knoten-Records® enthalten anfangs das
Fragezeichen, das bei Bekanntwerden des betreffenden Wahrheitswertes mit diesem
iiberschrieben wird. Im Beispiel von Abbildung 16 hétte das Record des aktuell be-
suchten Knotens u folgende Eintrége:

v Wo ? ?
Quantor | Wahrheitswert | Wahrheitswert | Wahrheitswert
linker Sohn rechter Sohn | aktueller Knoten

59Wie iiblich benutzen wir bei Kellerspeichern die Bezeichnungen PUSH und POP anstelle von INSERT
und DELETE.
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Es ist eine leichte Ubung nachzuweisen, dass man mit diesen Hilfsinformationen (plus die
aktuelle partielle Belegung, die ja ebenfalls abgespeichert wird) den Préordnungs-Durchlauf
in Gang halten kann, wobei die Hilfsinformationen selbst leicht aktualisierbar sind. Wenn
der Durchlauf vom rechten Sohn der Wurzel zur Wurzel zuriickkehrt, ist die Wahrheitswert-
markierung der Wurzel bekannt. Die Eingabe wird genau dann akzeptiert, wenn die Wurzel
mit 1 markiert ist.

Die Korrektheit dieser Vorgehensweise ergibt sich aus der Korrektheit der eingangs geschil-
derten Markierungsprozedur, bei der wir ja lediglich die Implementierung platzeffizient ge-
staltet haben. Die Platzanalyse ist leicht. Zu jedem Zeitpunkt haben wir im Wesentlichen
den aktuellen Ariadne-Faden und die aktuelle partielle Belegung abgespeichert. Die partielle
Belegung besteht aus maximal m Bits. Der Ariadne-Faden enthilt maximal m + 1 Knoten,
wobei wir konstanten Speicherplatz pro Knoten veranschlagen miissen. Die Platzschranke ist
somit linear in m. Da die Linge n der Eingabe (quantifizierte Boolesche Formel, welche m
Boolesche Variable verwendet) nicht kleiner als m sein kann, erhalten wir eine Platzschranke,
die auch linear in n ist. Folglich gehort QBF zu PSpace. a

® ®

QQQQQQQQ

Abbildung 16: Eine Momentaufnahme des Priaordnungs-Durchlaufs durch einen Entschei-
dungsbaum (u mit Séhnen wug, u; der aktuell besuchte Knoten, Ariadne-Faden hervorgeho-
ben).
Da QBF PH-hart ist, ergibt sich aus Satz 9.5 unmittelbar die

Folgerung 9.6 PH C PSpace.

Satz 9.7 QBF ist PSpace-hart

Beweis Sei L € PSpace. Wir haben zu zeigen, dass L <,,; QBF. Sei M eine DTM mit
polynomieller Platzschranke S(n) und L = Lj,. Wir kénnen oBdA annehmen, dass M nur

auf den Zellen mit Nummern 1,...,S(n) arbeitet. Sei K,, die Menge der Konfigurationen
von M auf Eingaben der Linge n. Eine Konfiguration aus /C,, ist gegeben durch
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e den aktuellen Zustand ¢q € @,
e die aktuelle Kopfposition h € {1,...,S(n)},
e die aktuelle Bandinschrift I € T'5(),

Hierbei bezeichnen, wie iiblich, () die Zustandsmenge und I'" das Bandalphabet von M. Die
Anzahl der verschiedenen Konfigurationen ist offensichtlich nach oben beschrénkt wie folgt:

K| <1Q| - S(n) - [T = 20(5()

Die letzte asymptotische Abschédtzung gilt, weil |@| und |I'| von n unabhéngige Konstanten
sind. M kann so normalisiert werden, dass keine Konfiguration zweimal angenommen wird.
(Ansonsten wiirde eine Endlosschleife vorliegen.) Folglich rechnet M auf Eingaben der Linge
n maximal |/C,| — 1 viele Schritte. Wir konnen oBdA annehmen, dass M fiir eine geeignete
Konstante ¢ auf Eingaben der Linge n exakt 265 Schritte rechnet und danach akzeptierend
oder verwerfend stoppt. Weiter nehmen wir oBdA an, dass fiir jede Eingabe x der Linge n
eine eindeutige Startkonfiguration Ky(z) € K, und eine eindeutige akzeptierende Endkonfi-
guration K, (z) € K, existiert. Fiir K, K’ € K, und s > 0 bezeichne K — K' die folgende
Relation:

K % K' = Konfiguration K wird von M in 2° Rechenschritten in K’ iiberfiihrt .

Offensichtlich gilt

vel e K 2% K, (z) .

Aus diesen Vorbemerkungen ergibt sich die folgende

Beweisstrategie Um zu einer polynomiellen Reduktion von L auf QBF zu gelangen, kon-

struieren wir in Polynomialzeit aus x eine quantifizierte Boolesche Formel, welche ge-

nau dann die Korrektheitsbedingung (43) erfiillt, wenn Kj(x) iy K, (z). Salopp

formuliert: es geht darum die Bedingung Kp(x) ) K, (z) in Form einer (effizient

konstruierbaren) quantifizierten Booleschen Formel aufzuschreiben.

Einschub Wir kénnten jetzt die Technik aus dem Beweis des Cook’schen Theorems ver-
wenden und eine CNF-Formel F, konstruieren, die genau dann erfiillbar ist, wenn

Koy(x) il K (x). Das Problem ist aber, dass die Lénge der resultierenden Formel
F, kubisch von der Laufzeitschranke abhingt. Bei 2°5(™ Rechenschritten hitte F,
die Linge 23°°("). Diese Formel ist (allein schon wegen ihrer exponentiellen Kodie-
rungslinge) aus z nicht in Polynomialzeit konstruierbar. Unsere Uberlegung zeigt, wo-
zu der Einsatz der Quantoren dienen wird: Konstruktion einer extrem komprimierten
Formel, die Rechnungen beschreibt, welche eine Exponentialstufe ldnger sind als die
Formel selbst.
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Wir werden versuchen, die gewiinschte quantifizierte Boolesche Formel rekursiv zu kon-
struieren. Dazu benutzen wir die folgenden Beobachtungen fiir beliebige Konfigurationen
K, K'e K, und s > 1:

K 2+ K' & K'ist eine unmittelbare Folgekonfiguration von K . (45)
K- K & 3K'eK,: K 3K'AK" 3 K' . (46)

Wir werden im folgenden ein paar Fertigkeiten reaktivieren, die wir durch den Beweis des
Cook’schen Theorems erworben haben:

1. Um eine einzelne Konfiguration in IC,, zu beschreiben, reichen O(S(n)) Boolesche Va-
riable aus.%® Sei V eine Kollektion solcher Variablen. Eine konkrete Konfiguration ent-
spricht eindeutig einer Belegung der Variablen in V. Allerdings entspricht umgekehrt
nicht jede Belegung der Variablen einer zulissigen Konfiguration. Es gibt aber eine (po-
lynomiell konstruierbare) CNF-Formel F[V] in den Variablen aus V, die genau durch
die Belegungen erfiillbar ist, welche zulissige Konfigurationen représentieren.5!

2. Weiterhin gibt es fiir jede konkrete Konfiguration K € K,, eine (polynomiell konstru-
ierbare) CNF-Formel Fg[V], so dass F[V] und Fg[V] genau dann gemeinsam erfiillbar
sind, wenn die Belegung der Variablen in V' die Konfiguration K repriisentiert.%?

3. Seien schliefllich V' und V' disjunkte Kollektionen von Booleschen Variablen zur Be-
schreibung von Konfigurationen. Dann gibt es eine (polynomiell konstruierbare) CNF-
Formel Fy[V, V'], so dass F[V], F[V'] und F,[V, V'] genau dann gemeinsam erfiillbar
sind, wenn die Belegung der V'-Variablen eine unmittelbare Folgekonfiguration re-
prisentiert von der durch die V-Variablenbelegung repriisentierten Konfiguration.?

Zur sprachlichen Vereinfachung identifizieren wir im folgenden Konfigurationen mit den sie
beschreibenden Variablenbelegungen. Die Formel F[V]| A F[V'] A Fy[V, V'] testet in diesem
Sinne, ob die V’'-Variablenbelegung eine unmittelbare Folgekonfiguration der V-Variablenbe-
legung ist. Wir suchen jetzt nach einer (mdéglichst komprimierten) quantifizierten Formel
F,[V, V'] mit freien (sprich unquantifizierten) Variablen aus V U V' und weiteren gebunde-
nen (sprich quantifizierten) Hilfsvariablen, so dass F[V] A F[V'] A F,[V, V'] testet, ob die
V'-Variablenbelegung eine Konfiguration ist, die sich nach 2° Rechenschritten aus der V-
Variablenbelegung ergibt. Hier ist ein erster (einfacher, aber leider auch ineffizienter) Versuch
F; rekursiv aus F;_; zu gewinnen:

FJV,V'| .= QV"F[V"| N Fs [V, V| N Fe 4 [V V] . (47)

Die Expansion von Fi[V, V'] in die Formel auf der rechten Seite von (47), erfordert dabei stets
eine neue Kollektion (quantifizierter) Boolescher Variablen (zur Beschreibung einer Konfi-
guration). Da die Rekursionsregel (47) eine treue Nachbildung von (46) ist, wird folgende

601Q| ,,Zustandsvariablen“, S(n) ,, Kopfpositionsvariablen“ und |I'| - S(n) ,,Bandinschriftsvariablen®.
61Im Beweis zum Cook’schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ I. S. dort.
62Im Beweis zum Cook’schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ II. S. dort.
63Im Beweis zum Cook’schen Theorem enthielt diese CNF-Formel die Klauseln vom Typ IIIL. S. dort.

136



Feststellung nicht iiberraschen (einfacher induktiver Beweis®):

K- K < @V)3V)F[V]AFk[V]AF[V'|AFx|V'] AFR|V,V'| € QBF .
K-> K' < @V)3V)F[V]AFg|[V]AF[V'|AFx|V']AF,[V,V'] € QBF .
Somit gilt insbesondere
cS(n)

— Ky (z) & 3V)EV)FV]A Fry@) V]I ANFIV']A Fg () [V'] A Fesm) [V, V']
(48)

Ko(a?)

Die schlechte Nachricht ist aber, dass die resultierende quantifizierte Boolesche Formel fiir

Ky(x) iy K (z) eine in n exponentielle Linge hat. Dies liegt daran, dass wir in (47) zwes

rekursive Aufrufe vorfinden. Es entsteht somit ein vollstindig binirer Rekursionsbaum der
Tiefe ¢S(n) mit 2°(™) Bléttern.

Einschub Es ist nicht verwunderlich, dass der Plan noch nicht aufgeht. Bisher haben wir
ausschliefllich 3-Quantoren verwendet. Wenn wir auf diese Weise eine polynomielle
Reduktion erhalten hétten, hitten wir PSpace = NP gezeigt (was eine Sensation wire).
Die noch ausstehende Kompression der Formelldnge wird wohl Gebrauch von dem V-
Quantor machen miissen.

Wir dndern jetzt die Rekursionsregel (47) unter Einsatz des V-Quantors so ab, dass nur noch
ein rekursiver Aufruf erfolgt. Anstelle eine bindren Rekursionsbaumes der Tiefe ¢S(n) erhal-
ten wir dann einen , Rekursionspfad“ der Tiefe ¢S(n), der folgerichtig zu einer quantifizierten
Booleschen Formel der Kodierungslinge O(S(n)) fiihren wird. In einem gewissen Sinn war
bisher alles nur Vorgepldnkel und erst jetzt kommt die

Entscheidende Idee In die Rekursion (47) fligen wir zwei weitere neue Kollektionen von
Variablen ein, sagen wir X und Y. Wir werden mit einem rekursiven Aufruf testen,
ob die Y-Variablenbelegung eine Konfiguration ist, die durch 2°! Schritte aus der X-
Variablenbelegung hervorgeht. Mit Hilfe eines V-Quantors werden wir erreichen, dass
(X,Y) einmal in der Rolle von (V, V") und ein weiteres Mal in der Rolle von (V", V")
auftreten. Dadurch ersetzt der eine rekursive Aufruf die beiden rekursiven Aufrufe
in (47).

Um die neue raffinierte Rekursionsregel einpragsam zu notieren, benutzen wir die Abkiirzung
(VV) in volliger Analogie zu (3V'). Die Gleichheit X = V zweier Variablenkollektionen
ist komponentenweise zu verstehen. Man beachte auch, dass Gleichheit zweier Boolescher
Variablen oder Implikation zwischen Booleschen Variablen als Abkiirzungen im Sinne von

a=b & (aAb)V(aNb)
a—b & avbd

64Die Formeln, die durch Expansion der Rekursion entstehen, sind erst einmal nicht in prinexer Nor-
malform. Streng genommen gilt die Mitgliedschaft zu QBF nicht fiir die Formel sondern fiir ihre prénexe
Normalform. Der besseren Lesbarkeit zuliebe notieren wir die Transformation in prédnexe Normalform nicht
explizit.

137



zu sehen sind. Nach diesen Vorbemerkungen geben wir nun die neue Rekursionsregel an,
die (47) ersetzen soll:

F{V, V’] =
AVYYX)YEVIA (X =V AY =VV(X = V'AY = V') = F,_[X,Y]) .

Nach etwas kontemplativer Versenkung sollte klar werden, dass die neue Rekursionsregel lo-
gisch dquivalent zu (47) ist. Wenn wir jetzt in (48) die rekursive Expansion von Fig [V, V']
gemifl der neuen Regel vornehmen, ergibt sich (endlich) die angestrebte polynomielle Re-
duktion von L nach QBF. Die resultierende quantifizierte Boolesche Formel hat ndmlich eine

polynomiell beschrinkte Linge und lésst sich auch in Polynomialzeit aus = entwickeln. Sie

erfiillt genau dann die Korrektheitsbedingung (43) von QBF, wenn Ky(z) s K. (x), was

wiederum genau dann der Fall ist, wenn = € L. a

Satze 9.5 und 9.7 liefern zusammen die

Folgerung 9.8 ()BF ist PSpace-vollstindig.

9.2 Pradikatenlogische Charakterisierung von PSpace

Im folgenden Satz wird PSpace mit Hilfe alternierender Quantorenketten charakterisiert.
Der wesentliche Unterschied zur Charakterisung von PH ist darin zu sehen, dass die Linge
der Quantorenkette nicht mehr durch eine feste Konstante beschrankt ist, sondern nur noch
durch ein Polynom in der Eingabeldnge |z|. Wir erhalten die folgende Charakterisierung von
PSpace:

Satz 9.9 FEine Sprache L gehirt genau dann zu PSpace, wenn eine Sprache Ly € P und ein
Polynom p existieren, so dass

US L& (ayl)pol(vy2)pol(3y3)pol et (QP(\w\)yp(\w\))pol<y1, s ,yp(|w|), $> S LO . (49)

Beweis Wir setzen zunidchst L € PSpace voraus und weisen Bedingung (49) nach. We-
gen L <,, QBF gibt es fiir alle Worter « eine (aus z polynomiell konstruierbare) Boole-
sche Formel F, in m = pol(|z|) Booleschen Variablen vy, ..., v, und eine Quantorenkette
Q1,..., Qm € {3,V} mit der Eigenschaft

r€ LS (Qur). .. (Qnvm)Fe(vr,. .. ,Um) . (50)

OBdA gelte Q; = 3. (Ansonsten konnten wir eine redundante Variable mit einem 3-Quantor
hinzufiigen.) Wir kénnen die Quantorenkette Qy, ... , Q,, in maximale Teilketten mit Quan-
toren nur eines Typs unterteilen und oBdA annehmen (s. Ubung), dass die Anzahl und die
Lange der Teilketten von x nur iiber |z| abhdngt (und zwar polynomiell). Die Anzahl der
Teilketten sei mit g(|z|) bezeichnet. Dann kénnen wir (50) umschreiben wie folgt:

T € L (Y1) pot(YY2)pot (FY3) pot - * - (Qq(ja)) Ya(|a)) )por Fe (Y1 - - - Yq(lz])) - (51)
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Hierbei bezeichnet y; die Teilkollektion der Booleschen Variablen aus vy, ... ,v,,, welche in
der i-ten Teilkette von (Qqv1)...(Qmm) vorkommen. Mit

Lo :={(Y1,- s Yqal)» @) : FulYr, -, Yg(a) = 1} € P

kann schliefilich (51) in die Form (49) gebracht werden.

Nehmen wir umgekehrt an, dass L durch Bedingung (49) gegeben ist. Wir haben L € PSpace
zu zeigen. Dieser Nachweis kann in vélliger Analogie zum Nachweis von QBF € PSpace (Be-
weis von Satz 9.5) gefiihrt werden. Wir modellieren mit einem Entscheidungsbaum 7' die
moglichen Belegungen der Stringvariablen yi, ..., yq(.|- Wir verwenden wieder eine platz-
effiziente EXHAUSTIVE SEARCH durch T unter Einsatz der Ariadne-Faden Technik. Im
Laufe der EXHAUSTIVE SEARCH kann eine Markierung der Knoten von 7' mit Wahrheits-
werten vorgenommen werden, so dass  genau dann zu L gehort, wenn die Wurzel dabei mit
Wahrheitswert 1 markiert wird. Die Ausfiillung der technischen Details iiberlassen wir dem
Leser und der Leserin. a

9.3 Weitere PSpace-vollstéindige Probleme

In diesem Abschnitt nennen wir ohne Beweis ein paar weitere PSpace-vollstidndige Probleme,
um einen Eindruck zu vermitteln, welcher Problemtypus in diese Kategorie gehort.

9.3.1 Probleme mit Automaten und Grammatiken

Definition 9.10 Regulidre Ausdriicke iber einem Alphabet ¥ und die von thnen induzierten
formalen Sprachen sind induktiv definiert wie folgt:

1. 0,e,0 mit o € ¥ sind requlire Ausdriicke. Die hiervon induzierten Sprachen sind (in
dieser Reihenfolge) die leere Menge, die Menge {e} und die Menge {c}.

2. Wenn «, B regulire Ausdricke sind, dann sind auch (a+ ) , (a-3) und (o) regulire
Ausdriicke. Wenn L(a) und L(B) die von o und [ induzierten Sprachen bezeichnen,
dann sind die von (a+0) , (a-f) und (a*) induzierten Sprachen (in dieser Reihenfolge)
L(a) U L(B), L(a) - L(B) und (L(e))".

Reguldre Ausdriicke werden zum Beispiel bei Editoren oder in der lexikalischen Analyse von
Compilern angewendet. Das folgende Problem fragt danach, ob ein gegebener regulérer Aus-
druck eine Sprache induziert, die zumindest ein Wort iiber dem Grundalphabet ausschlieft.

Definition 9.11 REGULAR EXPRESSION NON-UNIVERSALITY ist das folgende Pro-
blem: Zu gegebenem reguliren Ausdruck « entscheide ob L(a) # XL*.

Satz 9.12 (Stockmeyer und Meyer, 1973) Fiir jedes mindestens zweielementige Grund-
alphabet (also zum Beispiel fir das bindre Alphabet {0,1}) gilt: REGULAR EXPRESSION
NON-UNIVERSALITY ist PSPACE-vollstindig.
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Der Beweis von Stockmeyer und Meyer erfolgt mit einer generischen polynomiellen Reduktion
(also ausgehend von einer beliebigen Sprache L aus PSpace).

Ein LBA (ausgeschrieben: Linear Bounded Automaton) ist im wesentlichen eine O(n)-
platzbeschrinkte NTM.% Es ist bekannt, dass die Klasse der von LBAs akzeptierbaren Spra-
chen identisch ist mit der Klasse der sogenannten kontextsensitiven Sprachen (die aus der
Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein kénnten).

Definition 9.13 LBA-ACCEPTANCE ist das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener
LBA M ein gegebenes Eingabewort x akzeptiert. Hierbei sind also sowohl (eine Kodierung
von) M als auch x Bestandteil der Eingabe. LINEAR SPACE ACCEPTANCE ist das ent-
sprechende Problem fiir O(n)-platzbeschrinkte DTMs.

Satz 9.14 (Karp, 1972) LBA-ACCEPTANCE und LINEAR SPACE ACCEPTANCE sind
beides PSpace-vollstindige Probleme.

Der Beweis von Karp erfolgt iiber eine (technisch einfache) generische polynomielle Reduk-
tion unter Verwendung eines , padding argument® (s. Ubung). Wegen des engen Zusammen-
hangs zwischen LBAs und kontextsensitiven Grammatiken (auf deren formale Definition wir
hier verzichten) ergibt sich leicht die

Folgerung 9.15 Das Problem zu einer gegebenen kontextsensitiven Grammatik G und ei-
nem gegebenen Wort x© zu entscheiden, ob x zu der von G induzierten kontextsensitiven
Sprache gehort, ist PSpace-vollstindig.

9.3.2 Spielprobleme

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen Zwei-Personen Spielen und alternierenden
Quantorenketten. Nennen wir die Personen WEISS und SCHWARZ. Die Frage, ob WEISS
(im Anzug) eine Gewinnkombination {iber m Ziige hat, liest sich in expandierter Form wie
folgt:

(3 Zug, fir WEISS)  (V Zug; von SCHWARZ)
(3 Zug, fir WEISS)  (V Zuge von SCHWARZ)

(3 Zug,, fiir WEISS) Spielstellung ist gewonnen fiir WEISS

Die analoge Frage mit WEISS im Nachzug (also SCHWARZ im Anzug) lisst sich analog
mit einer alternierenden Quantorenkette formulieren, die mit einem V-Quantor beginnt. Im
Lichte von Satz 9.9 kann es daher nicht iiberraschen, dass sich iiber geeignet definierte Spiele
PSpace-vollstdndige Probleme ergeben. Wenn man die Anzahl der Ziige zu einer Konstanten
gefriert, ergeben sich analog Probleme, die auf dem entsprechenden Level der polynomiellen
Hierarchie vollstandig sind. Wir konkretisieren dies an folgendem Spiel auf Graphen:

65 Aus dem Kompressionssatz folgt, dass eine solche NTM oBdA genau n Zellen (also exakt die das Ein-
gabewort enthaltenden Zellen) besucht.
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Definition 9.16 Sei G = (V, E) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s,t € V. Das
Spiel HEX|G| ist ein Zwei-Personen Spiel’®, bei welchem WEISS diber weifle und SCHWARZ
tiber schwarze Spielsteine verfiigt. Beide Spieler ziehen abwechselnd mit WEISS im Anzug.
Ein Zug besteht darin, einen eigenen Stein auf einen noch unbesetzten Knoten aus V '\
{s,t} zu setzen. Das Spiel ist voriber, wenn alle Knoten aus V \ {s,t} von (weifien oder
schwarzen) Steinen besetzt sind. Die finale Spielstellung ist genau dann eine Gewinnstellung
fir WEISS, wenn die Knoten s,t zusammen mit den von weiflen Steinen besetzten Knoten
einen Verbindungspfad von s nach t in G enthalten.

WEISS muss also mit der Strategie spielen, eine Verbindung von s nach ¢ herzustellen;
SCHWARYZ ist bemiiht, solche Verbindungen mit Hilfe von schwarzen Steinen zu vereiteln.

Definition 9.17 GENERALIZED HEX ist das Problem zu gegebenem Graphen G mit aus-
gezeichneten Knoten s,t € V' zu entscheiden, ob WEISS eine Gewinnstrategie besitzt (also
das Spiel gewinnen kann egal mit welcher Strategie SCHWARZ spielt).

Satz 9.18 (Even und Tarjan, 1976) GENERALIZED HEX ist PSpace-vollstindig.

Der Beweis von Even und Tarjan erfolgt durch Angabe einer polynomiellen Reduktion von
QBF auf GENERALIZED HEX.

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass (mehr oder weniger) natiirliche Verallgemeine-
rungen®’ populérer Spiele (wie zum Beispiel SCHACH oder GO) ebenfalls PSpace-vollstindig
sind.

9.4 Offene Probleme

Uber die (bisher unbewiesene) P # NP-Vermutung haben wir schon viel berichtet. Aqui-
valent dazu (wie wir inzwischen wissen) ist die P # PH-Vermutung. Die Vermutung P #
PSpace ist vergleichsweise schwicher. Im Lichte der diversen prédikatenlogischen Charakteri-
sierungen kann man diese und verwandte offene Fragen nun auch folgendermafien ausdriicken:

P versus NP Sind pridikatenlogische Aussagen® die einen (3),,-Quantor verwenden diirfen,
méchtiger als rein aussagenlogische (also quantorenfreie) Aussagen?

P versus PH Sind pridikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkette%?
konstanter Linge verwenden diirfen, méchtiger als rein aussagenlogische Aussagen?

P versus PSpace Sind préddikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkette
variabler Ldnge verwenden diirfen, méchtiger als rein aussagenlogische Aussagen?

Kollaps von PH Sind alternierende Quantorenketten der Lénge k + 1 stets méchtiger als
alternierende Quantorenketten der Lénge k7

66Fiir spezielle Graphen in den USA ein handelsiibliches Spiel

67Um sinnvoll iiber Komplexitit reden zu konnen, benstigt man Spielbretter einer variablen Grofe.

68 Gemeint ist stets prinexe Normalform mit Quantoren vom Typ (3),, oder (V)0 und einer in Polyno-
mialzeit entscheidbaren Aussage.

%9 Gemeint sind stets Ketten, die zwischen dem (3),,- und dem (V),0-Quantor abwechseln.
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PH versus PSpace Sind alternierende Quantorenketten variabler Lénge méchtiger als al-
ternierende Quantorenketten konstanter Lange?

Wir haben diese Fragen bewusst etwas informell gehalten, damit die Formulierungen grif-
fig sind. Leider haben die préddikatenlogischen Formulierungen der dahinter liegenden be-
rechnungstheoretischen Probleme bisher nicht wirklich zu einer Kldrung der offenen Fragen
beigetragen.
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10 Uniforme versus nicht-uniforme Komplexitét

Bei einem uniformen Maschinenmodell wenden wir ein einheitliches Programm auf alle mogli-
chen Eingabeworter tiber einem gegebenen Alphabet an. Wir haben also nicht die Moglicheit,
das Programm an die Lénge n des Eingabewortes anzupassen. Software-orientierte Maschi-
nenmodelle (wie zum Beispiel die Turing-Maschinen) sind in der Regel von diesem Typ.

Bei einem nicht-uniformen Maschinenmodell darf die ,Maschine* von der Eingabeldnge n
abhéngig sein. Streng genommen hat man dann eine mit n parametrisierte Familie von Ma-
schinen zur Losung eines vorgegebenen Problems. Hardware-orientierte Maschinenmodelle
(wie zum Beispiel Schaltkreisfamilien) sind in der Regel von diesem Typ.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass das Konzept eines Booleschen Schaltkreises
(etwa tiber der Basis {—,V, A}) bekannt ist. Zur Konstruktion eines Schaltkreises wird eine
endliche Anzahl von Hardwaregattern azyklisch miteinander verdrahtet. Jedes Gatter be-
rechnet dabei eine elementare Boolsche Funktionen (wie etwa die logische Negation eines
Bits bzw. die logische Disjunktion oder Konjunktion zweier Bits). Durch die Verdrahtung
zu einem Schaltkreis kann dann im Prinzip jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}
berechnet werden. Im Folgenden bezeiche

C = (Cn)nZO

eine Schaltkreisfamilie (kurz: SKF), wobei C,, eine Boolesche Funktion in n Variablen be-
rechnet. Diese Funktion notieren wir der Einfachheit halber als C,(z) mit € {0,1}". Wir
sagen C realisiert die Sprache L C {0, 1}*, wenn

Vn >0,Vz € {0,1}":Cp(z) =1z € L .

Die Grifle eines Schaltkreises C,, ist die Anzahl seiner Gatter und wird als size(C),) notiert.
C = (Cy) heiit polynomielle SKF, wenn size(C,,) polynomiell in n beschrankt ist.

Die Nicht-Uniformitédt eines Maschinenmodells hat weit reichende Folgen. Zum Bei-
spiel gibt es fiir jede Sprache L (also auch fiir nicht-entscheidbare oder gar nicht-semi-
entscheidbare) eine SKF, welche L realisiert (einfach darum, weil jede Boolesche Funktion
realisiert werden kann).™ Beim Vergleich von SKF’s und TM’s ist es manchmal hilfreich, nur
sogenannte uniforme“ SKF’s zuzulassen. Dabei heifit eine SKF C' = (C,) uniform, wenn
die Abbildung

1" — desc(Cy)

in Polynomialzeit’™ berechenbar ist, wobei desc(C,) eine ,natiirliche* Kodierung von C,
bezeichnet.” Eine uniforme SKF kann nicht superpolynomiell viele Gatter haben und ist
daher polynomiell.

Dieses Kapitel ist aufgebaut wie folgt:

"Dies wird freilich bedeuten, dass die Funktion n ~ C,, i.A. nicht berechenbar ist.

"1 Ublicherweise wird sogar logspace-Berechenbarkeit gefordert. Fiir unsere Zwecke wird aber die Berech-
nung von C,, in pol(n) Schritten ausreichend sein.

72 desc® ist Abkiirzung von ,description®.
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- In den Abschnitten 10.1 und 10.2 zeigen wir, dass jede polynomielle DTM in eine
dquivalente uniforme SKF transformiert werden kann und umgekehrt.

- In Abschnitt 10.3 diskutieren wir die Familie P/poly der mit polynomiellen SKF’s
realisierbaren Sprachen.

- In Abschnitt 10.4 gehen wir erneut auf spérliche (= diinne) Sprachen ein. Es wird
sich zeigen, dass P/poly iibereinstimmt mit der Klasse der auf spéarliche Sprachen
Turing-reduzierbaren Sprachen. Auflerdem lassen sich die (vermutlich falschen) Aussa-
gen NP C P/poly bzw. P = NP mit Hilfe von spirlichen und sogenannten kospérlichen
Sprachen charakterisieren.

- Im abschlielenden Abschnitt 10.5 beweisen wir den Satz von Karp und Lipton, welcher
besagt, dass NP C P/poly zur Folge hitte, dass die polynomielle Hierarchie auf ihren
zweiten Level kollabiert.

Hinweis auf laufende Forschung Da vermutlich NP ¢ P/poly, ist es naheliegend, nach
Sprachen aus NP zu suchen, die sich beweisbar nicht durch polynomielle SKF’s be-
rechnen lassen. Wegen P C P/poly wiirde dies P # NP implizieren. Leider hat sich
das Problem, superpolynomielle untere Schranken fiir (Sprachen aus NP realisierende)
SKF’s zu beweisen, als auflerordentlich hart erwiesen.”™ Aus , Notwehr* diskutiert man
daher hauptsichlich in ihrer Rechenkraft eingeschriankte SKFs (wie zum Beispiel mo-
tonone oder tiefenbeschriankte SKFs). Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir aber
darauf nicht ndher eingehen.

10.1 Konversion von Software in Hardware

Es sei M eine S(n)-platz- und T'(n)-zeitbeschrankte DTM mit Zustandsmenge Z und Band-
alphabet I' D . Zu einer gegebenen Eingabe x € X" stehe M das Bandsegment mit den
Zellen 0,1,...,5(n),S(n) + 1 zur Verfiigung, wobei auf den Zellen 0 und S(n) + 1 Rand-
markierungen stehen, die von M nicht iiberschritten (und auch nicht geléscht) werden. Der
eigentliche Arbeitsbereich besteht aus den Zellen 1,...,S(n). Diese Situation ist in Abbil-
dung 17 illustriert. Anfangs befindet sich M im Startzustand zjp, ihr Kopf ist auf Zelle 0

1+
0 1 n S(n) S(n)

Abbildung 17: Der Arbeitsbereich einer S(n)-platzbeschrankten DTM.

positioniert und die Eingabe © = x; - - - x,, € {0,1}" steht in den Zellen 1,... ,n. Nach exakt
T'(n) Schritten befindet sich M im Zustand z,, sofern € Ly, bzw. im Zustand z_, sofern
& ¢ Ly Zu diesem Zeitpunkt ist das Band (bis auf die Randmarkierungen) gesdubert (also

"3Bisher sind noch nicht einmal superlineare Schranken bekannt.
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leer).™ Jede Konfiguration von M kann in der offensichtlichen Weise durch einen String aus
K*5M {iber dem Zeichenvorrat

K:=TU(ZxT)

beschrieben werden. Das Zeichen aus Z x I' gibt dabei neben dem aktuellen Zustand auch
die Kopfposition an.

Beispiel 10.1 Die Anfangskonfiguration (zu Eingabe x) ist beschrieben durch
(z0, Ny -z, 0d---OF
und die akzeptierende Endkonfiguration durch
(2, HO---OF
Die Rechnung von M auf Eingabe z kann durch die Rechnungstabelle
R := (Rij)o<i<T(n)0<j<S(n)+1
beschrieben werden. Dabei ist R; ; das j-te Zeichen der i-ten Konfiguration.

Zentrale Beobachtung Wegen der lokalen Arbeitsweise von DTMs ist R;y;; nur von
R;j_1, R;j, R j+1 abhéngig, d.h.,

Rii1j; = fs(Rij_1,Rij, Rij+1)

wobei f; eine durch die Uberfithrungsfunktion ¢ implizit gegebene Funktion ist.”™

Jedes Zeichen aus K kann auf einfache Weise mit

k = [log | K]
Bits kodiert werden. Es bezeichne

! k

R, ; €{0,1}

die Kodierung von R;;. Dann gilt
;—i—l,j = f(;( ;,j—la ;,j’ ;,j-i-l)
fiir eine (durch § implizit gegebene) Boolesche Funktion
f5:{0,1}% — {0,1}% .

Es bezeichne Cj einen Schaltkreis (konstanter Grofle), der f; berechnet:

"Durch diese Normierungen haben wir nicht nur eine eindeutige Anfangskonfiguration, sondern auch eine
eindeutige (akzeptierende bzw. verwerfende) Endkonfiguration.

"5 Argument R;;_; entfillt fiir j = 0 (linker Rand); Argument R; ;i1 entfillt fir j = S(n) + 1 (rechter
Rand).
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Ri,jfl Ri,j Ri,j+1

| | |
| C|’!s |

/
R

Es sollte klar sein, dass durch Parallelschaltung von 2+ S(n) Duplikaten von Cj (mit Beson-
derheiten am Rand) ein Schaltkreis Cj entsteht, der aus der i-ten Zeile der Rechnungstabelle
R' die (i+1)-te Zeile berechnet. Durch Serienschaltung von 7T'(n) Duplikaten von Cj entsteht
ein Schaltkreis C,, der die T'(n)-te Zeile von R’ aus der O-ten Zeile berechnet. Wenn wir
einen Schaltkreis Cj, voranschalten, der aus z; - - -z, die k(2 4+ S(n)) Bits

Rf),o o 'Rf),k(s(n)+2)71

(also die O-te Zeile von R') berechnet, und einen Schaltkreis C,,; hinterherschalten, der die
Abbildung

, , 1 falls Rr(nyo = (24,F)
Rrmyo By e-1 = { 0 falls Ryn)o = (2-,F)

berechnet, so erhalten wir einen Schaltkreis
it = Cou 0 Chy © Ci
der Ly, realisiert, d.h.,
Cu(xz) =1« M akzeptiert © < & € Ly .
(', enthélt insgesamt
(2+5(n))T(n) = O(5(n)T(n))

Duplikate von C§ und hat daher die GréBe O(ST) = O(T?). Es ist nicht schwer zu sehen, dass
auch der Gesamtschaltkreis Cy; die GréBe O(ST) = O(T?) besitzt und in O(ST) = O(T?)
Schritten konstruiert werden kann.

Wir ziehen aus der gesamten Diskussion das folgende Fazit:

Satz 10.2 Falls L € P, dann kann L durch eine uniforme (und somit auch polynomielle)
SKF C = (C,,) realisiert werden.

10.2 Konversion von Hardware in Software

Ziel dieses Abschnittes ist die Umkehrung von Satz 10.2:
Satz 10.3 Es sei C' = (C,) eine uniforme SKF und

Lo = {x S {0, 1}*| Cm(l’) = 1}

die von thr realisierte Sprache. Dann gilt Lo € P.
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Beweis Es bezeichne CIRCUIT EVALUATION die Sprache
{(desc(Cy),a)| n > 0,a € {0,1}" und C,(a) =1} .

Das Mitgliedschaftsproblem zu dieser Sprache besteht im Wesentlichen darin, einen gegebe-
nen Schaltkreis C,, (mit n Boolschen Eingabewerten) an einem gegebenen Booleschen Vektor
a € {0,1}" auszuwerten, was natiirlich in Polynomialzeit geschehen kann. Es gilt also

CIRCUIT EVALUATION € P .

Der Beweis Lo € P kann daher gefiihrt werden, indem wir Lo polynomiell auf CIRCUIT
EVALUATION reduzieren. Die dazu passende Reduktionsabbildung ist

z +— (desc(Clg|), T) .

Sie kann wegen der Uniformitdt von C' in Polynomialzeit berechnet werden und erfiillt (per
Definition der beteiligten Sprachen) die Bedingung

x € Lo & (desc(Cly)), z) € CIRCUIT EVALUATION .

Aus den Sitzen 10.2 und 10.3 ziehen wir die

Folgerung 10.4 P ist die Klasse aller durch uniforme SKFs realisierbaren Sprachen.™

10.3 P/poly: die nicht-uniforme ,,Schwester* von P

Definition 10.5 P/poly bezeichne die Klasse aller Sprachen, die durch polynomielle (aber
nicht notwendig uniforme) SKF's realisiert werden kénnen.

Aus Folgerung 10.4 ergibt sich unmittelbar die die Inklusion P C P/poly. Am Ende dieses
Abschnittes werden wir nachweisen, dass diese Inklusion echt ist. Die eigentliche (und bis
heute ungeklirte) Frage lautet: wie méchtig ist die Klasse P/poly? Wir werden in diesem
und den beiden folgendenen Abschnitten etwas Licht auf diese Frage werfen und beginnen
mit dem

Satz 10.6 Eine Sprache L gehort zur Klasse P /poly gdw ein Polynom q, eine Sprache Ly €
P und eine Folge (an)n>0 von bindren Strings a, € {0,1}* einer durch g(n) beschrinkten
Linge existieren, so dass

L= {$| <a|w|,:v> S Lg} .

"6Streng genommen miissten wir ein binéires Alphabet ¥ = {0,1} zugrunde legen. Fiir Sprachen iiber
einem erweiterten Alphabet % gilt die Folgerung aber fiir die davon induzierte Sprache iiber {0,1} (nach
Festlegung eines Binércodes fiir die Symbole von X).
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Beweis Wir beweisen zunéchst die Richtung von links nach rechts und setzen daher L €
P /poly voraus. Es sei C' = (C,,) eine L realisierende polynomielle SKF. Mit

an = desc(Cy) und Lo := {(desc(Cly)), z)| Clo(z) = 1}

ergibt sich die gewiinschte Charakterisierung von L: die Strings |a,| haben ndmlich eine po-
lynomiel beschrankte Linge, da C eine polynomielle SKF ist und Ly gehort (als Teilproblem
von CIRCUIT EVALUATION) zur Klasse P.

Fiir die Beweisrichtung von rechts nach links setzen wir jetzt die im Satz beschriebene Cha-
rakterisierung von L voraus und weisen L € P/poly nach. Sei also g(n) > n ein Polynom, a,
eine Folge von Strings mit |a,| < g(n), Ly € P und L = {z| {(aj,, =) € Lo}. Betrachte eine
Boolesche Eingabe z € {0,1}". Wir konnen einen Schaltkreis C], zur Berechnung von

z = (an, T)
und einen Schaltkreis C; zum Entscheiden von
(an, ) € Ly?

in Serie schalten und erhalten so eine SKF C' = (C,,) mit C,, = C)! o C! | welche L realisiert.
Wegen |a,| < g(n) gilt sowohl |{(a,,z)| = O(g(n)) als auch size(C)) = O(g(n)). C" ist also
eine polynomielle SKF. Zusammen mit Ly € P und Satz 10.2 ergibt sich nun, dass C" und
somit auch C' eine polynomielle SKF ist. Insgesamt hat sich also L € P/poly ergeben. a

Die Bits in a, heiflen auch Hinweisbits (advice bits). Satz 10.6 lisst sich dann auch folgen-
dermaflen lesen: die Sprachen aus P/poly sind dadurch charakterisiert, dass sie von einer
DTM in Polynomialzeit akzeptiert werden kénnen, wenn diese neben der eigentlichen Einga-
be z € " polynomiell viele zusitzliche Hinweisbits a,, (die von z nur iiber n = |z| abhingen
diirfen) bekommt. So gesehen beruht der Beweis von Satz 10.6 auf zwei Grundideen:

- Gegeben eine uniforme L realisierende SKF: dann kann desc(C,,) einer (C,, simulieren-
den) DTM in Form von Hinweisbits zugénglich gemacht werden.

- Gegeben der polynomielle Algorithmus zum Erkennen von Strings aus L mit Hilfe
zusitzlicher Hinweisbits a,,: dann kénnen die Bits aus a,, in einen (den Erkennungsal-
gorithmus realisierenden) Schaltkreis C,, , gehardwired* werden.

Das Verifizieren der Aussage = € L mit Hinweisbits (wie bei Sprachen aus P/poly) und das
Verifizieren von « € L mit Ratebits (wie bei Sprache aus NP) scheinen verwandt zu sein.
Wir machen aber auf zwei wichtige Unterschiede aufmerksam:

‘ NP ‘ P /poly ‘

Zertifikat y zum Nachweis von | Hinweisbits a,, zum Nachweis

x € L kann in Abhéngigkeit von = € L héngen nur von

von x gewahlt werden. n = |z| ab (also gleiche Hinweis-
bits fiir Eingaben gleicher Lénge).

Fiir ¢ L existiert kein Es konnte falsche Hinweise geben

falsches Zertifikat (kein Rate- | (Strings a], mit (a;,,x) € Ly

string y, der zum Akzeptieren | obwohl x ¢ L bzw. Strings a/,

von z fiihrt. mit (a},,x) ¢ Ly obwohl z € L
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Wir werden sehen, dass NP und P/poly sehr unterschiedliche Klassen sind. Zum Beispiel
sind wegen NP C PSpace alle Sprachen in NP entscheidbar. P/poly hingegen enthélt
u.a. auch nicht entscheidbare bzw. noch nicht einmal semi-entscheidbare Sprachen, wie aus
dem néchsten Resultat hervorgeht:

Satz 10.7 Jede undre Sprache L C {0}* gehort zu P /poly.

Beweis Das Hinweisbit

)1 falls0" e L
=10 fallsom ¢ L

reicht aus, um L in Polynomialzeit zu entscheiden: die Dekodierung von a,, aus (a,, z) liefert
die Antwort. O

In der Vorlesung Theoretische Informatik wurden zahlreiche nicht entscheidbare (bzw. nicht
einmal semi-entscheidbare) Sprachen L C {0,1}* présentiert. Zu = € {0,1}* bezeichne
N(z) € N die durch die Bitfolge 1z binir kodierte natiirliche Zahl. Da die Abbildung

z — 0V® (unire Kodierung von N(z))
berechenbar ist, ist mit L auch die undre Sprache
L':={0"®| z e L}

nicht (semi-)entscheidbar. Somit gibt es zu jeder nicht (semi-)entscheidbaren Sprache ein
unédres Pendant.

Folgerung 10.8 1. P/poly enthdlt insbesondere alle undren nicht (semi-)entscheidbaren
Sprachen.

2. P C P/poly.

3. P/poly ist keine Teilmenge der semi-entscheidbaren Sprachen und kann daher in keiner
uniformen (durch eine Platz- oder Zeitschranke gegebenen) Komplexititsklasse enthal-
ten sein.

10.4 Spairliche und kospérliche Sprachen
Wir erinnern an Definition 6.93: die Dichte einer Sprache L ist gegeben durch
densp(n) == |{x € L: |z| < n}

und L heifit dinn oder auch spdrlich, wenn ihre Dichte polynomiell in n beschriankt ist. In
diesem Abschnitt benttigen wir weiterhin die

Definition 10.9 Eine Sprache L C {0,1}* heifit kosparlich, wenn ihr Komplement L =
{0,1}* \ L spdrlich ist.
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Der folgende Satz charakterisiert P/poly mit Hilfe von spérlichen Sprachen:

Satz 10.10 P/poly stimmt iberein mit der Klasse der auf spdrliche Sprachen Turing-redu-
zierbaren Sprachen.

Beweis Wir setzen zunichst L € P/poly voraus und wollen eine sparliche Sprache S mit
L <p S ausfindig machen. Gemifl Satz 10.6 existiert ein Polynom ¢ (mit Koeffizienten aus
N), Hinweise (ay,)n>o mit |a,| < g(n) und eine Sprache Ly € P, so dass

L = {z| (az),x) € Lo} .

Idee Entwerfe S so, dass das S-Orakel nach den Bits von a,, (wobei n = |z|) befragt werden
kann. Eine DOTM M|[S] kann dann z € L testen wie folgt:

1. Ermittle a,, bitweise durch ¢(n) entsprechende Anfragen an das S-Orakel.
2. Setze die polynomiell zeitbeschrankte DTM M fiir die Sprache Ly auf (a,,z) an
und akzeptiere gdw M, akzeptiert.

Kommen wir zur Umsetzung der geschilderten Idee und definieren fiir alle n > 0 und alle
i=1,...,q(n) die Strings

st = 071101t ¢ {0,111
Die Sprache S sei gegeben durch
S:={s'|n>0,1<i<gq(n)und das i-te Bit von a, ist 1} .

Auf Anfrage s muss das S-Orakel mit dem i-ten Bit von a, antworten. S ist spérlich, da
offensichtlich™

1SN {0,1}™ < m .

Damit wére gezeigt, dass jede Sprache aus P /poly auf eine spéarliche Sprache Turing-reduzierbar
ist.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung setzen wir L < S voraus, wobei S eine spérliche Sprache
bezeichnet, d.h., es gibt ein Polynom p(n) , so dass |S N {0,1}"| < p(n). Wir haben zu zei-
gen, dass sich das Wortproblem fiir L mit Hilfe geeigneter (polynomiell lingenbeschrinkter)
Hinweise (a,)n>0 in Polynomialzeit losen lédsst.

Idee Gib eine Liste Lg aller Elemente von S (bis zu einer geeigneten Maximalldnge) als
Hinweis. Mit Hilfe von Lg kann das S-Orakel simuliert werden.

Kommen wir zur Umsetzung der Idee. Es sei M'[S] die polynomiell zeitbeschrankte DOTM,
die fiir jedes * € X" in g(n) Schritten entscheiden kann, ob « € L. M’ kann maximal ¢(n)
viele maximal g(n) lange Anfragen an das S-Orakel stellen. Sei s1, ... , s;(n) eine Auflistung

""Hierbei nutzen wir aus, dass g(n) (als Polynom mit Koeffizienten aus IN) mit n € Ny streng monoton
wéchst. Parameter m hat also maximal ein Urbild n mit m = ¢(n).
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aller Elemente von S der Maximalldnge q(n). Wegen der Spérlichkeit von S ist r(n) < p(g(n))
polynomiell beschriankt. Setze

an = (S1,-- -, Sr(n))

und beachte, dass

lan| = O(q(n)p(g(n)))

Nun kann (wie geplant) das Wortproblem fiir L entschieden werden, indem eine DTM M
(ohne Orakel), angesetzt auf Eingabe (a,,z) mit z € ¥", die Rechnung der DOTM M’ auf
Eingabe z effizient simuliert. Eine etwaige Anfrage an das S-Orakel kann durch Inspektion
von a, beantwortet werden. O

Wir wissen bereits, dass es vermutlich keine spéarliche Sprache gibt, die NP-hart (unter
polynomieller Reduktion) ist, denn nach dem Satz von Mahaney (s. Satz 6.95) hitte dies
P = NP zur Folge. Dies schliefit aber noch nicht die Existenz von spérlichen Sprachen aus,
die NP-hart unter (den méchtigeren) Turing-Reduktionen sind. Das folgende Resultat legt
jedoch die Vermutung nahe, dass dies nicht der Fall ist:

Folgerung 10.11 Es gilt NP C P/poly gdw es eine spirliche Sprache S gibt, die NP-hart
unter Turing-Reduktionen ist.

Beweis Die Voraussetzung NP C P/poly impliziert, dass SAT € P/poly, was geméif
Satz 10.10 die Existenz einer spérlichen Sprache S mit SAT <7 S zur Folge hat. Folg-
lich ist S NP-hart unter Turing-Reduktionen.

Sei umgekehrt vorausgesetzt es gédbe eine spérliche und zugleich unter Turing-Reduktionen
NP-harte Sprache S. Somit gilt L < S fiir jede Sprache L € NP. Geméaf Satz 10.10 folgt
hieraus NP C P /poly. O

NP C P/poly wiirde bedeuten, dass alle Sprachen aus NP (inklusive der NP-vollstdndigen)
durch SKFs polynomieller Grofie realisiert werden konnen. Es wird jedoch vermutet, dass
dies nicht der Fall ist. Wir fassen die diversen Vermutungen noch einmal zusammen:

Vermutung 1 Es gibt keine spérliche Sprache, die NP-hart (unter polynomiellen Reduk-
tionen) ist. (Ansonsten wire P = NP.)

Vermutung 2 Es gibt keine spérliche Sprache, die NP-hart unter Turing-Reduktionen ist.
(Ansonsten wire NP C P /poly.)

Die gleichen Vermutungen werden auch fiir kospéarliche Sprachen gehegt. Dies wird (zumin-
dest fiir polynomielle Reduktionen) gestiitzt durch folgenden

Satz 10.12 FEs gilt P = NP gdw es eine kospdrliche Sprache S gibt, die NP-hart (unter
polynomiellen Reduktionen) ist.

151



Beweis Wir setzen zunédchst P = NP voraus. Die Menge S := {0,1}*\ {0} ist trivialerweise
kospérlich. Dariiberhinaus ist S aber auch NP-hart, da jede Sprache L € NP = P mit der
Reduktionsabbildung

1 fallsz € L
0 fallsz ¢ L

polynomiell auf S reduzierbar ist.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung gehen wir von einer kospérlichen und zugleich NP-harten
Sprache S aus und weisen P = NP nach, indem wir einen Polynomialzeitalgorithmus A fiir
SAT entwerfen. Wegen der NP-Hérte von S gilt SAT <, S via eine geeignete Reduktions-
abbildung R : ¥* — X*. Der Algorithmus A fiir SAT, den wir im Folgenden entwerfen, ist
dhnlich gestrickt wie der Algorithmus fiir SAT, den wir im Beweis des Satzes von Berman
(s. Satz 6.96) verwendet haben. Wir  recyclen“ ein paar wesentliche Bestandteile dieses
Beweises:

e Zu einer CNF-Formel F' iiber n Booleschen Variablen vy, ... ,v, und einer partiellen
Belegung a € {0,1}* mit ¢ € {0,...,n} assoziieren wir wieder die vereinfachte CNF-
Formel F|a], die sich aus F' durch Elimination aller bereits erfiillter Klauseln und aller
bereits falsifizierter Literale ergibt. Wir erinnern daran, dass F'|¢] = F und F'[a] € {0, 1}
fiir jedes a € {0,1}" (die Grenzfélle i = 0 bzw. i = n). Wir erinnern weiterhin daran,
dass F[a] erfiillbar ist gdw F[a0] oder F'[al] erfiillbar ist.

e Es bezeichne 7" den vollstdndigen bindren Baum der Tiefe n, dessen 2™ Bléitter in einer
1-zu-1 Beziehung zu den moglichen Belegungen a € {0,1}" der Booleschen Variablen
v1, ..., U, stehen. Jeder Knoten der Tiefe ¢ entspricht eindeutig einer partiellen Bele-
gung a € {0,1}". Wir verwenden fiir diesen Knoten die Notation u[a].

e Ein Exponentialzeitalgorithmus kénnte in einem ,top-down pass® den Baum 7' auf-
bauen und in einem , bottom-up pass“ die Knoten des Baumes mit Booleschen Wahr-
heitswerten (0 oder 1) beschriften, so dass der Knoten u[a] mit 1 beschriftet wird gdw
die Formel F'[a] erfiillbar ist. Damit wire die urspriinglich gegebene Formel F' erfiillbar
gdw die Wurzel von T (also der Knoten ue]) mit 1 beschriftet ist.

e Anstatt nun aber 7' (in Exponentialzeit) vollstdndig aufzubauen, versuchen wir die
gleiche algorithmische Grundidee auf einem , Anfangsstiick“ von T' (einer polynomiell
in der Kodierungslinge N der Eingabeformel F' beschrankten Grofie) durchzusetzen.
Dabei werden die Konzepte der ,,Lazy Evaluation® und des ,,Hashing® eingesetzt.

e Zur Implementierung von ,lazy evaluation“ erfolgen die Arbeitsschritte wihrend eines
Durchlaufes von 7" in Priordnung. Wenn aber die (zuerst inspizierte) Formel F[a0] sich
als erfiillbar erwiesen hat (der Knoten u[a0] ist dann mit 1 markiert), kénnen wir F[a]
als erfiillbar deklarieren (also den Knoten u[a] mit 1 markieren), ohne den von u[al]
induzierten Teilbaum aufzubauen (Idee des ,Pruning“).

e Als Hashfunktion verwenden wir die Reduktionsabbildung R. Wenn sich eine Formel
Fla] als unerfiillbar erwiesen hat, dann sind auch alle Formeln F[a'| mit R(F[a']) =
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R(F|a]) unerfiillbar. Wenn daher in 7" ein Knoten u[a] mit 0 markiert wird, dann
konnen alle Knoten ula’] mit R(F[a']) = R(F|a]) (sowie deren Nachfolgerknoten, so-
fern diese schon aufgebaut wurden) ebenfalls mit 0 markiert werden. Uberfliissig zu
erwdhnen, dass wir den Teilbaum eines bereits mit 0 markierten Knoten nicht aufzu-
bauen brauchen und dass auch keine neuen Knoten u[a’] aufgebaut werden, die die
Bedingung R(F[a']) = R(F'[a]) fiir einen bereits mit 0 markierten Knoten u[a] erfiillen.

Wir verzichten auf eine formale Beschreibung des resultierenden Algorithmus A. Anhand der
geschilderten Vorgehensweise sollte klar sein, dass A erstens F' akzeptiert (also die Wurzel
von 7' mit 1 markiert) gdw F' erfiillbar ist (Korrektheit). Weiterhin sollte klar sein, dass die
Laufzeit polynomiell in N beschrénkt ist, sofern nur ein polynomiell kleines Anfangsstiick
T' von T aufgebaut wird. Zu diesem Zweck betrachten wir die ,,Hashtabelle“

H :={t € S| Jula] € T" : u[a] ist mit 0 markiert und R(F[a]) =t} .

Beachte, dass diese Tabelle wegen der Kospérlichkeit von S eine in n < N polynomiell
beschriankte Grofle hat, sagen wir |H| < ¢(n) fiir ein Polynom ¢. Die polynomielle Gréfen-
beschrankung von 7" ergibt sich nun leicht aus folgender

Hilfsbehauptung Der Durchlauf in Priordnung habe einen Knoten u[a] € T" mit a €
{0,1}* und i € {0,... ,n — 1} erreicht und befinde sich in , top-down“ Richtung. Dann
wird wihrend des Aufenthaltes im von u[a] induzierten Unterbaum nach Aufnahme
von hochstens n — ¢ neuen Knoten in 7" einer der folgenden beiden Fille eingetreten
sein:

Fall 1 u[a] hat eine Boolesche Markierung (0 oder 1) erhalten.

Fall 2 ufa] hat noch keine Boolesche Markierung erhalten, aber die Hashtabelle H hat
sich um mindestens 1 vergrofiert.

Wir zeigen zunéchst, wie unser Beweis mit der Hilfsbehauptung abgeschlossen werden kann.
Zu diesem Zweck zerlegen wir den Prdordnungsdurchlauf in Arbeits- und Backtracking-
Phasen. Zu Beginn einer Arbeitsphase sei der Durchlauf beim Knoten u[a] angelangt (anfangs
ule]) und befinde sich in top-down“ Richtung. Die Arbeitsphase endet, mit dem Eintreten
von Fall 1 bzw. Fall 2. Wenn Fall 1 eintritt, dann belasten wir (beweistechnisch) den Knoten
ula] mit , Kosten“ n. Beachte, dass die in der Arbeitsphase neu in 7" aufgenommenen Knoten
(auch in Zukunft) nicht mit Kosten belastet werden, da der Durchlauf den von u[a] indu-
zierten Unterbaum nicht mehr betreten wird. Wenn Fall 2 eintritt, nennen wir die wihrend
der Arbeitsphase in 7" neu aufgenommenen Knoten H -gemeriert. Nach der Arbeitsphase
beginnt die (evtl. leere) Backtracking-Phase die solange wihrt, bis der Durchlauf wieder die
,top-down“ Richtung anvisiert.” Beachte, dass der Knoten, bei welchem dann die néchste
Arbeitsphase beginnt, H-generiert (oder die Wurzel) sein muss. Wegen |H| < ¢(n) kann es
hochstens ng(n) H-generierte Knoten in 7" geben. Die Anzahl der weiteren Knoten in 7" ist
nach oben durch die Gesamtkosten der H-generierten Knoten (plus der Wurzel) beschrinkt.
Diese betragen hochstens (1 + ng(n))n. Folglich ist die Anzahl der Knoten in 7" polynomiell

"8Bechte, dass wihrend des , backtracking® keine neuen Knoten in T’ aufgenommen werden.
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in n < N beschrinkt.

Der Beweis des Satzes wird nun durch den Beweis der Hilfsbehauptung abgeschlossen. Wir
verwenden vollstdndige Induktion nach ¢ =n —1,...,0. Fiir i = n — 1 ist der Durchlauf bei
einem Knoten u[a] mit a € {0,1}" ! angelangt und befindet sich in ,top-down* Richtung.
Die Knoten u[a0] und u[al] sind dann Blitter in 7. Falls Knoten u[a0] in 7" aufgenommen
wird, dann gilt entweder F[a0] = 1 oder F[a0] = 0 A R(F'[a0]) ¢ H. Im ersten Fall werden
u[a0] und u[a] mit 1 markiert und Fall 1 der Hilfsbehauptung ist eingetreten. Im zweiten Fall
hat sich die Hashtabelle um ein neues Element vergréflert und Fall 2 der Hilfsbehauptung ist
eingetreten. Nehmen wir nun an, dass u[a0] nicht in 7" aufgenommen wurde. Dies kann nur
daran liegen, dass ein Abgleich mit H ergeben hatte, dass F'[a0] nicht erfiillbar ist. In diesem
Fall versucht der Praordungsdurchlauf nun sein Gliick beim Knoten u[al]. Es gelten nun die
analogen Betrachtungen wie zuvor beim Knoten u[a0]. Insgesamt hat sich (wie gewiinscht)
ergeben, dass nach Aufnahme von maximal einem neuen Knoten in 7" der Fall 1 oder der
Fall 2 der Hilfsbehauptung eingetreten ist. Wir betrachten nun einen Index ¢ < n — 1 und
setzen induktiv voraus, dass die Hilfsbehauptung sich fiir ¢ + 1 bereits als richtig erwiesen
hat. Der Durchlauf ist also bei einem Knoten u[a] mit a € {0,1}* angelangt und befindet
sich in ,,top-down* Richtung. Wenn u[a0] in 7" aufgenommen wird, dann gilt per Induktions-
voraussetzung, dass nach Aufnahme von hochstens n — (i + 1) weiteren Knoten in 7" (fiir
u[a0]) Fall 1 oder Fall 2 eingetreten ist. Wenn fiir u[a0] Fall 2 eintritt (neues Element in H),
dann ist Fall 2 somit auch fiir den Knoten u[a] nach Aufnahme von hochstens n — i Knoten
eingetreten. Wenn fiir u[a0] Fall 1 eingetreten ist, dann unterscheiden wir zwei Unterfille.
Hat u[a0] die Boolesche Markierung 1, dann wird auch u[a] mit 1 markiert und fiir u|a]
ist dann ebenfalls Fall 1 eingetreten. Hat aber u[a] die Boolesche Markierung 0, dann wird
R(F[a0]) als neues Element in H aufgenommen™ und fiir u[a] ist Fall 2 der Hilfsbehauptung
eingetreten. Dies schliefit den induktiven Beweis der Hilfsbehauptung und damit auch den
Gesamtbeweis ab. a

10.5 Der Satz von Karp und Lipton
Dieser Abschnitt ist dem Beweis des folgenden Resultates gewidmet:

Satz 10.13 (Karp und Lipton, 1980) NP C P/poly = PH = %, =II,.

Beweis Wir merken zunéchst an, dass es ausreicht, Il C Y5 zu zeigen. Hieraus folgt ndmlich
durch Dualisierung X5 = co-IIy C co-Xy = II; und somit Xy = Iy, was wiederum (Anwen-
dung 2 des Satzes von Wrathall) PH = ¥, zur Folge hat.

Sei nun L eine beliebige aber fest ausgewéhlte Sprache aus II;. Somit existieren ein Polynom
p und eine Sprache L' € ¥; = NP, so dass

L={z|vyec{o,1}?UD . (y z)ec L'} . (52)

Wir haben L € ¥, zu zeigen und geméifl dem Satz von Wrathall reicht es dazu aus, eine
Beschreibung der Sprache L vom ,3V“-Typ anzufertigen.

™Wenn dieses Element schon zu H gehdren wiirde, dann wére entweder u[a0] gar nicht erst aufgebaut
worden oder fiir u[a0] wire der Fall 2 der Hilfsbehauptung eingetreten.
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Geméf unserer Voraussetzung NP C P/poly gehort die Sprache 3-SAT zu P/poly. Im Folgen-
den représentiere F, eine CNF-Formel iiber den Booleschen Variablen vy, ... v, mit Klauseln
der Linge hochstens 3 (kurz: 3-Klauseln).?® Insgesamt gibt es nur O(n?) solcher 3-Klauseln,
weswegen die bindre Kodierungsldnge von F,, polynomiell in n, sagen wir durch ¢(n), nach
oben beschrankt ist. Im folgenden identifizieren wir die Formel F, mit ihrer bindren (auf
Linge g(n) ausgepolsterten) Kodierung, d.h., F,, € {0,1}9™. Wegen 3-SAT € P/poly gibt
es eine 3-SAT realisierende polynomielle SKF (C3~54T). Schaltkreis C3547 erhilt also als
Eingabe eine CNF-Formel F,, und gibt eine 1 aus gdw F), erfiillbar ist. Auch C3~547 identifi-
zieren wir mit seiner bindren Kodierung, d.h., C3~94T ¢ {0, 1}"(™ fiir ein geeignet gewihltes
Polynom r(n). Der Schliissel zum Beweis liegt in folgender

Definition Eine Kollektion (Cy,...,C,,) von Schaltkreisen, wobei C; € {0,1}"® einen
Schaltkreis mit ¢(7) Eingangsknoten reprisentiert, heifit 3-SAT Tester, falls

Vi=0,...,mVE e {0,1}99: Cy(F) =14 F; € 3-SAT .

Offensichtlich ist zum Beispiel (Cs 54T ... C3-54T) ein 3-SAT Tester.

Wir verwenden jetzt das Konzept des 3-SAT Testers, um, ausgehend von der Beschrei-
bung (52), zu einer neuen Beschreibung (vom ,,3V-Typ*) der Sprache L zu gelangen. Hierzu
nutzen wir L' <,, 3-SAT aus und bedienen uns einer Reduktionsabbildung

zy
(y, @) = F)

die einem String (y,z) eine CNF-Formel F:“ifl’) iiber den Booleschen Variablen vy, ... , vy
mit Klauseln der Lange hochstens 3 zuordnet, so dass

(y,x) € L' & Fg, € 3-SAT .
Die Beschreibung (52) von L lédsst sich dann umschreiben wie folgt:
L = {g;‘ I(Co, - ., Cugap) € x202010, 1170 vy € {0, 1}2(%D
Ci(le)) (F:(é')) =1 und (Cy, ..., Cy(a)) ist ein 3-SAT Tester}

Die Bedingung Cyjx)) ( (W)) = 1 ldsst sich in Polynomialzeit testen (CIRCUIT EVALUA-

TION). Falls die Sprache der 3-SAT Tester zu co-NP = V[P] gehort, dann kénnen wir aus
der neuen Beschreibung von L folgern, dass

Le (H)pol(v)pol(v)pol[P] = (H)pol(v)pol[-’D] )

womit der Beweis fiir L € ¥, erbracht wére. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass

3-SAT Tester € (V),a[P] .

80Es ist hier ausnahmsweise einmal praktischer auch Klauseln mit weniger als 3 Literalen zuzulassen.

155



Zu diesem Zweck nutzen wir wieder aus, dass
F, € 3-SAT < F,[0] € 3-SAT V F,[1] € 3-SAT ,

wobei Fy[a| wieder fiir die CNF-Formel stehe, die aus F),, vermoge einer partiellen Belegung
a € {0,1} hervorgeht. Fiir (Cy,...,Cp) € x7,{0,1}"® erhalten wir folgende dquivalente
Bedingungen:

(Co,...,Cy) ist ein 3-SAT Tester
& (VE, € {0,1}4™ : C\y(Fr) = Coy1(Fp[0]) V Cr 1 (Fa[1]))

A ((Cy, ... ,Cn_1) ist ein 3-SAT Tester)
<~

in Polynomialzeit testbar
s | V(F,... Fy) e x™ {0,110 vie {1,... ,m}: Ci(F) = C;_1(F[0]) v Ci_1 (F[1])

A (Cy ist ein 3-SAT Tester)

- o

in konstanter Zeit testbar

Wir haben damit fiir die Sprache der 3-SAT Tester eine Beschreibung vom ,,V-Typ* gefunden,
womit der gesamte Beweis abgeschlossen ist. a
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11 Probabilistische Komplexititsklassen

Eine probabilistische Turing-Maschine (PTM) arbeitet wie eine NTM mit zwei Entschei-
dungsalternativen pro Schritt. Der Unterschied zwischen NTMs und PTMs macht sich tech-
nisch erst bei der Definition der von M erkannten Sprache L, bemerkbar. Eine NTM M
akzeptiert einen String z € ¥* (d.h. € Ly;) gdw M mindestens eine akzeptierende Rech-
nung auf Eingabe z besitzt. Bei einer PTM hingegen werden wir i.A. fordern, dass es

- auf Eingaben z € Ly, , viele“
- auf Eingaben x ¢ Lj; ,wenige*

akzeptierende Rechnungen gibt. Um die Begriffe viele“ und ,wenige“ zu quantifizieren,
sehen wir die Rechnung einer PTM M als zufillig an: in jedem Schritt wird eine der beiden
Handlungsalternativen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gew&hlt. Wie schon bei NTMs gibt es bei
PTMs ein ,online“- und ein ,,offline“-Modell:

online-Nichtdeterminismus In jedem Schritt wé&hlt M nicht-deterministisch eine von
(oBdA) zwei Handlungsalternativen aus, sagen wir ,Aktion 0 oder , Aktion 1¢.

online-Randomisierung In jedem Schritt bestimmt A ein perfektes Zufallsbit b € {0,1}
(etwa durch den Wurf einer perfekten Miinze) und wihlt dann Aktion b.

offline-Nichtdeterminismus Fiir eine T'(n)-zeitschrbeschrinkte NTM A nehmen wir die
T'(n) nicht-deterministichen Entscheidungen vorweg, indem wir die Eingabe  um einen
(nicht-deterministisch gewihlten) Ratestring y € {0,1}7(™ ergéinzen und M determi-
nistisch auf (y,z) rechnen lassen, wobei im i-ten Schritt die Aktion y; gewahlt wird
(Rate-Verifikationsschema).

offline-Randomisierung Wir stellen uns vor, die T'(n)-zeitbeschrankte PTM M hétte Zu-
griff auf einen (beziiglich der uniformen Verteilung) zufilligen String y € {0,1}7(".
Auf (y,z) rechnet M dann deterministisch, wobei (in Analogie zu NTMs) im i-ten
Schritt die Aktion y; gewdhlt wird.

Wir wihlen im Folgenden das Modell der offline-Randomisierung und setzen zudem oBdA
voraus, dass eine T'(n)-zeitbeschrankte PTM M auf jeder Eingabe (y, z) mit € ¥" und y €
{0,1}7(™ exakt T'(n) Schritte rechnet. Da y beziiglich der uniformen Verteilung auf {0, 1}7
ausgewahlt wurde, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten zum Akzeptieren bzw. Verwerfen
von & durch ,Z&hlen* ermitteln (Anzahl der giinstigen Fille dividiert durch die Anzahl aller
Fille):

{y € {0, 1} ™M (y, z) = 1}]

P;r[M(y,a:)zl] = ST
T(n) z) =
P(M(y,2) = 0] — iy € {0.1} 2T(|£4<y, ) = 0}

Wir merken kurz an, dass alle auftretenden Wahrscheinlichkeiten Vielfache von 2-7( sind.
Beim Erkennen einer Sprache L kann M folgende Fehler begehen:
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Fehler 1. Art M akzeptiert x obwohl z ¢ L.

Fehler 2. Art M verwirft z, obwohl = € L.

Die diversen probabilistischen Komplexitédtsklassen unterscheiden sich darin, welche Fehler-
wahrscheinlichkeiten toleriert werden. Wir fiihren nun eine allgemeine generische Notation
ein, aus welcher sich die géngigen Klassen leicht ableiten lassen:

Definition 11.1 Seien 0 < a < <1, o, € Q und L C {0,1}*. Wir sagen L gehort zur
Klasse R<y>p gdw eine PTM M mit polynomieller Zeitschranke T'(n) existiert, so dass fiir
alle n > 0 und alle z € {0,1}" folgende Bedingungen gelten:

r¢L = Pr[M(y,z)=1<a
y
rel = Pr[M(y,z)=1>p
y
Die Klassen R.o >3, R<a>p und Roo~p sind analog definiert. Fir diese Klassen ist auch
der Fall oo = 3 (mehr oder weniger) sinnvoll.

Im Folgenden nennen wir eine PTM mit einer polynomiellen Zeitschranke kurz eine PPTM.
Dass sich die uns vertrauten Klassen P und NP als Grenzfille von probabilistischen
Komplexitatsklassen darstellen lassen, lehrt folgendes

Beispiel 11.2 P = RS0721 und NP = RS07>0'
Weiterhin merken wir kurz an:
Lemma 11.3 Alle von Definition 11.1 induzierten probabilistischen Komplexitditsklassen

sind Teilklassen von PSpace.

Beweis Eine Sprache L € R<, >3 mit einer PPTM M (polynomielle Zeitschranke 7T") als Ak-
zeptor kann deterministisch mit polynomiell beschrinktem Platzverbrauch erkannt werden
wie folgt:

1. Gegeben Eingabe z € {0,1}", starte M auf (y, =) fiir jedes y € {0,1}7(™ benutze aber
jeweils das gleiche Bandsegment.

2. Zéahle nebenbei die anzahl N, der akzeptierenden Rechnungen.
3. Akzeptiere schlieflich z gdw N, > 52T,

Fiir die Klassen R4 >3, R<q>p und R, -p ist die Argumentation vollig analog. a

In den folgenden Abschnitten diskutieren wir einige Standardbeispiele fiir probabilistische
Komplexitétsklassen:

PP = R<1/2,>1/2
BPP

RP Reo>172
/PP = RPNco-RP

R<1/3>2/3
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Heutzutage gilt BPP (mehr noch als die Klasse P) als die Klasse der , praktisch l6sbaren
Probleme (unter Einsatz von Randomisierung). Algorithmen, die die Mitgliedschaft eines
Problems in der Klasse RP (bzw. ZPP) bezeugen, sind auch unter dem Namen ,Monte-
Carlo Algorithmen* (bzw. , Las-Vegas Algorithmen“) bekannt.

11.1 Die Klasse PP

Es ist nicht sinnvoll, fiir den Fehler 1. und 2. Art jeweils eine Fehlerwahrscheinlichkeit von
1/2 zuzulassen: dann kénnten wir ndmlich die Frage

rel?

mit dem Wurf einer perfekten Miinze entscheiden.®! Es ist daher eine Art Minimalforderung,
dass die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. und 2. Art zumindest kleiner als 1/2 sein
sollte. Dies fiihrt zur Definition der Klasse PP (Probabilistic Polynomial Time):

PP = R<1/2,>1/2

Die Minimalforderungen, die wir an die Klasse PP richten, sind allerdings zu schwach. Der
Hauptgrund hierfiir ist, dass eine Maschine, die einen lediglich , exponentiell kleinen Vor-
sprung vor zufélligem Raten“ besitzt, in ihrem statistischen Ein/Ausgabeverhalten nicht
effizient von zufilligem Raten unterschieden werden kann.®? Ein weiteres Indiz dafiir, dass
PP keine Klasse mit praktikablen Erkennungsalgorithmen ist, werden wir im Satz 11.5 lie-
fern, welcher besagt, dass NP eine Teilklasse von PP ist.

Wir beweisen als kleine Aufwérmiibung zunéchst das folgende

Lemma 11.4 PP .= R<1/2’>1/2 = R§1/27>1/2.
Beweis Die Inklusion R.y/2 »1/2 =C R<i1/2,51/2 ist trivial. Wir zeigen, dass auch die Inklusion

Reyja>172 € Rerjo 12

giiltig ist. Es sei L € R<y/2~1/2 und M eine entsprechende PPTM mit Zeitschranke T'(n),
wobei 1" ein Polynom mit Koeffizienten aus N bezeichnet. Da die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis ,M akzeptiert Eingabe z € {0,1}"“ ein Vielfaches von 277 ist, folgern wir

1 1
Pr(M(y,z) = 1] > 5 < Pr[M(y,2) = 1] > 5 + 2 T (53)
Y Y

Wir erweitern M zu einer PPTM M’, die zusétzliche Zufallsbits by, by, . .. , by, verwendet
und arbeitet wie folgt:

81Deshalb hatten wir die Klasse R<o, >p nur im Falle a < § zugelassen. Ry >1/» wire die Klasse aller
Sprachen!

82Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Konkretisierung und einen mathematischen Beweis dieser Aus-
sage. Im Prinzip lduft die Argmentation darauf hinaus, dass man exponentiell viele Experimente machen
miisste, um eine infinitesimal unfaire Miinze zuverlissig von einer fairen Miinze zu unterscheiden.
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1. Falls by = by = --- = bp(n) = 0 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 2-(1+T())) dann
verwerfe = und stoppe. Andernfalls mache weiter.

2. Starte M auf (y,z) und entscheide wie M.

Wenn M die Eingabe x verwirft, so auch M’. Es gibt aber auch eine positive Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass M Eingabe = akzeptiert, aber M’ sie verwirft, weil alle b-Bits Nullen sind.
Folglich gilt fiir alle ¢ L:

Pr(M'(yb,) = 1] < Pr{M(y,2) = 1] <

NN

Weiterhin gilt (wegen der Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmaflen) fiir alle € L:

Pr[M(yb,z) =0] < Pr[M(y,z) = 0]+ 277
Y y

2 % 9 T 4 g (1+T(m)
1 1
_ L sy L
2 2
und somit
1
Pr[M(yb,z) =1] > = .
yb 2
PPTM M' bezeugt, dass L € R.1/3,51/2- a

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem folgenden
Satz 11.5 NP C PP.

Beweis Wegen Lemma 11.4 geniigt es
NP C R<i/z,51/2

nachzuweisen. Es sei L eine beliebige aber fest ausgewdhlte Sprache aus NP = Ry und
M eine entsprechende PPTM. Wir erweitern M zu einer PPTM M’ die ein zusétzliches
Zufallsbit b verwendet und arbeitet wie folgt:

1. Falls b = 1 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 1/2), dann akzeptiere und stoppe.
Andernfalls mache weiter.

2. Starte M auf (y,x) und entscheide wie M

Offensichtlich gilt fiir alle z ¢ L (welche von M niemals akzeptiert werden):

1
Pr[M =1]==
Pr{M(yb, @) = 1] = 5
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Unter Verwendung des ,,Satzes der bedingten Wahrscheinlichleiten“ erhalten wir fiir alle z €
L (die von M mit einer positiven, obschon evtl. sehr kleinen, Wahrscheinlichkeit akzeptiert
werden):

1 1
Pr[M(yb,z) =1] = =Pr[M(yb,x)=1|b=1]+ = Pr[M(yb,z) = 1|b = 0]
yb 2 yb 2 yb
1 1 1
= —.1+-Pr[M =1] > =
>0
PPTM M' bezeugt, dass L € R<1/251/2. O

11.2 Die Klasse BPP

Die Lehre aus dem Abschnitt 11.1 ist, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 1. und
2. Art ,deutlich“ kleiner als 1/2 sein sollten, damit die randomisierten Entscheidungen (Ak-
zeptieren versus Verwerfen) sich signifikant von zufilligem Raten unterscheiden. Dies ist bei
der Definition der Klasse BPP (Bounded-away from 1/2 Probabilistic Polynomial Time)
beriicksichtigt:

BPP = R§1/3722/3

Um mit dieser technischen Definition vertraut zu werden, zeigen wir zundchst, dass die
Auswahl der Konstanten 1/3,2/3 willkiirlich ist und es nur darauf ankommt die Fehlerwahr-
scheinlichkeit ,deutlich“ von 1/2 abzugrenzen. Anschlielend zeigen wir, dass BPP auf dem
2. Level der polynomiellen Hierarchie (oder noch tiefer)®® angesiedelt ist.

Um die Grenzen der Fehlerwahrscheinlichkeiten auszuloten, welche wir an die Stelle der
Konstanten 1/3,2/3 setzen kénnen, bendtigen wir folgende natiirliche Verallgemeinerung von
Definition 11.1:

Definition 11.6 Es seien o = (ap)n>0 und B = (Bn)n>o 2wei Folgen mit 0 < o, < B, < 1
und oy, B, € Q fir alle n > 0. Wir sagen L gehdrt zur Klasse R<y > gdw eine PTM M
mit polynomieller Zeitschranke T'(n) (also eine PPTM) existiert, so dass fir alle n > 0 und
alle x € {0,1}"™ folgende Bedingungen gelten:

r¢ L — P;r[M(y,x)zl] < ap,

rel = Pr[M(y,z)=1]> 8,
Yy

Die Klassen Roq >3, R<q>p und R.q ~p sind analog definiert.

Wir zeichnen zwei Nullfolgen € = (¢,,) und 6 = (4,,) aus:

€n = 2" und 6, =n" (54)

83Sogar BPP = P lisst sich beim derzeitigen Stand des Wissens nicht ausschlieen.
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Hierbei seien k,l € N natiirlich-zahlige Konstanten. Offensichtlich gilt
=BPP

—f—
Rec>1-¢ € Rayyz>2/3 € Reyja_s>1/246 - (55)

€, ist eine phantastisch kleine Fehlerrate, die mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Null
konvergiert. 1/2 — 6, hingegen kommt verdichtig nahe an die Fehlerrate 1/2 von zufilligem
Raten heran.®* Obwohl bei oberflchlicher Betrachtung eine ,Galaxie“ zwischen den Feh-
lerraten €, und 1/2 — §,, zu liegen scheint, werden wir jetzt nachweisen, dass alle in (55)
aufgefiihrten Klassen zu BPP identisch sind. Hierzu geniigt es freilich, die Inklusion

Reija—s>1/216 € Ree>1-c

nachzuweisen. In Worten: Eine PPTM M, die lediglich einen polynomiellen Vorteil iiber
zufilliges Raten erzielt, lisst sich in eine PPTM M’ mit einer exponentiell kleinen Fehlerrate
transformieren. Wir beweisen zu diesem Zweck die folgende (etwas allgemeinere) Aussage:

Satz 11.7 Es sei T = (7,)n>0 eine in poly(n) Schritten berechenbare Folge. Weiter sei M
eine PPTM, die fir alle n > 0 und alle ¢ € {0,1}" die folgenden Bedingungen erfillt:

r¢ L = Pr[M(y,z)=1<1,—0,
y

rel = Pr[M(y,z)=1]>7,+0,
v
Dann existiert eine PPTM M' fiir L mit Fehlerrate € (was L € R >1-¢ bezeugt).

Beweis PPTM M' gehe auf Eingabe x € {0,1}" vor wie folgt:
1. Berechne 7, aus z. (Hierfiir spielt nur die Linge n von x eine Rolle.)

2. Fiir eine hinreichend grofie (Prizisierung erfolgt aus didaktischen Griinden spéter)
natiirliche Zahl R lasse M R-mal auf Eingabe z laufen (mit jeweils neuen, unabhéngi-
gen Zufallsbits) und bestimme dabei die absolute Haufigkeit R, mit welcher & von M
akzeptiert wird.

3. Akzeptiere z gdw R, > 7, R.
Wir machen folgende Beobachtungen:

e R, ist eine binomial verteilte Zufallsvariable (Anzahl der Erfolge bei R unabhingig
durchgefiihrten Bernoulli-Experimenten).

e Falls z € L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 7, + ¢,, akzep-
tiert), dann gilt

E[R.] > (1, + 6,)R .

84Da dieser Term jedoch noch um den Kehrwert eines Polynoms von 1/2 weg-separiert ist, spricht man
von ,polynomiellen Vorteil iiber zufiilliges Raten®).
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e Falls x ¢ L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 7, — d,, akzep-
tiert), dann gilt

E[R+] S (Tn - 5n)R .

e M’ begeht einen Fehler hochstens dann, wenn die Zufallsvariable R, von ihrem Erwar-
tungswert um mindestens ¢, R abweicht.

Mit Hilfe der (aus der Statistik bekannten)®® Chernov-Schranken folgt, dass die Abweichung
einer binomial-verteilten Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert (bei hinreichend grofler
Anzahl von Versuchen) ein eher unwahrscheinliches Ereignis ist. Genauer:

Pr[|R, — E[R.]| > 6,R] < 2¢~2E

Eine kleine Rechnung ergibt

_os2 In(2/¢,)
262 R n
2e & R > 725% .

Wegen 6, = n~* und ¢, = 2-n' ergibt sich nun, dass

R = n2k+l+1

hinreichend grof} ist, um fiir M’ die Fehlerschranke ¢, zu garantieren. O

Der Spezialfall 7,, = 1/2 liefert nun die

Folgerung 11.8 Die Klassen R<c>1- und R<y/z_s>1/245 stimmen beide mit der Klasse
BPP = R§1/3,22/3 iberein.

Die Technik, eine hohe Fehlerrate durch wiederholte Anwendung eines Zufallsexperimen-
tes signifikant zu verkleinern, wird ,Boosting® genannt. Bei PPTMs mit beidseitigem Fehler
haben wir dabei eine Art ,Majoritdtsvotum* in Verbindung mit den , Chernov-Schranken®.
Bei PPTMs mit einseitigem Fehler wird sich spéter ein einfacheres Boosting-Argument er-
geben.

855. auch Begleitmaterial zur Vorlesung
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Wir versuchen im Folgenden, BPP in die polynomielle Hierarchie einzuordnen. Zu diesem
Zweck definieren wir eine neue Komplexititsklasse:

Definition 11.9 Wir sagen eine Sprache L C X* gehért zur Komplexititsklasse ®5 gdw
eine Sprache Ly € P existiert, so dass fir alle n > 0 die folgenden Bedingungen gelten:

te€Ll & (Y)po(V2)par : (z,y,2) € Lo (56)
t¢ L < (32)pa(YY)por : (2,Y,2) & Lo (57)

Die Klasse ®5 wird von A, und s N1l, ,,gesandwiched*:
Lemma 11.10 Az g @2 g 22 N HQ.

Beweis Wir beweisen zunéchst ®; C ¥ N II;. Wéahle eine beliebige Sprache L aus ®, fest
aus. Aus Bedingung (56) ldsst sich unmittelbar L € ¥, ablesen. Aus Bedingung (57) ergibt
sich nun L € II, wie folgt:

L ={z[ ~(x ¢ L)} = {z] ~(B2)pot(VY)pat : (2,9, 2) & Lo)} = {2| (V2)pot(3Y)pot : (€, 4, 2) € Lo}

Somit hat sich insgesamt L € ¥, N II; und daher &5 C 35 NIl ergeben.

Der Rest des Beweises ist der Inklusion Ay, C &, gewidmet. Wir wéhlen eine beliebige
Sprache L € Ay = P|[NP] fest aus. Dann gibt es eine Sprache L' € NP und eine polynomiell
zeitbeschrankte DOTM M|L'], welche Eingaben aus L erkennen kann. Wir wéhlen eine
beliebige Eingabe x € X" fest aus. Es seien

(glabl)) ) (gsabs)

mit

b — 0 fallsg; ¢ L'
11 fallsg; e L’

die Fragen und Antworten in der Kommunikation zwischen M|[L'] und ihrem L'-Orakel. Fiir
alle ¢ mit g; € L' bezeichne h; ein (in Polynomialzeit priifbares) Zertifikat, das die Mitglied-
schaft von g¢; in L' bezeugt. Um L € ®, nachzuweisen, suchen wir nach einer Darstellung
von L, die den Bedingungen (56) und (57) gentigt. Zu diesem Zweck definieren wir ein Kom-
muntkationscodewort W geméafl

W= (wy,...,ws) ,

wobei

. J (9:,0) falls g; ¢ L'
v (gi, 1, ;) falls g; € L'

W kodiert die (ggf. um Zertifikate erweiterte) Kommunikation zwischen M[L'] und ihrem
Orakel. Wir nutzen im Folgenden aus, dass W eine effiziente Simulation von M[L'| auf
Eingabe z erlaubt. Genauer: wir definieren eine polynomiell zeitbeschrankte DTM M, (die
im Wesentlichen M[L'] simuliert) und zeigen, dass die von ihr induzierte Sprache Ly den an
eine Sprache L € ®, gerichteten Bedingungen (56) und (57) geniigt:
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e Eine Eingabe von M, heifle zuldssig, falls sie die Form (z,y, z) hat, wobei y = W oder
z = W gelten soll.

e My soll eine zuldssige Eingabe (z,y,z) mit y = W oder z = W akzeptieren gdw
re L8

Man iiberlegt sich leicht, dass ,syntaktisch inkorrekte“ Eingaben, die nicht von der Form
(x,y,z) sind (wobei mindestens einer der Strings y,z von der Syntax her ein ,potenziel-
les* Kommunikationscodewort sein muss), in Polynomialzeit entlarvt werden. Wir kénnen
daher annehmen, dass eine syntaktisch korrekte Eingabe der Form (z,y, z) (mit zumindest
einem potenziellen Kommunikationscodewort) vorliegt. Ein offensichtliches Dilemma fiir M,
besteht darin, dass sie nicht weifl; ob y oder z (oder evtl. keiner von beiden) das korrek-
te Kommunikationscodewort ist. Vergleichsweise harmlos ist dabei der Fall, dass einer der
Strings y,z (oder gar beide) eines der folgenden (in Polynomialzeit erkennbaren) , Fouls*
begeht:

Foul 1 Er weicht bereits syntaktisch von einem Kommunikationscodewort ab.

Foul 2 Er hat die syntaktische Form eines Kommunikationscodewortes, enthilt aber nicht
exakt die Fragen, die M[L'] an ihr Orakel richtet.

Falls weder y = W noch z = W (insbesondere also, falls beide Strings ein Foul begehen),
dann darf M, sowieso machen, was sie will. Nehmen wir also an, dass eine zuléssige Eingabe
mit y = W oder z = W vorliegt. Falls einer der Strings ein Foul begeht, dann ist (bei
einer zuldssigen Eingabe) der andere String das Kommunikationscodewort und M kann die
Simulation von M[L'] problemlos durchfiihren.

Bose, bose Was aber, wenn weder y noch z ein Foul begeht?

Man iiberlegt sich leicht, dass M, auch unter diesen (maximal widrigen) Umsténden korrekt
arbeiten kann, indem sie ein paar Regeln beherzigt:

e Falls y, z zur Anfrage g; das gleiche Antwortbit enthalten, dann setze die Simulation
mit diesem Antwortbit fort.

e Im Konfliktfall benutze das Zertifikat h;, um
g; € L'?

zu testen. Falls die Verfikation gelingt, dann setze die Simulation mit Antwortbit 1
fort. Falls nicht, dann mit Antwortbit 0.

Es hat sich also gezeigt, dass eine DTM M, mit den gewiinschten Eigenschaften existiert.
Es bezeichne Ly die zugehorige Sprache. Wir wollen nun argumentieren, dass L, Ly in der
Beziehung (56) zueinander stehen:

e Die Richtung ,,=" ergibt sich mit y = W.

86Bei unzulissigen Eingaben machen wir My keine Vorschriften.
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e Die umgekehrte Richtung kann indirekt bewiesen werden. Fiir # ¢ L kann kein y
existieren, so dass fiir alle z die Bedingung (z,y,2) € Ly erfiillt ist. Zumindest fiir
z = W wiirde namlich M, die Eingabe (z,y, z) verwerfen.

SchlieBlich argumentieren wir, dass L, Ly auch in der Beziehung (57) zueinander stehen:
e Die Richtung ,=" ergibt sich mit z = W.

e Die umgekehrte Richtung kann indirekt bewiesen werden. Fiir + € L kann kein z
existieren, so dass fiir alle y die Bedingung (z,y,2) ¢ Lg erfiillt ist. Zumindest fiir
y = W wiirde nidmlich M, die Eingabe (z,y, z) akzeptieren.

Somit hat sich L € ®, und daher auch Ay, C &, ergeben. O

Zum Beweis des Hauptresultates benotigen wir noch das folgende

Lemma 11.11 Essei A C {0,1}" mit |A] > 22V und k = 18N. Dann ezistieren yy, ... ,yy €
{0, 1}, so dass fiir alle z € {0,1}" die Bedingung

k
|{ie{1,...,k}:yi®zeA}|>§ (58)
erfillt ist (wobei ,®“ die komponentenweise Addition modulo 2 bezeichnet).

Beweis Wir verwenden die probabilistische Methode, d.h., wir zeigen, dass es eine echt posi-
tive Wahrscheinlichkeit gibt, eine , passende“ Sequenz 7 := (y1, ... ,yx) € {0, 1}*V zufillig zu
generieren. Wir nennen die Sequenz 7 ,,gut* fiir z € {0,1}¥, falls § und z die Bedingung (58)
erfiillen. Ansonsten heifle  ,schlecht* fiir z € {0,1}". In dieser Sprechweise ist zu zeigen,
dass eine Sequenz § € {0, 1}*V existiert, die simultan fiir alle 2 € {0, 1}" gut ist. Betrachte
eine Sequenz § die (beziiglich der uniformen Verteilung) zufillig aus {0, 1}*Y gewiihlt ist.
Fiir ein beliebig aber fest ausgewéhltes z € {0, 1} sei Z; die Bernoulli-Variable

7 1 fallsy;6z€ A
10 fallsy; ez ¢ A

Dann sind Zi,...,Z; identisch verteilte unabhéngige Bernoulli-Variable mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p > 2/3. Damit ¢ schlecht fiir z ist, miisste Z; + - - - + Z um mindestens k/6
vom Erwartungswert pk > 2k/3 abweichen. Mit den (uns inzwischen bekannten) Chernov-
Schranken (und mit & = 18N) ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir durch e 2(1/6)*F —
e N nach oben beschrinkt ist. Mit der Subadditivitit von Wahrscheinlichkeitsmafien fol-
gern wir weiter: die Wahrscheinlichkeit, eine zuféllige Sequenz ¥ zu generieren, so dass ein
z € {0,1}" existiert, fiir welche 7 schlecht ist, ist nach oben durch 2Ve™" < 1 beschrénkt.
Somit gibt es eine positive Wahrscheinlichkeit, eine Sequenz ¢ zu realisieren, die fiir alle
z € {0,1}" gut ist. 0

Nun zum Finale des laufenden Kapitels:

Satz 11.12 BPP C ®,.
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Beweis Wihle eine beliebige Sprache L € BPP fest aus. Es sei M eine PPTM fiir L mit
einer polynomiellen Zeitschranke T'(n) und einer durch 1/3 beschrinkten Fehlerrate (fiir die
Fehler jeweils beider Arten).

Ziel Darstellung von L gemafl der Definition von ;.

Wihle ein n > 0 und eine Eingabe z € ™ beliebig aber fest aus. Setze N := T'(n) und
k := 18N. Es bezechne x die charakteristische Funktion fiir die Sprache L. Die Menge

A:={ye{0,1}"| M(y,z) = xu(z)}

hat eine Méchtigkeit [A| > 22V, da |A| die Anzahl der korrekten Rechnungen der PPTM M
(mit einer durch 1/3 beschrénkten Fehlerwahrscheinlichkeit) auf Eingabe x ist. Es bezeichne
Ly die Sprache bestehend aus allen (z,y, z) mit folgenden Eigenschaften:

1. y hat die Form (yy,...,yx) mit y; € {0, 1} firi=1,... k.
2. z hat die Form (zy,...,2;) mit 2; € {0, 1} fir i =1,... k.
3. Eine Mehrheit der k? Rechnungen M (y; @ z;, z) ist akzeptierend.

Da A die Bedingungen von Lemma 11.11 erfiillt, folgt leicht, dass L und L, in den Bezie-
hungen (56) und (57) zueinander stehen. Somit gilt L € ®; und daher auch BPP C ®,.
|

11.3 Die Klasse RP

Die Komplexitédtsklassen PP und BPP lassen prinzipiell einen beidseitigen Fehler zu. In
diesem Abschnitt lernen wir eine Klasse kennen, bei welcher lediglich ein einseitiger Fehler
zugelassen ist. Die Klasse RP (Random Polynomial Time) ist gegeben durch

RP:RSOZUZ .

Eingaben x ¢ L werden also stets verworfen und Eingaben x € L werden mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1/2 akzeptiert. Eine PPTM, die diesem Kriterium geniigt, ist
also auf Eingaben z ¢ L fehlerfrei. Wir merken kurz an, dass RP wegen

RP = Reg>1/2 € R<g,»0 = NP

in NP enthalten ist.
Ahnlich wie im Falle BPP werden wir zeigen, dass die Wahl der Konstante 1/2 willkiirlich
ist:

Lemma 11.13 Fir die in (54) definierten Nullfolgen € = (€, )n>0 und 6 = (6,)n>0 gilt:

=:RP
P
R<o>1-¢ = R<o>172 = R<o,>5 -
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Beweis Wegen der offensichtlichen Inklusion
Rep>1-¢ © Rep>172 © Reo>5
gentigt es,
Reg>5 € Reg>1-¢

zu beweisen. In Worten: jede PPTM mit einseitigem Fehler, aber einer Fehlerrate von 1 — ¢
auf Eingaben aus L, kann in eine PPTM mit einseitigem Fehler transformiert werden, die
auch auf Eingaben in L eine exponentiell kleine Fehlerrate aufweist. Sei nun eine Sprache
L € R<y>s mit einer hierzu passenden PPTM M vorgegeben, so dass fiir alle n > 0 und alle
r € X" gilt:

r¢L = P;r[M(y,x):l]zo
rel = P;r[M(y,x)]:l]>5n

Dann sei M' die PPTM, die auf Eingabe € X" arbeitet wie folgt:

1. Wende M R-mal (jeweils mit neuen unabhingigen Zufallsbits) auf Eingabe = an (wobei
wir R aus didaktischen Griinden erst spéter festlegen).

2. Falls z in mindestens einer der R Rechnungen akzeptiert wurde, so stoppe akzeptierend.
Andernfalls stoppe verwerfend.

Falls ¢ L, dann wird  von M R-mal verworfen. Somit stoppt auch M’ schliellich ver-
werfend. Falls x € L, dann macht M’ einen Fehler (verwerfendes Stoppen) gdw alle R
Rechnungen von M auf Eingabe z verwerfend sind. Da eine einzelne Rechnung von M auf z
mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 1 — 6,, verwerfend ist, ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass alle R (unabhéngig voneinander ausgefiihrten) Rechnungen von M auf
Eingabe x verwerfend sind (gemé&fi der Produktformel fiir die Konjunktion unabhéngiger
Ereignisse) die obere Schranke

(1—6,)F <e i

(Hierbei wurde die Formel 1+a < e* mit Gleichheit nur fiir a = 0 benutzt, die fiir allea € R
giiltig ist.) Eine elementare Rechnung ergibt

In(1/e,) '

e Ok < €&, R >
On

Wegen ¢, > 27" und 6n > n~F ist R := n**! eine hinreichend grofe Wahl von Parameter R.
Unsere Diskussion hat ergeben, dass M’ eine PPTM ist, welche L € R<g >1_. bezeugt (was
zu beweisen war). O

Folgerung 11.14 Fiir jede Konstante 0 < ¢ <1 gilt: RP = R<p >.
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11.4 Die Klasse ZPP

Die bisher betrachteten PPTMs lassen fiir den menschlichen Benutzer einen Rest Unsicher-
heit iibrig. Selbst bei PPTMs mit einseitigem Fehler kénnen wir nicht sicher sein (obschon
die Fehlerwahrscheinlichkeit via ,Boosting® vernachlissigbar klein gemacht werden kann),
dass eine verworfene Eingabe nicht vielleicht doch zur Sprache gehort und hétte akzeptiert
werden sollen. Eine Fehlerwahrscheinlichkeit von, sagen wir, 27190 ist sicher nicht gréfier
als die Wahrscheinlichekeit, dass alle Kernkraftwerke dieser Erde gleichzeitig ihren Super-
gau erleben. Allein: eine auch noch so kleine Fehlerwahrscheinlichkeit bleibt ein ,, Stachel im
Fleisch* des wahren Perfektionisten! Voila, hier ist nun die Definition der PPTM, die Balsam
auf die Wunden aller Puristen und Perfektionisten traufelt:

Definition 11.15 Eine fehlerfreie PPTM M, ist eine PPTM, deren Ausgaben 0 (fir ver-
werfende Rechnungen) und 1 (fir akzeptierende Rechnungen) stets absolut verldsslich sind.
Sie verfigt iber eine dritte Ausgabe ,1/2% (fir ,unentschieden®), die aber auf jeder Eingabe
mit einer Wahrscheinlichkeit vonb hichstens 1/2 produziert wird.

Definition 11.16 Die Klasse ZPP (Zerro Error Probabilistic Polynomial Time) besteht aus
allen Sprachen, die eine fehlerfreie PPTM zum Akzeptor haben.

Wie im Falle von RP ist die Wahl der Konstanten 1/2 in der Definition von fehlerfreien
PPTMs willkiirlich. Sie kann durch jede Konstante 0 < ¢ < 1 (oder auch durch 1 — € bzw. §)
ersetzt werden, ohne dass die davon induzierte Klasse ZPP sich &ndert.

Wenn wir bei einer fehlerfreien PPTM fiir die Sprache L Ausgabe 0 und Ausgabe 1
vertauschen, erhalten wir eine fehlerfreie PPTM fiir die Komplementérsprache L. Somit gilt
das

Lemma 11.17 ZPP = co-ZPP.
Folgendes Resultat klirt das Verhéltnis von RP und ZPP:
Satz 11.18 ZPP = RP N co-RP.

Beweis Wir weisen zunichst
ZPP C RP

nach. Sei L € ZPP und M eine dazu passende fehlerfreie PPTM. Die PPTM M’ arbeite wie
M, aufler dass statt 1/2 stets 0 ausgegeben werde. Es folgt:

M’ bezeugt, dass L € RP. Somit gilt ZPP C RP.
Durch Dualisierung erhalten wir

ZPP = co-ZPP C co-RP,
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womit dann auch
ZPP C RP Nco-RP

nachgewiesen wire.
Bleibt also zu zeigen, dass

RP Nco-RP C ZPP .

Sei L € RP Nco-RP. Es sei weiter M die PPTM, welche L € RP bezeugt und entsprechend
M die PPTM, welche L € co-RP und somit L € RP bezeugt. Wir betrachten die PPTM
M', die arbeitet wie folgt:

1. Wende M und M auf Eingabe z an.

2. Falls M akzeptiert, gib 1 aus, falls M akzeptiert gib 0 aus, und falls weder M noch M
akzeptiert, gib 1/2 aus.

Wegen
_ 1
r¢ L = (P;r[M(y,:c) =1] =0 und P;I[M(y,x) =1]> 5)

rel = (P;r[M(y,a:) =1] =0 und P;I[M(y,a:) =1] > %)

entscheidet sich M’ immer korrekt und ist mit einer Wahrscheinlichkeit von maximal 1/2
unentschieden. M’ bezeugt, dass L € ZPP, womit auch RP Nco-RP C ZPP bewiesen wire.
o

11.5 Abschluss unter Komplement

Wir hatten bereits angemerkt, dass ZPP = co-ZPP. In diesem Abschnitt gehen wir der
Frage des Abschlusses unter Komplement etwas systematischer nach.

Es sei M eine PPTM, die L € R<,>p bezeugt und M die PPTM, die aus M durch
Vertauschen der Ausgaben 0 und 1 hervorgeht. Hieruas ergibt sich

re€Ll=PrM(y,z)=1<a=Pr[M(y,z)=0]>1-a=Pr[M(y,z)=1>1-«a
y y y

und

¢ L=ael=PiMye) =128 = PrM(y,2) =0 <1- g = Pril(y,e) =1 <15 .

Offensichtlich bezeugt M, dass L € R<; 551 - Aus diesen Uberlegungen lassen sich folgende
Schliisse ziehen:
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Folgerung 11.19 Es gilt:

LERw>s = LERa g1 0
L e Réael—a = Le¢ Rsael—a

Analoge Aussagen gelten fiir die Klassen Roq >3, R<q>p und R.o~g. Insbesondere gilt
PP = co-PP und BPP = co-BPP .

Unter den von uns nédher diskutierten Klassen ist RP die einzige ,,asymmetrisch definierte
Klasse, die vermutlich nicht unter Komplement abgeschlossen ist.

11.6 Die Landschaft der Komplexititsklassen

Wir wollen ein Bild entwerfen, das die probabilistischen und deterministischen Komple-
xitdtsklassen (sagen wir zwischen £ und PSpace) und ihre Querbeziehungen darstellt. Aus
der trivialen (und auch schon mehrfach ausgenutzten) Beziehung

0<a<d <f' <B<1=Rca>5C Rew >p
(und den analogen Beziehungen fiir die Klassen R, >3, R<q,>8, R<a,>3) und aus
P =Rco>1, RP = R<g>172, BPP = R<1/3,>2/3, PP = Rc1)251/2, NP = R<p >0
ldsst sich sofort
P C RP C BPP C PP und RP C NP
ableiten. Wegen
ZPP = RP Nco-RP, P =co-P, BPP = co-BPP
folgt weiterhin
P C ZPP C RP C RPUco-RP C BPP und ZPP C NP Nco-NP .

Da alle probabilistischen Klassen, die unserer generischen Definition geniigen, in PSpace
liegen, gilt insbesondere

PP C PSpace .
Schliefilich sei an die Inklusionen
Aggq)ngQﬂHQ undBPqu)g

erinnert. Wenn wir diese Puzzlesteine zusammensetzen, erhalten wir die als Begleitmaterial
ausgeteilte ,,Landschaft der Komplexitédtsklasen®.

Abschlieflend sei ein Resultat von Seinosuke Toda erwéhnt, das ihm nachtréglich im Jahre
1998 den renommierten Godelpreis einbrachte:
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Satz 11.20 (Toda, 1991) Jede Sprache aus PH ist Turing-reduzierbar auf eine Sprache
aus PP:

PH C P[PP] .

Den komlexen Beweis (der u.a. die Technik der , Arithmetisierung von Booleschen Formeln*
verwendet) lassen wir aus, erwdhnen aber die

Folgerung 11.21 Falls PH nicht auf einen endlichen Level kollabiert, dann gilt PP ¢ PH.

Beweis Wir fiihren den Beweis indirekt. Es ist bekannt, dass PP ein unter polynomiellen
Reduktionen vollstdndiges Problem L, enthélt. Somit erhielten wir unter der Voraussetzung
die PP C PH die Implikationskette

PPCPH=L,cPH=3k:L,€S,= 3k: PP C%y = 3k : PH C P[PP] C P[S;] = Apy1 .

Die Inklusion PP C PH hitte also den Kollaps von PH auf einen endlichen Level zur Folge.
([
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