4 Approximationsalgorithmen
und NP-harte Approximation

Ein Approximationsalgorithmus zu einem Optimierungsproblem IT ist ein polynomiell zeitbe-
schrankter Algorithmus A, der zu einer Eingabeinstanz I eine “legale Losung” o ausgibt, die
eine “mathematische Giitegarantie” besitzt. Dabei sagen wir A hat Giite k > 1, wenn A zu je-
der Eingabeinstanz [ eine Losung o konstruiert, deren Wert vom Wert der optimalen Lésung
multiplikativ maximal um Faktor k abweicht. Ein Approximationsalgorithmus der Giite 2
fiir ein Maximierungsproblem wiirde also stets mindestens die Hélfte des optimalen Profites
erbeuten. Ein Approximationsalgorithmus der Giite 2 fiir ein Minimierungsproblem wiirde
hochstens doppelt mal soviel Kosten wie notig verursachen. Es ist naheliegend zu versuchen,
ein NP-hartes Optimierungsproblem fast-optimal mit einem Approximationsalgorithmus zu
losen, dessen Giite moglichst nahe bei 1 liegen sollte. I.A. wird es eine Barriere ky geben, so
dass Approximationsalgorithmen A, mit Giite k > kq existieren, aber nicht mit Giite k < kg
(unter der P # NP Voraussetzung). Grenzfille sind (formuliert fiir Minimierungsprobleme):

Keine konstante Giitegarantie ky = oc.
Jeder Approximationsalgorithmus produziert Losungen, deren Kosten die minimalen
Kosten um einen beliebig grofien Faktor iiberschreiten konnen.

Approximationsschema ky = 1.
Fiir jedes k > 2 existiert eine Approximationsalgorithmus A, mit Giite 1 + 1/k.

Wir behandeln das Thema der Approximationsalgorithmen in diesem Abschnitt nur am
Beispiel des Problems des Handelsreisenden und am Beispiel des Rucksackproblems. Es wird
sich folgendes Bild ergeben:

- TSP besitzt keine konstante Giitegarantie (sofern P # NP).

- Fiir ,Metrisches TSP* (ein Teilproblem von TSP) hingegen gibt es einen Approxima-
tionsalgorithmus der Giite 1.5.

- Fiir KNAPSACK gibt es ein Approximationsschema.

Am Ende des Abschnittes diskutieren wir kurz grundsétzliche Barrieren beim Design von
Approximationsalgorithmen in Form von Resultaten zur NP-harten Approximation.

4.1 Approximierbarkeit von TSP

Fiir TSP (in seiner allgemeinen Form) kann man sich klar machen, dass keine konstante
Giitegarantie existiert (auer wenn P = N P). Wir reduzieren zu diesem Zweck das Problem
des Hamiltonschen Kreises (HC) in geeigneter Weise auf das Problem des Handelsreisenden
(TSP). Sei G = (V, E) der Eingabegraph zu HC. Knotenmenge V' bestehe aus n > 2 Kno-
ten, die wir mit den Nummern von 1 bis n identifizieren. Will man lediglich HC <., TSP
nachweisen, geniigt die uns bereits bekannte Reduktion:
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Setze in der (n x n)-Distanzmatrix D den Eintrag d, ; auf 1 falls {4, j} € E, und andernfalls
auf 2.

Hieraus ergibt sich zwar die NP-Hérte von TSP, aber es ist noch nicht ausgeschlossen, dass
verniinftige Approximationsalgorithmen existieren. Betrachten wir aber nun die folgende
leichte Modifikation der alten Reduktion:

Setze in der (n x n)-Distanzmatrix D den Eintrag d, ; auf 1 falls {4, j} € E, und andernfalls
auf kn.

Es folgt, dass bez. D genau dann eine Rundreise der Lénge n existiert, wenn G einen Ha-
miltonschen Kreis enthélt. Falls jedoch in G kein Hamiltonscher Kreis existiert, muss die
Rundreise mindestens eine Kante aulerhalb von E verwenden. In diesem Fall hat sie min-
destens die Lénge n — 1 + kn. Gébe es einen Approximationsalgorithmus fiir TSP der Giite
k, so wiirde im Falle der Existenz eines Hamiltonschen Kreises in G eine Rundreise der
Lange hochstens kn produziert, andernfalls jedoch eine Rundreise der Lénge mindestens
kn+n —1 > kn. Mit anderen Worten: mit Hilfe der approximativen Losung des TSP koénn-
ten wir HC exakt 16sen. Falls P # NP, ist dies jedoch nicht moglich. Somit gibt es keine
garantierte Giite k fiir Approximationsalgorithmen zu TSP (aufler wenn P = N P).

Die Theorie der NP-Vollstédndigkeit hat uns signalisiert, dass es vermutlich Zeitverschwen-
dung ist, nach einem Approximationsalgorithmus fiir TSP zu suchen. Betrachten wir nun
aber die Einschrinkung von TSP auf Distanzmatrizen D, die symmetrisch sind, d.h.,

\V/1§Z<]§’I’L dij:dji7
und die Dreiecksungleichung erfiillen, d.h.,
V1<i,5,k <n: dy <dy+ djy.

Diese Einschriankungen sind fiir praktische Anwendungen durchaus verniinftig, denn sie be-
sagen in salopper Formulierung:

Symmetrie Von A nach B ist es soweit wie von B nach A.
Dreiecksungleichung Von A nach C kann es nicht weiter sein als von A iiber B nach C.

Das durch Symmetriebedingung und Dreiecksungleichung eingeschrankte TSP-Problem wird
als Metrisches TSP bezeichnet.

Eine Eingabe des metrischen TSP ldsst sich auf die offensichtliche Weise als vollstandiger,
ungerichteter Graph mit Kantengewichten auffassen. Die Knoten représentieren die Stédte
und ein Kantengewicht die Distanz zwischen zwei Stadten. Wegen obiger Symmetriebedin-
gung konnen wir den Graphen als ungerichtet auffassen.

Wir stellen zur Bequemlichkeit ein paar (teilweise schon bekannte) graphentheoretische
Konzepte bereit, die beim Entwurf eines Approximationsalgorithmus fiir das metrische TSP
eine Rolle spielen. Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Weg in G ist eine Folge vy, ..., v, von
r > 1 Knoten, wobei fiir alle7 = 1,...,r—1 Knoten v; und v;;; durch eine Kante verbunden
sein missen. (Ein Grenzfall ist der aus nur einem Knoten bestehende “Punktweg”.) Falls r >
2 und v; = v,, dann heisst der Weg auch geschlossener Weg oder Kreis. Eine Euler-Tour in G
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ist ein Kreis, der jede Kante in G genau einmal durchlauft. G heisst zusammenhdngend, wenn
zwei Knoten sich stets durch einen Pfad miteinander verbinden lassen. Ein wungerichteter
Baum ist ein zusammenhéngender, kreisloser ungerichteter Graph. Wenn man aus einem
Baum eine Kante entfernt (ohne die Randknoten der Kante dabei mitzuentfernen), zerfallt
er in zwei Teile. Ein Baum ist gewissermaflen die dkonomischste Art, alle Knoten durch
Pfade miteinander zu verbinden. Ein Untergraph von G = (V| E) ist gegeben durch eine
Knotenmenge V' C V und alle Kanten aus F, die Knoten aus V' miteinander verbinden.
Man spricht auch von dem durch V' in G induzierten Untergraphen. Ein Teilgraph von
G = (V,E) ist ein Graph G' = (V/, E') mit V' C V und E’' C E. Ein Spannbaum (spanning
tree) von G ist ein Teilgraph der Form 7" = (V, E’), der ein Baum ist. Er enthilt also alle
Knoten von GG und verbindet diese baumartig. Ein solcher Spannbaum kann natiirlich nur

dann existieren, wenn G zusammenhéngend ist. Im Falle von Kantengewichten kénnen wir
T = (V, E') die Kosten

ec k'’

zuordnen. Ein minimaler Spannbaum (minimum spanning tree) ist ein Spannbaum minimaler
Kosten. Es ist bekannt, dass minimale Spannbdume effizient berechnet werden kénnen (zum
Beispiel durch den Algorithmus von Kruskal).

Mit diesem Wissen ausgestattet ist es nun leicht, einen Approximationsalgorithmus der
Giite 2 fiir das metrische TSP zu skizzieren. Es sei G = (V, E') der vollstindige ungerichtete
Graph mit n Knoten 1, ..., n. Knoten ¢ représentiert dabei die i-te Stadt. Kante {4, j} erhélt
als Gewicht die Distanz d; ; zwischen den Stiddten ¢ und j. Wir berechnen einen minimalen
Spannbaum 7" = (V, E’) von G (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Kruskal). Seien ¢
die Gesamtkosten von 7. Wir erhalten eine Rundreise

R(T) = 3’ 57 8’ 57 1’ 57 7’ ]‘0’ 77 5’ 37 2’ 9’ 47 97 6’ 9’ 2’ 37

wenn wir (wie in Abbildung 1 angedeutet) einmal um 7" herumlaufen und dabei die ange-
troffenen Knoten (=Stédte) der Reihe nach auflisten. Da Rundreise R(T") jede Kante von
T zweimal durchlauft, hat sie Lange 2c. R(T) hat noch einen Schonheitsfehler: die Stédte
werden i.A. mehrfach besucht. Wir erhalten eine legale Losung von TSP — also eine Per-
mutation P(7T) von 1,...,n —, wenn wir in R(T") alle Vorkommen von Knoten auer dem
ersten (also alle Duplikate) streichen. In unserem Beispiel fiihrt dies zu

P(T) =3,5,8,1,7,10,2,9, 4, 6.

Wegen der Dreiecksungleichung kann P(7") nicht linger als R(7) sein. Die Kosten von P(T")
sind also maximal 2c.

Wie verhélt es sich nun mit einer optimalen Rundreise? Im Graphen G formt diese einen
Hamiltonschen Kreis C'. Entfernen wir aus C' (irgend-) eine Kante, entsteht ein (sehr spezi-
eller) Spannbaum 7'(C) (s. Abbildung 2). Die Lange von Rundreise C' ist nicht kleiner als
die Gesamtkosten von T'(C). Diese wiederum betragen mindestens c¢. Also hat C' mindestens
die Lange ¢ und der skizzierte Approximationsalgorithmus die Giite 2.
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Abbildung 1: Die aus einem Minimum Spanning Tree abgeleitete Rundreise.

o

Abbildung 2: Der aus einer Rundreise abgeleitete Spanning Tree.

Vom bisherigen Erfolg berauscht stecken wir uns jetzt ein ehrgeizigeres Ziel: Entwurf eines
Approximationsalgorithmus mit Giite 1.5. Zu diesem Zweck muss unser Approximationsal-
gorithmus noch etwas “aufgepeppt” werden. Der Faktor 2, der uns vom Optimum trennt,
resultiert daraus, dass die konstruierte Rundtour jede Kante des minimalen Spannbaumes T’
implizit 2-mal durchlauft. Wenn wir eine Euler-Tour durch T zur Verfiigung hétten, wiirden
wir jede Kante nur 1-mal durchlaufen.

Dies wirft die Frage auf, fiir welche Graphen Euler-Touren existieren. Die Antwort liefert
folgendes

Lemma 4.1 Fin zusammenhdngender Graph besitzt genau dann eine FEuler-Tour, wenn je-
der Knoten einen geraden Grad (also geradzahlig viele Nachbarn) besitzt.!

'In diesem Fall spricht man auch von einem Euler’schen Graphen.



Beweis Wenn ein Knoten v mit ungeradem Grad, sagen wir Grad 2d + 1 existiert, dann
kann es keine Euler-Tour geben: wenn der Kreis den Knoten v zum d 4 1-mal betritt, kann
er ihn nicht mehr verlassen (Sackgassenargument).

Wenn ein zusammenhéngender Graph G nur Knoten mit geradem Grad besitzt, dann kann
eine Euler-Tour (effizient) konstruiert werden wie folgt:

1. Konstruiere einen ersten Kreis C, indem Du solange auf G spazieren gehst (ohne eine
Kante doppelt zu laufen), bis Du zum Ausgangspunkt zuriickkehrst.?

2. Wenn C bereits eine Euler-Tour darstellt, dann gib C aus. Andernfalls mache weiter
mit Schritt 3.

3. Wihle einen Knoten v auf C, der noch unbenutzte Ausgangskanten hat.? Konstruiere
von v aus einen zweiten Kreis C' (wieder durch ,spazieren gehen“). Verschmelze! C
und €’ zu einem neuen Kreis und nenne diesen wieder C. Gehe zuriick zu Schritt 2.

qed.

Aus dem Beweis ergibt sich die

Folgerung 4.2 Es kann in Polynomialzeit getestet werden, ob ein Graph G eine Euler-Tour
enthdlt. Gegebenenfalls kann diese auch in Polynomialzeit® konstruiert werden.

Zuriick zur Frage, ob es eine Euler-Tour durch den minimalen Spannbaum 7" gibt? Leider
nein! In seiner Eigenschaft als Baum muss 7' Knoten ungeraden Gerades besitzen (zum
Beispiel alle Blétter). Es gilt aber immerhin das folgende

Lemma 4.3 Jeder Graph G hat geradzahlig viele Knoten ungeraden Grades.

Beweis Wenn wir die Knotengrade dy, . . ., d,, addieren zéhlen wir jede der m Kanten zweimal
(da jede Kante zwei Randknoten besitzt):

1=1

Da die rechte Seite der Gleichung eine gerade Zahl ist, muss es auf der linken Seite geradzahlig
viele ungeradzahlige Terme geben. qed.

2Da jeder Knoten geraden Grad hat, kann man den Spaziergang stets fortsetzen, solange man noch nicht
den Ausgangspunkt erreicht hat.

3Da G zusammenhiingend ist, muss es einen solchen Knoten v auf C' geben.

4Laufe durch C bis zum Erreichen von v, dann durchlaufe C” bis zum erneuten Erreichen von v und
schliefllich durchlaufe den Rest des temporéir unterbrochenen Kreises C.

5 Auf einer ,Random Access Maschine“ kénnen wir ,, Polynomialzeit* durch , Linearzeit® prizisieren.



Idee Es seien ug,...,us, die Knoten ungeraden Grades in T. Ergéinze T zu einem Eu-
ler’schen Graphen, indem Du k ,,Heiratskanten“ hinzufiigst, die die Knoten u; ,,perfekt
verheiraten“. Wihle hierzu k& Heiratskanten mit minimalem Gesamtgewicht (ein soge-
nanntes , Minimum Weight Perfect Matching“, welches in Polynomialzeit berechenbar
ist).

Hieraus ergibt sich der folgende von Christofides vorgeschlagene Approximationsalgorithmus:

1. Gegeben die n-Clique (bestehend aus den n Stddten) mit Kantengewichten d; ;, be-
rechne einen minimalen Spannbaum 7.

2. Ergénze T (wie soeben beschrieben) durch ein ,Minimum Weight Perfect Matching*
fiir seine ungeraden Knoten zu einem Euler’schen Graphen T".

3. Konstruiere eine Euler-Tour durch 77 und gib diese als Rundreise aus.

Satz 4.4 Die vom Algorithmus von Christofides konstruierte Approrimationsalgorithmus fiir
TSP hat die Giite 1.5.

Beweis Es sei R, eine optimale Rundreise mit Kosten ¢(R,). Wir wissen bereits, dass ¢(R,) >
¢(T). Der Algorithmus von Christofides konstruiert eine Rundreise R mit Kosten ¢(T")+c¢(M),
wobei M das ,,Minimum Weight Perfect Matching“ bezeichnet und ¢(M) das Gesamtgewicht
der dabei beteiligten Kanten. Die Giite 1.5 ergibt sich, wenn wir ¢(R,) > ¢(M)/2 nachweisen
konnen. Zu diesem Zweck sei R!, sie Subtour von R, die resultiert, wenn wir Knoten geraden

Grades in R, auslassen. R, enthilt 2k Kanten, sagen wir ey, ..., eq. Offensichtlich bildet
sowohl {eq, €3, ..., e9,_1} als auch {eq, ey, ..., ear } ein perfektes Heiratssystem fiir die Knoten
Uy, U, - . ., Ugg. SOomit gilt

e(R.) = o(R.) = 2¢(M) .

was den Beweis abschlief3t. qed.

4.2 Approximierbarkeit von KNAPSACK

Sahni hat 1975 folgende Approximationsalgorithmen A, fiir KNAPSACK (Eingabe: Gewich-
te wy, ..., wy,, Profite p1,...,p, und Gewichtsschranke W) vorgeschlagen:

1. Sortiere die n Objekte nach ihrer ,Profitrate“, so dass pi/wy > -+ > p,/wy,.

2. Zu jeder Teilmenge I C {1,...,n} mit |I| < k bestimme ihr Gesamtgewicht W (I) =
> ic; w; und den durch sie realisierten Profit P(I) = 3., p;.

3. Bestimme einen ,, Kandidatenrucksack“ R([), in den zunéchst die durch I bestimmten
Objekte aufgenommen werde, um ihn danach (unter Beachtung der Gewichtsschran-
ke) mit anderen Objekten aufzufiillen. Beim Auffiillen erhalten Objekte mit hoherer
Profitrate hohere Prioritét.



4. Wihle schliellich den profitabelsten Kandidatenrucksack.

Beispiel 4.5 Wir betrachten eine Fingabe fiir KNAPSACK mit n = 8 Objekten und Ge-
wichtsschranke W = 110. Sowohl die weiteren Eingabeparameter als auch der Beispiellauf
von Ag sind aus folgender Tabelle ersichtlich:

i | 1] 21 31 41 5] 6] 7] 8
v | 11| 21311337553 55| 65
wi | 1] 11] 21 23] 33| 43|45| 55
b, || 1| 1| 1] 1] 1| 0] 0] 0
Wy | 1] 12 33| 56| 89 89|89 89
P, 139

Hierbei ist folgendes zu beachten:
- Die Eingabeparameter sind bereits nach absteigender Profitrate sortiert.

- b; bezeichnet ein Indikatorbit, welches mit dem Wert 1 anzeigt, dass Objekt i in den
Rucksack gesteckt wurde.

- Wy ist eine dynamische Variable, die on-line das bisher akkumulierte Gewicht mitzahlt.
Mit Hilfe von Wy, kann entschieden werden, ob das ndchste inspizierte Objekt ohne
Uberschreitung der Gewichtsschranke W = 110 in den Rucksack gesteckt werden kann.

- Ps bezeichnet in entsprechender Weise den akkumulierten Profit. Da uns hier nur der
endgiiltige Wert interessiert, haben wir die Zwischenergebnisse nicht angegeben.

Wir halten als Ergebnis fest, dass Ay die Losung Iy = {1,2,3,4,5} mit Profit 139 (und Ge-
wicht 89) berechnet.

Betrachten wir nun einen Beispiellauf von Ay. Es sei daran erinnert, dass I mit |I| = k
die Menge der Objekte (bestehend aus 1 Objekt im Falle k = 1) bezeichnet, die vorab in
den Rucksack gesteckt werden. Da Ag die Objekte 1,2,3,4,5 ausgewdhlt hat, wiirden die Bei-
spiellaufe mit I = {1}, {2}, {3}, {4}, {5} nur das Ergebnis Iy = {1,2,3,4,5} reproduzieren.
Wir konnen uns also auf die Kandatenrucksicke R(I) mit I = {6},{7},{8} beschrdnken.
Diese drei Beispielldufe sind in den folgenden Tabellen zu sehen (wobei die Fintragungen fir
das vorab in R(I) aufgenommene Objekt zur besseren Kenntlichkeit fett gedruckt sind):

i | 6] 1] 21 3 4] 51 71 8
v |53 | 11| 21 31| 33| 43| 55| 65
w, |43 1] 11] 21| 23] 33|45| 55
b || 1] 1| 1] 1] 1| 0] 0] o0
Wy | 43 [ 44 [ 55| 76| 99| 99| 99| 99
P, 149




pi |95 | 11| 21|31 33| 43| 63| 55
w; || 45| 1| 11|21 23| 33| 43| 55

Wy || 45| 46| 57| 78| 101 ] 101 ] 101 | 101
P, 151

i | 8] 1] 21 31 4] 51 6] 8
v |65 | 11| 21 31| 33| 43| 53| 45
w; || 55| 1] 11]21]23]33|43| 45
b || 1| 1| 1] 1] o] o] o] o0
Ws | 55| 66| 67| 88| 88| 88| 88| 88
P 118

Der beste Kandidatenrucksack (und somit die Ausgabe von A;) ist R({7}). Er enthdlt die
Objekte 1,2,3,4, 7 und erzielt einen Profit von 151 (bei einem Gewicht von 101). Man tiberlegt
sich leicht, dass die optimale Lisung die Objekte 1,2,3,5,6 in den Rucksack steckt. Sie
erzielt einen Profit von 159 (bei einem Gewicht von 109). Algorithmus Ay hdtte die optimale
Bepackung des Rucksackes beim Beispiellauf mit [ = {5,6} aufgespiirt.

Der Algorithmus Ay geht im Prinzip nur Profitraten-basiert vor (da er vorab in den
Rucksack nur ,,die leere Menge packt® und ihn danach Profitraten-basiert auffiillt). Anhand
von , teuflisch” ausgewihlten Eingaben ladsst sich zeigen, dass Ay keine konstante Giite ¢
mit ¢ < oo besitzt. Wenn allerdings , kleine Engelchen“ die Eingabe auswéhlen, dann ist Ag
gar nicht so iibel:

Lemma 4.6 Die Objekte 1,...,n seien absteigend nach Profitrate sortiert. Falls die Eingabe
die Bedingung
J
Fjefl, . on}: Y wi=W (1)
i=1

erfillt, dann packt Ay einen optimalen Rucksack.

Beweis Um den Beweis anschaulich zu machen, fassen wir w; als Preis auf, zu dem (durch
Packen des Objektes i in den Rucksack) ein Nutzen von p; erzielt werden kann. Man be-
kommt eine , Nutzeneinheit® umso billiger, je hoher die Profitrate p;/w; ist. Diese Logik
kann nur dadurch gestort werden, dass irgendwann ein Objekt wegen Uberschreitung der
Gewichtsschranke W nicht mehr in den Rucksack gepackt werden kann, obwohl die Kapa-
zitdt des Rucksacks noch nicht voll ausgelastet war. Die Bedingung (1) garantiert jedoch,
dass diese ,,Storung“ nicht eintritt. Daher ist Y 7_, p; der groftmogliche Gesamtnutzen, der
zu einem Preis von Zgzl w; = W erzielt werden kann. qed.

Approximationsalgorithmus A; mit & > 1 kommt auch mit Eingaben ganz gut zurecht,
die sich ein ,, Teufel“ ausgedacht hat:

Ubg.



Satz 4.7 Ay, ist ein Approzimationsalgorithmus fir KNAPSACK mit Gite 1+ 1/k.

Beweis Es bezeichne I, die Indexmenge eines profitabelsten Rucksackes R, mit Profit P, =
Zie 1. pi- Falls |I.| < k, dann wére R, einer der Kandidatenrucksicke von Ag. In diesem
Fall wiirde A; den maximalen Profit erzielen. Fiir die weitere Diskussion konnen wir uns
also auf den Fall |I,| > k + 1 konzentrieren. Wir indizieren die Objekte so um, dass I, =
{1,...,k,k+1,...,k + 1}, wobei die Objekte 1,...,k die k profitabelsten Objekte in R,
seien. Weiterhin seien die Objekte k+1, ..., k+ [ absteigend nach ihrer Profitrate geordnet.
Dal,..., k die k profitabelsten Objekte in R, sind und da auch k+1,..., k4 zu R, gehoren,
folgt

k
Wir betrachten nun den Kandidatenrucksack R(I) mit I = {1,...,k}. Dieser Rucksack
enthélt von vorne herein die Objekte 1,..., k mit Gesamtgewicht W := Zle w; und Ge-
samtprofit Py = Zle p;- Beachte, dass A, auf den restlichen Objekten R := {k +1,...,n}
beziiglich Gewichtsschranke Wr = W — W, Profitraten-basiert vorgeht so wie Algorithmus
Ap. Es bezeichne k + X € {k+1,...,k + [} den kleinsten Index eines nicht in R(/) auf-
genommenen Objektes (den es geben muss, wenn R([) und R, nicht iibereinstimmen, was
wir o0BdA annehmen). Weiterhin bezeichne I’ O {k+ 1,...,k + X — 1} die Menge der Ob-
jekte aus R, die sich zum Zeitpunkt der Inspektion von Objekt k& + A in R(I) befinden, so
dass Ay mindestens den Profit P’ := Py + .., p; erzielt. Da Objekt k4 A" nicht in R([)
aufgenommen wurde, muss
W' = We4n + Zw, > Wg
ier’

gelten. Beziiglich Gewichtsschranke W' an Stelle von Wg wire folgendes geschehen:

- Ay hitte Objekt k+ X ebenfalls aufgenommen (und damit Gewichtsschranke W’ genau
erreicht).

- Geméf Lemma 4.6 wire I’ U {k + A} eine optimale Losung auf der Objektmenge
I'u{k+ A, ..., k+ 1} mit Gewichtsschranke W' gewesen.

Hieraus folgt nun, dass

P*<P/+pk+)\(?Pl—|— P*
- - k+1"7
woraus sich mit einer leichten Rechnung P,/P’ < 1+ 1/k ergibt. Da der von R(I) erzielte
Profit mindestens P’ betrigt, ist der Beweis jetzt abgeschlossen. qed.

Anhand von , teuflisch“ ausgewéhlten Eingaben fiir KNAPSACK lasst sich zeigen, dass
Ag, mit k > 1 keine konstante Giite ¢ mit ¢ < 1+ 1/k besitzt.

Ubg.



Der Algorithmus Ay, ist fiir jede Konstante k£ polynomiell zeitbeschrinkt. Wie aber ist die
Abhiingigkeit der Zeitschranke von dem Giiteparameter k?¢ Die Antwort ist etwas frustrie-
rend: allein schon die Anzahl der Kandidatenrucksécke (sprich: die Anzahl aller Teilmengen
I C{1,...,n} mit |I| < k) ist proportional zu n*. Die Laufzeit wiichst also exponentiell mit
k. Das Approximationsschema von Sahni ist daher nur fiir kleine Werte von k praktikabel.

Definition 4.8 FEin Algorithmus A fiir ein Optimierungsproblem 11, der neben der eigentli-
chen Eingabe einen zusdtzlichen Eingabeparameter k erhdlt und fir festes k einen Approzi-
mationsalgorithmus Ay, der Giite 1 + 1/k fiir I1 reprdsentiert, heifit volles Approximations-
schema, wenn sich seine Laufzeit nach oben durch ein bivariates Polynom in der Fingabelinge
N und in k beschrinken ldsst.

Ibarra und Kim haben 1975 mit einer Technik namens ,, Rounding and Scaling* ein volles
Approximationsschema fiir KNAPSACK entworfen. Wir skizzieren im Folgenden die Grundi-
dee hiervon. Es bezeichne P, = Y | p; die Summe aller Einzelprofite, P, den vom optimalen
Rucksack erzielten Profit, piq, := max;—; _, p; den maximalen Profit-Zahlparameter und N
die Kodierungslange der Eingabe FE. Wir nehmen im Folgenden oBdA an, dass kein Objekt
ein W iiberschreitendes Gewicht hat. Folglich gilt P, > py,.. Zweifellos gibt es einen pseu-
dopolynomiellen Algorithmus A, der eine zweidimensionale Tabelle T' = (T[i, j])1<i<n.1<j<p,
ausfiillt, so dass T'[¢, j| das minimale Gewicht ist, mit welchem sich ein Profit von mindestens
j durch eine geeignete Auswahl aus den Objekten 1,... i erzielen ldsst (bzw. T, j] = oo,
falls p; + - - - p; < j). Eine geeignete Implementierung dieses Algorithmus (dynamisches Pro-
grammieren) hat eine Laufzeit, welche polynomiell von N und in p,,,, abhédngt. Aus der
n-ten Zeile von T kann man leicht den maximal moglichen Profit P, ablesen. Algorithmus
A ist leider nur pseudopolynomiell, weil p,,.. exponentiell grofl in Abhéngigkeit von N sein
kann. Nun ist der Moment gekommen, in dem ,, Rounding and Scaling* ins Spiel kommt. Wir
skalieren die Eingabe E (mit eventuell riesenhaftem p,,,,) um den Faktor

pmal‘ P*
(k+1)n = (k+1)n )

herunter, indem wir die Parameter p; durch

vom | B < [ 2| < b 1n (4)

ersetzen.” Wir bezeichnen die neue Eingabe mit E’. Der Approximationsalgorithmus von
Ibarra und Kim, im folgenden mit A bezeichnet, geht vor wie folgt:

1. Berechne aus Eingabe F mit den Parametern py, ..., p,;wy, ..., w,; W und dem zuséitz-
lichen Eingabeparameter k die Eingabe E’ mit den geméf (3),(4) berechneten Para-
metern p), ..., p) anstelle von py, ..., pp.

6Genau genommen sollten wir hier einen uniformen Algorithmus A betrachten, der k als zusitzlichen
Eingabeparameter erhilt und dann vorgeht wie Ay.

"Grundsitzlich gilt, dass hohe Werte von K die Laufzeit verbessern, aber die Giite verschlechtern (und
umgekehrt fiir niedrige Werte von K). Die Wahl von K ist somit ein Balance-Akt.
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2. Wende den pseudopolynomiellen Algorithmus A’ auf E’ an und lies aus der resultie-
renden Tabelle T' eine optimale Losung I C {1,...,n} von E’ ab.

3. Gib [ als Losung fiir die urspriingliche Eingabe E aus.

Satz 4.9 Der Algorithmus A von Ibarra und Kim ist ein volles Approximationsschema fiir
KNAPSACK.

Beweis Wir beginnen mit der Zeitanalyse. Die Laufzeit wird dominiert durch die Berech-
nung der optimalen Losung I fiir die Eingabe E’ unter Anwendung des pseudopolynomiellen
Algorithmus’ A’. Dies kostet grofenordnungsméfig poly (N, ppa./K) < poly(N, (k + 1)n)
viele Schritte, woraus sich wegen n < N eine in N und k polynomiell beschrankte Rechen-
zeit ergibt.

Abschlieend berechnen wir den von I erzielten Profit und vergleichen ihn mit P,. Bezogen
auf Eingabe E bzw. E’ erzielt I den Profit

Po=S pibow. P =S gl = Lﬁjgﬁ.
E igZ[p ZW. I'p iezlp ; K K

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass P, < K Pg:+ Kn. Offensichtlich unterhalten dann Pg, P,
und Pps die Beziehung

Nun ergibt sich die Giite 1 + 1/k durch eine einfache Rechnung aus

DPmaz P,
> P, — .
k+1— k+1

Pp>P.— Kn=P,—

qed.

4.3 NP-harte Approximation

Einige Optimierungsprobleme (wie zum Beispiel KNAPSACK) erlauben (volle) Approxima-
tionsschemata, andere (wie zum Beispiel TSP) besitzen nicht einmal konstante Giitegarantien
(sofern P # NP). Wo liegen die theoretischen Grenzen fiir die Giite von Approximationsalgo-
rithmen fiir ein gegebenes Optimierungsproblem? In diesem Abschnitt gehen wir dieser Frage
nach und lernen ein paar Techniken zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit kennen.

Als erste Basistechnik zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit eines Optimierungs-
problems besprechen wir die Herstellung einer ,, mupltiplikativen Liicke (multiplicative gap)*
in Bezug auf den zu optimierenden Parameter. In Verbindung mit TSP hatten wir diese
Technik implizit bereits kennen gelernt: falls P # NP, dann besitzt TSP keine konstante
Giitegarantie. Wie hatten wir dieses Resultat erzielt? Wesentlich bei der verwendeten Re-
duktion von HC auf TSP war die folgende Eigenschaft:

11
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Wenn der gegebene Graph G = (V| E) einen Hamilton’schen Kreis besitzt, dann erlaubt die
von G induzierte Distanzmatriz eine Rundreise der Lange n = |V|. Gibt es hingegen keinen
Hamilton’schen Kreis, dann hat die kiirzeste Rundreise mindestens die Léinge kn + 1.

Die Liicke zwischen den Kostenparametern n und kn + 1 erlaubt den Schluss:

Wenn ein Algorithmus fir TSP die Giite k besitzt, dann kann er (ohne wesentlichen Effizi-
enzverlust) dazu benutzt werden, HC exakt zu ldsen.

Die meisten Nichtapproximierbarkeitsresultate beruhen auf einer polynomiellen Reduktion,
welche eine multiplikative Liicke (im eben beschriebenen Sinn) herstellt. Einfache Beispie-
le hierfiir ergeben sich durch Optimierungsprobleme, die bereits fiir eine konstante Kosten-
bzw. Profitschranke NP-hart sind. Diese erlauben die Herstellung einer multiplikativen Liicke
auf triviale Weise. Wir demonstrieren dies anhand von COLORABILITY:

Bemerkung 4.10 Fualls P # NP, dann kann kein Approzimationsalgorithmus fiir COLO-
RABILITY eine konstante Giite unterhalb von 4/3 besitzen.

Beweis Das Graphenfirbungsproblem ist bereits fiir Kostenschranke 3 (3-COLORABILITY)
NP-vollstandig. Ein Approximationsalgorithmus mit Giite ¢ < 4/3 kann benutzt werden, um
die Frage der 3-Farbbarkeit eines gegebenen Graphen exakt zu losen. Falls ein solcher Algo-
rithmus existierte, wiare P = NP. qed.

Vollig analog ergibt sich der

Satz 4.11 Unter der Voraussetzung P # NP gqilt folgendes. Wenn ein Minimierungspoblem
(bzw. Mazimierungsproblem) Il bereits mit konstanter Kostenschranke k NP-hart ist, dann
kann kein Approzimationsalgorithmus fir 11 eine konstante Gite unterhalb von (k + 1)/k

(bzw. k/(k — 1)) besitzen.

Als zweite Basistechnik verwenden wir den Nachweis der starken NP-Hérte. Es gelten
namlich folgende Resultate:

Satz 4.12 Es sei II ein Optimierungsproblem mit einem natirlich-zahligen Optimierungs-
parameter und der Figenschaft, dass der Wert C.(E) einer optimalen Lisung fir Fingabe E
polynomiell in der Kodierungslinge N(E) und in dem mazimalen in E vorkommenden Zahl-
parameter M(E) nach oben beschrinkt sind. Dann kann ein volles Approximationsschema
fir I1 in einen pseudopolynomiellen Algorithmus fir Il transformiert werden.

Beweis Wir beschrianken uns auf die Betrachtung von einem Minimierungsproblem II. Der
Beweis fiir Maximierungsprobleme lisst sich analog fiihren.
Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢ mit der Eigenschaft

C.(E) < q(N(E), M(E))

fiir alle Eingabeinstanzen E von Il und ein volles Approximationsschema A fiir II. Der
korrespondierende pseudopolynomielle Algorithmus A’ (zur exakten Losung von IT) geht auf
Eingabe E vor wie folgt:
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1. k:=q(N(E), M(E)).
2. Wende A auf Eingabe E und ein k£ > 1 an und erhalte eine Losung mit Profit C(FE) <
(1+1/k)Cu(E).

Da die Laufzeit von A polynomiell in N(FE) und k beschriankt ist, ist die Laufzeit von A’
polynomiell in N(E) und M (E) beschrénkt (pseudopolynomielle Laufzeit). Offensichtlich
gilt

Ci(E) C.(E)
B =GB =T = @ ) <
Aus C(F),C.(E) € Ny folgt C(E) = C.(E). qed.

Folgerung 4.13 Falls P # NP, dann kann ein stark NP-hartes Optimierungsproblem (mit
polynomiell in N(E) und M(E) beschrinktem Wert einer optimalen Lésung) kein volles
Approximationsschema besitzen.

Gemaf Satz 4.12 lasst sich ein volles Approximationsschema in einen pseudopolynomiellen
Algorithmus transformieren. Zumindest fiir den Spezialfall von KNAPSACK haben Ibarra
und Kim die Umkehrung dieses Satzes demonstriert, indem sie (mit der Technik des ,, Roun-
ding and Scaling“) einen pseudopolynomiellen Algorithmus in ein volles Approximations-
schema transformiert haben. Obschon es kein ,,Metatheorem* gibt, welches die Konstruktion
von Ibarra und Kim auf beliebige pseudopolynomiell 16sbare Optimierungsprobleme verall-
gemeinert, ist die Technik des ,Rounding and Scaling“ in vielen Féllen (&hnlich wie bei

KNAPSACK) erfolgreich anwendbar.

Approximation bis auf eine ,,additive Konstante“? Wir haben Approximatiosnal-
gorithmen kennen gelernt, die das Optimum bis auf einen konstanten Faktor treffen. Starker
wiéren freilich mathematische Giitegarantien, das Optimum bis auf eine additive Konstante
zu treffen. Ist so etwas denkbar? Die Antwort lautet fiir fast alle natiirlichen Optimierungs-
probleme NEIN. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen:

Bemerkung 4.14 Falls P # NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A fir
KNAPSACK mit einer Glitegarantie von der Form

Ik € N,VE: C.(E)— Cu(E) < k

geben, wobei C,(F) den auf Eingabe E mazimal erzielbaren Profit bezeichnet und Cx(FE) den
vom Algorithmus A auf E erzielten Profit.

Beweis Angenommen es gibe einen Approximationsalgorithmus A mit einer solchen Giite-
garantie. Dann wiirde der folgende Algorithmus A" KNAPSACK in Polynomialzeit optimal
16sen:
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1. Es sei E’ die aus E resultierende Eingabe, wenn wir alle Zahlparameter um den Faktor
k 4 1 hochskalieren (also mit k£ + 1 multiplizieren).

2. Wende A auf E’ an und erhalte eine Auswahl [ der in den Rucksack gepackten Ob-
jekte, deren Gesamtprofit vom maximal erzielbaren Profit additiv nur um maximal k
abweicht.

3. Gib [ als Losung fiir die urspriingliche Eingabe E aus.

Beachte, dass die Probleme E und E’ ,,isomorph® sind: Korrespondierende Eingabeparame-
ter und Gesamtprofite von korrespondierenden Losungen unterscheiden sich immer nur um
den Faktor k+ 1. Eine optimale Losung fiir £’ ist demnach auch eine optimale Losung fiir E.
Da in £’ nur Zahlen auftauchen, die Vielfache von k + 1 sind, ist ,,vom Profit einer optima-
len Losung additiv um maximal k& abweichen” gleichbedeutend mit ,,einen optimalen Profit
erzielen“. Somit ist A’ ein Optimierungsalgorithmus fiir KNAPSACK (der offensichtlich in
Polynomialzeit arbeitet) und es folgt P = NP. qed.

Der Beweis war darum so leicht, weil ein Zahlenproblem vorlag und wir alle Zahlparameter
einfach mit einer geeigneten Konstante multiplizieren konnten. Wie sieht es aber bei rein
kombinatorischen Problemen aus? Die Antwort lautet GENAUSO:

Bemerkung 4.15 Falls P # NP, dann kann es keinen Approximationsalgorithmus A fir
Independent Set mit einer Gitegarantie von der Form

Ik € NVE : P(G) — Pa(G) < k

geben, wobei P,(G) die maximale Anzahl paarweise unabhdingiger Knoten im Eingabegraphen
G bezeichnet und Ps(G) die Michtigkeit der von Algorithmus A konstruierten unabhdngigen
Menge in G.

Beweis Gehe vor wie bei KNAPSACK, aufler dass die Transformation von G in G’ die
Technik der , kombinatorischen Multiplikation“ verwendet: G’ besteht aus k + 1 disjunkten
Kopien von G. Die weitere Argumentation kann aufgebaut werden wie bei dem entsprechen-

den Nachweis fiir KNAPSACK. qed.

Da fast alle natiirlichen Optimierungsprobleme die , kombinatorische Multiplikation“ der
Eingabeinstanz mit einer Konstanten (sprich: die Vervielfiltigung der Eingabeinstanz) er-
lauben, sind ,,additive Giitegarantien im Prinzip nicht erreichbar.

4.4 Komplexititsklassen fiir Optimierungsprobleme

Es bezeichne NPO die Klasse aller Optimierungsprobleme, die durch eine polynomiell veri-
fizierbare Relation und eine polynomiell auswertbare Wertefunktion gegeben sind. APX be-
zeichne die Probleme aus NPO, die einen Approximationsalgorithmus mit konstanter Giite
besitzen (die sogenannten ,,approximierbaren* Probleme). PTAS bezeichne die Probleme aus
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NPO, die ein Approximationsschema besitzen. Schliellich bezeichne FPTAS die Probleme
aus NPO, die ein volles Approximationsschema besitzen (wie zum Beispiel KNAPSACK).
Es ergibt sich die Hierarchie

FPTAS C PTAS C APX C NPO

die unter der Voraussetzung P # NP echt ist:

1. ,Independent Set“ eingeschrénkt auf planare Graphen gehort zu PTAS (ohne Beweis).
Da es sich hier nicht um ein Zahlenproblem und daher automatisch um ein stark
NP-vollstdndiges Problem handelt, kann es aber geméfl Folgerung 4.13 kein volles Ap-
proximationsschema geben.

2. Probleme wie , Bin Packing®, ,, Vertex Cover“, und , Metrisches TSP* besitzen Appro-
ximationsalgorithmen mit konstanter Giite, aber kein Approximationsschema (was mit
Hilfe des beriihmten PCP-Theorems gezeigt werden kann).

3. Probleme wie ,Set Cover“, , Graphenfirbung®* und CLIQUE besitzen keine Approxi-
mationsalgorithmen mit einer konstanten Giite (was ebenfalls mit dem PCP-Theorem
gezeigt werden kann).

Das angesprochene PCP-Theorem und seine Bedeutung fiir die Theorie der Approximations-
algorithmen werden wir evtl. zu einem spéteren Zeitpunkt der Vorlesung besprechen.

Fiir die Klassen NPO und APX lassen sich mit Hilfe eines geeigneten Reduktionsbegriffes
vollstdndige Probleme (also schwerste Vertreter ihrer Klasse vom Standpunkt der Appro-
ximierbarkeit) ausfindig machen. Die uns bekannten Reduktionsbegriffe sind hierfiir nicht
geeignet. Man braucht vielmehr eine Art , approximationserhaltende* Reduktion. Populére
approximationserhaltende Reduktionen sind die sogenannten AP- bzw. L-Reduktionen. Wir
werden darauf evtl. in einem spéteren Stadium der Vorlesung nochmals zuriickkommen. An-
sonsten sei auf die Webseite

www.nada.kth.se/theory/compendium/
verwiesen, die von Viggo Kann gepflegt wird. Sie enthélt zu einer grofien Liste von grundle-
genden Optimierungsproblemen die neuesten ,guten“ und ,schlechten* Nachrichten (sprich:
verbesserte Approximationsalgorithmen bzw. verbesserte Nachweise der inhdrenten Nichtap-
proximierbarkeit). In einigen Fillen konnte die magische Schwelle kg fiir die bestmogliche
Giite exakt bestimmt werden.
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