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Teil 1
Allgemeine Grundlagen

0 Chomp

Nach der Schule assoziieren die meisten mit der Mathematik vor allem Zahlen
und Formeln; haufig wird z.B. die Geometrie, die eine andere Art und Weise
ist, Mathematik zu betreiben, dabei vergessen. Bei Chomp haben wir ein
neues Beispiel dafiir, wie Mathematik aussehen kann.

Chomp ist ein Spiel. Es gibt jeweils zwei Spieler, die A und B genannt
werden. Gespielt wird auf einem Spielfeld, das aus einer rechteckigen Tafel
Schokolade besteht. Diese Tafel ist in k£ x n kleine quadratische Stiickchen
unterteilt, und das untere linke Stiickchen ist vergiftet.

Die Spieler ziehen abwechselnd. Ein Spielzug, also ein Biss, besteht dar-
in, sich eins der quadratischen Stiickchen, die noch da sind, auszusuchen
und dieses Stiickchen sowie alle Stiickchen rechts davon und alle oberhalb
davon abzubeifen. Beim Abbeifien entsteht ein Gerédusch, das ungefahr wie
,Chomp™ klingt. Man muss jedes Mal ziehen und kann keinen Zug aussetzen.
Verloren hat, wer die vergiftete Ecke isst. Ein Beispielspiel kénnte also wie
folgt aussehen:
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An dieser Stelle bleibt B nichts anderes iibrig, als die vergiftete Ecke zu
essen; somit hat B also verloren.

Wenn man das Spiel einige Male spielt, so fragt man sich, ob es ein Rezept
gibt, der einem erlaubt, immer zu gewinnen, eine sogenannte ,(Gewinnstra-
tegie“. Etwas Ahnliches kennen die meisten aus Tic-Tac-Toe: da gibt es ein
Rezept, wie man stets zumindest ein Unentschieden erreichen kann. An dieser
Stelle ist es eine wichtige Beobachtung - beim Chomp kann es kein Unent-
schieden geben; nach einer gewissen Zeit wird alle Schokolade aufgegessen
sein, denn sie wird mit jedem Zug immer weniger, und am Ende von diesem
Prozess hat jemand die Giftecke gegessen. Es gibt also einen Verlierer und
einen Gewinner.

Fiir jedes konkrete Chomp konnen wir die komplette Liste aller mogli-
chen Spielstéinde und aller Ziige aufstellen. Wir machen das am Beispiel vom
2 x 2-Chomp. Ubrigens kann jeder Spieler sich jederzeit fiir die giftige linke
untere Ecke zum Abbeifien entscheiden - allerdings ist es ziemlich dumm,
denn dann verliert er sofort. In dem Diagramm, wo die Schokolade ab jetzt
etwas vereinfacht dargestellt wird, lassen wir diese ,,dumme” Option aus.
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A

Aus dieser Tabelle sehen wir - macht A am Anfang den richtigen Zug
(in diesem Fall ist es, die rechte obere Ecke abzubeifien), so kann er sich
den Gewinn sichern. Wenn er allerdings dumm spielt, hilft ihm diese theo-
retische Moglichkeit nicht. In diesem Fall kénnen wir also ganz einfach und
sehr konkret eine Liste von Anweisungen erstellen, wie A spielen soll, um zu
gewinnen, und fiir jeden Zug von B einen Gegenzug fiir A bestimmen, der
ihm den Gewinn sichert. Eine solche Beschreibung, was ein Spieler in jeder
Situation tun soll, um mit Sicherheit - solange er die Anweisungen befolgt -
zu gewinnen, heifst Gewinnstrategie.

Wie sieht es mit anderen Chomps aus, hat da ein Spieler stets eine Ge-
winnstrategie? Wenn man etwas rumprobiert, kommt man auf den Gedanken,
dass A eventuell eine Gewinnstrategie haben sollte. Fiir 2 x 3- oder 3 x 3-
Chomps ist diese Gewinnstrategie noch ganz leicht hinzuschreiben, aber es
wird immer komplizierter, je groker die Chomps werden. Tatséchlich ist kei-
ne ganz allgemeine Strategie fiir beliebige k£ x n-Chomps bekannt. Allerdings
wissen wir trotzdem, dass - aufser in dem uninteressanten Fall von einem
1 x 1-Chomp - der erste Spieler stets eine Gewinnstrategie hat. Das wollen
wir an dieser Stelle beweisen.

Satz 0.1. Fir jedes k x n-Chomp, das nicht das 1 x 1-Chomp ist, hat der
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beginnende Spieler eine Gewinnstrategie.

Beweis. Seien k und n fest, und wir nehmen an, dass nicht der 1 x 1-Chomp
vor uns liegt. Wir haben festgestellt, dass es in jeder Chomp-Partie einen
Gewinner gibt. Wir stellen uns vor, dass wir, ahnlich wie beim 2 x 2-Chomp,
uns die Liste aller moglichen Spielverlaufe anlegen - diese ist unter Um-
stdnden sehr lang. Allerdings wissen wir mit Sicherheit, dass man von jeder
Spielstellung heraus entweder durch die richtige Zugfolge sich den Gewinn si-
chern kann, oder notwendigerweise verliert. Das heiftt: Einer von den beiden
Spielern muss also eine Gewinnstrategie haben. Es konnen natiirlich nicht
gleichzeitig A und B eine Gewinnstrategie haben; also ist es entweder A oder
B.

Nun stellen wir uns vor, B hétte eine solche Gewinnstrategie. An dieser
Stelle kommt der ,Strategiediebstahl ins Spiel. B hat einen Gegenzug fiir
jeden Eroffnungszug von A; er weils also insbesondere, welche Zugfolge er
wahlen muss, wenn A nur die rechte obere Ecke abbeiftt. Er muss dann -
laut seiner Gewinnstrategie - ein bestimmtes Feld, nennen wir dieses Feld
X, fiir seinen Zug auswéhlen und auch danach hat er fiir jeden Zug von A
einen Gegenzug. Aber: Dann konnte A ja damit anfangen, dass er das Feld
X auswihlt, was genau denselben Effekt wie soeben der zweite Zug von B.
Jetzt nimmt sich A einfach die Strategie von B und tut einfach genau das,
was die Strategie fiir B vorgesehen hat - er stiehlt die Strategie von B. Dann
hétte also A eine Gewinnstrategie. Das ist allerdings im Widerspruch zur
Annahme, dass B die Gewinnstrategie hat. Diese Annahme muss also falsch
sein! Also hat A eine Gewinnstrategie. Das ist genau das, was wir beweisen
wollten. Insbesondere wissen wir jetzt, dass die Aussage des Satzes wahr ist,
ohne die konkrete Strategie hingeschrieben zu haben! n
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1 Aussagenlogik

1.1 Was ist eine Aussage?

Die Grundbausteine der Mathematik sind Aussagen.

Definition 1.1. Eine Aussage ist ein grammatikalischer Satz, der entweder
wahr oder falsch ist.

Das ist eine Definition - also in etwa so viel wie eine Vokabel. Die De-
finitionen an sich sind weder richtig noch falsch, sondern eine Festlegung.
Es verhélt sich jedoch anders z.B. im Rahmen eines Mathematik-Kurses -
hier sorgen einheitliche Definitionen dafiir, dass wir {iber dieselben Objekte
sprechen, wenn wir ein bestimmtes Wort benutzen, und wollen genau wie
Vokabeln gelernt sein. Insbesondere haben sich diese Definitionen als sinn-
voll bewéhrt, wihrend andere Begriffe, die man vielleicht hétte definieren
konnen, sich nicht durchgesetzt haben.

Damit ein Satz eine Aussage ist, ist es nicht notwendig, dass man ent-
scheiden kann, ob dieser Satz wahr oder falsch ist; es reicht das Wissen aus,
dass (genau) eins von beiden zutreffen muss. Hier sind einige Beispiele von
Aussagen:

e Alle Schafe sind schwarz. (falsch)

Die Zahl 7 ist gerade. (falsch)

Die vorherige Aussage ist falsch. (wahr)

Die Summe der Winkel in jedem Dreieck betrégt 180°. (wahr)
Die Zahl /250 ist grofer als 16. (falsch)

Ob etwas eine Aussage ist, hiangt teilweise vom Kontext ab und davon,
ob alle darin vorkommende Objekte definiert bzw. festgelegt sind.

e (y—7)? >0 ist ohne Kontext keine Aussage.

e Die Decke ist blau. - Dies ist keine Aussage, solange nicht klar ist,
welche Decke gemeint ist.

5+ 7. - Dies ist weder wahr noch falsch, also keine Aussage.
e Griin. - Das ist nicht mal ein Satz, also insbesondere keine Aussage.

a®? + b? = 2. - Dies ist ohne Kontext keine Aussage.

Wo ist mein Auto? - Das ist eine Frage, die kann weder wahr noch
falsch sein, also ist das keine Aussage.
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e Dieser Satz ist falsch. - Das ist ebenfalls keine Aussage, denn dieser
Satz kann widerspruchsfrei weder wahr noch falsch sein.

Hingegen ist der Satz des Pythagoras eine Aussage (eine wahre, wie wir in
der Schule gelernt haben):

Satz (Pythagoras). Sind a,b die Kathetenlingen und ¢ die Hypotenusenlinge

in einem rechtwinkligen Dreieck, so gilt fiir diese Zahlen a® + b* = c2.

Unter den Aussagen sind solche hervorzuheben, die ,fiir alle Objekte z*
oder ,fiir mindestens ein Objekt z* gelten. Diese kommen haufig vor und
deswegen betrachten wir einige solche Aussagen etwas genauer.

e Fiir alle reellen Zahlen x gilt: 22 > 0. (wahr)
e Fiir alle reellen Zahlen z gilt z? > 0. (falsch)
e Es gibt reelle Zahlen z, fiir die gilt: 22 > 0.(wahr)

e Es gibt reelle Zahlen w, fiir die gilt: 2 < 0. (falsch)

Solche Aussagen werden uns in Zukunft noch héufig begegnen.

1.2 Verneinung von Aussagen

Man kann Aussagen auf verschiedene Arten und Weisen verkniipfen. Die
erste Operation, die wir kennenlernen, ist die Verneinung. Diese entspricht
ungefdhr unserem intuitiven Verstdndnis: Die Verneinung ist ,das Gegenteil*
der vorgegebenen Aussage. Die Verneinung (man sagt auch: die Negation)
einer Aussage ist genau dann wahr, wenn die urspriingliche Aussage falsch
ist, und umgekehrt.

Notation. Fiir eine Aussage A schreiben wir —A fiir die Verneinung von A.
Wir verdeutlichen das Prinzip der Verneinung an einigen Beispielen:

e Aussage A: Die Zahl 7 ist gerade.
Verneinung von A: Die Zahl 7 ist ungerade.

e Aussage B: Alle Schafe sind schwarz.
Verneinung von B: Nich alle Schafe sind schwarz.
Aquivalente Formulierung: Es gibt Schafe, die nicht schwarz sind.
Warnung: ,Alle Schafe sind weifs ist keine gleichwertige Formulierung
fiir die Verneinung. Es stimmt n&dmlich sowohl, dass nicht alle Schafe
weif sind, als auch, dass nicht alle Schafe schwarz sind!
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Wie wir am letzten Beispiel gesehen haben, ist es etwas subtiler, Aussagen
zu verneinen, die ,fiir alle Objekte x“ oder ,fiir mindestens ein Objekt x*
gelten. Zunéachst schauen wir uns zwei Beispiele fiir Verneinung von , fiir alle*-
Aussagen.

e Aussage: Fiir alle reellen Zahlen x gilt: 22 > 0.
Verneinung: Es gibt reelle Zahlen z, fiir die 22 < 0 gilt.

e Aussage: Fiir alle ganzen Zahlen k gilt: k? + 7 ist ungerade.
Verneinung: Es gibt eine ganze Zahl k, fiir die k2 + 7 gerade ist.

Generell haben wir die folgende Merkregel: Will man eine Aussage der
Form ,Fiir alle Objekte = mit Eigenschaft P gilt A(x).“ verneinen, so kann
man das als ,Es gibt Objekte x mit Eigenschaft P, fiir die —A(x) gilt.”
formulieren.

Nun zu den ,es gibt“-Aussagen (diese werden auch Existenz-Aussagen
genannt):

e Aussage: Es gibt eine reelle Zahl y mit y > 7.
Verneinung: Fiir alle reellen Zahlen y gilt: y < 7.
Auch moglich: Es gibt keine reelle Zahl y mit y > 7.

o Aussage: Es gibt eine natiirliche Zahl k, fiir die k? + 2 eine Primzahl
ist.
Verneinung: Fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt: k?+2 ist keine Primzahl.

In diesem Fall ist die Merkregel wie folgt. Will man eine Aussage der Form
»Es gibt Objekte x mit Eigenschaft P, fiir die A(z) gilt.“ verneinen, so kann
man das als Fiir alle Objekte x mit Eigenschaft P gilt =A(x).“ formulieren.

1.3 Und- und Oder-Verkniipfungen

Verneinung ist eine Operation, bei der man aus einer Aussage eine neue
Aussage machen kann. Jetzt beschéftigen wir uns mit zwei Arten, jeweils
zwei Aussagen zu einer zu verbinden. Die erste ist die ,,Und“-Verkniipfung.
Damit eine Aussage der Form ,,A und B“ wahr ist, muss sowohl die Aussage
A als auch die Aussage B wahr sein. Hier sind einige Beispiele:

e Alle Schafe sind schwarz und 7 ist ungerade. (falsch, da die erste Teil-
aussage falsch und die zweite wahr ist).

e Die Zahl 7 ist prim und ungerade. (wahr, da beide Teilaussagen wahr

sind).

e Im 2 x 2-Chomp hat der erste Spieler eine Gewinnstrategie und fiir alle
reellen Zahlen x gilt: 22 < 0. (falsch, da die erste Teilaussage wahr und
die zweite falsch ist).

10
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e Die Zahl % ist natiirlich und grofer 1. (falsch, da beide Teilaussagen
falsch sind).

Notation. Wir bezeichnen die Und-Verkniipfung mit dem Symbol A.

Um den Wahrheitswert der Verkniipfung zweier Variablen in Abhéngig-
keit von den Werten von Variablen festzuhalten, verwendet man Wahrheits-
tabellen. Die Wahrheitstabelle der Und-Verkniipfung sieht wie folgt aus:

A|B|ANANB
w | w w
w | f f
f|lw f
f|f f

Dabei stehen ,w* und ,f* abkiirzend fiir ,wahr* bzw. ,falsch“.

Die zweite Verkniipfung, die wir kennenlernen, ist die ,,Oder“-Verkniipfung.
Das mathematische ,Oder* ist etwas anders festgelegt, als wir es im Alltags-
gebrauch handhaben. ,,A oder B* ist wahr, wenn A wahr ist, oder B wahr
ist, oder beides. Mit anderen Worten: Die ,A oder B*“-Aussage ist nur falsch,
wenn sowohl A als auch B falsch sind.

Notation. Wir bezeichnen die Oder-Verkniipfung mit dem Symbol V.

In diesem Fall sieht die Wahrheitstabelle wie folgt aus:

A|B|AVB
w| W w
w | f w
f|w A
f|f f

In der Programmierung kommt der Typ ,boolean vor, der sehr ahnlich zu
Aussagen behandelt werden kann. In Java steht ! fiir die Verneinung, , &&*
fir ,Und“ und ,||* fiir Oder (dabei gibt es einige Feinheiten zu beachten; es
soll an dieser Stelle nur als Analogie betrachtet werden).

Auch beim Verkniipfen von All-Aussagen oder Existenz-Aussagen mit
,Und“ und ,Oder ist Vorsicht geboten. So sind beispielsweise die Aussagen
,,Alle natiirlichen Zahlen sind gerade und ,,Alle natiirlichen Zahlen sind unge-
rade” beide falsch, also ist deren Oder-Verkniipfung ,,Alle natiirlichen Zahlen
sind gerade oder alle natiirlichen Zahlen sind ungerade* falsch. Allerdings ist
die Aussage ,,Alle natiirlichen Zahlen sind gerade oder ungerade* wiederum
wahr. Die Aussagenteile ,Fiir alle* oder , Es gibt* konnen nicht mit der Oder-
und Und-Verkniipfung vertauscht werden.

11
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1.4 Rechnen mit logischen Termen

Versucht man eine Aussage, die sich als Und-Verkniipfung zweier Aussagen
zusammensetzt, zu verneinen, so merkt man, dass dabei etwas unintuitives
passiert. Tatséchlich ist die Aussage ,Es gibt Schafe, die nicht schwarz sind,
und 7 ist eine Primzahl“ nicht das Gegenteil der Aussage , Alle Schafe sind
schwarz und 7 ist keine Primzahl“, wie man schon daran sieht, dass beide
Aussagen falsch sind. Um eine allgemeine Regel anzugeben, wie man Und-
Aussagen verneint, fithren wir die logischen Terme und logische Aquivalenz
von solchen ein.

Definition 1.2 (vorldufig). Ein Ausdruck in Variablen A, B, C, ..., die durch
=, A, V verkniipft sind, heift (logischer) Term.

Beispiel. AN B, (-(AV —B))V C, A sind Terme.

Definition 1.3. Zwei Terme heifsen logisch dquivalent, wenn sie fiir alle
Werte der darin vorkommenden Variablen denselben Wahrheitswert haben.

Wir machen ein einfaches Beispiel, um zu sehen, wie logische Aquivalenz
nachgewiesen werden kann.

Proposition 1.4. A und —(—A) sind logisch dquivalente Terme.

Beweis. Wir priifen, dass die Terme A und —(—A) fiir jeden Wert der Variable
A denselben Wahrheitswert haben.

Al A|-A]S(=4)

w|w]| f W

flf|w f
Die 2. und 4. Spalte, die zu A bzw. =(—A) gehoren, stimmen iiberein, also
sind A und —(—A) logisch dquivalent. O

Nun stellen wir allgemeine Regeln zum Verneinen von Und- und Oder-
Ausdriicken auf. Aufserdem fithren wir noch weitere Rechenregeln fiir Und-
und Oder-Verkniipfungen auf. Dabei erinnern einige Regeln an die Rechen-
regeln, die wir aus der Schule fiir Addition und Multiplikation der reellen
Zahlen kennen; diese Regeln tragen dann die entsprechenden Namen.

Satz 1.5 (De Morganschen Regeln). 1. Verneinung von Und: =(AAB) <
(A) v (=B).

Verneinung von Oder: =(AV B) <> (=A) A (-B).
Und-Oder-Distributivgesetz: (AN B)V C < (AVC)A(BVC).
Oder-Und-Distributivgesetz: (AV B)ANC <> (ANC)V (BAC).

S

Assoziativitit von Und: (ANB)ANC < AN (BAC).

12
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6. Assoziativitit von Oder: (AV B)V C <> AV (BV C).

7. Kommutativitdt von Und: ANB < B A A.

8. Kommutativitdt von Oder: AV B+ BV A.

Beweis. Der Beweis ist in allen Fallen mit Hilfe von Wahrheitstabellen zu
erbringen. Man hat in jedem Teilpunkt zu zeigen, dass die Wahrheitswerte
der beiden Ausdriicke fiir alle Werte von A, B und ggf. C dieselben sind.
In den letzten vier Punkten wird dies als einfache Ubung dem/der LeserIn
iiberlassen. Fiir die ersten vier Falle stellen wir die Wahrheitstabellen auf.
Die Werte der zu untersuchender Ausdriicke werden jeweils hervorgehoben.

1. Fiir die logischen Terme —(A A B) und (—A) V (=B) erhalten wir:

Al B|AANB —|(A/\B) -A | -B (—|A) V (—IB>
w | w W f f f f
w | f f w f w w
f|lw f w w f w
f|f f W W W w

Somit sind die beiden Terme logisch dquivalent.

2. Fiir die logischen Terme —(A V B) und (—=A) A (—B) erhalten wir:

A|B|AVEB —\(A\/B) -A| -B (—|A) N (—\B)
w | w w f f f f
w| f W f f w f
f|lw w f w f f
f|f f W W W A

Somit sind die beiden Terme logisch dquivalent.

3. Fiir die logischen Terme (AA B)V C und (AV C) A (B V C) sieht die
Wahrheitstabelle wie folgt aus:

A

W
N
>
w

yvC

N

Q
v

Q

(AVC)

(BVC)

e R R =R =R =N =R S
| e 22 s s 2 2
| E | 2 s = 2] Q
e e e e e e A =R

| E || = | s = ==

13
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A
w
w
w
f
w
f
w
f
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Da die Spalten, die zu (A A B) V C bzw. (AV C) A (B V C) gehoren,

iibereinstimmen, sind die beiden Terme logisch dquivalent.

4. Fiir die logischen Terme (AV B) A C und (AAC)V (B AC) sieht die
Wahrheitstabelle wie folgt aus:

A|B|C|AVB | (AVB)ANC | ANC | BANC | (ANC)V(BAC)
W w|w w w w w w
w | w|f w f f f f
w| f|w w w w f w
wi| f|f w f f f f
flw|w w W f w w
flw|f w f f f f
f 1 f|w f f f f f
f | f]f f f f f f

Da die Spalten, die zu (AA B) V C bzw. (AV C) A (B V C) gehéren,
iibereinstimmen, sind die beiden Terme logisch dquivalent.

]

Die Rechenregeln kénnen benutzt werden, um wiederum neue logische
Aquivalenzen zu beweisen.

Beispiel. Wir vereinfachen den Term —((X VY)A—=Z) mit Variablen X, Y, Z
mit Hilfe der Rechenregeln. Durch die De Morgan-Regel fiir die Negation von
Und erhalten wir:

(X VY)A=Z) < (2(X VYY)V (=(=2)).

Wir 16sen die erste Klammer auf, indem wir De Morgan-Regel fiir die Nega-
tion von Oder anwenden:

(X VYY)V (2(=2)) & (X A=Y)V (=(=2)).
Schlieflich 16sen wir die doppelte Negation auf:
(—\X AN —\Y) V (—\(—\Z)) > (—|X A —|Y) V Z.

Hier konnte man noch das Distributivgesetz anwenden; allerdings wird der
Term dadurch nicht kiirzer.

14
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1.5 Implikation

Eine weitere Art, zwei Aussagen zu einer zu verkniipfen, ist die ,wenn-dann‘-
Verkniipfung. Hier sind einige Beispiele:

e Wenn es regnet, ist der Boden nass. (wahr)

e Wenn p eine Primzahl ist, so ist p + 1 auch eine Primzahl. (falsch)
e Wenn k eine gerade Zahl ist, dann ist 7 ungerade. (wahr)

e Wenn 7 ungerade ist, dann ist 2+ 3 = 7. (falsch)

e Wenn eine ganze Zahl k gerade ist, dann ist k% auch gerade. (wahr)
e Wenn z eine positive reelle Zahl ist, dann ist z® > 0. (wahr)

Dabei ist der Wahrheitswert der Verkniipfung , Aus A folgt B“ durch die
folgende Wahrheitstabelle vorgegeben:

A|B|A=1B
w | w w
w | f f
f|w A\
f|f A

Insbesondere folgt aus einer falschen Aussage alles; hingegen kann aus einer
wahren Aussage nur eine wahre Aussage folgen.

Um ein besseres Verstéandnis der Implikation zu erlangen, zeigen, wir, dass
die folgende Umformulierung dafiir gilt.

Proposition 1.6. Die Terme A = B und (=A)V B sind logisch dquivalent.

Beweis. Wir priifen anhand der Wahrheitstabelle, dass die Terme A = B
und (—A) V B fir jeden Wert der Variablen A, B denselben Wahrheitswert
haben.

A|B|-A| (A VB |A=1B
w|w| f W w
w| f f f f
flwl| w W w
f|f] w A W

Da die letzten beiden Spalten, die zu den Termen A = B bzw. (-A) V B
gehoren, iibereinstimmen, sind diese Terme logisch dquivalent. ]

Beispiel. Die Aussage ,Wenn es regnet, ist der Boden nass* ist dquivalent
zu ,,Es regnet nicht, oder der Boden ist nass (oder vielleicht beides)®.
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Ein weiterer dquivalenter Ausdruck fiir die Implikation A = B ist =B =
—A, wie in der folgenden Proposition gezeigt wird. Dies mag im ersten Mo-
ment kontraintuitiv erscheinen.

Proposition 1.7. Die Terme A = B und ~B = —A sind logisch dquivalent.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung, indem wir die bisher bewiesenen Resul-
tate verwenden, insbesondere die logischen Rechenregeln und die Proposition
[1.6] Dabei fangen wir mit dem zweiten Ausdruck an.

-B = -A “ —(=B)V-A Proposition
BV -A Doppelte Neg.
~ -AV B Kommutativitat
“ A=DB Proposition

Damit haben wir also gezeigt, dass die logischen Terme A = B und
- B = —A logisch dquivalent sind. O]

Will man also eine Aussage vom Typ A = B beweisen, so ist es dquiva-
lent, stattdessen die Aussage =B = —A zu beweisen. Diese Beweistechnik
nennt man auch Kontraposition.

Beispiel. Die Aussage ,Wenn es regnet, ist der Boden nass” ist dquivalent
zu ,Wenn der Boden nicht nass ist, regnet es nicht.“.

Als néchstes beschéaftigen wir uns damit, wie man eine ,Wenn-dann‘-
Aussage verneint. Hat man beispielsweise die Behauptung ,Fiir alle natiirli-
chen Zahlen k gilt: Ist k£ durch 7 teilbar, so ist 2k + 3 eine Primzahl“ und will
diese widerlegen, so muss man sich klar machen, was das Gegenteil dieser
Aussage ist. Dafiir haben wir - zunéchst fiir logische Terme - die folgende
Proposition.

Proposition 1.8. Die logischen Terme —(A = B) und AN —B sind logisch
aquivalent.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung erneut durch Anwendung der Rechen-
regeln und der Proposition [I.6] Dabei fangen wir mit dem ersten Ausdruck
an.

—(A = B) “ —(=AV B) Proposition
& —(=A) A B Neg. von Oder
> AN-B Doppelte Neg.

Daraus folgt, dass die logischen Terme —(A = B) und A A =B logisch dqui-
valent sind. ]

Um das zu verdeutlichen, betrachten wir erneut einige Beispiele.
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Beispiel. e Die Verneinung von ,Wenn es regnet, ist der Boden nass® ist
,Es regnet und der Boden nicht nass®.

e Die Verneinung der Aussage ,Fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt: Ist &
durch 7 teilbar, so ist 2k + 3 eine Primzahl* lautet ,Es gibt eine natiir-
liche Zahl k, die durch 7 teilbar ist und sodass 2k + 3 keine Primzahl
ist“. Diese zweite Aussage ist wahr, denn k = 21 erfiillt die genannten
Bedingungen.

e Wir betrachten die Aussage ,Fiir alle reellen Zahlen z gibt es eine reelle
Zahl y, sodass gilt: Wenn (x — y)? > 7, so ist x > 2. Die Verneinung
dieser Aussage lautet: , Es gibt eine reelle Zahl x, sodass fiir alle reellen
Zahlen y gilt: (x —y)? > 7und x < 2. In diesem Fall ist die urspriing-
liche Aussage wahr: Fiir jede reelle Zahl x kénnen wir y = = wahlen;
dann ist die Prémisse in der Aussage ,Wenn (z —y)* > 7, so ist z > 2.%
falsch, und somit die Aussage wahr.

1.6 Aquivalenz

Wir lernen eine letzte Verkniipfung von Aussagen kennen: Die Aquivalenz von
Aussagen. Sind A und B Aussagen, so lautet die zusammengesetzte Aussage
A ist dquivalent zu B oder ,A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist”, in
Zeichen A < B. Diese Verkniipfung ist durch die folgende Wahrheitstabelle
definiert:

A|/B| A& B
w| W w
w | f f
f|w f
f|f w

Wir suchen wiederum einige Umformulierungen der Aquivalenz, um diese
besser zu verstehen:

Proposition 1.9. Die folgenden logischen Terme sind logisch dquivalent:
e A& B,
e (A= B)AN(B=A),
e (ANB)V (-ANA-B),
e (A= B)AN (A= —B).

Beweis. Um die logische Aquivalenz der ersten drei logischen Terme zu be-
weisen, stellen wir die Wahrheitstabelle fiir diese auf. Abkiirzend schreiben

wirC=(A=B)A(B=A)und D= (AAB)V (-AAN-B).
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A|B|A&B|A=B | B=A|C|AANB|-AN-B | D
w|w w W w w W f w
w | f f f w f f f f
[ |w f w f f f f f
f|f w w w w f w w

Da die Spalten der Wahrheitstabelle, die zu den Ausdriicken A < B, C' =
(A= B)A(B = A)und D = (AN B) V (mA A =B) gehoren, dieselben
Wahrheitswerte aufweisen, sind diese drei logischen Terme logisch dquivalent.

Die logische Aquivalenz vom vierten und zweiten Term ist eine Folgerung
der Proposition . Somit ist die logische Aquivalenz aller vier logischen
Terme bewiesen. O

Die obige Proposition ist haufig niitzlich, um eine Aquivalenz zweier Aus-
sagen zu beweisen.

Beispiel. Sei k eine natiirliche Zahl. Wir betrachten die folgende Aussage:
Die Zahl k ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat &2 gerade ist. Nach der
vorherigen Proposition sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:

e Die Zahl k ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat k? gerade ist.
e Ist k gerade, so auch k2, und ist k? gerade, dann auch k.
e Ist k gerade, so ist k? gerade, und ist k ungerade, so ist k% ungerade.

e k und k2 sind beide gerade, oder k¥ und k? sind beide ungerade.

1.7 Disjunktive und konjunktive Normalformen

Als letztes in diesem Kapitel wollen wir {iber zwei standardisierte Formen
von Termen sprechen, die disjunktive Normalform und die konjunktive Nor-
malform. Deren Konstruktion beruht auf der folgenden Beobachtung. Hat
man die Variablen X3, ..., X, vorgegeben und wahlt sich von jeder Variable
X, entweder die Variable selbst oder deren Negation als Term Y;, so ist der
Term Y; A ... AY, fir genau eine Belegung der Variablen X, ..., X, wahr
und fiir alle anderen falsch. Verkniipft man nun mehrere Terme, die diese
Eigenschaft haben, mit der Oder-Verkniipfung, so erhélt man einen neuen
Term, der genau dort die Wahr-Eintrdge in der Wahrheitstabelle hat, wo ei-
nes der Und-Terme den Wert ,Wahr* hat. Umgekehrt sieht es aus, wenn man
sich nur den , Falsch“~-Werten in der Wahrheitstabelle widmet.

Als grobe Idee lasst sich festhalten: Die konjunktive Normalform ist ein
besonders einfacher Ausdruck, der als Und-Verkniipfung von Oder-Termen
besteht; bei disjunktiver Normalform ist es die Oder-Verkniipfung von Und-
Termen. Jetzt konnen wir diesen Begriff prazisieren.
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Definition 1.10. Wir sagen, ein Term Z in den Variablen X, Xo,..., X,
ist in konjunktiver Normalform, falls er sich schreiben lésst als

=L NZyN... N2y

fiir ein £ > 1, wobei sich jeder der Terme Z; fiir 1 < ¢ < k wiederum schreiben
lassen soll als

Z,=YiVYaV...VY,,

und jedes Y; entweder die Variable X; oder deren Negation =X ist. (Dabei
sind natiirlich die Yj fiir jedes Z; unterschiedlich. Wir befolgen dabei die
Konvention, dass alle Variablen in jedem Z; vorkommen sollen.)

Sehr dhnlich ist die Definition der disjunktive Normalform:

Definition 1.11. Wir sagen, ein Term Z in den Variablen X, Xs,..., X,
ist in disjunktiver Normalform, falls er sich schreiben lésst als

fiir ein £ > 1, wobei sich jeder der Terme Z; fiir 1 < ¢ < k wiederum schreiben
lassen soll als

Zi=Y1NYa N .. NY,,
und jedes Y; entweder die Variable X; oder deren Negation —.X; ist.

Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel. e Der Term Z = (AABAC)V(mAANBA-C)V(mAAN-BA-C)
ist in disjunktiver Normalform. Denn dieser ldsst sich schreiben als
Z = ZyN Zy N Zz, wobei Zy = ANBANC, Zy = ~ANBA-C,
Z3 = A N—-B A -=C. Insbesondere ist jeder der Terme Z, Zs, Z5 eine
Und-Verkniipfung, in der jede der Variablen A, B, C' (ob verneint oder
nicht) einmal vorkommt.

e Der Term X = —(AA B) ist weder in konjunktiver noch in disjunktiver
Normalform. Es ist zwar eine Und- bzw. eine Oder-Verkniipfung von
einem einzelnen Term mit sich selbst, aber dieser ist weder eine Und-
noch eine Oder-Verkniipfung von Variablen und ihren Negationen.

e Der Term Y = (AV BV C)A(=mAV BV —C) ist in konjunktiver
Normalform. Denn dieser ldsst sich schreiben als Y = Y; A Y5, wobei
Yi=AVBVCund Y, = -AV BV (. Insbesondere ist sowohl Y] als
auch Y, eine Oder-Verkniipfung, in der jede der Variablen A, B,C' (ob
verneint oder nicht) einmal vorkommt.
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e Der Term 7" = A A B ist in disjunktiver Normalform (in Variablen
A, B): Dieser ist die Oder-Verkniipfung 7" = T} von einem einzigen Und-
Term, in dem jede Variable einmal vorkommt. Nach unserer Definition
ist dieser Term allerdings nicht in konjunktiver Normalform, da in den
Teiltermen A bzw. B nicht jeweils alle Variablen vorkommen. Es gibt
auch Konventionen, nach denen das die konjunktive Normalform ist
und unsere Normalform dann ,yollstdndige konjunktive Normalform*
heifst.

Dass die Normalformen wirklich zum Standardisieren geeignet sind, sieht
man an dem folgenden Satz. Wir werden diesen nicht beweisen, da der Beweis
zwar nicht schwierig, doch langwierig ist, allerdings schauen wir uns Beispiele
an, durch die die Grundidee des Beweises deutlich wird.

Satz 1.12. Jeder logische Term in den Variablen X, ..., X, ist zu einem
logischen Term in konjunktiver Normalform in den Variablen Xy, ..., X, lo-
gisch dquivalent, und letzterer ist bis auf die Reihenfolge der Teilterme, die
durch Und verknipft werden, eindeutig.

Jeder logische Term in den Variablen X, ..., X, ist zu einem logischen
Term in disjunktiver Normalform in den Variablen X, ..., X, logisch dqui-
valent, und letzterer ist bis auf die Reihenfolge der Teilterme, die durch Oder
verkniipft werden, eindeutiq.

Beispiel. Manchmal lésst sich die konjunktive bzw. disjunktive Normalform
serraten”, oder man kann diese leicht durch logische Umformungen herleiten.
Beispielsweise wissen wir fiir den Term A < B in den Variablen A, B nach

Proposition [1.9}
(A& B)« (ANB)V (mAAN-B),

und die rechte Seite ist in der disjunktiver Normalform. Fiir die konjunktive
Normalform starten wir mit einer weiteren Beschreibung aus der Proposition

und wenden dann die Proposition [I.6] an:
(A& B)< (A= B)AN(B—A) < (mAVB)AN(AV -B),
und letzter Term ist in konjunktiver Normalform.

Beispiel. Wir wollen fiir den Term 7'= —((AV BV C) A (A = (C)) jeweils
einen logisch dquivalenten Term in disjunktiver bzw. konjunktiver Normal-
form. Bevor wir das tun, ist die folgende Beobachtung hilfreich: Ein Term
YiANYo Ao AY, in den Variablen Xi,..., X, in dem jedes Y; entweder
die Variable X; oder ihre Negation —.X; ist, ist fiir genau eine Belegung von
Variablen X, ... X, wahr und fiir alle andere Belegungen falsch. Umgekehrt
gibt es zu jeder Belegung der Variablen Xj,... X, einen Und-Term der obi-
gen Form, der fiir diese Belegung wahr ist und fiir alle anderen Belegungen
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falsch. Hat man eine nun eine disjunktive Normalform 7 = Z; vV ...V Z;
vorgegeben, so ist jeder der Terme Z; fiir genau eine Belegung der Variablen
wahr; nimmt man die Wahr-Belegungen fiir alle der k-Terme 7, ..., Z; zu-
sammen, so erhalt man genau die Belegungen, an denen der Term Z wahr
ist. Umgekehrt liefert uns das eine Methode, wie wir zu einem vorgegebe-
nen Term die disjunktive Normalform bilden konnen: Fiir jede Belegung der
Variablen, bei der der vorgegebene Term wahr ist, erhalten wir einen Und-
Term, und durch die Oder-Verkniipfung dieser Und-Terme erhalten wir einen
zu dem vorgegebenen logisch dquivalenten Term in der disjunktiven Normal-
form. Bei konjunktiver Normalform muss man umgekehrt verfahren und fiir
jede Falsch-Belegung den passenden Oder-Term finden, die man dann mit
dem Und verkniipft. Das demonstrieren wir in diesem Beispiel.

Dafiir stellen wir zunéchst die Wahrheitstabelle von T'= =((AV BV C) A
(A = C)) auf. Abkiirzend schreiben wir S = (AV BV C)A (A = C). In den
letzten beiden Spalten geben wir einen Und-Term an, der genau an dieser
Stelle wahr ist, oder einen Oder-Term an, der genau an dieser Stelle falsch
ist - abhéngig davon, ob T" an dieser Stelle wahr oder falsch ist.

A/ B|C|AVvBVC |A=C | S |T Und-Term Oder-Term

w|w|w A4 W w | f -AvV-BV-C
w|w|f w f flw| AABA-C

w| f|w w w w | f -AvV BV -C
w | f f W f flw| AAN-BA-C

I |wi|w w w w| f AV -BvV-C
flw]|f W w w | f AVv-BvVvC

f|f|lw w w w | f AV BV -C

f|f|f f w flw|-AA=BA-C

Somit erhalten wir den Term (AABA-C)V(AA-BA=C)V(~AA=BA-C)
in disjunktiver Normalform, der logisch dquivalent zum vorgegebenen Term
T ist. Aufserdem haben wir den Term

(mAV-BV-C)A(mAV BV -C)N(AV-BV-C)AN(AV-BVC)AN(AV BV -(C)

in konjunktiver Normalform, der zum vorgegebenen Term T logisch dquiva-
lent ist.
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2 Elementare Mengenlehre

2.1 Grundlegende Definitionen

Mengen gehoren zu den grundlegenden Objekten, die wir in der Mathema-
tik betrachten. Einige davon haben wir bereits in der Schule kennengelernt,
wie etwa die Menge der natiirlichen Zahlen oder Losungsmengen von Glei-
chungen. Die folgende Definition, die auf G. Cantor zuriickgeht, legen wir
unserem Begriff von Menge zugrunde. Natiirlicherweise besteht dabei das
Problem, dass wir auf andere Begriffe zuriickgreifen miissen, die wir noch
nicht definiert haben. Dieses Problem ist eines von grundsétzlicher Natur
und soll uns zunéchst nicht weiter storen.

Definition 2.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
und wohlunterschiedenen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung zu einem Ganzen. Diese Objekte werden die Elemente der Menge ge-
nannt.

Beispiel. Es gibt einige Wege, eine Menge zu spezifizieren. Die einfachste
ist, alle Elemente der Menge einfach aufzulisten; als Notation verwenden
wir geschweifte Klammern, um das Zusammenfassen von Objekten hervor-
zuheben, z.B. {0, 1} fiir die Menge, die die Objekte 0 und 1 zusammenfasst.
Die Objekte der Menge miissen in keiner Verbindung miteinander stehen:
Beispielsweise kénnen wir die Menge {0, 1, g, x,y, Erde} betrachten, wobei z
und y als Symbole zu verstehen sind.

Weiterhin haben wir fiir gewisse Mengen, die uns in der Mathematik
besonders héaufig begegnen, feste Notation reserviert: N fiir die Menge der
natiirlichen Zahlen (je nach Kontext mit oder ohne 0; wenn wir betonen
wollen, dass die 0 dazugehort, schreiben wir Ny), Z fiir die Menge der ganzen
Zahlen, Q fiir die Menge der rationalen Zahlen und R fiir die Menge der
reellen Zahlen.

Eine weitere Menge, die besonderer Erwdhnung bedarf, ist die leere
Menge @. Diese ist als die Menge definiert, die keine Objekte zusammen-
fasst.

Fir die Aussage ,,Objekt x ist ein Element der Menge M* haben wir die
Kurzschreibweise x € M, fiir ,,x ist kein Element der Menge M* schreiben
wir 2 ¢ M. Beispielsweise ist v/2 € R, aber v/2 ¢ Q. Fiir alle Objekte z ist
die Aussage ,x ¢ @ wahr und ,z € @ falsch, denn kein Objekt gehort zu
den Objekten, die von der leeren Menge zusammengefasst werden.

Eine vorerst letzte Moglichkeit, eine Menge zu beschreiben, besteht darin,
Eigenschaften von Objekten zu fordern. Dies geschieht immer in der unge-
fahren Form ,,{Objekte = |z hat Eigenschaft P}“.

Beispielsweise ist {v € R|z > 3} die Menge aller reellen Zahlen, die
grofer als 3 sind; die Menge {q € N |7 teilt ¢} ist die Menge der natiirlichen
Zahlen, die durch 7 teilbar sind.

22



Viktoriya Ozornova 2 ELEMENTARE MENGENLEHRE

Um Mengen zu vergleichen, bendtigen wir als erstes die folgende Defini-
tion:

Definition 2.2. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente ent-
halten.

Insbesondere wird die Reihenfolge, in der Elemente aufgelistet werden,
nicht beriicksichtigt, und die Mehrfachnennungen werden zusammengefasst.
So ist beispielsweise {0, 1} = {1,0} und {z, 2} = {z}. Das steht im Gegensatz
zu geordneten Paaren (kurz auch: Paaren) von Objekten, bei denen es auf die
Reihenfolge ankommt und auch Mehrfachnennungen (sinnvollerweise) mog-
lich sind. Solche Paare begegneten uns im Schulunterricht als Koordinaten
von Punkten in der Ebene. So ist der Punkt (0, 1) ein anderer als der Punkt
(1,0), und der Punkt (3, 3) ist ebenfalls eine sinnvolle Koordinatenangabe.

Manchmal ist Gleichheit von Mengen auch nicht génzlich offensichtlich.
Hier sind einige Beispiele:

Beispiel. o {x € R|z <2 und x > 3} = &, da es keine reelle Zahl gibt,
die beide Ungleichungen gleichzeitig erfiillt.

o {y e R|7y+ 14 = 0} = {—2}, denn —2 ist die eindeutige Losung der
Gleichung 7y 4+ 14 = 0.

e {a € R|a®? > 0} =R, denn die Ungleichung a® > 0 gilt fiir jede reelle
Zahl a.

Eine weitere Art, Mengen zueinander in Verbindung zu setzen, ist durch
den Begriff der Teilmenge gegeben.

Definition 2.3. Eine Menge A heifst Teilmenge einer Menge B, falls jedes
Element von A auch ein Element von B ist. Wir schreiben dafiir A C B oder
A C B. In Zeichen sieht die Definition nochmal wie folgt aus:

(ACB) & (xre A=z € B).

Eine Menge A heifit echte Teilmenge einer Menge B (in Zeichen: A C B),
wenn A eine Teilmenge von B ist und zusétzlich A # B gilt.

Beispiel. e {2,7} ist eine Teilmenge der Menge {2, 7}, aber keine echte
Teilmenge.

e {1,3,5} ist eine echte Teilmenge der Menge {1,2,3,4,5}.

e N ist eine echte Teilmenge der Menge Z. Jede natiirliche Zahl ist ins-
besondere eine ganze Zahl, also gilt N C Z. Da es auch ganze Zahlen
gibt, die keine natiirlichen Zahlen sind, z.B. =7 € Z, aber —7 ¢ N, gilt
auferdem N # Z.
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e Genauso gilt Z C Q C R. Fiir letzteres wissen wir, dass es reelle Zahlen
gibt, wie z.B. v/2 oder 7, die keine rationalen Zahlen sind.

e Fiir jede Menge A gilt: A C Aund @ C A. Um letzteres zu {iberpriifen,
merken wir, dass jedes Element der leeren Menge - also kein Objekt -
auch ein Element von A ist.

Manchmal ist es sinnvoll, die Gesamtheit aller Teilmengen einer Menge
zu betrachten.

Definition 2.4. Sei A eine Menge. Die Potenzmenge von A (in Zeichen:
P(A)) ist die Menge aller Teilmengen von A.

Beispiel. In kleinen Beispielen kann man sich die Potenzmenge einer Menge
A komplett hinschreiben. Ist A = {1,2}, so gilt:

7)({1,2}) = {®> {1}7 {2}7 {172}}

An dieser Stelle solle man sich nochmal bewusst werden, dass die Zahl 2 und
die Menge {2} nicht dasselbe sind. So gilt 2 € A, aber 2 ¢ P(A). Hingegen
ist {2} ¢ {1, 2}, sondern {2} C {1,2}, denn jedes Element von {2} - und das
ist einzig die Zahl 2 - ist auch Element der Menge {1,2} ist. Deswegen gilt
{2} € P(A), aber {2} ¢ P(A), denn nicht alle Elemente von {2} - in diesem
Fall geht es um das einzige Element 2 - sind Elemente von P(A). Hingegen
gilt {{2}} € P(A), denn das einzige Element der Menge {{2}} - némlich die
Menge {2} - ist auch ein Element von P(A).

Die Potenzmengen von groferen werden schnell gréfser; darauf werden
wir spéater nochmal genauer eingehen. Als Beispiel sei die Potenzmenge von
{17 27 3}7

P({1,2,3}) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}

angefiihrt, die bereits 8 Elemente hat. Manche Potenzmengen kann man zu-
néchst nicht weiter beschreiben. So ist P(N) = {A|A C N} schon eine
Beschreibung, mit der man sich zufriedengeben muss. Trotzdem kann man
natiirlich mit diesem Objekt arbeiten; beispielsweise konnen wir sagen, dass
@ € P(N),{1,2,3} € P(N),N € P(N); auch kénnen wir sehen, dass

{{1}, {2}, {7,9,10}} C P(N).

Ein sehr intuitiver Begriff ist die Anzahl der Elemente einer Menge A.
Wir notieren diese mit |A| oder #A.

Beispiel. o |{1,2,4}| =3,
e |P({1,2})| = 4, wie wir im vorherigen Beispiel gesehen haben,

e O] =0,
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e Die Anzahl der Elemente von N kann durch keine natiirliche Zahl
angegeben werden - diese Anzahl ist unendlich. Wir schreiben dafiir
IN| = co. Im Prinzip gibt es auch Methoden, um mit co zu hantieren
und auch, um verschiedene Unendlichkeiten zu unterscheiden, doch uns
soll vorerst der einfachste Begriff des Unendlichen geniigen.

2.2 Mengenoperationen

In diesem Abschnitt lernen wir einige Methoden kennen, um aus vorgegebe-
nen Mengen neue Mengen zu konstruieren.

Definition 2.5. Seien A, B Mengen. Die Vereinigung von Mengen A und
B (in Zeichen: AU B) ist die Menge, die genau alle Elemente von A und alle
Elemente von B enthélt. In Zeichen:

(x€e AUB):& ((x € A)V (z € B)).

Beispiel. o {1,2,3}U{3,4,5} ={1,2,3,4,5}, insbesondere werden Mehr-

fachnennungen zusammengefasst.

e Die Objekte der jeweiligen Mengen miissen nichts miteinander zu tun
haben: Sind z, y Symbole, so kénnen wir auch {z, y}U{1,2} = {z,y, 1,2}
bilden.

e Manchmal lasst sich die Vereinigung zweier Mengen nicht in verein-
fachter Form hinschreiben: N U {\/5, \/g} ist die einfachste Art, diese

Menge hinzuschreiben.

e Ist B eine Teilmenge von einer Menge A, so gilt BUA = A. Denn jedes
Element von B ist bereits in A enthalten, d.h. jedes Element von A
oder von B ist insbesondere ein Element von A. Andersrum ist jedes
Element von A ein Element von A oder ein Element von B.

e Insbesondere gilt fiir jede Menge A: AUA = A und AUQ = A.

Definition 2.6. Seien A, B Mengen. Der Durchschnitt der Mengen A und
B (in Zeichen: AN B) ist die Menge, die genau alle Elemente enthélt, die
sowohl in A als auch in B enthalten sind. In Zeichen:

(x€e ANB):& ((x € A) A (z € B)).

Beispiel. o {1,2,3} N {3,4,5} = {3}, denn 3 ist das einzige Element,
das in beiden Mengen vorkommt.

e Sind z,y Symbole, so gilt {z,y} N {1,2} = .
e Fiir jede Menge A gilt: AN A= A.

25



Viktoriya Ozornova 2 ELEMENTARE MENGENLEHRE

e Wir bezeichnen das abgeschlossene Intervall mit eckigen Klammern
und das offene Intervall mit runden Klammern, z.B.

3,5] = {reR|3<z<5}
(3,5) = {zreR|3<xz<b}
Hier haben wir (3,5) NN = {4} und [3,5] "N = {3,4,5}.

Definition 2.7. Seien A, B Mengen. Die Mengendifferenz der Mengen A
und B (in Zeichen: A\ B) ist die Menge, die genau alle Elemente enthélt,
die in A, aber nicht in B enthalten sind. In Zeichen:

(x€e A\ B) & ((x € A) A (z ¢ B)).

Ist B eine Teilmenge von einer Menge A, so wird A \ B auch das Kom-
plement von B in A genannt.

Beispiel. e Im Allgemeinen muss keine der beiden Mengen Teilmenge
der anderen sein, um Mengendifferenz zu bilden. So ist beispielsweise

{1,2,3}\ {3,4,5} = {1,2}.

e Manchmal kann man eine Mengendifferenz nicht weiter beschreiben,
etwa R\ {1,2}. Solche Mengen trifft man héufig schon in der Schule
als Definitionsbereiche von Funktionen.

o [2,4]\ (2,4) = {2,4).

Definition 2.8. Zwei Mengen A, B heifsen disjunkt, falls AN B = &. Eine
Ansammlung Aq,..., A, von Mengen heiflt paarweise disjunkt, falls je
zwei von diesen Mengen disjunkt sind; mit anderen Worten, die Mengen
A;, Ajsind fiir 1 <14, 5 <n, i # j, disjunkt.

Um die verschiedenen Mengenoperationen besser zu verstehen, beweisen
wir exemplarisch die folgende Proposition.

Proposition 2.9. Seien A, B beliebige Mengen. Dann gilt:
1. A=(A\B)U(ANB),
2. (A\B)Nn(ANB)=a.

Beweis. 1. Zwei Mengen sind nach Definition gleich, wenn sie dieselben
Elemente haben. Wir zeigen nun, dass ein Objekt z genau dann in A
liegt, wenn es in (A \ B) U (AN B) liegt. Wir fangen mit der letzteren
Aussage an. Nach Definition von Vereinigung gilt:

re(A\B)U(ANDB) &  ((reA\B)V(re ANB)).
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Wir nutzen nun die Definitionen von Mengendifferenz und vom Durch-
schnitt:

(ze A\B)V(zr€e ANB)) & (r€ANx¢ B)V(xe ANz € B).
Auf diese Aussagen kann man nun das Distributivgesetz anwenden:
(xre ANz ¢ B)V(re ANz eB)& (xe A)N(xr ¢ BV € B).
Da die Aussage x ¢ BV x € B stets wahr ist, folgt

(xre ANz ¢ BVreB)e (xeA).

Nimmt man die Kette der Aquivalenzen zusammen, so haben wir ge-
zeigt, dass x € (A\ B) U (AN B) genau dann wahr ist, wenn z € A
gilt. Damit haben wir die Gleichheit der Mengen bewiesen.

2. Wir gehen wie im ersten Teil vor: Wir zeigen, dass die Aussage x €
(A\ B)N (AN B) immer falsch ist und die Menge somit dieselben
Elemente wie die leere Menge hat, ndmlich gar keine. Wir benutzen
zunéchst die Definition vom Durchschnitt:

re€(A\B)N(ANB) < ((xe€ A\ B)A(x € AN B)).

Im n#chsten Schritt setzen wir die Definitionen von Mengendifferenz
und vom Durchschnitt wieder ein:

(e A\B)AN(x€e ANB)) e (xr€c ANz ¢ B)AN(x € ANz € B).

Nun nutzen wir das Assoziativ- und das Kommutativgesetz fiir die Und-
Verkniipfung und erhalten:

(e ANz ¢ B)N(zre ANz eB)& (x¢ BANzeB)AN(z e ANz € A).

Nun ist die Aussage © ¢ BAx € B immer falsch, und somit die gesamte
Aussage (r ¢ BAx € B)A(x € ANz € A) immer falsch. Somit folgt
die Behauptung.

O

Wir fithren die vorerst letzte Mengenoperation ein.

Definition 2.10. Seien A, B Mengen. Das (kartesische) Produkt A x B
der Mengen A und B ist die Menge aller (geordneter) Paare (a,b) mit a € A
und b € B. In Zeichen:

A x B ={(a,b)|la € A,b € B}.

Man beachte, dass ein Paar stets geordnet ist, wir sagen nur manchmal
) )
,geordnete Paare”, um das nochmal zusétzlich zu unterstreichen.
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Beispiel. e Ein Beispiel ist meist aus der Schule bekannt: Die Menge von
Paaren (z,y) mit z € R und y € R wird meist als R? geschrieben und
wird benutzt, um Koordinaten von Punkten in der Ebene anzugeben.

e {1,2} x {a,b} = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}. Man beachte, dass dies
nicht dieselbe Menge ist wie

{a,b} x{1,2} = {(a,1),(b, 1), (a,2),(b,2)}.

Wir wollen auch wissen, wie man die Anzahl der Elemente einer Menge
ermittelt, die man aus vorgegebenen Mengen durch Verwendung von Men-
genoperationen bekommen hat. Eine erste Aussage in diese Richtung ist die
folgende.

Proposition 2.11. Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt:
1. [AUB|=|A|+ |B|—|AN B,
2. Sind A und B disjunkt, so ist |AU B| = |A| + |B|.

Beweis. 1. Nach Definition enthélt A U B genau die Elemente, die in A
oder in B enthalten sind. Insgesamt ergibt es zunichst |A| + | B| Ele-
mente, allerdings werden manche Elemente hierbei doppelt gezéhlt,
namlich diejenigen, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.
Die Menge solcher Elemente ist nach Definition genau A N B. Be-
riicksichtigt man die Mehrfachnennungen, so erhélt man also genau
|AUB| =|A|+ |B| — |AU B|.

2. Nach Definition ist der Durchschnitt zweier disjunkten Mengen leer und
hat somit 0 Elemente. Somit folgt der zweite Teil unmittelbar aus dem
ersten.

O
Daraus erhalten wir als Folgerung:

Korollar 2.12. Seien Ay, ..., A, paarweise disjunkte, endliche Mengen. Dann
qilt:
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3 Vollstandige Induktion

Will man eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen, so steht man
zunachst vor einem Problem, denn es sind unendlich viele Zahlen und eine
Aussage, die fiir 1,2, 3,4, 5 gilt, braucht nicht fiir 6 zu gelten. Einen Ausweg
bietet das Induktionsprinzip. Bevor wir dieses genauer formulieren, beschéf-
tigen wir uns mit einem Beispiel.

Frage. Sei ein 1024 x 1024-grofkes Quadrat vorgegeben, das in 1 x 1-Ké&stchen
unterteilt ist, wie kariertes Papier. Ist es mdglich, dieses Quadrat mit L-
Teilchen (s. Bild) zu pflastern, sodass keine zwei sich iiberlappen, kein Feld
frei bleibt und jedes Késtchen von jedem L-Teilchen auf einem Késtchen
vom grofen Quadrat liegt? (Wir sagen dafiir in Zukunft nur noch ,pflastern®,
diese Bedingungen werden dabei stets angenommen. Das L-Teilchen darf
aber gedreht werden.)

Diese erste Frage ist leicht zu beantworten: Wére das Quadrat mit L-
Teilchen gepflastert, so wére es insbesondere in 3er-Gruppen unterteilt, also
miisste die Anzahl der Késtchen in dem Quadrat durch 3 teilbar sein. Auf
der anderen Seite ist aber 1024 - 1024 = 2% nicht durch 3 teilbar, also kann
die Pflasterung nie aufgehen.

Wir modifizieren also die Frage:

Frage. Kann man ein 1024 x 1024-Quadrat ohne eine FEcke mit L-Teilchen
pflastern?

Das Nachrechnen zeigt, dass 22° — 1 tatséchlich durch 3 teilbar ist. Al-
lerdings kann die Teilbarkeit durch 3 nicht das einzige Kriterium sein, denn
das folgende Gebilde kann man auch nicht mit L-Teilchen pflastern:

Da 1024 zu grofs zum Ausprobieren ist, fragen wir uns, wie es denn fiir
kleinere Potenzen von 2 aussieht.

Frage. Kann man ein 2 x 2-Quadrat ohne eine Ecke mit L-Teilchen pflastern?

Die Antwort auf diese Frage ist ziemlich klar: Ein 2 x 2-Quadrat ohne
eine Ecke ist genau ein L-Teilchen; die Antwort lautet also ,,ja“. Wenden wir
uns dem néchsten Fall zu:
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Frage. Kann man ein 4 x 4-Quadrat ohne eine Ecke mit L-Teilchen pflastern?

Diese Frage ist schon schwieriger, allerdings auch positiv zu beantworten.
Man hat beispielsweise die folgende Pflasterung;:

Es ist noch deutlich aufwendiger, den 8 x 8-Fall zu untersuchen. Macht
man sich die Miihe, so stellt man auch dort fest, dass eine Pflasterung méglich
ist. Wir wollen also den allgemeinen Satz beweisen:

Satz 3.1. Man kann ein 2™ x 2"-Quadrat ohne eine Ecke fiir jede natiirliche
Zahl n > 1 mit L-Teilchen pflastern.

Die Hauptidee wird wie folgt sein: Hat man ein 2"t x 2"*l-Quadrat,
so kann man dieses in vier 2" x 2"-Quadrate zerschneiden, indem man jede
Seite halbiert. Dann werden wir unser bereits erlangtes Konnen - nadmlich
zupflastern von kleineren Quadraten ohne Ecke - anwenden konnen, um das
grofse Quadrat zu pflastern. Dabei muss das Vorgehen noch etwas genau-
er erlautert werden. Dass eine solche Methode iiberhaupt funktioniert, wird
durch das sogenannte Induktionsaxiom gesichert. Es ist ein Axiom, also eine
Aussage, die wir als wahr annehmen, ohne diese zu beweisen. Ohne Axio-
me - also grundlegende Aussagen, die nicht bewiesen werden - koénnen wir
kaum etwas beweisen, dhnlich wie wir ohne Bedeutung von gewissen Worten
als bekannt vorauszusetzen nicht die Bedeutung von anderen Worten erkla-
ren kénnen. Man versucht allerdings im Allgemeinen in der Mathematik, so
wenige Axiome wie moglich zu verwenden, und diese Annahmen, die nicht
bewiesen werden, moglichst einfach und plausibel zu wahlen. Wir benutzen
die folgenden beiden Formulierungen.

Axiom (Induktionsaxiom I). Sei X C Ny eine Teilmenge von natiirlichen
Zahlen. Wir nehmen an, dass die folgenden zwei Bedingungen fiir X gelten:

(I1) 0 € X und

(I2) Ist eine natiirliche Zahl k ein Element von X, so ist auch ihr Nachfolger
k+1in X.

Dann folgt bereits, dass X = Nj ist, also X alle natiirlichen Zahlen enthélt.
Die zweite Version ist nur geringfiigig anders:

Axiom (Induktionsaxiom II). Sei X C {x € Ny|z > m} eine Teilmenge von
natiirlichen Zahlen, die grofier oder gleich der festen natiirlichen Zahl m sind.
Wir nehmen an, dass die folgenden zwei Bedingungen fiir X gelten:
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(I1) m € X und

(I2) Ist eine natiirliche Zahl k ein Element von X, so ist auch ihr Nachfolger
k+1in X.

Dann folgt bereits, dass X = {z € Ny |z > m} ist, also X alle natiirlichen
Zahlen ab m enthalt.

Will man nun eine Behauptung B(n) fir alle natiirlichen Zahlen ab einer
bestimmten natiirlichen Zahl m beweisen, so braucht man nur iiberpriifen,
ob B(m) wahr ist und ob die Aussage B(k) = B(k + 1) wahr ist. Mit
anderen Worten: Wir miissen iiberpriifen, ob die Aussage fiir den kleinsten
gewiinschten Wert m gilt, und dann, ob die Giiltigkeit der Aussage fiir eine
natiirliche Zahl £ > m auch die Giiltigkeit der Aussage fiir die nachfolgende
natiirliche Zahl k + 1 impliziert. Dann folgt nach dem Induktionsaxiom die
Giiltigkeit der Aussage B(n) fiir alle natiirlichen Zahlen ab m. (Um darauf
das Induktionsaxiom anzuwenden, betrachten wir ndmlich die Menge X =
{z € Ng|z > m und B(z) wahr}.)

Nun koénnen wir diese neue Technik anwenden, um den Satz zu be-
weisen.

Beweis des Satzes[3.1. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: Zunichst miissen wir zeigen, dass die Aussage fiir
den kleinsten relevanten Wert wahr ist. Da wir die Existenz der Pflasterung
fiir alle n > 1 beweisen wollen, miissen wir fiir den Induktionsanfang die
Aussage fiir n = 1 beweisen. Das haben wir oben bereits getan: Ein 2 x 2-
Quadrat ohne Ecke ist genau das L-Teilchen, und somit léasst sich dieses durch
(genau eines) L-Teilchen pflastern. Also ist die Aussage des Satzes wahr fiir
n=1.

Induktionsschritt: Im Induktionsschritt muss die folgende Aussage ge-
zeigt werden: Gilt die Behauptung des Satzes fiir eine feste natiirliche Zahl
k > 1, so gilt sie auch fiir Thren Nachfolger k£ + 1. Wir nehmen also an (ohne
es bislang zu wissen!), dass die Aussage fiir £ > 1 wahr ist. Diese Annahme
nennen wir Induktionsvoraussetzung. Unter dieser Annahme zeigen wir
dann, dass die Aussage auch fiir k£ + 1 wahr ist. Konkret heifit es in diesem
Fall: Wir nehmen an, wir hitten bereits eine Pflasterung fiir ein 2% x 2*-
Quadrat ohne Ecke, das ist die Induktionsvoraussetzung. Wir wollen diese
nun nutzen, um zu zeigen, dass ein 2¥*1 x 2¥¥1_-Quadrat ohne Ecke ebenfalls
mit L-Teilchen gepflastert werden kann. Dafiir ist es ganz niitzlich, wenn man
ein Objekt, das in der Induktionsvoraussetzung vorkommt, in dem grofieren
Objekt wiederfinden konnen. Hierfiir ist die folgende Beobachtung zentral:
Teilt man die Seiten des 28+ x 2¥F1-Quadrats jeweils in zwei Hilften auf, so
erhilt man vier Quadrate der Grofe 2% x 2F:
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2k

2k
J
2k 2k
— ~ _/
2k+1

Macht man dies mit dem 2*+! x 2¥+'_Quadrat ohne Ecke, so bekommt man
ein 2% x 2F-Quadrat ohne Ecke und drei ,unbeschidigte” 2% x 2¥-Quadrate:

L

Man weifs nach Induktionsvoraussetzung bereits, wie man das kleinere
Quadrat ohne Ecke pflastert und muss sich fiir die restlichen, ‘unbeschéadig-
ten 2F x 2F-Quadrate etwas iiberlegen. Da wir daraus auch Quadrate ohne
eine Ecke machen wollen, stellt es sich als sinnvoll heraus, ein L-Teilchen
in die Mitte zu legen, sodass es ein Ecke aus jedem dieser drei kleineren
Quadrate herausnimmt:

Dadurch entstehen drei weitere 2¥ x 2¥-Quadrate ohne Ecke, die wir nach
Induktionsvoraussetzung bereits pflastern konnen. Damit haben wir aber -
unter unserer Annahme, das 2% x 2¥-Quadrat ohne Ecke pflastern zu kénnen
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- das 2F*1 x 2¥+1_Quadrat ohne Ecke mit L-Teilchen gepflastert. Das vervoll-
standigt den Induktionsschritt. Somit greift das Induktionsprinzip, und nach
dem Induktionsaxiom ist die Aussage bewiesen. O]

Wir wollen im Folgenden an einigen Beispielen weiter verdeutlichen, wie
Induktionsbeweise funktionieren. Dabei haben die Beweise stets dhnliches
Grundmuster, aber im Induktionsschritt (und manchmal schon beim Induk-

tionsanfang) werden stets Methoden herangezogen, die fiir die Aussage spe-
zifisch sind.

Proposition 3.2. Fir alle natirlichen Zahlen n > 1 gilt: 2™ > n.

Beweis. Wir beweisen die Proposition durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 haben wir die Aussage 2! > 1 zu priifen.
Diese ist offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Fiir den Induktionsschritt miissen wir die folgende
Aussage beweisen: Gilt fiir eine natiirliche Zahl & > 1, dass 2 > k, so
folgt daraus auch 2! > k + 1. Dafiir nutzen wir die Umformungsregeln
fiir Ungleichungen, die wir kennengelernt haben. Dabei starten wir mit der
Induktionsvoraussetzung und multiplizieren beide Seiten mit 2:

2F > k | -2
= kL > ok

Das ist moglich, da Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl die Giiltig-
keit einer Ungleichung nicht &ndert. Nun schreiben wir 2k = £+ k und addie-
ren zu beiden Seiten der Voraussetzung k > 1 die reelle Zahl k, was die Giil-
tigkeit der Ungleichung nicht dndert und die neue Ungleichung k+k > k+1
liefert. Zusammengesetzt erhalten wir

ML > 2k >k + 1,

was 2871 > k41 impliziert. Das vervollstindigt den Induktionsschritt. Daraus
folgt mit dem Induktionsaxiom die Behauptung.

[]

Die néchste Proposition ist eine der beriithmtesten Anwendungen der In-
duktion.

Proposition 3.3. Fiir alle natirlichen Zahlen n > 1 gilt:

1
1+2+...+n:”(”T+).

Dabei ist mit der Summe auf der linken Seite die Summe aller natiirlichen

Zahlen von 1 bis einschlieklich n gemeint. Um das praziser handhaben zu
kénnen, fiihren wir die folgende Notation ein:
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Notation. Ist P(k) ein Term in Abhéngigkeit von einer natiirlichen Zahl k,
so schreiben wir die Summe der Werte von P fiir natiirliche Zahlen zwischen
m und n als

> P(k).
k=m

7
Beispiel. e > i steht fiir die Summe der natiirlichen Zahlen zwischen 1
i=1
und 7, also
7

Y i=14243+4+5+6+7=28

=1

. 24:(¢2+7z'):(32+7-3)+(42+7-4):74.

1=3

3
o > 20=20420 4924923 =15
1=0

Mit dieser Notation ldsst sich nun die obige Proposition schreiben als

di= @ Diese Aussage wollen wir nun beweisen.
i=1
Beweis der Proposition[3.5. Wir beweisen die Proposition durch Induktion
nach n.
Induktionsanfang: Fir n = 1 haben wir die Aussage 1 =
priifen. Diese ist wahr, wie man leicht nachrechnet.
Induktionsschritt: Fiir den Induktionsschritt miissen wir die folgende
Aussage beweisen: Gilt fiir eine natiirliche Zahl m > 1 die Aussage:

1-(141
—(2+) zu

ii ~ m(m+1)
— 2
i=1
el 1 1)+1
so folgt daraus auch ) i = Mw

i=1
Diesmal fangen wir mit der linken Seite der Behauptung an und formen
diese um. Erste wichtige Beobachtung bereitet die Anwendung der Indukti-

onsvoraussetzung VOr.

doi= 1+2+4. . 4+m+(m+1)
= (14+24+...4+m)+(m+1)

= ii—l—(m—i—l).
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Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis m kénnen wir nach Indukti-
onsvoraussetzung bereits durch M ersetzen. Danach klammern wir den
Faktor m + 1 aus.

N m(m + 1 m

D it (m+1) IY%Jr(erl) = (m+1) <5+1>.

i=1
Nun vereinfachen wir den Term in der zweiten Klammer und formen den um,
bis wir das gewiinschte Ergebnis bekommen haben. .

(m+1) <%+1> :(m+1)-m;2: <m+1)((75+1)+1).

Insgesamt haben wir also durch Termumformungen unter Zuhilfenahme der
Induktionsvoraussetzung gezeigt:

m—+1

Zi: (m—i—l)((ﬂ;—i—l)—i—l).

i=1
Damit ist der Induktionsschritt vollstandig. Die Behauptung folgt nun nach
dem Induktionsaxiom. O

In der néchsten Proposition soll es darum gehen, die Summe der ungera-
den natiirlichen Zahlen bis zu einer gewissen Zahl zu bestimmen. Bevor wir
das tun konnen, miissen wir uns iiberlegen, wie man die ungeraden natiir-
lichen Zahlen ausdriicken kann. Die i-te ungerade natiirliche Zahl lasst sich
als 20 — 1 schreiben, z.B. ist die erste ungerade natiirliche Zahl 2-1 -1 =1,
die zweite 2 - 2 — 1 = 3, die zweiundzwanzigste 2 - 22 — 1 = 43. Damit lasst
sich nun die folgende Proposition formulieren.

Proposition 3.4. Die Summe der ersten k ungerader natiirlicher Zahlen
betrigt k*. Als Formel:

(25 —1) =k

WE

j=1
fir alle natirlichen Zahlen k > 1.

Beweis. Wir beweisen die Proposition wieder mittels vollstdndiger Induktion
nach k.

Induktionsanfang: Fiir £ = 1 haben wir die Aussage 2;11(2]' —1) =12
zu priifen. Die Summe l&sst sich als 2 -1 — 1 schreiben, und dieser Ausdruck
hat tatsachlich den Wert 1.

Induktionsschritt: Hier miissen wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit der

k
Gleichung >~ (27 — 1) = k? fiir eine natiirliche Zahl k auch die Gleichung
j=1

k+1

d2j—1)=(k+1)

j=1
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folgt. Wieder fangen wir mit der linken Seite an und merken, dass die Sum-
me um einen einzigen Summanden im Vergleich zur Induktionsvoraussetzung
erweitert worden ist. Also kénnen wir wieder die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten:

di-1=> (2j-1)+@20k+1)-1) W (2(k+1) —1).

Nach Auflésen der Klammern sehen wir sofort, dass wir die 1-te binomische
Formel anwenden konnen:

BP4+Q2k+1)-1) =k +2k+1=(k+1)>

Das zeigt die Behauptung im Induktionsschritt und somit die Behauptung
der Proposition. O

Das néchste Beispiel fiir die Anwendung der Induktion ist von etwas an-
derer Natur. Um dieses genauer behandeln zu kénnen, wollen wir nochmal
den Begriff von Teilbarkeit préziser machen.

Definition 3.5. Wir sagen, die natiirliche Zahl k£ # 0 teilt die natiirliche
Zahl m, falls 7 eine ganze Zahl ist.

Damit kénnen wir nun die folgende Proposition beweisen.

Proposition 3.6. Die Zahl 8™ —3™ st fiir jede natiirliche Zahl m > 1 durch
5 teulbar.

Beweis. Wir beweisen die Proposition durch Induktion nach m.

Induktionsanfang: Fiir m = 1 miissen wir nachpriifen, ob 8! — 3! durch
5 teilbar ist. Da 8! — 3! = 5, ist die Aussage der Proposition fiir m = 1 wahr.

Induktionsschritt: Hier miissen wir beweisen, dass die Zahl 8"+ —3m+!
durch 5 teilbar sein muss, falls wir bereits wissen, dass 8" — 3" durch 5
teilbar ist. Wir benutzen die obige Definition der Teilbarkeit. Wir miissen also
priifen, ob w eine ganze Zahl ist. Dafiir formen wir diesen Ausdruck
etwas um. Als erstes fligen wir dabei einen Summanden 3-8™ im Zahler hinzu
und ziehen ihn wieder ab:

8m+1 _3m+1 B 8m+1 _38m+38m_3m+1
5 B 5

Wir benutzen nun, dass 8! = 8.8™ und 3™*! = 3-3™, und klammern die
Faktoren 8" bzw. 3 jeweils aus:

gmtl —3.8m 4 3.8m —3mtl  gm.(8_3) 43 (8™ — 3™

) 5
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Nun teilen wir diese Summe auf:

8- (8—=3)+3- (8 —=3™ gm —3m
(EUREHURT NP

Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass 8™ — 3" durch 5 teilbar ist,
also folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass £=3" eine ganze Zahl ist.
Das bleibt genauso, wenn wir diese Zahl mit 3 multipliziert wird, und auch,
wenn wir eine weitere ganze Zahl 8™ dazu addieren. Also ist

8m+1 _ 3m+1 {m _ 3m
2 2  _gmyg3.2 2
5 * 5
eine ganze Zahl, und folglich haben wir aus der Induktionsvoraussetzung
hergeleitet, dass 8™ ! —3™*! durch 5 teilbar ist. Also ist der Induktionsschritt
vollstéandig und die Proposition damit bewiesen.
O
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4 Abzahlen I

Wir wollen nun einige Methoden lernen, um die Anzahl von Objekten einer
Menge (die beispielsweise durch Mengenoperationen, die wir kennengelernt
haben, aus anderen Mengen bekannter Grofe entstanden ist). Fin Beispiel
hierfiir haben wir bereits in der Proposition bereits gesehen. Ein weiteres
Resultat, das man leicht einsieht, ist das folgende:

Proposition 4.1. Seien A und B endliche Mengen, so gilt: |Ax B| = |A]-|B|.

Beweis. Listet man die Elemente von A x B auf, also Paare von Elementen
(a,b) mit a € A und b € B, so erhélt man fiir jedes Element von A genau
| B| Elemente, eins fiir jedes Element von B. Da das fiir jedes Element von
A gilt, erhdlt man insgesamt |A| - |B]. O

Nun wollen wir eine weitere, deutlich schwierigere Aussage von diesem
Typ mit Hilfe von vollstandiger Induktion beweisen.

Satz 4.2. Sei A eine n-elementige Menge. Dann hat die Potenzmenge von
A, P(A), genau 2" Elemente. Mit anderen Worten: Die Menge A hat genau
2™ Teilmengen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 haben wir genau eine Menge, die 0 Ele-
mente hat, ndmlich die leere Menge &. Die leere Menge hat genau eine Teil-
menge, und zwar die leere Menge selbst. Also gilt P(&) = {@} und insbe-
sondere |P(2)| = 1, was genau 2° ist. Die Aussage des Satzes stimmt also
fiir n = 0.

Induktionsschritt: Nun miissen wir zeigen: Wenn fiir jede k-elementige
Menge A gilt, dass |P(A)] = 2F gilt (fiir ein festes k), so gilt auch fiir jede
k + 1-elementige Menge B: |P(B)| = 2¥*1. Sei also B eine k + 1-elementige
Menge. Da k eine natiirliche Zahl ist, ist £ > 0 und folglich £+ 1 > 1, sodass
wir wissen, dass die Menge B nicht die leere Menge ist. Insbesondere kénnen
wir uns ein Element b € B auswahlen. Wir betrachten nun die folgenden
beiden Teilmengen der Potenzmenge von B:

X = {CcB|beC}und
Y = {CCBlb¢C}.

Da jede Teilmenge von B entweder das Element b enthéalt oder es nicht ent-
halt, gilt

P(B)=XUY.

Da ferner nur eine von beiden Moglichkeit jeweils eintritt, sind die Mengen
X und Y disjunkt. Daraus folgt nun mit Proposition [2.11}

P(B)| = [X]+Y].
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Man muss also nur die Anzahlen von Elementen von X und von Y bestim-

men,

um |P(B)| zu berechnen. Dazu bendtigen wir zwei Schritte. Zunéchst

bestimmen wir dabei die Anzahl der Elemente von Y, und danach zeigen wir,
dass X und Y gleich viele Elemente haben.

Schritt 1:

Schritt 2:

In diesem Schritt bestimmen wir die Anzahl der Elemente von Y. Dafiir
machen wir die folgende Beobachtung: Ist C' eine Teilmenge von B, die b
nicht enthélt, so ist C' auch eine Teilmenge von B\ {b}. Umgekehrt kann
jede Teilmenge von B\ {b} als eine Teilmenge von B gesehen werden,
die b nicht enthélt. Somit kénnen wir sagen, dass Y = P (B \ {b}) gilt,
da wir uns gerade iiberlegt haben, dass beide Mengen dieselbe Elemente
besitzen. Insbesondere folgt daraus |Y'| = |P(B \ {b})|. Da b € B, hat
die Menge B\ {b} genau k Elemente, da wir ein Element aus der (k+1)-
elementigen Menge B entfernt haben. Das versetzt uns in die Lage,
auf die Menge B\ {b} die Induktionsvoraussetzung anzuwenden. Darin
haben wir angenommen, dass wir bereits die Anzahl der Elemente in der
Potenzmenge einer k-elementigen Menge bestimmen konnen. Wenden
wir das auf die k-elementige Menge B\ {b} an, so erhalten wir:

Y| =|P(B\ {b})| = 2"
Die Menge Y hat also 2¥ Elemente.

In diesem zweiten Schritt wollen wir zeigen, dass X und Y gleich viele
Elemente haben. Dabei gehen wir wie folgt vor: Wir geben zu jedem
Element von X einen ,Partner” in Y an, und zeigen dann, dass jedes
Element in X genau einen Partner bekommt, dass kein Element von Y
zwei oder mehr Partner bekommen hat und dass auch jedes Element
von Y an ein Element von X vergeben wurde. (Man kénnte sich vor-
stellen, man wiirde eine Gruppe von Personen in Tanzpaare aufteilen,
und wir miissen nachpriifen, dass die Aufteilung genau aufgeht.)

Jedem Element C' € X wollen wir also ein Element von Y zuordnen.
Wir starten also mit einem Element C' von X. Nach Definition ist ein
Element von X eine Teilmenge von B, die das Element b enthéalt. Wir
wollen dieser ein Element von Y zuordnen, also eine Teilmenge von B,
die das Element b nicht enthélt. Dafiir tun wir etwas naheliegendes:
Wir nehmen die Teilmenge C' von B und entfernen daraus das Element
b, bilden also die Menge C'\ {b}. Das ist wieder eine Teilmenge von
B, und aufserdem enthélt sie das Element b nicht, denn das haben
wir herausgenommen. Also ist C'\ {b} € Y. Wir haben also zu jedem
Element von X einen Partner in Y gefunden. Jetzt miissen wir zwei
Aussagen priifen: Auf diese Weise haben wir jedem Element von X ein
Element von Y zugeordnet. A priori ist es allerdings unklar, ob jedes
Element von Y dabei vergeben wurde, und ob nicht manche Elemente
von Y doppelt vergeben wurden.
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Kann es also sein, dass wir zwei unterschiedliche Teilmengen C', Cy von
B genommen haben, die beide b enthalten, und durch das Entfernen
des Elementes b die Mengen gleich wurden, also C; \ {b} = Cy \ {b}
gilt? Das kann nicht vorkommen, denn mindestens eine von den Mengen
C1, Cy muss ein Element enthalten, das nicht in der anderen liegt, sonst
waren die Mengen gleich. Dieses Element kann aber nicht b sein, denn b
ist sowohl in (' als auch in Cy enthalten. Also ist dieses Element nach
wie vor in genau einer der Mengen C) \ {b},Cs \ {b} enthalten, und
diese Mengen wéren also unterschiedlich. Es ist also kein Element von
Y doppelt vergeben worden.

Konnte es nun moglicherweise sein, dass manche Elemente aus Y gar
nicht an Elemente von X vergeben wurden? Auch das kann nicht pas-
sieren: Ist D € Y, so ist D nach Definition von Y eine Teilmenge von
B, die das Element b nicht enthalt. Wir suchen also ein Element von
X, dem D zugeordnet wurde, also eine Teilmenge von B, die b enthélt
und die nach Entfernen von b zu der Menge D wird. Eine solche Menge
ist durch DU{b} gegeben. Diese Menge ist nach Definition ein Element
von X, dessen Partner in Y genau D ist.

Somit haben wir nachgewiesen, dass X und Y genau dieselbe Anzahl
von Elementen haben, also |X| = |Y| = 2.

Nimmt man nun die vorher hergeleitete Formel
[P(B)| = X[+ Y]
und setzt | X| = Y| = 2* ein, so erhilt man
|P(B)] = 2" 4 2F = 2F*1.

Das vervollstandigt den Induktionsschritt und zeigt somit die Behauptung.
O

Man sollte insbesondere bemerken, dass die Grofe der Potenzmenge in
Abhéngigkeit von der Grofe der urspriinglichen Menge sehr schnell wéchst,
und zwar exponentiell.

In néchsten Schritt will man noch etwas préaziser werden und die Anzahl
der Teilmengen einer festen Grofe in der vorgegebenen Menge ermitteln.
Dafiir fithren wir Binomialkoeffizienten ein. Es werden dieselben sein, die
vermutlich aus dem Schulunterricht bekannt sind, allerdings werden wir sie
anders definieren. Wir sehen spéter, dass beide Definitionen dquivalent sind.

Definition 4.3. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge ist der Binomialkoeffizient (Z) (Sprechweise: ,,n tiber k7).

Beispiel. e Eine n-elementige Menge A hat genau eine 0-elementige Teil-
menge, namlich die leere Menge. Deswegen gilt (8) =1 fiir allen > 0.
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e Eine n-elementige Menge A hat auch genau eine n-elementige Teilmen-
ge, namlich sich selbst. Daher gilt stets (Z) = 1.

e Eine n-elementige Menge A hat fiir n > 1 genau n unterschiedliche
einelementige Teilmengen, denn man kann jedes der Elemente von A
als das einzige Element unserer Teilmenge aussuchen. Deswegen gilt

(71‘) =n fir alle n > 1.

e Konkreter wollen wir noch (g’) bestimmen. Dafiir betrachten wir die

3-elementige Menge {a,b,c} und listen alle moglichen 2-elementigen
Teilmengen von dieser auf: Das sind {a, b}, {a, c}, {b,c}. Also gilt (3) =
3.

e Die Binomialkoeffizienten kénnen im Pascalschen Dreieck angeordnet
werden. Die bis jetzt bestimmen Binomialkoeffizienten sowie die Bino-
mialkoeffizienten der Form (:) ergeben:

Im Pascalschen Dreieck ergibt die Summe der beiden Binomialkoeffizien-
ten, die rechts und links oberhalb von einer Stelle stehen, genau den Bino-
mialkoeffizienten an dieser Stelle. Das halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 4.4. Fiir alle natirlichen Zahlen n,k gilt: ("2‘1) = (Z) + (kﬁl)

Da der Beweis dem des Satzes [4.2] dhnelt und recht aufwandig zum pré-
zisen Aufschreiben ist, geben wir hier nur die Beweisidee fiir diesen Satz.
Diese ist wichtig, weil solche und dhnliche Zéhlmethoden haufiger zum Be-
weis Identitdten dieser Art herangezogen werden.
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Beweisidee. Wir gehen ganz dhnlich vor wie im Beweis des Satzes [4.2]

Die Zahl (”Zl) beschreibt die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n + 1-elementigen Menge, die wir fiir diesen Beweis B nennen. Dan+1 > 1,
hat die Menge B mindestens ein Element. Wir betrachten ein festes Ele-
ment b € B. Jede k-elementige Teilmenge von B enthéalt b oder enthilt b
nicht. Zunéchst fragen wir uns, wie viele k-elementige Teilmengen von B das
Element b nicht enthalten. Diese sind genau die k-elementigen Teilmengen
von B\ {b}, also einer n-elementigen Menge. Da gibt es nach Definition der
Binomialkoeffizienten genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmengen.

Als néchstes miissen wir also die k-elementigen Teilmengen zahlen, die b
enthalten. Nimmt man das Element b aus solcher Teilmenge heraus, so erhélt
man eine (k — 1)-elementige Teilmenge von der n-elementigen Menge B\ {b}.
Ahnlich wie im Satz kann man sich iiberlegen, dass jeder k-elementigen
Teilmenge von B, die b enthélt, so genau eine (k — 1)-elementige Teilmenge
von B\ {b} zugeordnet wird. Umgekehrt kann jeder (k — 1)-elementigen
Teilmenge von B\ {b} eine k-elementige Teilmenge von B zugeordnet werden,
die b enthélt, einfach indem wir b als Element hinzufiigen. Auf diese Weise
kann man nachweisen, dass die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von B,
die b enthalten, genau (]:1) ist.

Daraus folgt die Behauptung. O]

Wie das Verfahren aus dieser Beweisidee etwas konkreter aussieht, soll
am folgenden Beispiel veranschaulicht werden.

Beispiel. Die 3-elementigen Teilmengen der Menge {a, b, ¢, d, e} sind:

e Die dreielementigen Teilmengen von {a,b,c,d, e}, die e nicht als Ele-
ment enthalten:

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d},

insgesamt (‘31) = 4 Mengen. (Diese Teilmengen sind insbesondere die
dreielementigen Teilmengen der Menge {a, b, ¢, d}.

e Die dreielementigen Teilmengen von {a,b,c,d, e}, die das Element e
enthalten:

{a,b,e}, {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d, e},

insgesamt (;1) = 6 Mengen. (Diese Teilmengen entstehen aus den 2-
elementigen Teilmengen der Menge {a,b,c,d} durch Hinzufiigen des
Elementes e.)

Die Binomialkoeffizienten werden in der folgenden Verallgemeinerung der
ersten binomischen Formel benutzt.
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Satz 4.5 (Binomischer Lehrsatz). Fir alle x,y € R und alle natirlichen
Zahlen n gilt:

(z+y)" = zn: <Z) whyn k.

k=0

Bevor wir eine Beweisidee fiir diesen Satz geben, wollen wir uns verge-
genwartigen, in wie fern dies eine Verallgemeinerung der ersten binomischen
Formel ist. Dafiir setzen wir n = 2 ein und erhalten, indem wir die Summe
wieder ausschreiben:

2
2 2 2 2
(x + y>2 _ Z (k) xky2—k _ <0) x0y2—0 + (1) x1y2—1 + <2> x2y2—2_
k=

0

Setzt man die vorher bestimmten Werte fiir Binomialkoeffizienten ein, so
erhalten wir

2 2 2
(0>x0y20 + (1) $1y271 + <2) x2y272 - 1-1. y2 4 9. Ty T 1. 1'2 .1

=y’ + 22y + 22,

also genau die erste binomische Formel.
Wir wollen, um die Funktionsweise der Formel besser zu verstehen, uns
auch den Fall n = 3 ansehen. Genauso wie zuvor erhalten wir

N

3
k=0

3 3 3 3
_ (0) 20370 ¢ <1> 2yt (2) w252 1 <3> 333

= 1-1-¢*+3 -2 +3 - 2%y+1-2°-1
y® + 3xy? + 327y + 23,

Allgemein konnen wir den binomischen Lehrsatz etwas informeller in der
Form

n_ (™) omn Y 1 n-1 n n-1,1 Y 0
(x+y) (O)xy +<1)xy +...—|—(n_1)x y+(n)xy

schreiben.

Um uns auf die Beweisidee vorzubereiten, iiberlegen wir uns, wie man
Klammern simultan ausmultipliziert. Die grundsétzliche Methode ist diesel-
be, wie beim iiblichen Ausmultiplizieren von Klammern: Fiir jeden neuen
Summanden vom Ergebnis nimmt man jeweils einen Summanden aus jeder
Klammer, und jede Kombination von Summanden betrachtet man genau
einmal.

43



Viktoriya Ozornova 4 ABZAHLEN I

So erhalten wir durch ausmultiplizieren von (z + y)3:
(z+y)(@+y)(z+y) =2°+y2® + zyz + 2%y + 2y® + yoy + v’z + o>

Wir iiberlegen uns am Beispiel von (x + y)*, dass die Teilmengen von
{1,2,3,4} dazu genutzt werden kénnen, die Summanden im ausmultiplizier-
ten Term zu nummerieren. (Das ist kein allgemeiner Beweis, sondern eben nur
ein Beispiel. Hier soll auf einen Beweis verzichtet werden. Es ist hdufig beim
Losen von mathematischen Problemen so, dass man sich die grundséatzliche
Beweismethode zunéchst an Beispielen klarmacht, und im néchsten Schritt
dann diese zu einem strikten Beweis formalisiert. Beide Schritte sind wichtig
zu lernen; hier wollen wir den Schwerpunkt auf dem ersten Teil setzen.)

Wir lassen uns von jeder Teilmenge von {1, 2, 3,4} also anzeigen, aus wel-
chen Klammern wir den Summanden x auswéhlen; aus den {ibrigen Klam-
mern wéhlen wir den Summanden y aus. Ist beispielsweise die Menge {1, 3}
vorgegeben, so entspricht das dem Produkt xyzy, also nehmen wir z in der
ersten, y in der zweiten, z in der dritten, y in der vierten Klammer. Die
Menge {1,2,3,4} wiirde dem Produkt z* entsprechen, also der Wahl von z
in jeder Klammer. Die leere Menge hingegen entspricht dem Produkt y*, denn
in keiner Klammer wurde das x ausgewahlt - also wurde in jeder Klammer
y ausgewihlt. Insgesamt erhalten wir vor dem Zusammenfassen 2* Summan-
den, fiir jede Teilmenge von {1,2,3,4} genau einen, und jeder Summand
kann so beschrieben werden. Beim Zusammenfassen sehen wir, dass jede k-
elementige Teilmenge von {1,2,3,4} den Summanden z*y*~* liefert, denn
eine k-elementige Teilmenge ldsst uns k-mal das  und (4 — k)-mal das y
auswahlen. Das ist auch das Herzstiick des Beweises, den wir jetzt etwas
allgemeiner, wenn auch nicht ganz formal, festhalten.

Beweisidee zu dem Satz[{.5. Wie in der Vortiberlegung, multiplizieren wir
die Klammern in dem Produkt (z + y)" simultan aus. Dabei entsprechen
die Summanden vom Ergebnis vor dem Zusammenfassen den Teilmengen
von {1,2,...,n}. Das sieht man, indem man jeder Teilmenge den Summan-
den zuordnet, bei dem z genau in den Klammern ausgewahlt wurde, die
von dieser Teilmenge angegeben sind, und y in den iibrigen Klammern. Auf
diese Weise entstehen vor dem Zusammenfassen 2" Summanden, und die
k-elementigen Teilmengen entsprechen genau den Summanden z*y"~*. Nun
haben wir (Z) als die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von einer n-
elementigen Menge definiert, also wird es nach dem Ausmultiplizieren genau

(%) Summanden z*y"~* geben. Nach dem Zusammenfassen erhalten wir also

genau » (Z):z:ky”*k, wie behauptet. O
k=0

Aus dem binomischen Lehrsatz lasst sich nun das folgende Korollar ab-
leiten:
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Korollar 4.6. Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt: > (Z) = 2"
k=0

Bevor wir das Korollar beweisen, veranschaulichen wir uns die Situation
im Pascalschen Dreieck: Die Summe auf der linken Seite ist jeweils die Summe
aller Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile, die wir hier rechts neben jeder
Zeile notieren:

1 1

1 1 2

1 2 1 4

1 3 3 1 8

1 4 6 4 1 16

1 5 10 10 5 1 32

Beweis des Korollars[{.6. Wir fiigen bei den Summanden den Faktor 1 =
1% . 1"=* hinzu, was die Summe nicht verdndert.

> (1) -2 (1) v

Darauf lasst sich nun der binomische Lehrsatz [4.5] anwenden. Wir erhalten
also

. n _ - n k n—k __ n __ on
() = (i) ot maryror
k=0 k=0
was zu beweisen war. O

Alternativer Beweis wiirde wie folgt aussehen: Jede Teilmenge einer n-
elementigen Menge hat eine gewisse Anzahl von Elementen, und diese Anzahl
ist eine natiirliche Zahl zwischen 0 und n (einschlieflich). Wenn wir also die

Summe Y (}) bilden, erhalten wir die Gesamtzahl aller méglichen Teilmen-
k=0

gen einer n-elementigen Menge, die wir nach Grofe sortiert aufgeschrieben
haben. Auf der anderen Seite wissen wir nach Satz [£.2] dass die Anzahl der
Teilmenge einer n-elementigen Menge 2" betrégt. Das zeigt die Behauptung.

Nun wollen wir auf die Beschreibung der Binomialkoeffizienten zuriick-
kommen, die in der Schule iiblicherweise benutzt wird. Dafiir miissen wir den
Begriff der Fakultdt einer natiirlichen Zahl wiederholen.

Definition 4.7. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist n! (,n Fakultat”) das
Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis n:

nl=1-2-...-n.

Fir 0 definieren wir 0! = 1.

45



Viktoriya Ozornova 4 ABZAHLEN I

Beispiel. Wir bestimmen die Fakultaten fiir kleine natiirliche Zahlen:

1 =
2!
3!
4! =
5!
6!
7 =

g S WG S
N N DD NN

Es ist eine wichtige Beobachtung, dass Fakultdten sehr schnell wachsen.

Die Fakultéten spielen eine wichtige Rolle beim Loésen von Abzéhlproble-
men. Hier ist ein Beispiel dafiir.

Satz 4.8. Es gibt n! unterschiedliche Anordnungen von n Objekten.

Beispiel. Die Objekte a, b, ¢ konnen auf 3! = 6 Arten angeordnet werden:
abc, acb, bac, beca, cab, cba

Der Beweis dieses Satzes wiirde durch Induktion erfolgen. Da wir bereits
sehr viele formale Induktionsbeweise gesehen haben, beschrinken wir uns
auch hier auf eine Beweisidee.

Beweisidee. Die Aussage ist wahr fiir n = 1.

Bei einer Anordnung von den n Objekten hat man n Moglichkeiten, das
erste Objekt auszuwéhlen. Fiir jedes Anfangsobjekt und die restlichen (n—1)
Objekte gibt es (n — 1)!-Moglichkeiten, die restlichen Objekte anzuordnen.
Das liefert insgesamt n - (n — 1)! = n! Anordnungen. O

Nun konnen wir die Binomialkoeffizienten mit Hilfe von Fakultaten aus-
dricken.

Satz 4.9. Fir alle natirlichen Zahlen n > k gilt: (Z) = Wik),

Wieder erlautern wir zundchst die Beweisidee an einem Beispiel.

Beispiel. Wir suchen die 2-elementigen Teilmengen von {a, b, ¢,d}. Um die-
se zu erhalten, betrachten wir alle mdéglichen Anordnungen der Objekte
a,b,c,d, und wihlen in jeder solchen Anordnung die ersten zwei Elemente
zu den Elementen einer zweielementigen Menge aus. Dabei erhalten wir je-
de 2-elementige Teilmenge von {a,b, c,d}, allerdings haufiger zweimal. Das

46



Viktoriya Ozornova 4 ABZAHLEN I

wollen wir konkret durchfiihren (wir verzichten hier zwecks besseren Uber-
sichtlichkeit auf Klammern):

abed acbd bacd becad cabd cbad
abdc adbc badc bdac dabc dbac
acdb adcb cadb cdab dacb dcab
beda bdca cbda cdba dbca dcba

Dabei merken wir, dass wir jede 2-elementige Teilmenge 4 Mal gezahlt haben.
Dabei erzeugen die moglichen Anordnungen der zweielementigen Menge eine
Verdopplung in der Zahlung, und die mdglichen Anordnungen der iibrigge-
bliebenen zwei Elementen erzeugen eine weitere Verdopplung. Daher erhélt
man 24 2-elementige Teilmengen der Menge {a, b, ¢, d}, wobei jede Teilmenge
4 Mal gezahlt wurde, also 2 I = 6 zweielementige Teilmengen. Das Prinzip
verallgemeinern wir nun.

Beweisidee. Betrachte eine n-elementige Menge A. Betrachte alle n! mdogli-
chen Anordnungen der Elemente der Menge A. Bei jeder Anordnung fassen
wir die ersten k Elemente zu einer Teilmenge auf. Auf diese Weise erhalten
wir jede k-elementige Teilmenge, jedoch werden diese im Allgemeinen mehr-
fach vorkommen. Bislang haben wir n! Teilmengen, von denen manche gleich
sind, markiert.

Als néchstes ermitteln wir, wie oft jede Teilmenge markiert wurde. Die
Teilmenge und die restlichen (n — k) Elemente konnen beliebig angeordnet
werden und liefert dabei immer dieselbe Teilmenge, da es bei Teilmengen nur
auf die Elemente und nicht auf deren Reihenfolge ankommt. Somit wurde jede
Teilmenge k! - (n — k)! Mal markiert, da wir die k-elementige Menge auf k!
verschiedene Arten anordnen kénnen und die restlichen Element auf (n — k)!
verschiedene Arten und diese Anordnungen sind voneinander unabhéngig.
Daher gibt es k-elementige Teilmengen von A, also folgt wie behauptet

(V)

k'(n k)!
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5 Abbildungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Abbildungen. Abbildungen ge-
ben uns eine Moglichkeit, unterschiedliche Mengen miteinander in Beziehung
zu setzen. Abbildungen verallgemeinern den Begriff einer Funktion, der aus
der Schule bekannt ist.

Definition 5.1. Seien A,B Mengen. Eine Abbildung f: A — B ist eine
Zuordnung, die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet.
Die Menge A heiftt Quelle und die Menge B das Ziel der Abbildung f.

Man bemerke, dass man von einer Abbildung erst sprechen kann, wenn
man Quelle und Ziel festgelegt hat. Ferner ist es wichtig, dass jedes Element
von A einen Wert im Ziel B zugeordnet bekommt, und dieses Element sollte
eindeutig sein. Letzteres entspricht der aus dem Schulunterricht bekannter
Tatsache, dass ein Funktionsgraph niemals zwei unterschiedliche y-Werte fiir
denselben xz-Wert haben darf.

Beispiel. e Funktionen aus dem Schulunterricht liefert Beispiel fiir Ab-
bildungen, z.B. f: R — R, f(z) = 2. Alternativ schreibt man auch
x +— 22, um die Funktionsvorschrift zu beschreiben.

e In manchen Féllen kann man die Abbildung durch die vollstdndige
Liste der Zuordnungen beschreiben. g: {1,2,3} — {u,v,w}, g(1) = u,
9(2) = v, g(3) = u ist eine Abbildung. Alternativ schreibt man auch:

1 — u,
2 = v,
3 = u.

Man beachte, dass hier zwei Elementen der Quelle, ndmlich den Ele-
menten 1 und 3, dasselbe Element zugeordnet wird. Das ist bei Ab-
bildungen durchaus zulédssig; ausgeschlossen wird nur, dass zwei oder
mehr Elemente des Bildes die Werte fiir ein Element der Quelle als
Werte ausgewihlt werden.

e Die Zuordnung {KlausurteilnehmerInnen} — {Giiltige Noten}, die je-
dem Priifling seine Klausurnote zuordnet, ist eine Abbildung. Jede(r)
KlausurteilnehmerIn erhéalt ndmlich eine Klausurnote, und zwar genau
eine.

e Die Zuordnung ¢g: R — R,
a+— Losung der Gleichung 22 = a,

ist keine Abbildung. Dabei treten gleich zwei Probleme auf: Den nega-
tiven Zahlen wird durch diese Vorschrift keine reelle Zahl zugeordnet,
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denn die Gleichung x? = a hat keine Losung in den reellen Zahlen fiir
die negativen Werte von a. Fiir die positiven Werte von a tritt allerdings
auch ein Problem auf, denn die Gleichung 2% = a hat zwei verschiedene
Losungen, und somit ist es nicht eindeutig, welche der beiden Losungen
einer positiven Zahl a zugeordnet werden soll.

e Die Vorschrift z — z? ist (ohne Kontext) keine Abbildung, da Ziel und
Quelle nicht spezifiziert wurden.

e Die Zuordnung ¢: [1,2] — [1,2],z — 2?2, ist ebenfalls keine Abbil-
dung. Jedem Element der Quelle soll durch die Vorschrift ein Element
des Ziels zugeordnet werden, allerdings wiirde die Vorschrift z.B. dem
Element 2 der Quelle die Zahl 4 zuordnen, die kein Element des Ziels
ist.

Um Abbildungen zu vergleichen, geben wir noch die folgende Definiti-
on. Diese ist weitestgehend intuitiv, allerdings miissen Quelle und Ziel der
Abbildungen ebenfalls iibereinstimmen.

Definition 5.2. Zwei Abbildungen heifen gleich, falls sie dieselbe Quelle
und dasselbe Ziel haben und beide Abbildungen jedem Element der Quelle
jeweils dasselbe Element im Ziel zuordnen.

Im Folgenden wollen wir die Eigenschaften von Abbildungen studieren.
Dabei fangen wir mit Injektivitdt und Surjektivitat an.

Definition 5.3. Eine Abbildung f: X — Y heifst injektiv, wenn fiir alle
x1,29 € X aus f(x1) = f(x) folgt: 1 = xs.

Nach Proposition konnen wir das unmittelbar zu der folgenden Aus-
sage umformulieren: Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann injektiv,
wenn fiir alle z1, xo € X mit x1 # x5 gilt: f(z1) # f(22). Unterschiedlichen
Elementen der Quelle werden also unterschiedliche Elemente des Ziels zuge-
ordnet. Das sollte nicht mit der Definition der Abbildung verwechselt werden:
Da geht es darum, dass jedes einzelne Element der Quelle etwas Eindeutiges
zugeordnet bekommt, wihrend fiir die Injektivitit verglichen wird, wie die
Werte fiir unterschiedliche Elemente aussehen.

Beispiel. e Die Abbildung p: R — R, p(y) = 7y+3, ist injektiv. Um das
zu priifen, nehmen wir an, dass y1,y» € R liegen und die Eigenschaft
©(y1) = p(y2) haben. Wir miissen unter dieser Annahme zeigen, dass
y1 = yo folgt. Schreibt man die Annahme expliziter hin, so erhélt man

Tyr + 3 = Tys + 3.
Diese Gleichung formen wir nun dquivalent um:
Ty +3 = Ty2+3] —3
STy = Tyl 7
Sy = Y2
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o [:{1,2,3} — {u,v,w}, f(1) =u, f(2) = v, f(3) = u ist keine in-
jektive Abbildung. Negiert man die Definition der Injektivitét, so sieht
man sofort: Eine Abbildung ¢g: A — B ist genau dann nicht injektiv,
wenn es Elemente aj,ay € A gibt, sodass a; # ag, aber g(a;) = g(az)
gilt. Wendet man das auf die Abbildung f an, so hat man hier unter-
schiedliche Elemente 1,3 der Quelle auf dasselbe Element u des Ziels
abgebildet.

Ergédnzend zur Injektivitdt gibt es auch die Surjektivitit, die im Allge-
meinen von der Injektivitat aber unabhéngig ist.

Definition 5.4. Seien X,Y zwei Mengen. Eine Abbildung f: X — Y heifst
surjektiv, wenn jedes Element y € Y ein Urbild x € X hat, d.h. zu jedem
y €Y gibt es ein z € X mit f(z) =y.

Dabei kann ein y € Y auch durchaus mehrere Urbilder in X haben,
es ist nur die Existenz wichtig. Die Surjektivitdt besagt also, informeller
ausgedriickt, dass jedes Element vom Ziel mindestens einmal als Bild von
etwas in der Quelle fungiert.

Beispiel. e Die Abbildung «: {1,2,3} — {a,b}, gegeben durch 1 —
b,2 — b,3 — a ist surjektiv. Wir miissen nachpriifen, dass jedes Ele-
ment in der Zielmenge, also jedes Element von {a, b} ein Urbild hat.
Das Element @ hat ein Urbild, da «(3) = a, und das Element b hat ein
Urbild, da «(1) = b, also ist die Abbildung surjektiv. Dass das Element
b noch ein weiteres Urbild hat, ist hierbei nicht relevant.

e Die Abbildung {a,b} — N, a — 2, b+ 7, ist nicht surjektiv: Beispiels-
weise hat das Element 1 € N kein Urbild unter dieser Abbildung.

Das néchste Beispiel verdeutlicht, dass fiir Injektivitdat und Surjektivitat
die Wahl der Quelle und des Ziels eine entscheidende Rolle spielen.

Beispiel. e Die Abbildung ¢: R — R, p(x) = 22, ist weder injektiv noch
surjektiv. Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢ nicht injektiv ist, be-
merken wir, dass beispielsweise die unterschiedlichen Elemente —2 und
2 der Quelle auf dasselbe Element des Ziels abgebildet werden, ndmlich
auf das Element 4. Das zeigt, dass die Abbildung ¢ nicht injektiv ist.
Ferner ist die Abbildung nicht surjektiv, da beispielsweise das Element
—1 kein Urbild unter ¢ besitzt.

e Wir dndern nun die Quelle der Abbildung und betrachten die Abbil-
dung v: [0,00) — R, ¥(y) = y*. Diese Abbildung ist nun injektiv, aber
nicht surjektiv, wie wir gleich zeigen werden. Hat man zwei nichtnega-
tive reelle Zahlen yy, o, fiir die gilt: y? = y3, so folgt daraus y; = y».
Die Abbildung ist nicht surjektiv, da das Element —1 wie auch bei der
vorherigen Abbildung kein Urbild hat.
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e Die Abbildung : [0,00) — [0,00), 8(z) = z?, ist nun injektiv und
surjektiv. Fiir die Injektivitdt benutzen wir dasselbe Argument wie bei
der vorherigen Abbildung. Zur Surjektivitiat: Jedes Element y € [0, c0)
des Ziels hat ein Urbild unter 8, ndmlich \/y, denn 8(,/y) = (v/9)* = v.

Wir geben ein weiteres Beispiel einer Abbildung.

Beispiel. Fiir jede Menge A gibt es eine Identitdtsabbildung von A,ids: A —
A, die jedem Element a von A dasselbe Element a von A zuordnet. Diese
Abbildung ist sowohl injektiv als auch surjektiv.

Definition 5.5. Eine Abbildung, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist,
heifst bijektiv.

Abbildungen kénnen miteinander in Verbindung gesetzt werden, indem
man sie verkettet. Wir werden Verkettung insbesondere brauchen, um bijek-
tive Abbildungen besser zu beschreiben; es ist aber auch an sich ein wichtiger
Begrift.

Definition 5.6. Seien f: A — B and g: B — C' zwei Abbildungen. Die
Komposition dieser Abbildungen ist eine Abbildung go f: A — C, die
durch die Vorschrift

(g0 f)(a) =g(f(a))
fiir alle @ € A definiert ist.

Hierzu sollten einige Dinge angemerkt werden.

Bemerkung. e Wir sollten uns davon iiberzeugen, dass der Ausdruck in
der Definition tatséchlich Sinn ergibt. Um eine Abbildung von der Men-
ge A in die Menge C' zu definieren, miissen wir jedem Element von A
genau ein Element von C zuordnen. Dabei ordnen wir dem Element
a € A als Zwischenschritt das Element f(a) € B zu. Auf dieses Element
kénnen wir nun die Abbildung g anwenden, um das Element g(f(a)) in
C zu erhalten. Somit ist g o f in der obigen Definition tatséchlich eine
Abbildung.

e Wie wir im letzten Punkt gesehen haben, wiirde die Definition einer
Komposition o « nicht funktionieren, wenn die Zielmenge von « und
die Quelle von (8 nicht {ibereinstimmen wiirden. Es ist also eine wichtige
Bedingung.

e Die Komposition wird synonym auch Verkettung, Verkniipfung, Hinter-
einanderschaltung bzw. Hintereinanderausfihrung genannt.

e Die Schreibweise foa ist potentiell verwirrend, da man auf ein Element
der Quelle von « zunéchst o anwendet und erst dann 3; man liest in
diesem Fall gewissermafen von rechts nach links. Eine Sprechweise fiir
B o ist allerdings ,,3 nach o
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Beispiel. Wir betrachten die Abbildungen f: R — R, f(z) = 2z + 1, und
9: R =R, g(y) =y°

Zuerst wollen wir nachpriifen, dass f sowohl injektiv als auch surjektiv
ist. (Das hat nicht wirklich mit Komposition zu tun, sondern soll nochmal
die Begriffe ,injektiv* und ,surjektiv verdeutlichen.) Die Injektivitat wurde
ahnlich bereits nachgewiesen. Wir betrachten zwei Elemente x1, 25 € R mit
gleichem Bild f(z1) = f(x2). Das schreiben wir aus und formen es dquivalent
um:

& 2x; = 2x9] 12

=T = Ia.

Also impliziert f(x1) = f(x2) bereits x1 = o, folglich ist f injektiv.

Die Abbildung f ist surjektiv. Um das zu beweisen, miissen wir zu jedem
Element y des Ziels R ein Urbild angeben. Das Urbild von y € R ist durch
yT_l gegeben, denn es gilt:

y—1 y—1
f( 5 ) 5 + Y + Y

Nun machen wir mit Komposition weiter. Wir bestimmen f o g, indem
wir die Definition der Komposition benutzen: Fiir alle z € R erhalten wir

(fog)(z) = flygz) = f(z})=2-2+1.

Auf der anderen Seite wollen wir die Komposition go f expliziter beschreiben.
Dabei benutzen wir den binomischen Lehrsatz (4.5t

(go z) =g(f(2) =g(z+1) = (22 +1)> =82° +122* + 62 + 1.

Wir sehen, dass die Abbildungen go f und f o g im Allgemeinen nicht gleich
sind. Um das nachzuweisen, setzen wir z.B. das Element 1 ein:

(fog)l) = 2-1°+1=3,
(gof)(1) = (2-1+1)*=2T.

Dem Element 1 ordnen also die Abbildungen f o g und g o f unterschiedli-
che Elemente des Ziels zu, folglich sind diese Abbildungen verschieden. Im
Gegensatz zu solchen Operationen wie Und-Verkniipfung von Aussagen oder
Addition oder Multiplikation von reellen Zahlen ist die Komposition von Ab-
bildungen nicht kommutativ, d.h. die Reihenfolge der Abbildungen spielt eine
Rolle.

Im Folgenden betrachten wir ein weiteres Beispiel, das etwas anders ge-
artet ist.
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Beispiel. Sei A = {a,b,c,d} und B = {x,y,w}. Wir definieren die Abbil-
dung a: A — B durch

QL o o 2
I 11
B e g«

—

Wir bemerken, dass die Abbildung « surjektiv ist, da jedes Element der
Zielmenge B als Bild von einem Element aus A auftaucht. Die Abbildung
« ist nicht injektiv, da es zwei unterschiedliche Elemente der Quelle gibt,
namlich a und ¢, die auf dasselbe Element des Ziels abgebildet werden.

Ferner definieren wir die Abbildung 5: B — N durch §(z) = 2, f(y) = 5,
f(w) = 7. Diese Abbildung ist nicht surjektiv, da beispielsweise das Element
1 des Ziels kein Urbild besitzt. Diese Abbildung ist injektiv, da unterschiedli-
che Elemente von B auf unterschiedliche Elemente von N abgebildet werden.

In diesem Beispiel ist die Komposition « o 8 nicht definiert, da das Ziel
von (3 (die Menge der natiirlichen Zahlen) und die Quelle von « (die Menge
A) nicht iibereinstimmen. Wiirden wir versuchen, ein 5(b) in « einzusetzen,
so wiirden wir das gar nicht auswerten konnen, da a auf der Menge A und
nicht auf den natiirlichen Zahlen definiert ist.

Hingegen ist die Komposition foa: A — N definiert. Wir bestimmen die
Werte dieser Abbildung auf den Elementen von A:

(Boa)a) = plala)) = Bly) =5,

(Boa)b) = Blab)) = Blw) =T,
(Boa)e) = Blale)) = Bly) =5,
(Boa)d) = Bla(d) = Blx) = 2.

Insbesondere bemerken wir, dass die Abbildung 8 o o weder injektiv noch
surjektiv ist. Sie ist nicht surjektiv, da beispielsweise das Element 1 € N
kein Urbild unter dieser Abbildung besitzt. Sie ist nicht injektiv, da es zwei
unterschiedliche Elemente a und ¢ in der Quelle gibt, die beide auf dasselbe
Element 5 im Ziel abgebildet werden.

Wir setzen unsere Suche nach einem Kriterium fiir Bijektivitét fort. Da-
mit eng verbunden ist der Begriff einer Umkehrabbildung (oder inverser Ab-

bildung)

Definition 5.7. Sei f: A — B eine Abbildung. Eine Abbildung g: B — A
heifst inverse Abbildung zu f, falls go f =ids und fog=idp.

Schreibt man die Bedingungen in der Definition nochmal aus, so heifst es:
g(f(a)) =ida(a) = a fiir alle a € A und f(g(b)) = idp(b) = b fur alle b € B.
Um sich diesen Begriff zu veranschaulichen, schauen wir uns wieder Beispiele
an:
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Beispiel. e Zunéchst schauen wir uns ein aus der Schule bekanntes Bei-
spiel an. Die Abbildung ,/: [0,00) — [0,00),  + +/x ist die inverse
Abbildung zu der Abbildung ¢: [0, 00) — [0, 00), z — z%. Um das nach-
zupriifen, miissen wir fiir jede nicht-negative reelle Zahl x nachpriifen,
dass \/q(r) =  und ¢(y/z) = x gilt. Setzt man die Definitionen ein,
so sind diese Aussagen zu den Aussagen vz2 = 2 und (v/x)? = x dqui-
valent, die fiir jede nicht-negative reelle Zahl = gelten. Somit ist J/ die
inverse Abbildung zu der Abbildung q.

e Die Abbildung ¢: R — R, ¢(y) = 2y + 1, hat die inverse Abbildung
e: R = R, ¢(z) = %z — % Um das zu iiberpriifen, miissen wir die

Kompositionen ¥ o ¢ und ¢ o 1) bestimmen. Fiir jedes z € R gilt nun
nach Definitionen von Komposition und von den Abbildungen ¢, 1:

Woula) = vlple) = (50-3) =2 (o 5) +1
= r—1+1=u,

(pou)(a) = plb(x) =@z +1)=7 @r+1)—3
B r 1
= $+§—§—JI

Das zeigt, dass ¢ und 1 zueinander inverse Abbildungen sind.
e Die Abbildung a: {a,b,c} — {1,2,3}, die durch die Vorschrift

a — 1,
b — 2,
c — 3

gegeben ist, hat als inverse Abbildung die Abbildung 3: {1,2,3} —
{a,b,c}, die durch die Vorschrift

Y

I 11

a
b
c

gegeben ist. Um das nachzupriifen, miissen wir die Kompositionen fo«
und « o 8 bestimmen. Dabei ergibt sich:

(Boa)(a) = Bla(a)) = (1) = a,
(Boa)) = Bla
(Boa)(c) = Bla(e) =B3) =
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und

(@0 f)(1) = a(B(1)) =a L,
(@0 B)(2) = a(B(2)) =ad) =2,
(@0 B)(3) = a(BB3)) =a 3.

Also gilt o a = idgpe und o B = idj1 23y und somit sind die
Abbildungen « und (8 zueinander invers.

e Nicht jede Abbildung besitzt eine inverse Abbildung. Betrachten wir
beispielsweise die Abbildung f: Ny — Ny, gegeben durch f(x) = 2%
Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung keine inverse Abbildung be-
sitzt. Angenommen, g: Ny — Ny wére die inverse Abbildung zu f. Wir
betrachten die natiirliche Zahl ¢(2), die die Abbildung g der Zahl 2
zuordnen wiirde. Nach Definition der inversen Abbildung miisste dafiir
f(g(2)) = 2 gelten. Setzt man hier die Definition von f ein, so erhalten
wir (g(2))? = 2. Allerdings gibt es, wie wir wissen, keine natiirliche
Zahl, dessen Quadrat genau 2 ergibt. Das liefert einen Widerspruch,
also war unsere Annahme, dass f eine inverse Abbildung ¢ hat, falsch.
Damit ist gezeigt, dass die Abbildung f keine inverse Abbildung haben
kann.

Nun kénnen wir unser Bijektivitatskriterium formulieren.

Satz 5.8. Fine Abbildung f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn sie eine
inverse Abbildung besitzt.

Beweis. Die Aussage, die wir beweisen wollen, ist eine Aquivalenz zweier
Aussagen (der Aussagen ,Die Abbildung f ist bijektiv.“ und ,Die Abbildung
f besitzt eine inverse Abbildung.”). Um eine solche Aussage zu beweisen, ist
es ein iibliches Vorgehen, zu zeigen, dass jede der Aussagen die jeweils andere
impliziert. Konkreter miissen hier dann zwei Aussagen bewiesen werden:

1) Ist eine Abbildung f: A — B bijektiv, so hat diese Abbildung eine
inverse Abbildung.

2) Hat die Abbildung f: A — B eine inverse Abbildung, so ist diese
Abbildung f bijektiv.

Wir fangen mit dem zweiten Punkt an, da dieser einfacher ist.

ad 2) In diesem Teil des Beweises nehmen wir an, dass die Abbildung f: A —
B eine inverse Abbildung g: B — A besitzt. Wir wollen unter dieser
Voraussetzung zeigen, dass f bijektiv ist. Nach Definition der Bijekti-
vitdt miissen wir also zeigen, dass f injektiv und surjektiv ist.
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ad 1)

Wir fangen mit der Injektivitdt an. Seien also ap,ay Elemente der
Quelle, die von f auf dasselbe Element f(a;) = f(az) abgebildet wer-
den. Wendet man nun g auf dieses Element von B an, so erhédlt man
g(f(a1)) = g(f(ag)). Erinnert man sich nun an die Definition der in-
versen Abbildung, so sieht man g(f(a1)) = (go f)(a1) = ida(a1) = a4
und genauso ¢(f(az)) = (go f)(az) = ida(az) = ay. Also kénnen wir
aus der Annahme, dass f(a;) = f(ay), folgern, dass a; = as gilt. Somit
ist die Abbildung f injektiv.

Nun bleibt es zu zeigen, dass die Abbildung f surjektiv ist. Sei also
b € B ein beliebiges Element; wir miissen zeigen, dass es ein Urbild
unter f besitzt. Betrachte das Element g(b) € A. Wir behaupten, dass
dieses Element ein Urbild von b unter f ist. Bestimmt man namlich
f(g(b)), so erhélt man aus der Definition der inversen Abbildung:

f(g(b)) = (f o g)(b) =idp(b) = 0.

Also liefert g(b) zu jedem b € B ein Urbild unter f. Somit ist die
Abbildung f surjektiv.

In diesem Beweisteil haben wir also gezeigt, dass die Abbildung f, die
eine inverse Abbildung besitzt, notwendigerweise injektiv und surjektiv
sein muss.

Nun wollen wir den ersten Teil der Aussage beweisen, namlich dass jede
bijektive Abbildung f: A — B eine inverse Abbildung besitzt. Dieser
Beweisteil ist insofern schwieriger, dass wir nun eine Abbildung g: B —
A angeben miissen, und dann priifen, dass die beiden Bedingungen aus
der Definition der inversen Abbildung erfiillt sind, also dass fog = idpg
und g o f =idy gilt.

Um die Abbildung g zu definieren, nutzen wir die Surjektivitdt von
f aus. Zu jedem b € B hat man nach Definition der Surjektivitat
mindestens ein Urbild a € A. Wir suchen uns also zu jedem b € B ein
solches Urbild a € A aus und setzen g(b) = a. Das definiert zu jeder
surjektiven Abbildung f eine Abbildung g: B — A mit der Eigenschaft
f(g(b)) = bfur alle b € B, allerdings brauchen wir noch die Injektivitét
von f, um zu zeigen, dass diese Abbildung g auch die Umkehrabbildung
von f ist. Dass es ohne Injektivitdt von f nicht funktioniert, wird in
dem nachfolgenden Beispiel demonstriert.

Wir miissen noch zeigen, dass g o f = id4 gilt, mit anderen Worten,
dass fiir alle a € A gilt: g(f(a)) = a. Um das einzusehen, merken wir,
dass g(f(a)) als ein Element definiert wurde, dessen Bild f(g(f(a)))
genau f(a) ist. Ohne Weiteres wiirde das noch nicht sicherstellen, dass
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g(f(a)) = a gilt. Allerdings wissen wir, dass f injektiv ist, und dass
g(f(a)) und a zwei Elemente von a sind, dessen Bilder unter f {iberein-
stimmen. Nach Definition der Injektivitat folgt nun, dass ¢g(f(a)) = a
ist.

Damit haben wir also gezeigt, dass jede bijektive Abbildung eine inverse
Abbildung besitzt. Das vervollstéindigt den Beweis des Satzes.

]

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung «: {a,b,c} — {1,2}, die durch
ala) = 1, a(b) = 2, a(c) = 2 gegeben ist. Wir bemerken, dass diese Ab-
bildung surjektiv, aber nicht injektiv ist. Indem wir das Verfahren aus dem
Beweis des vorigen Satzes anwenden, kénnen wir eine Abbildung 3: {1,2} —
{a,b,c} definieren, die die Eigenschaft oo § = id o) besitzt. Wir wéhlen
néamlich zu jedem der Elemente 1,2 des Ziels ein Urbild unter o und erhalten
beispielsweise $(1) = a und (2) = c¢. (Hier haben wir eine Entscheidung
getroffen.) Es gilt nun:

a(B(1) = ala)=1,
a(B(2) = a(e)=2.

Aber die andere Komposition, 8 o «, ist nicht die Identitdtsabbildung der
Menge {a, b, c}: Beispielsweise gilt

Blab)) = B(2) =c, aber
idg(b) = b.
Also ist § keine inverse Abbildung von «. Nach dem Satz, den wir soeben

bewiesen haben, kann « keine inverse Abbildung haben, da « nicht injektiv
ist.
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6 Abzahlen II

Mit den neuen Begriffen kénnen wir uns wieder den Fragestellungen zuwen-
den, die wir schon im Kapitel 4| aufgeworfen haben. Zunéchst fragen wir uns,
wie viele Abbildungen es zwischen zwei endlichen Mengen gibt.

Proposition 6.1. Sei A eine k-elementige und B eine m-elementige Menge.
Dann gibt es m* unterschiedliche Abbildungen von A nach B, d.h., die Menge

{f: A— B f Abbildung}

hat m* Elemente.

Beweisidee. Fiir jeder Element von A wahlen wir, um eine Abbildung f: A —
B zu bestimmen, ein einziges Element von B. Die Wahl findet fiir jedes
Element von A unabhéngig statt. Wenn wir A = {ay,as, ..., ax} schreiben,
so ergibt sich das folgende Bild.

aj —

ag +—>

ay —

Wir haben also k Positionen, jede im Bild durch ein Késtchen dargestellt,
und auf jede dieser Positionen wird ein Element von B gesetzt. Das ergibt
m unabhéangige Moglichkeiten fiir jede der Positionen, also insgesamt

k

m-m-...-m=m
—_—
r Mal
Moglichkeiten. O

Im Folgenden geht es darum, unseren Begriff fiir die Anzahl der Elemente
einer Menge zu préazisieren. Dabei erhalten wir auch einen Eindruck davon,
wie unterschiedliche Begriffe von ,,Unendlichkeit” festgemacht werden kénnen.

Definition 6.2. Zwei Mengen heifsen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion
zwischen diesen Mengen gibt.

Eine Menge A hat die Méachtigkeit n, wenn es eine Bijektion zwischen
dieser Menge A und der Menge {1,2,...,n} gibt.

Anschaulich ist eine Bijektion zwischen der Menge {1,2,...,n} genau das
Durchnummerieren der Elemente von A mit den Zahlen 1,2, ..., n; eine Men-
ge der Méchtigkeit n ist also nur eine sauberere Formulierung des intuitiven
Begriffes einer n-elementigen Menge.
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Wiéhrend beim Arbeiten mit endlichen Mengen der intuitive Begriff voll-
kommen ausreichend ist, triigt uns unsere Intuition héufig, sobald wir iiber
unendliche Mengen sprechen. Intuitiv wiirden wir sagen, dass es mehr gan-
ze als natiirliche Zahlen gibt, also es keine Bijektion zwischen den Mengen
Ny und Z geben sollte. Das stellt sich allerdings als falsch heraus. Einige
Grofenvergleiche fiir unendliche Mengen werden im folgenden Satz zusam-
mengefasst.

Satz 6.3. 1. Die Mengen Ny, Z,Q sind gleichmdchtig.
2. Die Mengen N und R sind nicht gleichmdchtig.

3. Das offene Intervall (0,1) und die Menge der reellen Zahlen R sind
gleichmdchtig.

Der Beweis von diesem Satz ist insgesamt nicht ganz einfach, und wir
wollen nur eine der Behauptungen beweisen. Im folgenden zeigen wir, dass
Ny und Z gleichméchtig sind.

Beweis der Gleichmdchtigkeit von Ny und Z. Um zu zeigen, dass Ny und Z
gleichméchtig sind, miissen wir eine Bijektion a: Ny — Z konstruieren. Wir
geben eine solche Abbildung o an. Um zu zeigen, dass sie bijektiv ist, benut-
zen wir dann den Satz 5.8 und konstruieren eine Abbildung 5: Z — Ny, die
invers zu « ist.

Als kleine Voriiberlegung erinnern wir uns, dass jede natiirliche Zahl ent-
weder gerade oder ungerade ist. Jede gerade natiirliche Zahl z kann in der
Form x = 2k fiir eine natiirliche Zahl k£ geschrieben werden, wie aus der
Definition der Teilbarkeit folgt. Jede ungerade natiirliche Zahl y kann in der
Form y = 2k — 1 fiir eine natiirliche Zahl k geschrieben werden, wie wir uns
bereits im Kapitel |3| veranschaulicht haben.

Nun definieren wir a: Ny — Z folgendermafsen:

= k, falls = 2k fiir eine natiirliche Zahl k,
x
—Fk, falls x = 2k — 1 fiir eine natiirliche Zahl k > 1.
Informell gesprochen: Jede gerade Zahl wird durch 2 geteilt; jede ungerade
Zahl wird durch 2 geteilt, aufgerundet und danach mit einem Minuszeichen

versehen. Um die Abbildung besser zu verstehen, schreiben wir einige Werte
dieser Abbildung auf.

a(0) = 0
a(l) = -1
a(2) 1
a(3) = -2
ald) = 2
ab) = =3
a6) = 3
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Intuitiv sehen wir bereits, dass es ,s0 weitergeht und jede ganze Zahl in
dieser Liste der Werte genau einmal auftauchen wird. Um das zu prézisieren,
konstruieren wir nun die Umkehrabbildung zu a.
Die Abbildung : Z — Ny sei gegeben durch:
2m, falls m > 0,
m

2. (—m)—1, falls m < 0.
Dadurch ordnen wir jeder Zahl m eine eindeutige natiirliche Zahl zu. Nun
bestimmen wir zuerst § o «. Dafiir miissen wir zwei Félle unterscheiden,
namlich, ob in fo« eine gerade oder eine ungerade natiirliche Zahl eingesetzt
wird. Dabei nutzen wir wieder, dass jede gerade natiirliche Zahl in der Form
2k fiir eine natiirliche Zahl k£ geschrieben werden kann, und jede ungerade

natiirliche Zahl als 2k — 1 mit £ € N und k£ > 1. In diesen beiden Féllen
erhalten wir nun

k>0

(Boa)2k) = Ala(2k)) = B(k) "2 2k,
(Boa)(2k—1) = Bla(2k—1)) = B(—=k) =2 (<(<k) =1 =2k — 1,

Kombiniert man die beiden Fille, so sehen wir, dass o a = idy,.

Nun miissen wir nachpriifen, dass die Abbildung « o 8 genau die Identi-
tatsabbildung der Menge Z ist. Dafiir unterscheiden wir wieder zwei Félle,
néamlich ob die ganze Zahl, die wir einsetzen, negativ oder nicht-negativ ist.

Firm >0: (aof)(m) = «(B(m))=a(2m)=m,
Firm <0: (aopf)(m) = a(f(m)) =a(2(—m)—1) e —(—=m) =m.
Folglich gilt auch a o § = idz. Somit ist 8 die inverse Abbildung zu «. Nach

Satz [5.8 folgt nun, dass « eine Bijektion zwischen Ny und Z ist. Also sind Ny
und Z nach Definition gleichméchtig. ]

Wir bemerken, dass es zwischen zwei endlichen Mengen genau dann eine
Bijektion gibt, wenn sie gleich viele Elemente haben. Als néchstes wollen
wir bestimmen, wie viele Bijektionen es zwischen zwei endlichen Mengen mit
gleicher Anzahl von Elementen geben kann.

Proposition 6.4. Seien A, B endliche Mengen mit |A| = |B| = n. Dann
gibt es n! bijektive Abbildungen von A nach B.

Beweisidee. Seien A = {ay,as,...,a,} und B = {by,by,...,b,}. Wenn wir
uns wieder das Bild aus dem Beweis der Proposition vor Augen fiithren:
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Ay, —>

so kommt erneut in jedes Kéastchen ein Element von B, allerdings jetzt mit der
Einschrankung, dass jedes Element von B genau einmal vorkommen muss.
Das ist allerdings genau dasselbe wie eine Anordnung von B, und da haben
wir uns bereits iiberlegt, dass eine n-elementige Menge auf n! unterschiedliche
Arten angeordnet werden kann. O

Wenn die Anzahlen der Elemente zweier endlicher Mengen nicht {iber-
einstimmen, gibt es dazwischen keine Bijektion, aber man kann sich fragen,
wie viele injektive oder surjektive Abbildungen es dazwischen gibt. Fiir die
surjektiven Abbildungen ist die Antwort im Allgemeinen kompliziert und soll
hier nicht betrachtet werden. Fiir injektive Abbildungen sieht es allerdings
viel besser aus.

Proposition 6.5. Sei A eine k-elementige Menge und B eine m-elementige
Menge. Dann gibt es keine injektive Abbildung von A nach B, wenn k > m

ist. Wenn k < m ist, dann gibt es —™— unterschiedliche injektive Abbildun-

(m—k)!
gen von A nach B.

Bevor wir die Proposition beweisen, fithren wir den folgenden hilfreichen
Begriff ein.

Definition 6.6. Sei ¢p: X — Y eine Abbildung. Das Bild von ¢ ist eine

Teilmenge von Y, die durch

Bild(p) = {o(x) |z € X}
gegeben ist.

Beispiel. e Die Abbildung f: [0,00) — [0,00), f(z) = 2z + 1, hat das
Bild Bild(f) = {2z + 1|z € [0,00)} = [1,00), denn z > 0 ist fiir reelle
Zahlen dquivalent zu 2z + 1 > 1.

e Das Bild der Abbildung «a: {1,2,3} — {a,b,c}, (1) = a, a(2) = b,
a(3) = a ist gegeben durch Bild(«) = {a, b}.

Bemerkung. Eine Abbildung ¢: X — Y ist genau dann surjektiv, wenn
Bild(¢) = Y ist, denn das heift genau, dass jedes Element von Y als Wert der
Abbildung ¢ auftaucht, oder nochmal anders gesprochen, dass jedes Element
von Y ein Urbild unter der Abbildung ¢ hat.
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Nun kénnen wir die Beweisidee fiir die Proposition geben.

Beweisidee der Proposition[6.5. Wir fangen an mit einer kleinen Voriiberle-
gung. Angenommen, f: A — B ist eine injektive Abbildung. Da die Bilder
aller Elemente von A paarweise verschieden sind, konnen wir schliefsen, dass
Bild(f) genau k Elemente besitzt.

Betrachten wir nun zunéchst den Fall, dass k& > m ist. In diesem Fall kann
B gar keine k-elementige Teilmenge haben, also kann es keine injektive Ab-
bildung von A nach B geben. Anschaulich gesprochen ist A ,zu grofs“, sodass
nicht jedes Element von A ein eigenes Element von B ,nur fiir sich erhalten
kann, sondern miissen sich manche Elemente von A dasselbe Bildelement in
B teilen.

Nun kommen wir zu dem Fall, dass £ < m ist, und iiberlegen hier, wie
viele injektive Abbildungen f: A — B es geben kann. Dafiir gibt es mehrere
moglich Vorgehensweisen, wir entscheiden uns fiir die folgende. Wir bemer-
ken zunéichst wieder, dass Bild(f) eine k-elementige Teilmenge von f ist.
Insbesondere gibt es (7,?) Méglichkeiten, zunéchst das Bild(f) als Teilmenge
festzulegen, bevor man die Abbildung f ganz bestimmt. Um das zu tun, muss
man dann die k£ Elemente des Bildes so auf die & Elemente der Quelle vertei-
len, dass jedes Element der Quelle genau eins abbekommt und alle Elemente
des Bildes genau einmal vergeben werden. Das entspricht genau den Anord-
nungen von k£ Objekten, also gibt es bei einem festen Bild k! Moglichkeiten,
die injektive Abbildung festzulegen. Nimmt man das fiir alle moglichen Bild-
mengen zusammen, so erhalten wir (unter Ausnutzung des Satzes [£.9):

m m! m!
k= —— k= ——
(k) (m — k)!k! (m —k)!

injektive Abbildungen von A nach B. Damit ist die Behauptung der Propo-
sition bewiesen. O

Das Zéhlen von surjektiven Abbildungen ist im Allgemeinen deutlich
schwieriger. Allerdings ist der erste Teil der vorherigen Proposition leicht
auf den Fall von surjektiven Abbildungen auszuweiten.

Proposition 6.7. Sei A eine k-elementige Menge und B eine m-elementige
Menge, und sei k < m. Dann gibt es keine surjektiven Abbildungen von A
nach B.

Die Intuition dahinter ist sehr einfach: In dem beschriebenen Fall hat A
,hicht genug Elemente”, um alle Elemente der Zielmenge B zu ,treffen”.

Im Allgemeinen haben Injektivitdt und Surjektivitdt einer Abbildung
nichts miteinander zu tun. Allerdings gibt es ganz spezielle Situationen, in
denen doch eine Verbindung existiert. Diese wollen wir als néchstes untersu-
chen.
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Satz 6.8. Sei A eine endliche Menge und f: A — A eine Abbildung. Dann
ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir Abbildungen g: A — B zwischen zwei
endlichen Mengen mit gleicher Anzahl von Elementen.

Bevor wir uns die Grundidee des Beweises anschauen, wollen wir uns
davon iiberzeugen, dass die Voraussetzungen in dem Satz wirklich n6tig sind.

Beispiel. In diesem Beispiel beschreiben wir Abbildungen a: Ny — Ny und
~v: Ny = Np. Dabei wird « injektiv, aber nicht surjektiv sein, die Abbildung
v hingegen ist surjektiv, aber nicht injektiv. Das veranschaulicht, dass die
Endlichkeitsvoraussetzung im obigen Satz von entscheidender Wichtigkeit
ist.

Sei die Abbildung a: Ny — Ny durch a(k) = k + 1 gegeben. Dann folgt
fir alle ky, ks € Ny aus a(k;) = a(ky) bereits ky = ko, sodass die Abbildung
injektiv ist. Allerdings ist sie nicht surjektiv, da das Element 0 kein Urbild
unter « hat.

Die Abbildung : Ny — Ny sei nun durch die folgende Vorschrift definiert.

x—1, falls x > 1,
fla) = {0, falls z = 0.

Diese Abbildung ist nicht injektiv, da (1) = F(0) = 0 ist, aber sie ist
surjektiv, da jedes Element k € Ny das Element £ 4 1 als Urbild hat.

Beispiel. In diesem Beispiel zeigen wir, dass Endlichkeit alleine nicht aus-
reicht - hat man endliche Mengen unterschiedlicher Grofe, so sind Injektivitét
und Surjektivitat wieder nicht gekoppelt.

Dafiir schauen wir uns zunéchst die Abbildung ¥: {1,2,3} — {a}, die
durch (1) = ¥(2) = ¥(3) = a gegeben ist. (Das ist die einzig mogliche
Abbildung von {1, 2,3} in die Menge {a}.) Diese Abbildung ist nicht injektiv,
aber surjektiv.

Umgekehrt betrachten wir eine Abbildung ¢: {a} — {1,2,3}, die a auf
2 abbildet. Diese Abbildung ist nun zwar injektiv, aber nicht surjektiv.

Beispiel. Als letztes wollen wir uns ein Beispiel von einer Abbildung an-
schauen, die den Bedingungen des Satzes geniigt. Beispielsweise hat man
hier h: {1,2,3,4} — {1,2, 3,4}, durch die Vorschrift

1 = 2
2 = 1
3 = 4
4 — 3

gegeben ist. Diese Abbildung ist sowohl injektiv als auch surjektiv. Nach der
Aussage des Satzes reicht es, eine der beiden Bedingungen zu priifen, dann
ergibt sich die andere in diesem Fall automatisch.
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Nun wollen wir einige Uberlegungen zu dem Beweis des Satzes festhalten.

Beweisidee des Satzes[6.8. Da wir hier eine Aquivalenz beweisen wollen, kon-
nen wir diese in zwei Teilaussagen unterteilen, die wir separat beweisen, wie
wir bereits flir den Satz gemacht haben. Sei A also eine endliche Menge
und f: A — A eine Abbildung.

Zunéchst zeigen wird: Ist f eine injektive Abbildung, so ist f auch sur-
jektiv. Wir haben uns bereits iiberlegt, dass bei einer injektiven Abbildung
mit einer endlichen Quelle gilt: Bild(f) hat genauso viele Elemente wie die
Quelle, also in diesem Fall | Bild(f)| = |A|. Nun ist aber Bild(f) eine Teil-
menge von A, die genauso viele Elemente hat wie A selbst, und deswegen
muss Bild(f) = A gelten. Das ist aber, wie wir bereits bemerkt haben, dqui-
valent zur Surjektivitat von f. Wir haben also gezeigt: Ist f: A — A fiir eine
endliche Menge A injektiv, so ist f auch surjektiv.

Nun kommen wir zu der zweiten Teilaussage. Wir setzen nun voraus, dass
f surjektiv ist, und wollen zeigen, dass f injektiv ist. Das machen wir mit
einem Widerspruchsbeweis. Angenommen, f wére surjektiv und nicht injek-
tiv. Das hiefle insbesondere, dass es zwei unterschiedliche Elemente aq,as
der Quelle geben miisste, die beide auf dasselbe Element im Ziel abgebil-
det werden. Da die Bilder dieser beiden Elemente iibereinstimmen, kénnen
insgesamt hochstens |A| — 1 unterschiedliche Bildelemente auftreten, also
| Bild(f)| < |A| — 1. Das widerspricht aber der Voraussetzung, dass f surjek-
tiv ist, denn diese Voraussetzung ist gleichbedeutend mit Bild(f) = A. Also
muss unsere Annahme falsch sein. Daher ist unter unseren Voraussetzungen
f notwendigerweise injektiv, wenn f surjektiv ist. O]
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7 Relationen

Mit Abbildungen kénnen wir Elemente unterschiedlicher Mengen in Bezie-
hung setzen. Bei unserem neuen Thema geht es darum, die Elemente ein und
derselben Menge zu vergleichen oder sonstwie in Beziehung miteinander zu
setzen. Zundchst sammeln wir einige Beispiele, bevor wir eine abstraktere
Formulierung von dem Begriff ,Relation“ geben.

Beispiel. e Die reellen Zahlen vergleichen wir zum Beispiel mit der ,,<*-
Relation.

e Die natiirlichen Zahlen kénnen wir ebenfalls mit ,<* in Beziehung mit-
einander setzen. Aber wir konnen uns auch bei zwei natiirlichen Zahlen
a, b auch fragen, ob die Zahl a die Zahl b teilt.

e Bei den TeilnehmerInnen XY dieser Veranstaltung kann man fragen,
ob X mit Y zusammen Ubungszettel abgibt.

e Bei den Menschen im Allgemeinen kann bei je zwei Personen fragen,
ob diese miteinander verheiratet sind.

Ein formaler Rahmen fiir den Vergleich von Elementen eine Menge bietet
der Begriff einer Relation.

Definition 7.1. Sei A eine Menge. Eine Relation auf A ist eine Teilmenge
R C A x A vom kartesischen Produkt von A mit sich selbst. Liegt ein Paar
(a,b) in R, so schreiben wir dafiir aRb oder manchmal auch a ~g b.

Beispiel. e Die Menge

{(z,y) eR* |z <y}

ist die Menge, die zur <-Relation auf den reellen Zahlen gehort. Ein
Paar (a,b) reeller Zahlen liegt nach Definition genau dann in dieser
Menge, wenn a < b ist.

e Manchmal kann man eine Relation durch explizite Auflistung aller dar-
in enthaltenen Paare angeben. Ist beispielsweise A = {a, b, c}, so kon-
nen wir darauf eine Relation

R ={(a,a),(b,c),(c,b)} C Ax A.

Hier gilt beispielsweise aRa, aber nicht bRb. Auch ist bRc wahr, aber
nicht aRec.

Relationen konnen sehr allgemein sein. Um diejenigen Relationen aus-
zuzeichnen, die besondere Eigenschaften haben, fithren wir einige Vokabeln
ein.
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Definition 7.2. Sei A eine Menge und R eine Relation auf A.

e Wir nennen R reflexiv, falls fiir alle Elemente a € A gilt: aRa, d.h.
jedes Element steht in Relation R mit sich selbst.

e Wir nennen R symmetrisch, falls fiir alle Elemente a,b € A aus aRb
folgt, dass auch bRa gilt.

e Wir nennen R antisymmetrisch, falls fiir alle Elemente a,b € A gilt:
Ist aRb und bRa, so folgt daraus sofort a = b.

e Wir nennen R transitiv, falls fiir alle Elemente a,b,c € A aus aRb
und bRc folgt, dass auch aRc gilt.

Dabei ist anzumerken, dass ,antisymmetrisch® nicht dasselbe wie ,nicht
symmetrisch bedeutet; es gibt Relationen, die weder antisymmetrisch noch
symmetrisch sind, wofiir wir spéter ein Beispiel sehen werden. Andererseits
gibt es auch Relationen, die sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch
sind. Allerdings sind intuitiv ,symmetrisch* und ,antisymmetrisch* entgegen-
gesetzte Extreme.

Da diese Definitionen recht abstrakt sind, widmen wir uns im Grofsteil
dieses Abschnittes den Beispielen.

Beispiel. Wir betrachten die Menge A aller (lebender) Menschen und die
Relation ,verheiratet sein“ darauf, d.h. die Person A steht in Relation mit
Person B, falls A mit B verheiratet ist. Dabei wollen wir uns mit dem ,ein-
fachsten Modell der Ehe zufriedengeben.

e Diese Relation ist nicht reflexiv. Um das zu zeigen, wiirde es reichen,
eine einzige Person anzugeben, die nicht mit sich selbst verheiratet
ist. Da keine Person mit sich selbst verheiratet ist, ist es insbesondere
ausreichend.

e Diese Relation ist symmetrisch: Ist eine Person A mit einer Person B
verheiratet, so ist die Person B auch mit der Person A verheiratet.

e Diese Relation ist nicht antisymmetrisch: Nimmt man zwei miteinan-
der verheiratete Personen C, D, so ist C' in Relation mit D und D in
Relation mit C, allerdings sind C' und D dadurch nicht dieselbe Person.

e Diese Relation ist auch nicht transitiv: Nimmt man wieder zwei mit-
einander verheiratete Personen C, D, so ist C' in Relation mit D und D
in Relation mit C', also miisste, wenn die Relation transitiv wére, auch
C' in Relation zu C stehen, was, wie wir gleich zu Anfang festgestellt
haben, nie der Fall ist.

Beispiel. Wir betrachten nun die Relation < auf der Menge R der reellen
Zahlen, und untersuchen sie auf Reflexivitit, Symmetrie, Antisymmetrie und
Transitivitat.
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e Die Relation < ist reflexiv, denn fiir jede reelle Zahl x € R gilt: z < x.

e Die Relation < ist nicht symmetrisch. Um das zu beweisen, reicht es,
ein einziges Paar reeller Zahlen (a,b) anzugeben, fir die a < b, aber
nicht b < a gilt. Das trifft beispielsweise auf 1,2 € R zu: Es gilt 1 < 2,
aber 2 £ 1.

e Die Relation < ist antisymmetrisch, denn fiir alle reellen Zahlen x,y €
R folgt aus x < y und y < x, dass y = x gelten muss.

e Schliefslich sehen wir wie folgt, dass < eine transitive Relation ist. Fiir
alle Zahlen x,y, z € R gilt namlich: Ist z < y und y < z, so gilt auch
z < z.

Relationen, die sich dhnlich wie < verhalten, kommen héufiger in der Ma-
thematik vor und bekommen daher einen eigenen Namen.

Definition 7.3. Sei B eine Menge und R eine Relation auf B. Wir nennen
R eine (partielle) Ordnung (oder auch eine Ordnungsrelation), falls R
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Die Intuition dahinter ist, dass eine solche Relation es erlaubt, Objekte der
Menge B zu vergleichen. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass einige Quellen
eine weitere Eigenschaft verlangen, um eine Relation ,Ordnungsrelation” zu
nennen.

Beispiel. Zum Vergleich betrachten wir die Relation < auf den reellen Zah-
len R.

e Diese Relation ist im Gegensatz zu < nicht reflexiv. Um das zu zeigen,
muss man eine reelle Zahl finden, fiir die x £ x gilt. Da dies fiir alle
reelle Zahlen x zutrifft, ist < nicht reflexiv.

e Die Relation < ist, wie auch <, nicht symmetrisch. Hier konnen wir
dasselbe Beispiel wie oben benutzen: Fiir 1,2 € R gilt 1 < 2, aber

2 41.

e Die Relation < ist antisymmetrisch. Das ist jedoch etwas schwieriger zu
sehen als bei <. Wir miissen zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen =,y € R
aus r < y und y < x folgt, dass y = = gelten muss. Allerdings gibt es
keine reelle Zahlen z,y € R, fiir die sowohl x < y als auch y < x gilt.
Da die Pramisse nie erfiillt ist, ist also die gesamte Implikation wahr.
Deswegen ist die Relation < antisymmetrisch.

e Der Beweis, dass < eine transitive Relation ist, ist komplett zu < ana-
log. Fiir alle Zahlen z,y, z € R gilt namlich auch: Ist z < y und y < z,
so gilt auch z < z.
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Insbesondere sehen wir, dass < keine Ordnungsrelation ist, da diese nicht
reflexiv ist. Das ist eine Konventionsfrage; man hétte sicherlich auch andere
Begriffe intuitiv zutreffen als ,Ordnungsrelationen” bezeichnen koénnen, hat
sich aber z.B. fiir die obige Version entschieden.

Beispiel. In diesem Beispiel sei M eine feste Menge. Wir betrachten die
Relation C auf der Potenzmenge P(M) von M, d.h. die Relation, die durch
die Menge

{(A,B) e P(M) x P(M)|AC B} CP(M) xP(M)
beschrieben wird.

e Diese Relation ist reflexiv, denn fiir jede Teilmenge A von M gilt: A C
A.

e Diese Relation ist antisymmetrisch: Seien A, B Teilmengen von M. Wir
miissen zeigen, dass aus A C B und B C A folgt, dass A = B ist.
Nach Definition von Teilmenge ist A C B dquivalent dazu, dass jedes
Element von A ein Element von B ist, und B C A bedeutet, dass jedes
Element von B auch ein Element von A ist. Insgesamt folgt also, dass

die Mengen A und B in diesem Fall dieselben Elemente haben, also
A=B.

e Diese Relation ist transitiv: Seien A, B, C' Teilmengen von M. Gilt A C
B und B C (], so folgt daraus A C C, also ist die Relation C nach
Definition transitiv.

e Ob diese Relation symmetrisch ist, untersuchen wir nur in dem Fall,
dass die Menge M nicht die leere Menge ist. In diesem Fall gilt @, M €
P(M), ferner @ C M, aber M ¢ @. Also ist die Relation C nicht
symmetrisch, wenn M # & gilt.

Fiir jede Menge M sehen wir nun, dass die Relation C auf P(M) eine Ord-
nungsrelation ist. Es sei darauf hingewiesen, dass diese Relation einen we-
sentlichen Unterschied zu der <-Relation auf den reellen Zahlen aufweist.
Hat man zwei reelle Zahlen a, b vorgegeben, so gilt in jedem Fall a < b oder
b < a (oder beides, wenn wir den Fall a = b vorliegen haben). Bei zwei Teil-
mengen A, B einer Menge M kann es im Allgemeinen passieren, dass weder
A C B noch B C A gilt. Das motiviert das Adjektiv ,partiell, das manch-
mal fiir solche Ordnungen benutzt wird: Die Elemente von P (M) kénnen nur
teilweise verglichen werden.

Beispiel. Bislang haben wir Relationen untersucht, die durch bereits be-
kannte Arten, Objekte zu vergleichen, hervorgegangen waren. Das ist aller-
dings im Allgemeinen nicht notwendig. Wir hatten bereits gesehen, dass man
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eine Relation auch durch die explizite Angabe der miteinander in Relation
stehender Paare definieren kann. Hier betrachten wir die Menge A = {a, b, ¢}
und darauf die Relation

R ={(a,a),(a,c),(bb),(bc),(c,;b)} T Ax A.
Wir untersuchen wieder die Eigenschaften dieser Relation.
e Diese Relation ist nicht reflexiv, da (¢, c) ¢ R.

e Diese Relation ist nicht symmetrisch: Es gilt aRe, aber (¢, a) ¢ R, also
steht ¢ nicht in Relation mit a.

e Diese Relation ist nicht antisymmetrisch: Es gilt ndmlich sowohl bRc
als auch cRb, aber b # c.

e Diese Relation ist schliefslich auch nicht transitiv: Es gilt namlich aRc
und cRb, aber (a,b) ¢ R.

Das zeigt, dass es durchaus Relationen gibt, die keine der obigen Eigenschaf-
ten haben. Insbesondere ist diese Relation weder antisymmetrisch noch sym-
metrisch; ,antisymmetrisch® ist also nicht dasselbe wie ,nicht symmetrisch®.

Beispiel. Betrachten wir auf der Menge 7' der TeilnehmerInnen unserer Ver-
anstaltung die Relation ,im selben Fachsemester sein®. Die TeilnehmerIn X
soll also mit Y in Relation stehen, wenn X im selben Fachsemester ist wie
Y.

e Diese Relation ist reflexiv, denn jede(r) Studierende ist im selben Fach-
semester wie er/sie selbst.

e Diese Relation ist symmetrisch: Ist X im selben Fachsemester wie Y,
so ist auch Y im selben Fachsemester wie X.

e Diese Relation ist nicht antisymmetrisch: Es gibt sicherlich mehrere
TeilnehmerInnen im ersten Fachsemester, die allerdings nicht alle ein
und dieselbe Person sind.

e Diese Relation ist transitiv: Ist X im selben Fachsemester wie Y und
Y im selben Fachsemester wie Z, so sind ja alle drei im selben Fachse-
mester, also ist insbesondere X im selben Fachsemester wie 7.

Auch Relationen von diesem Typ werden haufiger in der Mathematik behan-
delt und bekommen wiederum einen Namen.

Definition 7.4. Eine Relation R auf einer Menge A heift Aquivalenzre-
lation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Intuitiv wird bei jeder Aquivalenzrelation nur auf die Gleichheit einer
bestimmter Eigenschaft der Elemente geachtet, wie der Eigenschaft ,Fach-
semester im obigen Beispiel. Genauso, wie es fiir manche Zwecke sinnvoll
ist, alle Studierende im selben Fachsemester einheitlich zu behandeln, ist es
auch manchmal sinnvoll, alle Elemente einer Menge ,gleich zu behandeln,
die miteinander in Relation R stehen, falls R eine Aquivalenzrelation ist. Wir
werden das in Kiirze noch etwas prézisieren.

Beispiel. Wir betrachten die Menge R der reellen Zahlen und definieren
darauf die folgende Relation:

R = {(z,y) € R*[|z] = [y[}.
Wir wollen zeigen, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.
e Diese Relation ist reflexiv, denn |z| = |z| fiir alle reellen Zahlen x.
e Diese Relation ist symmetrisch, denn aus |z| = |y| folgt auch |y| = |z|.

e Diese Relation ist transitiv: Ist fiir reelle Zahlen z,y, z wahr, dass |z| =
ly| und |y| = || gilt, so gilt auch |z| = |z|.

Ob diese Relation antisymmetrisch ist, ist unerheblich bei der Entscheidung,
ob dies eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiel. Auf der Menge aller Autos haben wir die Relation ,dieselbe Marke
haben®, die eine Aquivalenzrelation ist. Tatséchlich ist der Nachweis ganz
dhnlich wie im letzten Beispiel:

e Da jedes Auto dieselbe Marke wie es selbst hat, ist die Relation reflexiv.

e Hat das Auto X dieselbe Marke wie das Auto Y, so hat natiirlich auch
das Auto Y dieselbe Marke wie X. Also ist die Relation symmetrisch.

e Die Relation ist auch transitiv: Ist X von derselben Marke wie ¥ und
Y wie Z, so haben alle drei Autos dieselbe Marke, also insbesondere
auch X und Z.

Um die Elemente mit derselben Eigenschaft zusammenzufassen, definiert
man Aquivalenzklassen.

Definition 7.5. Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A. Sei
ferner a ein Element von A. Die Aquivalenzklasse von a (beziiglich R) ist
die Teilmenge von A, die durch

[a] =" {b € A|bRa}

gegeben ist. Die Menge [a] enthélt also genau die Elemente von A, die mit a
in Relation R stehen.
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Beispiel. e Im Beispiel [7]sind die Aquivalenzklassen die Menge aller Stu-
dierenden im 1. Fachsemester, im 2. Fachsemester, im 3. Fachsemester
usw. Insbesondere ist jede(r) TeilnehmerIn in genau einer dieser Aqui-
valenzklassen.

e Im Beispiel [7] bilden alle Autos einer bestimmten Marke M eine Aqui-
valenzklasse.

e Im Beispiel @ gilt beispielsweise [v2] = {v/2, —v/2}. Allgemein gilt
fiir jedes € R, dass [z] = {x, —z} ist. Die Aquivalenzklasse jeder
reellen Zahl aufter 0 enthélt also genau zwei Elemente, wihrend die
Aquivalenzklasse von 0 nur das Element 0 enthilt.

Die folgende Proposition iiber Aquivalenzklassen ist eine wichtige Aussa-
ge, die wir allerdings nicht beweisen werden.

Proposition 7.6. Sei A eine Menge, R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann
qilt:

a) Fir jedes Element a € A ist a ein Element von |a].

b) Ist a € A und steht b € A in Relation R mit a (also (b,a) € R), dann
gilt [a] = [b].

c) Die Menge A kann als Vereinigung disjunkter Aquivalenzklassen (von
R) geschrieben werden.

Wir veranschaulichen uns diese Proposition anhand der bereits erwédhnten
Beispiele:

Beispiel. e [Im Beispiel [7| kann man alle TeilnehmerInnen in Gruppen
nach Fachsemester einteilen, und jede(r) TeilnehmerIn wird genau einer
solchen Gruppe angehoren.

e Genauso bei den Autos: Wir kénnen die Autos ihrer Marke entspre-
chend gruppieren, und jedes Auto gehort dann genau einer solchen
Gruppe an.

Nun wollen wir weitere Aquivalenzrelationen untersuchen, die nicht ganz
so einfach sind.

Beispiel. Wir betrachten die Relation ~ auf der Menge R?, also auf der
Menge der Paare reeller Zahlen, die durch

X ~ (z,w I<):>6f$2—|— 2:22+w2
(z,y) ~ (2,w) y

gegeben ist. Dabei wollen wir uns, wie aus dem Schulunterricht bekannt,
die Elemente von R? als Punkte in der Koordinatenebene veranschaulichen.
Wieder wollen wir zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

71



Viktoriya Ozornova 7 RELATIONEN

e Diese Relation ist reflexiv: Ist (z,y) € R?, so gilt 2? + y? = 22 + o2,
also ist nach Definition von ~ die Aussage (z,y) ~ (z,y) wahr.

e Diese Relation ist symmetrisch: Ist (x,y) ~ (z,w), so ist das dquivalent
zu 22 +y? = 2% +w? und das wiederum zu 2%+ w? = 22 +y2. Letzteres
bedeutet nach Definition von ~, dass (z,w) ~ (x,y) gilt.

e Diese Relation ist transitiv: Falls fiir (z,y), (z,w), (r, s) € R? die Aus-
sagen (z,y) ~ (z,w) und (z,w) ~ (r,s) wahr, so kénnen wir das nach
Definition von ~ zu

2? + 1% =22 +w? und 22 + w? =1 + 5
umschreiben. Das impliziert wiederum 2 + y? = r? + s2, also gilt auch
(xv y) ~ (T’ S)'
Nun geht es uns darum, die Aquivalenzklassen dieser Relation zu be-

schreiben. Zunéchst betrachten wir den Sonderfall [(0,0)]. Nach Definition
von Aquivalenzklassen ist dies

[(0,0)] = {(z,y) e R|(x,y) ~(0,0)}
= {(z,y) e R|2* +y* =0+ 0%}
{(z,y) e R|2* +y* = 0}.

Nun ist 22 > 0 und y* > 0, also kann ihre Summe nur 0 sein, wenn 22 =
y* = 0 ist, also ist [(0,0)] = {(0,0)}.

Als néchstes setzen wir uns mit dem Spezialfall [(1,0)] auseinander. Zu-
néchst einige Beispiele. So ist etwa (—1,0) ~ (1,0), da (—1)? + 0% = 12 + 0%
Auch ist (0,1) ~ (1,0), da 0°4+1% = 12402 gilt. Ferner ist auch (£, 3) ~ (1,0),

da
3\ 2 4\? 9+16

Die Aquivalenzklasse [(1,0)] ist nach Definition gegeben durch

[(1L,0)] = {(z,y) eR|(z,y) ~ (1,0)}
= {(z,y) eR|2® +¢* =12+ 0%}
= {(JE,y)ER|x2+y2:1}.

Aus dem Schulunterricht ist nun bekannt, dass die Menge der Punkte, die
durch die Gleichung 22 + y? = 1 beschrieben wird, der Kreis mit Radius 1
mit dem Ursprung als Mittelpunkt ist. Also bilden die Punkte auf diesem
Kreis genau die Restklasse von (1,0).

Ist nun (a, b) # (0, 0) ein beliebiges, festes Element von R?, so kann [(a, b)]
als ein Kreis versanschaulicht werden, dessen Mittelpunkt der Ursprung und
der den Radius v/a? + b? hat.

In dem Bild sind als Beispiel 4 Aquivalenzklassen hervorgehoben: [(0,0)]
in blau, [(1,0)] in schwarz, [(1,1)] in orange und [(0,2)] in grin.
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Im néchsten Beispiel betrachten wir eine Aquivalenzrelation einer ganz
anderen Natur.

Beispiel. Wir betrachten Elemente der Menge Z x N, wobei in diesem Bei-
spiel N die natiirlichen Zahlen ohne 0 bezeichne. Darauf definieren wir nun
die Relation ~ wie folgt:

Def

(a,b) = (¢,d) & ad = be.

Zum besseren Versténdnis schreiben wir uns einige Paare auf, die miteinander
in Relation ~ stehen.

o (2,1)~(6,3),da2-3=1-6.
o (—1,3) ~ da (—1)-15=3- (—5).
e (1,

15),
(1,1) =~ (3,3), allgemeiner, (1,1) =~ (a,a) fir jedes
1-a.

(=5
1) ~ (2,2),
eN,dal-a
e (0,1)~(0,2),da0-2=1-0.

Nun wollen wir zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Z x N ist.

e Diese Relation ist reflexiv, fiir jedes Paar (a,b) € Zx N gilt: a-b =b-a,
also auch (a,b) =~ (a,b).

e Diese Relation ist symmetrisch: Sei (a,b) ~ (¢, d), also nach Definition
ad = be. Wir haben zu zeigen: (¢,d) ~ (a,b), also miissen wir nach
Definition von ~ die Gleichheit ¢b = da zeigen. Diese folgt unmittelbar
aus der Voraussetzung.
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e Beim Nachweis der Transitivitdt miissen wir zum ersten Mal ein etwas
langeres Argument geben. Sei also (a,b) ~ (¢,d) und (¢,d) ~ (e, f).
Wir miissen zeigen, dass dann auch (a,b) = (e, f) ist, also dass af = be
gilt. Nach Definition von = ist die Voraussetzung dquivalent zu ad = bc
und cf = de. Wir nehmen die erste Gleichung und multiplizieren diese

mit f # 0:

ad = be|-f#0
Sadf = bef.

Nun verwenden wir die zweite Gleichung, um auf der rechten Seite cf
durch de zu ersetzen, und erhalten adf = bde. Da auch d # 0 ist,
kénnen wir beide Seiten der Gleichung durch d teilen und erhalten

adf = bde| :d#0
Saf = be,

was genau die gewiinschte Aussage ist. Insgesamt sehen wir also, dass
~ eine Aquivalenzrelation ist.

Als letztes versuchen wir, die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
etwas besser zu beschreiben. Da fiir (a,b), (¢,d) € Z x N sowohl b # 0 als
auch d # 0 gilt, ist die Bedingung ad = bc dquivalent zu

Zwei Paare sind also genau aquivalent, wenn das jeweilige Verhéltnis von der
ersten zu der zweiten Zahl gleich ist. In der Aquivalenzklasse von (a,b) €
Z x N befinden sich also genau die Elemente (z,y) € Z x N, fiir die der
Bruch ? dieselbe rationale Zahl darstellt wie §. All solche Zahlen werden aus
7 durch Kiirzen und Erweitern entstehen. Das liefert also eine Beschreibung

der Aquivalenzklassen von =.
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Teil II
Z.ahlentheorie

In der Zahlentheorie beschéftigt man sich, wie der Name schon sagt, mit
Zahlen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden dies vor allem natiirliche und
ganze Zahlen sein, die wir in der Zahlentheorie untersuchen. Die Faszination
von Zahlen ist sehr alt und gehort zu den Grundsteinen der Mathematik.
Uns sind da vor allem die Erkenntnisse der alten Griechen geldufig, die sich
von der Welt der Zahlen verzaubern liefsen: Euklid, Pythagoras, Eratosthe-
nes, Diophantos sind nur einige wenige aus der langen Liste derer, dessen
Erkenntnisse bis heute bewundert werden. Auch schon im alten Agypten
und Babylonien wurde Zahlentheorie betrieben. Viele Jahrtausende lang war
Zahlentheorie vor allem eine Art Gedankenspiel, eine Herausforderung fiir
das Denken, die wenig bis keine praktische Verwendung fand. Das é&ndert
sich massiv im 20. Jahrhundert, als - unter anderem durch den Einsatz von
Computern - neue Verschliisselungsmethoden sowohl nétig als auch moglich
wurden. Heute spielt die Zahlentheorie eine entscheidende Rolle fiir die Kryp-
tographie, die Lehre der Verschliisselung. Als einige Beispiele wiren da das
sehr bekannte RSA-Verschliisselungsverfahren zu nennen, aber auch Diffie-
Hellman-Schliisselaustausch und Secure Hash Algorithms (SHA); es gibt auch
viele weitere. Wir stehen allerdings ganz am Anfang und wollen zunéchst die
ersten Grundlagen der Zahlentheorie erlernen.

8 Teilbarkeit

Wir haben bereits iiber den Begriff der Teilbarkeit gesprochen (Definition
3.5). Wir konnen die Definition auf ganze Zahlen ausweiten:

Definition 8.1. Wir sagen, die ganze Zahl k£ # 0 teilt die ganze Zahl m,
falls 7+ eine ganze Zahl ist.

Der Begriff der Teilbarkeit gehort zu den Besonderheiten der ganzen und
natiirlichen Zahlen. Hat man etwa zwei rationale Zahlen z,y € Q, y # 0, so
ist die Zahl % stets eine rationale Zahl. Wiirden wir also jedes Auftreten des
Worts ,,ganz* durch ,rational” ersetzen, so wiirde jede rationale Zahl durch
jede rationale Zahl # 0 teilbar sein, was ja bei ganzen Zahlen iiberhaupt nicht
der Fall ist! Genauso ist es mit reellen Zahlen: Sind u,v € R mit v # 0, so ist
auch = eine reelle Zahl, Teilbarkeit von reellen Zahlen wire also ganz schon
langweilig. Auf den ganzen und natiirlichen Zahlen gibt es bei der Teilbarkeit
viele spannende Probleme. Wir wollen im Folgenden die Teilbarkeitsrelation
genauer untersuchen. Unser erstes Resultat ist wie folgt.

Proposition 8.2. Die Teilbarkeitsrelation auf N\ {0}, also die Relation
{(a,b) € N\ {0} x N\ {0} |a teilt b},
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st eine Ordnungsrelation.

Beweis. Nach Definition der Ordnungsrelation miissen wir nachpriifen, dass
die Teilbarkeitsrelation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e Zur Reflexivitat: Sei a eine beliebige positive natiirliche Zahl. Dann ist
a durch a teilbar, da ¢ € Z ist. Also ist die Teilbarkeitsrelation reflexiv.

e Zur Antisymmetrie: Seien a,b positive natiirliche Zahlen und sei so-
wohl a ein Teiler von b als auch b ein Teiler von a. Wir wollen zeigen,
dass dann a = b gelten muss. Nach Definition von Teilbarkeit ist die
Voraussetzung dquivalent dazu, dass § und % beide ganze Zahlen sind.
Da sowohl a als auch b positiv sind, sind auch 3 und g positive ganze

Zahlen, also beide mindestens 1. Daraus ergibt sich also

4 > 1 und é > 1.

b a
Nun nutzen wir erneut aus, dass sowohl a als auch b positiv sind, und
multiplizieren beide Seiten der ersten Ungleichung mit b und der zwei-
ten Ungleichung mit a. Das sind jeweils Aquivalenzumformungen, also
erhalten wir

>1]-b>0 und >1l-a>0

> a.

Il RS

b
a
Sa>b und b

Das wiederum impliziert, dass a = b gilt. Damit haben wir bewiesen,
dass die Teilbarkeitsrelation auf N\ {0} antisymmetrisch ist.

e Zur Transitivitat: Seien also a,b, ¢ positive natiirliche Zahlen, sodass
die Zahl a die Zahl b teilt und die Zahl b die Zahl c teilt. Wir miissen
zeigen, dass dann auch a die Zahl ¢ teilt. Nach Voraussetzung wissen
wir, dass sowohl % als auch § ganze Zahlen sind. Somit ist auch ihr
Produkt

b
a

Cc
a

SO

auch eine ganze Zahl. Nach Definition von Teilbarkeit bedeutet das aber
gerade, dass ¢ durch a teilbar ist. Also ist die Teilbarkeitsrelation auch
transitiv. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass die Teilbarkeitsrelation
auf N\ {0} eine partielle Ordnung ist.

[]

Da wir hdufiger mit der Teilbarkeitsrelation arbeiten werden, fithren wir
dafiir die folgende abkiirzende Notation ein.
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Notation. Seien a,b ganze Zahlen und a # 0. Wir schreiben a|b abkiirzend
fiir ,,a teilt b".

Bemerkunyg. e Die Teilbarkeitsrelation auf N\ {0} ist nicht symmetrisch:
Beispielsweise ist 2 ein Teiler von 4, aber 4 ist kein Teiler von 2.

e Die Teilbarkeitsrelation auf Z \ {0} ist keine Ordnungsrelation, da sie
zwar reflexiv und transitiv ist, aber nicht antisymmetrisch. Im Beweis
der Reflexivitat und Transitivitdt bei der vorangehenden Proposition
haben wir die Positivitdt der Zahlen nicht benutzt; bei der Antisymme-
trie spielte sie allerdings eine entscheidende Rolle. Um zu zeigen, dass
die Relation nicht antisymmetrisch ist, brauchen wir ein Beispiel von
ganzen Zahlen a,b € Z \ {0}, die zwar verschieden sind, fiir die aber
sowohl a|b als auch b|a gilt. Das ist beispielsweise bei Zahlen —2 und 2
der Fall: Es ist

2 2 ’
also beides eine ganze Zahl. Somit ist 2 durch —2 und —2 durch 2
teilbar.

Weitere Eigenschaften von Teilbarkeit fassen wir in der folgenden Propo-
sition zusammen.

Proposition 8.3. Seien k, [, m, n ganze Zahlen.

(1) Sei k # 0. Ist sowohl | als auch m durch k teilbar, so ist sowohl die
Summe | +m als auch die Differenz | —m durch k teilbar. Kurz:

EIANKlm = k|(l+m),
EIANKm = k|(l—m).

(2) Ist hingegen | durch k # 0 und n durch m # 0 teilbar, so muss im
Allgemeinen (I + n) nicht durch (k +m) teilbar sein. Kurz:

EllAm|n % (k+m)|(l+n)

(8) Ist k # 0 ein Teiler von l, so ist k auch ein Teiler von jedem Vielfachen
[-n vonl. Kurz:

Kl = klin

(4) Ist I durch k # 0 und n durch m # 0 teilbar, so ist auch In durch
km # 0 teilbar. Kurz:

kLl Amln = kmlin
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(5) Sind k # 0 und I # 0 Teiler von m, so muss kl # 0 im Allgemeinen
kein Teiler von m sein. Kurz:

Elm Allm % kllm

Bemerkung. Damit wir von Teilbarkeit sprechen konnen, sollte die Zahl,
durch die wir teilen, nicht 0 sein. Daher wird es manchmal notig, voraus-
zusetzen, dass einige der Zahlen nicht 0 sind.

Beweis. Seien k,l,m,n ganze Zahlen.

zu (1): Sei also k # 0. Ist sowohl [ als auch m durch k teilbar, so gilt nach
Definition von Teilbarkeit, dass sowohl é als auch 7' ganze Zahlen sind.
Somit sind sowohl ihre Summe als auch ihre Differenz ganze Zahlen, also
+m

= und I_Tm Das heifst nach Definition von Teilbarkeit aber gerade,

dass | +m und | — m durch k teilbar sind.

zu (2): Um zu zeigen, dass dies nicht fiir alle ganze Zahlen [, k,m,n mit
k # 0 und m # 0 gilt, reicht es ein Beispiel anzugeben, wo k|l und m|n
und (k+m) f(I+n) gilt. Beispielsweise gilt 2|4 und 3|9, aber 449 = 13
ist nicht durch 2 + 3 = 5 teilbar.

zu (8): Sei k # 0 ein Teiler von . Wir wollen zeigen, dass [-n ebenfalls durch
k teilbar ist. Nach Definition von Teilbarkeit ist é eine ganze Zahl. Also
ist deren Produkt mit der ganzen Zahl n wiederum eine ganze Zahl.
Diese konnen wir als é n = % schreiben. Dass dies eine ganze Zahl ist,
bedeutet aber gerade, dass [n durch k teilbar ist.

zu (4): Sei l durch k£ # 0 und n durch m # 0 teilbar. Wir wollen zeigen,
dass dann auch [n durch km teilbar. Zundchst bemerken wir, dass aus
k # 0 und m # 0 folgt, dass km # 0 ist. Nun wissen wir aus der
Voraussetzung, dass £ und - beides ganze Zahlen sind. Folglich ist

auch deren Produkt ;- = In - eine ganze Zahl. Das bedeutet aber
gerade, dass [n durch km teilbar ist.

T~

km

zu (5): Hier reicht es wiederum, ein Gegenbeispiel anzugeben. So ist etwa
die Zahl 4 sowohl durch 2 als auch durch 4 teilbar, aber nicht durch
2-4=8.

]

Bemerkung. e Obwohl zwei der Resultate aus der letzten Proposition von
der Form sind ,,Es gilt nicht fiir alle ganze Zahlen k, [, m,n, dass...”, gibt
es durchaus ganze Zahlen k, [, m, n, fiir die die entsprechend modifizier-
te Aussagen wahr sind: Beispielsweise ist 2 ein Teiler von 4 und 3 ein
Teiler von 6 und 2 4 3 = 5 ist auch ein Teiler von 4 + 6 = 10. So etwas
kann also vorkommen, ist aber nicht fiir alle ganzen Zahlen der Fall.
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Ebenfalls gilt: 2 ist ein Teiler von 12 und 3 ist ein Teiler von 12 und auch
das Produkt 2 -3 = 6 ist ein Teiler von 12. In diesem Fall werden wir
spater eine recht allgemeine Bedingung angeben, die garantiert, dass
eine zu analoge Aussage wahr ist. In der Allgemeinheit der obigen
Proposition wird das natiirlich nicht funktionieren.

e Im Allgemeinen vertragen sich Teilbarkeit und Division schlecht. Hat
man etwa Zahlen [ und m, die beide durch eine Zahl k # 0 teilbar sind,
so kénnte etwa der Quotient L nicht definiert sein (wenn m = 0) oder
eine rationale, aber keine ganze Zahl sein (etwa bei [ = 1 und m = 2).
Selbst wenn % eine ganze Zahl ist, braucht sie nicht wieder durch &
teilbar sein. So ist beispielsweise 2|6 und 2|2, aber 2 ist kein Teiler von
s=3.

Sind zwei ganze Zahlen durch eine Zahl k # 0 teilbar, so auch ihre Summe,
wie wir in der letzten Proposition bewiesen haben. Als néchstes wollen wir
untersuchen, wann die Summe zweier nicht durch k teilbarer Zahlen durch
k teilbar ist.

Beispiel. Zunéchst schauen wir uns fiir £ = 3 an, wann Summe zweier nicht
durch 3 teilbarer Zahlen selbst durch 3 teilbar ist. Wir stellen fest:

1+1=2 ist nicht durch 3 teilbar
1+2=3 ist durch 3 teilbar
24+1=3 ist durch 3 teilbar
24+2=4 ist nicht durch 3 teilbar
1+4=5 ist nicht durch 3 teilbar
24+4=06 ist durch 3 teilbar

und so weiter. Man kommt durch weiteres Ausprobieren zu der Vermutung,
dass man alle natiirliche Zahlen in drei Spalten schreiben kann,

1 2 3
4 > 6
7 8 9
10 11 12

und die Summe einer Zahl aus der ersten und einer aus der zweiten Spalte
immer durch 3 teilbar ist, wihrend die Summe zweier Zahlen aus der ersten
oder die Summe zweier Zahlen aus der zweiten Spalte nie durch 3 teilbar ist.
(Dabei sprechen wir nicht iber die dritte Spalte, da alle Zahlen darin bereits
durch 3 teilbar sind.) Wir bemerken noch, dass die Differenz zweier aufein-
anderfolgenden Zahlen in jeder Spalte 3 ist, und die Differenz je zweier Zahl
in einer Spalte durch 3 teilbar ist. Um nun dieses und &hnliche Phdnomene
zu untersuchen, wollen wir uns mit modularer Arithmetik beschéftigen.
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9 Modulare Arithmetik

Wir definieren eine Relation auf Z, die genauere Informationen zur Teilbar-
keit durch eine feste Zahl m erfasst. Wir definieren nun diese Relation und
zeigen als erstes, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 9.1. Sei m eine feste natiirliche Zahl, m # 0. Wir definieren die
Relation ,kongruent modulo m* auf Z durch

Mod,, = {(a,b) € Z x Z|m teilt a — b}.

Ist (a,b) € Mod,,, so sagen wir, dass a kongruent zu b modulo m ist und
schreiben a = b mod m.

S"atz 9.2. Sei m eine feste natirliche Zahl, m # 0. Dann ist Mod,, eine
Aquivalenzrelation auf Z.

Bewers. Wir miissen zeigen, dass die Relation Mod,, reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

e Reflexivitit: Fiir jede ganze Zahl a gilt: ¢ — a = 0 und somit durch
m teilbar. Also gilt ¢« = @ mod m fiir alle ¢ € Z und somit ist die
Relation reflexiv.

e Symmetrie: Fiir alle ganzen Zahlen a, b € Z wollen wir zeigen, dass aus
a =b mod m auch schon b =a mod m folgt. Sei also a =b mod m.
Nach Definition der Kongruenz ist das dquivalent dazu, dass m die Zahl
a — b teilt, also nach Definition von Teilbarkeit dquivalent dazu, dass
a=b eine ganze Zahl ist. Dann ist aber auch das Produkt dieser Zahl
mit (—1) eine ganze Zahl, also die Zahl

(_1)_a—b:b—a'

m m

Das bedeutet aber genau, dass b — a durch m teilbar ist, also dass
(b,a) € Mod,, gilt. Also ist die Relation Mod,, symmetrisch.

e Transitivitat: Seien a,b, c ganze Zahlen. Wir miissen zeigen, dass aus
a =b mod m und b = ¢ mod m folgt, dass a = ¢ mod m gilt. Nach
Voraussetzung sind ‘%b und % ganze Zahlen, also ist auch deren Sum-
me ‘%b + % = =< eine ganze Zahl. Das heift aber wiederum, dass

m die Zahl a — ¢ teilt, also ¢ = ¢ mod m ist. Somit haben wir die
Transitivitat von Mod,, nachgewiesen.

Insgesamt folgt also, dass Mod,, eine Aquivalenzrelation ist. O

7Zu jeder Aquivalenzrelation, also insbesondere zu Mod,,, kénnen wir die
zugehorigen Aquivalenzklassen betrachten. Wir schauen uns das an Beispie-
len an.
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Beispiel. Wir betrachten die Relation Mods auf Z. In der Aquivalenzklasse
von 4 beziiglich der Relation Mods, die wir mit [4]3 (oder manchmal nur mit
[4]) notieren, liegen beispielsweise 7,10,13,1,—2,—5 (und unendlich viele
weitere ganze Zahlen), aber nicht etwa 8 oder 12. Die positiven Elemente
daraus stimmen genau mit der ersten Spalte im Beispiel, das wir zum Schluss
des letzten Kapitels betrachtet haben, tiberein. Allgemein kann man diese wie
folgt beschreiben:

4] = {3r+4|r e Z}.

Um das zu beweisen, miissen wir uns vergewissern, dass jedes Element von
[4] als 3r +4 mit irgendeinem r € Z geschrieben werden kann, und dass jedes
3r + 4 mit r € Z tatsdchlich in [4] liegt. Letzteres ist die einfachere Halfte:

: . .. . . 4)—4
Um zu zeigen, dass 3r +4 = 4 mod 3 ist, miissen wir zeigen, dass —(3”“3)

eine ganze Zahl ist. Da Vereinfachen w = r ergibt, folgt 3r + 4 € [4]
fiir alle r € Z. Sei nun a € [4] beliebig, d.h. a ist eine ganze Zahl und a = 4
mod 3. Das bedeutet nach Definitionen von Kongruenz und Teilbarkeit, dass
a—4

45~ eine ganze Zahl ist. Setze s = %, dann gilt: s € Z und

4
3s+4:3~aT+4:(a—4)+4:a,

also ist & = 3s + 4 mit s € Z. Das zeigt also, dass die Mengen [4] und
{3r +4|r € Z} dieselben Elemente haben, also gleich sind.

Wir wollen mit Zahlen ,modulo m* rechnen kénnen. Schon der Titel ,mo-
dulare Arithmetik* weist darauf hin, dass es in diesem Abschnitt um Grund-
rechenarten gehen wird. In dem néchsten Satz zeigen wir, dass Kongruenzen
sich gut mit Summe, Produkt und Differenz verhalten. Anschlieffend sehen
wir ein Beispiel dafiir, dass Kongruenzen und Quotienten hingegen im Allge-
meinen nicht miteinander vertréglich sind.

Proposition 9.3. Seim eine feste natiirliche Zahl, m # 0.Seien aq, as, by, by
ganze Zahlen mit ay = a; mod m und by = by mod m. Dann gilt auch:

(1) a3 + by = as + by mod m
(2) a; — by = as — by mod m
(3) a1 -by =ay-by mod m

Beweis. Seien m und aq, as, b1, by wie in der Proposition. Die Voraussetzun-

gen an as, as, by, by sind dquivalent dazu, dass “=% und %= beides ganze
. m

Zahlen sind.

81



Viktoriya Ozornova 9 MODULARE ARITHMETIK

zu (1): Wir miissen zeigen, dass a; + by = as + by mod m gilt. Das ist

ai1+b1)—(az+b2)
m

aquivalent dazu, dass ( eine ganze Zahl ist. Wir formen

diesen Ausdruck um und erhalten:

(a1 +b1) — (az + bs) a; + by — ag — by
m m
a; —as + by — by _al_a2+b1_b2

Y

m m m

also ist diese Zahl Summe zweier Zahlen, die nach Voraussetzung gan-
ze Zahlen sind, und somit selbst eine ganze Zahl. Damit ist die erste
Behauptung bewiesen.

zu (2): Diesmal missen wir zeigen, dass a; — by = as — by mod m gilt. Der
Beweis ist dem ersten sehr dhnlich. Die Behauptung ist dquivalent dazu,
dags (w=ti)=la2=b2) qipe ganze Zahl ist. Wir formen diesen Ausdruck

m
auch um und erhalten:

(al—bl)—(az—bg) al—bl—a2+bg
m m
al—&g—b1+bg_a1—a2_b1—bg

m m m

also ist diese Zahl diesmal Differenz zweier Zahlen, die nach Vorausset-
zung ganze Zahlen sind, und somit selbst eine ganze Zahl. Damit ist
die zweite Behauptung bewiesen.

zu (8): Wir miissen zuletzt zeigen, dass a;b; = asby mod m gilt. Dies ist
etwas schwieriger als in den ersten beiden Féllen. Das ist dquivalent
dazu, dass % eine ganze Zahl ist. Auch hier formen wir diesen
Ausdruck um; hierbei ist allerdings in kleiner , Trick” notwendig. Wir
subtrahieren im Zahler die Zahl a5b; und addieren diese gleich wieder.
Dies édndert natiirlich nicht den Wert des Zahlers und mag zuerst iiber-
fliissig anmuten. Allerdings erkennen wir dann, dass wir aus den ersten
beiden Summanden b; und aus den letzten beiden Summanden a, aus-
klammern koénnen und dabei das Ergebnis wieder die Zahlen aus der
Voraussetzung enthélt:

albl — szg . albl — agbl + &zbl — Clgbg
m N m
—a9)b by — b — by — b
_ (a1 — ag)by + az(by 2):CL1 a2~61+a2- 1= 0
m m m

Diese Zahl ist nun Summe zweier Produkte von ganzen Zahlen, also
wieder eine ganze Zahl. Damit ist auch die letzte Behauptung gezeigt.

]
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Wir kénnen also, um eine Rechnung zu machen, die nur modulo m korrekt
sein muss, und nur Addition, Subtraktion und/oder Multiplikation enthélt,
die Zahlen nach Belieben durch kongruente Zahlen ersetzen, ohne die Rich-
tigkeit des Ergebnisses zu édndern. Mit Division funktioniert das allerdings
nicht, wie im néchsten Beispiel verdeutlicht wird.

Beispiel. Es gilt: 2 = 2 mod 2 und 2 = 4 mod 2. Aber es ergibt keinen

?

Sinn, danach zu fragen, ob % = 121 mod 2 gilt, da ZZL = % keine ganze Zahl

ist, und Kongruenzen nur fiir ganze Zahlen tiberhaupt definiert sind. Aber
?
=4

auch, wenn wir die umgekehrten Quotienten bilden, also uns fragen, ob % =3
mod 2 gilt, so ist das zwar eine Aussage, diese ist allerdings falsch, da 1 # 2
mod 2 gilt.

Wir wollen uns einige erste Beispiele dafiir anschauen, wie modulare
Arithmetik funktionieren kann.

Beispiel. Wir wollen eine kleine Zahl bestimmen, die kongruent zu 4*° mo-
dulo 3 ist. Ein wichtiger Aspekt hiervon ist, dass wir die Zahl 43° gar nicht
explizit als Dezimalzahl zu kennen brauchen, denn diese anzugeben, ist schon
nicht ganz einfach (diese Zahl ist z.B. grofer als die maximale darstellbare
Zahl im Java-Datentyp ,int“). Allerdings ist 4% ein Produkt, das 30 mal
den Faktor 4 hat, und unsere Rechenregeln besagen, dass wir im Produkt
die Zahl durch eine kongruente Zahl modulo 3 ersetzen koénnen, ohne das
Ergebnis modulo 3 zu verdndern. Also nutzen wir 4 =1 mod 3 und erhalten

439 =1%=1 mod 3,

wobei 13 zu bestimmen jetzt eine leichte Rechnung war.

Auch fiir 2%° kénnen wir eine kleine Zahl finden, die kongruent zu 2%°
modulo 3 ist. Hier ist es von Vorteil, obwohl unsere Aufgabe nur positive
Zahlen benutzt, eine negative Zahl fiir die Zwischenrechnung zu nutzen. Wir
bemerken, dass 2 = (—1) mod 3 und die Potenzen von (—1) sind wiederum
einfach bestimmt: (—1)™ ist 1, falls n gerade ist, und —1, falls n ungerade ist.
Insbesondere ist also

20 =(-1)*=1 mod 3.

Dass wir immer eine ,kleine”“ Zahl finden kénnen, die zu unserer vorge-
gebener Zahl kongruent ist modulo einer festen Zahl m, ist eine Konsequenz
dessen, dass wir mit Rest teilen konnen. Wir werden nun die dazugehorigen
Resultat préziser formulieren. Dahinter steckt allerdings dieselbe Division
mit Rest, mit der man schon seit der Grundschule vertraut ist.

Satz 9.4 (Division mit Rest).

Version 1: Seien a,b natirliche Zahlen und b # 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlen q,r € N mit 0 <r < b und

a=q-b+r.
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Version 2: Seien a,b ganze Zahlen und b # 0. Dann gibt es eindeutig be-
stimmte ganze Zahlen q,r € Z mit 0 < r < |b| und

a=q-b+r.

Beispiel. e Fir natiirliche Zahlen ist es die altbekannte Division mit
Rest, die wir durchfiihren miissen. Sind etwa a = 17 und b = 4, so ist
17=4-441,alsog=4und r = 1.

e Fiir negative Zahlen ist es ein wenig anders, weil wir auch hier eine
nicht-negative Zahl als Rest erhalten wollen. So wiirde die Darstellung
—17 = (—4) - 4 — 1 nicht den Anforderungen fiir a = —17 und b = 4
geniigen, da —1 negativ ist. Hingegen sind ¢ = —5 und r = 3 die Zahlen,
die sich im obigen Satz fiir diesen Fall ergeben: Es ist

—17=(-5)-4+3
und 0 < 3 < 4.

e Fihrt man Division mit Rest fiir a geteilt durch b aus und hat man
den Fall vorliegen, dass a durch b teilbar ist, so ist der Rest in diesem
Fall 0. Etwa fiir a = 20 und b =4 ist ¢ = 5 und r = 0, also

20=5-4+0.

Als Konsequenz dessen, dass Division mit Rest moglich ist, erhalten wir
das folgende Korollar.

Korollar 9.5. Sei m eine feste natiirliche Zahl, m # 0. Dann gibt es zu jeder
ganzen Zahl a € Z eine natirliche Zahl v € Ng mit 0 < r < m — 1, sodass

a=r modm

Mt anderen Worten ist jede ganze Zahl kongruent modulo m zu einer, die
zwischen 0 und m — 1 (einschliefilich) ist, also zu einer der Zahlen
0,1,2,....,m—1.

Bemerkung. Durch Division mit Rest sehen wir auch, dass die im Korollar
erwahnte Zahl r fiir jedes a € Z eindeutig ist.

Bereits diese zahlentheoretische Grundlagen werden in der Praxis verwen-
det. Ein Beispiel dafiir ist ISBN.

Beispiel. Die ISBN-13 ist eine Zahl, die jedes (neuere) Buch eindeutig iden-
tifiziert. (Diese hat die frithere Version, ISBN-10, abgeltst.) Die letzte Ziffer
der ISBN ist eine Priifziffer: Diese ldsst sich aus den anderen Ziffern be-
stimmen und trigt keine eigene Information, sondern dient der Uberpriifung
der Nummer. Stimmt die als Rechenergebnis bestimmte Priifziffer nicht mit
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der Priifziffer der Nummer iiberein, so ist die ISBN nicht korrekt. (Anders-
rum darf allerdings nicht geschlossen werden: Zwar ,merkt” die Priifziffer der
ISBN in jedem Fall, wenn genau eine Ziffer ersetzt wurde, und auch manche
Zahlendreher, aber die Priifziffer bleibt gleich, wenn etwa die Ziffern 5 und 0
vertauscht werden.)

Die Priifziffer wird wie folgt berechnet:

e Zunichst werden die ersten 12 Ziffern der ISBN abwechselnd mit 1 und
3 multipliziert und die so entstandenen Produkte summiert.

e Im nachsten Schritt bestimmt man den Rest r dieser Summe bei der
Division durch 10.

e Ist r # 0, so nimmt man 10 — r als Priifziffer. Im Fall » = 0 ist 0 die
errechnete Priifziffer.

Wir betrachten ein Buch mit der ISBN 978 — 0 — 387 — 95385 — 4. Wir
priifen, ob die Priifziffer 4 tatséchlich das Ergebnis der oben beschriebenen
Rechnung ist. Hierbei machen wir uns die Rechenregeln der modularen Arith-
metik zunutze - will man den Rest bei Division 10 berechnen, so kann man
jede in der Rechnung (die nur Multiplikation und Addition enthélt) vorkom-
mende Zahl durch eine dazu modulo 10 kongruente Zahl ersetzen, ohne das
Ergebnis (ebenfalls mod 10 betrachtet) zu dndern. Dabei ist die Beobach-
tung wichtig, dass jede natiirliche Ziffer kongruent modulo 10 zu ihrer letzten
Ziffer ist. (Dies gilt nur in der Dezimaldarstellung, iiber die wir spéter noch
ausfiihrlicher sprechen werden.) Wir gruppieren also die Summanden (un-
ter Ausnutzung der Assoziativitdt und der Kommutativitdt der Addition)
so, wie es uns am einfachsten zu rechnen erscheint, und ersetzen diese stets
durch ihre letzte Ziffer. Dabei nutzen wir erneut, dass jede natiirliche Zahl
kongruent modulo 10 zu ihrer letzten Ziffer in der Dezimaldarstellung ist.
Wir fiihren nun die Rechnung durch:

1-943-7+1-8+3-0+ +3-8+
+3-94+1-5+3-3+1-84+3-5
=30+32+10+30+35+20+9
=04+24+0+04+54+0+9 mod 10
=16=6 mod 10

Also ist die errechnete Priifziffer gegeben durch 10 — 6 = 4, und stimmt
somit mit der angegebenen Priifziffer {iberein.

Als néchstes wollen wir ein Beispiel dafiir sehen, wie durch modulare
Arithmetik Aussagen iiber Teilbarkeit von natiirlichen (oder ganzen) Zah-
len bewiesen werden konnen. Es sei angemerkt, dass diese Proposition auch
anders, etwa durch vollstdndige Induktion, bewiesen werden kann.
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Proposition 9.6. Sein eine natiirliche Zahl. Dann ist die Zahl n®—n durch
3 teilbar.

Bewers. Nach Korollar gibt es zu der natiirlichen Zahl n eine eindeutige
natiirliche Zahl » mit 0 < r < 2 und n = r mod 3. Dank der Rechenregeln
der modularen Arithmetik gilt auch n3>—n = r>—r mod 3. Nun kann die Zahl
r nur die Werte 0, 1,2 annehmen, da dies alle natiirliche Zahlen im Intervall
[0,2] sind. Bei diesen Zahlen kénnen wir jeweils iiberpriifen, ob r* — r durch
3 teilbar ist. Es ergibt sich:

0] —~0=0 mod 3, falls r =0,
n—n=r"—r=<{13—1=0 mod3, fallsr =1,

22 -2=6=0 mod 3, falls r = 2.

Folglich ist die Zahl n® — n fiir jeden mdglichen Wert von n kongruent zu 0
modulo 3, also ist sie stets durch 3 teilbar. O

Im Folgenden wollen wir ein weiteres Beispiel fiir den Einsatz der modu-
laren Arithmetik betrachten.

Beispiel. Wir wollen untersuchen, ob die Zahl

100...001
——
2014

das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist. (Wir kénnen diese Zahl auch als
10%°%5 + 1 schreiben.) Man nennt eine natiirliche Zahl, die das Quadrat einer
natiirlichen Zahl ist, eine Quadratzahl.

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, wie man an dieses Problem her-
angehen kann. Wir beschreiben einen Ansatz, der modulare Arithmetik be-
nutzt. Zunédchst bemerken wir, dass all die Zahlen 101, 1001, 10001, 100001
keine Quadratzahlen sind. Das fithrt uns zu der Vermutung (die wir noch
zu beweisen haben), dass die Zahl 10¥ + 1 fiir keine natiirliche Zahl k > 2
eine Quadratzahl sein kann. Insbesondere wiirde es zu einer negativen Ant-
wort auf die eingangs gestellte Frage fiihren. Um diese Aussage zu beweisen,
werden wir ein Hilfsresultat benotigen.

Lemma 9.7. Eine Quadratzahl ist kongruent zu 0 oder 1 modulo 3.

Formuliert man die Aussage des Lemmas um, so heifit das, dass eine
natiirliche Zahl, die kongruent zu 2 modulo 3 ist, niemals eine Quadratzahl
sein kann. Wir wollen nun zunéchst das Lemma beweisen.

Beweis. Wir verfahren genau wie im Beweis der letzten Proposition. Wir
betrachten die Quadratzahl n?, also das Quadrat der natiirlichen Zahl n.
Auch hier gibt es nach Korollar [9.5 zu der natiirlichen Zahl n eine eindeutige
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natiirliche Zahl » mit 0 < r < 2und n =r mod 3. Wir erhalten erneut n? =
2

r¢ mod 3 und r € {0, 1,2} und miissen also nur diese drei Félle untersuchen:
02=0 mod 3, falls r = 0,
n?=r=<{12=1 mod 3, falls r =1,

22=4=1 mod 3, fallsr = 2.

Das zeigt nun, dass Quadrate natiirlicher Zahlen nie den Rest 2 bei der
Division durch 3 haben. O

Nun kénnen wir zu dem obigen Beispiel zuriickkehren.

Beispiel (Fortsetzung). Wir wollen zeigen, dass 10* + 1 fiir alle natiirlichen
Zahlen k > 2 keine Quadratzahl ist. Da 10 = 1 mod 3, folgt 10¥ + 1 =
1* +1 = 2 mod 3. Nun folgt nach Lemma unmittelbar, dass 10% + 1
keine Quadratzahl sein kann.

Als néchstes wollen wir die modulare Arithmetik benutzen, um zu er-
klaren, warum die Teilbarkeitskriterien fiir Teilbarkeit durch 3 und durch 9
funktionieren. Zunéchst formulieren wir eine formale Version der Dezimal-
darstellung natiirlicher Zahlen.

Satz 9.8. Jede natiirliche Zahl lisst sich eindeutig in der Form > ;10" - b,
schreiben, wobei b, # 0, falls m # 0 ist, alle b; natirliche Zahlen sind und
fur alle0 <1< m gilt: 0 < b; <9.

Die Intuition hinter diesem Satz ist genau die Funktionsweise des Stellen-
wertssystems, die wir bereits aus der Grundschule kennen: Schreibt man eine
Zahl, etwa 987123, so steht diese Notation dafiir, dass in der ,Hunderttausen-
derstelle” die Ziffer 9 steht, man also neunmal hunderttausend gezahlt hat,
und dazu achtmal zehntausend, dann siebenmal tausend, einmal hundert,
zwetmal zehn und schiefslich noch drei Objekte iibriggeblieben sind. Es ist
also

987123 = 9-100000 + 8-10000 +7-1000+1-100+2-10+3-1
= 9.10°+8-10*+7-10>+1-10*+2-10' + 3 - 10°.

Das ist genau die Darstellung, die in dem obigen Satz erwéihnt ist, und wird
Dezimaldarstellung genannt. Die Zahlen b; aus dem Satz sind genau die Zif-
fern der Dezimaldarstellung; in diesem Fall ist m = 6 (denn die Zahl 987123
ist 6—stelhg) und b6 = 9, b5 = 8, b4 = 7, bg = ]_, bg = 2 und bg = 6. Die
Forderung 0 < b; < 9 bedeutet gerade, dass die Zahlen b; einstellig sind, also
jeweils eine Ziffer.

Bereits in der Schule lernt man andere Stellenwertsysteme kennen. Beson-
ders wichtig in der Praxis sind die Bindrdarstellung, die Oktaldarstellung und
die Hexadezimaldarstellung einer Zahl. Die mathematische Grundlage dafiir
wird durch den folgenden Satz geliefert, der dem vorherigen sehr dhnelt.
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Satz 9.9. Sei kK > 2 eine natirliche Zahl. Jede natirliche Zahl lisst sich
eindeutig in der Form Y " k' - b; schreiben, wobei b, # 0, falls m # 0 ist,
alle b; natirliche Zahlen sind und fir alle 0 <i <m qilt: 0 < b; < k — 1.

In diesem Fall gibt es also k unterschiedliche Ziffern, wie auch in erwahn-
ten Darstellungen bekannt: In der Bindrdarstellung werden nur zwei unter-
schiedliche Ziffern, ndmlich 0 und 1 verwendet; bei Oktalzahlen 0,1,2,3,4,5.6,7;
und bei Hexadezimalzahlen hat man 16 Ziffern zur Verfiigung. Da man in
unserem Dezimalsystem {iblicherweise nur 10 Ziffern zur Verfiigung hat, ver-
wendet man fiir die letzten 6 stattdessen als Symbole die Grofbuchstaben
A, B,C,D,E, F. Die Zahl FC etwa entspricht 15 - 16 4+ 12 = 252 im Dezi-
malsystem.

Bevor wir nun die Teilbarkeitskriterien beweisen, beobachten wir noch,
dass diese nicht (unbedingt) in anderen Stellenwertsystemen gelten. So ist
etwa 11015 die Binardarstellung der Zahl 13, die nicht durch 3 teilbar ist,
allerdings ist die Bindrquersumme 1+ 1 + 0+ 1 = 3, also durch 3 teilbar.

Wir erinnern nochmal an die Definition der Quersumme.

Definition 9.10. Ist >_/" 10" - b; die Dezimaldarstellung einer natiirlichen
Zahl, so ist die Quersumme dieser Zahl gegeben durch "/ b;. Mit anderen
Worten ist die Quersumme einer natiirlichen Zahl die Summe ihrer Ziffern
(in der Dezimaldarstellung).

Nun beweisen wir das aus der Schule bekannte Teilbarkeitskriterium. Da-
bei zeigen wir sogar eine stéirkere Aussage.

Proposition 9.11. 1. Jede natirliche Zahl ist kongruent modulo 3 zu ih-
rer Quersumme.

2. Jede natiirliche Zahl ist kongruent modulo 9 zu threr Quersumme.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den ersten Teil; der Beweis des zwei-
ten Teils funktioniert analog.

Sei >, 10" - b; die Dezimaldarstellung einer natiirlichen Zahl. Wir be-
merken, dass 10 =1 mod 3 gilt. Folglich gilt auch

zm:mi-b,» Ei1i~bi5ibi mod 3.
=0 =0 =0

Letzter Term ist aber gerade die Quersumme der vorgegebenen Zahl. Damit
ist die Aussage bewiesen. O]

Als néchstes sehen wir ein weiteres Beispiel fiir die Funktionsweise mo-
dularen Arithmetik.
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Beispiel. In diesem Fall fragen wir uns, was die letzte Ziffer der Zahl 20092°%
ist. Wir erinnern uns, dass die letzte Ziffer einer natiirlichen Zahl genau der
Rest dieser natiirlichen Zahl bei der Division durch 10 ist, also insbesondere
eine natiirliche Zahl zwischen 0 und 9 (einschlieflich), die kongruent zu der
urspriinglichen modulo 10 ist.

Wir miissen also eine Zahl 0 < r < 9 finden, sodass r = 2009%°%° mod 10
gilt. Zunachst nutzen wir, dass 2009 =9 mod 10 gilt und somit auch

2009299 = 92099 16d 10.

Diese Zahl ist zwar deutlich kleiner als die vorherige, jedoch immer noch zu
grofs fiir direkte Berechnungen. Stattdessen betrachten wir die letzte Ziffer
der Potenzen 9* fiir natiirliche Zahlen k > 1:

9' = 9=9 mod 10

92 = 81=1 mod 10

9 = 729=9 mod 10

9% = 93.9=9.9=1 mod 10

Man kommt zu der (korrekten) Vermutung, dass die Potenzen von 9 abwech-
selnd auf 1 und 9 enden. Das formulieren wir nochmal in dem folgenden
Lemma.

Lemma 9.12. Sei k > 1 eine natirliche Zahl, dann gilt:

oF = 1 mod 10, falls k gerade,
|9 mod 10, falls k ungerade.

Beweis. Da 9 = —1 mod 10 ist, folgt die Aussage aus der Tatsache, dass

( 1)k 1, falls k gerade,
B —1, falls £ ungerade.

[]

Beispiel (Fortsetzung). Nutzt man nun das obige Lemma und die Tatsa-
che, dass 2009 ungerade ist, so folgt 92° = 9 mod 10. Also endet die Zahl
2009209 auf die Ziffer 9.

Um die letzte Ziffer der Zahl 2014%°'* zu bestimmen, brauchen wir das
folgende Lemma:

Lemma 9.13. Sei k > 1 eine natirliche Zahl, dann gilt:

4 = 6 mod 10, falls k gerade,
|4 mod 10, falls k ungerade.
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Der Beweis des Lemmas (z.B. mittels vollstdndiger Induktion) ist nicht
schwer und wir verzichten an dieser Stelle darauf, ihn aufzuschreiben.

Beispiel. Die letzte Ziffer der Zahl 2014%°* ist nach dem vorherigen Lemma
6, da

20142014 = 42014 =5 104 10

ist.
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10 Euklidischer Algorithmus I

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, den euklidischen Algorithmus kennenzu-
lernen. Dieser kann fiir unterschiedliche Problemstellungen verwendet wer-
den. Wir beginnen mit drei motivierenden Beispielen.

Beispiel. Wir suchen alle ganzen Zahlen k, die Losungen der modularen
Gleichung 2k = 4 mod 6 sind. Hétten wir die Gleichung 2x = 4 fiir reelle
Zahlen zu 16sen, so wiirden wir beide Seiten durch 2 teilen und wiirden die
einzige Losung x = 2 erhalten. Bei den modularen Gleichungen ist es aller-
dings anders; insbesondere ist im Allgemeinen, wie wir auch bereits gesehen
haben, Division schlecht mit Kongruenzen vertréiglich. Wir bemerken, dass
auch die Zahl 5 eine Losung der modularen Gleichung ist, da 2-5=10=14
mod 6. Probiert man weiter, so stellt man auch fest, dass auch 8 und 11
Losungen der modularen Gleichung sind und kommt zu der Vermutung, dass
njede dritte Zahl“ eine Losung dieser Gleichung ist. Wir wollen dies beweisen.
Zunachst benutzen wir erneut das Korollar 9.5 wonach es zu jeder ganzen
Zahl k eine eindeutige natiirliche Zahl 0 < r < 5 gibt, sodass & = r gilt. Es
kommt nur auf diese Zahl r an bei der Frage, ob k der Gleichung geniigt. Fiir
die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 ist die Frage schnell geklért:

2:0 = 04 mod6
2:-1 = 2#4 mod6
2-2 = 4 mod6
2:3 = 0£Z4 mod6
2:4 = 2#%4 mod 6
2-5 = 4 mod 6

Wir wissen, dass Modg eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Ferner haben wir
gesehen, dass dann 7Z sich als disjunkte Vereinigung mancher Aquivalenzklas-
sen schreiben lasst. In diesem Fall gilt

Z = [0]¢ U [1]6 U [2]6 U [3]6 U [4]6 U [5]s.

Die Losungsmenge L. der modularen Gleichung besteht aus allen ganzen Zah-
len, die kongruent zu 2 oder zu 5 modulo 6 ist. Schreiben wir das nochmal
etwas expliziter auf, so erhalten wir:

L 2 fheziok=4 mode)
= [2lsU[5)s
{6s+2|se€Z}U{bs+5|seZ}
— (3l+2]lez).

Insbesondere bemerken wir, dass, ganz im Gegensatz zu der dhnlichen Glei-
chung fiir reelle Zahlen, in diesem Fall die Losungsmenge unendlich ist.
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Beispiel. Das zweite Beispiel ist ganz dhnlich zu dem ersten und wird etwas
knapper behandelt. Diesmal suchen wir nach allen Losungen der modularen
Gleichung 4z = 1 mod 11. Wiirde man die Gleichung 4z = 1 iiber den
reellen Zahlen 16sen, so wiirde man durch 4 teilen, was fiir Gleichungen in
reellen Zahlen eine Aquivalenzumformung ist, und erhalten, dass z = i die
eindeutige Losung der Gleichung iiber den reellen Zahlen ist. Da dies keine
ganze Zahl ist, ware es verlockend zu schlieffen, dass die modulare Gleichung
keine Losungen hat. Allerdings stimmt das nicht, und schon nach kurzem
Ausprobieren sieht man, dass x = 3 eine Losung der Gleichung ist, denn
4-3=12=1 mod 11. Wie im letzten Beispiel auch ist z genau dann eine
Losung der modularen Gleichung, wenn der Rest von Division von x durch
11 eine Losung der Gleichung ist. Also miissen wir wieder nur die Zahlen
zwischen 0 und 10 (einschlieflich) tiberpriifen und sehen:

mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
mod 11
4-10 = 7 mod 11.

Il
o N O Um0 O

=~ B = = & &= &= = b=
|
—
(e

© 0 O U W N = O
11l

Il
w

Also sehen wir, dass in diesem Fall die Losungsmenge wie folgt beschrieben
wird: {11k + 3|k € Z}.

Die Methode, die wir hier angewandt haben, ist doch recht aufwandig und
wird bei groferen Zahlen schnell unpraktikabel. Der euklidische Algorithmus
kann dazu eingesetzt werden, solche Gleichungen viel effektiver zu l6sen.

Beispiel. Dieses Beispiel ist recht anders in seiner Natur als die beiden vor-
herigen.

Wir nehmen an, dass wir einen groften Tank Wasser haben, in dem 300
Liter Wasser aufbewahrt werden. Wir haben einen zweiten Tank, der auch
300 Liter fassen kann, allerdings leer ist. Wir wiirden gerne genau einen Liter
in diesen Tank umfiillen. Im ersten Fall haben wir allerdings nur einen 3-
Liter-Behélter und einen 6-Liter-Behélter, die jeweils nur ganz gefiillt und
umgefiillt werden konnen. Man sieht schnell ein, dass man so niemals auf
einen Liter kommen kann, denn die Literanzahlen, die man so abmessen
kann, sind stets durch 3 teilbar. 3 ist ndmlich ein gemeinsamer Teiler von

92



Viktoriya Ozornova 10 EUKLIDISCHER ALGORITHMUS 1

300, 3 und 6, und alle Zahlen, die man durch Addition und Subtraktion
dieser Zahlen erhalten kann, werden stets durch 3 teilbar sein.

Hétte man nun einen 3-Liter-Behélter und einen 5-Liter-Behélter vorge-
geben, so hétte man keine Schwierigkeiten, genau einen Liter abzumessen:
Man wiirde erstmal 2 -5 Liter in den leeren Tank fiillen, und dann 3 - 3 Liter
wieder darausnehmen, um 2 -5 — 3 -3 = 1 Liter zu erhalten.

Der entscheidende Faktor hier ist der grofite gemeinsame Teiler der Behal-
tergrofen. Wir wiederholen die Definition des gréfsten gemeinsamen Teilers
zweier natiirlichen Zahlen, die aus der Schule bekannt sein diirfte.

Definition 10.1. Seien a,b € N\ {0} natiirliche Zahlen. Der grofite ge-
meinsame Teiler von a und b ist die groftte natiirliche Zahl d, die sowohl a
als auch b teilt. Wir schreiben in diesem Fall d = ggT(a, b).

Bemerkung. Die natiirliche Zahl 1 teilt jede natiirliche Zahl. Daher ist 1
ein gemeinsamer Teiler von jedem Paar natiirlicher Zahlen und somit ist
ggT(a,b) > 1 fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b.

Definition 10.2. Seien a,b € N\ {0} natiirliche Zahlen. Die Zahlen a,b
heifen teilerfremd, falls ggT(a,b) = 1 gilt.

Manchmal will man aus unterschiedlichen Griinden den groften gemein-
samen Teiler zweier natiirlichen Zahlen bestimmen. Bei kleinen Zahlen geht
es ganz gut durch ausprobieren. Haufig lernt man in der Schule die folgen-
de Methode: Man zerlegt die beiden Zahlen in Primfaktoren, und fasst alle
gemeinsamen Primfaktoren zu dem grofiten gemeinsamen Teiler zusammen.
Diese Methode hat einige Vorteile. Fiir uns hat sie allerdings zwei Nachtei-
le. Der erste Nachteil ist theoretischer Natur: Warum lésst sich jede Zahl
in Primfaktoren zerlegen? Wie beweist man die Existenz und Eindeutigkeit
einer solchen Zerlegung? Der zweite Nachteil ist ndher an die praktischen
Schwierigkeiten: Die bekannten Verfahren zum Bilden von Primfaktorzer-
legungen sind sehr langsam. Der euklidische Algorithmus ist hingegen ein
schnelles Verfahren, um den gréfsten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher
Zahlen zu bestimmen.

Wir beschreiben zunéachst das Verfahren und machen ein Beispiel dazu.
Danach sehen wir einige Uberlegungen dazu, warum der Algorithmus funk-
tioniert und wie man ihn anwendet. Am einfachsten ist es, das Verfahren
rekursiv zu beschreiben.

Euklidischer Algorithmus. Seien natiirliche Zahlen a > b > 1 vorgegeben.
Um den grofiten gemeinsamen Teiler von a, b zu bestimmen, gehe man wie
folgt vor:

1. Man teile a durch b mit Rest und erhalte a = ¢gb + r mit ¢, € N und
0<r<hb.

2. Ist r =0, so ist b = ggT(a,b).
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3. Ist 7 > 0, so ist ggT(a,b) = ggT(b,r). Wende nun den euklidischen
Algorithmus an, um letzteren zu bestimmen.

Es diirfte nicht unmittelbar klar sein, warum das funktioniert - also ins-
besondere wie die Gleichheit im letzten Schritt zustandekommt oder auch,
warum das Verfahren terminiert. Wir schauen uns ein Beispiel an, bevor wir
uns diesen Fragen widmen.

Beispiel. Wir wollen ggT(144,159) bestimmen. 159 > 144, also miissen wir
als erstes 159 durch 144 mit Rest teilen:

159 =1-144 +

Da der Rest 15 nicht 0 ist, wenden wir wiederum den euklidischen Algo-
rithmus an, um ggT(144,15) zu bestimmen. Die néchste Division mit Rest
liefert:

144 =9-154+09.

Als néchstes haben wir ggT(15,9) zu bestimmen. (Das wére jetzt klein genug,
um durch Ausprobieren zum Ergebnis zu kommen, aber wir wollen den eukli-
dischen Algorithmus so weit wie moglich ausfiihren, um die Funktionsweise
besser zu verstehen.)

=1-9+6.
Weiter mit ggT'(9,6):
9=1-6+43.

Will man nun ggT(6,3) bestimmen, so stellt man fest, dass 6 ohne Rest
durch 3 teilbar, und wie im zweiten Schritt des Algorithmus bereits be-
hauptet wurde, ist ggT(6,3) = 3. Der euklidische Algorithmus liefert also
ggT(144,159) = 3.
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11 Zahlentheorie in der Kryptographie

In diesem Kapitel geben wir einige Beispiele fiir die Anwendungen der Zah-
lentheorie in der Kryptographie. Will eine Person, nennen wir sie Alice, einer
anderen Person - Bob - eine geheime Nachricht iibermittelt, so steht sie im
Allgemeinen vor einem Problem. Sie kann versuchen, die Botschaft etwa zu
verbergen, eine sichere Leitung zu benutzen o.4. Das ist allerdings nicht der
Inhalt unserer Betrachtung. Wir beschéftigen uns mit dem Fall, dass die
Botschaft iiber einen unsicheren Kanal verschickt wird, und stattdesssen der
Inhalt der Botschaft verborgen ist. Alice ersetzt also die eigentliche Botschaft
durch eine andere, die fiir einen zufélligen Beobachter nicht verstandlich ist,
aus der aber Bob die urspriingliche Botschaft rekonstruieren kann - sie ver-
schlisselt die Botschaft. Die Lehre von den Verschliisselungen wird Kryp-
tographie genannt. Gleichzeitig ist es auch wichtig, sich Gedanken dariiber
zu machen, wie verschliisselte Botschaften geknackt werden kénnen - auch
wenn man gar keine fremde Botschaften abfangen will, sind solche Uberle-
gungen, auch Kryptoanalyse genannt, wichtig, um die Sicherheit von einem
Verschliisselungsverfahren zu analysieren.

Wir fangen mit einem sehr alten Verschliisselungsverfahren an, das heute
nicht mehr benutzt wird. Trotzdem ist es interessant, da es sowohl besonders
einfach zu verstehen ist als auch wichtige Erkenntnisse iiber Verschliisselungs-
verfahren im Allgemeinen liefert.

Caesar-Verschliisselung

In diesem Fall besteht die Botschaft, die wir iibermitteln wollen, aus einem
Text. Bei Caesar-Verschliisselung wird jeder Buchstabe nach einem festen
Muster durch einen anderen festen Buchstaben ersetzt. Eine Verschliisselung,
bei der jeder Buchstabe durch einen festen Buchstaben ersetzt wird, heifst
monoalphabetisch. Die Idee bei Caesar-Verschliisselung, die, soweit man weif,
tatséchlich zur Zeiten Caesars benutzt wurde, ist die Verschiebung von allen
Buchstaben um eine feste Grofe. Genauer funktioniert das wie folgt. Es wird
eine Verschiebung festgelegt, ein sogenannter Schlissel, den vorher Alice und
Bob auf irgendeine Art und Weise geheim geteilt haben miissen. In diesem
Fall ist es ganz hilfreich, Buchstaben mit Zahlen zu identifizieren, denn damit
kénnen wir héufig einfacher arbeiten.

e Man fasst jeden Buchstaben als eine Zahl zwischen 0 und 25 auf.
e Man addiere zu jedem Buchstabenwert den Schliisselwert mod 26.
e Man tibersetze das Ergebnis zuriick in Buchstaben.

Hier ist ein Beispiel fiir diese Prozedur:
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Beispiel. Wir méchten den Satz ,Wenn es neblig ist, ist die Sicht schlecht.*
verschliisseln. Der Schliissel, auf den sich Alice und Bob geeinigt haben, ist
Q. Dies ist der 17-te Buchstabe im Alphabet, also entspricht der Zahl 16
(da wir bei 0 zu zahlen anfangen). Wir stellen das Verfahren fir die ersten
Buchstaben vor:

W|IE|N N E|S|NJE|B|L|IT|G
2214|1313 4 |18]13[ 4 |1 |11|8 |6
12120 3 | 3 120 8 | 3 20|17 1 |24]22
MU/ D/ D/IUIT|D|IU|IR|B|Y|W

Insgesamt ist die verschliisselte Botschaft nun ,Mudd ui durbyw yij, yij tyu
Lysxj isxbusxj.“. Erhélt Bob nun diese Botschaft, so fithrt er zum Entschliis-
seln genau dieselben Schritte in umgekehrten Reihenfolge durch, und hat
wieder den urspriinglichen Text.

Auf den ersten Blick erscheint die verschliisselte Botschaft recht sicher -
keiner kann den Inhalt der Botschaft in dieser Form verstehen, also kénnte
man auf die Idee kommen, dass die Botschaft sicher ist. Allerdings hat das
Verfahren mehrere Schwéchen, die es ermoglichen, den Text mit einem ge-
wissen Aufwand auch ohne den Schliissel zu entschliisseln. Eine naive Mog-
lichkeit ist es, einfach alle moglichen Schliissel - davon gibt es ja nur 26 -
durchzuprobieren. Diese Moglichkeit besteht im Prinzip, allerdings ist sie
langwierig. Die Caesar-Verschliisselung hat eine viel gravierendere Schwéche.

Ein allgemeines Verfahren, das es ermdglicht, monoalphabetische Ver-
schliisselungen zu knacken, ist die Hdufigkeitsanalyse. Sie beruht auf der
Tatsache, dass in deutscher Sprache (wie auch in jeder anderen Sprache)
die Buchstaben nicht gleich hidufig vorkommen. Dieses Phéanomen gibt es na-
tiirlich auch in anderen Sprachen, allerdings sind die Haufigkeitsverteilungen
der unterschiedlichen Sprachen unterschiedlich. In einem léngeren Text der
deutscher Sprache ist etwa jeder sechste Buchstabe ein E. Danach kommt
mit deutlichem Abstand ein N, und dann ungeféhr in gleichen Anteilen I, S,
R, A. Das sind natiirlich nur statistische Verteilungen - das heifst in diesem
Fall, dass sie zwar im allgemeinen stimmen, aber es durchaus Ausnahmen
geben kann. Vor allem in kurzen Texten kann die Verteilung variieren; man
kann eine verzerrte Verteilung natiirlich auch kiinstlich herbeifiihren, indem
man etwa einen Satz wie ,Annas Ananas ist rosa und grau. “ konstruiert.

Im Allgemeinen kann man jedoch bei einem lédngeren Text der deutschen
Sprache davon ausgehen, dass E der haufigste und N der zweithéufigste
Buchstabe ist. Hat man also einen Geheimtext vorliegen, von dem man ver-
mutet, dass dieser monoalphabetisch verschliisselt wurde, so kann man die
Héaufigkeit der vorkommenden Buchstaben bestimmen und annehmen, dass
der héufigste Buchstabe E oder vielleicht N im Klartext ist. Das ist bei Caesar
besonders gravierend, weil man, sobald man weifs, mit welchem Buchstaben
E verschliisselt wurde, auch den Schliissel kennt und die gesamte Botschaft
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entschliisseln kann. Aber auch im Allgemeinen erhélt man durch eine feine-
re Haufigkeitsanalyse begriindete Vermutungen dariiber, welche Buchstaben
sich entsprechen, und insgesamt eine Moglichkeit, den Text zu entschliisseln.

Beispiel. Hat man etwa den mit Caesar verschliisselten Geheimtext ,ydz
hvoczhvodfzm ndiy zdiz vmo amviujnzi: mzyzo hvi up dcizi, nj pzwzmnzouzi
ndz zn di demz nkmvxcz, piy yvii dno zn vgnwvgy zorvn viyzmzn.” vorliegen,
so stellt man eine Tabelle fiir die Haufigkeit der héufigsten 6 Buchstaben auf
(rechts sind die Entsprechungen im Klartext angegeben):

Geheimtextbuchstabe | Anzahl | Klartextbuchstabe
Z 21 E
I 13 N
A% 11 A
N 11 S
D 9 I
M 8 R

Man sieht, dass selbst bei diesem recht kurzen Text die Verteilung dhnlich
zu der allgemeinen Verteilung ist. Insgesamt kann man den Text nun leicht
entschliisseln und erhélt: ,.Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: Redet
man zu ihnen, so {ibersetzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsbald
etwas anderes.” (Dies ist ein Zitat von J.W. von Goethe.)

Lange Zeit (vom 16. bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts) galt eine verbes-
serte Variante der Caesar-Verschliisselung, die Vigenére-Verschliisselung, als
unknackbar. Die Idee hierbei ist, dass jetzt ein einziger Buchstabe durch un-
terschiedliche Buchstaben repréasentiert werden kann, und diese unterschied-
liche Buchstaben werden durch ein festes Muster vorgegeben, das durch eine
ganze Schliisselphrase bestimmt wird. Aber im 19. Jahrhundert wurden Ver-
fahren entwickelt, die unter Einsatz von Rechenmaschinen auch diese Ver-
schliisselung zu knacken erlaubten.

Diffie-Hellman-Schliisseliibergabe

Wie wir schon bei Caesar-Verschliisselung gesehen haben, stellt sich bei jeder
symmetrischen Verschliisselung, also bei einer, wo Alice und Bob denselben
Schliissel brauchen, das Problem, den Schliissel sicher zu iibergeben. Bis ins
20. Jahrhundert scheint die Kryptographie an dieser Stelle kaum eingesetzt
worden zu sein. Hier wollen wir ein Verfahren vorstellen, das zur Schliis-
seliibergabe iiber einen unsicheren Kanal benutzt werden kann. Das gewis-
sermafen erstaunliche dabei ist, dass sowohl Alice als auch Bob am Ende
denselben Schliissel besitzen, obwohl der Schliissel selbst nie iiber die Lei-
tung iibermittelt worden ist. Verfeinerungen von diesem Verfahren werden
auch heute eingesetzt.
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Eine wichtige Idee dabei ist, sogenannte Einweg-Funktionen zu verwen-
den, also bijektive Abbildungen, die ,in eine Richtung* einfach zu berechnen
sind, wahrend die Urbildbestimmung sehr kompliziert ist. Das kann man sich
wie ein herkdmmliches Telefonbuch vorstellen: Kennt man den Namen einer
Person, so ist es leicht, die Telefonnummer dieser Person in einem Telefon-
buch zu finden. Umgekehrt ist es aber fast unmdoglich (oder jedenfalls sehr
aufwindig), in dem Telefonbuch den Namen der Person zu finden, die zu ei-
ner Telefonnummer gehort. Fiir die Diffie-Hellman-Schliisseliibergabe liefert
die Zahlentheorie ein Beispiel solcher Funktionen.

In unserem Fall beruht die Einweg-Funktion auf der folgenden Beobach-
tung. Sei eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl x vorgegeben. Es ist ein-
fach, fiir ein a die Zahl 2 mod p zu bestimmen. (Insbesondere gibt es dafiir
schnelle Algorithmen.) Allerdings ist es schwierig, aus z* mod p die Zahl
a zu bestimmen; dafiir sind keine schnellen Algorithmen bekannt. (Dieses
schwierige Problem tragt den Namen ,Diskreter-Logarithmus-Problem®.)

Darauf basierend, kann man nun den Schliissel, der jetzt eine natiirliche
Zahl (mit gewissen Einschrinkungen) sein wird, wie folgt tibergeben:

e Alice und Bob legen eine Primzahl p und eine (spezielle) Zahl 2 < x <
p — 2 fest und tibermitteln diese.

e Alice hat eine geheime Zahl a, Bob hat eine geheime Zahl b.

e Alice sendet 2 mod p an Bob, Bob sendet 2 mod p an Alice.

b)a _ ab

e Alice berechnet (z = x% mod p. Das ist jetzt der gemeinsame

Schliissel.
e Bob berechnet (z%)° = 2% mod p.

Die Zahl 2% mod p selbst wird dabei nie iibermittelt. Mit dieser Notation
meinen wir hier die natiirliche Zahl zwischen 0 und p — 1 (einschlieflich), die
kongruent zu z?° modulo p ist.

Als Beobachter ist es nun selbst mit der Kenntnis von p, z, 2 mod p, 2°
mod p fiir grofte Primzahlen p sehr schwierig, den Schliissel zu berechnen. Al-
lerdings ist dieses Schliisselaustauschverfahren anfillig fiir den sogenannten
,Man-in-the-middle“-Angriff, also fiir jemanden, der Nachrichten zwischen
Alice und Bob nicht nur abfangen kann, sondern auch Nachrichten ver-
schicken in ihrem Namen verschicken kann. Dieser kann sich seine eigene Zahl
m ausdenken und ™ mod p an Bob und Alice anstelle von den jeweiligen
Botschaften verschicken. Damit haben Alice und Angreifer den gemeinsamen
Schliissel " mod p und Bob und der Angreifer den gemeinsamen Schliissel
2™ mod p. Weder Alice noch Bob merken, dass alle Kommunikation vom
Angreifer ent- und verschliisselt (und dazwischen moglicherweise veréndert)
wird.
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Wir zeigen an einem Beispiel, wie das grundlegende Verfahren funktio-
niert. Man bemerke, dass es hier durch Ausprobieren leicht mdoglich ist, die
diskreten Logarithmen zu berechnen; allerdings sind die Primzahlen, die in
ahnlichen Verfahren verwendet werden, etwa hundertstellig und liegen somit
in ganz anderen Groéfsenordnungen.

Beispiel. Alice und Bob legen die Primzahl p = 19 und =z = 2 fest. Alice
hat @ = 5 gewihlt, Bob setzt b = 13. Alice iibermittelt 2° = 13 mod 19 an
Bob. Bob iibermittelt an Alice die Zahl

28 =(21)3.2=(-3)*.2=(-8)-2=3 mod 19.

Alice errechnet den Schliissel 3° =27-9=8-9=72—-57= 15 mod 19. Bob
errechnet den Schliissel

13 = (—6)"* =36° - (—=6) = (-2)°- (—=6) =15 mod 19.

In diesem Fall haben also nochmal gesehen, dass tatséachlich dieselbe Zahl als
Schliissel errechnet wird.

RSA-Verschliisselung

Die Grundidee des Diffie-Hellman-Algorithmus war die Anwendung einer
Einweg-Funktion. Dieser Gedanke erlaubte auch etwas, was auf den ersten
Blick unmoglich erscheint: Asymmetrische Verschliisselungsverfahren, also
solche, wo der Schliissel zum Verschliisseln ein anderer als der Schliissel
zum Entschliisseln ist. Das ist die Grundidee der RSA-Verschliisselung, deren
Variationen heutzutage weit verbreitet sind. Hier hat jeder Zugriff auf den
Schliissel zum Verschliisseln, den sogenannten Public Key. Schickt Alice eine
mit Bobs Public Key verschliisselte Botschaft an Bob, so kann Bob diese mit
seinem privaten und geheimen Private Key entschliisseln. Diesen Private Key
teilt er niemanden mit. Nur mit dem Public Key ist die Entschliisselung der
Botschaft (fast) unmdoglich.

In diesem Fall ist die Einweg-Funktion, die benutzt wird, Multiplikation
von Primzahlen. Fiir Multiplikation von groften Zahlen gibt es sehr schnelle
Algorithmen. Es ist also einfach, zwei sehr grofte Primzahlen zu multipli-
zieren, wiahrend es sehr (zeit-)aufwéndig ist, aus dem Produkt die beiden
Primzahlen abzulesen.

Wir erldutern nun das grundlegende Verfahren und demonstrieren die
Funktionsweise an einem Beispiel. Wir zeigen aulerdem einige mathemati-
sche Aussagen auf, die in die Funktionsweise dieses Verfahrens eingebaut
sind. In diesem Fall muss die Botschaft eine Zahl sein. Hat man eine Bot-
schaft, die aus einem Text besteht, so muss man sich vorher eine sinnvolle
Moglichkeit iiberlegen, diesen in eine oder mehrere Zahlen umzuwandeln.
Darauf wollen wir hier jedoch nicht nédher eingehen. Nun zum eigentlichen
Verschliisselungsverfahren.
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Zunéchst legt man zwei Primzahlen p und ¢ fest. In der Praxis sind das
sehr grofse Zahlen, an die gewisse Voraussetzungen gestellt werden, damit das
Verfahren sicher(er) ist. Fiir die Demonstration der grundsatzlichen Funkti-
onsweise sollen uns aber p = 37 und ¢ = 47 geniigen. Man bestimmt das
Produkt n = pgq; in unserem Fall ist n = 1739. Ferner bestimmt man die
Zahl m = (p — 1)(q¢ — 1), bei uns ist m = 1656. Die Zahl n wird &ffentlich
verfiigbar sein; da man aber p und ¢ geheimhélt, ist die Zahl m sehr schwer
aus n zu bestimmen. Die Zahl m wird ebenfalls geheimgehalten. Nun legt
man einen Offentlichen Schliissel (Public Key) e fest, der teilerfremd zu m
sein muss. Wir setzen e = 29. Die Zahlen n und e sind also 6ffentlich verfiig-
bar. Nun berechnet man den privaten Schliissel d als Losung der modularen
Gleichung ed =1 mod m im Bereich 0 bis m — 1. Das geht schnell mit dem
euklidischen Algorithmus, allerdings nur, wenn m bekannt ist. Will also je-
mand aus n und e die Zahl d bestimmen, so steht er vor einer sehr schwierigen
Aufgabe. In unserem Fall ist die Losung der Gleichung 29d = 1 mod 1656
im angegebenen Bereich gegeben durch d = 1085.

Will man nun eine Botschaft © = 1345 {ibermitteln, so erhélt man den
Geheimtext mit dem Public Key, indem man y = 2¢ mod n berechnet (also
diesmal eine Zahl im Bereich 0 bis n—1). In unserem Beispiel kann man durch
geeignetes Anwenden der Rechenregeln der modularen Arithmetik nachrech-
nen, dass 1345% = 1206 mod 1739 ist. 1206 ist also unsere verschliisselte
Botschatft.

Will nun der Empfanger die Botschaft mit seinem privaten Schliissel ent-
schliisseln, so berechnet er y* mod n. Ist die urspriingliche Botschaft = im
Bereich zwischen 0 und n — 1, so erhélt man als Ergebnis dieser Rechnung
genau die urspriingliche Botschaft. Die zu verschickende Botschaften miissen
also unbedingt in diesem Bereich liegen. In diesem Fall kann man nachpriifen,
dass 120619 = 1345 mod 1739 gilt.

Wir wollen kurz darauf eingehen, warum man aus der mit dem Public
Key nach der beschriebenen Methode verschliisselten Botschaft y mit dem
private Key die urspriingliche Botschaft wiedergewinnen kann. Dem liegen
zwei Satze zugrunde, die wir soweit noch nicht behandelt haben.

Satz (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a eine natirliche
Zahl, die zu p teilerfremd ist. Dann ist a1 =1 mod p.

Satz (Chinesischer Restsatz: Spezialfall). Seien p, q zwei verschiedene Prim-
zahlen und z =1 mod p und z =1 mod ¢, dann ¢ilt z =1 mod pq.

Wir wollen also mit Hilfe dieser Siitze nachpriifen, dass (2¢)¢ = z°
mod n genau die urspriingliche Nachricht = ergibt. Wir haben aber d ge-
rade so gewéhlt, dass ed = 1 mod m gilt, also so, dass es eine natiirliche
Zahl k gibt, sodass

ed—1=km=k(p—1)(g—1).
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Folglich ist

201 — k(=11 _ (xp_1)k(qfl).

Betrachtet man diese Zahl modulo p, so kann man nun den kleinen Satz von
Fermat anwenden und erhélt

(xp_l)k(qfl) =1a"Y =1 mod p.

Genauso sieht man, dass 2! = 1 mod ¢. Nun kann man den Spezialfall
des Chinesischen Restsatzes anwenden, der oben angefiihrt ist, und erhélt
21 =1 mod pq = n. Also ist

=291z =1.-2=2 modn

tatséchlich die urspriingliche Botschaft.
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12 Euklidischer Algorithmus II

Wir wollen nun verstehen, warum der euklidische Algorithmus funktioniert.

Zunachst bemerken wir: Sind ¢ > b > 1 natiirliche Zahlen und ist «
durch b teilbar, so ist ggT(a,b) = b. Denn wir haben ja vorausgesetzt, dass
a durch b teilbar ist, und b ist stets durch b teilbar, also ist b auf jeden Fall
ein gemeinsamer Teiler von a und b. Es kann allerdings auch keinen groferen
gemeinsamen Teiler von a und b geben, denn b ist der grofste Teiler von b: Teilt
man b durch eine grofere natiirliche Zahl, so ist der Quotient eine rationale
Zahl strikt zwischen 0 und 1, also keine natiirliche Zahl. Das erklart, warum
der Schritt 2 im euklidischen Algorithmus gerechtfertigt ist.

Als néchstes beweisen wir die folgende Proposition, die den Schritt 3
erklart.

Proposition 12.1. Seien a > b > 1 natiirliche Zahlen. Ist a = qb + r fiir
natirliche Zahlen q,r € N, r # 0, so ist ggT(a,b) = ggT(b, 7).

Bemerkung. 1. In der Proposition verlangen wir nicht, dass a = ¢b + r
das Ergebnis der Division mit Rest ist. Dafiir funktioniert die Propo-
sition insbesondere, aber die Gréfeneinschrankung fiir  sind fiir diese
Proposition unnétig.

2. Ist r das Ergebnis der Division mit Rest a = gb+r, so kann r auch mit
,a mod b* bezeichnet werden.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt.

1. Im ersten Schritt zeigen wir, dass jeder - also nicht nur der grofte -
gemeinsame Teiler d von a und b auch ein Teiler von 7 ist. Um das
zu sehen, stellen wir die Gleichung a = ¢b + r um und erhalten die
aquivalente Gleichung r = a — ¢b. Da b durch d teilbar ist, ist auch g¢b
durch d teilbar. (Zur Erinnerung: Die Teilbarkeitsrechenregeln hatten
wir in der Proposition [8.3| zusammengefasst.) Da nun sowohl a als auch
gb durch d teilbar ist, ist auch deren Differenz a —qb = r durch d teilbar.
Ist also d ein gemeinsamer Teiler von a und b, so ist d notwendigerweise
auch ein gemeinsamer Teiler von b und r.

2. Dieser zweite Schritt ist dem ersten sehr dhnlich. Hier zeigen wir, dass
jeder gemeinsame Teiler e von b und r auch ein Teiler von a ist. Diesmal
folgern wir erneut, dass e auch ein Teiler von ¢b ist und somit auch von
der Summe gb 4+ r = a. Ist e also ein gemeinsamer Teiler von b und r,
so ist e auch ein gemeinsamer Teiler von a und b.

3. In diesem letzten Schritt fithren wir die Aussagen der ersten beiden
Schritte zusammen. Daraus sehen wir, dass die folgende Mengengleich-
heit gilt:

{d € N|d teilt a und d teilt b} = {e € N|e teilt b und e teilt r}.
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Folglich ist auch das gréftte Element der linken Menge, das nach Defini-
tion gerade der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist, also ggT(a, b),
gleich dem grofiten Element in der rechten Menge, das nach Definition
gerade der grofte gemeinsame Teiler von b und r ist, also ggT(b, ).
Somit gilt ggT(a,b) = ggT(b,r), was auch zu beweisen war.

]

Diese Proposition klart also, warum der euklidische Algorithmus stets die
richtige Zahl als Ergebnis liefert, sofert er iberhaupt eine Zahl ausgibt. Wir
wollen nur skizzieren, warum er stets terminiert. Wir behaupten, dass die
Summe der beiden in den Algorithmus eingesetzten natiirlichen Zahlen in
jedem Schritt strikt kleiner wird. Tatséchlich: Startet man mit natiirlichen
Zahlen a und b und ist man nicht sofort nach dem ersten Schritt fertig, also
ist bei der Division mit Rest a = ¢gb+ r mit 0 < r < b, so ist die Summe
der beiden als néchstes in den Algorithmus einzusetzenden Zahlen, also von b
und 7, strikt kleiner als die von a und b, denn wir haben a > b angenommen
und bei Division mit Rest verlangen wir b > r, also erhalten wir insgesamt
insgesamt a+b > b+r. Ahnlich zeigt man, dass es fiir jeden Schritt gilt. Wiir-
de also der Algorithmus nicht enden, so wire die Summe der beiden zuletzt
eingesetzten natiirlichen Zahlen nach spéatestens a + b+ 1 Schritten negativ,
denn wir haben mit der Summe a + b angefangen und diese in jedem Schritt
um mindestens 1 verkleinert. Da die Summe zweier natiirlichen Zahlen nicht
negativ sein kann, erhalten wir also aus der Annahme, dass der Algorithmus
unendlich weitergefiihrt wird, einen Widerspruch und somit folgt, dass der
Algorithmus stets nach endlich vielen Schritten eine Zahl ausgeben muss;
wir haben uns bereits vorher iiberlegt, dass diese Zahl gerade ggT(a,b) sein
muss.

Wir kehren nun zu einem der motivierenden Beispiele fiir den euklidischen
Algorithmus (in einer leichten Variation) zuriick:

Beispiel. Wir nehmen an, dass wir einen extrem grofsen Tank mit Wasser
haben. Insbesondere wird es nicht moglich sein, diesen Tank mit den Behal-
tern, die wir gleich zur Verfiigung haben, auszuschépfen. (Wenn Sie mochten,
kénnen Sie sich auch ein Meer anstelle von einem Tank vorstellen.) Wir ha-
ben einen zweiten Tank, der auch beliebig viel Wasser fassen kann, allerdings
leer ist. Wir wiirden gerne genau einen Liter (und spéter: genau d Liter)
in diesen leeren Tank umfiillen. Dafiir haben wir einen Behéalter, der genau
a Liter fasst, und einen, der genau b Liter fasst, wobei a und b natiirliche
Zahlen sind. Wir konnen einen Behilter jeweils nur ganz fiillen. Wir fragen
uns, unter welchen Bedingungen an a und b es moglich ist, genau einen Liter
abzumessen, und falls es moglich ist, wie wir das zu machen haben.

Wir hatten bereits eingesehen, dass fiir a = 3 und b = 6 alle Literanzah-
len, die wir abmessen konnen, durch 3 teilbar sein werden.
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Fiir a = 3 und b = 5 haben wir bereits geklart, wie genau ein Liter
abgemessen werden kann.

Es ist recht klar, dass wenn d = ggT(a,b) > 1 ist, die Zahlen a und
b also durch eine feste Zahl d > 1 teilbar sind, auch jede Anzahl, die wir
durch Subtraktion und Addition von Vielfachen von a und b erhalten kénnen,
durch d teilbar sein muss; fiir d > 1 ist es also unmoglich, genau einen Liter
abzumessen. Ist es aber moglich, genau d Liter abzumessen? Die folgende
Proposition beantwortet diese Frage positiv.

Proposition 12.2. Seien a > b > 1 natirliche Zahlen und sei d = ggT(a,b).
Dann gibt es ganze Zahlen x,y € 7, fir die

axr +by =d
qgilt.

Bemerkung. 1. In der obigen Proposition kénnen wir nicht erwarten, dass
x und y beide positiv (oder nicht-negativ) sind. Da d < a und d < b,
ware die Summe zweier nicht-negativer Vielfachen von a bzw. b entwe-
der 0 oder bereits mindestens d, und grofser, falls nicht a = b gilt. Wir
wiirden also (fast) nur grofere Zahlen als d erhalten konnen, falls beide
2 und y nicht-negativ sein miissten. Lésst man hingegen ganze Zahlen
zu, so stimmt die Aussage der Proposition.

2. Die Proposition sagt nichts iiber die Eindeutigkeit der Zahlen z,y € Z,
die der obigen Gleichung geniigen. Tatséchlich gibt es unendlich viele
solche Paare; darauf gehen wir spater nochmal ein.

Wir werden keinen vollstdndigen Beweis dieser Proposition fiihren, geben
aber einen Algorithmus an, um solche Zahlen z, y zu konstruieren (auch den
Algorithmus werden wir nicht in voller Allgemeinheit abstrakt spezifizieren).
Dieser Algorithmus wird erweiterter euklidischer Algorithmus genannt. Wir
erlautern die Funktionsweise zuerst an Beispielen.

Beispiel. Seien die Zahlen a = 217 und b = 63 vorgegeben. Zunéchst be-
stimmen wir den groften gemeinsamen Teiler dieser beiden Zahlen mit Hilfe
des euklidischen Algorithmus: Als erstes teilen wir 217 durch 63 mit Rest:

217 =3-63 + 28.

Da der Rest nicht 0 ist, sagt uns der euklidische Algorithmus, dass ggT(217,63) =
ggT(63,28) ist und wir nun 63 mit Rest durch 28 teilen miissen:

63 =2-284T.

Da der Rest erneut nicht 0 ist, haben wir ggT(63, 28) = ggT(28,7). (An dieser
Stelle - oder vielleicht auch schon frither, wenn man etwas Erfahrung damit
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hat - kann man schon ,sehen”, also durch Ausprobieren der Teiler erschlieften,
was der grofite gemeinsame Teiler ist. Allerdings fahren wir weiter mit dem
euklidischen Algorithmus fort, sowohl, um darin Ubung zu bekommen, als
auch, weil es gleich fiir den erweiterten euklidischen Algorithmus nétig sein
wird.) Wir teilen also 28 durch 7 und erhalten:

28=4-7+0,
also ist der Rest 0 und es folgt
ggT(217,63) = ggT(63,28) = ggT(28,7) = 7.

Die obige Proposition besagt also, dass es ganze Zahlen z,y geben muss,
sodass 217x + 63y = 7 gilt.

Der erweiterte euklidische Algorithmus besteht nun darin, die Gleichun-
gen, die man bei den Divisionen mit Rest erhalten hat,  aufzuwickeln” und
dadurch die gewiinschten Zahlen x und y zu erreichen. Wére man bei der
zweiten Division mit Rest gleich fertig gewesen - etwa, wenn man ggT(63, 28)
berechnet hat - so erhdlt man 7 als Summe bzw. Differenz von Vielfachen
von 63 und 28 einfach durch Umstellung der Division mit Rest:

7T=1-63—2-28.

Allerdings wollen wir ja 28 gar nicht verwenden, sondern nur Vielfache von
63 und 217 haben. Allerdings konnen wir 28 durch ebensolche Vielfache aus-
driicken, da 28 ja gerade als Rest bei der Division von 217 durch 63 entstanden
ist. Also ist

28 =217 —3-63.

Nun konnen wir das anstelle von 28 in die Gleichung 7 = 163 — 2 - 28
einsetzen und die Klammern auflésen:

7=1-63—2-(217—-3-63)=1-63—2-217T+6-63=7-63—2-217.

Also ist * = —2 und y = 7 eine ganzzahlige Losung der Gleichung 217x +
63y = 7.

Im Allgemeinen werden wir sukzessive den Rest aus der jeweils vorherigen
Division mit Rest durch Dividenden und Divisor ausdriicken miissen und in
die Gleichung einsetzen, die wir bis dahin erhalten haben, bis wir schliefllich
bei dem ersten Dividenden a und ersten Divisor b angekommen sind.

Wir demonstrieren das Verfahren an einem weiteren Beispiel.
Beispiel. In diesem Beispiel suchen wir ein Paar ganzer Zahlen (z,v), fiir

die 13z 4+ 21y = 1 gilt. Die Losung wird wieder nicht eindeutig sein; wir

105



Viktoriya Ozornova 12 EUKLIDISCHER ALGORITHMUS I1

interessieren uns zunachst fiir irgendeine Losung. Wir fithren zunéchst den
euklidischen Algorithmus durch:

21 = 1-13+8
13 = 1-8+45
8 = 1-5+
5 = 1-342
= 1241
2 = 2-1+40.

Der euklidische Algorithmus zeigt also nochmal, dass ggT(21,13) = 1 ist.
(Kleine Nebenbemerkung: Die Zahlen auf den linken Seiten der Gleichungen
sind Fibonacci-Zahlen, die man héufig auch in anderen Zusammenhéngen
kennenlernt.) Nun stellen wir die vorletzte Division mit Rest so um, dass wir
die 1 durch 2 und 3 ausdriicken:

1=3-1-2.

Die 2 erschien als Rest in der vorherigen Division mit Rest und kann daher
durch 3 und 5 ausgedriickt werden:

2=5—-1-
Wir setzen das nun in die vorherige Gleichung ein und erhalten

1 = 3-1-(5-1-3)
= 2.3-1-5.

Die 3 kann nun wiederum, als Rest der Division von 8 durch 5, durch 8 und
5 ausgedriickt werden:

=8—-1-5.
Das setzen wir in die vorherige Gleichung ein und erhalten:

1 = 2.(8-1-5-1-5
2.8-3-5.

Genauso ist 5 der Rest bei der Division von 13 durch 8 und wir erhalten:
5F=13—-1-8.
Einsetzen in die vorherige Gleichung liefert erneut:

] = 2.8-3-(13—1-8)
5.8—3-13.
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Als letztes nutzen wir noch
8=21-1-13
und erhalten

1 = 5-(21—1-13)—3-13
— 5.21—8-13.

Also liefert das Paar (—8,5) eine Losung der Gleichung 13z + 21y = 1.

Wir erldutern den erweiterten euklidischen Algorithmus nun etwas allge-
meiner. Seien die natiirlichen Zahlen a > b > 1 vorgegeben. Zunéchst fiihrt
man die urspriingliche Version des euklidischen Algorithmus durch. Dabei
teilen wir zunéchst a mit Rest durch 0. Ist das Verfahren an dieser Stelle
noch nicht zuende, so teilen wir im jeden néchsten Schritt den Divisor der
letzten Division mit Rest durch den Rest dieser letzten Division mit Rest, und
erhalten erneut einen Quotienten und Rest. Dies wird fortgesetzt, bis man
bei einer Division Rest 0 bekommt. Wir schreiben das nochmal in Formeln
auf:

a=qb+r, 0<r <o
b=qori+ry, 0<1mo <7y}

ri=gqsro+1r3, 0<ry<ro

Tm—4 = m—-2Tm—3 + T'm—2, 0< Tm—2 < Tm-—3;
Tm-3 = @m-1Tm—2 + Tm—1, 0< Tm—1 < Tm—2;
"m—2 = dmTm-1-
Wie wir bereits diskutiert haben, ist nun r,,,_; = ggT(a, b), und wir suchen

ganze Zahlen z,y € Z, sodass r,_1 = ar + by gilt. Zunachst stellen wir die
vorletzte Gleichung nach 7,,_; um und erhalten

'm—1="Tm-3 — dm-1Tm—-2-

Nun kénnen wir 7,,_o eliminieren, indem wir die Gleichung benutzen, in der
rm—2 als Rest vorkommt. Das liefert:

"Tm—1 = Tm—3 — qm—-1Tm—2
= T'm-3— Qm—1<rm—4 - Qm—Qrm—fS)

(1 + meIme2)rm73 — gm—-1Tm—4-

Nun kann man die Gleichung dariiber, in der r,, 3 als Rest vorkommt, wieder-
um nach r,,_3 auflésen und in die bis jetzt erreichte Darstellung von r,,_; ein-
setzen (und dadurch 7,_3 eliminieren). So eliminiert man Schritt fiir Schritt
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Reste aus dieser Gleichung, bis man einen Ausdruck fiir r,,_; in Termen von
a und b hat. Das liefert eine Losung fiir die obige Gleichung. Im Allgemeinen
hat die Gleichung allerdings unendlich viele Lésungen. Wir gehen in Kiirze
darauf ein.

Wir machen ein weiteres Beispiel zum erweiterten euklidischen Algorith-
mus.

Beispiel. Wir suchen eine ganzzahlige Losung der Gleichung 369x + 108y =
ggT(369,108). Um wieder das Beispiel mit den Wassertanks aufzugreifen,
wollen wir mit den 369-Liter- und 108-Liter-Behéltern genau ggT(369, 108)-
Liter abmessen. Zunéchst fithren wir den euklidischen Algorithmus zur Be-
stimmung des grofsten gemeinsamen Teilers durch:

369 = 3-108+ 45,
108 = 2-45+ 18,
45 = 2-18+0,
18 = 2.9.

Also ist ggT(369,108) = 9. Nun starten wir mit der vorletzten Gleichung
und schreiben diese wie folgt um:

9=45-2-18.

In Termen von Wasserbehéltern hiefte das, dass man 9 Liter mit einem 18-
Liter-Behélter und einem 45-Liter-Behélter abmessen konnte. Das sind al-
lerdings nicht die Behaltergrofen, die uns zur Verfiigung stehen. Hatten wir
allerdings einen 45-Liter-Behélter, so liefe sich der 18-Liter-Behalter unter
Zuhilfenahme des 108-Liter-Behélters simulieren, wie uns die zweite Glei-
chung verrit:

18 =108 — 2 - 45.

Also kénnte man mit einem 45-Liter-Behélter und einem 108-Liter-Behélter
genau 9 Liter abmessen, und zwar wie folgt:

9 = 45—2-18
45— 2. (108 — 2 - 45)
= 5-45—2-108.

Nun kénnen wir aber den 45-Liter-Behélter wiederum mit den vorgegebenen
simulieren und erhalten:

9 = 5-45—2-108
= 5-(369—3-108) —2-108
= 5369 — 17 - 108.

Somit liefert x = 5, y = —17 eine ganzzahlige Losung unserer Gleichung.
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Nun wollen wir darauf eingehen, wie viele ganzzahlige Losungen eine Glei-
chung dieser Art hat. Um kleinere Zahlen zu haben, kehren wir zu einem
fritheren Beispiel zuriick, in dem wir die Gleichung 13z 4+ 21y = 1 untersucht
haben. Wir haben die Losung (—8,5) dieser Gleichung gefunden, da wir mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus die Identitét

—8-13+5-21=1

gefunden haben. Man rechnet allerdings auch nach, dass das Paar (13, —8)
ebenfalls eine Losung dieser Gleichung ist, da

13-13-8-21=1

gilt. Wir bemerken, dass —8 + 21 = 13 und 5 — 13 = —8 gilt. Das ist
allgemeiner wie folgt zu erklaren: Hat man eine Losung (z,y) der Gleichung
ax + by = ggT(a,b) vorgegeben, so ist auch (x —b, y+a) eine Losung unserer
Gleichung, denn wir kénnen diese wie folgt dquivalent umformen:

ax + by = ggT(a,b)
& ax — ab + ab + by = ggT(a,b)
& a(xr —b) + bla+y) = ggT(a,b)

Dass man dies beliebig haufig wiederholen konnte, und &hnlich auch die um-
gekehrten Vorzeichen erreichen kénnte, ist die Beweisidee fiir die erste Aus-
sage der folgenden Proposition.

Proposition 12.3. Seien a > b > 1 natiirliche Zahlen und sei d = ggT(a,b).
Sei ferner (xo,y0) € Z X Z eine Lisung der Gleichung ax + by = d. Dann ist
fiir jede ganze Zahl ¢ auch das Paar

(xo — cb,yo + ca)

eine Losung der obigen Gleichung. Falls d = 1 ist, ist zusdtzlich jede Lisung
der Gleichung ax + by = 1 von dieser Form.

Wir wollen jedoch nicht weiter auf den Beweis der Proposition eingehen.
Als néchstes wollen wir sehen, wie der erweiterte euklidische Algorithmus
zur Losung der modularen Gleichungen der Form ax = 1 mod b benutzt
werden kann. (Die Losung solcher Gleichungen war einer der Bausteine im
RSA-Verschliisselungsverfahren. )

Beispiel. Wir suchen alle ganzen Zahlen x, fiir die 100z =1 mod 229 gilt.
Das ist nach Definition dquivalent zu % € Z. Schreiben wir y = %,
so kann man diese Gleichheit dquivalent zu

100z — 229y = 1
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umformen. Wir erhalten also alle Losungen der obigen modularen Gleichung,
wenn wir alle Paare ganzer Zahlen (x, —y) finden, die der Gleichung 100z +
229 - (—y) = 1 geniigen. Wir haben gesehen, dass der erweiterte euklidi-
sche Algorithmus fiir Lésung dieses Problems geeinigt ist. Wir fithren diesen
durch. Zunéchst miissen wir den groften gemeinsamen Teiler von 229 und
100 bestimmen.

229 = 2-100 + 29,
100 = 3-29+ 13,
29 = 21343,
13 = 4-3+1,

3 3.1,

Also ist ggT(229,100) = 1. Nun kénnen wir das Riickeinsetzen durchfiihren:

1 = 13—4-3
= 13-4-(20-2-13)
= 9.13-4-29
— 9-(100 —3-29) —4-29
= 9-100—31-29

= 9.100 — 31 - (229 — 2 - 100)
= 71100 — 31 - 229.
Also ist (71, —31) eine Losung der Gleichung 100z +229z = 1. Nun besagt die

Proposition (12.3] dass alle weiteren Losungen von der Form (714229¢, —31 —
100c¢) sind. Da wir uns nur fiir die erste Variable interessieren, erhalten wir:

{r € Z|100z =1 mod 229} = {71 +229¢|c € Z}.

Also ist jede ganze Zahl z, fiir die 100x = 1 mod 229 gilt, von der Form
71 + 229c fiir eine ganze Zahl ¢ (und jede solche Zahl ist eine Losung der
modularen Gleichung).
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13 Primzahlen

In diesem Kapitel wollen wir die Primzahlen, denen wir schon mehrfach im
Laufe dieser Vorlesung begegnet sind, eingehender studieren. Zur Erinnerung
nochmal die Definition:

Definition 13.1. Eine natiirliche Zahl p heifst Primzahl, falls sie genau
zwei unterschiedliche Teiler hat.

Insbesondere ist die Zahl 1 keine Primzahl. Das ist in erster Linie eine
Konvention; wir sehen spéter, warum diese Konvention sinnvoll ist.

Die ersten Primzahlen sind 2, 3,5, 7,11, 13, .. ., die ersten nicht-Primzahlen
> 1 (man sagt auch: zusammengesetzte Zahlen) sind 4, 6, 8, 9 ,10, 12, 14,
15, 16, .... Die Primzahlen scheinen immer seltener zu werden; man kann
sich also fragen, ob sie irgendwann ganz aufhoren. Dieser Frage werden wir
nachgehen.

Die Primzahlen sind aus mehreren Griinden interessant. Im gewissen Sin-
ne, den wir bald préazisieren, sind Primzahlen die kleinsten Bausteine, aus
denen alle anderen Zahlen zusammengesetzt sind.

Primzahlen sind auch von praktischer Bedeutung. Sie spielen etwa im
RSA-Verschliisselungsverfahren eine entscheidende Rolle. Wiahrend es einfach
war, die ersten Primzahlen zu finden, ist Suche nach groften Primzahlen im
Allgemeinen ein schwieriges Problem. Auch schwierig ist es, eine vorgegebene
grofse Zahl in Primfaktoren zu zerlegen (warum das iiberhaupt gehen sollte,
sehen wir auch bald).

Wir fangen aber mit einer anderen Problemstellung an, in der erste Ei-
genschaften von Primzahlen deutlich werden.

Beispiel. Seien a,b,n € N\ {0} natiirliche Zahlen. Wir nehmen an, dass n
das Produkt a - b teilt. Zundchst fragen wir uns, ob dann notwenderweise n
auch a teilt. Diese Vermutung ist schnell widerlegt: Beispielsweise teilt 2 das
Produkt 1 -2, aber 2 teilt nicht 1. Allerdings teilt 2 den anderen Faktor, 2.

Man kann sich also als néchstes Fragen, ob n notwenderweise a oder b
(oder gar beide) teilt. Das ist allerdings auch schnell widerlegt: Die Zahl 6
teilt beispielsweise das Produkt 2 -3, aber weder 2 noch 3 ist durch 6 teilbar.

Allerdings kommen nun die Primzahlen ins Spiel. Die obige Aussage, die
fiir allgemeine natiirliche Zahlen nicht gilt, stellt sich fiir Primzahlen als wahr
heraus. Wir wollen dies nun formulieren und beweisen.

Proposition 13.2. Seien a,b € N natirliche Zahlen und p eine Primzahl.
Ist das Produkt ab durch p teilbar, so ist auch a oder b (oder beide) durch p
teilbar.

Bevor wir diese Proposition beweisen, brauchen wir das folgende Lemma:
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Lemma 13.3. Sei p eine Primzahl und a eine natirliche Zahl. Dann gilt:

p, falls a durch p teilbar ist,

geT(p. ) {1, falls a nicht durch p teilbar ist.

Beweis. Der Beweis ist in diesem Fall nicht schwer. Da p nur zwei Teiler hat,
ndmlich 1 und p, muss der grofste gemeinsame Teiler von a und p, der ja
insbesondere ein Teiler von p ist, entweder 1 oder p sein. Ist nun a durch p
teilbar, so ist p der grofste gemeinsame Teiler, und andernfalls ist 1 der grofite
gemeinsame Teiler von a und p. O]

Wir beweisen nun die Proposition.

Beweis der Proposition[13.9. Seien a,b € N natiirliche Zahlen und p eine
Primzahl. Sei ab durch p teilbar. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Dafiir
nehmen wir an, dass weder a noch b durch p teilbar ist, und fithren diese
Annahme zum Widerspruch.

Ist also weder a noch b durch p teilbar, so folgt nach dem Lemma, das
wir soeben bewiesen haben, dass ggT(a,p) = 1 und ggT(b,p) = 1 gilt. Nun
haben wir gesehen, dass es dann ganze Zahlen z,y,u,v € Z geben muss,
sodass

pr+ay = 1und
pu+bv = 1

gilt. (Diese Zahlen lassen sich jeweils mit dem erweiterten euklidischen Al-
gorithmus fiir @ und p bzw. fiir b und p finden.) Wir multiplizieren die erste
Gleichung mit bv und erhalten:

pr+ay = 1|-bv
=p-bvr+ab-yv = bu.

Nun setzen wir diesen Ausdruck fiir bv in die zweite Gleichung ein und er-
halten:

l=pu+bv=p-u+p-bvxr+ab-yv.

Da nach Voraussetzung ab durch p teilbar ist, ist 2 eine natiirliche Zahl und
somit kénnen wir auf der rechten Seite p ausklammern und erhalten:

1 = p-ut+p-bvr+ab-yv
ab
= p- (u+bvx+?~yv),
und die Zahl u+ bvx + % - yv ist eine ganze Zahl. Das hiefie aber, dass ]lo eine
ganze Zahl ist. Da das fiir die Primzahl p > 2 nicht moglich ist, erhalten wir

einen Widerspruch. Somit muss unsere Annahme, dass weder a noch b durch
p teilbar sind, falsch gewesen sein. Das liefert die Behauptung. O
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Nun kommen wir zu einer zentralen Aussage der elementaren Zahlentheo-
rie. Sie rechtfertigt insbesondere die Beschreibung der Primzahlen als kleinste
Bausteine der natiirlichen Zahlen.

Satz 13.4 (Primfaktorzerlegung). Jede natiirliche Zahln > 1 hat genau eine
Zerlegung in der Form

_ 01,02 (72
n=py Py - --DPi>

wobet py < pa < ... < pr Primzahlen sind und die Exzponenten aq, s, ..., ag
natirliche Zahlen > 1 sind.

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele und skizzieren danach die Be-
weisidee von diesem Satz.

Beispiel. e Die Primfaktorzerlegung der Zahl 400 ist gegeben durch 2*-
52. Wir haben festgelegt, dass wir die Primzahlen aufsteigend listen,
sonst wiire die Darstellung 52-2* ebenfalls zugelassen. AuRerdem fordern
wir, dass die Faktoren zusammenfasst werden und wir nicht

2:2-2-2-5-3

schreiben. (Die Darstellungen unterscheiden sich nur minimal und es
ist Konventionsfrage, ob man die Zusatzbedingungen stellt, um etwas
eindeutiges zu erhalten, oder eine leichte Ambiguitét zulésst.) Die Be-
dingung, dass die Exponenten nicht 0 sein diirfen, bedeutet, dass wir
keine Primzahlen in der Primfaktorzerlegung einer Zahl n haben, durch
diese Zahl n gar nicht teilbar ist. Ware Null als Exponen zuléssig, so
wire etwa 400 = 24 - 3% . 52 eine Primfaktorzerlegung von 400, in der 3
vorkommt, obwohl 400 durch 3 teilbar ist. Schlieklich sehen wir bei die-
ser Gelegenheit einen Grund dafiir, dass 1 via Konvention keine Prim-
zahl ist: Wire 1 prim, so wire auch 117 - 2% . 5% und 1%2°% . 24 . 52 (und
unendlich viele weitere Produkte) ebenfalls Primfaktorzerlegungen von
400, was also wiederum die Eindeutigkeit zunichte machen wiirde.

e Die Primfaktorzerlegung von 323 ist 17 - 19. Im Allgemeinen ist es ein
schwieriges Problem, die Primfaktorzerlegung einer vorgegebener Zahl
zu bestimmen (jedenfalls fiir groffe Zahlen). Es gibt dafiir unterschiedli-
che Verfahren, und es wird an weiteren Verfahren geforscht. Die naivste
Methode ist es, alle Primzahlen < n als mogliche Teiler von n auszu-
probieren. Allerdings bemerkt man schnell, dass es reicht, bis \/n zu
gehen: Hat man ndmlich einen Teiler d > /n, so gilt fiir den Quoti-
enten & < /n; zu jedem Teiler iiber \/n muss also ein Teiler < \/n
gehoren, und wir miissen nur Teiler < /n tiberpriifen. In diesem Fall

miissen wir allerdings tatséachlich zu der gréfsten Primzahl im Bereich
< /323 gehen, da /323 ~ 17,97.
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e Die Primfaktorzerlegung von 1024 ist 2'°. Insbesondere kann es also
vorkommen, dass die Primfaktorzerlegung nur eine Primzahl enthalt.

e Die Primfaktorzerlegung jeder Primzahl ist durch die Primzahl selbst
gegeben.

e Aus den Primfaktorzerlegungen von 400 und 1024 kénnen wir die Prim-
faktorzerlegung von 400 - 1024 gewinnen (auch ohne dieses Produkt
explizit zu bestimmen): wir sortieren die Primzahlen in dem Produkt
2% .52 . 219 wieder nach Grofe und fassen die Potenzen von denselben
Primzahlen (in diesem Fall sind es nur Potenzen von 2) zusammen und
erhalten 2! . 52 als Primfaktorzerlegung von 400 - 1024.

Wir geben nun eine Idee davon, wie der Beweis vom Satz funktioniert.

Beweisskizze. Der Beweis hat zwei Teile: Im ersten Teil miissen wir zeigen,
dass jede natiirliche Zahl > 1 eine Primfaktorzerlegung besitzt. Im zweiten
Teil werden wir die Argumentation fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung skiz-
zleren.

In beiden Teilen wird eine Variante von Induktion benutzt: Anstatt das
Problem, wie im Falle der bisher betrachteten Induktionsargumente, auf die
unmittelbar vorangehende Zahl zuriickzufiihren, werden wir die Aussage fiir
alle kleineren Zahlen als eine Art Induktionsvoraussetzung benutzen. Die
Schlussweise ist in etwa wie folgt: Weifs man, dass die Aussage fiir die Zahl
2 gilt, so auch, dass sie fiir 3 gilt; um diese fiir 4 zu beweisen, muss man
(unter Umsténden) sowohl die Giiltigkeit der Aussage fiir 2 als auch fiir 3
benutzen; um die Aussage fiir 5 zu zeigen, braucht man (unter Umsténden)
die Aussagen fiir 2, 3,4, und so weiter.

Nun fangen wir mit der Existenz einer Primfaktorzerlegung an. Ist n eine
Primzahl, so haben wir bereits eingesehen, dass sie dann ihre eigene Prim-
faktorzerlegung liefert. Ist n > 1 nun keine Primzahl, so hat sie mindestens
einen Teiler, der weder 1 noch n ist, also muss fiir diesen Teiler d gelten:
1 < d < n. Also gilt auch fiir e = 5: 1 < e < n. Nun sind e,d > 1 zwei
Zahlen, die kleiner als n sind, also nach unserer ,Induktionsvoraussetzung"
bereits eine Primfaktorzerlegung. Nun konnen wir, wie in dem Beispiel zu-
vor, die Faktoren wieder nach Grofe sortieren und die Potenzen von gleichen
Primzahlen zusammenfassen, und erhalten aus den Primfaktorzerlegungen
von d und e auf diese Weise eine Primfaktorzerlegung der Zahl n.

Nun skizzieren wir den Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
Sei also n > 1 eine natiirliche Zahl und

n=prnst ot =6

zwei Primfaktorzerlegungen von n. Wir miissen nun zeigen, dass beide Prim-
faktorzerlegung iibereinstimmen, also in Wirklichkeit ein und dieselbe Zer-
legung sind. Da p; in der Primfaktorzerlegung von n auftaucht, ist p; ins-
besondere ein Teiler von n, also auch von dem Produkt qllqg ’. .qf '. Durch

114



Viktoriya Ozornova 13 PRIMZAHLEN

sukzessive Anwendung der Proposition erhalten wir zunéchst, dass p;
einen der Faktoren qlﬁ Y q§2, cee qf " teilt, und durch nochmalige Anwendung
der Proposition sehen wir, dass p; eine der Zahlen ¢y, o, . . ., ¢ teilt. Da
dies alles Primzahlen sind, folgt p; = ¢; fiir ein 1 < ¢ < [. Somit kann man
den Faktor auf beiden Seiten kiirzen. Nun erhalt man zwei Primfaktorzer-
legungen fiir eine kleinere Zahl, namlich ﬂl, und fiir diese wissen wir nach
yInduktionsvoraussetzung®, dass die Primfaktorzerlegung eindeutig ist, die
beiden Produkte ohne p; also iibereinstimmen. Daher miissen Sie auch iiber-
einstimmen, wenn wir beide mit dem Faktor p; multiplizieren und die beiden
Darstellungen fiir n erhalten. Das Argument liefert also die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung. O

Jetzt wissen wir, dass jede natiirliche Zahl aus Primzahlen zusammenge-
setzt ist. Nun wenden wir uns der Frage zu, ob die Primzahlen irgendwann
saufhoren” und danach nur noch Zahlen kommen, die aus den bisherigen end-
lich vielen Primzahlen zusammengesetzt sind. Wir zeigen nun, dass dies nicht
vorkommen kann, und es unendlich viele Primzahlen gibt.

Satz 13.5 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir fiihren erneut einen Widerspruchsbeweis. Dafiir nehmen wir an,

dass es nur endlich viele Primzahlen gibt, und fiihren diese Annahme gleich

zum Widerspruch. Wenn es also nur endlich viele Primzahlen géibe, dann

konnten wir diese durchnummerieren und eine endliche Auflistung davon an-

fertigen: p1 = 2,p2 = 3,...,pr. (Wir wissen nicht, wie grok k ist, aber laut

unserer Annahme gibt es ein solches letztes py, das die grokte Primzahl ist.)
Wir betrachten nun die Zahl

p1-p2-... prp+ 1L

Da die Zahl p; - ps - ... pr durch jede Primzahl teilbar ist, die es laut unserer
Annahme gibt, muss also fiir jedes 1 < ¢ < k gelten:

pr-p2-...-pr+1=1 mod p;.

Da nun 0 # 1 mod p; (da die positive Zahl 1 kleiner als p; ist und somit
nicht durch p; teilbar ist), ist also

pLop2-...opp+1

durch keine der Zahlen py, ps, ..., py teilbar. Ferner ist p; - ... py als Produkt
positiver Zahlen selbst positiv, und somit ist

pLopac...-pe+1>1.

Diese Zahl ist also durch keine Primzahl teilbar, muss aber nach dem eben
bewiesenen Satz eine Primfaktorzerlegung besitzen. Damit haben wir
unsere Annahme zum Widerspruch gebracht, und das zeigt wiederum, dass
es unendlich viele Primzahlen geben muss. O
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Wir wollen nochmal anmerken, dass wir nun zwar wissen, dass nach je-
der Primzahl irgendwann eine neue Primzahl kommt, allerdings ist es im
Allgemeinen schwer, diese nichste Primzahl zu finden.

Nun wollen wir ein weiteres wichtiges Resultat {iber die Primzahlen be-
weisen: Den kleinen Satz von Fermat.

Satz 13.6 (kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a eine Zahl,
die nicht durch p teilbar ist. Dann gilt:

a®t'=1 mod p.
Ist ferner b eine beliebige natirliche Zahl, so gilt b = b mod p.

Wir geben zunéchst eine Beweisskizze an, die etwas schwerer zu prazi-
sieren ist, allerdings leichter zu erfassen. Danach fiihren wir einen anderen
Beweis, der nicht ganz so anschaulich ist, allerdings leichter aufzuschreiben.

Beweisskizze. Wir skizzieren den Beweis der zweiten Aussage, namlich dass
a? = a mod p fir jede natiirliche Zahl a gilt. Wir stellen uns vor, Perlen-
ketten mit jeweils genau p Perlen zu bilden. Dabei haben wir Perlen in a
verschiedenen Farben zur Verfiigung. Insgesamt erhalten wir a? verschiedene
Perlenketten. Die einfarbigen Perlenketten sind langweilig, also entfernen wir
die a unterschiedlichen einfarbigen Perlenketten aus unserer Sammlung.

Nun legen wir die Perlenketten auf eine Ebene und schliefsen diese. Da-
bei binden wir die Fadenenden so gut zusammen, dass man nachher nicht
sehen kann, wo die Ketten verbunden worden sind. Dabei kann man nun
manche Ketten so drehen, dass sie genau wie bereits vorhandene Ketten aus-
sehen (obwohl sie vor dem Schliefsen unterschiedlich waren), wie im Beispiel
angedeutet.

0,80,00,00,90 8

(Die oberen 5 Perlenketten entstehen durch Drehungen aus der ersten; die
Perlenkette darunter ist jedoch wirklich anders.)

Bei genauerer Betrachtung merkt man, dass es jede geschlossene Perlen-
kette nun genau p mal gibt (wir erlauben nur Drehungen, um die Perlenketten
als gleich anzusehen): Man kann die geschlossene Perlenkette an jedem der
p Zwischenrdume aufschneiden und kriegt eine der vorherigen Perlenketten.
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Also gibt es “p]T_“ Perlenketten, die jeweils nicht durch Drehungen ineinander
iiberfithrt werden kénnen. Das muss allerdings eine natiirliche Zahl sein, da
sie die Anzahl von gewissen Gegenstdnden beschreibt. Nach Definition von
Teilbarkeit und von Kongruenz heifst es allerdings genau, dass a”? = a mod p
ist.

Nun ist Vorsicht geboten. An welcher Stelle haben wir ausgenutzt, dass p
eine Primzahl ist? Es scheint, als wiirde dieser Beweis fiir beliebige natiirliche
Zahlen p funktionieren. Allerdings ist z.B. 2 nicht durch 4 teilbar und es gilt
trotzdem: 2* = 0 # 2 mod 4. Also muss die Tatsache, dass p eine Primzahl
ist, doch irgendwo benutzt worden sein. Tatséchlich ist das der Fall: Ist p
keine Primzahl, so bekommt man durch Aufschneiden einer geschlossenen
Kette an p verschiedenen Stellen zwar auch p Perlenketten, allerdings sind
diese im Allgemeinen nicht alle unterschiedlich, wie wir im folgenden Beispiel

m/p;w

Da es nun etwas schwieriger ist, zu formalisieren, warum das fiir Prim-
zahlen nicht passieren kann, fithren wir stattdessen einen anderen Beweis.

]

Beweis. Der Beweis ist in drei Schritte unterteilt. Erst im letzten Schritt wird
der Zusammenhang zwischen den ersten beiden Schritten und der Aussage
des Satzes klar.

Schritt 1: Hier zeigen wir zunéchst, dass in der Folge der Zahlen
1-a,2-a,...,(p—1)-a

kein Paar kongruent modulo p ist. Etwas praziser: Wir zeigen, dass fiir
jede natiirliche Zahl i und (grofere) natiirliche Zahl j zwischen 1 und
p—1lalsomit 1 <i<j<p-—1,gilt:i-a#j-a mod p.

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen also, es giabe ein
teENundeinjeNmitl <i<j<p—lundi-a=j-a mod p. Wir
wollen diese Annahme zum Widerspruch fiihren. Nach Definition von
Kongruenz und von Teilbarkeit ist - a = j-a mod p dquivalent dazu,
dass ““=1% eine ganze Zahl ist. Das ist wiederum genau dann der Fall,
wenn das Produkt dieser Zahl mit —1 eine ganze Zahl ist, also die Zahl

ira—j-a jra—i-a (j—i)a
p p p
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Das Produkt (j —i)a ist also durch die Primzahl p teilbar. Nach Propo-
sition muss also mindestens einer der Faktoren j — ¢ und a durch
p teilbar sein. Da wir vorausgesetzt haben, dass a nicht durch p teilbar
ist, muss also j —i durch p teilbar sein. Andererseits ist j — i eine Zahl,
die mindestens 1 ist, da 7 > ¢ natiirliche Zahlen sind, und hochstens
p—2,daj <p—1undi > 1 ist. Somit liegt der Quotient % strikt
zwischen 0 und 1 und kann somit keine natiirliche Zahl sein. Also kann
J —1 auch nicht durch p teilbar sein. Das ist ein Widerspruch, also muss
unsere Annahme falsch gewesen sein und es gilt fiir alle 7,7 € N mit

1<i<y<p—-1:
t-a#%j-a mod p.
Damit ist die Behauptung des ersten Beweisabschnitts gezeigt.
Schritt 2: Als néchstes zeigen wir, dass die Folge
1-a,2-a,...,(p—1)-a
genau dieselben Reste modulo p hat wie die Folge

L,2,...,(p—1),
allerdings im Allgemeinen in einer anderen Reihenfolge geschrieben.

Wir wissen, dass alle méglichen Reste modulo p durch 0,1,2,...,p—1
gegeben sind. Da wir nach Schritt 1 wissen, dass die p — 1 Zahlen der
Folge 1-a,2-a,...,(p — 1) - a lauter unterschiedliche Reste modulo
p haben, reicht es zu zeigen, dass 0 in dieser Folge nicht vorkommt -
dann miissen namlich die p—1 verschiedene Reste, die iibrigbleiben, alle
vorkommen, wenn auch nicht notwenderweise in derselben Reihenfolge.

Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, fiir eine
natiirliche Zahl ¢ mit 1 <¢ < p—1 wiirde 7-a = 0 mod p sein. Nun
lauft das Argument ganz dhnlich wie im Schritt 1: Wir wissen erneut,
dass p das Produkt i - a teilen miisste, aber weder die kleinere Zahl
1 < p noch die nach Voraussetzung nicht durch p teilbare Zahl a teilen
kann. Dadurch erhalten wir auch in diesem Fall einen Widerspruch.
Also wissen wir, dass in der obigen Folge der Vielfachen von a jeder
Rest zwischen 1 und p — 1 einschlieflich genau einmal auftritt.

Schritt 3: Nun fiihren wir die bisherigen Ergebnisse zusammen. Da bei der
Multiplikation von ganzen Zahlen das Ergebnis nicht von der Reihenfol-
ge der Faktoren abhéngt, und da wir festgestellt haben, dass die Zahlen
l-a,2-a,...,(p—1)-a kongruent sind zu irgendwie umgestellten Zahlen
1,2,...,(p—1), haben also die Produkte beider Folgen denselben Rest
bei der Division durch p, also nochmal in Formeln:

la-2-a-...-(p—1)-a=1-2-...-(p—1) mod p.
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Wir sortieren die Faktoren auf der linken Seite um, sodass wir die (p—1)
Faktoren a zu a?~! zusammenfassen. Ferner erinnern wir uns, dass das
Produkt aller natiirlicher Zahlen zwischen 1 und p — 1 einschlieflich
auch mit (p — 1)! bezeichnet wird und erhalten:

(p—1D!-a? = (p—1)! mod p.

Wiirde es sich um Gleichung in ganzen Zahlen handeln, so konnten wir
beide Seiten einfach durch (p—1)! teilen und wiirden so die Aussage er-
halten. Da die Division bei modularen Gleichung im Allgemeinen nicht
moglich ist, miissen wir uns diesen Ausdruck wieder genauer anschauen.

Nach Proposition wissen wir, dass das Produkt (p — 1)l =1-2-
3-...-(p—1) nicht durch p teilbar ist, da p sonst einen der Faktoren
teilen miissten, wir aber bereits im ersten Schritt gesehen haben, dass
keine Zahl zwischen 1 und p — 1 einschlieflich durch p teilbar ist.

Wir konnen nun die Identitat
(p—1D!-a? = (p—1)! mod p.

nach Definition der Kongruenz umformulieren zu ,,p teilt die Differenz
(p—Dl-aPt—(p—1)!=(p—1)! (a?~! —1)*. Da die Primzahl p dieses
Produkt teilt, aber nach der vorangehenden Uberlegen nicht die Zahl
(p — 1)! teilen kann, muss also a?~! — 1 durch p teilbar sein.

Das wiederum ist dquivalent zu
a®'=1 mod p.
Das ist gerade die erste Behauptung des Satzes.

Die zweite Behauptung folgt nun unschwer mit einer Fallunterscheidung. Ist
b nicht durch p teilbar, so wissen wir bereits ¥*~! = 1 mod p. Nun multi-
plizieren wir beide Seiten mit b und erhalten b» = b mod p. In dem zweiten
Fall, ndmlich wenn b durch p teilbar ist, gilt b = 0 mod p und somit auch

P=0P=0=b mod p.

In beiden Féllen erhalten wir nun ¢ = b mod p. Das vervollstdndigt den
Beweis des Satzes. [

Somit ist nun der kleine Satz von Fermat bewiesen, der, wie wir bereits ge-
sehen haben, im RSA-Verschliisselungsverfahren eine wesentliche Rolle spielt.

Wir verdeutlichen die Aussage aus dem Schritt 2 des Beweises nochmal
in einem Beispiel:
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Beispiel. Betrachten wir p = 11 und a = 2. Dann haben die Vielfachen von
2 die folgenden Reste modulo 11:

2-1 = 2 mod 11
2-2 = 4 mod 11
2-3 = 6 mod 11
2-4 = 8 mod 11
2-5 = 10 mod 11
2-6 = 12 =1 mod 11
2.7 = 14 =3 mod 11
2-8 = 16 =5 mod 11
2-9 = 18 =7 mod 11
2-10 = 20 =9 mod 11

Wir sehen als auch hier konkret, dass jeder Rest zwischen 1 und 10 einschliefs-
lich auf der rechten Seide vorkommt, wie bereits im Schritt 2 des obigen
Beweises gezeigt wurde.

Es sei noch angemerkt, dass der kleine Satz von Fermat die Grundlage
einiger Primzahltests bildet. Die einfachste (und in der Form ungebréuchli-
che) Version dieses Tests ist in etwa wie folgt: Will man bei einer Zahl k£ > 2
priifen, ob dies eine Primzahl ist, so kann man zunichst 2*~!' mod k aus-
rechnen und bestimmen, ob der Rest bei der Division von 28! durch k& genau
1 sein wird. Ist k& eine Primzahl, so muss das ja nach dem kleinen Satz von
Fermat der Fall sein. Gilt also 27! £ 1 mod k fiir ein k¥ > 2, so wissen wir,
dass k keine Primzahl ist. Gilt die Kongruenz 2*~' = 1 mod k, so wissen wir
nicht, ob k eine Primzahl ist oder nicht. Allerdings konnen wir anstelle von
2 nun auch weitere Zahlen a einsetzen, die nicht durch k teilbar sind, und
hoffen, dass wir irgendwann a*~' # 1 mod k erhalten, sodass wir wissen,
dass k keine Primzahl sein kann. Allerdings gibt es Zahlen, die sogenannten
Carmichael-Zahlen, die diesen Test fiir alle natiirlichen Zahlen a, die nicht
durch k teilbar sind, bestehen, und trotzdem keine Primzahlen sind, diese
entziehen sich den Moglichkeiten des beschriebenen Tests. Tatséchlich wer-
den (deutlich verbesserte und dadurch etwas kompliziertere) Tests auf der
Grundlage des kleinen Satzes von Fermat in der Praxis genutzt, um grofse
Primzahlen zu finden.
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14 Chinesischer Restsatz

In diesem Abschnitt wollen wir die letzte Zutat behandeln, die wir in der
mathematischen Behandlung der Grundversion von der RSA-Verschliisselung
brauchten: den chinesischen Restsatz. Wir haben bereits gesehen, dass wir
mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus modulare Gleichungen 16sen
kénnen.

Nun geht es darum, Systeme von modularen Gleichungen zu l6sen. Wir
fangen mit einem einfachen Beispiel an.

Beispiel. Wir suchen alle ganze Zahlen x € Z, die gleichzeitig beiden mo-
dularen Gleichungen

rz=2 mod4
=0 mod3

geniigen. In diesem Fall findet man durch Ausprobieren recht einfach die Lo-
sung 6, nach einigen weiteren Versuchen findet man ferner die Zahlen —6, 18
und 30, die der modularen Gleichung ebenfalls geniigen. Man sieht schnell
ein, dass, da 12 =0 mod 4 und 12 =0 mod 3, die Addition oder Subtrakti-
on von 12 zu einer Losung wieder eine Losung produzieren muss. Tatsachlich
kann man zeigen, dass fiir alle Losungen dieses modularen Gleichungssystem
genau die Elemente der Menge {6 + 12k | k € Z} sind.

In diesem Beispiel kamen wir durch Ausprobieren zu unserer Losung. Man
kann sich jedoch vorstellen, dass es im Allgemeinen, gerade bei grofseren Zah-
len, viel schwieriger ist, eine Losung zu raten. Aufterdem ist héufig auch ein
Losungsalgorithmus hilfreich, den man implementieren kann. Eine recht all-
gemeine Methode zur Behandlung der modularen Gleichungssysteme liefert
der chinesische Restsatz, den wir allerdings nicht beweisen werden.

Satz 14.1 (Chinesischer Restsatz). 1. Seien nq,ng,...,ng > 2 paarweise
teilerfremde natirliche Zahlen (paarweise teilerfremd bedeutet: fiir jedes
i, mit 1 <i# j <n gilt: ggT(n;,n;) = 1). Dann hat das modulare

Gleichungssystem
r=a; modn
= ay mod ne
r=aq; mod ny
genau eine Losung im Bereich 0 < x <nj-ng-...-n, — 1.

2. Seien ny > 2 und ny > 2 teilerfremde natirliche Zahlen. Nach Propo-
sition gibt es ganze Zahlen u,v € Z, sodass nyu + nov = 1 gilt.
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Ist eine beliebige Darstellung dieser Art vorgegeben, so lassen sich alle
Liosungen des modularen Gleichungssystems

T =ay mod ny

{a: =q; modng

schreiben als
niuas + navay + ninok,

fiir irgendeine Zahl k € Z (und jede Zahl dieser Form ist eine Lisung
des modularen Gleichungssystems).

Wir schauen uns zwei Beispiele zu diesem Satz an.

Beispiel. Zunichst wollen wir uns davon iiberzeugen, dass das modulare
Gleichungssystem, mit dem wir angefangen haben, auch mit Hilfe des chi-
nesischen Restsatzes losbar ist. Eine Darstellung der Form 4u + 3v = 1 ist
durch u = 1, v = —1 gegeben (es gibt natiirlich auch weitere, aber dies ist die
einfachste). Nach dem chinesischen Restsatz ist also die Menge der Losungen
des modularen Gleichungssystems

=2 mod4
=0 mod3

gegeben durch
{4-1-0+3-(=1)-2412k|keZ} = {-6+12k|k € Z}.

Diese Menge ist gleich der, die wir auch durch Ausprobieren bekommen ha-
ben, da =6+ 12k = —6+12+12(k—1) = 6+12(k—1). Da k alle ganzzahlige
Werte annimmt, stimmt die Losungsmenge, die der chinesische Restsatz lie-
fert, mit der vorher ermittelten Losungsmenge iiberein.

Beispiel. Nun zu einem etwas anschaulicherem Beispiel: Ein Obsthéndler
ordnet Orangen an seinem Marktstand zunéchst in 7er-Reihen an und stellt
dabei fest, dass dabei 3 Orangen iiber bleiben. Nun ordnet er diese in 10er-
Reihen an, und stellt fest, dass dabei noch 2 Orangen iibrig bleiben. Er weifs
mit Sicherheit, dass er weniger als 100 Orangen hat. Lésst sich aus diesen
Daten die genaue Anzahl der Orangen ermitteln?

Die ersten beiden Angaben lassen sich in das folgende modulare Glei-
chungssystem iibersetzen:

=3 mod?7
z =2 mod 10.
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Wir brauchen also ganze Zahlen u, v mit 7u + 10v = 1. Solche lassen sich
mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus ermittelt, oder einfach raten,
da die Zahlen doch relativ klein sind. Wir betrachten in diesem Beispiel
zwei unterschiedliche Paaren solcher Zahlen und vergewissern uns, dass in
diesem Fall die Losungsmenge, die wir aus den beiden Darstellungen erhalten,
dieselbe ist. Wir haben also

7-3410-(=2)=1und 7-(-=7)+10-5=1.
Aus der ersten Darstellung erhalten wir als Losungsmenge
{7-3-2+10-(-2)-34+70k|k € Z} ={—-18+ 70k |k € Z}.
Aus der zweiten Darstellung erhalten wir die Losungsmenge
7-(=7)-2+10-5-3470l|l € Z} ={52+T70l|l € Z}.

Da —18 4+ 70 = 52 gilt, sind beide Mengen gleich.

Nun zu der eigentlichen Frage: Da 52 + 70 > 100 ist und —18 < 0 keine
mogliche Anzahl von Orangen ist, ist 52 die eindeutige Losung der urspriing-
lichen Aufgabe.

Es sei noch angemerkt, dass der chinesische Restsatz benutzt werden
kann, um Rechnungen mit sehr grofen natiirlichen Zahlen durchzufiihren
- man fiihrt die Rechnung modulo n4, ..., n; fiir geeignete Zahlen n; durch,
wobei man dann maximal mit Zahlen der Grofe nq,no,...,ng zu rechnen
hat, und setzt das Ergebnis dann mit Hilfe des chinesischen Restsatzes wie-
der zusammen.
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Teil I11
Graphentheorie

Zum Schluss wollen wir einige Grundbegriffe der Graphentheorie behandeln.
Die Geburtsstunde der Graphentheorie lag im 18. Jahrhundert, und das erste
Problem der Graphentheorie wollen wir in einigem Detail behandeln.

Heutzutage dienen Graphen zur Visualisierung vieler Strukturen, etwa
von Nahverkehrsnetzen oder allgemeiner von Verkehrsnetzen, insbesondere
im Kontext der Routenoptimierung. Die Arbeitsweise vieler Navigationssy-
steme basiert etwa auf dem Dijkstra-Algorithmus fiir Graphen, der allerdings
iiblicherweise in der praktischen Informatik behandelt wird. Graphen werden
aber auch eingesetzt, um kompliziert vernetzte Strukturen wie z.B. das In-
ternet zu untersuchen, oder um Datenstrukturen oder Suchalgorithmen dar-
zustellen und zu untersuchen. Insbesondere sind sogenannte Baume, die wir
etwas eingehender betrachten werden, ein Spezialfall von Graphen und die-
se werden etwa in Form von bindren Baumen in der Informatik verwendet.
Auch Stammbéaume koénnen als Beispiele solcher Baume betrachtet werden.

Die Namensgleichheit mit dem Graphen einer Funktion, den man aus der
Schule kennt, ist iibrigens ,zufallig”: Zwar geht die Bezeichnung auf dasselbe
griechische Wort zuriick, aber es handelt sich um erst einmal unverwandte
mathematische Objekte.

15 Grundbegriffe der Graphentheorie

Es sei angemerkt, dass es viele verschiedene Arten und Weisen gibt, Gra-
phen zu behandeln, und dass Graphen in der Literatur in vielen unterschied-
lichen Varianten vorkommen. Das ist insbesondere deshalb sinnvoll, weil un-
terschiedliche Varianten fiir unterschiedliche Zwecke am besten geeignet sind,
insbesondere bei Modellierung von unterschiedlichen realen Sachverhalten.

Die Anschauung hinter einem Graphen ist in etwa wie folgt: Man hat
eine Ansammlung von Knoten, die etwa die U-Bahn-Stationen, oder einzel-
ne Internet-Nutzer oder Webseiten, oder Paketzentren symbolisieren, und
dazwischen hat man Verbindungen, meist Kanten genannt, die z.B. die U-
Bahn-Linien, Strafsen, Autobahnen oder Zugriffe von einer Webseite auf die
néchste veranschaulichen. Meist zeichnet man einen solchen Graphen in die
Ebene, in dem man Knoten als besondere Punkte in der Ebene hervorhebt,
und Kanten als Verbindungslinien einzeichnet, etwa so:

oder so:
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Es ist eine Konventionsfrage, ob man Mehrfachkanten oder Schleifen er-
laubt, also Verbindungen wie im folgenden Bild:

e« e oder &&—=» oder &=— >

Wir wollen zuerst in unseren Betrachtungen sowohl Mehrfachkanten, also
mehrere Verbindungen von einem Knoten zum anderen (etwa verschiedene
U-Bahn-Linien zwischen gleichen U-Bahn-Stationen) als auch Schlefen (etwa
Operationen modellierend, die den Zustand nicht &ndern) erlauben.

Ein Graph besteht also aus:

e ciner Ansammlung von Punkten (Knoten, manchmal sagt man dazu
auch synonym ,Ecken“, engl. vertex/vertices),

e ciner Ansammlung von Verbindungslinien zwischen zwei Ecken bzw.
von einer Ecke zu sich selbst (Kanten, engl. edges).

Wir wollen das mathematisch etwas préaziser fassen und geben die folgende
Definition.

Definition 15.1. Ein Graph I' besteht aus einer Menge V(I') von Ecken,
einer Menge E(I') von Kanten und einer Abbildung

dr: E(T) — {X CV(I)|1<|X] <2},

Bemerkung. 1. Wir werden stets annehmen, dass sowohl die Menge V' (T")
von Knoten eines Graphen I' als auch die Menge E(I') von Kanten
endlich sind.

2. Die Benennung der Mengen leitet sich von den englischen Vokabeln fiir
Knoten und Kanten ab.

3. Ist es aus dem Zusammenhang klar, um welchen Graphen es sich han-
delt, so werden wir abkiirzend V' anstatt V(I') und E anstatt von E(I")
schreiben.
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4. Die Abbildung dr mag zuerst kompliziert erscheinen, ordnet aber ein-
fach jeder Kanten die Knoten zu, die diese Kante verbindet. Da wir
Schleifen erlauben, konnen es unserem Fall 1 oder 2 Knoten sein, die
von einer Kante verbunden werden, daher die Bedingung 1 < |X| < 2
in der Definition. Ferner haben unsere Kanten keine Richtung (d.h.
sie sind gewissermafen keine ,Einbahnstrafsen”), deswegen kénnen wir
keinen Startpunkt und keinen Zielpunkt einer Kante ausmachen, also
haben wir nur ein Menge und kein geordnetes Paar von Eckpunkten.

Wir fangen nun mit dem sogenannten Kodnigsberger Briickenproblem an.
Anfang des 18. Jahrhunderts wurde einem berithmten Mathematiker dieser
Zeit, Leonhard Euler, die Frage gestellt, ob es in der Stadt Konigsberg (heute
Kaliningrad) einen Spaziergang gibt, der {iber jede der damaligen 7 Briicken
iiber den Fluss Pregel genau einmal fiihrt. Dafiir ist die gegenseitige Lage der
Briicken sicherlich relevant, und diese kann schematisch wie folgt dargestellt
werden:

(Dabei sind die griinen Bereiche die unterschiedlichen Stadtteile und die hell-
braunen die Briicken.)

Um das Problem mathematisch zu untersuchen, iibersetzen wir dieses
in die Sprache der Graphen. Dafiir betrachten wir jeden Stadtteil als einen
Knoten und jede Briicke als eine Kante. Um diese besser wiederfinden zu
kénnen, markieren wir die Stadtteile mit Zahlen 1,2, 3,4 und Briicken mit
Buchstaben a,b,c,d, e, f, g:
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Vergessen wir dabei die Landschaft, so ergibt sich der folgende Graph:

3

Um die formale Definition eines Graphen besser zu verstehen, machen wir
uns in diesem Beispiel klar, wie dieses Gebilde formal zu einem Graphen I'
wird:

In diesem Fall haben wir V/(T") = {1,2,3,4} und E(T") = {a,b,¢,d, ¢, f, g},
und die Abbildung dr, die jeder Kante die Menge ihrer Endpunkte zuordnet
(also in diesem Fall die Abbildung, die jeder Briicke die Stadtteile zuordnet,
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die diese Briicke verbindet), sieht in diesem Fall wie folgt aus:

dr: E(

1

V()

{2,3},
{2,3},
{1,2},
{1,2},
{27 4}7
{3.4},
{1,4}.

Bemerkung. Es stellt sich heraus, dass dieser Graph alle relevanten Daten von
diesem Problem erfasst: Es ist namlich fiir die Fragestellung nicht wichtig,
ob die Stadtteile weit voneinander entfernt sind, ob die Briicken hiibsch ist,
ob die Briicken breit sind und so weiter. Das einzig Relevante fiir uns ist,
welche Briicken welche Stadtteile verbinden, und diese Information ist in
dem Graphen erfasst.

111111

)
a
b
C
d
e
/
g

1

Das Konigsberger Briickenproblem ist, vielleicht etwas {iberraschend, ver-
wandt mit dem folgenden Problem: Welche der folgenden Figuren kann auf
dem Papier gezeichnet werden, ohne den Stift vom Papier abzusetzen und
ohne eine Kante doppelt zu zeichnen?

Durch etwas Ausprobieren kommt man schnell zu dem Vermutung, dass
es im ersten Fall nicht geht, und findet auch eine Zeichenmoglichkeit fiir
das Haus vom Nikolaus, aber bereits im dritten Fall ist die Antwort nicht
so klar. Wir werden nach einem allgemeinen Kriterium suchen, wie man
eine solche Frage beantworten kann. Dabei werden wir einige Begriffe, die in
Graphentheorie relevant sind, kennenlernen.
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16 Wege in Graphen

Zunéchst wollen wir so was wie Spaziergénge, Wege und Rundwege in einem
Graphen formalisieren.

Definition 16.1. Ein Weg in einem Graphen I' ist eine Folge abwechselnd
von Ecken und Kanten von I,

Vo, €1, V1, €2, V2, . .., Vk—1, €k, Uk,

die mit einer Ecke anféngt und mit einer Ecke authért und dr(e;) = {v;_1, v;}
fiir alle 1 < j < k erfiillt. Fangt die Folge bei vy an und hort mit vy auf, so
sagt man auch, der Weg fithrt von vy nach vy.

Ein Weg heifst geschlossen, falls vy = vy gilt.

Bemerkung. 1. Man sollte sich die Folge in etwa so vorstellen: Man startet
im Knoten vy und geht iiber die Kante e; zu dem Knoten v;; dann geht
man vom Knoten v iiber die Kante e5 zum Knoten v, und so notiert
man weiter seinen Weg durch den Graphen, bis man am Ziel, ndmlich
im Knoten v, angekommen ist.

2. Es gibt in der Literatur unterschiedliche Begriffe von Wegen in Gra-
phen. Wir erlauben zunéchst, dass sowohl Kanten als auch Knoten
mehrfach durchlaufen werden.

Da der formale Begriff eines Weges zunéchst etwas abstrakt erscheinen

mag, verdeutlichen wir ihn durch Beispiele.

Beispiel. 1. Ein Spaziergang durch Konigsberg kann etwa wie folgt aus-
sehen: Man startet im Stadtteil 1, geht iiber die Briicke ¢ auf die Insel
2, dann iiber die Briicke e in den &stlichen Stadtteil 4, dann kehrt man
iiber die Briicke ¢ in den Stadtteil 1, geht diesmal iiber die Briicke d
auf die Insel 2 und von da iiber die Briicke a in den nérdlichen Stadtteil
3.

Formal wiirden wir diesen Weg also als
]'JC7 27674797 ]'7d727a73

aufschreiben. In dem Graphen sieht der Weg wie folgt aus:
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Das ist ein Weg von 1 nach 3, also insbesondere kein geschlossener Weg.
(Bei einem Spaziergang wiirde es etwa dem entsprechen, dass man von
Zuhause losgeht, aber am Ende nicht zuriickgeht, sondern beispielsweise
in ein Café.)

2. Ein anderer Weg in diesem Graphen ist etwa durch 1, ¢, 2, ¢, 1 gegeben.
(Man geht iiber die Briicke ¢, merkt danach, dass man etwas zuhause
vergessen hat, und geht gleich auf demselben Wege wieder zuriick -
ein recht langweiliger Spaziergang.) Dieser Weg ist geschlossen, da der
Anfang und das Ende iibereinstimmen.

Wir wollen nun eine Eigenschaft von Graphen einfithren, die sich mit
Existenz von Wegen beschéftigt.

Definition 16.2. Ein Graph heifst zusammenhingend, falls je zwei un-
terschiedliche Ecken in diesem Graphen durch einen Weg verbunden werden
konnen.

Beispiel. 1. Der folgende Graph ist nicht zusammenhéngend:
1 3
°
a C
2 5
°
4 b

Es gibt keine Moglichkeit, von dem Knoten 1 zu irgendeinem anderen
Knoten tiber einen Weg zu kommen, da keine Kante ein Ende in 1 hat.
Genausowenig kann man zum Knoten 2 kommen, oder diesen verlassen.

2. Der folgende Graph ist zusammenhéngend:
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Man kann nachpriifen, dass man je zwei Ecken durch einen Weg ver-
binden kann. Wir wollen ein solches Argument im Detail im néchsten
Beispiel ausfiihren.

3. Der Graph, der zu dem Konigsberger Briickenproblem gehort, ist zu-
sammenhéngend. Hier konn man sich einen Teil der Arbeit bei der
Uberpriifung dieser Eigenschaft ersparen, wenn man z.B. merkt, dass
ein Graph, in dem eine bestimmte Ecke X mit jeder anderen Ecke durch
einen Weg verbunden werden kann: Will man in diesem Graphen von
A nach B gehen, so sucht man sich einen Weg von A nach X und einen
von X nach B aus, die beide nach Voraussetzung existieren. Dabei
haben wir eine weitere wichtige Beobachtung iiber Wege in Graphen
bereits verwendet: Gibt es in einem Graphen einen Weg von C' nach
D, so kann man diesen riickwérts gehen und erhélt einen Weg von D
nach C.

Zur Erinnerung nochmal der Graph:

3

Wir wollen hier einmal zur Veranschaulichung tatséchlich einen Weg
zwischen je zwei unterschiedlichen Ecken angeben. Es sei noch ange-
merkt, dass es im Allgemeinen auch mehrere Wege zwischen den Ecken
geben kann und wir uns fiir einen beliebigen entscheiden kénnen: Es
kommt uns nur auf die Existenz mindestens eines Weges an.

e Weg von 1 nach 2: 1,¢, 2.
e Weg von 1 nach 3: 1,¢,2,a,3.
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e Wegvon 1 nach 4: 1,¢,2,b,3, f,4. (Hier héitte es auch den kiirzeren
Weg 1, g, 4 gegeben, aber in diesem Beispiel suchen wir nicht nach
kiirzesten Wegen.)

e Weg von 2 nach 1: 2,d, 1.

e Weg von 2 nach 3: 2,0, 3.

e Weg von 2 nach 4: 2,¢,4.

e Weg von 3 nach 1: 3,b,2,d, 1.

e Weg von 3 nach 2: 3, a, 2.

e Weg von 3 nach 4: 3,a,2,¢,4.

e Weg von 4 nach 1: 4, ¢, 1.

e Weg von 4 nach 2: 4,9,1,9,4,¢,2.
e Weg von 4 nach 3: 4, f, 3.

Wir wollen nun untersuchen, wann ein Graph zusammenhéngend ist. Da-
fiir werden wir ein notwendiges Kriterium angeben, also eine Eigenschaft, die
jeder zusammenhéngende Graph hat - ohne dass umgekehrt jeder Graph mit
dieser Eigenschaft zusammenhéngend sein muss.

Satz 16.3. Ein zusammenhangender Graph mit n Knoten muss mindestens
n — 1 Kanten haben.

Bevor wir den Beweis des Satzes behandeln, betrachten wir einige Bei-
spiele.

Beispiel. 1. Der folgende Graph hat 5 Knoten und ist zusammenhén-
gend. Nach dem Satz muss er also mindestens 4 Kanten haben, und
wir sehen, dass in diesem Beispiel tatsdachlich die Minimalanzahl reali-
siert wird: Dieser Graph hat genau 4 Kanten.

2. Dieser Satz stellt eine notwenidge, aber keine hinreichende Bedingung
dar: Das heifst, dass die Bedingung ,der Graph mit n Ecken hat min-
destens n — 1 Kanten® erfiillt sein muss, damit der Graph zusammen-
héngend sein kann, aber nicht jeder Graph mit n Ecken und minde-
stens n — 1 Kanten ist zusammenhéngend. Der folgende Graph hat
beispielsweise 5 Knoten und sogar 6 > 4 Kanten, aber ist trotzdem
nicht zusammenhéngend.

3 4
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Wir fithren erneut keinen exakten Beweis von diesem Satz, sondern be-
fassen uns nur mit der Beweisidee, die auf einem Algorithmus auf Graphen,
der sogenannten Breitensuche, basiert.

Beweisidee. Der Breitensuche-Algorithmus (engl. breadth-first-search) liefert
in einem beliebigen Graphen zu der vorgegebenen Startecke s alle Ecken, die
von s aus durch einen Weg in diesem Graphen erreichbar sind.

Dabei geht man wie folgt vor:

1. Markiere die Startecke s.

2. Markiere alle Knoten, die benachbart sind (d.h. durch eine Kante ver-
bunden) zu den Knoten, die in der vorherigen Ausfithrung markiert
wurden.

3. Sobald in einem Schritt keine Knoten mehr markiert wurden: STOPP.

Alle Knoten, die wir erreichen, sind offenbar mit dem Startknoten s durch
einen Weg verbunden. Ferner erreichen wir im 2-ten Schritt alle Ecken, die
durch hochstens eine Kante mit s verbunden sind, im dritten Schritt alle
Ecken, die durch Wege aus hochstens 2 Kanten mit s verbunden sind, im
4-ten Schritt sind es alle Knoten, die mit s durch einen Weg aus hochstens
3 Kanten verbunden sind, und so weiter. Da jede andere Ecke in einem zu-
sammenhangenden Graphen durch einen Weg bestimmter Lange, etwa der
Lénge k, mit s verbunden ist, wird diese Ecke spétestens im (k + 1)-ten
Schritt erreicht.

Nun wird fiir jeden neuen Knoten, den man markiert, eine neue Kante
,benutzt®, da man nie zuriickgeht. Da wir uns gerade iiberlegt haben, dass
man von s aus jeden der anderen n — 1 Knoten in dem Graphen erreichen
wird, werden dabei auch n — 1 Kanten ,yerbraucht“. Also muss der Graph
mindestens n — 1 Kanten haben.

Natiirlich muss man, um den Beweis zu vervollstandigen, noch Einiges
prézisieren, allerdings bildet das die Grundidee fiir den Beweis dieses Satzes.

O

Ubrigens heift dieser Algorithmus Breitensuche, da man gleich ,die ganze
Breite des Graphen auf einmal durchsucht, also in alle méglichen Richtungen
auf einmal. (Dem steht eine Tiefensuche entgegen, bei der man zunéchst eine
Richtung so weit wie moglich verfolgt.)

Wir veranschaulichen die Breitensuche nochmal an einem Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten den Graphen
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Im ersten Schritt ist nur der Startknoten markiert:

Im zweiten Schritt werden alle Knoten markiert, die mit s durch eine Kante
verbunden sind. In diesem Fall sind es zwei weitere Knoten.

Im dritten Schritt kommen nun alle Knoten hinzu, die mit einem der beiden
Knoten aus dem letzten Schritt durch eine Kante verbunden sind:
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Schliefslich markiert man im vierten und vorletzten Schritt alle iibrigen Kno-
ten (auch wenn die Ebenendarstellung etwas anderes suggeriert, ist jedoch
auch der unterste Knoten mit einem der bereits markierten Knoten verbun-

den).

Im fiinften Schritt werden nun keine weitere Knoten markiert, danach ist die
Breitensuche zuende.
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17 Baume

Als néchstes untersuchen wir eine spezielle Form von Graphen, die sogenann-
ten Baume. Wie schon erwahnt, werden Badume in unterschiedlichen Formen
in der Informatik genutzt. Wir fangen mit einer Definition an, die zunéchst
die Allgemeinheit der Graphen, die wir betrachten, etwas einschréankt.

Definition 17.1. Ein Graph I" heiftt einfach, wenn er weder Mehrfachkanten
noch Schleifen besitzt. Formaler heiftt das: Die Abbildung

dr: E(T) — {X C V(D)|1 < |x] < 2}

ist injektiv (das entspricht dem Fehlen der Mehrfachkanten) und es gilt
|dr(e)| = 2 fir alle Kanten e € E(I') (diese Bedingung schliefst Schleifen
aus).

Beispiel. 1. Der folgende Graph ist einfach, da er weder Mehrfachkanten
noch Schleifen besitzt:

2. Der folgende Graph ist nicht einfach, da er Mehrfachkanten besitzt:

<>

3. Der folgende Graph ist nicht einfach, da er eine Schleife besitzt:

Um einen Baum zu definieren, brauchen wir den Begriff eines Kreises in
einem Graphen. Dabei handelt es sich um Rundwege, wobei wir die langwei-
ligen Rundwege, bei denen wir auf demselben Weg hin- und zuriicklaufen,
ausschlieffen wollen.
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Definition 17.2. Ein Kreis in einem Graphen I' ist ein geschlossener Weg

Vo, €1,V1,€2,...,€Ek, Vg, ek‘-f—la Uk'-i—l = Vo,
in dem keine Kante zweimal vorkommt.
Wir wollen uns einige Beispiele dazu anschauen.

Beispiel. 1. Im Graphen

ist beispielsweise der Weg A, a, B, b, C, e, A ein Kreis, also ein geschlos-
sener Weg, in dem keine Kante zweimal vorkommt. Ein weiterer Kreis
in diesem Graphen ist etwa A,d, D, c,C,e, A, oder auch

D,d,A,a,B,b,C, c,D.

2. In der Literatur wird manchmal auch verlangt, dass die Startecke von
einem Kreis die einzige ist, die zweimal in diesem Kreis vorkommt;
wir werden diese Einschriankung nicht brauchen, und zwar aus einem
Grund, der in dem folgenden Beispiel deutlich werden sollte. Wir wer-
den uns vor allem fiir die Existenz der Kreise interessieren. Hat man
einen Kreis in unserem Sinne in einem einfachen Graphen, so hat man
auch einen Kreis, in dem keine Ecke zweimal vorkommt. Wir wollen
das zwar nicht beweisen, aber am folgenden Beispiel veranschaulichen.

A 8 B
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Wir betrachten den Weg
A’ ]‘7 C’ 27 D’ 37 G7 47 F7 57 E) 67 D7 77 B7 87 A7

der nach unserer Definition ein Kreis ist, aber die Ecke D zweimal
durchlduft. Allerdings haben wir darin einen kiirzeren Weg, der be-
reits ein Kreis ist und keine Ecke doppelt durchlauft (aufser dem Start-
punkt), zum Beispiel den Weg D, 3,G, 4, F,5, E,6, D. Hat man allge-
meiner einen Kreis, in dem eine Ecke, die nicht Startecke ist, mehrfach
vorkommt, so kann man wie hier einen Teil von diesem Kreis zu einem
kleineren Kreis machen; deswegen ist es fiir die Existenz von Kreisen
unerheblich, welche Definition man verwendet.

3. In dem Graphen

ist der Weg C, v, C' ein Kreis. Das ist der einzige Kreis in diesem Gra-
phen.

4. In dem Graphen

ist B,b,C,c, B ein Kreis. Es ist wieder Konventionsfrage, ob dieser
Kreis von dem Kreis B, ¢, C, b, B unterschieden wird. Dieser Kreis (bzw.
diese Kreise) ist der einzige Kreis in diesem Graphen.

5. In dem Graphen

gibt es keine Kreise.
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Um die Verallgemeinerung des letzten Beispiels geht es in der folgenden
Definition.

Definition 17.3. Ein Baum ist ein zusammenhéangender Graph I', in dem
es keine Kreise gibt.

Wie schon angedeutet, werden Baume in der Informatik etwa fiir gewisse
Datenstrukturen oder fiir einige Suchalgorithmen genutzt.
Wir wollen nun einige weitere Beispiele von Baumen geben.

Beispiel. 1. Der Graph

ist ein Baum. Ein solcher Baum wird in der Informatik ,ausbalanciert®
genannt.

2. Der Graph

ist ein Baum.

3. Der Graph

ist ebenfalls ein Baum.

Bemerkung. Ein Baum ist immer ein einfacher Graph, d.h. es gibt in einem
Graphen weder Mehrfachkanten noch Schleifen. Natiirlich ist nicht jeder ein-
fache Graph ein Baum.
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Die Definition eines Baums ist zwar nicht schwer zu verstehen, allerdings
etwas schwerer nachzupriifen und fiir manche Kontexte nicht perfekt geeig-
net. Deswegen werden wir nun den Beweis des folgenden Satzes skizzieren,
der uns drei weitere, dquivalente Bedingungen dafiir liefert, wann ein zusam-
menhéangender Graph ein Baum ist.

Satz 17.4. Sei I' ein zusammenhdngender Graph mit genau n Knoten. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

A: T ist ein Baum.
B: T' hat genau n — 1 Kanten.

C: Entfernt man eine beliebige Kante aus I', so ist der tibrige Graph nicht
mehr zusammenhdangend.

D: Zwischen je zwei Knoten von I' gibt es genau einen Weg, der keine
Kante doppelt benutzt.

Wir wollen den Beweis dieses Satzes skizzieren.

Beweisskizze. Wir miissen die Aquivalenz der vier vorgegebenen Aussagen
zeigen. Allerdings reicht es, anstatt fiir je zwei dieser Aussagen zu zeigen,
dass diese aquivalent sind, wenn wir nur die folgenden vier Implikationen
beweisen, denn alle andere Implikationen folgen dann daraus:

1) A= B,
2) B=C,
3) C=D,
4) D= A

Kombiniert manund , so sieht man zum Beispiel, dass die Aussage B die
Aussage D impliziert. Kombiniert man und |1)} so sieht man, dass umkehrt
auch B aus D folgt.

Nun fangen wir mit dem Beweis der Implikation an. Sei also I' ein
Baum. Wir wollen zeigen, dass I' genau n — 1 Kanten hat. Da [' zusammen-
héngend ist, wissen wir, dass I' mindestens n — 1 Kanten haben muss. Um zu
sehen, dass es genau n—1 Kanten sein miissen, erinnern wir uns erneut an die
Breitensuche, die wir im Beweis des Satzes benutzt haben. Nun markie-
ren wir zusatzlich fiir jede Ecke aufser der Startecke, die wir erreichen, genau
eine Kante, iiber die wir diese Ecke erreichen. Insgesamt haben wir also n —1
Kanten markiert, um zu jeder der n — 1 Ecken, die nicht die Startecke ist,
zu kommen. Insbesondere ist es mit den markierten Kanten mdoglich, von der
Startecke zu jeder anderen Ecke zu Kommen. Wére nun eine weitere Kante
aufer dieser n — 1 Kanten von der Ecke A zur Ecke B vorhanden, so kénnte
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man diese Kante laufen, dann entlang der in der Breitensuche markierten
Kanten von B zur Startecke, dann wieder entlang der markierten Kanten zu
A und hétte damit einen Kreis in dem Graphen I'. Das ist unser Widerspruch,
da I' ein Baum ist. Somit ist das wesentliche Argument fiir (1) erbracht.

Nun kommen wir zum Beweis von Jetzt nehmen wir an, dass unser
zusammenhédngender Graph I' genau n Ecken und genau n — 1 Kanten hat.
Wir miissen zeigen: Entfernt man eine beliebige Kante aus I, so ist der iibrige
Graph nicht mehr zusammenhéngend. Hat man eine Kante entfernt, so hat
man einen Graphen mit n Knoten und n — 2 Kanten, und dieser kann nach
Satz unmoglich zusammenhéangend sein. Folglich ist [2)| bewiesen.

Als néchstes beweisen wir die Implikation . Wir nehmen also an, dass
das Entfernen einer beliebigen Kante aus unserem zusammenhéangenden Gra-
phen I' einen unzusammenhéngenden Graphen macht. Wir miissen zeigen,
dass es zwischen je zwei Knoten in diesem Graphen genau einen Weg gibt,
der sie verbindet und dabei keine Kante doppelt benutzt. Dass es mindestens
einen solchen Weg geben muss, wissen wir, da der Graph zusammenhéngend
ist. Das garantiert zunéchst nur die Existenz eines beliebigen Weges, aber
ghnlich wie in dem Beispiel zu der Definition eines Kreises kann man die
Mehrfachnutzungen der Kanten eliminieren. Wird némlich eine Kante dop-
pelt durchlaufen, so kann man alle Schritte zwischen dem ersten und dem
letzten Durchlaufen dieser Kante iiberspringen. (Das wird im Beispiel nach
dem Beweis nochmal verdeutlicht.) Wir miissen also nur noch zeigen, dass
ein solcher Weg eindeutig ist. Gébe es nun zwei Wege zwischen zwei Knoten
vp und vy, von denen jeder keine Kante doppelt durchlauft, und die unter-
schiedlich sind, so miisste es ja eine Kante geben, die nur im ersten und nicht
in dem zweiten Weg enthalten ist. Entfernt man diese kannte, so kann man
sich iiberlegen, dass der Graph nach wie vor zusammenhéngend sein miisste.
Es im Detail zu zeigen, ist etwas aufwandig, aber wir sehen sofort, dass vg
und v; nach wie vor durch einen Weg verbunden sind. Fiir jedes andere Paar
von Ecken sucht man eine Verbindung zu vy bzw. v; und erhélt dadurch
einen Weg zwischen diesen Knoten. (An dieser Stelle miissten einige Einzel-
heiten tiberpriift werden, um den Beweis zu vervollstdndigen.) Das wiirde
den Widerspruch liefern, da wir angenommen haben, dass das Entfernen ei-
ner beliebigen Kante den Graphen unzusammenhéngend macht. Das liefert
die Grundidee zum Beweis der Implikation [3)]

Als letztes beschéftigen wir uns mit dem Beweis der Implikation Wir
nehmen also an, dass in dem Graphen I' zwischen je zwei Knoten genau ein
Weg existiert, der keine Kante doppelt nutzt, und miissen nun beweisen, dass
[' ein Baum ist. Nach Definition eines Baums haben wir also zu zeigen, dass
I' keine Kreise besitzt, da I' bereits nach Voraussetzung zusammenhangend
ist. Wir fithren erneut einen Widerspruchsbeweis. Angenommen also, wir
héatten einen Kreis, in dem eine Kante e zwischen vy und v; vorkommt. Dann
liefert vy, e,v; einen Weg von vy nach v; in I'. Lauft man allerdings den
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Rest des Kreises von vy nach vy, so entsteht ein anderer Weg von vy nach vy,
bei dem weder e vorkommt noch eine Kante doppelt vorkommt, nach unserer
Definition eines Kreises. Das widerspricht aber gerade unserer Annahme, dass
nur ein solcher Weg existieren darf. Also ist die Implikation 4) bewiesen.

O

Beispiel. Wir wollen nochmal erlautern, wie ein Mehrfachnutzungen der
Kanten aus einem Weg in einem Graphen eliminiert werden kénnen, sodass
man einen neuen Weg zwischen denselben Endpunkten bekommt, der jetzt
weniger Kanten mehrfach nutzt; in unserem Beispiel ist man gleich nach der
ersten solchen Abkiirzung fertig und erhélt einen Weg ohne Mehrfachnutzung
der Kanten bei gleichbleibenden Endpunkten.

A 1 ¢ 92 D 3 B
° J

In diesem Graphen betrachten wir den Weg
A1,C,2,D,4,FE,5,F,6,C,2,D, 3, B.

In diesem Weg kommt die Kante 2 zweimal vor. Nun haben wir im Beweis
zuvor gesagt, dass wir in diesem Fall alle Schritte zwischen dem ersten und
dem letzten Durchlaufen der Kante weglaseen kénnen, in diesem Fall ist der
Abschnitt

D, 4, FE 5 F 6,C,2,D
ein unnotiger Umweg. Kiirzt man diesen ab, so enthédlt man den Weg
A’ 17 C? 27 D7 37 B?

der nun keine Kante doppelt benutzt.
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18 Grad einer Ecke in einem Graphen

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Eigenschaften von Graphen untersu-
chen. Es stellt sich als hilfreich heraus, die Anzahl der Kanten zu untersuchen,
die von einem Knoten weggehen. Das ist die Idee vom Grad einer Ecke. Wir
miissen jedoch noch eine Kleinigkeit beachten, namlich miissen wir gesondert
beriicksichtigen, ob es an der betrachteten Ecke Schleifen gibt. Wir fassen das
zunachst etwas préaziser in Worte und geben dann die formale Definition.

Definition 18.1. Der Grad einer Ecke v im Graphen I ist:

e Die Anzahl der Kanten, die ein Ende in v haben, falls es keine Schleifen
an v gibt,

e Anzahl der Kanten, die ein Ende in v haben und keine Schleifen sind,
plus zweimal die Anzahl der Schleifen an v.

Wir schreiben gradp(v) oder nur grad(v) fir Grad von v. (In der Literatur
ist auch die Abkiirzung deg(v) gebrauchlich, vom englischen ,degree.)
Formaler ausgedriickt wird der Grad von v wie folgt definiert:

grad(v) = |{e€ E(")|v € dr(e) und |dr(e)| = 2}|
+ 2-[{e € E(') [dr(e) = {v}}]
Die Idee dabei ist, dass eine Schleife zwei Moglichkeiten liefert, von der
Ecke, an der sie anliegt, wegzugehen, denn man kann die Schleife in zwei

verschiedenen Richtungen durchlaufen.
Wir veranschaulichen uns die Definition an einem Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten den folgenden Graphen.

v2 U3

V4

U5

In diesem Graphen gilt: grad(v;) = 6, da an v; zwei Schleifen dranliegen
sowie die Kanten nach vy und vy, also erhalten wir insgesamt 2 -2 + 2 =
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6 Moglichkeiten, v; zu verlassen. An allen anderen Ecken haben wir keine
Schleifen, und wir brauchen somit nur die Kanten zu zéhlen, die ein Ende in
der jeweiligen Ecke liegen. Die Ecke v ist mit jeder anderen Ecke aufser vg
durch eine Kante verbunden, also ist grad(vy) = 4. Die Ecken v3 und v5 sind
jeweils mit v, und v4 verbunden, und somit gilt

grad(vs) = grad(vs) = 2.

Auch die Ecke v, ist mit jeder anderen Ecke aufler vg verbunden und es gilt
wieder grad(ve) = 4. Schliefslich gibt es keine Kanten, die ein Ende in wvg
haben, also gilt grad(vg) = 0 - es gibt keinen Weg in unserem Graphen, der
die Ecke vg verlasst.

Ubrigens miissen wir nicht jeden Schnittpunkt zweier Kanten zu einer
Ecke machen: Wir konnen, um einen Graphen zu definieren, einfach Knoten
aussuchen und Verbindungslinien dazwischen als Kanten festlegen; hierbei
spielt es in vielen Kontexten keine Rolle, ob sie sich schneiden.

Wir wollen nun eine Gradformel beweisen, die die Anzahl der Kanten
eines Graphen mit den Graden seiner Ecken in Beziehung setzt.

Satz 18.2. In jedem Graphen I" gilt:
Z grad(v) =2 |E(D)].
veV (T)

Hierber bedeutet die linke Seite, dass man die Grade aller Knoten im Graphen
I' aufsummiert.

Beispiel. e Im letzten Beispiel hatten 6 Knoten, und die Summe auf der
linken Seite der obigen Aussage wird zu:

Z grad(v)

veV(T)
= grad(v;) + grad(vs) + grad(vs) + grad(vy) + grad(vs) + grad(ve)
= 64+44+2+44+2+0
= 18.

Das passt genau damit zusammen, dass der betrachtete Graph 9 Kanten
hat und 2 -9 = 18 ist.

e Wir markieren die Knotengrade im Haus vom Nikolaus:

2
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Die Summe der Knotengrade ist in diesem Fall 3+ 344+ 4+ 2 = 16,
und wir haben gerade % = 8 Kanten.

Nun geben wir die wesentliche Idee zum Beweis des obigen Satzes an.

Beweisidee. Jede Kante, die keine Schleife ist, hat genau 2 Enden, und tragt
in der Summe auf der linken Seite jeweils eine 1 bei den Graden der beiden
ihrer Enden bei. Jede Schleife wird dank unserer Definition des Grades in
der Summe auf der linken Seite ebenfalls genau zweimal gezéhlt. Insgesamt
wird fiir jede Kante im Graphen eine 2 auf der linken Seite addiert, und alle
Summanden auf der linken Seite entstehen so. Das impliziert die Behauptung.

O

Dieser Satz liefert gewisse Einschrankungen an die moglichen Grade der
Ecken in einem Graphen. Um das besser zu verstehen, betrachten wir zu-
néchst das folgende Beispiel.

Beispiel. Wir fragen uns, fiir welche natiirliche Zahlen n > 1 es einen Gra-
phen gibt, der genau n Knoten hat, jeder von welchen genau den Grad 3
hat.

Im Fall n = 1 haben wir eine einzige Ecke, und alle Kanten miissen somit
Schleifen an dieser Ecke sein. Der Graph muss also in etwa wie folgt aussehen:

Da jede Schleife zum Grad des einzigen Knoten einen Summanden 2 beitragt,
ist der Grad dieses Knoten gerade die verdoppelte Anzahl der Schleifen und
insbesondere stets eine gerade Zahl. Somit kénnen also in einem Graph mit
genau einem Knoten nicht alle Knoten den Grad 3 haben.

Im Fall n = 2 gibt es hingegen Beispiele von Graphen mit genau 2 Ecken,
die beide Grad 3 haben:

< oda o< >

Fiir n = 3 ist die Frage bereits nicht so klar, wihrend man fiir n = 4 einfach
zweimal den Graphen nehmen kénnen, den wir schon eben hatten:

<> <>
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Will man zusétzlich fordern, dass der Graph zusammenhéangend sein soll, so
hétte man fiir n = 4 ebenfalls einen Graphen mit den gewiinschten Eigen-
schaften, ndmlich

Allgemeiner sieht man nun, dass fiir eine gerade Anzahl der Ecken, also
fiir n = 2k mit k € N, ein Graph mit n Ecken jeweils vom Grad 3 erhalten
werden kann, indem wir das erste Beispiel k£ mal wiederholen:

k

Will man erneut zusétzlich fordern, dass der Graph zusammenhéangend
ist, so muss man etwas geschickter vorgehen. In diesem Fall betrachten wir
ein 2k-Eck. Da wir eine gerade Anzahl von Ecken haben, besitzt jede Ecke
eine eindeutige, ihr gegeniiberliegende Ecke; und diese beiden verbinden wir
jeweils durch eine Diagonale, etwa wie in dem folgenden Beispiel.

Man kann zeigen, dass man dadurch fiir jedes £ > 1 einen Graph mit 2k
Ecken vom Grad 3 jeweils erhalten kann.

Diese Methode ist aber etwa beim Fiinfeck nicht anwendbar, weil es keine
eindeutige Ecke gegeniiber der vorgegebenen Ecke gibt:

a
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Tatséchlich kommt man nach weiteren Versuchen zu der Vermutung, dass
fiir ein ungerade Gesamtzahl von Knoten es allgemein unméglich ist, dass jede
Ecke genau Grad 3 hat. Das ist der Gegenstand des néchsten Korollars.

Korollar 18.3. Die Anzahl der Ecken vom ungeraden Grad in einem Gra-
phen ist stets gerade.

Beweis. Wir erinnern uns daran, dass die Paritdt (also Gerade/Ungerade-
Sein) einer Summe zweier Zahlen in der folgenden Art und Weise von der
Paritdt der Summanden abhéngt. Sind beide Summanden derselben Paritét,
also beide gerade oder beide ungerade, so ist die Summe gerade. Sind die
Summanden hingegen von unterschiedlicher Paritat, also einer gerade und
einer ungerade, so wird das Ergebnis gerade sein. Addiert man insbesondere
eine beliebige Anzahl von geraden Summanden auf, so ist das Ergebnis wieder
eine gerade Zahl. Bei einer Summe von lauter ungeraden Zahlen kommt es
hingegen auf die Anzahl der Summanden an: Hat man eine gerade Anzahl
ungerader Summanden, so ist die Summe gerade; bei einer ungeraden Anzahl
ungerader Summanden muss die Summe ebenfalls ungerade sein.
Nach dieser Voriiberlegung erinnern wir uns aufserdem an die Formel

Z grad(v) = 2 - |[E(I)|.

fir jeden Graphen I' aus dem Satz [I8.2] mit deren Hilfe wir gleich die Be-
hauptung zeigen werden.

Da wir auf der rechten Seite der Formel das doppelte einer natiirlichen
Zahl haben, haben wir auf der rechten (und somit auch auf der linken Seite)
eine gerade Zahl als Ergebnis. Die Summe aller Grade in I', von denen manche
gerade und manche ungerade sein werden, muss also gerade sein. Die Summe
der geraden Grade ist nach unserer Voriiberlegung ebenfalls gerade, also muss
der verbleibende Teil der Summe - also die Summe der Grade der Ecken, die
ungeraden Grad haben - ebenfalls gerade sein, damit die Summe insgesamt
gerade ist. Nach unserer Voriiberlegung kann das allerdings nur der Fall sein,
wenn die Anzahl der Ecken ungeraden Grades in unserem Graphen gerade
ist. Also erhalten wir gerade die Behauptung des Korollars. O]

Beispiel. Es kann also keinen Graphen mit einer ungeraden Anzahl von
Knoten geben, in dem alle Knoten genau Grad 3 haben, da dies dem Korollar
widersprechen wiirde.
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19 Eulertouren und Eulerkreise in Graphen

Wir gehen nun zu der motivierenden Frage zuriick, ob ein Spaziergang durch
Ko6nigsberg moglich ist, der jede Briicke genau einmal benutzt. Um diese
Fragestellung mathematisch besser erfassen zu konnen, fithren wir die Begriffe
einer Eulertour und eines Eulerkreises ein.

Definition 19.1. Ein Weg in einem Graphen I' heift Eulertour, falls er
jede Kante von I' genau einmal benutzt.

Ein Weg, der geschlossen ist und gleichzeitig eine Eulertour ist, wird Eu-
lerkreis genannt.

Sowohl das Konigsberger Briickenproblem als auch die Frage, ob eine
Figur gezeichnet werden kann, ohne den Stift abzusetzen, kénnen nun als
die Frage nach der Existenz einer Eulertour in dem vorgegebenen Graphen
angesehen werden.

Beispiel. e In dem Haus von Nikolaus existiert eine Eulertour, zum Bei-
spiel konnen wir diesen wie folgt zeichnen, ohne den Stift abzusetzen
und ohne eine Kante doppelt zu malen:

(Dieses Bild ist aus der dem schénen pgf-manual
http:/ /www.texample.net/media/pgf/builds/pgfmanual CVS2012-11-04.pdf
tibernommen.)

Will man das etwas formaler aufschreiben, so benennt man die Ecken
und Kanten des Graphen zum Beispiel wie folgt:
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Dann kann man den obigen Weg aufschreiben als
17d727973’h747f75767276747b717a75‘

Dies ist eine Eulertour in dem vorgegebenen Graphen, allerdings ist das
kein Eulerkreis, da wir in einer anderen Ecke angefangen haben, als wir
am Ende angekommen sind.

e Im Graphen
— o

gibt es offenbar eine Eulertour, also einen Weg, der die einzige Kante
genau einmal benutzt: Man geht zum Beispiel von der linken zu der
rechten Ecke entlang der einzigen Kante. Allerdings ist auch unmittel-
bar klar, dass dieser Graph keinen Eulerkreis enthalten kann: Hat man
die einzige Kante verbraucht, so kann man nicht mehr zuriickkommen,
um die urspriingliche Ecke wieder zu erreichen.

e In dem Graphen

gibt es weder eine Eulertour noch einen Eulerkreis. Fangt man in einer
der dufteren Ecken an, so muss man im ersten Schritt notwenderweise in
die Mitte gehen und im zweiten Schritt zu einer anderen dufseren Ecke,
die man allerdings nicht verlassen kann, da man die einzige Kante, die
zu dieser Ecke fiihrt, verbraucht hat. Wiirde man in der Mitte anfangen,
so wiirde dieses Problem sogar gleich nach dem ersten Schritt auftreten.
Folglich gibt es in diesem Graphen keine Eulertour.

e Auch in dem folgenden Graphen ist eine Eulertour nicht moglich:

Zwar ist in jedem der Teile sogar ein Eulerkreis moglich (man geht
einfach einmal im Kreis), allerdings gibt es eine Moglichkeit, von der
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rechten Hélfte des Graphen in die linke zu kommen, oder umgekehrt.
Somit kann es keinen Weg in diesem Graphen geben, der jede Kan-
te benutzt. Es veranschaulicht auch, warum wir uns in Zukunft beim
Studium von Eulertouren auf zusammenhéngende Graphen weitgehend
einschrianken werden.

Unser Ziel ist es nun, das folgende einfache Kriterium dafiir zu verstehen,
dass ein Graph eine Eulertour oder einen Eulerkreis besitzt.

Satz 19.2. Sei ' ein zusammenhdngender Graph.

1. Es gibt genau dann einen Eulerkreis in I', wenn jede Ecke in I einen
geraden Grad besitzt.

2. Es gibt genau dann eine Eulertour in I', wenn es hichstens 2 Ecken
vom ungeraden Grad in ' gibt.

Wir haben bereits festgestellt, dass ein Graph unmdéglich genau eine Ecke
vom ungeraden Grad besitzen kann. Somit kann man die letzte Bedingung
wie folgt umformulieren: Es gibt genau dann eine Eulertour im zusammen-
héngenden Graphen I') wenn es in I' entweder keine oder genau 2 Ecken vom
ungeraden Grad gibt.

Bevor wir einige Beweisideen zu diesem Satz durchgehen, betrachten wir
Beispiele zu diesem Satz.

Beispiel. e Wir betrachten zunéchst wieder das Haus vom Nikolaus und
markieren wieder die Knotengrade:

Wir haben genau zwei Ecken vom ungeraden Grad, nédmlich die bei-
den unteren Ecken. Unser Satz besagt, dass dieser Graph eine Euler-
tour besitzt (was wir allerdings schon wussten), aber keinen Eulerkreis.
Zeichnet man also das Haus des Nikolaus ohne den Stift abzusetzen
und ohne eine Kante doppelt zu zeichnen, so kann man dabei niemals
in derselben Ecke aufhoren, in der man angefangen hat.

e Betrachten wir den Graphen
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(hier sind wieder die Grade der Ecken notiert.) Dieser Graph hat 4
Ecken ungeraden Grades, und besitzt demzufolge keine Eulertour (und
somit erst recht keinen Eulerkreis). Der Satz liefert uns also einen Be-
weis dafiir, dass diese Figur nicht gezeichnet werden kann, ohne den
Stift abzusetzen und ohne eine Kante doppelt zu zeichnen.

e Nun konnen wir auch entscheiden, ob das doppelte Haus vom Niko-
laus in einem Zug gezeichnet werden kann. Wir notieren wieder einige
Knotengrade:

Hier sehen wir schon, dass wir mindestens drei Ecken vom ungeraden
Grad in diesem Graphen haben, und somit keine Eulertour durch diesen
Graphen existieren kann. Wir miissen also die restlichen Knotengrade
nicht mehr ermitteln.

e In dem Graphen, der das Konigsberger Briickenproblem beschreibt,
notieren wir ebenfalls die Knotengrade:

3
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Da in diesem Graphen alle 4 Knoten ungeraden Grad haben, existiert
laut dem Satz darin keine Eulertour. Also kann es keinen Spaziergang
durch Konigsberg geben, der jede Briick genau einmal benutzt - wie
bereits Leonhard Euler im 18. Jahrhundert herausgefunden hat.

e Wir fiigen zu dem Haus des Nikolaus einen Keller hinzu und ermitteln
im neuen Graphen ebenfalls die Knotengrade:

2
4 4
4 4

In diesem Graphen sind alle Knotengrade gerade. Somit besagt der
Satz, dass es darin einen Eulerkreis geben muss. Der Satz sagt allerdings
nichts dariiber aus, wie wir einen solchen Eulerkreis finden (teilweise
wird das allerdings aus dem Beweis deutlich), aber er garantiert, dass
es moglich ist.

Es ist {ibrigens nicht schwer, einen solchen Eulerkreis zu finden, etwa
den im folgenden Bild angedeuteten:

5

Wir geben nun einige der Beweisideen zum Satz an.

Beweisideen zum Satz[19.2. Jeder der beiden Teile der Satzes ist eine ,,genau
dann, wenn‘-Aussage. Beide kann man also jeweils in zwei Teile aufteilen.
Wir beginnen mit einem Teil der ersten Aussage, ndmlich damit, dass
in einem Graphen, in dem ein Eulerkreis existiert, alle Knotengrade gerade
sein miissen. Schauen wir uns eine Ecke v auf dem Eulerkreis an. Zunéchst
wollen wir annehmen, dass es nicht die Startecke ist, und auch, dass an
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dieser FEcke keine Schleifen dran sind. Die Beweisidee beruht nun auf der
folgenden, einleuchtenden Uberlegung: Bei jedem Besuch in v ,yerbrauchen”
wir genau zwei Kanten, namlich eine, um zu dieser Ecke zu kommen, und
ein, um von dieser Ecke wieder wegzugehen. Das gilt bei jedem Besuch in
dieser Ecke. Wir bezeichnen die Anzahl dieser Besuche mit b. Dann sieht
man, dass man 2 - b Kanten benutzt hat, die an der Ecke v anliegen. Da
man jede Kante, die an dieser Ecke anliegt (genauso wie jede andere Kante)
genau einmal auf unserem Rundweg genutzt hat, ist der Grad der Ecke v also
2b und somit gerade. Als néchstes bemerken wir, dass die Schleifen, die wir
bis jetzt nicht beriicksichtigt haben, immer eine gerade Zahl zu dem Grad
einer Ecke beitragen und somit unsere Uberlegung nicht storen (geht man
némlich entlang einer Kante von v weg, so kommt man sofort wieder an v
an.) Schlieflich bemerken wir, dass man in der Startecke zwar am Anfang
schon steht, also am Anfang nur eine Kante verbraucht, um diese zu verlassen
- allerdings bildet diese Kante am Ende ein Paar mit der Kante, mit der wir
am Schluss an dieser Ecke wieder ankommen.

Um sich das nochmal zu veranschaulichen, betrachten wir das letzte Bei-
spiel nochmal. Dabei verwenden wir wieder den Weg, den wir eben angegeben
haben. Die Ecke v ist im Bild markiert, sowie die Reihenfolge, in der die an
v anliegenden Kanten verwendet werden.

7
X
NV

Um etwas besser zu verstehen, warum das funktioniert, betrachen wir
zum Vergleich den folgenden Graphen, in dem, wie man leicht sieht, keine
Eulertour existiert, und in dem wir stattdessen einen Weg wéahlen wollen, der
jede Kante mindestens einmal benutzt:

b

Wir haben also in diesem Graphen den Weg a,1,b,2, ¢, 3,d, 3, ¢, 4, e, der jede
Kante mindestens einmal benutzt. Man kann sich also fragen, warum dieselbe
Argumentation wie oben nicht funktioniert: Etwa in der Ecke ¢ kommen wir
zweimal vorbei auf unserem Weg, miissten da nicht 4 Kanten an ¢ dranliegen?

153



Viktoriya OzotttbvabULERTOUREN UND EULERKREISE IN GRAPHEN

Betrachtet man den Weg genauer, so merkt man, dass es bei Eulertouren in
entscheidender Art und Weise ausgenutzt worden war, dass jede Kante genau
einmal benutzt wird. Nicht so in diesem Beispiel: Man braucht tatséchlich
zwei Kanten fiir den Hinweg nach ¢ und zwei, um ¢ zu verlassen, allerdings
nutzt man dabei die Kante 3 zweimal, und macht damit das Paritatsargument
der vorherigen Uberlegung zunichte.

Als néchstes wollen wir uns mit der Aussage beschéftigen, dass jeder
zusammenhédngende Graph mit nur geraden Knotengraden einen Eulerkreis
besitzt. Diese Aussage ist schon in ihrer Natur schwieriger zu beweisen: Man
muss einen Weg (mit gewissen Eigenschaften) in einem Graphen angeben,
iiber den man nur sehr wenig Kenntnis besitzt. Wir werden, vor allem an
einem Beispiel, eine Methode vorstellen, die einen Eulerkreis in unserem Gra-
phen liefert.

Wir gehen im Wesentlichen wie folgt vor: Wir starten in einer beliebigen
Ecke und gehen einen beliebigen Weg, ohne jedoch eine Kante doppelt zu
benutzen, bis wir in der Startecke wieder angekommen sind. Hat man noch
nicht alle Kanten an der Startecke verbraucht, so wiederholt man den Vor-
gang, bis man wieder an der Startecke angekommen ist und keine Kanten
mehr zur Verfiigung hat. Nun hat man einen geschlossenen Weg, der keine
Kante doppelt benutzt, der allerdings moglicherweise nicht alle Kanten im
Graphen benutzt. Wir wollen danach an diesen Weg weitere Rundwege an
Zwischenstationen ,dranhdngen. Um das zu veranschaulichen, betrachten
wir ein Beispiel.

In diesem Beispiel haben wir die folgenden Knotengrade:
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Insbesondere sind alle Knotengrade gerade, es ist also ein Graph, der die
Préamisse unserer Behauptung erfiillt. Nun laufen wir in der Ecke I los und
nummerieren die Kanten, die wir durchlaufen haben:

Unser erster Weg ist also 1,1, F,2, H,3,G,4,H,5, 1.

Nun erweitern wir, wie angekiindigt, diesen Weg, indem wir dasselbe Ver-
fahren jetzt mit dem Startpunkt F' anwenden, wobei wir die blauen Kanten
nicht benutzen diirfen. Dabei erhalten wir den folgenden geschlossenen Weg
an F":
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Der rote Weg ist beschrieben durch F,6,F,7, B,8, D,9,G,10,C, 11, F.
Diesen Weg konnen wir mit unserem ersten Weg kombinieren, indem wir
diesen neuen Weg als ein Umweg in F' einbauen und erhalten:

I,1,F,6,E,7,B,8,D,9,G,10,C, 11, F,2, H,3,G, 4, H,5,I.

Damit erhalten wir einen Weg, der jede rote und jede blaue Kante genau
einmal benutzt. Nun merkt man allerdings, dass der Rest (also die schwar-
zen Kanten) keinen zusammenhéngenden Graphen mehr bilden. Allerdings
hat jedes der iibrigen Teile nach wie vor die Eigenschaft, dass jeder Knoten
darin mit den verbleibenden Kanten geraden Grad hat. Das folgt aus der-
selben Uberlegung wie im ersten Teil des Beweises - sollten wir eine Ecke
besucht haben, so haben wir bei jedem Besuch genau 2 Kanten verbraucht,
und den Knotengrad somit bei jedem Besuch um 2 gesenkt. Da der Knoten-
grad am Anfang gerade war, wird er nach dem Entfernen eines geschlossenen
Rundgangs, der jede Kante hochstens einmal benutzt, ebenfalls gerade sein.

Wir héngen also an den bereits gefunden Weg nun zwei weitere Rund-
wege, jeweils in den iibrigen Teilen des Graphen. In einem ist der komplette
Rundgang sehr einfach, da er nur aus einer Schleife besteht. Im anderen Teil
ist ein Rundgang etwa im folgenden Bild griin markiert:
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A
°
3
B
11
c
10

Der Weg im griinen Teil ist nun gegeben durch
B,13,A,14,C, 15, B, 16, B.

Hier sollte man bemerken, dass wir gerade in B und nicht in A anfangen (C
wére allerdings auch moglich), weil der alte Weg durch A nicht durchgeht
und wir sie somit nicht ,zusammensetzen” konnten.

Nun nehmen wir alle ermittelten Wege zusammen und erhalten dadurch
einen Eulerkreis im urspriinglichen Graphen:

I,1,F,6,F,1, .8,D,12, D,
9,G,10,C, 11, F, 2, H,3,G, 4, H,5, I.

Will man es mathematisch formalisieren, so wiirde man eine Induktion,
beispielsweise nach der Anzahl der Ecken im Graphen machen. Dann weifs
man nach dem Entfernen des ersten Rundwegs, der jede Kante hochstens
einmal benutzt, mitsamt Ecken, die ohne diesen Rundweg mit dem Rest
nicht mehr verbunden sind, dass man zumindestens die Startecke entfernt
hat und somit weniger Ecken hat. Zwar ist der Rest nicht unbedingt zusam-
menhdngend, wie wir gesehen haben, aber in jedem zusammenhéngenden
Teil konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und einen FEulerkreis
finden, da, wie wir uns bereits {iberlegt haben, in den restlichen Teilen die
Knotengrade nach wie vor gerade sind.. Als letztes muss man sich tiberle-
gen, dass die nach Induktionsvoraussetzung gefundenen Eulerkreise an den
ersten Rundweg drangehéngt werden konnen, also mindestens eine Ecke mit
diesem gemeinsam haben. Damit zeigt man auch, dass der Induktionsschritt
funktioniert, und kann dann den ersten Teil des Satzes beweisen.

Wir wollen noch kurz auf den zweiten Teil des Satzes eingehen. Wenn man
nun eine Eulertour hat, die kein Eulerkreis ist, so verldsst man die Startecke
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einmal haufiger, als man zuriickkommt, und umgekehrt in der Zielecke: Da
kommt man am Ende iiber eine Kante an, verbraucht aber keine, um die
Ecke wieder zu verlassen. Somit miissen Start- und Zielecke einer Eulertour,
sofern sie verschieden sind, unbedingt ungeraden Grad haben.

Hat man also umgekehrt in einem Graphen genau zwei Ecken vom un-
geraden Grad vorgegeben, so startet man die Fulertour in einer der beiden
besonderen Ecken und beendet Sie in der anderen. Will man also beispiels-
weise das Haus von Nikolaus in einem Zug zeichnen, so muss man in einer
der unteren Ecken anfangen und in der anderen unteren Ecke authoren, sonst
kann es nicht funktionieren.

Ansonsten verfolgt man fiir den Beweis wieder die Idee, dass man zunéchst
einen Weg von einer Ecke ungeraden Grades zur anderen nimmt, der keine
Kante doppelt nutzt, und dann Umwege daran anfiigt, bis man eine Eulertour
durch den gesamten Graphen erhalten hat.

Damit wollen wir die Behandlung des Satzes {iber Eulertouren und Eu-
lerkreise abschliefsen. O
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20 Hamiltonkreise in Graphen

Nach der Frage iiber Eulertouren, die so erschopfend mit dem Satz
geklart werden konnte, wollen wir uns einer dhnlichen Frage zuwenden, die
sich als ungleich viel schwieriger herausstellt. Es geht ndmlich darum, nun
einen Weg in unserem Graphen zu finden, der nun nicht alle Kanten, sondern
alle Ecken genau einmal benutzt (aufser der Startecke, in die wir zuriickkehren
wollen). Das ist der Gegenstand der folgenden Definition.

Definition 20.1. Ein Hamiltonkreis in einem Graphen ist ein geschlosse-
ner Weg, der jeden Knoten dieses Graphen aufser dem Start- und Zielknoten
genau einmal benutzt.

Ein Kontext, in dem eine solche Route wichtig sein kann, ist die Rou-
te eines Handelsreisenden, der aus der Filialniederlassung startet, in diese
am Ende zuriick will und jeden Kunden genau einmal benutzen will (mehr
dazu konnen Sie unter dem Stichwort ,travelling salesman problem® in der
Literatur finden). Ahnliche Probleme der optimalen Routenplanung werden
vielfach in der Praxis gebraucht, oft durch die Forderung mdoglichst geringer
Kosten oder moglichst schneller Auftragserfiillung verkompliziert.

Wir veranschaulichen den Begriff eines Hamiltonkreises an Beispielen.

Beispiel. e Zunéachst bemerken wir, dass die Existenz eines Eulerkreises
nicht die Existenz eines Hamiltonkreises beeinflusst.

D C

Wir haben gesehen, dass es in diesem Graphen zwar keinen Eulerkreis
geben kann, aber man leicht einen Hamiltonkreis findet: Man geht etwa
von A nach B, von da nach C' und von C' nach D, und dann wieder
zuriick zu A.

e Nicht alle Graphen besitzen einen Hamiltonkreis:

In diesem Graphen wissen wir, dass es liberhaupt keine Kreise gibt,
also jeder geschlossener Weg eine Kante und damit mindestens zwei
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Ecken doppelt nutzen muss. (Alternativ sehen wir, dass wir, um von
einer beliebigen dufleren Ecke zu einer anderen solchen zu gelangen,
stets durch den Mittelpunkt gehen miissen. Da wir diesen nur einmal
benutzen kénnen, kénnen wir hochstens zwei dufere Ecken besuchen.)

Das Problem, ob ein einfacher zusammenhéngender Graph einen Euler-
kreis besitzt, kann in quadratischer Zeit (in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Ecken) gelost werden: Man muss sich nur zu jeder Ecke jede andere Ecke
anschauen, um festzustellen, ob dazwischen eine Kante ist, und damit den
Grad jeder Ecke bestimmen. Kennt man den Grad jeder Ecke, so sagt uns
Satz[19.2] ob der Graph einen Eulerkreis besitzt.

Hingegen ist die frage, ob ein einfacher zusammenhéngender Graph einen
Hamiltonkreis besitzt algorithmisch sehr kompliziert, es ist eines der soge-
nannten NP-vollstdndigen Problemen. Insbesondere ist kein Algorithmus be-
kannt, der in polynomiellen Zeit (in Abhéngigkeit von der Anzahl der Ecken)
entscheidet, ob ein Graph einen Hamiltonkreis besitzt. Wiirde man einen sol-
chen polynomiellen Algorithmus finden, so wiirde man damit das berithmte
,,P = NP“Problem lésen, fiir das ein Preisgeld von einer Million Dollar
ausgeschrieben ist.

Wihrend die Frage nach Hamiltonkreisen im Allgemeinen sehr schwierig
ist, kann man doch gewisse Aussagen dariiber treffen. Im Folgenden wollen
wir noch au ein hinreichendes Kriterium fiir Existenz der Hamiltonkreise
liefern.

Im Satz [9.2] iiber die Existenz der Eulerkreise kam es auf die Paritat
der Knotengrade an. In diesem Satz werden die Knotengrade auch eine Rolle
spielen, allerdings miissen Sie diesmal eine gewisse Mindestgrofe besitzen,
um die Existenz eines Hamiltonkreises garantieren zu konnen.

Satz 20.2. Jeder einfache Graph mit n > 3 Knoten, in dem jeder Knoten
den Grad > 5 hat, besitzt einen Hamiltonkreis.

Dieser Satz ist ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Ha-
miltonkreises. Hinreichende Kriterien sind Gegenstiicke zu den notwendigen
Kriterien, die wir am Beispiel des Satzes kennengelernt haben. Ist das
Kriterium erfiillt, so garantiert es die Existenz eines Hamiltonkreises, aller-
dings gibt es Beispiele von Graphen, in denen die Knotengrade auch kleiner
als § sind, die allerdings trotzdem einen Hamiltonkreis besitzen, wie etwa
der folgende Graph mit 8 Kanten, in dem jede Ecke nur den Grad 2 hat und

in dem einfach ,im Kreis gehen einen Hamiltonkreis liefert:
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