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5� ��
��"��  
1�� 1�������"� ���� ��� �
 ��;�0�������� #
�����" �
 /������������

M (γ)
n := max

1≤l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∑k+l
i=k+1Xi

lγ

∣∣∣ ��� T (γ)
n := max

1≤l<n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∑k+l
i=k+1(Xi −Xn)

(l(1 − l
n))

γ

∣∣∣
��� Xn := 1

n

∑n
i=1Xi� <�
1� !�
� �
 �
 ���� ���
������ ���� �� X1,X2, . . . ����������

�	
����� �
��
��� ���� ��� ,�� =��> α > 0 �
����� �����
�
� � ����?

@�A P [|X1|>tx]
P [|X1|>t]

t→∞−→= x−α �	
 ��� x > 0 ���

@�A � "�1� p, q ∈ [0, 1] ��� p+ q = 1� �� ���� P [X1>x]
P [|X1|>x]

x→∞−→ p ��� P [X1≤−x]
P [|X1|>x]

x→∞−→ q�

�"���
 ��
��
�� *��������
��1�� 1��� ���� ,�
 ������
��" ��� 4
�,��� ��� �� ���
����� ���,�"�� ���� ���� �� "
��" ��" ��� B1C��� ��� 
�1����� D��E��� ��� ��
$�����" �
 (������� ���� D�� ������� ���0�� �	
 �� ����� #
�����" ��� �� ���
���
�
��
����� � 5� 4�
���#
�����" Par(α;x0) ��� 4�
���
� α, x0>0 ��� ""1� ��
�� ��
�� #
�����"���������

F (x) =

{
1−

(
x0
x

)α
, ����� x ≥ x0

0, ����� x < x0.

+� ����� ���F" �� �� �
 
��� 6�� ��
 ��� F���  �!����" �� �
 �����,� ��� #
�����

��"����������� �
 6�
��������!���������� ��� �
 +�,����"�� ���0���!�� "�� ��� ���
��� ���� ���� �� #
�����" �� 0
����� F���,���� #
�G"�� ���
���1 ��
 (����������
�� <���0E���������� ��
 #
����
��" ��� �� D��!���
,��� ���������
 +�����"� ��
�
 4�
���#
�����" ���"��
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������ �
������� ��� ���������������	 ��� ���
�������� x0 = 1� α = 1,4�
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1�� H������ � ����������I ,�"�� ���� �	

�� ���" (an)n∈N ���

an := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X1| > x] ≤ n−1
}
.
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����� ���!���� #�
�����,��"� @��� /��
� '�'�� ��� +�� ��'A �� 8���
"�,�

P
[
a−1n M (γ)

n ≤ x
] n→∞−→ exp

(
−x−α

)
��� P

[
a−1n T (γ)

n ≤ x
] n→∞−→ exp

(
−x−α

)
"���� =� 8���>� �
 ��
��"���  
1�� !�
� ���� <��0�
������ ��!� �� ,�"
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"������ +� ��� 	1
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��"��  
1�� /������ ��� ������� 1,	"���� *�������
"
 ��9 ��� 4����0
�,��� ��� �� �	��
� ��� ������ H���	��� ����I ��� 8����1
"
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� �� 1����� �� �� 0��� �� ����������� �� ���!��" �� �����������K

���
� ���� ������������ 
������
� � �� ��	 �������!�

/������������ �
 ��
� Tn := T
( 1
2
)

n ��� Mn := M
( 1
2
)

n ����� �� �
 "���#�����������$�
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1� 1�
����� ��� �� ,���1���"�" ���" ���
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�� �� ���������� D
�
�����"����� �� ��
 1������� 8
������ ��
 �� C��
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�+4�D��!������" ��� $����� *�� �
 +�
����
1
�������;� ��� �� �
	�,���"� D
����
��� �
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���
��"� ���
���1 ��
 ������ 5���
���
 ��"
��� ��� ������
� ��� ���
� +�G
����
� ��� ���	
���� ��1�� 1� "����1��1���
����"��"� ��� ��
 "!���� B�,�������� �
 5��� �� ��
� J!��
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� ,� 
�����
!���
�� �� ����
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�������" ��
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��!�� 
���!
� !�
�� <�1� ���� �1
 �� ��
5��� ,�"
�����"��� ��������� ���������" "���
�� �� �0
���� ��� ��� ��� "���#�
������� @	
��������A� �� "���#�������!����
%
� "�� � ���� ��
��� ,� ��������� �1
!��� �� ,������" B�,�������� ��� ���
����� 0�����1� D
���
��" �	
 �� ����
� 5��
��
�� ��
 ��� ��� ��� ���
 ��� �
  ��
����� ��� ��
����
��� 6����� ���"��
�����
6�
� �
 ����
������ <;0���� ��� "����1��1��� D
!�
���"�!
�� �
 5���0����
��  ��
����� ���� �G"����
!�� ��
 ,��!���"�� 4����	1
"��"� @&!�	
%�
A ""��
	1
"������ �� �0
���� ��� ��� ��� "���#�������!����
% %�� 
!�	
%���
� '��
������
�
D�� �;0����� +�
����
1
���0
�1�� ��� 0�������
  ��
����� ��� ��� ���"��? ��� "��
��� ��
  �,��� n ���1���"�"
 *��������
��1�� X1, . . . ,Xn ����  �� <;0���� ����� ���
��� ���� ��� Xi @i = 1, . . . , nA �
 "����� #
�����" ���"� ��� ��� 1
��� 1������
D
!�
���"�!
� μ ��1�?

H0+ X1
d
= . . .

d
= Xn ��� E(X1) = μ�
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��������� �
 ���� ����������� ����
 ��� �����
�����	 ����
 ��� ���	�� ����

�
 (Xt)t={1,...,300}
����� �	�	 ������
�� !��������� ������
!��������� �����
 ��� �����
�����	 ����
 ����

�

(Yt)t={1,...,300} ��� "������������ �� #������ ���
���� t = 200 ��� t = 250�
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5��
 <;0���� !�
� ��� �� 0�������  ��
����� ""�	1
"������ 1� �
 ����� ����
""��"� !�
�� ���� � �� 4
��� @&!�	
%�
A E := {r + 1, . . . , r + s} "�1�� �� �� Xi ��
,!� 8����� ��� C!��� �������� �
����� *��������
��1�� �������? 5� 
�� 8���� �������
��� Xi ���
���1 �
 4
��� @i ∈ EA� 6�
 ���� ��� ���� ��� Xi ��� "�������
D
!�
���"�!
� E(Xr+1) =: ν ��1�� 5� ���
 8���� ������� �� 
������� Xi @i /∈ EA�
!�1� !�
 ������� ���� ��� Xi 1������ ��� "�������� �1
 ��� ν �
�������
D
!�
���"�!
� μ := E(Xr) 1,!� μ := E(Xr+s+1) 1���,��

HA+ D� "�1� *���� r, s ∈ N� r < s� �� ���� X1
d
= . . .

d
= Xr

d
= Xs+1

d
= . . .

d
= Xn

��� E(Xr) 1,!� E(Xr+s+1) = μ� !��
�� Xr+1
d
= . . .

d
= Xs ��� E(Xr+1) =

ν �= μ�

D�� �����"�� +�
��"� ���� �� <;0���� 1� ��
 ���"
� ,���������"��� 4
��
�� ��������� ��� /
�� �1!�����
 6
� ,� �
!
��� =�� �� ����� 4
��� �����

���1�
� !�
� ��� �� <;0���� 1�1������ 5� �� ���
  
1�� ���
������ /���������
���� Tn ��� Mn ����� ��
������
��"� ���
 M1
�"��" ��
� !�1� Tn �	
 �� ����� ����
�
 D
!�
���"�!
� μ ��1����� ��� "�"�� ���� !��
�� Mn �� �� ����� ���� μ 1�����
���� #
!����" F����
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(�� ��� ����� ���� ���� �� *������"
G9 X ��
 #
�����" Pϑ ��� 5���� ρϑ� ϑ ∈ Θ�
���"�� ��� �G��� ��� �	
 ,!� ���C���� ��"� Θ0 ��� Θ1 ��� Θ0∪Θ1 = Θ �� <;0����
H0 : Jϑ ∈ Θ0K ""� ��  ��
����� H1 : Jϑ ∈ Θ1K ����� �� ���
� �� ���� ����� �

�
�����
%
��
��
 (�#
�����	�)����
��

λ(x) :=
supϑ∈Θ1

ρϑ(x)

supϑ∈Θ0
ρϑ(x)

�� "�� /������������ <��F" �
!��� ��� ����� �� $���������%������� ��1
 ��� /���
���������� ����
� 1
��"� λ(x) ��
�� #
��	0�� ��� ��
 ��
�" !������� �������� h �� ��
������
 ��
� T (x) := h◦λ(x)� ��� ��"� �� ���� ����� ���� �
 $���������%������ �����
��� !������ �� 1,	"���� T (X)� ��� T ��� �� D�"������� λ(x) > λ(x′) ⇒ T (x) > T (x′)�
�	
 ��� /��0
�1�� ��� T (X) ������ �� ,� λ(X) �N������� +���������

D�� +�
����
1
���0
�1�� ��� 0�������
  ��
����� ���
 �
  ����� ���1���"�" ��
�
����
����
 +������� ��� 1�����
 #�
���, ����� ���� !� ���"� 1���
�1�?

!		����" X1, . . . ,Xn ���� ���1���"�" ��� � "���

Xi ∼
{
Nμ,σ2 , ����� i /∈ {k + 1, . . . , k + l}
Nν,σ2 , ����� i ∈ {k + 1, . . . , k + l},

!�1� σ2 > 0 ��� 1����� ��
���"��,� !�
�� <;0���� H0 ���  ��
����� H1 ���� ����

H0? ϑ ∈ Θ0 :=
{
(μ, ν, l, k) ∈ R2 × N2

0

∣∣ μ = ν, l < n, k ≤ n− l
}
�

H1? ϑ ∈ Θ1 :=
{
(μ, ν, l, k) ∈ R2 × N2

0

∣∣ μ �= ν, l < n, k ≤ n− l
}
�

�	
 x = (x1, . . . , xn) ��� �
 �
���"���
� $���������%������ �� ���� ����

λ(x) =

sup
ϑ∈Θ1

(
exp

(
−(2σ2)−1

( k∑
i=1

(xi − μ)2 +

k+l∑
i=k+1

(xi − ν)2 +

n∑
i=k+l+1

(xi − μ)2
)))

sup
ϑ∈Θ0

(
(exp

(
−(2σ2)−1

n∑
i=1

(xi − μ)2
)) .

5� +��� �
 %���
�������  1!�����"
∑m

j=1(yj−m)2 
��
 *���� y1, . . . , ym ��� ���
"������� 6
�m !�
� 1��������� ��
�� ��� %���
������ �����m = m := m−1

∑m
j=1 yj

������
�� ��� �
 L������� sm :=
∑

i = 1m 
"�1� ���� ����� �	
 �� 5�����
 �� ��>����
1�

μ = x := n−1sn.

 ����" 
���� ��� �	
 ��� k, l ��� ��>���� �� 5������� 1�

μ = μ̂k,l := (n− l)−1(sn − sk+l − sk) ��� ν = ν̂k,l := l−1(sk+l − sk).



��� ���������������� ������
����������� �

5����� ��� �
 �
���"���
� $���������%������ λ(x) "����

λ(x) = max
1≤l<n

max
0≤k≤n−l

exp
(
(2σ2)−1

( n∑
i=1

(xi − xn)
2 −

k∑
i=1

(xi − μ̂k,l)
2 +

k+l∑
i=k+1

(xi − ν̂k,l)
2

+

n∑
i=k+l+1

(xi − μ̂k,l)
2
)
,

!�1� "���?

n∑
i=1

(xi − xn)
2 −

k∑
i=1

(xi − μ̂k,l)
2 +

k+l∑
i=k+1

(xi − ν̂k,l)
2 +

n∑
i=k+l+1

(xi − μ̂k,l)
2

=− 2xnsn + 2μ̂k,lsk + 2ν̂k,l(sk+l − sk) + 2μ̂k,l(sn − sk+l) + nx2n − (n− l)μ̂2
k,l − lν̂2k,l

=− n−1s2n + l−1(sk+l − sk)
2 + (n− l)−1(sn − sk+l + sk)

2

=
l · s2n

n(n− l)
+

n · s2k+l

l(n− l)
+

n · s2k
l(n− l)

− 2 · sk+lsn
n− l

+
2 · sksn
n− l

− 2n · sksk+l

l(n− l)

=
l2

n2 s
2
n + s2k+l + s2k − 2l

n sk+lsn + 2l
n sksn − 2sksk+l

l(1− l
n)

=

(∣∣sk+l − sk − lxn
∣∣√

l(1− l
n)

)2

.

5� ���
  ���
��� �	
 l = n ��� k = 0 "���� 0 ���� 
"�1� ���� ,������������

λ(x) = max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

exp

(
1

2σ2

(∣∣sk+l − sk − lxn
∣∣√

l(1− l
n)

)2)
.

��� �
 ��
�" ������� !������� ��������

h : R −→ R, x �−→
√
log(x2σ

2
)


���� ��� �����9����
Mn = h ◦ λ(X1, . . . ,Xn),

���� �
 $���������%������ ��� ������� !������ 1,	"���� Mn�



) ����������

��� ������	�


5� ��
��"��  
1�� ���� ���� �� �
� ���,���� ��������
 ���1���� /������0�>
���?
8�0��� � "�1� ,������� ��� M1
1���� 	1
 "
����"�� ��"����
��������0���"����
8��,0� ��� ������ @���A�  ������9�� !
�� ��
 �� �� !��
����������������
�
������ 8�0���� ,�"
��� ��"���� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
 ��"�	�
� ��� ��

!�����"��� D�"�������� ��
"����� @���A� 5�� 8�0��� ��� ��� �
 5��������� ��� �	
 ��
D>�
�!
����
� �� 8�0��� ' 1�G��"�� <����
���� Ŕh @��'A�
8�0��� � ����� �� �������� D���	�
��" �� �� /��
� �
 *�������
� ��+
 ��
� D� 1�
"���� ��� ��
 ����	�
����� ��
������" �
 ��0���"����� +�
����
� ��� �� ���� �

��	�����+
 @���A ��� ��� ��� �
 ���
������" �
 8���
"�, �� #
�����" @��.A *��
�����"
 ��9� ��� ���� <��0������"�� �� /��
�� ��&��� ��)��' ��� ��.�&� ����� ����
8�0��� ��� 1�G��"� <���!
��,�" �	
 8�0��� ' ,�
 #
�	"��"�
5�� ��,� 8�0��� @8�0��� 'A ��� �� �!�� �� +��,� ��� ������� ��� ��-������� "!���
��� =� 
���  1������� @'��A !
�� �� "
����"��� 8��,0� ��� ���" 0�0���
 +��,
�
 /��
� 
"���
 ��
��
��
 ��������� ��
"������ ��� <��� ��� ������� !� �� �� �

 
1�� ��� H#�$� � ���	��� ��� I @+� �:� 2�A ,�� D�����, ������ !�
� �������9��
��  1������� '�� �� �0,���� 8�
����
 ��!������ !���� � 
�G"������ ��  1������� '�' ��
��;�0������� #
�����" �
 *��������
��1��

a−1n max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

∣∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣∣
��� +�����
�������� �
 D>�
�!
����
� ,� 1
����� 5�� *��������
��1� ���0
����
��
 D�����
�����" ��� M

(γ)
n ��� ������ +�����$��"�� 5
 +��, ��� 8�
����� @+��,

'����'A !�
� � ��� 
�G"����� ,� ,�"�� ����

lim
h→∞

lim sup
n→∞

P

[
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣∣ > δ

]
= 0

��� ∀δ ∈ R+� ���� ���� +���� "
�9
 $��" ��;�0������� ���� D��E��� ��� �� #
�����"
��1�� *������������ "��� ����� ����

P
[
a−1n max

1≤l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ ≤ x
]

n→∞−→ exp
(
−x−α

)
.

*��  1������� ���
  
1�� !
�� !�
 �� $��� '�'�. �� (������� �
 ��;�0��������
#
�����"� ��� Mγ

n ��� T γ
n ����!����



��� ��� ������ ���  ��!�� "� #���	
 ��� $�%������� .

��� �	� ������ ��� ��� �� !�� "����#� 	��

$�%��	����

6�
 "�� �� ���"��� ����� ���� ���� X1,X2, . . . ���1���"�" �������� �
���� 
��
*��������
��1�� ���� ���

an := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X1| > x] ≤ n−1
}
.

5
 +��, ��� ������� ��� ��-������� ��� �� ���"
��" ��� �� 5�00����� '�'��� ����

��  ����" � ���� ���� �	
 ��� γ ≥ 0 ��� h ≥ 1 "���?

P

[
a−1n max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣∣ ≤ x

]
n→∞−→ Φα(x) ∀x ∈ R+. @∗A

5
 �!�� ���
  ����"� ��!� �� ��
1� ,�� D�����, ������� ������ ��� �

/��
� �
 *������"� ��9� ���� �� �����0���� ���
  
1��� 5��
 ����� �� �� ���

+��� ��
, ��
���� !
���

D� 
���� ,������� ���� ���� �� ���� Ŕh ��� ��� ��0���"����� ���� 	1
 Rh\{0} ∪ {∞}
��
,������� �
 �� �����
��
� ���� ����

• �� ��" V ⊂ Rh\{0} "��� ���� �2� �� Ŕh ���� !�� �� �2� �� Rh @�
��� ���
�
 ���������� ��
��A ��� ��� �� �


• �� ��" R "��� ���� 
����� ���0��� ���� !�� � �� ε > 0 "�1� ���

R ⊂
{
x ∈ Ŕh

∣∣ |x| ≥ ε
}
.

*��  ������ �� �!��� ��� @∗A !�
� ��  1������� '�� ��� @��"A (
�,��9

μ := ��lim
n→∞

nPa−1
n X1

[
A ∩R0

]
@��� ŔA �	
 �� 
"���
 ��
��
�� *��������
��1� X ,�� =��> α 1������ @+��, '�����A�
 �� �� ���
������"� *������"
 ��9 �� 8�0��� � @+��, ��:���A 
���� ��� ��� ���

�
�����" ���"��  ����"?

@8�
����
 '����A "
� (Xk)k∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
�� -�% .�	
/ α �
�����
�����
�
�	
� *�������������
� ��� Ŕ0 1��� ���� 	�
 2���
��
�-

n∑
k=1

δa−1
n Xk

d−→
∞∑
k=1

δJk .

1��
� ���	 	�
 Jk ���#�
 
��
� �������3��
� ���#!��-
��
� ��� Ŕ -�% .��
�������%�+ μ0

��� 1����� ���� �� L�������
d−→ ��
1� �� ���!��� 8���
"�, ��� 4����0
�,���

@��� ��� 1�� ��.A� ���� *������"� ��9� ��� 6
�� �� N0 1,������ /��
� ��.�& ���
���
�
���
� �� 8���
"�, �� #
�����" ��� *������"� ��9� ξn ��
�� �� �����������������
8���
"�, 1������
 J ��!
���"��11�����"�K

(
ξn[J1], . . . , ξn[Jk]

)
� k ∈ N� Ji ∈ J �	


���
����� J���K ��� J�����"
���K ��"��;��� J @��� ��' ��� /��
� ��.�&A� ���



: ����������

<��� ���� +��,� �G��� !�
 ���
 �1�"� #�
�����,��"� �� h����������� #�
���� ��
8�
����
� '���� ��!�����? �,����� ej �� 4���� (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)� !�1� �� � �� �

j��� +��� ����� �� "���

N̂n :=

n∑
k=1

δa−1
n (Xk ,...,Xk+h−1)

d−→ N̂ :=

∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i .

D��  �!����" �� +��,� ��� �
 ����"�  11�����" @+��, �����)A ���
� �����9����?

@8�
����
 '���&A &� �
-
���
 �i 	�
 "�%%
 �i :=
∑h

j=i �j� 	��� ����4

Nn :=

n∑
k=1

δa−1
n (Xk,Xk+Xt+1,...,Xk+,...,+Xk+h−1)

d−→ N :=

∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i .

��� ���� D
"1��� ��� � ��� �G"����� �� ��;�0������� #
�����" ���

M≤hn := a−1n max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

∣∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣∣
,� 1
����� <�
,� ��,� ���

Ry1,...,yh :=
{
(x1, . . . , xh) ∈ Rh\{0}

∣∣ |xi| ≤ yi
}
.

5��� ���
P
[
M≤hn < x

]
= P

[
Nn[R

c
x,2γx,...,hγx] = 0

]
,

��� ��� ��
 !��
�  �!����" ��� /��
� ��.�& @���� ��� ���,� ��� �� ���

�������" ���A ��� �!�� �������!��� 
���� ��� �� @0����!��A 8���
"�,

P
[
Nn[R

c
x,2γx,...,hγx] = 0

] n→∞−→ P
[
N [Rc

x,2γx,...,hγx] = 0
]
.

 �� �� ��  1������� ��: ��
"������ D�"�������� ��� 4������O���� 4����0
�,��� ���
�
 ��"��"� 
���"�� �
�����" ��� μ ����� ���� �1�����9��

P
[
N [Rc

x,2γx,...,hγx] = 0
]
= exp

(
−x−α

)
∀x ∈ R+

1
�����
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=� ���� 8�0��� F��� ���� ��� 
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1���  1������� ��� 1�
�������"� ���� ��� ���"���� ��"����
��������0���"����� �"
�2�� D
 ���� P ��� #�
1�

����" ��� �� !��
����������������
������ /�� P ��� M1
1���� 	1
 �� �
!����
��0���"����� �"
�2 ���  ����"� �
�������  ��
����� ���� ���
  1������� �1
 ����
"�� ��� L��������"!
� "���,� !
�� ��� "�1� �� $�
 �� �� �� �� �0��
� 8�0����
�
!����  ����"� ��� �"
�2 �� �G"������ >���� 6�
����� �� �� <���� *� ����
*!�� F��� ���� �� �� �0��
� 8�0���� �� ���� 
������ +���� ���0
���� #
!��
�� ��!� �� ��������� L��������� ��� =��>�
,������ ��� �� +��� �&� 2�� D�� $�

��� #�
1�����" �� �
��� �
 ��"���
������ /�0���"� ��" ����  1������� ���

,������� 	1
�0
��"��
5� �0,���
� @����� ���0����A 0�������� ���� !
�� ��  1������� ��� 1������ ���
1���� �� ��0���"���� (
�����" �
 �	
 8�0��� � 
������ ��9
����
+����9���� !
�� !�
 ��  1������� ��' ��� �� 8�0��� ' 1�G��"��� �" ��� Rh �
!�����
���� @ŔhA ���	�
�� �
 ��  �!����" �
 !��
����������������
������  ����"� ���
8�0��� � �� 8�0��� ' 
�G"����� !�
�� 5� ��  ����"� ����  1�������� 
�� �� 8�0��� '
 �!����" F���� 
���� � ���� ���� ��� ���� 8�0��� ���� 8�0��� � �
�
��� ,� ������

��� &�'���
��#�� �	��(�
�)�

=� ����  1������� !
�� !�
 �� ���"���
� �	
 �� 8�0��� � ��� ' 
������ �"
���
� ���  ����"� �
 ��"����
������ /�0���"� ,������,��
�"�� 5�� !
�� ����
,������� �	
 �� %
�����
� ���% Rn 1����� ��� ��� 1���� �� (
�����" �
 �����
#
���������"� 	1
 ��"����
����� /�0���"�� *�� ���� 8�0���� ��� � ��
 ����� ���
� ���"����  ����"� �G"������ >��� ��
,������� �� �� �� �� �0��
� �!��� ��
"��� M1
0
	���" �
 #�
�����,��"� ,� 
�����
��
 �� ���� (
��� !
�� !�
 �� ���� 8�0��� ��� �� ����� �!�� �
,������ 5�
	1
"��"�� �!�� ���� �1
 �	
 "!G������ 
��� ��
, ��� F��� ���� �� �� ����� ���
�	�
��� �	��
� 	1
 ��"����
����� /�0���"� @,�� ���0�� H%����	����� &''�IA�
�� ���"
� ��� ���0��,�
�
� �!��� !
� ��� �� C�� ���� ��� >0��,�� +���� �� �

�������
���
 �
!����



�� � #������
������	
�&�����	
� '���������

������ ����	
��		��� ��� ������� ������

 �� /�0���"� 1"���� ��� �� �"
�2� �
 56
��
�� ��� �
 7%�
���� @��
 8������
�����A� 5� ��"��"������� �
 B2���� ���� ��� �� "
����"�� #
���"���
��"
�� B2�����1"
�2� ��� �� 1
��� 1������ %
�����
� ���%
� ���"����� !
��� ���
��

 <��� ����� ���� �
 �"
�2 �
 ��"1��" ��
������
�� �
 !��
�� ��� 8��,0� �

L�� ��� �
 �
���# �1��00�� ��� ����� ��� ��� !������� 
��,�
�� D�� �����
��"��"
���
 ��
������"�!�� 1���� ��
��� ���� � ����� ��
 ���� "�1�� ��� ��� ���� "�
 ���
��
�� �F��
� ��9� ����
� ���� ����� ����� ��� ��� �� D>����, ��
 0������
��
�� ����� ��� !��
� ����� ����� =� ���� ����� 1��1� ���  ����"� �
 /�0��
��"� ��!��1�
 ��� ��� 
�0�
� ���� �	���� ��� ���G��" D>����,1!���
6�
 !
�� B2���� ��� *�"�G
�"��� ,�� ��"��;��� ��
 /�0���"� P !��� �����
�� +������" ���
 �2�� ��"� !�
� P �F��
�� D�� /�0���"� ��� ��1� �� /�����
" �
 4���,��" ��� ������ �� �
�  >���� "
��� !�
�? +� ������ �� "�����
���� ��� �� �
 ��"� �� ��� �1"�������� 1,	"���� ��������
 @���� 	1
�1,���1�

A
#
���"��"� ��� �� ��� �1"�������� 1,	"���� ������
 +������1�����"��  �� ���� �
�
 >���� ���� ��� �����9���� ��� (1��� �
 ��"����
������ /�0���"� 

������ *�
���� !�����"��� +�	�,0���
� "�G
� ���"�� �"
�2?

@�A �� B2���� ���  1"����������� ��� �� �" ��� ���� �
1����� �"
�2 ��
 1��������� �� =��
� ��� �� ������

@�A �� 8��0�������

@'A �� 5������� ��� +0�
�1�������

@&A �� +���"��� ��� <��G���
0���

��� ���� ���� �� ���� +��� �� /�0���"� ���  ����"�� ,� ��
 σ�'��
��� ��� �� �2��
��"� ��� D���0
����" �
 %
�����
� �
��
� ��
������ /�0���"�� ���� �1
 ���� ���
�������
 ������

 +�
����
 ��� �� B2���� ��
 ��" ��� �	
 "!G������ �������
������
 �������1�
 ��� ��
 ���1�
���� =� ("�,�" ���� /�0���"�� �1
 ���� !��"

J
�1���KQ ��� <��,��	"� ��� ��,��� 4����� ,�� ���0�� !�
� �� ���� ����� �

D��E��� ��� �� B2���� ��
 ��" ��� ��� ��
 @��
��A���1�
��� ��1��

����� �������	
	� 6�
 1,����� �� ���	���	�� ��
 ��" X ���

P(X) := {A|A ⊂ X} .

����� ���	���	 �������� ���������� ��
�� D�� ������ �
� X ��� ��
��"��;��� T ⊂ P(X) ��� ���"��� D�"��������?

@/�A Vj ∈ T ∀j ∈ J ⇒
⋃

j∈J Vj ∈ T

@/�A n ∈ N, V1, . . . , Vn ∈ T ⇒
⋂n

j=1 Vj ∈ T

@/'A ∅ ∈ T , X ∈ T

D�� /�0� (X,T ) ��� ��� ���� X ��� ��
 /�0���"� T ��� X ��9� ����������
��
��



��� &�����	
� '����(����)� ��

R������ !� 1� σ� �"1
� ��� � �	�,����� 1������� �� /�0���"� ������" ����"���
��"��;��� ��,��	�
�� 5�� ���� �� ��"����� ����� ��� +�11����� <�
1� ���� ��
+�11���� ��� �� &�-
��
�	
��$��
% ��� �
 ��9���
� �
"����� !
��� ��� "��� !�
1� ���� �"� �� 1��1�"� ��"��;��� ���
 �� ������" /�0���"� ���� �� �� ��1��
��� /����" �������

����� ���	���	 ������� �
  ����� D�� ��"��;��� B ⊂ T ��9� ����� ��	�� �!
����� T ��� S� �����?

V ∈ T ⇒ V =
⋃

B∈B, B⊂V
B .

��� ��"� ����� ���� B �� /�0���"� T 
,�"�� D�� ��"��;��� S ⊂ T ��9� �
  ����
��
 /�0���"� T � �����

BS := {W1 ∩ . . . ∩Wn|Wi ∈ D, n ∈ N} ∪ {X}

�� ����� ��� T ���� 5�� ��"��;��� BS ���� ��� ���� �� ��� S 
,�"� ����� ���
T �� ��� ��� S 
,�"� /�0���"��

����" ���� &� �
� X 
��
 �
��
���
 �
��
 ��	 B ⊂ P(X) 
�� �
��
��$��
% %�� 	
� &��
��
�����
�

��� X =
⋃

B∈B B ��	

��� ,9� ���
 B′, B′′ ∈ B ��	 x ∈ B′ ∩B′′ ���� 
� 
�� B ∈ B %�� x ∈ B ⊂ B′ ∩B′′0

1��� ��� 	�� �
��
��$��
%

T :=
{
V ∈ P(X)

∣∣ ∀x ∈ V ∃B ∈ B : x ∈ B ⊂ V
}


��
 :�!�����
 ��� X %�� ����� B0 .�� S ⊂ P(X) 
�� �
��
���
� �
��
��$��
% ��� X� �� ���
	�
 ��� S 
�-
���
 ����� BS ���;
�	�� 	�
 &��
������
� ��� ��	 ��� ��	 
�-
��� ��� 	�
�

<
��
 
�
������ 
��
 :�!�����
0

����# ���	���	 �$�	� 
	% � ���������	� &�	��� 5� D���� V ��
 /�0��"�
T ��� X ��9� $�	� ��"� @1,"�� T A� D�� ��" W ��9� � ���������	� ����� W c

�2� ���� =�� ���
� !��� /�0���"� ,� ��
 ��" X "�G
�� �� �0
���� ��� ���� ���
JB2����T 1"����������� �� XK ������� J1,	"���� T K�

����' (���� .� ��!�������
� ���%
� ��� 	�
 
�	���
 �
�
������� ���
������
�
� �
��
�
���
������
�� 	
� ��
�	���
 "����� 
�
������0



�� � #������
������	
�&�����	
� '���������

��� <��� �� �"
�2� �
 B2���� �G��� !�
 ��� �� �1��
���� �"
�2 �
 ��"1��"
��� �
 ��"1��"�1���� �F��
�� 5�� �"
�2 !��
�� !
�� 1� �
 5F������ �����
"
  11�����"� ��� JL�� 
������K ��������� �� !�����" ���� �0���� 5�
	1
 ������
����� �
 �"
�2 �
 ��"1��"�1����� ������� !� �
 �"
�2 �
 ����� ��
 +�11����� /�0��
��"�� ��� ���
���������� ���� ��� "���� ��
 �
������ ,� �����F,�
��

����) ���	���	 �*��� 
	�� *��� 
	�� ����� D� �� (X,T ) �� ��0���"����

����� �	
 ��� 4���� x ∈ X ��9� �� ��" U ⊂ X *��� 
	� ��� x @1,	"����
T A� ����� � �� �2� ��" V ∈ T ��� x ∈ V ⊂ U "�1�� D�� ��"��;��� U(x) ⊂ P(X)
��� ��"1��"� ��� x 1,	"���� T ��9� *��� 
	�� ���� ��� x 1,	"���� T � ����� �	

C� ��"1��" U ��� x @1,	"���� T A �� ��"1��" U ′ ∈ U(x) ��� x @1,	"���� T A >���
��
� ��� U ′ ⊂ U �
������ ���� �� ��"� ��
 ��"1��"�1����� ���
� ��� 1� ���� ��
 +�11���� �����
���!���" �2� ��� �	����

5� ���� �� ��0���"����� ����� @���
� ��� �� ,���%
�����
� ���%
�A ��  ��"���� �����
,!� �
������ 4���� �� �� +��� ��������
 J�
���K ������ ���� �� ��������

���C���� ��"1��"� 1���,�� �� �
�
��" D�"������� ���
���"� ��
 !	������!
� ����
�	�
� !�
 ,������� �� �"
�2 �� <�����
2������ ��?

����+ ���	���	 �,�
�%�$!��
�� D�� ��0���"����
 ���� (X,T ) ��9� ,�
�%�$!
��
�� ����� � �	
 ��� 4��
 ��� ,!� 4����� x, y ∈ X, x �= y ���C���� ��"1��"� U
��� x ��� V ��� y "�1��

����- (���� .� 
��
% ��!�������
� ���% (X,T ) ��� 
�� �
��
��$��
% B ⊂ T �
��� 	���

��
 ����� 	
� :�!�����
 T � ;
�� ����4

,9� ���
 x ∈ X ��	 �9� =
	
 �6
�
� 7%�
���� U ��� x 
/����
�� 
�� B ∈ B %��4
x ∈ B ⊂ U 0

�����. �����/
	� =�� (X,T ) �� ��0���"����
 ���� ��� B �� ����� ��� T � �� ��� U(x) :={
B ∈ B

∣∣ x ∈ B
}
�� ��"1��"�1���� ��� x ∈ X�

5� �	
 ��� �� ���
  
1�� !�����"� /�0���"�� !
�� �� %
�����
����
� /�0���"�� ����
5�� ���� ����� /�0���"��� �� ��� ��� ��
 ��
�� "!���� ����?



��� &�����	
� '����(����)� �'

������ ���	���	 �ε!*��� 
	�� &�������� ��/���� D� �� d �� ��
�� ��� X ���
x0 ∈ X� 5��� ���� !�
 �	
 ε > 0

Kε(x0) := {x ∈ X|d(x, x0) < ε}

�� ε!*��� 
	� ��� @��
 �� ε!0
��� ��A x0 � 6�
 1,����� �� ��� �
 �����

{Kε(x)|x ∈ X, ε > 0}


,�"� /�0���"� ��� X ��� T (d)� D�� ��0���"����
 ���� (X,T ) ��9� ��������� ���
����� � �� ��
�� d ��� X "�1�� �� ���� T = T (d) ����

������ ���� .�� (X,T (d)) 
�� %
�����
� ���%� �� ����4

&��
 �
��
 V ⊂ X ��� �
��� 	��� �6
�� ;
�� 
� �9� =
	
� ���#� x ∈ V 
��
ε > 0 ����� �� 	��� Kε(x) ⊂ V ���0

��(��0 5
 +��, ���"� ����
� ��� $��� ����3 ��� �
 ��
�
�"� +���

������ �������	
	� =� ��� ��
����� ���� (X,T (d)) �
!��� !�
 ���"�� ���������
+��
�1!���?

d(a,B) := inf
{
d(a, b)

∣∣ b ∈ B
}

d(A,B) := inf
{
d(a, b)

∣∣ a ∈ A, b ∈ B
}

d(A) := sup
{
d(a, a′)

∣∣ a, a′ ∈ A
}
.

�	
 1��1�"� n ∈ N 1,����� !�
 �� ��� d2 1,!� ‖ • ‖2 �� ��������� ��
��

d2 : R
n × Rn −→ R+

0 , (x, y) �−→
√∑n

i=1
(xi − yi)2

1,!� ��
 ,�"�G
�" L�
�

‖ • ‖2 : Rh −→ R+
0 , x �−→ d2(x, 0)

��� �� Rn� ��� 1����� ���� ��� ��� ������ L������������1
���� ��
������ 5� 5����
���� !�
� �1
 ���
 ��� �� *���������" 
��������� ����

�����" (���� .�� T (d) 	�
 ��� 	
� �
���# d 
�-
���
 :�!�����
 ��� X� �� ��� �9� x ∈ X{
Kn−1(x)

∣∣ n ∈ N
}


��
 ���-������
� 7%�
���������� ��� x �
-9���� T (d)0



�& � #������
������	
�&�����	
� '���������

�����# �������	
	� �1 ����
��� 2		����� ��	%� =� ��� ��0���"����� ���� (X,T )
��� ��
 /����" A ∈ X �
!��� !�
 ���"�� �,������"�?

A :=
⋂

W⊃A, W c∈T
W

A◦ :=
⋃

V⊂A, V ∈T
V

∂A := A\A◦

6�
 ���� A �� 1 ����
��� A◦ ��� 2		��� ��� ∂A �� ��	% ���  � 5
  1�������
��
 ��" A ,
����� ���� �� �� ���� ∂A ��� ��� =��
 A◦� 6�
 ���� x ∈ A\{x}
,3
�
	���
	/�� x ∈ ∂A ��	%�
	/� ��� y ∈ A◦ �		���	 �
	/��

�����' �����/
	� 5
  1�������A ��� �
 ���� ∂A ��
 ��" A ���� �1"��������� ��

=��
� A◦ �2�� D�� ��" ��� "��� ���� �1"��������� !�� C�
 ��

 <�����"�0����
�� �
 ��" ��1�� ��"� ��� "��� ���� �2�� !�� C�
 ��

 4���� �� ���

 4����
����  �� �� 	
 ������3��
� �
�
�� ���� ��� �1����� ���� !��
��� "���

A◦ = (Ac)c.

�����) (���� .� 
��
% �
��
���
� ��!�������
� ���% ����4

��� ∂(A ∩B) ⊂ ∂A ∪ ∂B �

��� ∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B�

�>� ∂(Ac) = ∂(A) �

��� ∂(B\A) ⊂ ∂A ∪ ∂B 0

��(��0 ��� ��� ���"� ��� ���� �>� ��� �� 	
 ������3��
� �
�
��� ��� ���"� ��� ��� ��� �>��

*� �>�? ∂A = A\A◦ ��� A◦ = (Ac)c� ���� ∂A = A ∩ (Ac) = ∂(Ac) ��� +;���
�"
	��
���
*� ���? ∂(A ∪ B) = (A ∪B)\(A ∪ B)◦ = (A ∪B) ∩ (A ∪B)c ⊂ (A ∪ B) ∩ Ac ∩ Bc =

(A ∩Ac ∩Bc) ∪ (B ∩Ac ∩Bc) ⊂ (A ∩Ac) ∪ (B ∩Bc)
������
= ∂A ∪ ∂B.

*�� ������� ��"��" ��� ��0���"����� ��"� 1�
����� !�
 ��� ,!� !�����" 7��
���
�
���
��"� �2�
 1,����"�!�� �1"��������
 ��"�?

�����+ ���� .� 
��
% ��!�������
� ���% (X,T ) ���� �9� 
��
 �
��
 A ∈ X4

��� x ∈ A �
��� 	���� ;
�� �9� ���
 7%�
����
� U ��� / A ∩ U �= ∅ ���0

��� x ∈ A◦ �
��� 	���� ;
�� 
� 
��
 �6
�
 �
��
 V ∈ T ���� %�� x ∈ V ⊆ A0

�>� x ∈ ∂A �
��� 	���� ;
�� �9� =
	
 7%�
���� U ��� x A ∩ U �= ∅ ��	 Ac ∩ U �= ∅ ���0



��� &�����	
� '����(����)� ��

��(��0 ���4 J⇒K? +� x ∈ X�  �"������ � "�1� �� ��"1��" U ∩ A = ∅� ���� "�1
� ���� �� �2� ��" V ⊂ U ��� x ∈ V ⊂ Ac� 5����� !�
 A ⊂ V c = V c ��� �����
x /∈ A�
J⇐K? +� x /∈ A� ���� "�1� � ���� 5F������ ��� A �� �1"�������� ��" W ⊃ A ���
x ∈W c� 5��
 ��� W c �� @�2�A ��"1��" ��� x ��� W c ∩A = ∅�

���4 L��� 5F������ ��� x ∈ A◦ "��� ����� !�� � �� �2� ��" # ��� x ∈ V ���
V ⊂ A "�1�� 5�� ��� "��� �� ����0���"�

�>�4 5� ∂A = A\A◦ ���� ����� ���� ��� D�"������� ����� ��� ��� ��� ��� �1�����

�����- (���� .� 
��
% %
�����
� ���% (X,T (d)) ����4

��� Kδ(x)
◦ =

{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) < δ
}
�

��� Kδ(x) ⊂
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ δ
}
�

�>� ∂Kδ(x) ⊂
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) = δ
}
0

��(��0 ���? Kδ(x) ��� �� D���� �
 ����� ��� T (d) ��� ����� �2��

���? 6�� z ∈
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ δ
}c
���� �� ��� d(z, x) > δ� Kδ−d(x,z)(z) ��� �� �2�

��"1��" ��� z� �	
 y ∈ Kδ−d(x,z)(z) "���

d(x, y) ≥ d(x, z) − d(y, z) > d(x, z) − (δ + d(x, z)) = δ,

���� ��� Kδ−d(x,z) ⊂
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ δ
}c
� ��� ����� ���

{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ δ
}c
�2�

@��� ��
���" �����) ��� �
 ��
�
�"� +��A� 5����� ���
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ δ
}
��

�1"�������� ��"� �� Kδ(x) ��� /����" ��� ����� ���� ��
�  1������� �������

�>�? ∂Kδ(x) = Kδ(x)\Kδ(x)
◦

������ ���� ��� �1�"� $��� ���"�� ���� �!� Q �
��� ��� �
 ���������� ��
��
d2(x, y) := |x − y| 1��1�" ��� ��"� ������� �� "����,���" �2� ��� �1"��������
��
 �N������� ��1
���� ����� 5�� ���� ,�� ���0�� ��� 8�"�� Kδ(x) ��� x ∈ Q ���
δ ∈ R\Q�



�) � #������
������	
�&�����	
� '���������

�������� ������

<��F" 1�
����� ��� :
�����%
 ��� ��0���"����� ������ 5�� ���� /����"� ��� ��
�
 ��� �� ,�"
�����"��� ��0���"����� ���� ����,�
�� /�0���"�� 5�1� J
1�K �

/��
��� ��� ��0���"���� +�
����
 �� ��
� �
 ��"������ �
�����
� ��
 ������
���!
�����

�����. ���	���	 
	% ���� �������4� ������� D� �� (X,T ) �� ��0���"����
 �����
=�� A ⊂ X� �� ��� ��� ��"��;���

T|A := {V ∩A|V ∈ T }

�� /�0���"� ��� A� 6�
 ���� T|A �� ������4� ������ ��
 ������
�������
��� (X,T ) ��� A� 5
 ��0���"���� ���� (A,T|A) ��9� ���� ������
� ��� (X,T )�

@+�� H%����	����� &''�I +� '.�A

D�� "��, ��� !�����"
 ��0���"���� D�"�������� �� /��
���� ���� ��
�� �������
�
 	1
"�
���� /�0���"� 1!��� !
��� 5�� ���"�� $��� ,���� ���" �
�
��"
D�"�������� ����

������ (���� "
� (X,T ) 
�� ��!�������
� ���% A ⊂ X ��	 a ∈ A0 1��� �
��
� ����
�	

'�����
�4

��� V ⊂ A ��� �6
� �� A ⇔ V = A ∩W �9� 
��
 �� X �6
�
 �
��
 W 0

��� B ⊂ A ��� ���
������
� �� A ⇔ B = A ∩C �9� 
��
 �� X ���
������
�
 �
��
 C0

�>� .�� B 
��
 ����� ��� T � �� ��� B|A :=
{
A ∩B

∣∣ B ∈ B} 
��
 ����� ��� T|A0

��� ?�� T 
��
 ��-������
 ������ �� ��� ��� T|A 
��
 ��-������
 �����0

�@� U ⊂ A ��� 
��
 7%�
���� ��� a �� A ⇔ U = A ∩ V �9� 
��
 7%�
���� V ��� a �� X0

�A� .�� U 
��
 7%�
���������� ��� a �
-9���� T � �� ��� U|A :=
{
A ∩ U

∣∣ U ∈ U
}


��

7%�
���������� ��� a0

�B� ?�� a 
��
 ��-������
 7%�
���������� �
-9���� T � �� ��� a ��� 
��
 ��-������
 7%�
�
���������� �
-9���� T|A0

�C� X ��� 
�� ?���	��6����% ⇒ A ��� 
�� ?���	��6����%0

��� .�� A ⊂ X �6
� �� X ��	 V ⊂ A� �� ��� �
��� 	��� V �6
� �� A� ;
�� V �6
� �� X
���0

��D� .�� A ⊂ X ���
������
� �� X ��	 V ⊂ A� �� ��� �
��� 	��� V ���
������
� �� A�
;
�� V ���
������
� �� X ���0
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=� ���"���� /�0���"����� ����� ��� ��� ��� ��
�� ��� �� ��� �
  ���;��� 1�����
� 5F������ 1���
����
 ��"� ��� ��"� ��� 1���
����� ��
�" ���� ����� 1
����1�
�
6�
 
��,� �� �"
�2 �
 ����
������� ���
 ��
�� �� �"
�2 �
 
������ 8��0����
���� !���
 �� ��
����� ���� !��
 ��� �
 ����
������� �������� ����
5� �"
�2 �
 
������ 8��0������ ��"� �
 �"
�2 �
 8��0������ ,�"
���� 8��0���
��"� ���� ��� ��0���"����� +����0���� ��� �� "!���
 6�� ����� D� ���� �� ��"��
��� !�� ��� �� ��� 1��1�" @���� 	1
�1,���1�
A ���� �2�� ��"� 	1
����� ����
��� ������ ���� ���
 ��"� ��� M1
�����" ���������
5�� D�"�������� !�
� ���1����
 �� 8���>� ����"
  11�����"� ��� =��
�� ���� ��
!�
 ��� !
��� ���� ����
 @
�����A ���0���
 ��"� ���
 ����"�  11�����"� ��1

!��
 @
�����A ���0��� ����� ���� ���� ��0���"���� J����K ��"� !��
 ��� 1������
�1"1���� !
���
5�
	1
 ������ !
�� ���0��� ��� 
����� ���0��� ��"� �0��
 1� �
 ��0���"�����
8���
"�, ��� ���"� �� �	�,���� ���� �0����

������ ���	���	 �0���/������ D�� ��" K �� ��� <�����
2����� (X,T ) ��9�
/���/�� ����� "���?

K ⊂
⋃
j∈J

Vj ��	 Vj ∈ T �9� ���
 j ∈ J ⇒ ∃n ∈ N ��	 j1, . . . , jn ∈ J : K ⊂
n⋃

k=1

Vjk

8��0������ ��� �"������ ��� D�"������� ��
 ��" J�� ��� ��0���"����� ����K� !�
,��� B2����� ����
� �����
 �� D�"������� ��� ��0���"����� @/���A����� J�� ����K�
D�� ��" ���� �!� ,!�
 �2� �� ��� /��
��� X ′ ⊂ X� �1
 ,�"���� ����� �2� �� X
���� 8��0������ �� ��� /��
���� 1,	"���� �
 	1
"�
���� ��� 
������ /�0���"�
���� C���� �N�������?

������ ���� .� 
��
% ?���	��6����% (X,T ) ��� :
��%
��
 A �
��� 	��� #�%!�#�� ;
��
	
� :
�����% A %�� 	
� �
�����
� :�!�����
 T|A ��� X ��� A #�%!�#� ���0

5� <�����
2 D�"������� �� ,�"
��� ��"��� ����� !�
� �� �
 $��
���
 ,!�
 ���F"�
�1
 ����� ���
 "��
�
� @�� ,��� 1� H%����	����� &''�IA� �	
 ���
 ��
������"�
���� C���� ��
 <�����
2����� ��� =��
��� ���
 �
!��� !�
 �� �"
� 8����0�
�����1"
�2� B�� �� <�����
2 D�"������� !�
 ,�� ���0�� ��� ���"�� $��� �����
!��
?

�����" (���� 2�%!�#�
 �
��
� ���	 ���
������
�0

@+�� H%����	����� &''�I +���.�A



�: � #������
������	
�&�����	
� '���������

�����# ���	���	 �������4� 0���/������ 6�
 ���� �� ��" R �� ���
<�����
2����� (X,T ) ������4 /���/�� ����� ��
  1������� R ���0��� ����

�����' ���� .� 
��
% ?���	��6����% (X,T ) ��� 
��
 :
��%
��
 A 
��
� #�%!�#�
� �
��

K �
��� 	��� #�%!�#�� ;
�� ��
 ���
������
� ���0 &��
 �
��
 R ⊂ X ��� ���� �
��� 	���
�
����� #�%!�#�� ;
�� 
� 
��
 #�%!�#�
 �
��
 K %�� R ⊂ K ����0

@+�� H%����	����� &''�I +���.�A

�����) ���	���	 D�� <�����
2����� (X,T ) ��9� �/�� /���/�� ����� C�
 4���� x
�� X �� ���0��� ��"1��" Kx ⊂ E 1���,��

��� ������������������ ������

D�� ����� ���0���
 ��0���"����
 ���� ���� ���� <��,��	"� ��� ��,��� 4����� �
�
�
J��0���"���
�K !
��� ���� �
 �� �������� ���� ���0��� ��� ��� �� ,�"
��� ��"���
���� ��� �2�� /��
��� ������� 5� �� "!����� ���� ���� ��� �� '�
/��	��6� �	
�
&��!��#��2�%!�#��E-�
�����

�����+ ���	���	 
	% ���� �1��5�	%�$!0���/�������
	�� D� �� (X,T ) �� �����
���0���
 ����� ���0���
 ����� D� �� X̂ := X ∪ {p∞} ���

K :=
{
X̂\K

∣∣ K ��� #�%!�#� �� X
}

T̂ := T ∪ K.

5��� ��� T̂ �� /�0���"� ��� X̂ � 6�
 ���� (X̂, T̂ ) �� 1��5�	%�$! ��
 6�	�
	/�!
0���/�������
	� ��� (X,T )�

@+�� H%����	����� &''�I +� ����A



��� &�����	
� '����(����)� �3

�����- ���� �
���
� 	��� �9� 
��
� ��#�� #�%!�#�
�� ���� #�%!�#�
� ���% (X,T ) %��
'�
/��	��6�2�%!�#��E-�
���� (X̂, T̂ ) ����4

��� X ��� 
�� ?���	��6����%

��� X ��� �6
� �� X̂�

�>� T ��	 K ���	 	��=��#��

��� (X,T ) ��� 
�� :
�����% ��� (X̂, T̂ )� 	0�0 T ��� 	�
 �
�����
 :�!�����
 ��� (X̂, T̂ ) ��� X�

�@� X̂ ��� #�%!�#��

�A� 	
� '������� X ��� X �� X̂ ��� ��
�� X̂0

��(��0 *� ���? 6�
 �	��� ����!���� ���� ,!� �
������ 4���� x, y ∈ X̂ ���C����
��"1��"� 1���,�� 5
 ���� x, y ∈ X ���"� ����
� ��
���� ���� X �� <�����
2����� ����
+� ���� x ∈ X ��� y ∈ X̂\X� ���� y = p∞� 5� X ����� ���0��� ���� "�1� � �� ���0���
��"1��" K ��� x� L��� 5F������ ��� (X̂, T̂ ) ��� X̂\K � p∞ �2�� ���� �� ��"1��"
��� p∞�
��� ��� �>� ���"� ����
� ��� �
 8����
������ �
  �>���
�2�8��0����F,�
��"� ��� ���"�
��
���� ���� �� �� X ���0��� ��" K ���� �1"��������� ���� X\K �2� �� X ����
6�
 X �= X̂ � �� �	��� X = X ���� L��� �@� !�
 X ���� �1
 ���� ���0���� !�� ���
6��
�0
��� ,� �� #�
�����,��"� �� +��,� ��
������ ���� "��� �A�� ���1� ���� ��
 ����
�@� ,� ,�"�? +� J �� 1��1�" ��"� Vj �	
 ��� j ∈ J �2� �� X̂ ���

X̂ =
⋃
j∈J

Vj,

���� "�1� � �� Vj0 ��� j0 ∈ J � �� ���� p∞ ∈ Vj0 � 5� Vj0 �2� �� X̂ ���� ���� Vj0 ∈ K ����
���� � "�1� �� �� X ���0��� ��" K ��� Vj0 = X\K� 5� K ⊂ X ���� "���

K =
⋃
j∈J

Vj ∩X.

5� Vj ∩X ���� ���� �>� �2� �� X� ���� "�1� � j1, . . . , jn ∈ J � �� ����

X̂ = Vj0 ∪K = Vj0 ∪
n⋃

i=1

Vji

���� 5����� ��� X̂ ���0����



�� � #������
������	
�&�����	
� '���������

!���������

5
 �"
�2 �
 "�
���#
�� ��
������
� ��� 8��,0� �
 JL�� 
�������K  11�����"� ����
�� ����� ��
����� ��0���"����� �����Q �� ������ ����� ����� �� ��� ��� 8��,0� ���
JL��K ��
�� �� ��"1��"� 1������ !�
�� =� ���� +��� ���� �� ��
���
� '����	���
�
���� �� ��
����

������ 8���� ��� ��������� ��� ���� �����
� �� ��� ��������
#
������� ,� �� /�0���"�� !� �� ���1�
�  11�����"� ,� �� σ� �"1
�� 6�
 !
��
���� ���� +���"��� ��� �����"���� 6�� ���
���
���
� !
�� ����� 5� 0�0���
��
7��
���
���
��" C����� ���
 J5����D0��������K ��� ����
����?

J�
1���
 �2�
 ��"� ���� �2�UK

�����. ���	���	 �������/���� +�� (X,T1) ��� (Y,T2) ��0���"���� ���� ��� x ∈ X�
D��  11�����" f : X −→ Y ��9� ������ �� x� ����� "���?

�	
 C� ��"1��" V ��� f(x) "�1� � �� ��"1��" U ��� x ��� f(U) ⊂ V �

f ��9� ������ ��� "��, X� ����� f �� C�� 4���� x ∈ X ����" ����

������ (���� ,9� 
��
 ��
���
 '����	��� f : X −→ Y -;���
� ��!�������
� ���%
�
(X,T1) ��	 (Y,T2) ����

∂f−1(B) ⊂ f−1(∂B) �9� ���
 B ⊂ Y.

��(��0 +� x ∈ ∂f−1(B) ��� V �� ��"1��" ��� f(x)� ���� "�1� � ���� 5F������ ��
��"1��" U ��� x ��� f(U) ⊂ V � 5� x ∈ ∂f−1(B) "�1� � a ∈ f−1(B) b ∈ f−1(B)c ���
a, b ∈ U @��� +��, �����: ��� +�� �&A� 5����� ���� f(a), f(b) ∈ V ��� � "��� f(a) ∈ B�
f(b) ∈ Bc� 5� V 1��1�" "!���� !�
� "��� ���� f(x) ∈ ∂B ��� ���
 x ∈ f−1(∂B)�

������ ���� &� �
�
� (X,T1), (Y,T2) ��	 (Z,T3) ��!�������
 ���%
0 "��	 f : X −→ Y ��	
g : Y −→ Z ��
���� �� ��� ��� g ◦ f : X −→ Z ��
���0

������ ���� �������	��
�
������ ��� �	�	
��
	� "
�
� (X,T1) ��	 (Y,T2) ��!�������

���%
 ��	 f : X −→ Y 
��
 '����	���0 &� ���	 ����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� f ��� ��
��� ��� G�

��� f−1(V ) ��� �6
� �� X� ����� V �6
� �� Y ����

�>� f−1(W ) ��� ���
������
� �� X� ����� W ���
������
� �� Y ����

��� f(A) ⊂ f(A)�



��� &�����	
� '����(����)� ��

�@� &� ���� 
��
 "������� S 	
� :�!�����
 T2 %�� f−1(S) ∈ T1 �9� ���
 S ∈ S0

@+�� H%����	����� &''�I +�'��A

�����" ���� &� �
�
� (X,T1) ��	 (Y,T2) ��!�������
 ���%
 ��	 f : X −→ Y 
��
 ��
���

'����	���0 "��	 A ⊂ X ��	 f(A) ⊂ B ⊂ Y %�� 	
� �
�����
� :�!�����
� ��� (X,T1) ��� A
�-;0 (Y,T2) ��� B �
��
�
�� �� ���	 ��� ����
�	
 '����	���
� ��
���4

f|A : A −→ Y, a �−→ f(a)

f→B : X −→ B, x �−→ f(x)
f|A→B : A −→ B, a �−→ f(a).

��(��0 ���? +� V �2� �� Y � 5� f−1|A (V ) = A ∩ f−1(V ) ��� ��� f−1(V ) ���� #�
������

,��" �2� ���� ��� ���� 5F������ �
 
������ /�0���"� @5F������ ������ ��� +�� �)A ����
f−1|A (V ) = A ∩ f−1(V ) �2��

���? +� V �2� �� B� 5��� "�1� � �� �� Y �2� ��" W ⊂ Y ��� V = B ∩ W �
6��
��� "��� f−1→B(V ) = f−1→B(B ∩W ) = f−1→B(W )� ��� ���� #�
�����,��" ��� f(A) ⊂ B�
5� f−1→B(W ) �2� ���� ��� f→B ����"�

�>�? ���"�� ���� ��� ,�
�� ��� ��� ���� ��� ��!����

�����# ���� .�� f : X −→ Y 
��
 ��
���
 '����	��� -;���
� 	
� ��!�������
� ���%
�
(X,T1) ��	 (Y,T2)� �� ��� 	�� ���	 f(K) 
��
� #�%!�#�
� �
��
 K ⊂ X #�%!�#� �� Y 0

@+�� H%����	����� &''�I +���:�A

��(��0 =�� J �� 1��1�" ��" ��� Vj �2� �	
 C�� j ∈ J � �� ����⋃
j∈J

Vj ⊃ f(K)

�� �2� M1
�����" ��� K ���� �� ���� �� f−1(Vj) �2� ��� �����⋃
j∈J

f−1(Vj) ⊃ f ′−1(f(K)) ⊃ K

�� �2� M1
�����" ��� K� 5����� "�1� � �� n ∈ N ��� j1, . . . , jn ∈ J � �� ����

n⋃
i=1

f−1(Vji) ⊃ f−1(f(K)) ⊃ K

��� ����� ���
n⋃

i=1

Vji ⊃ f
( n⋃
i=1

f−1(Vji)
)
⊃ f(K)

�� ������ /��	1
�����" ��� f(K)�



�� � #������
������	
�&�����	
� '���������

�����' 0����� .�� f : X −→ Y 
��
 ��
���
 '����	��� 
��
� #�%!�#�
� ���%
� (X,T1) ��

��
� �
��
���
� ��!�������
� ���% (Y,T2)� �� ��� 	�� ���	 f(A) 
��
� �� X ���
������
�
�
�
��
 A ���
������
� �� Y 0

��(��0 5� X ���0��� ���� ��� A "��� ���� �1"�������� �� X� !�� A ���0��� ���
@��� +��, �����) ��� +�� �:A� 5����� ��� f(A) ���0���� ���� �1"�������� �� Y @���
$��� �����& ��� +�� �.A�

"�#������

D�� ,��
�� 4������� ���
 �� ����"�  11�����"� ���� �� ��"������ ?�% �%���
!���%
� ��� 5�� ���� �� ���
��
1�
� D���� �� ���������
��� �
 ����"�  11���
���"�� 5���� �
����� �� ���� ,� �� ��0���"����� ����� !� �� 5�2���
0����� ,�
�� ��2
�,�
1�
� �����"�����"���� ��
 �� =����
0����� ,� �� #���

����� !�1�
��� ��� �"
�2 �� �1���"��
 �������" ��� #
���"���
��" ��������
 ��2����
����� =� +0
���"1
���� �
 8��"�
�����
� �0
���� ��� ��� �� <��G���
0����� ���
�� =����
0����� �
 ���0
����� 8��"�
��
5�1� ��� ,� 1������ ���� � ,!����� �� ����� ����� "�
 ��� <��G���
0�����
"�1� ��� <��G���
0�� @�� D>����, ��� <��G���
0������ ,!����� ,!� �����A ��
RN������,
������ �F��
�� ���� �� ��
� �
 ��0���"����� R��������� ��0��,�
��

�����) ���	���	 �,�7������� D� �� f : X −→ Y ��  11�����" ,!����� ���
0���"����� ����� (X,T1) ��� (Y,T2)� ��� ���� f ��� ,�7�������
�� ����� f
1�C����� ����" ��� ��9
�� �� ����
�11�����" f−1 ��� f ����" ���� =�� f �� <��G��
��
0������� �� ���
�1� ��� ���� f : X

≈−→ Y �
/�0���"���� ����� ,!����� ��� � ��� ,�7�������
� "�1�� ��9� ��7!
���� ,������
� 6�
 ���
�1� ���� (X,T1) ≈ (Y,T2) ��
 P ����� ���
 
��������� ����
!��� /�0���"�� �� ���� �
�"� P X ≈ Y � <��G���
0�� ��� �� RN������,
������
@�"�� +��, ����''A�

�����+ ���� &� �
�
� (X,T1) ��	 (Y,T2) ��!�������
 ���%
 ��	 f : X −→ Y 
�� ?�% ��
%��!���%��0 .�� A ⊂ X� �� ��� ���

f ′ : A −→ f(A), a �−→ f(a)


�� ?�% �%��!���%�� �
-9���� 	
� �
�����
� :�!�����
� T1|A ��	 T2|f(A)0 .���
���	
�
 ����
��%�� (

A,T1|A
)
≈

(
f(A),T2|f(A)

)
.

��(��0 L��� +��, ����'& ��� �
 ��
�
�"� +�� ��� f ′ ����"�  ����" 
���� ��� �� +��
��"��� ��� f ′−1�



��� &�����	
� '����(����)� �'

�����- ��������� D������ <��G���
0����� ���� ,�� ���0�� =����
0������ =����
��
@5
��+0�"���"�A� ��� 5�2���
0����� �� ��
����� 1,!� ��
��
�� #���

�����
D�� 0�0���

 <��G���
0������ ��� �� h�	�%
�������
 ��
�
����E��
 ���=
#����? +� Rn

�
��� ��� �
 ��� �
 ���������� ��
�� d2 
,�"�� /�0���"� T (d2)�

Sn :=
{
x ∈ Rn+1

∣∣ d2(x, 0) = 1
}
,

�� n����������� D�������0��
 N = {(0, . . . , 0, 1)} ∈ Rn+ ��� Sn\N �
��� ��� �


������ /�0���"� T (d2)|Sn\N ��� (Rn+1,T (d2)) ��� Sh\N � 5��� ��� ��  11�����"

F : Sn\N −→ Rn, (y1, . . . , yn+1) �−→
( y1
1− yn+1

, . . . ,
yn

1− yn+1

)
����" ��� ����"
 ����
�11�����"

F−1 : Rn −→ Sn\N, x = (x1, . . . , xn+1) �−→
( 2x1
‖x‖22 + 1

, . . . ,
2xn

‖x‖22 + 1
,
‖x‖22 − 1

‖x‖22 + 1

)
,

���� �� <��G���
0������� =��1����
 ��� ���� Rh ≈ Sh\N � ������ ���� P �� =����
��
<��G���
0����� ���� P ���� +��, ����': ��� �
 ��
�
�"� +�� "���?

Rn ≈ Sn\{p} �9� ���
 p ∈ Sn.

��������� �
 ��� 
����	��$
��� ��%�����
S2 −→ R2�

<��G���
0����� ���� ��0���"���� "��� �G���� ��
����

������� ��� ��9�� ���� ���� ���
��0���"����� D�"�������� ��� ��"� ���
 <��G���
0����� 
����� 1��1�� 5
�
��"
D�"�������� ���� ��� ��������� 2	4����	��	� 6�����" ��0���"���� =���
����� ����
,�� ���0�� B2����� 8��0������ ���  1"������������ (���
?

����". ���� ��
��	
� 	�����
���� �����
��	��� "
�
� (X,T1) ��	 (Y,T2) ��!�������

���%
 ��	 f : X −→ Y 
�� ?�% �%��!���%��� �� ��� A ⊂ X �6
� ����
������
�H#�%�
!�#�H�
����� #�%!�#�H��#�� #�%!�#�� �
��� 	���� ;
�� f(A) �6
� ����
������
�H#�%!�#�H�
�
����� #�%!�#�H��#�� #�%!�#�� �� Y ���0 <
��
���� ��� (X,T1) �
��� 	��� ��#�� #�%!�#�� ;
��
(Y,T2) ��#�� #�%!�#� ���

��(��0 5� 
��� ��
  ����"� ����� ���� ����� ��� +��, ����'' ���"
�� 6�
 1!���
�	
 ���  ����"� ��
 >�0��
���� ��  ����"� 	1
 �� =���
���, 
�����
 ��� �����

8��0������?



�& � #������
������	
�&�����	
� '���������

�
�����
 2�%!�#��
��4 J⇒K? +� A 
����� ���0��� �� X� ���� A ���0��� �� X� 5��� ���� ��
f ����" ���� f(A) ���0��� �� Y @+��, ����'�A� 5����� ��� f(A) ���� �1"��������� ����

f(A) = f(A) ⊃ f(A) ⊃ f(A) @�"�� +��, ����''A� +���� ��� f(A) = f(A) ���0���� ��� ��9�
f(A) ��� 
����� ���0����

J⇐K?  ����"� ��
 ���� ��� f ��� f−1 �
��������

(�#��
 2�%!�#��
��4 +� X ����� ���0��� ��� y ∈ Y � 6��� �� ���0��� ��"1��" K
��� f−1(y) �� X� 5��� ��� K◦ �� �2� ��"1��" ��� f−1(y)� ���� f(K◦) � y �2� ���
f(K) ���0��� �� Y � 5����� ��� f(K) ⊃ f(K◦) �� ���0��� ��"1��" ��� y �� Y � 5�
����
��" 
���"� �����"�

����"� ���� .�� f : X −→ Y 
�� ?�% �%��!���%��� �� ��� (X,T1) �
��� 	��� %
�����
�����
;
�� (Y,T2) %
�����
���� ���0 .���
���	
�
 ����4 .�� d 
��
 �
���# ��� X %�� T1 = T (d)� �� ���

d′ := d ◦ (f−1 × f−1) : Y × Y −→ R, (y1, y2) �−→ d
(
f−1(y1), f

−1(y2)
)


��
 �
���# ��� I %�� T2 = T (d′)0

��(��0 6�
 ,�"� ,�������� ���� d′ !�
����� �� ��
�� ��� Y ���� ��� ,�"� ��� ��
��
������� D����,� �
 5F������ ��� d′ �� ��  >��� ��
 ��
��� 6�
 1!��� ��
 >��
0��
���� �� 5
������"������"?

d′(y1, y2) ≤ d′(y1, y3) + d′(y3, y2)

⇔ d
(
f−1(y1), f

−1(y2)
)
≤ d

(
f−1(y1), f

−1(y3)
)
+ d

(
f−1(y3), f

−1(y2)
)

5� ,!�� ��"������" "���� �� d ���� #�
�����,��" �� ��
�� ��� X ��� ��� ����� ��
5
������"������" 
�	���� D� 1��1� ,� ,�"�� ���� T2 = T (d′) ���� +� ��
,� y ∈ Y ���
U �� ��"1��" ��� y� ���� ��� f−1(U) �� ��"1��" ��� f−1(y) �� X ��� ���
 "�1�
� �� δ > 0 ��� Kδ(f

−1(y)) := {x ∈ X|d(x, f−1(y)) < δ} ⊂ f−1(U)� 5����� ��� y ∈
f(Kδ(f

−1(y))) ⊂ U ��� � "���

f(Kδ(f
−1(y))) =

{
f(x)

∣∣ x ∈ X, d(x, f−1(y)) < δ
}

=
{
y′ ∈ Y

∣∣ d(f−1(y′), f−1(y))︸ ︷︷ ︸
=d′(y′,y)

< δ
}

=: K ′δ(y),

���� 1���� �� δ�8�"�� K ′δ(y) �
 ��
�� d′ �� ����� ��� T2� ���� T2 = T (d′)�

����"� ���� J
	
 ��
���
 ��=
#���� f : X −→ Y -;���
� 
��
% #�%!�#�
� ���% (X,T1)
��	 
��
% �
��
���
% ��!�������
� ���% (Y,T2) ��� 
�� ?�% �%��!���%��0

��(��0 L��� 8�
����
 ����') ��� +�� �� ��� (f−1)−1(A) = f(A) �	
 ��� �� X �1"��������
�� ��"� A �1"�������� �� Y � ���� ��� f−1 ����" ��� ����� f �� <��G���
0�������



��� &�����	
� '����(����)� ��

����"� ���� "
� (X,T1) 
�� ��#�� #�%!�#�
�� ���� #�%!�#�
� ���% ��	 (Z,T2) 
�� #�%!�#�
�
���%0 &� �
��
 ;
��
���� (X,T1) ≈ (Z\{z0},T2|Z\{z0}) �9� ���
�	
�� �
��
� z0 ∈ Z0 1��� ����

�9� 	�
 '�
/��	��6�2�%!�#��E-�
���� (X̂, T̂1) ��� (X,T1)

X̂ ≈ Z.

��(��0 +� f : X −→ Z\{z0} �� <��G���
0������� 6�
 �F��
�

f̂ : X̂ −→ Z, x −→
{
f(x), �����x ∈ X

z0, �����x = p∞.

B2�1�
 ��� f̂ 1�C����� 6�
 ,�"� ���� ���� f̂ ����" ���? +� ��,� V ⊂ Z\{z0} �2� ��� Z� 5�
f ����" ���� ��� f̂−1(V ) = f−1(V ) �2� �� X ��� ���
 ���� �� X̂ �
+� V ′ ⊂ Z �2� �� Z ��� z0 ∈ V ′� 5� Z ���0��� ���� ��� ���� �� �1"�������� ��"
K := Z\V ′ ⊂ Z\{z0} ��� ����� ���� f−1(K) ���0���� D� "���

f̂−1(V ′) = X̂\f̂−1(K) = X̂\f−1(K).

L��� 5F������ �
  �>���
�2�8��0����F,�
��" ��� ���� f̂−1(V ) �2� �� X̂ �
6�
 ��1� ����� ",�"�� ���� f̂ ����" ����  �� �
 8��0������ ��� X̂ ���"� ������ ���� f̂
�� <��G���
0������ ��� @�"�� @+��, ����&� ��� �
 ��
�
�"� +��A�

�������� �� $����

D�� !��

 ,��
��
 �"
�2 �
 /�0���"� ��� �
 �"
�2 �
 2���
��
�- ��� ���"�� *�

���
�������" ��� �� 1
��� 1������ 8���
"�,1"
�2� !
�� !�
 ,������� ��� ���
0���"����
 8���
"�, �0
���� 6�
 !
�� C���� �� 8�0��� � ���� ���� ���� ,�� ���0��
,�� �"
�2 �
 ��"� 8���
"�, �� "�"�� /�0���"� F��� ������ �� ���� �� ,�"�G
��
" ��0���"���� 8���
"�, ��� �
 ��"� 8���
"�, 	1
��������� 5��
 �����!���� ���
�� ��" 8���
"�, !�
� ���� 
���1�� ��0���"���� <��������� !� ,�� ���0�� 8��0����
�����
"���� ,�
 <��� ,� �����

����"" ���	���	 ���������� 0	4����	�� D� �� (X,T ) �� ��0���"����
 ����
��� (xn)n∈N �� ���" �� X� ��� ��"�� xn /	4������� �� X ""� x� ����� �	
 C� ��"�
1��" U ��� x ��
 ������ ��� n ∈ N >����
� ��� xn /∈ U � B�
 �N�������?

∀U 7%�
���� ��� / ∃n0 ∈ N : xn ∈ U ∀n ≥ n0.

8���
"�
� xn ""� x� �� ���
�1� !�
 xn
n→∞−→ x ��
 lim

n→∞
xn = x�

D�� ���" (xn)n∈N �� X ��9� /	4����	� �� S� ����� � �� x ∈ X "�1� ��� limn→∞ xn = x�
=� ���� ���� ���� ��� limn→∞ xn = x ��� 8��	�9��� ��� (xn)n∈N�



�) � #������
������	
�&�����	
� '���������

����"# (���� &��
 ,���
 (xn)n∈N �� 
��
% ��!�������
� ���% (X,T ) #���
���
�� �
���
	��� �
�
� 
��
� K�
�-;
�� x ∈ X� ;
�� �9� =
	
 :
������
 {n′} ⊂ {n} 
��
 :
������
 {n′′} ⊂
{n′} 
/����
�� %�� xn′′

n′′→∞−→ x0

����"' �����/
	� (�1� � ,� ��� 4���� x �� ��� ��0���"����� ���� (X,T ) �� ���
"1��"�1���� U(x)� �� ��� � �	
 �� 8���
"�, ��
 ���" (xn)n∈N �� X ""� x ���
������
!�� �� ����"��" �� 5F������ ����&& �	
 ��� U(x) ∈ U(x) 
�	��� ����

����") �����/
	� =� <�����
2������ ��� �
 (
�,!
� limn→∞ xn ��
 ���" (xn)n∈N
�� ���� ���
 D>����, ������" 1�������

����"+ ���	���	 �:����3	%��/���� +� d �� ��
�� ��� ��
 ��" X� D�� ���"
(xn)n∈N ��9� ;�
��<!=��� @1,	"���� dA� ����� "���?

�	
 ��� ε > 0 "�1� � �� N ∈ N� �� ���� �	
 ��� m,n > N "��� d(xm, xn) < ε.

5� ��
�� d ��9� 4����3	%��� ����� C� d�7����;����" 1,	"���� T (d) ����
"�
�� D��
/�0���"����
 ���� (X,T ) ��9� ����������" ��
���
1�
� ����� � �� ����������" ��
��
d ��� X "�1�� �� ���� T = T (d) ����
������ ���� #���������"��� �� D�"������� ��
 ��
�� ��� ����� ��� ��0���"�����
����� ���� D� ���� ��
����� ��
��� d ��� d′ ��� T (d) = T (d′) ��� ��
 ��" X
"1�� �� ���� 1,	"���� d′ ����� C� 7����;����" ����
"�
�� 1,	"���� d �1
 ��
 !���
@�"�� �!� H���	����)� ��*�I +� ��� ��A�

����"- ���� ��������	��
 �
�����
����#
�� ��� 
��
 ��!�������
 .��������
0

��(��0 +� f : X −→ Y �� <��G���
0������ ,!����� �� ���� (X,T (d)) ��� �����
������"
 ��
�� d ��� �� ��0���"����� ���� (Y,T )� L��� +��, ����&� ��� +�� �& ���
���� d′ := d ◦ (f−1 × f−1) �� ��
�� ��� Y � �� ���� T = T (d′) ���� 6�
 ,�"� ���� ���� d′
����������" ���?
+� ��
,� (yn)n∈N �� 7����;����" 1,	"���� d′� �� "��� ���� 5F������ ��
 7����; ���"�
���� � �	
 ��� ε > 0 �� N ∈ N "�1�� �� ����

d(f−1(ym), f−1(yn)) < ε �9� ���
 m,n > N.

5����� ���
(
f−1(yn)

)
n∈N �� 7����; ���" 1,	"���� d� ���� ����
"�� ""� �� x �� X�

5� f ���"�����" ���� ���"� ��� ����
�� ���� f(f−1(yn)) = yn ""� f(x) ����
"�
��



��� &�����	
� '����(����)� �.

D� !�
� 
!����� ���� 8��0������ �� �	�,����� <��������� �	
 �� 8���
"�, ��� �����
��������"� ���� 6�
 0
�,���
� ��� �� ���"��� +��,?

����#. ���� .�� (X,T ) 
�� ?���	��6����% ��	 (xn)n∈N 
��
 �� X #���
��
��
 ,���
 %��
limn→∞ xn = x� �� ��� 	�
 �
��
 {xn|n ∈ N}∪{x} #�%!�#�0 .���
���	
�
 ��� ���� {xn|n ∈ N}
�
����� #�%!�#�0
.�� (X,T ) !������� �� ���� ��	
���
��% ���� 	��� =
	
 ,���
 (xn)n∈N �� 
��
� #�%!�#�
�
:
��%
��
 K ∈ X 
��
 #���
��
��
 :
������
 (xn′)n′∈N %�� K�
�-;
�� limn′→∞ x′n ∈ K �
���-�0

@+�� H%����	����� &''�I +���)�A

8���
"�, ����� ���� ������ ����!���� ���� ��� �� (������� �
 (
�,!
� ���

����
"��� /�����"� 1!��� @�"�� $��� ����&� ��� �
 ��
�
�"� +��A�
D�� !�����"  �!����" �� 8���
"�,1"
�2� F��� ���� 1� �� L���!�� �
 +���"���
��
  11�����" �� ,������� ��
���
1�
� �����?

����#� ���	���	 �=���	������/���� D� ��� (X,T1) ��� (Y,T2) ��0���"���� ����
��� f : X −→ Y ��  11�����"� D�� �������� f ��9� ����	������ �� x ∈ X� ����� "���?

xn
n→∞−→ x ⇒ f(xn)

n→∞−→ f(x).

=�� f �� C�� 4���� x ∈ X ���"�����"� �� ��9� f ���"�����" @��� XA�

����#� ���� "
� (X,T1) 
�� ��!�������
� ���%� �� 	��� =
	
� ���#� x ∈ X 
��
 ��-������

7%�
���������� �
���-�0 1��� ��� 
��
 '����	��� f : X −→ Y �� 
��
� ;
��
�
� ��!�������
�
���% (Y,T2) �
��� 	��� ��
���� ;
�� ��
 ����
���
��� ���0
�
���
� 	��� 
� ��� 
��
% ���% X %�� ��-������
� ����� B �9� =
	
� ���#� x ∈ X 
��

��-������
 7%�
���������� U(x) :=

{
B ∈ B

∣∣ x ∈ B} ����0

��(��0 J⇒K? +� xn −→ x ��� V �� ��"1��" ��� f(x)� 5� f ����" ���� "�1� � ��
��"1��" U ��� x ��� f(U) ⊂ V � 5� xn −→ x� "�1� � �� n0 ∈ N ��� xn ∈ U �	
 ���
n ≥ n0 ��� ����� "��� f(xn) ∈ f(U) ⊂ V �	
 ��� n ≥ no�  ��� ��� f ���"�����"�

J⇐K? 6�
 1!��� f(A) ⊂ f(A) @�"�� +��, ����'' ��� +�� ��A� 5�,� ,�"� !�
 ,��������
���� � �	
 C�� x �� A �� ���" an −→ x ��� an ∈ A �	
 ��� n ∈ N "�1�?

+� U(x) =
{
Ui

∣∣ i ∈ N
}
�� ��"1��"�1���� ��� x� 6�
 ���� ��� ����
�����" �


 ��"������ ��� ���� Un ⊂ Un+1 ��� @����� ��, U ′n :=
⋂n

i=1 UnA� 5� x ∈ A ��� Un ∩A �= ∅
�	
 ��� n ∈ N� 6�
 !���� �	
 C�� n ∈ N �� an ∈ Un ∩A ���� 5��� ��"� �	
 C�� n0 ∈ N

��� an ��� n ≥ n0 �� Un0 � 5� U(x) ��� �� �1���"�� ��"1��"�1���� ��� x ���� "�1� � �	

C� ��"1��" V ��� x �� n0 ∈ N ��� x ∈ Un ⊂ V � �	
 ��� n ≥ n0 ��� ����� an ∈ V �	

��� n ≥ n0�  ��� an −→ x�
L��� #�
�����,��" "��� ���? f(an) −→ f(x) ��� ����� "�1� � �� C�
 ��"1��" ��� f(x)
4���� ��� f(A)� ���� ��� x ∈ f(A)� 5���� ��� �� +���"��� 1!����



�: � #������
������	
�&�����	
� '���������

�����	
�� %������&���

6� �� ���� �
���� �
 ��������� ����� ���� ���� �� �
 ��"����
������ /�0���"�
�� J4
������;0��K �
 ���� ��
� =��
��� P �
 4
�����
��� ��� �
 4
�������0����
"� P �F��
�� +���� ����� ���� ��0���"���� D�"�������� ��� ��"� ���  11�����"�
�� ��
 ��� �� 4
�����
��� ��� ��0���"���� D�"�������� ��

 ��,��� 8��0�����
,�
	���	�
�� �����
� �
����1�
 ��� ���
  ����, �� 8��1������� ��� <��G���
0������
��� 4
�����
��� ����� ���� ��� ������
 �
���� ��� ���� ���
 #
�
�
 ��

 <��G��
��
0�������� ������� D�"�������� P �!� 1��1�" ��0���"���� =���
����� P �G���
���� ���
 �������� ��� "
��"
�  ��!��� �� ���G���
0�� 4
�����
��� 1!���
��� �������9�� �V� ����
�11�����" ��� �� �
�0
��"�
��� ,�
	��	1
�
�"� !
���
D�� !�����"� ���0�� ��
�	
 ��� �
 +��, ��� /;�����2� �
 8��0������ ���� �� 	1
�1�
,���1�
� 4
������ ��0���"����
 ���� ���
���
���
��

����#� ���	���	 ���%
/�������� D� ��� (Xi,Ti), i ∈ I �� ������ ��0���"����

����� �	
 j ∈ I 1,����� !�
 ���

πj :
∏
i∈I

Xi −→ Xj , (xi)i∈I �−→ xj

�� 4
�C����� ��� Xj � 5� /�0���"� ,�
 +�11����

S :=
{
π−1k (Vi)

∣∣∣ i ∈ I, Vi ∈ T
}

��9� ��%
/������� T ⊗Ii ���
∏

i∈I Xi� (
∏

i∈I Xi,T ⊗Ii ) ��9� �
 ���������� ��!
%
/���
� ��� (Xi,Ti), i ∈ I� =�� (Xi,Ti) = (X,T ) �	
 ��� i,∈ I� �� ���
�1� !�
 ����
(XI ,T I) �	
 �� ���0
����� 4
�����
����

����#" �����/
	� �	
 ��� ��0���"����� 4
�����
��� (
∏

i∈I Xi,T ⊗Ii ) ��� ��  11�����"
πj :

∏
i∈I

Xi −→ Xj , (xi)i∈I �−→ xj �	
 C�� j ∈ I ����"�

��(��+ V ∈ Tj ⇒ π−1j (Vj) ∈ S ⊂ T ⊗Ii � �

����## (���� .�� (Xj ,T (dj)), j ∈ J 
��
 ,�%���
 %
�����
� ���%
 ��	 X =
∏

j∈J Xi� ��
��� 	�� �
��
��$��
%

V(x) :=
{ k⋂
i=1

{
y ∈ X

∣∣ dji(πji(y), πji(x)) < ε
} ∣∣∣ ε > 0, k ∈ N, j1, . . . jk ∈ J

}

��
 7%�
���������� ��� x ∈ X �
-9���� T (dj)⊗J 0



��� &�����	
� '����(����)� �3

��(��0 +� x ∈ U ��� U ⊂ X �2�� L��� 5F������ �
 4
�������0���"� "�1� � ���� ��
k ∈ N� =���,� j1, . . . , jk ∈ J ��� �2� ��"� Vji ∈ Xji � �� ����

x ∈
k⋂

i=1

π−1ji
(Vji) ⊂ U.

 ��� ��"� xji := πji(x) �	
 ��� i = 1, . . . , k �� ��
 �2�� ��" Vji ⊂ Xji � 5� �� (Xj ,T )
�	
 ��� j ∈ J ��
���� ����� "�1� � �� ε > 0� �� ����

Kε,ji(xji) :=
{
y ∈ Xji

∣∣ dji(xji , y) < ε
}
⊂ Vji

�	
 ��� i = 1, . . . , k� 5���� ���

x ∈
k⋂

i=1

π−1ji

(
Kε,ji(xji)

)
︸ ︷︷ ︸

∈V(x)

⊂
n⋂

i=1

π−1ji
(Vji) ⊂ U.

����#' ���� ���������	����
�� �	�	
��
	� &��
 '����	��� g : Y −→
∏

i∈I Xi 
��
�

��!�������
� ���%
� (Y,T ) �� 
��
� ��!�������
� ���	�#����% (
∏

i∈I Xi,T ⊗Ii ) ��� �
���
	��� ��
���� ;
�� �9� =
	
� j ∈ I 	�
 '����	��� gj := πj ◦ g : Y −→ Xj ��
��� ���0

��(��0 J⇐K? (��9 +��, ����'' ��� +�� �� 
���� �� ,� ,�"�� ���� �� �
1���
 �
 D��
��� �
 +�11���� S �2� �� Y ����? V ∈ S ⇒ V = π−1k (Vk) �	
 �� k ∈ I ��� Vk ∈ Tk ���
����� g−1(V ) = g−1(π−1k (Vk)) ∈ T ���� #�
�����,��"�

J⇒K? ���"� ����
� ��� ��
���" �����&

����#) �������� =�� d �� ��
�� ��� X ��� A �� 1��1�" /����" ��� X� �� ���� ��
 11�����"�

d : X ×X −→ R, (x1, x2) �−→ d(x1, x2)

���

fA : X −→ R, x �−→ d(x,A)

����"�

��(��0 6�
 !��� ���0�����!�� +���"��� �� �
 
��� 8��0���� ����� 6�
 1�
�
����� ���� �	
 F>�
�� x0 ∈ X ��  11�����"

f := d(•, x0) : X −→ R, x �−→ d(x, x0).



'� � #������
������	
�&�����	
� '���������

=�� U �� ��"1��" ��� f(x)� �� "�1� � �� ε > 0 ��� (f(x) − ε, f(x) + ε) ⊂ U � Kε(x) ���
�� �2� ��"1��" ��� x ��� f(Kε(x)) ⊂ (f(x)−ε, f(x)+ε)� ��� y ∈ Kε(x) "��� �����
!�� d(y, x) < ε ��� �����

f(y) = d(y, x0) ≤ d(x, y) + d(x, x0) < ε+ d(x, x0) ���

f(y) = d(y, x0) > d(y, x0) + d(x, y)− ε︸ ︷︷ ︸
<0

≥ d(x, x0)− ε.

5
 �!�� �	
 �� ,!�� 8��0���� ��� ���������  ��� ��� d @���0�����!��A ����"�

 �� �
 5
������"������" ���"�

d(x, a) − d(x, y) ≤ d(y, a) ≤ d(x, a) + d(x, y)

�	
 ��� x, y ∈ X� a ∈ A� 5����� "���

inf
a∈A

(d(x, a)−d(x, y)) ≤ inf
a∈A

(d(y, a)) ≤ inf
a∈A

(d(x, a)+d(x, y))

⇔ d(x,A) − d(x, y) ≤ d(y,A) ≤ d(x,A) + d(x, y).

=�� ���� x ∈ X� ε > 0 ��� y ∈ X ��� d(y, x) < ε �� ���

fA(y) = d(y,A) ∈ (d(x,A) − ε, d(x,A) + ε) ⇒ |fA(x)− fA(y)| < ε,

���� fA ��� ����" ��� X�

����#+ 0����� .�� (X,T ) 
�� %
�����
� ���% ��	 ���	 K ∈ X #�%!�#� ��	 A ∈ X
���
������
� %�� A ∩K = ∅� �� ���

d(K,A) > 0.

��(��0 +� k ∈ K ⊂ Ac� 5� Ac �2� ���� "�1� � �� ε > 0� �� ���� Kε(k) ⊂ Ac ��� �����
d(k,A) := inf

{
d(k, a)

∣∣ a ∈ A
}
≥ ε� +� f �� ����"  11�����" f := d(•, A) : K −→ R� ����

��� f > 0� 5� K ���0��� ���� ��� ��9
�� f(K) ���0���� ���� �1"�������� ��� ���
 "�1�
� �� 0 < b ≤ c ∈ R+�� ���� f(K) ⊂ [b, c]�

����#- ���� ���	� ��� ��������� &�� ���� �

�
� ���	�#����%
∏

i∈I ��� �
��� 	���
#�%!�#�� ;
�� Xi �9� =
	
� i ∈ I #�%!�#� ���0

@+�� H%����	����� &''�I +���3�A



��� *����	
� $+��� '�

��� *�����#�� $+	��

=� ����� !��
����������������
������ =��
��� @��� ���1����
 ���

 ��
�������
"� �� 8�0��� �A ���� �	
 "!G������ �� �� ��"������ 0�������� ����� 4�������
���� ���� �� ��


 <������� ������ ����? +� ���� ����������" ��
���
1�
� !�� ���
��� <��������� �
 ��
�� �	
 ��0���"���� �!�� �� �� <��� "�1�� 6��
��� ���� �� ��
0�
�1�� !�� �� 6�������� 1����� ���� �� /�0���"� �� ��
 "!���� 6�� J����K ����
=� 0�������� ����� 1���� +0�
�1������ ��"�
� ���� ���� �2� ��"� ��� �1,���1�

#
���"��" ��� @������ ������
 ,� ������1���A ���������� ��
����� ������
 �� <��0������"� ����  1�������� �G��� �� �
�  ����"� ��� $��� ����� 1�
�����
!
��� ��� �� !�
 �� 8�0��� � ���
 !��
 ,�
	��"
��� !
���

����� ���	���	 ������� �� 
	% ��	����� �3
��� D�� ��0���"����
 ���� (X,T )
��9� ������ ��� ����� X �� �1,���1�
 ����� /����" 1���,�� ����� ����� �� A ⊂ X
>����
� ���?

@�A A ��� �1,���1�
 ���

@�A A = X�

=�� (X,T ) �0�
�1� ��� ����������" ��
���
1�
� �� ���� ��� (X,T ) ��� ��	�����	
��
��

����� �������� Rn �
��� ��� �
 ���������� ��
�� d2(x, y) :=
√∑n

i=1(xi − yi)2 ��� ��
0�������
 �����

��(��0 6�
 �	��� ���	
���� ��
 �� +0�
�1������ ����!���� 6�
 !���� A = Qh� 5� !�

!����� ���� Qh ����� �� Rh ��"� ��� �� Qh �1,���1�
 ���� ���"� �� ����0���"�

����� (���� &�� %
�����
����
� ���% (X,T (d)) ��� �
��� 	��� �
!����
�� ;
�� 
� 
��

��-������
 ����� 	
� :�!�����
 T ����0

��(��0 J⇒K? +� A := {an|n ∈ N} �1,���1�
 ��� A = X� ��
����

A :=
{
Kε(ai)

∣∣ i ∈ N, ε ∈ Q+
}
.

=�� y ∈ X ��� U �� ��"1��" ��� y� �� "�1� � �� δ ∈ Q+ ��� y ∈ Kδ(y) ⊂ U � 5� A �����
�� X ��"�� "�1� � ��9
�� �	
 C�� ε > 0 �� n ∈ N� �� ���� an ∈ Kε(y)� ��� ε = δ/2 "���
y ∈ Kε(an) ⊂ Kδ(y) ⊂ U � ���� ��� A �� ����� ��� T (d)�

J⇐K? +� B = {Bn|n ∈ N} �� ����� ��� T (d)� 6��� �	
 C�� n ∈ N �� xn ��� Bn ����
5��� ��� {xn|n ∈ N} = X� ��� C� ��"1��" ��� 1��1�"� 4����� ��� X ������ ����
4���� ��� {xn|n ∈ N}? =�� ������� z ∈ X ��� V �� 1��1�" ��"1��" ��� z� �� "�1� �
�� n ∈ N ��� z ∈ Bn ⊂ V ��� ����� ��� ���� xn ∈ V @�"�� $��� �����: ��� +�� �&A�



'� � #������
������	
�&�����	
� '���������

����" ���� "
!���������� ��� 
��
 ��!�������
 .��������
0 .���
���	
�
 ���	 ���	
� !������
�
���%
 ���
� ?�% �%��!���%
� ;�
	
� !������
 ���%
0

��(��0 +� (X,T1) �� �0�
�1�
 ���� ��� f : X −→ Y �� <��G���
0������ �� ��
��0���"����� ���� (Y,T2)� 5� (X,T1) �0�
�1� ���� !���� !�
� ���� �� �1,���1�
 ��"
A ∈ X ��� A = X >����
�� 5� ��" f(A) ��� 1������ �1,���1�
 ��� f(A) = f(A) =
f(X) = Y @�"�� +��, ����'' ��� +�� ��A�
#���������" ��
���
1�
��� ��� ���� +��, ����&3 ��� +�� �) �� ��0���"���� =���
�����

5�� ���"�� $��� 
����
�� ��!��
� ����� ���0���� 0������� ���� ��� J����K ��

����� ,� ������1� ��"��� !
�� �G���?

����# (���� .� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
� (X,T ) ����4

��� &� ���� 
��
 �����
��
�	
 �
��
�����
 (Rj)j∈N ��� �6
�
�� �
����� #�%!�#�
� �
��
�
%�� Rj ↗ X0

��� &� ���� 
��
 �
-9���� 
�	���
� �
�
�������
� ��	 "�����
 ���
������
�
 ��-������

����� ��� �
����� #�%!�#�
� �
��
� �9� T 0

�>� &� ���� !���;
��
 	��=��#�
� �
����� #�%!�#�
 :
��%
��
� D1,D2 . . . ��� X %��⋃n
i=1Di �6
� �9� ���
 n ∈ N ��	

⋃∞
i=1 Di = X0

��(��0 ���? X 1���,� ���� +��, ����' ��� �
 ��
�
�"� +�� �� �1,���1�
 ����� B ={
Bi

∣∣ i ∈ N
}
� 5� X ��9
�� ����� ���0��� ���� "�1� � �	
 C�� x ∈ X �� ���0���

��"1��" Kx ��� x� 5� B �� ����� ���� "�1� � ���� +��, ����3 ��� +�� �� �	
 C�� x ∈ X
�� i(x) ∈ N��� x ⊂ Bi(x) ⊂ Kx ��� ����� ��� Bi(x) �2� ��� 
����� ���0���� +� ��� (in)n∈N
�� /�����" ��� (i)i∈N� �� �� ������"��
 �������" "��� �� =���,� j ∈ N ������� �	

�� Bj 
����� ���0��� ���� 5��� "���

∞⋃
i=1

Bin ⊃
⋃
x∈X

Bi(x) = X,

���� ��� Rj :=
⋃j

n=1Bin �2� ��� Rj ↗ X�

���? D� �� Rj ↗ X �� ���" ��� ��� ��� C �� �1,���1�
 ����� ��� T � 6��
��� ��

Cj :=
{
C ∩Rj

∣∣ C ∈ C}
��� C∞ :=

⋃∞
j=1 Cj � 5� �� Cj �1,���1�
 ����� ��� ���� C∞ �1,���1�
� D� "��� �	
 �� �2�

��" V ⊂ T ?

V =
⋃

C∈C, C⊂V
C =

⋃
C∈C, C⊂V

∞⋃
j=1

C ∩Rj︸ ︷︷ ︸
∈C∞

=
⋃

C∈C∞, C⊂V
C.



��� *����	
� $+��� ''

 ��� ��� C∞ !�
����� �� ����� ��� T �

�� ��  1"����������� 1,	"���� ������
 #
���"��"� ��� +������ ,� 
������ 
�
!��
 ��� C∞ ������ ,������� �� �� ������� +������ ��� ������ �� �� �������
#
���"��"�� ��� D
!��
��"� ����� ���� C!��� ��� #
���"��" �1,���1�
 ���
 ���
"� ��� �1,���1�
 ���� D����� ��2���� ��� ���� ���
 �1,���1�
�
D
!��
� ��� �� ��0���"���� ����� �� 1,	"���� ��

 ��1�� �2� ��"�� ���� ���1�
����
 ����� ��"�� �� ��� �������  1����	��� ��
 #
���"��"� ��

 D����
������� �� 1��1� �� 
,�"� /�0���"� ���	
���� 
������

�>�? +�,� Dn := Rn\
(⋃

j<nRj

)
��� R1, R2, . . . !� �� /�� ��� �� $����� 5� Di ���� ����

���	
���� 
����� ���0���� ���C���� ���
⋃k

i=1 Di = Rk ↗ X� 6��
��� ���
⋃n

i=1 Di = Rn�
���� �2��



'& � #������
������	
�&�����	
� '���������

��� ,� ��'���
��#�� $�	�
(
Ŕh, T́

)
=� ����  1������� 1�������"� !�
 ��� ��� ��� J�"� #
!�����K �� Rh� 5�� *�� �

D���	�
��" ���� ����� ��� �� ��� ,� ��9� ��� J�������� ��� ����K �� J��F��������
��  1����� ,�� L���0����K 0������ ���1�
� ���� ,� ����2��
5� �� 8�0��� � �����
�� ,������"� ��9 ���� ��������9�!
��" *��������
��1�� @������
��9 ���� ��9� �� ��� 
����� ���0���� ��"� ������ ����A� =� 8�0��� ' !
�� !�

,�
 �
�����" �� ��>�����4
�,��� ��� /��
� '�'�� *������" ��9 �
!���� ��
@
�����A ���0���� ��"� !� �!� [−1, 1]h �������� 6
� ,�!��� !	
��� ���� ����
����
 ��� ��������9 !�
��
��� �
  �>���
�2� ��
 D��0�����8��0����F,�
��" �� Rh 
���� ��� ��� ��� ���0���
�� ����� �
 Rh ��� ��0���"����� /��
��� 1���,�� D���
�� ��� ��� ���� ���� �!� ��
L���0����� �� 
���� ��� ��� ,� Rh ���G���
0�� ����� ���� 
����� ���0��� ��"�
"
�� �� ��"� ��� 0�������  1����� ,�� L���0���� @L����	
	 �;�$ ���% -
��MA �����
6�
 !
�� ���� ���� ��� ��
������� ��� ���"� ���� ��"� ����� ���� �� ���� ���
���� 0 ��� J��������K 1,!� p∞ �� ����� "������� ��1��
5��
 ���� /
��� !�
� �� 
����� 8��0������ �
 4
�1�� 1
����� ��"� ����1�
��� �� ��  �!����" �
 +��, ��� 8�0��� � 
�G"������

����� �������	
	� 6�
 �
!��� �� ���"��� L��������?

@�A (Rh,T (d2)) ��� �
 ��� �
 ������ ��
�� 
,�"� ��0���"���� ���� ��� Rh�

@�A (R̂h, T̂ ) ��� ��  �>���
�2 8��0����F,�
��" ��� (Rh,T (d2))�

@'A Ŕh := R̂h\{0} = Rh\{0} ∪ {p∞} ��� T́ :=
{
V ∩ Ŕh

∣∣ V ∈ T̂ }
�

@&A Rh
0 := Rh\{0} ��� T0 :=

{
V ∩ Rh

0

∣∣ V ∈ T̂ }
�

����� ���� (Rh,T (d2))�(Ŕh, T́ ) ��	 (Rh
0 ,T0) ���	 �6
�
 :
�����%
 ��� (R̂h, T̂ ) ��	 (Rh

0 ,T0)
��� ��+
�	
% 
�� :
�����% ��;��� ��� (Rh,T (d2)) ��� ��� ��� (Ŕh, T́ ) ����0 1
E������ �0�0�D

��� "
��
 �A�0 .���
���	
�
 ���	 	�%�� �9� V ⊂ R̂h ����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� V ��� �6
� �� R̂h �
-9���� T̂ �

��� V \{p∞} ��� �6
� �� Rh �
-9���� T (d2)�

�>� V \{0} ��� �6
� �� Ŕh �
-9���� T́ �

��� V \{0, p∞} ��� �6
� �� Rh
0 �
-9���� T00

��(��0 5�  ����"� ���"� ����
� ��� /�� ��� ��� $��� ������ ��� +�� �)� �� Rh, Ŕh,Rh
0 ∈ T̂

��� Rh
0 ∈ T (d2) ∩ T́ ���� @�"�� +��, �����3 ��� +�� �3A�



��, -�� ������	
� $���
(
Ŕh, T́

)
'�

����� ���� ,9� 	�
 ��!�������
� ���%
 (Rh,T (d2)) ��	 (Ŕh, T́ ) ���

Ŕh ≈ Rh.

��(��0 D� �� N := (0, . . . , 0, 1) ∈ Rh+1 ���

Sh :=
{
x ∈ Rh+1

∣∣ d2(x, 0) = 1
}
,

�� h����������� D�������0��
 �� Rh+1 �
��� ��� �
 
������ /�0���"� T (d2)|Sn ���
(Rh+1,T (d2)) ��� Sh� $��� ���0�� ����'3 ��� +�� �' ���

(Rh,T (d2)) ≈
(
Sh\N,T (d2)|Sh\N

)
.

��� <��� ��� +��, ����&' ��� +�� �� 
����� !�


R̂h ≈ Sh.

=�� f : R̂h −→ Sh �� <��G���
0������� �� ��� "��9 +��, ����': ��� +�� �� ����
f ′ : Ŕh −→ f(Ŕh) = Sh\{f(0)} �� <��G���
0������ ��� �����

Ŕh ≈ Sh\{f(0)}
���� ����	

≈ Sh\N.

 ��� ��� Ŕh ≈ Rh�

����" 0����� (Ŕh, T́ ) ��� 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%0

��(��0 5� "������ D�"�������� ���� ��0���"���� =���
����� @�"�� +��, ����&� ���
+�� �' ��� ����& ��� +�� '�A�

����# �������	
	� =� Ŕ 1���,� !�
 ��� a ∈ R ���"��� ��������� L��������?

[−∞, a) := (−∞, a) ∪ {p∞}
[−∞, a] := (−∞, a] ∪ {p∞}
(a,∞] := (a,∞) ∪ {p∞}
[a,∞] := [a,∞) ∪ {p∞}

��� 1����� ���� p∞ �� ���
 L������� ��!��� ∞ ��� ���� −∞ ���0
����� =� Ŕh 1,����
�� !�
 ��� �
 	1����� h������������ =��
�����L������� �� +������ �
 ���0
�����

��" ��� R
h
��� Ŕh� 6�
 1���� �� *�"�G
�"��� ��� =��
����� ,� P(Ŕh) ""1�������

��
�� �� 0 �� =��>� 6�
 ���
�1� ���� ,�� ���0�� (−1, 1)h0 �	
{
(x1, . . . , xh) ∈ Ŕh

∣∣ xi ∈ (−1, 1) ∀i = 1, . . . , h
}
�� 0

��� �� !��
�



') � #������
������	
�&�����	
� '���������

 �� �
 8����
������ ��� Ŕh 
"�1� ����� ����{
([−k, k]h)c

∣∣ k ∈ N
}

�� ��"1��"�1���� ��� p∞ 1,	"���� T́ ���� D�� ���"
(
(a1,n, . . . , ah,n)

)
n∈N �� Ŕh ����
�

"�
� ���� "��� ���� ""� p∞� !�� � �	
 ��� k ∈ N �� n0 ∈ N "�1�� ���

max
i=1,...,h

(|ai,n|) ∈ (k,∞]

�	
 ��� n ≥ n0� 5�� ���� ���� ��� �
 #�
������" ��� p∞ ��� ��� J�������� �
��K 4����
��� �"�����
� �� �1�" L��������

����' (���� 1�
 �
��
 ((−ε, ε)h0 )c ��� �9� �
��
���
� ε > 0 #�%!�#� �� Ŕh0 .���
���	
�

��� 	�%�� 
��
 �
��
 R ⊂ Ŕh �
��� 	��� �
����� #�%!�#�� ;
�� 
� 
�� ε > 0 ���� %��4

(−ε, ε)h0 ⊂ Rc.

��(��0 6�
 ,�"� ,�������� ���� ((−ε, ε)h0 )c ���0��� ���? (−ε, ε)h ��� �2� �� Rh� ���� �2�

�� R̂h� 5����� ���

(−ε, ε)h ∈ T̂ ��� ������
= T́ ∪

{
R̂h\K

∣∣ K ��� #�%!�#� �� Ŕh
}
.

5� 0 ∈ (−ε, ε)h ���� ���� (−ε, ε)h ∈
{
R̂h\K

∣∣ K ��� #�%!�#� �� Ŕh
}
��� ����� ((−ε, ε)h0 )c

���0��� �� Ŕh ����

J⇐K? 5�� �������" ���"� ����
� ��� �
 8��0������ ��� ((−ε, ε)h0 )c ��� +��, �����) ���
+�� �:�

J⇒K? 6�
 ,�"�? (−ε, ε)h0 ��� ����� 
����� ���0���� ��� 
����� ���0��� ��"� �������
���	
���� ��� ����� 
����� ���0���� /����"� @�"�� +��, �����) ��� +�� �:A?

∞⋃
n=1

(
−2ε, 2ε)h0\[−n−1, n−1]h0

��� �� �2� M1
�����" ��� [−ε, ε]h0 = (−ε, ε)h0 ��� ������ /��	1
�����"�

����) �������� �	
 y1, . . . , yh ∈ R+ ��� ��� 8��0���� Rc
y1,...,yh

�
 ��"

Ry1,...,yh :=
{
(x1, . . . , xh) ∈ Rh

∣∣ |xi| ≤ yi
}
,

"��9 $��� ��'�) 
����� ���0����



��, -�� ������	
� $���
(
Ŕh, T́

)
'.

����+ �������	
	� �	
 ��� ��0���"����� ���� (X,T ) 1,����� !�
 ���

B(X) := σ(T )

�� J������K σ� �"1
� ��� X �� T ������ @�� ��� T 
�-
���
 σ� �"1
�A�

����- (���� ,9� 	�
 ��!�������
� ���%
 (R̂h, T̂ )� (Rh,T (d2))� (Ŕh, T́ ) ��	 (Rh
0 ,T0) �
�
�

B0 :=
{
B ∪ {0}

∣∣ B ∈ B(Rh
0)
}
,

B∞ :=
{
B ∪ {p∞}

∣∣ B ∈ B(Rh
0)
}
,

B0,∞ :=
{
B ∪ {0, p∞}

∣∣ B ∈ B(Rh
0)
}
.

&� ����

B(Rh) = B(Rh
0) ∪ B0,

B(Ŕh) = B(Rh
0) ∪ B∞,

B(R̂h) = B(Rh
0) ∪ B0 ∪ B∞ ∪ B0,∞.

�
���
� 	��� 	�
�
 �
�
�������
� !���;
��
 	��=��#� ���	0

��(��0 6�
 ,�"� ��
 >�0��
���� B(R̂h) = B(Rh
0) ∪ B0 ∪ B∞ ∪ B0,∞�

J⊃K? L��� +��, ��'�� ��� +�� '& ��� T0 ⊂ T̂ � 5����� ��� ���� B(R0) ⊂ B(R̂)� 5� ��

σ� �"1
� ���0�������1�� ��� ��� �� Rh
0 � R

h ��� Ŕh �2� �� R̂h ����� �	��� ���� {0}�
{p∞} ��� {0, p∞} ∈ B(R̂h) ����  �� �
 #
���"��"����1������ ��
 σ� �"1
� ���"� ���


B0 ∪ B∞ ∪ B0,∞ ⊂ B(R̂h)�

J⊂K? 6�
 ,�"� ,������� T̂ ⊂ B := B(Rh
0)∪B0∪B∞∪B0,∞? =�� V ∈ T̂ � �� ��� ���� 5F������

�
 
������ /�0���"� W := V ∩Rh
0 ∈ T0 ��� �����

B = B(Rh
0) ∪ B0 ∪ B∞ ∪ B0,∞ ⊃

{
W,W ∪ {0},W ∪ {p∞},W ∪ {0, p∞}

}
� V.

5� B(R̂h) �� J������K σ� �"1
� ���� �� T̂ ������� 
���� � ��� ���� ,� ,�"�� ���� B ��
σ� �"1
� ��� R̂h ����

@�A D� ���� ∅,Rh
0 ∈B(Rh

0 ) ��� ����� R̂
h ∈ B0,∞� ���� ∅, R̂h ∈ B�

@�A D� ��� V1, V2, . . . ∈ B� 5��� ���� V1 ∩ Rh
0 , V2 ∩ Rh

0 , . . . ∈ B(Rh
0) ��� ���
 ��� W :=

Rh
0 ∩

⋃∞
i=1 Vi ∈ B(Rh

0 )�  ��� ���
⋃∞

i=1 Vi ∈
{
W,W ∪ {0},W ∪ {p∞},W ∪ {0, p∞}

}
⊂ B�

@'A 5� 8��0�������1������ ���"
� ��� ���� ��
 �������
�������" @B ∈ B(Rh
0 ), B ∈

B0, . . . ��!�A ��� �
 8��0�������1������ ���B(Rh
0) 1,	"���� �
 8��0����1�����"

�� Rh
0 �



': � #������
������	
�&�����	
� '���������

�����. 0����� &��
 �
��
 A ⊂ Ŕh ��� �
��� 	��� %
����� ��
(
Ŕh,B(Ŕh)

)
� ;
�� A\{p∞}

%
����� ��
(
Rh,B(Rh)

)
���0 7%�
#
��� ��� 
��
 �
��
 B ⊂ Rh �
��� 	��� %
����� ��(

Rh,B(Rh)
)
� ;
�� B\{0} %
����� ��

(
Ŕh,B(Ŕh)

)
���0

��(��0 5� {p∞} ∈ σ(T́ ) ���� ��� �� ��" A ⊂ Ŕh "��� ���� ���1�
 1,	"���� B(Ŕh)�
!�� A\{p∞} ���1�
 1,	"���� B(Ŕh) ���� 5� ����0���" ���"� ����� ����
� ��� $��
�� ��'�3 ��� �
 ��
�
�"� +���

������ �����/
	� 5�� ��"��;���

C :=
{
(b, c]

∣∣ −∞ ≤ b ≤ c ≤ ∞ ��	 c < 0 ��
 0 < b
}
⊂ B(Ŕ)


,�"� �� ��
�O��� σ� �"1
� B(Ŕ) ��� Ŕ�

��(��0 =�� (p, q] ∈ C ��� p < q� �� "�1� � �� n0 ∈ N� �� ���� p < q − n−1 �	
 ��� n ≥ n0�
5����1 ��� (p, q) =

⋃∞
n=n0

(p, q − n−1] ∈ σ(C)� !�
��� ���"�� ����

C′ :=
{
(p, q)

∣∣ p, q ∈ Q, p < q ��	 q < 0 ��
 0 < p
}
⊂ σ(C)

���� C′ ��� �� �1,���1�
 ����� �
 /�0���"� T0 ��� R0� 5� R0 �� �2�
 /��
��� ��� Ŕ

���� ��� �� 1,	"���� T́ �2� ��" V ⊂ R0 �� �1,���1�
 #
���"��" ��� ��"� ���
σ(C) @�"�� +��, ��'�� ��� +�� '&A� 5����� ���� ���� V ∈ σ(C) ���� =�� V ′ ⊂ Ŕ �2�� �� ���
V = V ′∩R0 1������ �2� ��� �� V, {p∞} ∈ σ(C) ����� ���� ���� V ′ ∈ {V, V ∪{p∞}} ⊂ σ(C)
���� 6�
 ��1� ���� ",�"�? σ(C) ⊃ σ(C′) ⊃ σ(T́ ) = B(Ŕ)�

5� ��"� ��� C �2���������� B(R0)����1�
 ����� ���"� σ(C) ⊂ B(R̂h) ��� $��� ��'�3
��� �
 ��
�
�"� +���



� ��������	 ���	

=� ���� 8�0��� !���� !�
 ��� ��� �� !��
����������������
������ <���!
��,�"
�
�
��� ������ ��� !�
 1�G��"�� �� ��� *������"� ��9� ��� ���1����
 4����0
��
,��� ��"�� ,� �G���� #�
 ���� 8���
"�,�����"� @��" 8���
"�,� 8���
"�, ��
#
�����"A �
�
��"
 *��������
��1�� !
�� !�
 �� 8�0��� ' ,�
 �
�����" �
 (
�,�
�
�����" �� ��>�����4
�,��� ��� �� +��, ��� ������� ��� ��-������� @/��
� '�'��
��� +�� ��'A 1�G��"��
<�
,� !
�� !�
 ��� ,������� ��� �
 ��0���"����� +�
����
 ��� �� ���� �
 ������
��9 M+(E) 1�������"� ��� �������9�� *������" ��9 @1�
�����1�
 *��������
��1��
��� 6
�� ��M+(E)A ���	�
�� 5��� 8�0��� ���� ��� ��
 ���� ���"��  ����"� 
������
9�?

@�A 5
 ���� �
 ��������9 ���� �� M1
���������" ��� �� �"
�2 �
 ��"� 8���
�
"�, ��� ��9� ����������" ��
���
� !
�� @ 1������� ���A�

@�A #�" 8���
"�, ��� ��������9� μ1, μ2, . . . ��� ��� ����� ���0����� 0��������
���� E ��� �	
 1������ ��"��;��� J ⊂ P(E) �N������� ,�
 8���
"�, �


��� *��������
��1�� μ1[J ], μ2[J2], . . . @��  ��!
���"��11�����"� �
 ��9A J ∈ J
@/��
� ��&�� ��� +�� ))A�

@'A *������"� ��9� ����� ����  11�����"� ,��
���� �� ���� 0����!�� 8���
"�,
��
 ���" �����
  11�����"� �N������� ,�
 8���
"�, �� #
�����" �
 ,�"�G
�"�
*������"� ��9 ��� @ 1������� ��)A�

@&A D� "�1� 1������ ��"��;��� J ⊂ P(E)� �� ���� �� 8���
"�, �� #
�����"
*������"
 ��9 ξ1, ξ2, . . . ��� E �N������� ,�
 8���
"�, ������
 #���
�

(ξn[J1], . . . ξn[Jk])
d−→ (ξ[J1], . . . ξ[Jk]), k ∈ N, Ji ∈ J

��� @/��
� ��.�& ��� +�� :�A�



&� � ��.+����� #�/�

��� -���#������#��������������#�� �	����
��

6�
 ������ �� ����  1������� ���" (
���1"
�2 ��� �
 6��
����������������
��
�� �� $�
 �� ������� L��������"� �
 
������ 5F������� ��� +��, �� >����
6�
����� ,� 
�G"������ 5� �� =����� ���� 8�0��� "
�9���� �� �� (
����
���������"�
,�
 6��
����������������
� ��� �� ����� $�
1	��
� 1������ !
��� �
,����� !�

!����"��� ��� �!�� ��� "1� ����� ���� ""1������� $��
���
�
!�� ���

��'������

6�
 !���� �� ���
 +��� ��� 
������ ��9���
������ �"
�2� �� 	1
 �� �
 σ�
 �"1
�� �� D
,�"����;����� �� ��9�� �
 ���1�
� ��� =��"
�
1�
��� ������ "���
��
, 
��0�����
�?

����� ���	���	 ��<	/�	!�<����� D�� �<	/�	!�<���� @���� λ!�<����A ��� ��

��" Ω ��� �� ��"��;��� D ⊂ P(Ω) ���

@5�A Ω ∈ D�

@5�A A,B ∈ D ��� A ⊂ B ⇒ B\A ∈ D�

@5'A +��� A1, A2, . . . ∈ D 0��
!�� ���C���� �� ��� A :=
⋃∞

i=1 Ai ∈ D�

 ����" ,� �� σ� �"1
� 1,����� !�
 ��� ������ 5;�����+;���� ��� �� ��"��;���
G ⊂ P(Ω) ������ ��� δ(G)� 5�� ��9�? �	


DΩ :=
{
D ⊂ P(Ω)

∣∣ D ��� 
�� 1$�#���"$��
% ��� Ω
}

��� δ(G) ∈ DΩ �F��
� ���
δ(G) :=

⋂
D∈DΩ, G⊂D

D.

����� ���� ���	� ��� ����
�� .�� G 
�� ������������
� �
��
��$��
% �	0�0 A,B ∈ G ⇒
A ∩B ∈ G�� �� ����

δ(G) = σ(G).

@+�� H���	��� &''�I +�.�A

����� ���� ��
����	
��
	���	� � � !�"�� &� �
�
� P ��	 Q <�����
�����#
���%�+

��� 
��
% %
�����
� ���% (Ω,F)0 .�� A ⊂ F ������������ ��	 ��� σ(A) = F � �� ����

P [A] = Q[A] �9� ���
 A ∈ A ⇒ P = Q.

@+�� H���	��� &''�I +��3�A



��� 0�
��	
�����	
������
������	
� '��������� &�

����" ���	���	 �������	�� D�� ��"��;��� A ⊂ P(E) ��9� ������	�� ����� "���?

@+�A ∅ ∈ A�

@+�A �	
 C ,!� ��"� A,B ∈ A ��� B\A =
⋃n

i=1Ai �	
 "�"�� 0��
!�� ���C����
Ai ∈ A�

@+'A A,B ∈ A ⇒ A ∩B ∈ A�

����# ���	���	 ��%%���4�� σ!�
 �%%���4� 
	% σ!�	%����� &�	��	�
	/��	�	�
+� A ⊂ P(Ω)� D�� ��"��������� μ : A −→ R

+
0 ��9�

@�A �%%���4� ����� �	
 ���C���� A1, . . . , An ∈ A ���
⋃n

i=1 Ai ∈ A "���

μ
[ n⋃
i=1

Ai

]
=

n∑
i=1

μ[Ai],

@�A σ!�%%���4� ����� ���� �	
 �1,���1�
 �������� ��� ���C���� A1, A2 . . . ∈ A ���⋃∞
i=1Ai ∈ A "���

μ
[∞⋃
i=1

Ai

]
=

∞∑
i=1

μ[Ai],

@'A σ!�
 �%%���4� ����� �	
 �1,���1�
 �������� ��� A1, A2 . . . ∈ A ���
⋃∞

i=1 Ai ∈ A "���

μ
[∞⋃
i=1

Ai

]
≤
∞∑
i=1

μ[Ai],

@&A σ!�	%����� ����� μ ������� ��� ��� � ��9
�� ��"� B1, B2, . . . ∈ A "�1� ���
Ω =

⋃∞
i=1 Bi ��� μ[Bi] < ∞ �	
 ��� i ∈ N� 5� 6��
� ���� !�
 ��� ��9
���

σ�������� ����� ��� ,�"�G
�" ��9 σ������� ����

����' ���� �#��	��	������	� � � !�"�� "
� A 
�� "
%����� ��	 μ : A −→ [0,∞] 
��

�		����
� σ�����		����
 ��	 σ�
�	���
 �
��
����#���� %�� μ[∅] = 00 1��� ���� 
� 
�� 
��	
����
�
���%%�
�� σ�
�	���
� ��+ μ̃ : σ(A) −→ [0,∞] %�� μ̃[A] = μ[A] �9� ���
 A ∈ A0

@+�� H���	��� &''�I +��&�A



&� � ��.+����� #�/�

����) ���� �����������	
�����	�� &� �
� (Ω,F , μ) 
�� ��+���%� (Ψ, E) 
�� %
�����
�
���% ��	 	�
 '����	��� ϕ : Ω −→ Ψ %
�����0 &� �
-
���
 μ ◦ ϕ−1 	�� ���	%�+ ��� ϕ ���
Ψ �	0�0 	�� ��+ %�� μ ◦ ϕ−1[A] = μ[ϕ−1(A)] �9� ���
 A ∈ E�0 .�� f : Ψ −→ R+

0 %
������ ��
���� ∫

Ψ
f d(μ ◦ ϕ−1) =

∫
Ω
f ◦ ϕ dμ.

@+�� H���	����)� ��� I +���)�A

����+ ���	���	 
	% ���� �����>���� σ!1��� ��� �	
 ��� ��0���"����� ����
(E,T ) ��9� ��� ��� �
 /�0���"� @���� ��� �� �2�� ��"�A 
,�"� σ� �"1
� B(E)
��� E� �� ��
�O��� σ� �"1
�� =�� �� ���"��� ��� ��� ���1�
� ���� (E,B(E))
�� ��� �� ���� ��� ��0��,�
�� ���� ���� �� ��0���"����
 ���� (E,T ) ,�"
��� ��"��
 �� ��� 6�� �G��� !�
 ��� �� ����	�
���� +��
�1!�� ��0���"����
 ���� ��� /�0�
��� ��
 ��" ��� ��
 /�0���"� �
,����� ��� ��� L������� �	
 ���1�
 ����

�
��
�� B(E) ����� ���� ��� ���"��  
�� ���
���
���
�?

B(E) := σ
({

V ∈ E
∣∣ V ��� �6
� �-��0 T

})
= σ

({
V ∈ E

∣∣ V ��� ���
������
� �-��0 T
})

= σ
({

V ∈ E
∣∣ V ��� #�%!�#� �-��0 T

})
@��� H���	��� &''�I +� 3 ��A� ������ ���� ����"  11�����"� ,!����� ,!� ��� ��
C!���"� ��
�O���� σ� �"1
� �
���� ����� ���1�
 ����� �� �� �
1���
 ���
D
,�"����;���� @������� �
 �2�� ��"�A ���1�
 �����

����- �������	
	� +� E �� ��0���"����
 ����� 6�
 1,����� �	
 �� ���1�
� ����
(E,B(E)) ���

M1(E) :=
{
μ ��+ ���

(
E,B(E)

) ∣∣ μ[E] = 1
}

M≤1(E) :=
{
μ ��+ ���

(
E,B(E)

) ∣∣ μ[E] ≤ 1
}

Mf (E) :=
{
μ ��+ ���

(
E,B(E)

) ∣∣ μ[E] ≤ ∞
}

�� ��" �
 ?��������	����/����!� �
 !?��������	����/����! 1,����"�!�� �	%��!
���	 &�@� ��� (E,B(E))� 5� 6��
� 1,����� !�
 ���

L(E) :=
{
X : Ω −→ E

∣∣ ∃ <����% (Ω,A, P ) %�� X−1(E) ⊂ A
}

�� ���� ���
 *��������
��1�� ��� (E,B(E))�



��� 0�
��	
�����	
������
������	
� '��������� &'

�����. ���	���	 ���%	!&�@� +� E �� 0�������
 <�����
2������ D�� ��9 μ ���
(E,B(E)) ��9� ��%	!&�@ ��� E� ����� μ[K] < ∞ ��� �	
 ��� ���0���� K ⊂ E� 6�

1,����� �� ���� ���
 ��������9 ��� E ���

M+(E) :=
{
μ ��+ ���

(
E,B(E)

) ∣∣ μ[K] ≤ ∞ ∀K ∈ E #�%!�#�
}
.

������ ���� �� ��������9 ��� ��� ����� ���0����� 0�������� ���� ���
 σ�������
��� @�"�� $��� ����� ��� +�� '�A�

�������� �������

=� ���
  
1�� !
�� !�
 ��� ���"���� ) !��
����������������
����� 8���
"�,1"
�2
,�
	��"
���? �	
 ��9 1�G��"� !�
? �����M1
����8���
"�,� 8���
"�, �� ������ ��
��9 ����� ���!��� ��� ��" 8���
"�,� �	
 *��������
��1�� �� 8���
"�, �� #
�����"�
L��� ���"� �������� 5F������� ��� �,������"� !
�� !�
 ��� �"
�2 ��
,
�F��
� ��� ��� ���" ��

 !�����"� D�"�������� ��� (�������� 
����

������ ���	���	 ���3���� +� E �� <�����
2����� ��� f : E −→ R ��  11�����"�
5��� ���� !�


Sf := f−1(R\{0})

�
 ��3��� ���!!���� ��� f �

������ (���� ,9� 
��
� ?���	��6����% E ��� 
��
 '����	��� f : E −→ R �
��� 	���

��
� #�%!�#�
� :���
�� ;
�� 
� 
��
 #�%!�#�
 �
��
 K ⊂ E ���� %�� f(Kc) ⊂ {0}0

��(��0 J⇐K? f(Kc) ⊂ {0} ⇒ f−1(R\{0}) ∩Kc = ∅ ⇒ f−1(R\{0}) ⊂ K
⇒ Sf = f−1(R\{0}) ⊂ K = K
5� �1"�������� /����"� ���0���
 ��"� ���0��� ����� ���"� �� ����0���"�

J⇒K? �	
 K := Sf "��� f(Sc
f ) = f

((
f−1(R\{0})

)c) ⊂ f
(
f−1(R\{0})c

)
= f

(
f−1({0})

)
⊂ {0}�

L��� #�
�����,��" ��� K = Sf ������ ���0����

������ �������	
	� �	
 ��� 0�������� ���� E �
!��� !�
 �	
 �� 8���� �
 
�
��!
��"� 1,����"�!�� ������"������ ����"� ��� 1���
����� ��������� ��� E ��
L��������

Cb(E) :=
{
f : E −→ R

∣∣∣ f ��
��� ��	 �
�����#�
}

�-;0

C+
b (E) :=

{
f : E −→ R+

0

∣∣∣ f ��
��� ��	 �
�����#�
}
.



&& � ��.+����� #�/�

 ����" 1,����� !�
 �� 8���� �
 
��!
��"� 1,����"�!�� ������"������ ����"�
��������� ��� E ��� ���0���� /
�"
 ���

CK(E) :=
{
f : E −→ R

∣∣∣ f ��
��� %�� #�%!�#�
% :���
�
}
�-;0

C+
K (E) :=

{
f : E −→ R+

0

∣∣∣ f ��
��� %�� #�%!�#�
% :���
�
}
.

D� "��� CK(E) ⊂ Cb(E) ��� C+
K (E) ⊂ C+

b (E)� �� ��� ���� ��
 ���0���� ��" ���

��
 ����"�  11�����" f ∈ C+

K (E) ���0��� ��� ��� �	
 �� ���0���� /
�"
 Sf ��� f
"���? f(E) = f(Sf ) ∪ f(Sc

f) = f(Sf ) ∪ {0}�

�����" ���	���	 �0	4����	� �� &������ D� ��� f, f1, f2, . . . ���"
�
1�
  11���
���"� ��� ��� σ�������� ��9
��� (Ω,F , μ)� 6�
 ��"�� (fn)n∈N /	4������� ��

&����� ""� f @L�������? fn
L1

−→ f A� �����

E
(
|f − fn|

)
=

∫
Ω
|f − fn| dμ n→∞−→ 0.

�����# ���	���	 �=���!A �����!B=���!�������!0	4����	�� D� �� (Ω,F , μ) �� σ�
������
 ��9
��� ��� f, f1, f2, . . . : (Ω,F , μ) −→ (E,B(E)) ���1�
  11�����"� ��
��� 0�������� ���� E ��� ��
�� d� (fn)n∈N ����
"�
� ���� C ����� ""� f @L�������?

fn
���−→ f A� ����� � �� ��" N ∈ B(E) "�1� ��� μ[N ] = 0 ���

d(f(ω), fn(ω))
n→∞−→ 0 �9� ���
 ω ∈ Ω\N.

=�� μ ��� 6��
���������������9� �� �0
���� ��� ���� ��� ���� �������� @����A 8���
"�,�

�����' ���	���	 �0	4����	� %�� &�@� 	���� D� �� (Ω,F , μ) �� ������
 ��9�

��� ��� f, f1, f2, . . . : (Ω,F , μ) −→ (E,B(E)) ���1�
  11�����"� �� ��� 0��������
���� E ��� ��
�� d� (fn)n∈N /	4������� %�� &�@� 	��� @��
 ������������A ""� f

@L�������? f
μ−→ f A� ����� �	
 C�� ε > 0 "���� ����

μ
[{

ω ∈ Ω
∣∣ d(f(ω), fn(ω)) > ε

}] n→∞−→ 0.



��� 0�
��	
�����	
������
������	
� '��������� &�

�����) ���	���	 ����9���� 
	% 4��� 0	4����	�� 0	4����	� �	 :������
	��
D� �� E �� ��
���
1�

 ����� �
��� ��� �
 ��
�O���� σ� �"1
�� +� (μn)n∈N ��
���" �� Mf (E)� 6�
 ��"�� ���� (μn)n∈N ���9��� ����	 μ ∈Mf (E) /	4�������� �����∫

E
f dμn

n→∞−→
∫
E
f dμ �9� ���
 f ∈ Cb(E).

6�
 ���
�1� ���� μn
w−→ μ ��
 μ = ;�lim

n→∞
μn� D�� ���" (νn)n∈N ��M+(E)� ��9� (νn)n∈N

4�� /	4����	� ����	 ν ∈ M+(E)� �����∫
E
f dνn

n→∞−→
∫
E
f dν �9� ���
 f ∈ CK(E).

=� ���� ���� �
!��� !�
 �� L�������� νn
d−→ ν ��
 ν = ��lim

n→∞
νn� 6�
 ���� ��

���" ��� *��������
��1�� (Xn)n∈N �� L(E) /	4����	� �	 :������
	� @��
 ���� ���!���A
""�X ∈ L(E)� ����� �� #
�����"� Pn◦X−1n �
Xn ���!��� ""� �� #
�����" P ◦X−1

��� X ����
"�
�� 6�
 ���
�1� ���� Xn
d−→ X ��
 X = 	�lim

n→∞
Xn�

�����+ �������	
	� +��� X ��� X ′ *��������
��1�� ��� ��� "������� ���1�
�
���� (E, E) ��� ��1� X ��� X ′ �� "���� #
�����"� �� ���
�1� !�


X
d
= X ′.

�����- ���� ��
��	
� ����
��	
���� ��
����� ��� $����������	��� 2���
��
�- �%
����
� ��;�
 ,����"��
�
�2���
��
�- �%!��-�
�
� ����������� ��� 
����	
�� 2���
��
�- 	
%
��+
 ��� ��	 2���
��
�- 	
% ��+
 ��� �%!��-�
�� 2���
��
�- �� �
��
�����0

@+�� H������ ����I +�&��A

�����. (���� ,9� 
��
 ,���
 �

��
� *�������������
� (Xn)n∈N ����4

Xn
d−→ 0 ⇐⇒ Xn

P−→ 0.

��(��0 5� =�0�������� J⇐K ��� 1
��� �� +��, �����3 ��������  ��

���� "��� �	
 ���
ε > 0 ���"
��� �
 8���
"�, �� #
�����" �
 Xi

P (|Xn| > ε) =

∫
Ω
I(ε,∞)(|Xn|) dP =

∫
R

I(ε,∞)(|x|) dP ◦X−1n (x)
n→∞−→ 0.



&) � ��.+����� #�/�

������ ���� &��
 ,���
 �

��
� *�������������
� X1,X2, . . . #���
���
�� �
��� 	��� �� �
��
��
���� �
�
� 
��
 �

��
 *�������������
 X� ;
�� �9� 	�
 �
��
���������#����
� FX , FX1 , FX2 , . . .
��� X,X1,X2, . . . ����� 	���

FXn(x)
n→∞−→ FX(x) �9� ���
 "�
���#
���!��#�
 x ��� FX

@+�� H���	��� &''�I +���)�A

������ ���� "
�
� (Xn)n∈N ��	 (Yn)n∈N ,���
� �

��
� *�������������
� ��	 Xn
d−→ X0 1���

����4

Xn − Yn
d−→ 0 ⇒ Yn

d−→ X

@+�� H���	����)� ��� I +�''��A

������ 0����� "��	 (Xn)n∈N� (Yn)n∈N� (Δ−n )n∈N� (Δ
+
n )n∈N ��	 (Δn)n∈N ,���
� �

��
� *��

������������
� ��	 Xn
d−→ X� �� ����4

Xn = Yn +Δn ��	 Δn
d−→ 0 ⇒ Yn

d−→ X@�A

Yn −Δ−n ≤ Xn ≤ Yn +Δ+
n , Δ−n , Δ+

n ≥ 0, ��	 Δ−n , Δ+
n

d−→ 0⇒ Yn
d−→ X@�A

��(��0 ���? Xn − Yn = Δn
d−→ 0� �� ����0���" ���"� ���� ����
� ��� +��, �������

���? Yn − Δ−n ≤ Xn ≤ Yn + Δ+
n ⇒ |Xn − Yn| ≤ Δ−n + Δ+

n
d−→ 0�  ��� "��� ���� +��,

������ Yn
d−→ X�

�����" ���� �����%�&'��� ���
��� "
� h ∈ N ��	 Xn := (X
(1)
n , . . . ,X

(h)
n ) ∈ L(Rh)0

1��� ���	 ����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� &� 
/����
�� 
�� X := (X(1), . . . ,X(h)) ∈ L(Rh)� �� 	���

Xn
d−→ X.

��� ,9� ���
 t = (t1, . . . , th) ∈ L(Rh) ���� 
� 
��
 *�������������
 Y (t) ∈ L(Rh)� �� 	��� ����

h∑
i=1

tiX
(i)
n

d−→ Y (t).

K��� ��� �	
� ���� �� ��� Y (t) =
∑h

i=1 tiX
(i)0

@+�� H���	��� &''�I +�'�.�A



��� 0�
��	
�����	
������
������	
� '��������� &.

�����# ���� &� �
� (Ω,A, P ) 
�� <�����
�����#
������% ��	

f (i), f (i)
n : (Ω,A, P ) −→ (E,B(E)), n ∈ N, i = 1, . . . ,m

%
�����
 '����	���
� �� 
��
� !������
� ���% E %�� �
���# d0 1��� ���� �9� 	
� ���	�#�
����% (Ωh,A⊗h, P⊗h)� h ∈ N�

(f (1)
n , . . . , f (h)

n )
P⊗h

−→ (f (1), . . . , f (h)) ⇐⇒ f (i)
n

P−→ f (i) ∀i = 1, . . . ,m.

@+�� H������ ���'I +���'�A

�����' ���� ���	� ��� ��� �	�	
�� ())
����� "
�
� E1 ��	 E2 %
�����
����
 ���%
�
�
��
�
� %�� 	
� -��
� ���
� ���
�3��
� σ�'��
��
�0 <
��
���� �
� ϕ : E1 −→ E2 
��

%
�����
 '����	��� ��	 Uϕ 	�
 �
��
 	
� 7���
���#
�����
��
� ��� ϕ0

��� "��	 μ, μ1, μ2, . . . ∈M≤1(E1) %�� μ[Uϕ] = 0 ��	 μn
w−→ μ 	��� ����4

μn ◦ ϕ−1 d−→ μ ◦ ϕ−1.

��� "��	 X,X1,X2, . . . *�������������
� ��� E1 %�� P (X ∈ Uϕ) = 0 ��	 Xn
d−→ X� �� �����4

ϕ(Xn)
d−→ ϕ(X).

@+�� H���	��� &''�I +���.�A

�������� �� ��		����� ����������� ��� (���������

�����) ���� "
� (Ω,F , μ) 
�� ��+���% ��	 (fn)n∈N 
��
 ,���
 �

��
� F�B(R+
0 )�%
�����
�

'����	���
�0 1��� ���	 ���

inf
n∈N

fn : Ω −→ R, ω �−→ inf
n∈N

fn(ω),

sup
n∈N

fn : Ω −→ R, ω �−→ sup
n∈N

fn(ω),

lim inf
n→∞

fn : Ω −→ R, ω �−→ lim inf
n→∞

fn(ω),

lim sup
n→∞

fn : Ω −→ R, ω �−→ lim sup
n→∞

fn(ω)

��	 �
�
�
�
������

lim
n→∞

fn : Ω −→ R, ω �−→ lim
n→∞

fn(ω)

%
�����0

��(��0 6�
 ,�"� ,�������? supn∈N fn ��� ���1�
? +� x ∈ R+
0 � D� ��� supn∈N fn(ω) ≤ x

"��� ����� !�� fn(ω) ≤ x �	
 ��� n ∈ N�  ��� ���?

{
ω ∈ Ω

∣∣ sup
n∈N

fn(ω) ≤ x
}
=

∞⋂
n=1

{
ω ∈ Ω

∣∣ fn(ω) ≤ x}︸ ︷︷ ︸
F�B(R+

0 )��������

.



&: � ��.+����� #�/�

F�B(R+
0 )����1�
�  ����" ,�"� ���� ���� infn∈N fn F�B(R+

0 )����1�
 ��� ��� ����� ����
����

lim sup
n→∞

fn = inf
n∈N

sup
i=1,...,n

fi ��� lim inf
n→∞

fn = sup
n∈N

inf
i=1,...,n

fi

���1�
� =�� fn 0����!�� ����
"�� ""� f � �� ��� f = lim infn→∞ fn = lim supn→∞ fn�
���� ���1�
�

�����+ ���	���	 ���	����� =
	/��	� +� (Ω,F) �� ���1�

 ����� D�� ��	�����
=
	/��	 ��� ��  11�����" �
 ��
�

n∑
i=1

ciIFi

��� c1, . . . , cn ∈ R ��� F1, . . . , Fn ∈ F �

�����- (���� .�� (Ω,F) 
�� %
�����
� ���% ��	 f : (Ω,F) −→ (R+
0 ,B(R+

0 )) 
��
 %
���
���
 '����	���� �� ���� 
� 
��
 ,���
 ��� 
�����
� ,��#����
� fn %�� fn ↗ f 0

��(��0 ��
���� ��  11�����" fn : Ω −→ R+
0 ���

fn(ω) :=

{
k−1
2n ����� 
� 
�� k = 1, . . . , n %�� k−1

2n ≤ f(ω) < k
2n ����

n ����� f(ω) ≥ n.

D� "��� fn ↗ f � 5� 6��
� ��� fn �� ������ ��������� ��� fn ��� �� 5�
������"

fn = nIf−1([n,∞]) +

n∑
i=1

k − 1

2n
If−1([ k−1

2n
, k
2n

)).
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�����. ���� ���	� ��� ��� ����	���� $�������� "
�
� f1, f2, . . . �����
�����
� %
���
���
 ,��#����
� ��� 
��
% �
%
����%
� ��+���% (Ω,F , μ) ��	 �
� fn ↗ f ���� 9�
���� �9�

��
 ;
��
�
 '����	��� f ��� Ω0 1��� ��� f %
����� ��	 
� ����4

lim
n→∞

∫
Ω
fn dμ =

∫
Ω
f dμ.

�
���
� 	��� 	�
 '�����
 ;��� ��
���� ;
�� %�� ∞ ��� <
�� 	
� .��
����
 -������0

@+�� H���	��� &''�I +�3��A

������ ���� ���	� ��� ��� ���
�
��	�� $��������� "
�
� f, f1, f2, . . . ,��#����
� ���

��
% �
%
����%
� ��+���% (Ω,F , μ)� �
� fn �9� ���
 n ∈ N %
����� ��	

fn
μ−→ f.

K��� 
� 
��
 ���
���
����
 '����	��� g ��� Ω� %�� |fn| ≤ g ���� 9�
���� �9� =
	
� ���� ��� 
�	���
��
�
� n ∈ N� �� ��� f ���
���
���� ��	 
� ����

lim
n→∞

∫
Ω
fn dμ =

∫
Ω
f dμ.

@+�� H���	��� &''�I +��&��A
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��� ��
� &�'���
��

=� ����  1������� !
�� !�
 �� ���� �
 ��������9 M+(E) ��� ��
 ��0���"�����
+�
����
 �
���� 5� ��0���"����� D�"�������� ���� ����� ��� ���
 /����"� ����
���
���"� ��� ����� �� ����� ����,�!����  �� ���� (
��� !
�� !�
 ���" <�������,
��
������ �� ��� ����

@�A ���0��� ��"� J��� �1�K ��
�� ���0��� ��"� ��� �2� ��"� J��� ����K
��
�� �2�� 
����� ���0��� ��"� ,� �00
�>���
� @$��� ����. ��� +�� ��A�

@�A ����" ��������� ��� ���0���� /
�"
 ,� F���� �� �� ��� "!���� +��� ���
���
�
������� ��������� @=�������
���������A ��� ���0���� ��"� J��� �1�K @1,!�
���
���
������� ��������� ��� �2�� ��"� J��� ����KA "�� �00
�>���
� @1��
��A�

@'A �� 
����� 8��0������ ��� ��"� �� M+(E) ����,�!��� @$��� ����3 ��� +��
� �&A

@&A ��� �����9���� M+(E) ��� 0�������� ���� ,� �����F,�
� @/��
� ������ ��� +��
� �:A�

����� �������	
	� +� E �� 0�������
 ���� �
��� ��� �
 ��
�O���� σ� �"1
�
B(E)� �	
 �� ���"
�
1�
  11�����" f : E −→ R+

0 ��� �� ��9 μ ��� (E,B(E)) 1�
,����� !�
 ���

〈f, μ〉 :=
∫
E
f(x) dμ(x)

��� =��"
�� ��� f 	1
 E 1,	"���� μ ��� ��� f∗ ��  11�����"

f∗ : M+(E) −→ R+
0 , μ �−→ 〈f, μ〉.

����� ���	���	 �:��� ������� D� �� E 0�������� 5� 4��� ������ Tv(M+(E))
��� M+(E) ��� �� ��� �
 +�11����{{

μ ∈ M+(E)
∣∣ 〈f, μ〉 ∈ (x, y)

} ∣∣∣ x < y ∈ R+
0 , f ∈ C+

K (E)
}


,�"� /�0���"� @�"�� +��, ����& ��� +�� ��A�

����� �����/
	� D��  11�����" ��� "��� ���� ����"� !�� �� �
1���
 �2�
 ��"�
�2� ���� @+��, ����'' ��� +�� ��A� 5� �1� ��""1� +�11���� ��� Tv(M+(E)) ������
"��� �� �
1���
 �
 ��"� (x, y)��� x < y ∈ R ���
 ��  11�����"� f∗ ��� f ∈ C+

K (E)�
5�

{
(x, y)

∣∣ x < y ∈ R
}
�� +�11���� �
 ��� �
 ���������� ��
�� d2 
,�"�� /�0���"�

T (d2) ��� R ��� ���� ��� ���
 ����� ,�"�� ���� Tv(M+(E)) �� "
G1�� /�0���"� ����
1,	"���� �

 �� f∗ ��� f ∈ C+

K (E) ����" �����



��� ���� &����� ��

�� ��� /�0���"� ������1� ,� �G��� ����� !�
 ��� ,������� �� ��"1��"�1���� �	

��� ���� 4���� μ ��� M+(E)� 6� �� 8�0��� � 
!����� ���� ��"1��"�1��� �	�,����
<��������� ,�� L���!�� ��0���"����
 D�"�������� ��� ������

����" (���� .�� E 
�� !������
� ���%� �� ��� �9� 
��
� ���#� μ ∈ M+(E) 	�� �
��
��
�$��
%

U(μ) :=
{ k⋂
i=1

{
ν ∈ M+(E)

∣∣ |〈fi, ν〉 − 〈fi, μ〉| < ε
} ∣∣∣ ε > 0, k ∈ N, f1, . . . , fk ∈ C+

K (E)
}


��
 7%�
���������� ��� μ �
-9���� Tv(M+(E))0

��(��0 B2�1�
 ���{{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, μ〉 ∈ (xi, yi) ∀i = 1, . . . , k
} ∣∣∣ xi < yi ∈ R+

0 , k ∈ N, f ∈ C+
K (E)

}
�� ����� ��� Tv(M+(E))� =�� ���� V ∈ Tv(M+(E)) ��� μ ∈ V � �� >����
� "�"��
xi < yi ∈ R+

0 , k ∈ N ��� f ∈ C+
K (E)� �� ����

μ ∈
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, ν〉 ∈ (xi, yi) ∀i = 1, . . . , k
}
⊂ V.

6��� ��� �� 0�������

ε′ < min
{
yi − 〈fi, μ〉, 〈fi, μ〉 − xi

∣∣ i = 1, . . . , k
}
> 0.

5��� ���

μ ∈ U :=
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ |〈fi, ν〉 − 〈fi, μ〉| < ε′ ∀i = 1, . . . , k
}
∈ U(μ)

���

U ⊂
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, ν〉 ∈ (xi, yi) ∀i = 1, . . . , k
}
⊂ V.

D� 1��1� ��
 ���� �� D>����, ��
 �2�� ��" V ′ ��� μ ∈ V ′ ⊂ U ,� ,�"�� U �����
���� ���
����� ���

U =
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, ν〉 ∈ (〈fi, μ〉 − ε′, 〈fi, μ〉+ ε′) ∀i = 1, . . . , k
}

���
�1�� ���� ��� U �� D���� �
 ��0���"����� ����� ��� ����� �2��

L�� �G��� !�
 �� L��� �
 ��"� /�0���"� 
����
��"�� 5� ��" /�0���"� ��� �������
"��� �� ,�
 ��"� 8���
"�, 0����� /�0���"�� 5
 �!�� ���
  ����" !�
� ���
�0��
 
�G"������ !��
����������������
�����  ����"� �������� ��� ��0���"����� ,�
�
��	0���

����# ���� ,9� 
��
� !������
� ���% E ���%%� 	�
 ��!�������
 2���
��
�- ��� M+(E)
�
-9���� 	
� ���
� :�!�����
 Tv(M+(E)) %�� 	
� ���
� 2���
��
�- �� M+(E) 9�
�
��0



�� � ��.+����� #�/�

��(��0 D� �� U(μ) �� ��"1��"�1���� ��� μ ��� $��� ����&� D� "���? μn
����−→ μ� "���

����� !�� �	
 ���

U =
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ |〈fi, ν〉 − 〈fi, μ〉| < ε ∀i = 1, . . . , k
}
∈ U(μ)

�� n0 ∈ N >����
� ��� μn ∈ U �	
 ��� n ≥ n0� (��� ���� ����� !��

∀ε > 0, k ∈ N, f1, . . . , fk ∈ C+
K (E) ∃n0 ∈ N : |〈fi, μn〉 − 〈fi, μ〉| < ε ∀n > n0, i = 1, . . . , k.

5�� ��� �N������� ,� (
〈f1, μn〉, . . . , 〈fk, μn〉

) n→∞−→
(
〈f1, μ〉, . . . , 〈fk, μ〉

)
�	
 ��� k ∈ N, f1, . . . , fk ∈ C+

K (E) ⇐⇒ μn
v−→ μ�

����' �������	
	� =� ��� 1��1�"� ���� X 1,����� !�
 �	
 A ⊂ X ��� IA ��
 11�����"

IA : X −→ R+
0 , x �−→

{
1, x ∈ A

0, x /∈ A.

IA ��9� �� ;����/����������� =
	/��	 �%�� �
�� 2	%�/����
	/��	� ��� A�

5
 �"
�2 �
 ��"� /�0���"� ���"� ,������� ��� ����"� ��������� ��� ���0����
/
�"
 �1� 6�� !�
 7��
���
������� ��������� �� ���
  
"���������� ��1,���
!����� �� �	��� !�
 ���� 
�� ��� *���������" ,!����� ���� 1��� 8����� ���
 11�����"� �
������ 5� !�����"��� 4���� 1���
�1� ���"��� $���?

����) (���� &� �
� & 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%0

��� .�� K ⊂ E #�%!�#�� �� 
/����
�
� #�%!�#�
 �
��
� Kn ↘ K ��	 
��
 �!��#�;
��
�
%������ ��
��
�	
 ,��#����
�����
 (fn)n∈N �� C+

K (E) %��

IK ≤ fn ≤ IKn ��	 IKn ↘ IK .

��� .�� G ⊂ E �6
�� �� 
/����
�
� �6
�
� �
����� #�%!�#�
 �
��
� Gn ↗ G ��	 
��

�!��#�;
��
� %������ ����
�	
 ,��#����
�����
 (gn)n∈N �� C+

K (E) %��

IG ≥ gn ≥ IGn ��	 IGn ↗ IG.

��(��0 ���? L��� $��� ����� ��� +�� '� "�1� � �� ������"�� ��"����" (Rj)j∈N
��� �2��� 
����� ���0���� ��"� ��� Rj ↗ E� 5�K ���0��� ��� ���K ⊂ E =

⋃∞
j=1Rj

"�1� � �� m ∈ N ���

K ⊂
m⋃
j=i

Rm = Rm.



��� ���� &����� �'

Rm ��� �2�� ���� ��� Rc
m �1"�������� ��� �� Rc

m ��� K ���C���� ����� "��� �	
 �� ��
��
ρ ��� E? ρ(Rc

m,K) > 0 @�"�� $��� �����: ��� +�� '�A� �	
 0������ ε < ρ(Rc
m,K) ��� �����

K ⊂ K(ε) :=
{
x ∈ E

∣∣ ρ(x,K) ≤ ε
}
⊂ Rm.

5� K �1"�������� ���� "��� �	
 C�� x ∈ Kc� ���� ρ(x,K) > 0�  ��� "�1� � �� ε > 0� ��
���� x /∈ K(ε) ��� ���
 "��� K(ε) ↘ K �	
 ε↘ 0�
�	
 ��  11�����" h : E −→ R �F��
� !�
 �� 4��������� h+ : E −→ R+

0 , x �−→
max{h(x), 0}� =�� h ����"� �� ��� ���� h+ ����"� 6�
 ��,� ��� �	
 �� ���
����� �����
0������� ε !� �1�

f (ε) : E −→ R+
0 , x �−→

(
1− ρ(x,K)

ε

)+

.

B2�1�
 "��� �	
 �� /
�"
 Sf(ε) ��� f (ε)� ���� Sf(ε) = K(ε) ⊂ Rm ���� ���� ��� f (ε) ∈ C+
K (E)

@�	
 ���
����� ���� εA� f (ε) ��� "���� 1 ��� K ��� "���� 0 ��� K(ε)� 5����� ���

IK ≤ f (ε) ≤ IK(ε) ↘ IK .

+�,� !�
 �	
 ���
����� "
�9� n ∈ N Kn := K( 1
n
) ↘ K ��� fn := f ( 1

n
) @!��� �	
 ,� ����

n ,�� ���0�� "�"�� �������� 6
�� �!� ��C��"�� �� ���� ,�� ������� ���
�����
"
�9� n0 "�G
�A �� ���"� �� ����0���" �������1�
�

���? 6�
 ,�"� �� ����0���" ,������� �	
 
����� ���0��� G� R������ ,� �1�"� ��
!�� �F��
� !�
 �	
 �� ��
�� ρ ��� D ��� �� n ∈ N

Gn :=
{
x ∈ E

∣∣ ρ(x,Gc) > n−1
}
.

Gn ��� �2�� 
����� ���0��� ��� � "��� Gn ↗ G◦ = G� ��� �	
 C�� x ∈ G "��� d(x,Gc) > 0�

5
 /
�"
 Sgn �
 ����"�  11�����"

gn : E −→ R+
0 , x �−→ (1− nρ(x,Gn))

+

��� �� /����" ��� G� ���� ���0���� ���� gn ∈ C+
K (E)� 5� Gn ��� gn �� "!	�����

D�"������� ��1� ��� ����� �
 �!�� �	
 
����� ���0��� �2� ��"� 
1
�����

��
����� !�
 ��� �� ����� ���� ���� G ����� 
����� ���0��� ���? D� �� (Rj)j∈N �� �������
"�� ��"����" ��� �2��� 
����� ���0���� ��"� ��� Rj ↗ E @��� $��� �����
��� +�� '�A� 5��� "�1� � �	
 ��� j ∈ N �� @0����!��A ������� !������ ����������
���" gj,n ��� ��"� Gj,n ↗ G ∩Rj ���

IG∩Rj ≥ gj,n ≥ IGj,n ↗ IG∩Rj .

5� ������������" gn : E −→ R+
0 , x �−→ max{gi,n(x)|i = 1, . . . , n} ��� �� ��"� Gn :=

Gn,n ��1� ���� �� "!	������ D�"���������

����+ ���� .� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ��� 
�� ��	�����+ μ 
��	
����
	��� 	�
 〈f, μ〉 %�� f ∈ C+

K (E) �
���
�
��0 .���
���	
�
 ��� 	�%�� M+(E) �
��
�
� %�� 	
�
���
� :�!�����
 
�� ?���	��6����%0



�& � ��.+����� #�/�

��(��0 +� μ �= ν� 5��� "�1� � �� ���0��� ��" K ⊂ E ��� μ[K] �= ν[K]� ���
B(E) !�
� ��� �� ���0���� /����"� ��� E 
,�"�� L��� !�
 ��� ����
�����"
�
  ��"������ ��� ���� μ[K] > ν[K] ���� (��9 $��� ����. ��� +�� �� "�1� � ���� ��
���" ��� fn ∈ C+

K (E)� �� ���� fn ↘ IK ��� ���� �� +��, ��� �
 ������
�� 8���
"�,
@+��, ����'� ��� +�� &3A

〈fn, μ〉 n→∞−→ 〈IK , μ〉 > 〈IK , ν〉 n→∞←− 〈fn, ν〉.

5����� ���� � �� fn0 ��� 〈fn0 , μ〉 �= 〈fn0 , ν〉 "1�� !���� �
 
�� /�� �� +��,� 1�
!��� ����

�� �� <�����
2 D�"������� ����,�!��� ���"
� !�
 ��� �� 
��� /�� �� +��,�� ����
� �� n0 ∈ N ��� �� ε > 0 "�1� ��� 〈fn0 , μ〉 − ε > 〈fn0 , ν〉+ ε� ����{

η ∈ M+(E)
∣∣ |〈fn0 , η〉 − 〈fn0 , μ〉| < ε

}
���

{
η ∈ M+(E)

∣∣ |〈fn0 , η〉 − 〈fn0 , ν〉| < ε
}

���� ���C���� ��"1��"� ��� μ ��� ν @�"�� $��� ����& ��� +�� ��A�

8��0������ ��� 
����� 8��0������ ���� !�����" ��0���"���� �"
�2� 6� �� 8�0��� �

!���� ���� ���0��� ��"� �� "!���
 <������� J����K ��� � "���� ���� ���"� �� ���

J�����K ��" ,������� ����
"�� /�����"� ��� (
�,!
� �� �
 ��" ��1�� 1���,�
@�"�� +��, ������ ��� +�� �.A�
5�� D�"������� ��� 1����
� �	�,����� �� �� ��� 
���1� 8���
"�, ,� 1!���� ����
!�
 �� (������� �
 (
�,!
� ���
 ����
"��� /�����"� ����!��� @�"�� $��� ����&�
��� +�� �)A�
5
 ���"�� +��, ��� �� �	�,����� <��������� �	
 �� L���!�� 
�����
 8��0������?

����- ���� "
� E !������ ��	 M 
��
 :
��%
��
 ��� M+(E)0 ,���
�	
 '�����
� ���	 �F���
���
��4

��� M ��� �
����� #�%!�#� �
-9���� 	
� ���
� :�!�����
 ��� M+(E)�

��� sup
μ∈M

〈f, μ〉 <∞ �9� ���
 f ∈ C+
K (E)�

�>� sup
μ∈M

μ[B] <∞ �9� ���
 �
����� #�%!�#�
� �
��
� B ∈ B(E)0

�	
 �� �!�� ���� +��,� 1�G��"� !�
 ,������� ��� <�������,� �
 ��� �� D>����,
��� ��������9� μ ��� ���
���
���
��� 6
�� �	
 �� =��"
�� 〈f, μ〉� f ∈ C+

K (E)
"�
����
��

�����. ���� *
���+����� ����	��������	� "
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
��	 Ψ : C+

K (E) −→ R+
0 
�� ,��#������� �� 	��� ����

r, s ∈ R+
0 , f, g ∈ C+

K (E) ⇒ Ψ(rf + sg) = rΨ(f) + sΨ(g).

1��� ���� 
� 
�� ��	�����+ μ ��� E %��

Ψ(f) = 〈f, μ〉 �9� ���
 f ∈ C+
K (E).



��� ���� &����� ��

@+�� H,�������� &''�I +�''��A

��(�� $�	 -��. &+&+�0 ���⇒���? L��� 5F������ �
 ��"� /�0���"� ��� �	
 C�� f ∈
C+
K (E) ��  11�����"

f∗ : M+(E) −→ R+
0 , μ �−→ 〈f, μ〉

����"� 5� 8��0������ ��� ����� ���� 
����� 8��0������ ���
 ����"�  11�����"�

����� 1��1�� ��� f∗(M) 
����� ���0��� @���1� ��� ���� f∗(M) ���0���A� ����

sup
μ∈M

〈f, μ〉 = sup f∗(M) ≤ sup f∗(M)
���
< ∞.

���⇐���? *������� ����� !�
 ��� ���
� ���� �	
 1��1�" ��"� A ⊂ R sup(A) = sup(A)
"���� 5� A ⊂ A ���� "��� �2���������� sup(A) ≤ sup(A)� =�� a ∈ A� �� "�1� � �� ���"
(an)n∈N �� A ��� an

n→∞−→ a� 5� an ≤ sup(A) �	
 ��� n ∈ N� ���� ���� a ≤ sup(A) ���� 5�
a ∈ A 1��1�" "!���� !�
� ��� sup(A) ����� "
G9
 ��
 "���� �� +�0
��� ��� A� L���
#�
�����,��" ��� supμ∈M 〈f, μ〉 <∞ ��� ��� �1�"
 M1
�"��" 
����� !�
?

sup
μ∈M

〈f, μ〉 = sup(f∗(M))
���� ����		
≤ sup(f∗(M)) = sup(f∗(M)) = sup

μ∈M
〈f, μ〉 <∞.

�	
 f ∈ C+
K (E) �F��
� !�


Xf := [0, sup
μ∈M

〈f, μ〉].

Xf �
��� ��� �
 
������ /�0���"� T (d2)|Xf
��� R ��� Xf ��� ���0���� L��� �� +��,

��� /;�����2 @+��, �����3 ��� +�� '�A ��� �����

X :=
∏

f∈C+
K (E)

Xf

���0��� 1,	"���� �
 ,�"�G
�"� 4
�������0���"�� ��
���� ��  11�����"

T : M −→ A :=
{
(〈f, μ〉)f∈C+

K (E)

∣∣ μ ∈M
}
⊂ X, μ �−→

(
〈f, μ〉

)
f∈C+

K (E)
.

5��  11�����" ��� �2���������� ��
C���� ��� ���� +��, ����: ��� +�� �' ���� ��C�����
6��
��� ��� ���� $��� ������ ��� +�� �:

V(x) :=
{ k⋂
i=1

{
y ∈ A

∣∣ |πfi(y)− πfi(x)| < ε
} ∣∣∣ ε > 0, k ∈ N, f1, . . . fk ∈ C+

K (E)
}

�� ��"1��"�1���� ��� x �� A @!�1� πf �� 4
�C����� ��� X ��� Xf 1,�����A� =�� U(μ)
�� ��"1��"�1���� ��� $��� ����& ��� +�� ��� �� "��� �	
 ��� μ ∈M ��� U ∈ U(μ)� ����
T (U) ∈ V(T (μ)) ���� ��"��
� "��� �	
 x ∈ A ��� V ∈ V(x)� ���� (T−1)(V ) ∈ U(T−1(x))
���� 5�� ����"��"� ���� ���
����� �	
 �� +���"��� ��� T ��� T−1? =�� �!� μ ∈ M
��� V ∈ V(T (μ)) �� ��"1��" ��� T (μ)� �� ��� T−1(V ) ∈ U(x)) �� ��"1��" ��� μ
��� T (T−1(V )) = V � ���� T ��� ����"�  ����" ,�"� ��� �� +���"��� ��� T−1� ���� T ��
<��G���
0�������



�) � ��.+����� #�/�

6�
 ,�"� ���� ���� A �� X �1"�������� ���? +� (an)n∈N �� ���" �� A ��� limn→∞ an = x�
D� ��� ,� ,�"�� ���� ���� x �� A = T (M) ��"�� 6�
 �
!��� �� L�������� an =
(af,n)f∈C+

K (E) ��� x = (xf )f∈C+
K (E)� 5� an ∈ A �	
 ��� n ∈ N� "�1� � �	
 ��� n ∈ N �� ��

��������9 μn ∈M ��� af,n = 〈f, μn〉 �	
 ��� f ∈ C+
K (E)� +�,�� !�
 ���

Ψ : C+
K (E) −→ R+

0 , f �−→ xf ,

�� 
�	��� Ψ �� #�
�����,��"� ��� +��, ������ ��� +�� �&� ��� �	
 r, s ∈ R ��� f, g ∈
C+
K (E) ���

Ψ(rf + sg) = xrf+sg = lim
n→∞

〈rf + sg, μn〉 = r lim
n→∞

〈f, μn〉+ s lim
n→∞

〈g, μn〉

= rxf + sxg = rΨ(f) + sΨ(g).

 ��� "�1� � �� μ ��M+(E) ��� xf = 〈f, μ〉 �	
 ��� f ∈ C+
K (E)� D� "��� limn→∞〈f, μn〉 = 〈f, μ〉

�	
 ��� f ∈ C+
K (E)� ���� μn

v−→ μ� 5� �� μn �� M ��"�� ���� ����� ���� μ ∈M ���� ����
��� x ∈ T (M) = A�

5� ���� X ���0��� ��� A �� �1"�������� /����" ��� X ���� ��� A �� ���0���

����� <��G���
0�� 
���� 8��0������ @+��, ����&� ��� +�� �'A� ����� ��� ���� M ��
���0���
 ����� L��� +��, �����' ��� +�� �. ��� M ����� �� ���0��� /����" ���
M+(E)� ���� ��� M 
����� ���0����

���⇐�>�? +� f ∈ C+
K (E) ⊂ C+

b (E)� 5��� "�1� � �� m ∈ R+
0 ��� f(x) ≤ m �	
 ���

x ∈ E� �	
 �� /
�"
 Sf ��� f ��� ������ f ≤ mISf
��� �����

sup
μ∈M

〈f, μ〉 ≤ m sup
μ∈M

〈IB , μ〉 = m sup
μ∈M

μ[B] <∞,

��� Sf ��� 
����� ���0��� ���� #�
�����,��"�

���⇒�>�? +� B ∈ E 
����� ���0���� ���� B ���0���� L��� $��� ����. ��� +�� �� "�1�
� ���� �� f1 ∈ C+

K (E) ��� f1 ≥ IB ��� �����

sup
μ∈M

μ[B] ≤ sup
μ∈M

μ[B] = sup
μ∈M

〈IB , μ〉 ≤ sup
μ∈M

〈f1, μ〉 <∞.

6�
 !���� �1�����9�� 1!���� ���� M+(E) 0�������� ���� ����������" ��
���
1�
 ��� ��
0�
�1� ���� +0�
�1�� ��
���� ���� ���� "��� �� ��
���
1�
� ����� �� �� �
�
�
J����K /�0���"� 1���,�� ���� ��� ���� ��
�� �� �1,���1�
 �������� ����� 
,�"�
����� @�"�� J+0�
�1� ����K ��  1������� ���A�
5�� ���"�� $��� ���
� ��� �� �1,���1�
 ��" ��� ���������� �� � ��� 
���1� ��
��
�� ��� M+(E) ,� �F��
�� ���� !�
 �� @1� 1 �1"���������A ��
�" �
 5�2
��
,� �
 =��"
�� �
 ���0
����� ��������� 	1
 E 1,	"���� ,!�
 ��9 ��������
�
@�1,���1�
  �,��� ��� +�������A� D��������� ���� ���� �� ��������� ���
 ������
1
��� ��� /����������� ���
���� !
�� �� ��" 8���
"�, ����,�!����



��� ���� &����� �.

������ (���� .�� E ��#�� #�%!�#� ��	 !������� �� ���� 
� 
��
 ��-������
 :
��%
��


H = {hi | i ∈ N}

��� C+
K (E) %�� 	
� ����
�	
� &��
������
�4

��� "��	 μ ��	 ν ��� M+(E) ��	 〈hi, μ〉 = 〈hi, ν〉 �9� ���
 i ∈ N� �� ��� μ = ν0

��� "��	 μ1, μ2, . . . ∈ M+(E) ��	 ���� 
� �9� =
	
� hi ∈ H 
�� ci ∈ R %�� 〈hi, μn〉
n→∞−→ ci�

�� #���
���
�� μn ��� �
�
� 
�� μ ∈ M+(E) %�� 〈hi, μ〉 = ci �9� ���
 i ∈ N0

�
���
� 	��� 	
� K�
�-;
�� ��� ��� 	��� ��� 
��	
���� �
���%%� ���0

��(��0 *������� �����
��
� !�
 ��� �� "�"�� ��" H? L��� $��� ����� ���
+�� '� "�1� � �	
 �� /�0���"� ��� E �� 1,	"���� ������
 #
���"��"� ��� +������
�1"�������� �1,���1�
 ����� G :=

{
Gi

∣∣ i ∈ N
}
��� 
����� ���0���� ��"�� $���

$��� ����. ��� +�� �� "�1� � ���� ���"� (fi,n)n∈N ��� (gi,n)n∈N �� C+
K (E) ���

fi,n ↘ IGi
��	 gi,n ↗ IGi �9� ���
 i ∈ N.

5� ��"
H :=

{
fi,n

∣∣ i, n ∈ N
}
∪
{
gi,n

∣∣ i, n ∈ N
}

��� �2���������� �1,���1�
�

���? W� �2� ��" �� E ��� �� �1,���1�
 #
���"��" ��� ��"� ��� G ��� �����
σ(G) ⊃ TE ⇒ σ(G) ⊃ σ(TE) = B(R)� ���� ��� G �� ����������1��
 D
,�"
 ��� B(E)� L���
+��, ����' ��� +�� &� ��� � ����� ���
������ ,� ,�"�� ���� μ[G] = ν[G] �	
 ��� G ∈ G
"���� +� ��
,� Gi ∈ G� ���� "�1� � �� ���" (gi,n)n∈N �� H ��� gi,n ↗ IGi ��� ������

μ[Gi] = 〈IGi , μ〉
���������

=
���� 2.1.30

lim
n→∞

〈gi,n, μ〉
V or.
= lim

n→∞
〈gi,n, ν〉

���������
= 〈IGi , ν〉 = ν[Gi].

���? 6�
 ,�"� ,�������� ���� ���
 �� ""1�� #�
�����,��"�
{
μn

∣∣ n ∈ N
}

�����

���0��� ���?

��
���� �� 1��1�" �������� ϕ ∈ C+
K (E)� 5� ���� �
 /
�"
 Sϕ ��� ϕ ���0��� ���

��� ��
⋃∞

i=1Gi = E� "�1� � �� ������ ��" I ⊂ N ��� Sϕ ⊂
⋃

i∈I Gi�  ��"
��� �

 1"����������� ��� G 1,	"���� ������
 #
���"��"� "�1� � ��"�
 �� i0 ∈ N ���

Sϕ ⊂ Gi0 ∈ G.

�	
 ‖ϕ‖∞ := sup
{
|ϕ(x)|

∣∣ x ∈ E
}
<∞ ���

ϕ ≤ ‖ϕ‖∞ISϕ ≤ ‖ϕ‖∞IGi0
≤ ‖ϕ‖∞IGi0

≤ ‖ϕ‖∞fi0,n �9� ���
 n ∈ N.

L��� #�
�����,��" "�1� � �	
 C�� i ∈ N �� ci ∈ R ��� limn→∞〈hi, μn〉 = ci� ���� ���
supn∈N〈hi, μn〉 ≤ ∞ �	
 ��� i ∈ N� 5� fi0,n ∈ H ���� "�1� � �� j ∈ N ��� fi0,n = hj � 5��

"���?

sup
n∈N
〈ϕ, μn〉 ≤ ‖ϕ‖∞ sup

n∈N
〈fi0,n, μn〉 ≤ ‖ϕ‖∞ sup

n∈N
〈hj , μn〉 <∞.



�: � ��.+����� #�/�

5�� ��� ���� +��, ����3 ��� +�� �& �N������� ,�
 
������ 8��0������ ��� {μn | n ∈ N}�

+� ��� {n′} �� /�����" ��� {n}� 5�
{
μn

∣∣ n ∈ N
}

����� ���0��� ���� "�1� � "��9

+��, ������ ��� +�� �. �� /�����" {n′′} ��� {n′} ��� �� ��9 μ ∈
{
μn

∣∣ n ∈ N
}
⊂ M+(E)

���
μn′′

v−→ μ.

+���� "��� �	
 ��� i ∈ N 〈hi, μn〉 n→∞−→ 〈hi, μ〉 ��� ���� #�
�����,��" ���� ���
 (
�,!
�
"���� ci ���� (��9 ��� ��� μ ����� ������" �F��
�� 5��
 1���,� C� /�����" {n′′} ���
{n} �� /�����" {n′} ��� �� "������� (
�,!
� ��limn→∞ μn = μ�

������ ������ .�� E ��#�� #�%!�#� ��	 !������� �� ��� ��� M+(E) �
-9���� 	
� ���
�
:�!�����
 Tv(M+(E)) !������0

��(��0 6�
 �F��
� ��� ��� <��� �
 hi ∈ H ��� $��� ������ ���"�� ��
��?

d(μ, ν) :=

∞∑
i=1

1

2i
min

{
1, |〈hi, μ〉 − 〈hi, ν〉|

}
�����/��	�+

@�A 5�  11�����" d : M+(E)×M+(E) −→ R+
0 ��� !�
����� �� ��
�� ��� M+(E)�

@�A 5� ��
�� d 
,�"� Tv(M+(E))�

@'A 5� ��
�� d ��� ����������" @���� C� 7����; ���" 1,	"���� d ��� ��� (
�,!
� ��
M+(E)A�

@&A E ��� �0�
�1��

*� ���? ��� ���� ����
�� ��� d �;���
���� ���� 5� 5
������"������" ����� ���� ����� ����
�����!�� ����� ��� �� 5F������ ���"� ��� $��� �������

*� ���? 6�
 ,�"�? =�� U(μ) �� ��"1��" ��� μ� �� "�1� � �� @�2�A δ�8�"�

Kδ(μ) :=
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ d(μ, ν) < δ
}
⊂ U(μ).

+� ���� μ ∈ M+(E) 1��1�" "!����� �	
 δ → 0 "�� sup{d(μ, ν) | ν ∈ Kδ(μ)} ""� ��
 �� �
 5F������ ��� d 
"�1� ���� ����� ���� sup

{
|〈hi, μ〉 − 〈hi, ν〉|

∣∣ ν ∈ Kδ(μ)
}
→ 0 �	


δ → 0 �	
 ��� i ∈ N� +���� "��� �	
 C� ���" (νn)n∈N ��� νn ∈ Kn−1(μ) �� ��" 8���
"�,
νn

v−→ μ�
(��9 +��, ����� ��� +�� �� ��� ��" 8���
"�, "���� ��0���"����
 8���
"�, 1,	"����
�
 ��"� /�0���"� ��� ���
 "�1� � �	
 C� ��"1��" U(μ) ��� μ �� n0 ∈ N� �� ����
νn ∈ U(μ) �	
 ��� n ≥ n0� 5� �� νn �
� ��� Kn−1(μ) ���"!���� !�
�� ��"� ���� "��,
Kn0

−1(μ) �� U(μ)� $���� ��� δ �� Q ""� 0 "��� �� 
���� ��� ���
{
Kδ(μ)

∣∣ δ ∈ Q
}
	1


��� ������ �� �1,���1�
 ��"1��"�1���� ��� μ�



��� ���� &����� �3

D� 1��1� ,� ,�"�� ���� �� Kδ(μ) ���� !�
����� �2� 1,	"���� Tv(M+(E)) ����� <�
,�
,�"� ���� ���� C�� ν ∈ Kδ(μ) �� ���

 4���� ��� Kδ(μ) ���� 6�
 ,�"� 0
�,��
� ����
� �	
 C�� ν ∈ Kδ(μ) �� ��" V (ν) ��� �
 ��"1��"�1���� U(ν) ��� $��� ����& ���
+�� �� "�1� ��� ν ∈ V (ν) ⊂ Kδ(μ)� 5�� ��� �1
 ���
� !�� ��� ��� �
 L������� ���
$��� ����& ε ���
����� ����� fi = hi �	
 i = 1, . . . , k ��� k ∈ N ���
����� "
�9 !�����

*� �>�? +� (μn)n∈N �� 7����; ���" 1,	"���� d� 5��� "��� ���� 5F������ ��
 7����;
���"

sup
m∈N

d(μn, μn+m)
n→∞−→ 0.

L��� 5F������ ��� d "��� ���� ���!���"

sup
m∈N

|〈hi, μn〉 − 〈hi, μn+m〉| n→∞−→ 0.

 ��� ��� (〈hi, μn〉)n∈N �	
 C�� i ∈ N �� 7����; ���" �� ������
��� R ��� ����� ����
�
"��� D� "�1� ���� �	
 ��� i ∈ N �� ci ∈ R ��� 〈hi, μn〉 n→∞−→ ci� 5�� ��� ���� $��� ������ ���
+�� �. ���
����� �	
 �� 8���
"�, @��� ���1����
 �	
 �� D>����, ��� "�"���
(
�,!
�� μ ∈ M+(E)A ��� (μn)n∈N�

*� ���? 6�
 ,�"� �N�������� ���� � �� �1,���1�
 ����� ��� Tv(M+(E)) "�1� @��� $��
�� ����' ��� +�� '�A?
5�� ��"��;���

S :=
{{

μ ∈ M+(E)
∣∣ 〈hi, μ〉 ∈ (r, s)

} ∣∣∣ i ∈ N, r, s ∈ Q, 0 ≤ r < s
}

��� ����
���� �1,���1�
� =�� �� ��"��;��� �1,���1�
� �� ��� ���� ��� ��"��;���� ����
��� ���� ������� +������� ��� D����� ��� ���� ��"��;��� 1����� �1,���1�
�
 ��� ��� �� ����� ,�
 +�11���� S �1,���1�
� R������ !� �� ��� ���� ��� ���� ,�"�� ����
��� S ∈ S �2� ���� ��� ���� �	
 ��� μ ∈ M+(E) ��� V ∈ Tv(M+(E)) ��� μ ∈ V ��"�
S1, . . . , Sn ∈ S >����
� ��� μ ∈ S1 ∩ . . . ∩ Sn ⊂ V �
��� ���� �� B2���� �
 S ∈ S �� ���������� ���� ��� �	
 ��� 4���� ν ∈ S !�
�� ��� ��� �� ��"1��"�1��� U(ν) ��� �� $��� ����& ��� +�� �� ,�
	��"
���� <�
,�
1
����� ��� ��
 �	
 ��� ���0
���� i ∈ N fi = gi ��� ε < min

{
s− 〈hi, ν〉, 〈hi, ν〉 − r

}
,�

!����� �� ,� ,�"�� ���� � �	
 C�� μ ∈ M+(E) ��� C� ��"1��" U ��� μ �� ��"
��� �
 ��� S 
,�"�� ����� BS "�1�� 
���� �� ���  ����" �	
 U = Kε(μ)� ε ∈ R ,�
,�"�� 6�
 ��,�� ��
,�

Si,δi,δ′i :=
{
ν ∈ M+(E)

∣∣ 〈hi, ν〉 ∈ (〈hi, μ〉 − δi, 〈hi, μ〉+ δ′i)
}
⊂ S

6���� !�
 δi X δ′i X� �
�
�� ���� 〈hi, μ〉 − δi ��� 〈hi, μ〉 + δ′i �� Q ��"�� �� "�������� ��
Si,δi,δ′i ∈ S ����� 6��
��� ���

d(μ, ν) ≤
n∑

i=1

2−i · δi +
∞∑

i=n+1

2−i · 1 ≤ max{δi|i ≤ n}+ 2−n.

 ��� 1
����� ��� ��
 n ∈ N ���
����� "
�9 ��� �� δi, δ
′
i @���
 �
	��������"��" �1�"


����"��"�A ���
����� ���� ,� !����� ��
⋂n

i=1 Si,δ ⊂ Kε(μ) ,� 

����� ��� !���



)� � ��.+����� #�/�

��
,� �!� n ∈ N �
�
�� ���� 2−n < 2−1ε ��� δ1, . . . δn, δ
′
1, . . . , δ

′
n ∈ R �� �1�"� �����

"��"� "�	"� ��� �	
 �� ��9
�� 0 < δ1, . . . , δn,≤ 2−1ε "���� ������ ���� �
�
��" δi
>����
�� �� Q ����� �� R ��"��

L��� �� !�
 !����� ���� �	
 ����� ���0���� 0������� ���� E �
 ���� M+(E) ��
���
�
1�
 ���� ��1� !�
 ��� <��������� �
 ���"�����"��� ,�
 #
�	"��"� �� +���"��� ����,��
!���� +���� �G��� !�
 ��� "
�9�  ��!��� ���"��� �	�,����� +��, 	1
 �� +���"���
���  11�����"� ,!����� ����� M+(E1) ��� M+(E2) 1!���?

������ ���� "
�
� E1 
�� ��#�� #�%!�#�
� ��	 !������
� ���% ��	 E2 
�� �
��
���
� ��!��
������
� ���%0 .�� f : E1 −→ E2 ��
��� ��	 ��� f−1(K) �9� =
	
� #�%!�#�
� :
�����% K ���
E2 �
����� #�%!�#� �� E1� �� ��� 	�
 ��	�-�
��
 '����	���

f : M+(E1) −→M+(E2), μ �−→ μ ◦ f−1

��
���0 .���
���	
�
 	�
� ���9����� ;
�� f 
�� ?�% �%��!���%�� ���0

��(��0 L��� +��, ������ ��� +�� �. ��� +���"��� @1,"�� �
 ��"� /�0���"�A �N�������
,� ���"�����"��� @1,	"���� ��"
 8���
"�,A� �� �� ���"�����"��� ,� ,�"�� �	���
!�
 ����!���� ���� �	
 �� ���" (μn)n∈N �� M+(E1) "���?

μn
v−→ μ ⇒ f(μn)

v−→ f(μ).

+� ���� g ∈ CK(E2)� ���� ���

(g ◦ f)−1(R\{0}) = f−1(g−1(R\{0})︸ ︷︷ ︸
������� �������

) ⊆ f−1(g−1(R\{0})︸ ︷︷ ︸
�������

)


����� ���0��� ���� #�
�����,��" ��� ����� ��� g ◦ f 1������ ��� ���0���� /
�"
�
5� g ◦ f ����" ���� ��"� � �� CK(E1)�  ��� "��� ���� �
 5F������ �
 ��"� 8���
"�,∫
E1

g ◦ f dμn
n→∞−→

∫
E1

g ◦ f dμ� ��� <��� �
 /
�����
���������
�� �	
 =��"
�� @+��, ����.
��� +�� &�A ���"� ���?∫

E2

g dμn ◦ f−1 =
∫
E1

g ◦ f dμn
n→∞−→

∫
E1

g ◦ f dμ =

∫
E2

g dμ ◦ f−1.

+���� ��� f(μn)
v−→ f(μ) ",�"��



��, -1� �������� )�

��� ,.�������
�

#�" 8���
"�, ��� ��9� μn ∈ M+(E) ��� �F��
� ��� �� 8���
"�, �
 =��"
��∫
E f dμn ���
 J/�����������K f ∈ C+

K (E) 	1
 E� ����
 ��1� !�
 ���� ���� ��
���
*���������" ,!����� ��"
 8���
"�, ��� ��9� ��� �
 8���
"�, �
 ���
���
�����
���� ��������� ��� /����"� ��� E 1,����"�!�� �
 8���
"�, �
 J ��!
���"��
���������K μn[A] ��� ��"� A ∈ B(E) ���� "�
��� ���"��� ���0�� �
�������� ����
�� ���"
��" Jμn

v−→ μ ⇒ μn[B]
n→∞−→ μ[B] �	
 ��� @
����� ���0����A B ∈ B(E)K �����

,������" ���?
+� E = R� �
��� ��� �
 ���������� ��
�� ��� μ, μ1, μ2 �� ��9 ��� R ��� μn[A] :=
IA(n

−1) ��� μ[A] := IA(0)� 5��� "��� μn
v−→ μ�  1
 〈I(0,1], μn〉 ��� "���� 1 �	
 ��� n ∈ N�

!��
�� 〈I(0,1], μ〉 = 0 ���� 5�� 4
�1�� 1���� ��
��� ���� μ J����K ��� �� ���� ���
(0, 1] ���� !��
�� �� J����K �
 μn ,!�
 J,�� ���� ��� !���
�K� �1
 ���
 �� =��
�
1��1�� D� ��� ���� ��� ��"��� ��
�
��"� �� �� ��"�� 1,	"���� �
 J����K ��� ��
�
����
� ,� ������
D�� !�����"� ��"��;��� �� ���� *���������" ��� Rμ(E)� �� 8���� ���
 ���1��

� 
����� ���0���� ��"�� �
� ���� Jμ�����K L��� ���� 5��� ��"��;��� ����
���
���"� ���
 ���� 
����� J"
�9K ��� ���������� ���� �� ����
� 8���
"�,� �����
,�!���� ��� � ���
 ��� ��������� ���� ��� "�"��� /�������� ��� Rμ(E) ,� 1�������"��
�� ��� �
 ��� +�� ���
����� ��� =���
������� �	
 8���
"�,�����"� �������� ���
�
 ���
� +�� �1
 �� "!���
 6�� J����K "��" P 1��0���!�� 0�
���
���
1�
 P �����
�� ���� ��� 1������ ����"��"� �� �� ����
� ����
���� �����
+���� �� ��"��;��� ��� �
 57�+��
��"� �� +��
��" ��� 
����� ���0����� ���1�
�
��"�� �
 �	
 C� ""1� ���1�
 
����� ���0��� ��" �� ������ M1
�����"
��� ��"� 1��1�" ����� 5�
�����
�������� 5
 �"
�2 �� 57�+��
��"� !�
� ����
1� �
 8���
"�, �� #
�����" ��� *������"� ��9� @ 1������� ��.A �� ���� �0��� ���
���� ��
� !
�� ��� �� �� ����  1������� 1!����  ����"� ��� L��,� ����

����� �������	
	� D� �� E �� ����� ���0���
� 0�������
 ���� ��� μ ��� ��9 ��� E�
6�
 �
!��� ���"�� L��������?

R(E) :=
{
E ∈ B(E)

∣∣ E ��� �
����� #�%!�#�
}

Rμ(E) :=
{
E ∈ B(E)

∣∣ E ∈ R(E), μ[∂E] = 0
}

R◦μ(E) :=
{
E ∈ B(E)

∣∣ E ∈ R(E), E �6
�, μ[∂E] = 0
}
.

����� ���	���	 ��;!�<����� =�� E �� ����� ���0���
� 0�������
 ���� ��� d ��
�� /�0���"� T ��� E 
,�"�� ��
��� �� ��9� �� ��"��;��� A ��� E �;!�<����
@%�������"� ���
��"A ��� E� ����� A ⊂ R(E) ���

@57A �	
 ��� R ∈ R(E) ��� ε > 0 "�1� � A1, . . . An ∈ A ���

d(Ai) := sup
a,b∈Ai

(
d(a, b)

)
< ε ��	 R ⊂

n⋃
i=1

Ai.



)� � ��.+����� #�/�

����� �����/
	� 5
 �"
�2 �� 57�+;���� ���"� ��
 ��� �
 /�0���"� T ��� E� �����
��� �
 6��� ��
 ����
�� ��
�� d �1 @��� H�����	����� ��� I +� ' ��A�

����" ���	���	 ��;!������	�� D���;!������	� ��� �� +��
��" ��� ���1�
� ���
"�� �
 �� 57�+;��� ��� /����" �������

D�� 57�+;��� ��� �" ��� �� �"
�2 ��
 ��0���"����� ����� �
1����� !� �� ���"���
1��� $����� ,�"� !
���

����# (���� J
	
 ����� B 
��
� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
� E ��� 
�� 1N�"$��
%0

��(��0 +� d �� ,�
 /�0���"� ��� E 0����� ��
�� ��� R ∈ R(E)� =�� B �� ����� ���
E� x ∈ E ���

Kε′(x) :=
{
y ∈ E | d(x, y) < ε′

}
,

�� "�1� � �	
 C�� ε′ > 0 �� ��" Bε′(x) ∈ B ��� x ∈ Bε′(x) ⊂ Kε′(x)� 6���� ��� �	

""1�� ε > 0 �!� ε′ = 3−1ε� �� ��� d(Bε′(x)) ≤ d(Kε′(x)) ≤ 2ε′ < ε� D� "��� !��
���

R ⊂
⋃
x∈R

Bε′(x).

5� R ���0��� ��� �� Bε′(x) ∈ B �2� ����� "�1� � �� n ∈ N ��� x1, . . . , xn ∈ R� �� ����

R ⊂
n⋃

i=1

Bε′(xi).

 ��� ��� B �� 57�+;����

����' (���� "
� A ⊂ P(E) 
�� �
��
��$��
% ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
E0 K��� 
� 
��
 ����� B ��� E� �� 	��� �9� =
	
� B ∈ B 
�� A ∈ A %�� B ⊂ A ⊂ B 
/����
���
�� ��� A 
�� 1N�"$��
% ��� E0

��(��0 D� 
���� ,� ,�"�� ���� d(B) = d(A) ���� �
 ��� ���"� ���� ����
� ��� $��� ��'���
D� �� !��
 d �� ,�
 /�0���"� ��� E 0����� ��
��� L��� $��� �����. ��� +�� �3
��� d : E × E −→ R ����"� +�� a, b ∈ B� ���� "�1� � ���"� (an)n∈N ��� (bn)n∈N �� B ���
limn→∞ an = a ��� limn→∞ bn = b� +���� "��� limn→∞ d(an, bn) = d(a, b)� 5� �	
 ��� n ∈ N

d(an, bn) ≤ sup
{
d(x, y)

∣∣ x, y ∈ B
}
= d(B) ���� ��� ����� ���� d(a, b) = limn→∞ d(an, bn) ≤

d(B)� 6�� a ��� b 1��1�" ��� B "!���� !�
�� ��� ����� d(B) ≤ d(B) ��� ����� d(B) ≤
d(A) ≤ d(B) ≤ d(B)� ���� d(A) = d(B)�



��, -1� �������� )'

��� 1����� ���� �� ����
��" �
�
� JA ��� �� 57�+;��� ⇒ A′ := {A◦|A ∈ A} ���
�� �����K �� ���"���� ��!��
 ���� 5�
	1
 ������ ����� � ���� ��"�
 ,�"�� ���� A′ �����
����� �� 57�+;��� ��� ����� D�� ("�1��0�� ���

A :=
{[

2−n(kn − 1), 2−nkn
) ∣∣∣ n ∈ N, kn = 1, . . . 2n

}
∪ ∅.

A ��� ����
���� �� 57�+��
��" ��� [0, 1) 1,	"���� �
 
������ ���������� @���� ��� �

���������� ��
�� 
,�"��A /�0���"� ��� R� D� "�1� �1
 ��� ��" A ∈ A��� 2−1 ∈ A◦

��� ����� ���� ��� M1
�����" ��� {2−1}� ���� A′ ��� ��� 57�+;���� 5� C� ����� ���
����� ���0����� 0�������� ����� �� 57�+;��� ���� ��� A′ ���� ��� ������

+���� ,� �� 
�� ��0���"����� D�"�������� ��� 57�+;����� 6�
 ����� ��� ,� ��
�
 !�����"� !��
����������������
������  ����" 	1
 57�+;���?

����) (���� "
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 A ⊂ B(E) 
�� 1N�"$��
%
��� E� �� ��� A 
�� &�-
��
�	
��$��
% �9� B(E)0

��(��0 D� �� A �� 57�+;��� ��� E� 5� A ⊂ B(E) ���� ��� σ(A) ⊂ σ(B(E)) ⊂ B(E)� D�

���� ����� T ⊂ σ(A) ��� ����� B(E) = σ(T) ⊂ σ(A) ,� ,�"�� +� ��
,� ,������� G �2�
��� 
����� ���0���� �	
 n ∈ N ��

Gn :=
{
x ∈ E

∣∣ ρ(x,Gc) > n−1
}
.

Gn ��� 
����� ���0��� ��� � "��� Gn ↗ G◦ = G� ��� �	
 C�� x ∈ G ��� d(x,Gc) > 0� D�
��� ��� �	
 n ∈ N Ai,n, . . . , Akn,n ∈ A �
�
� "!����� ���� d(Ai,n) < n−1 ���

G ⊂
kn⋃
i=1

Ai,n.

6�
 ���� ��� ����
�����" �
  ��"������ ��� ���� Ai,n∩G �= ∅ �	
 ��� i = 1, . . . , kn
��� ���� �� Ai,n �
�
� ��"�
��� ����� ���� Ai,n ∩ Gc = ∅ ⇔ i ≤ ln �	
 �� "�"���
ln ∈ N� 5��� "��� ��9
�� i > ln ⇒ Ai,n ∩ Gn = ∅? (�1� � ������� �� x ∈ Ai,n ∩ Gn�
�� ��� ��
���� d(a, x) ≤ n−1 �	
 ��� a ∈ Ai,n ��� ���

���� P �� x �� Gn ��"� P "���
d(x, y) > n−1 �	
 ��� y ∈ Gc� 5����� ��� a ∈ G ��� ����� Ai,n ⊂ G� ���� i ≤ ln� 5��
 "���

G ⊃
ln⋃
i=1

Ai,n ⊃ Gn ↗ G,

!�
��� ���"�� ���� G =
⋃∞

n=1

⋃ln
i=1Ai,n ∈ σ(A) ���� D� 1��1� ,� ,�"�� ���� ����� ��
 C�

�2�� 
����� ���0���� ����
� ���� C� ���"��� �2� ��" �� σ(A) ��"�� 5�� ���"�
����
� ��� $��� ����� ��� +�� '�� ��� 1��"�� ���� �� ����� ���0����� 0�������� �����
C� �2� ��" �� �1,���1�
 #
���"��" �2�
� 
����� ���0���
 ��"� ����



)& � ��.+����� #�/�

����+ (���� .�� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 ��� A 
�� 1N�"
%����� ���
E� �� ����4

��� .�� n′ ∈ N ��	 ���	 A′1, . . . , A
′
n′ ∈ A� �� ���� 
� 
�� n ∈ N ��	 !���;
��
 	��=��#�


A1, . . . , An ∈ A� �� 	���
n′⋃
i=1

A′i =
n⋃

i=1

Ai,

��� ��� R ⊂ E �
����� #�%!�#�� n ∈ N ��	 ���	 A1, . . . , An ∈ A !���;
��
 	��=��#�� �� ����

� 
�� m ∈ N0 ��	 An+1, . . . , An+m ∈ A� �� 	��� 	�
 A1, . . . , An+m !���;
��
 	��=��#�
���	 ��	

R ⊂
n+m⋃
i=1

Ai,

�>� 
� ���� 	��=��#�
 A1, A2, . . . ∈ A %��

E =
∞⋃
i=1

Ai.

��(��0 ��� ���"� �������� ��� D�"������� @+�A �� �
 5F������ ��� +��
��"� @5F������
����& +�&�A� ��� ���"� ��� /�� ��� ��� �
 D�"������� @57A ��� 57�+��
��"�� L��� $��
�� ����� ��� +�� '� "�1� � 
����� ���0���� ���1�
 Rk ⊂ E ��� Rk ↗ E� L��� ��� ���
��� "�1� � ���� 0��
!�� ���C���� A1, A2, . . . ∈ A ��� nk ∈ N� �� ����

⋃nk
i=1 Ai ⊃ Rk ↗ E�

���� "��� �>��

=� �
 D�������" ����  1�������� !�
� �� ��
������" ��� 57�+��
��"� ��
�� ��

<���������� 1,!� J8������K "
����
��"�� 6�
 �
�� ��� ��� ������ 0�
���
���
1�
�
57�+��
��" ��� �� ���� Ŕh ���  1������� ��' ����� =� 8�0��� ' !
�� !�
 �� Y��
�
��� ���� 57�+��
��" ,�
	��"
����

����- �������� 5�� ��"��;���

C :=
{ h∏
i=1

(bi, ci]
∣∣∣ −∞ ≤ bi ≤ ci ≤ ∞ ��	 ∃i0 = 1, . . . , h : ci0 < 0 ��
 0 < bi0

}
��� �� 57�+��
��" ��� Ŕh 1,	"���� �
 /�0���"� T́ �

��(��0 ��� 	1
,�" ���� ,�������� ���� C !�
����� �� +��
��" ���� 6�
 �
,����� ��

��� ���� 
��� ��������� �!�� ��
 ��� �
 =�������� 	1
���������� /������� ���
!��
� ���������  ��!��� ����� ���� ,�"�� ����

C′ :=
{ h∏
i=1

(bi, ci)
∣∣ h∏
i=1

(bi, ci] ∈ C
}
⊂ T́

�� ����� ��� T́ ���� (��9 $��� ��'�) ��� +�� )� ��� C ����� �� 57�+;���� ���� ����
�� 57�+��
��"�



��, -1� �������� )�

�����. ���� "
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 
� �
-
���
 T 	�
 :�!�����

��� E0 1��� ���� �9� 
�� �
��
���
� ��	�����+ μ

��� R◦μ(E) = Rμ(E) ∩ T ��� 
�� �
�
��������� ��	 ������������
� 1N�"$��
%�

��� Rμ(E) ��� 
�� �
�
��������������
� 1N�"
%�����0

�
���
� 	��� R◦μ(E)� Rμ(E) ��	 R(E) ��� (
%%� �0>0B ��� "
��
 A> 	�%�� ����
���	
�

&�-
��
�	
��$��
%
 ��� B(E) ���	0

��(��0 ���? 5� #
���"��"�� ��� +���������1������ ���"� ��� $��� �����. ��� +�� �&�
�� ,� ,�"�� ���� R◦μ(E) �� 57�+;��� ���� 
���� � ���� $��� ��'�) ��� +�� )� ����
,� 1!���� ���� R◦μ(E) �� ����� �
 /�0���"� Td ��� E �������

R◦μ(E) ������ "��� ���� �� ����� ��� Td� !�� � �	
 C�� 4���� x ∈ E ��� C� �2�
��" V ⊂ E ��� x ∈ V �� 
����� ���0���� �2� ��" U ⊂ E "�1� ��� μ[∂U ] = 0 ���
x ∈ U ⊂ V � E ��� ����� ���0���� ���� "�1� � �� ���0��� ��"1��" K ⊂ E ��� x� 5� E
��9
�� ��
���� ���� "�1� � ������ �� ε > 0� �� ����

Kε(x) ⊂ K ∩ V.

6��
��� "��� μ[Kε(x)] ≤ μ[K] <∞� ��� μ ��� �� ��������9� +���� ���{
y ∈ Kε(x)

∣∣ μ[{y}] > n−1
}

�	
 ��� n ∈ N �� ������ ��"� 5� �1,���1�
 �������� #
���"��" ������
 ��"�
��� �1,���1�
 ��������� ���
 ��� �� ��" �
 J����0����K

Γ :=
{
y ∈ Kε(x)

∣∣ μ[{y}] > 0
}
=

∞⋃
n=1

{
y ∈ Kε(x)

∣∣ μ[{y}] > n−1
}

��� μ �� Kε(x) �1,���1�
� 5� (0, ε) ⊂ R 	1
�1,���1�
 ���� "�1� � ������ �� δ ∈ R ���
0 < δ < ε� �� ����

∂Kδ(x)
���� �����


⊂
����� � 

{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) = δ
}
⊂ Γc.

5���� ��� μ[∂Kδ(x)] = μ[∂Kδ(x) ∩ Γ] = 0�  �� δ ≤ ε ���"� Kδ(x) ⊂ K ��� ����� ��� Kδ(x)

����� ���0���� 6��
��� ��� Kδ(x) �2�� �� � "
�� �� D���� ��� �
 ��� �
 ��
��
d �F��
�� ����� ��� Td ���� +���� ��� Kδ(x) ��� "!	������ D�"���������

���? 5� R◦μ(E) ⊂ Rμ(E) ���� 1
����� !�
 ��
 ���� ,� ,�"�� ���� Rμ(E) �� +������"
���� 5� �� �
 ��" �2� ��� �1"�������� ��� ���� ��
 ���� �
 ���� 5����� ��"� ��
�� Rμ(E)� 6��
��� ���"� ��� $��� �����. ��� +�� �&� ���� Rμ(E) ��������� �
���"��"��
��� ��2
�,���1��� ���� �� @+���A���" ����
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��� ��
� /��!�
�� !�� $�����"�0��

 ��"
	��� ��� �� <���!
��,�" ��� ��  1�������� ��� ��� ��' �G��� !�
 ��� ��
� "
����"�� 7��
���
���
��" ��"
 8���
"�, @�� D���0
����" �� 4�
��������
/��
��� H���	��� &''�I +���&A �
�����

��"�� ������ "
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 μ, μ1, μ2, . . . ∈ M+(E)0
1��� ���	 ����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� μn
v−→ μ0

��� &� ���� 
��
� 1N�"
%����� J ⊂ Rμ(E)� �� 	��� �9� ���
 J ∈ J ���� μn[J ]
n→∞−→ μ[J ]0

�>� ,9� ���
 R ∈ Rμ(E) ���� μn[R]
n→∞−→ μ[R]0

��� ,9� ���
 #�%!�#�
� �
��
� K ⊂ E ���� lim supn→∞ μn[K] ≤ μ[K] ��	 �9� ���
 �6
�
�
��	 �
����� #�%!�#�
� �
��
� G ⊂ E ���� lim infn→∞ μn[G] ≥ μ[G]0

��(��0 ��� ⇒ ���? +� K ⊂ E ���0���� �� "�1� � ���� $��� ����. ��� ��� +�� ��
�� 0����!�� ������ ���" ���  11�����"� (fm)m∈N �� C+

K (E) ��� ���0��� ��"�
Km ⊂ E ���

IK ≤ fm ≤ IKm ↘ IK .

�	
 ���� m ∈ N ��� ����

lim sup
n→∞

μn[K] = lim sup
n→∞

〈IK , μn〉 ≤ lim sup
n→∞

〈fm, μn〉
μn

v−→μ
= 〈fm, μ〉 ≤ 〈IKm , μ〉.

 �9
�� ��� μ[K1\K] <∞ ��� Km\K ↘ ∅� ���� μ[Km\K]
m−→ 0� 5����� �G��� !�
 ��

+��, ��� �
 ������
�� 8���
"�, @+��, ����'� ��� +�� &3A ��!��� @��� ������
��

�������� IK1A ��� 
�����

〈IKm , μ〉 =
∫
E
IKm dμ

m→∞−→
∫
E
IK dμ = μ[K].

+���� ��� lim supn→∞ μn[K] ≤ μ[K] 1!���� 5��� �	
 G ∈ E lim infn→∞ μn[G] ≤ μ[G] "����
,�"� ��� �����" ��� <��� ��� /�� ��� ��� $��� ����. ��� �� +��, ��� �
 ��������
8���
"�, @+��, ����'� ��� +�� &3A�

��� ⇒ �>�? +� R ∈ Rμ(E)� ���� 
����� ���0��� ��� μ[∂R] = 0� 5��� ��� ��� =��
 R◦ ⊂ R
��� R �2� ��� �
  1������� R ⊃ R ���0����  �� μ[∂R] = 0 ���"� μ[R◦] = μ[R] = μ[R]�
 ��� �G��� !�
 !� ���"� ����,�?

μ[R] = μ[R◦]
�	�

≤ lim inf
n→∞

μn[R
◦]≤ lim inf

n→∞
μn[R]≤ lim sup

n→∞
μn[R]≤ lim sup

n→∞
μn[R]

�	�

≤ μ[R] = μ[R].

5� ����� lim infn→∞ μn[R] = lim supn→∞ μn[R] = μ[R] ���� ����
"�
� μn[R] �	
 n → ∞
""� μ[R]�



��� ���� 2�"�����! "� $����#�/�� ).

�>� ⇒ ���? 5�� =�0�������� ���"� ����
� ��� J ⊂ Rμ(E)�

��� ⇒ ���? 6�
 ,�"� ,�������� ���� �� ��"
{
μn

∣∣ n ∈ N
}

����� ���0��� @�� M+(E)A

���� (��9 +��, ����3 ��� +�� �& 
���� �� ��
,� supn∈N μn[R] <∞ �	
 ��� R ∈ R(E) ,�"��

+� ���� R ∈ R(E)� ���� "�1� � ������ ��� J1, . . . , Jk ∈ J ��� R ⊂
⋃k

i=1 Ji� L��� #�
�
�����,��" "��� μn[Ji]

n−→ μ[Ji] ��� ����� supn∈N μn[Ji] < ∞ �	
 ��� i = 1, . . . , k� 5�����
���

sup
n∈N

μn[R] ≤ sup
n∈N

μn

[ k⋃
i=1

Ji

]
≤ sup

n∈N

k∑
i=1

μn[Ji] ≤
k∑

i=1

sup
n∈N

μn[Ji] <∞

��� ����� ��� �� 
����� 8��0������ ��� {μn | n ∈ N} ",�"��

6�
 �G��� ��� +��, ������ ��� +�� �. ��!��� ��� 
����� ��� ���� C� 1��1�" /�����"
{n′} �� /�����" {n′′} ��� μn′′

v−→ ν �	
 �� ν ∈ M+(E) 1���,� @1����� ���� ��" 8���
�
"�, ���� +��, ����� ��� +�� �� �N������� ,� 8���
"�, 1,	"���� �
 ��"� /�0���"�
���A� 6�
 ��1� 1
��� ��� ⇒ ��� ⇒ �>� ⇒ ��� ",�"�� ���� !���� !�
� ���� ��
����

ν[J ] = lim
n′′→∞

μn′′ [J ] �9� ���
J ∈ Rμ(E) ⊃ J

����  ��

���� ��� ���� #�
�����,��" limn′′→∞ μn′′ [J ] = μ[J ] �	
 ��� J ∈ J ��� ������

ν[J ] = μ[J ] �9� ���
 J ∈ J .

J ��� �� +��
��" ��� �� D
,�"����;��� �	
 B(E) @��� $��� ��'�. ��� +�� )'A� 5�
μ ��� ν ��������9 ��� ��� ����� σ������� ����� 
����� !�
 ��� +��, ����) ��� +�� &�
ν ≡ μ�  ��� ��� C� /�����" {n′} ��� {n} �� /�����" {n′′} ��� ��limn→∞ μn′′ = μ
��� ���� μ ���"� ����� ��� �
 6��� �
 ����
�� /�����"� {n′} ��� {n′′} �1� (��9
$��� ����&� ��� +�� �) "��� ����

μn
v−→ μ.



): � ��.+����� #�/�

��1 �	2+���
� "�0�

*�������
 ��+
 ���� ���� *��������
��1�� ��� 6
�� �� �� ���� �
 ��������9 M+(E)
��� ��� ����� ���0����� 0�������� ���� E� 5��
 !
�� !�
 ��� ,������� ��� ��

"�"��� σ� �"1
� ��� M+(E) �
�
��� �����?

��#�� ���	���	 D� �� E �� ����� ���0���
� 0�������
 ����� �	
 �� ���1�
  1�
1�����" f : E −→ R+

0 1,����� !�
 ��� f
∗ ��  11�����"

f∗ : M+(E) −→ R+
0 , μ �−→ 〈f, μ〉

��� �
��� M+(E) ��� �
 ������� σ� �"1
� M+(E)� 1,	"���� �
 f∗ �	
 ���
f ∈ C+

K (E) ���1�
 ���� 5�� ��9�?

M+(E) := σ
({

(f∗)−1(B)
∣∣ f ∈ C+

K (E), B ∈ B(R+
0 )

})
= σ

({{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈f, μ〉 ∈ B
} ∣∣∣ f ∈ C+

K (E), B ∈ B(R+
0 )

})
.

��#�� �������	
	� 6�
 1,����� �	
 �� ���1�
 ��" F ∈ B(E) ��� F ∗ �� J ���
!
���"��11�����"K

F ∗ : M+(E) −→ R+
0 , μ �−→ μ[F ].

��#�� ���� .�� E ��#�� #�%!�#� ��	 !������� μ ∈ M+(E) ��	 F ∈ Rμ(E)� �� ��� 	�
 '����	���
F ∗ �
-9���� Tv(M+(E)) ��
���0

��(��0 L��� +��, ������ ��� +�� �. ��� /��
� ������ ��� +�� �: 
���� � ���� ��
���"�����"��� ��� F ∗ ,� ,�"�� +�� ���� μ, μ1, μ2, . . . ∈ C+

K (E)� �� ���� μn
v−→ μ� 6�


�	��� ,�"�� ����
μn[F ]

n→∞−→ μ[F ]

"���� 5�� 8���
"�, ���"� ����
� ��� /��
� ��&�� ��� +�� ))�

��#�" ���� &� �
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 J ⊂ B(E) 
�� 1N�"
%�����
��� E0 1��� ���	 ����
�	
 �
��
� �	
�����4

M+(E) := σ
({

(f∗)−1(B)
∣∣ f ∈ C+

K (E), B ∈ B(R+
0 )

})
M1 := σ

({
(F ∗)−1(B)

∣∣ F ∈ B(E), B ∈ B(R+
0 )

})
M2 := σ

({
(G∗)−1(B)

∣∣ G ∈ B(E) �6
� ��	 �
�0 #!0, B ∈B(R+
0 )

})
M3 := σ

({
(J∗)−1(B)

∣∣ J ∈ J , B ∈ B(R+
0 )

})
B(M+(E)) := σ

(
Tv(M+(E))

)



��3 ��.+����� #�/� )3

��(��0 6�
 !
�� ,�
�� M+(E) ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ M+(E) ��� �1�����9�� M1 = M3

��� M+(E) = B(M+(E)) ,�"��

M+(E) ⊂M1+ M+(E) !�
� ��� �� f∗ 
,�"�� ��� ��9��M+(E) ��� �� ������ σ� �"1
�
1,	"���� �

 ��� f∗ ��� f ∈ C+

K (E) ���1�
 ����� D� 
���� ����� ,� ,�"�� ���� f∗

�	
 C�� f ∈ C+
K (E) M1�B(R+

0 )����1�
 ���� �	
 �� ����" �������� f "�1� � ����
$��� �����3 ��� +�� &: �� ���" ��� ������� ��������� fn :=

∑n
i=1 ci,nIFi,n ���

Fi,n ∈ B(E) ��� ci,n ∈ R @f ��� 1���
����A �	
 ��� i = 1, . . . , n ��� fn ↗ f � 5� f∗n ����
M1�B(R+

0 )����1�
� �� �� $���
���1�������� ��� =�������
��������� ���� ��� ���
���� M1�B(R+

0 )����1�
� (��9 �� +��, ��� �
 �������� 8���
"�, @+��, ����'�
��� +�� &3A "���

fn ↗ f ⇒ ∀μ ∈ M+(E) : 〈fn, μ〉
n→∞−→ 〈f, μ〉 ⇒ f∗n

n→∞−→ f∗ �!��#�;
��
�.

 ��� ��� ���� ��� +��, �����. ��� +�� &. ���� f∗ M1�B(R+
0 )����1�
�

M1 ⊂M2+ 6�
 ,�"�� ���� C�  11�����" F ∗ ��� F ∈B(E)M2�B(R+
0 )����1�
 ���� <�
,�

1�
����� !�
 ���"�� ��"��;���?

F :=
{
F ∈ B(E)

∣∣ F ∗ ��� M2�B(R+
0 )�%
�����

}
G :=

{
G ∈ B(E)

∣∣ G ��� �6
� ��	 �
����� #�%!�#�
}

B2�1�
 ��� G �� �������� ��� �
���"��"����1�� /����" ��� F � 6��
��� "���
σ(F) = B(E)� 6�
 ,�"� ���� ���� F �� 5;�����+;��� @��� 5F������ ������ +������A
���� L��� +��, ����� ��� +�� &� ��� ���� F ⊃ δ(G) = σ(G) = B(E) ��� ����� F ∗ �	

C�� F ∈ B(E) M2�B(R+

0 )����1�
�

5�? (��9 $��� ����� ��� +�� '� "�1� � �� ������"�� ���" ��� ��"� G1�
G2, . . . ∈ G ��� Gn ↗ E� ��� �� +��, ��� �
 �������� 8���
"�, @+��, ����'�A

����� !�
 ���� 〈IGn , μ〉

n→∞−→ 〈IE , μ〉 �	
 ��� μ ∈ M+(E)� ���� Gn
∗ n→∞−→ E∗� 5� ��

Gn
∗ M2�B(R+

0 )����1�
 ����� ��� ���� E∗ M2�B(R+
0 )����1�
 @��� +��, �����.A�

5�? A∗, B∗ ���� M2�B(R+
0 )����1�
� ���� ��� ���� (B\A)∗ = (B∗ − A∗) M2�B(R+

0 )�
���1�
�

5'? +� A(n) :=
⋃

i = 1nAi� 5��� ��� A(n)∗ =
∑n

i=1 Ai
∗ �	
 ��� n ∈ N M2�B(R+

0 )�
���1�
� L��� �� +��, ��� �
 �������� 8���
"�, @+��, ����'�A "��� ����
A(n)∗ n→∞−→ A∗ @��� �1�A ��� ����� ��� A∗ M2�B(R+

0 )����1�
�

M2 ⊂M+(E)+ 6�
 ,�"�� ���� C� �������� IG ��� �2�� ��� ���0���� G ∈ B(R+
0 )

M+(E)�B(R+
0 )����1�
 ���� $��� $��� ����. ��� +�� �� "�1� � �	
 �� ������ G

��������� g1, g2, . . . ∈ C+
K (E) ��� gn ↗ IG�  ����" !� �� JM+(E) ⊂ M1K ���"� ����

��� �� +��, ��� �
 �������� 8���
"�,� ���� g∗n
n→∞−→ I∗G� ��� �� �� g∗n M+(E)�

B(R+
0 )����1�
 ����� ��� ���� I∗G M+(E)�B(R+

0 )����1�
 @�"�� +��, �����.A�

M3 ⊂M1+ L��� #�
�����,��" ��� J ⊂ B(E) ��� �����M3 ⊂M1�

M3 ⊃M1+ D� ��
D :=

{
F ∈ B(E)

∣∣ (F ∗)−1(B) ∈ M3

}
�� 8���� �
 ��"� F ∈ B(E)� �� �	
 �� F ∗ M3�B(R+

0 )����1�
 ���� J ⊂ D ��� ��
����������1��� D
,�"����;��� ��� B(E) @��� $��� ��'�. ��� +�� )'A� D� 
����
���� ���� +��, ����� ��� +�� &� ���� ,� ,�"�� ���� D �� 5;���� +;��� ���� �� ��
���1�
��� ���
 F ∗ ��� F ∈ B(E) ��� �����M3 ⊃M1 ,� 1!����



.� � ��.+����� #�/�

5�? (��9 $��� ��'�: ��� +�� )& "�1� � ���C���� J1, J2, . . . ∈ J ��� E =
⋃∞

i=1 Ji�
5� �	
 ��� i ∈ N μ[Ji] + μ[Ji+1] = μ[Ji ∪ Ji+1] ���� "��� �	
 J (n) :=

⋃n
i=1 Ji� ����

J (n)∗ =
∑n

i=1 Ji
∗ ���� 5� ��� Ji

∗ M3�B(R+
0 )����1�
 ����� ���� ���� J (n)∗ M3�

B(R+
0 )����1�
 ���� ��� <��� �� +��,� ��� �
 �������� 8���
"�, @+��, ����'�

��� +�� &3A 
����� !�


J (n)∗(μ) = 〈IJ(n) , μ〉 n→∞−→
���� �����

〈IE , μ〉 = E∗(μ),

���� J (n)∗ n→∞−→ E∗� $��� +��, �����. ��� E∗ �����M3�B(R+
0 )����1�
� ���� ���E ∈ D�

5� ��� 5' ,�"� ��� "��� !� �� /�� JM1 ⊂M2K ���� �!����

 ��� ��� D �� 5;�����+;����

M+(E) ⊂ B(M+(E))+ D� 
����� ,� ,�"�� ���� Tv(M+(E)) ⊂ M+(E) ���� ��� ���� ���"�
σ(Tv(M+(E))) ⊂ σ(M+(E)) = M+(E)� $��� /��
� ������ ��� +�� �: "�1� � h1�
h2, . . . ∈ C+

K (E)� �� ����

S :=
{{

μ ∈ M+(E)
∣∣ 〈hi, μ〉 ∈ (r, s)

} ∣∣∣ i ∈ N, r, s ∈ Q, 0 ≤ r < s
}

�� @�1,���1�
A +�11���� ��� Tv(M+(E)) ���� B2�1�
 "��� S ⊂M+(E)� 5���� ��� ����
�� ��� S 
,�"� ����� B ⊂M+(E)� =�� ��� M ∈ Tv(M+(E)) 1��1�"� �� "���

M =
⋃

V ∈B, V⊂M
V.

������ ���� ��� �� �1,���1�
 #
���"��" ���� �� B �1,���1�
 ����  ��� ��� M ∈
M+(E)�

M+(E) ⊃ B(M+(E))+ 6�
 ,�"� ,�������� ���� M := (f∗)−1(V ) �	
 �2� ��"� V ��
B(M+(E)) ��"�� +� ���� V ∈ B(R+

0 ) �2� @1,	"���� �
 ��� �
 ���������� ��
��
����,�
�� /�0���"� T (d2) ��� R+

0 A� 5��� ���

V =
⋃

x<y∈V, (x,y)⊂V

(
x, y

)
.

5� (f∗)−1((x, y)) ∈ Tv(M+(E)) ��� ���� M ∈ Tv(M+(E))� D� "��� ����

(f∗)−1(T (d2)) :=
{
(f∗)−1(V )

∣∣ V ∈ T (d2)} ⊂ Tv(M+(E))

��� �����

(f∗)−1(B(R+
0 )) = (f∗)−1(σ(T (d2)))

(∗)
⊂ σ

(
(f∗)−1(T (d2))

)
⊂ σ

(
Tv(M+(E))

)
= B(M+(E))

5���� ��� ",�"�� ���� �� D
,�"����;��� �
 σ� �"1
� M+(E) �� B(M+(E)) ���
����� ���� ���� "��� ���� M+(E) ⊂ B(M+(E))�

(∗) "���� �� �� ��"
{
A ∈ B(R+

0 )
∣∣ (f∗)−1(A) ∈ σ

(
(f∗)−1(T (d2))

)}
�� σ� �"1
�

���� �� T (d2) ��� /����" �������



��3 ��.+����� #�/� .�

��#�# ���	���	 �D
�3������ &�@� D�� D
�3������ &�@ ��� ��� 0�������� ���� E
��� �� ���1�
  11�����"

ξ : (Ω,A, P ) −→ (M+(E),M+(E)), ω �−→ ξ(ω)

��� ��� 6��
�������������
��� (Ω,A, P ) �� �� ���� �
 ��������9 ��� E�

��#�' ���� &� �
�
� ξ ��	 ζ *�������
 ��+
 ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E
��	 J 
�� 1N�"
%����� ��� E %�� J ⊂ B(E)0 1��� ���(

ξ[J1], . . . , ξ[Jk]
) d
=

(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
�9� ���
 k ∈ N ��	 J1, . . . , Jk ∈ J �
��� 	���� ;
��

ξ
d
= ζ.

��(��0 6�
 !���� ��� +��, ����& ��� +�� ):� ���� M+(E) ���

A :=
{ k⋂
i=1

(Ji
∗)−1(Bi)

∣∣ k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J , B1, . . . , Bk ∈ B(R+
0 )

}

,�"� !�
�� 5��� ��"��;��� ��� �2�1�
 ����������1��� (��9 �� D������"�������,
�	
 ��9 @+��, ����' ��� +�� &�A 
���� � ���� ���

Pξ[A] = Pζ [A] ∀A ∈ A ⇐⇒
(
ξ[J1], . . . , ξ[Jk]

) d
=

(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
∀k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J

,� ,�"�� D� ��� A ∈ A "��� ����� !�� � k ∈ N� J1, . . . , Jk ∈ J ��� B1, . . . , Bk ∈ B(R+
0 )

"�1� ��� A =
⋂k

i=1(Ji
∗)−1(Bi)� 5����� ���

Pξ[A] = Pζ [A] ∀A ∈ A

⇔ P
[
ξ ∈

⋂k

i=1
(Ji
∗)−1(Bi)

]
= P

[
ζ ∈

⋂k

i=1
(Ji
∗)−1(Bi)

]
∀k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J , B1, . . . , Bk ∈ B(R+

0 )

⇔ P
[
ξ[J1] ∈ B1, . . . , ξ[Jk] ∈ Bk

]
= P

[
ζ[J1] ∈ B1, . . . , ζ[Jk] ∈ Bk

]
∀k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J , B1, . . . , Bk ∈ B(R+

0 )

⇔
(
ξ[J1], . . . , ξ[Jk]

) d
=

(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
∀k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J , B1, . . . , Bk ∈ B(R+

0 ).



.� � ��.+����� #�/�

��� ���� �� ���1�
��� ��
 M+(E)�!
��"�  11�����" 	1
 D�"�������� ��

 J ���
!
���"��11�����"K

ω �−→ ξ(ω)[A]

�	
 1������ ��"� A ∈ B(E) ���
���
���
�� 5�� ����� ��� ��� ��������
 ��� ��
���1�
��� C�� ��� �����
 ����,�!���?

��#�) (���� "
� (Ω,A, P ) 
�� <�����
�����#
������% ��	 F ∈B(E)0 <
��
���� �
�
�

ξ : (Ω,A, P ) −→ (M+(E),M+(E)), ω �−→ ξ(ω)
ξ[F ] : (Ω,A, P ) −→ (R+

0 ,B(R+
0 )), ω �−→ ξ(ω)[F ].

��� .�� ξ 
�� *�������
� ��+� �� ��� ξ[F ] �9� ���
 F ∈ B(E) %
����� ��	 ξ(ω)[R] < ∞ �9�
���
 R ∈ R(E) ��	 ω ∈ Ω0

��� .�� �9� ���
 �6
�
� G ∈ R(E) 	�
 '����	��� ξ[G] %
����� ��	 ξ(ω)[G] < ∞ �9� ���

ω ∈ Ω� �� ��� ξ 
�� *�������
� ��+0
�
���
� 	��� 	�
 �
��
����� ��� ξ ��� "��- �0@0A 
��	
���� 	��� 	�
 �
%
����%
 �
��
�
����� 	
� ξ[G1], . . . , ξ[Gk] %�� k ∈ N� G1, . . . , Gk ∈ R(E)∩

{
G ∈ B(E)

∣∣ G �6
� �� E
}

�
���
�
�� ���0

��(��0 *� ���? 5� ξ(ω) �� ��������9 ���� "��� ξ(ω)[R] < ∞ �	
 ��� 
����� ���0����
R ∈ B(R)� *�
 ���1�
���? +� F ∈ B(E)� ξ ��� F ∗ ���� ���� #�
�����,��" 1,����"��
!�� +��, ����& ��� +�� ): ���1�
�  ��� ��� ξ[F ] = F ∗ ◦ ξ !� 1���0�� ���1�
�

*� ���? 6�
 ,�"� ,�
��� ���� ξ(ω) �� ��������9 ���? =�� R ∈ R(E)� ���� 
����� ����
0��� ��� ���1�
� �� ���� R ��
�� ������ ��� �2� V1, . . . , Vk ∈ R(E) 	1
���� !
��
@�"�� $��� ����� ��� +�� '�A� L��� #�
�����,��" ��� ξ(ω) ������ ��� ���� ��"� ���
����� ������ ��� ��

 #
���"��" ��� �
� /����" R�

D� 1��1� �� ���1�
��� ,� ,�"�� ���� ξ−1(M) ∈ A �	
 ��� M ∈M+(E)� ��
���� ��
,�
��� ��"��;���

G :=
{
M ∈M+(E)

∣∣ ξ−1(M) ∈ A
}

���
 ��"� ��� M+(E) ��� ���1�
� �
1���
�� ��� ���� ����� ����!���� ���� G ��
σ� �"1
� ���� +� G ∈ B(E) �2� ��� 
����� ���0��� ��� M ′ = (G∗)−1(B) ∈ M+(E) ���
B ∈ B(R+

0 )� 5��� ���

ξ−1(M ′) = ξ−1
(
(G∗)−1(B)

)
=

(
G∗ ◦ ξ

)−1
(B) = ξ[G]−1(B)

!���
∈ A.

5����� ���
{
(G∗)−1(B)

∣∣ G ∈ B(E) �6
�� �
�0 #!0, B ∈ B(R+
0 )

}
⊂ G ��� ����� @�"��

+��, ����& ��� +�� ):A M+(E) ⊂ σ(G) = G�

��#�+ (���� "
�
� ξ ��	 ζ *�������
 ��+
 ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E0

ξ ��� �
��� 	��� 	�
 ��
��
 �
��
����� ;�
 ζ �ξ
d
= ζ�� ;
�� ����(

〈f1, ξ〉, . . . , 〈fk, ξ〉
) d
=

(
〈f1, ζ〉, . . . , 〈fk, ζ〉

)
�9� ���
 k ∈ N ��	 f1, . . . , fk ∈ C+

K (E).



��3 ��.+����� #�/� .'

��(��0

A :=
{ k⋂
i=1

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, μ〉 ∈ Bi

} ∣∣∣ k ∈ N, fi ∈ C+
K (E), Bi ∈ B(R+

0 ) ∀i = 1, . . . , k
}

��� ����
���� �� ����������1��� D
,�"����;��� ��� M+(E)� D1��� ��� �	
 ���� k ∈ N

B :=
{
B1 × . . . ×Bk

∣∣∣ B1, . . . , Bk ∈ B(R+
0 )

}
�� ����������1��
 D
,�"
 ��� B((R+

0 )
k)� D� 
���� ���� "��9 +��, ����' ��� +�� &� ����

�� (������� �
 #
�����" �
 *��������
��1�� ��� �� ��"��;���� A 1,����"�!��
B ����,�!���� �� ��� �� L������� �� ���"��� ,� 
�����
�� �F��
� !�
 ��� ��
 11�����"

f∗∗(k) := (f∗1 , . . . , f
∗
k ) : M+(E) −→ (R+

0 )
k, μ(〈f1, μ〉, . . . , 〈fk, μ〉).

������ ���� ��� ���
 L������� �	
 B1, . . . , Bk ∈ B((R+
0 )

k

(f∗∗(k))
−1(B1 × . . .×Bk) =

k⋂
i=1

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, μ〉 ∈ Bi

}
���� D� "���?

Pξ = Pζ

⇔P [ξ ∈ A] = P [ζ ∈ A] �9� ���
 A ∈ A

⇔P
[
ξ ∈

k⋂
i=1

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, μ〉 ∈ Bi

}]
= P

[
ζ ∈

k⋂
i=1

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈fi, μ〉 ∈ Bi

}]
∀k ∈ N, f1 . . . , fk ∈ C+

K (E) ��	 B1, . . . , Bk ∈ B(R+
0 )

⇔P
[
ξ ∈ (f∗∗(k))

−1(B1 × . . .×Bk)
]
= P

[
ζ ∈ (f∗∗(k))

−1(B1 × . . .×Bk)
]
∀ . . .

⇔P
[
f∗∗(k)(ξ) ∈ B1 × . . .×Bk

]
= P

[
f∗∗(k)(ζ) ∈ B1 × . . .×Bk

]
∀ . . .

⇔P
[
(〈f1, ξ〉, . . . , 〈fk, ξ〉) ∈ B1 × . . .×Bk

]
= P

[
(〈f1, ζ〉, . . . , 〈fk, ζ〉) ∈ B1 × . . .×Bk

]
∀k ∈ N, f1 . . . , fk ∈ C+

K (E) ��	 B1, . . . , Bk ∈ B(R+
0 )

⇔P
[
(〈f1, ξ〉, . . . , 〈fk, ξ〉) ∈ B

]
= P

[
(〈f1, ζ〉, . . . , 〈fk, ζ〉) ∈ B

]
∀k ∈ N, f1, . . . , fkC

+
K (E) ��	 B ∈ B

⇔P(〈f1,ξ〉,...,〈fk,ξ〉) = P(〈f1,ζ〉,...,〈fk,ζ〉) �9� ���
 k ∈ N ��	 f1, . . . , fk ∈ C+
K (E)



.& � ��.+����� #�/�

��3 ��'��#��&���2������ �	2+���
� "�0�

D�� $�0����/
�����
��
� ��� �� �0,���  11�����"� �� 1������� *��������
��1�� 1��
��� #
�����" ������" ,�"�
��� !
�� �����  �� ��� 6�� ����� �� 1�� L���!��
�
 (������� �
 #
�����" ,!�
 *��������
��1�� @+��, ��)�& ��� �
 ������� +�� ���
+��, ��)��� ��� +�� .:A� 6��
��� "�1� � @!� ,��� ���� 1� �
 7��
���
�������� �����
����A +���"�������,� �� 1��"�� ���� ���!��� 8���
"�, �
 *��������
��1�� �N�������
,�
 0����!��� 8���
"�, �
 ,�"�G
�"� $�0����/
�����
��
�� ��� @+��, ��)�� ��� �

������� +�� ��� /��
� ��)��' ��� +�� .3A� 6�
 !
�� ������� �
�
��" +��, �	

$�0����/
�����
��
� (R+

0 )
h�!
��"
 *��������
��1�� ��
������  �� ���� +��,� ���1���

��� !
�� !�
 ���� ���0
���� D������"����� ��� +���"�������, �	
 *������" ��9
1!����

��'�� ���	���	 D� �� h ∈ N� 5� (������!���	��������� ��
 *��������
��1��

X = (X1, . . . ,Xh) : (Ω,A, P ) −→ ((R+
0 )

d,B((R+
0 )

h))

��� ��  11�����" LX : (R+
0 )

h −→ R+
0 ���

LX(t1, . . . , td) :=

∫
(R+

0 )d
exp

(
−

h∑
i=1

tixi

)
dP ◦X−1(x)

=

∫
Ω
exp

(
−

h∑
i=1

tiXi(ω)
)
dP (ω)

= E

(
exp

(
−

h∑
i=1

tiXi

))
.

��'�� �������� +� ϑ ≥ 0 ��� X : Ω −→ R+
0 Poisson(ϑ)��
����� ����

P [X = k] = exp(−ϑ) · ϑ
k

k!
�9� ���
 k ∈ N,

���� ��� �	
 t ∈ R+
0

LX(t) = exp
(
−ϑ(1− exp(−t))

)
.

��(��0

LX(t) = E
(
exp(−tX)

)
=

∞∑
k=0

exp(−tk) exp(−ϑ) · ϑ
k

k!
= exp(−ϑ)

∞∑
k=0

(
exp(−t)ϑ

)k
k!

= exp(−ϑ) · exp
(
exp(−t)ϑ

)
= exp

(
−ϑ(1− exp(−t))

)



��4 �����	��&����.������� ��.+������ #�/� .�

��'�� (���� "��	 X1, . . . ,Xh ����������
 *�������������
� ��� (R+
0 ,B(R+

0 )) �� ����

L(X1,...,Xh)(t1, . . . , th) =

h∏
i=1

LXi(ti) �9� ���
 t1, . . . , th ∈ R+
0 .

��(��0

L(X1,...,Xh)(t1, . . . , th) := E

(
exp

(
−

h∑
i=1

tiXi

))
= E

( h∏
i=1

exp(−tiXi)
)

"���#� =
h∏

i=1

E
(
exp(−tiXi)

)
=

h∏
i=1

LXi(ti).

��'�" ���� "��	 X ��	 Y *�������������
� ��� ((R+
0 )

h,B((R+
0 )

h)) ��	 ���� LX = LY � �� ������

	��� X
d
= Y ���0

��(��0 +�� J/��
� �K ��� +� &'� �� H������� ����I �	
 �� ���� h = 1�  �� ��
7
��Z
�6��� 5��� @+��, �����& ��� +�� &)A ����� ���� ���"
�?

(X(1), . . . ,X(h))
d
= (Y (1), . . . , Y (h)) ⇐⇒

h∑
i=1

tiX
(i) d

=
h∑

i=1

tiY
(i) �9� ���
 t1, . . . th ∈ R+

0 .

��� <��� ���
 RN������, ���"� ��� �� ����0���" �	
 h ≥ 2�

��'�# ���� ,9� *�������������
� X,X1,X2, . . . ��� ((R
+
0 )

h,B((R+
0 )

h)) ����4

Xn
d−→ X ⇐⇒ LXn(t1, . . . , th)

n→∞−→ LX(t1, . . . , th) �9� ���
 t1, . . . , th ∈ R+
0 .

��(��0 +�� J/��
� �K ��� +� &'� �� H������� ����I �	
 �� ������������� ����� $���
+��, �����& ��� +�� &) "���� ����

(X(1)
n , . . . ,X(h)

n )
d−→ (X(1), . . . ,X(h)) ⇐⇒

h∑
i=1

tiX
(i)
n

d−→
h∑

i=1

tiX
(i) �9� ���
 t1, . . . th ∈ R+

0 .

������� ���
 RN������, ����� ���� �
 ��
���������� ���� ����
� ��� �� ����������
���� ���"
��

6�
 ������ ��� ��
, �� !��
�� �	
 �� �����"� +���"�������, �	
 *������" ��9 
��
����� �"
�2 ���  ����"��



.) � ��.+����� #�/�

��'�' ���	���	 �����$����� D�� ������ M ��� 6��
���������������9� ��� ���
���1�
� ���� @E,B(E)) ��9� ����$� ����� �	
 C�� ε > 0 �� ���0��� ��" K ⊂ E
>����
� ���?

μ[K] ≥ 1− ε ∀μ ∈M

D�� ������ X ��� *��������
��1�� ��� 6
�� �� E ��9� ����$ �
� E� ����� �� ,�"�G
�"
������ ��� #
�����"���������� {PX | X ∈ X} ��� E ����$ �
� E ����

��'�) �����/
	� =�� E′ �� 0�������
 ���� ��� Tw(M+(E
′)) �� "
G1�� /�0���"� ���

M+(E
′)� �� ���� ��  11�����"

f∗ : M+(E
′) −→ R+

0 , μ �−→ 〈f, μ〉

�	
 ��� f ∈ Cb(E
′) ����" ���� �� ������ �� ���!��� 8���
"�, �� M+(E

′) ��� �
 @��0��
��"�����A 8���
"�, 1,	"���� Tw(M+(E

′)) 	1
��� ��� ���� Tw(M+(E
′)) �����1 ��

���!��� /�0���"� ��� M+(E)� D� ���� ��"�
 ",�"� !
��� ���� � �� 0����� ��
��
dP ,�
 ���!���� /�0���"�� �� ��"����� 4
���
�����
��� "�1� @��� H���	��� &''�I
+���� ��
 H���	����)� ��*�IA�
6�
 ��1� ��  1������� ��� "���� ���� M+(E) 0������� ���� =�� ��� E′ = M+(E) �	

��� ����� ���0����� 0�������� ���� E� ��� Tw(M+(M+(E))) �� ���!��� /�0���"�
��� M+(M+(E))� �� "��� �	
 ξ, ξ1, ξ2, . . . ∈ L(M+(E))

ξn
d−→ ξ :⇐⇒ Pξn

w−→ Pξ ⇐⇒ Pξn
����−→ Pξ �
-9���� Tw(M+(E

′)).

 �� ���� (
��� �G��� !�
 ��� ��0���"����  ����"�� �!� 	1
 �� 8���
"�, ���
���"� @���1� $��� ����&� ��� +�� �)A ��
 �� +��, ��� 4
���
�� @+��, ��)�3A� ,����,
������ ��  ����"� 	1
 8���
"�, �� #
�����" ��� *������"� ��9� ,� ,�"��

��'�+ ���	���	 ����9���� =���	/���/������ +� E �� ��
���
1�

 �����

@�A D�� ������ K ⊂ M≤1(E) ��� +�1�6��
���������������9� ��� E ��9� ���9���
����	/���/� ��� E� ����� � �	
 C� ���" (μn)n∈N �� K �� /�����" {n′} ���
{n} "�1� ��� ;�limμn′ = μ0 �	
 �
"���� μ0 ∈ K�

@�A D�� /����" R ⊂ M≤1(E) ��9� ���9��� ������4 ����	/���/� ��� E� ����� �
�	
 C� ���" (μn)n∈N �� K �� /�����" {n′} ��� {n} "�1� ��� ;�limμn′ = μ0 �	

�
"���� μ0 ∈ M+(E)≤1�

@'A D�� ������ X ⊂ L(E) ��� *��������
��1�� ��� E ��9� ���9��� �������4� ����	!
/���/� ��� E� !�� �� ,�"�G
�" ������ ��� #
�����"� {PX |X ∈ X} ���9���
�������4� ����	/���/� ����



��4 �����	��&����.������� ��.+������ #�/� ..

��'�- ���� ���	� ��� ,�������� "
� E 
�� !������
� ���% ��	 M ⊂M≤1(E)� 	��� ����4

� ��� ����6 ⇐⇒ � ��� ��;�� �
����� ����
�#�%!�#� 0

@+�� H���	��� &''�I +��)��A

��'��. (���� ,9� 
��
� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ��� 
��
 ,�%���
{
ξn ∈ L(M+(E))

∣∣ n ∈ N
}

��� *�������
� ��+
� �
��� 	��� ����6 ���� M+(E)�� ;
�� �9� =
	
 ,��#���� f ∈ C+
K (E){

〈f, ξn〉 ∈ L(E)
∣∣ n ∈ N

}
����6 ���� R+

0 � ���0

��(��0 J⇒K? +�
{
ξn ∈ L(M+(E))

∣∣ n ∈ N
}
��
�2� 5��� "�1� � �� ���0��� ��"

M ∈ M+(E) ���
P (ξn[M ]) ≥ 1− ε �9� ���
 n ∈ N.

5�M ���0��� ���� ��� �	
 C�� f ∈ C+
K (E) ��� "��9 +��, ����3 ��� +�� �& sup

μ∈M
〈f, μ〉 <∞�

〈f,M〉 :=
{
〈f, μ〉

∣∣ μ ∈M
}

��� ���� ���0��� �� R+
0 � D� "���?

P
[
〈f, ξn〉 ∈ 〈f,M〉

]
≥ P

[
ξn ∈M

]
≥ 1− ε,

���� ���
{
〈f, ξn〉 ∈ L(E)

∣∣ n ∈ N
}
��
�2 ��� R+

0 �

J⇐K? �	
 C�� ��� "!���� f ∈ C+
K (E) ���

{
〈f, ξn〉 ∈ L(E)

∣∣ n ∈ N
}
��
�2 ��� R+

0 � L���
��� �� $��� ����. ��� +�� �� "�1� � �� ������������" (gi)i∈N �� C+

K (E) ��� gi ↗ IE
@0����!��A� 5�

{
〈gi, ξn〉 ∈ L(E)

∣∣ n ∈ N
}
�	
 ��� i ∈ N ��
�2 ���� "�1� � �	
 C�� ε > 0 ���

i ∈ N �� ���0��� ��" Ki ⊂ R+
0 ��� P〈gi,ξn〉[Ki] > 1 − ε

2i
�	
 ��� n ∈ N� =��1����


"�1� � ���� �� ki �� R+ ��� P
[
〈gi, ξ〉 ≤ ki

]
> 1− ε

2i
��� �����

P
[
〈gi, ξn〉 > ki

]
<

ε

2i
�9� ���
 n ∈ N0

��
���� �� ��"

M :=
⋂
i∈N

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈gi, μ〉 ≤ ki
}
.

=�� f ∈ C+
K (E)� �� "�1� � �� i0 ∈ N ��� �� 8������� l� �� ���� f(x) ≤ lgi0(x) �	
 ���

x ∈ E� +���� "���?
sup
μ∈M

〈f, μ〉 ≤ sup
μ∈M

l〈gi0 , μ〉 ≤ lki0 <∞.



.: � ��.+����� #�/�

L��� +��, ����3 ��� +�� �& ��� ��� ���
����� �	
 �� 
����� 8��0������ ���M � 5�����
��� M �� ���0��� ��" �� M+(E) ���

P
[
ξn ∈M

c] ≤ P
[
ξn ∈M c

]
= P

[
ξn ∈

⋃
i∈N

{
μ ∈ M+(E)

∣∣ 〈gi, μ〉 > ki
}]

≤
∞∑
i=1

P
[
〈gi, ξn〉 > ki

]
≤
∞∑
i=1

ε

2i
= ε �9� ���
 n ∈ N

��� �����

P
[
ξn ∈M

]
≥ 1− ε �9� ���
 n ∈ N0

 ��� ���
{
ξn ∈ L(M+(E))

∣∣ n ∈ N
}
��
�2 ��� M+(E)�

L�� ����� !�
 ,� �
 �	
 ��� 
������ $�0����/
�����
��
��?

��'��� ���	���	 �(������!���	��������� D
�3������ &�@�� 5� (������!���	�!
�������� ��� *������"� ��9� ξ : (Ω,A, P ) −→ (M+(E),M+(E)) ��� ��  11�����"
Lξ : C

+
K (E) −→ R+

0 ���

Lξ(f) :=

∫
M+(E)

exp
(
−

∫
E
f(x) dμ(x)

)
dP ◦ ξ−1(μ)

=

∫
Ω
exp

(
−

∫
E
f(x) dξ(ω)(x)

)
dP (ω)

=

∫
Ω
exp

(
−〈f, ξ(ω)〉

)
dP (ω)

= E
(
exp(−〈f, ξ〉)

)
.

��'��� ���� ��
����	
��
	���	� � � -������&���������
��	�� 1�
 �
��
����� 
��
�
*�������
� ��+
� ��� 	��� �
��
 (�!��
�:�������%�
��
 
��	
���� �
���%%�� 	�� �
�+�4 "��	
ξ ��	 ζ *�������
 ��+
 ��� E� �� ����

Lξ = Lζ ⇐⇒ ξ
d
= ζ.

��(��0 J⇒K? 6�
 ,�"� �N�������
(
〈f1, ξ〉, . . . , 〈fk, ξ〉

) d
=

(
〈f1, ζ〉, . . . , 〈fk, ζ〉

)
�	
 ��� k ∈ N

��� f1, . . . , fk ∈ C+
K (E) @��� $��� ����: ��� +�� .�A� +� ���� k ∈ N ��� f1, . . . , fk ∈

C+
K (E)� ��
����� !�
 �� ,�"�G
�"� $�0����/
�����
��
�� ���
 *����������
�? +�



��4 �����	��&����.������� ��.+������ #�/� .3

t = (t1, . . . , tk) ∈ (R+
0 )

k� ���� ���

L(〈f1,ξ〉,...,〈fk,ξ〉)(t) = E
(
exp

(
−

k∑
i=1

ti〈fi, ξ〉
))

= E
(
exp

(
−
〈 k∑
i=1

tifi︸ ︷︷ ︸
∈C+

K (E)

, ξ
〉))

!��� = E

(
exp

(
−
〈 k∑
i=1

tifi, ζ
〉))

= E

(
exp

(
−

k∑
i=1

ti〈fi, ζ〉
))

= L(〈f1,ζ〉,...,〈fk,ζ〉)(t).

$��� +��, ��)�& ��� +�� .� ��� ��� ���
����� �	
(
〈f1, ξ〉, . . . , 〈fk, ξ〉

) d
=

(
〈f1, ζ〉, . . . , 〈fk, ζ〉

)
.

J⇐K? ���"� ����
� ��� �
 5F������ �
 $�0����/
�����
��
�� *������"
 ��9�

��'��� ������ ��	�	
��
	���	� � � -������&���������
��	�� "��	 ξ, ξ1, ξ2, . . . *��
������
 ��+
 ��� E� �� ����4

ξn
d−→ ξ ⇐⇒ Lξn(f)

n→∞−→ Lξ(f) �9� ���
 f ∈ C+
K (E).

��(��0 J⇒K? +� ξn d−→ ξ� �	
 �� f ∈ C+
K (E) !��� !�
 �� +��, ��� �
 ����"�

 11�����" @+��, �����) ��� +�� &.A ��� �� ����"  11�����"

f∗ : M+(E) −→ R+
0 , μ �−→ 〈f, μ〉

�� @+���"���? ��� ����' ��� +�� ��A� 6�
 
����� ����� �	
 C�� f ∈ C+
K (E) �� 8���
"�,

�� #
�����"

〈f, ξn〉
d−→ 〈f, ξ〉

�� L(R+
0 )� ��� <��� ��� +��, ��)�� ��� +�� .� "��� ���

Lξn(f) = E

(
exp

(
−〈f, ξn〉

))
= L〈f,ξn〉(1)

n→∞−→ L〈f,ξ〉(1) = E

(
exp

(
−t〈f, ξn〉

))
= Lξ(f).

J⇐K? +� f ∈ C+
K (E) ��� t ∈ R+

0 � 〈f, ξn〉 ��� 〈f, ξ〉 ���� ���� ������"���� *��������
��1���
6�
 1�
����� �� 0����!�� 8���
"�, �
 ,�"�G
�"� $�0����/
�����
��
��?

L〈f,ξn〉(t) = E

(
exp

(
−t〈f, ξn•〉

))
= Lξn(tf)

n→∞−→ Lξ(tf) = E

(
exp

(
−t〈f, ξ•〉

))
= L〈f,ξ〉(t).

L��� +��, ��)�� ��� +�� .� "��� ����� 〈f, ξn〉
d−→ 〈f, ξ〉 �� L(R+)�  ��� ��� {〈f, ξn〉|n ∈ N}

���!��� 
����� ���"����0���� 5
 +��, ��� 4
���
�� @+��, ��)�3� ..A 1��"�� ���� {〈f, ξn〉|n ∈ N}



:� � ��.+����� #�/�

���� ���� ��
�2 ��� R+
0 ���� (��9 $��� ��)��� ��� +�� .. ��� {ξn|n ∈ N} ������ 1��

����� ��
�2 ��� ����� @!��
 ���� �� +��, ��� 4
���
��A ���� ���!��� 
����� ���"�����
0����
=�� ��� {n′} �� /�����" ��� {n}� �� "�1� � �� /�����" {n′′} ��� {n′} ���

ξn′′
d−→ ζ

�	
 �
"���� *������"� ��9 ζ ∈ L(M+(E)) @�"�� 5F������ ��)�:A�  �� �� J⇐K�/�� ��
�!��� ���"
� !�
 Lξn′′ (f) −→ Lζ(f) �	
 ��� f ∈ CK(E)� L��� #�
�����,��" "��� �1

Lξn(f) −→ Lξ(f) �	
 ��� f ∈ CK(E)� ������ ��� Lξ(f) = Lζ(f) �	
 ��� f ∈ C+

K (E)�  ��

+��, ��)��� ��� +�� .: ���"� ���� ζ
d
= ξ�  ��� ��� C� /�����" ��� {n′} ��� {n} �� /�����"

{n′′} ⊂ {n′} ��� 	�lim ξ′n = ξ ��� ����� "���

ξn
d−→ ξ

@�"�� $��� ����&� ��� +�� �)A�

��'��" 0����� ,9� 
��
� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ��	 *�������
 ��+
 ζ� ξ�
ξ1� ξ2 . . . ∈ L(M+(E)) ����4

ξ
d
= ζ ⇐⇒ 〈f, ξ〉 d

= 〈f, ζ〉 ∀f ∈ C+
K (E),

ξn
d−→ ξ ⇐⇒ 〈f, ξn〉 d−→ 〈f, ξ〉 ∀f ∈ C+

K (E).

��(��0 =� �!�� ��� +��, ��)��' !�
� ",�"�� ���� �	
 t ∈ R+
0 Lξ(tf) = L〈f,ξ〉(t) ����

 ��� "��� �	
 t ∈ R+
0 ��� f ∈ C+

K (E)

Lξ(tf) = Lζ(tf) ⇐⇒ L〈f,ξ〉(t) = L〈f,ζ〉(t)

@�"�� +��, ��)��� ��� +�� .:A ���

Lξn(tf)
n→∞−→ Lξ(tf) ⇐⇒ L〈f,ξn〉(t)

n→∞−→ L〈f,ξ〉(t)

@�"�� /��
� ��)��' ��� �
 ��
�
�"� +��A�
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��4 /��!�
�� �� ������	�
 !�� �	2+���
�� "�0��

��)�� �������	
	� D� �� ξ �� *������"� ��9 ��� ��� ����� ���0����� 0�������� ����
E� 5��� 1,����� !�
 ��
 Rξ(E) ��� ��"��;���

Rξ(E) :=
{
E ∈ B(E)

∣∣ E ∈ R(E), ξ[∂E] = 0 ���� ���
�
}
.

��)�� (���� Rξ(E) ��� �9� 
�� �
��
���
� *�������
� ��+ ξ ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !���
����
� ���% E 
�� �
�
��������� ��	 	�6
�
�-������
� 1N�"
%�����0

��(��0 5� #
���"��"�� ��� +���������1������ ���"� ��� $��� �����. ��� +�� �&� 5�
��1� $��� ������ !�
 ���� �� 5�2
�,���1������ ��� Rξ(E)� �� ,� ,�"�� ����
Rξ(E) �� 57�+;��� ���� 
���� � ���� $��� ��'�) ��� +�� )� ���� ,� 1!���� ����
Rξ(E) �� ����� �
 /�0���"� T ��� E �������

Rξ(E) ������ "��� ���� �� ����� ��� T� !�� � �	
 C�� 4���� x ∈ E ��� C�
�2� ��" V ⊂ E ��� x ∈ V �� 
����� ���0���� �2� ��" U ⊂ E "�1� ���
P [ξ[∂U ] = 0] = 1 ��� x ∈ U ⊂ V � E ��� ����� ���0���� ���� "�1� � �� ���0��� ��"1��"
K ⊂ E ��� x� 5� E ��9
�� ��
���� ���� "�1� � ������ �� ε > 0� �� ����

Kε(x) ⊂ K ∩ V.

6��
��� "��� P
[
ξ[Kε(x)] < ∞

]
≥ P

[
ξ[K] < ∞

]
= 1� ��� ξ ��� ���� ����
 �� ��������9�

+���� ��� {
y ∈ Kε(x)

∣∣∣ P
[
ξ[{y}] > n−1

]
> m−1

}
�	
 ��� n,m ∈ N �� ������ ��"� 5� �1,���1�
 �������� #
���"��" ������
 ��"�
��� �1,���1�
 ��������� ���
 ��� �� ��" �
 J����0����K

Γ :=

∞⋃
n,m=1

{
y ∈ Kε(x)

∣∣∣ P [
ξ[{y}] > n−1

]
> m−1

}
��� ξ �� Kε(x) �1,���1�
 ��� � "���

Γ =
{
y ∈ Kε(x)

∣∣∣ P [
ξ[{y}] > 0

]
> 0

}
.

5� (0, ε) ⊂ R 	1
�1,���1�
 ���� "�1� � ���� �� δ ∈ R ��� 0 < δ < ε� �� ����

∂Kδ(x)
���� �����


⊂
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) = δ
}
⊂ Γc.

5���� ���

P
[
ξ[∂Kδ(x)] = 0

]
= 1− P

[
ξ[∂Kδ(x)

]
�= 0] = 1− P

[
ξ[∂Kδ(x) ∩ Γ] �= 0

]
= 1.

 �� δ ≤ ε ���"� Kδ(x) ⊂ K ��� ����� ��� Kδ(x) 
����� ���0���� 6��
��� ��� Kδ(x) �2�� ��
� "
�� �� D���� ��� �
 ��� �
 ��
�� d �F��
�� ����� ��� T ���� +���� ��� Kδ(x)
��� "!	������ D�"���������



:� � ��.+����� #�/�

����� !�
 ���� ����� �� D������"���������"� ��� +��, ����) ��� +�� .� ��� 8�
���
��
 ��)��& ��� +�� :� ,������?

��)�� ���� &� �
�
� ξ ��	 ζ *�������
 ��+
 ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���%
E ��	 J 
�� 1N�"
%����� ��� E %�� J ⊂ B(E)0 1��� ���	 ����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� ξ
d
= ζ�

��� 〈f, ξ〉 = 〈f, ζ〉 ∀f ∈ C+
K (E)�

�>�
(
ξ[J1], . . . , ξ[Jk]

) d
=

(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
�9� ���
 k ∈ N ��	 J1, . . . , Jk ∈ J 0

6�
 ��!
�� ��� ���0
���� 8���
"�,�����"�?

��)�" ������ &� �
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 ξ, ξ1, ξ2, . . . -�������

��+
 ��� (E,B(E))� ��;�
 J ⊂ Rξ(E) 
�� 1N�"
%����� ��� E �
-9���� B(E)0 1��� ���	
����
�	
 '�����
� �F�����
��4

��� ξn
d−→ ξ�

��� 〈f, ξn〉
d−→ 〈f, ξ〉 �9� ���
 f ∈ C+

K (E)�

�>�
(
ξn[J1], . . . , ξn[Jk]

) d−→
(
ξ[J1], . . . , ξ[Jk]

)
�9� ���
 k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J 0

8�� (
%%� �0B0� ��� 	
� ����
���
� "
��
 ��� 	�
 '�����
 ����
���	
�
 �9� J = Rξ(E)
�9����0

������ ���� �� ξi[Jj ] ��� ξ[Jj ] 
�� *��������
��1�� ����� 5� 8������ �� ���!���� 8���
�
"�,�
������ *������"
 ��9 ��� ��� ���� E "�1� ����  ������� 	1
 ��� ���!���
8���
"�,�
����� 
��
 *��������
��1��� �� ��
�� ��"� ��� �� 57�+��
��" Rμ(E)
"��9 $��� ����. ��� +�� .� ����,�
� !
��� 5�� P ,������� �������� �
����� 
�����
��� P =�0�������� ��� ���
,����1�
 �	
 �� �!�� �� +��,� ��� ������� ��� ��-�������
@�� �
 ��
� ��� H������ � ����������IQ ��"� ���� +� )�A�

��(��0 ��� ⇔ ���? 5�� RN������, !�
� 1
��� �� 8�
����
 ��)��& ��� +�� :� 1!����

��� ⇒ �>�? L��� +��, ����' ��� +�� ): ��� ��  11�����"

(J1
∗, . . . , Jk

∗) : M+(E) −→ (R+
0 )

k, μ �−→ (μ[J1], . . . , μ[Jk])

�	
 ��� k ∈ N, J1, . . . , Jk ∈ J @���0�����!��A ����"� ��� �� +��, ��� �
 ����"�
 11�����" @+��, �����) ��� +�� &.A 
����� !�
 �� "!	����� 8���
"�, �� #
�����"�
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���⇐ �>�? 6�
 ,�"� ,�������� ���� {ξn|n ∈ N} ��
�2 ���� <�
,� 
���� � ���� $��� ��)���
��� +�� .. ,� ,�"�� ����

{
〈f, ξn〉

∣∣ n ∈ N
}
�	
 ��� f ∈ C+

K (E) ��
�2 ���� +� ���� f ∈ C+
K (E)

��� /
�"
 Sf ��� ‖f‖∞ := sup{f(x)|x ∈ E} <∞� ���� ���

〈f, ξn〉 ≤ ‖f‖∞〈ISf
, ξn〉 = ‖f‖∞ξn[Sf ]

5� J ⊂ R(E) �� 57�+��
��" ��� Sf ���0��� ���� "�1� � 
����� ���0��� J1, . . . , Jk ∈ J �
�� ����

Sf ⊂
k⋃

i=1

Ji.

D� "���

sup
n∈N
〈f, ξn〉 ≤ ‖f‖∞ sup

n∈N
ξn[Sf ] ≤ ‖f‖∞

k∑
i=1

sup
n∈N

ξn[Ji] <∞ ���� ���
�. @∗A

L��� #�
�����,��" ����
"�
� �� ξn[Ji] �� #
�����" ""� ξ[Ji]� �	
 ��� i = 1, . . . , k ���
�� ��"

{
ξn[Ji]

∣∣ n ∈ N
}
���� 
����� ���"����0��� ��� ���� �� +��, ��� 4
���
�� @+��,

��)�3� +� ..A ���� ��
�2� 5��
 "�1� � �	
 C�� ε > 0 �� c ∈ R+� �� ����

P
[
sup
n∈N

ξn[Ji] <
c

k‖f‖∞

]
≥ 1− ε �9� ���
 i = 1, . . . , k.

 �� ��"������" @∗A 
"�1� ����

sup
n∈N

ξn[Ji] <
c

k‖f‖∞
�0�0 ∀i = 1, . . . , k =⇒ sup

n∈N
〈f, ξn〉 < c �0�0

��� �����

P
[
sup
n∈N
〈f, ξn〉 < c

]
≥ P

[
sup
n∈N

ξn[Ji] <
c

k‖f‖∞

]
≥ 1− ε �9� ���
 i = 1, . . . , k,

����
{
〈f, ξn〉

∣∣ n ∈ N
}
��� ��
�2� D�� !��
  �!����" �� +��,� ��� 4
���
�� 
"�1�� ����{

ξn
∣∣ n ∈ N

}
���� ���!��� 
����� ���"����0��� ���� +� ���� {n′} �� /�����" ��� {n′′}�

���� "�1� � �� /�����" {n′′} ��� {n′} ��� �� *������"� ��9 ζ ∈ L(M+(E)) �� ����

ξn′′
d−→ ζ.

 �� �
 =�0�������� ���⇒�>� �G��� !�
 ���"
�� ���� �	
 ��� k ∈ N ��� J1, . . . , Jk ∈ J(
ξn′′ [J1], . . . , ξn′′ [Jk]

) d−→
(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
"���� 5� {n′′} �� /�����" ��� {n} ���� "��� �1
 ��9
�� ���� �
 #�
�����,��" ��� �>�(

ξn′′ [J1], . . . , ξn′′ [Jk]
) d−→

(
ξ[J1], . . . , ξ[Jk]

)
��� ����� (

ξ[J1], . . . , ξ[Jk]
) d
=

(
ζ[J1], . . . , ζ[Jk]

)
.

$��� +��, ��.�' ���"� ��
��� ξ
d
= ζ�  ��� ��� C� /�����" ��� (ξn)n∈N �� ""� ξ ����
"��

/�����"� 5�� ��� ���� $��� ����&� ��� +�� �) ���
����� �	


ξn
d−→ ξ.



:& � ��.+����� #�/�

��5 *	���'� ����

5� �� 8�0��� ' ����
���� *������"� ��9 !
�� ,� ��
 �0,���� ���
"
�00 "�
�G
�? �� 4����0
�,���� 5�� ���� *������" ��9 �
� 6
� N0�!
��" ��9 �����
D�� !�����"
 4����0
�,�� ��� �
 ��"����� 4������O���� 4����0
�,��� 5��
 !�
� ��
<��0��� ���
  
1��� �� �!�� �� +��,� ��� ������� ��� ��-������� @/��
�� '�'��
��� +�� ��'A� �� ,��
�� ���� �0����

��+�� �������	
	� �	
 ��� 4���� p �� ��� ���� E ��� 1��1�"
 σ� �"1
� E 1�
,����� δp ��� 5�
����9 ��� p ��� (E, E) ���

δp[F ] =

{
1, ����� p ∈ F

0, ����� p /∈ F
∀F ∈ E .

D� !�
� �0��
 �� L������� 
�����
�� !�� !�
 δp ���� �	
 4���� p /∈ E �F��
�?

δp ≡ 0 ∀p /∈ E .

 �� ��� 6�� 
���� ��� �	
 �� ��9 �
 ��
�
∑

i δpi ��� ��� ���� E1 �����������
��� ���
������ ��� ��� ���� E2 ⊂ E1� �� #
!�

��"� ,� �
����� ����� ��� ���

���
 �� 
������ ���� ��� ��"1�� +� ��� ,�� ���0�� δ0 �� 6��
���������������9
��� (R,B(R))� ����� C���� ��� (R0,B(R0))�

��+�� ���	���	 ��
	/���@� �
	/�������� +� E �� ����� ���0���
� 0�������

����� D�� �
	/���@ ��� E ��� �� N�!
��"� ��������9 ��� E� 6�
 1,����� ��
���� ���
 4������9 ���

Mp(E) :=
{
m ∈ M+(E)

∣∣ m ��� 
�� ���#�%�+
}
.

D�� �
	/������� ��� �� *������"� ��9 N ��� E ��� N(ω) ∈ Mp(E) �	
 ��� ω ∈ Ω�

��+�� �����/
	� �	
 ��� ����� ���0����� 0�������� ���� E ��� �� ��9 �
 ��
�

m =

n∑
i=1

δpi

��� n ∈ N0 "��� ���� �� 4������9� !�� m[K] <∞ �	
 ��� ���0���� ��"� K ⊂ E�



��6 *������!���� :�

��+�" (���� "
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 m ∈ Mp(E)0 1��� ���� 
�

��� �9� =
	
 #�%!�#�
 :
��%
��
 K ��� E 
��
 ,���
 �
����� #�%!�#�
� �
��
� R1, R2, . . .B(E)
%�� Rn ↘ K ��	 m[∂Rn] = 0 �9� ���
 n ∈ N�

��� �6
�
� �
����� #�%!�#�
 �
��
� G1, G2, . . . ∈ B(E) %�� m[∂Gn] = 0 �9� ���
 n ∈ N ��	
Gn ↗ E0

��(��0 ���? D� �� K ∈ B(E) ���0��� ��� ρ �� ��
�� ��� E� $��� +��, ��'��� ���
+�� )� ���

Rm(E) :=
{
R ∈ B(E)

∣∣ R ∈ R(E), m[∂E] = 0
}

�� 57�+��
��"�  ��� "�1� � ������ ��� G1, . . . , Gk ∈ Rm(E) ��� 5�
�����
 ρ(Gi) < δ
���

R′δ :=
k⋃

j=1

Gj ⊃ K.

6�
 ���� ��� ����
�����" �
  ��"������ ��� ���� K ∩ Gj �= ∅ �	
 ��� j = 1, . . . , k
���� 5� �
 5�
�����
 �
 Gj ����
 ��� δ ���� ���

Gj ⊂ K(δ) :=
{
x ∈ E

∣∣ d(x,K) < δ
}

�9� ���
 j = 1, . . . , k.

 ��� ��� K ⊂ R′δ ⊂ K(δ) ↘ K� L��� +��, ��'��� ��� Rm(E) �������� ��� �
���"��"����1���
 ��� ��� ��� �� Gj ���� R′δ ��� �����

Rn :=
n⋂

j=1

R′j−1 ∈ Rm(E)

��� � "��� K ⊂ Rn ⊂ R′n ⊂ K(n−1) ↘ K�  ��� ��1� R1, R2, . . . �� "!	������ D�"��
��������

���? E ��� ����� ���0��� ��� �0�
�1�� ���� ���� E ��� �1,���1�
 ���� ���0���� ��"�
K1,K2, . . . 	1
���� !
��� 5� R◦m(E) = Rm(E) ∩

{
V ∈ E

∣∣ V ��� �6
� �� E
}
�� 57�

+;��� ��� @��� +��, ��'���A� ���� C��Ki ��� ������ ��� ��"� G′1,i . . . , G′ki,i ∈ R◦m(E)

	1
���� !
��� R◦m(E) ��� �
���"��"����1��� ����� ��� Gn :=
⋃n

i=1

⋃ki
j=1G

′
j,i ∈ R◦m(E)�

D� "���? Gn ⊃ Kn ↗ E�

��+�# 0����� .�� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 m ∈ Mp(E)� �� ���

B(E) = σ(Rm(E)).

��(��0 J⊃K? Rm(E) ⊂ B(E) ⇒ σ(Rm(E)) ⊂ σ(B(E)) ⊂ B(E) @��� $��� ��'�. ���
+�� )'A�

J⊂K? 6�
 !����� ���� B(E) ��� K := {K ⊂ E | K��� #�%!�#�}� �� ���0���� /���
��"� ��� E� 
,�"� !�
�� +� K ⊂ E ���0���� D� "�1� ���� $��� ��:�& ��"�
R1, R2, . . . ∈ Rm(E) ��� Gn ↘ K ��� �����

⋃∞
i=1 R

c
i = Kc ∈ σ(Rm(E))� 5����� ���

���� K ∈ σ(Rm(E))�  ��� "�1� � �� D
,�"����;��� K ��� B(E) ��� K ⊂ (Rm(E))�
!���� B(E) ⊂ σ(Rm(E)) ",�"� ����



:) � ��.+����� #�/�

��+�' (���� '�� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ��� 
�� ��+ m �
��� 	���

�� ���#�%�+� ;
�� �9� ���
 R ∈ Rm(E) ���� μ[R] ∈ N00

��(��0 J⇒K "��� �2����������� �	
 J⇐K ,�"� !�
 ,�������� ���� ��� ��"��;���

F :=
{
B ∈ B(E)

∣∣ m[B] ∈ N0

}
�� 5;�����+;��� @��� 5F������ ������ +������A ����

5�? D� "�1� ���� $��� ��:�& ��� �
 ��
�
�"� +�� R1, R2, . . . ∈ Rm(E) ��� Rn ↗ E�
D� "��� m[Rn] ↗ m[E] ��� �� ���� #�
�����,��" m[Rn] ∈ N0 �	
 ��� n ∈ N� ����
m[E] ∈ N0 ����

5�? ���"� ����
� ��� �� �����
� D�"�������� ��� ��9��

5'? ��� ,�"� ��� !� 5�� ��
 ���� �� Ai ����� �� Rm(E) ��"� �	���� ����
� 0

5F������ ��� F �����

5� Rm(E) �� ����������1�� /����" ��� F ��� ��� "����,���" B(E) 
,�"� @8�

��
��
 ��:�� ��� �
 ��
�
�"� +��A� ��� ��� �� +��, ��� 5;���� @+��, ����� ��� +�� &�A
B(E) ⊂ F � ���� m[B] ∈ N0 �	
 ��� B ∈ B(E)�

��+�) ���� ,9� 
��
� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ��� Mp(E) 
��
 �
-9���� 	
� ���
�
:�!�����
 Tv(M+(E)) ���
������
�
 :
��%
��
 ��� M+(E)0 1�� �
�+�4 "��	 m1,m2, . . . ∈
Mp(E) ��	 ���� 
� 
�� m ∈ M+(E) %�� mn

v−→ m� �� ��� ��� m ∈ Mp(E)0

��(��0 +� m1,m2, . . . ∈ Mp(E) ��� mn
v−→ m �	
 �� m ∈ M+(E)� D� "�1� �2� ��"�

G1, G2, . . . ∈ Rm(E) ��� Gn ↗ E @$��� ��:�& ��� �
 ��
�
�"� +�� "�
����
� ��� ��
D>����,A� ��
���� �	
 ���� n ∈ N ��� ��"��;���

Fn :=
{
F ∈B(E)

∣∣ m[F ∩Gn] ∈ N
}
.

6�
 ,�"� ,�
�� Rm(E) ⊂ Fn? L��� +��, ��&�� ��� +�� )) ���"� ��� mn
v−→ m� ����

mn[Gn]
n→∞−→ m[Gn] �	
 ��� n ∈ N� 5� mn[Gn] ∈ N �	
 ��� n ∈ N ��� �� m ���� #�
������

,��" �� ��������9 ���� ���� m[Gn] ∈ N ��� �	
 ��� n ∈ N� =�� R ∈ B(E) 
����� ���0����
�� "�1� � �� n0 ��� R ⊂ Gn0 =

⋃n0
i=1 @�� �� Gn �2� ����A�  ��� ��� m[R] ∈ N0 ��� ��� ���

���� $��� ��:�) ���
����� �	
 m ∈ Mp(E)�

��+�+ (���� "
� (Ω,A, P ) 
�� <�����
�����#
������% ��	 E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !���
����
� ���%0 <
��
���� �
�
� Y1, Y2, . . . : (Ω,A) −→ (E,B(E)) ��	 M : (Ω,A) −→
(N0,P(N0)) %
�����0 1��� ���

N :=

M∑
i=1

δYi

�
��� 	��� 
�� ���#�!��-
�� ��� E� ;
�� Nω[K] < ∞ �9� ���
 #�%!�#�
� �
��
� K ⊂ E�
ω ∈ Ω0



��6 *������!���� :.

��(��0 J⇒K? 5�� �������" "��� �2����������� �� Nω �	
 ��� ω ∈ Ω �� ��������9 ����

J⇐K? L��� #�
�����,��" ��� N �	
 C�� ω �� ��������9� D� 1��1� ���� ��
 ���� ��
���1�
��� ,� ,�"�� L��� $��� ����. ��� +�� .� 
���� �� ,� ,�"�� ���� N [G] �	

��� �2�� ��� 
����� ���0���� G ∈ B(E) ���1�
 ���� �	
 ����� G ����� N [G] ��

6
� �� N0 ��� ������ 1
����� !�
 ���"���� ,� ,�"�� ����

N [G]−1({k}) ∈ A �9� ���
 k ∈ N0

"���� +� k ∈ N0?

N [G]−1({k}) =
k⋃

l=1

(
{M = l}︸ ︷︷ ︸
∈A

∩
{ l∑
j=1

δYj [G] = k
})

��� �	
 �� ��" �
 4
��������� Sl :=
{
τ : (1, . . . , l) −→ (1, . . . , l)

∣∣ τ ��=
#���
}
���

{ l∑
j=1

δYj [G] = k
}
=

⋃
τ∈Sl

( k⋂
j=1

{Yτ(j) ∈ G}︸ ︷︷ ︸
∈A

l−k⋂
j=k+1

{Yτ(j) /∈ G}︸ ︷︷ ︸
∈A

)
∈ A.

 ��� ��� ���� N [G]−1({k}) ∈ A �	
 ��� �2�� ��� 
����� ���0���� G ∈ B(E)�

��+�- �����/
	� ���
 �� #�
�����,��"� ��� $��� ��:�: �� p0 ∈ E ��� p∞ /∈ E ��
,����,����
 4����� 6��
��� �� É = (E ∪ {p∞})\{p0}� �
��� ��� �
 σ� �"1
�

F́ :=
{
F ∈ P(É)

∣∣ F ∩ E ∈ B(E)
}
.

5��� ����� ���� �����" ,� �1�"� �!�� ,�"�� ���� +��, ��:�: 
�����" 1��1�� !�� ��� ��
Yi ��
�� É�!
��" *��������
��1�� Ýi : Ω −→ É 
��,�� ����

Ń :=

M∑
i=1

δÝi

��� �� 4����0
�,�� ��� E� ����� Ńω[K] < ∞ ��� �	
 ��� ���0���� ��"� K ⊂ E� =��1�
����
 "��� ��� ��
���" ����� �	
 Eh = Rh ��� É = Ŕh ��� ��"��
� @�"�� ��'��� ���
+�� ':A�

��+��. ���	���	 �����	>����� �
	/�������� D� �� μ �� ��9 @����� ���!���" ��
��������9A ��� ��� ����� ���0����� 0�������� ���� E� D�� 4����0
�,�� ��� E� ��9�
����	>����� �
	/������� ��� 2	��	���3����@ μ @PPPμA� ����� "���?

@�A P
[
N [F ] = k

]
=

{
exp

(
−μ[F ]

)μ[F ]k

k! , ����� μ[F ] <∞
0, ����� μ[F ] =∞

@�A �	
 ��� k ∈ N ��� ���C���� ��"� F1, . . . , Fk ∈B(E) ���� N [F1], . . . , N [Fk] ���1�
���"�" *��������
��1��



:: � ��.+����� #�/�

��+��� �����/
	� =�� N �� 4������O���
 4����0
�,��� �� ��� �	
 F ∈ B(E) �� �������
"���� *��������
��1� N [F ] Poisson(μ[F ])��
���� @�"�� ���0�� ��)�� ��� +�� .&A�

��+��� ���� ,9� 	�
 (�!��
�:�������%�
��
 LN : C+
K (E) −→ R+

0 
��
� �������3��
�
���#�!��-
��
� N -�% .��
�������%�+ μ ��� 
��
% ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% E ���

LN (f) = exp
(
−

∫
E
1− exp(−f) dμ

)
�9� ���
 f ∈ C+

K (E).

��(��0 6�
 ,�"� ��  ����" ��
�� J��"1
����� =��������K� *!�
 ��� LN �"������ ���
C+
K (E) �F��
�� !�
 �
!��� �� ���� �!�� �1
 ������ ���� �	
 g /∈ C+

K (E) ��
L�������

LN (g) := EP

(
exp(−〈g,N〉)

)
.

�+-�����" g = tIF ��� t ∈ R+
0 ��� F ∈B(E)�

LN (g) := E
(
exp(−〈g,N〉)

)
= E

(
exp(−tN [F ])

)
= LN [F ](t)

= exp
(
−μ[F ](1− exp(−t))

) N [F ]∼$���μ[F ]�
�%�� ���� ��&��

= exp
(
−

∫
E
(1− exp(−t))IF (x) dμ(x)

)
= exp

(
−

∫
E
1− exp(−tIF (x)) dμ(x)

)
@∗A

= exp
(
−

∫
E
1− exp(−g(x)) dμ(x)

)
*� @∗A?

(1− exp(−t))IF (x) =
{

1− exp(−t), ����� x ∈ F
0, �����

}
= 1− exp(−tIF (x))

&+ -�����" g =
∑k

i=1 tiIFi ��� t1 . . . tk ∈ R+
0 ��� F1 . . . Fk ∈ B(E)�

LN (g) = E

(
exp

(
−
〈 k∑
i=1

tiIFi , N
〉))

= E

(
exp

k∑
i=1

(−tiN [Fi])
)

=

k∏
i=1

E
(
−tiN [Fi]

)
=

k∏
i=1

LN (tiIFi)
"���#�

=

k∏
i=1

exp
(
−

∫
E
1− exp(−tiIFi(x)) dμ(x)

)
���#� �'#���� �

= exp
(
−

∫
E

k∑
i=1

1− exp(−tiIFi(x)) dμ(x)
)



��6 *������!���� :3

= exp
(
−

∫
E
1− exp

(
−

k∑
i=1

tiIFi(x)
)
dμ(x)

)
@∗∗A

= exp
(
−

∫
E
1− exp(−g(x)) dμ(x)

)
*� @∗∗A?

k∑
i=1

1− exp(−tiIFi(x)) =

{
0, ����� x /∈

⋃k
i=1 Fi

1− exp(−ti), ����� x ∈ Fi

}
= 1− exp

(
−

k∑
i=1

tiIFi(x)
)

0+-�����" f ∈ C+
K (E)�

D�� ������"���� ����" �������� ��� ���0���� /
�"
 f ∈ C+
K (E) ���� ����
���� ��
��

�� ������������" ��� fn :=
∑

i = 1nti,nIFi,n ��� �	
 ��� n ∈ N ���C����� F1,n, . . . , Fn,n

��� ������"����� ti,n ∈ R+
0 �
�
� fn ↗ f �00
�>���
� !
��� �	
 �� fn ��1� !�


�� ,� 1!����  ����" 1
��� �� "����� � ",�"�� $��� �� +��, ��� �
 ��������
8���
"�, @+��, ����'� ��� +�� &3A "���

〈fn, Nω〉 =
∫
E
fn dNω ↗

∫
E
f dNω = 〈f,Nω〉.

5� 6��
� ��� exp(−〈fn, N〉) ≤ 1 ��� P �� 6��
���������������9� ���� ������� +��
��� �G��� !�
 �� +��, ��� �
 ������
�� 8���
"�, ����'� ��� +�� &3 ��!��� ���

�����?

lim
n→∞

LN (fn) = lim
n→∞

∫
Ω
exp

(
−〈fn, Nω〉

)
dP (ω) =

∫
Ω
exp

(
−〈f,Nω〉

)
dP (ω) = LN (f).

5� (
�,!
� �
 LN (fn) �G��� !�
 ��� <��� �� +��,� ��� �
 �������� 8���
"�,
1
���� ���

lim
n→∞

LN (fn)
�'#���� �

= lim
n→∞

exp
(
−

∫
E
1− exp(−fn(x)) dμ(x)

)
���� �����

= exp
(
−

∫
E
1− exp(−f(x)) dμ(x)

)
.

5����� ��� LN (f) = exp
(
−

∫
E 1− exp(−f(x)) dμ(x)

)
�

��+��� ������ .�� E 
�� !������
� ���% ��	 μ 
�� ��+ ��� (E,B(E))� �� ���� 
� 
��
�
�������3��
� ���#�!��-
�� N -�% .��
�������%�+ μ ��� (E,B(E))0 1�
 �
��
����� ��� N
��� 	��� 	�
 ����#�
����
�
�	
� &��
������
� ��� ��	 ��� ��� 1
E������ �0C0�D 
��	
����
�
���
�
��0

��(��0 5� D������"��� �
 #
�����" ���"� ����
� ��� +��, ��)��� ��� +�� .:� ���1�
���� �� D>����, ,� ,�"��
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6�
 �����
��
� ��� 4����������O4����0
�,�� ,�� =�����������9 μ� <�
,� ���� !�

,������� ��� ���� μ �� ������� ��9 ��� E ����

5� μ ������ ���� "�1� � �� c ∈ R+
0 ��� μ = c · ν �	
 �� 6��
���������������9 ν ���

E� D� ��
Ω := N0 × E × E × . . .

�
��� ��� �
 4
������σ� �"1
� F := P(N0) ⊗B(E) ⊗B(E) ⊗ . . . ��� �� 4
������
6��
���������������9 P := ρc × ν × ν × . . .� !�1� ρc �����������
���� ���� ��� ��9�

ρc[{k}] := exp(−c)c
k

k!

���� 6��
��� ���

M := π1 : Ω −→ N0, (xn)n∈N �−→ x1 ��	

Yj := πj+1 : Ω −→ E, (xn)n∈N �−→ xj+1.

5� Y1, Y2, . . . ��� M ���� ����" ��� ������ ���1�
� 6�
 �F��
� ���

N :=

M∑
j=1

δYj .

5� M(Ω) ⊂ N0 ��� ���
 N [K] < ∞ �	
 ��� ���0���� ��"� K ∈ B(E)� ��� N ����
$��� ��:�: ��� +�� :) �� 4����0
�,��� 6�
 �	��� ���� ��
 ���� �� ���
���
���
���
D�"�������� ��� ��� ��� ��� 4������O���� 4����0
�,��� ����!���?

���? +� F ∈B(E)�

P
[
N [F ] = k

]
= P

[ M∑
j=1

δYj [F ] = k
]

= P
[ ∞⋃
l=k

(
{M = l} ∩

{ l∑
j=1

δYj [F ] = k
})]

=

∞∑
l=k

P
[
{M = l} ∩

{ l∑
j=1

δYj [F ] = k
}]

{M=l} (��)"���

=

∞∑
l=k

P
[
M = l

]
· P

[ l∑
j=1

δYj [F ]︸ ︷︷ ︸
∼���(ν[F ])

= k
]

"���#�

=

∞∑
l=k

exp(−c)c
l

l!
·
(
l

k

)
ν[F ]k(1− ν[F ])l−k

= exp(−c) ·
∞∑
l=k

(cν[F ])k

k!
· (c(1− ν[F ]))l−k

(l − k)!



��6 *������!���� 3�

= exp(−c) · (cν[F ])k

k!
·
∞∑

m=0

(c(1 − ν[F ]))m

m!
m:=l−k

= exp(−c) · (cν[F ])k

k!
· exp(c(1 − ν[F ]))

= exp(−μ[F ]) · μ[F ]k

k!

5� μ ����  ����� ������ ���� "��� D�"������� ��� ����� �	
 ��� F ∈ B(E)�

���? 6�
 ,�"� ,�
��� ����N [F1], . . . , N [Fk] �	
 �� ������ 4�
������ ��� ���1�
� ��"�
F1, . . . , Fk ��� E ���1���"�" ����� +�� ���� F1, . . . , Fk ∈ B(E) ���C���� ���

⋃k
i=1 Fi = E�

������ ���� ����
∑k

i=1 P [Yj ∈ Fi] =
∑k

i=1 ν[Fi] = ν[E] = 1 ��� ��� ������ @���"
��� �

���1���"�"��� �
 YiA

n∑
i=1

(
δYi [F1], . . . , δYi [Fk]

)
������������
���� ,�� =��> (n, ν[F1], . . . , ν[Fk]) ���� 6�
 1
���� ��� �� "������
#
�����" �
 N [Fj ]� +� ��
,� n1, . . . , nk ∈ N ��� n =

∑k
i=1 ni?

P
[
N [F1] = n1, . . . , N [Fk] = nk

]
= P

[
M = n,

n∑
i=1

δYi [F1] = n1, . . . ,
n∑

i=1

δYi [Fk] = nk,
]

"���#� = P
[
M = n

]
· P

[ n∑
i=1

(
δYi [F1], . . . , δYi [Fk]

)
︸ ︷︷ ︸
∼�"��(n,ν[F1],...,ν[Fk])

= (n1, . . . , nk)
]

= exp(−c)c
n

n!
· n!∏k

i=1 ni!

k∏
i=1

ν[Fi]
ni

=

k∏
i=1

exp(−cν[Fi])c
ni ·

k∏
i=1

ν[Fi]
ni

ni!

=

k∏
i=1

exp(−cν[Fi])
(cν[Fi])

ni

ni!
=

k∏
i=1

exp(−μ[Fi])
(μ[Fi])

ni

ni!

=
k∏

i=1

P
[
N [Fi] = ni

]
,

���� ���� �� N [F1], . . . , N [Fk] ���1���"�"� +�� ��� G1, . . . , Gk ∈ B(E) 1��1�" ���C����
��"�� 5��� ��� Gk+1 := E\

(⋃k
i=1Gi

)
���1�
 ��� G1, . . . , Gk+1 ���� ���� �1�"
 ����

���" ���1���"�"� ���� ���� ���� �� G1, . . . , Gk ���1���"�"�

6�
 �	��� ��� ��  ����" ���� �	
 ��������� μ ,�"�� D� ��� D1,D2 . . . ���C�����

����� ���0��� /����"� ��� E ���

⋃∞
i=1Di = E ���

⋃n
i=1 Di �2� �	
 ��� n ∈ N @$��

�� ����� ��� +�� '� "�
����
� ��� �� D>����,A� 5� �� Dj 
����� ���0��� ���� ��� μ ��
��������9 ���� ����

μj : B(E) −→ R+
0 , F �−→ μ[F ∩Dj ], j ∈ N



3� � ��.+����� #�/�

������ ��9� B2���������� "��� μ =
∑∞

j=1 μj � L��� �� 
��� /�� �� �!��� !���� !�
�
���� � �	
 C�� j ∈ N ��� 4������O���� 4����0
�,�� Nj ,�� =�����������9 μj "�1�� 6�

!���� �� Nj �
�
�� ���� �� ���1���"�" ����� 6�
 ,�"� ���� ����

N :=

∞∑
j=1

Nj

�� 4������O���
 4����0
�,�� ,� =�����������9 μ ���� ������ ���� ���� D�"������� ���
��� 4������O���� 4����0
�,��� Nj[• ∩Dc

j ] ≡ 0 ����

6�
 ,�"� ,�
��� ���� N �� 4����0
�,�� @���� ���1�
� ��� 6
�� �� Mp(E)A ���� +�
R ∈ B(E) 
����� ���0���� ���� R ���0���� 5�

⋃∞
i=1 Di =

⋃∞
n=1

(⋃n
i=1 Di

)
= E ⊃ R ���

��
⋃n

i=1Di �	
 ��� n ∈ N �2� ���� "�1� � �� n0 ∈ N ��� R ⊂ R ⊂
⋃n0

i=1Di ��� �����
���1����
 R ⊂ Dc

j �	
 ��� j > n0� 6�� Nj [• ∩Dc
j ] ≡ 0 ��� � ��� Nj[R] ≡ 0 �	
 ��� j > n0�

5����� ��� N [R] =
∑∞

j=1Nj[R] =
∑n0

j=1Nj [R] = N (n0)[R] ∈ N� 5� Nj ��� ����� ����

N (n0) ���� ������ ��� 6
�� �� Mp(E)� D� "��� ����?

@�A N [R] = N (n0)[R] ��� ���1�
 �	
 ��� R ∈ R(E)�

@1A N(ω)[R] = N
(n0)
(ω) [R] ∈ N �	
 ��� ω ∈ Ω�

 �� @1A ���"� �� Mp(E)�!
��"��� ��� N @��� $��� ��:�) ��� +�� :)A ��� ��� @�A ���
@1A ���"�� �� ���1�
��� ��� N � ���� ��� N �� 4����0
�,�� @��� $��� ����. ��� +�� .�A�

D� 1��1� ,� ,�"�� ���� N ����� ��
 �� 4����0
�,��� ����
� ���� �� 4������O���
 4�����
0
�,�� ���� 6�
 !���� ��� �� D������"�������, �	
 $�0����/
�����
��
� *������"
 ��9
@+��, ��)��� ��� +�� .:A ��� +��, ��:��� ��� +�� ::� ���� ��
 �� 4������O���
 4����0
�,��
,�� =�����������9 μ �� $�0����/
�����
��
� ���

LPPPμ(f) = exp
(
−

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
dμ(x)

)
�9� ���
 f ∈ C+

K (E)

����  ��� 1
���� !�
 ��� LN(f) �	
 f ∈ C+
K (E)?

LN (f) = E

(
exp

(
−
〈
f,

∞∑
j=1

Nj

〉))
(��� ����� ����� ����	�� = lim

n→∞
E

(
exp

(
−
〈
f,

n∑
j=1

Nj

〉))
"���#� = lim

n→∞

n∏
j=1

E
(
exp(−〈f,Nj〉)

)︸ ︷︷ ︸
LNj

(f)

���� ������ = lim
n→∞

n∏
j=1

exp
(
−

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
dμj(x)

)
= lim

n→∞
exp

(
−

n∑
j=1

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
dμj(x)

)



��6 *������!���� 3'

= lim
n→∞

exp
(
−

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
d

n∑
j=1

μj(x)
)

= lim
n→∞

exp
(
−

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
· I⋃n

j=1 Dj
(x) dμ(x)

)
���� ����� ����� ����	*� = exp

(
−

∫
E
1− exp

(
−f(x)

)
dμ(x)

)

��+��" ���� &� �
�
� E1 ��	 E2 ��#�� #�%!�#�
� !������
 ���%
0 ,9� 
��
 �
-9���� 	
�
-��
� ���
� ���
�3��
� σ�'��
��
� B(E1) ��	 B(E2) %
�����
� '����	���

T : (E1,B(E1)) −→ (E2,B(E2))

��	 
��
� �������3��
� ���#�!��-
�� N : (Ω,A, P ) −→ (M+(E1),M+(E1)) ��� E1 %��
.��
�������%�+ μ� ���

Ñ := N ◦ T−1 : (Ω,A, P ) −→ (M+(E2),M+(E2))


�� �������3��
� ���#�!��-
�� ��� E2 %�� .��
�������%�+ μ ◦ T−10 ?�� 8 
��
 1����
�����

N =

∞∑
i=1

δXi ,

�� ��� Ñ 
��
 1����
�����

Ñ =

∞∑
i=1

δT (Xi)

��(��0 6�
 !��� ����� ���� Ñ �� ���
���
���
��� D�"�������� ��� ��� ��� ���
4������O���� 4����0
�,��� ���? +�� F1, . . . , Fk ���C���� ��� ���1�
� ���� ���

P
[
Ñ [F1] = n1, . . . , Ñ [Fk] = nk

]
= P

[
N ◦ T−1[F1] = n1, . . . , N ◦ T−1[Fk] = nk

]
= P

[
N [T−1(F1)] = n1, . . . , N [T−1(Fk)] = nk

]
+�%���'#�� ��� (�� N =

k∏
i=1

P
[
N [T−1(Fi)] = ni

]
+�%���'#�� ��� ��� N =

k∏
i=1

exp
(
−μ[T−1(F )]

)μ[T−1(F )]k

k!

=

k∏
i=1

exp
(
−μ ◦ T−1[F ]

)μ ◦ T−1[F ]k

k!

��� k = 1 ���"� D�"������� ��� ��� ��� �
 4
�����"����� D�"������� ��� ��� Ñ �



3& � ��.+����� #�/�

��+��# ���� &� �
� E 
�� ��#�� #�%!�#�
�� !������
� ���% ��	 �9� n ∈ N �
�
�
Xn,1, . . . ,Xn,n ���������� �	
����� �
��
���
 *�������������
� %�� <
��
� �� E0 .�� ���
μ 
�� ��	�����+ ��� E ��	 ���� �� M+(E) 	�
 2���
��
�-

nPXn,1

v−→ μ ,

�� ���� �� L(M+(E)) 	�
 2���
��
�-

Nn :=

n∑
j=1

δXn,j

d−→ N ,

;��
� N 
�� �������3��
� ���#�!��-
�� -�% .��
�������%�+ μ ���0

��(��" D� 
���� ���� �� 0����!�� 8���
"�, �
 $�0����/
�����
��
�� ����,�!���
@�"�� /��
� ��)��' ��� +�� .3A� +� ��
,� f ∈ CK(E)

LNn(f) =

∫
Ω
exp

(
−

∫
E
f(x) dNω(x)

)
dP (ω) =

∫
Ω
exp

(
−

∫
E
f(x) d

( n∑
j=1

δXn,j

))
dP (ω)

=

∫
Ω
exp

(
−

n∑
j=1

∫
E
f(x) dδXn,j

)
dP (ω) =

∫
Ω
exp

(
−

n∑
j=1

f(Xn,j)
)
dP (ω)

= E
(
exp

(
−

n∑
j=1

f(Xn,j)
))

"�����
=

(
E
(
exp(−f(Xn,1))

))n
=

(
1− n

n
E
(
1− exp

(
−f(Xn,1)

)))n ���� ����,
=

(
1−

n
∫
E

(
1− exp(−f(x))

)
dPXn,1

n

)n

n→∞−→ exp
(
− lim

n→∞
n

∫
E

(
1− exp(−f(x))

)
dPXn,1

)
@∗A

= exp
(
−

∫
E

(
1− exp(−f(x))

)
dμ

)
@∗∗A

�� @∗A ��1� !�
 �
!���� ���� (1 + y
n)

n n→∞−→ exp(y) ��
��%�+�� ��� #�%!�#�
� �
��
�

��� 1� �
 �
�����" ��� @∗∗A ��1� !�
 ���"���,�� ����
(
1 − exp ◦(−f)

)−1(
R\{0}

)
⊂

f−1
(
R\{0}

)

����� ���0��� ��� @�"�� +��, �����) ��� +�� �:A ���

(
1 − exp ◦(−f)

)
�����

��� ���0���� /
�"
 ���� 5� 8���
"�, ���"� ���� ��� nPXn,1

v−→ μ�

exp
(
−

∫
E 1 − exp

(
−f(x)

)
dμ

)
��� ���� +��, ��:��� ��� +�� :: �� $�0����/
�����
��
�

��� 4������O���� 4����0
�,��� ��� E ��� =�����������9 μ� �



� �	
  ��� ��� ��!��� ���

"�#!���!��

5��� 8�0��� ��� �� �!�� �� +��,� ��� ������� ��� ��-������� "!����� =� 
���
 1������� ���� 8�0���� @'��A !
�� !�
 ��
,� �� �"
�2 �
 
"���
 ��
��
��� *��
�������
��1�� ���	�
� ��� �
� 
����� D�"��������� ��!� ���" !�����" +��, ����
/��
�1
����� �� �0��
 ��  1������� '�'  �!����" F��� !
��� ��
������
 ������9�� ���
����� !�
 ��  1������� '�� ��� 8���
"�,�
����� 1������
 4�����
0
�,�� @8�
����
 '���&A� !��� � ��� �����9���� 
�G"������ ��  1������� '�' �� +��, ���
������� ��� ��-������� @/��
� '�'��A ��� +�����
�������� �
 D>�
�!
����
� �
�
,������
D�� 
��
 M1
1���� 	1
 �� +�
����
 �� �!�� �� /��
�� ���� ��� �� +��� . �� ��
�
 D�������" ���
  
1�� "!���� !
���

��� $�
	�+ !�������� ����� �	2����!���(���

����� ���	���	 ����
�3�� :������	� D�� @�	
 x ""� ��������A ��	���� 4�����!
��	%�  11�����" ��� ��  11�����" L : R+ −→ R+ ��� �
 D�"�������

L(cx)

L(x)

x→∞−→ 1 ∀c ∈ R+.

6�
 ���� ��  11�����" f : R+ −→ R+ ���
�3� 4�������	% ,�� =��> α� ����� � ��
���"��� ��
��
��  11�����" L "�1�� �� ����

f(x) = x−αL(x) �9� ���
 x ∈ R+.

6�
 ���� R� 1,!� Ŕ�!
��" *��������
��1� X ���
�3� 4�������	% ,�� =��> α� �����
@""��A P [X = p∞] = 0 ��� ���

@�A ��  11�����" P [|X| > •] : R+ −→ R+, x �−→ P [|X| > x] 
"���
 ,�� =��> α ��
��
�
���

@�A � 0������ 
�� *���� p, q ��� p+ q = 1 "�1�� �� ����

P [X > x]

P [|X| > x]

x→∞−→ p ���
P [X ≤ −x]
P [|X| > x]

x→∞−→ q.



3) , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

����� �������� D�� ������� ���0�� �	
 �� ���"��� ��
��
�� �������� ��� �� 1��1�"
��;�0������� �������� �������� f : R+ −→ R+ ��� limx→∞ f(x) �= 0�
D� "�1� �1
 ���� ��1���
���� ���"��� ��
��
�� ���������� !� 1��0���!�� ��  1�
1�����"

loga(•+ 1) : R+ −→ R+, x �−→ loga(x+ 1)

��� a > 1� ��� � "���

loga(cx+ 1)

loga(x+ 1)
=

loga(x+ 1)− loga(x+ 1) + loga(1 + x)

loga(x+ 1)
= 1 +

loga(
cx+1
x+1 )

loga(x+ 1)
x→∞−→ 1.

����� (���� "
�
� f, f ′ : R+ −→ R+ �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α �-; α′0 1��� ����4

��� f · f ′ ��� �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α+ α′�

��� 1
f ��� �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ −α�

�>� ��� p ∈ R� �� ��� fp �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ pα�

��(��0 @�A L��� #�
�����,��" "�1� � ���"��� ��
��
�� ��������� L� L′� �� ����
f(x) = x−αL(x) ��� f ′(x) = x−α

′
L′(x)� ����

f(x) · f ′(x) = x−α+α′
L(x) · L′(x)

��� L(ax)L′(ax)
L(x)L′(x) −→ 1 �	
 ��� a ∈ R+�

@�A 1
f(x) = xα

(
L(x)

)−1
��� L(ax)−1

L(x)−1 =
(
L(ax)
L(x)

)−1
−→ 1 �	
 ��� a ∈ R+�

@'A f(x)p = x−pα
(
L(x)

)p
��� L(ax)p

L(x)p =
(
L(ax)
L(x)

)p
−→ 1p = 1�

����" (���� .�� X 
��
 �

��
� �
����� -�% .�	
/ α �����
�
�	
 *�������������
 ��	 p > 0�
�� ��� Xp �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α

p 0

��(��0 L��� #�
�����,��" "�1� � �� ���"��� ��
��
�� �������� L : R+ −→ R+� ��
���� P (|X| > x) = x−αL(x) ���� D� "��� ������

P (|Xp| > x) = P (|X| > x1/p) = x−α/pL(x1/p),

!�1� L(x1/p) 1������ ���"��� ��
��
��

����# ���	���	 �4����������	���� 2	4����� +� U : R −→ [0, 1] �� ������� !����
���  11�����" @�!� �� #
�����"���������A� 5��� ��9� ��  11�����"

U← : [0, 1] −→ R ∪ {−∞}, y �−→ inf
{
x ∈ R

∣∣U(x) ≥ y
}

�� 4����������	���� ���	/��������� 2	4���� ��� U �



,�� $����+� "���������� ������ ��.����"����(��� 3.

����' �������	
	� �	
 �� R� 1,!� Ŕ�!
��"� ,�� =��> α 
"���
 ��
��
��  11�����"
X ��,� !�


an := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X| > x] ≤ n−1
}
.

����) �����/
	� ������ ���� an ������� !������ ��� ��� ����� ���� 5F������ �


"���
� #�
������ an ↗ ∞ "���� ��� ����� !�
 P [|X| > a] = 0 �	
 a = limn→∞ an�
!�� ��� 6��
�0
��� ,� ����"��" ��� @5�� '����A ��
����� !	
�� 6��
��� "��� �	
 ��
 11�����" 1/P [|X| > •] : R −→ [0, 1], x �−→ 1/P [|X| > x] �2�1�


an =
(
1/P [|X| > •]

)←
(n).

����+ ���� ,9� 
��
 R� �-;0 Ŕ�;
����
� -�% .�	
/ α �
����� �����
�
�	
 '����	��� X �
��
�
����
�	
 2���
��
�-
�4

��� nP (a−1n |X| > x)
n→∞−→ x−α

��� nP (a−1n X > x)
n→∞−→ px−α

�>� nP (a−1n X ≤ −x) n→∞−→ qx−α.

�	
 �� �!�� �� +��,� 1�G��"� !�
 ,������� ���"��� $���?

����- (���� .�� U : R −→ [0, 1] 
��
 %������ ;���
�	
 ,��#���� ��	 U← 	�
 �
�����
�
%
��
��
 .��
��
 ��� U � �� ���� �9� ���
 z ∈ R ��	 y ∈ [0, 1]4

��� z < U←(y) ⇒ U(z) < y�

��� z > U←(y) ⇒ U(z) ≥ y0

��(��0 @�A z < U←(y) = inf{x ∈ R|U(x) ≥ y} ⇒ z /∈ {x ∈ R|U(x) ≥ y} ⇒ U(z) < y�

@�A z > U←(y) = inf{x ∈ R|U(x) ≥ y} ����⇒ z ∈ {x ∈ R|U(x) ≥ y} ⇒ U(z) ≥ y�

��(�� $�	 -��. '���:? ���? 5�  11�����" U := 1/P [|X| > •] ��� �2�1�
 ������� !����
���� ���� ���� �� #�
�����,��"� �	
 $��� '���3 
�	���� ��� y = n ��� z = U←(n)(1− ε)
1,!� z = U←(n)(1 + ε) �	
 ε > 0 ���"� ����?

U(U←(n))

U(U←(n)(1 + ε))
≤ U(U←(n))

n
≤ U(U←(n))

U(U←(n)(1− ε))

6��
 "��� U←(n) = an @��� ��
���" '���.A�  �� �
 �1�"� ��"������" ���"� �����

P [|X| > an(1 + ε)]

P [|X| > an]
≤

(
nP [|X| > an]

)−1 ≤ P [|X| > an(1− ε)]

P [|X| > an]
. @∗A



3: , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

5� X ��� 
"���

 #�
������ @,�� =��> αA ���� "�1� � �� ���"��� ��
��
��  11�����"
L : R+ −→ R+ ���

P [|X| > an(1 + ε)]

P [|X| > an]
= (1 + ε)−α

L(an(1 + ε))

L(an)

n→∞−→ (1 + ε)−α.

6��� !�
 ��� 8���
"�, �� �� ��"������" @∗A ��� �� 
����� !�
?

(1− ε)α ≤ lim inf
n→∞

nP [|X| > an] ≤ lim sup
n→∞

nP [|X| > an] ≤ (1 + ε)α

�	
 ��� ε > 0 ��� ������
lim
n→∞

nP [|X| > an] = 1.

 ��� ���

lim
n→∞

nP [a−1n |X| > x] = lim
n→∞

nP [|X| > anx] · lim
n→∞

(
nP [|X| > an]

)−1
= lim

n→∞
P [|X| > anx]

P [|X| > an]
= lim

n→∞
L(anx)

L(x)
= x−α.

5�  ����"� ��� ��� �>� ���"� ��
�� ��� ��� ��� �
 ����"��" ��� ��� �
 5F������ ��


"���
 ��
��
��� *��������
��1� @5F������ '���� ��� +�� 3�A� �

�����. ���� U : R+ −→ R+ �
� �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α0 1��� ����4

��� limx→∞U(x) =

{
0, ����� α > 0

∞, ����� α < 0.

��� .�� U %������ ;���
�	� −∞ ≤ α ≤ 0 ��	 limx→∞U(x) = ∞� �� ��� 	�
 �
�����
%
��
�
��
 .��
��
 U← ��� U �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ −α0

@+�� 4
�0������� ��: �� H���	��� ����I ��� +��� ���A

������ (���� .�� X �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α > 0 ��	 p �= 0 �� ���� 
� 
��
 %������
;���
�	
� -�% .�	
/ p

α �
����� �����
�
�	
 ,��#���� f : R+ −→ R+ �� 	��� f(n) = a−pn �9�
���
 n ∈ N0

��(��0 D� �� F := P [|X| > •]� L��� ��
���" '���. ��� �
 ��
�
�"� +�� ��� an =(
1/F

)←
(n)� 5� F 
"���
 ��
��
�� ,�� =��> α > 0 ���� ��� 1/F "��9 $��� '���' ���

+�� 3) 
"���
 ��
��
�� ,�� =��> −α� $��� /�� ��� �� +��, '����� ���
(
1/F

)←
���� 
"���


��
��
�� ,�� =��> −α−1 ��� ����� f :=
((
1/F

)←)−p

"���
 ��
��
�� ,�� =��> p

α �

������ ���� &� �
� X 
��
 Ŕ�;
����
� -�% .�	
/ α �
����� �����
�
�	
 *�������������
 ��	 μ
	�� 	��� 	�
 ���������

μ
[
[−∞, b]

]
= qb−α ∀b ∈ R− ��	 μ

[
(c,∞]

]
= pc−α ∀c ∈ R+


��	
���� �
���
�
��
 ��+ ��� Ŕ0 .�� ;
��
����

μn : B(Ŕ) −→ R+
0 , A �−→ nPa−1

n X

[
A],

	��� ���� �� M+(Ŕ) 	�
 ���
 2���
��
�-

μn
v−→ μ.
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��(��0 *�
 D������"��� �� ��9�? 5� ��""1� #�
���
��� �"� μ ��� �� +��
��"

C :=
{
(b, c]

∣∣∣ −∞ ≤ b ≤ c ≤ ∞ ��	 c < 0 �	
� 0 < b
}
⊂ B(Ŕ)

���� 5� ��"��������� μ ��� �������� σ���1������� ��� σ������� ��� �� +��
��" C� +����
"��� ���� +��, ����) ��� +�� &� ��� ��
���" ��'��� ��� +�� ':� ���� μ ������" ,� ���
��9 ��� σ(C) = B(Ŕ) ��
�"��,� !
�� �����

*�
 8���
"�,? (��9 ���0�� ��'�3 ��� +�� )& @��� h = 1A ��� C �� 57�+��
��" ���
Ŕ� $��� /��
� ��&�� ��� +�� )) ��� �� ��" 8���
"�, μn

v−→ μ �N������� ,�
 0�����
!��� 8���
"�,

μn[C]
n→∞−→ μ[C]

�	
 ��� C ∈ C� +� ���� C ∈ C� 5��� ��� C = (b, c] �	
 "�"�� b < c ��� c < 0 ��
 0 < b�
6�
 1������ ��
 �� ���� 0 < b < c?

μn[C] = nPa−1
n X

[
(b,∞)\(c,∞)

]
= nP

[
a−1n X > b

]
− nP

[
a−1n X > c

]
n→∞−→ pb−α − pc−α = μ

[
(b,∞]

]
− μ

[
(c,∞]

]
= μ

[
C
]
.

 ����" ,�"� ��� ��� 8���
"�, �	
 C = (b, c] ��� b < c < 0�

D�� 0�0���

 +��, �
 /��
� 
"���
 ��
��
��
 *��������
��1��� ��� �
 +��, ��� 8��

������ �� !�
 @�� �1"!�����
 ��
�A �� ���"��� �� Y��
� �
!��� !
��� =�
H���	��� ����I F��� ���� �
 +��, �� ���"��
 ��
�?

������ ���� ���	� ��� $�����	�� &� �
� U : R+ −→ R+ �
����� �����
�
�	 -�% .�	
/ α0

��� .�� α ≤ 1 �� ����4
yU(y)∫ y

0 U(t) dt

y→∞−→ 1− α.

��� .�� α > 1 �� ���
∫∞
y U(t) dt <∞ ��	 
� ����4

yU(y)∫∞
y U(t) dt

y→∞−→ −(1− α).

@+�� H���	��� ����I +��.�A

�����" 0����� &� �
� X 
��
 �

��
� �
����� -�% .�	
/ α �����
�
�	
 *�������������
0

��� .�� α < 1 �� ����4
E(|X|I{|X|≤y})
yP [|X| > y]

y→∞−→ α

1− α

��� .�� α > 1 �� ��� E(|X|) <∞ ��	 
� ����4

E(|X|I{|X|>y})

yP [|X| > y]

y→∞−→ α

α− 1



��� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��(��0 6�
 ��,� U = P [|X| > •]� $��� +��, &��) ��� +�� ��� �� H���	��� &''�I "��� �	

��� ��9
��� (Ω,F , μ) ��� �� ���1�
  11�����" f : Ω −→ R ��� f ≥ 0 ���� 9�
���� ?

∫
Ω
f dμ =

∫ ∞
0

μ[{f ≥ t}] dt. @∗A

���?

E(|X|I{|X|≤y}) =
∫
Ω
|X|I{|X|≤y} dP

�∗� =

∫ ∞
0

P [|X|I{|X|≤y} > t] dt

=

∫ y

0
P [y ≥ |X| > t] dt

=

∫ y

0
P [|X| > t]− P [|X| > y] dt

=

∫ y

0
P [|X| > t] dt− yP [|X| > y].

6��� !�
 ��� /�� ��� +��, '����' ��� �� 
����� !�
?

yP [|X| > y]

E(|X|I{|X|≤y}) + yP [|X| > y]

y→∞−→ (1− α)

⇔
E(|X|I{|X|≤y})
yP [|X| > y]

y→∞−→ (1− α)−1 − 1 =
α

1− α

���?

E(|X|I{|X|>y}) =

∫
Ω
|X|I{|X|>y} dP

�∗� =

∫ ∞
0

P [|X|I{|X|>y} > t] dt

=

∫ ∞
0

P [|X| > max{t, y}] dt

=

∫ y

0
P [|X| > y] dt+

∫ ∞
y

P [|X| > t] dt

= yP [|X| > y] +

∫ ∞
y

P [|X| > t] dt



,�� $����+� "���������� ������ ��.����"����(��� ���

��� <��� ��� /�� ��� ��� "��- >0�0�> �����4

yP [|X| > y]

E(|X|I{|X|>y})− yP [|X| > y]

y→∞−→ −(1− α)

⇔
E(|X|I{|X|>y})

yP [|X| > y]

y→∞−→ 1− (1− α)−1 =
α

α− 1

6��
��� "��� "��9 �� +��, ��� 8�
������ ����
∫∞
y P [|X| > t] dt �	
 C�� y > 0 ������

���� +���� ���� ���� E(|X|I{|X|>y}) ��� ����� E(|X|) = E(|X|I{|X|>y}) + E(|X|I{|X|≤y})
������ ����

 1�����9�� ����� !�
 ��� ��� ,!� !��
� ���������� 8���
"�,�����"� �
 D>�
��
!
����
� 1,!� �
 /��
� 
"���
 ��
��
��
 ���������� �
�
����

�����# ���� &� �
�
� X1,X2, . . . ���������� �	
����� �
��
���
� �

��
 *�������������
� ���
�
�����
� ��������� -�% .�	
/ α0 1��� ����4

P [a−1n max
1≤k≤n

Xk ≤ x]
n→∞−→ exp(−x−α).

��(��0 �
 +��, ��� �� #�
���� ��� 4
�0������� ��� ��� +�� �& �� H���	��� ����I�
5�1� ���,� ��� ���� ���� �	
 �� #
�����"��������� F := P [X1 ≤ •] �
 Xi "���?

P [a−1n max
1≤k≤n

Xk ≤ x] = P [a−1n Xk ≤ x ∀k = 1, . . . , n]
"�����
=

(
P [X1 ≤ anx]

)n
=

(
F (anx)

)n
.

�����' ���	���	 
	% ���� �α!��� ��� :������
	�� =�� α ∈ (0, 2] ��� ���� Yα, Z1, Z2, . . .
���1���"�" �������� �
����� 
�� *��������
��1�� ���

n−
1
α

n∑
i=1

Zi
d
= Yα �9� ���
 n ∈ N,

�� ���� ��� Yα α!��� �� �
����� =�� (Z ′n)n∈N �� 1��1�" ���" ���1���"�" ��������
�
����
 *��������
��1�� ���

cn

n∑
i=1

Z ′i
d
= Z ′ �9� ���
 n ∈ N,

�� ����� ���� ,�"�� ���� cn ��� �
 ��
� cn = n−
1
α �	
 �� "�"��� α ∈ (0, 2] ����

@+�� H������� ����I +� �.��A



��� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

�����) �������	
	� �	����!�	������� :������
	��	� 5� #
�����" PY ��
 *���������

��1� Y ��9� �	������� ����� � ��� 4���� a �� ���� ��� Y "�1�� �	
 �� PY [{a}] = 1 ����
���
������ ��9� PY 	����!�	�������

�����+ ���� .�� Yα 
��
 �

��
 *�������������
 %�� α�������
� �����
�����
�
� �
��
������ ��
���� �9� ���
 β ∈ (0, α)

E(|Yα|β) <∞.

@+�� H������� ����I +��.:�A

�����- ���� "
�
� X1,X2, . . . ���������� �	
����� �
��
���
� �

��
 *�������������
� ��� �
�
�����
� ��������� -�% .�	
/ α ��	 
� �
� 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1)

�	
�

• α ∈ (1, 2) ��	 E(X1) = 00

.�� ��� (ãn)n∈N 
��
 �
��
 *���
�����
� �� 	���

nã−2n

∫ ãn

−ãn
X2 dPX1

n→∞−→ C

�9� 
��
 2�������
 C ∈ R+ ����� �� ���� 
� 
��
 �

��
 *�������������
 Yα %�� �����
�����
�
�
α�������
� �
��
������ �� 	���

ã−1n Sn
d−→ Yα.

��(��0 5
 +��, ��� �� /��
� ' ��� 7�
����
; � �� H������� ����I @+� �:� 1,!� �.:A
�������� ��� 1����� ���� ���
� 5F������ ���1��
 #
�����"� 1
��� ������� ����
��� ���������
�� ���� @�"�� H������� ����I +� �.�A�

�����. 0����� "��	 X1,X2, . . . ���������� �	
����� �
��
���
� �

��
 *�������������
� ���
�
�����
� ��������� -�% .�	
/ α ��	 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1)

�	
�

• α ∈ (1, 2) ��	 E(X1) = 0�

�� ���� 
� 
��
 �

��
 *�������������
 Yα %�� �����
�����
�
� α�������
� �
��
����� ��	

a−1n Sn
d−→ Yα.



,�� $����+� "���������� ������ ��.����"����(��� ��'

��(��0 6�
 ,�"�� ���� �	
 �� an �� 8���
"�, �� �
 #�
�����,��" ��� +��, '����3
"���?

na−2n

∫ an

−an
X2

1 dPX1 = na−2n

∫
R

X2
1 I{X2≤a2n} dPX1

= na−2n E
(
X2

1 I{X2
1≤a2n}

)
· P (|X1|2 ≥ a2n)

P (|X1|2 ≥ a2n)

=
E
(
X2

1 I{X2
1≤a2n}

)
a2nP (|X1| ≥ a2n)

· nP (|X1| ≥ an).

(��9 $��� '���& ��� +�� 3) ��� X2
1 
"���
 ��
��
�� ,�� =��>

α
2 < 1� D��  �!����"

��� 8�
����
 '����& ��� +�� 33 ���
� �����

E
(
X2

1 I{X2
1≤a2n}

)
a2nP (|X1| ≥ a2n)

n→∞−→ α

2− α
.

 �� �
 ���
� +�� "��� ���� $��� '���: ��� +�� 3.

nP (|X1| ≥ an)
n→∞−→ 1.

*������������ 
����� !�
 ����?

na−2n

∫ an

−an
X2

1 dPX1 =
E
(
X2

1 I{X2
1≤a2n}

)
a2nP (|X1| ≥ a2n)

· nP (|X1| ≥ an)
n→∞−→ α

2− α
.



��& , -��  ��! "� #���	
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*�� ����  1�������� ��� �� �
�����" �� ��;�0�������� #
������� �� 4����0
�,���

Nn :=
n∑

k=1

δa−1
n (Xk ,Xk+Xk+1,...,Xk+,...,+Xk+h−1)

,

!�1� (an)n∈N !��
 �� L�
��
��"����"

an := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X1| > x] ≤ n−1
}

1,������ 5��
 !�
�� !� �� �
 D�������" 1���
�1�� �� �
�����" �� (
�,�
�����"
�
 +��������

a−1n max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣∣
��� �� +��, ��� ������� ��� ��-������� 
�G"������ 5� (
�,�
�����" ��� Nn ����
!�
 ��� ���,���� ��� �� +��,� '����� ��� +�� 3: ��� '����� ��� +�� 3: �
?

����� 0����� "
� (Xk)k∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
�� Ŕ�;
����
�� -�% .�	
/
α �
����� �����
�
�	
� *�������������
�0 1��� ���� �� L(M+(Ŕ)) 	�
 2���
��
�-

n∑
k=1

δa−1
n Xk

d−→
∞∑
k=1

δJk ,

;��
� 	�
 Jk 	�
 ���#�
 
��
� �������3��
� ���#!��-
��
� ��� Ŕ -�% .��
�������%�+ μ %��

μ
[
(x,∞]

]
= px ��	 μ

[
[∞,−x]

]
= qx ∀x ∈ R+

���	0

��(��+ 5
 +��, ��� �� ������� 8�
����
 ��� +��, '����� ��� +�� 3: ��� +��, ��:��� ���
+�� 3&� �
L�� ���"� �
 ���!����"�� /�� ����  1��������? 5� #
���"���
��" ��� 8�
����
 '����
�� �� h����������� #�
����?

����� ���� "
� (Xk)k∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
��Ŕ�;
����
�� -�% .�	
/ α
�
����� �����
�
�	
� *�������������
� ��� R0 <�� �
-
���
� %�� �j 	
� ���#�

�j = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
↑

���� ������

.

&� ���� �9� ���
 h ≥ 1 �� L(M+(Ŕ
h))

N̂n :=
n∑

k=1

δa−1
n (Xk ,...,Xk+h−1)

d−→ N̂ :=
∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i ,

;��
� 	�
 Ji ��	 μ ;�
 �� 2������� >0�0� ���	0



,�� ��(�������� ���

��������� 
 �����
�����	�� ��� &'�

�(�����) !� N̂n� ���� ��� Xi ∼ Par(1,4; 1) 
����
����
 �*� n = 250 ��� �����
 �*� n = 2.500� '�� �������� ��� 
��� ��� ������ �� ��� +��
��
��
�����	���
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��(��+ 6�
 ��,�

In :=
n∑

k=1

h∑
i=1

δa−1
n Xk�i

.

In ��� !� N̂ ��
 J����K ��� ��  ���� Ŕ�i, i = 1, . . . , h� 6�
 !
�� ,�
�� In
d−→ N̂

,�"� ��� ���� ��� *���������" ,!����� In ��� N̂n �
������ �
 � ��� 
���1�� ���
�� (
�,�
����� �� #
�����" ��� In ��� ��� ��� N̂n ,� �����9��

�����/��	�+ In
d−→ N̂ �

��(��+ D� ��

τi : Ŕ −→ Ŕh,

{
x �−→ x�i ����� x �= p∞

p∞ �−→ p∞
.

��
���� �� ���"�� #
�����" ���  11�����"�?

M+(Ŕ)
ϕ1−→ (M+(Ŕ

h))h
ϕ2−→ M+(Ŕ

h)

μ �−→ (μ ◦ τ−11 , . . . , μ ◦ τ−1h ) �−→
∑h

i=1 μ ◦ τ−1i .

�	
 ��9 μ1, . . . , μh 1,����� !�
 ��1� ���
∑h

i=1 μi ��� ��9 ���

(
h∑

i=1

μi)[A] :=
h∑

i=1

(μi[A])

�	
 ��� ���1�
� ��"� A� 6�
 !���� ��� !��
 �� +��, ��� �
 ����"�  11�����"
@+��, �����) ��� +�� &.A ��!���� 5�,� 	1
0
	�� !�
 ,������� �� #�
�����,��"�?
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�����/��	�+ ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 ��� ����"�

��(��+6�
 ,�"� ,�������� ���� ϕ1 ����" ���� 6�
 !��� ��� +���"��� ���0�����!��
�	
 ��  11�����"� μ �−→ μ ◦ τ−1i , i = 1, . . . , h ����� +� ��
,� K ∈ Ŕh ���0���� D� ���"��
���� ���� ���� K ∩ Ŕ�i ���0��� ���� ��� Ŕ�i ��� �1"�������� �� Ŕh� 5�  11�����"

π́i : Ŕ
h −→ Ŕ, x �−→

{
xi, ����� x = (x1, . . . , xh) �= p∞

p∞, ����� x = p∞

1���� 
����� ���0��� ��"� ��� 
����� ���0��� ��"� �1 @�"�� ��'�) ��� +�� ')A�
 ��� ���

τ−1i (K) = τ−1i (K ∩ Ŕ�i) = π́i(K ∩ Ŕ�i)


����� ���0��� �	
 ��� i = 1, . . . , h� 6�
 �G��� ��� +��, �����' ��� +�� )� ��!��� ���

����� ����� �� @���0�����!��A +���"��� ��� ϕ1� ���1� ���� �� +���"��� ���

ϕ2 : (M+(Ŕ
h))h −→ M+(Ŕ

h), (μ1, . . . , μh) �−→
h∑

i=1

μi

,� ,�"�� 5�� ,�"� !�
� ���� !�
 �N������� ���"�����"��� ����!���� D� �� ��
,�

μ(n) :=
(
μ
(n)
1 , . . . , μ

(n)
h

) v−→
(
μ1, . . . , μh

)
=: μ.

6�
 �	��� ,�"�� ���� ϕ2(μ
(n))

v−→ ϕ2(μ) "���� ���� ����∫
Ŕh

f d
h∑

i=1

μ
(n)
i

n→∞−→
∫
Ŕh

f d
h∑

i=1

μi

�	
 ��� f ∈ C+
K (Ŕh)�  �� μ(n) v−→ μ ���"� ����
� μ(n)

i
v−→ μi �	
 ��� i = 1, . . . , h ��� �����∫

Ŕh

f dμ
(n)
i

n→∞−→
∫
Ŕh

f dμi.

 ��� ��� !�
∫
Ŕh

f d
h∑

i=1

μ
(n)
i =

h∑
i=1

∫
Ŕh

f dμ
(n)
i

n→∞−→
h∑

i=1

∫
Ŕh

f dμi =

∫
Ŕh

f d
h∑

i=1

μi.

5���� ��� �� +���"��� ��� ϕ2 1!���� �

6� !�
�� ��� ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 ��� ��� 4����0
�,��[ ��
���� ��� 4����0
�,�� ��� 5�
�
������" !� �� $��� ��:�: ��� +�� :)� 5� δYi ◦ f−1 = δf(Yi)� ���
� D����,� �� ��
 11�����"���
���
����?

M∑
k=1

δYk

ϕ1�−→
( M∑
k=1

δYk�1 , . . . ,

M∑
k=1

δYk�h

)
ϕ2�−→

M∑
k=1

h∑
i=1

δYk�i ,



,�� ��(�������� ��.

���� ϕ
(∑n

k=1 δa−1
n Xk

)
= In ��� ϕ

(∑∞
k=1 δJk

)
= N̂ � (��9 8�
����
 '���� ��� +�� ��& "���∑n

k=1 δa−1
n Xk

d−→
∑∞

k=1 δJk � ��� <��� �� +��,� ��� �
 ����"�  11�����" @+��, �����) ���
+� &.A "��� ����

In = ϕ
( n∑
k=1

δa−1
n Xk

)
d−→ ϕ

( ∞∑
k=1

δJk

)
= N̂ .

�

5� *���������" ��� In ��� N̂n ���
� ��� ���"�� $���?

����� (���� "
� ;�
	
� X1,X2, . . . �0�0�0 �

��
 -�% .�	
/ α �
����� �����
�
�	
 *���������
�����
�� N̂n ;�
 �� 2������� >0�0� �"0 �D��� In =

∑n
k=1

∑h
i=1 δa−1

n Xk�i
��;�


C :=
{ h∏
i=1

(bi, ci]

∣∣∣∣ −∞ ≤ bi ≤ ci ≤ ∞ ��	 ∃i0 = 1, . . . , h : ci0 < 0 �	
� 0 < bi0

}
⊂ B(Ŕh)

1��� ����4

��� C ��� 
�� 1N�"
%����� %�� N̂ [∂C] = 0 ���� ���
� �9� ���
 C ∈ C0

���
(
N̂n[C]− In[C]

) P−→ 0 ∀C ∈ C0

 �� ���� $��� ���"� ����
�

k∑
i=1

ti(N̂n[Ci]− In[Ci])
P−→ 0 �9� ���
 i = 1, . . . , k, ti ∈ R.

6�
 
���
� ���� ���� In
d−→ N̂ "���� 6��� !�
 ��� 8�
����
 �����' ��� +�� &) ��� �� ���"�

�	
 ��� k ∈ N� t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk?

k∑
i=1

tiN̂n[Ci] =

k∑
i=1

tiIn[Ci] +

k∑
i=1

ti(N̂n[Ci]− In[Ci])︸ ︷︷ ︸
P−→0

d−→ 	�lim
n→∞

k∑
i=1

tiIn[Ci]
�����-
=

k∑
i=1

tiN̂ [Ci].

5�� ��� ���� /��
� ��.�& ��� +�� :� ���
����� �	
 N̂n
d−→ N̂ � �

��(�� $�	 1���� '���'? ��� 	1
�" ���� ,�������� ���� �	
 �� C =
∏h

i=1(bi, ci] ∈ C
�G������ �� +������ ��� ��
 8��
���������� Ŕ�i, i = 1, . . . , h ����� �
 ����



��: , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��������� �
 '��	�� ��
 C �� Ŕ3�
'�� �������� ��

 ��� +��
��
�������
(���� ���� ,������ !� Ŕ3 �
��

�����/��	�+ �	
 C ∈ C "��� ��!�


@�A C ∩ Ŕ�i = ∅ �9� ���
 i = 1, . . . , h� ��


@1A � "�1� �� i0 ∈ {1, . . . , h} ���

C ∩ Ŕ�i =

⎧⎪⎨⎪⎩
{0} × . . . × {0} × (bi0 , ci0 ]

↑
i0��� ������

× {0} × . . . × {0}, �9� i = i0

∅, �9� ���
 i �= i0.

��(��+ =� ���� h = 1 ��� ������ ,� ,�"�� +� ���� h ≥ 2? L��� !�
 ��� C ∩ Ŕ�j ���
C ∩ Ŕ�k ��� ��"���� ∅� =� ���� ���� "�1� � 
�� *���� x, y �= 0 ��� x�j, y�k ∈ C�
5��� ���"� ��� x�j ∈ C� ���� 0 ∈ (bi, ci] �	
 ��� i �= j� ��� ��� y�k ∈ C� ���� 0 ∈ (bi, ci] �	

��� i �= k� 5� C ∈ C� "�1� � �1
 �� i0 ∈ {1, . . . , h} ��� ci0 < 0 ��
 0 < bi0 ��� �����
0 /∈ (bi0 , ci0 ]� 5��
 ���� j = k = i0 ���� �

������ ���� N̂ ��� In @n = 1, . . . , hA ��
 J����K ��� ��  ���� Ŕ�i ��1�� ���� ���� �	


A :=

h⋃
i=1

Ŕ�i

N̂(Ac) = In(A
c) = 0 ���� D� "��� ����� �	
 ��� B ∈ B(Ŕh)� ���� N̂(B ∩ A) = N̂(B) ���

In(B ∩A) = In(B) ����

6�
 !��� ,������� '���' ��� ����� L��� ���0�� ��'�3 ��� +�� )& ��� C �� 57�+��
��"�
6�
 1
����� ���� ��
 ���� N̂ [∂C] = 0 ���� ����
 �	
 ��� C ∈ C ,� ,�"�?

�	
 C ∈ C ��� �� ���� @�A C ∩A = ∅ ��� �� ���� @1A C ∩A = {0} × . . . × {0} × (bi0 , ci0 ] ×
{0} × . . . × {0} �	
 �� "�"��� i0 ∈ {1, . . . , h}� ���
 #�
�����,��" @�A ��� ����

N̂(∂C) = N̂(∂C ∩Ac) = 0.



,�� ��(�������� ��3

(��� #�
�����,��" @1A� �� ���

N̂ [∂C] = N̂ [∂C ∩Ac] = N̂ [{0} × . . .× {0} × {bi0 , ci0} × {0} × . . .× {0}]

=
∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i [{0} × . . . × {0} × {bi0 , ci0} × {0} × . . .× {0}]︸ ︷︷ ︸
=0 �� ���� i �= i0. (� Jk ∈ Ŕh �� 0�

=

∞∑
k=1

δJk [{bi0 , ci0}] = PPPμ[{bi0 , ci0}]

��� �����* = 0 ���� ���
�0

5���� ��� ��� 1!����

*� '���' ���? D� ��� ,� ,�"�� ���� (N̂n[C]− In[C])
P−→ 0 �	
% ��+
 ���� ∀C ∈ C� =� ����

@�A "���

In[C] = In[C ∩A] = In[∅] = 0 ∀n ∈ N.

 ��"
��� ��� D�"������� @�A "��� �	
 m := min
i=1,...,h

{|bi|, |ci|} > 0

(
[−∞,−m) ∪ (m,∞]

)h ⊃ h∏
i=1

(bi, ci] = C.

��� �����

E
(
N̂n[C]

)
≤ E

(
N̂n

[(
[−∞,−m) ∪ (m,∞]

)h])
=

n∑
k=1

P
[
a−1n |Xk+i−1| > m; i = 1, . . . , h

]
"����� = nP

[
a−1n |Xi| > m; i = 1, . . . , h

] "�����
= n

(
P
[
a−1n |X1| > m

])h

= nP
[
a−1n |X1| > m

]︸ ︷︷ ︸
n→∞−→ m−α ��'# 	����

(
P
[
a−1n |X1| > m

]︸ ︷︷ ︸
∈O(n−1) �	�����

)h−1 n→∞−→ 0.

 ��� ����
"�
� N̂n �� ����� ""� �� 5� 8���
"�, �� ����� 8���
"�, �� ��9 ����
��0��,�
�� ���"� ���

N̂n[C]
P−→ 0 ≡ In[C].

��
����� !�
 ���� @1A? +� ��
,� C=
∏h

i=1(bi, ci] ��� i0∈{1, . . . , h} �
�
� "!����� ����

0 ∈(bi, ci] ⇐⇒ i �= i0.
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In[C] =

n∑
k=1

h∑
i=1

δa−1
n Xk�i

[C]
0/∈(bi0 ,ci0 ]=

n∑
k=1

δa−1
n Xk�i0

[C]

=
n∑

k=1

δa−1
n Xk�i0

[(b1, c1]× . . . × (bi0 , ci0 ]× . . .× (bh, ch]]

0∈(bi,ci]
∀i�=i0
=

n∑
k=i1

δa−1
n Xk

(bi0 , ci0 ]

≥
n∑

k=i0

δa−1
n Xk

[
(bi0 , ci0 ]

]
=

n−i0+1∑
k=1

δa−1
n Xk+i0−1

[
(bi0 , ci0 ]

]
≥

n−i0+1∑
k=1

δa−1
n (Xk ,...,Xk+i0−1

↑
i0��� ������

,...,Xk+h−1)
[(b1, c1]× . . .× (bi0 , ci0 ]

↑
i0��� ������

× . . .× (bh, ch]]

= N̂n[C]−
n∑

k=n−i0+2

δa−1
n (Xk ,...,Xk+h−1)

[C]︸ ︷︷ ︸
=:/���n[C]

≥ 0

��� �����?

E

(∣∣In[C]− N̂n[C]
∣∣) = E

(∣∣In[C]− N̂n[C]− �
��n[C] + �
��n[C]
∣∣)

≤ E

(∣∣∣In[C]−
(
N̂n[C]− �
��n[C]

)︸ ︷︷ ︸
≥0 ���#� ����

∣∣∣)+ E

(∣∣∣�
��n[C]
∣∣∣)

= E
(
In[C]

)
− E

(
N̂n[C]− �
��n[C]

)
+ E

(
�
��n[C]

)
= E

(
In[C]

)
− E

(
N̂n[C]

)
+ 2E

(
�
��n[C]

)
.

��
����� !�
 ��� D
!�
���"�!
� ��,��?

E
(
�
��n[C]

)
=

n∑
k=n−i0+2

P
[
a−1n (Xk, . . . ,Xk+h−1) ∈ C

]
"����� = (i0 − 1)P

[
a−1n (X1, . . . ,Xh) ∈ C

]
≤ (i0 − 1)P

[
a−1n Xi0 ∈ (bi0 , ci0 ]

]︸ ︷︷ ︸
∈O(n−1) ��'# 	����

n→∞−→ 0.

E
(
In[C]

)
=

n∑
k=1

h∑
i=1

P
[
a−1n Xk�i ∈ C

] 0/∈(ci0 ,bi0 ]=

n∑
k=1

P
[
a−1n Xk�i0 ∈ C

]
=

n∑
k=1

P
[
a−1n Xk(bi0 , ci0 ]

] "�����
= n

(
P
[
a−1n X1 > bi0 ]

]
− P

[
a−1n X1 > ci0 ]

])
n→∞−→ μ[(bi0 , ci0 ]] ��� "��- >0�0C.



,�� ��(�������� ���

E
(
N̂n[C]

)
=

n∑
k=1

P
[
a−1n (Xk, . . . ,Xk+h−1) ∈ C

] "�����
=

n∑
k=1

h∏
i=1

P
[
a−1n X1 ∈ (bi, ci]

]
= nP

[
a−1n X1 ∈ (bi0 , ci0 ]

]
·

∏
1≤i≤h, i �=i0

P
[
a−1n X1 ∈ (bi, ci]

] n→∞−→ μ[(bi0 , ci0 ]].

��� ��,�� (
�,!
� ���,� !�
 ���� ���� 0 /∈ (bi, ci] ��� �	
 ��� i �= i0 ��� ����� @!��

"��9 +��, '���:A

P
(
a−1n X1 ∈ (bi, ci]

)
= 1− P

(
a−1n X1 ≤ bi

)︸ ︷︷ ︸
∈O(n−1)

−P
(
a−1n X1 >, ci

)︸ ︷︷ ︸
∈O(n−1)

n→∞−→ 1

"���� 5�� 4
����� ��� �
 
���� +�� ����
"�
� ����� ""� 1h = 1� *������������

"�1� ���� E

(
|In[C]− N̂n[C]|

) n→∞−→ 0 �����

In[C]− N̂n[C]
L1

−→ 0.

5� 8���
"�, �� ��9 ���� 8���
"�, �� #
�����" ��0��,�
� ��� ����� $��� '���'
1!���� �

����" 0����� "
�
� X1,X2, . . . ���������� �	
����� �
��
���
� Ŕ�;
����
� -�% .�	
/ α
�
����� �����
�
�	
 *�������������
�0 ��� 	
� �
-
�����

�i :=

h∑
j=i

�j = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1
↑

���� ������

).

���� �9� ���
 h ≥ 1 �� L(M+(Ŕ
h)) 	�
 2���
��
�-

Nn :=

n∑
k=1

δa−1
n (Xk ,Xk+Xt+1 , ... ,Xk+...+Xk+h−1)

d−→ N :=

∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i .

?�
��
� ���	 	�
 Ji 	�
 ���#�
 
��
� �������3��
� ���#�!��-
��
� ��� Ŕ0 1�� .��
�������%�+
	�
�
� ���#�!��-
��
� ��� 	�� ��+ μ %��

μ
[
(x,∞)

]
= px ��	 μ

[
(∞,−x]

]
= qx ∀x ∈ R+.

��(��+ =� ���� h = 1 ��� ��� "��� ��  ����" ��� 8�
����
 '���� ��� +�� ��&� 6�
 �G���
���� �� ���"��� ������� ���� h ≥ 2 ���� 6�
 !��� �� +��, ��� �
 ����"�  11�����"
@+��, �����) ��� +�� &.A ��� +��, '���� ��� +�� ��& ��� <�
,� �F��
� !�
 ��� ,�������
�� <��G���
0������

f : Ŕh −→ Ŕh, x �−→
{
(x1, x1 + x2, . . . , x1 + . . . + xh), ����� x = (x1, . . . , xh) �= p∞

p∞, ����� x = p∞.



��� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��������� �
 �����
�����	�� ��� &'�

�(�����) !� Nn� ���� ��� ������ Xi ∼ Par(1,4; 1) �
��
��� �����
�����	 	��� ��� ��� 	������� �����
��� ��� +�������	 - ���*��� ����
 �*� n = 250 ���
�����
 �*� n = 2.500�
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6�
 ��,� ��� �� +��, �����) E1 = E2 = M+(Ŕ
h)� ξn = N̂n ��� ξ = N̂ � ��!�

ϕ : M+(Ŕ
h) −→ M+(Ŕ

h), μ �−→ μ ◦ f−1.

5� M+(R
h) ��
���
1�
 ��� ϕ ����" ��� @�
"���� +��, �����' ��� +�� )�A� ���� �� ����

!���"� #�
�����,��"� 
�	��� ��� �����?

ϕ(N̂n) =

n∑
t=1

δa−1
n (Xt,...,Xt+h−1)

◦ f−1 d−→ ϕ(N̂ ) =

∞∑
k=1

h∑
i=1

δJkei ◦ f−1.

5� �	
 �� 
�� *��������
��1� Y "���� ���� δY ◦ f−1 = δf(Y ) ���� 
����� !�
 ����
�� ����
ϕN̂n

= Nn ��� ϕN̂n
= Nn ��� ��� ������

Nn
d−→ N.

�



,�,  ��! ��� ������ ��'

��� ��� 	�� ������

����� ������ ���	� ��� !
����� ��� *�.�������� "
� (Xn)n∈N 
��
 ,���
 �

��
��
���������� �	
����� �
��
���
� *�������������
� ��� �
�����
� ��������� -�% .�	
/ α > 00
&� �
�
� ;
��
����

Sk :=

k∑
i=1

Xi ��	 Xn :=
1

n

n∑
i=1

Xi,

��;�
 (an)n∈N 	�
 8��%�
���������


an := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X1| > x] ≤ n−1
}
.

.�� 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1) ��	 γ > 0�

• α ∈ (1,∞)\{2}� γ > max
{
0, 12 −

1
α

}
��	 E(Xi) = 0

�	
�

• α = 2� γ > 0� E(Xi) = 0 ��;�
 supn∈N E(|n−
1
β Sn|) <∞ �9� ���
 β ∈ (0, 2)�

�� ���� �9� ���
 x > 04

P
[
a−1n max

1≤l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ ≤ x
]

n→∞−→ exp
(
−x−α

)
,���

P
[
a−1n max

1≤l<n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk − lXn

(l(1− l
n))

γ

∣∣∣ ≤ x
]

n→∞−→ exp
(
−x−α

)
.���

�� ���� +��, 1!��� ,� �G��� 1�G��"� !�
 ,������� ��� ���"�� 5�00��$���� 5�
<��0��
1�� �� ����  1������� !�
� ��� ���� ���
���!��� �!�� 1�����

����� (���� "
� (Xi : Ω −→ R)i∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
�� �

��
�� -�%
.�	
/ α �
����� �����
�
�	
� *�������������
�0

��� &� ���� ∀γ ≥ 0 ��	 ∀h ≥ 1

P
[
a−1n max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−l

∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ ≤ x
] n→∞−→ exp

(
−x−α

)
∀x ∈ R+.

��� .�� 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1) ��	 γ > 0�

• α ∈ (1,∞)\{2}� γ > max
{
0, 12 −

1
α

}
��	 E(Xi) = 0 �	
�



��& , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

• α = 2� γ > 0� E(Xi) = 0 ��;�
 supn∈N E(|n−
1
βSn|) <∞ �9� ���
 β ∈ (0, 2)�

�� ����4

lim
h→∞

lim sup
n→∞

P
[
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ > δ
]
= 0 ∀δ ∈ R+.

���
 !�
 ��� �� �
 �!�� ������ 1�
����� !�
 �� #�
�����,��"� �� +��,� 1,!�
$���� "���
?

����� ���� ,9� 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
�� �

��
�� �
����� -�% .�	
/ α > 1
�����
�
�	
� *�������������
� (Xn)n∈N %�� E(X1) = 0 ����4

sup
n∈N

E(|n−
1
βSn|) <∞

{
�9� β = 2, ����� α > 2

∀β ∈ (0, α), ����� 1 < α < 2.

��(��0 =�� α ∈ (2,∞) �� "��� ��� �� +��, ��� 8�
����� @+��, '����' ��� +� 33A ���
$��� '���& ��� +�� 3)� ���� 5� #�
���, V(X1) ��� X1 ������ ���� L��� #�
�����,��"
��� E(Sn) = nE(X1) = 0 ��� �����

E
(
(n

1
2Sn)

2
)
= V(n

1
2Sn) = V(X1) <∞.

��� �
 7����; +��!�
,O���� ��"������" @��� H#���	� � 2��/�� &''3I +� �'&A 
����
�� !�
 ������ �	
 ��� n ∈ N

E(n
1
2Sn) ≤

√
E
(
(n

1
2Sn)2

)
=

√
V(X1) <∞.

��
����� !�
 ��� �� ���� α ∈ (1, 2)?

,	�����" =�� α ∈ (0, 2] ��� Yα �� 
�� *��������
��1� ��� α����1��
 ���������
��

#
�����"� ��!� (Xn)n∈N �� ���" ���1���"�" �������� �
����
 
��
 *��������
��1��

��� a−1n (Sn − bn)
d−→ Yα �	
 "�"�� 
�� *�������"� (an)n∈N� (bn)n∈N� �� ��� �	
 C��

κ ∈ (0, α)
lim
n→∞

E(|a−1n (Sn − bn)|κ) = E(|Yα|κ)

@��� /��
� )�� �� H�� !����� � 4	5I +� ���A�

5� E(|Yα|κ) ���� +��, '����: ��� +�� ��� >����
� @��� <∞ ���A 
����� !�
 �	
 β ∈ (0, α)

E(|n−
1
βSn|) = ann

− 1
β · E(|a−1n Sn|)

n→∞−→ 0,

��� ann
− 1

β ����
"�
� ���� $��� '����� ��� +��, '����� @+� 3: 1,!� 3:A ""� 0� 5�����

��� E(|n−
1
βSn|) �	
 ��� β ∈ (0, α) 1���
�����



,�,  ��! ��� ������ ���

)�*��	 �� +���� ,-,-.� ���� ���

+�� y1, . . . , yh ∈ R+ ���

Ry1,...,yh :=
{
(x1, . . . , xh) ∈ Rh\{0}

∣∣ |xi| ≤ yi
}

���� ���

P
[
max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−1

a−1n |Sk+l − Sk| ≤ yl;
]

=P
[
max
1≤k≤n

a−1n |Xk + . . .+Xk+l−1| ≤ yl; l = 1, . . . , h
]

=P
[
a−1n |Xk+l−1| ≤ yl; k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , h

]
=P

[
a−1n (Xk,Xk +Xk+1, . . . ,Xk + . . .+Xk+h−1) ∈ Ry1,...,yh ∀ k = 1, . . . , n

]
=P

[ n∑
k=1

δa−1
n (Xk ,Xk+Xk+1,...,Xk+...+Xk+h−1)

[
Rc

y1,...,yh

]
︸ ︷︷ ︸

=Nn[Rc
y1,...,yh

]. (� 0/∈Rc
y1,...,yh

= 0
]
.

6�
 ��1� ��� 1
��� �� �
 #�
1
����" ���� 8�0���� ��� �� (
�,�
����� �� #
���
���" �� *������"� ��9� Nn :=

∑n
k=1 δa−1

n (Xk ,Xk+Xk+1,...,Xk+...+Xk+h−1)
��� Ŕh 1�������"��

��� 1����� ���� P �
��, �
 ���
 ��������� L������� P ,������� ,!����� �� *������"�
��9�

∑n
k=1 δa−1

n (Xk ,Xk+Xk+1,...,Xk+...Xk+h−1)
��� Rh ��� Ŕh ���
������ !
�� �����

(��9 ��
���" ��:�3 ��� +�� :. ���,��
� �
 4����0
�,�� ��� Rh C���� ��� ���0
�
����� 4����0
�,�� ��� Ŕh�
5� ����� ���!���" P [X1 = 0] = 0 "���� ���� �� 1��� *������"� ��9 C���� ��
 ���
��"� ��� B(Rh) ��������� �� �� L��� ����� �������� 5� 0 /∈ Rc

y1,...,yh
�G��� !�
 �1


������ ��� ��  ����"� ���  1������� '�� ,�
	��"
���� L��� 8�
����
 '���& ��� +�� ���
"��� �� L(M+(Ŕ

h)) �� 8���
"�,

Nn
d−→ N :=

∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i %�� �i :=
h∑

j=i

�j,

!�1� �� Ji �� 4���� ��� 4������O���� 4����0
�,��� ,� =�����������9 μ �����

L��� !�
 ��� ���� Ry1,...,yh ∈ RN ���� �� �	
�� !�
 ���� /��
� ��.�& ��� +�� :� ���
$��� ��.�� ��� +�� :� ���"
�?

Nn[R
c
y1,...,yh

]
d−→ N [Rc

y1,...,yh
].

6� �����/��	 ����? Rc
y1,...,yh

∈ RN �

��(��0 5� 
����� 8��0������ !�
� 1
��� �� ���0�� ��'�. ��� +�� ') 1!���� 6�

�	��� ���� ��
 ���� ,�"�� ���� P

[
N [∂Rc

y1,...,yh
] = 0

]
= 1 ����



��) , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

P
[
N [∂Rc

y1,...,yh
] = 0

]
= P

[ ∞∑
k=1

h∑
i=1

δJk�i

[{
x ∈ Ŕh

∣∣ |xl| = yl, l = 1, . . . , h
}]

= 0

]
yl>0 = P

[ ∞∑
k=1

δJk�1

[{
x ∈ Ŕh

∣∣ |xl| = yl, l = 1, . . . , h
}]

= 0

]

=

{
1, ����� ���� y1 = . . . = yh

P
[∑∞

k=1 δJk
[
{y1}

]
= 0

]
, ����� y1 = . . . = yh

= 1,

���

∞∑
k=1

δJk
[
{y1}

]
= PPPμ

[
{y1}

]
⇒ P

[ ∞∑
k=1

δJk
[
{y1}

]
= 0

]
= P

[
PPPμ

[
{y1}

]
= 0

]
= exp

(
−μ

[
{y1}

])
= 1.

6�
 !���� ����

Nn[R
c
y1,...,yh

]
d−→ N [Rc

y1,...,yh
].

5� ����"  11�����" ϕ : R −→ R, x �−→ (1−|x|)I[−1,1](x) ��� 1���
����� L��� �
 5F������
�
 8���
"�, �� #
�����" "��� ������?

P
[
Nn[R

c
y1,...,yh

] = 0
]
=

∫
R

ϕ dPNn[Rc
y1,...,yh

]
n→∞−→

∫
R

ϕ dPN [Rc
y1,...,yh

] = P
[
N [Rc

y1,...,yh
] = 0

]
.

5� 1��� (�������� 
"1� ���� ��
���� ���� �� 4����0
�,�� Nn ��� N ��
 6
� ��
N0 ������ ��� ���
 �� �1�"
 (������" �� (��� ϕ ��
�� I{0} 
��,� !
�� �����

��
����� !�
 ��� �� ����� ���� 0 < y1 < . . . < yh ������"�� ����� D� "��� ��
���� @�"��
+�� ���A

P
[
Nn[R

c
y1,...,yh

] = 0
]
= P

[
max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−1

a−1n |Sk+l − Sk| ≤ yl
]
.

 ��

���� ��� Jk�l ∈ Ry1,...,yh "��� ����� !�� Jk�l, . . . , Jk�h ∈ Ry1,...,yh ���� "��� �����
!�� Jk�l ∈ Ry1,...,yh ��� ��� �����?



,�,  ��! ��� ������ ��.

P
[
N [Rc

y1,...,yh
] = 0

]
= P

[ ∞∑
k=1

h∑
l=1

δJk�l [R
c
y1,...,yh

] = 0
]

= P
[
Jk�l ∈ Ry1,...,yh �9� ���
 k ∈ N ��	 l = 1, . . . , h

]
= P

[
Jk�l ∈ Ry1,...,yh �9� ���
 k ∈ N ��	 l = 1, . . . , h

]
= P

[
Jk ≤ yl �9� ���
 k ∈ N ��	 l = 1, . . . , h

]
= P

[
sup
k∈N

|Jk| ≤ yl, l = 1, . . . , h
]

*������������ 
"�1� ���� ������ �	
 γ > 0 ��� yl := lγx �� 8���
"�,

P
[
a−1n max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−1
l−γ |Sk+l − Sk| ≤ x

] n→∞−→ P
[
sup
k∈N

|Jk| ≤ lγx, l = 1, . . . , h
]

γ>0
= P

[
sup
k∈N

|Jk| ≤ x
]
.

L�� 1������ !�
 �� 6
� �� 
���� /
��� $��� 8�
����
 '���& ��� +�� ��� ���� ��
Jk 4���� ��� 4������O���� 4���0
�,��� ��� Ŕ ��� =�����������9 μ� 6��� !�
 ���
+��, ��:��& ��� +�� 3' ��� ��  11�����"

T : Ŕ −→ Ŕ\R−, x �−→
{
|x|, ����� x �= p∞

p∞, ����� x = p∞

��� �� ���"�� ���� �� |Jk| �� 4���� ��� 4������O���� 4���0
�,��� ��� Ŕ\R− ��� =����
��������9 ν� ""1� ��
��

ν
[
(x,∞)

]
= x−α �	
 ��� x > 0

����� D�� !��
  �!����" ��� +��, ��:��& ��� ��  11�����"

T ′ : Ŕ\R− −→ R+
0 , x �−→

{
x−α, ����� x �= p∞

0, ����� x = p∞


"�1�� ���� �� Γ̃k := T ′(|Jk|) 4���� ��� 4������O���� 4����0
�,��� ��� =�����������9
ρ ��� R+

0 � ""1� ��
��

ρ
[
[0, x)

]
= x �	
 ��� x > 0

����� ρ ��� ���� �� ���
������ �� $1�"����9� ��� R+
0 �

�����/��	�+ 5� Γ̃k ����� ���� ���� ������
�
� ,� ������"���

Γ1 < Γ2 < . . . .



��: , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��(��0 �� ����,�!���� ���� ���� �� Γ̃k !�
����� �� �� ������"�� �������" 1
��"�
������ 1�
����� !�
 �� ,� ρ "�G
��� 4������O��� 4����0
�,�� PPPρ ��� R

+
0 � D� "���?

P
[
PPPρ

[
[0, t]

]
=∞

]
= 1− P

[
PPPρ

[
[0, t]

]
∈ N

]
���	 
	�	�

= 1−
∞∑
k=0

exp
(
−μ

[
[0, t]

])μ[[0, t]]k
k!

ρ[0,t]]=t
= 1− exp(−t)

∞∑
k=0

tk

k!
= 0.

 ��� "�1� � �	
 C�� t ∈ R+ ���� ����
 ��
 ������ ��� J����0����K ��� PPPρ �� [0, t]�
5��
 ����� ���� �� 4���� �� ������"�� �������" 1
��"��

������ ���� �� ������
�
��" ���� D��E��� ��� �� ,�"�G
�"� 4����0
�,�� ����
+��� �� Γk ������"��� �� ���� ��

T−1(Γk) = Γ
− 1

α
k , α > 0

�1���"��� =��1����
 ��� ����

Γ
− 1

α
1 = max

k∈N
Γ
− 1

α
k = max

k∈N
|Jk|.

+���� "��� �	
 �� x > 0

P
[
sup
k∈N

|Jk| ≤ x
] ����
= P

[
Γ
− 1

α
1 ≤ x

]
= P

[
Γ1 ≥ xα

]
.

�,����� PPPρ ��� 4������O���� 4����0
�,�� ��� =�����������9 ρ ��� ,�"�G
�"�
4����� Γi� �� ��� Γ1 ≥ x−α �N������� ,� PPPρ[[0, x

−α)] = 0� ��� Γ1 ��� �
 ������
J����0����K ��� PPPρ� 5��
?

P
[
Γ1 ≥ xα

]
= P

[
PPPρ

[
[0, x−α)

]
= 0

]
�� 2.8.10

= exp
(
−ρ

[
[0, x−α)

])
= exp

(
−x−α

)
��� �����

P
[
max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−1

a−1n l−γ |Sk+l − Sk| ≤ x
] n→∞−→ exp

(
−x−α

)
�	
 ��� x > 1� 6�
 ,�"� ��� �1�����9��� ����∣∣max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−l
a−1n l−γ |Sk+l − Sk| − max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−1
a−1n l−γ |Sk+l − Sk|

∣∣ P−→ 0.

D� "��� �	
 ��� n ∈ N� h < n?

max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

anlγ

∣∣∣ ≤ max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−1

∣∣∣Sk+l − Sk

anlγ

∣∣∣
≤ max

1≤l≤h
max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

anlγ

∣∣∣+ max
1≤l≤h

max
n−l<k≤n−1

∣∣∣Sk+l − Sk

anlγ

∣∣∣



,�,  ��! ��� ������ ��3

D� 
���� ����� ,� ,�"�� ���� max
1≤l≤h

max
n−l<k≤n−1

a−1n l−γ |Sk+l − Sk|
P−→ 0?

max
1≤l≤h

max
n−l<k≤n−1

a−1n l−γ |Sk+l − Sk|
d
= max

1≤l≤h
max

1≤k≤l−1
a−1n l−γ |Sk+l − Sk|

≤ max
1≤l≤h

max
1≤k≤l−1

a−1n l−γ
k+l∑

i=k+1

|Xi|

≤ a−1n · l−γ
2h−1∑
i=1

|Xi|
P−→ 0.

*������������ "��� ����

	�lim
n→∞

max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

a−1n l−γ |Sk+l − Sk| = 	�lim
n→∞

max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−1

a−1n l−γ |Sk+l − Sk|

@�"�� 8�
����
 �����' +� &)A ��� �����

P
[
max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

a−1n l−γ |Sk+l − Sk| ≤ x
] n→∞−→ exp

(
−x−α

)
.

�

)�*��	 �� +���� ,-,-.� ���� ���

*������� 1�G��"� !�
 �� ���"��  1�����,��"?

����" (���� "
� (X ′i : Ω −→ R)i∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
� *������������

��
� ��	 S′k :=
∑k

i=1 X
′
i0 1��� ���� �9� ���
 δ, γ > 0� h ≥ 1 ��	 H ≤ n4

P

[
a−1n max

h<l≤H
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∣S′k+l − S′k
lγ

∣∣∣∣ > δ

]
≤

�log2(nh−1)�∑
�log2(nH−1)�+1

2j+1P
[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′k| > δ(n2−j)γ

]
,

;��
� !•" := sup
{
z ∈ Z

∣∣ z ≤ •
}

�-;0 #•$ := inf
{
z ∈ Z

∣∣ z ≥ •
}

	�
 ���
�
 �-;0 ��
�

K��+#��%%
� �
-
���
�0

��(��0 @=� ���"��� !
�� ��� ��>��� ��
 	1
 �� "��,,����"� =���,� "1����A

D� ��� j0 := log2(nH
−1) + 1� j1 := log2(nh

−1) ��� J :=
{
j0, . . . , j1

}
� 5��� 1���� ��

��"�
Lj =

(
n2−j, n2−j+1

]
, j ∈ J

�� 4�
������ ��� (h,H]� ���� �� Ij ���� 0��
!�� ���C���� ���

(h,H] =
⋃
j∈J

Lj . @∗A



��� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

D1��� 1���� �	
 j ∈ N �� ���C����� ��"�

Ki(j) :=
(
n(i− 1)2−j , ni2−j

]
, i ∈ I(j) :=

{
1, . . . , 2j

}
�� 4�
������ ��� (0, n]� ����

(0, n] =
⋃

i∈I(j)
Ki(j). @∗∗A

+���� ��� ���"��  1�����,��" �G"����?

max
h<l≤H

max
0≤k≤n−l

∣∣∣∣S′k+l − S′k
lγ

∣∣∣∣
�∗� = max

j∈J
max
l∈Lj

l−γ max
1≤k≤n

∣∣S′k+l − S′k
∣∣

≤ max
j∈J

(n−12j)γ max
l∈Lj

max
1≤k≤n

∣∣S′k+l − S′k
∣∣

�∗∗� = max
j∈J

(n−12j)γ max
l∈Lj

max
i∈I(j)

max
k∈Ki(j)

∣∣S′k+l − S′k
∣∣

≤ max
j∈J

(n−12j)γ max
l∈Lj

max
i∈I(j)

max
k∈Ki(j)

(∣∣∣S′k+l − S′�in2−j�

∣∣∣+ ∣∣∣S′�in2−j� − S′k

∣∣∣).
�	
 l ∈ Lj ��� k ∈ Ki(j) ��� k + l ∈

(
ni2−j , n(i+ 2)2−j

]
:= Ui(j)� ��� �����

max
j∈J

(n−12j)γ max
l∈Lj

max
i∈I(j)

max
k∈Ki(j)

(∣∣S′k+l − S′�in2−j�
∣∣+ ∣∣S′�in2−j� − S′k

∣∣)
≤ max

j∈J
(n−12j)γ max

i∈I(j)
max

u∈Ui(j)

∣∣S′u − S′�in2−j�
∣∣︸ ︷︷ ︸

=:M1

+max
j∈J

(n−12j)γ max
i∈I(j)

max
k∈Ki(j)

∣∣S′�in2−j� − S′k
∣∣︸ ︷︷ ︸

=:M2

.

*������������ 
���� ���

P
[
a−1n max

h<l≤H
max

0≤k≤n−l

∣∣∣S′k+l − S′k
lγ

∣∣∣ > δ
]
≤ P

[
M1 > δ

]︸ ︷︷ ︸
=:P1

+P
[
M2 > δ

]︸ ︷︷ ︸
=:P2

.

L��,� !�
 ���� ���� �� X ′i ���1���"�" �������� #
���� ���� ����� ���� �� 6��
����������
���� P1 ��� P2 !� ���"� �1�����,�?

P1 ≤
�j1�∑

j=�j0�

2n∑
i=1

P
[

max
in2−j<u≤(i+2)n2−j

∣∣∣S′u − S′�in2−j�

∣∣∣ > anδ(n2
−j)γ

]

"����� =

�log2(nh−1)�∑
�log2(nH−1)�+1

2jP
[

max
1≤k≤2n2−j

|S′k| > anδ(n2
−j)γ

]
,

P2 ≤
�j1�∑

j=�j0�

2n∑
i=1

P
[

max
(i−1)n2−j<k≤in2−j

∣∣∣S′�in2−j� − S′k

∣∣∣ > anδ(n2
−j)γ

]

"����� ≤
�log2(nh−1)�∑
�log2(nH−1)�+1

2jP
[

max
1≤k≤2n2−j

|S′k| > anδ(n2
−j)γ

]
.



,�,  ��! ��� ������ ���

 ��� ���

P

[
a−1n max

h<l≤H
max

0≤k≤n−l

∣∣∣∣S′k+l − S′k
lγ

∣∣∣∣ > δ

]
≤

�log2(nh−1)�∑
�log2(nH−1)�+1

2j+1P
[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′k| > δ(n2−j)γ

]
.

L�� �G��� !�
 ��� �� �!�� ��� $��� '�'��� /�� @�A 1"����� 6�
 ��,� ,�������

X
′(n)
i := XiI{|X|≤hγan}, S

′(n)
k :=

k∑
i=1

X
′(n)
i ∀k ≥ 1, X

′′(n)
i := XiI{|X|>hγan}

X̃
(n)
i := X

′(n)
i − E(X

′(n)
1 ), S̃

(n)
k :=

k∑
i=1

X̃
(n)
i ∀k ≥ 1, S

′(n)
0 := 0 ��!� S̃

(n)
0 := 0.

D� "��� �	
 x > 0?

P
[
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l
l−γ

∣∣Sk+l − Sk

∣∣ > x
]

= P
[{

a−1n max
h<l≤n

max
0≤k≤n−l

l−γ
∣∣Sk+l − Sk

∣∣ > x
}
∩
{
a−1n max

1≤k≤n
|Xk| > hγ

}]
+ P

[{
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l
l−γ

∣∣Sk+l − Sk

∣∣ > x
}
∩
{
a−1n max

1≤k≤n
|Xk| ≤ hγ

}]
≤ P

[
a−1n max

1≤k≤n
|Xk| > hγ

]
︸ ︷︷ ︸

=:A1(n,h,γ,α)

+P
[
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l
l−γ |S′(n)k+l − S

′(n)
k | > x

]
︸ ︷︷ ︸

=:A2(n,h,γ,α)

��� <��� ��� +��, '����� ��� +�� ��� 
����� !�


lim
n→∞

A1(n, h, γ, α) = 1− exp(−h−γα) h→∞−→ 0.

D� 1��1� ,� ,�"�� ���� limh→∞ limn→∞A2(n, h, γ, α) = 0 �	
 ��� α > 0 ��� ,� �� #�
����
��,��" �� $���� 0������ α ��� γ� $��� '�'�& ��� +�� ��3 
���1� ��  1�����,��"

A2(n, h, γ, α) ≤
�log2(nh−1)�∑

j=1

2j+1P
[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k | > x(n2−j)γ

]
.

6�
 ��,�
Pj := P

[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k | > x(n2−j)γ

]
+� ,������� α ∈ (0, 1)? 6�
 1"���� ��� ��
  1�����,��" ��� 2j+1Pj � D� "���?

E
(

max
i≤k≤n2j+1

|S′(n)k |
)
≤ E

(
max

i≤k≤n2−j+1

k∑
i=1

|X ′(n)i |
)
≤ E

(n2−j+1∑
i=1

|X ′(n)i |
)
= n2−j+1E(|X ′(n)1 |).

,	�����" �����$ 7	������	�+ =�� f : R+
0 −→ R+

0 ������� !������� ε > 0 ���
f(ε) > 0� �� "��� �	
 �� 
�� *��������
��1� X?

P [|X| ≥ ε] ≤ E(f(|X|))
f(ε)



��� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

@��� H���	��� &''�I +����A�

��� ���
 ��"������" 
����� !�
?

2j+1Pj = 2j+1P
[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k | > x(n2−j)γ

]
0����� ≤ 2j+1a−1n (n2−j)−γx−1E

(
max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k |

)
≤ 4(n2−j)−γx−1 · na−1n E(|X ′(n)1 |). =: P̂j

��� <��� �
 8���
"�,�

nP [|X1| > hγan]
n→∞−→ h−γα, @����� ���� 	
�
� �� ����� ���

E(|X ′(n)1 |)
hγanP [|X1| > hγan]

n→∞−→ α

1− α
@����� �������� 	
�
�� �� ����� ���


����� !�
 �	
 na−1n E(X
′(n)
1 ) ��� ���"�� ��;�0������� #
�����?

na−1n E(|X ′(n)1 |) = hγ · nP [|X1| > hγan] ·
E(|X ′(n)1 |)

anhγP [|X1| > hγan]

n→∞−→ h(1−α)γ(α)(1 − α)−1.

5����� "�1� � ����
 �� n0 ∈ N� �� ���� na−1n E(X
′(n)
1 ) ≤ 2h(1−α)γ (α)(1 − α)−1 ��� �����

P̂j ≤ 8α((1− α)x)−1(n2−j)−γh(1−α)γ �	
 ��� n ≥ n0� �� �
 ���"��� +�����1�����,��"
!
�� !�
 ��� �� (������"

(z − 1)
k∑

i=0

zi = zk+1 − 1 �9� ���
 z ∈ R, k ∈ N

,����, �����?

P̂j ≤
8α

(1− α)x
(n2−j)−γh(1−α)γ

⇒
�log2(nh−1)�∑

j=1

P̂j ≤
8α

(1− α)x
h(1−α)γn−γ

�log2(nh−1)�∑
j=1

2γj

≤ 8α

(2γ − 1)(1 − α)x
h(1−α)γn−γ

(
2γ2log2(nh

−1)γ − 1)

=
8α

(2γ − 1)(1 − α)x

(
2γh(1−α)γn−γ

(n
h

)γ
− h(1−α)γn−γ

)
n→∞−→ 8 · 2γα

(2γ − 1)(1 − α)x
· h−αγ h→∞−→ 0 �9� ���
 n ≥ n0, α ∈ (0, 1), γ > 0.

5���� ��� ��� $��� �	
 α ∈ (0, 1) 1!����

+� ��� α ∈ (1,∞)? D� "��� ���� �� ,����,����� ����"��"� γ > max
{
0, 12−

1
α

}
� E(Xi) = 0

��� ���� #�
�����,��" 1,!� +��, '�'�' ��� +�� ��& ���

supE(|n−
1
β Sn|) <∞ �9�

{
β = 2, ����� α > 2

∀β ∈ (0, α), ����� 1 < α ≤ 2.



,�,  ��! ��� ������ ��'

��� 1����� ���� �� ���� ���� ��� X1 = X
′(n)
1 +X

′′(n)
1 ���"�� ���� E(X ′(n)1 ) = −E(X ′′(n)1 )

���� 5� 6��
� ���"� ��� 8�
����
 '����& ��� +�� 33� ���� E(|X ′′(n)1 |) < E(|X1|) <∞ ��� �	

��� n ∈ N� D� "��� ����?

a−1n max
1≤k≤n2−j+1

|E(S′(n)k )| = a−1n max
1≤k≤n2−j+1

|kE(X ′(n)1 )| = n2−j+1a−1n |E(X
′′(n)
1 )|

≤ n2−j+1a−1n E(|X ′′(n)1 |).

��� <��� �
 8���
"�,�

nP [|X1| > hγan]
n→∞−→ h−γα, @����� ���� 	
�
� �� ����� ���

E(|X ′′(n)1 |)
hγanP [|X1| > hγan]

n→∞−→ α

α− 1
@����� �������� 	
�
�� �� ����� ���


����� !�
 �	
 E(|X ′′(n)1 |) ��� ��;�0������� #
�����

na−1n E(|X ′′(n)1 |) = hγ · nP [|X1| > hγan] ·
E(|X ′′(n)1 |)

hγanP [|X1| > hγan]
n→∞−→ h−(α−1)γα(α − 1)−1. =: c1

5����� "�1� � ��� +���
��� �	
 C�� x ∈ R+ ��� j ∈ N �� n0 ∈ N �� ����

a−1n max
1≤k≤n2−j+1

|E(S′(n)k )| ≤ n2−j+1a−1n E(|X ′′(n)1 |) ≤ 2−j+2c1 ≤
(n2−j)γx

2
∀n ≥ n0. @∗A

��
����� !�
 ��� Pj ?

Pj = P
[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k | > (n2−j)γx

]
= P

[
a−1n

(
max

1≤k≤n2−j+1
|S′(n)k | − max

1≤k≤n2−j+1
|E(S′(n)k )|

)
> (n2−j)γx− a−1n max

1≤k≤n2−j+1
|E(S′(n)k )|

]
�∗� ≤ P

[
a−1n max

1≤k≤n2−j+1

(
|S′(n)k | − |E(S′(n)k )|

)
> 2−1(n2−j)γx

]
≤ P

[
max

1≤k≤n2−j+1
|S̃(n)

k | > an2
−1(n2−j)γx

]
=: P̃j . ���

6��� !�
 �� ��
��� ��"������" ��� f(x) := xp ��� 1 < p ∈ N ��� P̃j ��� �� 
����� !�


P̃j = P
[

max
1≤k≤n2−j+1

|S̃(n)
k | > an2

−1(n2−j)γx
]
≤

E
(
max1≤k≤n2−j+1 |S̃(n)

k |p
)(

an2−1(n2−j)γx
)p .

,	�����" #���8���� 7	������	�+ =�� I ⊂ N0 ��� (Yn)n∈I �� ��
���"�� ��
 0�������
+�1��
���"��� �� "��� �	
 ��� N ∈ N ��� p > 1?

E
(
|YN |p

)
≤ E

(
sup

1≤i≤N
|Yi|

)
≤

( p

p− 1

)p
E
(
|YN |p

)
@��� H���	��� &''�I +����A� +� �� ���"���

p ∈ N, p ≥ max{2, α}.



��& , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

5� (S̃
(n)
k )k∈N �� ��
���"�� ���� 
����� !�


E
(

max
1≤k≤n2−j+1

|S̃(n)
k |p

)
≤

( p

p− 1

)p
E
(
|S̃(n)

n2−j+1 |p
)
,

����

P̃j ≤ (an(n2
−j)γ)−p ·

( 2p

(p− 1)x

)p
· E

(
|S̃(n)

n2−j+1 |p
)
. ���

����# �������	
	� 6�
 1,����� �	
 1 ≤ p <∞ ���

Lp :=
{
X : Ω −→ R

∣∣∣ X ��� %
����� ��	 E(|X|p) <∞
}

�� ���� �
 *��������
��1�� ��� 1���
����� p��� �1������ �������  �� ���� ����

�F��
� !�
 �� 4������
� ‖X‖p :=
(
E(|X|p)

) 1
p .

,	�����" Lp97	������	� :
� -����	 �++$+ .�	������� ;�:����$������	+ D�
"�1� �� ����
��� 8������� K ∈ R+� �� ���� �	
 ��� p > 1� N ∈ N ��� ���1���"�"
�������� �
���� *��������
��1�� Z1, . . . ZN ∈ Lp ��� E(Z1) = 0 "���?

(
E

(∣∣ N∑
i=1

Zi

∣∣p)) 1
p ≤ pK

log p

(
E

(∣∣ N∑
i=1

Zi

∣∣)+
(
E

(
max
1≤i≤N

|Zi|p
)) 1

p

)

@��� /��
� )��� ��� +�� �.� �� H1����< � �������	�� ����IA�

��� <��� ���
 ��"������" 
����� !�
 @�	
 p > 1A?

E
(
|S̃(n)

n2−j+1 |p
)
≤

( pK

log p

)p(
E
(∣∣S̃(n)

n2−j+1

∣∣)+ (
E
(

max
1≤i≤n2−j+1

|X̃(n)
i |p

)) 1
p

)p
.

,	�����" 1�=$�� cp97	������	�+ �	
 ������"���� 
�� *���� a, b ��� p ≥ 1 "���

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

5�� (������" ��� �� �������1�
 ���"
��" ��� �
 <G��
O���� ��"������" @��� +��,
)���& @���A �� H�����	��� &''3I +� �&�A� �� 1��"�� ���� �	
 
�� *���� x1, . . . , xn, y1, . . . , yn
��� 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ��� p−1 + q−1 = 1 "���?

n∑
i=1

|xiyi| ≤
( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p
( n∑
i=1

|yi|q
) 1

q
.

+�,� ��� ��
 n = 2� y1 = y2 = 1 ��� x1 = a� x2 = b @a, b ≥ 0A �� 
���� ���

a+ b ≤
(
ap + bp)p

−1
2q

−1

⇒ (a+ p)p ≤ 2pq
−1(

ap + bp
)
= 2p−1

(
ap + bp

)
.



,�,  ��! ��� ������ ���

6�
 !��� ��� �� cp���"������" ��� �� �1�"  1�����,��" �� D
!�
���"�!
� ���

|S̃(n)
n2−j+1 | �� ��� 
�����?

E
(
|S̃(n)

n2−j+1 |p
)
≤ 1

2

(2pK
log p

)p((
E
(∣∣S̃(n)

n2−j+1

∣∣))p + E
(

max
1≤i≤n2−j+1

|X̃(n)
i |p

))
≤ 1

2

(2pK
log p

)p((
E
(∣∣S̃(n)

n2−j+1

∣∣))p + E

(∑n2−j+1

i=1
|X̃(n)

i |p
))

=
1

2

(2pK
log p

)p((
E
(∣∣S̃(n)

n2−j+1

∣∣))p + (n2−j+1)E
(
|X̃(n)

1 |p
))

. ���

5�1� "���

E(|S̃(n)
n2−j+1 |) = E

(∣∣∣(2n−j+1∑
i=1

X
′(n)
i

)
− (n2−j+1)E(X

′(n)
1 )

∣∣∣)

= E

(∣∣∣Sn2−j+1 −
(n2−j+1∑

i=1

X
′′(n)
i

)
+ (n2−j+1)E(X

′′(n)
1 )

∣∣∣)

≤ E

(
|Sn2−j+1 |+

(n2−j+1∑
i=1

|X ′′(n)i |
)
+ (n2−j+1)E(|X ′′(n)1 |)

)
≤ E(|Sn2−j+1 |) + n2−j+2E(|X ′′(n)1 |),

!�1� !�
 �� �
 ,!��� *�� ������,�� ���� E(X ′(n)1 ) = −E(X ′′(n)1 ) ���� L��� @∗A "�1� � ��
n0 ∈ N� �� ����

n2−j+2E(|X ′′(n)1 |) ≤ an2
−j+3c1 = an2

−j+3h−(α−1)γα(α− 1)−1

�	
 ��� n ≥ n0� 6��
��� >����
� ���� #�
�����,��" 1,!� +��, '�'�' ��� +�� ��& �	
 ���
β ∈ (0, α)� ����� α ∈ (1, 2]� 1,!� �	
 β = 2� ����� α > 2� �� 8������� c(β) ∈ R+� �� ���� "���?

E(|Sn2−j+1 |) ≤ c(β)(n2
−j+1)

1
β

D� �� �� ���"���

β = 2, ����� α > 2
1

γ− 1
α

< β < α, �����α ≤ 2. @∗∗A

*������������ 
����� !�
?

E(|S̃(n)
n2−j+1 |) ≤ an2

−j+3h−(α−1)γα(α − 1)−1 + c(β)(n2
−j+1)

1
β �"�

6�
 1�
����� ��� E(|X̃(n)
1 |)� <�
,� 	1
�"� !�
 ��� ,�������� ���� �	
 ,!� 
�� *�����

���"� an, bn ��� an
n→∞−→ ∞ ��� |an − bn| ≤ c′ ∈ R+ "���� ���� bn

an

n→∞−→ 1� 5�� ����0���"
���"� ����
� ��� �
 ����
���" c′ ≥ |an − bn| = an · |1− a−1n bn| @1����� ���� an �	
 ��� 1��
��� ������ ��� n ∈ N "
G9
 ��� L��� ���A� ‖•‖p :=

(
E(|•|p)

) 1
p ��� �	
 p ≥ 1 �� 4�����L�
�

��� Lp @�"�� H���	��� &''�I +� 3' ��A� ����� "��� ���1����
 �� 5
������"������"� 5��
���
� ��  1�����,��"∣∣‖X ′(n)1 ‖p − ‖X̃(n)

1 ‖p
∣∣ ≤ ‖X ′(n)1 − X̃

(n)
1 ‖p = ‖E(X ′(n)1 )‖p = |E(X ′(n)1 )| ≤ |E(X1)| <∞.



��) , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��� �
 �1�"� M1
�"��" 1���� ���?

E(|X ′(n)1 |p)
E(|X̃(n)

1 |p)
n→∞−→ 1,

���� "�1� � ����
 �� n0 �� N� �� ���� E(|X̃(n)
1 |p) ≤ 2E(|X ′(n)1 |p) �	
 ��� n ≥ n0� X

p
1 ��� "��9

$��� '���& ��� +�� 3) 
"���
 ��
��
�� ,�� =��> alpha
p < 1 ��� � "���

E(|X ′(n)1 |p) = E(|X|pI{|X1|≤hγan}).

��� <��� ��� 8�
����
 '����& ��� +�� 33 
����� !�
 ������

na−pn E(|X ′(n)1 |p) = hpγ · nP [|X1| > hγan] ·
E(|X ′(n)1 |p)

(anhγ)pP [|X1|p > (hγan)p]

n→∞−→ h(p−α)γ · α
p

(
1− α

p

)−1
.

�	
 c2 := 2αp−1(1− αp−1)−1 > 0 "�1� � ����� ����
���� �� no ∈ N� �� ����

E(|X̃(n)
1 |p) ≤ 2E(|X ′(n)1 |p) ≤ apnn

−1h(p−α)γc2. �#�

����� !�
 ��� �� ��"������"� ��� 1�� �#� ,������?

Pj

���

≤ P̂j

���

≤ (an(n2
−j)γ)−p ·

( 2p

(p− 1)x

)p
· E

(
|S̃(n)

n2−j+1 |p
)

���

≤ (an(n2
−j)γ)−p ·

( 2p

(p− 1)x

)p
· 2−1

(2pK
log p

)p((
E
(∣∣S̃(n)

n2−j+1

∣∣))p + (n2−j+1)E
(
|X̃(n)

1 |p
))

�����	�

≤ (an(n2
−j)γ)−p · 1

2

( 4p2K

(p− 1)(log p)x

)p
·
(
an2
−j+3h−(α−1)γα(α − 1)−1+ c(β)(n2

−j+1)
1
β
)p

+ (an(n2
−j)γ)−p · 1

2

( 4p2K

(p − 1)(log p)x

)p
· (n2−j+1)

(
apnn

−1h(p−α)γc2
)

����� ≤ (an(n2
−j)γ)−p · 1

2

( 4p2K

(p − 1)(log p)x

)p
· 2p−1

(
an2
−j+3h−(α−1)γα(α− 1)−1

)p
+ (an(n2

−j)γ)−p · 1
2

( 4p2K

(p − 1)(log p)x

)p
· 2p−1

(
c(β)(n2

−j+1)1/β
)p

+ (an(n2
−j)γ)−p · 1

2

( 4p2K

(p − 1)(log p)x

)p
· (n2−j+1)

(
apnn

−1h(p−α)γc2
))

=
1

4

( 26p2Kα

(p− 1)(log p)(α− 1)x

)p
·
( 2(γ−1)j

nγh(α−1)γ

)p

+
1

4

( 23+
1
β c(β)

(p− 1)(log p)x

)
·
(
2j(γ−

1
β
)

ann
γ− 1

β

)p

+ c2

( 4p2K

(p − 1)(log p)x

)p
· 2(γ−1)jn−pγh(p−α)γ �9� ���
 j ∈ N, x ∈ R+, ��	 p > α.
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6�
 ��,�

T1(j, n, h) :=
( 2(γ−1)j

nγh(α−1)γ

)p

T2(j, n, h) :=

(
2j(γ−

1
β
)

ann
γ− 1

β

)p

T3(j, n, h) := 2(γp−1)jn−γph(p−α)γ

��� �����,� �� +����
∑�log2(nh−1)�

j=1 Ti(j, n, h) �	
 i = 1, 2, 3 ���� �1� �1� 5�1� �����
!�
 !��
 ��� �
 (������"

(z − 1)

k∑
i=0

zi = zk+1 − 1 �9� ���
 z ∈ R, k ∈ N

"1
�����

�\�? +� ((γ − 1)p + 1) �= 0

�log2(nh−1)�∑
j=1

2jT1(j, n, h) = n−γph−(α−1)γp
�log2(nh−1)�∑

j=1

2((γ−1)p+1)j

≤ n−γph−(α−1)γp

2((γ−1)p+1)j − 1

(
2((γ−1)p+1)j · 2log2(nh−1)((γ−1)p+1) − 1

)
=

2((γ−1)p+1)j · n−γph−(α−1)γp(nh−1)((γ−1)p+1)

2((γ−1)p+1)j − 1
− n−γph−(α−1)γp

2((γ−1)p+1)j − 1

=
2((γ−1)p+1)j

2((γ−1)p+1)j − 1
· n−(p−1)h(1−αγ)p−1 − n−γph−(α−1)γp

2((γ−1)p+1)j − 1

n→∞−→ 0.

5
 ���� ((γ − 1)p+ 1) = 0 ��� �
������

�\'?

�log2(nh−1)�∑
j=1

2jT3(j, n, h) = n−pγh(p−α)γ
�log2(nh−1)�∑

j=1

2γpj

≤ n−pγh(p−α)γ

2γp − 1

(
2γp · 2(log2(nh−1))γp − 1

)
=

2γp

2γp − 1
· n−pγh(p−α)γ(nh−1)γp − n−pγh(p−α)γ

2γp − 1

=
2γp

2γp − 1
· h−αγ − n−pγh(p−α)γ

2γp − 1

n→∞−→ 2γp

2γp − 1
· h−αγ h→∞−→ 0.



��: , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

�\�? +� ,������� (γ − 1
β )p+ 1 �= 0�

�log2(nh−1)�∑
j=1

2jT2(j, n, h) = a−pn n
−(γ− 1

β
)p
�log2(nh−1)�∑

j=1

2
((γ− 1

β
)p+1)j

≤ a−pn n
−(γ− 1

β
)p

2(γ−
1
β
)p+1 − 1

(
2(γ−

1
β
)p+12(log2(nh

−1))((γ− 1
β
)p+1) − 1

)
=

2
(γ− 1

β
)p+1

2
(γ− 1

β
)p+1 − 1

· a−pn n−(γ−
1
β
)p(nh−1)(γ−

1
β
)p+1 − a−pn n

−(γ− 1
β
)p

2
(γ− 1

β
)p+1 − 1

=
2(γ−

1
β
)p+1

2
(γ− 1

β
)p+1 − 1

· a−pn nh
( 1
β
−γ)p−1 − a−pn n−(γ−

1
β
)p

2
(γ− 1

β
)p+1 − 1

L��� $��� '����� ��� +�� 3: "�1� � �� 
"���
 ��
��
�� �������� f : R+ −→ R+

,�� =��> p
α ��� a

−p
n = f(n) �	
 ��� n ∈ N� �,����� �	|R+ �� =��������� 11�����"

��� R+� �� ��
��
� ��  11�����"�

�	|R+ · f 1,!� �	
−(γ− 1

β
)p

|R+ · f


"���
 ,�� =��> ρ := p
α − 1 > 0 1,!� ρ′ = p(γ − 1

β + 1
α )� �	
 α > 2 ����� !�
 β = 2

��� �	
 α ∈ (1, 2] β > 1
γ− 1

α

"!���� @��� ∗∗A� =� 1��� ����� 
"�1� ���� ρ′ > 0 ���

��� +��, '����� ��� +�� 3: "��� �����

na−pn = n · f(n) n→∞−→ 0

n
−(γ− 1

β
)p
a−pn = n

−(γ− 1
β
)p · f(n) n→∞−→ 0.

 ��� "�� ����
∑�log2(nh−1)�

j=1 T2(j, n, h) �	
 n→∞ ""� L����

=� ���� (γ − 1
β )p+ 1 = 0 ���

�log2(nh−1)�∑
j=1

2jT2(j, n, h) = a−pn n

�log2(nh−1)�∑
j=1

20

≤ a−pn n log2(nh
−1)

= a−pn n(log2 n− log2 h)

≤ a−pn n log2(n+ 1)− a−pn n log2 h.

���
  �����,��" �� ���"���� #�
������ ��� log2(• + 1) @��� ���0�� '���� ���
+�� 3)A ���"� ��� ��� ��
 �����"�  
"��������� !� �1�� ���� 1�� +�������
�	
 n→∞ ""� L��� "���

*������������ "��� ���� �	
 ��� x ∈ R+, p > α� ���� � �� 8������� K ′ ∈ R+ "�1�� ��
����

lim
n→∞

A2(n, h, γ, α) ≤ lim
n→∞

K ′
(
T1(j, n, h) + T2(j, n, h) + T3(j, n, h)

) h→∞−→ 0.
�
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6�
 ��,� ,�������

Mn := max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣l−γ(Sk+l − Sk)
∣∣

M≤hn := max
1≤l≤h

max
0≤k≤n−l

∣∣l−γ(Sk+l − Sk)
∣∣

M>h
n := max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l

∣∣l−γ(Sk+l − Sk)
∣∣

D��
���� "��� lim supn→∞ P
[
a−1n Mn ≤ x

]
≤ lim supn→∞ P

[
a−1n M≤hn ≤ x

]
= exp

(
−x−α

)
� ��

�2���������� Mn ≥M≤hn �  ��

���� "���?

{
a−1n Mn ≤ x

}
=

{
a−1n M≤hn ≤ x

}
∩
{
a−1n M>h

n ≤ x
}

⇒ P
[
a−1n Mn ≤ x

]
= P

[{
a−1n M≤hn ≤ x

}
∩
{
a−1n M>h

n ≤ x
}
]

≥ P
[{

a−1n M≤hn ≤ x
}]

+ P
[
a−1n

{
M>h

n ≤ x
}]
− 1

��� �����

lim inf
n→∞

P
[
a−1n Mn ≤ x

]
= lim inf

h→∞
lim inf
n→∞

P
[
a−1n Mn ≤ x

]
≥ lim inf

h→∞
lim inf
n→∞

(
P
[
a−1n M≤hn ≤ x

]
+ P

[
a−1n M>h

n ≤ x
]
− 1

)
= lim inf

h→∞
lim inf
n→∞

(
P
[
a−1n M≤hn ≤ x

]
− P

[
a−1n M>h

n > x
])

≥ lim inf
h→∞

(
lim inf
n→∞

P
[
a−1n M≤hn ≤ x

]
︸ ︷︷ ︸

=exp
(
−x−α

) − lim sup
n→∞

P
[
a−1n M>h

n > x
]

︸ ︷︷ ︸
→0 �� h→∞

)

= exp
(
−x−α

)
.

*������������ "��� ������?

exp
(
−x−α

)
≤ lim inf

n→∞
P
[
a−1n Mn ≤ x

]
≤ lim sup

n→∞
P
[
a−1n Mn ≤ x

]
≤ exp

(
−x−α

)
,

����

lim
n→∞

P
[
a−1n Mn ≤ x

]
= exp

(
−x−α

)
.

�



�'� , -��  ��! "� #���	
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)�*��	 �� ������ ,-,-/� ���� ���

5� ,!��� /�� �� �!��� ���� !�
 �� ���"�� $����� ���?

����' (���� ,9� ���
 n ∈ N� γ ≥ 1 ��	 �

��
 *�������������
� X1,X2, . . . ����

max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ = max
1≤k≤n

|Xk|

max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk − lXn

lγ

∣∣∣ = max
1≤k≤n

|Xk −Xn|

��(��0 6�
 ,�"� >�0��
���� �� ,!�� (������"� �	
 l = 1 ���

l−γ
∣∣Sk+l − Sk − lXn

∣∣ = |Xk+1 −Xn|,

���� ���

max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

l−γ
∣∣Sk+l − Sk − lXn

∣∣ ≥ max
1≤k≤n

|Xk −Xn|.

 ��

���� "���?

max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

l−γ
∣∣Sk+l − Sk − lXn

∣∣ = max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

l−γ
∣∣ k+l∑
i=k+1

(Xi −Xn)
∣∣

≤ max
1≤l≤n

l−1 max
0≤k≤n−l

∣∣ k+l∑
i=k+1

(Xi −Xn)
∣∣

≤ max
1≤l≤n

l−1 max
0≤k≤n−l

l max
k+1≤i≤k+l

∣∣Xi −Xn

∣∣
= max

1≤k≤n
|Xk −Xn|.

����) (���� "
� (Xi : Ω −→ R)i∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
�� -�% .�	
/ α
�
����� �����
�
�	
� *�������������
�� ��	 (dn)n∈N 
��
 ,���
 ���9����
� *���
� %�� dn ↗∞�
dn
n ↘ 0 ��	 dn ≤ n

2 �9� ���
 n ≥ 20 K��� ;
��
���� 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1) ��	 γ > 0�

• α ∈ (1,∞)\{2}� γ > max
{
0, 12 −

1
α

}
��	 E(Xi) = 0

�	
�

• α = 2� γ > 0� E(Xi) = 0 ��;�
 supn∈N E(|n−
1
βSn|) <∞ �9� ���
 β ∈ (0, 2)�



,�,  ��! ��� ������ �'�

�� ���

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk

lγ

∣∣∣ = 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk−lXn

lγ

∣∣∣,���

= 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤dn

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk−lXn

(l(1− l
n))

γ

∣∣∣,���

= 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

2

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk−lXn

(l(1− l
n))

γ

∣∣∣,�>�

= 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l<n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk−lXn

(l(1− l
n))

γ

∣∣∣.���

��(��0 6�
 !
�� �� ���� �!�� �� +�
��"� �
���"�� �� ��,��� (
�,!
� ��
#
�����" ��� <��� ��� 8�
����
 �����' ��� +�� &) ���,���� ��� �
 D>����, ���

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣
@��� /��
� '�'�� ��� +�� ��' ��� +��, ������ ��� +�� &)A �
,������

���? +� ,������� γ ≥ 1? L��� $��� '�'�) 
���� � ���� ,� ,�"� ����

	�lim
n→∞

max
1≤k≤n

|Xk| = 	�lim
n→∞

max
1≤k≤n

|Xk −Xn|

���� 5�

a−1n max
1≤k≤n

|Xk| − a−1n |Xn| ≤ a−1n max
1≤k≤n

|Xk −Xn| ≤ a−1n max
1≤k≤n

|Xk|+ a−1n |Xn|,

�	��� !�
 ��
 ����
a−1n |Xn| P−→ 0

����!���� =� ���� α ∈ (1,∞) ��� E(X1) = 0 ��� "��9 8�
����
 '����& ��� +�� 33 X1 ∈ L1�

,	�����" 5�� ���
� (��, �
 "
�9� *��� ���� D����� 1��"�� ���� �	
 ���1���"�"
�������� �
���� *��������
��1�� X1,X2, . . . ∈ L1 "���?

P
[
lim sup
n→∞

∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

(Xi − E(X1))
∣∣∣ = 0

]
= 1

@��� H���	��� &''�I +� ��� ��� ��&A�

�	
 ���
� ���� 
"�1� ���� ������ Xn
���−→ 0 ��� �� a−1n

n→∞−→ 0 @+��, '����� ��� +��
� 3:A 
����� !�


a−1n |Xn|
���−→ 0, ���

!�1� �����M1
����8���
"�, 8���
"�, �� ��9 ���� ��0��,�
��



�'� , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

=� ���� α ∈ (0, 1) ����
"�
� a−1n

∑n
i=1 |Xi| "��9 8�
����
 '����� ��� +�� ��� �� #
�����"

""� �� α����1�� *��������
��1� Yα� D� 
"�1� ����

a−1n |Xn| ≤ n−1 · a−1n

n∑
i=1

|Xi| P−→ 0. ���

��
����� !�
 ��� �� ���� γ ∈ (0, 1)? �	
 ��� l = 1, . . . , n "���?

a−1n max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk

lγ

∣∣∣− a−1n

∣∣∣ lXn

lγ

∣∣∣ ≤ a−1n max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk−lXn

lγ

∣∣∣
≤ a−1n max

0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l−Sk

lγ

∣∣∣+ a−1n

∣∣∣ lXn

lγ

∣∣∣,
���� 
���� �� ,� ,�"�� ����

max
1≤l≤n

a−1n

∣∣∣ lXn

lγ

∣∣∣ = a−1n n1−γ |Xn|
P−→ 0.

6�
 !���� β = 2 ����� α > 2 ��� β ∈ (( 1α + γ)−1, α) ����� α ∈ (1, 2)� 5��� ��� �� 1���
����� γ > 1

β −
1
α ��� � "��� supE(|n−1/βSn|) <∞ @��� #�
�����,��" 1,!� +��, '�'�' ���

+�� ��&A� 5���� 
"�1� ����

a−1n n1−γ |Xn| = a−1n n
1
β
−γ |n−

1
βSn|

⇒ E
(
a−1n n1−γ |Xn|

)
≤ a−1n n

1
β
−γ

E
(
|n−

1
β Sn|

) n→∞−→ 0

⇒ a−1n n1−γ |Xn| P−→ 0, ���

!�1� !�
 �� �
 ,!��� *�� ���"���,� ��1�� ���� 8���
"�, �� ����� 8���
"�, ��
��9 ���� ��0��,�
�� ���� E(|n−1/βSn|) 1���
���� ��� ��� ���� � ���� �
 $����� '���'
��� '����� @+� 3) ��� 3:A �� ,�� =��> α′ > 0 
"���
 ��
��
�� �������� f : R+ −→ R+

"�1� ��� f(n) = a−1n n1/β−γ �	
 ��� n ∈ N ��� ����� a−1n n1/β−γ n→∞−→ 0 @��� +��, '������ +�
3:A�

=�� α ∈ (0, 1)� ���,� !�
 !��
 ���� ���� a−1n

∑n
i=1 |Xi| ""� �� α����1�� *��������
���

1� Y ����
"�
� @����A ��� 
�����?

a−1n n1−γ |Xn| ≤ n−γ · a−1n

n∑
i=1

|Xi|
P−→ 0. �"�

���? 6�
 ��,� ,������� �	
 l, n ∈ N

Vl,n := max
0≤k≤n−l

|Sk+l − Sk − lXn|.

6�
 !���� ,�"�� ����

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

l−γVl,n = 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤dn

(l(1− l/n))−γVl,n

���� D� "���

(1− dn/n)
γ max
1≤l≤dn

(l(1 − l/n))−γVl,n ≤ max
1≤l≤dn

l−γVl,n ≤ max
1≤l≤n

l−γVl,n.



,�,  ��! ��� ������ �''

+�,� !�
 εn := 1− (1− dn/n)
γ �� 
����� !�
 ��� �
 ��� +��

(1− εn) max
1≤l≤dn

(l(1 − l/n))−γVl,n ≤ max
1≤l≤n

l−γVl,n,

!�1� εn
n→∞−→ 0� 6��
��� ���

(1− l/n)−γ ≤ 2γ �9� ���
 l ≤ dn ≤ n/2. �#�

 �� ���
 ��"������" ��!� /�� ��� ��� /��
� '�'�� ��� +�� ��' ���"
� !�


εna
−1
n max

1≤l≤dn
(l(1− l/n))−γVl,n ≤ 2γεn · a−1n max

1≤l≤n
l−γVl,n

P−→ 0.

 �� �
 ���
� +�� "���

max
1≤l≤n

l−γVl,n ≤ max
1≤l≤dn

(l(1− l/n))−γVl,n + max
dn<l≤n

l−γVl,n,

!�1�
max

dn<l≤n
l−γVl,n ≤ max

dn<l≤n

(
max

0≤k≤n−l
l−γ |Sk+l − Sk|

)
+ max

dn<l≤n
l1−γ |Xn|.

6�
 ,�"�� ���� �� 
���� 1��� +������� �� ��9 ���� ""� ��� L�����9 ����
�
"�
�? D� ���

max
dn<l≤n

l1−γ |Xn| ≤
{
a−1n n1−γ |Xn|, ����� γ ∈ (0, 1),

a−1n |Xn|, ����� γ ∈ (1,∞).

��� <��� ��� ��� 1�� �"� "��� ����

max
dn<l≤n

l1−γ |Xn|
P−→ 0.

=�� δ > 0� 2 ≤ h ∈ N ��� n0 ∈ N� �� ���� dn ≥ h �	
 ��� n ≥ n0� �� "��� ���� /�� ��� ���
$��� '�'�� ��� +�� ��' �	
 ��� n ≥ n0?

lim sup
n→∞

P
[
a−1n max

dn<l≤n
max

0≤k≤n−l
l−γ |Sk+l − Sk| > δ

]
≤ lim sup

n→∞
P
[
a−1n max

h<l≤n
max

0≤k≤n−l
l−γ |Sk+l − Sk| > δ]

h→∞−→ 0.

 ��� a−1n maxdn<l≤nmax0≤k≤n−l l
−γ |Sk+l − Sk|

P−→ 0 ��� ���


a−1n max
dn<l≤n

l−γVl,n
P−→ 0. �'�

+���� ��� /�� ��� �� $���� 1!����

�>�? 6�
 !
�� ,�"�� ����

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤dn

(l(1− l/n))−γVl,n = 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

2

(l(1 − l/n))−γVl,n

���� 5� d/n < n/2 �	
 ��� n ≥ 2� "��� �2�1�
 �	
 ��� n?

max
1≤l≤dn

(l(1− l/n))−γVl,n ≤ max
1≤l≤n

2

(l(1− l/n))−γVl,n

≤ max
1≤l≤dn

(l(1 − l/n))−γVl,n + max
dn≤l≤n

2

(l(1− l/n))−γVl,n.



�'& , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

D� ��� ���� ���
������ ,� ,�"�� ����

a−1n max
dn≤l≤n

2

(l(1 − l/n))−γVl,n
P−→ 0.

5� ���� ��"������" �#�

a−1n max
dn≤l≤n

2

(l(1− l/n))−γVl,n ≤ 2γ · a−1n max
dn≤l≤n

2

l−γVl,n,

���"� �� "!	����� 8���
"�, ����
� ��� �'��

���? D� 1��1� ���� ����,�!���� ���� "���

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

2

(l(1 − l/n))−γVl,n = 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l<n

(l(1 − l/n))−γVl,n.

5�

max
1≤l<n

(l(1 − l/n))−γVl,n = max
{
max
1≤l≤n

2

(l(1 − l/n))−γVl,n, max
n
2
<l<n

(l(1− l/n))−γVl,n

}

���� � ���� ,� ,�"�� ����

a−1n Δn := a−1n max
n
2
<l<n

(l(1− l/n))−γ max
0≤k≤n−l

|Sk+l − Sk − lXn|
P−→ 0.

D� "���?

|Sk+l − Sk − lXn| =
∣∣∣ k+l∑
i=k+1

Xi −
n∑

i=1

Xi +
n− l

n

n∑
i=1

Xi

∣∣∣
=

∣∣∣− k∑
i=1

Xi −
n∑

i=k+l+1

Xi +
k

n

n∑
i=1

Xi +
n− k − l

n

n∑
i=1

Xi

∣∣∣
=

∣∣∣− k∑
i=1

(Xi −Xn)−
n∑

i=k+l+1

(Xi −Xn)
∣∣∣

=
∣∣∣ k∑
i=1

(Xi −Xn) +

n∑
i=k+l+1

(Xi −Xn)
∣∣∣

"����� d
=

∣∣∣k+n−l∑
i=k+1

(Xi −Xn)
∣∣∣.

 ��� ���

Δn
d
= max

n
2
<l<n

(l(1 − l/n))−γ max
0≤k≤n−l

∣∣∣k+n−l∑
i=k+1

(Xi −Xn)
∣∣∣.

�	�
� !�
 ��� �� =��>!���� l′ := n− l ���� �� "���

n

2
< l < n ⇔ 0 < l′ <

n

2
, ��!� (l(1− l/n))−γ = (l′(1− l′/n))−γ



,�,  ��! ��� ������ �'�

��� ������

Δn
d
= Δ∗n := max

1≤l′<n
2

(l′(1− l′/n))−γ max
0≤k≤l′

∣∣∣ k+l′∑
i=k+1

(Xi −Xn)
∣∣∣.

������� �
  1�����,��"

max
0≤k≤l′

|Sk+l′ − Sk| ≤ max
1≤k≤l′

|Sk+l′ |+ max
1≤k≤l′

|Sk| ≤ max
1≤k≤2l′

|Sk|+ max
1≤k≤l′

|Sk| ≤ 2 max
1≤k≤2l′

|Sk|


����� !�


a−1n Δ∗n = ≤ 2a−1n max
1≤l′<n

2

(l′(1− l′/n))−γ
(

max
0≤k≤2l′

|Sk| + l′|Xn|
)

≤ 2γ+1a−1n

((
max

1≤l′<n
2

l′−γ max
0≤k≤2l′

|Sk|
)
+

(
max

1≤l′<n
2

l′1−γ |Xn|
))

≤
(
2γ+1a−1n max

1≤l′<n
2

max
0≤k≤2l′

|l′−γSk|
)

+
(
2γ+1a−1n max

1≤l′<n
2

l′1−γ |Xn|
)

≤
(
22γ+1 · a−1n max

1≤k≤n
|k−γSk|

)
+

(
2γ+1 · a−1n max

1≤l′≤n
l′1−γ |Xn|

)
D� "���

a−1n max
1≤l′≤n

l′1−γ |Xn| ≤
{
a−1n n1−γ max1≤l′≤n |Xn|, ����� γ ∈ (0, 1)

a−1n |Xn|, ����� γ ∈ (1,∞).

=� /�� ��� ���� +��,� !�
� 1
��� ",�"�� ���� ��� *��������
��1�� ""� ��� L�����9
����
"�
� @��� ��� 1�� �"� ��� +��'� ��A� D� 1��1� ���� ,� ,�"�

a−1n max
1≤k≤n

|k−γSk|
P−→ 0.

=�� γ > 1� �� "��� ��� �
 "�����  
"��������� !� 1� ���

a−1n max
1≤k≤n

|k−γSk| = a−1n max
1≤k≤n

|k−(γ−1)Xk| ≤ n−(γ−1) · a−1n max
1≤k≤n

|Xk|

≤ n−(γ−1) · a−1n

n∑
i=1

|Xk|
P−→ 0.

=�� γ ∈ (0, 1) ��� α > 1� !���� !�
 β = 2� ����� α ≥ 2 ��� β ∈
(
( 1α +γ)−1, α

)
� ����� α ∈ (1, 2)�

5��� "��� �� 1��� ����� γ > 1
β −

1
α ��� supn∈N E(|n1/βSn|) <∞ @��� #�
�����,��" 1,!�

+��, '�'�' ��� +�� ��&A� D� 
"�1� ����

a−1n max
1≤k≤n

|k−γSk| = a−1n max
1≤k≤n

k−γ+
1
β |k−

1
βSk| ≤ a−1n max

{
1, n−γ+

1
β
}
max
1≤k≤n

|k−
1
βSk|

⇒ E

(
a−1n max

1≤k≤n
|k−γSk|

)
≤ a−1n max

{
1, n
−γ+ 1

β
}

E
(
max
1≤k≤n

|k−
1
βSk|︸ ︷︷ ︸

≤supn∈N E(|n− 1
β Sn|)<∞

) P−→ 0,

��� "��9 �� $����� '���' ��� '����� @+�3) ��� 3:A "�1� � �� ,�� =��> α′ > 0

"���
 ��
��
��  11�����" f : R+ −→ R+ ��� f(n) = a−1n max

{
1, n−γ+1/β

}
�	
 ��� n ∈ N



�') , -��  ��! "� #���	
 ��� $�%�������

��� ����� a−1n max
{
1, n−γ+1/β

} n→∞−→ 0 @��� +��, '������ +� 3:A� 5� 8���
"�, �� �����

8���
"�, �� ��9 ���� ��0��,�
� "��� ���� a−1n max1≤k≤n |k−γSk|
P−→ 0�

 1�����9�� ��� ��� α ��� γ ∈ (0, 1)? D� "���

a−1n max
1≤k≤n

|k−γSn| ≤ a−1n max
1≤k<

√
n
k−γ

k∑
i=1

|Xi| + a−1n max√
n≤k≤n

k−γ
k∑

i=1

|Xi|.

��
����� !�
 ��� �� ��,��� +�������? 5� Xi ��� ����� ���� |Xi| 
"���
 ,�� =��>

α ∈ (0, 1) ��
��
� "��� a−1n

∑n
i=1 |Xi| d−→ Yα �	
 �� *��������
��1� Yα ��� α����1��
 ������

���
��
 #
�����" @��� 8�
����
 '����� ��� +�� ���A� 5����� "��� ��
����

a−1n max√
n≤k≤n

k−γ
n∑

i=1

|Xi| ≤ n−
γ
2 · a−1n

n∑
i=1

|Xi| P−→ 0,

���

���� ���

a−1n max
1≤k<

√
n
k−γ

k∑
i=1

|Xi| ≤ a−1n max
1≤k<

√
n

k∑
i=1

|Xi| = max
1≤k<

√
n

an· k
n

an
a−1k

k∑
i=1

|Xi|

≤
a�
√
n�

an
· a−1�√n�

�√n�∑
i=1

|Xi|︸ ︷︷ ︸
d−→Yα

.

$��� $��� '����� ��� +�� 3: "�1� � �� ������� !������� ,�� =��> −1/α 
"���

��
��
��  11�����" f : R+ −→ R+ ��� f(n) = an �	
 ��� n ∈ N� 5� an ↗ ∞ "��� �	
 ��
1��1�"� ε > 0 ��� ��� n ≥ ε−2

0 ≤
a�
√
n�

an
≤

a�εn�
an

≤ f(εn)

f(n)

n→∞−→ ε
1
α .

5����� ��� lim supn→∞
a
√n�
an

≤ ε
1
α �	
 ��� ε > 0 ��� �����

lim
n→∞

a�
√
n�

an
= 0.

*������������ 
"�1� ���� �� 8���
"�, ��� a−1n max1≤k<
√
n k
−γ ∑k

i=1 |Xi| ��� �����
���� a−1n max1≤k≤n |k−γSk| �� ��9 ���� ""� 0�

*������������ 
����� !�
 ��� $��� '�'�.

	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l<n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk

lγ

∣∣∣ = 	�lim
n→∞

a−1n max
1≤l≤n

max
0≤k≤n−l

∣∣∣Sk+l − Sk − lXn

(l(1 − l
n))

γ

∣∣∣
��� ���� +��, ������ ��� +�� &) ���"� ����� ���� �� 8���
"�, �
 C!���"� #
�����"��
���������� 5���� ��� /�� ��� �� +��,� ��� ������� ��� ��-������� 1!��� �
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M1
 �� =����� ���
  
1�� ������"��� ��1� ������� ��� ��-������� �� ��

  
1��
H������ � ����������I �� ��;�0������� #
�����" ��� /������������ �	
 ������"
+�
����
1
���0
�1�� ��� 0��������  ��
������ 1������� *��  1������� ���
  
�
1�� �� �� ���
 +��� ��
 ���1,	"����� D
"1��� ��
, ��
"�����?

����+ ������ ���	� ��� !
����� ��� *�.������� � � �
���
	
� ���	���)�����

"
� (Xn)n∈N 
��
 ,���
 ���������� �	
����� �
��
���
� �

��
� -�% .�	
/ α �
����� �����
�
�
�	
� *�������������
�0 &� �
�
� ;
��
����

Sk :=

k∑
i=1

Xi ��	 Xn := n−1
n∑

i=1

Xi,

��;�
 (bn)n∈N 	�
 8��%�
���������


bn := inf
{
x ∈ R

∣∣ P [|X1| ≤ x] ≥ 1− 1

n

}
.

.�� 
��;
	
�

• α ∈ (0, 1) ��	 γ > 0�

• α ∈ (1,∞)� γ > max
{
0, 12 −

1
α

}
� E(Xi) = 0

�	
�

• α = 2� γ > 0� E(Xi) = 0 ��;�
 supn∈N E(|n−
1
β Sn|) <∞ �9� ���
 β ∈ (0, 2)�

�� ���� �9� ���
 x > 04

P
[
b−1n min

1≤l≤n
min

0≤k≤n−l

Sk+l−Sk

lγ
≤ −x, b−1n max

1≤l≤n
max

0≤k≤n−l

Sk+l−Sk

lγ
≤ y

]
n→∞−→ exp(−x−α),

���

P
[
b−1n max

1≤l<n
max

0≤k≤n−l

Sk+l − Sk − lXn

(l(1 − l
n))

γ
≤ x

]
n→∞−→ exp(−x−α).

���

@*�� �!�� ���� /��
�� ��� H������ � ����������I +� �.�A
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an �� .�(���� /0 an := inf
{
x
∣∣ P (|X1| > x) ≤ n−1

}
������

Cb(E) ���� ��� 
����	�� ��� ��
��� ���� 1�������� ��� E ������
C+

b (E) ���� ��� �������	���!��� 
����	�� ��� ��
��� ���� 1�������� ��� E ������
CK(E) ���� ��� 
����	�� 1�������� ��� ��(����� 2� 	�� ��� E ������
C+

K (E) ���� ��� �������	���!�� 
����	�� 1�������� ��� �(� 2� 	�� ��� E ������
	
lim 3�������� ���*	���� .�!��	��� �� ���������	 ������

d2 d2(x, y) :=
(∑h

i=1(xi − yi)
2
) 1

2 �*� x, y ∈ Rh

d(x,A) := inf{d(x, a)|a ∈ A} +�
���� ��
 ������
 x ∈ X ��� '��	� A ⊂ X ���*	����
����� '����� d ������

d(A,B) := inf{d(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} +�
���� ���
���� ���� '��	�� A,B ⊂ X ���*	����
����� '����� d ������

d(A) := sup{d(a, b)|a, b ∈ A} �������

�� ����� '��	� A ���*	���� ����� '����� d
������

δp �������40 δp[A] = 1� ����
 p ∈ A� δp[A] = 0 
�
� �����
�i i���� ,������
�&�����) �������
f+ ��� +�������	 ���� R+

0 ��� f+(x) = max{f(x), 0} ������
f∗ ��� +�������	 M+(E) −→ R+

0 , μ �−→ 〈f, μ〉 ������
〈f, μ〉

∫
E
f dμ ������

��
� ��
� 
�����5 ���� +�

�	� 	��� ��� ����� '��	�� ����� .�(������ ���� 6������	�
�
� ������

��*� ��
� *������ ���  7��!����� ��
� 
�����5 
���� ��
�
I 8��������������� ����� �
� IA(x) = 1 ⇔ x ∈ A, IA(x) = 0 ⇔ x /∈ A ����

I{[�������]} = 1⇔ [�������] ��� ����, I{[�������]} = 0⇔ [�������] ��� �������
�(� ��(��� ������
L(...) ��(�����2���
�������� ��� ��� ��
L(E) ���� ��� ������
!�������� ��� (E, E) ������

Lp ���� ��� ������
!�������� Ω → R ��� ��
��� ����� p���� ��
����� '������
�������

M1(E) ���� ��� 9���
�������������
��4� ��� (E,B(E)) ������
M≤1(E) ���� ��� "���9���
�������������
��4� ��� (E,B(E)) ������
Mf (E) ���� ��� ��������� '�4� ��� (E,B(E)) ������
M+(E) ���� ��� �����'�4� ��� (E,B(E)) ������
M+(E) σ�+�	���� ��� M+(E) �����
N ��� ���*������� ������ {1, 2, 3, . . .}
N0 := N ∪ {0}
N := N ∪ {∞}
N0 := N ∪ {0} ∪ {∞}
O(f(n)) := {g : N −→ R | ∃k ∈ R0 : g(n)

f(n)

n→∞−→ k}
Par(α;x0) ���������������	 ��� ���������� α ��� x0 �����
Poisson(ϑ) ��

�����������	 ��� 8���: ϑ ������



�&� 7�����

PPPμ ��

�;
���� �����(���

 ��� 8����
�� �
��4 μ �����
πi ��%�����
��������	 ��� ��� i��� .������� �����
R ��� ������� ������
Rh := R× . . .× R �h ����
R0 := R\{0}
R+ := {x ∈ R | x > 0}
R− := {x ∈ R | x < 0}
R+

0 := {x ∈ R | x ≥ 0}
R := R ∪ {∞} ∪ {−∞}
R

+

0 := {x ∈ R | x ≥ 0} ∪ {∞}
R̂h ��� +��:����<� ��� ,��(�����.�(����$������	 !� Rh �����

Ŕh := Rh\{0} ∪ {p∞} ������
���� �(� ������! ��(��� �����
R(E) := {E ∈ B(E)|E ��� �������  !"#� �} ������
Rμ(E) := {E ∈ B(E)|E ∈ R(E), μ[∂E] = 0} �*� ��� �����'�4 μ ������
R◦

μ(E) := {E ∈ B(E)|E ∈ R(E), E !$��, μ[∂E] = 0} ���� �����'�4 μ ������
Rξ(E) := {E ∈ B(E)|E ∈ R(E), ξ[∂E] = 0 %���} �*� ��� ��� ���	�
 '�4 ξ �����

Ŕ+ := R+ ∪ {p∞}
Sk �� .�(���� /�/ ���������� Sk ��� "����

∑k
i=1 Xi �������

Sf := f−1(R\{0}) ��� 2� 	�� ���	��0 ��##!��� ����� 1������ f ������

T́ ��� 2(�	�� ��� ��� ���� Ŕh ������

T̂ ��� 2(�	�� ����
 ���(�������(����$������� �����
 �����
T0 ��� ������!� 2(�	�� !� (Rh, T (d2)) ��� R0

T|A ��� ������!� 2(�	�� ���*	���� T ��� ����� 2������� A ������
T (d) ��� !� ����� '����� �����	�� 2(�	�� ������
������ ����� �	�	 ������
�� !�������
�
lim 3�������� ���*	���� !�	�� .�!��	��� ������
�
lim 3�������� ���*	���� 
�������� .�!��	��� ������

Xn := 1
n

∑n
i=1 Xi

d−→ .�!��	��� �� ���������	 ������
L1

−→ .�!��	��� �� '����� ������
P−→ .�!��	��� ��� '�4� ���� ���	�� P � ������
v−→ !�	� .�!��	��� !� '�4�� ������
w−→ 
������� .�!��	��� !� '�4�� ������
↗ [Menge] An ↗ A ⇐⇒ An ⊂ An+1 ∀n ∈ N ��	 A =

⋃∞
n=1 An

↘ [Menge] An ↘ A ⇐⇒ An ⊃ An+1 ∀n ∈ N ��	 A =
⋂∞

n=1 An

↗ [Fkt] fn(x) ≤ fn+1(x) ��� limn→∞ fn(x) = f(x) ∀x
↘ [Fkt] fn(x) ≤ fn+1(x) ��� limn→∞ fn(x) = f(x) ∀x
d
= 3��������� �� ���������	 ������
∼ &� � � ��� ��� ���������	� � � )
!•" := sup

{
z ∈ Z

∣∣ z ≤ •} =����� 3��4�������
#•$ := inf

{
z ∈ Z

∣∣ z ≥ •} >���� 3��4�������

‖ • ‖p :=
(
E(| • |p)

) 1
p �������5 �� ��� +�
�������� !� +�
������ /�/ ���������� ‖ • ‖2

��� �������
��� 6�� ‖x‖2 := (
∑n

i=1x
2
i )

1/2 ������
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