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Vorwort

Im vorliegendem Skriptum zur Analysis III holen wir zunfichst den Satz iiber im-
plizite Funktionen nach, der die Differentialrechnung mehrerer Variabler aus dem
zweiten Semester abrundet.

In den Kapiteln 27-29 fiihren wir in die wesentlichen Elemente der MafStheorie ein.
Dies ist die Theorie des Messens von Inhalten von Strecken, Flichen, Koérpern und
Mengen in hoherdimensionalen Rdumen.

In den Kapiteln 30-36 behandeln wir die Integrationstheorie. Wir studieren Integrale
iiber allgemeinen Mafirdumen, spéter die speziellen Eigenschaften des Lebesgueschen
Integrals im R".

Abschlieflend fiithren wir in die Analysis auf Untermannigfaltigkeiten ein. Als mathe-
matische Modelle treten oft Mengen auf, die nicht global durch reelle Koordinaten
zu beschreiben sind, aber lokal (gekriimmte Fldchen, Oberflichen, ... ). Wir erkldren
die Differential- und Integralrechnung auf solchen lokalen Euklidischen R&dumen.
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KAPITEL 26

Implizite Funktionen und Anwendungen

Im letzten Kapitel konnten wir als Anwendung des Satzes iiber die Umkehrabbildung
im Falle endlicher Dimension lokal die Losbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme
untersuchen. Da der Beweis des Satzes iiber die Umkehrabbildung konstruktiv ist
(wir haben den Banachschen Fixpunktsatz verwendet), kann man Losungen néher-
ungsweise bestimmen. Allerdings waren wir auf die Situation beschrénkt, dass die
Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen {ibereinstimmen muS$.

Wir untersuchen in diesem Kapitel nichtlineare Gleichungssysteme, bei denen mehr
Variablen als Gleichungen vorhanden sind. Das zentrale Resultat ist der Satz dber
implizite Funktionen, den wir wie den Satz {iber die Umkehrabbildung gleich in einer
Banachraumversion formulieren und beweisen. Neben den Gleichungssystemen be-
trachten wir als Anwendung die Bestimmung von Extrema mit Nebenbedingungen.
Wir leiten die Lagrangesche Multiplikatorenregel her und betrachten als Beispiel
unter anderen die Hauptachsentransformation.

Betrachte die Funktion f : R? — R, (z,y) — z? + y> — 1. Es sei (a,b) € R?
mit ¢ # £1, b > 0 und f(a,b) = 0. Dann gibt es offene Intervalle A und B mit
a € A b€ B, sodass zu jedem x € A genau ein y € B existiert mit f(z,y) = 0. Die
Zuordnung x +— y definiert eine Abbildung g : A — B mit f(x, g(z)) = 0 fiir z € A.
Es ist g(xz) = /1 — 22, Man sagt, g wird in der Nihe von (a,b) durch f implizit
definiert. Mit anderen Worten: ¢ 16st die Gleichung f(z,y) = 0 nach y (als Funktion
von z) in der Nihe von (a,b). Dies geht in der Umgebung von (1,0) und (—1,0)
nicht. Beobachte dazu: es ist 0, f(a,b) = 0 fiir « = £1, wihrend 0y f(a,b) = 2b # 0
fiir a # £1.
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Das Auflésen von Gleichungen f(z,y) = 0 tritt in vielen Anwendungen auf. Wir
nennen hier stellvertretend das Problem der funktionalen Beschreibung von Isoba-
ren: Man betrachte ein Teilstiick S der Erdoberfliche, aufgefasst als Teilmenge des
R?. Die Funktion f : R? — R gebe den herrschenden Luftdruck im Punkt (z,y) € S
an. Fiir Wettervorhersagen ist es von Bedeutung, Punkte desselben Luftdrucks ¢ zu
kennen, also Punkte (z,y) € R?, fiir die gilt: f(z,y) = c¢. Wie bei Hohenlinien auf
Wanderkarten werden sich diese Punkte in der Regel zu Kurven zusammenschlie-
en, die Isobaren heiflen. Nun fragt man, ob man die Isobaren lokal als Schaubilder
reeller Funktionen auffassen kann. Man sucht also eine Funktion g : R — R, so dass
lokal gilt: f(z, g(z)) = c.

Wir betrachten eine sehr allgemeine Formulierung des Satzes iiber implizite Funk-
tionen.

Es seien Fy, E; und F Banachrdume, ¢ € NU{+oo}, X; C E; seien offen fiir j = 1,2
und f : X; X Xy — F seiin (a,b) differenzierbar. Dann ist auch f(-,0) : X; — F
bzw. f(a,) : Xo — F in a bzw. b differenzierbar. Wir schreiben D, f(a,b) bzw.
D, f(a,b) fiir die Ableitung von f(-,b) in a, bzw. von f(a,-) in b. Diese Notation soll
Verwechselungen mit den partiellen Ableitungen vermeiden.

Es gllt D]f : X1 X X2 — [,(E],F) furj = 1,2 Ist f € Cq(Xl X XQ,F), So ist
D,f € CTYX; x Xy, L(E;, F)) fiir j = 1,2 (ist klar), und es gilt

df(a,b)(h, k) = D f(a,b)h + Dy f(a,b)k (%)

fiir (a,b) € X1 X Xo und (h, k) € E; X E5. Diese Identitét folgt wie in Satz 22.12. Es
gilt sogar die Umkehrung: ist D;f € C171(X; x Xy, L(E;, F)) fiir j = 1,2, so folgt
f € CUX; x Xo, F). Dies beweisen wir hier nicht.

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir nun die Banachraumversion des Satzes
iiber implizite Funktionen:

Satz 26.1 (iber implizite Funktionen) Es seien W C Ey X Ey offen, f € C1(W, F),
(o, y0) € W mit f(zo,y0) = 0 und Dof(xg,y0) € Lis(Ey, F') (topologischer Isomor-
phismus). Dann gibt es offene Umgebungen U € U(xq,yo) und V € U(xg) sowie ein
eindeutig bestimmtes g € C1(V, Ey) mit:

(z,y) €U und f(z,y) =0 & z€V und y=g(z).

-1

Es gilt 9g(z) = —|D2f (2, 9(2))| Dif(z,g(z)) firz € V.

Zur Erinnerung: U(xg,y) bezeichnet die Menge aller Umgebungen des Punktes
(%0, Y0) in Ey x Ey (hier brauchen wir nur die Umgebungen im Definitionsbereich
W), analog bezeichnet U(zy) die Menge aller Umgebungen um z, in Ej.

Der Beweis ist quasi eine Anwendungen des Satzes {iber die Umkehrabbildung:

Beweis: 1. Schritt: Wie im Beweis des Satzes iiber die Umkehrabbildung begin-
nen wir mit einem Reduktionsschritt. Wir konnen ohne Beschriankung der All-
gemeinheit den Fall F = FE5 und D, f(xo,y0) = I, betrachten: Dazu betrachte
A = Dyf(z0,90) € Lis(Fy, F) und f := A~'f € CY(W, E). Dann ist f(zo, 1) = 0
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und D, f(z0,10) = Ig, nach der Kettenregel. Wir zeigen daher den Satz fiir f und
konnen dann durch Anwendung der Abbildung A auf den allgemeinen Fall schlies-
sen. Weiter sei W = Wy x W, mit Wy € U(zo) und Wy € U(yo). Dies kénnen wir
ebenfalls ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da in jedem offenen W
eine offene Menge dieser Form enthalten ist.

2. Schritt: Sei ¢ : Wi x Wy — E; x Ey gegeben durch (z,y) — (z, f(z,v)).

Es gl]t NS Cq(Wl X WQ, El X EQ) mit

In, 0
3@(370,@0) = ( le(io,yo) IE2 ) € E(El X EQ) .

Dabei verwenden wir auch im Banachraum diese Matrixschreibweise. Es gilt:

Ig 0
! FE, x E
( —D1 f(w0,%0) Ig, ) € L(Ey x Bp)

ist die Inverse von J¢(xg, yo). Also ist Op(zg,yo) € Laut(E; x Fy) mit ¢(xg,ye) =
(x9,0). Also liefert Satz 25.7 (Satz iiber die Umkehrabbildung): es gibt ein U €
U(zo,Yo) und X € U(xp,0) mit ¢|y € Diff?(U, X).

3. Schritt: Wir setzen v := (¢|y)~! € Diff?(X, U) und schreiben ¢ in der Form

¢(§7 77) = (17[)1(57 77)7’(/)2(6777))7 (57 77) € X.
Bs gilt ; € CY(X, ), j=1,2, und

(& n) = e((&m) = 1 (&;n), F(¥1(&; ), ¥2(&;m)))

fiir (§,n) € X. Also & = ¢1(§,n) und n = f(§,¢2(&,n)) fir (§,m) € X. V= {z €
Ei, (z,0) € X} ist eine offene Umgebung von x4 in E;. Setze g(z) := 1o(z,0) mit

x €V, dann ist g € CY(V, E5) und

(z, f(z,9(z))) = (Yi(z,0), f(¥1(z,0),¢2(z,0)))
= g0(¢1($,0),¢2(.’17,0)) = (poqﬁ(x,()) = (37,0)

fiir x € V. Nun ist g eindeutig bestimmt und die erste Behauptung ist gezeigt.

4. Schritt: Wir setzen h(z) := f(z, g(z)), x € V. Dann ist h = 0 und die Kettenregel
und (%) (auf Seite 2) ergeben Oh(z) = D; f(z,g(x))Ig, + Daof(z,g9(x))0g(z) = 0,
g € V. Mit ¢ > 1ist Dof € CV(U, L(Ey, E)) C C(U, L(Es, Es)). Nach 25.6 ist
Laut(Ey) offen in L(FEs, Fs). Somit ist ((Daf)~'(Laut(E))) NU = {(z,y) € U :
Dy f(x,y) € Laut(FEs)} eine offene Umgebung von (zg, o) in U. Durch Verkleinern
von U konnen wir somit Dyf(x,y) € Laut(Es) fiir (z,y) € U annehmen. Daraus
folgt abschliefend die Rechenregel. O

Bemerkung 26.2 Der Satz besagt, dass in der Nihe von (g, %) die Faser f~*(0)
der Graph einer C'%—Funktion ist.

Wir betrachten nun den Spezialfall £; = R™ und E; = F = R". Dies fiihrt zu der
angekiindigten lokalen Auflosbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme in Abhéngig-
keit von Parametern.
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Korollar 26.3 Seien W C R™™" offen, f € CYW,R") und (a,b) € W mit
f(a,b) =0, also
fHat,...;a™ bt . .0 = 0
ftat,...,a™ bt ... 0" = 0
Gilt dann det[Op1k f7 (a,b)]1<jk<n # 0, so gibt es offene Umgebungen U von (a,b)
in W und V von a in R™ und ein g € C1(V,R") mit
(z,y) e U: f(z,y)=0 & z €V und y=g(x).
Anders gesagt: das Gleichungssystem
fl('/bl’"'?a:m’yl?"')yn) = O

ot ™yt oy = 0
hat fiir jedes (z*,...,2™) € V genau eine Lésung y* = g*(z*,...,2™),...,y" =
g"(zt,...,2™) in der Nihe von b= (b,... b").
Beweis: Dof (z,y) € Laut(R") < det[Onmirf?(z,y)]1<jk<n # 0
Also mit 26.1 klar. u

Definition 26.4 Seien X C R™ offen und f : X — R" differenzierbar. Ein x € X
heiflt reguldrer Punkt von f, falls 0f(x) € L(R™,R") surjektiv ist. Die Abbildung f
heiflt reguldr oder Submersion, falls jeder Punkt in X regulédr ist. Weiter heifit y € R”
requlirer Wert von f, falls die Faser f~'(y) nur aus reguliren Punkten besteht.

Bemerkungen 26.5 (a) Gilt m < n, so hat f keine reguliren Punkte, da
Rang(0f(z)) <m ,
wihrend Surjektivitit aber Rang(df(z)) = n bedeutet.

(b) Im Fall n < m ist € X genau dann ein reguldrer Punkt von f, wenn 0f(z)
Rang n hat.

(c) Im Fall n = 1 ist 2 genau dann ein reguldrer Punkt von f, wenn V f(x) # 0 gilt.

(d) Es sei zy € X ein reguldrer Punkt von f mit f(zo) = 0. Dann gibt es n Variablen,
so dass das Gleichungssystem f!(z!,...,2™) = 0,..., f"(z!,...,2™) = 0 in einer
Umgebung von z eindeutig nach diesen Variablen als Funktionen der iibrigen m —n
Variablen aufgelost werden kann. Mit f € C? sind auch diese Losungen in C'.

Beweis zu (d): Nach (a) ist m > n. Eine geeignete Permutation der Koordinaten
des R (d.h. Anwendung einer orthogonalen Transformation im R") liefert

det[O nk f7 (T0)]1<jhen # 0 -
Die Behauptung folgt aus Korollar 26.3. u

Wir wollen nun Extrema mit Nebenbedingungen bestimmen.
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Satz 26.6 (Lagrangesche Multiplikatorenregel)

Es seien X CR™ offenund f, g', ..., g® € C'(X,R) mitn < m. Sei z* ein requlirer
Punkt der Abbildung g = (g¢',...,g") mit g(xz*) = 0 und x* sei ein lokales Extremum
von fly mit M := g 1(0) (Nebenbedingungen g*(z*) = 0,...,g"(z*) = 0). Dann
gibt es reelle Zahlen A1, ..., N\, (Lagrangesche Multiplikatoren) derart, dass x* ein
kritischer Punkt der Lagrange—Funktion

F+) Nig € CYX,R)

i=1
1st.

Bemerkung 26.7 Die Aufgabe, Extrema von f unter den Nebenbedingungen

zu bestimmen, wird auf das Problem, kritische Punkte von f+>_"" | ); ¢ zu suchen,
zuriickgefiihrt. Die kritischen Punkte und die Lagrangeschen Multiplikatoren werden
durch Auflésen der n+m Gleichungen ¢/ (p) = 0,1 < j < n, O(f+>_1—; Xig")(p) =0,
1 < k <'m, nach den m + n Unbekannten py, ..., pm, A1, .., A, bestimmt (mit p =
(p1, - -, Pm))- Anschliefend untersucht man, welche der kritischen Punkte tatséchlich
Extrema realisieren.

Beweis: Wir wenden zunichst 26.5 (d) an: 0g(z*) besitzt genau n linear unabhéngige
Spaltenvektoren und dies seien ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die letzten n
Spalten. Setze [ = m—n und y* = (z%,...,2}) € R'. Dann gibt es (26.1 und 26.5 (d))
Umgebungen U von z* in R™ und V' von y* in R! und eine Funktion ¢ € C'(V,R")
mit M NU = {(y, ¢(y)); y € V}. Definiere nun f : V C R* — R durch

FW) =fw,e®) = f, - e @), ¢"®)) -

Also ist f € CY(V,R), f =f |pno und y* ist ein lokales Extremum von f. Also ist
y* kritischer Punkt von f, das heift fiir 1 <17 </ gilt

= i-f(y*): i-f(y*"p(y*))J“Z _f(y*,w(y*))iwj(y*)

Dabei haben wir beim zweiten Gleichheitszeichen die Kettenregel verwendet (23.3,
23.4). Setze [%gi(:r*)]lq,j@ =: A. Mit Satz 26.1 folgt
; <ij<

5o ) = [-A DiglaVss = = oA Miag (@)

k=1




12 26. IMPLIZITE FUNKTIONEN UND ANWENDUNGEN

mit 1 <7 </l und 1 < j < n. Insgesamt folgt somit fiir 1 <7 <

0 = ) 3 U g ) e )

]lkl

- axZ +Z/\kg

mit Ay, := — 7. [A” ]J=k8:m - f(z*) fiir 1 < k < n. Weiterhin gilt fir 1 <p < n:

9 o
iy 0 + e

k=1 j=1
[A]k 14
0 - 0
= x*) — d; z*) =0
Fo @) ; i )
Damit ist der Satz bewiesen. O

Beispiele 26.8 (a) (Hauptachsentransformation)
Es sei A € Lgym(R™). Dann gibt es reelle Zahlen Ay > Ay > --- > A, und

Ty, 2 €SV i={z eR" : |z| =1}

mit Azy = Mezy fiir 1 < k& < n. (Die z1,...,z, bilden eine Orthonormalbasis des
R™ und [A] = diag(Ay, ..., An).) Es gilt

M =max{(Az,z), z€ S"'NE}, k=1,...,n
mit E; = R® und E; = (span{zy,..., 71} k=2,...,n.

Beweis : (i) Sei g(z) = |z|* =1 =) 27 — 1 und f(z) := (Az,z) fiir z € R".
0 ist ein regulirer Wert von g € C®(R*,R) (¢ '(0) = S™': Punkte auf S™ ! sind
reguliire Punkte mit Wert 0), f nimmt auf S" ! das Maximum an (5™ ! kompakt,
f stetig). Sei z; € S™"~! eine Maximalstelle von f|gn-1. Mit Satz 26.6 existiert ein

A\ € R mit Vf(z)) =24z, = —2)\,71. Setze A\, = —/\1, dann ist Az, = Az, also
x1 Eigenvektor von A zum Eigenwert \;. Es gilt

)\1 = )\1<I1,$1> = <A£E1,l‘1> = f(.’l?l) y

da z, € S™ L.
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(ii) Die rekursive Konstruktion von zs,...,z, fiihren wir in der Vorlesung nicht
durch. Sie sei an dieser Stelle aber ausgefiihrt. Die symmetrische Abbildung A fiihrt
das orthogonale Komplement von z;, d.h. die Menge {y € R" : (y,z;) = 0}, in sich
iiber, da ja (x1, Ay) = (Azy,y) = A1 (x1,y) gilt. Zur Bestimmung eines weiteren Ei-
genvektors ist nun ein Eigenwertproblem im n — 1-dimensionalen Orthogonalraum
von z; zu losen. Die Konstruktion im Detail: sind zo,...,2x_1, K > 2, bereits ge-
funden, so setze g := (¢°,¢%,...,¢* ) mit ¢° = g aus Teil (i) und ¢’(z) := 2(z;, z)
fir 1 < j < k—1. Dann ist g~*(0) = S" ' N E}, also ist g~!(0) kompakt und es gibt
ein z € S N Ey mit flgn-1(x) < flgn-1(zg) fiir € S"1 N Ey. AuBerdem gilt

Rang 0g(z) = Rang[z,z1,...,24_1] =k, x€ S 'NE;,

(dabei verwendet man Rang B = Rang B! fiir B € RF*™). Also ist 0 ein regulirer
Wert von g und mit Satz 26.6 findet man reelle Werte o, . . ., px—1 mit

k—1 k—1
2Az, = V (k) =Y 1 Ve (xr) = 2p0mk +2) gz (%)

Da (zy,z;) = fir 1 < j <k —1, folgt
<A£Ek,$j> = <.Tk,Aij> = /\j<$k,$]‘>, 1 S] < k— 1,

nach der Voraussetzung, da die zy,...,z;_1 und die zugehorigen Eigenwerte
A1, ..., Ag—1 schon gefunden sind. Mit (x) folgt 0 = (Azy,x;) = p; fiir j=1,..., k—
1, und ebenfalls aus (x) folgt, dass zj ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p ist.
Weiter gilt

to = po{Tr, T) = (Azg, Tg) = f|sn-1 (k).
Somit ist alles bewiesen. O

Fiir die gefundene Basis {z1,...,2,} folgt mit z = Y_;_, n*z) offenbar (Az,z) =
> ko1 Ak ()%,

(b) Es sei f(z,y,2) = (x—1)2+y*+2% und g(x,y, 2) = x+y—2 = 0 die Nebenbedin-
gung. Bestimme denjenigen Punkt auf der Ebene z = z+y, der von (1, 0, 0) den klein-
sten euklidischen Abstand hat (hier: Absolutquadrat). Da Vg(z,v,2) = (1,1, —1),
ist jeder Punkt reguldr. Betrachte

-1+ +22+ ANz +y—2).

Partiell nach z,y, z differenzieren und gleich 0 setzen liefert die Gleichungen 2(x —
1)+A=0,2y+A=0,2z—X=0 und die Nebenbedingung = + y — z = 0. Wenn
man die zweite und dritte Gleichung addiert, erhédlt man 2y + 2z = 0, also z = —y
und somit durch die vierte Gleichung y = —z /2. Die zweite Gleichung ergibt A = z,
also x = 2/3. Somit ist (2/3,—1/3,1/3) ein kritischer Punkt. Tatséchlich ist es auch
die Losung.

(c) Bestimme Minima und Maxima der Funktion f(z,y,2) = 5z + y — 3z auf dem
Schnitt der Ebene x + y + 2z = 0 mit der Kugeloberfliche 2% + y? + 22 = 1. Es ist

also g(z,y,2) = (wzf;;‘f;é_l) = 0 und dg(z,y, 2) = (,, ;y 5. )- Betrachte

5r+y—3z+ M@ +y+2)+ @ +yi+22-1).
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Dies fiihrt zu den Gleichungen 5+ Ay +2Xx =0, 14+ XA\ + 20y =0, =3+ A\ +
202 =0,z+y+2 =0und 22 + y?> + 22 — 1 = 0. Das Ergebnis lautet (nach
Nebenrechnungen, Ubung): f(1/v/2,0,—1/v/2) = 4v/2 und f(-1/v2,0,1//2) =

—44/2 sind das Maximum und das Minimum von f unter den Nebenbedingungen.



KAPITEL 27

o-Algebren und Mafle

Wir starten in diesem Kapitel mit der sogenannten Mafitheorie, der allgemeinen
Theorie des Messens von Inhalten von Strecken, Flichen, Kérpern und Mengen in
hoherdimensionalen Rdumen. Mit Hilfe des Cauchy-Riemannschen Integrals haben
wir Gebieten zwischen dem Graphen einer speziellen Klasse von Funktionen und
der entsprechenden Achse einen Flicheninhalt zuweisen kénnen. Man mochte einer
méglichst grofien Klasse von Bereichen, insbesondere des R¢, in einer sinnvollen Art
und Weise einen Inhalt zuordnen. Gesucht ist eine Teilmenge A der Potenzmenge
P(R?) und eine Abbildung 1 : A — [0, oc], so dass fiir jedes A € A der Wert u(A) als
Inhalt interpretiert werden kann. Gewiinscht ist dabei natiirlich, dass den bekannten
elementargeometrischen Figuren der vertraute Inhalt zugeordnet wird und dass zum
Beispiel der Inhalt der Vereinigung zweier disjunkter Bereiche gleich der Summe der
Inhalte der einzelnen Bereiche sei. Man wiinscht sich im R? auch die Unabhiingigkeit
des Inhalts einer Menge von der Lage im Raum. Es wird sich spéter herausstellen,
dass man ein “d-dimensionales Volumen” nicht fiir alle Teilmengen, sondern nur fiir
eine bestimme Auswahl von Teilmengen definieren kann.

Wir fiihren zunéchst diejenigen Mengensysteme ein, auf denen wir dann Inhalte
bzw. Mafle erkldren werden. Es wirkt plausibel, dass man sich von einem geeigne-
ten Mengensystem wiinscht, dass es abgeschlossen ist gegeniiber allen abzéhlbaren
Mengenoperationen. Dabei heifit formal ein Mengensystem A C P(Q2), Q ist eine
nichtleere Menge, abgeschlossen unter allen abzéhlbaren Mengenoperationen, wenn
mit A € A immer A°¢ € A folgt und wenn fiir jede Folge (A,), in A auch (J -, 4n
zu A gehort. Der Begriff ist dadurch gerechtfertigt, dass aufgrund der Regeln von
de Morgan somit auch (5, A, zu A gehort.

Wir fiihren die Begriffe Inhalt, Primafl und Maf ein und leiten Rechenregeln her,
die fiir den weiteren Aufbau der Mafitheorie und der im Anschluf} zu entwickelnden
Integrationstheorie die Grundlage darstellen. Als wichtiges Beispiel fithren wir das
Lebesguesche Pramaf ein.

Definition 27.1 Ein System .4 von Teilmengen einer Menge € heifit eine o-Algebra
(in ), wenn gilt:

i) Qe A
i) AcA=>Ac A
(iii) fiir jede Folge (Ay), von Mengen aus A liegt |J,~ | A, in A.
Das Paar (2, A) heiit Mefraum.

Beispiele 27.2 (i) P() ist eine o-Algebra.
15
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(ii) Ist A eine o-Algebra in Q und Q' C 2, s0ist X NA={Q NA: Aec A}
eine o-Algebra in €' und heifit Spur oder Spur-o-Algebra von A in .

(iii) Es seien 2 und €2 Mengen, A’ eine o-Algebra in ' und 7' : Q — Q' sei
eine Abbildung von Q nach Q. Dann ist T7'(A") := {T!}(A'), A’ € A'}
eine o-Algebra in Q (die durch 7 induzierte). Dies ist eine einfache Ubung.

(iv) Es sei A eine o-Algebra. Dann ist () € .4 und fiir jede Folge (A,), von Men-
gen aus A ist (02, A, in A, denn: 0 = Q° und 02, 4, = (U2, A2)".
Weiter ist mit A, B € A auch A\ B = AN B¢ € A, denn endliche Vereini-
gungen und Durchschnitte von Elementen aus A sind in A.

(v) Sei & C P(Q2) ein nichtleeres Mengensystem. Dann ist

o(€):= ﬂ A
ECA
A o—Algebra
eine o-Algebra, die man die von £ erzeugte o-Algebra nennt. Dies ist die
kleinste o-Algebra, die £ enthilt. £ heiit Erzeuger von o(&) (alles ist
wohldefiniert, denn P(f2) ist immer eine o-Algebra, die £ umfasst). Der
Beweis ist einfach.
(vi) {A C Q, A oder A€ ist abzihlbar} ist eine o-Algebra.

Definition 27.3 Ein System R von Teilmengen von  heifit Ring (in €2), wenn
gilt

i) 0er

(ii) ABeR=>A\BeR

(iii) A BER=AUBER.
Gilt auch

(iv) Qe R,

so heifit R eine Algebra (in 2).

Bemerkungen 27.4 (i) Da AnNB = A\ (A\ B), ist in einem Ring R mit
A, Be€ R auch ANB eR.

(ii) R ist genau dann eine Algebra, wenn (i) und (ii) aus 27.1 und (iii) aus
27.3 gelten. Denn ist R eine Algebra, so sind (i) 27.1 und (iii) 27.3 klar.
Aus (ii) 27.3 folgt 27.1. Umgekehrt gilt A\ B = AN B¢ = (A°U B)° sowie
0 =Qe.

(iii) Es sei R eine Algebra und fiir jede disjunkte Folge (A4,), in R gelte
Uy, A, € R. Dann ist R eine o-Algebra. Hierbei bedeutet disjunkte
Folge, dass A; N Ay, = 0 fiir alle j,k € N mit j # k gilt. Der Beweis dazu:
Es sei (Bn)n € RN. Setze A1 = B1 und Aj_|_1 = Bj+1 \ Ui::l Bk,j € N
Dann ist (A,), disjunkt und .-, A, = U,—, Bn. Nach Voraussetzung ist
Uso, An € R. O

Beispiele 27.5 (i) o-Algebren sind Algebren.
(ii) Der kleinste in 2 existierende Ring besteht nur aus der leeren Menge.
(iii) {A C 2, A oder A° endlich } ist eine Algebra, und eine o-Algebra genau
dann, wenn €2 endlich ist.
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Sei nun Q = R%, a = (ay,...aq), b = (b1, ..., bg). Wir definieren a < b bzw. a < b,
wenn a; < b; bzw. a; < b; fiir alle 7+ = 1,...,d gilt. Betrachte das nach rechts
halboffene Intervall [a,b[:= {z € R?: a < x < b}. Dies nennt man auch einen
achsenparallelen, nach rechts hin offenen Quader oder auch ein Parallelotop. R?
bezeichne die Menge aller nach rechts halboffenen Intervalle in R? und F¢ das System
aller Vereinigungsmengen von je endlich vielen Mengen aus R¢. Dieses System wird
als das System der d-dimensionalen Figuren bezeichnet. Sicher gilt R¢ C F¢. Es gilt
weiter:

Lemma 27.6 MitI,J € R¢ gilt INJ € R und J\I € F¢. Jede Figur ist endliche
Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle aus RY.

Beweis: Es seien I = [a,b] und J = [d/,b'[. Wir setzen e; := max(a;,a}) und f; :=
min(b;, b)) fiir ¢ = 1,...,d sowie e = (e1,...,eq) und f = (f1,..., fq). Dann ist
INJ =1le fl[fire < fund INJ = ( sonst, also I NJ € R% Weiter gilt J \
I = J\ (INJ). Daher zeigen wir den zweiten Teil die Behauptung fiir I C J
und I # (. Also ist ohne Einschrinkung o' < a < b < b. J; sei eines der drei
disjunkten Intervalle [a}, a;[, [a;, b;[ oder [b;, b}, ¢ = 1,...,d. J ist die Vereinigung
der 3¢ disjunkten Intervalle J; X - - - x Jy, die sich bei Auswahl aller 3 Mé&glichkeiten
fir Ji,...,Jy ergeben. Fiir J, = [ax, bx[, K = 1,...,d, ergibt sich I, also ist J \ [
die disjunkte Vereinigung der iibrigen 3¢ — 1 Intervalle der Form J; x --- x J,. Es
sei nun F € F? Dann existieren I;,..., I, € R? mit F = I, U---U I;. Es ist
F = ]1 U (12 \ Il) U (13 \]1 U _[2) J---uU _lk \ (11 U---u Ik—l); wobei dies nun eine
disjunkte Vereinigung ist. Es ist zu zeigen: Mengen der Form I\ (J; U ---U Jp,)
sind disjunkte Vereinigungen von Elementen aus R%. Es gilt I\ (JyU---U J,) =
iy (I\ J;). Nun kann I'\ J; als disjunkte Vereinigungen endlich vieler Intervalle aus
R% dargestellt werden, s.o.. Wir verwenden abschliefend die Distributivitit und die
Tatsache, dass der Durchschnitt von Intervallen aus R¢ wieder in R? liegt. Somit
ist alles bewiesen. O

Wir lernen nun einen fiir das Folgende sehr wichtigen Ring kennen.
Satz 27.7 F9 ist ein Ring.

Beweis: Zu zeigen ist: sind F,G € F¢, so ist F'\ G € F¢. Dazu sei

F = 61;, G = Lnjl_;.'.
1=1 j=1
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Dann ist o
F\G:LJO]@\qO.
i=1 \j=1
Es ist zu zeigen: (;_, I; \ I} ist eine Figur. Nach 27.6 ist I \ I} eine Figur. Wir

zeigen nun noch, dass der Durchschnitt zweier Figuren wieder eine Figur ist. Aber
mit obiger Darstellung ist

FnG:GO(I;mI;),

i=1j=1
und I NI} € R?, also ist F NG eine Figur. O

Bemerkung 27.8 Ist R ein Ring in R mit R¢ C R, so folgt F¢ C R : F% ist der
von R? erzeugte Ring. Dabei ist der erzeugte Ring wie in Beispiel 27.2 (v) definiert.
Fiir jedes System £ von Teilmengen einer Menge (2 existiert ein kleinster Ring o(£)
in Q2 welcher £ enthilt. Er heifit der von £ erzeugte Ring.

Im folgenden seien Q) eine nichtleere Menge und [0, 0] := Rt U {oco}. Wir fiihren
nun Mafe ein.

Definition 27.9 (i) Sei R ein Ring in Q und p eine Abbildung von R in
[0, oo] mit (@) = 0. Gilt fiir jede disjunkte Folge (A,), in R mit |, , A, €
R
,u(U A,) = Z w(Ay), o — Additivitit, (%)
n=1 n=1

so heiflt p ein Pramaf (auf R). Gilt (*) fiir jedes endliche System Ay, ..., A}
von paarweise disjunkten Teilmengen von R, so heifit y ein Inhalt.

(ii) Jedes auf einer o-Algebra A in 2 definierte Pramaf heifit Maf (auf A).
u(A) fiir A € A wird (u-)Mafl der Menge A genannt. Gilt () < oo, heifit
das Maf} p endlich. (2, A, ) nennt man Maffraum. Gilt u(2) = 1, so heifit
p Wahrscheinlichkeitsmafi und (Q, A, u) Wahrscheinlichkeitsraum . Jedes
N € A mit u(N) = 0 heiit p-Nullmenge. Die Menge aller p-Nullmengen
bezeichnen wir mit N,.

Beispiele 27.10 (i) Sei w € 2 und
1, weA

%M%:{O,M¢A

fir A C 2. Dann ist §, : P(Q2) — [0, 00| ein Wahrscheinlichkeitsma8}, das
Dirac-Maf§ auf Q.

(ii) Fiir A € P(Q) sei |A| die Anzahl ihrer Elemente, falls A eine endliche
Menge ist, +o0o sonst. Wir setzen u(A) := |A|. Dies definiert ein Maf§ auf
P(£2), das sogenannte Zihlmap. Es ist genau dann endlich, wenn 2 endlich
ist.

(iii) Fir A € Q sei p(A) = 0 fir A = () und p(A) = oo sonst. Dann ist
(Q,P(2), ) ein Mafiraum.
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(iv) Betrachte (R?, F¢%) (siehe Lemma 27.6 und Satz 27.7). Es existiert genau
ein Inhalt A auf F¢, so dass fiir jedes I € R? der Wert \(I) gleich dem
d-dimensionalen Elementarinhalt von [ ist. Dabei ist fiir I = [a, b]

)\(I) = (b1 — al)(bg — (1,2) e (bd — ad)

der zugehorige d-dimensionale Elementarinhalt.

Beweis zu (iv): Nach 27.6 ist jede Figur F' € F? disjunkte endliche Vereinigung
von Elementen aus R? : F = I, U--- U I,,,. Also folgt fiir jeden Inhalt \ auf F¢
AF) = A1) +---+(I,). Dies bedeutet, dass \ eindeutig durch seine Werte auf R?
festgelegt ist. Zu zeigen ist somit die Ezistenz von \. Fiir I € R? setzen wir A\(I) = d-
dimensionaler Elementarinhalt. ) ist auf R¢ additiv, das heifit fiir I1,..., I, € R,
paarweise disjunkt, mit I; U---U I, € R¥ist A\([L U---UL,) = A1)+ -+ AXn)
(einfaches Argument). X wird nun auf F¢ dadurch ausgedehnt, dass jedes F' € F¢ als
disjunkte Vereinigung von I, . .., I,, € R¢ dargestellt werden kann (nicht eindeutig!)
und man dann A(F) := > A(I;) setzt. Also bleibt zu zeigen: A(F) ist von der
Wahl der Darstellung unabhiéngig. Dazu sei F' = J, U---U J,, = [; U---U [, mit
Jiyeoosdmy Ity ..., I; € RE. Dann ist
¢
Je=JyNF=]J(snL),

i=1
wobei Jj, N I; Intervalle sind. Somit ist A(Ji) = Y>r_, A(Jy N I;) und analog A(;) =
Y AN Jy), also

m m £ L m ¢
DAY =D D AMLNL) =)D ALNT) =D ML)
k=1 k=1 i=1 =1 k=1 =1

Also ist A auf F*¢ endlich additiv und da § € R% und A(@) = 0, ist A ein Inhalt. O

Tatséchlich handelt es sich bei A im Beispiel 27.10 (iv) schon um ein Prima$. Dies
ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 27.11 ) auf F¢ ist ein Primaf.

Definition 27.12 Das auf dem Ring F¢ der d-dimensionalen Figuren im R¢ defi-
nierte Primaf \ heifit Lebesguesches Primaf im R?. Es wird mit A bezeichnet. (H.
Lebesgue 1875-1941).

Wir beweisen Satz 27.11 erst, nachdem wir Eigenschaften von Inhalten und Pra-
maflen kennengelernt haben:

Satz 27.13 Sei p ein Inhalt auf dem Ring R und A, B, (A,), seien Mengen aus
R. Dann gilt:

(i) n(AUB) + (AN B) = p(A) + u(B)

(i) AC B = u(4) < u(B)
(iti) A C B, u(A) < 00 = pu(B\ 4) = u(B) — u(A)
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(iv) p(UL As) < 0, plAs) (sub-additiv)

(v) Fir eine Folge (A,)n paarweise fremder Mengen aus R mit | J -, An € R
gilt
ZnZl 1(An) < p(UnZy An)-

Beweis: Es gelten die Identititen AUB = AU(B\ A) und B=(ANB)U (B\ A),
also

p(AUB) = p(A) + u(B\ A)
und

p(B) = (AN B) + p(B\ A).
Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert (i), wenn pu(B \ A) endlich ist. Ist
hingegen pu(B \ A) = 400, folgt (AU B) = u(B) = 400, also auch (i). Ist A C B,
so folgt pu(B) = u(A) + (B \ A) womit (i) und (iii) gezeigt sind, da p > 0. Sei
By = A1,By = A\ Ay,...,B, = A, \ (A1 U---UA,, 1),s0sind By,..., B, disjunkt

Mengen aus R, also
wlUB) =D u(B).
i=1 i=1

Da ., Bi = U, Ai und B; C A, folgt (iv). Ist A = |J;, A, € R, so gilt
p(A) + -+ p(Ay) = p(A U---UA,) < u(A), m € N (da disjunkte Mengen),
also folgt (v) mit m — oo. O

Korollar 27.14 Ist p ein Pramafl auf R, so qilt fir Ag, Ay,... € R Ist Ay C
UnZl Ay so folgt p(Ag) < 3207 p(An).

Beweis: Da Ay = |J,,»,(Ao N A,) und 27.13 (ii) gilt, ist ohne Einschrikung A, =
U, >, An. Setze By = Ay,...,B, = A, \ (A1 U---U A,_1) und schlieBe wie in (iv),
27.13. U

Es gilt also p(U,s; 4An) < D o,o1 #(An), falls J,5; An € R. Dies nennt man die
o-Subadditivitit. - -

Bezeichnung: Fiir Mengen E, Ey, Es, ... bezeichne E,, 1 E bzw. E, | E den Sach-
verhalt, dass By C E; C +++, E = J,s En bzw. Ey D E; D -+, E =), 5, Ey, gilt.
Man spricht auch von isotonen und antitonen Folgen. -

Satz 27.15 Fir einen Inhalt p auf einem Ring R betrachte

(1) p ist ein Pramap.
(ii) Fir jede Folge (An)n von Mengen aus R mit A, T A und A € R gilt
(iii) Fir jede Folge (Ay), von Mengen aus R mit A, | A, A € R, und u(A,) <
oo fir alle n € N gilt lim,, o u(A4,) = u(A).
(iv) Flir jede Folge (Ay), von Mengen aus R mit A, | 0 und u(A,) < oo fir
alle n € N gilt lim,, o0 p(A,) = 0.

Dann gilt:
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Ist i auf R endlich, gilt also 1(A) < +oo fiir alle A € R, so sind (i) - (iv) dquivalent.
(Bezeichnungen: (iii) nennt man Stetigkeit von oben, (ii) entsprechend Stetigkeit von
unten).

Beweis: (1) = (i1): Es sei Ay := @ und B,, := A,\A,_ fir n € N. Dann ist (B,),, eine
Folge paarweise disjunkter Mengen in R und A =J,,5; B, und A, = By U---UB,,.
Damit ist p(A) = Y, o, w(Bn) = limy o Y opy #(Bi) = limy 0 p(Ay), da p o-
additiv ist.

(4t) = (i): Sei (A,)n eine Folge disjunkter Mengen aus R mit A := -, A, € R. Mit
B, = AjU---UA, ist B, 1 A, also pu(A) = lim, o, u(B,) und u(B,) = S5, n(Ay),
also u(A) =", o1 #(An), also ist p1 ein Pramaf.

(i1) = (i4i): Aus A, | A folgt Ay \ A, T Ay \ A (alle Mengen liegen in R). Also
ist p(Ar \ A) = limy, oo (A1 \ An) = p(A4y) — lim, 0 (A,) nach 27.13 (iii): da
A C A, folgt u(A) < oo und daher p(A; \ A) = p(A41) — u(A). Also folgt (iii).
(173) = (iv) ist klar

(iv) = (4ii): Aus A, | A folgt A, \ Al (. Da A, \ A C A,, ist u(A4, \ A) endlich
und somit lim,, o u(A, \ 4) = 0. Da u(A) < p(4,) < 400, folgt mit u(A, \ A) =
u(Ayp) — u(A) die Behauptung.

Sei nun g endlich. In diesem Fall zeigen wir (iv) = (i7): Es sei (A,), eine Folge in R
mit A, T A € R, dann ist A\ A4, | 0, also 0 = lim,, o, u(A\ A,) = lim,, (,u(A) —
11(Ay)), da p endlich. O

Beweis von Satz 27.11: Da A auf F? endlich ist, zeigen wir (iv) in Satz 27.15. Es sei
(F,), eine Folge in F? mit F,, | (). Dann ist zu zeigen: lim,_,, A(F,) = 0. Ange-
nommen lim,, o A(Fy,) = infen A(Fp) =: 6 > 0. Jedes F, ist endliche Vereinigung
disjunkter Intervalle. Dann existiert ein G,, € F¢ mit G,, C F,, und

MED) = A(Ga) < o1
Es sei H, := G1N---NG,. Dann ist (H,), eine Folge aus F¢ mit H, D H,,1,
n €N, und H, C G C F,. Da F,, beschriinkt ist, ist H,, kompakt (siche Satz 8.32)
und F, D H, D Hyyy, also (02, H, # 0, falls H # () fiir jedes n € N (dies ist
eine Aussage iliber kompakte Mengen die wir als Ubung lassen). Dann wire aber
Nor; Fy, # 0, im Widerspruch zur Annahme. Es bleibt also noch zu zeigen: fiir n € N
ist H, # (). Dazu zeigen wir
ANH,) > MF,) —6(1—277) (%).

Dies geniigt, denn mit (*) ist A(H,) > d—46(1 —27") =6/2" > 0, n € N. Wir zeigen
(%) via Induktion: Der Fall n = 1 folgt so: H; = G; und A(Fy) — A(G1) < 2716 nach
Konstruktion. Nun folgt der Induktionsschritt n — n + 1: H,,; = G,41 N H,, also
AMHpi1) = MGryt1) + MHyp) — MGry1 U Hy) (wir verwenden 27.13 (i)). Nach der
Induktionsannahme fiir A(H,,) und der Wahl von G, 1 folgt A(Hpi1) > A(Fri1) —
27 LS+ AN(F,) —6(1 —27") — MF,) = MEpy1) —6(1—2"Y, da Gpy1 UH, C
F,1 UF, = F,. Somit ist alles gezeigt. O






KAPITEL 28

Fortsetzung von Primaflen zu Maflen

In diesem Kapitel wollen wir das Lebesguesche Praimafi \¢ fortsetzen zu einem Ma$,
welches auf der o-Algebra o(F?) definiert ist. Wir konstruieren dazu zuerst so-
genannte duflere Mafle, die auf allen Teilmengen einer gegebenen Menge definiert
sind, und einige, aber nicht alle Eigenschaften eines Mafles besitzen. Anschliefend
schranken wir das duflere Maf} auf geeignete Teilmengen der Potenzmenge ein. Ei-
ne auf Carathéodory zuriickgehende geschickte Auswahl dieser Teilmengen liefert
dann einen geeigneten Mafiraum. Genauer werden wir ein Pradmafl p auf einem
Ring R betrachten und es zu einem dufleren Mafl p* ausdehnen. Dann liefert p*
eingeschrinkt auf die von R erzeugte o-Algebra ein Maf}, welches auf R mit dem
Pramafl p iibereinstimmt. Wir kldren weiter die Frage nach der Eindeutigkeit ei-
ner solchen Fortsetzung und betrachten abschlieend die o-Algebra der Borelschen
Mengen o (F?).

) sei stets eine nichtleere Menge.

Definition 28.1 Eine Abbildung p* : P(Q) — [0, 0o] mit p*(@) = 0 heifit duferes
Mapfs auf €2, wenn sie wachsend und o-subadditiv ist, also mit A; C A, stets p*(A4;) <

w*(Ag) folgt und
(U An) < w4y

n>1 n>1

fiir (A,), in P(Q) gilt.

Bemerkungen 28.2 (i) Ein duBeres MaB ist stets auf ganz P(2) definiert.
(ii) Jedes Maf auf P () ist ein duBeres Maf} (siehe 27.14).
(iii) Es sei A C ©2 und
. 0, A=10
M(A)::{l’ A#Q

dann ist p* ein dufleres Mafl auf Q2 (und es ist genau dann ein Maf}, wenn
2 einpunktig ist).

Einem Pramaf} p auf einem Ring R kénnen wir durch die folgende Konstruktion ein
dufleres Mafl zuordnen:

Satz 28.3 Sei pu ein Pramaf auf einem Ring R in 2. Sei pu* : P(Q) — [0, 0]
definiert durch

Q) s=int{ w4, (A € RN @ € U 4,

n>1 n>1
23
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mit Q € P(Q) (setze inf() := oo). Dann ist u* ein duferes Maf auf Q (das von
(R, 1) induzierte duflere Majfs) mit pu*(A) = p(A) fir alle A € R.

Beispiel 28.4 Q = R, R = F¢ p = A% Dann heifit (\4)* das d-dimensionale
Lebesguesche dufiere Mafs.

Beweis: Die Eigenschaften p*()) = 0 und p* ist wachsend sind nach Definition klar.
Wir zeigen die o-Subadditivitéit: ohne Einschrankung sei p*(Q,) < 0o, n € N, @, €
P(). Zu € > 0 und n € N existiert eine Folge (Anm)m € RN mit Qn C U, 51 Anm
und -

ZN nm <N Qn)+_

2n
m>1

Dann ist {J,»; @n C Un,m>1 Apm, Apm € R, n,m € N, also

p(UQ) < 3 bldum) <300 (@Qn) + 52)

n>1 n,m>1 n>1

Weiter ist p* > 0 (klar).

Aus Korollar 27.14 folgt u(A4) < p*(A), A € R. Mit A; := A, A, := 0, n > 2,
ist A C |J,>; An und somit p*(A) < 3 o u(An) = pu(A). Also pu(A) = p*(A) fir
AeR. - O

Bemerkung 28.5 Ein Mengensystem K C P(2) enthalte die leere Menge und
eine Folge (K,,), mit Q = |J, -, K,. Die Abbildung p : K — [0, oo] erfiille x(0)) = 0.
Dann ist p*, definiert wie in Satz 28.3 fiir jedes Q C € ein duBeres Ma8 auf Q (das
von (K, 1) induzierte). Der Beweis geht vollig analog. Diese systematische Konstruk-
tion dient zur Herleitung Lebesgue-Stieltjesscher dulerer Mafle und Hausdorffscher
duBerer Mafle. Wir werden diese dufleren Mafle hier nicht betrachten.

Fiir eine Teilmenge A C R? ist das dufere Mafl (A\%)*(A) eine Approximation des
Inhalts von A von auflen durch Figuren. A wird von auflen durch Figuren approxi-
miert.

Anstelle von A betrachten wir nun D \ A, wobei D eine beschrinkte Obermenge D
von A in R? ist. D\ A werde nun analog von aufien durch (A\%)*(D\ A) approximiert.
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O

Dann bedeutet dies eine Approximation von A von innen durch Figuren. Man kénnte
daher das innere Mafl von A relativ zu D durch

()" (D) = () (D\ 4)
definieren. Es ist dann zu erwarten, dass diejenigen Teilmengen A von R? eine aus-

gezeichnete Rolle spielen, deren dufleres Mafl mit dem inneren Maf} beziiglich jeder
beschrankten Obermenge iibereinstimmt:

(AD*(D) = (AH*(A) + (A)*(D\ 4), DCR' DD A.

Dies fiihrt fiir ein beliebiges dufleres Mafl zu der folgenden Definition.

Definition 28.6 Es sei pu* ein dufleres Mafl auf Q. A C Q heifit p*-meffbar, wenn
fiir jedes D C 2

p (D) > p (AN D)+ p*(A°N D)
gilt (< gilt sowieso). Die Menge aller p*-mefibaren Teilmengen von 2 bezeichnen

wir mit A(p*).

Satz 28.7 (Carathéodory) Es sei u* ein duferes MafS auf 2. Dann ist A(p*) eine
o-Algebra auf Q und p := p*|A(u*) ein Map auf A(u*). Hierbei bezeichnet p*|A(u*)
die Restriktion von p* auf A(u*).

Beweis: Es gilt § € A(p*) und aus A € A(p*) folgt A° € A(p*) nach Definition
der p*-mefibaren Mengen. Seien A, B € A(y*) und D C Q. Dann ist p*(D) >
(AN D)+ p*(A°N D) und p*(A°N D) > p*(BNA°N D)+ p*(B°NA°N D). Da
u* subadditiv ist, folgt daraus
p (D) > p* (AN D)U (BN A°N D))+ p*(B°NA°N D).
Nun gilt (AU (BN A9))ND = (AU B)N D, also folgt
pH(D) z p((AUB)N D) + p*((AUB) N D),
also ist AU B p*-mefibar. Wir haben also bereits gezeigt, dass A(u*) eine Algebra

ist. Sei nun (A;); eine disjunkte Folge in A(x*). Somit ist wegen der p*-MeBBbarkeit
von A;

p((A1U A) N D) = p* (A1 U A3) N D) N Ay) + p*(((A1 U Ax) N D) N AS),

also
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da die Mengen A; und A, disjunkt sind. Mittels vollstdndige Induktion folgt somit

u*((QAj)ﬁD)zzm:u*(AjﬂD), meN. (%)

j=1
Mit A :=J,,, 4; folgt mit der Monotonie von y*

pw(AND)>> p(4;ND), meN.

j=1
Fiir m — oo folgt also
W(AND) > 3 (4,0 D).
Jj>1

Die o-Subadditivitit liefert also insgesamt
p(AND) =) ' (4;nD). ()
7=1

Da wir schon gesehen hatten, dass A(u*) eine Algebra ist, gilt

cor=e(((n) n0) e (((10) ),

Mittels der Monotonie und (x) folgt
w'(D) > p(A°N D)+ > p*(4;nD).
j=1
Jetzt folgt mit m — oo und (**) die Ungleichung p*(D) > p*(A°N D) + p*(AN
D), also ist A p*-mefbar. Somit ist nach 27.4 (iii) A(u*) eine o-Algebra. Setze
abschlieflend in (xx) D = Q, so folgt, dass p*|A(u*) ein MaBl auf A(u*) ist. O

Satz 28.8 (Fortsetzungssatz) Es sei u ein Pramaf auf einem Ring R in Q0 und
w* das zugehdrige duflere Maf auf Q) (siehe Satz 28.3). Dann gilt: o(R) C A(u*)
und [ := p*|lo(R) ist ein Maf auf 0(R), welches p erweitert.

Beweis: Fiir A € R wollen wir zeigen, dass p*(D) > p*(D N A) + p*(D N A°) fiir
jedes D C Q. Es sei (4,), € RN mit D C Uns1 An, 50 ist

doulA) = D AN A+ (A0 A°)
n>1 n>1 n>1
S (A nA) + S (4,0 A°)
n>1 n>1
o—subadd.
> u*(UAnmA)+u*(UAnmAC)
n>1 n>1
monoton

p(DNA)+p (DN A°) .
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Man betrachte nun das Infimum iiber alle solche Uberdeckungen von D. Wegen

1nf{Zu ERNDCUA}

n>1 n>1

folgt dann R C A(p*). A(p*) ist eine o-Algebra nach Satz 28.7, also folgt o(R) C
A(p*). Da p*| A(p*) nach Satz 28.7 ein Maf ist, ist auch p*|o(R) ein Maf§ und nach
Satz 28.3 gilt p*|R = p. Dies war zu zeigen. O

Es ergibt sich zusammenfassend das folgende Schema:

poo o« ple(R) <« pAw) <« @

= —
mput output

Definition 28.9 Ein Pramafl y auf einem Ring R auf Q) heifit o-endlich, falls es
(Ap)n € RN mit Q = Uns1 4n und p(A4,) < oo, n € N, gibt.

Beispiel 28.10 Das Lebesguesche Primafi A% (Definition 27.12) ist o-endlich, denn
[—n,n[C R? hat die Eigenschaft [—n,n[1 R und \¢([—n,n[) < cc.

Satz 28.11 (FEindeutigkeitssatz) Es sei ju ein Pramafl auf einem Ring R in Q) und
w* das zugehirige dufere Maf auf Q. Ist p o-endlich, so ist p*|o(R) das einzige
Maj, welches p erweitert.

Beweis: Es sei v ein Maf auf o(R) mit ¥|R = p. Setze i := p*|o(R). Sei Q € o(R),
(Ap)n € RN mit Q C Un21 A,. Dann ist

S (A =Y w4 2 (UA) |

n>1 n>1

also p*(Q) > v(Q) und somit 1(Q) > v(Q).

Sei nun [i(Q) < oo. Dann existiert eine disjunkte Folge (4,), € RN mit Q C
Un(fl Ap =2 A€ o(R)und a(A) =325, i(An) < p(Q) + 1. Somit ist i(A) < oo
v(A) = v(An) =Y ul(An) =Y A(An) = A(A).

Also gilt - - -
v(@Q) = v(4) -v(A\Q)
— A(A) - A\ Q)

> /l(A) — A\ Q) = u(Q).

Dabei verwenden wir v(A \ @
Dann existiert eine Folge (E,

(A < 00. Sei nun @ € o(R) beliebig.
nE’R mit E, T Q und u(E,) < oo, n € N. Da

\_/\/
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QN E,) < () = n(Ey) < oo, folgt i(Q N Ey) < v(Q N E,) nach dem gerade
Bewiesenen. Mit Satz 27.15 folgt

A(Q) = lim G(Q N E,) < lim v(Q N Ey) = v(Q)
Also folgt insgesamt v = . g

Definition 28.12 Zu (R?%, F%) heifit die o-Algebra o(F¢) = o(R?) die o-Algebra
der Borelschen Mengen von R?, in Zeichen B? := o(F?). Das von (\%)* auf R?
induzierte MaB (\%)*|B¢ heifit Lebesgque-Borelsches Maf} oder auch d-dimensionales
Lebesguema$ auf R? und wird mit A¢ bezeichnet (vgl. Definition 27.12). Nach Satz
28.11 ist es das einzige Maf auf B¢, welches jedem nach rechts halboffenen Intervall
in R? seinen d-dimensionalen Elementarinhalt zuordnet.

Naheliegende Fragen zu B¢ sind: Welche Mengen sind in B¢ enthalten? Gibt es in
P(R?) iiberhaupt nicht-Borelsche Mengen?

Wir betrachten zunéchst:

Lemma 28.13 Jede offene Teilmenge O in R? kann als Vereinigung einer Folge
(I,), von Intervallen der Form [a,b], a,b € Q*, dargestellt werden ((I,), € (RH)Y).

Beweis: O kann als Vereinigung abzihlbar vieler offener, beschrinkter Intervalle dar-
gestellt werden (Intervalle mit lauter rationalen Koordinaten der Eckpunkte). Jedes
beschriinkte Intervall der Form Ja,b[:= {z € R* : a < x < b} ist Vereinigung einer
Folge von Intervallen aus R% [a,,b[1]a, b[ mit @, := (min(a, + £, b1),..., min(aq +
L .by)). Also ist die Behauptung mit Hilfe von Satz 10.5 bewiesen. O

Man kann sogar zeigen, dass in Lemma 28.13 eine disjunkte Folge (I,,), gefunden
werden kann.

Satz 28.14 FEs bezeichne O% bzw. C¢ bzw. K das System aller offenen bzw. abge-
schlossenen bzw. kompakten Teilmengen von RE. Dann ist

B = o(0%) = o(C?% = o(K?).

Beweis: Nach Satz 8.28 wissen wir K¢ C C? C o (C?), also folgt o(K?%) C o(C?). Sei
K, := B(0,n) die kompakte Vollkugel vom Radius n. Dann ist C' € C? darstellbar als
C =U,>,(CNK,)und C N K, ist kompakt, also C* C o(K?), also o(C%) = o(K?).
Offene Mengen sind Komplemente der abgeschlossenen Mengen, also folgt o(C%) =
o(O%). Damit bleibt zu zeigen: o(O%) = B¢ jedes [a,b[€ R? ist Durchschnitt einer
Folge offener und beschrénkter Intervalle: |a,, b[ | [a,b] mit @, := (a1—=,...,aq4—2),
also gilt R? C o(0%) und somit B? = o(R?) C o(0%). Mit Hilfe von Lemma 28.13
folgt O¢ C o(R?) = B¢, also o(0?%) C B¢ und somit o(0%) = B4. O

Beispiele 28.15 (i) Jede Borelsche Menge in R?, die Teilmenge einer Koor-
dinatenhyperebene ist, ist eine Lebesgue-Borelsche Nullmenge. Ohne Ein-
schriinkung seien H := R*! x{0}, ¢ > Ound k € N. Setze ¢, := e-(2k) ™4t
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2742 und Jy(e) = [k, k[* X [—¢€x, €[, dann ist H C U, Jx(€) und
M(Ji(e)) = €2~ *+D) und somit Y, o, A4 (Jk(e)) = § < e

Wir werden spiter sehen: Jede Borelsche Teilmenge von R?, die in einem
affinen echten Unterraum enthalten ist, ist eine Lebesgue-Borelsche Null-
menge.

(ii) Jede abzihlbare Borelsche Teilmenge des R¢ ist eine Lebesgue-Borelsche
Nullmenge. Wir wissen, dass {z} C R? abgeschlossen ist und daher Bo-
relsch. Weiter findet man ein H wie in (i) mit {z} C H. Dann liefert die
o-Additivitat die Behauptung.

(iii) F C R sei Cantors Diskontinuum (vgl. Analysis I, Aufgabe 50). Es ist
A(F) =0.

(iv) Fiir a,b € R* mit a < b gilt A4([a, b]) = A%(]a, b)) = A¥([a, b]) = X¢(|a, b]).
Dies folgt einfach mittels der aufsteigenden bzw. absteigenden Intervall-
Folgen, wie sie im Beweis von Lemma 28.13 und Satz 28.14 vorkommen.






KAPITEL 29

Mef3bare Abbildungen und weitere Eigenschaften des
Lebesgue-Borel-Mafles

In Analogie zu stetigen Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, bei denen die
Urbilder der offenen Mengen offen sind, betrachten wir in diesem Kapitel Abbil-
dungen, die die Urbilder von Elementen einer o-Algebra in eine o-Algebra fiihren.
Diese Abbildungen heiflen mefibare Abbildungen. Mit Hilfe meibarer Abbildungen
konnen auch Mafle abgebildet werden. Weiter betrachten wir Abbildungseigenschaf-
ten des Lebesgue-Borelschen Mafles A\%. Der Flicheninhalt einer mefibaren ebenen
Punktmenge (also einer Menge in %) éndert sich nicht, wenn man die Menge einer
beliebigen Drehung oder Verschiebung unterwirft. Dies nennt man die Bewegungsin-
varianz des Lebesgue-Borelschen Mafles. Wir untersuchen hier sogar das Verhalten
von \? bei beliebigen invertierbaren affinen Abbildungen. Weiter zeigen wir die Exis-
tenz nicht Borelscher Mengen in R¢.

Definition 29.1 Es seien (2,.4) und (£, .A") Mefirdiume (siehe Definition 27.1)
und 7: Q — ' eine Abbildung. T heifit A/ A"-mefbar, wenn gilt: T~ 1(A’) € A fiir
alle A € A" (T7*(A") C A). Die A/ A'-MeBbarkeit driicken wir symbolisch auch
durch

T:(Q,A) = (X, A)

aus. Ist Q' = R, A" = B¢, so heifit eine A/B%meBbare Abbildung Borel-mefbar.
Wenn es im Zusammenhang klar ist, welche o-Algebren gegeben sind und keine
Verwechslung méglich ist, sagen wir fortan auch kurz mefbar.

Beispiele 29.2 (i) Jede konstante Abbildung 7': Q — ' ist A/ A’-mefibar.
(ii) Es sei (€2,.4) ein Mefiraum und zu A C €2 sei

1, weA
1A(w)::{0, we A

Diese Abbildung heifit Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion
von A. 1,4 ist genau dann A/B'-mefbar, wenn A € A gilt ( denn 1;'(B),
B C R, liegt in {Q, A, A, 0}).

Satz 29.3 FEs seien (12, .A) und (', A’) Mefirdume und £ sei ein Erzeuger von A’
(siehe 27.2 (v)). Dann ist T: Q — Q' genau dann A/ A'-mefbar, wenn T~*(E') € A
fiir alle E' € &' gilt.

Beweis: Die Menge aller Q' := {@Q' C Q': T~(Q') € A} ist eine o-Algebra in Q'
(einfache Ubung). A" C Q' ist gleichbedeutend mit der Mefibarkeit von 7. A" C Q'
31
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ist gleichbedeutend mit & C @ und &' C Q' ist gleichbedeutend mit T7'(E') € A
fiir alle ' € &'. O

Beispiel 29.4 Jede stetige Abbildung 7: R — R’ ist B?/B%meBbar (Borel-
mefibar). Dies folgt, da O ein Erzeuger von B ist (siehe Satz 28.14) und T-(0) €
04 ¢ B¢ fiir alle O € Of wegen der Stetigkeit. Also folgt die Behauptung aus Satz
29.3.

Satz 29.5 Gegeben seien drei Mefriume (21, A1), (2, A2) und (3, As). Sind
Ti: (1, A1) = (29, A2) und Ty: (g, A2) — (Q3,.A3) mefbare Abbildungen, so ist
Ty 0Ty Ay/Az-mefibar.

Beweis: (Ty o T1)7H(A) = T (T, H(A)). O

Mit Hilfe mebarer Abbildungen kénnen Mafle abgebildet werden:

Satz 29.6 FEs sei T: (2, A) — (', A") eine mefbare Abbildung. Dann wird fir
jedes Maf$ p auf (2, A) durch A" — u(T=1(A")) ein Maf i’ auf A" definiert.

Beweis: Mit (Al).,, disjunkte Folge in A', ist (T~'(A’)), disjunkte Folge in .4 und

es gilt
T J4n) = UT 4.
n>1 n>1

g

Definition 29.7 Das Maf} i’ in Satz 29.6 heifit Bildmaf$ von p unter T und wird
mit 7'(u) bezeichnet:

T(u)(A') == w(T ' (A)), A€ A.

Bemerkung 29.8 Es sei die Situation von Satz 29.5 gegeben. Weiter sei yu ein
MaB auf (€21, .4;). Dann ist

(T3 0 T1)(p) = To(T1 (1)
(Transitivitdt). Denn fiir A € Aj ist
p(TpoTr) '(4) = w(Ty (T '(4)))
= Ti(p) (Tzil(A)) = To(Th (1)) (A).

Beispiele 29.9 Es seien (Q,.4) = (', A") = (R?, BY) und p = A%

(i) Zu a € R? sei T,: R — R? definiert durch T,(z) := = + a. T, ist stetig,
also meBbar nach Beispiel 29.4. Wie sieht T, (\?) aus? Es ist 7, ! = T_,.
Fiir [b, c[€ R ist
To(A)([b, ) = X(T, ([0, e])) = A(T-a((bs ) = X[ — a, ¢ — a]) = X¥([b, ¢]),
also stimmen A% und T,(\%) auf R? iiberein. Somit folgt mit Satz 28.11

(siehe auch Definition 28.12) A = T,(\%). Man spricht von der Translati-
OnSINVaATrianz
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(ii) Zur € R\{0} und p € {1,...,d} sei M,,: R? — R? die lineare Abbildung
(! \

o (X1, .., L) = r
1 Tg

0
\ )
p-te Stelle
(p-te Koordinate wird durch rz, ersetzt). Fiir [a,b[€ R? ist das Urbild
unter M, , gleich [@/,b'] fiir 7 > 0 bzw. |b',d'] fiir » < 0, wobei o' =
(a1, .-, 0p—1, 2, Gp41, - - -, aq) und ' analog. Also ist

A0, H(a, BD) = I+l X%, b)
Somit stimmen M, (%) und ¢ auf R? iiberein und mit Satz 28.11 folgt

I|

1 1
Mp,(M) = — M=
rr )= T, |
(iii) Betrachte zu @ € R%, a; # 0,1 = 1,...,d, die Abbildung M, := M, o
Mo, 00 Mgy, also My(z1,...,24) = (@121, . . ., agzq). Dann ist
1 1
M, (A = d_ d
(A9 lay .. .aq | det M,|

nach Bemerkung 29.8 und Beispiel (ii).

Im Spezialfall @ = (r,...,r) € R? nennt man die Abbildung M, eine
Homothetie. Der Spezialfall einer Homothetie mit r = —1 ist die Spiegelung
am Nullpunkt.

Das Lebesgue-Borelsche-Mafl A? auf B¢ ist durch die Translationsinvarianz und eine
Normierung bereits eindeutig bestimmt:

Satz 29.10 Ist p ein translationsinvariantes Maf auf B¢ mit p([0,1]) = 1, so ist
pw= A\

Beweis: Fiir nq,...,ng € N betrachte man das Gitter der Punkte (%""’%)’
ki,....,ka € N, 0 <k; <nj, j=1,...,d. Verschiebt man das Intervall [0, nil[x cee X
[0, L[ um jeden dieser Gitterpunkte, so folgt die disjunkte Zerlegung

1= | (ﬁ[o,nliH (%%))

0<k;<n; 1=1
j=1y.d

Alle ny - --ng Mengen rechts haben gleiches Mal 1 (da p translationsinvariant ist)
und mit p([0,1]) = 1 folgt (H?ZI[O l) = %nd Wendet man nochmals die

’ nj ni
Translationsinvarianz von 4 an, so folgt

ulla, b)) = A([a,0]), a,b€ Q.
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Aber Intervalle [a,b[ mit a,b € Q* bilden einen Ring R¢ (klar nach Satz 27.7). Mit
Satz 28.11 ist p = A% auf o(R§). Nun ist o(R$) C B und nach Lemma 28.13 ist
0% C o(RE), also B = 0(0?) C 0(RE) und somit B = o(RE). Damit ist der Satz
bewiesen. m

Korollar 29.11 (i) Ist p ein translationsinvariantes Maf§ auf B* mit
w([0,1]) = 1, so ist u = N4,
(i) Ist p ein translationsinvariantes Mafl auf B mit o = u([0,1]), so ist
p=aXl

Beweis: zu (i): Es gilt 1 = p([0,1]) < p([0,2]) = 2%« mit o := u([0,1]), also ist
a > 0. Nun erfiillt v := ip die Voraussetzungen von 29.10, also v = \¢. Damit ist

1
—=v([0,1)) =A(0,1)) = 1,
also folgt pn = \°.

zu (ii): Fiir o > 0 erfiillt o'y die Voraussetzungen von (i). Fiir o = 0 ist u([0,1]) = 0
und

u(®) = (| (0. 10+9)) = 3 u(l0,1) =0,

und somit ist y = 0. 4

Die Beispiele 29.9 zeigen das Verhalten von A\? unter speziellen linearen Abbildungen.
Dies kann verallgemeinert werden:

Satz 29.12 FEs sei f: R4 — R? eine bijektive affine Abbildung. Dann ist f Borel-
mefSbar und

FONY) = | det f|7IA7.
Dabei bedeutet det f die Determinante der f darstellenden Matriz.

Korollar 29.13 FEs sei f: R — R eine bijektive affine Abbildung. Dann ist fiir
jedes A € B auch f(A) € B und

N(f(A)) = | det f| A*(A).

Beweis: Mit f ist f~! bijektiv und affin. Man wende 29.12 auf f~! statt f an. [

Es sei eine affine Abbildung f: R¢ — R? der Form f(z) = g(z) + a gegeben,
wobei a € R? und g: R? — R¢ eine orthogonale Abbildung ist. Ein solches f heift
Bewegung. f genau dann eine Bewegung, wenn fiir alle z,y € R? ||f(z) — f(y)|| =
||z —y|| gilt (siehe Lineare Algebra). Fiir jede Bewegung f ist |det f| = 1. Somit folgt
das

Korollar 29.14 (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles) Jede Bewegung
ist Borel-mefbar und es gilt f(A%) = X%, X(f(A)) = \4(A), A € B
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Satz 29.12 gilt sogar fiir C''-Diffeomorphismen. Dies werden wir spéter im Zusam-
menhang mit der sogenannten Transformationsformel kennenlernen. Wir kénnten
den Beweis also auf das Kapitel zur Transformationsformel verschieben. Doch wir
sind mit Hilfe eines Arguments aus der Linearen Algebra schon so dicht am direkten
Beweis, das wir ihn hier ausfiihren.

Beweis von Satz 29.12: Da f stetig ist, ist f auch Borel-mefibar nach Beispiel 29.4.
Da \? translationsinvariant ist, geniigt es mit Bemerkung 29.8, den Satz fiir Abbil-
dungen g: R? — R? zu betrachten, die linear und bijektiv sind, fiir die also det g # 0
gilt. Es sei also g € GL(d, R), wobei GL(d, R) die allgemeine lineare Gruppe bezeich-
net. Es sei weiter A € BY und a € R, so gilt

Ta(9(A\))(A4) = g(A) (A = a) = A (g7'(4) — g7 (a) = X (g7'(4)) = g(\))(A).

Also ist g(A\?) translationsinvariant. Die Menge ¢~ ([0, 1]) ist kompakt, es folgt also
g(A9)([0,1]) < co. Mit Korollar 29.11 (ii) und ¢(g) := g(1%)([0, 1]) schlieen wir

g(A%) = c(g) A"
Damit bleibt zu zeigen:
c(g) = |detg|™". (%)
Dies behandeln wir fiir unterschiedliche g.

(i) Ist g orthogonal, so ist

c(g) A(B(0,1)) = g(A%)(B(0,1)) = A*(¢7"(B(0,1)) = A%(B(0,1)).
Also ist ¢(g) = 1 = | det g|™!, und somit ist (x) fiir orthogonale g bewiesen.

(ii) g € GL(d,R) sei beziiglich der kanonischen Basis durch eine Diagonalma-
trix beschrieben. Dann lieferte 29.9 (iii) c¢(g) = | det g|™".

(iii) Jetzt kommt ein Fakt aus der Linearen Algebra: g € GL(d,R) hat eine
Darstellung ¢ = vdw (im Sinne der Komposition von Abbildungen) mit
orthogonalen Abbildungen v und w und d ist eine durch eine Diagonalma-
trix beschriebene Abbildung wie unter (ii). Dies sieht man mit Hilfe des
Aquivalenz-Satzes fiir positiv definite Matrizen (Koecher, Lineare Algebra
und analytische Geometrie, S.195) wie folgt: bezeichnet g* den adjungierten
Endomorphismus von g, so ist g g* positiv definit. Zu dieser Abbildung gibt
es nach dem Aquivalenz-Satz eine orthogonale Abbildung v und eine diago-
nale Abbildung d, so dass g ¢* = v d?v* gilt. Die Abbildung w := d=tv* g
ist orthogonal und es gilt ¢ = vdw. Dann gilt |det g| = |det d| und Be-
merkung 29.8 und die Félle (i) und (ii) liefern die Behauptung.

O

Abschlieflend betrachten wir die Existenz nicht-Borelscher Mengen.
Satz 29.15 FEs gilt B # P(R?) fiir jedes d € N.

Beweis: Wir erkliren auf R? eine Aquivalenzrelation: zu z,y € R sei z ~ y <
x —y € Q. Die Aquivalenzklassen haben dann die Form z + Q%, 2z € R?. Zu jeder
reellen Zahl 7 existiert ein n € Z mitn <n < n-+1, alson—n € [0, 1. Somit gibt es
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in jeder Aquivalenzklasse ein z € [0, 1[. Es gibt nach dem Auswahlaxiom eine Menge
K C [0,1], so dass K mit jeder Aquivalenzklasse genau ein Element gemeinsam hat.

Also ist

R = Jk+Q") = | v+ K).

keK yeQd

Weiter gilt fiir y1 # y» = (y1 + K) N (y2 + K) = 0, denn ist der Durchschnitt
nicht-leer, so existieren kq, ko € K mit y; + k1 = yo + ko, also ky ~ ky. Dann ist
ki = ko, also y; = y, im Widerspruch zu y; # 4. Falls nun K € B¢, so folgt aus der
o-Additivitat

> My + K) = XM(R?) = +oo.

yeQd
Nach 29.9 (i) (Translationsinvarianz) ist \%(y + K) = A(K) fiir y € Q¢. Also mu8
M(K) > 0 sein. Mit K C [0, 1] ist

U @+K) coz2
y€[0,1[nQ?
und daher
Y XMy +K) < X([0,2]) =2 < o
y€[0,1[NQ?
Das geht aber nur, wenn \%(y + K) = A\¢(K) = 0, im Widerspruch zu \¢(K) > 0.
Also kann K nicht in B¢ liegen. U
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Mef3ibare numerische Funktionen

Der Begriff mefibare Abbildungen erschien im Hinblick auf die Definition von Bild-
maflen als genau der richtige Begriff. Wir werden nun sehen, dass die Konstruktion
des Integrals den Begriff der Mefibarkeit in ein neues Licht bringt. Es seien (€2, A, u)
ein Mafiraum und A € A. Das Integral von 1,4 tiber € beziiglich des Mafles u sollte
durch p(A) festgelegt sein. Also mufl A zu A gehoren. Diese Vertriglichkeit von
14 mit der o-Algebra A wird fiir kompliziertere Funktionen f: 0 — R durch ein
geeignetes Approximationsargument verallgemeinert und fiihrt zuriick zum Begriff
der MeB3barkeit, gegeben in der Definition 29.1.

Definition 30.1 Es sei (€, A, ) ein MaBraum. Eine Funktion f: Q — R heift
numerisch. f heifit A-mefibare numerische Funktion, falls f~'(—oc), f~!(c0) und
f71(O) fiir jede offene Teilmenge O in R zu A gehéren. Die Menge aller A-mefbaren
numerischen Funktionen auf €2 bezeichnen wir mit

Eo(Q, My R) =: E().

Die Abhéingigkeit des Raums Ly von p ist tatséchlich iiberfliissig. Der Begriff der
MeBbarkeit bendtigt nur A. Somit sollten wir besser Ly(2, A, R) schreiben. Der
Grund fiir die hier gewihlte Notation erklart sich erst spéter.

Bemerkung 30.2 Es bezeichne B das System aller Untermengen B von R mit
BNR € B'. Man nennt B die Borelsche o-Algebra auf R. Es ist f eine .A-mefbare
numerische Funktion genau dann, wenn f A/B-mefbar ist (siehe Definition 29.1
und Satz 29.3).

Von nun an verwenden wir die folgenden Bezeichnungen: Sind f,g: Q@ — R und
a, B € R, so setze

[f>a]i=[a< fl:i={z€Q: f(z) >a}=f"(a,x]).

Analog [f < al, [f <al,[f>al, [f=a], [f #a], [a< f<B],[f <g], [f <gl]
[f #4q), [f =g], @ < f,g > B] usw.

Weiter setzen wir B := B'.

Satz 30.3 Fir eine numerische Funktion f: Q — R sind dquivalent.

(1) f € EO(Qnu’R)

(i) [f < o] € A fiir jedes o € Q [bzw. R/

iii) [f < o] € A fir jedes o € Q [bzw. R]
) [

(iii
(iv) [f > o] € A fir jedes o € Q [bzw. R/
37
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(v) [f = o] € A fiir jedes o € Q [bzw. R].

Beweis: (i) = (ii): Nach Voraussetzung liegen f~'(—o0), f~'((—00,0)), @ € Q
(bzw. R) in A. Es gilt
[f <a] = f7([~o0,0)) = f7H(=00) U 7 ((—00,0)),
also folgt [f < a] € A.
Weiter gelten die folgenden Identitéten:

o

[f <a]= ﬂ[f<a+ /i), [f >al=[f <o, [f >a] =[If > - (1/j)]

Jj=1
Damit ist berelts (ii) = (iii) = (iv) = (v) bewiesen.

(v) = (i): Es sei O offen in R. Nach Lemma 28.13 existieren (c;); und (5;); in QY
mit O = Uj>1[aj, Bj), also

Uf O‘]nBy —U([fzay]m[f<ﬁj])

jz1 Jjz1

Mit [f < B;] = [f > B;]° folgt somit aus (v) f~1(0) € A. Weiter gilt
=(If <=4, (o) =If >,

i>1 i>1

und somit liegt auch f~'(+o0) in A. O

Definition 30.4 Es sei f: Q — R. Dann heiflen f*:= f V0 bzw. f~ =0V (—f)
Positiv - bzw. Negativteil von f. (Erinnerung: V steht fiir das Supremum).

In der folgenden Abbildung sind der Positiv- und der Negativteil eines f € R%
dargestellt.

N

N

Es gelten

frz0, f720, f=f"=f7 Ifl=fT+f"
Diese Identitéten sind anschaulich klar. Fiir 1hren formalen Beweis (Ubung) verwen-
det man die Rechenregel

(fVg+h=(+h)V(g+h), (=f)V(=g9)=—-(fArg)
fir f,g,h € RQ, wobei A fiir das Infimum steht.
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Satz 30.5 FEs seien f € Lo(Q, u, R) und (f;); eine Folge in Lo(, 1, R) und k € N.
Dann gehdren die numerischen Funktionen f*, f~, |f|, maxi<j<x f;, mim< <k f,
sup, f;, inf; f;, im sup; f; und liminf; f; 2u Lo(S2, p, R) Insbesondere ist lim;_,o f; €
Lo(9, 1, R), falls der Limes in R existiert.

Beweis: Es sei & € R. Dann ist nach Satz 30.3 [f; > a] € A, j € N, also
[sup f; > a] = U[fj > a € A,
j

Jj>1

also ist sup; f; mefbar nach Satz 30.3. Ist f; € Lo(, 1, R), so auch —f;, also ist
inf; f; = — sup;(—f;) meBbar.

Setze weiter g; = f; fir 1 < j < k und g; = fi fiir j > £, so ist sup;g; =
max; << f; meB8bar, wie gerade gesehen, und analog ist auch min;<;< f; mefibar.
Nach Definition und mit |f| = f*+ f~ ist dann auch f*, f~ und |f| mefibar. Weiter
gilt

limsup f; = inf sup fi, liminf f; =sup inf f.
j I k>j J j  k2J

Also sind diese Abbildungen nach dem bereits Bewiesenen mefibar. O

Satz 30.6 FEine Funktion f = (fi,...,fd): (Q,A4) — (R¢, B?Y) ist genau dann
A/B%-mefbar, wenn alle Koordinatenfunktionen fi,..., fq: (,A) — (R, B) A/B-
mefbar sind.

Beweis: Es sei pr;: R* — R definiert durch pr;(z) := z; fir = (x1,...,24) und
j €{1,...,d} (Projektionsabbildungen). Jedes pr, ist stetig, also Borel-mefibar. Ist
f mefibar, so auch f; :=pr;of,j=1,...,d (nach Satz 29.5). Sind f1,..., fq meBbar

und ist [a, b€ RY, so ist

U

'([a, b)) :ﬂ ([aj,b5]) €

Da R¢ die o-Algebra B¢ erzeugt, ist f mit Satz 29.3 mefbar. O

Satz 30.7 Sind f und g A-mefbare numerische Funktionen und o, 8 € R, so sind
auch af + Bg und f - g A-mefbare numerische Funktionen.

Beweis: Es seien f,g: Q@ — R. Dann ist h: Q@ — R?, definiert durch h(z) :=
(f(z),g(z)), nach Satz 30.6 A/B?-mefibar. Seien weiter s,p: R? — R definiert durch
s(x1,T2) = T1 + 2 und p(x1, T2) = 1 - T9. Diese Abbildungen sind stetig, also %/B-
mefibar. Damit sind f + g =so h und f - g = po h nach Satz 29.5 A/B-mefibar.

Seien nun f,g: 0 — R A-mefibare numerische Funktionen, so sind die Abbildungen
fnygnt @ = R mit f, := max(—n,min(f,n)) und g, := max(—n, min(g, n)) nach
Satz 30.5 A/B-mef3bar, also sind auch f, + g, und f, - g5, n € N, nach dem ersten
Teil des Beweises A/B-mefibar. Damit sind auch f + ¢ = lim, ,o(fn + 9) und
fg=1lim, yoo(fn - gn) A-meBibare numerische Funktionen (Satz 30.5). Konstante
Funktionen a bzw. 3 sind mefibar, also auch af, Sg und folglich a.f + Sg. O
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Korollar 30.8 Sind f,g: (2, A) — (R,B) A/B-mefibar, so sind [f < g],[f <
gl,[f = gl und [f # g] in A.

Beweis: Es gelten [f < gl =[g—f >0, [f<gl=[g—f>0,[f=9g]=[f-9g<

O)N[f—¢g>0lund [f #g]=[f—9g <0]U[f —g > 0]. Also folgt alles aus der
MefBbarkeit von f — ¢g und g — f und aus Satz 30.3. 4

Korollar 30.9 Eine numerische Funktion f: (Q, A) — (R, B) ist genau dann mefs-
bar, wenn ihr Positivteil f+ und ihr Negativteil f~ mefbar sind.

Beweis: = folgt aus Satz 30.5; < folgt aus f = f* — f~ und Satz 30.7. O

Definition 30.10 Es sei (©,.A) eine Mefiraum. Eine Funktion f: Q@ — R heifit
(A)-Elementarfunktion oder (A)-einfach, wenn f(Q) endlich ist und wenn sie A4 /B-
meBbar ist. Die Menge aller (A)-einfachen Funktionen bezeichnen wir mit EF (€2, R).

Bemerkungen 30.11 (i) Es seien m € N und (e, 4;) € R x A fiir j =
1,...,m. Dann ist

f=> ol € EF(QR).

=1

Gilt aj #0, 5 =1,...,m, o # oy und A; N Ay = 0 fiir j # k, so heifit
> iy ajla; Normalform der einfachen Funktion f.

(ii) Es gilt: Jede einfache Funktion besitzt eine eindeutig bestimmte Normal-
form und

S.F(Q,R) = {Zalej,mE N,O!j GR\{O},A] E.A;AjﬂAk :qur]7ék‘}
7j=1

(iii) Mit f,g € EF(Q,R) ist auch ||, g- f, gV f und g A f in EF(Q,R).

Beweis zu (ii): Es sei f € EF(Q,R). Dann existiert ein m € N und paarweise
verschiedene ey, ..., e, in R mit f(Q)\ {0} = {e1,...,en }. Sei 4; := f~!(e;), dann
ist A; € Aund A;N Ay =0 fiir j # k. Alsoist 7" e;14; die eindeutig bestimmte
Normalform. Der zweite Teil der Aussage folgt mit der ersten Aussage in Bemerkung
(i). O

Es bezeichne R := [0, 0o]. Wir kénnen nun den Raum Ly (£2, f, R+) charakterisieren:
Satz 30.12 Fir f: Q — R" sind dquivalent.

(i) f € Lo(2uR")
(ii) Es gibt eine wachsende Folge (f;); in EF(Q,RT) mit f; — f fir j — oc.

Beweis: (ii) = (i): folgt sofort aus Satz 30.5.
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(i) = (4): Es sei j € N und

g B2V f<(k+1)27]  k=0,...,52 —1
e [f > 4] k=i,

Die Mengen A; sind fiir k = 0,..., 52’ disjunkt und liegen in A gem#f} Satz 30.3.
Dann gehort

j2
fi=> k27 14, jEN
k=0

zu EF(Q,RT). fj11 kann auf A, nur die Werte 27771(2k) und 2777(2k + 1) fiir
k=0,...,72 — 1 annehmen, denn:

jk = 23—J]f1 <fr< 2];';1} [2]2{]1_11 <f< %] = Ajr06 U Ajop41-
Dann ist
firrlagm = 28) 27770 = fila,,
und

Firtlag e = @k +1)277" > fila,
Auf A; ;o kann f;,; nur Werte > j annehmen:

[fzil=[fzi+1U<f<j+1]
Also folgt

firtlirzirn =5+ 1> filiyzien =
und
fintligs<ivn > 5 = fili<s<ivn -

Daher ist 0 < f; < fj41 fiir j € N
Es sei nun z € Q. Ist f(z) = +o0, so gilt f;(z) = j, j € N, und somit lim; ,, f;(z) =
f(x).Ist f(z) < 0o, so gilt fiir j > f(z), dass x in einer Menge A;, k =0,...,52'—1

liegt. Es gilt f;(z) < f(z) < fj(z) + 277, also auch hier lim; , f;(z) = f(z). Somit
ist die punktweise Konvergenz gezeigt.
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=

(k+1)277
k273
(k—1)277

Korollar 30.13

(i) Zu jedem f € Lo(Q, 1, R) gibt es eine Folge (f;); in EF(Q,R) mit f; — f.
(i) Es sei f € Lo(Q, u,RT) eine beschrinkte Abbildung. Dann gibt es eine
wachsende Folge (f;); in EF(Q,R"), die gleichmdfSig gegen f konvergiert.

Beweis: Zu (i): Es gilt f = f* — f~. Somit folgt die Behauptung aus Satz 30.12 und
der Tatsache, das

EF(QR) C Lo(2 1, R)
im Sinne von Untervektorrdumen.
Zu (ii): Wenn f € L(, 4, R") eine beschriinkte Abbildung ist, so folgt fiir die im
Beweis von Satz 30.12 konstruierte Folge (f;);:
fi(2) < f(2) < fi(a) +277
fir j > || f||c, also konvergiert (f;); gegen f gleichmafig. O



KAPITEL 31

Integrierbare Funktionen

Entlang der Diskussion mefibarer numerischer Funktionen, definiert auf einem Maf-
raum (2, A, ), ergibt sich die Konstruktion des Integrals von numerischen Funktio-
nen beziiglich des MafBles y in drei Schritten. Fiir f =14, A € A, soll [ fdu := p(A)
sein. Fiir einfache Funktionen f = Y7 a; 1,4, wird dann 77" | a; pu(A;) der Kandi-
dat fiir das Integral sein. Fiir nicht—negative me3bare numerische Funktionen wollen
wir dann die Approximierbarkeit durch eine wachsende Folge von einfachen Funk-
tionen nutzen. Schliesslich wird fiir eine beliebige mef3bare numerische Funktion ihre
Zerlegung in den Positiv— und Negativteil verwendet.

Wir vereinbaren im folgenden einfache Funktionen stets durch ihre Normalform
darzustellen, wenn es nicht ausdriicklich anders gesagt wird. Ferner setzen wir oo -
0 := —oo -0 := 0. Diese Vereinbarung ist in der Integrationstheorie iiblich und
niitzlich, um zum Beispiel einfache Funktionen iiber ihren ganzen Definitionsbereich
integrieren zu konnen. Es ist eine Multiplikation der Elemente 400 und —oo mit
dem Nullvektor 0 in R (oder allgemeiner dem Nullvektor 0 eines Vektorraums), und
keine weitere Rechenregel in R. Wir erinnern daran, dass R kein Kérper ist und in

R Ausdriicke wie co — oo, 0 - (00), %", %, % und ‘t%o nicht definiert sind.

Ferner sei (€2, A, u) stets ein Mafiraum.

Definition 31.1 Fiir f =377", a;14; € EF(Q,R) (Normalform) heifit

/Q fiu= | fau :=§O¢ju(z4j)

Integral von f (iiber Q) beziiglich des MaBes p. Weiter heiit [, fdu = [, 14fdu
fiir A € A Integral von f iiber A beziiglich des Mafles p.

43
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Bemerkung 31.2 (i) Nach der Bemerkung 30.11 (ii) ist [ fdu wohldefi-

niert. Nach Bemerkung 30.11 (iii) ist auch [, f du fiir A € A wohldefiniert.

(11) Ist f = ZZ:l/Blek mit /81,...,5,1 € R\{O} und Bl,...,Bn € A mit

B; N By, = 0 fiir j # k (nicht notwendig die Normalform!) eine 4-einfache
Funktion, so gilt

/ fdp="Y" Br n(Br).
Q k=1

Beweis zu (i): Es sei D 7" a;14; die Normalform von f. Sei Apq1 = (Vj2, A
Bni1 =iy B und apy1 =0, fBpg1 = 0. Dann gilt Q = Um+1A = ”+1 ~, By und
A= "+1(A N By) und By = Um+1(BkﬂA Jfirj=1,....mund k=1,...,n
Die Mengen A; N By, sind paarweise disjunkt. Daher folgt

n+1 m—+1

= uwlA;NBy), u(B) = Z 1(Br N A;).

Ist A; N By # 0, so ist a; = S, also

m—+1 1

/Q fap = Y ou(A) =3 a; 3 u(4;0 By)
j=1

j=1 1

=
S
+

=
Il

n+1 m+1

ZﬁkZu (4;N By) = Zﬂku(Bk) :

g

Satz 31.3 Das Integral [, -dp: EF(Q,R) — R ist linear. Fir A,B € A und
ANB =0 gilt

/ fdu=/fdu+/fdu, f € EF(QR).
AUB A B
Weiter gilt
I/Afdu\S/A\fldué Iflei(A), A€ A feEFQR)
und [, fdp < [,gdu fir f,g € EF(QR) mit f < g und A € A.

Beweis: Die Gleichheit [, aof dup = o [, f dp fiir @ € R ist sofort klar. In der Nota-
tion wie im Beweis der Bemerkung 31.2 (ii) gilt

n+1 m+1
]-Aj - E ]-AjﬂBk und ]-Bk - E ]-AjﬂBk'
k=1 j=1

Wenn nun f =377 a;la; und g = >, Belg,, so folgt

m+1 n+1

f+g= Z Z(aj + Br)1a;nB,-

j=1 k=1
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Dies ist im allgemeinen keine Normalform. Doch mit Bemerkung 31.2 (ii) folgt die
behauptete Linearitit. Da weiter 140 f = 14 f + 1p f gilt, folgt somit die zweite
Aussage. Die dritte Aussage folgt, da mit f auch |f| einfach ist und die Dreiecksun-
gleichung gilt. Weiter ist [, hdp > 0 fiir h € EF(Q,R*), also folgt mit der Linearitiit
auch die letzte Behauptung. O

Bisher brauchten wir nur die endliche Additivitdt von u. Die Resultate 31.2 und
31.3 gelten auch fiir Inhalte auf Ringen und Algebren. Wir wollen nun das Integral
fiir nichtnegative A-mef3bare numerische Funktionen bestimmen. Nach Satz 30.12
existiert zu f € Lo(2, p, RJF) eine Folge (f;); in EF(Q, RT) mit f; 1 f. Es bietet sich
daher die Definition fQ fdp = lim;_, fQ fj dp an. Tatséchlich ist diese Definition
sinnvoll, da sie unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge (f;); ist:

Satz 31.4 Fir jede wachsende Folge (f;); in EF(Q,RY) und jedes f € EF(,RY)
mit f < sup, f; gilt: [, fdp < sup; [, f;dp.

Beweis: Es seien f =" o;la,, o4,...,0m > 0und Ay,..., A, € A disjunkt. Zu
B >1und j € Nsei B; := [ f; > f]. Nach Korollar 30.8 liegen diese Mengen in der
o-Algebra A. Ist x € Q mit f(z) =0, so ist z € B; fiir alle j € N. Ist f(z) > 0, so

ist limg 00 B f(z) > f(z). Also ist = € B; fiir hinreichend grofie j € N. Somit folgt
B; 1 2. Nach Definition von B; ist 3 f; > f 1p,. Es folgt mit Satz 27.15

=1 i=1
— Jim [ flnda< lin [ Bfdu=p in [ fdn
j—o Jqo j—o Jq j—o Jqo

Fiir g | 1 folgt die Behauptung. O

Korollar 31.5 Flir zwei wachsende Folgen (f;);, (g;); in EF(Q,RT) gilt:
Ist sup; f; = sup; g;, so folgt

sup / fjdp = sup / g; dp.
J Q J Q

Beweis: Fiir k € N ist g, < sup; f;, also mit Satz 31.4

/ 9k dpp < sup / fidp, also sup / 9k dpp < sup / fi dp.
Q J Q k Q J Q

Die Symmetrie dieses Arguments liefert die Behauptung. O

Definition 31.6 Es seien f € EO(Q,M,R+) und (f;); eine Folge aus EF(Q,R")
mit f; 1 f. Dann heifit der von der Auswahl der Folge (f;); unabhéngige Grenzwert

[ taui= tim [ fydp=sup [ 5
Q J70 Jq i Ja
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das Integral von f (iiber Q) beziiglich des Mafles i, kurz das p-Integral von f. Wir
verwenden im Weiteren auch die Symbole

[ ran [ f@aut), [ 1@ uao).

Wir haben in Satz 31.3 gesehen, dass das Integral auf dem Raum der einfachen
Funktionen linear und monoton ist. Wir zeigen nun, dass diese Eigenschaften bei

der Ausdehnung des Integrals auf den Raum Ly(€2, p, R+) erhalten bleiben:

Satz 31.7 (1) Fir fag € EO(Q, /Laﬁ_{—) und Q, B € R* gilt

[@r+spdui=a [ rau+s [ gdn
(ii) Fir f,g € Lo(2p,R ) mit f < g gilt

Lf@é[ﬁ@-

Beweis: zu (i): Zu f und g existieren Folgen (f;),; und (g;); in EF(Q, R") mit f; 1 f
und g; 1 g, also f; +¢; T f + g. Somit

[+ gydn=tim [+ g)dn=tim [ fidustim [odu= [ ran+ [ gd
j—o00 j—o00 j—o00

nach Satz 31.3. Fiir « € R folgt analog [« fdu = o [ fdp.

zu (ii): Mitg=f+(g—f)undg—f € EO(Q,N,R+) ergibt (i):

/ﬁw=/fw+/@—ﬁW2/fW-

Bemerkung 31.8 Es gilt
EF(Q,RT) C Lo(Q, 1, RY).

Denn fiir f € EF(Q,RT) gilt lim; o, f; = f, wenn wir f; = f, j € N, setzen. Somit
ist die Definition 31.6 mit Definition 31.1 vertriglich.

Korollar 31.9 Fiir f € EO(Q,M,R+) gilt
[ sau= sup{/ gdp, g € EFQRY), g < f}
Q Q
(dies hitte die anfingliche Definition sein kinnen).

Beweis: Fiir alle g € EF(Q,R) mit g < fist [, fdu > [, gdu (Monotonie, Satz
31.7), also

[ pau= sup{/ gdu, g € EF(LRY), g < f} .
Q Q
Die andere Richtung folgt sofort aus der Definition 31.6. O
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Satz 31.4 gilt auch in Ly(2, M,RJF) und geht auf B. Levi (1875 - 1961) zuriick:

Satz 31.10 (iber die monotone Konvergenz, Levi)

Es sei (f;); eine wachsende Folge in Loy(52, /L,KJF). Dann gilt

/(lim fj) dp = _lim/fjd,u in R
Q Iz Ja

j—00

Beweis: Es sei f :=lim;_,«, f;, dann ist nach Satz 30.5 f € LO(Q,M,R+) und es ist
fi < f,j € N. Also folgt aus Satz 31.7 (Monotonie) [ fjdu < [ fdpu, j € N, also

limg oo [ fdpu < [ f dp

Es sei nun g € EF(Q,RY) mit g < f. Sei # > 1 und B; := [ f; > g], j € N. Dann
ist (B;); eine wachsende Folge in A mit (J; B; = 2 und 3 f; > g1p, (siehe Beweis
zu Satz 31.4). Es ist g 1p; 1 g, also folgt mit Satz 31.4

Jodu=tim [g1ndn<stim [ gida.
j—o0 j—o0

Da 8 > 1 beliebig war, folgt weiter

/gduéjlggo/fjdu

fiir jede einfache Funktion g mit g < f. Mit Korollar 31.9 folgt

[ tan< i [ au

Korollar 31.11 FEs sei (f;); eine Folge in Lo(€2, 1, K+). Dann gilt
Z/fde:/(ij) dp in R
j=1 j=1

Beweis: Man wende Satz 31.10 fiir (f1 + -+ + f;)jen an und verwende Satz 31.7
(Additivitdt des Integrals). O

Bemerkung 31.12 Die Aussage von Satz 31.10 iiber die monotone Konvergenz

ist fiir nichtwachsende Folgen im allgemeinen falsch. Sei dazu f; = %l[g,ﬂ, jEN
Dann ist (f;); eine Folge in EF(R,R"). In Bezug auf den Mafraum (R, B', \!) gilt:

J fid\' =1, j € N. Aber (f;); konvergiert gleichm#Big auf ganz R gegen 0.

Beispiele 31.13 (i) Es seien (€,.A) ein Mefiraum und ¢, das Dirac-Maf§
(siehe Beispiel 27.10 (i)). Dann ist [ f dd,, = f(w) fiir jedes f € Lo(1, /L,R+),I
wobei u beliebig gewiihlt ist. Nach Definition 31.6 geniigt es, f € EF(Q, R1)J
zu betrachten. Sei also f = Y ", @; 14, in Normaldarstellung gegeben.
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Dann liegt w in genau einer Menge A;, also folgt

/fdéw = zm:ai 6w(Az) =05 = f(w)

(ii) Es seien 2 = N, A = P(N) und g das Zahlmafl (siehe Beispiel 27.10
(ii)). Dann ist Lo(€2, p, K+) gleich der Menge aller numerischen Funktionen

f > 0 auf Q. Weiter ist

/fdg:i:jf(n)-

Setze dazu f, := f(n) 1}, n € N. Dann ist f, € EO(Q,M,R+), sogar in
EF(Q,RT), undmit f = 3" -, f, folgt aus Korollar 31.11 f € Ly(2, M,R+)

und
[rae=3 [ fde=3" ) altnp) = Y- 1)
n=1 n=1 n=1
Wihlen wir f,: N — [0,00], n € N, mit f,(k) = anx € R, n,k € N. Dann
liefert Korollar 31.11 fiir alle a,; € [0,00] (n,k € N)
k=1 n=1 n=1 k=1

Dies ist fiir nichtnegative Doppelreihen sogar eine Erweiterung von Satz
6.20, da nicht sup, Z;,k:O |ank| < oo gefordert wird.

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die monotone Konvergenz
fiir beliebige nicht notwenigerweise wachsende Folgen in L(€2, M,R+)z

Satz 31.14 (Lemma von Fatou) Fir jede Folge (f;); in EO(Q,/L,RJF) gilt
/ (lim inf £;) dp < lim inf / fidp in R
j j

Beweis: Wir setzen g; = infy>; fy. Nach Satz 30.5 ist g; € EO(Q,M,E+) fiir jedes
j € N. Die Folge (g;); konvergiert wachsend gegen liminf; f;. Also liefert Satz 31.10

I ‘dp= [ (liminf f;) du.
jggo/gg p /(lmjm f7) dp

Weiter ist g; < fy, also [ gjdp < [ fedp fiir k > j. Also [ g;du < infys; [ fi dp.
Im Limes j — oo folgt nun die Behauptung. U

Nun dehnen wir den Integralbegriff auf geeignete mefibare Funktionen aus:

Definition 31.15 Man nennt f € £o(Q, 4, R) p-integrierbar, wenn [, f*dp < oo
und [, f~dp < oo. Aquivalent dazu ist die Bedingung Jo |fldp < oo. In diesem
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/Qfdu:/ﬂﬁdu—/nf‘du

das (u-) Integral von f (iiber Q). Ist f p-integrierbar und A € A, so setzt man
Jofdp == [14fdp und nennt dies das p-Integral von f iiber A. Wenn keine
Verwechslungen mdoglich sind, lassen wir das Mafl x4 in der Bezeichnung weg und
sprechen vom Integral von f und der Integrierbarkeit von f.

Fall heifit

Bemerkungen 31.16 (i) Fiir f € Lo(2, p, R+) ist f~ = 0, und somit ist
Definition 31.15 mit Definition 31.6 vertraglich.
(i) Fiir f € Lo(2, p, R+) gilt: f ist p-integrierbar genau dann wenn [ fdu <
0.
(iil) f € Lo(S, p, R) heiBt quasi-integrierbar, falls [ f*dp < oc oder [ f~du <
oo. Wieder setzt man [ fdu= [ ffdu— [ f-dueR

Satz 31.17 Fir die p-Integrierbarkeit von f € Lo(2, p, R) ist jede der folgenden
Bedingungen notwendig und hinreichend:

(i) f* und f~ sind p-integrierbar.
(ii) Es gibt p-integrierbare Funktionen u > 0, v > 0 mit f = u — v.
(iii) Es gibt eine p-integrierbare Funktion g mit |f| < g.

(iv) |f] ist u-integrierbar.
Beweis: Wir zeigen, dass (i) — —(iv) dquivalent sind, denn die p-Integrierbarkeit von
f ist dquivalent zu (7).
(1) = (44): Man setzt u := f*, v = f~ und verwendet f = f* — f~.
(17) = (i49): Mit u, v ist auch u + v integrierbar (nach Satz 31.7). Es gilt

f=u—v<u<u+vw

und
—f=v—u<v<u+w,

also setzt man g := u + v.
(#44) = (iv): Nach Satz 31.7 gilt [ |f|dp < [ gdp < +oc.

(iv) = (4): Es gilt f* < |f| und f~ < |f| und mit Satz 31.7 folgt die Behauptung.
U

Bemerkung 31.18 Aus (ii) in Satz 31.17 folgt [ fdy = [udp — [vdp, denn
f=u—v=ft—f",alsou+ f~ =v+ f*. Mit Satz 31.7 folgt [udu+ [ f~dp=
Jvdu+ [ fHdp. O

Korollar 31.19 Ist f € Lo(2, u, R) p-integrierbar, dann ist pl|f| = oo] =

0.
Sind f,g € Lo(, p,R) p-integrierbar, so sind auch max(f,g) und min(f,g) p-
integrierbar.
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Beweis: Es gilt A :=[|f| = oo] € Aund co-14 < |f], also mit Satz 31.7
oo-u(A)z/oo-lAdug/|f|d,u<oo.
Q Q

Somit folgt pu(A) = 0. Es sind max(f,g) und min(f, g) in Lo(£2, u, R) (siehe Satz
30.5). Beide Funktionen werden durch |f| + |g| majorisiert, und |f| + |g| ist eine
p-integrierbare Funktion. Also folgt die Behauptung mit Satz 31.17. 4

Satz 31.20 (Linearitit und Monotonie des Integrals)

(i) Sind f, g € Lo(, p, R) p-integrierbar und o € R, so ist af+g p-integrierbarf
und [(af +9)dp = of fdu+ [gdu (hierfir muf of + g wohldefiniert
sein).

(ii) Sind f,g € Lo(Q, u, R) p-integrierbar, so gilt

fégé/fduﬁ/gdu und ‘/fdu‘s/lfld/ﬁ-

Beweis: zu (i): Die Funktion « f ist p-integrierbar, denn sie ist mebar und |af| =
||| f| ist nach Satz 31.7 p-integrierbar. Es gilt (af)* = af ™ und (af)” = af~ fiir
a>0und (af)™ = |a|f” und (af)” = |a|fT fir « <0. Damit folgt

/afdu:a/fdu.

Weiter ist f = fT— f~und g = gt —¢g,also f+g=fT+g"—(f"+9g)-
Mit Satz 31.7 sind v := f* + ¢t und v := f~ + ¢~ p-integrierbar. Also ist f + ¢
p-integrierbar nach Satz 31.17 und die f 4 g betreffende Behauptung folgt aus der
Gleichheit f + g =u —v.

zu (ii): Aus f < g folgt f* < ¢g" und f~ > g7, also [ fdu < [ gdp mit Satz 31.7.
Da f < [fl und —f < |f], folgt | [ fdu| < [|f|dp aus dem gerade Bewiesenen,
indem man speziell g := | f| wéhlt. O

Definition 31.21 Es bezeichne £! := L!(u) := L£}(Q, 4, R) die Menge der reell-
wertigen p-integrierbaren Funktionen.

Bemerkung 31.22 £'(u) ist ein R-Vektorraum und f +— [ f dy ist eine monotone
Linearform.

Bemerkung 31.23 Ist f p-integrierbar, so auch 14 - f mit A € A, denn |14 -
f| < |f|- Man verwende Satz 31.17. Damit ist [, fdu := [, 14 fdp in Definition
31.15 ordentlich definiert. Die Abbildung f — [, fdu ist eine Linearform auf £'(),
A € A. Man kann Integrale iiber Mengen aus A auch gewinnen, indem man die
Restriktion g4 := pana von p auf die Spur o-Algebra A N A betrachtet: Ist f’ die
Restriktion von f auf A € A, dann ist f' pa-integrierbar und

/f'dﬂA=/Afdlﬁ

(einfache Ubung in drei Schritten!).
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Beispiele 31.24 (i) Siehe Beispiel 31.13 (i): f € Lo(€2, p, R) ist genau dann
d,-integrierbar, wenn f(w) € R.
(ii) Siehe Beispiel 31.13 (ii): f € Lo(f, u, R) ist p-integrierbar (o bezeichne das

Zahlmaf), wenn
D)) < oo

n>1






KAPITEL 32

Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Das pu-Integral wird sich als unempfindlich gegeniiber Abinderungen des Integran-
den auf p-Nullmengen erweisen, solange der Integrand mefbar bleibt. Um diese
Eigenschaft formulieren zu kénnen, hat sich der von Lebesgue eingefiihrte Begriff
fast iiberall als zweckmiiflig erwiesen. Im folgenden sei (€2, A, 1) ein Mafiraum.

Definition 32.1 Es sei F eine Eigenschaft, die fiir die Punkte aus {2 entweder
richtig oder falsch ist. Man sagt, dass E p-fast diberall gilt (dass E fiir p-fast alle
x € Q richtig ist), wenn es eine py-Nullmenge N gibt, so dass F(z) fiir jedes z € N°¢
richtig ist. Abkiirzend schreiben wir dafiir £ gult p—f.i.

Beispiele 32.2 (i) Fiir f,g: Q — R gilt f > g p—f.ii. genau dann, wenn es
eine p-Nullmenge N gibt mit f(x) > g(z) fiir jedes z € N°¢.
(ii) Es seien fj, f € R? fiir j € N. Dann konvergiert (f;); genau dann p—£.ii.
gegen f, wenn es eine p-Nullmenge N gibt mit f;(z) — f(z) fiir z € N°.
(iii) f: Q — R ist genau dann p—f.ii. beschriinkt, wenn es eine p-Nullmenge N
und ein S > 0 gibt mit |f(z)| < S fiir jedes z € N°.

Es wird nicht gefordert, dass die Ausnahmemenge M der x € €2, welche die Eigen-
schaft F nicht haben, zu A gehort. Es wird nur gefordert, dass M Teilmenge einer
geeigneten p-Nullmenge N € A ist.

Satz 32.3 (i) Fir alle f € EO(Q,M,R+) gilt:
/fd,u:O(:)fzo p—f. .
0

(i) Jedes f € Lo(, u, R) ist diber eine beliebige u-Nullmenge N integrierbar

und es gilt
/ fdu=0.
N

Beweis: zu (i): Da f meBbar ist, liegt A := [f # 0] = [f > 0] in .A. Wir zeigen
/fd,uzO(i),u(A)zo.
Q

Es sei [, fdp=0.Esseien A, :=[f > 1], neN, also 4, € A,n €N, und 4, 1 A.
Aus %114” < f folgt
1 1
OS_N(An):/_lAndMS/deZOa
n on Q
53
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also u(A,) =0, n € N, und somit ist p(A) = lim, o p(4,) = 0.
Ist umgekehrt p(A) =0, so ist mit f < oco-14

Og/fd,ugoo-/lAd,u:oo-p(A):Q
Q Q

also folgt [, fdu = 0.

zu (ii): Fiir f > 0 ist fly € Lo, p,R") und p—f.ii. Null, also ist nach (i)
[y fdu = [, flydp = 0. Fiir ein f € Lo(, 41, R) folgt die Behauptung dann
durch Anwendung des Gezeigten auf f* und f~. U

Der erste Teil von Korollar 31.19 liest sich nun so:

Korollar 32.4 Jede p-integrierbare Funktion f: Q — R ist p—f.d. auf Q reellwer-
tig.

In Kapitel 31 haben wir den R-Vektorraum L' := L£}(Q, z,R) der reellwertigen
p-integrierbaren Funktionen eingefiihrt. Wir versehen diesen Raum nun mit einer
Halbnorm:

Definition 32.5 Ist V ein Vektorraum iiber K, so heifit ||-||: V' — R eine Halbnorm
auf V, falls fiir alle z,y € V und « € K gilt:

(i) [l2]] >0
(i) ||zl = |a [lz]
(i) flz + ]l < llzll + 1]

Gilt ||z|| = 0 nur fiir z = 0, so heifit || - || eine Norm.

Satz 32.6 Die Menge L' := LY(Q, i, R) ist ein R-Vektorraum mit Halbnorm

I = [ 1£1du, fe Lt
Q
Die Abbildung I : L' — R, I(f) == [, f du, ist eine positive Linearform auf L' mit
der Eigenschaft
1I(f) = I(g)| < |If — g, f.geLh.

Beweis: In Satz 31.20 und Bemerkung 31.22 ist gezeigt worden, dass £! ein R-
Vektorraum ist und dass I eine Linearform ist. Fiir f € £ mit f > 0 gilt I(f) > 0.
|| - |l1 ist eine Halbnorm, denn [ |f|du > 0, und die anderen Eigenschaften sind
unmittelbar klar. Weiter ist

|/Q(f—g)duléfﬂ\f—gldu=||f—g||1

fir f,g € L. O
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Bemerkung 32.7 || - ||; ist nicht notwendig eine Norm. Denn mit Satz 32.3 (i)
gilt ||f|l1 = 0 genau dann, wenn [|f| > 0] eine p-Nullmenge ist. Gibt es also eine
nicht-leere Nullmenge A € A, so ist f :=14 € L, f # 0, aber ||f]|; = 0.

Satz 32.8 FEs seien f,g € Lo(, 1, R), die p—f.i. auf Q gleich sind. Dann gilt:

(i) Ist f >0 und g > 0, so folgt [ fdu= [gdu.
(ii) Ist f p-integrierbar, so ist g p-integrierbar und ffdu = fgd,u.

Beweis: zu (i): Es sei N := [f # g]. Also ist N € A und pu(N) = 0 nach Voraus-
setzung. Somit ist [, fdu = [, gdp = 0 nach Satz 32.3 (ii). Mit M := N° ist

dann
/ fdu=/1Mfdu:/1Mgdu=/ gdu.
M Q Q M

Also folgt die Behauptung, da fMUN fdu= fM fdu+ fN fdp fiir MON = (siehe
Satz 31.3 und die einfache Ausweitung auf p-integrierbare Funktionen).

zu (ii): Esist f* = g p~f.ii. und f~ = ¢~ p—f.ii. Also folgt mit (i) [ fTdu= [ gt du
und [ f~dp = [ ¢~ du. Da f p-integrierbar ist, sind beide Integrale nichtnegative
reelle Zahlen. Daraus folgt die Behauptung. 0

Korollar 32.9 FEs seien f,g € Lo(2, u, R) und |f| < g p—f.i. Dann ist mit g auch
f p-integrierbar.

Beweis: Wir setzen ¢' := g V | f|, dann ist ¢’ meBbar und ¢’ = g p—f.ii. und |f| < ¢'.
Nach Satz 32.8 ist ¢’ somit p-integrierbar und nach Satz 31.17 dann auch f. O

Es sei N eine p-Nullmenge und f eine auf N¢ definierte, N°N.A-mefbare Funktion. f
heiflt pu—f.di. definierte, A-mefibare Funktion. f kann zu einer A-mefbaren Funktion
auf €2 fortgesetzt werden: man setze

fe(z) = { S, ae

Jede andere Fortsetzung von f auf €2 ist dann p—f.ii. gleich fy.. Nach Satz 32.8
sind somit alle Fortsetzungen pu-integrierbar oder keine der Fortsetzungen ist u-
integrierbar. Sind sie p-integrierbar, so haben alle dasselbe u-Integral. Dies fiihrt zu
der folgenden Definition:

Definition 32.10 Es sei f eine p—f.ii. auf Q definierte, A-mefibare, numerische
Funktion. Sie heifit p-integrierbar, wenn sie zu einer u-integrierbaren, auf ganz 2
definierten Funktion f’ fortgesetzt werden kann. [ f’du heiffit dann das p-Integral
von f. Es wird auch mit [ f du bezeichnet.

Bemerkung 32.11 Es seien f, g zwei u-integrierbare Funktionen. Nach Korollar
324 ist A > N := {|f| = oo} U{|g| = oc} eine pu-Nullmenge, also ist f + g auf
N¢ definiert, also im Sinne der Definition 32.10 integrierbar. Es gilt [(f + g) dp =
[ fdu+ [gdu (siehe Satz 31.20). Die zusiitzliche Bemerkung, f + g sei iiberall
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wohldefiniert, die eigentlich bei der Betrachtung einer Summe zweier mef3barer nu-
merischer Funktionen erfolgen muf}, kann also weggelassen werden.

Wir betrachten nun einen zentralen Vertauschungssatz fiir Integrale und Grenzwerte,
den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz:

Satz 32.12 (von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue)

Die Funktionen (f;); und f seien in Lo(S2, u, R) und lim; o f; = f p-f.d. Ferner
gebe es ein g € LY(Q, u, RT) mit | f;] < g p—f.i., j € N. Dann sind f und f;, j €N,

u-integrierbar und es gelten
tiw [ fidp= [ fau
j—o00

tim [ 1£; = fldu =0
j—o0

und

Beweis: Nach Korollar 32.9 sind f und alle f;, 7 € N, p-integrierbar. Nach den
pu—fast iiberall Resultaten (siehe Satz 32.4, 32.8) haben ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit f und g und alle f;, j € N, Werte in R (iiberall) und iiberall gilt
lim; o fj = f, |fj| < g, j € N. Dann ist

g; = fl+9—1f;i =/l
in Lo(, u, R+) und das Lemma von Fatou (Satz 31.14) liefert

JUs1+ytu= [ Gimite) du < tiint [ g5
- /(\f|+g) du—hm_sup/\fj—ﬂdﬂ-
J

Hier ist das Integral [(|f]+ g) du endlich, also folgt lim;_, [ [f; — f|dp = 0 und
somit liefert | [ f;du — [ fdu| < [|f; — f|du die Behauptung. O

Wir haben somit bereits die drei wichtigsten Konvergenzsitze der Integrationstheo-
rie kennengelernt : Satz 31.10 uber die monotone Konvergenz, Satz 31.14, das Lem-
ma von Fatou, und Satz 32.12 von der majorisierten Konvergenz. Die Lebesguesche
Integrationstheorie ermoglicht sehr allgemeine und flexible Kriterien fiir die Ver-
tauschbarkeit von Grenzwerten und Integralen. So ist in Satz 32.12 nur punktweise
Konvergenz vorausgesetzt. Bei den Cauchy-Riemann-Integralen haben wir f; auf
[a,b] C R definiert und bei f; — f die gleichmdfige Konvergenz gegen f gefordert,
um den Konvergenzsatz Satz 17.1 erhalten zu kénnen.

Abschlielend betrachten wir eine Anwendung von Satz 32.12. Sie betrifft die Unter-
suchung von parameterabhdngigen Integralen:

Satz 32.13 (Stetigkeit von Parameterintegralen)
Es sei M ein metrischer Raum und f: Q x M — R eine Abbildung mit
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(i) f(-,m) € LYQ, u,R) fiir alle m € M,
(ii) f(z,-) € C(M,R) fiir p—fast alle x € Q.
(iii) Es gibt ein g € LY(Q, i, R) mat | f(z,m)| < g(x) fir (z,m) € Q x M.

Dann ist F: M — R mit m — [, f(z,m) p(dx) wohldefiniert und stetig.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt mit (i). Sei m € M und (m;), eine Folge mit
lim;_, m; = m. Man setze f; := f(-,m;), 7 € N. Dann folgt aus (ii), dass f; — f
p—f.ii. Mit (i) und (ii) kann Satz 32.12 auf (fj); angewendet werden:

lim F(m;) = hm /fj du = /]ll)rgof] du = /f(:c,m) u(dx) = F(m).

]—)OO

Das ist die Stetlgkelt in metrischen Rdumen. O






KAPITEL 33

Die Lebesgueschen Riume £? und L?

Gegeben seien der Mefraum (N, P(N)) und eine numerische Funktion f : N — R.
Es sei weiter g ein Maf auf (N, P(N)) mit o({n}) = a, (der Fall a,, = 1 liefert das
Zahlmaf). Dann gilt analog zu Beispiel 31.13 (ii)

/fdg—Zf o(n)) =3 F(n)

n=1

Ist nun o, = n 1 p € (1,00), und f(n) = n, so ist f p-integrierbar, aber die
p-te Potenz fP(n) = nP ist nicht p-integrierbar. Insbesondere ist im Fall p = 2 die
Funktion f? = f - f nicht g-integrierbar. Somit ist das Produkt zweier integrier-
barer Funktionen im allgemeinen nicht wieder integrierbar. Wir wollen in diesem
Kapitel diejenigen mefibaren numerischen Funktionen untersuchen, fiir welche |f[?
integrierbar ist.

Im folgenden sei (£2, A, 1) ein Mafiraum.
Ist f € Lo( p, R), so ist |f|?, p € (0,00), auch in Lo(f, i, R), denn fiir o € R ist

£ > 7], a>0,
Q, sonst.

177 2 0] = {
Also liefert Satz 30.3 die Behauptung.

Definition 33.1 Es sei f € Ly(, 4, R). Man nennt f u-wesentlich beschrdinkt,
wenn es ein « > 0 gibt mit u([|f| > «]) = 0. Dann heifit

[[flloo := ess-sup,eqlf(#)] := inf{a > 0: p([|f] > o]) = 0}

p-wesentliches Supremum von f. Wir setzen
p
1= ([ 1P an) ", e ©.00),

mit der Vereinbarung co'/? := co. Dann heifit

L2, p, R) :={f € Lo(2, 1, R) = [|fl, < o0}, p € (0,00],

Lebesguescher Raum iiber €2 beziiglich p. Fiir p € [1, o] ist der zu p duale Exponent
gegeben durch

© , p=1
p=< p/lp-1) , pE(,OO)
1, p=o0
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Mit der Festsetzung des dualen Exponenten gilt
1 1
~—+—=1, pe[l, o]
p D

Wir werden zeigen, dass fiir p > 1 die Abbildung || - ||, : £7(€2, &, R) — R eine Halb-
norm auf dem R-Vektorraum £LP := LP(, u, R) ist und das (£?, ||-||,) vollsténdig ist.
Dabei werden wir noch kldren, was Vollstdndigkeit fiir einen Vektorraum, versehen
mit einer Halbnorm, bedeutet.

Bemerkungen 33.2 (i) Eine Funktion f € Lo(Q, i, R) ist genau dann p-
wesentlich beschrankt, wenn || f||. < 00.

(ii) Fir f € Lo(, 1, R) gilt |f| < ||f]loo p—L.ii., denn im Fall || f|lc = oo ist

dies klar. Gilt ||f|lec < 00, so ist [|f| > ||flleo + 277] fiir jedes j € N eine

p-Nullmenge, also auch [|f] > [|fllc] = Ujen [[f] > | Flloc +277].
(iii) Es seien f und g p-wesentlich beschrinkt und o € R. Dann ist auch o f+ ¢
p-wesentlich beschrinkt und es gilt

le f + glloo <l [[ flloo + 19l co-

Denn geméi8 (ii) gibt es p-Nullmengen M und N mit |f(z)| < |||l fiir
z € M€ und |g(z)| < ||g||o fiir x € N¢. Also gilt

f (2) + 9(2)| < |af[[flleo + 9]l 2 € (M UN)*= M NN

Satz 33.3 LP? ist ein reeller Vektorraum fir 1 < p < oo (ein Untervektorraum von
Lh(Qau:RDL

Beweis: Fiir p = oo folgt dies aus Bemerkung 33.2 (iii). Im Fall p = 1 wurde in Satz
31.20 bereits betrachtet. Es sei p € (1,00). Betrachte

la+ 0" < (2(Ja| v [b]))" < 2° (|laf” + b]?), a,b€R.
Dann ist mit f,g € LP

/\f+g\”du§2” (/\f|pdu+/|g|pdu> < 00,
Q Q Q
also || f + gl|, < co. af € LP fiir a € R ist klar. O

Satz 33.4 (Holdersche Ungleichung)
Es seip € [1,00]. Fiir f € LP und g € LP ist fg € L' und

‘ / fgdu‘ < [ \79ldn < 151, Lol
Q Q

Im Fallp = p' =2 heifsit die Ungleichung die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (vgl.
Satz 12.19 und Korollar 12.20).

Korollar 33.5 Wihle fiir p das Zihlmap$ o auf (N, P(N)), so folgt

1/p , 1/p'
S gl < (zw) (Z\ynw)
n>1

n>1 n>1
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fir x,,y, € R, n € N.

Beweis von Satz 33.4: Wir betrachten zuerst den Fall p = 1. Nach Bemerkung 33.2
(ii) existiert eine p-Nullmenge N mit |g(z)| < ||g]/co, € N€. Dann folgt

/ F ol du < llgllos / i = llglloo 1111 < oo
Ne Nc

nach Satz 32.8 und Satz 31.20. Dann ist f g in £! nach Satz 32.8 und Satz 31.17.
Weiter folgt mit Satz 31.20

| [ rodul < [ 1foldu= [ \foldi< I lal

Der Fall p = oo wird analog zu p = 1 behandelt.

Es sei nun p € (1,00): Fiir f = 0 pf.i. oder ¢ = 0 p-f.ii. verschwindet fg pf.i.
und Satz 32.3 (i) liefert die Behauptung. Sonst gilt || f||, > 0 und ||g||,y > 0 (man
verwende ||f]l1 = 0 < f =0 pf.i. fiir f € £, Satz 32.3 (i)). Nach Korollar 12.18
gilt

!

1 1
En< & +—n°

p p
fiir alle &, n € [0, o0]. Setzen wir nun £ := % und 7 := ||.f|1ﬁ| -, so folgt
|/ gl fP 1 g

<

VA

1
— + —
1fllp gl = 2 (£l 2" gl

also

1 _ 1 o )
/ 1fgldu <= £, ”||g||p'/ 1P dp+ = 11 Fllp gl / 191" dp = [ fllp lglly,
Q b Q p Q

und somit f g € £ mit Satz 31.17 und

| / Fadu| < 11F glls < £l lally-
[l

Die nun folgende Ungleichung von Minkowski bringt zum Ausdruck, dass || - ||, fiir
1 < p < oo der Dreiecks-Ungleichung geniigt.

Satz 33.6 (Minkowskische Ungleichung)
Es seip € [1,00|. Fiir f,g € LP ist f + g € LP und
1f + glly < 1 £1lp + llgllp-

Beweis: Der Fall p = 1 folgt mit Satz 32.6. Der Fall p = oo folgt mit Bemerkung
33.2 (iii). Es sei fortan p € (1,00). Auf Grund der Aquivalenz

|f+gPt e’ & |f +gl €L
folgt aus der Holderschen Ungleichung

/Q (] - 1f + gPtdu < IRl - [1f + g~ lly = 1Rl - 11F + gllo™
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fiir h € LP, also

/Q|f+g|”du§/9|f|-\f+gl”1du+/ﬂ\g|-|f+g|”1duﬁ (W fllp+1lgllp) -1Lf+gll27 .

Es ist || f + g||, < oo und p/p’ = p — 1, und somit folgt die Behauptung. O

Satz 33.7 Firp € [1,00] ist LP ein R-Vektorraum und || - ||, eine Halbnorm auf
LP.

Beweis: Die Eigenschaft, R-Vektorraum zu sein, ist in Satz 33.3 bewiesen worden.
Im Fall p = 1 folgt aus Satz 32.6, dass || - ||; eine Halbnorm ist. Der Fall p € (1, o0]
folgt aus der Minkowskischen Ungleichung. O

Bemerkung 33.8 Es sei N = {f € Lo(Q, 1, R): f = 0 pfii.}. Dann sind fiir
f € Lo(, 1, R) dquivalent:

1) |If]l, = 0 fiir alle p € [1, o],
(ii) || f]l, = O fiir ein p € [1, o0],
(i) f € N
Beweis: (i) = (ii): ist klar.

(ii) = (iii): zu zeigen ist || f||s = 0 (denn dies ist dquivalent zu f = 0 p—f.ii., siehe
Satz 32.3 (i)). Aber mit |f| < |f|P ist dies klar.

(iii) = (i): Fiir p € [1, 00) ist dies mit Satz 32.8 (ii) klar. Der Fall p = oo ist klar. O

Bemerkung 33.9 Fiir p € [1, 0] ist
5F(Qa R) C ‘Cp(Qa My R) C *CO(Qa s R)
im Sinne von Untervektorrdumen.
Beweis: Jede A-einfache Funktionen ist p-wesentlich beschrinkt. Es sei p € [1, 00),

und ¢ = Y a;la; € EF(Q,R) sei die Normalform von . Dann gilt die Abschéit-
zung |p[P < 3T |oy|P 14, also [|¢]l, < oo. Mit Satz 33.3 folgt die Behauptung. [

Das N aus Bemerkung 33.8 ist fiir jedes p € {0} U [1, 00] ein Untervektorraum von
LP. Dabei folgen wir fiir p = 0 der Benennung £° := Lo(Q, u, R). Fiir p = 0 ist dies
klar, also ist N ein Vektorraum. Fiir p € [1, oo] folgt dies aus Bemerkung 33.8 (iii)
= (i).

Die Quotientenrdume
L7(, 1, R) == L9(, 1, RN, p e {0} U100,
sind somit wohldefinierte R-Vektorraume. Es gilt
P(Q,u,R) C L, 1, R), p € [1,00].

Es bezeichne [f] € L%(, u, R) und g einen Reprisentanten von [f], dann ist f —g €
N, also stimmen f und g p—£.ii. iiberein. Mit Bemerkung 33.8 ist ||[f]||, := || f||, fiir
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jedes p € [1,00] und f € L%(£, u, R) wohldefiniert. Fiir [f] € LP(Q, u, R) gilt

I/, =04 f=0 ptfii. & [f]=0.

Also ist hier || ||, eine Norm auf LP (€2, u, R). Der Preis fiir diese Verbesserung ist die
Tatsache, dass die Elemente von L? keine Funktionen iiber {2, sondern Nebenklassen
beziiglich des Untervektorraumes N von L? sind.

Die folgende Vereinbarung fiihrt aber in der Regel zu keinen Mifiverstéindnissen: Fiir
die Nebenklassen [f] = f + N aus LP, p € {0} U[1, o0], schreiben wir wieder f und
fortan sei

L= D@ R) = (PR, | - Il,), p € [L,00].

Wir fassen zusammen:
Satz 33.10 Fir p € [1,00] ist LP bzgl. || - ||, ein normierter R-Vektorraum.

Definition 33.11 Es seien p € [1,00] und f,, € £P, n € N. Die Folge (f,), heifit
im p-ten Mittel konvergent gegen f € LP, falls lim, ,« ||f. — f|l, = 0. Die Folge
(fn)n heifit eine Cauchy-Folge in LP oder eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im
p-ten Mittel, falls zu jedem € > 0 ein Ny(€) € N existiert mit || fr, — foll, < € fiir alle
m,n > Ny(e). Analoge Begriffe fiihrt man fiir L? statt £? ein.

Eine positive Antwort auf die Frage nach der Vollstédndigkeit von £P bzw. LP gibt
der folgende Satz:

Satz 33.12 (von Riesz-Fischer)
Fiir p € [1,00] ist LP(2, u, R) wvollstindig.

Korollar 33.13 Fir p € [1,00] ist LP(Q, u,R) ein Banachraum.

Beweis von Satz 33.12: Es seien p € [1,00] und (f,), eine Cauchy-Folge in LP.
Es existiert zu k& € N ein N(k) mit ||f, — full, < a fiir n,m > N(k). Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit ist N(1) < N(2) < N(3) < ---. Wir betrachten
die Funktionenfolge

k
gk = |fvayl + Z \fnG+y — gy, k€N

j=1
Jedes gy ist A-mef3bar, nicht-negativ und gy < ggy1-
Es folgt mit Satz 33.6

k
lgelly < [Ifvlls + 21 [ fvG+ny — Invgplle < vl +22—] < |lfweyllp +1 < o0
]:

Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz (Satz 31.10) folgt

hm llgll5 = hm / /(hm g8) dp < oco.
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Also ist limy o g7 p—f.i. endlich (Satz 32.4). Es existiert also eine pu-Nullmenge
A € A mit

lim gx(z) < o0

k—00

fiir x € A®. Zu x € A€ ist
Jim g (@) = v (@) + Y | fvgen (@) = fvg ()]
j=1

Also ist fyq)(z) + Zj21(fN(j+1) (z) — fn(j)(@)) in R absolut konvergent, also ins-
besondere konvergent, und die (£ — 1)-te Partialsumme ist fy()(2). Also existiert
limg o0 fn(k)(2). Man setzt nun

limy_ o0 x), x€ A
flz) = { v ofj,v(k)( ) z €A
Dann ist f|sc A-meBbar, und f|4 ist es auch, also ist f A-mefbar.

Es bleibt zu zeigen, dass (f,), im p-ten Mittel gegen f konvergiert. Zu e > 0 existiert
ein N(¢) € Nmit ||fn, — fllp < € fiir n,m > N(€). Aus dem Lemma von Fatou (Satz
31.14) folgt

=5l = [ 1 fuof) = fao) dute) = [

lm [ fy (2) = fa(@) 1 dpa(2)
0 00

< lim inf/ vy () — fu(@)[P du(z) = liminf || fag) — fullh < €
k—oo  Jq k—o0

fiir n > N(e). Weiterhin impliziert

[fllp < W = fallp + I fallp < €+ llfallp < oo,
dass f € LP und die obige Abschitzung liefert die gewiinschte Konvergenz.
Es seien nun p = oo und (f,), eine Cauchy-Folge in £°. Wir setzen

N = Jllfal > Ifallsod U U (fm = fal > 1fim = fallo)

n>1 m,n>1

Dies ist eine p-Nullmenge und fiir x € N€ ist
|fm(x) - fn(x)‘ S ||fm - fn”ooa m,n € N.

Also konvergiert (f,), auf N¢ gleichmifig gegen f := lim,_,o 1ncf, € L. Insbe-
sondere ist f € £* und lim, o || fn — fllcc = 0. Damit ist der Satz bewiesen. O

Dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer entnimmt man das folgende Resultat:

Korollar 33.14 (von Hermann Weyl) Es sei p € [1, o).

(i) Zu jeder Cauchy-Folge (fn)n in LP gibt es eine Teilfolge (fn,)r und ein
f € LP, so dass f,, — [ p-f.1.

(ii) Konvergiert die Folge (fn)n in LP im p-ten Mittel gegen f € LP, so existiert
eine Teilfolge (fn, )i, die p—f.i. gegen f konvergiert.
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Beweis: zu (i): Siehe Beweis des Satzes von Riesz-Fischer.

zu (ii): Nach Beweis des Satzes von Riesz-Fischer gibt es ein g € £P mit || f,—gl|, = 0
und eine Teilfolge (f,, )k, die u—f.i. gegen g konvergiert. Wegen || f, — f|l, — 0 ist
dann f =g p-f.i. O






KAPITEL 34

Lebesgue, Cauchy-Riemann und Riemann Integral

Gegeben sei der Mafiraum (R?, B¢, \¢). Entlang der Definition 31.15 spricht man
fiir Funktionen aus Lo(R?, A% R) von Lebesgue integrierbaren Funktionen und von
deren Lebesgue Integral. In diesem Kapitel zeigen wir, dass jede Regelfunktion (siehe
Definition 16.1) Borel-mefibar ist und das das Cauchy-Riemann Integral mit dem Le-
besgue Integral iibereinstimmt. Damit stehen im Rahmen des Lebesgue Integrals die
Methoden zur Verfiigung, die fiir das Cauchy-Riemann Integral entwickelt wurden.
Weiter werden wir beweisen, dass eine beschrinkte, reelle Funktion auf einem kom-
pakten Intervall genau dann Riemann integrierbar ist, wenn die Menge der Unste-
tigkeitsstellen eine \!-Nullmenge ist. Es folgt daraus, dass das Lebesguesche Integral
eine echte Erweiterung des Riemannschen, und daher des Cauchy-Riemannschen In-
tegrals ist.

Es sei fortan X C R? mit A\%(X) > 0 gegeben. Zur Abkiirzung setzen wir
LP(X) :== LP(X, N x,R)
fiir p € [1, 00] U {0}.

Satz 34.1 FEs seien —oo < a < b < oo und f: (a,b) = R sei absolut integrierbar
(siehe Definition 20.8). Dann ist f € L'((a,b)) und

/(a,b)fd)\l :/abf.

Beweis: 1. Schritt:  Es seien zundchst a < a < < b. Ist g: [a, 8] — R eine
Treppenfunktion, so ist g B-einfach und

B
/ gd\! =/ g. (%)
(a,p) @

Es sei nun g: [a, 5] — R eine Regelfunktion. Dann existiert eine Folge (g;); von
Treppenfunktionen, die gleichmifig gegen g konvergiert. Also ist g Borel-mefibar und
g € LY((c, B)), denn g ist beschrinkt (siche Bemerkung 16.2 (c¢)), also ist |g| < v
fiir ein v € [0, 00), also f(a’ﬁ) lg| dA! < (B — a). Da die Folge (g;); gleichmiiBig
konvergiert und g beschrénkt ist, gibt es ein M > 0 mit |g;| < M fiir alle j € N.
Nach Satz 32.12 (Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue) folgt also

lim g; d\! :/ gd\t.
(a,B)
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Nach der Definition des Cauchy-Riemann Integrals und (x) folgt

B B
/ g = lim g; = lim g; d\' = / gd)\.
a ]4)00 a ]4)00 (C!,,B) (Oé,ﬁ)

2. Schritt:  Es sei nun ¢ € (a,b) und (3;); eine Folge in (¢, b) mit 5; 1 b. Sei g :=
Liep) f und g := 11 5,1 f, j € N. Nach dem 1. Schritt ist g; in L(R) fiir jedes j € N.

Die Folge (g;); konvergiert punktweise gegen ¢ und die Folge (|g;|); konvergiert

wachsend gegen |g|. Somit ist g Borel-mefibar und mit Hilfe des 1. Schritts folgt

Bj
/R|gj|dA1=/(ﬂ)\f|dA1=/ £l

J

Die absolute Konvergenz von fcb f liefert

. 1 . ﬂj b
.hm/\gﬂdA = .hm/ \f\=/ |£l.
j—0o0 j—o0

Der Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 31.10) liefert

[alan = tim [ igjax,

also folgt ¢ € L}(R). Der Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 32.12) kann
somit auf die Folge (g;); angewendet werden:

lim gjd/\lz/gd)\lz FdAL.
R

I JR [e,b)

Weiter ist nach Schritt 1 [, g;d\' = [ f, also

Bj b
lim [ g; d\t = _lim/ f =/ f-
j—oo Jr j—oo /. c

Somit stimmen die Grenzwerte f[c N fd\' und fcb f iiberein. Analog zeigt man,
dass 15 f € L'(R) und S fdX' = [°f gilt. Somit ist f A'-integrierbar mit
f(a o d\! = fab f. Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 34.2 Ist f: (a,b) — R zuléssig und fab f existiere als uneigentliches
Integral, so mufl f nicht zu £!((a, b)) gehéren. Dazu betrachten wir

. 0, x € (—00,0),
FO=1 2 sefj-1j), jeN

Dann ist f zuldssig (ist auf kompakten Teilintervallen sprungstetig) und

/Oof 2 )’ /3,

o
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also existiert [ f in R. Angenommen, es ist f € £1(R). Dann gilt [, |f|d\' < oo,
aber aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz (Satz 31.10) folgt

k

1
/|f|d,\1: lim/ o | fldA = lim Y = = oo,

und das ist ein Widerspruch.

O

Satz 34.3 FEs sei I ein kompaktes Intervall und f: I — R sei beschrinkt. Genau
dann ist f Riemann integrierbar, wenn f A'-f.ii. stetig ist. In diesem Fall ist f
Lebesque integrierbar und das Riemannsche Integral stimmt mit dem Lebegueschen
tiberein.

Beweis: 1. Schritt: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir I = [0, 1].
Fir £ € N sel 2y := (Cop,...Corx) die Zerlegung von [0,1] mit (jp = j27F fiir
j=0,...,2% Ferner seien

Iok = [Cojes Gt » Lie = (Gips G » G =1,...,2F =1,
aj,k = Hlf f(.T) ) ﬁ],k = Ssup f(‘r)a
z€lj z€l;p,

sowie
2k_1 2k _1

gk = Z ke, Z Bk 11,
=0

Dann ist (g )x eine wachsende Folge und (hy)y ist eine fallende Folge von B-einfachen
Funktionen. Somit sind g = limg g und h = limy hy punktweise definiert und B-
mefibar und es gilt g < f < h. Es gilt

/ grd\' = S(£,10,1], Z;) und / hy dAY = S(f,[0,1], Z).
[0,1] [0,1]

Hierbei bezeichnet S(f,[0,1], Z;) bzw. S(f,[0,1], Z;) die Unter- bzw. Obersumme
von f iiber [0, 1] beziiglich der Zerlegung Zj (siehe Blatt 4, Analysis II). In der

Notation des oberen und unteren Riemann Integrals [, f, [,f (siehe Blatt 4, Analysis
IT) folgt mittels des Satzes iiber die monotone Konvergenz (Satz 31.10):

/ (h—g)d\ = / (*)
[0,1] 0,1] 01

2. Schritt:  Es seien R = |J,cn{Co,,...Cor 1} und C die Menge der Stetigkeitspunkte
von f. Dann gilt

[g=h]NR°CC Cl[g=h]. (%)

Um dies zu beweisen, seien € > 0 und zy € R® mit g(x¢) = h(xo). Dann existiert ein
k € N mit hg(zo) — gr(zo) < € und ein j € {0,...,257}, so dass zy in (g, Cjr1k)
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liegt. Fiir x € I, ist
| f(z) = f(o) |< sup f(y) — inf f(y) = he(zo) — gr(0) <,

yETj,k Yyl
also ist f in z, stetig. Damit ist die Inklusion [g = h] N R¢ C C bewiesen.

Sei weiter zy € C' und € > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit | f(z) — f(zo) |< €/2 fiir
x € [zg — 6,19 + 6] N[0, 1]. Es sei kg € N mit 27% < §. Man findet fiir jedes k > kg
ein j € {0,...,2" — 1} mit 29 € [;y C [xg — d, 7o + ] Also

0 < hg(xo) — gr(xo) = sup (f(x) — f(zo)) — if%f (f(z) = flzo)) <e.

Z‘ETj,k z€ljk
Somit folgt h(ze) — g(zo) = limyg(hi(xo) — ge(zo)) = 0. Damit ist die Inklusion
C C [g = h] bewiesen und somit ist (**) bewiesen.

3. Schritt:  Ist f Riemann integrierbar, so ist

/ f= / =1 r
_[0,1} [051] [071]

also ist h = g = f A-{.ii. nach (). Damit ist f B-mefibar. Da f beschrinkt ist,
folgt f € L£1([0,1]). Weiter ist |gx| < || fllco A'-£.ii. fiir & € N, und somit ergibt der
Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 32.12)

1
/ g d)\1 = lim gk d)\1 = lim ﬁ(fa [Oa 1]a Zk) = / f
[0,1] k—00 0

k—00 [0,1]

Da g = f M-f.ii., folgt f[o 0 f d\! = fol f. Es bleibt zu zeigen, dass die Menge C° der
Unstetigkeitsstellen von f eine A-Nullmenge ist. Nach (xx) gilt C¢ C [h # g] U R.
Da aber g = h A'-f.ii., und die Menge R abzihlbar ist, folgt

M(C) <A ([h#g]UR) =0.
Damit bilden die Unstetigkeitsstellen von f eine A\'-Nullmenge.

4. Schritt:  Es sei nun C° eine A\'-Nullmenge, dann ist nach (*) auch [g # h] eine
Al-Nullmenge und die Riemann Integrierbarkeit von f folgt aus (*). Somit ist der
Satz bewiesen. O

Korollar 34.4 Das Lebesque-Integral ist eine echte Erweiterung des Riemannschen
Integrals.

Beweis: Man betrachte die Dirichletfunktion

roasR fw={g 152

Da f = 0 A'-£.ii. (siehe Beispiel 28.15 (ii)), ist f € £'([0, 1]), siehe 32.8 (ii). Weiter ist
f in keinem Punkt stetig, also ist f nach Satz 34.3 nicht Riemann integrierbar. [



KAPITEL 35

Produktmafle und der Satz von Fubini

Im Zentrum steht nun die Diskussion mehrfacher Integrale. Der Satz von Fubini ge-
stattet die Reduktion mehrfacher Integrale auf einfache: Integrale einer Funktion von
mehreren Variablen kénnen iterativ berechnet werden und die Integrationsreihen-
folge kann beliebig gewéhlt werden. Zuvor konstruieren wir zu zwei Maflrdumen
(X, A, u) und (Y, B, v) ein geeignetes Mafl g auf X x Y, versehen mit einer geeigne-
ten o-Algebra. Geeignet soll dabei bedeuten, dass mit A € A und B € B die Menge
A x B zum Definitionsbereich von p gehort und o(A x B) = p(A) v(B) gilt. Dies
entspricht unserer elementargeometrischen Vorstellung, dass der Flidcheninhalt eines
Rechtecks sich aus Linge mal Breite bestimmen lassen soll.

Es seien fortan (X, A, ) und (Y, B, v) zwei Mafirdume.

Definition 35.1 Die von der Menge der Rechtecke {A x B|A € A, B € B}
erzeugte o-Algebra heifit Produkt-o-Algebra A @ B auf X x Y.

Beispiel 35.2 Es seien (X, .A4) = (R?,B?) und (Y, B) = (R?,B7), p,q € N. Dann
ist BP @ BY = BPH4,

Beweis: Die o-Algebra der Borelschen Mengen wird von Intervallen erzeugt (siehe
Definition 28.12). Intervalle in RP? sind in BP ® B? enthalten, also folgt BP™? C
BP @ B?. Sei weiter I ein festes Intervall in RP. Dann ist {B C R?%: I x B € BP9}
eine o-Algebra, die die Intervalle in R? umfaft, also auch BY. Zu B € B? sei {A C
RP: A x B € BP*1} gegeben. Dieses Mengensystem umfafit alle Intervalle in R? und
ist eine o-Algebra, umfaflt also BP. Somit liegen alle A x B mit A € B und B € B?
in BP*4 also folgt BP @ B C BPTY, was zu zeigen war. O

Wir wollen nun auf A ® B ein Maf} konstruieren, so dass A x B € A ® B der Wert
u(A) v(B) zugeordnet wird. Wir fiihren die folgende Notation ein: fiir ein M € AQB
bezeichne

M, ={yeY: (a,y) e M}, ae X

Ml :={z e X: (v,b)e M}, beY

den a-Schnitt M, bzw. b-Schnitt M® von M oder kurz, einen Schnitt von M.
71
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Y

/}::%M i

M,
N2

Satz 35.3 FEs gibt ein Maf o auf (X x Y, AQ® B), so dass p(A x B) = u(A) v(B)
fir Ae A, B € B gilt.

Beweis: Es bezeichne R das System der endlichen Vereinigungen von Mengen der
Form Ax B, A € A, B € B. Dann ist ein R € R als disjunkte, endliche Vereinigung
von Mengen der Form A x B darstellbar. Siehe dazu Lemma 27.6. Der Beweis geht
vollig analog. Wir betrachten zwei verschiedene Darstellungen von R € R, also R =
Uiz, 4i x B; = U, Cj x D; (disjunkte Vereinigungen) mit A;, C; € Aund B;, D; €
Byi=1,...,n,j=1,...,m. Dannist Y37, u(A;) v(Bi) = >7_, u(Cs) v(D;). Der
Beweis geht vollig analog zu dem in Beispiel 27.10 (iv). Weiter ist R ist ein Ring
(analog zu Satz 27.7 zu beweisen). Es sei nun go: R — [0, 0o| definiert durch

() = 3 u(4) (B)

mit R = (JI_, 4; X B; (disjunkte Vereinigung). Dann ist nach Obigem g, wohldefi-
niert und ein Inhalt auf R (analog zu Beispiel 27.10 (iv)). go ist sogar o-additiv, also
ein PrimaB. Der in R¢ gefiihrte Beweis (Satz 27.11) basiert auf einem Kompaktheits-
argument, muf hier also neu gefiihrt werden. Zu R € R sei fr: X — R definiert
durch fgr(z) := Y ", v(B;)14,(z) fiir die Darstellung R = |J;_,; A; x B; (disjunkte
Vereinigung). Dann ist fr A-mefibar und [ frdp = go(R). Es sei nun (R,), eine
disjunkte Folge in R, so dass R :=J,—, R,, € R. In diesem Fall gilt fr = >, fx,-
Denn fiir jedes a € X gilt fiir den a-Schnitt von R

Ra = U (Rﬂ)av

n>1

und dies ist wieder eine disjunkte Vereinigung. Der Satz von der monotonen Kon-
vergenz (Korollar 31.11) liefert nun

i) = [ fudu= (3 fu)au=Y" [ fn.du=3" ook

n>1 n>1 n>1

Also ist gy ein Pramaf. go kann nun nach Satz 28.8 zu einem Maf} p auf 0(R) = AQB
fortgesetzt werden. Dies war zu zeigen. O
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Nach Satz 28.11 ist p in Satz 35.3 fiir zwei o-endliche Mafle p und v eindeutig
bestimmt. Die Konstruktion von p mit Hilfe des Fortsetzungssatzes ist aber ,un-
handlich“. Ein alternativer Konstruktionsweg geht auf B. Cavalieri (1591-1647), ein
Schiiler von G. Galilei, zuriick. Das Cavalierische Prinzip ist, das Maf§ (Volumen)
einer Menge ,,durch Zerlegen dieser Menge in diinne parallele Scheiben und kontinu-
ierliches Aufsummieren“ (Integrieren) der Volumina dieser Scheiben zu bestimmen.
Dieses Prinzip wollen wir nun mathematisch prézisieren.

Lemma 35.4 Fir M € A® B ist jeder Schnitt M,, a € X, und M®, b € Y,
mefbar, d.h. M, € B und M° € A.

Beweis: Wir betrachten Teilmengen @), Q,, n € N, von X x Y. Fiir a € X ist
(X x\Q) =v\@Q,

und (U,5; @n)a = U,;51(@n)q. Ferner ist (X xY), =Y und (A x B), = B bzw.
0, je nachdem, ob a in A liegt oder nicht (A C X, B C Y). Also ist das System
aller Q C X xY mit @), € B eine o-Algebra in X x Y, die alle Mengen A x B
(A € A, B € B) enthilt, also enthilt sie auch A ® B. Fiir b-Schnitte geht der Beweis
analog. O

Satz 35.5 Ist das Maff v auf (Y,B) o-endlich, so ist fir jedes M € A® B die
Funktion x — v(M,) A-mefbar und o: A® B — R mit

o(M) ::/ v(M,)du(z), M € AQ B,
X
ist ein Maf$ auf A® B mit o(A x B) = u(A)v(B), A€ A, B € B.

Beweis: Der Beweis ist umfangreich. Es sei
far: X =R, fulz) =v(M,), e X, Me AQB.

Wir zeigen die A-Mefibarkeit von fj; in mehreren Schritten. Wir verwenden das
Prinzip der guten Mengen und setzen

M :={M € AQ B: fu ist A-mefibar }.

und wollen M = A ® B zeigen. Fiir A € Aund B € Bist faxp(z) = v(B)1a(x),
z € X, also A-mefibar, also gilt {A x B, A€ A, Be B} C M.

1. Schritt: Es sei v(Y) < co. Dann ist X x Y € M, denn fxy ist konstant gleich
v(Y), also A-mefibar. Mit M € M ist auch M¢ € M, denn fiir z € X ist

fue (@) = v((Me)) = v(Y) = fu(2),

da v(Y) < 0o. Also ist fpe A-meBbar. Ist nun (M), eine disjunkte Folge in M, so
ist auch J,,~; M, € M, denn fy _ m, = an1 fur, ist A-mefibar. Wir zeigen, dass
M eine o-Algebra ist. Dann ist AQ B C M, also A® B = M.

Lemma 35.6 M im Beweis von Satz 35.5 ist eine o-Algebra.
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Beweis: M hat die Eigenschaft X xY € M, M €¢ M = M° € M. Weiter gilt
(iii) in Definition 27.1 fiir disjunkte Folgen. Ein solches Mengensystem wird auch
Dynkin-System genannt. Wir betrachten nun

D:=D({Ax B,A€ A, B € B}),

das von der Menge {Ax B, A € A, B € B} erzeugte Dynkin-System (man vergleiche
mit Beispiel 27.2 (v) und Bemerkung 27.8). Wir zeigen: D ist durchschnittsstabil,
d.h. mit je zwei Mengen E, F € D ist ENF € D. Denn dann ist D eine o-Algebra,
also AQ BC D, alsoD=AQ®Bund mit Dc M C A® B folgt M = AR B.

Es bleibt also zu zeigen, dass D durchschnittsstabil ist und, dass ein durchschnitts-
stabiles Dynkin-System eine o-Algebra ist. Die zuletzt genannte Eigenschaft zeigen
wir zuerst. Fiir E,F € Dist E\F=E\(ENF)=EN(ENF)°in D, und wegen
EUF=(E\F)UF und (E\ F)N F = () ist auch jede endliche Vereinigung in D.
Fiir eine Folge (D,,), aus D ist dann

U D, = U(D;H—l \ D;’L)
n>1 n>1
mit Dy = (), D!, :== Dy U---U D,,. Also ist J,,5,
dem bereits Bewiesenen. Damit ist D also eine o-Algebra.
Es bleibt zu zeigen, dass D durchschnittsstabil ist. Zu A x B mit A € Aund B € B
und C € Dist (Ax B)NC € D, denn {C C X xY,(Ax B)NnC € D} ist ein
Dynkin-System, es enthilt alle Mengen der Form A x B und damit insbesondere D.

Dann folgt fiir C,D € D, dass CND € D,denn {D C X xY,CN D € D} ist ein
Dynkin-System, enthilt nach obigem Beweis Mengen der Form A x B, also D. O

D, € D,da D;_, \ D), € D nach

n

Fortsetzung des Beweises von 35.5:

2. Schritt: Es sei nun v o-endlich. Also existiert eine Folge (B,,), in B mit B, 1Y
und v(B,) < oo, n € N. Es sei v,: B — R gegeben durch v,(B) := v(B N By,),
Be B, neN Fir M € A® B ist z — v,(M,) nach Schritt 1 A-mefibar, also ist

auch fu(z) = lim, oo v (M) eine A-meBbare Funktion. Somit gilt auch in diesem
Fal M = A® B.

3. Schritt: Nach Schritt 1 und 2 ist somit o wohldefiniert und es gilt offenbar g(A x
B) = v(B) u(A). Wir miissen nun die o-Additivitét zeigen. Es sei (M,,), eine Folge
disjunkter Mengen in A ® B, so ist

o(Um) = [ v(Um),)dutw) = [ (o)) dute)

n>1 n>1 n>1

n>1 n>1

Wieder haben wir den Satz von der monotonen Konvergenz (genauer Korollar 31.11)
verwendet. Damit ist der Satz nun bewiesen. g
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Satz 35.7 Sind p und v o-endlich, so gibt es genau ein Maff p®@v: AQB — [0, 00]
mit p @ v(A x B) = u(A)v(B), A€ A, B€ B, und es ist

1 & v(M) = / v(M,) du(x) = / u(MY) di(y)

X Y
fir M € A® B. Das Maf$ u ® v ist o-endlich.

Definition 35.8 Das Mafl 1 ® v heifit das Produktmaf von p und v.

Beweis: Das Mafl p aus Satz 35.3 ist in der Situation unseres Satzes o-endlich: Es
seien (A, ), eine Folge in A mit A, T X und (B,), eine Folge in B mit B, 1Y mit
w(Ayp) < oo, v(By) < oo, n €N. Dann ist A, X B, T X XY mit 9(A, X B,) < o0
fiir n € N. Nach Satz 28.11 existiert genau ein Mafl p @ v: A ® B — [0, 00] mit
pu®v(Ax B) = p(A)v(B) und pu ® v ist o-endlich. Andererseits ist das Maf} p aus
Satz 35.5 ein Maf} auf A ® B mit o(A x B) = u(A) v(B), also ist p = u ® v. Weiter
ist 0: A® B — [0, 00| mit

o(M) ::/M(My)dy(y), MeA®B
Y
ein Mafl mit 0(A x B) = u(A)v(B), A€ A, B € B, also auch 0 = p ® v. O

Beispiel 35.9 Es ist B ® B? = BP™%. Es bezeichne ZP die Menge aller nach rechts
halboffenen Intervalle in RP. Die Borel-Lebesgueschen Mafie A’ ® A? und AP stim-
men auf ZP™? (Erzeuger von BP17) iiberein. Weiter ist

(IxJ:1€T?, eIt} =1vH.
Also folgt AP @ A7 = \PHa,

Beispiel 35.10 (Kugelvolumen im RP) Es sei B%(0) = {z € R?; ||z]| < R}, R > 0.
Es ist A?(B%(0)) = R? A?(B%(0)) nach Korollar 29.13 mit f(z) := Rz, € RP. Sei
wp = AN(BY(0)). Esist w; = 2. Seip > 2 und R? = R x RP"! und \? = A\' @ AL,
Fiir —1 < z < 1 ist der z-Schnitt (BY(0)), eine (p — 1)-dimensionale Kugel vom

Radius V1 — z2.

(B (0))= V1 —a?

Somit liefert Satz 35.7:

Wy = / X H((BE(0))s) AN () = / X (VI= 22 BYT(0) dN' ()

1 1

= Wy /_1 (VI=22)" "N (z) = 2w, /01(1 — )" Al (x).

1
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Die Substitution £ = — cost und Satz 34.1 liefern
w/2
Wy = 2wp1/ sin” tdt =: w,_1 B, .
0

Nach Beispiel 18.4 (iv) wissen wir

2p—-1)2p—3)---1

B, =
» 2p(2p — 2) - -2
und
B — 2p(2p - 2) e 2
PHT 2p+1)(2p—1)---1
Also gilt
21
Bp Bp—l = ;

Weiter ist w; = 2 und wy = Byw; = 2 By = 7. Allgemein gilt also

2m
Wy = Bp Wp—1 = Bp Bp—l Wp—2 = ? Wp—2.

Daraus ergibt sich
P
Wopy = —
P p'

und
(2m)?
= -2
YT T3 5 (2p 1 1)
Nun ist T(p +1) = pl und T(p + 2) = (p+ HT(p + 1) = 1(3)222H pach
Kapitel 20 und I'(3) = /7 (sieche Ubung 26, Analysis II). Also ist wy, = und

_a?
T(p+1)
1
. WP‘FQ
Wop+1 = Try13) 5 und daher

X(B3(0)) = B, p>1.

['(p/2+1)
Korollar 35.11 (Cavalierisches Prinzip) Es seien u,v o-endlich und fir M, N €
A® B sei v(M,) = v(N,) fir p-fast alle x € X. Dann ist p @ v(M) = p® v(N).

Wir bereiten nun den Satz von Fubini vor:

Lemma 35.12 Sei (Z,C) ein weiterer Mefiraum. Fir jede mefbare Abbildung
f: X xY,A® B) = (Z,C) sind alle Schnitte f(a,-): (Y,B) — (Z,C), a € X,
und f(-,0): (X, A) — (Z,C), b€ Y, mefbar.

Beweis: Sei C € C,a € X, be Y, so gilt
b

(f(a,-)7'(C) = (£ 1(C)), und (f(-0)) 7 (C) = (f 1(C))",

also ist die Behauptung mit Hilfe von Lemma 35.4 bewiesen. O
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Satz 35.13 (von Fubini) Es seien u,v o-endlich. Dann gilt
(i) Fiir jede nicht-negative A @ B-mefbare numerische Funktion f sind die durch

w+LﬂawW@ baw. Wféﬂawww>

auf X bzw. Y definierten nicht-negativen numerischen Funktionen A-mefbar bzw.
B-mefbar und es gilt

@ [ rawer= [ ([ renaw)aw = [ ([ 1ed) ).

(i) Ist f: X x Y — R p ® v-integrierbar, so ist f(x,-) v-integrierbar fir u-fast
alle v € X und f(-,y) ist p-integrierbar fir v-fast alle y € Y. Die Funktionen
= [, flz,y)dv(y) bzw. y — [ f(z,y) du(z) sind somit p- bzw. v- fast dberall
definiert und u- bzw. v-integrierbar und es gilt (*).

Beweis: zu (i): Fir M € A® Bist M, € B, z € X. Die Funktion

x = v(My) = /Y La(w,y) dv(y)

ist A-mefibar und nach Satz 35.7 ist

/XxylMdu(X)l/:/X</Y1M(g;,y)dy(y)) du(z) .

Analog mit vertauschten Rollen fiir 4 und v. Also gilt (i) fiir f = 1y mit M € AQB
und damit fiir jedes f € EF(X x Y,R*"). Fiir eine nicht-negative A ® B-mefibare
numerische Funktion f gibt es eine Folge (f,), in EF(X x Y,R") mit f, 1 f (Satz

30.12). Fiir z € X ist f(z,-) € Lo(Y, V,R+), sieche Lemma 35.12, und f,(z,-) €
EF(Y,R") und f,(z,-) 1 f(x,-). Nach der Definition des Integrals folgt fiir x € X

() Anme@TLﬂmwwm

und auf der linken Seite steht eine Folge A-mefibarer Funktionen in z und rechts
steht somit ebenfalls eine A-mefbare Funktion in z. Somit ist

d — i - d _ i ' (z,y) dv(y)) d
fdu®v im X><Yf ©R v 1m/ /f(:r Y) V(y)) ()

XxY n—oo

:/nh_)ngo/fnxydy()du //fxy du(z) -

Dabei benutzen wir die Definition des Integrals, (x) fiir einfache Funktionen sowie
monotone Konvergenz und (#*). Eine analoge Herleitung mit vertauschten Rollen
fiir g und v liefert den Beweis zu (i).

zu (ii): Mit f ist auch |f| integrierbar bzgl. p ® v und (i) besagt

/X</y‘f(x’y)|d”(y))d“(m):/Xxy|f|dlﬁ®1/<oo.
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Die Funktion in der Klammer der linken Seite ist nach (i) eine .A-mefbare numerische
Funktion von z € X und die Endlichkeit des Integrals impliziert

/Y (@, y)] du(y) < oo

fiir p-fast alle x € X. Fiir p-fast alle x gilt somit

(% % %) /fxydu /f+xym/ /f (z,y) dv(y

Nach (i) sind die Integrale der rechten Seite als Funktionen in z € X nicht-negative
A-mefibare numerische Funktionen, und sie sind p-integrierbar, denn

[ ([ enaw)aue < [ ([ relam)dt <.

Damit ist (* * x) als Funktion in z p-fast iiberall integrierbar und

)
L(ﬂﬂ%ww@ﬂw@)
= / /f+xydz/( ))du( / /f (@) dvly ))du()

= / ftdu®@v— frdup@v= fdp®v .
XxY XxY XxY
Analog schlieft man bei vertauschten Rollen fiir 4 und v. Somit ist der Satz bewie-
sen. 0
Beispiele 35.14 (i) Esseien X2 = X' @A, A:=Q xR € B2 und [ := 14,

dann ist A?(A) = [ fd\? = 0 nach Satz 35.7, also ist f A’-integrierbar.
Aber f(z,-) ist fiir z € Q nicht \-integrierbar.
(ii) Gegeben sei die Funktion

@ o @y) #(0,0)
0, (z,9)=1(0,0)

Dann ist f eine B2-mefibar Funktion und fiir jedes y € R konvergiert das
uneigentliche Cauchy-Riemann Integral [, f(z,y)dz absolut. Weiter ist
f(-,y) ungerade, also

/R f(z,9) AN\ (z) = 0,

und wegen f(x,y) = f(y,x) ist auch

A /fxydx(ﬂw / /fxydﬂm)w%)_o

Wire f Mintegrierbar, so wire nach dem Satz von Fub1n1 auch x —
Sz |f(z,y)| dA'(y) A'-integrierbar, aber [, (ﬁ'ﬁ)) d\'(y) = |m| fir z # 0,
also ist f nicht integrierbar, d.h. f € L£°(R?) \ £}(R?). Aus der Existenz
und Gleichheit der iterierten Integrale kann nicht auf die Integrierbarkeit

von f geschlossen werden.

f: R >R mit f(z,y) :z{



(iii) Fir z,y > 0 ist @
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y & arctan Z, also ist
2+y2)2 dzdy Y’

/o1 (/01 ﬁcﬁ ()X (@) =7

und

| UJ%‘W ) dx () = 7.

Die iterierten Integrale existieren beide, sind aber nicht gleich, also ist die
Funktion nicht A\*-integrierbar iiber |0, 1[*> (Beispiel von Cauchy 1814).

Es seien (X, A, u) = (Y, B,v) = (N,P(N), 0), wobei p das Zdhlmaf auf N
ist. Es ist P(N) ® P(N) = P(N x N) und der Satz von Fubini (35.13) sagt

D =) D amn =) ) tmn

m,neN m>1n>1 n>1m>1

fiir alle @, € [0, 00] und die Gleichheit gilt auch fiir a,,, € R, falls eine der
Reihen bei Ersetzung von @, durch |a,,| konvergiert. Dies ist der (grofe)
Umordnungssatz fiir Doppelreihen. Es ist eine Ausweitung von Satz 6.20.

(v) Es ist
—(1+22)? g )d - [ &
/0(/0 ye V)=o) T az
denn — L, e~ (1H2)9* | — Nunist § [° 12, = Larctanz For
2(14x?) 0 - (1+w2) 0 14z2 = 2 0 T4

(siehe Beispiel 17.12). Andererseits ist

/000( /000 e_””Qyzd:r> ye_y2 dy = /000( /000 e_tzdt> eV’ dy = (/000 eV’ dy)2 .

Da der Integrand nicht-negativ ist, konnen wir die Integrationsreihenfolge
vertauschen und es folgt [ e dy = 2y/7 (vgl. Ubung 26, Analysis II).
Eine einfache Substitution liefert

1
Vamo

+oo
/ e~ (@=m?/20% g — 1, peRo>0.

Der Integrand wird die Dichte der Gaufischen Normalverteilung genannt.
Der obige Beweis stammt von Laplace (1778).



80

35. PRODUKTMASSE UND DER SATZ VON FUBINI




KAPITEL 36

Die Transformationsformel

Bei der Einfiihrung des Cauchy-Riemann Integrals haben wir die Bedeutung der
Substitutionsregel fiir die konkrete Berechnung von Integralen gesehen. In der In-
tegrationstheorie fiir Abbildungen in mehreren Verénderlichen ist die Einfiihrung
neuer Variablen ebenfalls von Bedeutung. Wir leiten in diesem Kapitel die Substitu-
tionsregel fiir mehrdimensionale Integrale beziiglich des Borel-Lebesgueschen Mafles
her. Dies ist bedeutend schwieriger. In Kapitel 29 haben wir die Substitutionsregel
bereits fiir jede bijektive affine Abbildung f: R? — R? kennengelernt. Es gilt

N(f(A)) = | det f] A"(A)

fiir A € B%. Wir wollen eine solche Formel fiir eine grofie Klasse von Abbildungen
herleiten und gelangen zur Transformationsformel von Jacobi. Diese Formel stellt
die Grundlage fiir die Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten dar, die wir in den
folgenden Kapiteln entwickeln werden.

Im folgenden sei immer der Mefiraum (R?, B¢, \%) gegeben. Fiir eine Borel-Menge
X C R? bezeichnen wir mit

Bff( = Bd‘X.
Weiter verwenden wir die Abkiirzung £°(X, R) := £°(X, \¢|x, R) und analog
L£O(X,R") fiir X € B mit A4(X) > 0.
Wir bereiten die Transformationsformel vor:

Lemma 36.1 Sind U und V offene Teilmengen in R? und ist o: U — V ein
Diffeomorphismus, so ist

B = {p(A), A € B}.
Beweis: Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist ¢ ': V — U stetig, also ist p(A) =

(0 H)7H(A) € BY fiir A € BE. Also haben wir {p(A), A € B¢} C BY gezeigt. Ist nun
B e B¢, soist A:= ¢ Y(B) € BY und B = ¢(A). Damit folgt die Behauptung. [

Wir wollen nun beweisen:

Satz 36.2 (Transformationsformel von Jacobi)
Es seien U,V C R? offen und ¢: U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt:
(a) Fiir alle A € B¢ ist
M (p(A)) = / | det Q| dX?.
A

81
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(b) Fiir alle f € L°(V,R") gilt:
/fd/\d:/fo<p|det8g0\d/\d.
14 U

(c) Eine numerische Funktion f: V — R ist genau dann \-integrierbar iber V,
wenn die Funktion (f o ) |det 0y| diber U Xi-integrierbar ist, und dann gilt:

/fd)\dz/fogp|det8g0|d)\d.
1% U

Teil (b) und (c) folgt aus (a) via der Integration beziiglich eines Bildmafes. Dies
stellen wir zunéchst allgemein bereit.

Es seien (9,4, ) ein Mafiraum, (Q', A") ein Mefiraum und 7: Q — Q' eine A/ A'-
mefibare Abbildung und y' = T'(1) das Bildmaf (siehe Definition 29.7). Dann gilt:

Satz 36.3 (i) Fir f' € L0, 1, R") gilt
(+) f dT (u / o Tdpu.

(ii) Es sei f' € LY, 1!, R). Dann ist f' genau dann T(u)-integrierbar, wenn
floT u-integrierbar ist und es gilt (x).

(iii) Zu f € £2(Q, 1, R") wird durch v(A) := J4 fdp ein Maf auf A definiert
(Mafl mit der Dichte f beziiglich ). Wir schreiben v = fu. Es gilt fir
jedes ¢ € LO(, i, R)

(+%) /Qg;dy:/ﬂcpfdu.

Eine A-mefbare numerische Funktion ¢ : Q — R ist genau dann v-inte-
grierbar, wenn ¢ f p-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt (*).

Beweis: zu (i):

Die Abbildung f' o T ist A-mefbar, also ist [ f' o T du definiert. Es sei zunéichst
fr= Y1 aily mit A} € A" und o; € RY, dann ist f'oT =} o;ls, mit
A = T7HAY. Mit T(u)(A) = w(4;) fiir 7 = 1,...,n folgt somit (x). Ist nun
fle Lo, 1/, R, so existiert eine Folge (f!), mit f, € EF(Q,R*), n € N, und
fi. 1 f'. Dann ist (f! oT), eine Folge in EF(Q, RT) mit f/oT 1 f'oT. Die Definition
des Integrals liefert dann unmittelbar (x).

2 (ii):

Nach Teil (i) ist [(f)TdT(u) = [(f)T o Tdp und [(f") dT(u) = [(f")" o Tdu
und mit (f’ o) =(f")"o T und (f'oT) = (f")" oT folgt die Behauptung.

zu (iii):
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Es ist () = 0 und v > 0. Fiir jede disjunkte Folge (A,), von Mengen in 4 mit
A=, Anist 14 f = ZnZl 14, f, also folgt mit Korollar

V() = /1Afdp =Y (4,

n>1

also ist v ein MaB. Weiter folgt fiir eine A-einfache Funktion ¢ = )" | o;14,

/(pdy:iz:;aiy(Ai):iz:;ai/l&fd,u:/gofdu.

Zu einem ¢ € EO(Q,M,R+) existiert eine Folge (¢,), einfacher Funktionen mit
©n T @. Dann gilt auch ¢, f 1 ¢ f und (*x*) folgt aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz (Satz ...). Ist schliefllich ¢ eine A-mefibare numerische Funktion, so gilt
Jetdv=[o* fdu= [(pf)tdpund [~ dv= [¢~ fdu= [(¢[f)” du. Daraus
und aus der Definition der Integrierbarkeit folgt der letzte Teil der Behauptung in

(ii). O

Beweis (von Satz 36.2):

Die Aussagen (b) und (c) folgen mit Hilfe von Satz 36.3 aus Teil (a) wie folgt. Nach
(a) ist o t(A|y) = | det Op| AYy im Sinne der Notation in Satz 36.3 (iii). Dann ist
nach Satz 36.3 f o ¢ genau dann iiber U beziiglich y := | det 9| \? integrierbar,
wenn (f o ¢)|det dp| iiber U beziiglich \? integrierbar ist. Wir verwenden dazu,

dass die MeBbarkeit von f zu der von f o dquivalent ist. Setzen wir nun T := ¢!,
so liefert Satz 36.3 (ii)

[raxi= [ fopowtani= [fop () = [ forldetdplaxt

Mit Satz 36.3 (i) und (iii) folgt analog (b).

Wir beweisen nun die Aussage (a) in fiinf Schritten:

1. Schritt: Es geniigt, die folgende lokale Aussage zu zeigen: Jeder Punkt p € U hat
eine offene Umgebung W C U, so dass (a) fiir die Transformation ¢|y: W — (W)
gilt (da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist ¢(W) offen). Dies sieht man so. Angenom-

men, wir haben die lokale Aussage bewiesen. Es existieren abzdhlbar viele W’s der
lokalen Aussage mit U = (J;, W; (siehe Lemma 28.13: man wihlt Kugeln mit Mit-

telpunkten aus rationalen Komponenten und Radien aus Q). Sei nun A € B¢.
Dann ist A = {J,5,(ANW;). Man findet eine disjunkte Folge (4;); mit A =, 4,
und A; € B¢: Man wiihle einfach

A1:AOW1, AQZ(AOWQ)\Al, A3:(AOW3)\(A1UA2),

Dann ist

N(p(A)) = M (| e(4)) =D X (p(4;)),

jz1 jz1

denn ¢ ist eine Bijektion und A% ist o-additiv. Da wir nun fiir jedes A; die Aussage
(a) anwenden koénnen, folgt
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Ad(g;(A)):Z/A \detaw\dAd:A|det8¢\dAd.

j>1
Damit folgt also die Aussage (a).

2. Schritt: Die Aussage (a) gilt, falls ¢ eine Permutation der Koordinaten ist. Dies
folgt, da ¢ eine bijektive lineare Abbildung ist, also aus Satz 29.13 (das kann man
auch direkt -ohne Verwendung von Satz 29.13- beweisen).

3. Schritt: Es seien ¢v: U — W und o: W — V zwei C'-Diffeomorphismen mit
W = 4 (U) (ist eine offene Menge). Gilt die Aussage (a) fiir o und ™', so gilt (a)
auch fiir po+: U — V. Um dies zu sehen, betrachten wir A € B¢. Dann gilt

M((eoy)(4) = M(e(¥(4)))
= / |det 9o dA\?  (nach (a) fiir o)
¥(A)

_ / Ly (y) | det Do(y)| dA*(y)

— /W(1Ao¢—1)(y)|det6(go¢)(¢‘1(y))

1 d
Taetav o

denn 9(p o ¢)(x) = dp(v(x)) o dY(x) nach der Kettenregel, also

det 80 0 ) (z) = det Do(wb(x)) - det 8¢ ()
und wihle z = ¥ ~1(y).

Nun wenden wir (c) fiir 1/~ an: fiir die Abbildung ™" gilt nach Voraussetzung die
Aussage (a), und somit gilt die Aussage (c). Es folgt

N(gow)(4) = [ 14l detdlgow)|dx’
U
denn nach dem Satz 25.7 iiber inverse Funktionen gilt

W (y) = (v (1)))

und damit folgt fiir die Determinante

| det 9y~ (y)]

-1

1
~ Tdet oy (v (y))]

4. Schritt: Wir zeigen nun, dass die lokale Aussage (siehe 1. Schritt) fiir d = 1 gilt.
Sei dazu [a,b] C U und f: ¢([a,b]) — R sei stetig. Dann gilt

o(b

b )
/ (Fop)dd= [ fdx

nach Satz 18.1 und Satz 34.3. Nun ist
o(b) Fdx = f(p([a,b]) fd\t, falls ¢' > 0 auf [a, ]
— Jottapy f AN, falls @' <0 auf [a,0] -

v(a)

v(a)
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Da ¢ ein C'-Diffeomorphismus ist, ist entweder ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf [a, b]. Also

folgt
b
f(foso)w'\cw:/ Fax .
a o([a,b])

Es ist A\'({z}) = 0 fiir z € R, also gilt

/ fdA1=/ (f 0 9) || dAL
o([a,b[) [a,b]

Wir setzen nun f = 1 und wéhlen ein offenes Intervall W C U, beliebig, mit ¢ (W) =
V. Dann folgt

M ((faB]y) = /

[ [ISO'I X\ |w = |¢'| X([a, b[0W),
a,b
also folgt Gleichheit fiir alle [a, b[C W und somit folgt nach Satz 28.11 die lokale

Aussage fiir d = 1.

5. Schritt: Nun zeigen wir: Gilt die lokale Aussage fiir die Dimension d —1, so gilt sie
auch fiir d. Da der Fall d = 1 im 4. Schritt bewiesen wurde, folgt dann die Aussage
(a) per Induktion fiir jede Dimension.

Es sei o: U — o(U) = V ein C'-Diffeomorphismus und p € U. Da nach dem
Satz iiber inverse Funktionen (Satz 25.7) detd¢ # 0 in einer Umgebung von p,
kann nach Schritt 2 angenommen werden (mittels Vertauschung der Koordinaten),
dass g—‘;ll # 0 in einer offenen Umgebung U; von p. Hierbei bezeichnet ¢, die erste
Komponentenfunktion von ¢.

Wir zerlegen nun ¢ lokal um p in die Verkniipfung zweier Abbildungen. Die Idee
dabei ist, dass man sich auf den Fall p(z) = (z1, p2(z),...,p4(r)) zuriickziehen
mochte. Es sei

(21, ..., %) = (1(x), T2, - . ., T4)
fir x = (x1,...,74) € Uy. Dann ist 9 eine C'-Abbildung auf U; und

91 | 01 .. Opu

or1 o) Oy
0 1 0
o= . . )
0 0 1

also det(09(p)) # 0 und somit ist 9 ein lokaler Diffeomorphismus um p. Es existiert
nach Satz 25.7 eine offene Umgebung U, C U; von p, mit ¢! ist eine C'-Abbildung
auf W := ¢(Uy). W ist eine offene Menge. Es sei nun o: W — V := ¢(Us,) durch
0 := @ o1t gegeben. Dann gilt o(y) = (y1,02(Y), - - -, 0a(y)) fiir alle y € W. Das
Diagramm
U, 5 vV
¥\ e
w

kommutiert, also folgt ¢ = p o).

Wir haben also lokal um p den Diffeomorphismus ¢ in die Komposition zweier
Diffeomorphismen 3 und p zerlegt, die beide mindestens eine Koordinate fest lassen.
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Mit Schritt 3 kann also angenommen werden, dass ¢ mindestens eine Koordinate
fest 148t und mit Schritt 2 geniigt es, die lokale Behauptung in Schritt 1 fiir ein ¢
zu beweisen, das die 1. Koordinate fest 148t, und zwar in einer Umgebung Us =: U
von p. Wir definieren ¢: (t,z) € U — (¢, p(z)) mit

o2 Up:i={z e R (t,2) e U} — R,

definert durch

oe(Tay .oy xq) = (po(t, oy ..., Tg), .- -y 0alt, oy ..., Zq))

fiir ($2, e ,Z‘d) aus Ut.
Es gilt

(%) (0(A))e = @u(Ar)

fiir Teilmengen A C U, denn ¢q(x1,...,24) = x1. Hierbei bezeichnet (¢(A)); bzw.
A den t-Schnitt von p(A) bzw. A wie in Kapitel 35.

R R

Pt

At R or(Ar) R-?

Fiir z € U gilt

Opi(z')
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mit x = (¢,2'), also folgt det Op(t,z') = det dp;(x'). Zusammengefafit folgt fiir

A€ B

M (p(4))

/ N ((o(A))) dA'(f)  (Cavalieri, Satz 35.7)

//\dl(cpt(At)) d\(t) nach (x)

/ ([ ldetdgu(a) ax*"(2)) dx' (1) (Induktionsannahme)
Ay

/R (/Rd_l 14,|det Oy (z)| d/\d_l(x)> dA'(t)

/ 14|det Op|dA\®  (Fubini, Satz 35.13)
Rd

- / | det D] dA? .
A

Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiele 36.4
t: R? - R,
Betrachte U := (0, 00) x (0, 27).

27 .

Dann ist

(i) Ebene Polarkoordinaten: Es sei

(r, ) — (7 cos @, rsin p).

t(U) = R*\ {(z,0),z > 0} = R* \ (R* x {0}),

R \(R" x {0})

-

t(U) = R?,

und ¢y ist ein C'-Diffeomorphismus (ist sogar ein Element von Diff** (U, ¢(U))) mit

det 0t(r, o) = r, denn

or(r, ) = (

COS ¢
sin

—rsingp
7 COS

).

Da {(z,0): z > 0} eine A2-Nullmenge ist, gilt: Fiir jedes f € Lo(R2,B2,R") gilt
nach Satz 35.13 (Fubini) und Satz 36.2 (Transformationsformel):

Fdx? =

R2

2m o0
/ / f(rcos g, rsin ) rdrdp
o Jo

(%)

[ 2w
= / 7"( f(rcos @, rsin @) d(p) dr.
0 0



88 36. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL

f ist genau dann \’-integrierbar, wenn dies fiir
(0,00) x (0,27) > R, (r,¢) — f(rcosp,rsing) r
richtig ist. Dann gilt (*) (siehe Satz 36.2 und Satz 35.13).
Wir betrachten das folgende Beispiel: Nach dem Satz von Funbini (35.13) ist

(/Re_m2 dx)2 = /R(/Re_(zzﬂ’z) dm) dy

= / e~@+¥) g)? und nach (%)
R2

2 [e's} ) © )
= re”" dr)dp = 7T/ —(—e™" ) dr.
/0 ( /0 ) 0 dr( )

Also haben wir erneut bewiesen:
/ e dy = N3
R

(vgl. Ubung 26, Analysis II, sowie Beipsiel 35.14 (v)).
(ii) Kugelkoordinaten: Es sei
f3: R =R (r,0,9) = (rcos@sind, rsin psind, r cos 9).

Betrachte U := (0, 00)x (0, 27) % (0, 7), dann ist f3|y ein C*-Diffeomorphismus (sogar
€ Diff*°(U, f3(U)) und f3(U) = R®\ (R" x {0} x R) (man nimmt eine abgeschlossene
Halbebene raus).

Weiter ist det 0 f3(r, p,9) = —r?sind # 0 fiir (r, p,9) € U, denn

cospsiny  —rsinpsind  rcosgcosv
[0fs3(r,p,9)] = | singsind  rcosesing  rsingcos?
cos 0 —rsin

Man entwickle nach der letzten Zeile.
Da R* x {0} x R eine A\3-Nullmenge ist, folgt: Fiir f € Lo(R®, B3,R+) gilt:

f(@,y,2) dX(z,y,2) =
R3

oo r2m pT
/ / / f(rcos@sind, rsin psind, rcosd) r? sin 9 dA*(9) dA' () d\ (1)
o Jo Jo
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und es gilt die analoge Aussage wie in Beispiel (i) fiir die A*-Integrierbarkeit von f.

Wir betrachten ein Beispiel zum Rechnen mit Kugelkoordinaten. Es sei A = {z €
R3: |z| < R}, R > 0. Dann gilt

R m 2
X)) = / 1Ad)\3:/ r2dr-/ sinﬁdﬁ-/ dp
R3 0 0 0

R? . 4
= 3 (—cos?)|g - (2m) = ?R?’.

Man vergleiche mit Beispiel 35.10.






KAPITEL 37

Untermannigfaltigkeiten

Neben Gebietsintegralen begegnet man auch Kurven- oder Fldchenintegralen. Wir
wollen dabei iiber gekrimmte Bereiche integrieren. Dies fiihrt zur Integrationstheo-
rie auf Mannigfaltigkeiten. Wir beschrinken uns im Rahmen dieser Vorlesung auf
die Einfiihrung von Untermannigfaltigkeiten. Grob gesprochen sind dies Teilmengen
des euklidischen Raums R”, die lokal und in flachmachenden Koordinaten wie offene
Teilmengen des R¥, k < n, aussehen. Der Satz iiber implizite Funktionen (Satz 26.1)
liefert uns dann die lokale Darstellung einer Untermannigfaltigkeit als Graphen ei-
ner Funktion. Abstrakte Mannigfaltigkeiten wurden von B. Riemann 1854 skizziert.
Diese sehen ebenfalls lokal wie offene Mengen des R* aus, miissen aber nicht in einen
Vektorraum eingebettet sein.

Definition 37.1 Eine Teilmenge M des R" heif3t k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit (UM) der Klasse g € NU{oo}, wenn es zu jedem zy € M eine in R" offene
Umgebung U von 1z, eine offene Menge V in R" sowie ein ¢ € Diff?(U, V') gibt mit

o(UNM)=Vn (R x{0}).

Ein- bzw. zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ heifien (in R” eingebet-
tete) Kurven bzw. Fldichen, Untermannigfaltigkeiten des R" der Dimension n — 1
heiflen Hyperfiichen. Wir sagen fortan kurz C'%-Untermannigfaltigkeit und im Fall
g = oo kurz Untermannigfaltigkeit.

Tk+1y-- -5 Tk

M
RE x {0} (/x T,k
/

Die Definition besagt, dass eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit lokal so in R”
liegt wie RF als Untervektorraum in R", bis auf eine kleine Deformation.

Beispiele 37.2 (i) Jede Teilmenge X des R" ist genau dann eine n-dimen-
sionale C'*°-Untermannigfaltigkeit des R”, wenn X in R" offen ist. Dazu

91
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sei X eine n-dimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit und zy € X. Dann
existiert eine offene Umgebung U von z, und eine offene Menge V' in R”
sowie ¢ € Diff**(U, V) mit p(UNX) = V. Also folgt UNX = ¢~ }(V) = U,
also ist U C X, und somit ist X offen. Ist umgekehrt X offen in R", so
setzen wir U := X und V := X und ¢ =idy.

(ii) Es sei M = {zg,...,2} C R*. Dann ist M eine 0-dimensionale C°°-
Untermannigfaltigkeit des R*. Dazu setzen wir a := min{|z; — z;[;0 <
i,7 < k,i#j}. Esseiy € M. Wir betrachten B(y, ), ¢(x) := z — y mit
z € B(y,a). Dann ist ¢ € Diff*°(B(y, o), aB) und ¢(B(y,a) N M) = {0}.
Hierbei bezeichnet B = B(0, 1).

Satz 37.3 Es seien X C RF eine offene Teilmenge und f € CU(X,R"). Dann ist
graph(f) eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des RF*™,

Beweis: Wir wihlen U := X x R", ¢: U — Rt (z,y) — (z,y — f(z)). Dann ist

o € CUU,RF x R, ¢(U) = U. Weiter ist ¢: U — U bijektiv mit ¢~ (z,2) =

(z,z+ f(x)). Somit ist ¢ ein C?-Diffeomorphismus von U auf sich und es gilt
(U Ngraph(f)) = X x {0} = U N (R* x {0}).

Dies war zu zeigen. 0

Satz 37.4 (vom requliren Wert) Es seien X C RF offen und c sei ein requlirer
Wert von f € CUX,R") (siehe Definition 26.4). Dann ist f~'(c) eine (k — n)-
dimensionale C9- Untermannigfaltigkeit des R.

Beweis: Nach Bemerkung 26.5 (d) kann f~*(c) lokal als Graph einer C¥-Funktion in
k — n Variablen dargestellt werden. Damit folgt die Behauptung aus Satz 37.3. O

Korollar 37.5 FEs seien X C R" eine offene Teilmenge und f € CY(X,R). Gilt
Vf(z) #0 firz € f~(c), so ist die Niveaufliche f~1(c) von f eine C-Hyperfliche
des R™ (folgt sofort aus Bemerkung 26.5(c) und Satz 37.4).

Beispiele 37.6 (i) Essei f: R2 - R, (z,y) — x> — y2. f besitzt (0,0) als
einzigen kritischen Punkt. Die Niveaukurven sind Hyperbein.

v

~
—

e NN

(ii) Die Menge

Srli= {x eR" : Zx? = 1} (n — 1) — Sphdre)
i=1
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ist eine n — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C'*° in
R™. Denn sei f: R* — R gegeben durch z — |z|%. f ist glatt und es gilt
Sn=l = f=1(1). Weiter ist V f(x) = 2z, also ist 1 ein reguliirer Wert.
(iii) Es seien ay,...,a, € R, \ {0}. Die Menge

£ = {ac eR" : Z(ﬂ)Q - } (Ellipsoid)

ist eine n — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C*° in R".
Dazu betrachten wir

n N\ 2
() :;(2—) 1, Df(x)z(Q%,...,Q%)#O fiir € &.

(iv) Es sei 0 < 7 < R. Dann ist

T:={zeR : (y/2?+ 23— R)*+ 23 =r"} (Torus)

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* in R3. Mit

flx)= (/a2 + 23— R)>+ a5 —r®x#0
ist

Df(z) = (2(y/a% + 23 - R)ﬁ 2(y/27 + 23 — R>ﬁ 223) # 0

firzeT.

Als Ergénzung kléren wir, warum die Menge 7 Torus genannt wird. Gegeben sei
ein Kreis in der (2, z3)-Ebene um (R, 0) mit Radius r, 0 < r < R.
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x3

x

T2

T ist dann die Punktmenge im R?, die bei Drehung dieses Kreises um die x3-Achse
entsteht. Der Kreis in der (zi,z3)-Ebene wird durch (R + rcosu,rsinu) = y(u)
beschrieben. Bei Drehung um die z3-Achse bleibt die z3-Koordinate unverindert. In
der (z1, z3)-Ebene gilt in Polarkoordinaten:

pe’ = p(cosv +isinv) = (pcosw, psinwv),
wobei p der Abstand vom Nullpunkt ist. Also ist
x1 = (R+rcosu)cosv, 3= (R+rcosu)sinv, z3=rsinu.

Damit ist #2 + 22 = (R + r cosu)?, also

(/23 + 23 = R)? = 1 cosu = (1 = sin® w) = r* — 3.

Definition 37.7 Es sei X offen in R¥. Eine Abbildung f € C*(X,R") heifit Im-
mersion (von X in R*), wenn Of(z) € L(R*,R") fiir jedes z € X injektiv ist. f
heifit dann reguldre Parametrisierung von f(X).

Beispiele 37.8 (i) Ist f € C'(X,R") eine Immersion, so gilt k¥ < n.

(ii) Fiir [ € N ist ¢ — (cos(lt),sin(lt)) eingeschrinkt auf (0,27) eine C°-
Immersion. Das Bild von [0, 27) unter dieser Abbildung ist die S*, l-mal
durchlaufen.

(iii) Es sei (—m,m) — R?, ¢t — (1 + 2cost) (cost,sint) gegeben. Dies ist eine
glatte Immersion (der Abschluf des Bildes wird als Limagon (Ohrschnecke)
von Pascal bezeichnet).

zu (ii) zu (iii)
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Satz 37.9 (Immersionssatz) Es sei X offen in R*, und f € CY(X,R") sei eine
Immersion. Dann gibt es zu jedem xy € X eine offene Umgebung Xy in X, so dass
f(Xo) eine k-dimensionale Cl-Untermannigfaltigkeit des R" ist.

Beweis: Ohne Einschrinkung sind die ersten k Zeilen der Jacobi-Matrix [0f (z0)]
linear unabhéngig, also

det [0, f7 (w0)]1<j1<k # O-
Betrachte die in R® offene Teilmenge X x R*~* und die Abbildung

U: X xRF SR, (2,9) = f(z) + (0,9).
Es ist ¢ € C'? und

o0l = 5 1" |
mit
oft o ot OfF*t o B
A= | (zo) und B:= : : (o) -
onft .- Of ofr o Ok

Also folgt 0v(zy,0) € Laut(R™), denn det[0y(zq,0)] = det A # 0. Nach dem Satz
von der Umkehrfunktion (Satz 25.7) existieren V' € Ugn(x¢,0) und U € Urn (1)(x0, 0))
mit |y € Diff’(V,U). Es sei ® := (¢|y)"! € DiffY(U,V) und X, = {z €
RF: (x,0) € V}. Dann ist X, eine offene Umgebung von z, in R* und

(U N f(Xo)) = 2((Xo x {0})) = Xo x {0} =V N (R* x {0}).

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 37.10 Das Beispiel 37.8 (iii) zeigt, dass mit f Immersion f(X) im
allgemeinen keine C%~Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Hier hat f(X) Selbstdurch-
dringungen! Das Beispiel 37.8 (ii) zeigt, dass Bilder nicht-injektiver Immersionen
Untermannigfaltigkeiten sein kénnen.

Wir betrachten nun eine Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit, die als De-
finition verwendet werden konnte.

Satz 37.11 FEine Teilmenge M C R" ist genau dann eine k-dimensionale C1-
Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem xqg € M eine offene Umgebung U von x
in R* und C-Funktionen fi,..., fo_r: U — R gibt mit

(i) MNU ={z e Ulfi(z) = = fus(z) =0}
(ii) gradfi,...,gradf,_r sind linear unabhingig in x € U.

Beweis: Es sei ¢: U — V die Abbildung wie in Definition 37.1. Dann erfiillen f; :=
Yrtis 1 < 1 < n — k, die gewiinschten Eigenschaften (i) und (ii). Eigenschaft (i)
folgt nach Definition, denn ¢(U N M) =V N (RF x {0}). Eigenschaft (ii) gilt, da ¢
ein C'%-Diffeomorphismus ist, womit gradfi, ..., gradf,_, linear unabhéngig fiir alle
z € U sind.
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Seien umgekehrt fi, ..., f,_x: U — R Funktionen, die (i) und (ii) erfiillen. Betrachte
f=fi, s fnp): U—=RF Mit (i) gilt M NU = f71(0) und mit (ii) hat df(x)
Rang n — k fiir alle x € U. Also ist M N U nach Satz 37.4 eine k-dimensionale
C9-Untermannigfaltigkeit, damit auch M. 0

Die abschliefende Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit wird im Folgenden
immer wieder verwendet:

Satz 37.12 (Parameterdarstellung) Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine
k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem zy € M eine offene
Umgebung V. C M relativ M, eine offene Teilmenge U C RF und eine Immersion
f: U — R* der Klasse C? gibt, die U homdomorph auf V abbildet (Bezeichnung:

f:U -5 V) (Erinnerung: Ein Homéomorphismus ist ein C°—Diffeomorphismus).

Beweis: ,,<= “ist der Immersionssatz Satz 37.9.

,= “Es existiert laut Definition 37.1 ein ¢ € Diff(V, U), V ist eine offene Umgebung
von xo € M und U eine offene Menge in R", mit

o(VNM)=Un (R x {0}).

Setze nun V :=V N M und U := UN (R* x {0}). Dann ist V offene Umgebung von
7o relativ zu M und U eine offene Teilmenge in R¥. Wir setzen nun f := ¢! : U C
RF — V. Dies ist die gesuchte Immersion. O

Definition 37.13 Das Tripel (U, f,V) in Satz 37.12 heifit eine lokale Parameter-
darstellung oder Karte der Untermannigfaltigkeit M. Eine Menge {(U,, fx, Va), A €
A} von Karten von M mit M C |J,., Va heifit Atlas von M.

Bemerkung 37.14 (i) Da @ abzéhlbar und dicht in R" ist, besitzt jede
Untermannigfaltigkeit einen Atlas aus hochstens abzéhlbar vielen Karten.

(ii) Dem Beweis der Hinrichtung in Satz 37.12 entnehmen wir, dass wegen

der eins zu eins Korrespondenz der Abbildung aus der Definition 37.1 und

der Kartenabbildung (Immersion) f in Satz 37.12 auch (U N M, ¢|y) aus
Definition 37.1 eine Karte von M und zy € M verwendet werden konnte.

Beispiel 37.15 Betrachte ¢: R — R?, ¢(t) := (cost,sint). Dann ist ¢ eine Im-
mersion und

{((0,37/2), @lioanszy 0((0,37/2)), ((m,57/2), elasnsars (. 57/2)) ) §

ist ein Atlas von S!.

Die lokale geometrische Gestalt einer Untermannigfaltigkeit des R ist unabhéngig
von der Beschreibung durch lokale Karten. Haufig ist es niitzlich, zu besonders ge-
eigneten Karten zu wechseln.

Satz 37.16 (Kartenwechsel, Parametertransformation) Es seien M C R" eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C? und (Uy, f1, V1), (Ua, f2, Va) zwei
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Karten von M mit V := Vi NV, # 0. Dann sind Wy = f7(V) € Uy und Wy :=
Y (V) C Uy offen und 7 := fy'o fi: Wi — Wy ist ein C9-Diffeomorphismus.

T=fiofy!

W Wy

Beweis: Die Menge V ist eine offene Teilmenge von V; und f; ist stetig, also ist W;
offen, j = 1,2. Die Abbildung 7 ist bijektiv. Es sei z; € W; und

y = filzr), x2:=fy'(y) =7(z1).

Nach Definition 37.1 existiert eine offene Umgebung U C R" von y und ein U’ C R”,
offen, und ein CY-Diffeomorphismus f mit f(M NU) = U' N (R* x {0}). Ohne
Einschrinkung ist M N U C V. Es sei WJ' = fj_l(M NU), j = 1,2. Auf diesen
Mengen gilt fo fi = (g1,---,0%,0,...,0) und f o fo = (hy,...,h,0,...,0). Da
Rang(Df;) = k und Df invertierbar ist, folgt Rang(D(f o f;)) =k, j = 1,2. Also
sind

g=(g91,---,q1): W = U N (RF x {0})
und

h=(hi,...,ht): Wy = U N (RF x {0})
C1 Diffeomorphismen (betrachte U’ N (R¥ x {0}) als offene Teilmenge des R¥). Auf
W, ist nun

T=fy ofi=(fofa)o(fofi)=hT"og,

also ist 7 ein C%-Diffeomorphismus von W] nach Wj. Nun war z; beliebig in W,
gewahlt. Damit ist der Satz bewiesen. ]






KAPITEL 38

Tangenten, Normalen und Orientierung

Wir fithren nun lineare Strukturen ein, um die Konzepte der Differentialrechnung
auf Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten zu iibertragen. Die Strukturen
werden mit Hilfe lokaler Koordinaten beschrieben. Der Begriff der Orientierung wird
erst spiter bei der Integration von sogenannten Differentialformen eine Rolle spie-
len, ist aber ein Begriff fiir Untermannigfaltigkeiten, und wird daher schon jetzt
vorgestellt.

Was ist die Differenzierbarkeit von einer Abbildung f: S? — R, wobei S? die Ein-
heitssphére in R? ist? Fiir p € S? und h € R® mit h # 0 liegt p + h im allgemeinen
nicht auf S?, also ist f(p + h) — f(p) nicht erklirt. Dies deutet die Schwierigkeiten
an, den Differenzierbarkeitsbegriff geeignet zu erkliren.

Es sei fortan ¢ € NU {oo}.

Definition 38.1 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der
Klasse C1.

(i) v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt zo, wenn es ein ¢ € R, \ {0}
und ein v € C'((—¢,¢), M) gibt mit y(0) = zo und 7'(0) = v.

(ii) TyoM = {v € R": v ist Tangentialvektor an M im Punkt z,} heifit der
Tangentialraum von M im Punkt z.

(iii) v € R™ heifit Normalenvektor an M im Punkt zy, wenn gilt (u,v) = 0 fiir
alle v € T, M (hierbei bezeichnet (-,-) das euklidische Skalarprodukt).

(iv) NyM := {u € R*: u ist Normalenvektor zu M im Punkt z} heifit der
Normalenraum von M im Punkt z.

T~
~

Satz 38.2 Fsseien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse
CY und xy € M. Dann gilt:

(i) TypyM ist ein k—dimensionaler Untervektorraum des R".
(ii) NyoM ist ein n — k-dimensionaler Untervektorraum des R".
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(iii) Sei (U, o, V) eine Karte von M und xo € V und yo = ¢ *(x0). Dann ist
Di¢(yo), - .., Drp(yo) eine Basis von T, M

(iv) Es sei U eine offene Umgebung von xo in R und f € CH(U,R"*) so0, dass
zo ein requldrer Punkt von f ist und M NU = f~1(0). Dann ist

TpoM = {v e R": (Vfj(z9),v) =0 fir j=1,...,n—k}.

Beweis: Es seien Ty := span{D1¢(yo), - - ., Dr(yo)} und

Ty :={veR": (Vfj(xg),v) =0 fiir j=1,...,n—k}.
T und 7T, sind k-dimensionale Untervektorrdume von R". Wir zeigen: Ty C T,y M C
T,. Dann ist notwendig 7 = T,,M = T5, und somit sind bereits (i), (iii) und (iv)
bewiesen. Aus (iv) folgt Ny M = span{V fi(zo),...,V fu_k(xo)}, womit auch (ii)
gezeigt ist.
Wir zeigen zuniichst Ty C Ty M: Es sei v = 3.5 \; Dip(yo) € Ty Es existiert ein

g€ > 0, so dass y0+t2f:1 Aie; € U fiir t € (—¢,¢) gilt. Dabei bezeichnet e; den i-ten
Einheitsvektor in R¥. Es sei nun 7: (—¢,¢) — R® definiert durch

Y(t) = o(yo +tZ)\Z~ ei), also v€ C'((—e,€), M)

=1

und
k

7(0) = ¢(yo) = w0, 7'(0) = Z)\i Dip(yo) = v.

i=1
Somit ist v € Ty, M, was wir zeigen wollten.

Wir zeigen nun 7,, M C Ty: Es sei v € T, M, also v = ¢'(0) fiir eine Abbildung v €
C'((—¢,¢e), M) mit ¥(0) = . Dann ist fiir jedes 1 < j < n— k nach Voraussetzung
fi(®(t)) =0 fiir t € (—e,¢). Also folgt

0= LhwM)o = (V£(0),#(0)

dt
= (Vfi(zo),v)

fiir j =1,...,n — k, also ist v € Ty. Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 38.3 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der
Klasse CY. Dann heif3t

™ = {(z,v) eR* xR": z € Myv e T, M}

der Tangentialraum von M.

Beispiele 38.4 (i) Es seien U C R" offen und z € U. Dann ist T,,U = R".
Man betrachte v(t) = zo + t v.
(i) Wir betrachten die Sphire S ! = f~1(0) mit f(z) = Y., 2? — 1. Dann

i=1 "1
1st

N, S™! =span {(z19,...,Tn0)} und T, S™ ' = {v € R*: (x,v) = 0}
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Im Fall n = 3 gilt
Too01)S* ={(z,y,0) € R*|z,y € R}
Noo1)S” = {(0,0,2) € R*|z € R}.

Ty, M

N
M=S’cR

(iii) Wir betrachten den Torus aus Beispiel 37.6 (iv): 7 = f~1(0) mit f(z) :=
(V2?2 + 23 — R)* + 23 — r%. Dann ist

T, T = {v eR® . <\/$%+$% —R)% + Z303 :O}.
VI + x5

Wihlt man als Karte eine Polarkoordinatendarstellung

x=1Y(p,0) = ((R-l— 7 cos ©) cos ¢, (R + r cos ©) sin ¢, 7 sin @),

SO ist

T, T = span {( — (R+rcos©)sinp, (R + cos©) cos @, 0),

(—rsin@cosg@, —rsin@simp,rcos@)} .

Wir kommen nun zum Begriff der Orientierung. Es sei V' ein n-dimensionaler R-
Vektorraum und B(V') die Menge der Basen in V. Zu zwei Basen a = (a1, .., a5)
und b = (by,...,b,) in V sei M, die Ubergangsmatrix des Basiswechsels

a; = i Mz'j bl
i=1

Die Basen a und b heilen gleichorientiert, in Zeichen a ~ b, falls det(M,;) > 0. ~ ist
eine Aquivalenzrelation auf B(V). B(V)/ ~ hat genau zwei Elemente. Eine Orien-
tierung Oy von V ist eine Aquivalenzklasse Oy := [a] von Basen. Man nennt (V, Oy)
einen orientierten Vektorraum. a € B(V) mit a € Oy heifit positiv orientiert. Es
bezeichne Ogn 1= [(€1, ..., €,)].

Definition 38.5 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. M
heifit orientierbar, falls eine Familie von Orientierungen Oy = {Or, a1 }zen in den
Tangentialriumen existiert, so dass fiir jedes o € M eine Karte (U, ¢, V) existiert
mit g € V und

(D1¢(y),...,Dro(y)) € O,y fiir z €V.
Hierbei ist y = ¢! (x). Eine solche Karte heiit positiv orientiert. Die Familie Oy,

heifit Orientierung von M, das Paar (M, Oy) heiit orientierte Untermannigfaltig-
keit.



102 38. TANGENTEN, NORMALEN UND ORIENTIERUNG

Satz 38.6 FEine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R" ist genau dann ori-
entierbar, wenn ein Atlas A auf M existiert, so dass fir je zwei Karten (Uy, @1, V1),
Uy, 02, V) in A mit Vi N Vy # O gilt:

(*) det(D(p;" 0 p1)(u)) >0 fir alle u € @ (ViNVh).

Man nennt oy o, dann orientierungstreu. (Erinnerung: o5 o, ist mit Satz 37.16
ein C*®-Diffeomorphismus.)

Als Vorbereitung fiir den Beweis dieses Satzes betrachten wir die folgende Transfor-
mationsformel. Die Basis

(D1¢o(Yo), - - -» Dre(w0)),  yo = ¢ ' (20),

(siehe Satz 38.2) nennt man die kanonische Basis in T, M beziiglich der Karte
(U, ¢, V). Wir beschreiben nun die Beziehung zwischen den kanonischen Basen zu
zwei verschiedenen Karten um einen Punkt einer Untermannigfaltigkeit.

Satz 38.7 FEs seien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und xo €
M. Weiter seien (U, p, Vi) und (Uz, 1, Va) zwei Karten um xq. Dann gilt mit yo =

o~ (z0)

Dig(yo) = Y Di(%™" 0 9)alp™" (20)) Dath(t™" (z0)),

a=1

wobei Di(¢p~" 0 )a(p™" (20)) die a-te Komponente des Vektors der i-ten partiellen
Ableitung D;(¢v=" o ©)(o ' (x0)) ist. Die Ubergangsmatriz ist also die Jacobimatriz
des Kartenwechsels 1! o .

Beweis: Es gilt nach Definition und unter Verwendung der Kettenregel

Dip(¢™ (x0)) = (De)(¢™ (w0))(e:)
= (D@ oy~ 0p)) (¢ (z0))(es)
= Dy(¥ '(z0) o D(¥ "o 9)(¢ " (w0))(es)

= Dy o) (D 0 uli ) ea)

wobei wir im letzten Schritt die i-te Spalte der Jacobi-Matrix D(¢~! o ¢) (¢~ (z0))
darstellen. Mittels der Linearitét des Differenzierens folgt weiter

= 3" D" 0 9)ale™ (20)) DY (20)) (€a)

Dies war die Behauptung. 0
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Es sei hier bemerkt, dass in der bisher verwendeten Notation fiir die Jakobimatrix
(Analysis II) die i-te partielle Ableitung einer a-ten Koordinatenfunktion f¢ mit
0; f* bezeichnet wurde.

Beweis zu Satz 38.6: Es sei M orientierbar und A := {(U, ¢, V)|(U, ¢, V) ist positiv
orientierte Karte auf M}. Nach Definition 38.5 ist A ein Atlas. Sind (U, 1, V1)
und (Us, g, V3) zwei Karten aus A mit V3 NV, # (), so ist die Determinante der
Ubergangsmatrix der induzierten Basen in T, M fiir z € V; NV, strikt positiv. Nach
Satz 38.7 ist diese Determinante gerade die Jacobi-Determinante (Funktionaldeter-
minante) des Koordinateniibergangs.

Es sei nun A ein Atlas mit der Eigenschaft (%) und es sei (U,¢,V) € A. Wir
definieren

O = [(D1¢o(y), ..., Drp(y))] fir z€V

mit y = ¢~ *(z) € U. Die Determinante der Ubergangsmatrix zwischen zwei kanoni-
schen Basen von Karten aus A ist strikt positiv, also ist Or, as korrekt definiert und
erfiillt die Bedingungen der Definition 38.5. Damit ist Satz 38.6 bewiesen. O

Definition 38.8 Essei M C R" eine (n—1)-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit]]
(eine Hyperfliiche). Eine stetige Abbildung v: M — R" mit z — v(z) € N,M C R"
und ||v(z)|| =1 fiir jedes z € M heifit Einheitsnormalenfeld von M.

Es gibt nun einen schénen Zusammenhang zwischen der Existenz von Einheitsnor-
malenfeldern und der Orientierung einer Hyperflache.

Satz 38.9 FEine C'-Hyperfliche M C R" ist genau dann orientierbar, wenn auf
M ein FEinheitsnormalenfeld existiert.

Beweis: Es sei M orientiert, zo € M und (U, ¢, V) eine positiv orientierte Karte mit
xo € V und

(D1¢(Yo), - - -, Dn—10(¥0))

mit yo = ¢~ (o) in Op, u. Da Ny, M ein eindimensionaler Untervektorraum ist,
gibt es genau ein v(zy) € R* mit |[v(z¢)|| = 1, v(xy) € Ny M, und

det (l/(xo), Dio(yo), - -, Dn_lw(yo)) > 0.

Zu zeigen ist, dass die Funktion v: M — R" stetig ist. Es sei U € U(xo) und
f € CY(U,R) sei wie in Satz 37.11 gewihlt. Es gilt also M NU = f1({0}) und z,
ist ein reguldarer Punkt von f. Fiir eventuell zu verkleinerndes U ist

1
v(z):=-—=——Vf(z), ze€U,
V()]
eine stetige Funktion #: U — R® mit ||#(z)|| = 1 und o(z) € N, M fiir jedes z € U.
Wir kénnen 7(zy) = v(xy) annehmen (notfalls gehen wir zu —f iiber.) Betrachte
nun g0~_1(U NV) =: U. Indem wir U eventuell verkleinern, konnen wir annehmen,

dass U zusammenhéngend ist: Zu je zwei Punkten a,b in U existiert eine stetige
Abbildung 7 : [0,1] — U mit v(0) = ¢ und (1) = b. Es sei nun A: U — R definiert
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durch
y — det (5(0(¥)), D1g(®), - -, Dn_190())-

Dies ist eine stetige Funktion mit A(yy) > 0, denn D(p(yy)) = #(zg) = v(zo).-
Dann ist A(y) > 0 fiir alle y € U, denn das stetige Bild einer zusammenhiingenden
Menge ist wieder zusammenhingend. Hieraus und aus der Definition von v folgt
7(o(y)) = v(p(y)) fiir alle y € U, also ist v in z, stetig.

Sei nun ein Einheitsnormalenfeld v gegeben. Definiere Oy = {Or,pr}eens auf M
durch

(v1,. .., Vn1) € Orymr & (V15 - -+, U1, V(7)) € O

Es sei (U, ¢, V) eine Karte um z € M mit zusammenhéngendem Kartenbereich V.
Die Determinante der n x n Matrix (Dyp(o~"(2)), ..., Dn_10(¢™'(x)), v(z)) hat in
jedem Punkt z € V gleiches Vorzeichen (wir verwenden analog zu oben die Stetigkeit
und die Tatsache, dass wir V zusammenhéngend wihlen). Ist das Vorzeichen positiv,
so ist die Karte (U, ¢, V') positiv orientiert. Ist das Vorzeichen negativ, so ersetzen
wir (U, ¢, V) durch (U, ¢, V) mit ¢ = Top, wobei 7: R*! — R*"! die vorgeschaltete
Verschiebung (y1,.-.,Yn-1) = (Y1,---,Yn—2, —Yn_1) ist. Wir erhalten dadurch eine
positiv orientierte Karte. Also ist obige Setzung die Definition einer Orientierung
von M. Dies war zu zeigen. 0

Beispiel 38.10 (i) Die Sphire S"~! C R" ist orientierbar, denn v: S"~ 1 —

R™ mit v(z) = Tayy ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S,

(ii) Die Abbildung

1 T T2
v(r) = ;((\/ x] + x5 — R)ma (\/ x] + o5 — R)m,%)

ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf dem Torus 7.

(iii) Essei U C R™ eine offene Teilmenge und F': U — R sei eine C*°-Abbildung.|}
Es seien M := F'(0) und gradF(z) # 0 fiir z € M. Dann ist M eine
(n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit (siehe Satz 37.4). Es gilt

N, M =R - gradF(x).
Weiter ist M orientierbar, denn

o) = gradF'(z)
 |lgradF'(z)|

ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M.

(iv) Das Mdbiusband. Man nimmt ein langes Band, verdreht eines der Enden
einmal und klebt es zusammen. Dies wird das M&biusband genannt. Es
ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die nicht orientierbar ist.
Man betrachte die Mittellinie, die um das Mébiusband herumliuft. Nehme
einen Normalenvektor in einem Punkt der Mittellinie und gehe entlang der
Mittellinie, wobei man den Normalenvektor stetig mit fiihrt. Man landet
im Ausgangspunkt beim negativen Normalenvektor. Es kann kein stetiges
Normalenfeld geben. Dies kann man prizise ausfilhren (in den Ubungen).
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KAPITEL 39

Differenzierbare Abbildungen und Vektorfelder

Wir erinnern an die Ableitung fiir Abbildungen f: U C R* — R™, wobei U eine
offene Menge in R" ist. D, f(xq) bezeichnete die Richtungsableitung von f an der
Stelle o in Richtung a € R™. Das Differential df,: R* — R™ von f im Punkt x € U
ist die lineare Abbildung, deren Wert fiir ein @ € R* durch D, f(z) (Ableitung von
f entlang der Geraden durch z in Richtung a) gegeben ist. Also gilt insbesondere
dfz(e;) = 0;f(x). Den Vektorraum R", auf dem das Differential df, definiert ist,
kann man als die Menge der Tangentialvektoren an alle Geraden 7(t) = z + ta
durch z in ¢ = 0 auffassen. Dies mag iiberraschen, die Analogie klirt sich aber im
Folgenden. Wir wollen die Differenzierbarkeit einer Abbildung f: M — N zwischen
zwei Untermannigfaltigkeit M und N definieren und auch das Differential von f.
Dabei werden die Tangentialrdume Definitions- und Wertebereich des Differentials
werden. Die Rollen von Geraden durch z iibernehmen Abbildungen 7 : (—¢,¢) —
R" (Kurven) durch z (7(0) = z), deren Bild auf M liegt. Weiter diskutieren wir
Vektorfelder, eine Riemannsche Metrik sowie das Gradientenvektorfeld.

Definition 39.1 Es seien M; eine k;-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™
und M, eine ko-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™2. Eine Abbildung f: M;
— My heifit differenzierbar von der Klasse C?,¢ € N U {oo}, falls fiir jede Karte
(U, ¢, V) von M; die Abbildung f o p: U C RF* — R" eine C?%Abbildung ist. Es
bezeichne C?(M;) die Menge aller reellwertigen C?%-Abbildungen auf M;, analog sei
C9(My, M) die Menge aller differenzierbaren Abbildungen f: M; — M, von der
Klasse CY.

Bemerkungen 39.2 (i) Ist My C R™ eine offene Teilmenge, dann stimmt
der Differenzierbarkeitsbegriff mit dem schon bekannten fiir Abbildungen
zwischen reellen Vektorrdumen iiberein.

(ii) Es sei Mj eine k3-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™®. Weiter seien
f: My — My und g: My — M; differenzierbar, dann ist go f: M; — M;
differenzierbar (einfache Ubung).

(iii) Es geniigt, die Differenzierbarkeit der Abbildungen f o ¢; fiir einen Atlas
A= {(U;, 0:,V;),i € I} zu iiberpriifen (einfache Ubung).

Definition 39.3 Es seien f: M; — M, wie in Definition 39.1, (Uy, @1, V1) eine
Karte um z; € M; und (Us, s, V5) eine Karte um f(x;) € M. Dann heifit die
Abbildung

cpglofogolelchl — U, C RF2.

Kartendarstellung von f beziiglich der Karten ¢ und 5. Ist f: M; — R™2, so heifit
foy:UC R — R™ Kartendarstellung von f beziiglich der Karte (U, ¢, V).
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Bemerkung 39.4 f ist differenzierbar von der Klasse C, wenn alle Kartendar-
stellungen C'%- Abbildungen sind.

Definition 39.5 Essei f: M; — M, eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei
Untermannigfaltigkeiten M; und M, (wie in Definition 39.1). Unter dem Differential
von f im Punkt z € M; versteht man die Abbildung

dfwl Tle — Tf(.’E)MQ
Y(0) — (f)'(0),

wobei v € C((—¢, €), M;) mit v(0) =

Bemerkungen 39.6 (i) df ist wohldefiniert, d.h. unabh#ngig von der Wahl
von 7. Sei dazu v € T,M; und v € C'((—¢,€), M;) mit v(0) = z und
v'(0) = v. Wihle eine Karte (U, ¢, V) um z. Schriinke den Definitionsbe-
reich von v so ein, dass die Bildmenge in V' liegt. Aus der Kettenregel folgt
nun

(f1)'(0) = (fopoyp o) (0)

= D(fop)(e ' (7(0)))- (¢~ 07)'(0)
= D(fop)(¢ () De~ ! (7(0))7'(0)
= D(fop)(¢ '(z)D¢ *(z)(v),

héngt also nicht von der Wahl von v ab.
(ii) Sind M; C R™ und M, C R™ offene Teilmengen, dann stimmt das in 39.5
definierte Differential iiberein mit dem in der Einleitung eingefiihrten:

Hale) = SFOO)es
d
= 1@+ )l = dfa(0)

Satz 39.7 FEs seien f: My — My und g: My — M3 differenzierbar und x € M.
Dann gilt

(i) dfy : ToMy — Ty M, ist eine lineare Abbildunyg.
(ii) d(g o f)z = dgg(z) © dfs (Kettenregel).

Beweis: Es sei v € T,M; und v € C'((—¢,¢€), M;) mit y(0) = z und 7/(0) = v.
Zu (i): (U, ,V) sei eine Karte um z. Wie in 39.6 (i) gilt nun

dfa(v) = (£7)'(0) = (D(f 0 9)) (¢~ (2)) D(¢ ™' (2))(v).

Dies ist eine Komposition linearer Abbildungen.



39. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN UND VEKTORFELDER 109

Zu (ii): Es gilt

~—
~
~—~~
=}
~—
~—

dgi() o (dfe)(v) = dgpu)((fory
= (go(fon)
= ((gof)oy
= d(go f)yo
= d(go f).(v

<
—
]

0

Satz 39.8 (Basisdarstellung des Differentials einer differenzierbaren Abbildung)

Es sei f: My — M, eine differenzierbare Abbildung zwischen den Untermannig-
faltigkeiten My und My und sei x € M. Sei ferner (U, p,V) eine Karte um x und
(U,,V) eine Karte um f(z) € My. Fiir die lineare Abbildung df,: TyM, — Tty My
gilt dann mit y := o~ (z):

dfz(Dio(y)) =Y _ Di(¥™" o f o 9)alp™ (2)) Datp(v™" (f(2))) ,

i=1,...,k (Jacobi-Matriz der Kartendarstellung vy~ 0o fop von f iny).

Beweis: Der Beweis verlduft vollig zu den Rechenschritten im Beweis von Satz 38.6.
Hier der Anfang:

dfo(Dip(y)) = dfa((de)p-1)(es))
= d@otyp "o fop)yime)
= (D(oy~ofop))(p ™ (x))(er)

Ab der letzten Zeile rechnen wir nun genau wie im Beweis von Satz 38.6. U

Definition 39.9 Ein Vektorfeld auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M in R™ ist eine C*°-Abbildung X: M — R", so dass X (z) € T, M fiir alle x € M
gilt.

Bemerkung 39.10 Bezeichnet X' (M) die Menge aller Vektorfelder auf M, so gilt:
Sind X1, Xy € X(M), soist X1 + Xo € X(M). Ist f € C*°(M) und X € X (M), so
ist fX € X(M).

Beispiele 39.11 (i) X: 5% = R® mit X(z,y,2) := (—y,z,0) ist ein Vek-
torfeld auf S? C R3.




110 39. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN UND VEKTORFELDER

(ii) Zu einer Karte (U, ¢, V) auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M in R* sei zu ¢ € U (D1¢(y),...,Drp(y)) die kanonische Basis in
T,M,k, y = ¢~ '(z). Man betrachte die Abbildung

0
6331'

die jedem z € V den Vektor D;p(y) zuordnet.

Ist M eine C*°-Untermannigfaltigkeit, so ist ¢! und D;p in C*. Somit
ist 62, fiir jedes ¢ = 1,...,k ein Vektorfeld auf dem Kartenbereich V.
Der Vektor (8%1, e a—ik) heifit kanonisches Basisfeld beziiglich der Karte
(U, o, V).

Jedes Vektorfeld X € X' (M) kann iiber dem Kartenbereich V' punktweise
in der kanonischen Basis dargestellt werden:

:VCcM-—-R*,

X@0=§)M@DMW*@»

wobei die Abbildungen 7;: V' — R in C*(V, R) sind. (Basisdarstellung des
Vektorfeldes X bzgl. (U, p,V)). Die n; o ¢: U — R heiflen Komponenten
von X beziiglich der Karte (U, ¢, V).

Definition 39.12 Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R” und
f: M — R™ eine differenzierbare Abbildung

(i) Sei v € T, M ein Tangentialvektor an M im Punkt z. Der Vektor v(f) :=
dfz(v) € TyR™ = R™ heifit Richtungsableitung von f nach v.

(ii) Ist X € X(M), dann heiBt X (f): M — R™ mit X(f)(z) := df:(X(z))
Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld.

Das kanonische Skalarprodukt (-,-) im R™ induziert ein Skalarprodukt auf jedem
Untervektorraum von R", also auch auf T, M. Wir wollen Geometrie auf Unter-
mannigfaltigkeiten betreiben, z.B. Abstdnde zwischen Punkten oder Volumen von
Teilmengen definieren und berechnen. Grundlegend dafiir ist die

Definition 39.13 Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
9zt TyM x T,M — R das Skalarprodukt g,(a,b) := (a,b), x € M. Die Familie
9 = {9z }zen heifit induzierte Riemannsche Metrik auf M.

Definition 39.14 Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
sei (U,¢,V) eine Karte auf M um z € M. Betrachte die symmetrische positiv-
definite (k x k)-Matrix

(gij(x))i,j: = (gz(Dzw(y)’D]@(y)))z,j
= ((Die(y), Djp(y)))

Die Funktionen g;; o0 ¢: U — R heiflen lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich der
Karte (U, ¢, V).

y=¢ '(z) .

7 77
%)
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Beispiele 39.15 (i) Es sei M eine offene Teilmenge des R” und ¢(z) = z.

Dann ist D;p(p~'(z)) = ¢; € T,M = R" und somit ist g;;(z) = (e;, €;) =

dij, also ist (gi;(z)) = Id.

(ii) Ebene Polarkoordinaten (siehe Beispiel 36.4) Gegeben sei
®: (0,00) x (0,27) = V =R\ {(=,0),z > 0}
O(r, ) := (rcos p, rsin ).
Die Karte sei (U, ®,V) mit U := (0, 00) x (0, 27). Fiir x = ®(r, ) ist
D, ®(r, @) = (cos ¢, sin ) und Dy®(r, ) = (—rsinp,rcosp) , also
<D1(I)(7", 90): DI(I)(Ta SO)> = la

(D19(r, ), Da®(r, )} =0 und
(Do®(r, ¢), Da®(r, p)) = 1* .

Somit folgt fiir die zugeordnete symmetrische positiv-definite Form

= (g 5 ).

(iii) Sphdrische Koordinaten. Es sei die folgende Abbildung gegeben:

®: (0,27) x (—g, g) — R?, ®(¢p, ) := (cos pcos?, sin o cos Y, sin 1).

z

1
1
1

L= = =

Es gilt fiir U := (0, 27)x (-3, %), dass V = ®(U) = S*\{(0,0,1), (0,0, 1)} ]
Fiir x = ®(¢, V) ist
D1®(p, ) = (—sin @ cos ¥, cos ¢ cos Y, 0),
Dy®(p, ) = (— cos psint, —sin g sin 9, cos v),

also

<D1(b(§07 79): Dl(I)(QO: 79)) = COSQ v

<D1(D(90a 19)1 DZ(I)(QD: 19)> =0 und

<D2©((Pa 19)1 DQ(I)(QOa 19)> =1
Also ist die Matrix der induzierten Metrik auf S? in sphérischen Koordi-
naten von der Gestalt

o= (" 1)
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Es sei nun f: M — R eine glatte Abbildung auf einer Untermannigfaltigkeit M C
R™. Dann ist df,: T,M — R ein lineares Funktional auf dem euklidischen Vektor-
raum (7, M, g,). Dieser linearen Abbildung kann man den dualen Vektor zuordnen:

Definition 39.16 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
induzierter Riemannscher Metrik und f: M — R sei eine glatte Funktion auf M.
Der Gradient von f ist das Vektorfeld gradf: M — R™ auf M, das jedem Punkt
x € M den zu df, dualen Vektor gradf(z) € T, M zuordnet:

9z(gradf(z), a) := dfs(a), a€TyM.

Satz 39.17 Es sei f € C®(M) und (U, ,V) eine Karte zu M. f := fop: U = R
sei die Kartendarstellung von f und (¢"(x)) die inverse Matriz zu (gi;(x)). Dann
qilt tiber V

k

gradf(z) = Y ¢7(@)(Dif)(¢ (@) - (Do) (¢ ' (2))

Beweis: Wir bestimmen

dfe(Datp(p (2))) = (Da(fo))(¢™ (z))

fiir alle « = 1,..., k. Nun ist

gm(gradf(x)v Da@(y)) = dfx(Da(P(y))

nach Definition und g, ist nichtausgeartet, also folgt die Behauptung. 0

Beispiel 39.18 (i) Der Gradient einer Funktion in euklidischen Koordina-
ten: es sei U eine offene Teilmenge in R" und f: U — R sei differenzierbar.
Die Karte sei ¢(z) = z. Dann ist (g;;(z)) = (¢"(z)) = Id und D;p(y) = e;,
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also folgt
gradf(z) = ZD,-f(x) - Dip(z) = (D1 f(z),..., Duf()).

So kennen wir den Gradienten.
(ii) Der Gradient von f: V C R* — R in Polarkoordinaten:
O(r, ) = (rcos @, rsiny).
Nach Beispiel 39.15 (ii) ist

@)= (g %),

@@=y 1)

Mit f = fo® als Kartendarstellung von f gilt fiir (hier ist V = &((0, 00) x
(0,27)) wie in Beispiel 39.15 (ii)) z = ®(r, ¢):
0 - 0 10 ; 0

gradf(z) = Ef(r’ ©) - 5@(73 ©) + T—Q%f(ﬁ @)%‘D(ﬁ )

(Notation fiir partielle Ableitungen).
(iii) Der Gradient einer Funktion f: V C S? — R in sphirischen Koordinaten:

und somit

®(p, ) = (cos @ cos, cos ¥ sin @, sin )
und V = ®(U) mit U = (0,27) X (—7/2,7/2). Wieder sei f = f o ®. Es

gilt
2
)= (5" 1) o

ij = 0
@ = (%7 7).
also folgt fiir x = ®(¢p, V):

grad f(z) = i

. 0 - 0

Der Gradient ordnet jeder Funktion auf M ein Vektorfeld zu. Der umgekehrte Pro-
zess wird uns spiter begegnen: man ordnet hiufig einem Vektorfeld auf einer Un-
termannigfaltigkeit in R” eine Funktion zu. Die Divergenz ist ein wichtiges Beispiel.






KAPITEL 40

Alternierende Multilinearformen und Differentialformen

Das Integrieren iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R fiihrt man mit-
tels der Karten (U, ¢, V) auf das Integrieren im R* zuriick. Dabei wiirde fiir eine
Abbildung f: M — R der Beitrag eines Kartengebiets V' C M zum Integral von der
Wahl der Karte ¢ abhéingig sein. Wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, dass
die geeigneten Integranden k-Differentialformen iiber (orientierten) Untermannig-
faltigkeiten sind. In diesem Kapitel fithren wir in den Kalkiil der Differentialformen
ein. Zuvor noch ein Versuch der Motivation von der anschaulichen Seite her:

Als Integrand bietet sich der Begriff der Dichte an. Haben wir zum Beispiel eine
Substanz in einer Untermannigfaltigkeit fein verteilt, soll Integration iiber die Dich-
te der Verteilung die Gesamtmenge der Substanz liefern. Wie kann man die Dichte
mathematisch beschreiben? In R¥ kann man die Dichte durch die Zahl beschrei-
ben, welche die Menge der Substanz in [0,1] C R¥ mifit. Im Tangentialraum T, M
verwenden wir k-Spate

k

i=1
Eine Dichte ist dann eine Abbildung ¢: T, M x- - -xT, M — R, welche fiir k-Vektoren
die in deren k-Spat enthaltene Menge der Substanz mifit. Welche Abbildungen o
kommen sinnvollerweise vor? Wenn wir

0(V1, -+ 5 Vin1, A Vi, -, 0k) = (A 0(v1, - )

(positive Homogenitit) und

Q(Uh ey Vi1,V U, Vg, -,Uk) = Q(Ul, .- -,Uk)

(Scherungsinvarianz) fiir alle vy, ..., vy € T, M, X\ € Rund i # j fordern, so sprechen
wir bei p von einer Dichte. Fine solche Dichte, so wird sich zeigen, ist in T, M fast
dasselbe wie eine alternierende k-Form auf 7T, M. Diesen Begriff fiihren wir nun ein:

Definition 40.1 (i) Es sei k > 2. Eine k-lineare Abbildung w € L*¥(V,R)
auf einem R-Vektorraum V mit w(vy, ..., v;) = 0, falls v; = vj fiir ein Paar
(1,7) mit 7 # j heiBt alternierende k-Form (auf V).
(i) Wir setzen A°(V) =R, AY(V) := V* (der Dualraum £(V,R) von V) und
A*(V) = {w € L*¥(V,R), w ist eine alternierende k-Form} fiir & > 2.
(iii) Sy bezeichnet die Gruppe der Permutation von {1,...,k}.

Beispiel 40.2 Durch (vy,...,v;) € RF — det(vy,..., ;) € Rist eine alternierende
k-Form auf R definiert. Sie ist durch die Normierung det(ey,...,ex) = 1 eindeutig
bestimmt.

115
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Bemerkungen 40.3 (i) Man bezeichnet mit
() VIXV =R, (p7) = (o,7) i= (7)

die duale Paarung zwischen V und V*. Es gilt: ist dim V' = n, n € N, und

ist ey, ..., e, eine Basis in V, so ist €1,...,&, € V* mit
n
<<€Z‘, E Q; 6j> = Q;
J=1
fir v =)""_, aje; € V eine Basis von V*, die Dualbasis von ey, ..., e,. Es

gllt <5i,ej> = 51]
(i) Fiir k£ > 2 und w € £*(V, R) sind dquivalent:
(a) we A*¥(V)

(b) W(vo(1ys - - -3 Vorr)) = sign(o) w(vy,...,v) fiir alle vy,..., v, €V, 0 €
Sk-
(€) wvr, .y Viyee oy Uy ey V) = —W(V1, .oy Vjy ey Vgyoon, vg) flir 4 # 5

und vy,...,v, € V.
(iii) Sind w € A*¥(V) und die Vektoren vy, ..., v, € V linear abhiingig, k > 2,
s0 ist w(vy,...,vx) = 0. Also A¥(V) = {0} fiir k > dim V.
(iv) A¥(V) ist ein Untervektorraum von L£¥(V,R).

Beweis: (i) ist aus der Linearen Algebra bekannt.

zu (ii): (a) = (c): Es seien vy,...,vp € V und 1 < ¢ <7 < k. Dann gilt

0 = w(vl,"'7Uiflavi+Ur:vi+1:"'avalavi+/U7'av7‘+17"-avk)
= W1,y Uiy ee s Viyee ey Up) F WU« o Uiy ey Upy e 5 Ug)
+ W1y Uy ey iy e e Uk) F W(V1,y e ey Uy ooy Upy ey V)
= W1,y Vi ey Upyee ey Uk) F W (Vi e oy Uy e ey Uy ey V)

(c) = (a) ist klar. (b) < (c) ist auch klar, da jede Permutation eine Komposition
von endlich vielen Vertauschungen ist.

(iii) folgt aus Linearitéit von w und der Definition. (iv) ist klar. O
Definition 40.4 Es seien ¢1,..., ¢ € V* k > 2. Dann wird durch

©1 A---A (pk(’ljl, cee ’l)k) = det(((goz, Uj))i,j:l,...,k:); Viy..., Uk € V;

eine alternierende k-Form definiert. o1 A- - <Ay, heilt Gufleres Produkt von . . . . k.

Satz 40.5 Fs sein:=dimV < oo, e1,...,¢e, eine Basis von V und €4,...,&, die
Dualbasis zu eq,...,e,. Set 1 <k <n. Dann ist

{ej Ao Nej: 1< gy <jo <o < jp <}

eine Basis von A*(V), also dim AF(V) = (7).
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Beweis: Es seien w € A¥(V), v1,...,v, € V, also

n
V; = Z(sj,vi)ej, 1 S 1 S k.
j=1
Dann ist
n n
CU(’Ul, <. 7vk) = Z e Z(i‘:ll,'lh) e <Elkavk> w(eh? s 7elk)
=1 Ix=1
= Z w(€jy,---,€j) Z sign(o)(e;, ¥ V1) - --(aja(k),vk)

(J15eensdr) 7ESk

1< << <n

= Z w(ejl, Cae ejk) det(((Ejg, U7>)1§g,T§k)

(9)€Jk

(]

w(ejl’ - "ejk)gjl ARE /\gjk(vla .- ':Uk) 3
(9)€Jk

wobei Ji :={(j) := (J1,-- -, k) 1 < j1 < -+ < jr < n}.
Wir haben die Multilinearitéit von w und 40.3 (ii) verwendet. Also ist
w= Z W) €3G)
ek
mit w(j) = w(ej,, .-, e5) und €y == &5 A+ Agj. Sei nun w =37, ag) €(j) mit

a¢) € R Zu zeigen: ag) = w(ejy, - .-, €5, ). Es sei (I) € Ji:

W(ell,...,elk) = Z Qg €(5) 6[1,...,€lk)

EJk
= Z a(5) det 5]976l7>)1§g,75k)
(4)€T
= ) ag) det (85,1, )1<0m<k) = a)-
(4)€T

Satz 40.6 Fs seitenn:=dimV < oo und r,s,t € N.
(i) Es gibt genau eine Abbildung
A AT(V) x A°(V) = A"*(V), (o, B) = a A B,

genannt dufleres Produkt oder Dachprodukt, mit den Figenschaften
(a) A ist bilinear.
(b) Frir ng,...,QOT,’(/Jl,...,’ll)S € V* st

(901/\"‘/\80r)/\(¢1/\"'/\¢s)2901/\"‘/\S0r/\¢1/\"‘/\¢s-
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(i) Ist eq,...,e, eine Basis von V und e1,...,&, die Dualbasis dazu, so gilt
fiir =375 agyeg) € A(V) und B=37 e, By ey € A°(V):

ahB= Y agBwe New:
(J)edr (k)EJSs
(iii) Fira € A"(V) und g € A*(V) ist a A B = (=1)"B A« (antikommutativ).
(iv) Firae A"(V),8e€ A5(V),ye AY(V) ist (@AB)Ay=aA (BA7).

Beweis: (i) Mit Satz 40.5 wird A durch die Eigenschaften (a) und (b) eindeutig
bestimmt.
(ii) Folgt unmittelbar aus (a) und (b).
(iii) Folgt mit Bemerkung 40.3 (ii), da o € S,;s mit

1,...,myr+1,...,r+s8) = (r+1,...,r+s,1,...,7)

das Signum (—1)"* hat.
(iv) Folgt direkt aus (a) und (b).

]
Bemerkungen 40.7 (i) Fiir r = 0 oder s = 0 definieren wir das Dachpro-
dukt A auch: Es seien o € R und 8 € A*(V), so setzen wir aAfB := fAa 1=
af.
(ii) Fiir o, 8 € A'(V) ist a A B gegeben durch
(a A B)(v1,v2) = afv1)B(v2) — cu(v2)B(vy).
(iii) Fiir a € A™(V) und 8 € AY(V) gilt
r+1
(@A B) (W1, vr) = D (1) alvr, . by ves) B(0),
i=1
wobei (vq,..., 0, ...v,41) das r-Tupel, das durch Streichen des i-ten Ele-
ments v; aus dem (r 4+ 1)-Tupel (vy,...,v,11) entsteht, bezeichne (kleine

Ubung).

Eine k-Form auf einem Vektorraum W kann man mittels einer linearen Abbildung
T:V — W auf einen Vektorraum V' zurickziehen:

Definition 40.8 Es seien 7' € L(V,W) und w € A¥(W) und k¥ > 0. Fiir k = 0
definieren wir 7*w € A%(V) durch T*w := w. Fiir k > 0 definieren wir T*w € A¥(V)
durch

T w(vy, ..., v5) = w(Tvy, ..., Tvg), vi,...,v, € V.

T*w heifdt pull-back oder Riicktransport von w mittels T oder die mittels T induzierte
k-Form.

Bemerkung 40.9 Man sieht leicht: 7* € L(A¥(W),A¥(V)) und T*(w A n) =
T*w A T*n sowie (ToS)* = S*oT* fiir T € L(V,W),S € L(V',V)und w,n € AF(W).
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Satz 40.10 Es seienn:=dim(V) < oo, T € L(V,V) und w € A*(V). Dann gilt
T*w = det(T) - w.

Beweis: ey, . .., e, sei eine Basis von V und ¢4, ..., ¢, die zugehorige Dualbasis. Sei
(Tk)1<jk<n die Matrix von T beziiglich ey, ..., ey, also

T(ek) = Z]}k(?j, 1 S k S n.
j=1
Dann folgt mit Bemerkung 40.3:
T w(er,...,en) = w(T(e1),...,T(en))

= Z--'anl"'ﬂnnw(ejl,---aejn)

Jji=1 Jn=1

= Z Tyy1 - - - To(nyn sign(o) w(es, .. ., €,)

gES),
= det(T)w(es,---,en).
Da dim A"(V) = (7) = 1, folgt hieraus die Behauptung. O

Wir betrachten nun Felder alternierender Multilinearformen.

Definition 40.11 Es seien ¢ € NU {oco},n € N,;7,s € NU{0} und U C R offen.

(i) Eine Abbildung w € C%(U, A"(R™)) heifit Differentialform vom Grad r auf
U der Klasse C? (kurz r-Form).
(ii) Q4(U) := {w: w ist r-Form der Klasse C? auf U},
Q" (U) = Q(0).
(iil) A: Q(U) x Q3 (U) — Qp**(U) mit (a, ) = a A f und
aApB(z):=alz)AB(z), z€U,
heiflt duflere Multiplikation oder dufSeres Produkt.

Bemerkungen 40.12 (i) 0-Formen sind C'%-Abbildungen von U nach R.
1-Formen heiflen Pfaffsche Formen. Ist f € C7Y(U,R), so ist
Df € CY(U, L(R",R)) = CYU, (R")*) = CYU, A*(R")).

Daher kann Df als 1-Form aufgefafit werden. Wir schreiben dann df und
nennen dies das totale Differential von f. Fiir x € U bezeichne df, den
Wert dieser Abbildung im Punkt z, dann liefert dies das Differential aus
Kapitel 39. Es sei z;, i = 1,...,n, die durch (§,...,&,) — & definierte
Koordinatenfunktion (Projektion). Fiir ihr Differential dz; gilt an jeder
Stelle &, daB dz;(§)h := (dz;)e(h) = h;. Ist w eine 1-Form auf U, so setzen
wir a;(€) := w(&)e, a1, ...,a,: U — R also gilt

G©h = (O hi =Y ai(©) dule)h,

i=1
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wofiir wir kurz
w=aidry + -+ adz,

schreiben. Fiir f € C1TH(U,R) ist a;(£) = dfee; = 0;f(€), also gilt

i of

df = 22 d
f 0xq Tt +8a:n

(ii) Q4 (U) = {0} fiir r > n.
(i) a A B = (=1)"BAa, a € QU),B € Q).

dz,,.

Satz 40.13 FEssei 1 <k <n.
{diL'Jl/\/\d.Ijk1§]1<<]k§n}

ist eine Basis von QF(U), das heift jedes w € QF(U) besitzt eine eindeutige Darstel-
lung
W = Z Ay, dl'jl VANRRRWAN dl‘jk
1< < <jr<n
mit aj,...;5 € C(U,R). Insbesondere gilt w € Q(U) genau dann, wenn aj,,. ;. €
CUU,R) fir alle1 < j; < --- < jp < n und a;,,. ;. (x) = w(z)(ej,. .., e;). Die
Funktionen aj, . ;. nennt man Koeffizientenfunktionen.

Beweis: Wie in Bemerkung 40.12 (i) ausgefiihrt, gilt dz;(§)e; = d;;, also sind die

Differentiale dx, .. ., dx, der Koordinatenfunktionen die duale Basis zur Standard-
basis ey, ..., e,. Somit folgt der Satz mit Satz 40.5. O
Beispiele 40.14 (i) Es sei n = 2. Dann gilt

w€ Q'U) & w = aydr; + aydzy
mit a1, as € C(U,R), siehe 40.12 (i). Weiter gilt

we€ NU) & w=apdr Adr,
mit a2 € C(U,R).

(ii) Es sei n = 3. Dann gilt
w e W) & w=aidr, + aydzy + asdzs
mit a1, az, ag € C(U,R). Weiter gilt
w€ DPU) & w=aidry Adzs + aydes A dzy + ag dry A dao
mit ag, as, a3 € C(U,R). SchlieBlich ist
w€PU) & w=adr; Adzy Ads

mit a € C(U, R).
(iii) Es sei n > 2. Dann gilt:

weQ'U) e w=> adr;, a € C(UR)
=1

und
n

we N U) G w=Y (-1 adzi A Adz; A Aday

=1
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mit a; € C(U, R) mit der Notation in Bemerkung 40.7 (iii).
(iv) Essein > 2 und f € C(U,R),u € C(U,R"). Dann entsprechen f die 0-
und die n-Formen
wo,; == f
Wpt = fdxiAN---Ndz,

und v die 1- und die (n — 1)-Formen

n
Wiy = E u; dx;
i=1

n
Wp 1y = z:(—l)i_1 w;dzy A Adx A -+ A da,.
i—1

Definition 40.15 (Zuriickholen von Differentialformen) Es seien V' C R™ und
U C R* offene Teilmengen und ® € C4*'(U, R™) mit ®(U) C V. Es sei w € Q5(V).

Dann definieren wir den Riicktransport ®*w € QS(U ) von w mittels & durch

(P*'w)(2)(v1,...,v5) = [DP(2)]" w(®(2))(v1,---, V)
= w(®(2))(DP(2)vy,...,DP(z)vy)

fiir alle z € U, vy,...,v, € R™.

Mit den Definitionen 40.15 und 40.8 sowie Bemerkung 40.9 und Satz 40.10 folgen:

Bemerkungen 40.16 (i) D*(a A B) = (D*a) A (D*5)
(11) (I)*d.’EJ = d(pj, ] = 1, e, N,
o[ fod

(111) (I)*(d.le AREX /\diL'Jk) = dq)j1 N - /\d(I)]k firl< jl < K< ]k < m, also

(D*( Z Ajy,...oin dl'jl VANRRRWAN dl'Jk) = Z (ajl,___,jk 9 (I))d(bjl VANRREIAN d‘bjk

1</ <-+<jp<m 1<hi<<jp<m

(iv) Im Fall n = m gilt also

O*(dzy A -+ Ndxyp) =dPy A -+ - AdP, = det(DP) dzy A -+ - A dxy,.
(v) Fiir ® € C1(U,R™), ®(U) C V ist

* k k
@ e L(2(V),Q,(U)), falls k> 1 und
®* € L(CT(V,R),CT (U,R)), falls k=0.
(vi) (o ®)* = &* o (¥*) und (idg»)* = ido(v)-
Beispiel 40.17 Es sei ®: R? — R? definiert durch ®(r, ) := (rcosp,rsinp).

Dann ist d®, = cos ¢ dr —r sin ¢ dp und d®y = sin ¢ dr+r cos ¢ dp. Sei nun V C R?
eine offene Teilmenge und U := ®~1(V) und

w = fdri+ gdzy € Qé(v)a
n = Fdl'l N dl’g € Qg(v)
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Dann gilt

O*w = cosg-fod+sinp-godldr+[rcosp-go®—rsing- fod|dy,
O*n=r-FoddrAdp.

Wir fiihren nun den Begriff einer Differentialform auf einer Untermannigfaltigkeit
ein.

Definition 40.18 Essei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine
Abbildung w, die jedem Punkt 2 € M eine alternierende r-Form w(x) = w, auf dem
Tangentialraum 7, M zuordnet, heilt Differentialform vom Grad r auf M oder kurz
r-Form. Es gilt also w, : (T;M)" — R. Das duflere Produkt von Differentialformen
auf M erklart man punktweise.

Ist (U, ¢, V) eine Karte mit z € V, so induziert jede r-Form w auf M durch Zuriick-
holen eine r-Form ¢*w auf U. Dabei gilt wieder

O'w(z) (v, ..., v) = w(e(2))(De(z)v1, ..., Do(z)v,)
fiir vq,...,v, € RF.
Ist (U,1),V) eine weitere Karte mit € V und V NV # (), so bezeichnet ¢ o ¢

den Kartenwechsel. Dann gilt

o*w= (Y o) (y*w) (siche Bemerkung 40.9).

Fiir eine £-Form besagt dies mit Hilfe von Satz 40.10
p'w(p™ (@) = det D(Y" 0 ) (7" (2)) - Y w (P ().

Die Form in Definition 40.18 heif}t stetig, differenzierbar oder von der Klasse CY,
wenn alle zuriickgeholten Formen ¢*w, wobei ¢ einen Atlas A von M durchlaufe,
die jeweilige Eigenschaft haben.

Um abschliefend Satz 40.13 fiir r-Formen auf Untermannigfaltigkeiten herleiten zu
konnen, bendtigen wir eine Basis in T, M und (T, M)* fiir x € M. Zu einer Karte
(U, 0, V) mit x € Vist (D1p(y), .., Dre(y)),y = ¢ (z), nach Satz 38.2 eine Basis
von 1T, M.

Wir betrachten ¢=': V C M — R* und die Koordinatenfunktionen

il Lo VM- R

Das Differential d(goj_l)x: oM — T, R = R von goj_l im Punkt z ist linear,
J

also ist d(p;Y), € (T,M)*, j = 1,k Nun gilt d(g;")o(Dip(e™(2))) = G
i,j =1,...,k (dies folgt unmittelbar aus dem Satz iiber inverse Funktionen), also
bilden die Differentiale d(¢; ")z, ..., d(¢; "), die duale Basis im Raum (T, M)*.

Damit liest sich der Satz 40.13 so: Fiir 1 < r < k besitzt jede r-Form auf M eine
eindeutige Darstellung

wly= Y wf i deit A Adet ()

1<1<<jr <k
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mit
w(z) ==wf ;.(2) =w(@)(Dse(y),...,Djey)), y €Uz V.
Man nennt (x) die lokale Darstellung von w beziiglich der Karte (U, ¢, V) und die
Abbildungen
w.;”;""hj’f' O (p: U _) R

heifien lokale Koeffizienten der Form w beziiglich der Karte (U, ¢, V).






KAPITEL 41

Volumenform

Gegeben sei eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit (M, Our), M C
R™. Wir betrachten in diesem Kapitel eine spezielle nicht-verschwindende k-Form w
auf M, die sogenannte Volumenform von (M, Oy). Nicht-verschwindend bedeutet
dabei, dass w, # 0 fiir alle z € M. Diese Volumenform ist ein wichtiger Integrand. Im
folgenden Kapitel wird mit Hilfe der Volumenform das Oberflichenintegral konstru-
iert. Wir betrachten als Vorbereitung fiir ein spiteres Kapitel Untermannigfaltig-
keiten mit Rand und stellen einen Zusammenhang zwischen der Volumenform einer
orientierten Untermannigfaltigkeit mit Rand und der Volumenform des Randes dar.

Man kann orientierbare Untermannigfaltigkeiten mittels Differentialformen charak-
terisieren. Das folgende Resultat beweisen wir nicht.

Satz 41.1 FEine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R* ist genau dann
ortentierbar, wenn eine nirgends verschwindende k-Form w auf M existiert, d.h.
eine k-Form w mit w, # 0 fiir alle x € M.

Es sei (M, O),) eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit. Der Raum
(Tu:M, g.,Or, 1), * € M, ist dann ein orientierter, euklidischer Vektorraum. Wir
wihlen in T, M eine positiv orientierte orthonormale Basis (ey,...,e;). Da M ori-
entiert ist, betrachten wir einfach eine positiv orientierte Karte (U, ¢, V) mit der
kanonischen Basis

(Dip(y),-- -, Drp(y)) € O, y=¢ ()2 €V,
und wenden das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf diese Basis

in (T;M, g,) an. Wir erhalten eine positiv orientierte orthonormale Basis (e1, . . ., ex).
Nun betrachten wir die Abbildung

r:T,M — RF
v o= (gz(v,er),.. ., gz(vyer)) -

Wir ordnen also jedem Vektor v € T, M seine Komponenten beziiglich der Ortho-
normalbasis (ONB) (e, ..., ex) zu. Diese Abbildung ist eine Isometrie. Wir haben
die Darstellung

k
v = Z 9z(v, €;)e;.
i=1

125
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Definition 41.2 Die k-Form dM, € A*(T, M) sei definiert durch

dM,(v1,...,v) ;== Volumen des von den Vektoren 7(v;),...,7(vy) im R
aufgespannten Parallelepipedes

= {Zf_1/\i7(vi);0§ A< 1li= 1,...,]{:},

also

de(vla"'avk) _det(gw(vmeg)zg 1,..., lc)
dM, heiBt Volumenform von (T, M, g., Or,ar) und dM := {dM,},cnr heiit Volu-
menform der orientierten Untermannigfaltigkeit (M, Oyr).

Bemerkungen 41.3 (i) dM, ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl|]
der orthonormalen Basis (e1, ..., €x), denn die Ubergangsmatrix zwischen
zwei ONB hat Determinante 1.
(ii) Es sei (aq, ..., ax) eine beliebige positiv orientierte Basis in (T, M, Or,ar)-
Dann gilt

() dMy(an,..,ax) = \/det((ga(ai, 0;))ijr,. x)-
Dazu bemerken wir:
de(al, ce ey ak) = det((ai, €j>i,j)
= det (M) >0,

wobei (eq,...,e;) eine positiv orientierte ONB von T, M ist, und M) )
die Matrix des Basiswechsels zwischen a = (a4, ..., ax) und e = (e, . .., ex)
bezeichne. Also geniigt es zu zeigen:

det((ai, ej)i,j)2 = det((ai, afj)i,j)-

Dies folgt so:

det((a,-,ej)i,j)Q = det
= det

a,,e])”) det(<a’l’ej> )
iy €5)ij © ez,am>lm)

(«
6(¢
= da(iaz,ej ej,am) >

J:1

= det ((ai, Z(ej; am>€j>i,m)

j=1
= det((ai, am)i,m).

Wenn nun (o1,...,0x) die duale Basis zu (ai,...,a,) ist, so erhilt man
mit Satz 40.13 die folgende Basisdarstellung der k-Form dM,:

(**) de = det((ai, a'j>i,j) o1 N\ --- N\ 0g.

(iii) Zu einer beliebigen k-Form w auf M existiert eine Abbildung f: M — R
mit w = f - dM. Dazu setzen wir f(z) = wy(e1, ..., ex), wobei (e, ..., ex)
eine positiv orientierte orthonormale Basis ist.
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Satz 41.4 (Darstellung der Volumenform) Es sei (M,Oy), M C R*, eine ori-
entierte Untermannigfaltigkeit der Dimension k und sei (U, ¢, V) eine positiv ori-
entierte Karte auf M. Wihle (g;j(x));; wie in Definition 39.14 und betrachte die
Differentiale d(¢; )z, -..,d(¢ ")z, die die duale Basis in (T,M)* zu den kanoni-
schen Basisvektoren (Dyp(¢™ (%)), ..., Drp(¢™t(x))) sind (siehe Diskussion nach
Definition 40.18). Dann gilt:

dM|V = det((gm)m) ngl_l A=A ng,:l,

wobei (gi)i,; fir jedes x € V' gegeben ist durch (gz-j(x))i]

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung (*) auf Seite 117 und Bemerkung
41.3 (ii). O

Beispiele 41.5 (i) Die Volumenform von RF: Es sei R¥ gegeben mit der
Karte ¢(z) = x. Dann ist (g;;());; = Id und somit

(ii) Die Volumenform von Kurven im R": Es sei I' C R" eine 1-dimensionale
orientierte Untermannigfaltigkeit des R", also eine Kurve, und sei v €
C*((—e€,€), M) mit y(0) = z. Dann gilt fiir die Volumenform dieser Para-
metrisierung fiir jedes z € y((—¢,¢)):

(o) @) = Iy (7 @) Ay e

Man spricht vom Bogenelement der Kurve.
(iii) Die Volumenform von Flichen im R3: Es sei M C R® eine 2-dimensionale
orientierte Untermannigfaltigkeit und (U, ¢, V') eine Karte. Fiir x € V gilt

g11(z) gra(z) \ _ -1 -1 2
der (9 4200 ) — | Duple™ (@) x Daple I,

wobei x hier das Vektorprodukt im R® bezeichnet. Zur Erinnerung: fiir zwei

Vektoren v, w des R? ist [|v x w|| := /[[v[]2[|w]|? — (v, w)? = |Jv]| ||w]] sin 6,
wobei f der Winkel zwischen beiden Vektoren bezeichne. Es folgt fiir die
Volumenform

dM o) (z) = dM |y (z) = || Dip(¢™ (2)) x Dapp(e™ (@) d(91")s A (92 ).

Man spricht vom Oberflichenelement der Fldiche.

Wir betrachten nun Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Ein Beispiel wird die Kreis-
scheibe im R? sein, die durch die Definition 37.1 bisher nicht erfaft wird.

Es sei

RE = {(o1,..., ) € Relay > 0}
ein Halbraum und

OR: == {z e Rl |z, =0} 2RV
der Rand des Halbraums.
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Definition 41.6 M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand,
falls es zu jedem xy € M eine offene Umgebung U C R", eine offene Menge V' in R”
sowie ein ¢ € DiffY(U, V) gibt, so dass eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(i) e(UNM)=Vn(RF x {0}) oder
(i) o(UNM) =V N (RE x {0}) und ¢*(z) = 0.

T2

Satz 41.7 FEs seten M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
und xo € M. Dann erfiillen die Diffeomorphismen ¢: U — V' zu xy entweder alle
die Bedingungen (i) oder alle die Bedingungen (ii) aus Definition 41.6.

Beweis: Angenommen, es existiert eine Abbildung ¢;: U; — V; mit 2y € U; und
o1 (Uy N M) =ViN (RF x {0}) und eine Abbildung @y: Uy, — V mit x5 € U, und
©a(Us N M) = Vo (RE x {0}) und ¢4(z9) = 0. Es sei O := U; N Us. Dann ist
©1(ON M) C RF offen und

w2007 pi(ONM) = (ONM) CRE CRF
ist ein Diffeomorphismus mit ¢, 07 (1 (20)) = 2(z0). Insbesondere ist @o(ON M)
offen in R¥, aber (O N M) C R und ¢s(z) € ORE, also kann ¢5(O N M) nicht
offen in R¥ sein. 0
Definition 41.8 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
OM :={x € M | es gibt ein ¢ um z, das die Bedingung (ii) in 41.6 erfiillt }
heifit Rand von M und
Int(M) :={x € M | es gibt ein ¢ um z, das die Bedingung (i) in 41.6 erfiillt }
heilt Inneres von M. Es gilt M = Int(M) U OM.
Satz 41.9 Es set M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Dann ist Int(M) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand (Definition

37.1) und OM ist entweder leer oder eine k — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ohne Rand.

Beweis: Nach Definition ist Int(M) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne
Rand. Es sei OM # () und 2, € OM. Es existiert eine Abbildung ¢ € Diff!(U, V)
mit 2o € U und p(UNM) = VN (RE x {0}). Fiir y € UNOM folgt ¢*(y) = 0. Denn
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wire ¢*(y) > 0, so wiirde man durch Einschrinkung des Diffeomorphismus’ ¢ eine
Abbildung vom Typ (i) um y erhalten, im Widerspruch zu Satz 41.7. Also gilt
o(UNOM) =V N (R x {0}).
O

Es sei nun M C R” eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand
OM # 0. Fir z € OM ist T,0M ein (k — 1)-dimensionaler Unterraum des k-
dimensionalen Raumes 7T, M.

Definition 41.10 Die Abbildung z € OM +— v(z) € T,M C R" mit

((1; ﬁ(a(ﬁ) )Jﬂ Tw?M (beziiglich (-,-) in R")
(iii) es existiert v € C*((—¢, 0], M) mit v(0) = z und +'(0) = v(z)

heifit Vektorfeld der duferen Normalen auf dem Rand OM.

Definition 41.11 Es sei (M, Oy) eine k-dimensionale orientierte Untermannig-
faltigkeit mit Rand OM # 0 und v: dM — R" das Vektorfeld der duBeren Normalen
des Randes. Wir definieren eine Orientierung Oy, auf dem Rand durch

(1)1, ceey kal) € OTEBM =4 (l/(.Z'), (T Uk—l) € OTmM-
Man spricht von der induzierten Orientierung.

Satz 41.12 Es sei (M, Oy) eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
in R* mit OM # 0; v: OM — R" sei das Vektorfeld der duferen Normalen des
Randes und QOgyy die induzierte Orientierung auf dem Rand OM. Dann gilt fir die
Volumenform
d(OM) =i,dM|sps (K — 1 Form auf OM)
mat
i@ AMz(v1, - - ., Vp—1) == dMy(v(z),v1,. .., Vk_1) (inneres Produkt).

Beweis: Es sei © € OM und (eq,...,ex_1) eine positiv orientierte ONB in T, OM.
Dann ist (v(z), ey, ..., e,_1) eine positiv orientierte ONB in 7, M und aus der Defi-
nition der Volumenform folgt

d(OM)g(€1--- ek—1) =1 = (dM),(v(z), €1, ..., €k—1) = ty(@) dMz(€1, . .., €6-1),
also folgt die Behauptung. O






KAPITEL 42

Integration von Formen iiber orientierten
Untermannigfaltigkeiten

Nun wollen wir eine Integrationstheorie auf orientierten Untermannigfaltigkeiten
entwickeln. Die Differentialformen dienen zur Konstruktion von Maflen. Es geht in
diesem Kapitel grob um das Verstindnis der folgenden Beobachtung. Fiir gewthn-
liche Abbildungen f: M — R auf einer k-dimensionalen orientierten Unterman-
nigfaltigkeit wiirde der Beitrag eines Kartengebiets V' C M zum Integral von der
Wahl der Karte abhéngen, wiahrend die Transformationsformel fiir das Mehrfachin-
tegral im R* zeigen wird, dass das Integral iiber die mittels einer orientierten Karte
zuriickgezogenen Koeffizientenfunktion (die lokalen Koeffizienten, siehe Definition
40.18 und die Darstellung (*) auf Seite 118) einer k-Form koordinatenunabhéingig
ist. Unter den Beispielen zu der Theorie sind die Berechnung der Bogenlinge von
Kurven sowie der Oberfliche von gekrimmten Flichen. Bevor wir einen geeigneten
Mafiraum (M, B(M), u,) (w ist eine Form) angeben, zunéchst etwas zur Anschauung
des Integrationsvorgangs:

Es sei M C R" eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit und w eine
k-Form darauf. Jedes w, € A¥(T,M) ,antwortet® auf orientierte Spate in T, M
(siche Definition 41.2). Die Frage ist nun, wie w eine ,Antwort [, w auf die ganze
Untermannigfaltigkeit gibt. Es sei (U, ¢, V) eine positiv orientierte Karte, und in
U C RF sei ein Quader Q := [a1,b] X -+ X [ag, by] C U gegeben, den wir uns fein
gerastert denken. Die Bilder der Teilquader unter ¢ nennt man Maschenin V C M.
o, bezeichne die Masche mit unterem ,linken“ Eckpunkt x € V. Das Urbild der
Masche o, unter ¢ ist dann von der Form

k
H[az,ia Qg + Aaz,i]-

=1

QCUCR*r

131
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/go(cz)w > /amw'

reGitter
Hierbei bezeichne die Summe iiber z € Gitter die Summe iiber die endlich vielen
Maschen mit den Eckpunkten o,.

Es soll nun gelten:

Wir vergleichen nun die Grofie einer jeden Masche o, mit dem Volumen des jeweili-
gen tangentialen Spats s, in T, M. Dazu beobachten wir, dass Aa,; - Dip(¢™'(z)),
1=1,...,k, die Kantenvektoren des Spates sind, also folgt:

s, = Spat (Aaz,lchp(ga*l(ac)), e ,Aaz,kagJ(@’l(x))).
Nun gilt
Wy (Aaz’lDl(p(QO_l(.’L‘)), SR Aaz’ka(p((p_l(iE)))

= wy (D1p(¢™(2)), ..., Drp(p™H(2))) Aagy - - - Aag .

Die Summe iiber alle x € Gitter ist dann die Ndherungssumme von fso(Q) w. Diese
Heuristik setzen wir nun prizise um.

Definition 42.1 Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. A C
M heifit meBibar, wenn fiir jede Karte (U, p, V) von M die Menge ¢ (VN A) C R
Borel-Lebesgue-mefibar ist, also

e YV NA) e B~

Mit B(M) bezeichnen wir die Menge aller mefibaren Teilmengen von M.

Unmittelbar aus der Definition folgt:
Satz 42.2 B(M) ist eine o-Algebra auf M.

Bemerkung 42.3 Man fixiere einen Atlas A von M. Beim Nachweis der Mefbar-
keit einer Teilmenge A C M iiberpriife man dann ¢~ }(ANV) € B fiir die Karten in
A. Dies reicht aus, um die Mefibarkeit einer Menge A zu iiberpriifen. Dazu beachte
man, dass Elemente in B unter C?-Diffeomorphismen in B* bleiben (Lemma 36.1)
und die Kartenwechsel C'?%-Diffeomorphismen sind (siehe Satz 37.16).

Es sei fortan w eine k-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C
R" und A C M sei eine meBbare Teilmenge. Wir wollen [, w definieren. Wir erinnern
an die lokale Darstellung aus Kapitel 40:

wly(z) = w(@)(D19(y), - -, Dep(y)) dler o A+ Ad(9y e

zu einer Karte (U, ¢, V) mit x € V und y = ¢~ !(z). Jede Funktion a¥ o p: U — R
mit

af(z) :=af ,(z) :=w(@)(Dip®y),...,Dre(y)), y = ¢ (),
ist eine glatte Funktion (oder eine C'? Funktion mit ¢ € N), wenn w eine glatte k-

Form (oder eine k-Form vom Typ C?) ist. Dies hatten wir so definiert. Im weiteren
gehen wir von einer glatten k-Form w aus.
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Dann ist jede Funktion a¥ o ¢ Borel-Lebesgue-mefibar und sie ist Lebesgue-integrier-
bar, falls zum Beispiel U C R eine beschrinkte Menge ist oder der Trdger von a%
kompakt ist. Dabei ist der Triger definiert als der Abschlul der Menge

{r € M | a¥(x) # 0}.
Wir bezeichnen den Triager mit supp(a?).

In jedem der genannten Fille ist dann

/ a® o pd\F < +o0.
P~ H(VNA)

Die Vorgehensweise wird nun die sein: wir zerlegen die meflbare Menge A in solche
Teilmengen, die in Kartenbereichen enthalten sind, betrachten in den Kartenberei-
chen das obige Integral und addieren diese geeignet.

Von nun an betrachten wir eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
M C R"® mit oder ohne Rand und k-Formen in einer der drei folgenden Klassen:

QF(M) = {wist eine k-Form auf M | supp(w) ist kompakt}

QF (M) = {w ist eine k-Form auf M | wy(ai,...,ax) > 0 fiir alle
(a1,...,ar) € Or,m,x € M} (positive k-Formen)

OF (M) = {wist eine k-Form auf M | wg(ai,...,a;) < 0 fiir alle
(a1,...,ar) € Or,m,x € M} (negative k-Formen) .

Ist M kompakt, so ist dM € QF(M), ist M beliebig, so ist dM € QF (M).

Definition 42.4 Es seien w € Qf (M) eine k-Form auf M, A € B(M) mit AC V
fiir eine positive orientierte Karte (U, ¢, V) und w|y die lokale Darstellung von w
beziiglich der Karte (U, ¢, V). Wir definieren das Integral von w iiber A durch

/w—/ a? o pd\F.

Satz 42.5 wa st wohldefiniert, also unabhdngig von der Wahl der positiv orien-
tierten Karte .

Beweis: Es seien A C V und (U, ¢, V) und (U’ 1, V') zwei positiv orientierte Karten
nach V. Wir haben dann die Darstellungen

wlv(z) = a®(2) dpr)e A Ad(gy s
= a’(2) d(¥r)a A Ad(W s
fiir jedes x € V. Nach Satz 40.10 gilt fiir x € V
a?(z) = det D(¢~" 0 9) (™" (z)) - a” ()

(fiir zwei Karten haben wir dies nach der Definition 40.18 aus Satz 40.10 abgeleitet,
siehe Seite 117 oben). Nun ist nach Satz 38.6 det D(vy~' o ¢)(¢~"(z)) > 0. Es folgt
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somit
(+) @ 0o =|det D" o) [a¥ 0o 0.
Nach der Transformationsformel von Jakobi fiir Lebesgue-Integrale (Satz 36.2) folgt
nun
/ w = / a¥ o d\F
A P (A)=p 1 (p(p™1(4)))
= / a? orporptop|det D(y o )| dA\
e~ 1(A)
= / a? o pdA*.
p=1(A4)
Also ist [, w wohldefiniert. O

Nun befassen wir uns mit dem Fall, in dem A C M nicht in einem Kartenbereich V'
liegt. Dazu fithren wir eine wichtige Zerlegung ein:

Definition 42.6 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
A ein Atlas von M. Eine Zerlegung der 1 zum Atlas A ist eine abzihlbare Familie
{fa}n>1 von nichtnegativen glatten Funktionen f,,: M — [0,1], so dass

(1) supp(f,) ist kompakt und in einer Kartenumgebung von A enthalten fiir alle
n e N

(2) {supp(fn)}n>1 ist lokal endlich, d.h. zu jedem z € M existiert eine Umgebung
Vi, so dass V, Nsupp(f,,) # O nur fiir endlich viele n.

(3)
an(:c) =1 fiir alle z € M.

n>1

Eine Zerlegung der 1 ist also die Wahl einer Folge (f,), von Funktionen, die die
Funktionen f =1 in eine Summe von Funktionen mit kompaktem Triger, die jeweils
in einer Kartenumgebung liegen, zerlegt.

Satz 42.7 Zu jedem Atlas A auf M ezistiert eine Zerlequng der 1.
Beweis: im Anhang zu diesem Kapitel.

Definition 42.8 Es seien A € B(M), w € (M) und A = {(U,, ¢a, Va)} ein
Atlas von positiv orientierten Karten und {f,}, sei eine zugehorige Zerlegung der

1. Dann definieren wir
w = fa w.
Je=5 ], b

Satz 42.9 Die Definition 42.8 ist korrekt, das heifit unabhingig von A und { fa}a
und stimmt fiir mefbare Teilmengen, die in einem Kartengebiet liegen, mit Defini-
tion 42.4 tiberein.
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Beweis: Es sei A = {(Us, pp, Vs)} ein weiterer Atlas von positiv orientierten Karten
von M mit einer zugehoriger Zerlegung der 1, die wir mit {gg}s bezeichnen. Wir

wollen zeigen:
S f e[ e
a ANVy 8 AﬂVg

Es gilt fo = Y5 fags und gg = >_, gp fo- Weiter ist supp(fa gsw) C Vo N Vs und
somit gilt

£f, s = T v

ANV,

R R

ANV

- 2, Dthawe

Vg o

A

B

wobei wir in der vorletzten Zeile verwenden, dass die Summe endlich ist fiir ein w €
QF(M), wihrend wir fiir ein w € QF (M) den Satz von der monotonen Konvergenz
verwenden.

Es seien nun (U, ¢, V) eine positive orientierte Karte und A C V. Dann wollen wir

zeigen:
Z/ fawz/ a? o pd\F.
o JANV, p—1(A)

Fiir jedes o ist ANV, meBbar und auch in V enthalten. Nach Satz 42.5 ist [ any, Jaw
wohldefiniert und wir kénnen zu seiner Berechnung eine beliebige positiv orientierte
Karte ¢ wéhlen. Es gilt

_ o o k
> / e =X / AL
-y (fa 0 0)(a® 0 o) dA*
HANV)
o Jeian

= / a® o pdA*.
1 (A)

Damit ist der Satz bewiesen. O

Satz 42.10 (Elementare Eigenschaften des Integrals)
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(1) Es seien w € Qf (M) und A € B(M). Ist A = Ay U UY, Ai, wobei Ay eine
Nullmenge sei und die A; seien paarweise disjunkt und in B(M), N < oo, so gilt
N

(2) Das Integral ist linear, d.h. fir wy,ws € Qf (M) und Ay, Ay € R gilt:

//\1w1+/\2w2=/\1/w1+/\2/w2.
A A A

(3) Ist w € QF (M) und gilt fir zwei stetige Funktionen f,g: M — R die Relation

f<g, soist
/fwg/gw.
A A

(4) Es seien N C R™ eine weitere k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
mit oder ohne Rand und F': M — N ein orientierungstreuer Diffeomorphismus (vgl.
Satz 38.6). Es seien weiter A € B(M) und w € Qf L(N). Dann gilt

/F*w:/ w.
A F(A)

(5) —M bezeichne die Untermannigfaltigkeit M versehen mit der entgegengesetzten

Orientierung. Dann st
/ w:—/w fir A € B(M).
—A A
Beweis: zu (1): Es gilt

w = fow = / faa?e ogoad/\k
/A ;/ADVQ ; gl(AnVa)( )
N
= ZZ/ (fa @) 0 g At
0 gl(AinVa)

= é/mza:fawzg/&w,

wobel wir

N
Pat(ANVa) = o (AN Va) U eat(4inVa)
i=1
und die Endlichkeit bzw. die Monotonie von ) verwendet haben.
zu (2): Dies folgt aus der Definition.

zu (3): Der Beweis nutzt die entsprechende Eigenschaft des Lebesgue-Integrals.
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u (4): Nach (1) zeigen wir (4) fiir A € B(M) mit A C V, wobei (U, ¢, V') eine Karte
in M ist. Weiter sei F'(A) C V, wobei (U, 1, V) eine Karte in N ist. Beide Karten
wihlen wir positiv orientiert. Es gilt

/ w = / Yo h dF.
F(A) L(F(A))

Wir betrachten die Abbildung (die Kartendarstellung von F' im Sinne der Definition
39.3)

T:=¢ oFop: o ' (VNF V) =y ' (V)=UCRE.
Nach Satz 37.16 ist T ist ein Diffeomorphismus. Die Transformationsformel liefert

/ w:/ awowd)\k:/ 6% 01 o T | det DT|d\.
ray Jremay o=1(4)

Mit Hilfe von Satz 40.10 (analog zu Seite 117, vergleiche auch mit dem Basiswechsel
in Satz 39.8) folgt:

(+)  (F'w)?(z) = det(DT (¢ (2))) - a*(F(2)),
wobei wir mit (F*w)? die der Karte ¢ zugeordnete Koeffizientenfunktion in der
lokalen Darstellung dieser Form bzgl. der Karte (U, ¢, V') bezeichnen. Da F' orien-
tierungserhaltend ist, ist det (DT (¢ *(z))) > 0, und somit ist

(F*w)? o ¢ = |det DT| (a¥ o F o ) = |det DT| (a¥ o4y o T),

/ w:/ (F*w)‘pogod)\k:/F*w.
F(A) p-1(4) A

u (5): Es sei (U, ¢, V) eine positiv orientierte Karte und es ei (EA C V. Dann ist
(U, ¢, V) mit ¢ :== ¢ o7 und
TRk_)Rk (yla'-'ayk) = (yla'-'ayk la_yk)

eine positiv orientierte Karte auf —M. Es gilt dann a¥ = —a?, denn a¥(z) =

W(@)(Dig(y), ... Dyp(y) und a?(e) = w(@)(Dag(y), .., Dy-ro(y), ~ Dico(v)- Es
gilt det(DT) = —1 und somit

/w = / a‘pogod)\k:/ a? o pd\F
A @~1(A) T(¢~1(A))

= / a“"0<p07|detDT|d)\k:—/ a? o pdNF .
F1(4) 1(A)

also

Damit folgt [, w = f@-l(A) a® o ¢dN\' = — [, w. Somit ist der Satz bewiesen. [
Bemerkungen 42.11 Aus (1) in Satz 42.10 folgt zum einen, dass man Nullmen-
gen weglassen kann. Weiter folgt: Man zerlegt eine mefibare Menge A € B(M) in
eine disjunkte Vereinigung mefibarer Mengen, die jeweils in einem Kartenbereich
enthalten sind: A = [, A;, N < co. Dann ist
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und dies berechnet man dann mittels Definition 42.4.

Bemerkung 42.12 Sei w € Q% (M). Dann ist p,: B(M) — [0,00] mit A — [, w
ein Maf} auf B(M) und das wie in Kapitel 31 definierte Integral fiir den Mafiraum

(M, B(M), j,) erfiillt
/A fdp, = /A fu.

Es sei nun M C R” eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit und dM
die Volumenform aus Kapitel 41. Es sei A € B(M) und f: M — R sei eine mefibare
Abbildung auf M.

Definition 42.13 Das Integral [ 1 dM heifit Oberflichenintegral von f iiber A C
M. Die Zahl

Vol (4) = /A M

nennt man das Volumen von A.

Es seien (U, ¢, V') eine positiv orientierte Karte in M und A C V, A € B(M). Weiter
sei (gij)i; die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik beziiglich dieser Karte
(siehe Definition 39.14). Dann gilt mit Hilfe der lokalen Darstellung der Volumenform

(Satz 41.4):
Vol (A) = /A\/det((gij),-,j) der ' A A dgp,:l
= / Vdet((gw)w) oY d/\k .
v™1(4)

Beispiele 42.14 (1) A C M = RR* sei eine mefibare Teilmenge der Untermannig-
faltigkeit R*. Es gilt dR* = dx; A -+ - A dxy (siehe Beispiel 41.5 (i)). Wir erhalten

Vol ( / dM = / d\* = \F(A

(Volumen von Teilmengen des R¥)

(2) Es sei ' C R* wie in Beispiel 41.5 (ii), also eine 1-dimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit des R, sprich eine Kurve 7v: (a,b) — I'. Fiir die Volumenform
gilt

T —1
dl’ \7((%,,))— YO @)lld(y)a
mit = € 7((a,b)). Das Volumen ist die Bogenlinge:

Vol (7(a, b)) = / I (0)] .

(Volumen von Kurven (Bogenléinge))
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(3) Es sei M C R? eine orientierte Fliche im R* und (U, p,V) eine Karte. Mit
Beispiel 41.5 (iii) gilt fiir eine mefibare Teilmenge A von V mit A = (W)

Vol (A) = /W |Dyg() x Doply) da dy.

(Volumen von Fliichen im R?)

(4) Das Volumen der Sphire S* C R®: Mit der Karte ® aus Beispiel 39.15 ist
det((gi;(2))i;) = cos® ¥, und somit folgt

2w /2 27
Vol(S?) = / (/ cosﬂdﬁ) dp = / (sinﬁ[ﬁfh) dp = 4.
0 0

_71—/2

Fiir eine Abbildung f: S? — R folgt dann

27 /2
/ fds? = / ( Fod(e,d) cosﬁdﬁ) do,
52 0 —7/2

sobald das Integral existiert.

(5) Flicheninhalt eines Graphen: Es seien h: U C R?> — R eine glatte Funktion und
U eine offene Menge. M := graph (h) = {z,y, h(x,y)) | (z,y) € U} ist eine Fliche
in R, Eine Karte ist ¢: U = M mit ¢(z,y) = (z,y, h(z,y)). Es gilt

1 0 1 0
Do(z,y)=( 0 1 |(z,9)= 0 1
81h 82h 31h(33,y) th(xay)

Nun wenden wir Beispiel (3) an:

Vol(M) = /U V1+ (01h(z,y))2 + (02h(z,y))? dz dy.

Allgemein gilt: ist h: U C R*! — R eine glatte Abbildung und U eine offene
Teilmenge, so erhalten wir

Vol(M) = /U T+ [[erad B[P dA™(8).

Dies ist eine Ubung.
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Anhang:

Beweis zu Satz 42.7: Wir zeigen diesen Satz in einer schwécheren Form: wir kon-
struieren eine Zerlegung der 1 mittels stetiger Abbildungen {f,},>1. Die ,glatte
Variante“ findet man zum Beispiel in Janich, Vektoranalysis, oder Bricker, Analysis
III. Fiir die Definition 42.8 geniigte es, integrierbare {f,},>1 zu haben, was erfiillt
sein wird, da wir stetige {f,},>1 mit kompaktem Tréger konstruieren werden. Wir
stellen ein Lemma voran:

Lemma 42.15 Fine Untermannigfaltigkeit M C R" besitzt eine kompakte Aus-
schipfung: dies ist eine Folge (K;);en kompakter Teilmengen von M mit

(i) K; C K¢,y (offen relativ M)
(ii) UiZl Ki= M.

: Man betrachte offene Quader 2; C R" mit rationalen Eckpunkten und so, dass
Q; N M kompakt ist. Wir setzen V; := @; N M. Dann wéhlen wir K; := V; und
bestimmen induktiv eine Folge von Indizes 1 =n; < ny < --- so, dass

;g Nj+1
K, = U Vk C Lj Vi.
k=1 k=1

Dies liefert eine kompakte Ausschopfung. O

Korollar 42.16 Jede Untermannigfaltigkeit M C R™ besitzt einen abzihlbaren
Atlas (hatten wir schon gesehen).

Der Atlas A gibt uns eine offene Uberdeckung U der Untermannigfaltigkeit M C R™.
Wir zeigen nun, dass es zu jeder offenen Uberdeckung U von M eine Zerlegung der
1 im Sinne der Definition 42.6 gibt, wobei die dortigen Kartenumgebungen ersetzt
werden durch die Uberdeckungselemente. Zunichst zeigen wir:

(*) Zu jeder Umgebung V' C M eines Punktes x € M gibt es eine stetige
Funktion ¢: M — [0, 00) mit ¢(z) > 0 und supp (¢) C V.

Dazu wihle eine Kugel Br(z) C R* mit Bgr(z) " M C V. Wir setzen ¢ := f|y mit

fiR* > R; f(n):= { (R _0”7,7”)2 "y gE”Iing?(’fv)-

Dann hat ¢ die gewiinschte Eigenschaft.

Es sei (K;)ien eine kompakte Ausschopfung von M. Zu jedem i € N wéhlen wir
endlich viele Funktionen

ity Pir: M —[0,00)
mit
(i) Der Triger jeder dieser Funktionen liegt in einer Menge der Uberdeckung
U und in
K\ Koo (wir setzen K_q, Ky :=0).
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(ii) In jedem Punkt z € K; \ K7 | hat wenigstens eine dieser Funktionen einen
positiven Wert.

Dazu wihlen wir zu jedem z € K; \ K{_, eine stetige Funktion ¢; ,: M — [0, 00),
deren Tréger in einer Menge der Uberdeckung ¢/ und in K7, \ K;_, liegt, und fiir
die ¢; 5(z) > 0 gilt. Dies geht nach (*). Die Mengen

W(z) = {§ € M@ (§) > 0}

bilden dann eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K; \ K¢ ,. Gewisse
endlich viele W(z1),..., W(z,,) iiberdecken dann K; \ K? ;. Die Funktionen

Vij = Qi J=1,...,7,
erfiillen dann (i) und (ii).
Die Gesamtheit der Funktionen
Gij, t€N,g=1,...,m,
ist dann nach Konstruktion lokal endlich. Nun setzt man
oo T
pi= D g
i=1 j=1
Dies ist eine positive stetige Funktion auf M. Nun bilden die Funktionen

Pi,j
fij =
,J ©
eine der Uberdeckung U zugeordnete Zerlegung der 1. O

Tatséchlich liefert die obige Konstruktion C*-Funktionen. Thre Triiger sind kompakt.






KAPITEL 43

Auflere Ableitung und der Satz von Stokes

Wir dehnen die Operation d, die jeder differenzierbaren Funktion ihr Differential
zuordnet, auf k-Formen aus. Ziel ist es, den Satz von Stokes herzuleiten. Fiir das
Cauchy-Riemann Integral haben wir

/ f(@)dz = f(b) — f(a)

gesehen. Gewisse Bedingungen an den Integranden ermdglichen es, das Integral
durch Werte auf dem Rand des Integrationsbereichs auszudriicken. Dies wollen wir
auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand ausdehnen.

Satz 43.1 FEs gibt genau eine Mdéglichkeit, jeder differenzierbaren k-Form w (w(x) €]
A¥(R™)) in einer offenen Menge U C R eine (k + 1)-Form dw zuzuordnen, k €
NU {0}, so dass die folgenden Forderungen erfiillt sind.

(i) d ist linear: d(wy + we) = dwy + dws.
(ii) Fir jede Abbildung f: U — R ist df das Differential.
(iii) (Produktregel) Fiir jede differenzierbare k-Form w und jede weitere differen-
zierbare Form n st

dwAn) =dwAn+ (=1)Fw Adn.
(iv) Fiir jede 2-mal stetig differenzierbare Form w gilt

d*w = d(dw) = 0.

Definition 43.2 dw in Satz 43.1 heif3t das Differential bzw. die dufiere Ableitung
von w.

Beweis von Satz 43.1: Wir nehmen an, eine Operation d mit den vier Eigenschaf-
ten existiert. Wir leiten eine explizite Darstellung her. Aus (iii) und (iv) folgt per
Induktion

Zusammen mit (i), (ii) und (iii) folgt dann fiir eine beliebige differenzierbare Form
w= Zj1<---<j;C ajla---:jkdle ARERNA dwjk :
(**) dw = Z dajl,,_jk A (d.’l?jl VANRIIEIVAN d$Jk)

J1<<J

Somit ist dw fiir jede differenzierbare k-Form eindeutig bestimmt. Die durch (xx)
definierte Operation erfiillt nun umgekehrt die Eigenschaften (i)-(iv): (i) und (ii)

143
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folgen unmittelbar. Wir zeigen (iii) fiir w = adz := adz; A---Adz;, und n = bdzy,
was wegen der Linearitdt reicht. Es ist

dlwAn) = d(ab) ANdz; Adxy
(da)b A dx A dxy+ a(db) Adxr A dzy
(da) A dzy Abdzy + (=1)*adxy Adb A dzy

nach (ii) und der Regel n A w = (—1)*¥w A fiir w € A¥(V), n € A(V). Also haben
wir d(w An) =dw An+ (—1)fw A dn.

Zu (iv): Es sei w zunéchst eine 0-Form, also w = a in obiger Notation. Dann gilt

d(da) = d (i o;a dmi) (siehe 40.12(i))
= i d(0;a) A dz;

= Zn: <Zn: 8j8ia d.’EJ) VAN d.’L‘Z

i=1 Vj=1

1<j

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Schwarz, Korollar 24.17, verwendet haben.
Fiir eine k-Form w = a dz; folgt mit (iii) und (*x)

ddw = d(da A dz;) = d*a A dx; — da A d(dzg) = 0.
Mit Hilfe der Linearitét folgt dann (iv) allgemein. Damit ist der Satz bewiesen. [

Fiir ein f € C'(U,R"),U C R" offen, ist die Divergenz von f definiert durch
Vo f=divfi=) 0
i=1

Mit Hilfe des Vektorprodukts im R® heifit dann fiir eine offene Teilmenge U C R3
und f € C'(U,R?)

rot f =7 X f = (0of* — 0sf%,0sf" — Ouf, 00 f% — Do f")
die Rotation von f.

Beispiele 43.3 (i) d(zdy — ydx) = dx AN dy — dy AN dxz = 2dz A\ dy
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(ii) In der Notation von Beispiel 40.14 (iv) mit f € C*(U,R) und v € C}(U,R")
gilt

df =dwoy = Y 0if dw; = wigraar
=1

dwp_1, = Z(—l)i_ldui Adzi A« Adx; A+ Adzy,
i=1
i=1 j=1
= Y ()" M Quidri Adzy A Adzi A Ada,

i=1

i=1

= Wnp,divu-

(i) Es gilt dw; , = Wy roru fiir n = 3 (Ubung).

Satz 43.4 (Satz von Stokes) Es sei M C R"™ eine k-dimensionale, orientierte
Untermannigfaltigkeit und der Rand OM won M sei versehen mit der induzierten
Orientierung (siehe Definition 41.11). Weiter seiw eine (k—1)-Form mit kompaktem

Trager auf M. Dann gilt
(%) / dw = / w.
M oM

Beweis: Sei A = {(Uy, pa, Va)} ein Atlas auf M. Jede Karte (U, ¢, V) ist dabei
gemif Definition 41.6 gewiihlt, d.h. fiir z € Int(M) gilt U C R*, x € V C Int(M),
V relativ offen in M und fiir z € OM gilt U C Rﬁ, xr €V C M,V relativ offen in
M. Sei {fa}a eine Zerlegung der 1 zu A, dann ist w = ) fow und diese Summe
ist endlich, denn der Tréger von w ist kompakt. Da beide Seiten in (*) linear in w
sind, geniigt es
/ d(fow) = [ faw
M oM

zu zeigen. Also kénnen wir fiir den Beweis von (*) ohne Einschrinkung annehmen,
dass der Triger der Form w in einem Kartenbereich V einer Karte (U, p,V) € A
von M liegt. In beiden fiir die Karte mdéglichen Féllen berechnen wir beide Seiten
von (x) getrennt.

Sei zunéichst U C RF, V' C Int(M): Wir withlen (E U = R*. Beziiglich dieser Karte
hat w die lokale Darstellung

k
w|V:wadgofl/\---/\dgofl/\---/\d(pgl.
i=1

Dabei verwenden wir die lokale Darstellung (*) auf Seite 117 und die Bezeichung

w!(z) = w(z)(D1o(y), .. .,Digé(y), Do), yeU,y=¢ Yz),z €V.
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Also folgt fiir die d&ulere Ableitung

k
dwoly = dwf Adpr' A AdpT A Adgy!

i=1

Nach Satz 39.17 ist
k

dw? = Z(Dl(w o)) (iglm. 0@~ )

m=1

=1
k
= ) (Diwfop)op de,

=1

denn
k k
(Zgzm( )Dmp(y ) Zglm L) Gr (T) = 6.
m=1 m=1
Also gilt
k ~
doly = Y (Diwfop)op  dey  ANdpr' A--ANdpt A Adg!
il=1
k
= D) (Difwf op)) o tdpt A A dg,”
i=1
= (dw)?dp; A+ Adpy "
Damit ist

/dwz
M

dw = / (dw)? o p d\F
e~ (V)

( 1)t D(w o) d\*

/ /(/D wy ogo dxz)dxl d - dxy,

wobei die letzte Gleichheit aus dem Satz von Fubini (Satz 35.13) folgt (wir verwenden
x=(xy,...,2x)). Fliri=1,...,k ist

/Di(w;poga)(a;) dr; =wl op|®, =0
R

denn der Tréger von w; ist kompakt in V' C Int(M). Also ist [,, dw = 0.

Seinun U C RE, V C M: Sei (B U = R% . Ersetzt man in obiger Rechnung Dy ¢(y)
durch D/ p(y) (rechtsseitige partielle Ableitung in k-ter Koordinate), so ergibt sich

|
IIM?r IIM?r —

Rk

k—1
/ do =3 (=1)"1 [ Diwf o p)ddt + (=10 [ D (wf o p)dXE
M i1 RE
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Fiir 1 <17 < k — 1 ist wieder jeder Summand gleich 0 und fiir 7 = k ist

/ D} (wf 0 0) (@) dzy = —wf (o(a1, . .., 25 1,0)).
0

Also folgt hier

/ dw = (—l)k/ wi(p(x1, ..., 25-1,0)) d/\k_l(xl, cey X))
M Rk—1

Nun berechnen wir [, w: Da der Tréiger von w eine Teilmenge von V' ist, folgt fiir
eine Karte mit V' C Int(M) sofort [,, w = 0 und somit auch (x). Sei also wieder
U = R’jr, V C M. Es sei v: OM — TM das Vektorfeld der dufleren Normalen
des Randes (siehe Definition 41.10). Die folgenden Basen von T, M in einem Punkt
x € OM sind gleich orientiert:

(w(x), D1gp(y), - - -, De—1p(y)) ~ (Dre(y),.- ., Drae(y), (1) v (x))
~ (Dip(y),- .., Dr1o(y), (—1)¥Dfo(y)),

denn die Vektoren D; ¢(y) und v(z) zeigen nach Definition in verschiedene Rich-
tungen bzgl. T,0M: v(x) nach auBen, D} ¢(y) nach innen. Somit ist unsere Karte
(U, ¢, V) positiv orientiert, wenn k gerade ist, negativ orientiert, falls k£ ungerade
ist. Die lokale Darstellung von w|ynans beziiglich dieser Karte hat die Gestalt

k
wlvnam :wadgpl_l/\---/\dgpi_l/\---/\d(p,;1 zw,fdgol_l/\---/\dga,;il,
i=1

denn fiir jeden Tangentialvektor D;o(y) € T,0M, j=1,...,k—1, ist
(dei ) (Djp(y)) = 0.

Fiir £ gerade ist

/ w = / w,fdgol_l/\---/\dw,;il
oM VoM

= /1(V 6M)w,fog0d)\k1(x1,...,:ck_1)
(770 n

- /Rk_1 wy (p(x1, ..., Tp-1,0)) d)\kfl(:vl, ey The1)-

Fiir £ ungerade liefert Satz 42.10 (5):

/ v _/ wi(p(1, ..., 2k-1,0)) D (T R §
oM Rk—1

Somit ist der Satz bewiesen. O

Beispiel 43.5  (Das Volumen der Sphire)

Im Beispiel 35.10 wurde AP(B%(0)) konkret bestimmt und es gilt Vol(B%(0)) =
MP(B%(0)). Es sei nun S% ' := {z € R’: |z| = R}. Dann gilt

Vol(SE™h) = %VOl(Bg(o)).
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Dazu beachte, dass dB%(0) = S& ' ist und Vol(S% ') = Jsz-1 dsh'. Auf B%(0)
betrachten wir die euklidischen Koordinaten ¢(z1,...,2,) = (21,...,2,). Dann ist

dB%(0) = dx; A- - - Adz,. Das Vektorfeld der iufieren Normalen auf dem Rand S '
von BY(0) ist

W) = 5 = %ijDj(p(go_l(x)) (siehe 39.11 (ii)).

Nach Satz 41.12 ist dann
(de{_l)w = iu(w)(dB%(O))w

p .
xj .

= Z R iD;p(p= (@) (A1 A - - A dy)

j=1

Il
| =
.Mﬁ

(=1)7 g dz; (Djw((p_l(a:))ldxl A---Ndzj A---Adxy
- ~

1

<
Il

1< . .
= RZ(—I)J’lxjdxl/\---/\dxj/\---/\dxp
7j=1
1
= —w
R
Es gilt
p . ~
dw = Z(—l)J_ld:vj ANdzy A+ ANdxj A~ Ndxy
j=1
P

= dzy A -+ Adzxy, = pdB%(0).
7j=1
Der Satz von Stokes liefert dann

1 1
Vol(s% ™) = / st t = = w=— dw
set R Jgp-1 R /g0

p p
= — dB?(0) = =Vol(B%(0)).
7 [, ) 15RO = R VOI(BE0)

0

Der Satz von Stokes hat sehr vielfdltige Anwendungen in der Geometrie, der Analysis
und der mathematischen Physik. Im Hauptstudium wird man vermutlich auf viele
Anwendungen treffen.
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