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Aufgabe 1 (4 Punkte):

Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € £!(P) eine Zufallsvariable.
F C A sei eine Unter-o-Algebra. Beweisen sie die folgenden Eigenschaften der
bedingten Erwartung:

(i) Gilt P(A) € {0,1} fiir alle A € F, so folgt E[X|F] =EX.
(ii) Berechnen Sie E[X|F] fiir die folgenden o-Algebren:

(a) F={0,Q}
(b) F D o(X)
(c) F={0,A, Ac Q} fiir ein beliebiges A € A mit P(A) € (0,1).

Aufgabe 2 (4 Punkte):

(i) Sei (&)ien eine Folge unabhéngiger nicht negativer Zufallsgrofien mit Er-

wartungswert Eins. Zeigen Sie, dass ([];_, &), ein o(&,. .., &,)-Martingal
ist.
Seien &1, ...,&, unabhéingig und log-normalverteilt, d. h. jedes &; hat die
Darstellung &; = exp(oX;+u), wobei X, ..., X,, unabhéngige und standard-
normalverteilte Zufallsvariablen sowie o > 0, u € R seien. Bestimmen Sie
1 so, dass die Folge

So=1, Sy =Sui&=][& neN,
i=1

ein Martingal ist.

(ii) Seien (X,;)nen, ien unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Werten in Ny. Setze p, := P(Xy; = k), k € Ny. Seien 0 # E[X;;] < o0
und o2 := Var(Xy;) < oo. Wir definieren die Folge von Zufallsgréfien Z =
(Zy)nen durch

Zn,
Zo=1und Zpp1 = X
=1

Wie muss Z,, skaliert werden, damit es beziiglich der Filtration A, :=
0(Xki, k <n, i € N)ein Martingal ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.



(iii) Sei (X,), die Folge +1-wertiger unabhéngiger Zufallsgrofen mit P(X; =
1) = 1/2. Ein Spieler setzt 1 Einheit Einsatz zu Beginn und verdoppelt sei-
nen Einsatz so lange, bis zum ersten Mal 1 erscheint, um dann aufzuhoren!
M,, bezeichne den Gewinn nach n Wiirfen mit My = 0. Zeigen Sie, dass
(M,,),, ein Martingal beziiglich (A,,), mit A, := o(My, X1,...,X,,) ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte):
Sei 7 eine Stoppzeit mit P(7 < ¢) = 1 fiir eine Konstante c¢. Dann gilt fiir das
Martingal (S,,)nen:

E(|S.|) < oo und E(S,) = E(S,).

Aufgabe 4 (4 Punkte):

(i) Betrachten Sie das Cox-Ross-Rubinstein-Modell. Beziiglich welcher Filtra-
tion ist (W)¥)o<n<n, dass im Beweis von Satz 1.4 definiert wurde, ein Mar-
tingal? Begriinden Sie Thre Antwort.

(ii) Warum ist im Ein-Perioden-Modell die abdiskontierte Auszahlung der ge-
handelten Wertpapiere unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafl

Q ein (0(Sy), o(S, S1))-Martingal?



