
Fakultät für Mathematik Eichelsbacher/Döring
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Aufgabe 1 (4 Punkte):
Beweisen Sie Beispiel 6.2 (d):
Sei F ein System von Teilmengen einer Menge Ω. Dann existiert eine eindeutig
bestimmte σ-Algebra, die die kleinste F enthaltende σ-Algebra ist: σ(F).

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Zeigen Sie, dass die Borelsche σ-Algebra B(Rd) von den folgenden Mengen erzeugt
wird, also σ(Ei) = B(Rd) für alle i = 1, . . . , 5 gilt.

(i) E1 = {A ⊂ Rd : A ist abgeschlossen}

(ii) E2 = {(a, b) : a, b ∈ Qd, ai < bi für alle 1 ≤ i ≤ d}

(iii) E3 = {(−∞, b] : b ∈ Qd}

(iv) E4 = {(−∞, b) : b ∈ Qd}

(v) E5 = {[a,∞) : a ∈ Qd}

Aufgabe 3 (4 Punkte):

(i) (Ω,A), (Ω∗,A∗) und (Ω̃, Ã) seien Messräume. Die Abbildungen X : Ω → Ω∗

und X∗ : Ω∗ → Ω̃ seien messbar. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Y := X∗ ◦X : Ω → Ω̃, ω 7→ X∗(X(ω)
)

A–Ã-messbar ist.

(ii) Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : R → Z mit x 7→ bxc und x 7→ dxe
messbar bezüglich B(R)–P(Z) sind.

(iii) Seien (Ω,A) ein Messraum und fi : Ω → R, i = 1, . . . , n, sowie f :=
(f1, . . . , fn) : Ω → Rn Abbildungen. Beweisen Sie, dass die A–B(Rn)-
Messbarkeit von f äquivalent zur A–B(R)-Messbarkeit der Abbildungen fi

für alle i = 1, . . . , n ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte):
Bestimmen Sie das optimale Endvermögen für das Anfangskapital v0 bezüglich
der Nutzenfunktion u : R → R, x 7→ ln(x) sowie der Nutzenfunktion u : R →
R, x 7→ 1

α
xα, α ∈ (−∞, 1) \ {0}.


