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Aufgabe 1 (4 Punkte):
Zeigen Sie, dass für eine Brownsche Bewegung (Bt)t∈[0,T ] und für alle s, t > 0

(i) E
[
Bt+s − Bs

∣∣B1, . . . , Bs

]
= 0

(ii) Cov(Bs, Bt) = min{s; t}

gelten.

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Für die Zeitpunkte 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T sei

πn = {[t0; t1), [t1; t2), . . . , [tn−1; tn]}

eine Partition von [0, T ]. Für jede Partition πn von [0, T ] bezeichne δ(πn) die
Länge des größten Intervalls in πn. Weiter sei (Bt)t∈[0,T ] eine Brownsche Bewe-
gung. Wir definieren S(πn) durch

S(πn) :=
n∑

j=1

∣∣Btj − Btj−1

∣∣2 .

Sei (πn)n eine Folge von Partitionen mit lim
n→∞

δ(n) = 0. Beweisen Sie, dass dann

lim
n→∞

E
[
|S(πn) − T |2

]
= 0

folgt.

Aufgabe 3 (4 Punkte):
Nutzen Sie die Itô-Formel (Satz 11.1), um E[B6

t ] zu berechnen.

Aufgabe 4 (4 Punkte):
Sei (Bt)t≥0 eine Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass die Ersteintrittszeit

τa := inf{t ≥ 0 : Bt = a}

eine fast sicher endliche Stoppzeit mit Laplace-Transformierter

E
(
e−λτa

)
= e−|a|

√
2λ , λ ≥ 0

ist.


