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Kapitel 1

Einleitung

Stochastische Differentialgleichungen - oder allgemeiner: Brownsche Semimartingale - der
Form

t t
X =Xo+ / [sds + / o, dW
0 0

bilden momentan die mathematische Grundlage fiir die Analyse der Preisentwicklung von
Derivaten in Finanzmérkten. In den meisten Modellen dieser Art sind us und o, stetige sto-
chastische Prozesse, definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (Fs)s, P)
und ebenso wie W, messbar bzgl. der Filtration (F,),. Ublicherweise stellt X, dabei den
logarithmierten Preis einer Aktie oder eines anderen Wertpapieres dar.

Die statistische Untersuchung von Prozessen des oben vorgestellten Typs ist in den letz-
ten Jahren deutlich vorangetrieben worden. Insbesondere die Entwicklung von Methoden
zur Schatzung der integrierten Volatilitat

1
/ oldt
0

sind fiir die Beantwortung vieler 6konomischer Fragestellungen von Bedeutung. Klassisch ist
dabei die Wahl der realisierten Varianz

[X, X] = Z(th - Xti—1>2
7
als Schétzer fiir die integrierte Volatilitéit, dessen stochastische Eigenschaften schon seit lan-
gerem untersucht wurden. Dabei wurden insbesondere Konsistenz und schwache Konvergenz
nachgewiesen (vgl. zur Untersuchung der realisierten Volatilitat unter anderem [4] und [18]).
Eine natiirliche Konsequenz dieser Grenzwertsétze ist, dass sie bei einer groferen Stichprobe
offensichtlich zu einer besseren Schétzung des Integrals fithren.

Eine vergleichsweise neue Betrachtungsweise der Vorgénge in der Finanzwelt besteht dar-
in, dass die Einfliilsse der Mikrostruktur des Marktes in die Modellierung der Preisprozesse
miteinbezogen werden. Diese Effekte werden als Begriindung fiir die empirisch motivierte
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Hypothese herangezogen, dass zu viele Beobachtungen mitnichten zu einer besseren Schét-
zung der integrierten Volatilitdt fiihren. De facto wird in der Finanzmarktliteratur ganz im
Gegenteil empfohlen, auf hochfrequente Datenerhebung zu verzichten. Offensichtlich lasst
sich diese empirische Praxis nicht mit dem mathematischen Modell vereinbaren, das in der
obigen Darstellung die Entwicklung des Preisprozesses realistisch darstellen soll. Diese Ar-
beit widmet sich der Vorstellung und Analyse eines neuen Modells.

Motiviert wird die folgende Untersuchung durch eine Arbeit von Zhang, Mykland und Ait-
Sahalia (vgl. [24]), in der die drei Autoren ein Modell vorstellen, das davon ausgeht, dass an
der Stelle ¢; gar nicht der zu Grunde liegende Prozess X beobachtet werden kann, sondern nur
eine gestorte Version. Diese Storung besteht darin, dass jedes Mal zum Wert des Preispro-
zesses X;, eine davon unabhéngige, zentrierte Zufallsvariable ¢;, addiert und so letztlich nur
die Summe dieser beiden Zufallsvariablen beobachtet wird. Die Storungen sollen dabei auch
voneinander unabhéngig und identisch verteilt sein. Zhang, Mykland und Ait-Sahalia haben
es sich in ihrem Artikel zur Aufgabe gemacht, einen Schétzer fiir die integrierte Volatilitit
in diesem neuen Modell zu entwickeln. Es ist leicht einzusehen, dass die realisierte Varianz
in diesem Fall nicht mehr dazu geeignet ist, um die integrierte Volatilitdt konstistent zu
schétzen. Stattdessen wird ein Schétzer entwickelt, der im wesentlichen darauf beruht, dass
die Stichprobe geteilt wird, separat fiir jede Gruppe die realisierte Variation berechnet und
danach iiber die verschiedenen Werte gemittelt wird. Wir werden uns im zweiten Kapitel
ausfiihrlich mit den mathematischen Eigenschaften dieses Schétzers auseinandersetzen.

Im Anschluss daran werden wir in Kapitel 3 damit beginnen, die Methode von Zhang, My-
kland und Ait-Sahalia zu adaptieren und einen Schétzer fiir das Integral iiber die vierten
Potenzen der Volatilitat, also
1
/ oldt,
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herzuleiten. Der Schétzer wird ebenfalls durch subsampling gewonnen, wobei wir die Stich-
probe im Gegensatz zum Schéatzer fiir die integrierte Volatilitit zweimal unterteilen. Gleich-
zeitig beginnen wir mit der Herleitung eines zentralen Grenzwertsatzes fiir diesen Fall, wobei
wir zundchst versuchen werden, die Ordnungen diverser Restterme abzuschétzen.

Das letzte Kapitel beschéftigt sich mit der Entwicklung eines Tests auf Homoskedastizitét
im neuen Modell, zu deren Zweck wir Grenzwertsétze fiir die Schitzer der beiden Integrale
sowie eine verallgemeinerte Delta-Methode benotigen. Wir werden daher kurz die Theorie
der stabilen Konvergenz anreiffen, um mit Hilfe eines Grenzwertsatzes von Jacod aus [14] die
Konvergenzaussage fiir unseren neuen Schétzer zu erhalten. Die Idee zu dem vorgestellten
Test beruht dabei auf der in [9] vorgestellten Definition einer Teststatistik, die mit Hilfe von
Hilbertraumtheorie dazu geeignet ist, allgemeinere (speziell lineare) Hypothesen zu testen.

Unsere Untersuchung schliefst damit an verschiedene Arbeiten aus der letzten Zeit an. Ein
allgemeines Resultat zu Testverfahren im klassischen Modell der direkten Beobachtbarkeit
des Prozesses X findet sich in [12]|, wéhrend eine Theorie zur Schitzung der Volatilitdt im



Modell mit Rundungsfehlern beispielsweise in [8] aufgestellt wird. Methoden zur Schétzung
der Volatilitdt im Modell mit Spriingen lassen sich aus der asymptotischen Theorie fiir power
und bipower variations ableiten, dargestellt in [5] bzw. verallgemeinert in [3].

Wir werden aus rechentechnischen Griinden die explizite Verteilung des Grenzprozesses in
der Definition unseres Tests nicht angeben. Speziell die Berechnung der Kovarianzen im zen-
tralen Grenzwertsatz ist eine ausgesprochen langwierige Angelegenheit, dabei aber prinzipiell
unkompliziert und abgesehen von ihrer Dauer ohne grofere Schwierigkeiten durchzufiihren.
Daher wollen wir uns mit der Angabe ihrer Gréfenordnung begniigen. Eine zukiinftige Un-
tersuchung kénnte es sich zur Aufgabe machen, im Rahmen von Simulationen die Werte der
Kovarianzen zu schétzen.

In der Diskussion des Tests werden wir erkennen, dass ein Grofsteil der oben angespro-
chenen allgemeineren Hypothesen, die iiber den hier analysierten Fall der Homoskedastizitét
hinausgehen, in diesem Modell nicht bzw. nicht mit den in [9] und [12] vorgestellten Me-
thoden getestet werden konnen. Wir werden in Abschnitt 4.1 sehen, fiir welche Funktionale
in diesen Fallen asymptotische Aussagen hergeleitet werden miissten und warum dies nicht
funktioniert.

Eine interessante Frage ganz anderer Art betrifft die Wahl des mathematischen Modells.
Es wirkt zumindest willkiirlich, dass Zhang, Mykland und Ait-Sahalia davon ausgehen, dass
die Storterme weder voneinander abhéngig sind noch dass ihre Verteilung von n abhéngt.
Speziell wenn wir hochfrequent Daten erheben, wiirde ein Modell nahe liegender erscheinen,
in dem die ¢;, zumindest k-abhéngig sind. Andernfalls konnte man sich kaum vorstellen,
dass die Streuung wirklich von einer die Resultate beeinflussenden Grofenordnung ist. Es
ist allerdings einleuchtend, dass die Wahl des Modells eher eine Aufgabe der klassischen
Finanzmathematik denn ihrer statistischen Analyse ist. Wir werden uns dementsprechend
auch damit begniigen, uns mit dem von Zhang, Mykland und Ait-Sahalia vorgeschlagenen
Modell vertraut zu machen und in ihm den angekiindigten Test zu entwickeln. Inwieweit
diese Ergebnisse oder zumindest die ihnen zu Grunde liegenden Ideen auf andere Modelle
iibertragbar sind, wird man in Zukunft sehen.

Danken mochte ich insbesondere meinen beiden Betreuern Holger Dette und Mark Podolskij
fiir ihre enorme Unterstiitzung. Es war erleichternd und motivierend zugleich, dass ich um
die Moglichkeit wusste, mich mit meinen Fragen und Ideen immer an sie wenden zu konnen.
Gerade in den nicht ganz zu vermeidenden Frustrationsphasen haben sowohl ihre aufmun-
ternden Worte als auch ihre praktischen Vorschldge immer sehr geholfen.
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Kapitel 2

Die Schatzung der integrierten
Volatilitat unter Marktmikrostruktur

2.1 Vorbemerkungen zum untersuchten Modell

Bevor wir einen Test auf Homoskedastizitit entwickeln konnen, werden wir einige Vorbe-
merkungen zu dem zu Grunde liegenden Modell machen. Wir betrachten im folgenden einen
[to6-Prozess

dXt = ,U/tdt + O'tth

mit Driftfunktion x4 und Volatilititsfunktion o2, definiert auf einem geeigneten Wahrschein-
lichkeitsraum (92, F, (Fy)s, P). Die beiden stochastischen Prozesse p, und o2 sind ebenso
wie Wy bzgl. der Filtration (F;)s messbar. Was wir explizit an weiteren Figenschaften der
Prozesse voraussetzen, wird dabei in Abschnitt 5.1 ndher erlautert.

Eine fiir uns typische Eigenschaft von Interesse ist die integrierte Volatilitdt tiber das fe-
ste Zeitintervall [0, 1], also
1
/ oldt,
0

die wir anhand endlich vieler Beobachtungen X;,,...,X;, ,0 =1y < ... < t, = 1, schétzen
wollen. Ein natiirlicher Schatzer in diesem Fall ist die realisierte Varianz

[X7 X] = Z(th - Xti—1)27

i

die (bei wachsender Anzahl der Beobachtungen und gleichzeitiger Konvergenz des Feinheits-
mafes der Zerlegung gegen 0) stochastisch gegen fol o?dt konvergiert (vgl. [17]).

Zhang, Mykland und Ait-Sahalia konstatieren aufgrund von Vorgehensweisen in der em-
pirischen Finanzmarktforschung, dass dieses Modell nicht vollstiandig die Vorgénge in der
Wirtschaft beschreibt. In der Praxis scheint ein zunéchst iberraschendes Prinzip angewandt

9
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zu werden: Obwohl bei der Untersuchung der Finanzméarkte sehr grofse Datensétze zur Verfii-
gung stehen, werden gar nicht alle verfiigharen Daten benutzt. Etwas scheint der Vermutung
zu widersprechen, dass eine hochfrequente Datenerhebung zu besseren Resultaten fiihrt.
Dieses Phénomen (vgl. unter anderem |[7]) wird in der Literatur auf die Mikrostruktur des
Marktes - und dabei vor allem auf die sogenannte Geld-Brief-Spanne (engl. bid-ask spread)
sowie die Rundung der Preise - zuriickgefiihrt.

Der Vorschlag, nicht alle gewonnenen Daten zur Analyse zu benutzen, widerspricht der Intui-
tion des Statistikers, dass jede zusétzliche Information Erkenntnisgewinn bedeutet. Insofern
bietet es sich an, ein leicht abgewandeltes Modell fiir die Beobachtung der Finanzmérkte zu
benutzen, in dem die Effekte der Mikrostruktur beriicksichtigt werden. Innerhalb dieses Mo-
dells werden wir im Rahmen dieser Arbeit Schétzer und Tests auf bestimmte Strukturen der
Volatilitat entwickeln, die Gebrauch von sdmtlichen zur Verfiigung stehenden Daten machen.

Die Anpassung des mathematischen Modells an die Abweichungen der empirischen Untersu-
chungen beriihrt dabei nicht den zu Grunde liegenden It6-Prozess, sondern wird als Storung
der Beobachtungen verstanden. Wir nehmen im folgenden also an, dass wir an der Stelle ¢;
nicht direkt X, beobachten, sondern in einem Dreiecksschema

}/ti = Xti + &,

Die Beobachtungen miissen dabei nicht an dquidistanten Zeitpunkten erfolgen. (Zhang, My-
kland und Ait-Sahalia nehmen in ihrer Arbeit allerdings an, dass die Zeitpunkte sich fiir ein
festes T innerhalb des Intervalls [0, 7] befinden. Wir beschrénken uns hier von Vornherein
auf den Fall T' = 1.) Zudem fordern wir, dass die Storterme &;, sowohl vom gesamten Prozess
X als auch untereinander unabhéngig sind. Sie sollen weiterhin unabhéngig von n jeweils
dieselbe Verteilung haben und die Eigenschaften

Ele,] =0

und
0< Elg] <o

besitzen. Die drei Autoren stellen in ihrer Arbeit verschiedene Methoden vor, wie in die-
sem neuen Modell die integrierte Volatilitdt geschétzt werden kann. In fiinf Versuchen wird
ausgehend von der Ubertragung des Schitzers fiir fol o2dt aus dem ungestorten auf den hier
zu betrachtenden gestorten Fall versucht, diesen auf verschiedene Arten zu verbessern. Im
Zentrum ihrer Untersuchungen steht dabei eine mathematische Begriindung fiir die Intuiti-
on der Praktiker, auf zu haufige Beobachtungen zu verzichten. Wir werden spéter in dieser
Arbeit die Ideen der Autoren fiir eine Schétzung des Integrals fol o}dt anwenden.

2.2 Finf Schatzer und ihre Eigenschaften

Obwohl wir in unserer spéteren Untersuchung nur wenige der im folgenden vorgestellten
Eigenschaften der fiinf Schétzer gebrauchen werden, wollen wir uns in diesem Kapitel aus-
fithrlich mit ihnen beschéftigen. Zum einen werden wir erkennen, warum in diesem Modell



2.2.1. Der klassische Schétzer fiir die integrierte Volatilitat 11

die Bildung von Schétzern iiber Teilgitter eine effektive Methode zur Schéatzung der integrier-
ten Volatilitdt darstellt. Insbesondere wird unser Schétzer fiir das Integral iiber die vierten
Potenzen der Volatilitdt auf eben solchen Funktionalen basieren. Zum anderen werden wir
einen kurzen Ausblick auf ein Modell wagen, in dem die Verteilung der Stoérterme von n
abhéngt. Auch wenn uns ein solches Modell im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr begegnen
wird, liefert es uns natiirlich eine mdgliche mathematische Beschreibung der Vorgénge in der
Realitdt. Ebenfalls liefse sich die Frage stellen, ob die Forderung nach Unabhéngigkeit der
Storterme untereinander nicht abzuschwéchen ist. Die Antwort auf diese und andere Fragen
ist allerdings eine Aufgabe der empirischen Finanzmarktforschung.

2.2.1 Der klassische Schatzer fiir die integrierte Volatilitit

Wir betrachten zu Beginn fiir eine Zerlegung 0 = ¢ty < t; < ... < t, = 1 des Intervalls [0, 1]

das Funktional .

[Y7 Y] = Z(Y;z - }/151—1)2
i=1
als Pendant zum Schétzer im Modell ohne Storungen. Offensichtlich gilt nach einer einfachen
Anwendung der binomischen Formel die Identitét

D/a Y] = [X7X] + 2[X7 5] + [575]7

wobel wir
n

[Xv 8] = Z(th - Xti—1)(‘€ti - 8152‘-1)
i=1
gesetzt haben. Bedingt auf den Prozess X gilt aufgrund der Voraussetzungen an die &,
demnach

E[[Y,Y]|X] = [X, X] + 2nE[?],

so dass wir offenkundig bei wachsender Stichprobengrofe nicht die integrierte Volatilitét
fol oZdt durch [Y,Y] schétzen, sondern nach Standardisierung eine gute Vorhersage fiir F|[¢?]
erhalten. Mit dhnlichen Argumenten (die bei Zhang, Mykland und Ait-Sahalia durchaus auf-
gefiihrt sind, aber nichts zum Versténdnis des Verhaltens des besten Schéitzers beitragen)
lisst sich zeigen, dass die bedingte Varianz von [Y, Y] uns implizit einen Schiitzer fiir F[g?]

definiert.

Wichtig fiir das Konvergenzverhalten des Schétzers [Y, Y] ist allerdings, dass sich ein zentra-
ler Grenzwertsatz fiir die Konvergenz von %[Y, Y] gegen E|[e?] beweisen ldsst. Wir werden
dieses Funktional spéter als Korrekturterm wiedertreffen und den im folgenden formulierten
Grenzwertsatz parallel zu einigen anderen Aussagen beweisen.

Lemma 2.1 Fir n — oo und bedingt auf den Prozess X gilt:

%([Y, Y] - 2nE[e%)) 2 2v/E[EY Zstsrung-

Die Grenzvariable Zsisrung 15t dabet standardnormalverteilt.
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Der Index ,Storung” deutet in diesem Fall an, dass die Zufélligkeit daher stammt, dass wir
nicht den wahren Prozess X beobachten konnen. Wir werden spéiter Grenzwertsétze erhal-
ten, in denen wir es mit der zweiten Quelle des Zufalls zu tun haben, namlich der Tatsache,
dass wir das zu schétzende Integral selbst nur tiber die realisierte Volatilitat [X, X| appro-
ximieren kénnen.

Tatséchlich bleibt die Behauptung in Lemma 2.1 auch ohne Bedingung auf X giiltig. Thr
Beweis basiert im wesentlichen auf Satz 2.6 resp. Lemma 2.7, was sich jeweils auch im un-
bedingten Fall zeigen lésst.

Wir definieren in Anlehnung an die Aussage des Lemmas zudem

— 1
2.

Ele?] .= 2n[Y,Y].
Bereits diese einfache Analyse liefert uns eine (mehr oder weniger) heuristische Erkléarung
dafiir, dass sich in diesem Modell die Anzahl der Beobachtungen negativ auf die Giite der
Schatzungen auswirkt: Je grofer der Stichprobenumfang wird, desto grofser wird auch die
Ordnung des Bias. Er wéchst linear in n, wihrend die realisierte Volatilitét [X, X] fiir wach-
sende Beobachtungen zwar naher am zu schétzenden Funktional liegt, aber unter geeigneten
Bedingungen an o2 natiirlich immer die Ordnung Op(1) besitzt. Dies legt in einem zweiten
Schritt nahe, nicht alle Beobachtungen miteinfliefsen zu lassen, sondern nur einen ausge-
wahlten Teil der Gesamtstichprobe. Wir erhalten dabei genau genommen nicht einen neuen
Schéatzer fiir die integrierte Volatilitdat, sondern eine ganze Klasse von Schétzern.

2.2.2 Schatzung der integrierten Volatilitat auf Gittern

Zunéchst werden wir einige Begriffe und Notationen einfithren: Wir nennen die Menge aller
Beobachtungspunkte fiir festes n ein Gitter und bezeichnen es mit G = {to,t1,...,t,}.
Eine Teilmenge des Gitters G heifit entsprechend Teilgitter und wird H genannt. Zu einem
Beobachtungspunkt ¢; in ‘H bezeichnen wir mit ¢;_ bzw. ¢, seinen Vorgénger bzw. Nachfolger
im Teilgitter. Formal setzen wir ¢;, = t;, falls ¢; der grofte Punkt im Gitter H ist. |H| sei des
weiteren die Anzahl der Intervalle [t;_,¢;] im Teilgitter, also die Anzahl der Punkte von H
minus 1. Sofern wir uns nur auf die Beobachtungen innerhalb eines Teilgitters H beziehen,
bezeichnen wir mit

[Yv Y]H = Z(Y;fw o Y;fz)z
t,€H

die realisierte quadratische Variation von Y bzgl. des Teilgitters H. Diese Bezeichnung wird
spater in Abschnitt 2.2.4 motiviert, wo wir Schétzer auf mehreren Gittern betrachten. Fiir
H = G gilt offensichtlich [V, Y]* = [V, Y]. Um die Notation im folgenden halbwegs iibersicht-
lich zu halten, werden wir darauf verzichten, deutlich zu machen, dass die Groen [V, Y]
und [X, X]™ ebenfalls von n abhiingen.
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Formal besteht der Schiitzer auf Gittern nun einfach aus [Y, Y]™ fiir ein beliebiges Teilgitter
‘H unseres urspriinglichen Gitters G. Mit ny, = |H| erhalten wir bedingt auf den Prozess X
vollig analog zum vorherigen Abschnitt die Identitét

E[lY,Y]"|X] = [X, X]" + 2ny E[?).

In dieser Variante dndert sich im Vergleich zum klassischen Schétzer substantiell nichts
am asymptotischen Verhalten des Schéatzers, falls die Verteilung der e, weiterhin als von
n unabhéngig angesehen wird. Sofern ny mit n wéchst (was es tun muss, wenn man die
Konvergenz von [X, X]™ gegen fol o?dt sicherstellen will), wird der Bias linear wachsen und
eine konsistente Schétzung der integrierten Volatilitdt unmoglich machen. Zhang, Mykland
und Ait-Sahalia nehmen daher in diesem und dem folgenden Abschnitt (und letztlich nur
in diesen Abschnitten) an, dass die Verteilung der Stérterme von n abhingt.! Je nach Gro-
Renordnung von ny im Vergleich zu E[e2] kann dann [Y,Y]™ bereits ein deutlich besserer
Schétzer sein als [Y) Y] im Fall der Betrachtung des gesamten Gitters G. Wir wollen dies nun
prézisieren, verzichten aber auf die Angabe eines Beweises.

Wir nehmen im folgenden also an, dass die Storterme ¢, fiir festes n unabhéngig und iden-
tisch verteilt sind, weiterhin moge e, zentriert sein und es gelte

Eleld]

n

0 < E[e], —(E[EQDQ

< K

fiir alle n ebenso wie ny; — oo. Ferner seien der Drift (bzw. sein Betrag) |u¢| und die Vola-
tilitdt oy gleichméfhig in ¢ beschrankt.

Lemma 2.2 Sofern der mazximale Abstand zweier benachbarter Punkte in den Teilgittern H
gegen O konvergiert, erhalten wir fir festes n:

Y, YT = [X, X]" + 2ny Ee}]
+ (4nyElel) + 81X, X|ME[e2] — 2Var(€2)))? Zsisrung + Op(ns,

PN

VE[E]).

Zstorung st dabei asymptotisch N(0,1)-verteilt und unabhdngig von der Filtration Fy.

Offenbar hingt die Giite dieser Schétzung von zwei Faktoren ab: Wir haben auf der einen
Seite den Bias 2ny E[e2] moglichst klein zu halten (die Konvergenz gegen 0 ist natiirlich

Uber die wissenschaftliche Haltbarkeit dieses Vorgehens kann man geteilter Meinung sein. Formal ist
das natiirlich unproblematisch: Uber die Verteilung der Stérterme ist a priori nichts bekannt, das hier vor-
gestellte Modell stellt ja selbst nur eine Idealisierung der empirisch beobachtbaren Vorgéinge dar. Also sind
insbesondere verschiedene Interpretationen der ¢;, zuldssig. Da dieser Abschnitt tatséchlich nur eine Motiva-
tion fiir die Entwicklung des besten Schétzers sein soll, werden diese Resultate auch nicht die mathematische
Giiltigkeit der spateren Ergebnisse beeinflussen. Dennoch stellt sich die Frage nach der Brauchbarkeit dieses
Modells. Wenn die Autoren selbst noch gar nicht genau wissen, wie sich die Stérungen auf das Modell aus-
wirken, miisste eigentlich eine Untersuchung der Natur der Storterme der Untersuchung von Schétzungen
bestimmter Funktionale vorangestellt sein.
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Minimalforderung fiir Konsistenz des Schétzers) und wollen also ny vergleichsweise langsam
wachsen lassen, miissen aber auf der anderen Seite beachten, dass der Abstand von [X, X|"
7u fol odt desto kleiner ist, je schneller ny, wichst.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit von [X, X]™ gegen die integrierte Volatilitit zu quan-
tifizieren, werden wir im folgenden ein Resultat angeben, mit dessen Hilfe sich eine Aussage
iiber die ,richtige Wahl von ny herleiten ldsst. Natiirlich sollen weiterhin die Voraussetzun-
gen gelten, die zu Beginn der Diskussion von Lemma 2.2 postuliert worden sind. Wir werden
zunéchst einen technischen Begriff einfithren, der uns iiber die Verteilung der Punkte auf die
verschiedenen Teilgitter und ihr zugehoriges asymptotisches Verhalten informiert.

Definition 2.3 Sofern

ny Z (tig — t:)?

t;€H

tiy <t
fiir n — oo gleichmdflig in t konvergiert und die Grenzfunktion stetig differenzierbar ist,
definieren wir H(t) als eben jene Grenzfunktion und nennen sie die asymptotische Varianz
der Zeit.

Um die Konvergenz von [X, X|" gegen fol o2dt beweisen zu konnen, miissen offensichtlich
bestimmte Voraussetzungen gemacht werden, die uns die Wohldefiniertheit von H(t) zusi-
chern. Das folgende Lemma wird bei Zhang, Mykland und Ait-Sahalia selbst nur zitiert,
fiir die konkreten Voraussetzungen an die jeweiligen Prozesse wird auf verschiedene andere
Arbeiten verwiesen (vgl. hierzu [4], [15], [18] und [23].) Der Begriff der stabilen Konvergenz,

symbolisiert durch 2%, wird in Definition 5.1 im Appendix néher erliutert (vgl. auch [2] und

[21]).
Lemma 2.4 FEs gilt:

1

1 1
VTLH([X, X]H - / U?dt) Zl)t (/ 2Hl(t)0-;1dt)2 ZDiskretisierung~
0 0
Z Diskretisierung 15t standardnormalverteilt und unabhdingig von der Filtration F.

Im Fall, dass die Beobachtungen innerhalb des Teilgitters ‘H dquidistant erfolgen, gilt offen-
sichtlich (¢4 — ¢;)*> = . Einfaches Einsetzen in die Definition liefert H(¢) = ¢ und also
H

H'(t) = 1. Ein &hnliches Resultat werden wir spéter bei der Betrachtung des Schéatzers auf
mehreren Teilgittern erhalten.

Aufgrund der Voraussetzung, dass die Prozesse X und e voneinander unabhéngig gewahlt
worden sind, sind auch die zugehdrigen Normalverteilungen aus den beiden vorangegange-
nen Lemmata voneinander unabhéngig. Die erste Grenzverteilung entsteht ausschlieflich
aufgrund von Grenzwertsitzen fiir die Zufallsvariablen ¢;,, die zweite bezieht sich nur auf
die Konvergenz der Zufallsgrofe [X, X]™. Wir versuchen also nun, die beiden Resultate zu
kombinieren. Wie angekiindigt werden wir hier auch auf zusétzliche Bedingungen an die zu
untersuchenden Prozesse eingehen.
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Proposition 2.5 Wir nehmen an, dass fiir jedes Teilgitter H die Figenschaft

max(t;. —t;) = O(1)

ti€H

erfillt ist, und fordern ferner, dass Bedingung 5.4 aus dem Anhang erfillt ist. Dann ist H
wohldefiniert und es gilt:

1

VE[E]) + op(ny?)

N

1
v, Y|" = / ordt + 2ny E[e2] + T Zgesame + Op(ngy
0

1 1
Y? = dny Elel] + (8[X, X' E[e?] — 2Var(2)) + — 2H(t)o}dt

J/

~
Varianz durch Storterme ~~
Varianz durch Diskretisierung

Zgesamt 15t asymptotisch standardnormalverteilt und unabhdngig von der Filtration (Fj)s.

2.2.3 Optimierung des MSE

Die stochastische Entwicklung in Proposition 2.5 hat uns gezeigt, wie [V, Y] als Schitzer
fiir fol o2dt explizit von der Anzahl der Beobachtungspunkte abhéingt. Wir werden hier kurz
anreiffen, wie eine in einem geeigneten Sinne optimale Wahl von ny gefunden werden kann.
Dazu bietet sich es an, den mean squared error (MSE) des Schitzers in Abhéngigkeit von
Ny ZU minimieren.

Wir wissen, dass sich der MSE eines Schétzers als Summe aus dem quadrierten Bias und
seiner Varianz darstellen lasst. Daher ergibt sich ndherungsweise

MSE([Y,Y]") ~ (2nyE[e?))* + Y% = 4n3, (E[%])?

+ dny Ble*] + (8[X, X|ME[e?] — 2Var(?)) + 1 / 1 2H'(t)o}dt.
n Jo

Differentiation nach ny; liefert die Gleichung
1 !
8ny(E[e?])* + 4E[e"] — — / 2H'(t)otdt =0,
Ny Jo
die unter den Bedingungen in Proposition 2.5 durch den Ausdruck

i, = E[é]—i(%/o 2H'(t)odt)3 (1 + op(1)) bei E[g%] — 0

minimiert wird. Sofern nj, grofer als die tatsdchliche Zahl der Beobachtungen n ist, wird
natiirlich stattdessen n gewahlt.
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2.2.4 Schatzer auf mehreren Gittern

Der grundsitzliche Nachteil der in den beiden vorangegangenen Abschnitten gewonnenen
Schétzer besteht darin, dass sie nicht alle Beobachtungen ausnutzen. Wir verzichten inso-
fern also ganz bewusst auf Informationen, weil diese uns zunéchst asymptotisch schlechtere
Ergebnisse liefern wiirden. Eine natiirliche Weiterentwicklung dieser Schéatzer besteht nun
darin, zu einem festen Gitter G verschiedene voneinander disjunkte Teilgitter zu betrach-
ten, separat fiir diese die Schétzer zu bestimmen und diese danach zu mitteln. Durch diese
Vorgehensweise verliert man nicht die giinstigen asymptotischen Eigenschaften und kann
gleichzeitig die Streuung unserer Resultate verringern.

Wir zerlegen also zuniichst das Gitter G = {to,t1,...,t,} in K Teilgitter G, fiir die
GO NGO = und G = UK ,G® gelten. Die Zerlegung, bei der das k-te Teilgitter mit
tx_1 beginnt und danach jedes K-te Element ausgewéhlt wird, heilt requldre Zerleqgung des
Gitters G. Es gilt in diesem Fall also G* = {t}_1,tx 11K, - - -, th_14m,x } flir €in geeignetes ny.
Allgemein bezeichne ny den Wert |G*)| entsprechend der Definition von |H| im allgemeinen
Fall und es sei

K
B 1 n—K+1
n'_?zkzln’“_T'

Wie bereits im Fall allgemeiner Teilgitter angedeutet, definieren wir zu einem beliebigen &
durch

[Y7 Y](k) = Z (}/tH- - Y;z)2

t,eGk)

die realisierte quadratische Variation von Y bzgl. G*®). Als Schitzer fiir die integrierte Vola-
tilitét fol oZdt bietet sich nun

K
1
Yo = LSy
k=1

an. Fiir die Untersuchung von [Y, Y](‘“’g) machen wir im folgenden die Annahme, dass neben
der Konvergenz der maximalen Intervallbreiten gegen 0 auferdem noch

n .
— — 00 bel n — o0

K

gelte. Zudem sollen als technische Bedingung die Zeitpunkte ¢; und ¢;,; fiir beliebiges ¢ nicht
in demselben Teilgitter liegen.

Offensichtlich gilt mit #hnlichen Argumenten wie bei den vorherigen Uberlegungen
B[, Y] x] = [, X]@ + 20[c?).

Wir wollen davon ausgehend nun einen zentralen Grenzwertsatz herleiten.
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Satz 2.6 Unter den oben angegebenen Bedingungen konvergiert der Vektor von Zufallsva-
riablen

—

(Vn(E[e?] — E[£%)), \/%([Y, YD — [X, X)) — 2nE[?))

bedingt auf den Prozess X schwach gegen eine zweidimensionale Normalverteilung mit Er-
wartungswert 0 und Kovarianzmatrix 3, gegeben durch

5= (aviney 4500 )

Die Grenzvariable ist dabei unabhdingig von dem Prozess X.
Bevor wir den Beweis betrachten, werden wir ein Hilfslemma formulieren.

Lemma 2.7 Es gilt:

(a) [Y,Y] = [e,e] + Op(1)

(6) [V, Y] = [e,e]@9) 4 [X, X]9) + Op(—=).

L
VK
Beweis: (a): Wir benutzen die Identitét
Y, Y] = [X, X]|+ 2[X, ] + [¢,¢]
und zeigen die Aussage
B(([X,])?|X] < 4[X, X]E[£?),
woraus die Behauptung via
E(([X,e])’] = E[E[([X, €])*|X]] < 4B[[X, X]|E[e”]] = Op(1)

folgt. Weil [ X, X| stochastisch gegen fol o2dt konvergiert, ist die stochastische Beschrinktheit
dieses Terms offensichtlich.

Es gilt mit der Bezeichnung AY;, := (V;,,, — Y4,):

n—1 n—1 n—1
[X, 5] = Z AXtiAgti = Z AXtigti+1 - Z AXtigti
i=0 =0 =0
n—1
= Z(AXtifl - AXti)gti —+ Athflgtn — AXtogto'

i=1

Wegen
E[[X,¢]|X]=0
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und aufgrund der unabhéngigen identischen Verteilung der Zufallsvariablen ¢,, kénnen wir
folgern:

E[([X,e])?|X] = Var([X,e]|X) = E[ez](Z(AXti_l — AX,)+ AX]  +AX])

n—1
= E[gﬂ(Z(AXfH +AX} 20X, AX,)+AX] 4+ AXE)
=1
n—1
= 2[X,X|E[e’] - 2E["] > AX,_,AX,
=1

< 4[X, X|E[e*] + Op(1)
nach Ausnutzen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
(b): Ahnlich wie in Teil (a) benutzen wir die Zerlegung
Y, V]9 = [X, X]@9 42X, ]®9) 4 [¢, ](*9)

und erhalten aufgrund der Disjunktheit der Teilgitter vollig analog zu unseren Berechnungen
in (a)

4FE[e?]

E[([X7 8])2|X] Var([X 5”X Z Var X 8] |X) S 7 [)(7 X](avg)‘

Wegen

K

E[[X, X](@9)] Z

k

und weil jedes der [X, X]®) selbst Op(1) ist, folgt mit
X, X]*9) = Op(1)

die Behauptung. -

Der Beweis dieses Lemmas im unbedingten Fall fuit auf der Burkholder-Ungleichung (vgl.
Satz 5.5), mit deren Hilfe sich die Ordnung von It6-Integralen auf diejenige von Riemann-
Integralen zuriickfiihren lasst. Wir werden solche Argumente spéater in der Arbeit genauer
betrachten.

Beweis von Satz 2.6: Wir betrachten aufgrund der Vorarbeit in Lemma 2.7 nur das Konver-
genzverhalten von [e, €] und [g, £](®*9) | zuniichst bezogen auf den Vektor der Zufallsvariablen

L (e,e] - 2B, [e, e 9 K — 2mK E[Y).

NG
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Wir werden in einem ersten Schritt mittels eines zentralen Grenzwertsatzes fiir Martingale
Konvergenzaussagen fiir bestimmte Funktionale des Prozesses ¢ herleiten, die uns danach zu
entsprechenden Aussagen fiir den soeben definierten Zufallsvektor fiihren. Zu diesem Zweck
betrachten wir zunéchst die folgenden drei Folgen von Zufallsvariablen:

MO = 3@,

t;€G
t; <t
i E Et]f‘:tj 1
t; €9
tj <t
My Z > el
k: 1 t eg(k)
t <t;

Jede dieser Folgen ist ein Martingal bzgl. der neuen Filtration F, = o(ey;, Xy;j < i,V t), denn
jedes der Folgenglieder ist offensichtlich integrierbar und es gilt aufgrund der Unabhéngigkeit
der &;, untereinander und ihrer Zentriertheit:

BMO|F_] = > (e} - Ele?) + —=Ele}. — E[e¥|Fi_)]

1
\/ﬁ tjeg

tj<ti_q

/ 1 1
E[Mi@)u—iq] = % Z €t;€¢_, T %E[gt €t 1|-7: Z Et;€t;_1 = Z-(f)l,

tjeg tj €g
i<t tj <tz 1

E[Mi(3)|‘7:il—1] = \/—Z Z Et;€t;_ +7E[€t €t Z Z €€t = 1(3)1

k=1 t eg(k> k 1 t Eg(’“)

tj<t2 1 t; <tl 1

Wir werden nun zu jedem der drei Martingale seine quadratische Variation bzw. die qua-
dratische Variation der gemischten Terme betrachten, also die Folge der (M®) M®Y;  fiir
die

ein Martingal bzgl. der gewéhlten Filtration ist. Diese Grofen Werden uns spéater Informa-
tionen iiber die Kovarianzen im Grenzwertsatz liefern. Weil M ) selbst ein Martingal ist,

ergibt sich in der Darstellung ]\42-(’C = ngi Njk).

(M® MOy =" Cov(N, NOF; ) = O

j<i
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Diese Identitat folgt aus

E[CM|F 4] =Y E[Cov(N{Y NV|F; )| Fi )]

i<t
k l / k l /
Z COV(NJ( )7Nj()‘-7:j—1) + COV(Ni( )aNz‘()’fi—l)
j<i—1
= M)+ EINO N\ F_] - EIND|\F_ BN F]
= 0:1[ +E[Ni Ni(l)|~7:z'—1]

und
EMP MO\ F_) = M5 MY, + EINOND|F_).

Fiir die jeweiligen quadratischen Variationen erhalten wir dann mit Hilfe des starken Gesetzes
der grofen Zahlen und unserer Annahmen an die Zufallsvariablen ¢;, im Fall i = n

(MO, M), = LS Var(e], — BIZ)IF ) = 3 Var((e], — BIE) = Var(e),

t;€G tj€g
(M(Q) M(2)) = lZV&U(&: € \.7—"/ ) = B[] ZEQ = (E[e?])? + op(1)
’ n n ticti—1lY j—1) — n ti—1 P )
t;€G t;€G
K K
B By — = L 2 21\2
MY M 1 V; F E[gg] E ]
(MO MOy = =% > Varleye, |F)==—=> > & =(EE] +op(1).
k=1 t,eg(k) k=1 t;eg(k)

Fiir die gemischten Variationen ergibt sich dann

1 /
<M(1), M(2)>n = — Z COV(E?], — E[52], 5tj€tj71 |frj—1)

t;eg
- _ZEgt 8t] 1|‘F ] [ ] I:gtjgt] 1|‘F ]
t;€G
- _ZE |:F ]E[Stjgtj—ll‘ﬁ;fl]
t;eG
1 ’ / E[€3]
= > (Blebe, | Fja] - Bl Blee | Fa) = == > e,y = op(L),
t;€G tj€G

1) 1703) 1 2 2 / L&’ =
(MO MO, = gz > Cov(s} — El?), ez, | Fj ) = Y e, =op(l),

k=1¢;eg*) k=1 ¢t.eg(k)
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analog zu obiger Berechnung, und zuletzt, nach Ausnutzen der Tatsache, dass ¢; und ¢;,;
fiir beliebiges j nicht in demselben Teilgitter liegen,

K
1 ,
(M@ MO, = EZ > Covizye, . ee, |Fiy)

k=1 t;eG(k)
/

= _Z Z gt Et; 1€t ’f.]/'fl] _E[gtjgtjfl"ﬁ;fl]E[gtjflgtjf’f:jfl])

k= 1¢, eg(k)

:—Z > Ele, oy 7] = 2L

k=11¢;eg*) k=11;eg®)

j—1&t- = Op(l).

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir nun den zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale
an, basierend auf der Version aus Korollar 3.1. in [13]. Zusammen mit Cramér-Wold-Technik
liefert dieser dann die Konvergenzaussage

(M() M(Q) M(3)) = N(0,7)

n

mit
Var(e?) 0 0
T = 0 (EE* O
0 0 (E[])

Wir wollen nun den Vektor

%([5, e] — 2nE[e?), [¢, €] " K — 2nK E[£?])

als Funktionen der Zufallsvariablen (M,(Ll), Mr(f), MS’)) darstellen. Zunéchst gilt

[e,€] — 2nE[?] = 225} +e; +er —22&& _, — 2nE[e?]

i#0,n i=1
= 2 Z (5 — E[E”)) + (e5, — EIE) + (e, — E[€"]) =2 _even,
i#0,n i=1

= 2v/n(MY — M) + Op(1).

Im zweiten Fall erhalten wir analog

e, 5]( ) — 2y Ee?] =2 Z - (Efnmgw) — E[%]) - (5l2naxg<k> — E[g%]) -2 thﬁmp

t;egk

wobei wir verwendet haben, dass n, + 1 die Anzahl der Punkte des k-ten Teilgitters ist.
Wegen
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kénnen wir weiterhin folgern
e,e] YK — 20K E[e?] = 2/n(MY — M®) — R = 2/n(MY — M®) + Op(VEK).

Dabei ist der Restterm durch

K
R Z mmg(’c - 2]) + (gr2naxg(k) - E[€2])
k=1

definiert und offensichtlich gilt
E[R?] = Var(R) < 4K Var(e?).

Die Voraussetzung % — oo liefert nun, dass die Fehlerterme Op(1) und Op(vV'K) bei Division
durch /n stochastisch gegen 0 konvergieren. Wir erhalten also

1
= (e0e] = 20E[E) 2, K — 20K E[E) = 2(MD — MP, M = M) + o)
n
und mit der Delta-Methode (vgl. beispielsweise Example 29.1. in [6] oder die kurze Diskussion
im Vorfeld von Satz 5.2 im Appendix) die asymptotische Normalitdt mit Erwartungswert 0
und Kovarianzmatrix

(avarien ‘121 )

Nun koénnen wir Lemma 2.7 anwenden, um bedingt auf den Prozess X die Terme [Y, Y] bzw.
[Y,Y]@9) durch die entsprechenden Terme des Prozesses e zu ersetzen, fiir die wir bereits
den zentralen Grenzwertsatz kennen. Wiederum wegen % — oo und also %OP(\/%) = op(1)
erhalten wir bedingt auf den Prozess X die asymptotische Normalitat von

1
vn

mit Erwartungswert und Kovarianzmatrix wie oben.

([Y,Y] = 2nB[e®], K([Y, Y] — [X, X]9 — 20 B[e%]))

Die Behauptung aus Satz 2.6 folgt dann aus Ef[é\z] = 5[V, Y] und

[ ey \/-+0p()

K

Wir kénnen neben Lemma 2.1 eine weitere Behauptung aus Satz 2.6 folgern.

Proposition 2.8 Fiir n — oo und bedingt auf den Prozess X gilt:

K av av. av
V(Y] — (X X)) - 20E[e) = 2B 20,

Die Zufallsvariable Zgizfing st standardnormalverteilt.
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Ahnlich wie in Lemma 2.1 kann die schwache Konvergenz in Proposition 2.8 auch unbedingt
nachgewiesen werden.

Wie im letzten Schritt des Beweises von Satz 2.6 angedeutet féllt auf, dass sowohl der asym-
ptotische Bias 2nE[e?] als auch die asymptotische Varianz 32 E[e*] unseres neuen Schitzers
[V, Y]@9 von kleinerer Ordnung sind als die entsprechenden Terme in der Betrachtung von
[V, Y]". In diesem Sinne ist bereits jetzt eine Verbesserung des Schitzers zu erkennen.

Ahnlich wie in Abschnitt 2.2.2 betrachten wir nun den Fehler, der auf der Konvergenz von
[X, X](@09) gegen die integrierte Volatilitit fol o?dt basiert. Mittels der Ito-Formel (vgl. Theo-
rem 4.1.2 in [19]) lasst sich leicht zeigen, dass die integrierte Volatilitdt genau die quadrati-
sche Variation des Prozesses X, ist. Entsprechend werden wir im folgenden von (X, X); bzw.
(X, X); sprechen, wenn wir das Integral der Volatilitit o2 {iber das Intervall [0,¢] bzw. [0, 1]
meinen.

Uns interessiert nun also das asymptotische Verhalten der Zufallsvariablen D;, wobei wir
die Bezeichnung

K t
1
Dy = [X, X\ — (X, X), ;:EZ[X,X]E’“)— / o2ds

k=1 0

mit

verwendet haben. Um die Berechnung zu vereinfachen, wird im folgenden von einer reguliren
Verteilung der Beobachtungen auf die jeweiligen Teilgitter ausgegangen. Zudem nehmen wir

1
max |At;| ;== max|t;41 — ;| = O(—)
7 1 n
und weiterhin % — oo an. Die asymptotische Verteilung von D; héngt nun von den Ge-
wichtsfunktionen
g (B j
hi e sy 11— = 2Ati,'
KAt ; ( K ) !

ab, wobei At das arithmetische Mittel iiber die At;, also %, bezeichnet. Im dquidistanten Fall
At; = At, der uns hauptséchlich interessiert, gilt fiir alle (auker die ersten K —1) Funktionen

=

—1
4 , , 4 K(K-1)(2K —1) 4
h; = — K? - 2K + ) = — == 1).
K3,1( IK+77) K3 6 3+°()

<
Il

Die Voraussetzungen an die t; sichern uns allerdings auch im allgemeinen Fall zu, dass
sup; h; = O(1) gilt.
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Die folgenden beiden Sétze liefern uns nun die benétigten Informationen iiber das Kon-
vergenzverhalten von D;. Im ersten Schritt werden wir ein Resultat iiber die quadratische
Variation des Prozesses D; herleiten, das den Zusammenhang zu den Gewichtsfunktionen h;
herstellt.

Satz 2.9 Fa'r einen Ité-Prozess dX; = pdt + o, dWy mit Driftfunktion p und Volatilitdts-
funktion o*, die die Figenschaften |p;| < C und 0 < o, < C gleichmdfig in t erfiillen,
und unter den in diesem Abschnitt an die Beobachtungspunkte t; sowie an K gemachten
Voraussetzungen gilt asymptotisch fir die quadratische Variation von Dy

K K
D, D), = —n? —
< ) >1 nnn+OP(n)7

wobei die Zufallsvariable n;, := Y, hio} At; definiert ist.

Beweis: Fiir ¢ mit t; € G bezeichne ¢;_ den nichst kleineren Gitterpunkt. Offensichtlich
gilt

1—1

(X, — Z AX,,)? Z AX? +2 ) AX AX,,
Jj=i— Jj=i— Jé;éll_

und damit wegen der reguldren Anordnung der Beobachtungen

[X, X)) = —Z > (X Z > Z AXT +2 Z AX, AX,)

k=1 ¢,eg(k) k 1 ¢,eglk) j=i— Jil=i—
i>k—1 i>k—1 i>1

K

i—1
= [X, X]+ % Z Z Z AX  AXy, + OP(%)

k=1 4.cg(k) dil=i-
isk—1 3>l

n KA

—xoxj+2yax, Y - %)Axt” + op(%). (2.1)

i=1 j=1

In dem Term Op(£) fassen wir dabei diejenigen Restterme zusammen, die am Rand auftre-
ten, weil nicht Jedes t; genau K Vorgénger besitzt. Die Abschatzung wird dadurch gerecht-
fertigt, dass Drift und Volatilitat als beschriankt angenommen werden und der maximale
Abstand zweier Zeitpunkte O(+) ist.

Aufgrund von Argumenten aus [18| ldsst sich nun ausnutzen, dass [X, X] gegen (X, X);
konvergiert und

(X, X] — (X, X)1 = op(

aE
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gilt. Wir erhalten daher

n KAt .
K
D, = [X, X]@9) — (X, X), = ZZAXti Z(l - %)AX,:H + op(4/ E)

i=1 j=1

Um nun die quadratische Variation von D; zu berechnen, nutzen wir die F; -Messbarkeit
von

KAi

;(1 — LA,
aus und erhalten
n KA ] K
(D,D); = 4;A<X,X>ti(;(1 - E)Axti_jf +op(—) (2.2)
n KA ] ) , KA j I 1%
— 4; A(X, X)), [;(1 - ZPAXE 42 j;u — 21— 2)AX,AX,] + op(—)

= (1) + (1) + op().

Zur Berechnung des ersten Summanden erinnern wir uns an die Definition der h; und er-
rechnen

n KA .
J
() = 4) AX,X), ) (1- ?)QAXEH
i=1 j=1
n KA ] K
=4) olALY (1- Kmti_j +op(~)
i=1 j=1

K& K
= — ) o} Atih; + op(—).
n n

i=1

Wir haben dabei (dW;)? = dt angewendet sowie ausgenutzt, dass (X, X);, ein Riemann-
Integral darstellt, und jeweils entsprechend approximiert. Fiir den zweiten Summanden fin-
den wir aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse einer Brownschen Bewegung mit dhnli-
chen Argumenten eine Abschitzung der Form

n KN .
l K
(1) = 83 A, X), Y (1 - %)(1 — )AX,AX, = op(~).
i=1 7=t

O

Der dritte Satz in diesem Abschnitt wird uns nun den zentralen Grenzwertsatz fiir D; liefern.
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Satz 2.10 Unter den Bedingungen von Satz 2.9 und mit der zusdtzlichen Voraussetzung
n? =

fiir eine Zufallsvariable n? gilt erneut unter der Bedingung 5.4 aus dem Appendiz an die
Filtration F; der folgende Grenzwertsatz

n Dst
\l KDl — N ZDiskretisierung-

Die standardnormalverteilte Grenzvariable ist dabei unabhdngig vom Prozess X.

Zhang, Mykland und Ait-Sahalia geben fiir diesen Satz nur eine Beweisidee an und verwei-
sen fiir Details erneut auf [15] bzw. [23]. Wir werden zudem in Kapitel 4 die Argumente fiir
Grenzwertsétze dieser Art selbst ausfiihrlich présentieren.

Wir hatten bereits bei der Definition der Gréfen h; gesehen, dass im &dquidistanten Fall
hi; = 3 + o(1) gilt. Offensichtlich bekommen wir dann

4 1
= S hotan 55 [ otde = (2.3)

Insgesamt erhalten wir aus den Séatzen 2.6 und 2.10 nun fiir das asymptotische Verhalten
des betrachteten Schétzers

Y, Y] — (X, X)y = 20 E[e”] + { Zgesamt + 0p (1),
wobel Zgesqm: normalverteilt und unabhéngig von der Filtration F; ist. Zudem gilt
2 n 4 L,
= 4—F —
3 7 ElE + el
~

Varianz durch Storterme  Varianz durch Diskretisierung

Im Fall K = cn sind beide Summanden in der Varianz gleich gewichtet und haben die Ord-
nung n~3. Ahnlich wie in Abschnitt 2.2.3 lieRe sich nun zusétzlich noch diskutieren, wie wir
unter der Annahme, dass die zweiten Momente der Storterme verschwinden, ein optimales
n wahlen kénnen. Wir verzichten an dieser Stelle darauf, die Idee (Minimierung des MSE)
ist dieselbe.

2.2.5 Korrektur des Bias

Der entscheidende Schritt besteht nun darin, unsere Klasse von Schétzern auf Gittern so zu
modifizieren, dass der Bias von [Y,Y](@9) verschwindet. Wir hatten bereits in Lemma 2.1
geschen, dass E[e?] konsistent durch E[e?] = 5-[Y, Y] geschétzt werden kann. Insofern bietet
sich als korrigierter Schatzer nun

—

WXM:WWWLZWH
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an. Sein asymptotisches Verhalten héngt offensichtlich von der Wahl von K ab; wir werden
dies spater untersuchen.

Vorher versuchen wir noch einmal kurz, uns die Struktur dieses Schétzers vor Augen zu fiih-
ren. Wir haben zuniichst durch die Wahl verschiedener Zeitskalen ein Funktional [Y, Y](ev9)
definieren konnen, dessen Bias und dessen Varianz von kleinerer Ordnung sind als die des
korrespondierenden Schétzers [Y, Y], der sdmtliche Beobachtungspunkte ausnutzt. Diesen
Unterschied in der Gréfenordnung kénnen wir nun dazu ausnutzen, um mit Hilfe des ,,;schlech-
teren Schétzers den Bias zu korrigieren und so einen asymptotisch erwartungstreuen neuen
Schatzer zu erhalten. Der letzte Schritt besteht dann blof darin, die Varianz unter Kontrolle
zu halten - und das nur noch in Abhéngigkeit von K.

Die erste Idee bei der Untersuchung der Asymptotik von <m1 besteht in der Anwendung
von Satz 2.6, wo wir bedingt auf den Prozess X bereits das Verhalten von [Y,Y]@9) und
[Y, Y] untersucht hatten. Wir erhalten durch einfaches Nachrechnen den folgenden Grenz-
wertsatz

K (@30 - xxpen) = K v - xoxgen —onpge)

— 2VEn(E[] - E[¢?)
2 N(0,8(E[E%)?),

wobei wir die Bezeichnung

Kn=n—K+1=n+o(n)

benutzt haben.

Zusatzlich dazu hatten wir in Satz 2.10 gesehen, von welcher Gréfenordnung die Konvergenz-
rate von [X, X](@9) gegen (X, X), ist. Wir werden diese beiden Resultate nun kombinieren
(was wir aufgrund der Unabhéngigkeit der Grenzvariable in Satz 2.6 vom Prozess X auch
ohne weiteres tun kénnen) und bekommen

(X, X)1 — (X, X)y
— (X, X)1 — [X, X]9)) 4 ([X, X]9) — (X, X),) (2.4)

= Op(\/g) + OP(%)'

Falls wir K so wéhlen, dass beide Terme auf der rechten Seite von derselben Ordnung sind,
haben wir den Fehler insgesamt minimiert. Es ergibt sich sofort K = O(ng) als optimale
Wahl, so dass der Fehler die Ordnung n~% besitzt. Wir fassen zusammen:

Satz 2.11 Unter den in den Sdtzen 2.6 und 2.10 formulierten Bedingungen und mit der
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Wahl von K = dn? erhalten wir
W0~ [ otds) 5 N8 ) + V0.0
= (84(E["))” + dn’)2 N (0, 1),
wobei die Normalverteilung unabhdingig von der Filtration (Fy)s ist.

Beweis: Wir hatten bereits in (2.4) gesehen, dass das asymptotische Verhalten von
R 1
nH (XX, - [ ot
0

davon abhéngt, wie sich

und
) 1
n6([X,X](‘“’9)—/ o2ds)
0

verhalten. Der erste Summand konvergiert nach Satz 2.6 bedingt auf den Prozess X gegen
eine von X unabhingige Zufallsvariable, wihrend der zweite Summand laut Satz 2.10 un-
abhéngig vom Prozess der Storterme stabil gegen (0, d) konvergiert. Daraus folgt sowohl
die unbedingte schwache Konvergenz der Summe als auch die Unabhéngigkeit der beiden
Grenzvariablen, so dass sich die asymptotischen Varianzen wie behauptet addieren lassen. O

Es lésst sich eine alternative Schreibweise der Grenzvariable etablieren, die die Analogie
zum Grenzwertsatz in Abschnitt 4.2.2 deutlich macht. Im Falle der dquidistanten Zerlegung
erhalten wir wegen (2.3)

. 1 1 1
ns (X, X)) — / o2ds) Py / \/SdQ(E[EZ])2 + §daf dB;.
0 0

Die Brownsche Bewegung B ist von der Filtration (F;)s unabhéngig. Fiir Details verweisen
wir auf [§].

Die optimale Wahl der Konstanten d in Satz 2.11 ergibt sich mit elementaren Methoden
der Analysis, indem wir zur Minimierung der quadratischen Variation den Ausdruck

8d~*(E[e*))? + dn?
ableiten. Wir erhalten die Gleichung

—16(E[e*])?d ™ +n* = 0,
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so dass sich also

16(E [52])2)

Ui

Wl

d=(
als Wahl anbietet. Zur Erinnerung: n? ist eine Zufallsvariable!

Um d und damit implizit die quadratische Variation im zentralen Grenzwertsatz, die man
fiir das Erstellen eines konsistenten Tests benétigt, zu schiitzen, miissen wir einerseits F|g?]

—

schitzen (dies haben wir durch E[e2] schon getan) und andererseits Methoden entwickeln,
um einen sinnvollen Schitzer fiir n? zu erhalten. Dieser Aufgabe werden wir uns im folgenden
widmen.

2.3 Zusammenfassung und Ausblick

Wir hatten bereits in (2.3) gesehen, dass im dquidistanten Fall

4 1
ﬁ2:§A O'?dt

gilt. Die Idee von Zhang, Mykland und Ait-Sahalia, die wir leicht abgewandelt zur Grundlage
unserer Untersuchung machen werden, besteht nun darin, das Intervall [0, 1] in Teilintervalle

der Form [+, %] aufzuteilen und fiir voneinander verschiedene J und K das Funktional
M
=& == )
m=1

als Schétzer fiir n? zu benutzen. Dabei steht

o —

fiir die Anwendung des bekannten Schéatzers (X, X), mit reguldren Teilgittern vom Abstand
K auf die Beobachtungen im Intervall [2=4, 2],

Unser Interesse an n? riihrt allerdings nicht in erster Linie daher, dass wir die optimale
Wahl der Konstante d fiir den Grenzwertsatz in Satz 2.11 bestimmen wollen. Der Test auf
Homoskedastizitat, den wir in Abschnitt 4 entwickeln werden, beruht einerseits auf einer
Konvergenzaussage bzgl. der integrierten Volatilitdt und hangt zum anderen von fol otdt ab.
Wir werden uns im néchsten Kapitel deswegen ausfiihrlich mit der Schiatzung dieses Integrals
beschéftigen.

Entgegen der Vorschldge von Zhang, Mykland und Ait-Sahalia werden wir uns dabei al-
lerdings nicht mit dem hier betrachteten besten Schétzer auseinandersetzen, sondern eine
leicht abgewandelte Version von [V, Y]@9) zur Grundlage unseres Schitzers fiir fol ojdt ma-
chen.



30 KAPITEL 2. Die Schitzung der integrierten Volatilitat unter Marktmikrostruktur

Bevor wir uns im néchsten Abschnitt konkret mit der Schétzung des Integrals iiber die vier-
ten Potenzen der Volatilitdt auseinandersetzen werden, wollen wir noch einmal kurz einen
Uberblick iiber die bisher untersuchten Schiitzer geben. Die Zufallsvariablen Z in diesem
Abschnitt sind jedes Mal (asymptotisch) normalverteilt.

Wir hatten zuerst versucht, den klassischen Schéatzer fiir die integrierte Volatilitat auf das
neue Modell zu iibertragen. Lemma 2.1 zeigte uns jedoch, dass dieser eher ein Schétzer fiir
die Varianz der Storterme ist, wir erhielten ndmlich bedingt auf den Prozess X

%([Y, Y] = 20E2) 2 2/ EE Zstirang. (2.5)

Eine erste Konsequenz daraus bestand darin, zur Verringerung des Bias nicht alle Beobach-
tungen zu benutzen und nur ein Teilgitter zu betrachten. Substantiell &nderte sich dadurch
nichts am asymptotischen Verhalten des klassischen Schétzers, so dass zusétzlich die ad hoc-
Hypothese aufgestellt wurde, dass die Verteilung der Storterme von n abhéngt. Unter der
Bedingung 5.4, die letztlich die Konvergenz der realisierten Volatilitit [X, X]" gegen die
integierte Volatilitit fol o2dt zusichert, erhielten wir in Proposition 2.5 dann die Konver-
genzaussage

1

VE[E]) + op(ny?).

Um allerdings auch im urspriinglichen Modell eine konsistente Schéatzung der integrierten
Volatilitat moglich zu machen, haben wir danach eine Erweiterung der Schétzer auf Teilgitter
vorgestellt. Diese Erweiterung beruhte darauf, nicht nur ein Teilgitter zu betrachten, sondern
samtliche Beobachtungspunkte in verschiedene Gruppen einzuteilen, separat fiir diese die
Schéatzer zu berechnen und im Anschluss dariiber zu mitteln. Bedingt auf X schéatzt allerdings
auch [Y, Y](@%9) nicht die integrierte Volatilitiit, sondern ebenfalls die Varianz der Storterme,
erkennbar anhand der Aussage von Proposition 2.8:

=

VY = (X, X)) + 2npE[22] + T Zgesamt + Op(nygy

V([ Y] — (X, X)) —2nB[]) B 2B 2, (2.6)

Vorteilhaft war allerdings die Verringerung des Bias, statt n betrug die Grofenordnung der
Abweichung nur noch 7.

Aussagen zum Konvergenzverhalten von [ X, X](@*9) setzten in der Regel deutlich mehr Kennt-
nisse iiber den Prozess und die Verteilung der Gitterpunkte voraus. Neben der bereits er-
wihnten Bedingung 5.4 mussten wir zudem vor allem annehmen, dass 72 := Y, hiaé At;
stochastisch gegen eine Zufallsvariable n? konvergiert. Es ergab sich dann in Satz 2.10 der

folgende Grenzwertsatz
In Ds
?Dl = n ZDiskretisierung~ (27)
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In Abschnitt 2.2.5 haben wir dann zuletzt eine Synthese aus den drei Konvergenzaussagen
(2.5) bis (2.7) vorgestellt: Die Wahl von K = dn3 sicherte uns zu, dass die Konvergenzraten in
(2.6) und (2.7) dieselben sind, zudem haben wir versucht, mit Hilfe von (2.5) eine Korrektur
des Bias vorzunehmen. Dies fithrte uns schliefslich zu Satz 2.11 und dem Grenzwertsatz

ns (X, X)1 — (X, X)1) 2% (8d2(E[e%])* + di®) > N'(0, 1),
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Kapitel 3

Ein Schatzer fiir fol otdt im gestorten
Modell

3.1 Der Zusammenhang zum Schatzer fiir die integrierte
Volatilitat

Wir wollen in diesem Kapitel einen Schitzer fiir fol otdt in jenem Modell konstruieren, dass
Zhang, Mykland und Ait-Sahalia zur mathematischen Beschreibung der Vorgénge in der
empirischen Finanzmarktforschung benutzen. Wir gehen also davon aus, dass an der Stelle
t; nicht der zu Grunde liegende Prozess X, mit

dXt = [Ltdt + Utth

beobachtet wird, sondern eine gestorte Version. Konkret heifst das, dass uns geméfs der in
Kapitel 2 vorgestellten Theorie nicht die realen Daten von X zur Verfiigung stehen, sondern
blof

th‘ = Xti + &y

Der Prozess der Storterme € wird dabei als unabhéngig vom Prozess X angesehen, zudem
sind auch die einzelnen ¢;, unabhéngig und identisch verteilt mit

Ele,,] =0

und existierendem achten Moment. Wir machen ferner die Annahme, dass auch die dritten
Momente verschwinden. (In Kapitel 2 haben wir nur die Existenz des vierten Moments vor-
ausgesetzt. Dadurch, dass wir hier im wesentlichen die Quadrate der Funktionale aus jenem
Abschnitt benutzen, erhoht sich entsprechend das benotigte Moment.)

Wir nehmen im folgenden an, dass unsere Beobachtungen dquidistant erfolgen (also ¢; = %)
und unterteilen zunéichst das Intervall [0, 1] in M Teilintervalle der Form [=1, %], Die grund-
sdtzliche Idee unserer Untersuchung wird darin bestehen, dass wir zunéchst in jedem dieser
Intervalle die bereits bekannten Schétzer fiir [ o7dt benutzen, um mit ihrer Hilfe einen neuen

Schitzer fiir [ o}dt zu definieren. Danach werden wir dann die Summe iiber die einzelnen

33
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Teilintervalle bilden. M wird dabei als von n abhéngig gewéhlt und soll ebenfalls gegen oo
konvergieren. Die genaue Wahl wird im folgenden erlautert.

Wir hatten in der Diskussion des ,zweitbesten Schitzers® [Y, Y](@*9) in Abschnitt 2.2.4 bereits
gesehen, dass dessen Resultate als gewichtete Summe iiber die natiirlichen Schétzer fiir die
integrierte Volatilitdt in den verschiedenen Teilgittern stark davon abhéngen, mit wie vielen
dieser Teilgitter wir es iiberhaupt zu tun haben. Da wir in unserer Diskussion ebenfalls von
einer reguldren Anordnung der Beobachtungspunkte geméaft Abschnitt 2.2.4 ausgehen wer-
den, wird der zu betrachtende Schétzer im jeweiligen Intervall ["= L , 17) bis auf den noch zu
bestimmenden Vorfaktor von der Form

nm
M

> (Vi Vex)

=)

sein. Nach der Wahl von K werden wir dann M maximal in Bezug auf zwei Kriterien wéh-
len: Zum einen darf M nicht von kleinerer Ordnung als % sein, da sonst (Yz Yi-x ) immer
mindestens eine Beobachtung enthalten wiirde, die auﬁerhalb des zu betrachtenden Teilin-
tervalls liegt. Zum anderen soll die Summe im Grenziibergang unendlich viele Summanden
enthalten, so dass die Wahl von M = £ ausscheidet. Wir werden daher in der folgenden
Untersuchung

K:=—
2M

setzen.

Grundlage unseres Schétzers wird nun der Ausdruck

MZ ([v,Y]E) — [y, v]))2 (3.1)

m

sein, wobei wir ganz allgemein fiir beliebige Prozesse Z und Z’ und beliebiges A

nm
M

(2, 2|4 = %AH Y (Zi = Zea)(Zh — Zia).

2

n n n n
. n(m—1)
=07 +A

gesetzt haben. Entsprechend der Motivation aus der Arbeit von Zhang, Mykland und Ait-
Sahalia sind die beiden Funktionale vV, Y15 und [v, Y]] im wesentlichen Schitzer fiir

7,11” , 02dt, speziell dem bereits erwihnten ,zweitbesten Schétzer* im Fall M = 1 nachemp-

funden. Der entscheidende Unterschied zur Definition in Abschnitt 2.2.4 besteht allerdings
in der Wahl des Vorfaktors, worauf wir in Abschnitt 3.4.4 noch néher eingehen werden.

Die Wahl von K bzw. implizit von M wird nun gemaf der Definition von 7, dariiber entschei-
den, in welchem Mafe die beiden Prozesse X und ¢ in die Ergebnisse unserer Untersuchungen
einfliefsen werden. Je nach Grofsenordnung von K werden die Figenschaften eines der beiden
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Prozesse iiberproportional gewichtet. Speziell wird der Prozess € umso stérker betont, je
kleiner K und damit je groker M ist. Da sich spiater /M als Konvergenzrate ergeben wird,
empfiehlt sich die groftmogliche Wahl von M, so dass die relevanten Funktionale von X
geschitzt werden konnen. Dies geschieht im Zustand der Gleichgewichtung beider Prozesse,

er ergibt sich fiir .

M =ns3.
J wird zudem von derselben Ordnung wie K gewahlt, d. h.

J=—
c

fiir ein natiirliches ¢ > 1. Ahnlich wie bei der Wahl von d in Kapitel 2 lisst sich ein opti-
males ¢ bestimmen, wenn wir in der Lage sind, die Varianz im spater aufgestellten zentralen
Grenzwertsatz zu minimieren.

Um das asymptotische Verhalten von T,, zu erfassen, werden wir die Identitéat
[V, YI5E0 = X, XI0Y + 2X, ]G + [e, €]

benutzen und so die Einfliisse der verschiedenen Prozesse separat betrachten. Mittels ele-
mentarer arithmetischer Umformungen erhalten wir zunachst

(V. Y1) = [V YIE0)? = (X, X150 — [ XI5 + 20X el — X, el5) + (e, €] — e €]
(X X0 = X XI5 + (e, el = [eneli)?

+ 2(X, X150 = X, XID) (e, el — 2E[€%) — ([e, €)Y —2E[ )
+ 4([X, ] = [X,€l50)? + 41X, X]5) — (X, XIS (X, ] ) — [X €]
+ 4([X, ) = X i) (e el — 2B[E%) — ([es el — 2E[€%)),
was wir im folgenden durch
[X, X]K,J,m + [8, €]K7J7m + [X, g]K7J7m + (I)K“]’m + (II)K’J7m + (I[I)KJ’m (32)

abkiirzen wollen.

Grundsatzlich nehmen wir im folgenden an, dass sowohl M, K und J als auch Quotienten

der Form {7 oder 4/ bzw. 475 durchweg natiirliche Zahlen sind. Es ist leicht einzusehen,

dass wir diese Forderung ohne Beschrankung der Allgemeinheit aufstellen kénnen.

3.2 Einflusse des Prozesses X

In diesem Abschnitt werden wir mit der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von
X, X am = (X, X]00 = [X, X]50)?

beginnen und zunéchst dessen bedingten Erwartungswert berechnen. Wir erhalten so Infor-
mationen iiber die Ordnung dieses Ausdrucks und werden dieses Wissen spéter aufgreifen,
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um einen zentralen Grenzwertsatz zu beweisen.

Um
E[([X, X150 = X, X]5))?| Fus ]

explizit auszurechnen, miissen wir die drei verschiedenen Falle betrachten, in denen wir es

mit Produkten der Form
E[[X, XJV[X, X]0 | Fons ]

zu tun haben und eine allgemeine Aussage iiber das Verhalten dieser Ausdriicke herleiten.
Konkret werden wir jenes Resultat dann auf die Félle anwenden, in denen wir A und B
durch die entsprechenden Werte von J und K ersetzt haben.

De facto werden wir im Ausdruck

1 M
XY =57 > (X=X
M l:”L(’,;\L/;l)-f—A

fiir jedes beliebige [ den jeweiligen Summanden (X =X A) durch om_s (Wz — Wi A) appro-
ximieren und somit aufgrund der Unabhéngigkeit ‘der Zuwichse der Brownschen Bewegung
von der Vorgeschichte des Prozesses nur Behauptungen iiber

E[W, WISH W, W]

beweisen. Die mathematische Begriindung fiir diese Approximation geben wir in Abschnitt

3.5.

Lemma 3.1 Es seien A und B von der Ordnung 7. Dann gilt fir A < B

E[W, WD W, WG]

1 AB  A’B—AB? —2A% Z2A3B - A’B*— A 1
= (= + + )+ O(=7)-
(F—A+1)(f;—B+1) M2 nM n? M*
Beweis: Um
7 5l E(Wi —Wia)2(W; — Wis)?]
E[W, WM w, W) = 3 : s 5
WWEIW W= > Y A DE BT

=) g j=nmol) g

explizit auszurechnen, miissen wir vier verschiedene Félle unterscheiden, wie sich ¢ und j
zueinander verhalten konnen. Die ersten drei Félle sind solche, in denen die zugehorigen
Intervalle [i — A, ¢] und [j — B, j] nicht disjunkt sind, der vierte Fall ist der Betrachtung der
vergleichsweise einfachen disjunkten Variante gewidmet. Es ergibt sich fiir uns also

ElUapa) + ElUaps) + ElUaps] + ElUa B
(s —A+1)(;—B+1) ’

E[W, WD [W, W] = (3.3)
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wobei sich die Definition der Uy p; aus dem Kontext des jeweiligen Falls ergeben wird.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir die Berechnungen zunichst ohne die Vor-
faktoren durchfithren und diese erst nach der Untersuchung der vier Fille wieder beriicksich-
tigen.

Erster Fall:
Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ > 5 > ¢ — A. Wegen A < B folgt dann automatisch
i — A > j — B. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse und mittels E[IW.] = 0 erhélt

man die folgende Identitat

E[(W: - WT)Q(W; — W%)Q]
= E[(W: = W)+ (W, - WﬁA))Q((W% — Wica) + (Wiza — W%)f]
= Bl(W: = Wi’ (Wi = Wiza)? + (Wi = W1 )*(Wiza — W%)Z
(Wi = Wiea)2)(Wiza — Wiep)?]

77,2
3j—i+A?*+(j—i+A)G—A—j+ B)
n2
2% 4257 — 4ij +4jA — 4iA +2A% + AB

— we
200 — j)? —4A(i — j) + 2A* + AB

= —
Wir haben dabei benutzt, dass die Zuwéachse der Brownschen Bewegung normalverteilt sind
und dass das vierte Moment der Standardnormalverteilung 3 ist.

Offensichtlich hangt
E[(Wi — Wiia)2(W;

n n

~ Wis)’]

als Funktion in 7 und j nur von ¢ — j ab. Diese Eigenschaft werden wir im folgenden mehrfach
ausnutzen.

Um eine allgemeine Aussage iiber das Verhalten der Tupel (7,j) im ersten Fall herzulei-
ten, miissen wir beachten, dass es nicht zu jedem 7 genau A verschiedene Indizes j gibt, die
der Forderung i > j > i— A geniigen. Am Rand (also am linken Ende des Intervalls [+, 12])
existieren zu festem ¢ offensichtlich weniger Indizes j mit der entsprechenden Eigenschaft.
Wir werden also zwischen dem Fall am Rand

n(m —1) . _n(m-—1) n(m —1) o
_ < < — _ <7<
i +B<i< i + A+ B —1und 7 +B<j <1
und den restlichen Mo6glichkeiten

n(m —1)

- +A+B§i§%undz’—fl§j§z’
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unterscheiden miissen. Es ergibt sich dann mit E[UA 1] = ElUap11]+E[Uap1z2) (und weil
wegen A < K bzw. B < K = 54 natiirlich auch “5— n{m— 1 )+ A+ B< m gilt)

n(m—1) i
T—FA—}—B—l i

2(i — j)* —4A(i — j) + 2A%* + AB
ElUapia) = ) > 2
Z:n(T\/fl)ﬁ‘B j:"(%*l) +B
B §i2j2—4Aj+2A2+AB
i=0 j=0 n?
=i+ 1)(2i +1) — 64i(i + 1) + 6iA2 + 3iAB A3
- Z 2 +0(—)
— 3n n
2i% — 6Ai% + 6iA% + 3iAB A3
- Z 2 +0(—)
— 3n n
A*+ A*B A3
= "o TG
und
2(i—j)* —4A(i — j) + 2A* + AB
ElUp a2 = Z Z 2
=) A g I=i—A
A . .
n 252 —4Aj +2A% + AB
= (—~-B-A+1
(47 +1) JZ; -
n 2A3 - 243+ 243+ A’B A3
—(——B-A il
(M ) n2 + O( n2 )
JA*+ A’B A?
= (—-B-A) """ L 0%
(M ) n2 + O( n2 )
Insgesamt erhalten wir somit
AY 4+ BB+ (& — B — A)(2A3 +2A%B A3
E[Up.aa] = & o )G ) 4 O(—).

Zweiter Fall:

Die Tupel (¢, 7) mit j > i > j— B miissen wir wegen B > A in zwei verschiedenen Situationen
betrachten. Im Fall j — B > i — A (und also j — B+ A > 1) ergibt sich eine zum ersten Fall
analoge Rechnung. Wir erhalten

E[(Ws = Wia)* (W, — Win)’]
= E((Ws = Wis) + (Wizz = Wa )*(Ws = W) + (W = Wizz))’]

212 + 252 — 4ij + 4B — 4jB + 2B* + AB
n2
2(j —i)> —4B(j — i)+ 2B*+ AB
5 .

3.

n
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Wir miissen auch hier wegen der unterschiedlichen Anzahl der Tupel am Rand zwei ver-
schiedene Varianten betrachten, deren Erwartungwerte wir separat berechnen. Aufgrund der
beiden Bedingungen j > ¢ > j — B und j — B + A > 7 ergibt sich fiir den ersten Fall

n(m ) —|—Z3+A 1 min 1 2 / —_— - 2B < lE
E [B74‘7271} Z

n2

i e e

nmoD BrA-1 o
B f“ié* jiﬁA 2(j —i)? —AB(j — i) + 2B + AB

n2

j:n(m71)+B i:n(7n71)+A

S ~2B—A+i)?—4B(B—A+i)+2B?+ AB
- Z n2
j=0 i=0
= 2(B— A2 +2%(B— A) + 2% —4jB(B — A) — 2j°B + 2j B> + jAB A3
- = oG
j=0
A+ A3B A3
=52 T O(ﬁ)‘

Im Fall B = A hétten wir nach der zweiten Identitéat formal korrekt nur bis 7 — 1 und nicht
bis j summieren diirfen. Aus der weiteren Rechnung wird aber klar, dass durch die Vernach-
lassigung von Termen kleinerer Ordnungen der Unterschied asymptotisch vernachléassigbar
ist.

Der zweite Summand im Erwartungswert errechnet sich dann wie folgt:

j— B+A . . 9
—i)>—4B(j —1i) +2B*+ AB
ElUg a2 = Z Z 2 (jn2 )
j:"(7;\L4 1)+B+A 1=j— B
s B 92 _4Bi+2B2+ AB 492> —4Bi+ 2B+ AB
= > " -2 we )
j:n(%_l)+B+A =1 =1
2 13 2 2 3 2 3 2 2
n :B°+ B*°A £(B—-A)—-2B(B—A)*+2B°>— B*A— AB A3
= (——B—A)3 -3 O(—
(- e = )+ 003)
2 43 2
n 34°+ A°B A3
= (M_B A)TnLO(ﬁ).
Insgesamt gilt dann:
A*+ ABB+ (2 — B — A)(2A43+2A%B A3
BlUp.00] = i )G ) o) = BU

2n2 n

Beide Fiélle liefern also asymptotisch dasselbe Resultat.
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Dritter Fall:

Wir hatten im zweiten Fall diejenigen Indizes (7, j) betrachtet, fiir die neben j > i > j — B
auch j — B > ¢ — A erfiillt ist. Die andere Moglichkeit besteht - zumindest falls B # A gilt
- darin, dass wir es zusétzlich mit der Eigenschaft i — A > 7 — B zu tun haben. In diesem
Fall ist also das Intervall [i — A,i] ganz in [j — B, j] enthalten. Es ergibt sich zunéchst

E[(Wi —Wiia)2(W; — Wis)?

= B[(Ws = Wia)2(Ws = W)+ (Wi = Wica) + (Wiea — Wis))’]
A . _ 2A? + AB

= (- +34+(—A—j+B))="——r—.

Hier miissen wir offensichtlich keine spezielle Situation am Rand betrachten. Wir erhalten
dann

M J 2 2 3
Bl = Y Y AR pyso AR o)
j=nln=1) y pi=j-B+A+]
 A’B+ AB? —24A° n 2A3B — A’B? — AB? N O(AS)
nM n? ’
Die Tatsache, dass im Fall A = B offensichtlich Up 43 = 0 gilt, spiegelt sich in diesem
Resultat wider: Wir erhalten dann

n2

ElUg as| = O(A—S)

n2
Vierter Fall:

Falls entweder j — B > i oder i — A > j gilt, erhalten wir aufgrund der Unabhéngigkeit der
Zuwachse

AB
—Wis)?] =

n ’[’LQ.

E[(W: — Wea)(W

sk

Zur noch fehlenden Berechnung von E[Ug 4 4] miissen wir die Anzahl der auftretenden Fille
fiir die Tupel (4, j) zdhlen, in denen die zugehérigen Intervalle [=2, L] und [2=2, 1] disjunks
sind.

Insgesamt gibt es bis auf Terme kleinerer Ordnungen (47 — B) (77 — A) Tupel. Bei der Berech-
nung von E[Ug 4 11| bzw. E[Up 42,1] traten jeweils A; Summanden auf, bei der Berechnung
von E[Up a12] bzw. E[Up 42,2 waren es jeweils ({7 — B — A)A Summanden. Der dritte Fall
bestand aus ({5 — B)(B — A) Tupeln. Somit erhalten wir

Y TSPV S N S A8
AB _AB?>+ A’B  AB(B + A)? A3
DV A S VA n? +0G7):
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Nachdem wir nun den Anteil von jedem der vier Félle berechnet haben, kénnen wir die
Resultate zusammenfassen. Wir erhalten dann

ElUg a1+ E[Up as] + ElUgas| + E|Up 4]
= 2E[Upa1] + ElUg.as| + E[Up,a4)

AB  A’B—AB?—-2A% Z2A’B - A’B*— A A3
M2 + nM + n2 + O(F)

Die Behauptung folgt dann aus (3.3) und mittels O(‘:—j) = 0O(1). O
Mit Hilfe von Lemma 3.1 sind wir nun in der Lage, das Verhalten der Terme in

(VY] = Y152

m

zu beschreiben, die ausschlieflich auf den Prozess X zuriickfithrbar sind. Wir wollen also die
bedingte Erwartung

E[[X, Xk gm| Fus] = BI([X, X0 = [X, XJ5))? [ Fos ]
— BI(X, XIE)? - 21X, XL XIS + (1, XIS | Fons]

betrachten und erhalten dafiir wieder nach Approximation durch die entsprechenden Aus-
driicke von W

Satz 3.2 Es gilt:

4 _ 4
E[UMT—I W, W]K,J,m|~7:m7*1] = Oma ]\/[2(1 _ 26)2

Dabei ist W, W]k jm analog zum entsprechenden Ausdruck fiir den Prozess X definiert.

Beweis: Wir nutzen die Messbarkeit von am , beziiglich Fmn-1 m_1 aus und fithren den Beweis

dieser Aussage aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéachse der Brownschen Bewegung von
der Vorgeschichte des Prozesses auf die Berechnung des Erwartungswerts von [W, W]k jm
zurlick. Zu diesem Zweck ersetzen wir A und B aus Lemma 3.1 durch die im jeweiligen Fall
relevanten Werte und nutzen ferner aus, dass wir K = 53; und J = % gesetzt haben. Es
ergibt sich dann

1 K? 2K3 ZK¢ 1
Ky — (2 3% 3 =
B (& —J+1) (K2 2K? §K4)+O< 1 )
(B J+1DA(E-K+1)2°M2 M n? M*
M M
n' 11 1 1
a Mﬁ(%—J+1)2(%—K+1)2(§_§+@>+O(W)’
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B 1 (JK+J2K—JK2—§J3+§J3K—J2K2_%J4>+O( 1 )
(R —TJ+D)(E-K+1) M? nM n2 M4
(TN K+ (JK+J2K—JK2—§J3+§J3K—J2K2—§J4)+O<L)
(R - TH1)AE - K+1)2 M2 nM n2 M4
n? 1 7 1 1
= — O(—
ME =T+ e —RK+ 1) 16e 1020 102 T OG)
und
(c) E[((W,W]5))?]
2 2 713 2 74
= ;(J__i_i)_‘_()(i)
(5 —J+1)2° M2 nM  n? M*
(l_K+1)2 J2 2J3 2J4 1
— (n_ " 2(m _ 2(om =2 = 25) 0o )
(F—J+1(5 - K+1)2°M> oM n M

n? 1 1 1 1
— A6 n 2( 2( 2 3 4)+O(_4)‘
MO(57 — J+1)2(§5 — K +1)2°16c¢>  48¢3  96¢ M

Wir miissen diese drei Ausdriicke nur noch in die ausmultiplizierte Darstellung von E[[W, W]k ]
einsetzen, so dass sich die folgende Identitit ergibt:

E[[W, Wlk.sml = n4((% — é + 32%) — 2(%& — 19% + 19%) + (16% — 48% — 96%)) + O(L)
" MS( = J+1)°(F — K +1)? M
_ n4(%_i+32?’c2+%_ﬁ_ﬁ)+o(i)
MEC — T3~ )P 7
e s T
M2(1 216)2 M4

3.3 Einflusse des Prozesses ¢

Grundsétzlich werden wir in diesem Abschnitt genauso vorgehen wie bei der Analyse der
Terme, die ausschlieklich von X abhdngen, indem wir den Erwartungswert der Produkte
e, 5]1({? ) e, 5]%9 ) fiir verschiedene Wahlen der A und B berechnen. Uns wird dabei helfen, dass

aufgrund der Unabhéngigkeit von & i und e; fiir i # j und wegen Eler] = 0 die Identitét

—ei=8)’] = Elele} +ele_p+ei 465+ €5 460 gl (3.4)

gilt.
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Lemma 3.3 Es seien A und B von der Ordnung 57 mit A < B. Dann gilt

L Mg —B)-24 1 o)

Beweis: Wir ignorieren in unserer Berechnung die Vorfaktoren und definieren implizit

1
(——A+M——B+UV

Ele, el e, el] =

Der Beweis fufst dann im wesentlichen auf der im Vorfeld des Lemmas angesprochenen Iden-
titat (3.4), so dass wir nach Umsortieren

—e;8) = E[ae + &2 Asj B~|—€f€f Bt+er A€2]

erhalten. Die Rechnung verlduft nun so, dass wir jeden dieser Summanden in Abhéngigkeit
von ¢ in zwei Féllen betrachten: Entweder gibt es zu i ein passendes j, so dass die beiden
Indizes dieselben sind (im Erwartungswert erhalten wir dann E[e*]), oder alle moglichen j
liefern von i verschiedene Indizes und wir erhalten jedes Mal E[¢%]?. Konkret liefert das

nm nm
M M
Vap = E E E[es + &2 Asj B+615J 5 t+el As]
.:n(m—l)+A :n('r]r\z/1—1)+B
n(m-1)
- +5-1 s ar S7a
_ 2.2 22
= E g Elejes] + g g Ele;ej]
nm B+A nm nm
M M
2 2 2 2
+ § E Elei_acj pl+ E E Elei_agj sl
7I_n(m 1)+A _n(m 1)+B i= M,B+A+1J_n(m 1)+B
51 B 7l i
2.2 2.2
+ § § Eleje; _pl + E E Eleiej gl
iz”(”}t{ 1) +A~]_n(w](‘/[ 1) +B iZ%*Bﬁ’l j:”(”X/I—U +B
n(m—1)
- TA+B-1 ar S7a S7a
2 2 2 2
- E E Elei_ac5] + E E Elei_455].
i=nm-b g j=nm-b,p =) L ay g =m0y g

Zu beachten ist, dass fiir A = B die erste und die vierte Summe jeweils leere Summen sind.
Gemik der obigen Erlduterungen bedeutet dies, dass in diesem Fall zu jedem i ein j mit
demselben Index existiert und wir demnach fiir jedes i einmal E[e?] erhalten.
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Wir hatten die e-Terme vorher so sortiert, dass jeweils die ersten vier und die zweiten vier
Summanden das gleiche Ergebnis liefern. Es ergibt sich somit

n

Vap = 2B = A)(; - B+ DEE + z(% B+ 1)E[EY
— B+1)(7= — B)E[E"? +2(5- — B— A+ (5 — BJEE?

+ 2

(
+ 2

(L B A+1)Ef ]+2B(%—B+1)E[52]2

(=

isﬁﬂﬁiﬁ ¥

= 4(7- - B)(3; — AEE + (4% —2A)E[? + (4(% — B) — 2A)E["] + O(1).

Nach Division durch die Vorfaktoren erhalten wir das gewiinschte Ergebnis a

Wir betrachten nun analog zur Analyse des Einflusses von X den Gesamteinfluss der e-
Terme, ndmlich

e, licam = (e, el = [e,€l5)? = (le,€l0)? = 2[e, el e, el + (e, el

Dies fihrt uns zu

Satz 3.4 FEs qilt:

1

Ble,lam] = 3~y VR + Ot )

Wir ersetzen zunachst wieder A und B durch die hier verwendeten Werte K und J und
erhalten

(a)

Bl(e i) = M 2 gy
AL - K)—2K 1
+ (LK +1) E[€]+O(W)
_ 4(%_-[()2(% J+ )2 212
S E—JrAE kel
(4%_2K)(%_J+1> 212
T E v e ke
(A2 —6K)(Z—J+1)? 1
T E_Trae —kepl e T OGR)



3.3. FEinfliisse des Prozesses € 45

(b)

wy _ AGr = DG - K+ (@5 —20) oy
E[[ag]g)[g?g]gn)] - (%—J—i—l)(%—K—Fl) E[&‘]
A2 — K)—2J] A 1
T ECIrn@E Rk eI OGH)
Mg DG I+ (%—K)(%—K+1)E[€Q]z
B (& —J+1)2(& - K +1)?
(4 2D =T+ DG = K+1)
T @ TR K1) Ele’
4G —K)=2))(5—-J+D)(5—-K+1) 1
* (E—J+12(% —K +1)? B+ 0l3)
()
By = 2L B2 o
A —Jy—=2J ., 1
T e e DO
— 4(%_J)2(%_K+1)2 [82]2
(R T+ - K+1)?
(4%_21])(%_[(4'1)2 212
N (%—J+1)2(%—K+1)2E[€]
(437 =615 —K+1)* 1
T E e — kel e T OGR)

Wir erkennen leicht, dass alle drei Ausdriicke einen Erwartungswert von derselben Ordnung
haben. Grundsétzlich haben wir es in jedem Fall mit einem Summanden der Ordnung 1 und

zwei Summanden der Ordnung ﬁ zu tun, die Restterme sind jeweils O(ﬁ)

Der Ubersichtlichkeit halber werden wir
Elle, elkum] = ([6,€]5)? = 2[e, €], 8 + ([, €])?

in mehreren Schritten ausrechnen. Wir zeigen zunéchst, dass sich die Terme von Ordnung
1, die bei der Berechnung der einzelnen Erwartungswerte jeweils als erste Summanden auf-
treten, in der Summe gegenseitig auftheben. Fiir die Zahler dieser Ausdriicke gilt

Aar = K57 = K) (55 = J + 17

M M M
- 8(__‘]><M_‘]+1>(M_K)<M_K+l>
+ 4(% - J)(M - J)(— — K +1)?
— 457~ KPP =25 K) (o7 = D)+ (55— D =K =0 (35)
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was geteilt durch den Nenner

(%—Hl) (M_K+1)

ein O(577) ergibt.

Im néchsten Schritt berechnen wir den Anteil der Ordnung 5, getrennt nach E[e%]? und
E[e"]. Im ersten Fall erhalten wir wegen K = 3 fiir die Zéhler

(4%—2K)(M—J+1) (8%—4J)(M—J+ )(%—K+1)

+ (4% - 2J)(M —K+1)2= (4% - 2K)(M —J)?

- (8% - 4J)(M - J)(M —K)+ (4% - 2J)(M ~K)?+ O(AZ—Z)

= 2(J - K)(JK + MQQ —2K ) + o%—z;) — (] - K)(JK) + o<]\’2—22),

im zweiten Fall entsprechend

(4%—6K)(M—J+ 1)2 —(8(%—[() 4J)(M—J+ )(%—KJrl)
+ (4% - 6J)(M ~K+1)2= (4% - 6K)(M —J)?
B ) A D )+ N K o)
= (K — J)(JK + ﬁz - zK]\Z) + O(]\Z—Z) = 2K — J)(JEK) + O(AZ—Z).

Es fallt auf, dass die beiden Zahler bis auf unterschiedliches Vorzeichen dieselben sind. Wir
werden uns also nur noch mit dem ersten Fall auseinandersetzen. Wenn wir durch den Nenner
teilen, erhalten wir

2<%_‘]+ H% K+1)2+O(W)_2(%— )2(%—K)2+O(M4)
il R ST Sk S L B
_252441(1— RIS VEU A VIR N ERS VEY

Die Aussage folgt dann mit
Var(e?) = E[¢'] — E[e*]*.
O

Fiir den zentralen Grenzwertsatz, den wir in Kapitel 4 herleiten wollen, werden wir uns
neben der Berechnung des Erwartungswerts von [g, €]k jm bzw. formal richtig neben der Be-
rechnung von E|[e, €]k, Jm| Fmos | (was wegen der Unabhéngigkeit der £: praktisch dasselbe
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ist) auch mit der Untersuchung der bedingten Varianz dieser Ausdriicke beschéftigen miissen.
Wir hatten bereits in der Einleitung angekiindigt, dass wir manche Rechnung aufgrund des
Missverhéltnisses zwischen Rechenaufwand und Bedeutung des Resultats nicht durchfiithren
wollen. Diese Analyse wird eine davon sein.

Formal miissten wir zu diesem Zweck

E[(le, el — [e,€l5)]

m

bzw. nach Aufspaltung in die einzelnen Summanden Ausdriicke vom Typ

Elle, el e el les elinle, el

m m m

berechnen. Dies entspricht der Untersuchung von Vierfachsummen tiber Terme der Form

El(e: —iza)’(es

X A
n n n

- 5l—D)2],

n

—ej-8)°(ex —en=c)’(e

n n

S~

wobei wir wieder die Vorfaktoren ignoriert und fiir A, B,C und D auferdem je nach Fall
K und J eingesetzt haben. Diese Berechnung wird natiirlich deutlich komplizierter als in
Lemma 3.3, wo wir nur zwei Produkte dieser quadrierten Differenzen zu untersuchen hatten.
Analog zu den dortigen Ergebnissen werden wir allerdings zeigen, dass

El[e,e] e, €] P, €] Dle, €] D]

m m m

eine Summe von Ausdriicken der Form

1 2 1 3 1 3 1
0,%,’3,0,17 + Cﬁx,}g,az)m + C,(ax,)B,c,DW + C,(q,is,c,pw

ist. Wir machen dabei davon Gebrauch, dass die achten Momente der Verteilung der Stor-
terme nach Voraussetzung existieren.

Wir hatten nun
e, €lie,um = (([e,€l%) = 2E[e%]) — ([e, €] — 2E[€%))?

so konstruiert, dass sich Terme von Ordnung 1, die sich bei der Berechnung des Erwartungs-
werts der einzelnen Summanden ergeben hatten, wie in (3.5) berechnet gegenseitig autheben.
Es ergibt sich also

1

Ble, €lxcm] = 575 D Var(e?) + O3 ),

M2
wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit eine abkiirzende Notation einfiihren wollen,
namlich

D, = (1_; (3.6)

o=

%Dl’d Oml’—‘
N—
o
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Wenn wir nun zur Analyse der Varianz iibergehen, werden entsprechend der Konstruktion
nicht nur die C’S’)Bc’ p als Terme der Ordnung 1 verschwinden, sondern auch die 02))9,0, p als
Ausdriicke von der Ordnung # Wir erhalten demnach

Bl )] = Bexr + O(575)

mit einer Konstanten A, die genau wie D, nur von ¢ abhéngt. Weil die [, €|k s, fiir ver-
schiedene m praktisch unabhéngig sind (einzig die em als Storungen an den Randpunkten
der Intervalle treten in zweien dieser Ausdriicke auf, was im Vergleich zu den 7 iibrigen
Zufallsvariablen in den einzelnen Intervallen spatestens im Grenziibergang keinen messbaren
Einfluss mehr hat), wird sich dieses Resultat im wesentlichen auch auf den bedingten Fall

iibertragen, das heift

1 1
O

Eine Konsequenz ist nun, dass wir mit Hilfe von Satz 3.4 die folgende Gleichung erhalten:
E[(M?[g, €]k gm — DCVar(52))2].7:%]
= M4E[([E,€]K7J7m)2|fmT;1} — 2M2D0Var(52)E[[5,s]KJ,m\}"mT;l] + D?Var(e?)?

El([e, e]x,m)*| Fmr] = A (3.7)

= A.— D*Var(¢*)? + O( (3.8)

1
)
Wir werden diese Identitat spater in Satz 4.5 wiederfinden.

Im folgenden Abschnitt werden wir die Ausdriicke untersuchen, die von beiden Prozessen
beeinflusst werden.

3.4 Gemeinsame Einfliisse der beiden Prozesse

3.4.1 Vorbemerkungen zur Untersuchungsmethode

Der weitaus grofte Teil der Summanden in

(VYR = V. YI))?

m

besteht aus Termen, in denen sowohl der Prozess X als auch die Storterme € eine Rolle spie-
len. In der Darstellung (3.2) sind dies die Ausdriicke (1) s bis (111)k jm sowie [ X, €|k jm.
Wir werden im folgenden zeigen, dass jeder der ersten drei Terme im Vergleich zu den beiden
bereits untersuchten Ausdriicken [X, Xk jm und [e, €]k sm eine kleinere Ordnung besitzt, so
dass die gemeinsamen Einfliisse in einem zentralen Grenzwertsatz keine Rolle mehr spielen.
Den Term [X, €] jm werden wir danach gesondert betrachten, da er trotz seiner Zentriert-
heit einen Beitrag zum Grenzwertsatz liefern wird.

Vor Beginn dieser Untersuchungen wollen wir kurz auf die im Anhang in Satz 5.5 formu-
lierte Burkholder-Ungleichung hinweisen, die uns bei der Berechnung von Erwartungswert
und/oder Varianz der zu betrachtenden Ausdriicke mehrfach unterstiitzen wird.
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3.4.2 Die Analyse von (I)x jm

In diesem Abschnitt werden wir die Ordnung von Ausdriicken der Form

5 I (X = Xea)(es —eea)(Xy = Xazn)(e; —cus
X, el (X el = Z 2. (& —A+1)(& —B+1)

= n(rxfl_i_A] n(m 1)+B

-

(3.9)

berechnen und dabei ausfithrlich die Argumente présentieren, mit denen wir spéater auch
die anderen Behauptungen beweisen wollen. Zunéchst werden wir mit Hilfe der Burkholder-
Ungleichung eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten von Potenzen von Zuwéchsen
des Prozesses X herleiten.

Lemma 3.5 Es gilt fir A = O(ng) und ein gerades a > 0:

(X1~ Xia)™ = Op((2)%)

n n

Beweis: Wir erhalten aufgrund der Konvexitdt von x +— x® fiir eine davon abhéngige
Konstante ¢,

l

Bl(X1 — Xia)] = E[(/ Mudw/" o udTV,)°]

1 =A
n n 1—A
n n
! !

< ol ([ ) + E( [ 7))

n n

Fiir den ersten Summanden nutzen wir die fast sichere Beschranktheit von p geméf Abschnitt
5.1 aus und erhalten

BI( [ ] = 0(C5)°)

Zur Berechnung der Ordnung des zweiten Summanden werden wir wie angekiindigt die
Burkholder-Ungleichung benutzen. Wir definieren fiir ¢ € [0, 4]

8 A+t
M, = / o dW,
—A

und erhalten geméafs Satz 5.5 und wegen der fast sicheren Beschrianktheit von o
! l

E[(/Z"A 0,dW,)*] = E[ sup (M;)*] < CoE[(M, M> ]: CaE[([n ) — O((g)%),

7 tef0,4] =

n

RPN
b S

Wir fiithren diese beiden Resultate zusammen und es ergibt sich

FI(X, - Xia)'] = O(5)") + 0((5)%) = 0((5

n n



50 KAPITEL 3. Ein Schitzer fiir [ o}dt im gestorten Modell

insgesamt also

O

Dieses Lemma wird uns nun direkt eine Aussage iiber die Ordnung von (I)g. ., liefern.
Im Prinzip beruht der im Anschluss formulierte Satz wie auch die gesamte folgende Diskus-
sion der weiteren gemischten Terme nur noch auf eben diesem Lemma, den im Appendix
diskutierten Identitdten und der Unabhéngigkeit der beiden zu Grunde liegenden Prozesse.
Konkret ergibt sich

Satz 3.6 Fir A und B von der Ordnung ns gilt:
(4) 1
XX e = 0p ().

Beweis: Wegen der Unabhingigkeit von X und ¢ und weil der Erwartungswert von ¢
verschwindet, gilt fiir festes ¢, dass

—€j-5)] (3.10)

n

nur in maximal vier Fallen der Wahl von j ungleich 0 ist. In zweien dieser moglichen Fille,
namlich flir ¢ = j und ¢+ — A = j — B, iiberschneiden sich die Intervalle, iiber die wir
die Zuwéchse des Prozesses X betrachten. Die beiden anderen Varianten liefern disjunkte
Intervalle. Aufgrund unserer Vorbereitungen in (5.11) bis (5.13) lésst sich nun leicht zeigen,
dass die Ordnung des Produkts der Zuwéchse von X in den ersten beiden Féllen grofser als
im disjunkten Fall ist. Wir erhalten exemplarisch fiir i = j

— Xea)(X: — Xig) = op(g).

* L
n n n n

Formal ist
[X g]( )[X 5](3)

eine Doppelsumme, wobei die Anzahl der Summanden jeweils von der Ordnung 7 ist. Als
Konsequenz aus (3.9), wo wir erkannt haben, dass es fiir festes ¢ nur vier moghche Wahlen
des zweiten Indizes gibt, wissen wir allerdings, dass anstatt der Doppelsumme praktisch
nur eine Summe in die Berechnung der Ordnung einflieffen wird. Es ergibt sich damit unter
Berticksichtigung der Vorfaktoren

X, PP = 0p( AT = 0,0,
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Als Konsequenz aus Satz 3.6 erhalten wir aufgrund der Definition von (/)k, ., als Sum-
me tiber Ausdriicke der Form [X, é?]%1 ) X, 8]7(713 ) sofort

(Dim = Op(),

und wir konnen als Vorgriff auf die spitere Formulierung des Grenzwertsatzes bereits jetzt
konstatieren, dass fiir den Anteil von (/)k, s, in der Teststatistik 7;, geméf (3.1) auch

MY (D = OP(%) = OP(\/LM) (3.11)

gilt, wobei wir die Bedingung M = n3 benutzt haben.

3.4.3 Die Analyse von (I1)k,

Wir berechnen im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt hier nicht die Ordnung von (11) g jm
und summieren erst danach wie in (3.11) iiber die m, sondern wir betrachten direkt

M
MY XX, X)W

m=1

Wir werden die Ordnung dieser Summe nun mittels der Markov-Ungleichung berechnen.

Satz 3.7 FEs qilt:

M S XX X = On(L) = o

2~

m=1

Beweis: Wir errechnen zunéachst

E[(M ) [X, el VX X)) = MY E[(1X, e ) (X, X])7)

m=1 m=1
M
+ M2 > BIX, DX, XIPX, 01X, X1,
mn;;z::/l

Den ersten Summanden hatten wir bereits in Satz 3.6 bzw. in Abschnitt 3.2 untersucht, wo
wir namlich

(X)) = 0p (),

und

(1, X)) = Opl575)
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erhalten hatten. Leider lassen sich diese Eigenschaften nicht direkt auf den hier zu diskutie-
renden Fall iibertragen, weil sich aus den Ordnungen der einzelnen Faktoren keine allgemeine
Aussage iiber das Verhalten des Produkts herleiten lésst. Allerdings erhalten wir mit prak-
tisch denselben Methoden wie im Beweis von Satz 3.6 das vermutete Resultat, ndmlich

1
E[([X,elf0)* (X, X157)") = Op(—).
Wir verzichten auf die explizite Angabe der Argumentation. Insgesamt ergibt sich dann
- 1 1
2 (A)\2 (B)\2] _ 3 — O(—
M3 B X XY = 00— ) = O().

m=1

Den zweiten Summanden miissen wir ganz dhnlich betrachten. Wir sehen recht schnell, dass
die Zufallsvariablen

X, el X X5
bzgl. m unkorreliert zum Abstand 1 sind, das heifst
E[X, e MX, X]PX, 91X, X)) =0
fur |m — m/| > 1. De facto ist
X, el 1, XIEDIX ] X X,
eine Vierfachsumme, jeder Summand enthélt allerdings zwei Differenzen von e-Termen, de-

ren Indizes aus den Intervallen [, 2] bzw. [%, %] stammen. Sofern diese Intervalle

disjunkt sind, sind offensichtlich auch alle Erwartungswerte iiber Produkte dieser e-Terme
gleich 0 und damit auch die gesamte Summe.

So wird also bzgl. der Ordnung des Ausdrucks analog zur Diskussion im Beweis von Satz
3.6 auch in diesem Fall aus der Doppelsumme iiber die m # m' effektiv nur eine einfache
Summe. Die Ordnung der iibrig bleibenden Summanden des Typs

E[[X, &P X, X)P[X, 0 X, X))

ldsst sich dann mit denselben Argumenten wie im ersten Fall ebenfalls durch — ]%42 abschétzen,
so dass auch hier
- 1
M? Y B P I XID X el X X = O(555)
T
und damit die Behauptung folgt. a

Offensichtlich enthélt (I7)g s, nur Summanden vom Typ [X, VX, X)$P), so dass sich
insgesamt

M
1

MZ (I k. jm = op(—=)

m=1 M

ergibt.
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3.4.4 Die Analyse von (I1])g jm

Wir hatten bereits zu Beginn dieses Kapitels kurz darauf hingewiesen, dass die Schétzer
Y, Y] und [Y, Y] 7 in unserer Untersuchung keine exakten Kopien von entsprechenden
Ausdriicken aus [24] sind. Der Grund dafiir wird nun speziell in der Analyse des Terms
(I11)k, jm in (3.2) zu erkennen sein. Wir werden hier unter anderem das asymptotische

Verhalten von
([e,e]) — 2E[])

untersuchen und sind zu diesem Zweck darauf angewiesen, die Ordnung dieses Terms mittels
des klassischen zentralen Grenzwertsatzes angeben zu konnen. Wir haben deshalb

nm

1 M
B - s )2
€, €l g Zl (5% 61;3)

so definiert, dass der Erwartungswert dieses Terms genau 2E[¢?] ist. In [24] war der Vor-
faktor in diesem Ausdruck nur ein E? was zwar von derselben Ordnung wie im jetzigen Fall
ist, aber nicht die stochastische Konvergenz von e, e]gf )

werden wir nun ausnutzen.

gegen 2F[e?] liefert. Diese Tatsache

Wir gehen ansonsten genauso vor wie im vorherigen Abschnitt und werden direkt

1
VM

zeigen, indem wir geméf der Definition von (I11)g ;. die folgende Aussage beweisen:

M
M (IT1)g g = op(

m=1

)

Satz 3.8 Es gilt:

1

M) (X, el (el = 2E[%]) = Op(57) = orl

WE
-

1

3
I

Beweis: Wir betrachten auch hier die zweiten Momente der zu untersuchenden Summe und
werden letztlich erneut die 1-Abhéngigkeit der Summanden bzgl. m ausnutzen. Es ergibt sich
also

MZ (e, e]®) — 2E[2]))?]
Z N2 (le, )l — 2E[])?]

+ M Y EIX, (e, 6P - 2B[€)[X, €)% (e, €] — 2B[€Y)).

m,m/=1
m#m/
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Anders als in den Sétzen zuvor wollen wir die Ordnung des ersten Summanden mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung errechnen. Wir werden also

E[([X, )2 (e,e]P) — 2E[e%)?) < E[([X, )]z E[([e, €] D) — 2B[Y)")

benutzen und uns so mit der Ordnung der vierten Potenzen der beiden Faktoren auseinan-
dersetzen miissen.

Es ergibt sich fiir den zweiten Faktor

1

E[(le, el = 2E[e”)"] = Ol ;)

was, ohne in Details zu gehen, im wesentlichen eine Folge aus dem zentralen Grenzwertsatz
ist. Wir erhalten beispielsweise, dass

Ja = B 1l - 287

asymptotisch normalverteilt ist, so dass in der Untersuchung des Konvergenzverhaltens von
(fe, el — 2B[€%)?

ein #hnliches Resultat (z. B. die Konvergenz gegen eine y2-Verteilung) mit einem Vorfak-
tor der Ordnung B plausibel ist. Aufserdem existieren die fiir die Grenzverteilung in der
vierten Potenz relevanten Momente der ¢, speziell benutzen wir wieder die Voraussetzung

Ele?] < .

Die Ordnung des ersten Faktors lasst sich nicht direkt erkennen. Formal ist

([X, el
eine Vierfachsumme, so dass wir dhnlich wie in Satz 3.6 abzdhlen miissen, wie viele Sum-
manden tatsdchlich einen nicht verschwindenden Beitrag zum Erwartungswert liefern. Ohne
die Vorfaktoren und wegen der Unabhéngigkeit der beiden Prozesse beschrinken wir uns an
dieser Stelle zunéchst auf die Untersuchung von

nm
M

Z E[(ez% _gi—A)(F’:% —¢eja)(er —er-a)(er —eia)l.

ik l=" ) 1 A

Jeder dieser Summanden besteht nach Ausmultiplikation aus einer endlichen Summe von
Ausdriicken der Form
.

Aus der Unabhéngigkeit der einzelnen ¢;, und wegen ihrer Zentriertheit ergibt sich, dass nur
solche Erwartungswerte nicht verschwinden, in denen entweder alle vier Indizes dieselben
sind oder paarweise jeweils zwei. Offensichtlich gibt es dann O(4%) Tupel (i, j, k,1), die E[e*]

Eleie

EkE
n

A L
n n



3.4.5. Das Verhalten von [X, €|k, jm 55

liefern, und O(]\Z—Z) Tupel (i, 7, k,1), die im wesentlichen E[?]? enthalten. Aus der urspriing-
lichen Vierfachsumme wird so nur noch eine Zweifachsumme, die wir bei der Berechnung der
Ordnung beriicksichtigen miissen.

Mit denselben Argumenten wie in Satz 3.6 konnen wir zudem rechtfertigen, dass die noch
zu betrachtenden

3
3~

die Ordnung 0(2—22) besitzen.

Insgesamt ergibt sich dann

1 n? A? 1
([X, ]t = O%Wﬁ) = O(m),

so dass wir

M3 B (e P — 2B)] = O () (5) ) = O3 )

erhalten.

Den zweiten Summanden behandeln wir ebenfalls so wie im Beweis von Satz 3.7. Fiir
im —m/| > 1 sind [X, )% (e, )% — 2E[e2]) und [X, €] (e, ] — 2E[¢2)) unkorreliert
und zentriert, da nach Voraussetzung die ersten und dritten Momente der e-Terme ver-
schwinden. Dadurch geht die Doppelsumme iiber die m # m’ nur einfach in die Berechnung
der Ordnung ein.

Die Analyse der dann noch verbleibenden Terme lasst sich beispielsweise durch eine doppelte
Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die vorherige Untersuchung zuriickfiihren.
Es gilt

< E[([X, )1 E([e, €] — 2B E[([X, )V E[(fe, €] — 2B[€%])1]
1 1 1 1 1 1 1 1 1
- O((_2)4(M2A2)4(_2)4(M2A2)4): (W)
Letztlich fiihrt uns das zu
M2 37 BIX P e el — 2B X, ) (e, el - 2B1%)] = OO ) = O(<)

und damit zur gewiinschten Aussage. O
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3.4.5 Das Verhalten von [X, ¢k jm

Der letzte Term in unserer Analyse von
([, Y15 — v, v]§0)?
ist nun der Ausdruck

X, el m = 20X, X100 = [X, XISV ([e, el = 2B[€%]) — ([e, €]l — 2B[7)),

m

der gewissermafen eine Synthese aus den separaten Einfliissen beider Prozesse darstellt. Je-
der der beiden Faktoren liefert quadriert den Schétzer [X, X|k s bzw. [e, €|k jm, so dass
sich (heuristisch betrachtet) bereits anhand der Struktur von [X, €]k s, erkennen ldsst, dass
seine Ordnung dieselbe wie in den einzelnen Féllen ist. Wir konnen daher erwarten, dass die-
ser gemischte Term einen nicht vernachlassighbaren Einfluss auf den spéter zu formulierenden
Grenzwertsatz haben wird. Diesen Einfluss wollen wir im folgenden quantifizieren.

Wir gehen dabei &hnlich wie in Abschnitt 3.2 so vor, dass anstatt des Ausdrucks [X, ]k, jm
eine approximierte Variante betrachtet wird, in der wir die Zuwéchse von X im Prinzip durch
die entsprechenden Zuwéchse von W angenéhert haben.

Satz 3.9 Es gilt:

M
MY Elod s [Wie] | Fua] = 0
m=1
und
M
M? Z_lE[aiM([W, &) i,7m)?| Fuus]
(___+ 2+—3——4——5)( _) 1
= 4 "lmi 2 c 8¢ 24c 24c 24c c c V 2 Y

mz_l Tmt MQ(l_QiC)4 ar(e )+0(M)

Beweis: Die bedingte Zentriertheit von [W, ]k, ., ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der
beiden Prozesse und aus der Identitét

Elle, el = Elle, ])] = 2B[¢?).

Formal ganz korrekt ist diese Argumentation nicht, da die Zufallsvariable € m mot ein Summand
von [W, €|k jm ist, dabei jedoch von Fm—1 m_1 abhéngt. Allerdings ist der Fehler von geniigend
kleiner Ordnung. Alternativ bietet sich eine Modifikation des Schiitzers dahingehend an, dass
die Summanden (5%71 LK = 6%) bzw. (5%71 L~ Emot ) konsequent aus den betrachteten
Ausdriicken gestrichen werden, wir also 7;, leicht abdndern. Wir wollen das an dieser Stelle
jedoch nicht vertiefen.
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Die Berechnung des zweiten Ausdrucks lasst sich auf unsere Resultate aus den Sdtzen 3.2
und 3.4 zuriickfiithren. Weil die beiden Prozesse W und ¢ sowohl von ihrer Vorgeschichte als
auch untereinander unabhéngig sind, gilt fiir die Bildung des bedingten Erwartungswerts

E(0urs [W.e]i.gm)*| Fuca ] = 400 E[[W, W]k sm] Ell2, €] ic.1m]
1 3 5 1 1yl 1
o G +gcz+m—m—m>(z 2) 1
_4”7 M= ) Var(e )+O( <)
Daraus folgt offensichtlich die Behauptung. O

3.5 Die Approximation der Funktionale von X

In diesem Abschnitt wollen wir uns der mathematischen Begriindung dafiir widmen, dass wir
bislang mehrfach von X beeinflusste Grofen durch Ausdriicke ersetzt haben, die von dem
Prozess o, und der zu Grunde liegenden Brownschen Bewegung abhédngen. Konkret haben
wir in Kapitel 3.2 und implizit auch in Abschnitt 3.4.5 die Annahme gemacht, dass sich die
Produkte der Zuwéchse des Prozesses X vom Typ

(Xe = Xea )’ (X1 — Xip)?

m—1 m

im Intervall ==, 7] durch die entsprechenden Zuwéchse der Brownschen Bewegung, mul-
tipliziert mit o%,_,, approximieren lassen. Eine Konsequenz aus dieser Niherung war, dass

wir nicht das asgfwmptotische Verhalten von
X XIEVX XD
betrachtet, sondern uns bloft mit

O [W, WD W, W) (P)
M

auseinandergesetzt haben. Wir wollen im folgenden ausfiihren, warum diese Approximation
gerechtfertigt ist und beweisen dies, indem wir &hnlich wie in den vorherigen Untersuchungen
zeigen, dass die Differenz der beiden Ausdriicke von kleiner Ordnung ist.

Wir werden den Beweis der Approximierbarkeit dabei ohne Einschrankung nur fiir den Fall
A = J und B = K fiihren. Die beiden anderen Méoglichkeiten stellen nur solche Félle dar, in
denen A und B denselben Wert besitzen. Wir werden in den folgenden Ausfiihrungen sehen,
dass die vorgestellten Methoden auch in den nicht betrachteten Varianten funktionieren,
aber dass die Rechnungen in diesen Fillen deutlich einfacher werden wiirden.

Inhaltlich orientieren wir uns vor allem an den Ausfithrungen in [20], insbesondere neh-
men wir an, dass Drift und Volatilitdt die in Abschnitt 5.1 prézisierten Bedingungen an sie
erfiillen.
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Satz 3.10 Es gilt:
M
MY (X, X)X XG0 = obs WIS IV WIGD) = op(
M
m=1
Beweis: Wir nutzen zunéachst die Darstellung

m m

M
MYy (X XIS XG0 — ot W WIS WD)
m=1

M
= MY ond [W,WSO(X, XI5 — os [W, W]
o M M
M
+ MDY oha W WX, X0 — 0%y W, W]00) (3.12)
o M M
M
+ MY (X, X]ED = o [W, WD) ([X, XI5 — 0% [W, W]09) (3.13)
M M
m=1

aus und beschréanken uns aus Symmetriegriinden von nun an auf die Untersuchung der Terme

(3.12) und (3.13).

Untersuchung von (3.12):
Der erste Schritt im Beweis besteht darin, den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an-
zuwenden. Wir definieren

AFX = (Xi — Xix)

2
n n

bzw.

AFW = (W%- — W%K)
und erhalten geméaf der Definition der Ausdriicke fiir Zwischenstelle &; mit
& € min{AF X, 0n s AFW max{AF X, oms AT}
die Identitéat
X, XI0 — %, (W W)

nm
M
1

c Y {(AFX — (o (AFW)2)

T G
1 Es
= — L AF KX —omaAF
_%—K+1ng; 20m 1 AFW(AFX — 0w i AFW)
=mml) 4 g
1 ES
+ T ] Z 2(£z—O'mT;1AZKW)(AZKX—O'mT—1Af(W)
i +
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Daraus ergibt sich wegen
& — o AFW] < JAFX — om 1 AFW]

die Abschétzung

M
M b VWX XD = o W)
M

K

M s
= e > Y B WD (AFX)? — (gua (AFW))?)
M + 1 m=1._n(m 1)+K M
M
oM L L
S TR Z > U%[W, WI(AFW(AFX — on-1 AFW))
M m=1,_n(m-1)
- +K
Y
+ ’ﬂ——KH > w2 - T AFW)AFX — om1 AFW))
M m=1 'n(m 1)
=l »
oM L AL
Sa Ty 2 s WWIDQAIWALX —ous Al W) (314)
M m:li ”(m )+K
ov ML I
t e D WWIDARX —ua AFW) (3.15)
M - mzli n(m )+K

Zur Berechnung der Ordnung der beiden Summanden werden wir im folgenden einige Hilfs-
aussagen aus Abschnitt 2.4.5 in [20] benutzen, speziell die Identitdt (2.71) und Lemma 2.27.
Auf deren konkrete Aussagen gehen wir spéter ein.

Wir betrachten zunéchst mit (3.14) den ersten Summanden und spalten ihn in zwei Aus-
driicke auf. Dabei benutzen wir Bedingung 5.1 aus dem Anhang, die uns eine Darstellung
von o, liefert, und erhalten

M

o 5 1 . ,
AFX — amT;lAiKW = . psds + [_K (05 — Om=1)dW; = \/—M(C(U%K + C(2)5F)

(3.16)

Je

= [ s+ [C ([ i [ umvaiw+ [ na v,
K M i—K  [fm—1 m—1 0
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und
1 1)K K n i
v M Q( )m ' n e i—K Y Jv;l( 5 mlt;l) s i—K ﬂm]\;l( 5 mz\}l) 8

analog zur Notation in [20], dort explizit in (2.71) angefiihrt.

Es ergibt sich die Darstellung

(3.14) = \/M(——K+1 Z Z ot [V, WD (AEW)C(L)EE (3.17)

= n(m l)+K

+

m

- o3 (N AK i, K
mo1 W, W] (AFW)(C(2 3.18
\/M(——K—‘rl Z n(;) 71[ ] ( )C( ) ( )
— LK

wir berechnen die Ordnung beider Terme getrennt. Fiir den ersten Ausdruck erhalten wir mit
Hilfe der verallgemeinerten Holder-Ungleichung und aufgrund der Annahme der Beschrankt-
heit von o durch eine Konstante C,,
% .
§j E[|W, WIS AFW)C(1),]

+K

EH(3-17)”§\/M( ~K+1) mz

2M o3 S J)\213 K1i7\413 i, K\413
é\/M( k1D Z Z EI(W, W)= E[(AFW) I BI(C(1)55) ]

m= 1 n(m 1)+K
Wir erhalten aus Lemma 3.1
Cy = E[(W,W]))%2 = O(=>), (3.19)

zudem gilt offensichtlich

Beide Erwartungswerte hiangen nicht von m ab. Es ergibt sich also

2M i, K411
E[(3.17)]] < T KT C CJCKZ Z E[(¢(1)5)Y5.

Um die Ordnung der Doppelsumme zu berechnen, benutzen wir K = 3. Nach Definition
von ((1)4K besteht
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aus einer Summe von K +1 Ausdriicken von denen im wesentlichen jeder das vierte Mo-
ment eines L ist. Also liegen die Grenzen innerhalb des
Intervalls [-%, 22] und haben jeweils den Abstand & voneinander. Wir konnen daher jeden
einzelnen Ausdruck so nach oben abschétzen, dass er die Intervallgrenzen auf “—= L und i
ausdehnen und erhalten dann

M ™ M N,
S3T BICMET < Y (K + DE[(C(1)A M)
nim—1) m=1

.;:.

und damit insgesamt

E(3A7)] = 057 =) of1) = ol =)

Bei der Untersuchung der Terms (3.18) gehen wir anders vor. Wir nutzen dabei aus, dass
nach Konstruktion von ¢(2)%% (und also implizit wegen der Unabhingigkeit der Zuwéichse
der Brownschen Bewegung von ihrer Vorgeschichte) die Summanden fiir verschiedene m
unkorreliert sind und erhalten

2M 7 - () (AK i\ K
Var((3.18)) = VM(\/M(__KH ; 2 1)+K o [W W (AFW)C(2)5)
4M J 3 K
= ETRTD mZV ZK T (W WI (AF W) (205
_ M f;vﬂ( fj z o (A]WPHASW)C(2)5)
(B —K+12(5—J+124 Z

Wir berechnen zunéachst

1 JTi2( A K iKY o 2 W )
\/—ME[(AJ- WA W)C(2)5,"] = E[(Wi Wies )" (W = Wik )] Efppms]
+ BIW, ~Wes AW, = W) / " Vs (W, = Wt )W,

+ E[(Wl — ijJ)2<Wi' — Wi—K) /n Tm—1 (Vs — VmTfl)dWS] (3.20)
n n n n i— K
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und nutzen im folgenden aus, dass nach Definition der Brownschen Bewegung und aufgrund
der Unabhéngigkeit der beiden Prozesse die Verteilung von (W, V') dieselbe wie von —(W, V)
ist. Aus der Darstellung in (3.20) ergibt sich, dass eine Funktion ¢g mit

1
——E[(ATW)*(AKW W,V
WiTi (A )*( )C(2)5"] = g(W, V)
existiert und weiterhin
gilt. Wegen der Gleichheit der Verteilung ist ferner

Elg(W,V)] = E[g(-=W,=V)] = —E[g(W, V)],

so dass offenbar E[(3.18)] = 0 bzw.

i i
Y. D cuaBATW)ATW)C(2),f] =0
’L‘:7L(7;\L471) +K j:’lL(‘I;\L/;l)_i_J
folgt. Wir erhalten also fiir eine Konstante C' die folgende Ungleichung:

nm
M

Yo Va0 W WA @)

n(m—1
_nlm—1) g

< oAU S S B WD AR AR C@)E)(CR)5).

m:1~ n(m 1)+Kl n(m 1)+K

Die Abschétzung der Ordnung des Erwartungswerts werden wir wiederum mittels der ver-
allgemeinerten Holder-Ungleichung vollziehen. Es gilt

E[(W, WIS (AFW) (AFW) (C2)5EF) (¢(2)55)]
E[([WW]S;{ )12 BI(AKW)Ss B[(AKW)E)S E[(C(2)5E)8]5 E[(C(2)55)%)s
mit
B, WD) = O3 ),

was wir spater in der Analyse von (4.7), ebenfalls in Abschnitt 4.2.2, genauer betrachten
wollen, und

B[(AFW)®)s = O

2~
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nach den iiblichen Rechenregeln fiir die Brownsche Bewegung. Zur Berechnung der Ordnung
des letzten Faktors benutzen wir die Minkowski-Ungleichung und betrachten die einzelnen
Summanden in der Definition von ((2)%K in (3.16) separat. Offenbar gilt

K . L1 1
El(v M(g#m;l)) | =0(M a8 = O )
und wir erhalten mit Hilfe der Burkholder-Ungleichung (vgl. Satz 5.5) fiir eine Konstante D

E[(WVM / ’ZK Vs (W, = Wat)dW,)*) < DM*E[( / (W, — W1 )?ds)"]

i—

x
g

7 —

Dadurch ergibt sich

vm«aw»sogﬁﬂwﬁ%»EMWHW%W%A%VMA%Vﬂam%v@@mﬁ]
< O(M?) E[((W, WD) B[(AFW)®)s E[(AFW)E]s E[(C(2)55)%)F B(¢(2)55)%)s
< 00 Ol75) Ol73) = Ol5r5).

Weil wir bereits E[(3.18)] = 0 errechnet hatten, ergibt sich

(3.18) = O ).

) =

Wir haben jetzt die Aussage fiir (3.14) gezeigt. Die Ordnung des zweiten Ausdrucks (3.15)
lasst sich deutlich schneller berechnen. Es gilt zum einen

1

E(W. W) = O(7)

wie in (3.19), zum anderen erhalten wir wegen der Konvexitit von x +— z*

7 i

(AKX — UmT_lAiKI/V)‘l — (ﬁ; psds + [_RK (05 — O’mT;l)dWS)Al

n n

< 8([ . psds)* + 8([}{ (05 — J%)dWs)‘l.

n n
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Die Ordnung des ersten Summanden ist mit den tiblichen Argumenten M4, fiir den zwei-
ten Term erhalten wir unter wiederholter Benutzung der Burkholder-Ungleichung und der
Bedingung 5.1 fiir Konstanten C' und D die Ungleichungskette

El( (7= o) W) < OB [ (00~ 002

?dsy] < CE( / " (01 — 0ut)ds)]

2
i— K n M

SE
SE

K3
n M - n

M M M

K? P e ar 4
= C—E[(0: —oma)] <C—E( aydu + v, dW,, + Tud V)"

< 1602 (g /m audu)] + B / Y AW + E( / T rdV)Y)

-1 m—1

< Do+ B v BL [ wan) = o).

Zusammen ergibt sich

BI(AKX — 0w AKW) S = o<%). (3.21)

Diese beiden Abschétzungen kénnen wir nun aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zur
Berechnung der Ordnung von (3.15) benutzen. Wir erhalten zunéchst

E[[W, W)D(AKX = 0w AKW)? < BI(W, WIS B[(AFX — gun AFW)]2
1 1 1
Qi) = %Gp)

und damit insgesamt

M M M
M m=1 if"(mfl)_i_K
1 1 1
- o = o

Wir haben damit sowohl fiir (3.14) als auch fiir (3.15) die Behauptung gezeigt und konnen
uns somit dem zweiten Ausdruck widmen.

Untersuchung von (3.13):
Die Analyse von

(3.13) = M Y (X, XI5 — ohs W, WD) (X, XI00 — 0% W, WIED)

m=1

wird sich im wesentlichen an der Argumentation aus dem ersten Teil orientieren. Wir benut-
zen wieder den Mittelwertsatz der Differentialrechnnung und erhalten analog zur Definition
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der Ausdriicke (3.14) und (3.15)

nm

2 M
[X7X]7(7§) L[W W] # Z ‘JmTfHAzKW(AiKX—UmT;IAZKWH
M il e
1 i
TR D, (BEX —ompAfWY (3.22)
M

=) | e

Dieselbe Aufspaltung erhalten wir natiirlich auch fiir die Taylor-Entwicklung der Terme in
J. Bei der Berechnung der Ordnung dieser Ausdriicke heben sich Vorfaktor und Summe
gegenseitig auf. Zur Untersuchung der Ordnung von (3.13) ist dann geméfs (3.22) nach Aus-
multiplikation nur noch die Abschétzung von Ausdriicken der Form

E[(AFW(AFX = ou 1 AFW)) (AJW(A]X — oma AJI))]] (3.23)

E[(AFW(AFX = on 1 AFW)) (A X — oma ATW)?] (3.24)
K K J

E[[(AFX = 0ua AFW)? (AT X — oua AJW)?] (3.25)

von Bedeutung. Die Hilfsmittel dazu haben wir in der vorherigen Untersuchung schon be-
reitgestellt.

Wir nutzen jeweils die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bzw. die Hélder-Ungleichung ebenso
wie (3.21) aus, um fiir (3.23) die Abschétzung

E[[(AFW(ATX — ou 1 AFW)) (A]W(A]X — om1 ATW))|]
< E[(AFW))E BI(AFX = 0w AKW)E E[(A]W)'] E[(A]X = 0ua AW)"]d
1 1 1

1 1
\/__M\/__M) = O(m),

E[|(AFfW(ATX — ou1 AFW)) (AX — o1 AJW)?]
< E[(AFfW)']1 BI(AFX = oua ANW)'5 E[(A]X = 0ma AJW)Y]2
1 1 1 1

N O(\/__MW) Sy

und fiir (3.25)

E[(AFX — on 1 AFW)? (A]X — om s ATW)?]

< BI(AFX = 0ua AFW)']2 B[(A]X — 0ua A]W)]2
1 1 1

Grar) =G
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zu erhalten. Dadurch ergibt sich

F(313)] < MY O(57) = O(57) = ol ——)

1 vM
und also die Behauptung. a

Eine Konsequenz dieses Satzes wird sein, dass wir bei einer Konvergenzrate von v/M fiir
die Funktionale von W den gewonnenen Grenzwertsatz direkt auf die entsprechenden Funk-
tionale von X iibertragen konnen. Wir werden im néchsten Kapitel beweisen, dass dies auch
tatsachlich die richtige Konvergenzrate ist, und aus dem Grenzwertsatz einen Test auf Ho-
moskedastizitéit herleiten.



Kapitel 4

Ein Test auf Homoskedastizitat

4.1 Vorbemerkungen zur Konstruktion des Tests

Wir wollen in diesem Abschnitt wie bereits angekiindigt einen Test auf Homoskedastizitat
herleiten. Die folgende Ausarbeitung orientiert sich im wesentlichen an der Argumentation
aus 9] und [12], insbesondere wird die Motivation der Teststatistik dieselbe sein. Wir werden
daher kurz auf die dort diskutierten Hypothesen eingehen. Beide Arbeiten widmen sich der
Analyse von Hypothesen auf bestimmte Formen der Volatilitdt im Diffusionsmodell, speziell

d
H):o*(t,z) = Zﬁja?(t) Vt € [0,1] Vo
j=1

fiir gegebene Funktionen o2 in [9] und als Verallgemeinerung der Abhéngigkeit von o auf
beide Parameter
HY - o*(t, X,) = o?(t, X;,0) Vt € [0,1]

fiir einen festen, aber unbekannten, d-dimensionalen Parameter 6 in [12]. Auch diese zweite
Hypothese kann unter bestimmten technischen Bedingungen auf die Untersuchung einer
linearen Hypothese zuriickgefiithrt werden, so dass dort im wesentlichen

d
HY': 0®(t, X)) = > _0;0%(t, X;) Vt € [0, 1]

j=1
betrachtet wird.

Als kurze Notiz ist zu bemerken, dass wir in dieser Arbeit Funktionen o; betrachtet haben,
die von ganz anderer Art sind. Die beiden oben beschriebenen Hypothesen im Diffusions-
modell sind nicht notwendigerweise Spezialfille unserer Annahme, dass die Volatilitdt ein

stochastischer Prozess ist, der der Darstellung aus Abschnitt 5.1 geniigt.

Die von uns im folgenden adaptierte Idee besteht darin, die zu H{" &dquivalente Hypothese
Hy: N?:= min / (0(t, X;) = > 0;03(t, X,))%dt =0

67
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zur Grundlage der weiteren Untersuchungen zu machen. Ein typischer Satz aus der Hilber-
traumtheorie (vgl. [1]) liefert die dquivalente Darstellung

N2 = f(CO, 017 ce Od, D) = C() - (01, . Cd)D_l(Cl, . ,Od)T
mit
1
Cy = / ot(t, X, )dt
0

1
CZ»:/ o?(t, Xy)or(t, X)dt, 1 <i<d
0

1
D, = / o2(t, X))o (t, X)dt, 1< i, j <d.
0

Das in [9] und [12] jeweils betrachtete Modell ist dabei das klassische, in dem der Prozess X
direkt beobachtet werden kann. Die Darstellung von N? dndert sich in der von uns untersuch-
ten gestorten Variante natiirlich nicht, allerdings wird die Schétzung der oben definierten
Integrale zumindest im allgemeinen Fall unmoglich. Die Idee zur Schitzung von Cj; in [12]
bestand darin, die entsprechenden Integrale {iber Riemann-Summen von Ausdriicken der
Form

k

2
2L x
i Xx)

zu approximieren. Im hier diskutierten Modell mit Stérungen ist dieser Weg offensichtlich
nicht zu beschreiten, da wir keine Moglichkeit haben, Informationen iiber die X zu erhal-

ten. Die Schétzung der Integrale in Hé dagegen ist natiirlich auch in unserer Untersuchung
moglich.

Wir beschranken uns hier allerdings auf die Hypothese der Homoskedastizitdat, d. h. wir

wollen einen Test auf die Hypothese
Hy:o0? =0

fiir ein festes, aber unbekanntes 0% entwickeln.

Im homoskedastischen Fall vereinfacht sich die Darstellung von N? offensichtlich erheblich,
es ergibt sich wegen d = 1 und mit

U%(t,Xt) =1

die Identitat
1 1
N? = [(Co,Ch,1) = Cy — CF :/ ofdt — (/ opdt)?.
0 0

Wir haben nach den Vorbereitungen in Kapitel 3 nun die Moglichkeit, einen Schétzer fiir
N? zu definieren und fiir diesen einen zentralen Grenzwertsatz herzuleiten. Konkret werden
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wir dazu im folgenden Schétzer 6; und 6’\1 fir Cy und C; definieren und im Anschluss daran
eine Konvergenzaussage der Form

m(go go) S/E?dBt (4.1)

beweisen. >, ist dabei eine von ¢ abhingige Kovarianzmatrix, B; eine von F; undbhéngige

zweidimensionale Brownsche Bewegung. Mittels der in Satz 5.2 beschriebenen verallgemei-
nerten Delta-Methode erhalten wir dann den entsprechenden Grenzwertsatz fiir

N2 =Gy —Cy .
Offensichtlich gilt
V [z, x2) = (1, —2a3),

so dass aus (4.1) die Aussage

VM(N? — N?) =% (1, —201)/ Y2dB, (4.2)

0

folgt.
Als Konsequenz aus Kapitel 2 haben wir mit (X, X); bereits einen Schéitzer fur C er-
halten und fiir diesen in Satz 2.11 auch einen Grenzwertsatz hergeleitet. Wir hatten bereits
in der Diskussion dieses Satzes darauf hingewiesen, dass die dort formulierte Version einer
normalverteilten Grenzvariable mit der Darstellung des Grenzprozesses als stochastischem

Integral korrespondiert.

Wir werden uns im néchsten Abschnitt mit einem Grenzwertsatz fiir C auseinandersetzen.

4.2 Der Grenzwertsatz fir 7T,

4.2.1 Asymptotisch vernachlassigbare Terme

Wir hatten zu Beginn von Kapitel 3 in (3.1) den Ausdruck
M
=M (v, Y5 - [, Y]))?
m=1

definiert und im weiteren Verlauf das Verhalten einzelner Summanden in 7, untersucht.
Dabei sind wir zu dem Schluss gelangt, dass nur drei Ausdriicke in der Darstellung fiir

(YY) = [ YI5))?
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aus Abschnitt 3.1 nicht mit der Grofenordnung Op(ﬁ) in die gesamte Summe eingehen,
namlich

(X, Xk ms [€, €|k, 0m und [X, €]k, 1m-

Wir wollen in einer ausfiihrlichen Diskussion des zu Grunde liegenden Grenzwertsatzes von
Jacod zunéchst das asymptotische Verhalten der Einfliisse von X separat betrachten. Dabei
verwenden wir, dass wir in Satz 3.10 gezeigt haben, dass

M
MZ X X KJm U%[M/EW]K,JWL) = OP(
m=1

2~

gilt, und sich unsere Untersuchung deswegen auf eine Konvergenzaussage fiir die Zufallsva-
riable

M
}: 0 [W, W]k sim

beschrénken ldsst, sofern die Konvergenzrate wie bereits angekiindigt v/ M betragt.
In Anlehnung an das Resultat in Satz 3.2 definieren wir der Ubersichtlichkeit halber

1—i2
C.:= ( ) :

Wir haben in Satz 3.2 unter anderem bewiesen, dass
M2Cc [W7 W]K,J,m —1

im wesentlichen zentriert ist und die Restterme von der Ordnung # sind. Gleichzeitig ist
beispielsweise nach [3] die Giite der Riemann-Approximation bekannt, fiir die wir

1 M 1 1
4 4 =0
MEJT‘_A@ﬁ_ AM)

m=1

erhalten. Es ergibt sich dann

M 1 M | M 1
2: 4 47, }: 4 }: 4
P m [W H]ij—/o O'tdt = MmZIO'mN;1CC[W,W]K7Jm—Mm:10'ml\_[1 +O(M)
l 1 1
_ 4 _ _
_EQWMMHYMWWKM )+ 0(=)
1 < 1
_ 4 2
= > o Tumcs (M7Co [W, W]k gm = 1) + O57)-
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Anhand dieser Vorbereitungen bietet sich als Schétzer fiir das Integral tiber die vierten
Potenzen der Volatilitiat ganz natiirlich

M
T)@ =M Z Cc[Xv X]K,J,m (43)

m=1

bzw. nach Approximation

M
W =M Z U%Cc[wa Wk sm

m=1

an. Wir werden fiir diesen Ausdruck im néchsten Abschnitt einen Grenzwertsatz angeben
und unter anderem beweisen, dass die Konvergenzrate tatsichlich v/M betrigt. Im Anschluss
daran werden wir einige Aussagen zu den Einfliissen des Prozesses € und zu den gemischten
Einfliissen herleiten, um danach in einer leicht abgewandelten Version von 7,, den gewiinsch-
ten Schétzer fiir fol ofdt zu erhalten.

4.2.2 Der Grenzwertsatz von Jacod

Dieser Abschnitt beschéftigt sich in Anlehnung an Theorem 3-2 aus [14], das wir in Satz 5.3
im Appendix ausfiihrlich formuliert haben, mit der Entwicklung eines zentralen Grenzwert-
satzes fiir die Zufallsvariablen T7j;,. Dabei werden wir uns an der dort eingefithrten Notation
orientieren und uns entsprechend der Aussage des Satzes zunéchst damit befassen, einige
Eigenschaften der Grofen

1

noi= o (MPC, W, Wk ym — 1 4.4
X 1= 0 (MPC W, Wit m = 1) (44)

nachzurechnen. Daraus lésst sich danach der bereits angekiindigte Grenzwertsatz folgern.

Offensichtlich ist X, Fm-messbar. Zudem erkennen wir, dass fiir xy, als Produkt einer Funk-
tion von Zuwéchsen der Brownschen Bewegung (die von F. mo1 unabhéngig sind) und einer
fmT—l—messbaren Zufallsvariable

1
n _ 4
E[Xm’FmT;l]_UmT;lE[\/M

gilt. Wegen Satz 3.2 ist

1
B O(— 4.5
€] = O(—) (4.5)
und wir erhalten
M
Y Bl Fua] S 0. (4.6)
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Wir wenden uns nun dem Term E[(Xnm)2’FmT;l] zu, fiir den wir

1
Bl | Fuct] = 70%0 (M'C2 E[W, Wi 5,,] = 2M*Ce B[W, W] + 1)
1 1 1
— MU%(M@S E[W, Wk jm] — 2M?C, C; 1@ +1) + O(W)
1 1
= MU%(MLLCCQ E[[W, W% ;) — 1) + O(W)

erhalten.

Im folgenden wollen wir uns mit der Berechnung von E[[W, W% ;] beschiftigen. Exempla-

risch betrachten wir dabei E[([W, W]%)4] als einen der Summanden nach Anwendung der
binomischen Formel auf

(W, Wk gm = (W, W) — W, W)™,

Wir werden dabei erkennen, wie kompliziert die exakte Berechnung des Erwartungswerts ist
und uns mit der Angabe der Grofenordnung dieses Terms begniigen.

Unser Augenmerk liegt nun also auf der Untersuchung von

nm

M (Wi‘ — Wi—J)2<Wl — Wu)%Wg — Wﬂ)2<WL — WZ—J)2
Z (5 —J+ 1) '

ik =" g

Aus der Holder-Ungleichung ergibt sich sofort, dass diese Zufallsvariablen Op(ﬁ) sind,
wir bendétigen jedoch eine explizite Angabe ihrer Ordnung. Um zu einem exakten Ergebnis
zu gelangen, miissen wir in einem ersten Schritt den Erwartungswert fiir jeden einzelnen
Summanden berechnen. Je nach Uberschneidung der Zuwichse der Brownschen Bewegung
ergeben sich verschiedene Resultate, zumeist abhéngig von (i, j, k,[). Wir hatten im Beweis
von Lemma 3.1 gesehen, dass im Falle zweier sich iiberschneidender Zuwéchse nur vier Mog-
lichkeiten existieren, wie die zugehdrigen Intervalle ineinander verschachtelt sind. Die hier
eigentlich anstehende Betrachtung von vier Zuwéachsen verkompliziert die Berechnung jedoch

erheblich. Wie wollen dies im folgenden néher ausfiihren.

Offensichtlich gibt es bis auf Permutationen nur einen wesentlichen Fall, in dem die vier
Intervalle i — J,i], [j — J, 4], [k — J, k] und [l — J,[] disjunkt sind. Natiirlich gilt dann

J4

VRl
TL4

Bl(Wi = Wis2(W; = Wima )2(We = Wia )2(We = Wis )?] =
unabhéngig von (i, j, k,1). Bei der Abzéhlung all dieser Félle erhdlt man, dass deren Gro-
fenordnung exakt (4%)*: Wir wihlen ohne Einschrinkung die erste Variable beliebig und
betrachten fiir jeweils die nichste Variable alle verbleibenden Kombinationen nach Fest-
setzung der vorherigen. Offensichtlich verschwinden mit jeder Setzung einer Variablen nur
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Wahlméglichkeiten der Gréfenordnung von J, so dass mindestens (7 —2.J) von diesen iibrig
bleiben. Zudem gehen die Vorfaktoren mit der Ordnung ﬁ in die Berechnung ein.

Wenn wir E[([W, WL(;{ ))4] als Summe der Erwartungswerte Vi ;, iiber die wesentlich verschie-
denen Kombinationen der (i, j, k, () darstellen, so erhalten wir im ersten Fall der disjunkten
Zerlegungen

1 Lomy J_4 1

1
i) 0GR = A

1

E[VKJJ] - A W)

Dabei ist A} eine Konstante, die nur von der Wahl von ¢ in der Definition von J abhéngt.

Wir wollen im folgenden kurz andeuten, dass auch die Ordnung in den anderen Féllen -
also wenn die vier Intervalle nicht disjunkt sind - exakt ﬁ ist.

Wir spalten dazu mit denselben Methoden wie im Beweis von Lemma 3.1 das Produkt
iiber die vier Zuwéchse

(Wi = Wisa )2(Ws = Wimg2(We = Wis )2(We — Wis)?

AN

so auf, dass wir verschiedene Summen von miteinander multiplizierten Zuwéchsen erhalten,
bei denen sich die zugehorigen Intervalle nicht iiberschneiden. Jede einzelne dieser Summen
besteht dann aus Produkten von Zuwéchsen, deren Exponenten sich jedes Mal zu Acht
addieren. Danach lasst sich leicht ausnutzen, dass die Zuwichse normalverteilt sind, um
auch im allgemeinen Fall

~ Wis)2(Wi = Wis)2(We — Wi ? (Wi = Wis)?] = O

n n n4

zu erhalten. Ahnlich wie im disjunkten Fall besteht die Vierfachsumme weiterhin aus ()*

Summanden, so dass wir bis auf einen neuen Vorfaktor dasselbe Resultat erhalten, also

1 1
E[VK7J7P] - AISW + O(W)

Der Grund dafiir, dass wir
E[(W, W5

in dieser Arbeit nicht explizit berechnen wollen, besteht darin, dass speziell in den nicht-
disjunkten Fallen sehr viele Moglichkeiten bestehen, wie die Intervalle ineinander verschach-
telt sein konnen. Sowohl die Berechnung des Erwartungswerts der Zuwéchse als auch die
korrekte Summierung tiber die zugehorigen Tupel nimmt dann sehr viel Raum ein.

Aufierdem miissen bei der Berechnung von E[[W, Wi ;..] neben E[([W, W]g,}] "4 natiirlich
noch andere Summanden betrachtet werden. Nach Ausmultiplikation ist jeder Summand aus
E[[W, W1k ;] bis auf Vorfaktoren von der Form

E[([W, WIUNA(w, WD) 5]
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mit A+ B = 4. Es wird sich offensichtlich mit denselben Argumenten wie oben das Resultat
aus dem Fall B = 4 ergeben, also insgesamt

1 1

271 T Oe)

E[[W7 W]%(,J,m] = FC M6

fir eine Konstante I'..

Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse und der dquidistanten Zerlegung von [0, 1] in M
Teilintervalle héngt E[[W, W% ;] nicht von m ab. Wir erhalten somit insgesamt

M M
1
Z (Xm) |fm 1] = ZM iT(M‘W E[W, W%k jm) — 1) + o(1)
m=1 m=1
1 M
= —(C*T,. -1 8 1
M(Cc c )mgaMJrO( )
1
L oerr.—1) / odt. (4.7)
0

In einem dritten Schritt werden wir den bedingten Erwartungswert von
ALV = X0 (W — W)

gegeben Fm-1 m1 berechnen. Weil auch A” W als Zuwachs der Brownschen Bewegung von Fm-1 m_1
unabhanglg 1st gilt

Epn AW | Fuca] = Elowr&n A W|Fuo] = 0w Elg A7 W]

1
_ w1 E[MPCe [W, W]k g — DAL W]

T (E[M?C [W, Wi gmAn, W] — E[A}W])

H%\H%\

= ——=0m 1 M°C, E[[W, W]k jmALW].

M

=

Wir werden im folgenden kurz andeuten, dass
El Ap W | Fus] K| (4.8)

gilt. Dazu verweisen wir analog zur Argumentation im Beweis von Satz 3.10 darauf, dass die
Verteilung von W dieselbe wie die von —W ist und dass auch

E[W, Wk jmA,W]

als g(W) mit
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darstellbar ist. Die Aussage in (4.8) ergibt sich dann entsprechend.

Als nachstes betrachten wir

M
ZE Xm ].{|Xm|>5}|f7n 1]
m=1

Es gilt fiir jedes € > 0 aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

M=

E[(¢)* L 1523 | P

3
I

[Oem) 1 Fm=a]2 P(Ix| > €| Fna )2

IA
M=
=

3
[

Nach Definition in (4.4) und analog zur Argumentation im Vorfeld von (4.7) ist

n \4 i_ i 8 i
ElOn) | Fma]? = 170w D < 20
fiir Konstanten C' und D, denn wir kénnen dhnlich wie in Abschnitt 5.1 im Appendix an-
nehmen, dass of beschrinkt ist. Ferner erhalten wir aus der bedingten Markov-Ungleichung

BlX0 || Fua]?
P(IX"| > e|Fmr)? < T
M €§

und analog zur Argumentation in (4.6) ergibt sich dann

M
1 n 1 p
i §_1P(|Xm| > e Fm)? — 0.

Insgesamt konnen wir nun schlussfolgern, dass

M
> El0G) Ly Fuaa] < ZE X)) 1 Fma]2 P x| > €] Fmor)?

m=1

o(1) (4.9)

M
< MZ P(xn| > el Fcs )2
gilt.

Zuletzt beweisen wir die Eigenschaft

M
> ENGALN|Fua] 50 (4.10)

m=1
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fiir jedes beschrankte Martingal N auf (2, F, (%), P), das zu W orthogonal beziiglich der
quadratischen Variation ist. Wir fordern also

(W,N), =0Vt e[0,1]

oder dquivalent, dass der Prozess (W N), ein Martingal ist. Nach dem Martingaldarstellungs-
satz (vgl. Proposition 3.4.18 in [17]) gilt, dass aufgrund der Quadratintegrierbarkeit von x7,
ein bzgl. (F;); vorhersagbarer Prozess H; existiert, so dass

b4
G = Bl + [ Haw,
M

gilt. Nach Konstruktion ist x\, zentriert, wir erhalten also

m

M

X:;z = / thWt-
1

m—21
M

Wir zeigen im folgenden, dass unter den obigen Voraussetzungen an W und N fiir jeden
vorhersagbaren Prozess f; und fiir beliebige Grenzen a und b die Identitét

b
B / £dW, (N, — N)|E] =0

gilt. Dadurch ergibt sich offensichtlich (4.10).

Weil das Ito-Integral als Grenzwert von stiickweise konstanten Funktionen definiert ist, be-
trachten wir eine beliebige Zerlegung a =ty < - -- < t; = b und zeigen die Aussage fiir jedes
k. Durch Grenzwertbildung und mit dem Satz von der dominierten Konvergenz lésst sich
dann leicht die Behauptung folgern.

Zunichst ergibt sich aufgrund der Tatsache, dass die Zuwéchse der Brownschen Bewegung
fiir Zeitpunkte grofer als a von F, unabhingig sind, die Identitét

k
E[Z ftj—1 (Wtj - Wtj—l)(Nb - Na)“}ta]

k k
= E[Z ftj—1 (Wtj - Wtj—l)Nb’fa] - NGE[Z ftj—l(Wtj - Wtj—1>|fa]
J=1 J=1

= E[Z Fiyes Wy = Way )N F] = No Y (ELfi o[ Fa E(Ws, = Wi, ,)))

j=1

k
= B fi (Wi, = Wi ) N[ ).
j=1
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Weil die o-Algebren F;; und F;, | groker sind als F,, erhalten wir unter Ausnutzung der
Martingaleigenschaften der Prozesse W, N und NW sowie den iiblichen Rechenregeln fiir
messbare Zufallsvariablen in bedingten Erwartungswerten

k k
E[Z ftj—l(Wtj - Wtj—1)Nb|‘Fa] = E[Z E[E[ftj—1<Wtj - Wtj—1)Nb|Ej]|‘lth—1]|fa]
j=1

=1

k k
= E[Z E[ftj—1 (M/t] - I/th—1>th|‘th—1]|fa] = E[Z ftj—lE[<Wtj - Wtj—l)th|th—1]|JTa]
j=1 J=1

k
= E[Z ftj—l(E[M/thtj|ﬂj—1] - Wtj—1E[th|th—1])|fa]

J=1

k
= E[Z ftj—l(Wtj—1th—1 - Wtj—thj—l)|Fa] =0.

=1

Daraus ergibt sich die Behauptung.

Insgesamt erhalten wir so als Konsequenz aus Theorem 3-2 in [14] das folgende Resultat.

Satz 4.1 FEs qilt:

Der Grenzprozess x ist darstellbar als

1
X = / wtdBta
0

wobei wy in Anlehnung an (4.7) implizit durch

1 1
F = / wids = (C* T, — 1)/ olds
0 0

gegeben ist. By ist eine von (F;); unabhdngige Brownsche Bewegung, definiert auf einer
geeigneten Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraums (2, F, (Fy)s, P).

Beweis: Der benutzte Grenzwertsatz von Jacod ist in Satz 5.3 im Anhang ausfiihrlich dar-
gestellt. Wir kénnen ihn anwenden, da Zf‘fil X nach (4.6) als Summe aus einem Martingal
und einem Ausdruck kleinerer Ordnung darstellbar ist und wir in unseren Vorarbeiten (4.7)
bis (4.10) die zugehorigen Bedingungen (5.3) bis (5.6) nachgerechnet haben.

Es ergibt sich also die Darstellung

1 1
X = / utth + / wtdBt,
0 0
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wobei v und w beztiglich (F;); vorhersagbare Prozesse mit Werten in R sind und B, eine von
(F:): unabhéngige Brownsche Bewegung ist. Die impliziten Darstellungen fiir diese Prozesse
sind aus (5.7) bis (5.9) ableitbar und ergeben sich wie folgt:

¢ ¢ 1
(W, W), = / vids, Gy = / ugvids und F, = / u?v? + wids.
0 0 0

Wir wissen nun, dass die fiir die quadratische Variation von W als Brownscher Bewegung
(W,W)y =t

gilt, so dass sich
v, =1Vs f s.

folgern lésst. Als Konsequenz aus (4.8) ist ferner
Gt =0 Vt,
wir erhalten also auch

us, = 0Vs f. s.
Daraus folgt die Behauptung. O
Wie angekiindigt hat sich v M als Konvergenzrate fiir Ty, ergeben, es gilt ndmlich nach
Definition

M

1
VMT, = o).

m=1

4.2.3 Der Grenzwertsatz fir die Storterme

Natiirlich lasst sich aus den uns vorliegenden Beobachtungen nicht direkt der Schatzer T'¢
extrahieren, so dass wir fiir den endgiiltigen Beweis eines Grenzwertsatzes auch die Einfliisse
der Storterme beriicksichtigen miissen. Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst ganz analog

zu (4.3) den Ausdruck

die wir im folgenden néher untersuchen wollen.

Als Konsequenz aus Satz 3.4 ergibt sich

Blle, €licam] = DeVar(e®) + O(5.),
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wobei die Grofe D, in (3.6) definiert ist. Wir miissen zunéchst Schétzer fiir die beiden vari-
anzbestimmenden Ausdriicke E[¢2]*> und F[e?] finden, mittels derer wir den Bias korrigieren
wollen.

Im ersten Fall bietet sich die Delta-Methode an, weil wir aus Kapitel 2 bereits einen Schétzer
fiir F[e?] kennen. Wir hatten im Anschluss an Lemma 2.1

— 1 ] —

5 VY] = %Z(Yi ~ Vi)’

=1

gesetzt und in Lemma 2.7 gezeigt, dass aufer [¢, €] alle Terme in [Y, Y] vernachldssigt werden
kénnen. Wir erwéhnten bereits, dass mit Hilfe der Burkholder-Ungleichung die Aussage von
Lemma 2.7 auch ohne Bedingung auf den Prozess X bewiesen werden kann. Wir werden die-
se Argumentation im folgenden noch 6fter anwenden und verzichten dabei auf die explizite
Angabe eines Beweises.

Methodisch verliduft die Schitzung von E[e?] ganz analog zum obigen Fall. Wir betrach-
ten den Ausdruck

1
4. 1 v\
e 2n : (Y:L anl)
=1
und erhalten dafir die Identitét
E[SY] = E[i i(yi —Yia)Y = E[i i(gi —ein)Y + O(l)
€ 2n — n o 2n — n n n

1 1 1

—)=-FE[e} + 6%t +ei)' ]+ O(=
n n) 2 [€E+ 8ZET+8n1)]+ <n)

)

Diese Rechnung legt uns nahe, im ndchsten Schritt einen bivariaten Grenzwertsatz fiir die

o~

beiden Ausdriicke E[¢2] und S? aufzustellen. Mit Hilfe der Delta-Methode lisst sich danach
leicht ein Schitzer fiir Var(e?) finden, fiir den wir direkt eine Konvergenzaussage erhalten.
(Ein alternativer Schiitzer fiir F[e?] lieRe sich in Anlehnung an die Untersuchung nichtpara-
metrischer Regression in [10] aufstellen, indem wir anstelle von (Y: — Yi_1)* {iber Ausdriicke
der Form (Yirs —Y:)?*(Yi — Vi1 )* summieren wiirden. Letztlich wiirde sich das Resultat in
jenem Fall aber nicht sonderlich von der in dieser Arbeit betrachteten Variante unterschei-

den.)

Satz 4.2 Es gilt

A BB 2
v <s4 (B[ + 3E[e?) ) N, 2)

£
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mait

\g
I

E11 Z12
Z21 Z322

und
Y1 = E[gf]
= Yy = E[%] + 9E[eY|E[¢?] — 6E[*)?
Yoy = E[e®] + 20E[e%|E[e?] + 16 E[¢*)? + 6 E[cY|E[e?]? — 27E[]*.

\g!
]
|

Beweis: Wir werden den Beweis nur skizzieren und verweisen fiir Details auf den zentralen
Grenzwertsatz fiir 1-abhéngige Zufallsgrofen oder auf die Analogien zu Satz 2.6. Letzterer
Satz liefert uns zudem die Behauptung iiber

Sy = Var(E[e2] — E[£Y]).

Wir berechnen im folgenden die Varianz der zweiten Komponente. Es gilt

(Sf)Z = T (61 —61';)4(61 —6&)4

4n = m z —

1 « g 2 < ) \

= m (8%—&;1) _'_WZ(&?%_&?) (8121—51;2)
=1 i=1

1 3 n A ) 1
T e T 1w Z_: (62 —ea)(es —ezn) +op(1)
i#§,i—1,d+1

= (I)+ (I1) + (II) + op(%).

Wir erhalten fiir diese Ausdriicke

E[(I)] = %(2E[58] + 56 E[°| E[e?] + TOE[")?) + o(%).
E[II)] = %E[(e‘z + 652%-521-_71 + a%_Tl)(e%_Tl + 65%;15322 + e‘%;z)} + o(%)
= %(E[es] + 3E[e"]? + 12E[%) E[%] + 48 E['| E[¢%]?) + o(%).
BI(TTD] = (5 = 2)Blles — e (i — o)) + ol )
= (3~ )2 + 6B + 6B[EP) + o)
_ (}1 - %)(w[&ﬁ + UEB[Y B[] + 36E[2]*) + 0(%).

Gleichzeitig gilt
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und also folgt bis auf Terme kleinerer Ordnungen
Var(S; — (E["] + 3E[*]*)) = B[(S2)’] — E[S:]?
= BI(S%)?) - (Bl + 3E[E)? + o(~)
n
= %(w[gg] + 56 E[°]| E[e?] + T0E[eY)?)

%(E[é@] + 3E["? + 12E[e% B[] + 48E[eY) E[e22)

_ %(4 E[e*)? + 24E[eY E[*)* + 36 E[€*]*) + O(%)

= %(E[ag] +20E[e%)E[e?] + 16 E[e*)? + 6 E[eY|E[¢%)? — 27E[*]*) + o(%).

Zuletzt berechnen wir die Kovarianz der beiden Zufallsvariablen. Wir konzentrieren uns
wieder nur auf die von € abhéngigen Terme und erhalten

n

St Ele?] = — (cs —eim1)(es — €4m1)?
471 i,j—l n n n n
1 & 2 =
= — . 6 z : 2, 4
= 4n2 (8% _52:11) + 4n2 : (E% —€z;1> (87.;1 —8122)

4,j=1
i#j—1,5,5+1

= (V) + (V) + (V1) + op(--).

Wir berechnen die Erwartungswerte wieder separat, so dass sich die folgenden Identitidten
ergeben:

E[(IV)] = ——(2E["] + 30E[] E[2]) +o(%).

E(V)] = ;EZE[(% Fely)(ehy +Beimieis +eba)] + o)
= - (Ble"] + 9B[Y) B + 6BLE) + of.)
BVI)] = (G~ m)BIE + ) (eha + 6ckachs + L)) + 0p(2)
(}1 — %)(4E[54]E[52] + 12E[%?) + OP(%)

Wie bei der Berechnung der Varianz der zweiten Komponente unseres Zufallsvektors heben
sich die Terme der Ordnung 1 gegenseitig auf, denn es gilt

E[*)(E[e*] + 3E[e*)?) = E[*| B[] + 3E[?)°.
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Wir erhalten demnach insgesamt

Cov(E[e?] — E[%], 8! — (E[e") + 3E[E*?)) = %(E [£°] + 9E[") E[e*] — 6E[e°]).

O

Die Delta-Methode (vgl. Satz 5.2 und die dortige Diskussion) liefert uns wie vorhergesagt
nun einen Schéitzer fiir Var(e?) und den zugehorigen Grenzwertsatz.

Satz 4.3 Wair definieren
Dann gilt:

mit
72 = B[e®] + 4E[%E[€?] + 16 E[eY)? — TAE[eY|E[e?)? + 69E[*]*.

Beweis: Wir betrachten die Funktion

g(z,y) =y —42”

und erhalten als Gradienten

Vy(z,y) = (=8z,1).
Offensichtlich gilt weiterhin

—

Var(22) = g(E[, 5%
und
Var(e*) = g(E[¢%], Ele*] + 3E[*]?).

so dass wir die Delta-Methode anwenden kénnen. Wir miissen zuletzt die Varianz der eindi-
mensionalen Normalverteilung berechnen. Zunéchst gilt allgemein fiir beliebige z, y und fiir
eine zweidimensionale Matrix ¥ mit den Eintragen >J;;:

Vy(z,y) & Vg(z,y)" = (—82511 + Sa1, 82812 + Upp)(—8z,1)"
= 641’2211 - 8.75(212 + 221) + 222.

Sofern wir die Variablen durch die konkreten Ausdriicke ersetzen, erhalten wir

642°%1 = 64E[?°E"]
87(X19 + Xo1) = 16E[*(E[e] + 9E[eY| E[e?] — 6 E[%)?)
Y99 = E[%] 4 20E[%]E[e?] + 16 E[¢"]? + 6 B[] E[e?])? — 27E[*]*
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und damit insgesamt
% = Vg(E[e?], E[e'] + 3E[e)?) ¥ Vg(E[e?], E[eY] + 3E[e*]*)T
= E[e®] + 4E[5|E[e?] + 16 E[e*)* — TAE[*|E[*)* + 69E[?) .

O

Eine Konsequenz aus diesem Satz ist, dass die Konvergenzrate fiir den Grenzwertsatz der
Stérterme deutlich besser ist als die Rate v/M bei der Konvergenzaussage fiir die Funktio-
nale von X. Wir werden im néchsten Abschnitt kurz auf die Diskussion des Verhaltens der
gemischten Terme aus Abschnitt 3.4.5 eingehen und zeigen, dass auch fiir sie die Konver-
genzrate M im Grenzwertsatz gilt.

Danach lasst sich der Schétzer 7), so modifizieren, dass wir den Einfluss von 7" durch Sub-
traktion von

Tn .= C.D Var(=2) (4.11)

korrigieren und somit letztlich nur noch fol o}dt schitzen. Durch die bessere Konvergenzrate
v/n wird zumindest die Schiitzung von Var(e?) keinen Einfluss auf die asymptotische Varianz
haben. Wir werden dies im folgenden formalisieren:

Korollar 4.4 Es gilt:
1 1

Tr — C.D, Var(e?) = Op(—

\/ﬁ) = OP(\/_M)'

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.3 und der Definition von M = ns. a.

4.2.4 Der Grenzwertsatz fir den modifizierten Schatzer

Neben den Einfliisssen der Prozesse X und e hatten wir in Satz 3.9 eine Aussage iiber Er-
wartungswert und Varianz der Einfliisse der gemischten Terme hergeleitet, also von

M

M Z[X, S}K,J,m'

m=1

Mit ihrer Hilfe wollen wir nun zunéchst den endgiiltigen Schétzer fiir
1
/ oldt
0
definieren und danach fiir diesen stabile Konvergenz nachweisen.

Formal werden wir in diesem Abschnitt erneut Satz 5.3 aus dem Anhang benutzen und
daher die Bedingungen nachrechnen miissen, mit deren Berechnung wir uns im Vorfeld von
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Satz 4.1 bereits ausgiebig beschéftigt haben. Wir verzichten an dieser Stelle darauf, alle Ei-
genschaften zu untersuchen und verweisen auf die offensichtlichen Analogien. Zentral wird
allerdings die Betrachtung der Bedingung (5.3) sein, da diese uns entscheidende Informatio-
nen iiber den Grenzprozess liefert.

Wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt werden wir den Schétzer T, leicht modifizie-
ren. Wir definieren also

M
T = MY C[y, V5 — [y, VI - Tr,
m=1

wobei TZL in (4.11) definiert ist, und nutzen direkt aus, dass wir den neuen Schétzer wie folgt

zerlegen kénnen:

T, = T¢+ T, + (T — C.D.Var(e?)) + (C.D, Var(e?) — T7)
M

= T+ MY CAX, €]k gm + (I — CoD,Var(e?)) + (CoD. Var(e?) — ).

5
m=1

Dabei ist T in (4.3) und T%_ durch die zweite Identitit definiert. Aus Korollar 4.4 folgt
sofort

/ 1
T, =T¢+ Ty + (T"— C.D,Var(e?)) + op(—=),
R+ TR+ ) + o)
so dass wir uns ausschlieklich auf die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von
Ty +T% .+ (I7' — CeD.Var(e?))

konzentrieren konnen.

Mit denselben Argumenten wie in Satz 3.10 kénnen wir im folgenden auch 7% _ in natiirlicher

Weise durch

M
noo.__ § 2
TW,& = M CCU% [W, €}K7J,m

m=1

approximieren. Weiterhin definieren wir

no.__ 1 2 2
ne o= \/MamA?M Ce [W,elk,1m
und
1
U = ——=Co(M?[¢, €] i, sm — D Var(e?)),

VM
um die folgenden Zufallsvariablen zu erhalten:
G *= Xom T+ Ui
Wir zeigen nun im folgenden fiir /M T, bzw. dquivalent fiir die Summe iiber die oben

definierten Ausdriicke die stabile Konvergenz. Der Ausdruck x, bezeichnet dabei die appro-
ximierten Funktionale des Prozesses X wie in (4.4).
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Satz 4.5 Es gilt:

1
VM(T, — / oldt) 25 ¢
0

1
C = / WtdBt,
0

wobei der vorhersagbare Prozess w; implizit durch
1 1 1
F = / wids = (C*T.—1) / oddt +4C,D, Var(e?) / oidt + C*(A, — D?Var(e?)?)
0 0 0
gegeben ist.

Beweis: Wir zeigen die stabile Konvergenz von 2%21 ¢ gegen den Grenzprozess (. Die
bedingte Zentriertheit von (" ergibt sich dabei aus den Sétzen 3.4 und 3.9 sowie aus (4.6).
Wir berechnen hier ausschliefllich

M
> Bl Fua]

m=1

und verweisen ansonsten auf die Analogien zu den Resultaten aus (4.8) bis (4.10).
Nun gilt:

() = O + e+ Um)?
= (Xp)> 4 () 4 (V) + 2x s + 2xm i, + 2nm i,

und als Konsequenz aus Satz 3.9 und den Identitéten (3.8) und (4.7) erhalten wir in einem
ersten Schritt

M M M
Y EOG) Fas] + Y El) | Fus] + Y E(W])* | Fui]
m1:1 o m=1 \ T/[:

= M(Cg r.—1) mz_: aiﬁl + MCCDCVar(52) Z om + C*A. — D?Var(e*)?) + o(1)

1 1
il (C2T, —1) / obdt 4+ 4C.D, . Var(e?) / oftdt + C*(A, — D*Var(e?)?).
0 0

Nach Definition ist ferner

(W, elit.am = 2(W, WO = W, W) (e, €] = 2E[€%) — (e, €lf) — 2E[€%)))
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und es gilt zum einen

E[(fe, el = 2E[€%) — (e, €]l — 2B[e*)|Fua] = 0
Andererseits ldsst sich durch Nachrechnen zeigen, dass

E[((le, )5 = 2B[€%]) = ([e. el — 2E[e%))*| Frnca]

zwar nicht verschwindet, aber von kleiner Ordnung ist. Wegen der Unabhéngigkeit der Pro-
zesse W und ¢ ergibt sich dann

M
> Bl Fua] =0

m=1
und
M
> Bl Fus] = o(1).
m=1

Zuletzt erhalten wir

1
Xt = 2205 (M2C, W, W]kt — VCMe, el g — DeVar(e?))
M
1
- _0_4}”7100
M

M
x (M'C, W, Wik smle, €l.gm — M*C.D.Var(e®) W, W]k jm — M*[2, €l x.sm + D, Var(s?))

1 1
= MU%H CC(ZM“CC (W, €ligm)? — M*C.D.Var(e®) W, W]k jm — M?[g, €| x gm + D Var(e?)),
M

wodurch sich nach einer kurzen Rechnung
M
> Bl Faa] 50
m=1
ergibt. Mit der Aussage von Satz 5.3 folgt die Behauptung. O

Wir haben nun das Pendant zu Satz 2.11 erhalten und eine Konvergenzaussage fiir

1
T;l—>/ opdt
0

hergeleitet. Unsere Aufgabe wird zuletzt darin liegen, fiir einen bivariaten Grenzwertsatz
gemif (4.1) die Kovarianz zwischen 7., und (X, X); zu berechnen.
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4.3 Die Berechnung der Kovarianz

An vielen Stellen in der Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes aus Satz 4.5 haben wir die
Varianzterme nicht explizit angegeben. Ein Beispiel war die Berechnung von E[(x",)?|F mo1 ]
in Abschnitt 4.2.2, wo wir uns mit dem Hinweis auf die Ordnung der Erwartungswerts von

(W, Wlken)? = (W, W8 — w, w7y

begniigt haben. In der folgenden Untersuchung der Kovarianz zwischen den beiden Schitzern
fiir das Integral {iber die vierten Potenzen von o, bzw. fiir die integrierte Volatilitat miissen
wir uns unter anderem mit den dritten Momenten jener Ausdriicke beschéftigen. Wir werden
auch hier auf das exakte Ausrechnen der Kovarianz verzichten und stattdessen bereits an
dieser Stelle auf die grundsétzlich bestehende Moglichkeit verweisen, Berechnungen dieser
Art durch Simulationen zu ersetzen.

Die Kovarianz zwischen
T, =Ty + Tk, + (I' — C.D.Var(e?))

und

(X, X))y = [y, V]9 — 2y, v
n

errechnet sich geméfs der Aussage von Satz 5.3 formal so, dass wir alle Summanden des einen
Schétzers jeweils mit allen Summanden des anderen Schétzers multiplizieren und danach ih-
ren bedingten Erwartungswert berechnen miissen. Wir werden uns hier auf die Angabe der
Ordnung des Produkts von T% und [Y, Y](@9 beschrinken und uns dabei mit dem Problem
auseinandersetzen, dass die beiden Konvergenzaussagen fiir unterschiedliche Zeitskalen auf-
gestellt worden sind:

In Kapitel 2 ist der relevante Grenzwertsatz fiir den Prozess X in Satz 2.9 zu finden, wo als
Erweiterung der stabilen Konvergenz von [X, X] gegen die integrierte Volatilitdt die Kon-
vergenz des neuen Schiitzers [X, X](@9) hergeleitet wurde. [X, X] ist dabei zur Erinnerung
die Summe der quadratischen Differenzen benachbarter Beobachtungen, wahrend wir

K
[XXavg_lz

k=1

gesetzt haben, wobei [X, X]®) die Summe der quadrierten Differenzen der Beobachtungen
mit Abstand K, beginnend bei der k-ten Beobachtung, bezeichnet.

Der Unterschied zum Schétzer in Kapitel 3 bzw. zu unseren Ausfiithrungen in Abschnitt
4.2.2 besteht darin, dass wir an Stelle von [X, X](@9) eine M-fache Kopie dieses Schétzers
zur Grundlage unserer Untersuchungen gemacht haben. De facto ist jedes [X, X] (bls
auf den Vorfaktor) selbst eine Variante von [X, X]9 nur dass sich die Beobachtungen

auf das Intervall [mT_l, 17| beschrinken. Nach Approximation durch die zu Grunde liegende
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Brownsche Bewegung W haben wir dann auch eine Summe von M bedingt unabhéngigen
Funktionalen erhalten, durch die wir in (4.6) einen Schétzer fiir fol oldt herleiten konnten.
Die fiir den Grenzwertsatz von Jacod relevante Filtration, beziiglich derer die Schéatzer be-
dingt unabhéngig waren, ist die der (F. mo1 )m fir 1 < m < M gewesen.

Der in [24] nur skizzierte Grenzwertsatz, auf dem die Aussage der Sétze 2.9 und 2.10 beruht,
ist dagegen fiir [X, X]®9 und in Bezug auf die Filtration F; x formuliert. Es wird #hn-
lich wie von uns in Abschnitt 4.2.2 gezeigt, dass nach Approxir;lation durch die Brownsche
Bewegung die quadratische Variation von

Dy = [X, X]@9) — (X X),

als Pendant zu (5.3) bis auf Standardisierung im wesentlichen dem Ausdruck n? entspricht.

Fiir den zu formulierenden bivariaten Grenzwertsatz miissen wir demnach zu einer gemein-
samen Filtration der beiden Schétzer iibergehen. Um die Messbarkeit zu bewahren, bietet es
sich nur an, den Schétzer TT/L bzw. in unserem Beispiel 7% so darzustellen, dass der Grenz-
wertsatz aus Satz 4.1 beziiglich der Filtration Fi-x formuliert werden kann. Offenbar wird
dadurch die Aussage des Satzes nicht veréndert, die Darstellung wird nur um einiges kompli-

_—

zierter.(Eine Alternative bestiinde darin, (X, X); so zu modifizieren, dass fiir diesen neuen
Schétzer auch ein Grenzwertsatz in Bezug auf die Filtration (./TmT;l )m aufgestellt werden

kann. Prinzipiell sollte das mdglich sein, wir verzichten in dieser Arbeit aber auf eine einge-
hendere Untersuchung.)

In einer neuen Formulierung des Grenzwertsatzes aus Abschnitt 4.2.2 miissen wir formal
an Stelle der Zufallsvariablen x die neuen Ausdriicke ] betrachten, die letztlich so de-
finiert werden, dass ihre Summe {iber alle Zeitpunkte ¢ aus dem Intervall [mT’l, 17 exakt
wieder die Zufallsvariable x7 ergibt. Dabei lassen sich Analogien zum Schétzer aus Kapitel
2 erkennen, speziell zur Identitét (2.2). Insbesondere erhalten wir analog zur Argumentation

aus Satz 2.9, dass auch in dieser umformulierten Variante die Konvergenzrate v M betragt.

Da wir in diesem Abschnitt nur die Argumentationsstruktur deutlich machen und erklé-
ren wollen, warum sich tatsdchlich die von uns geforderte Grofenordnung der Kovarianz
ergibt, teilen wir 7! fiir festes m in drei Falle auf, von denen wir exemplarisch nur einen
behandeln wollen. Entsprechend der Definition dieser Zufallsvariablen in (4.4) und aufgrund
der natiirlichen Aufspaltung von

(W, Wk, gm = (W, W]

in drei Summanden, werden wir uns ausschliefslich mit dem ersten Fall auseinandersetzen.
Weil die [W, W]$X) fiir verschiedene m unabhiingig und identisch verteilt sind, beschriinken



4.3. Die Berechnung der Kovarianz 89

wir unsere Untersuchung weiterhin auf den Fall m = 1. Fiir diesen erhalten wir die Identitat

1 bs
((w, W]gK))Q = (2 — K +1)2 Z <W% N Wl_nK>2<W% N W%)Z
M i =K
1 ﬁ Moi-1
= T L Wa W) 1230 W, = Wk (Wy = Wik)?)
M - =K j=K

Die zweite Summe ist offensichtlich von grofserer Ordnung, so dass wir im folgenden nur noch
diese analysieren wollen. Mit der Notation

AZWG = (W% — W%)a

gilt dhnlich wie im Beweis von Lemma 2.7 bzw. Satz 2.9

i—1 i—1 i-1 p-1
(Ws = Were ) = (Y AW = Y ApW?42 % N ASWAIW
p=i-K p=i—K p=i—K q=i—K
und also
1 % i—1
WWED) = —grgs 2o 2 Wy = W)Wy = Wi ) + Op(5)
M i=K j=K
1 ar i-1 i1 i-1  p-1
nyxs2 n n
T (2K 1) (Z ApW= +2 Z Z AyWAGW)
M i=K j=K p=i—K p=i1—K q=i— K
j—1 j—1 r—1 K
nyxys2 n n
x L A2 ZAWAW)JrOp(m)
r=j—K r=j—K s=j—K
1 .8 K
=: m;% + Op(ﬁ)a (4.12)

wobei wir ¢} = 0 gesetzt haben, sofern ¢ in der Summe nicht auftaucht.

In den Grenzwertsatz aus Abschnitt 4.2.2 gehen diese Zufallsvariablen unter Vernachlés-
sigung von Vorfaktoren der Ordnung 1 als

o (- K +1)

%\

2 K - o 4 M3 n
\/_ZMamll/VW g_; > e G)

_n(

D
STl

ein, wobei die ¢} fiir andere Intervalle als [+, %] analog definiert sind.

Ahnlich wie in der Identitit (2.1) gilt nach Approximation der Funktionale von X beim
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Schatzer fiir die integrierte Volatilitdt und der Einfachheit halber ebenfalls im Fall einer
dquidistanten Zerlegung des Intervalls [0, 1]:

n

1
(W, W]levs) = 2 (We = Wik )?
K n n
1 & i—1 i—-1  j—1 "o
= = (> AMWZ42 > Y ATWAIW) ::ZE%”’ (4.14)
i=K j=i—K j=i—Kl=i—K i=1

wobei wir auch hier 7' = 0 gesetzt haben, sofern ¢ in der Summe nicht auftaucht.

Bewiesen wird der Grenzwertsatz im Falle der integrierten Volatilitdt in Satz 2.10 und erneut
ohne die explizite Angabe aller Vorfaktoren fiir

was wir durch
1 E 2 2 n
% . Um]\;l 7 (415>

approximieren wollen.

Die explizite Berechnung der bedingten Erwartung des Produkts der beiden Ausdriicke (4.13)
und (4.15) besteht dann im wesentlichen nur noch aus der Untersuchung von

M TL
1 p M3
- m E fif 5
n O-JV Z [( K+1)2$017Z| TK]
m=1 . n(m 1) +1
wobei wir uns wie angekiindigt mit der Angabe der Ordnung dieses Terms begniigen wer-
den. Als Folge aus der Definition in (4.12) ist die Hélfte der ¢! konstant gleich Null, die
andere Halfte liefert einen nicht verschwindenden Beitrag. Die Summe geht demnach mit

der Ordnung K in die Rechnung ein. Im nicht verschwindenden Fall erhalten wir dann

Elopyi | Fix ZE Z ANW? +2 Z Z AW AW

p=i—K p=i— Kq i— K
j—1 r— i—1 —
x JZ AW 42 Z Z AW AW Z AP 42 > Z AW ATW)|Fix],
r=j—K r=j—K s=j—K k=i—K k=i—Kl=i—K

was mit dhnlichen Argumenten wie in der Diskussion von (4.7) auf die Berechnung der
Ordnung von

E| ATWEATWA AW Fii]
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reduziert werden kann. Es ergibt sich sofort
K4
n3

Eloi'|Fizx] = O(—),

was uns insgesamt fiir eine Konstante C' das Resultat

nm

1ZM = M3 L
n g — "M Fic 6
’n,m:10-m1\;1 Z E[(%_K_l_l)z(pz’yz |FRK]—>C/O O-tdt

=) g

liefert.

Wir erkennen also, dass die Ordnung der Kovarianz 1 ist - ganz in Ubereinstimmung mit
der Grofenordnung der Varianzen in den einzelnen Grenzwertsidtzen. Natiirlich miisste ein
formaler Beweis auch noch Bezug auf die Ausdriicke in den Schitzern nehmen, die die Kon-
vergenz gegen bestimmte Momente der Storterme liefern. Solche Ausdriicke fiihren ja sowohl
in Satz 2.10 als auch in Satz 4.5 zu einer Varianz, die auch von den Verteilungen der Stor-
terme abhéngt. Typische Resultate wiirden dann die Summanden

Bl / ' oldt, Var(e) / o2t und E[2|Var(e?).
0 0
sein, also eine Kovarianz der Form
) / CoSdt + OBl / ' odt + Cy Var(e) / 024t 1 Oy Var(e?)
0 0 0
Analog zu unserer Untersuchung im Vorfeld von (4.7) lasst sich feststellen, dass bis auf

die Wahl der Konstanten das exakte Ergebnis genauso aussehen wird. Wir erhalten also
schlussendlich den folgenden bivariaten Grenzwertsatz:

Satz 4.6 Fiir die beiden Schdtzer T,; und (X, X), gilt die gemeinsame Konvergenzaussage

Té—folafdf D¢ ' 3
VM<<m e ) ) e
) 1 o Yt 0
1,12
I
n- ()
und

1 1
4
/ widt & / gdotdt + 847 2(B[))?
0 0

mat Kovarianzmatrix

1 1 1 1
/ widt 5 ¢y / obdt + CyE[e?] / o}dt 4+ Cs Var(e?) / oldt + C,E[e®] Var(?)
0 0 0 0

1 1 1
/ wdt Rl (C2T.—1) / oldt +4C,D, Var(e?) / oidt + C*(A, — D*Var(e?)?).
0 0 0
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Beweis: Wir fiigen die Aussagen der Sétze 2.11 und 4.5 zusammen und verweisen auf die
obige Diskussion. O

4.4 Die Definition des Tests

Wir sind nun in der Lage, aus unseren Vorarbeiten in (4.2) und Satz 4.6 zumindest prinzipiell
einen Test herzuleiten. Auch wenn WiLdi\e exakte Struktur der Kovarianz ¥; im Grenzwert-
satz fiir die beiden Schitzer 7], und (X, X); nicht angeben konnten, wollen wir dennoch kurz
darauf eingehen, wie im weiteren vorgegangen werden miisste.

Die Grenzverteilung aus (4.2) ist bedingt auf der Prozess X asymptotisch normalverteilt
mit Erwartungswert 0 und Varianz

1
7%= (1,—201)/ Yedt (1,—2C)7.
0

A priori sind sowohl C] als auch ¥; unbekannt, so dass wir fiir beide Schétzer finden miissten.
Fiir C] ist diese Aufgabe bereits erledigt, kritischer ist dabei die Untersuchung von ;.

In gewisser Hinsicht schliefit sich jetzt der Kreis. Wir hatten uns am Ende von Kapitel 2
damit auseinandergesetzt, dass wir zur Minimierung der Varianz in Satz 2.11 einen Schétzer
fiir n? finden miissen. In dem von uns betrachteten Fall der dquidistanten Intervallzerlegung
korrespondierte diese Suche damit, das Integral iiber die vierten Potenzen der Volatilitit zu
schiitzen. Hier stehen wir nun vor der Aufgabe, einen Schiitzer fiir 72 herzuleiten, was gemif
der Aussage von Satz 4.5 unter anderem bedeutet, dass wir

1 1
/ oldt und / oddt
0 0

vorhersagen miissen. Wir verzichten an dieser Stelle darauf, wobei im Verlauf dieser Arbeit
hinreichend deutlich geworden ist, nach welchem Prinzip die Schiatzung funktionieren kdnnte.

Sofern ein entsprechender Schétzer fiir diesen Fall entwickelt worden ist und man also eine
Moglichkeit gefunden hat, iiber 72 die Varianz 72 konsistent zu schiitzen, ergibt sich aus
Remark 2-1 in [14] die Konvergenzaussage

v M(‘]/\[\Z B N2) Dst

= = N(0,1)
72
bzw. unter der Nullhypothese
VN2
= P4 A(0,1).
.

H, wiirde also in einem asymptotischen Test zum Niveau « abgelehnt werden, sofern

VMN?
= > Ul—q
7—2
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gilt, wobei u;_, das (1 — a)-Quantil einer Standardnormalverteilung bezeichnet. Details da-
zu finden sich w.a. in [12].

Die optimale Wahl von ¢ in der Definition von J zu Beginn von Kapitel 3 beruht dar-
auf, dass die Varianz im zentralen Grenzwertsatz, d. h. in Satz 4.6, minimiert werden kann.
Offensichtlich sind wir nach unseren bisherigen Resultaten dazu nicht in der Lage, die Me-
thoden dafiir haben wir allerdings entwickelt.

Ein alternativer Test auf Homoskedastizitit, bei dem wir nicht darauf angewiesen sind,
72 konsistent zu schitzen, kénnte sich aus einem Bootstrap-Verfahren ableiten lassen. Wir
wollen kurz ein mogliches Prinzip skizzieren und eine detaillierte Ausarbeitung dessen auf
einen spateren Zeitpunkt verschieben:

Sofern reale Daten Y, ...,Y, bekannt sind, lieken sich einerseits die Teststatistik 7] und
andererseits Schitzer fiir die geraden Momente der ¢;, sowie (unter der Nullhypothese) fir

o2 berechnen. Mit Hilfe der E{[»SQ\’“] liefse sich dann eine Verteilung €* definieren (beispielsweise
wiirde sich aufgrund der Annahme, dass die ersten beiden ungeraden Momente verschwinden,
eine symmetrische Verteilung, abhéngig von den geraden Momenten, anbieten), aufserdem
kénnte ein neuer Prozess X* erzeugt werden, der durch

Xt* == EWt,
also unter der Nullhypothese, definiert wird.

In jeder Bootstrap-Replikation wiirden so verschiedene Y;* mit b = 1,. .., B erzeugt werden,
die der Identitat

n

Yt = X34 et
n n n

geniigen. Fiir jede dieser B Versionen der Y;® mit i = 1,...,n lieRen sich erneut die zugeho-

rigen Teststatistiken berechnen, so dass wir auf diesem Weg zu einer Schiatzung des p-Werts
von T, gelangen.
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Kapitel 5

Appendix

Wir wollen im folgenden Abschnitt einige der grundlegenden wie auch der technischen Vor-
aussetzungen erlautern, die wir im Rahmen dieser Arbeit benutzt haben. Zudem werden wir
einige Begriffe definieren und niitzliche Hilfsaussagen formulieren. Den Anfang wird eine kur-
ze Beschreibung der Forderungen machen, die wir an den zu Grunde liegenden It6-Prozess
gestellt haben.

5.1 Voraussetzungen an Drift und Volatilitat in d.X;

Wir gehen in der gesamten Arbeit davon aus, dass der Prozess X; auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, F, P) definiert ist und der folgenden Darstellung geniigt:

t t
X =Xo+ / fsds + / o, dWs.
0 0

W, bezeichnet dabei eine beziiglich der Filtration F; = o(W,0 < s < t) messbare Brown-
sche Bewegung.

s ist die Driftfunktion, ein lokal beschréankter, vorhersagbarer reellwertiger stochastischer
Prozess, natiirlich an F, adaptiert. Dabei heiflt ein Prozess h, lokal beschrinkt, wenn eine
Folge von Stoppzeiten (T}) existiert, so dass einerseits

T, — oo f.s.

gilt und andererseits die gestoppten Prozesse hgap, fiir alle £ beschrankt sind.
Mit o, bezeichnen wir den Prozess der Volatilitdat. Dieser soll cadlag sein, d.h. rechtsseitig
stetig mit jeweils existierendem linksseitigen Grenzwert. Es ldsst sich zeigen, dass Prozesse

dieser Art ebenfalls lokal beschrankt sind. Wir machen weiterhin die strukturelle Annahme,
dass o, wie folgt aufteilbar ist:

as:ao—l—/ audu—i-/ l/uqu-i-/ TudVi,. (5.1)
0 0 0

95
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Die drei Prozesse a,, v, und 7, sind jeweils an die Filtration adaptiert und cadlag, zudem ist
auch a, lokal beschrinkt und vorhersagbar. V, ist ebenfalls eine Brownsche Bewegung auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum, unabhéngig von W,,.

Weiterhin gehen wir davon aus, dass auch die Folge der ¢;, an dieselbe Filtration wie der
Prozess X adaptiert ist. Wir benotigen diese Eigenschaft, um im gemeinsamen zentralen
Grenzwertsatz die Messbarkeit aller Funktionale beziiglich der gewéhlten Filtration sicher-
zustellen.

Aufgrund der Voraussetzung der lokalen Beschrianktheit an die Prozesse ps und o, lésst
sich (wie im Rahmen dieser Arbeit bei der Abschitzung der Ordnung bestimmter Funktio-
nale immer wieder gemacht) ohne Einschriankung annehmen, dass beide Prozesse tatséchlich
beschriankt sind. Die Idee dazu besteht darin, den zentralen Grenzwertsatz zunéchst fiir die
gestoppten Prozesse zu beweisen und danach die fast sichere Divergenz der Stoppzeiten bei
wachsendem £ zu benutzen. Weil wir die Prozesse us und o4 sowieso nur auf dem festen In-
tervall [0, 1] betrachten, kénnen die Aussagen dann iiber psap, und Ty — oo f. s. leicht auf
den urspriinglichen Fall iibertragen werden. Fiir Details verweisen wir auf Abschnitt 2.4.1
aus [20].

5.2 Stabile Konvergenz

Grundlegend fiir die Konvergenzaussagen zur realisierten Volatilitat ist das Konzept der
stabilen Konvergenz von Zufallsvariablen.

Definition 5.1 FEine Folge von d-dimensionalen Zufallsvariablen (Y,), definiert auf (Q, F, P),
konvergiert stabil gegen eine d-dimensionale Grenzvariable Y, definiert auf einer geeigneten
Erweiterung (0, F, P) des urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsraums, falls fiir alle beschrink-
ten F-messbaren Z und alle stetigen und beschrinkten Funktionen g gilt:

lim E[Zg(Y,)] = E[Zg(Y)].

n—oo

Symbolisch schreiben wir'Y, Doy,

Offensichtlich ist dieser Konvergenzbegriff starker als schwache Konvergenz. Verschiedene
aquivalente Definitionen ebenso wie einige wichtige Eigenschaften der stabilen Konvergenz
finden sich unter anderem in [2], [13], [16], [20] oder [21]. Fiir uns ist vor allem die verallge-
meinerte Delta-Methode von Bedeutung. Sie liefert uns hauptséchlich die Begriindung dafiir,
in unserer Untersuchung statt schwacher Konvergenz das Konzept der stabilen Konvergenz
zu verwenden. Wir folgen der Argumentation in [20] und erhalten

Satz 5.2 Es seien (Yy,),, Y Zufallsvariablen auf (Q, F, P), die

VY, -Y) 2 z
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erfillen. Zudem sei f : R? — R stetig differenzierbar mit V f als Gradienten. Dann gilt

Va(f(Y,) — f(Y)) 22 VE(Y)Z.

Der Unterschied zur schwachen Konvergenz besteht darin, dass die Delta-Methode dort nur
funktioniert, sofern Y keine Zufallsvariable, sondern deterministisch ist.

In dieser Arbeit schliefen wir auf die stabile Konvergenz von Funktionalen des Prozesses
X vor allem mit Hilfe des folgenden Grenzwertsatzes von Jacod, den wir in der hier vorge-

stellten zentrierten Version Theorem 3-2 in [14] entnommen haben.

In der allgemeinen Fassung des Satzes ist (M;)seo,q €in d-dimensionales Martingal auf
(Q7F7 (-;Cs>s€[0,t}7 P)7

adaptiert an die Filtration (fs)se[o,ty Weiterhin sei M, die Menge aller beschrankten Martin-
gale und M5 die Menge aller quadratintegrierbaren Martingale auf dem zu Grunde liegenden
Wahrscheinlichkeitsraum. Wir definieren aufterdem

My(M*) :={N € My|(M,N) =0}
als die Menge aller beschrankten Martingale, die orthogonal zu M sind. Zuletzt sei
(Q7 fa (ﬁs)se[o,th p)

eine Erweiterung von (€2, F, (Fs)scjo,, P), auf der eine zu M unabhéngige Brownsche Bewe-
gung B = (By)scpo,q definiert ist.

Die folgende Konvergenzaussage werden wir nun fiir ein ¢-dimensionales Martingal (Z"),,>;
bzgl. der Filtration (F|ns)secjo,y herleiten, das als

Lnt)

Zp=> Yu (5.2)
i=1
mit ¢-dimensionalen F:-messbaren Zufallsvariablen Y;, dargestellt werden kann.

Satz 5.3 Wir nehmen an, dass das zu Grunde liegende Martingal M in My liegt und stetig
ist, ferner seien auch die Yy, fir alle i und n quadratintegrierbar. Weiterhin nehmen wir an,
dass zwei stetige stochastische Prozesse F' und G mit Werten in R7*? bzw. R™*? ezistieren,
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fur die die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
[t

N B Y| Fim] S Fv € [0,1] (5.3)
=1

[nt]

> EYin(Ms — M) | Fis] 5 Gy VE € [0, 1] (5.4)
=1

[nt] ,

> E[Yil Ty, j5ey| Fima] = 02 > 0t € [0, 1] (5.5)
i=1 " !

[t

ST EYVi(N: = Nt )T Fia] 5 0VE € [0,1] YN € My(M*) (5.6)
=1

Falls zudem vorhersagbare Prozesse u, v und w mit Werten in R4, R4 bzw. RI*9 existie-
ren, so dass jeweils

(M, M"), = / vvlde Vs € [0,1] (5.7)
0
Gs = / uv vt dr Vs € [0, 1] (5.8)
0
F, = / U vl ul + wowlde Vs € [0, 1] (5.9)
0

qgilt, so konvergiert der in 5.2 definierte stochastische Prozess stabil, wobei die Grenzvariable
wie folgt darstellbar ist:

t t
7r 24 7, = / v dM, + / w,dBs. (5.10)
0 0

5.3 Eigenschaften von lokalen Martingalen

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften diskutieren, die allgemein fiir lokale
Martingale gelten, in dieser Arbeit aber zumeist nur fiir die Brownsche Bewegung relevant
sind. Den Anfang macht eine technische Bedingung, die fiir den Prozess X mit

dXt = /,Ltdt + O'tth
die Konvergenz der realisierten Volatilitat gegen die integrierte Volatilitat zusichert.
Allgemein sind lokale Martingale dhnlich wie die lokale Beschrinktheit von Prozessen so

definiert, dass ein zu einer gegebenen Filtration adaptierter Prozess X; dann ein lokales
Martingal ist, wenn eine Folge von Stoppzeiten (7}) existiert, so dass einerseits

T, — oo f.s.

gilt und andererseits der gestoppte Prozess Xy 7, ein Martingal ist.
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Bedingung 5.4 Fiir die Filtration F;, an die der Prozess X adaptiert ist, existiert ein p
und ein stetiges lokales Martingal

X = (X', xP),

so dass F; die kleinste o-Algebra ist, die o(Xs; s < t) und die Menge N aller P-Nullmengen
in o(Xs;s < 1) enthilt.

Speziell in Kapitel 2 machen wir von dieser Bedingung Gebrauch.

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Analyse der Ordnung von Funktionalen des Prozesses X
wird die Burkholder-Ungleichung sein, die wir zur Abschétzung von Momenten der stochasti-
schen Integrale f; 0.dW,, benutzen werden. Sie besagt unter anderem (vgl. fiir die allgemeine
Formulierung [22], S. 160f.) das Folgende:

Satz 5.5 Zu einem lokalen Martingal (M), mit My = 0 und zu einem beliebigen p € (0, c0)
existieren Konstanten c, und C,, so dass fiir festes t die Ungleichung

o E[(M, M)?] < El(sup |M,])"] < C,E[(M, M)#]

s<t
qgilt.

Wir hatten bereits im Beweis von Satz 2.6 gesehen, dass sich im Falle

t
Mt:/ O'uqu
0

die Identitat
t
(M,M)t:/ oldu
0

ergibt. So ldsst sich dann die Ordnung eines Ité-Integrals leicht auf die Ordnung der zuge-
horigen Riemann-Integrale zuriickfiihren.

Aufserdem erinnern wir uns an dieser Stelle an einige Rechenregeln fiir Erwartungswerte
von Produkten verschiedener Integrale. Fiir zwei an die Filtration derselben Brownschen
Bewegung W, adaptierte Prozesse f, und g, sowie beliebige reelle Zahlen a, b, c,d gilt die
folgende Rechenregel:

Bl faw, [ gdw, = E| / Fugudl]. (5.11)

(a,b] [c,d] [a,b]N[e,d]

Sofern eines der beiden oder beide Integrale , klassische du-Integrale sind, haben wir mehrere
Moglichkeiten, die Ordnung ihres Produkts abzuschétzen. Wir setzen voraus, dass f, und
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gy beschriankt sind (vgl. Abschnitt 5.1), und erhalten daher mittels der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fiir Konstanten C' und D

D=

E du LAW,|] < - du)?)2 AW,
1] 1 /Mg Wl < EBl([ 1 )]EK/ Gud W)

[a,b] [e,d]

C(b—a)E dul?
< o ”/[C,dﬂ |
< CD(b—-a)(d—c)?

und deswegen
/ fudu/ GudW, = Op((b — a)(d — ¢)?). (5.12)
[a,b] [e,d]
Mit demselben Argument erhalten wir auch

E[/[a’b] fudu /{Qd] gudu] = O((b—a)(d — ¢)). (5.13)
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