
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 5

12 Bilinear-und Sesquilinearformen

Abschnitt 12.A, Aufg. 1, p. 363 (1.6.2012) :

Man bestimme die Ränge der Bilinearformen8 : R
3 × R

3 → R, die durch die folgenden Fundamentalma-
trizen bzgl. der Standardbasis gegeben werden, und entscheide, ob sie nicht-ausgeartet sind:

(
1 −5 0
3 −2 1
0 1 3

)
,

(
3 −1 2

−1 2 1
3 4 7

)
.

Für die Vektorenx = (1,−1,3) , y = (2,−1,0) undx = (0,−1,3), y = (3,2,−1) bestimme man jeweils
8(x, y) .

Lösung: Die Determinante der ersten Matrix ist−6 − 1 + 45 = −38 6= 0, sie hat also wie8 den maximal
möglichen Rang 3 und die zugehörige Bilinearform8 ist eine vollständige Dualität, also erst recht nicht-
ausgeartet. Für sie gilt:

8
(
(1,−1,3) , (2,−1,0)

)
= (1,−1,3)

(
1 −5 0
3 −2 1
0 1 3

)(
2

−1
0

)
= (−2,0,8)

(
2

−1
0

)
= −4 ,

8
(
(0,−1,3) , (3,2,−1)

)
= (0,−1,3)

(
1 −5 0
3 −2 1
0 1 3

)(
3
2

−1

)
= (−3,5,8)

(
3
2

−1

)
= −7 .

Die dritte Zeile der zweiten Matrix ist die Summe der beiden ersten Zeilen, der Rang der Matrix ist also
höchstens 2. Da die ersten beiden Zeilen der Matrix offensichtlich linear unabhängig sind, ist der Rang der
Matrix und damit der Rang von8 gleich 2. Daher ist8 ausgeartet, d.h. nicht nicht-ausgeartet, und es gilt:

8
(
(1,−1,3) , (2,−1,0)

)
= (1,−1,3)

(
3 −1 2

−1 2 1
3 4 7

)(
2

−1
0

)
= (13,9,22)

(
2

−1
0

)
= 17,

8
(
(0,−1,3) , (3,2,−1)

)
= (0,−1,3)

(
3 −1 2

−1 2 1
3 4 7

)(
3
2

−1

)
= (10,10,20)

(
3
2

−1

)
= 30. •

Abschnitt 12.A, Aufg. 2, p. 363 (1.6.2012) :

Seienx1, . . . , xn Elemente einesn-dimensionalen Vektorraums undf1, . . . , fn Linearformen aufV . Genau
dann sindx1, . . . , xn undf1, . . . , fn Basen vonV bzw.V ∗, wenn gilt:

∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) · · · fn(x1)
...

. . .
...

f1(xn) · · · fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 .

Beweis: Die angegebene Determinate ist die Gramsche Determinante G8(x1, . . . , xn ; f1, . . . , fn) der zu-
gehörigen Gramschen Matrix bzgl. der natürlichen Dualität8 :V × V ∗ → K mit 8(x, f ) := f (x). Die
Aussage folgt daher unmittelbar aus dem Gramschen Kriterium 12.A.10. •

Abschnitt 12.A, Aufg. 3, p. 363 (1.6.2012) :

SeienV undW endlichdimensionaleK-Vektorräume und8 :V ×W → K eine bilineare bzw. sesquilineare
Funktion. Für UnterräumeV ′ ⊆ V undW ′ ⊆ W sei8′ die Beschränkung von8 aufV ′ ×W ′. Dann gilt
Rang8 ≥ Rang8′. Insbesondere ist Rang8 ≥ m, falls8′ nicht-ausgeartet undm := Dim V ′ = DimW ′

ist.
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Beweis:Wir ergänzen eine Basisv1, . . . , vp vonV ′ zu einer Basisv1, . . . , vn vonV und eine Basisw1, . . . , wq
vonW ′ zu einer Basisw1, . . . , wn vonW . Die Gramsche Matrix von8′ ist also eineTeilmatrix der Gramschen
Matrix von8. Daher ist Rang8 ≥ Rang8′. Ist8′ nicht-ausgeartet undm := Dim V ′ = DimW ′, so besitzt
die zugehörige Gramsche Matrix von8 einenm×m-Minor 6= 0. Nach dem Minorenkriterium 9.C.11 ist
dann ihr Rang und damit Rang8 mindestensm. •

Abschnitt 12.A, Aufg. 4, p. 363 (1.6.2012) :

SeiV einK-Vektorraum und8 :V×V ∗ → K die natürliche Dualität. Dann ist dieAbbildung81 :V ∗ → V ∗

die Identität und die Abbildung82 :V → (V ∗)∗ = V ∗∗ der kanonische injektive HomomorphismusσV von
V in sein Bidual, vgl. Beispiel 5.G.14.82 ist genau dann ein Isomorphismus, wennV endlichdimensional
ist.

Beweis: Definitionsgemäß gilt81(f )(x) = 8(x, f ) = f (x) für alle x ∈V undf ∈ V ∗, also81(f ) = f

und somit81 = idV ∗ , sowie82(x)(f ) = 8(x, f ) = f (x) =
(
σV (x)

)
(f ), also82(x) = σV (x) und somit

82 = σV .

Ist V endlichdimensional, so ist8 eine vollständige Dualität (z. B. weil81 = idV ∗ ist, vgl. auch Beispiel
12.A.6), also82 = σV ein Isomorphismus.

Ist umgekehrtV nicht endlichdimensional, so seivi , i∈ I , eine Basis vonV . Dann sind die Linearformenv∗
i ,

i ∈ I , mit v∗
i (vj ) = δij linear unabhängig. Aus

∑
i∈I
aiv

∗
i = 0 mit ai ∈K folgt nämlichaj =

∑
i∈I
aiv

∗
i (vj ) = 0

für alle j ∈ J . Die v∗
i erzeugenV ∗ aber nicht. Beispielsweise lässt sich die Linearformg ∈ V ∗ mit

g
(∑
i∈I
aivi

)
:=

∑
i∈I
ai nicht durch diev∗

i darstellen. In einer Darstellungg =
∑
i∈I
biv

∗
i wäre nämlichbi 6= 0

nur für endlich vielei. Ist alsoi0 ∈ I ein Index mitbi0 = 0, so ergäbe sich der Widerspruch 1= g(vi0) =∑
i∈I
biv

∗
i (vi0) = bi0 = 0.

Nach Satz 3.A.16, der, wie im Anschluss an 3.A.19 erwähnt, auch bei beliebigemI gilt, lasssen sich diev∗
i ,

i ∈ I , durch weitere Elementeej ∈V ∗, j ∈ J , zu einer Basis vonV ∗ ergänzen. Wir wählen dann einj0 ∈ J
und definieren eine Linearformh∈ V ∗∗ durchh(v∗

i ) := 0 für allei, h(ej ) = 0 für allej 6= j0 undh(ej0) = 1.
Wäre nunσV :V →V ∗∗ ein Isomorphismus, so gäbe es einx =

∑
i∈I
aivi ∈ V mit h = σV (x) = σV

(∑
i∈I
aivi

)
.

Es folgteai =
∑
j∈I
ajv

∗
i (vj ) = σV

(∑
j∈I
ajvj

)
(v∗
i ) = h(v∗

i ) = 0 für allei, somitx= 0 und schließlichh= 0 im

Widerspruch zuh(ej0) = 1. •
Zu dieser Aufgabe vergleiche auch Bemerkung 5.G.6 und 5.G, Aufg. 2.

Abschnitt 12.A, Aufg. 5, p. 363 (1.6.2012) :

Definiert8 :V ×W → K eine vollständige Dualität, so sind die VektorräumeV undW endlichdimensional
mit Dim V = DimW .

Beweis: Definiert 8 :V × W → K eine vollständige Dualität, so sind die kanonischen Abbildungen
81 :W → V ∗ mit 81(y) =

(
x 7→ 8(x, y)

)
und82 :V → W ∗ mit 82(x) =

(
y 7→ 8(x, y)

)
bijektiv.

Nach 5.G, Aufg. 12 ist dann auch die duale Abbildung8∗
1 :V ∗∗ → W ∗, die fürL∈ V ∗∗ durch8∗

1(L)(y) :=
L
(
x 7→ 8(x, y)

)
für alle y ∈ W definiert ist, bijektiv. Da82 :V → W ∗ mit 82(x) =

(
y 7→ 8(x, y)

)

ebenfalls bijektiv ist, ist auch(8∗
1)

−1 ◦ 82 :V → V ∗∗ bijektiv. Haben wir gezeigt, dass diese Abbildung
gleich der kanonischen AbbildungσV ist, so liefert Aufg. 4, dassV und somitV ∗ endlichdimensional sind.
Da81 bijektiv ist, muss auchW endlichdimensional sein. DimV = DimW folgt nun aus Satz 12.A.9.

Um (8∗
1)

−1 ◦82 = σV , d.h.82 = 8∗
1 ◦ σV , zu zeigen, fixieren wir einx0∈ V . Dann gilt für alley∈W

8∗
1

(
σV (x0)

)
(y) = σV (x0)

(
x 7→ 8(x, y)

)
= 8(x0, y) = 82(x0)(y0) .

Es folgt8∗
1

(
σV (x0)

)
= 82(x0) , also schließlich8∗

1 ◦ σV = 82 . •

Abschnitt 12.A, Aufg. 7, p. 363 (1.6.2012) :

Die Funktion8 :V ×W → K definiere eine vollständige Dualität. Zu jeder Basisv = (vi)i∈I vonV existiert
dann genau eine Basisw = (wi)i∈I vonW mit 8(vi, wj ) = δij , d.h.Gv;w(8) = EI . Analog existiert zu
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jeder Basisw = (wi)i∈I vonW genau eine Basisv = (vi)i∈I vonV mit 8(vi, wj ) = δij . (Die Basenv und
w heißen in dieser Situation d u a l e B a s e n bzgl.8.) Man bestimme die duale Basisw = (w1, w2, w3)

zur Standardbasisv = (e1, e2, e3) für die erste der Funktionen8 aus Aufg. 1.

Beweis: Nach Aufg. 5 sindV undW endlichdimensional. Istvi , i ∈ I , eine Basis vonV , v∗
i , i ∈ I , die

dazu duale Basis vonV ∗ und81 :W → V ∗ mit 81(y) =
(
x 7→ 8(x, y)

)
der zugehörige kanonische

Isomorphismus, so setzen wirwj := 8−1
1 (v∗

j ), j ∈ I . Dann istwj , j ∈ I , eine Basis vonW , und es gilt

8(vi, wj ) = 81(wj )(vi) = 81
(
8−1

1 (v∗
j )
)
(vi) = v∗

j (vi) = δij ,

d.h.wj , j ∈ I , ist die gesuchte8-duale Basis zuvi , i∈ I . Analog findet man die8-duale Basis vonV zur
Basisw vonW .

Die erste Matrix in Aufg. 1 definiert eine vollständige Dualität. Sie ist nach Beispiel 12.A.6 die Matrix der
zugehörigen kanonischen Abbildung81 : R

3 → (R3)∗ bzgl. der Basene1, e2, e3 bzw. e∗1, e
∗
2, e

∗
3. 8−1

1 wird
dann bzgl. dieser Basen durch die dazu inverse Matrix

1
38

(−7 15 −5
−9 3 −1

3 −1 13

)

beschrieben. Ihre Spalten liefern die gesuchte Dualbasisw1 := 1
38(−7,−9,3) , w2 := 1

38(15,3,−1) ,
w3 := 1

38(−5,−1,13) vonR
3 zu e1, e2, e3 bzgl.8. •

Abschnitt 12.A, Aufg. 9, p. 364 (1.6.2012) :

SeienV undW endlichdimensionaleK-Vektorräume. Für zwei lineare Abbildungenf ∈ HomK(V ,W)

undg ∈ HomK(W, V ) gilt stets Spfg = Spgf . Die Abbildung

HomK(W, V )× HomK(V ,W) −→ K mit (g, f ) 7−→ Spgf

ist bilinear und definiert eine vollständige Dualität. Im FallW = K ergibt sich die natürliche Dualität
V × V ∗ −→ K .

Beweis: Seim := DimKV undn := DimKW . Wrir dürfen annehmen, dassm, n>0 gilt. Nach Übergang
zu Basen vonV bzw.W genügt es zu zeigen, dass die Abbildung

Mm,n(K)× Mn,m(K) → K mit (A,B) 7→ Sp(AB)

für A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,m(K), bilinear ist und eine vollständige Dualität definiert. Die Bilinearität folgt
dabei sofort aus der Linearität der Spurabbildung.

In der Zeile zum Index(i, j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, der Fundamentalmatrix dieser Spurform bzgl. der
StandardbasenEij , 1≤ i ≤ m, 1≤ j ≤ n, von Mm,n(K) bzw. Ers , 1≤ r ≤ n, 1≤ s ≤ m, von Mn,m(K)

stehen dann die Elemente Sp(EijErs) = Sp(δjrEis) = δjrSpEis = δjrδis , vgl. die Produktformel für die
Eij im Anschluss an Satz 8.A.9. Das einzige Element6= 0 in dieser Zeile steht also in der Spalte mit dem
Index(j, i) und ist überdies gleich 1. Daher hat die gesuchte Fundamentalmatrix den Maximalrangmn. Die
zugehörige Bilinearform ist somit eine vollständige Dualität.

Im FallW = K identifiziert sich HomK(W, V )mitV und HomK(V ,W) ist der DualraumV ∗. Für v= g ∈ V
undf ∈ V ∗ ist gf :V → V die lineare Abbildungx 7→ f (x)v, deren Spur offensichtlichf (v) ist. •

Abschnitt 12.B, Aufg. 7, p. 374 (1.6.2012) :

a)Die symmetrischen Bilinearformen auf einemn-dimensionalenK-Vektorraum bilden einenK-Vektorraum
der Dimension

(
n+1

2

)
.

b) Die komplex-hermiteschen Formen auf einemn-dimensionalenC-Vektorraum bilden einen (nur) reellen
Vektorraum der Dimensionn2.

Beweis:a) Istv = (v1, . . . , vn) eine Basis vonV , so ist8 7→ Gv ,v(8) einK-Isomorphismus des Raums der
K-Bilinearformen aufV auf den Vektorraum Mn(K). Dem Unterraum der symmetrischen Bilinearformen
entspricht dabei der Unterraum der symmetrischenn×n-Matrizen überK. Eine symmetrische Matrix wird
aber festgelegt durch dien Elemente in der Hauptdiagonalen und die(n−1)+ (n− 2)+ · · · + 1 Elemente
oberhalb der Hauptdiagonalen, also durch insgesamtn + (n−1) + (n− 2) + · · · + 1 =

(
n+1

2

)
Elemente.
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Eine Basis des Raums der symmetrischenn×n-Matrizen bilden die
(
n+1

2

)
MatrizenEii , 1≤ i ≤n; Eij+Eji ,

1≤ i <j ≤n.

b) Ist v = (v1, . . . , vn) eineC-Basis vonV , so ist8 7→ Gv ,v(8) ein R-Isomorphismus des Raums der
Sesquilinearformen auf den (R-Vektor-)Raum Mn(C). Dem Unterraum der komplex-hermiteschen Ses-
quilinearformen entsprecht dabei der Unterraum der komplex-hermiteschenn×n-Matrizen überC. Eine
komplex-hermitesche Matrix wird aber festgelegt durch dien reellen Zahlen in der Hauptdiagonalen und die
(n−1) + (n− 2) + · · · + 1 komplexen Zahlen oberhalb der Hauptdiagonalen, die ihrerseits überR durch
Angabe von Real- und Imaginärteil bestimmt sind. Insgesamt werden sie also durch

n+ 2
(
(n−1)+ (n−2)+ · · · + 1

)
= n+ n(n− 1) = n2

reelle Zahlen bestimmt. Eine Basis desR-Vektorraums der komplex-hermiteschenn×n-Matrizen bilden die
n2 MatrizenEii , 1≤ i ≤n; Eij+Eji , i (Eij− Eji), 1≤ i <j ≤n. •

Abschnitt 12.B,Beweis vonSatz 12.B.2(2)und Variante zu12.B, Aufg. 8, p. 374 (1.6.2012) :

Für jede Sesquilinearform8 auf einemC-VektorraumV gilt

8(v,w) = 1
4

(
8(v + w , v + w)−8(v − w , v − w)

)
+ i

4

(
8(v + i w , v + i w)−8(v − i w , v − i w)

)
.

Insbesondere ist8 durch die Werte8(x, x) , x ∈ V , auf der Diagonalen bestimmt.8 ist genau dann
komplex-hermitesch, wenn8(x, x) ∈ R ist für allex ∈ V .

Beweis:Es ist
1
4

(
8(v + w , v + w)−8(v − w , v − w)

)
+ i

4

(
8(v + i w , v + i w)−8(v − i w , v − i w)

)

= 1
4

((
8(v, v)+8(v,w)+8(w, v)+8(w,w)

)
−
(
8(v, v)−8(v,w)−8(w, v)+8(w,w)

))
+

+ i
4

((
8(v, v)+ i8(v,w)+ i8(w, v)+ i i8(w,w)

)
−
(
8(v, v)− i8(v,w)− i8(w, v)+ i i8(w,w)

))

= 1
2

(
8(v,w)+8(w, v)

)
+ i

2

(
i8(v,w)+ i8(w, v)

)

= 1
2

(
8(v,w)+8(w, v)+8(v,w)−8(w, v)

)
= 8(v,w) .

Aus8(u, u) ∈ R für alle u ∈ V folgt mit dieser Formel sofort:8(w, v) =

= 1
4

(
8(w + v ,w + v)−8(w − v ,w − v)

)
+ i

4

(
8(w + i v ,w + i v)−8(w − i v ,w − i v)

)

= 1
4

(
8(v + w , v + w)−8(v − w , v − w)

)
+ i

4

(
i i8(v − i w , v − i w)− i i8(v + i w , v + i w)

)

= 1
4

(
8(v + w , v + w)−8(v − w , v − w)

)
+ i

4

(
8(v − i w , v − i w)−8(v + i w , v + i w)

)

= 1
4

(
8(v + w , v + w)−8(v − w , v − w)

)
− i

4

(
8(v + i w , v + i w)−8(v − i w , v − i w)

)

= 8(v,w) ,

da8(v+w , v+w)−8(v−w , v−w) und8(v+ i w , v+ i w)−8(v− i w , v− i w) nach Voraussetzung
über8 reell sind.

Ist umgekehrt8 komplex-hermitesch, so gilt8(x, x) = 8(x, x), also8(x, x) ∈ R für allex∈ V . •

Abschnitt 12.B, Aufg. 10, p. 374 (1.6.2012) :

SeiK ein Körper mit CharK 6= 2. Für eine nicht-ausgeartete und nicht anisotrope symmetrische Form8

auf einemK-VektorraumV ist die zugehörige quadratische FormQ :V → K surjektiv.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es einen isotropen Vektorx ∈ V , d.h. einen Vektorx mit x 6= 0 und
8(x, x) = 0. Da8 nicht-ausgeartet ist, ist die Abbildung82 injektiv. Insbesondere ist die Linearform
z 7→ 8(x, z) nicht 0, d.h. es gibt einz∈ V mit 8(x, z) = 1.
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Zu a∈K wählen wir nunt := 1
2

(
a −8(z, z)

)
. Da8 symmetrisch ist, gilt dann füry := z+ tx∈V :

Q(y) = 8(y, y) = 8(z+ tx, z+ tx) = 8(z, z)+ 2t + t28(x, x) = 8(z, z)+ 2 1
2

(
a−8(z, z)

)
= a . •

Abschnitt 12.B, Aufg. 10, p. 374 (1.6.2012) :

Seixi , i ∈ I , eine Orthonormalbasis desK-VektorraumsV bzgl. der Form8. Für ein beliebigesx ∈ V gilt
dannx =

∑
i∈I
8(x, xi) xi .

Beweis:Daxi , i ∈ I , eine Basis vonV ist, gibt es(ai) ∈ K (I ) mit x =
∑
i∈I
aixi . Wegen der Orthogonalität der

xi folgt8(x, xj ) = 8
(
x,
∑
i∈I
aixi

)
=
∑
i∈I
ai8(xi, xj ) =

∑
i∈I
aiδij = aj für allej ∈ I , alsox=

∑
i∈I
8(x, xi) xi . •

Abschnitt 12.B, Aufg. 15, p. 374 (1.6.2012) :

Seien8 und9 zwei symmetrische oder zwei komplex-hermitesche Formen auf demK-VektorraumV . Die
Orthogonalität möge für beide Formen übereinstimmen, d.h. es gelte fürx, y ∈ V genau dann8(x, y) = 0,
wenn9(x, y) = 0 ist. Dann unterscheiden sich8 und9 nur um einen Faktora ∈ K× (der im komplex-
hermiteschen Fall sogar inR liegt).

Beweis:(1) Ist8und damit auch9 gleich 0, so kann man jedesa∈K× wählen. Andernfalls gibt esx0, y0∈ V
mit 8(x0, y0) 6= 0. Dazu existiert eina ∈ K mit 9(x0, y0) = a8(x0, y0). Da nach Voraussetzung auch
9(x0, y0) 6= 0 ist, folgt a 6= 0. Zu einem beliebigenx ∈ V wählen wir t := −8(x, y0)8(x0, y0)

−1 und
erhalten8(x + tx0 , y0) = 8(x, y0) + t 8(x0, y0) = 8(x, y0) − 8(x, y0) = 0. Die Voraussetzung liefert
dann 0= 9(x + tx0 , y0) = 9(x, y0) + t 9(x0, y0) = 9(x, y0) + ta8(x0, y0) = 9(x, y0) − a8(x, y0),
also9(x, y0) = a8(x, y0) für alle x ∈ V . Im komplex-hermiteschen Fall gilt9(y0, y0) ,8(y0, y0) ∈ R

und somit aucha∈ R.

Sindx1, y1 ∈ V weitere Elemente mit8(x1, y1) 6= 0, so gibt es analog einb 6= 0 in K (das im komplex-
hermiteschen Fall inR liegt) mit9(x, y1) = b8(x, y1) für alle x ∈ V . Da8 und9 hermitesch sind, gilt
dann insbesondereb8(y0, y1) = 9(y0, y1) = 9(y1, y0) = a8(y1, y0) = a8(y0, y1). Bei8(y0, y1) 6= 0
folgt a = b.

(2) Wendet man die Überlegungen aus (1) aufx ′
0 := y0, y ′

0 := x0, x ′
1 := y1, y ′

1 := x1 an, vertauscht also die
Rollen derxi undyi , so erhält man ganz analogb8(y ′

0, y
′
1) = a8(y ′

0, y
′
1), d.h.b8(x0, x1) = a8(x0, x1).

Bei8(x0, x1) 6= 0 folgt ebenfallsa = b.

(3) Sei schließlich8(y0, y1) = 8(x0, x1) = 0 und somit auch9(y0, y1) = 9(x0, x1) = 0. Dann wenden
wir die Überlegungen aus (1) mity ′′

0 := x1+y0 statty0 an. Dafür gilt8(x0, y
′′
0) = 8(x0, x1)+8(x0, y0) =

8(x0, y0) und ebenso9(x0, y
′′
0) = 9(x0, y0). Wie in (1) folgt b8(y ′′

0, y1) = a8(y ′′
0, y1). Diesmal ist

8(y ′′
0, y1) = 8(x1, y1)+8(y0, y1) = 8(x1, y1) 6= 0, und wir erhalten wie gewünschta = b. •

Abschnitt 12.B, Aufg. 16, p. 374 (1.6.2012) :

a) Sei8 eine Bilinearform auf demK-VektorraumV . Aus8(x, y) = 0 folge stets8(y, x) = 0, x, y ∈ V .
Dann ist8 symmetrisch oder alternierend.

b) Sei8 eine Sesquilinearform auf demC-VektorraumV . Aus8(x, y) = 0 folge stets8(y, x) = 0, x, y ∈
V . Dann ist8 = a9 (konstantes) Vielfaches einer hermiteschen Sesquilinearform9 auf V . (Ist dabei
a∈ Ri rein-imaginär, so ist8 ( komp lex -) sch ie fhe rm i t esch , d.h. es gilt8(x, y) = −8(y, x) für alle
x, y∈V .)

Beweis: a)8 sei nicht alternierend. Dann gibt es einx0 ∈ V mit 8(x0, x0) 6= 0. Wir zeigen8(x0, y) =
8(y, x0) für alle y ∈ V . Bei 8(x0, y) = 0 gilt dies nach Voraussetzung. Sei also8(x0, y) 6= 0. Für
t := −8(x0, x0)8(x0, y)

−1 gilt dann t 6= 0 sowie8(x0, x0+ty) = 8(x0, x0)+ t 8(x0, y) = 0 und folglich
nachVoraussetzung auch 0= 8(x0+ty , x0) = 8(x0, x0)+ t 8(y, x0). Es folgtt 8(x0, y) = −8(x0, x0) =
t 8(y, x0) und somit8(x0, y) = 8(y, x0).

Seien nuny, z ∈ V beliebig. Wir haben8(y, z) = 8(z, y) zu zeigen.

Bei8(x0, y) 6= 0 gilt für s := −8(z, y)8(x0, y)
−1 ∈ K dann8(sx0+ z, y) = s8(x0, y) + 8(z, y) = 0

und folglich nach Voraussetzung auch8(y, sx0+z) = 0, alsos8(y, x0)+8(y, z) = 0 und somit8(y, z) =
−s8(y, x0) = −s8(x0, y) = 8(z, y) , da8(x0, y) = 8(y, x0) bereits gezeigt wurde.
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Bei8(x0, y) = 0, also auch8(y, x0) = 0, gilt für r := −8(z, x0+y)8(x0, x0)
−1 ∈ K schließlich

8(rx0+ z, x0 +y) = r8(x0, x0)+ r8(x0, y)+8(z, x0+y) = r8(x0, x0)+8(z, x0+y) = 0.

Nach Voraussetzung folgt8(x0+y, rx0+z) = 0, alsor8(x0, x0)+8(y, x0)+8(x0+y, z) = r8(x0, x0)+
8(x0+y, z) = 0, und somit

8(y, z) = 8(x0+y, z)−8(x0, z) = −r8(x0, x0)−8(x0, z) = 8(z, x0+y)−8(z, x0) = 8(z, y) ,

da8(x0, z) = 8(z, x0) ebenfalls aus dem eingangs Gezeigten folgt.

b) Sei8 6= 0. Wir zeigen zunächst, dass es einx ∈ V mit 8(x, x) 6= 0 gibt. Andernfalls wäre8
schiefsymmetrisch, d.h.8(x, y) = −8(y, x) für beliebigex, y ∈ V . Dann ist aber auch i8(x, y) =
8(ix, y) = −8(y, ix) = i8(x, y), also8(x, y) = 8(y, x) = −8(x, y) und daher8 die Nullform.

Es gibt also einx0 ∈ V mit a := 8(x0, x0) 6= 0. Wir betrachten die Sesquilinearform9 := a−18, für die
9(x0, x0) = 1 ist, und zeigen zunächst9(y, x0) = 9(x0, y) für alley∈ V . Bei9(x0, y) = 0 gilt dies nach
Voraussetzung über8. Sei also9(x0, y) 6= 0. Für t := −9(x0, y)

−1 gilt dann t 6= 0 sowie9(x0, x0+ty) =
1 + t 9(x0, y) = 0 und folglich nach Voraussetzung auch 0= 9(x0 + ty , x0) = 1 + t 9(y, x0). Es folgt
t 9(y, x0) = −1 und somit9(x0, y)

−19(y, x0) = 1, d.h.9(y, x0) = 9(x0, y).

Seien nuny, z ∈ V beliebig. Wir haben9(y, z) = 9(z, y) zu zeigen.

Bei9(x0, y) 6= 0 gilt für s := −9(z, y)9(x0, y)
−1 ∈ K dann9(sx0+ z, y) = s9(x0, y) + 9(z, y) = 0

und folglich nach Voraussetzung auch9(y, sx0+z) = 0, alsos 9(y, x0)+9(y, z) = 0 und somit9(y, z) =
−s 9(y, x0) = −s9(x0, y) = 9(z, y) , da9(x0, y) = 9(y, x0) bereits gezeigt wurde.

Bei 9(x0, y) = 0, also auch9(y, x0) = 0, gilt für r := −9(z, x0+ y) ∈ K schließlich die Gleichung
9(rx0+z, x0+y) = r + r9(x0, y)+9(z, x0+y) = r +9(z, x0+y) = 0 und folglich nach Voraussetzung
auch9(x0 +y, rx0+z) = 0, alsor + r 9(y, x0)+9(x0+y, z) = r +9(x0+y, z) = 0. Somit erhält man
9(y, z) = 9(x0+y, z)−9(x0, z) = −r−9(x0, z) = 9(z, x0+y)−9(x0, z) = 9(z, x0+y)−9(z, x0) =
9(z, y) , da9(x0, z) = 9(z, x0) ebenfalls aus dem eingangs Gezeigten folgt.

Ist allgemein8= a9 mit a∈ Ri und einer hermiteschen Sesquilinearform9, so gilt a= −a und folglich
8(x, y) = a9(x, y) = −a 9(y, x) = −a9(y, x) = −8(y, x) für allex, y∈V . •

Abschnitt 12.C, Aufg. 1, p. 383 (1.6.2012) :

Der Typ einer reell-symmetrischen MatrixA∈ Mn(R) ändert sich nicht, wenn man sie als komplex-hermi-
tesche Matrix auffasst.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Charakterisierung des Typs gemäß Satz 12.C.11, da das charak-
teristische Polynom einer reellen Matrix nicht davon abhängt, ob es überR oder C gebildet wird und
sämtliche Nullstellen dieses Polynoms inC im hermiteschen Fall bereits reell sind. – Man kann aber auch
direkt schließen: Istv1, . . . , vn ∈ R

n eine Orthogonalbasis vonRn bzgl. der durchA auf R
n definierten

reell-symmetrischen Bilinearform8, so istv1, . . . , vn auch eine Orthogonalbasis vonC
n bzgl. der durchA

definierten komplex-hermiteschen Sesquilinearform9, und die Werte8(vi, vi) = 9(vi, vi) , i= 1, . . . , n,
aus denen der Typ von8 bzw.9 ablesbar ist, stimmen überein. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :

Man bestimme den Typ der folgenden hermiteschen Matrizen:
(

2 −2 0
−2 1 −2

0 −2 1

)
;
(

3 2 0
2 4 −2
0 −2 5

)
;
(

2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

)
;
(−1 −1 0

−1 −2 −2
0 −2 −5

)
;

(
1 1+ i 5

1 − i 2 i
5 −i 7

)
;




5 −2 −2 0
−2 6 0 0
−2 0 4 0

0 0 0 3


 ;




2 −2 0 1
−2 2 1 0

0 1 2 1
1 0 1 2


 ;

(
1 2 1
2 3 a

1 a 1

)
, a ∈ C ;

(
5 2 −1
2 1 −1

−1 −1 a

)
, a ∈ R ;

(
0 a b

a 0 c

b c 0

)
, a, b, c ∈ C .
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Lösung: Die Hauptminoren der 1. Matrix sindD0 = 1,D1 = 2,D2 =
∣∣∣∣

2 −2
−2 2

∣∣∣∣ = −2,D3 = 2 − 8 − 4 =

−10. Diese Folge enthält einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(2,1).

Die Hauptminoren der 2. Matrix sindD0 = 1,D1 = 3,D2 =
∣∣∣∣
3 2
2 4

∣∣∣∣ = 8,D3 = 60− 12− 20 = 28. Diese

Folge enthält keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(3,0).

Die Hauptminoren der 3. Matrix sindD0 = 1,D1 = 2,D2 =
∣∣∣∣
2 2
2 5

∣∣∣∣ = 6,D3 = 50+16+16−20−32−20 =

10. Diese Folge enthält keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(3,0).

Die Hauptminoren der 4. Matrix sindD0 = 1,D1 = −1,D2 =
∣∣∣∣
−1 −1
−1 −2

∣∣∣∣ = 1,D3 = −10+ 4 + 5 = −1.

Diese Folge enthält 3 Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(0,3).

Die Hauptminoren der 5. Matrix sindD0 = 1,D1 = 1,D2 =
∣∣∣∣

1 1+i
1−i 2

∣∣∣∣ = 0,D3 = 14− 5+5i − 5−

5i + 50− 1 − 14 = 39. Da einer der Hauptminoren gleich 0 ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem
man aber wie in Beispiel 12.C.4 vorgeht, also die zu Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge
durchläuft und somit die Bildung der Haupminoren unten rechts statt oben links beginnt, bekommt man die

HauptminorenfolgeD′
0 = 1,D′

1 = 7,D′
2 =

∣∣∣∣
2 i

−i 7

∣∣∣∣ = 13,D′
3 = 39 ohne Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist

der Typ der Matrix also(3,0).

Die Hauptminoren der 6. Matrix sindD0 = 1,D1 = 5,D2 =
∣∣∣∣

5 −2
−2 6

∣∣∣∣ = 5,D3 =

∣∣∣∣∣
5 −2 −2

−2 6 0
−2 0 4

∣∣∣∣∣ = 80,

D4 = 240. Diese Folge enthält keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(4,0).

Die Hauptminoren der 7. Matrix sindD0 = 1,D1 = 2,D2 =
∣∣∣∣

2 −2
−2 2

∣∣∣∣ = 0 etc. Da einer der Hauptminoren

gleich 0 ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem man aber wie in Beispiel 12.C.4 vorgeht, also die zu
Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge durchläuft und somit die Bildung der Haupminoren unten

rechts statt oben links beginnt, bekommt man die HauptminorenfolgeD′
0 = 1,D′

1 = 2,D′
2 =

∣∣∣∣
2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3,

D′
3 =

∣∣∣∣∣
2 1 0
1 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣ = 4,D′
4 =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 0 1
−2 2 1 0

0 1 2 1
1 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

0 −2 −2 −3
0 2 3 4
0 1 2 1
1 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣
0 2 −1
0 −1 2
1 2 1

∣∣∣∣∣ = −3.

Diese Folge enthält einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix also(3,1).

Die Hauptminoren der 8. Matrix sindD0 = 1,D1 = 1,D2 =
∣∣∣∣
1 2
2 3

∣∣∣∣ = −1,D3 = 3+4 Rea−3−|a|2−4 =

−(Rea − 2)2 − (Im a)2. Diese Folge enthält beia 6= 2 einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ
der Matrix dann(2,1). Bei a = 2 istD3 = 0, also 12.C.4 nicht anwendbar. In diesem Fall ist der Rang
der Matrix und damit der Rang der zugehörigen Form8 gleich 2. Beschränkt auf den Raum, der von den

ersten beiden Basisvektoren erzeugt wird, hat sie die Gramsche Matrix

(
1 2
2 3

)
vom Typ(1,1). Daher hat

8 auch insgesamt den Typ(1,1).

Die Hauptminoren der 9. Matrix sindD0 = 1,D1 = 5,D2 =
∣∣∣∣
5 2
2 1

∣∣∣∣ = 1,D3 = 5a+2+2−1−5−4a = a−2.

Bei a>2 enthält die Folge keinen Zeichenwechsel, der Typ ist dann(3,0). Beia<2 enthält die Folge einen
Zeichenwechsel, der Typ ist dann(2,1). Bei a=2 enthält die Folge keinen Zeichenwechsel, aber der Rang
der Matrix ist nur 2. Ihr Typ ist dann(2,0).

Bei der 10. Matrix ist das Hurwitzsche Kriterium 12.C.4 nicht so wie oben anwendbar. Wir benutzen daher
12.C.11 und die Descartsche Vorzeichenregel, vgl. Aufg. 4. Das charakteristische Polynom der Matrix ist
X3 −

(
|a|2 + |b|2 + |c|2

)
X − 2 Re(abc) = X3 + a2X

2 + a1X + a0 mit a2 = 0, a1 = −|a|2 − |b|2 − |c|2,
a0 = −2 Re(abc). Im Fall a = b = c = 0 ist der Typ gleich(0,0). Andernfalls ist der Koeffizienta1 von
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X in diesem charakteristischen Polynom negativ. Bei Re(abc) > 0 hat die Koeffizientenfolgea0, a1, a2,1
einen Zeichenwechsel und die Folgea0,−a1, a2,−1 zwei Zeichenwechsel, der Typ ist also(1,2). Bei
Re(abc) < 0 hat die Koeffizientenfolgea0, a1, a2,1 zwei Zeichenwechsel und die Folgea0,−a1, a2,−1
einen Zeichenwechsel, der Typ ist also(2,1). Bei Re(abc) = 0, aberabc 6= 0, hat die Koeffizientenfolge
a0, a1, a2,1 einen Zeichenwechsel und die Folgea0,−a1, a2,−1 ebenfalls einen Zeichenwechsel, der Typ
ist also(1,1). •

Abschnitt 12.C,Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :

Man bestimme den Typ der folgenden hermiteschen Matrizen:

( −2 1− i 4
1 + i −1 − i

4 i −2

)
;




0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0


 ;




1 2 2 1
2 2 1 1
2 1 0 1
1 1 1 1


 .

Lösung: Die Hauptminoren der 1. Matrix sindD0 = 1, D1 = −2, D2 = 0, D3 = 6. Da einer der
Hauptminoren gleich 0 ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem man aber wie in Beispiel 12.C.4
vorgeht, also die zu Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge durchläuft und somit die Bildung
der Haupminoren unten rechts statt oben links beginnt, bekommt man die HauptminorenfolgeD′

0 = 1,
D′

1 = −2,D′
2 = 3,D′

3 = 6, der Typ ist also(1,2) .

Die Determinante der 2. Matrix ist 0, das Hurwitz-Kriterium ist also nicht anwendbar. Ihr charakteristisches
Polynom istX4 −4X2 = X2(X−2)(X+2). Sie hat also nur einen positiven und einen negativen Eigenwert,
ihr Typ ist daher nach dem Eigewertkriterium 12.C.11 gleich(1,1).

Die Determinante der 2. Matrix ist ebenfalls 0. Ihr charakteristisches PolynomX4 − 4X3 − 7X2 + 4X hat
aber nach dem Zwischenwertsatz Nullstellen in ]−∞,−1] , in 0 und in den Intervallen [1/4,1] , [1,∞] .
Der Typ der Matrix ist also nach dem Eigenwertkriterium 12.C.11 gleich(2,1). •

Abschnitt 12.C,Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :

a) Man bestimme diejenigena∈ R, für die die symmetrische Form8 aufR3 mit

8
(
(x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)

)
:= −x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x1y3 + 3x3y1 − 5x2y2 + x2y3 + x3y2 + ax3y3

negativ definit ist.

b) Man bestimme diejenigena∈ R, für die die symmetrische Form8 aufR3 mit

8
(
(x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)

)
:= x1y1 + x1y2 + x2y1 + 3x2y2 − x2y3 − x3y2 + ax3y3

positiv definit ist.

c) Man bestimme diejenigena∈ C, für die die komplex-hermitesche Form8 aufC2 mit

8
(
(z1, z2) , (w1, w2)

)
:= z1w1 + (2 + i) z1w2 + (2 − i) z2w1 + a z2w2

positiv definit ist.

Lösung: a) Die Gramsche Matrix von8 bzgl. der Standardbasis ist

(−1 2 3
2 −5 1
3 1 a

)
mit den Hauptminoren

D0 = 1,D1 = −1,D2 = 1,D3 = a+58. Genau füra<−58 ist der Typ also(0,3), d.h.8 negativ definit.

b) Die Gramsche Matrix von8 bzgl. der Standardbasis ist

(
1 1 0
1 −3 −1
0 −1 a

)
mit den HauptminorenD0 = 1,

D1 = 1,D2 = 2,D3 = 2a−1. Genau füra> 1
2 ist der Typ also(3,0), d.h.8 positiv definit.

c) Die Gramsche Matrix von8 bzgl. der Standardbasis ist

(
1 2+i

2−i a

)
mit den HauptminorenD0 = 1,

D1 = 1,D2 = b − (2+i)(2−i) = a−5. Genau füra> 5 ist der Typ also(2,0), d.h.8 positiv definit. •
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Abschnitt 12.C,Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :

Die komplex-hermiteschen Sesquilinearformen8,9 : C
3 × C

3 → C seien gegeben durch

8
(
(z1, z2, z3) , (w1, w2, w3)

)
:= z1w1 + i z1w2 − i z2w1 + z2w2 + z2w3 + z3w2 ,

9
(
(z1, z2, z3) , (w1, w2, w3)

)
:= 2z1w1 + i z1w2 − i z2w1 + (1+i)z2w3 + (1−i)z3w2 .

Man gebe die Gramschen Matrizen von8 bzgl. der Standardbasis und bezüglich der Basisv1 := (1,0,1) ,
v2 := (i,0,1) , v3 := (0,1,0) vonC

3 an sowie die Gramschen Matrizen von9 bzgl. der Standardbasis und
bezüglich der Basisv1 := (1, i,0) , v2 := (1,0,1) , v3 := (0,1, i) von C

3. Man bestimme auch die Typen
von8 bzw.9.

Lösung: Die Gramsche Matrix von8 bzgl. der Standardbasise ist Ge,e(8) =
(

1 i 0
−i 1 1

0 1 0

)
, die

Gramsche Matrix von8 bzgl. der Basisv = (v1, v2, v3) ist

Gv,v(8) =
(

1 0 1
i 0 1
0 1 0

)(
1 i 0

−i 1 1
0 1 0

)(
1 −i 0
0 0 1
1 1 0

)
=
(

1 −i 1 + i
i 1 0

1 − i 0 1

)
.

Das charakteristische Polynom vonGe,e(8) ist X3 − 2X2 −X+ 1. Nach dem Zwischenwertsatz hat es
Nullstellen in den Intervallen ]− 1,0[ , ]0,1[ , ]1,3[ . Mit 12.C.11 sieht man, dass8 den Typ(2,1) hat.
Man könnte auch so schließen: Die Determinante vonGe,e(8) ist −1, der Typ von8 kann also nur(0,3)
oder(2,1) sein. Der erste Fall wird schon dadurch ausgeschlossen, dass8(e1, e1) = 1 ist.

Die Gramsche Matrix von9 bzgl. der Standardbasis istGe,e(9) =
(

2 i 0
−i 0 1 + i

0 1− i 0

)
, die Gramsche

Matrix von9 bzgl. der Basisv = (v1, v2, v3) ist

Gv,v(9) =
(

1 i 0
1 0 1
0 1 i

)(
2 i 0

−i 0 1 + i
0 1− i 0

)(
1 1 0

−i 0 1
0 1 −i

)
=
(

4 2+ i 1 + 2i
2 − i 2 1

−2i + 1 1 2

)
.

Das charakteristische Polynom vonGe,e(9) ist X3− 2X2− 2X+ 4 = (X− 2)(X−
√

2)(X+
√

2) mit 2
positiven und einer negativen Nullstelle. Nach 12.C.11 hat daher9 den Typ(2,1). Da die Determinante
vonGe,e(9) gleich−4 ist, kann man auch wie oben bei8 schließen. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 3, p. 383 (1.6.2012) :

SeiA eine hermitesche Matrix.

a) Genau dann istA positiv (bzw. negativ) definit, wenn alle Eigenwerte vonA positiv (bzw. negativ) sind.

b) Genau dann istA positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn alle Eigenwerte vonA nicht-negativ (bzw.
nicht-positiv) sind.

Beweis: a) Genau dann istA ∈ Mn(K) positiv (bzw. negativ) definit, wennA den Typ(n,0) (bzw. (0, n) )
hat. Nach Satz 12.C.11 ist dies genau dann der Fall, wenn allen Eigenwerte vonA positiv (bzw. negativ)
sind.

b) Genau dann istA ∈ Mn(K) positiv (bzw. negativ) semidefinit, wennA den Typ(n′,0) (bzw. (0, n′) ) hat
mit n′ ≤ n. Nach Satz 12.C.11 ist dies genau dann der Fall, wenn allen Eigenwerte vonA nicht-negativ
(bzw. nicht-positiv) sind. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 4, p. 383 (1.6.2012) :

SeiA ∈ Mn (K) eine hermitesche Matrix mit dem charakteristischen Polynom

χA = a0 + a1X + · · · + an−1X
n−1 +Xn .

Dann istA vom Typ(p, q), wobeip dieAnzahl derVorzeichenwechsel in der Folgea0, a1, . . . , an−1,1 ist und
q die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folgea0 ,−a1 , . . . , (−1)n−1an−1 , (−1)n. ( D e s c a r t e s s c h e
V o r z e i c h e n r e g e l )
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Beweis:DaAhermitesch ist, besitztAnach Satz 12.C.11n reelle (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte,
d.h.χA zerfällt überR in Linearfaktoren. Nach Band 1, 15.A, Aufg. 22 ist dannp die Anzahl der positiven
Eigenwerte vonA. Die positiven Nullstellen vonχA(−X) = a0−a1X+· · ·+(−1)n−1an−1X

n−1+(−1)nXn

sind die negativen Eigenwerte vonA. Ihre Anzahl ist analog die Anzahlq der Vorzeichenwechsel in der
Folgea0 ,−a1 , . . . , (−1)n−1an−1 , (−1)n. Somit ist(p, q) der Typ vonA. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 5, p. 383 (1.6.2012) :

SeienA ∈ Mn (K) eine hermitesche Matrix vom Typ(p, q) undm ∈ N
∗. Dann istAm vom Typ (p, q),

fallsm ungerade ist, und vom Typ(p+ q,0), fallsm gerade ist. IstA invertierbar, so gilt die entsprechende
Aussage für allem ∈ Z.

Beweis:Sindλ1, . . . , λn die (reellen) Eigenwerte der (diagonalisierbaren) MatrixA, so sindλm1 , . . . , λ
m
n die

Eigenwerte vonAm. Bei ungerademm hatλmi dasselbe Vorzeichen wieλi , bei gerademm undλi 6= 0 istλmi
stets positiv. Daraus folgt die Behauptung mit Satz 12.C.11. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 6, p. 383 (1.6.2012) :

a) Seif :V → W eine lineare Abbildung endlichdimensionalerK-Vektorräume. AufW sei eine positiv
definite hermitesche Form〈−,−〉 gegeben. Die Form(x, y) 7→ 〈f (x), f (y)〉 auf V ist dann hermitesch
vom Typ(Rangf,0) .

b) SeiA eine beliebigem× n-Matrix überK. Dann isttAA hermitesch vom Typ(RangA ,0) .

Beweis: a) Da 〈−,−〉 positiv definit ist, gilt 〈f (x), f (x)〉 ≥ 0 für alle x ∈ V . Daher ist die Form
〈f (−), f (−)〉 positiv semidefinit, ihr Typ ist also von der Form(p,0).

Es gibt eine Basisu1, . . . , ur , v1, . . . , vs vonV derart, dass die Elementeu1, . . . , ur eine Basis von Kernf
bilden undf (v1), . . . , f (vs) eine Basis von Bildf ist (vgl. den Beweis des Rangsatzes 5.E.1). Insbesondere
ist r+ s = n := DimKV unds = Rangf . Für ein beliebigesx =

∑
aivi ∈ Kv1+ · · ·+ Kvs , x 6= 0, sind

danna1, . . . , as nicht alle gleich 0, d.h. es ist auchf (x) =
∑
aif (vi) 6= 0 und somit〈f (x), f (x)〉 > 0, da

〈−,−〉 positiv definit ist. Daher ist der Trägheitsindexp ≥ s. Wegen〈f (x), f (x)〉 = 0 für allex∈ Kernf
ist andererseitsp ≤ n− r = s. Es folgtp = s = Rangf . – Übrigens ist Kernf das RadikalV ⊥ der Form
〈f (−), f (−)〉, vgl. auch Aufg. 7.

b) Wir versehenKn mit dem Standardskalarprodukt〈−,−〉 und wenden dann a) auf die durchA definier-
te lineare Abbildungf : K

n → K
m mit f (x) := Ax an. Für die Standardbasise1, . . . , en von K

n gilt
〈f (ei) , f (ej )〉 = t(Aei)Aej = tei

tAA ej , d.h. die Form〈f (−), f (−)〉 hat die Gramsche MatrixtAA bzgl.
der Standardbasis. Die Behauptung folgt nun aus a). •

Abschnitt 12.C, Aufg. 7, p. 383 (1.6.2012) :

Sei8 = 〈−,−〉 eine positiv semidefinite hermitesche Form auf demK-VektorraumV .

a) Für beliebige Vektorenx1, . . . , xn ∈ V ist

∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn〉
...

. . .
...

〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣
≥ 0 .

b) Für beliebigeVektorenx, y∈V ist |〈x, y〉|2≤ 〈x, x〉〈y, y〉 (Cauchy-Schwarzsche Ungle ichung) .

c) Für x ∈ V gilt x ∈ V ⊥ genau dann, wennx⊥x ist. Das RadikalV ⊥ der Form8 ist also gleich dem
Lichtkegel{x ∈ V | 〈x, x〉 = 0} von8.

d) Auf V := V/V ⊥ wird durch8(x, y) := 8(x, y), x, y ∈ V , eine positiv definite hermitesche Form
definiert.

e)Genau dann ist8 positiv definit, wenn8 nicht-ausgeartet ist.

Beweis: a) Sind die Vektorenx1, . . . , xn linear abhängig, so ist die angegebene Determinante nach Lemma
12.A.11 gleich 0. Wir können also annehmen, dass die Vektorenx1, . . . , xn linear unabhängig und daher
Basis eines UnterraumsV ′ vonV sind. Die zu betrachtende Determinante ist die Determinante der Funda-
mentalmatrixC von8|V ′ bzgl.x1, . . . , xn. Da8|V ′ nachVoraussetzung über8 positiv semidefinit, also vom
Typ (p,0), ist, gibt es nach Korollar 12.C.3 eine invertierbare MatrixA∈ GLn(K) derart, dassC = tAE

p,0
n A

gilt mit der DiagonalmatrixEp,0n = Diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0). Mit den Rechenregeln für Determinanten folgt
DetC = Det

(
tAE

p,0
n A

)
= DetA · DetA · DetEp,0n = | DetA|2 δn,p ≥ 0.
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b) Im Fall n = 2, x1 := x, x2 := y, liefert a) 0 ≤
∣∣∣∣
〈x, x〉 〈x, y〉
〈y, x〉 〈y, y〉

∣∣∣∣ = 〈x, x〉〈y, y〉 − |〈x, y〉|2, d.h.

〈x, x〉〈y, y〉 ≥ |〈x, y〉|2.
c) Natürlich folgt ausx ∈ V ⊥ erst rechtx⊥x. Umgekehrt folgt ausx⊥x, d.h.〈x, x〉 = 0, mit b) für jedes
y∈ V sofort|〈x, y〉|2≤ 〈x, x〉〈y, y〉 = 0, also〈x, y〉 = 0, und insgesamtx∈ V ⊥. •
d) Wir zeigen zunächst, dass8 wohldefiniert ist: Ausx = x ′ undy = y ′ folgt x−x ′ ∈ V ⊥, y−y ′ ∈ V ⊥ und
daher8(x, y)−8(x ′, y ′) = 8(x, y)−8(x, y ′)+8(x, y ′)−8(x ′, y ′) = 8(x, y−y ′)+8(x−x ′, y ′) = 0,
also8(x, y) = 8(x ′, y ′).
8 ist wie8 eine positiv semidefinite hermitesche Form. Aus8(x, x) = 0, also8(x, x) = 0, folgt wegen c)
bereitsx∈ V ⊥, d.h.x = 0. Daher ist8 positiv definit.
e) Wenn8 positiv definit ist, so ist8 erst recht nicht-ausgeartet. Sei umgekehrt8 nicht-ausgeartet, also
81 :

(
y 7→ (x 7→ 〈x, y〉)

)
injektiv. Füry 6= 0 ist dannx 7→ 〈x, y〉 nicht die Nullabbildung, d.h. es gibt ein

x ∈ V mit 〈x, y〉 6= 0. Daher isty /∈ V ⊥. Nach c) folgt〈y, y〉 6= 0, also〈y, y〉 > 0, da8 positiv semidefint
ist. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 8, p. 384 (1.6.2012) :
Seien8 und9 positiv semidefinite Formen auf demK-VektorraumV . Genau dann ist8+9 positiv definit,
wenn die Radikale von8 bzw.9 nur den Nullvektor gemeinsam haben.
Beweis:Mit 8 und9 ist trivialerweise auch8+9 positiv semidefinit. Für einx 6= 0 ausV gilt genau dann
(8 + 9)(x, x) = 0, wenn8(x, x) = 0 = 9(x, x) gilt. Nach Aufg. 7c) ist dies genau dann der Fall, wenn
x im Radikal von8 und im Radikal von9 liegt. Genau dann ist also(8 + 9)(x, x) > 0 für allex 6= 0,
wenn stets8(x, x) oder aber9(x, x) positiv ist, d.h. wenn die Radikale von8 bzw.9 nur den Nullvektor
gemeinsam haben. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 9, p. 384 (1.6.2012) :
Sei8 = 〈−,−〉 eine hermitesche Form auf einem endlichdimensionalenK-VektorraumV mit der Basis
v = (v1, . . . , vn). Dann sind äquivalent: (1)8 ist positiv semidefinit.

(2) Für jedesr, 1≤ r ≤ n, und jede Folge 1≤ i1 < · · · < ir ≤ n gilt

∣∣∣∣∣∣

〈vi1, vi1〉 · · · 〈vi1, vir 〉
...

. . .
...

〈vir , vi1〉 · · · 〈vir , vir 〉

∣∣∣∣∣∣
≥ 0 (d.h.

sämtliche Diagonalminoren der Gramschen MatrixGv,v(8) sind nicht-negativ).
1. Beweis:Sei (2) erfüllt und seir ist die größte natürliche Zahlρ, zu der es einen DiagonalminorA{i1,...,ir} 6= 0
der Ordnungρ vonA = Gv,v gibt. Dann gibt es nach dem verallgemeinerten Hurwitzschen Kriterium 12.C.8
eine Permutationσ ∈ Sr derart, dass in der Folge der Hauptminoren 1= D′

0 ,D
′
1, . . . , D

′
r der Gramschen

Matrix von8 bezüglichviσ1 , . . . , viσr niemals zwei benachbarte Glieder verschwinden. Da dieD′
j durch

Vertauschen von Zeilen und und von Spalten gemäß derselben Permutation aus den nach Voraussetzung
positiven Determinanten hervorgehen, sind sie sämtlich≥ 0. Der Morse-Indexq von8 ist daher 0, und8
somit nach 12.C.8 positiv semidefinit. Die Umkehrung ergibt sich sofort aus Aufg. 7a). •
2. Beweis:Für die Koeffizienten des charakteristischen PolynomsχA = Xn+ an−1X

n−1+ · · · + a1X+ a0

gilt nach 11.A, Aufg. 48b) und der Voraussetzung (2)(−1)n−rar ≥ 0. Die Folge

a0,−a1, . . . , (−1)n−1an−1, (−1)n

besitzt also keine Vorzeichenwechsel. Nach 12.C, Aufg. 4 istA daher positiv semidefinit. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 10, p. 384 (1.6.2012) :
Seien8 und9 hermitesche Formen auf demK-VektorraumV . Es sei9 positiv definit. Folgende Aussagen
sind äquivalent: (1)8 ist positiv semidefinit. (2) Für alleε > 0 ist8+ ε9 positiv definit. (3) Es gibt eine
Nullfolge (εn) in R derart, dass8+ εn9 für allen ∈ N positiv semidefinit ist.
Beweis: (1) ⇒ (2) Für allex 6= 0 inV gilt nach Voraussetzung8(x, x) ≥ 0 und9(x, x) > 0. Daraus folgt
(8+ ε9)(x, x) = 8(x, x)+ ε9(x, x) > 0. (2) ⇒ (3) ist trivial.
(3) ⇒ (1)Angenommen, es gebe einx∈ V mit 8(x, x) < 0. Dann ist−8(x, x)/9(x, x) > 0, und wegen
lim εn = 0 gibt es einεn mit εn < −8(x, x)/9(x, x), also mit(8+εn9)(x, x) = 8(x, x)+εn9(x, x) < 0
im Widerspruch zu (3). •



12 Lösungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5

Abschnitt 12.C, Aufg. 11, p. 384 (1.6.2012) :

Sei8 eine komplex-hermitesche Form auf dem komplexen VektorraumV , den wir in natürlicher Weise auch
als reellen Vektorraum auffassen.

a) Re8 ist eine reell-symmetrische Form aufV .

b) Genau dann ist Re8 positiv definit, negativ definit, positiv semidefinit, negativ semidefinit bzw. indefinit,
wenn Entsprechendes für8 gilt.

c) Ist V endlichdimensional und8 vom Typ(p, q), so ist Re8 vom Typ(2p,2q).

Beweis:a) Fürx, y∈ V gilt nach Voraussetzung8(x, y) = 8(y, x), also Re8(x, y) = Re8(y, x).

b) Da8 komplex-hermitesch ist, also stets8(x, x) = 8(x, x) gilt, ist 8(x, x) stets reell und es gilt stets
Re8(x, x) = 8(x, x).

c) Nach dem Sylvesterschen Trägheitssatz 12.C.2 gibt es eineC-Basisv1, . . . , vn von V derart, dass die
Gramsche Matrix von8 bzgl. dieser Basis die FormEp,qn = Diag(1, . . . ,1,−1, . . . ,−1,0 . . . ,0) hat.
Bzgl. derR-Basisv1, iv1, . . . , vn, ivn vonV hat Re8 dann wegen

Re8(vj , vk) = 8(vj , vk) ∈ {1,−1,0},
Re8(ivj , vk) = Re i8(vj , vk) = − Im8(vj , vk) = 0,

Re8(vj , ivk) = − Re i8(vj , vk) = Im8(vj , vk) = 0,

Re8(ivj , ivk) = − Re i28(vj , vk) = Re8(vj , vk) = 8(vj , vk) ∈ {1,−1,0}

die Gramsche MatrixE2p,2q
2n = Diag(1,1, . . . ,1,1,−1,−1, . . . ,−1,−1,0,0, . . . ,0,0). •

Abschnitt 12.C, Aufg. 12, p. 384 (1.6.2012) :

SeiA = (aij ) ∈ Mn (K) eine hermitesche Matrix mit|aii | >
∑n
j=1, j 6=i |aij |. Dann istA vom Typ (p, q),

wobeip die Anzahl deri mit aii>0 ist undq = n−p die Anzahl deri mit aii<0.

Beweis: Für die HauptminorenDk = Det(aij )1≤i,j≤k von A gilt erst recht|aii | >
∑k
j=1, j 6=i |aij |. Mit 9.D,

Aufg. 15 erhält man dahera11 · · · akk Dk > 0 für allek. Es folgt, dassakkDk stets dasselbe Vorzeichen hat
wie Dk−1, d.h. dass an der Stellek−1 in der Folge der Hauptminoren genau dann ein Vorzeichenwechsel
vorliegt, wennakk negativ ist. Das Hurwitz-Kriterium 12.C.4 liefert somit die Behauptung. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 15, p. 385 (1.6.2012) :

SeienV ein orientierter reeller Vektorraum der Dimensionn ∈ N
∗ und8 eine reell-symmetrische Form vom

Typ (p, q) aufV . Dann gibt es eine die Orientierung vonV repräsentierende Basisv1, . . . , vn vonV , bzgl.
der die Gramsche Matrix von8 gleichE

p,q
n ist.

Beweis: Nach dem Sylvesterschen Trägheitssatz 12.C.2 gibt es eine Basisv1, . . . , vn von V derart, dass
die Gramsche Matrix von8 bzgl. dieser Basis die FormEp,qn = Diag(1, . . . ,1,−1, . . . ,−1,0 . . . ,0) hat.
Repräsentiert diese Basis nicht die Orientierung vonV , so ersetze man einen der Basisvektorenvi durch
−vi . Dann repräsentiert die so erhaltene Basis vonV die Orientierung, und die Gramsche Matrix hat sich
dabei nicht geändert. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 16, p. 385 (1.6.2012) :

Eine hermitesche Form auf einemK-VektorraumV ist genau dann anisotrop, wenn sie (positiv oder negativ)
definit ist.

Beweis:Definite Formen sind natürlich anisotrop. Ist umgekehrt die hermitesche Form8 anisotrop, so gibt
es (notwendigerweise linear unabhängige) Elementev,w ∈ V mit 8(v, v) > 0 und8(w,w) < 0. Dann
nimmt die (höchstens) quadratische Polynomfunktion [0,1] → R mit t 7→ 8(tv + (1−t)w, tv + (1−t)w)
nach dem Zwischenwertsatz den Wert 0 an im Widerspruch dazu, dass8 anisotrop ist. (Man kann natürlich
auch direkt zeigen, dass die Beschränkung von8 auf den 2-dimensionalen UnterraumKv + Kw von 0
verschiedene isotrope Vektoren besitzt.) •
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Abschnitt 12.C, Aufg. 17, p. 385 (1.6.2012) :

Seien8 und9 indefinite hermitesche Formen auf demK-VektorraumV mit dem gleichen Lichtkegel. Dann
unterscheiden sich8 und9 nur um einen Faktora ∈ R

× (d.h. es ist8 = a9 mit einema ∈ R
×).

Beweis:NachVoraussetzung gibt esv0, w0∈ V mit9(v0, v0) > 0 und9(w0, w0) < 0. Dann ist8(v0, v0) 6=
0, und es gibt eina ∈ R

× mit 8(v0, v0) = a9(v0, v0). Es genügt nun zu zeigen, dass auch8(w0, w0) =
a9(w0, w0) ist. Dann gilt nämlich generell8 = a9. Es genügt nach Satz 12.B.2 dies auf der Diagonalen
vonV zu beweisen.

Sei dazux∈ V . Ist9(x, x) = 0, so ist auch 0= 8(x, x) = a9(x, x) nach Voraussetzung. Ist9(x, x) > 0,
so betrachten wir die Vektorenx,w0 stattv0, w0 und erhalten8(x, x) = a9(x, x). Ist 9(x, x) < 0, so
betrachten wir die Vektorenv0, x stattv0, w0 und erhalten wiederum8(x, x) = a9(x, x).

Zum Beweis von8(w0, w0) = a9(w0, w0) betrachten wir die reellen Polynome

F(t) := 9
(
tv0 + (1−t)w0 , tv0 + (1−t)w0

)
und G(t) := a−18

(
tv0 + (1−t)w0 , tv0 + (1−t)w0

)

vom Grad≤ 2. Nach Wahl vona ist F(1) = G(1) > 0 undF(0) = 9(w0, w0) < 0. Daher besitztF
im Intervall [0,1] eine Nullstellet1. Nach Voraussetzung ist dann auchG(t1) = 0. Ist GradF = 2, so
besitztF eine weitere reelle Nullstellet2, die dann auch eine Nullstelle vonG ist. Dann stimmenF und
G an den 3 Stellen 1, t1, t2 überein und sind daher identisch. Insbesondere ist dann auch9(w0, w0) =
F(0) = G(0) = a−18(w0, w0). Genau dann istF ein Polynom vom Grad 1, wenn der Koeffizient
9(v0, v0)+9(w0, w0)−9(v0, w0)−9(w0, v0) = 9(v0−w0, v0−w0) verschwindet. Dann verschwindet
aber nach Voraussetzung auch der Koeffizient vont2 beiG, undG ist ebenfalls linear. Dann sindF undG
aber schon gleich an den beiden Stellen 1, t1 übereinstimmen. Wiederum folgt das Gewünschte9(w0, w0) =
F(0) = G(0) = a−18(w0, w0). •

Abschnitt 12.C, Aufg. 18, p. 385 (1.6.2012) :

Seien8 und9 symmetrische Bilinearformen auf dem reellen VektorraumV . Sind8 und9 nicht negativ
semidefinit und sind die Mengen{x ∈ V | 8(x, x) = 1} und{x ∈ V | 9(x, x) = 1} gleich, so sind8 und
9 identisch.

Beweis: Generell gilt: Genau dann ist8(x, x) = a > 0, wenn9(x, x) > 0 ist, und in diesem Fall ist
8(x, x) = 9(x, x). Aus8(x, x) = a > 0 folgt nämlich8(x/

√
a , x/

√
a ) = 1 = 9(x/

√
a , x/

√
a ) und

somit9(x, x) = a.

Seiv0 ∈ V mit 8(v0, v0) = 9(v0, v0) > 0. Sei nunv∈ V beliebig. Nach Satz 12.B.2 genügt es zu zeigen,
dass8(v, v) = 9(v, v) ist. Dazu betrachten wir die qudratischen Formen(s, t) 7→ 8(sv0+ tv, sv0+ tv)
und (s, t) 7→ 9(sv0+ tv, sv0+ tv). Sie sind im Punkt(1,0) beide positiv, stimmen also dort und damit
aus Stetigkeitsgründen in einer ganzen Umgebung positiv und damit gleich. Dann sind sie aber überhaupt
identisch, insbesondere sind die Werte8(v, v) bzw.9(v, v) an der Stelle(0,1) gleich. •
Bemerkung: Man könnte die Aussage auch auf das Ergebnis von Aufg. 17 zurückführen. Dazu betrachtet
man die Formen8′ und9 ′ auf dem VektorraumV ⊙ R mit 8′((v, a), (w, b)

)
:= 8(v,w) − ab und

9 ′((v, a), (w, b)
)

:= 9(v,w)− ab. Diese erfüllen die Voraussetzungen von Aufg. 17. Man führe dies aus.

Abschnitt 12.C, Aufg. 19, p. 385 (1.6.2012) :

Sei8 eine hermitesche Form vom Typ(p, q) auf einemn-dimensionalenK-Vektorraum. Dann gibt es einen
Unterraum der Dimensionm := Min (p, q)+ n− (p + q) = n− Max (p, q), auf dem8 die Nullform ist,
und jeder Unterraum, auf dem8 die Nullform induziert (ein solcher Unterraum heißt t o t a l i so t r op bzgl.
8), hat eine Dimension≤ m.

Beweis:Wir wählen eine Basisv1, . . . , vp, vp+1, . . . , vp+q, vp+q+1, . . . , vn vonV derart, dass die Gramsche
Matrix von8 bzgl. dieser Basis die FormEp,qn = Diag(1, . . . ,1,−1, . . . ,−1,0 . . . ,0) hat. Dies ist nach
dem Sylvesterschen Trägheitssatz 12.C.2 möglich. Seir := Min (p, q) . Dann ist8 auf demm-dimensio-
nalen Unterraum vonV mit der Basisv1− vp+1, . . . , vr− vp+r , vp+q+1 . . . , vn offenbar die Nullform.

Sei nunU ein Unterraum vonV mit 8|U = 0. Dann istU ∩ (Kv1 + · · · + Kvp) = 0, also DimU≤ n−p,
undU ∩ (Kvp+1 + · · · + Kvp+q) = 0, also DimU≤ n−q. Es folgt DimU≤ n− Max (p, q). •
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Abschnitt 12.C, Aufg. 20, p. 386 (1.6.2012) :

Die Funktion(A,B) 7→ Sp(A tB) ist eine positiv definite hermitesche Form auf Mn (K) für jedesn ∈ N.

Beweis: Mit 8.A.18 erhält manSp(A tB) = Sp
(
A tB

)
= Sp(B tA) , d.h. die Form ist hermitesch. Für

A = (aij ) gilt außerdem Sp(A tA) = Sp
( n∑
j=1

aij akj
)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aij aij =
n∑

i,j=1
|aij |2 > 0, falls nur einer der

Koeffizientenaij von 0 verschieden ist. Die Form ist also positiv definit. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 21, p. 386 (1.6.2012) :

a) Die Spurform(A,B) 7→ Sp(AB) auf Mn (R) ist symmetrisch vom Typ
((
n+1

2

)
,
(
n

2

))
. Mn (R) ist die

orthogonale Summe des Unterraums M+
n (R) der symmetrischen Matrizen, auf dem die Spurform positiv

definit ist, und des Unterraumson(R) = M−
n (R) der schiefsymmetrischen MatrizenA (mit tA = −A) , auf

dem die Spurform negativ definit ist.

b) Der Realteil der Spurform(A ,B) 7−→ Re Sp(AB) ist eine reell-symmetrische Bilinearform auf Mn(C)
vom Typ(n2, n2) .

c) Seiun(C) = M−
n (C) derR-Vektorraum der komplex-schiefhermiteschen MatrizenA (mit tA = −A ) .

Dann ist (A ,B) 7−→ Sp(AB) = −Sp(A tB) eine reell-symmetrische, negativ definite Bilinearform auf
un(C) .

Beweis: a) Da Summen und skalare Vielfache von symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen
offenbar wieder symmetrisch bzw schiefsymmetrisch sind, sind M+

n (R)und M−
n (R)Unterräume von Mn(R) .

Wir zeigen zunächst Mn(R) = M+
n (R)⊙ M−

n (R):

Sei A ∈ Mn(R). Mit 8.A.18 erhält mant (A + tA) = tA + A = A + tA, d.h.A + tA ∈ M+
n (R) und

t (A − tA) = tA − A = −(A − tA), d.h.A − tA ∈ M−
n (R). WegenA = 1

2(A + tA) + 1
2(A − tA) gilt

also Mn(R) = M+
n (R) + M−

n (R). Für A ∈ M+
n (R) ∩ M−

n (R) gilt A = tA undA = −tA, alsoA = −A

und somitA = 0. Es folgt Mn(R) = M+
n (R) ⊕ M−

n (R). Ist schließlichA ∈ M+
n (R) undB ∈ M−

n (R), so
gilt A = tA undB = −tB, also Sp(AB) = Sp(−tA tB) = −Sp

(
t (BA)

)
= −Sp(BA) = −SpAB und

folglich Sp(AB) = 0. Die obige direkte Summe ist also eine orthogonale Summe.

Ist Ejk, j, k = 1, . . . , n, die Standardbasis von Mn(R), so bilden dien +
(
n

2

)
=
(
n+1

2

)
Matrizen Ejj ,

j = 1, . . . , n, sowieEjk + Ekj , 1≤ j <k, offenbar eine Basis von M+n (R). Ferner bilden die
(
n

2

)
Matrizen

Ejk − Ekj , 1≤j <k≤n, eine Basis von M−n (R). Es folgt Dim M+
n (R) =

(
n+1

2

)
, Dim M−

n (R) =
(
n

2

)
.

Auf M+
n (R) ist die Form positiv definit und auf M−n (R) ist sie negativ definit. FürA = (ajk) 6= 0 folgt aus

A = tA nämlichajk = akj für alle j, k und somit Sp(A tA) =
∑n
j=1

∑n
k=1 ajkakj =

∑n
j,k=1 a

2
jk > 0. Aus

A = −tA folgt ajk = −akj für alle j, k und somit Sp(A tA) =
∑n
j=1

∑n
k=1 ajkakj = −

∑n
j,k=1 a

2
jk < 0.

Insgesamt hat die betrachte Spurform also den Typ
((
n+1

2

)
,
(
n

2

))
.

b) Offenbar ist die Form(A ,B) 7→ Sp(AB) auf Mn(C) symmetrisch und daher(A ,B) 7→ Re Sp(AB)

eine reell-symmetrische Bilinearform. Wie in a) bilden die Menge M+
n (C) := {A ∈ Mn(C) | A = tA}

der hermiteschen Matrizen und die Menge M−
n (C) := {A ∈ Mn(C) | A = −tA } der schief-hermiteschen

MatrizenR-Unterräume von Mn(C).

FürA ∈ Mn(C) gilt t (A + tA ) = tA+A = A+ tA, d.h.A+ tA ∈ M+
n (C) und− t(A − tA ) = − tA+A =

A − tA, d.h.A − tA ∈ M−
n (C). WegenA = 1

2(A + tA) + 1
2(A − tA) folgt Mn(C) = M+

n (C) + M−
n (C).

Für A ∈ M+
n (C) ∩ M−

n (C) gilt A = tA und A = −tA, alsoA = −A und somitA = 0. Es folgt
Mn(C) = M+

n (C)⊕M−
n (C). Ist schließlichA ∈ M+

n (C)undB ∈ M−
n (C), so giltA = tAundB = −tB, also

Re Sp(AB) = Re Sp(−tA tB) = − Re Sp
(
t (BA)

)
= − ReSp(BA) = − ReSp(AB) = − Re Sp(AB)

und folglich Re Sp(AB) = 0. Wir erhalten also die orthogonale Summendarstellung

Mn(C) = M+
n (C)⊙ iM−

n (C) .

Mit den Bezeichnungen aus a) gilt ferner M+
n (C) = M+

n (R)⊕ iM−
n (R) und M−

n (C) = M−
n (R)⊕ iM+

n (R).
Bildet man nämlich Real- und Imaginärteil der Matrizen koeffizientenweise, so giltA = tA für A ∈ M+

n (C),
also ReA + i Im A = tReA − i t Im A = tReA − i t Im A und somit ReA = tReA, Im A = −t Im A,
d.h. ReA ∈ M+

n (R) und ImA ∈ M−
n (R). Offenbar ist die so gewonnene Summendarstellung direkt.
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Entsprechend sieht man die zweite direkte Summendarstellung ein. Nach a) haben beide Summanden die
reellen Dimensionen

(
n+1

2

)
+
(
n

2

)
= n2.

Für A = (aij ) ∈ M+
n (C) gilt A = tA und somit Re Sp(A A) = Re Sp(A tA) = Re

∑n
i,j=1 |aij |2 > 0,

vgl. Aufg. 20. FürA = (aij ) ∈ M−
n (C) gilt A = −tA und somit Re Sp(iA iA) = Re Sp

(
i2 A (− tA )

)
=

Re Sp(A tA )
)

= Re
∑n

i,j=1 |aij |2 > 0. Die betrachtete Form ist daher auf dem ersten dieser beiden Un-
terräume positiv definit. Ganz analog sieht man, dass sie auf dem zweiten Unterraum negativ definit ist.
Insgesamt hat sie also den Typ(n2, n2).

c) Für A,B ∈ M−
n (C) gilt Sp(AB) = Sp(AB) = Sp

(
(− tA) (− tB)

)
= Spt(B A) = Sp(BA) =

Sp(AB) , also Sp(AB) ∈ R. Ist dabeiA 6= 0, so gilt Sp(AA) = −Sp(A tA) < 0, da Sp(A tA) nach
Aufg. 20 dann stets positiv ist. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 22, p. 386 (1.6.2012) :

Man bestimme den Typ der folgenden Matrix aus Mn(R) in Abhängigkeit vona, b ∈ R:



a b · · · b b

b a · · · b b
...

...
. . .

...
...

b b · · · a b

b b · · · b a



.

Beweis:Nach 11.A,Aufg. 9a) hat die Matrix das charakteristische Polynom(X+b−a)n−1(X−a−(n−1)b).
Ihre n Eigenwerte sind dahera + (n−1)b und dern−1-fache Eigenwerta− b. Wir verwenden nun Satz
12.C.11, um den Typ der Matrix zu bestimmen.

Sei zunächsta= b. Dann ist der Typ(1,0) bei a>0, (0,1) bei a<0 und(0,0) bei a=0.

Sei nuna > b. Dann ist der Typ(n,0) bei a >−(n−1)b, (n−1,1) bei a <−(n−1)b und (n−1,0) bei
a= −(n−1)b.

Sei schließlicha<b. Dann ist der Typ(0, n) bei a<−(n−1)b, (1, n−1) bei a>−(n−1)b und(0, n−1)
bei a= −(n−1)b. •

Abschnitt 12.C, Aufg. 25, p. 386 (1.6.2012) :

Sei8 eine komplex-symmetrischeBilinearform vom Rangr auf dem endlichdimensionalen komplexen
VektorraumV . Dann ist Re8 eine reell-symmetrische Bilinearform aufV vom Typ (r, r) . (Aufg. 21b)
behandelt ein Beispiel hierzu.)

Beweis: Wir wählen eine Basisv1, . . . , vr , vr+1, . . . , vn, r = Rang8, von V derart, dass die Gramsche
Matrix von8 bzgl. dieser Basis die FormErn = Diag(1, . . . ,1,0 . . . ,0) hat, vgl. Satz 12.B.12. Dann ist
v1, . . . , vr , iv1, . . . , ivr , vr+1, . . . , vn, ivr+1, . . . , ivn eineR-Basis vonV . Die Gramsche Matrix von Re8
bzgl. dieser Basis ist offenbarE

r,r
2n . Re8 hat daher den Typ(r, r). •
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13 Räume mit Skalarprodukt

Abschnitt 13.A, Aufg. 1, p. 398 (1.6.2012) :

Man zeige, dass die hermitesche Form mit der Fundamentalmatrix

(
1 i

−i 2

)
bzgl. der Standardbasis des

C
2 ein Skalarprodukt ist, und orthonormalisiere die Standardbasis vonC

2 bzgl. dieses Skalarprodukts mit
dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren.

Beweis: Die Hauptminoren der Matrix sindD0 = D1 = D2 = 1 > 0, die Form ist also nach dem Hurwitz-
schen Kriterium 12.C.4 positiv definit. Sie ist außerdem komplex-hermitesch, da die angegebene Matrix
komplex-hermitesch ist. Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert:

v′
1 = (1,0) , ‖v′

1‖2 = (1 0)

(
1 i

−i 2

)(
1
0

)
= 1 , v1 =

v′
1

‖v′
1‖

= (1,0) ,

v′
2 = (0,1)− (0 1)

(
1 i

−i 2

)(
1
0

)
(1,0) = (0,1)− (−i 2)

(
1
0

)
(1,0) = ( i,1) ,

‖v′
2‖2 = ( i 1)

(
1 i

−i 2

)(
−i
1

)
= (0 1)

(
−i
1

)
= 1 , v2 =

v′
2

‖v′
2‖

= ( i,1) .

Die gesuchte Orthonormalbasis ist alsov1 = (1,0) , v2 = ( i ,1) . •

Abschnitt 13.A, Aufg. 2, p. 398 (1.6.2012) :

Man bestimme die Gramsche Matrix der Polynomfunktionen 1, t, t2, . . . , tn−1 bzgl. des Skalarproduktes

〈x, y〉 :=
1∫

0
x(t) y(t) dt x, y ∈ C0

R

(
[0,1]

)
.

Man beweise direkt, dass diese Gramsche Matrix positiv definit ist.

Beweis: Setzen wirvi := t i−1 für i = 1, . . . , n, so ist〈vi, vj 〉 =
1∫

0
t i+j−2 dt = 1

i+j−1
. Die gesucht

Gramsche Matrix ist also die Cauchy-Matrix(1/(ai+bj )) mit ai := i−1 , bj := j für i, j= 1, . . . , n.

Ihre Hauptminoren sind die Cauchyschen DoppelalternantenDk := Det(1/(ai + bj )1≤i,j≤k. Nach 9.D,

Aufg. 20 ist Dk =
∏

1≤i<j≤n(aj − ai)
∏

1≤i<j≤n(bj − bi)∏n
i,j=1(ai + bj )

=
∏

1≤i<j≤n(j − i)
∏

1≤i<j≤n(j − i)
∏n
i,j=1(i + j − 1)

> 0 , da

alle Faktoren in Zähler und Nenner vonDk positiv sind. Mit dem Hurwitzschen Kriterium 12.C.4 sieht man,
dass〈−,−〉 positiv definit ist. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 3, p. 398 (1.6.2012) :

Man orthonormalisiere die Polynome 1, t, t2, t3, t4 mit dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren

bzgl. des Skalarprodukts〈x, y〉 =
1∫

0
x(t) y(t) dt , x, y ∈ C0

K

(
[0,1]

)
, und bzgl.〈x, y〉 =

1∫
−1
x(t) y(t) dt ,

x, y ∈ C0
K

(
[−1,1]

)
. (Die so aus den Polynomen 1, t, t2, . . . gewonnenen Polynome heißen die L e g e n -

d r e s c h e n P o l y n o m e für die Intervalle [0,1] bzw. [−1 ,1] , vgl. Beispiel 19.A.14.)

Lösung: Wir behandeln zunächst das Skalarprodukt〈x, y〉 =
1∫

0
x(t) y(t) dt , x, y ∈ C0

K

(
[0,1]

)
.

Mit w1 := 1,w2 := t , w3 := t2, w4 := t3, w5 := t5 erhält man die Orthonormalbasisv1, v2, v3.v4, v5 aus

v′
1 := w1 = 1 , ‖v′

1‖2 =
∫ 1

0
12 dt = t

∣∣∣
1

0
= 1 , v1 :=

v′
1

‖v′
1‖

= 1 .

v′
2 := w2 − 〈w2, v1〉v1 = t −

∫ 1

0
t dt = t − 1

2
, ‖v′

2‖2 =
∫ 1

0

(
t − 1

2

)2
dt = 1

3

(
t − 1

2

)3 ∣∣∣
1

0
= 1

12
,
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v2 :=
v′

2

‖v′
2‖

=
√

3(2t−1) .

v′
3 := w3 − 〈w3, v1〉v1 − 〈w3, v2〉v2 = t2−

∫ 1

0
t2 dt −

( ∫ 1

0
t2

√
3(2t− 1) dt

)√
3(2t−1)

= t2− 1
3

−
(3
2

− 1
)
(2t−1) = t2− t + 1

6
,

‖v′
3‖2 =

∫ 1

0

(
t2− t + 1

6

)2
dt =

∫ 1

0
(t4−2t3+ 4

3
t2− 1

3
t + 1

36

)
dt = 1

5
− 1

2
+ 4

9
− 1

6
+ 1

36
= 1

180
,

v3 :=
v′

3

‖v′
3‖

=
√

5
(
6t2−6t+1

)
.

v′
4 := w4 − 〈w4, v1〉v1 − 〈w4, v2〉v2 − 〈w4, v3〉v3

= t3−
∫ 1

0
t3 dt −

( ∫ 1

0
t3

√
3(2t− 1) dt

)√
3(2t−1)−

( ∫ 1

0
t3

√
5
(
6t2−6t+ 1

)
dt
)√

5
(
6t2−6t+1

)

= t3− 1
4

−
(6
5

− 3
4

)
(2t−1)−

(
5 − 6 + 5

4

)
(6t2−6t+ 1) = t3− 3

2
t2+ 3

5
t − 1

20
,

‖v′
4‖2 =

∫ 1

0

(
t3− 3

2
t2+ 3

5
t − 1

20

)2
dt =

∫ 1

0
(t6−3t5+ 69

20
t4− 19

10
t3 + 51

100
t2− 3

50
t+ 1

400

)
dt

= 1
6

− 1
2

+ 69
100

− 19
40

+ 51
300

− 3
100

+ 1
400

= 1
2800

,

v4 :=
v′

4

‖v′
4‖

=
√

7
(
20t3−30t2+12t −1

)
.

v′
5 := w5 − 〈w5, v1〉v1 − 〈w5, v2〉v2 − 〈w5, v3〉v3 − 〈w5, v4〉v4

= t4−
∫ 1

0
t4 dt −

( ∫ 1

0
t4

√
3
(
2t−1

)
dt
)√

3
(
2t−1

)
−
( ∫ 1

0
t4

√
5(6t2−6t+ 1) dt

)√
5
(
6t2−6t+1

)

−
( ∫ 1

0
t4

√
7
(
20t3−30t2+12t −1

)
dt
)√

7
(
20t3−30t2+12t −1

)

= t4− 1
5

−
(
1− 3

5

)
(2t−1)−

(30
7

−5+ 1
)
(6t2−6t+ 1)−

(35
2

−30+14− 7
5

) (
20t3−30t+12t −1

)

= t4−2t3+ 9
7
t2− 2

7
t + 1

70
,

‖v′
5‖2 =

∫ 1

0

(
t4−2t3+ 9

7
t2− 2

7
t + 1

70

)2
dt = 1

44100
= 1

2102
,

v5 :=
v′

5

‖v′
5‖

=
√

9
(
70t4−140t3+90t2−20t+1

)
= 210t4−420t3+270t2−60t+3 .

Wir behandeln nun das Skalarprodukt〈x, y〉 =
1∫

−1
x(t) y(t) dt , x, y ∈ C0

K

(
[0,1]

)
. Mit w1 := 1,w2 := t ,

w3 := t2,w4 := t3,w5 := t4 erhält man unter Berücksichtigung der Tatsache, dass das Integral von−1 bis 1
über eine ungerade Funktion verschwindet, die Orthonormalbasisv1, v2, v3, v4, v5 aus

v′
1 := w1 = 1 , ‖v′

1‖2 =
∫ 1

−1
12 dt = t

∣∣∣
1

−1
= 2 , v1 :=

v′
1

‖v′
1‖

= 1√
2
.

v′
2 := w2 − 〈w2, v1〉v1 = t −

∫ 1

−1

t√
2
dt · 1√

2
= t , ‖v′

2‖2 =
∫ 1

−1
t2 dt = 1

3
t3
∣∣∣
1

−1
= 2

3
,

v2 :=
v′

2

‖v′
2‖

=
√

3
2
t .

v′
3 := w3 − 〈w3, v1〉v1 − 〈w3, v2〉v2 = t2− 1

2

∫ 1

−1
t2 dt − 3

2
t
( ∫ 1

−1
t3 dt

)
= t2− 1

3
,
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‖v′
3‖2 =

∫ 1

−1

(
t2− 1

3

)2
dt =

∫ 1

−1

(
t4− 2

3
t2+ 1

9

)
dt = 2

5
− 4

9
+ 2

9
= 8

45
= 2 · 22

5 · 32
,

v3 :=
v′

3

‖v′
3‖

= 1
2

√
5
2

(
3t2−1

)
.

v′
4 := w4 − 〈w4, v1〉v1 − 〈w4, v2〉v2 − 〈w4, v3〉v3 =

= t3− 1
2

∫ 1

−1
t3 dt − 3

2
t
( ∫ 1

−1
t4 dt

)
− 5

8

(
3t2−1

)( ∫ 1

−1

(
3t5− t3

)
dt
)

= t3− 3
5
t ,

‖v′
4‖2 =

∫ 1

−1

(
t3− 3

5
t
)2
dt =

∫ 1

−1

(
t6− 6

5
t4+ 9

25
t2
)
dt = 2

7
− 12

25
+ 6

25
= 8

175
= 2 · 22

7 · 52
,

v4 :=
v′

4

‖v′
4‖

= 1
2

√
7
2

(
5t3−3t

)
.

v′
5 := w5 − 〈w5, v1〉v1 − 〈w5, v2〉v2 − 〈w5, v3〉v3 − 〈w5, v4〉v4 =

= t4− 1
2

∫ 1

−1
t4 dt − 3

2
t
( ∫ 1

−1
t5 dt

)
− 5

8

(
3t2−1

) ∫ 1

−1

(
3t6− t4

)
dt − 7

8

(
5t3−3t

) ∫ 1

−1

(
5t7−3t5

)
dt

= t4− 1
5

− 2
7
(3t2−1) = t4− 6

7
t2 + 3

35
,

‖v′
5‖2 =

∫ 1

−1

(
t4− 6

7
t2+ 3

35

)2
dt =

∫ 1

−1

(
t8− 12

7
t6+ 222

245
t4− 36

245
t2+ 9

1225

)
dt = 128

11025
= 2 · 82

1052
,

v5 :=
v′

5

‖v′
5‖

= 1
8

√
9
2

(
35t4−30t2+3

)
. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 4, p. 399 (1.6.2012) :

Im R
3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, wende man das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfah-

ren auf die Basis(1,2,4) , (5,4,2) , (3,−1,3) an.

Lösung: Ausgehend vonw1 := (1,2,4) , w2 := (5,4,2) , w3 := (3,−1,3) erhalten wir:

v′
1 = (1,2,4) , ‖v′

1‖ =
√

1 + 4 + 16 =
√

21 , v1 =
v′

1

‖v′
1‖

= 1√
21
(1,2,4) ,

v′
2 = w2 − 〈w2, v1〉v1 = (5,4,2)− 1

21
〈(5,4,2) , (1,2,4)〉(1,2,4) = (5,4,2)− (1,2,4) = (4,2,−2) ,

‖v′
2‖ =

√
16+ 4 + 4 = 2

√
6 , v2 =

v′
2

‖v′
2‖

= 1√
6
(2,1,−1) ,

v′
3 = w3 − 〈w3, v1〉v1 − 〈w3, v2〉v2 = (3,−1,3)− 13

21
(1,2,4)− 1

3
(2,1,−1) = 1

7
(12,−18,6)

‖v′
3‖ = 1

7

√
144+ 324+ 36 = 6

7

√
14, v3 =

v′
3

‖v′
3‖

= 1√
14
(2,−3,1) .

Die gesuchte Orthonormalbasis ist alsov1 = 1√
21
(1,2,4) , v2 = 1√

6
(2,1,−1) , v3 = 1√

14
(2,−3,1) . •

Abschnitt 13.A, Aufg. 5, p. 399 (1.6.2012) :

In der Minkowskischen Ungleichung 13.A.4 gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wennx = ay oder
y = ax mit einema ∈ R+ ist.

Beweis: Im Fall y= 0 (oderx= 0) ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei also etway 6= 0.

Der Beweis von 13.A.4 zeigt, dass in der Minkowskischen Ungleichung genau dann das Gleichheitszeichen
gilt, wenn bei beiden Abschätzungen in der Ungleichungskette

‖x+y‖2 = ‖x‖2+2 Re〈x, y〉 +‖y‖2 ≤ ‖x‖2+ 2|〈x, y〉| +‖y‖2 ≤ ‖x‖2+ 2‖x‖‖y‖+‖y‖2 =
(
‖x‖+‖y‖

)2
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das Gleichheitszeichen gilt. Nach 13.A.3 gilt in der zweiten Abschätzung genau dann das Gleicheitszeichen,
wennx und y linear abhängig sind, d.h. wenn es eina ∈ K gibt mit x = ay. In diesem Fall gilt in der
ersten Abschätzunga‖y‖2 = aRe〈y, y〉 = Re〈x, y〉 ≤ |〈x, y〉| = |a||〈y, y〉| = |a|‖y‖2 genau dann das
Gleichheitszeichen, wenna= |a|, d.h.a∈ R+ ist. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 6, p. 399 (1.6.2012) :

Die Vektorenx1, . . . , xn eines Vektorraums mit Skalarprodukt sind genau dann linear unabhängig, wenn die
Gramsche Determinante

G(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn〉
...

. . .
...

〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣

ungleich 0 ist. (Sie ist dann nach 12.C.6 sogar positiv.) Allgemeiner gilt: Der Rang der Gramschen Matrix(
〈xi , xj 〉

)
1≤i,j≤n ist gleich der Dimension von

∑n
i=1 Kxi .

Beweis: Hat man eine Relation
∑n

i=1 ri〈xi, xj 〉 = 0 der Zeilen der angegebenen Determinante, so ergibt
sich‖

∑n
i=1 rixi‖2 =

∑n
j=1 rj

∑n
i=1 ri〈xi, xj 〉 = 0 und somit

∑n
i=1 rixi = 0, alsori = 0 wegen der linearen

Unabhängigkeit derxi . Umgekehrt folgt aus
∑n

i=1 rixi = 0 bereits
∑n

i=1 ri〈xi, xj 〉 = 0 für allej und damit
die entsprechende Relation der Zeilen.

Sei r := Dim
∑n

i=1 Kxi . Aus x1, . . . , xn kann man eine Basis von
∑n

i=1 Kxi auswählen. O.E. sei dies

x1, . . . , xr . Fürk > r ist dannxk =
r∑
i=1
rikxi und somit〈xk, xj 〉 =

r∑
i=1
rik〈xi, xj 〉 für allej . Die unterenn−r

Zeilen der angegebenen Matrix sind also Linearkombinationen der oberenr Zeilen. Ihr Zeilenrang ist daher
≤ r. Der Minor aus den erstenr Spalten und Zeilen der Matrix ist aber nach dem Bewiesenen6= 0. Das
Minorenkriterium liefert daher, dass der Rang der Matrix≥r und damit insgesamt gleichr ist. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 7, p. 399 (1.6.2012) :

SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt endlicher oder abzählbar unendlicher Dimension. Dann lässt
sich jedes endliche Orthonormalsystem inV zu einer Orthonormalbasis vonV ergänzen.

Beweis: Sei v1, . . . , vn das gegebene Orthonormalsystem inV . Aus
∑n

i=1 aivi = 0 mit ai ∈ K folgt
dann 0 = 〈

∑n
i=1 aivi , vj 〉 =

∑n
i=1 ai〈vi, vj 〉 = ai

∑n
i=1 δij = aj für alle j , d.h. v1, . . . , vn ist linear

unabhängig, vgl. auch die Bemerkung nach Definition 12.B.3. Nach Satz 3.A.16 lässt sichv1, . . . , vn
zu einer abzählbaren Basisv1, . . . , vn, vn+1, . . . von V ergänzen. Wendet man darauf das Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren an, so bekommt man die gewünschte Orthonormalbasis. •
Bemerkung: Ein unendliches Orthonormalsystem lässt sich nicht notwendigerweise zu einer Orthonor-
malbasis vonV ergänzen. Dies gilt beispielsweise für ein System, das einen vonV verschiedenen dichten
UnterraumU von V erzeugt. In diesem Fall gibt es außer 0 keinen Vektor, der zuU orthogonal ist, vgl.
Abschnitt 19.A.

Abschnitt 13.A, Aufg. 8, p. 399 (1.6.2012) :

Für Vektorenx, y eines reellen Vektorraums mit Skalarprodukt zeige man:

a) Genau dann istx = y, wenn‖x‖ = ‖y‖ und〈x, x〉 = 〈x, y〉 ist.

b) Genau dann ist‖x‖ = ‖y‖ , wennx − y undx + y orthogonal sind. Beispiele:

(1) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (oder ein Rhombus), wenn die Diagonalen aufeinander
senkrecht stehen.
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(2) S a t z d e s T h a l e s :

c) Genau dann ist‖x − y‖ = ‖x + y‖, wennx undy orthogonal sind. Beispiele:

(1) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn die Diagonalen gleich lang sind.

(2) Definition des rechten Winkels nach Euklid (vgl. Beispiel 13.A.12):

b) Gilt ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, so sindx und y orthogonal ( U m k e h r u n g d e s S a t z e s v o n
P y t h a g o r a s ) . Beispiel: Stößt eine Kugel elastisch auf eine ruhende Kugel gleicher Masse, so entfernen
sich nach dem Stoß die beiden Kugeln orthogonal voneinander. Der Impulssatzmv1+mv2 = mv besagt, dass
v1, v2 undv die Kantenvektoren eines Dreiecks bilden, und der Energiesatz1

2m‖v1‖2 + 1
2m‖v2‖2 = 1

2m‖v‖2

(seine Gültigkeitdefiniertden elastischen Stoß) , dassv1, v2 überdies einen rechten Winkel bilden.

Beweis:a) Aus‖x‖ = ‖y‖ , also〈x, x〉 = 〈y, y〉, und〈x, x〉 = 〈x, y〉 bekommt man

‖x − y‖2 = 〈x−y, x−y〉 = 〈x, x〉− 2〈x, y〉 + 〈y, y〉 = 0

und somitx = y. Die Umkehrung ist trivial.

b) Genau dann sindx−y undx+y orthogonal, wenn 0= 〈x−y, x+y〉 = 〈x, x〉+〈x, y〉−〈y, x〉−〈y, y〉 =
‖x‖2 − ‖y‖2, d.h.‖x‖ = ‖y‖, gilt.

c) Genau dann gilt‖x− y‖ = ‖x+ y‖, wenn 0= ‖x− y‖2 − ‖x+ y‖2 = 〈x− y, x− y〉 − 〈x+ y, x+ y〉 =(
〈x, x〉 − 2〈x, y〉 + 〈y, y〉

)
−
(
〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉

)
= −4〈x, y〉 ist, d.h. wennx undy orthogonal sind.

d) Aus‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, d.h.〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉 = 〈x, x〉 + 〈y, y〉, folgt sofort〈x, y〉 = 0,
d.h. die Orthogonalität vonx undy. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 9, p. 400 (1.6.2012) :

Für Vektorenx, y einesK-Vektorraums mit Skalarprodukt gilt

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 ( P a r a l l e l o g r a m m r e g e l ).

(In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate über den Diagonalen gleich der Summe der Quadrate
über den vier Seiten.)
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Beweis:Es gilt:

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 〈x+y, x−y〉 + 〈x−y, x+y〉
=
(
〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉 + 〈y, y〉

)
+
(
〈x, x〉 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + 〈y, y〉

)

= 2(〈x, x〉 + 〈y, y〉) = ‖x‖2 + ‖y‖2. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 10, p. 400 (1.6.2012) :

(W i n k e l s u m m e i m D r e i e c k ) Sei(A,B,C) ein (nicht-ausgeartetes) Dreieck in einem euklidischen
affinen Raum. Dann istα + β + γ = π für α := ∡(C,A,B) , β := ∡(A,B,C) , γ := ∡(B,C,A) .

Beweis: Setzen wirx := −→
AB, y := −→

BC, z := −→
CA, so giltx+ y+ z = 0 undα = ∡(−z, x) = ∡(x+ y, x) ,

β = ∡(−x, y) und undγ = ∡(−y, z) = ∡(−y,−x−y) = ∡(x+y, y) . Daher gilt:

cosα = 〈x+y, x〉
‖x+y‖ ‖x‖

, cosβ = 〈−x, y〉
‖x‖ ‖y‖

, cosγ = 〈x+y, y〉
‖x+y‖ ‖y‖

,

sinα =
√

1−cos2 α =
√

〈x+y, x+y〉〈x, x〉 − 〈x+y, x〉〈x+y, x〉
‖x+y‖2 ‖x‖2

=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖x‖
,

sinβ =
√

1−cos2 β =

√
〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x‖2 ‖y‖2
=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x‖ ‖y‖
,

sinγ =
√

1−cos2 γ =
√

〈x+y, x+y〉〈y, y〉 − 〈x+y, y〉〈x+y, y〉
‖x+y‖2 ‖y‖2

=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖y‖
.

Mit den Additionstheoremen für Kosinus und Sinus erhalten wir daraus:

cos(α+β) = cosα cosβ − sinα sinβ = 〈x+y, x〉
‖x+y‖ ‖x‖

· −〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖

−
〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖x‖2 ‖y‖

=
−〈x+y, x〉〈x, y〉 − 〈x, x〉〈y, y〉 + 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖x‖2 ‖y‖
=

−〈x, x〉〈x, y〉 − 〈x, x〉〈y, y〉
‖x+y‖ ‖x‖2 ‖y‖

=

= − 〈x+y, y〉
‖x+y‖ ‖y‖

= − cosγ = cos(π−γ ) ,

sin(α+β) = sinα cosβ + cosα sinβ

=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖x‖
· 〈−x, y〉
‖x‖ ‖y‖

+ 〈x+y, x〉
‖x+y‖ ‖x‖

·
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x‖ ‖y‖

=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2 〈x, x〉
‖x+y‖ ‖x‖2 ‖y‖

=
√

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

‖x+y‖ ‖y‖
= sinγ = sin(π−γ ) .

Da die Winkelα, β, γ zwischen 0 undπ und somitα+β undπ− γ zwischen 0 und 2π liegen, erhält man
α+β = π−γ , d.h.α+β+γ = π . •
Bemerkung: Dies ist (verborgen) der klassische elementargeometrische Beweis durch Ziehen der Parallelen
zuAB durchC. Was bewiesen wird ist, dass in einem Parallelogramm die Summe der Winkel, die eine Dia-
gonale mit den benachbarten Seiten bildet, gleich dem Winkel zwischen diesen Seiten ist. Diese Eigenschaft
macht den eingeführten Winkelbegriff überhaupt erst sinnvoll. Übersichtlicher lassen sich solche Aussagen
über Winkel mit der Theorie der ebenen Drehungen aus Beispiel 14.A.10 behandeln.
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Abschnitt 13.A, Aufg. 11, p. 400 (1.6.2012) :

Für Vektorenx, y einesR-Vektorraums mit Skalarprodukt mit‖x‖ = ‖y‖ und beliebigesa ∈ R gilt
‖x − ay‖ = ‖ax − y‖ .

Beweis:Die Voraussetzung〈x, x〉 = 〈y, y〉 liefert

‖x−ay‖2 = 〈x−ay , x−ay〉 = 〈x, x〉 − 2a〈x, y〉 + a2〈y, y〉 = 〈y, y〉 − 2a〈y, x〉 + a2〈x, x〉
= 〈ay−x , ay−x〉 = ‖ay−x‖2 •

Abschnitt 13.A, Zusatzaufgabe,p. 401 (1.6.2012) :

Für Vektorenx, y einesK-VektorraumsV mit Skalarprodukt gilt
∥∥‖x‖2y − ‖y‖2x

∥∥ = ‖x‖ ‖y‖ ‖x−y‖ .
∥∥‖x‖2y − ‖y‖2x

∥∥2 = 〈‖x‖2y − ‖y‖2x , ‖x‖2y − ‖y‖2x〉Beweis:

= ‖x‖4〈y, y〉 − ‖x‖2‖y‖2〈x, y〉 − ‖x‖2‖y‖2〈y, x〉 + ‖y‖4〈x, x〉
= ‖x‖2‖y‖2

(
〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉 + 〈y, y〉

)
= ‖x‖2‖y‖2〈x−y, x−y〉

= ‖x‖2‖y‖2‖x−y‖2 .

Daraus bekommt man durch Wurzelziehen die Behauptung. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 12, p. 401 (1.6.2012) :

FürVektorenx1, x2, x3, x4 einesR-Vektorraums mit Skalarprodukt gilt die Ungle ichung des Ptolemäus:

‖x1 − x3‖ · ‖x2 − x4‖ ≤ ‖x1 − x2‖ · ‖x3 − x4‖ + ‖x1 − x4‖ · ‖x2 − x3‖ .
Genau dann gilt das Gleichheitszeichen, wenn die Punktex1, x2, x3, x4 auf einem Kreis (der zu einer Geraden
entarten darf) liegen und überdies so, dass die beiden Punktex1 undx3 sowie die beiden Punktex2 undx4

jeweils nicht unmittelbar nebeneinander liegen.

Man formuliere die resultierende Gleichung für die Diagonalen und Seiten eines Sehnenvierecks.

Beweis: Wennx4 gleich einem der anderen Punkte ist, so gilt in dieser Ungleichung trivialerweise das
Gleichheitszeichen und die drei Punkte liegen auf dem Umkreis des resultierenden Dreiecks. Sei alsox4 von
den drei anderen Punkten verschieden. Wir setzenyi := xi− x4 6= 0, i= 1,2,3. Die Dreiecksungleichung
liefert: ∥∥ y1

‖y1‖2
− y3

‖y3‖2

∥∥ ≤
∥∥ y1

‖y1‖2
− y2

‖y2‖2

∥∥+
∥∥ y2

‖y2‖2
− y3

‖y3‖2

∥∥ .

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit‖y1‖2‖y2‖2‖y3‖2

∥∥‖y3‖2y1 − ‖y1‖2y3

∥∥ ‖y2‖2 ≤
∥∥‖y2‖2y1 − ‖y1‖2y2

∥∥ ‖y3‖2 +
∥∥‖y1‖2y2 − ‖y2‖2y3

∥∥ ‖y1‖2 .

Mit der in der vorstehenden Zusatzaufgabe bewiesenen Identität bekommt man

‖y1‖ ‖y3‖ ‖y1−y3‖ ‖y2‖2 ≤ ‖y1‖ ‖y2‖ ‖y1−y2‖ ‖y3‖2 + ‖y2‖ ‖y3‖ ‖y2−y3‖ ‖y1‖2

und dann nach Division durch‖y1‖ ‖y2‖ ‖y3‖
‖y1−y3‖ ‖y2‖ ≤ ‖y1−y2‖ ‖y3‖ + ‖y2−y3‖ ‖y1‖ .
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Einsetzen vonx ′
i := xi − x4, i = 1, . . . ,4, alsoy1 − y2 = (x1 − x4) − (x2 − x4) = x1 − x2 und analog

y1− y3 = x1−x3, y2− y3 = x2−x3, ergibt schließlich die Behauptung:

‖x1−x3‖ ‖x2−x4‖ ≤ ‖x1−x2‖ ‖x3−x4‖ + ‖x2−x3‖ ‖x1−x4‖ .
Nach Aufg. 5 gilt bei der benutzten Abschätzung genau dann das Gleichheitszeichen, wenn es eina ∈ R+

gibt mit
y1

‖y1‖2
− y2

‖y2‖2
= a

(
y2

‖y2‖2
− y3

‖y3‖2

)
oder a

(
y1

‖y1‖2
− y2

‖y2‖2

)
= y2

‖y2‖2
− y3

‖y3‖2
. Bezeichnet

I :V ∪{∞} → V ∪{∞} die durchI (y) := y/‖y‖2 für y 6= 0 undI (∞) = 0, I (0) = ∞ definierte Inversion
an der Einheitssphäre, so bedeutet dies, dassI (y1), I (y2), I (y3) auf einer Geraden liegen, und zwarI (y2)

zwischenI (y1) undI (y3). Teil c) der nachfolgenden Zusatzaufgabe zeigt, dass dies genau dann der Fall ist,
wenny1, y2, y3 und I (∞) = 0 auf einem Kreis liegen, und zwar so, dassy1 undy3 sowiey2 und 0 nicht
unmittelbar nebeneinander liegen. Addition vonx4 liefert dann die Behauptung.

Geometrisch bedeutet die bewiesene Ungleichung bzw. Gleichung: Das Produkt der Diagonalen eines Vier-
ecks ist stets kleiner als die Summe aus den beiden Produkten gegenüberliegender Seiten, und Gleichheit
gilt genau im Fall eines Sehnenvierecks. •

Abschnitt 13.A, Zusatzaufgabe,p. 401 (1.6.2012) :

SeiV ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt,∞ /∈ V ein weiteres Element, das wir als „unendlich fernen
Punkt“ betrachten, undV := V ⊎{∞} (vgl. Band 3, Beispiel 2.B.18, dort wir der Punkt∞ mitω bezeichnet).
Die I n v e r s i o n a n d e r E i n h e i t s s p h ä r e oder A b b i l d u n g d u r c h r e z i p r ok e R a d i e n
I :V → V von V ist definiert durchI (x) := x/‖x‖2 für x ∈ V − {0} und I (0) = ∞, I (∞) = 0. Die
Einheitssphäre S(0 ; 1) ⊆ V ist offenbar die Menge der Fixpunkte vonI . Ferner seiW ein Unterraum von
V undW = W ⊎ {∞}. Dann gilt:

a) I ist eine winkeltreue Involution, d.h. es giltI ◦I = idV und∡
(
I (x), I (y)

)
= ∡(x, y) für x, y ∈ V−{0}.

b) Es istI (W) = W , undI |W :W → W ist die Inversion an der Einheitssphäre vonW .

c)W sei endlichdimensional, undv0+U sei eine affine Hyperebene vonW , die 0 nicht enthält. (Es ist also
U ein 1-kodimensionaler Unterraum vonW undv0∈W−U .) Dann istS := I

(
(v0+U)∪ {∞}

)
eine Sphäre

inW mit 0∈ S und Mittelpunktw0/2‖w0‖2, wou0 := v0−w0 der Fußpunkt des Lotes vonv0 aufU ist, d.h.
es giltu0 ∈ U undw0⊥U (vgl. 13.B). – Ist umgekehrtS ⊆ W eine Sphäre (der Dimension DimRW − 1)
mit 0∈ S, so istI (S)− {∞} eine Hyperebene inW mit 0 /∈ I (S). – Insbesondere korrespondieren vermöge
I Geraden inV , die 0 nicht enthalten, und Kreise, die 0 enthalten.

d) Ist S = S(m0 ; r) eine Sphäre inV , die 0 nicht enthält, so istI (S) ebenfalls eine Sphäre inV , die 0 nicht
enthält, und zwar ist

I (S) = S
(

m0

‖m0‖2− r2
; r

|‖m0‖2− r2|

)
.

Beweis:a) Fürx, y 6= 0 ausV gilt I (I (x) = I
( x

‖x‖2

)
= x

‖x‖2

/‖x‖2

‖x‖4
= x = idV (x) und

cos∡
(
I (x), I (y)

)
= 〈I (x) , I (y)〉

‖I (x)‖ ‖I (y)‖
= 〈 x/‖x‖2 , y/‖y‖2 〉
(‖x‖/‖x‖2) (‖y‖/‖y‖2)

= 〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖

= cos∡(x, y) ,

also∡
(
I (x), I (y)

)
= ∡(x, y) .

b) Es istI (W − {0}) = W − {0} zu zeigen. Fürx∈W , x 6= 0, gilt aberI (x) = x/‖x‖2 ∈ W und daher auch
x = I

(
I (x)

)
∈ I (W).

c) Nach 12.B.9 besitztU ein orthogonales KomplementU⊥ in W . Es gibt daheru0∈U undw0∈U⊥ ⊆ W

mit v0 = u0+w0. Wegenv0 /∈ U undu0 ∈ U ist w0 6= 0. Fürm0 := w0/2‖w0‖2 ∈ W undr := 1/2‖w0‖
liegt dannf (v0+U) in der Sphäre S(m0 ; r) ⊆ W mit Mittelpunktm0 und Radiusr. Füru∈U gilt nämlich
〈v0+u ,w0〉 = 〈v0, w0〉 + 〈u,w0〉 = 〈u0, w0〉 + 〈w0, w0〉 = ‖w0‖2 wegenu, u0∈U undw0∈U⊥, also

‖I (v0+u)−m0‖2 =
〈 v0+u
‖v0+u‖2

− w0

2‖w0‖2
,
v0+u

‖v0+u‖2
− w0

2‖w0‖2

〉

= 1
‖v0+u‖2

− 〈v0+u ,w0〉
‖v0+u‖2 ‖w0‖2

+ 1
4‖w0‖2

= 1
4‖w0‖2

= r2 ,
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Sei umgekehrtS = S(m0 ; r) eine Sphäre inW mit Mittelpunktm0 und Radiusr, und es gelte 0∈ S. Dann
ist r = ‖m0‖, undI (S−{0}) liegt in der Hyperebenem0/2‖m0‖2 + U , woU := (Rm0)

⊥ das orthogonale
Komplement vonRm0 inW ist. Fürw∈ S,w 6= 0, gilt nämlich‖w−m0‖2 = ‖m0‖2 , also‖w‖2 = 2〈w,m0〉,
und folglich

〈
I (w)− m0

2‖m0‖2
,m0

〉
=
〈 w

‖w‖2
− m0

2‖m0‖2
,m0

〉
= 〈w,m0〉

‖w‖2
− 〈m0,m0〉

2‖m0‖2
= 1

2
− 1

2
= 0 , d.h.

es istI (w)−m0/2‖m0‖2 ∈ U und somitI (w) ∈ m0/2‖m0‖2 + U .

Insgesamt ergibt sich dann wegenI
(
I (w)) = w, dassw auch tatsächlich ein Urbild, nämlichI (w), in dieser

Hyperebene hat, und ebenso, dass die eingangs besprochene Abbildung von(v0+U) ∪ {∞} in die Sphäre
S(m0 ; r) surjektiv ist.

d) SeiS = S(m0 ; r) ⊆ V eine Sphäre mit 0/∈ S, d.h. es seir 6= ‖m0‖. Dann istI (S) die Sphäre mit
Mittelpunktm0/(‖m0‖2− r2) und Radiusr/|‖m0‖2− r2|. Für x ∈ S gilt nämlich ‖x−m0‖2 = r2, d.h.
‖x‖2−2〈m0, x〉 + ‖m0‖2 = r2, und folglich

∥∥I (x)− m0

‖m0‖2− r2

∥∥2 =
〈 x

‖x‖2
− m0

‖m0‖2− r2
,
x

‖x‖2
− m0

‖m0‖2− r2

〉

= 1
‖x‖2

− 2〈m0, x〉
(‖m0‖2− r2) ‖x‖2

+ ‖m0‖2

( ‖m0‖2− r2)2

= 1
‖x‖2

− ‖x2‖ + ‖m0‖2− r2

(‖m0‖2− r2) ‖x‖2
+ ‖m0‖2

( ‖m0‖2− r2)2
=

= 1
‖x‖2

− 1
‖m0‖2− r2

− 1
‖x‖2

+ ‖m0‖2

( ‖m0‖2− r2)2
= r2

( ‖m0‖2− r2)2
.

Es folgt, dassI (S) in der angegebenen Sphäre liegt. WegenI 2 = id folgt wie oben, dassI (S) bereits die
ganze Sphäre ist. •
Bemerkung: Inversionen sind wichtige Hilfsmittel, beispielsweise in der Potenzialtheorie, vgl. Band 4,
Abschnitt 13.A, oder in der Theorie der konformen Abbildungen, vgl. in Band 4 den Satz 14.B.19 von
Liouville. Als S p i e g e l u n g a n d e r S p h ä r e S(0 ; ρ), ρ > 0, bezeichnet man die AbbildungIρ mit
Iρ(x) = ρ2x/‖x‖2 für x 6= 0. Sie hat S(0 ; ρ) als Menge der Fixpunkte und besitzt ähnliche Eigenschaften
wie I = I1.

Abschnitt 13.A, Aufg. 13,p. 401 (1.6.2012) :

SeiP ein fester Punkt im affinen RaumE über demR-VektorraumV mit Skalarprodukt. Ferner sei S(M; r) =
{Q ∈ E | d(M,Q) = r} eine feste Sphäre inE. Für alle Geradeng durchP in E, die S(M; r) in zwei
PunktenP1 undP2 schneiden (bei Tangenten istP1 = P2) ist das Produktd(P1, P ) d(P2, P ) der Abstände
vonP1 bzw.P2 zuP konstant ( und zwar gleich|d(M,P )2 − r2| ) . ( S e k a n t e n s a t z )

Beweis: Sei e := −−→
PP1/‖

−−→
PP1‖ eine Einheitsvektor in Richtung vonP nachP1 , x := −→

MP und r1 :=
d(P1, P ) , r2 := d(P2, P ) . Dann gilt r = ‖−−→MP1‖ = ‖x+ r1e‖ und r = ‖−−→MP2‖ = ‖x+ r2e‖ bzw.

r = ‖−−→MP2‖ = ‖x− r2e‖ , je nachdem obP außerhalb oder im Inneren der Sphäre liegt. Es folgt

r2= 〈x+ r1e , x+ r1e〉 = ‖x‖2+2〈x, e〉r1 +r2
1 und r2= 〈x ± r2e , x ± r2e〉 = ‖x‖2 ± 2〈x, e〉r2 +r2

2,

also 2〈x, e〉(r1 ∓ r2) + r2
1 − r2

2 = 0 und folglich 2〈x, e〉 = −(r1 ± r2) beiP1 6= P2. Einsetzen in die erste
Gleichung liefert dannr2 = ‖x‖2 − (r1 ± r2)r1 + r2

1 = ‖x‖2 ∓ r1r2 , d.h. d(P1, P ) d(P2, P ) = r1r2 =
|‖x‖2− r2| = |d(M,P )2 − r2| . •

Abschnitt 13.A, Aufg. 14,p. 401 (1.6.2012) :

Sei8 eine komplex-hermitesche Form auf demC-VektorraumV , den wir auch als reellen Vektorraum
auffassen. Dann ist Re8 eine reell-symmetrische Form aufV .

a) Eine Familiexi , i ∈ I , von Vektoren inV ist genau dann orthogonal bzw. orthonormal bzgl.8, wenn die
Familiexi , ixj , i, j ∈ I , orthogonal bzw. orthonormal bzgl. Re8 ist.

b) Fürx1, . . . , xn ∈ V ist |G8(x1, . . . , xn)|2 = GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) .

Beweis: a) Genau dann gilt8(xi, xj ) = 0, wenn Re8(xi, xj ) = 0 und Im8(xi, xj ) = 0 ist. Dabei ist
Letzteres äquivalent zu Re8(xi, ixj ) = − Re( i8(xi, xj )) = Im8(xi, xj ) = 0. Sind diese Bedingungen
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erfüllt, so gilt natürlich auch Re8(ixi, xj ) = Re( i8(xi, xj )) = − Im8(xi, xj ) = 0 und Re8( ixi, ixj ) =
Re8(xi, xj ) = 0.

Wegen8(xj , xj ∈ R gilt 8(xj , xj ) = 1 genau dann, wenn Re8(xj , xj ) = 1 ist. In diesem Fall ist auch
Re8( ixj , ixj ) = Re8(xj , xj ) = 1.

b) Sindx1, . . . , xn linear abhängig überC, gibt es alsoci ∈ C, die nicht alle 0 sind, mit
∑n

i=1 cixi = 0, so
ist
∑n

i=1 Recixi + Im ci ixi = 0 eine nichttriviale Relation vonx1, ix1, . . . , xn, ixn überR, die verschwindet,
d.h. x1, ix1, . . . , xn, ixn sind überR linear abhängig. Dann sind nach Aufg. 6 sowohl G8(x1, . . . , xn) als
auch GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) gleich 0.

Wir können also ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Vektorenx1, . . . , xn linear
unabhängig sind undV der von ihnen erzeugte Unterraum.v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vp+q, vp+q+1, . . . , vn sei
eine vonV derart, dassEp,qn = Diag(1, . . . ,1,−1, . . . ,−1,0 . . . ,0) die Gramsche Matrix von8 bzgl.
dieser Basis ist, was nach 12.C.2 möglich ist. Wie der Beweis von 12.C, Aufg. 11.C zeigt, hat Re8 bzgl.
der Basisx1, ix1, . . . , xn, ixn die Gramsche MatrixE2p,2q

2n . Genau dann ist die Gramsche Determinante von
8 6=0, wennn= p+q, d.h. 2n= 2p+2q ist und somit die Gramsche Determinante von Re8 6=0 ist. Wir
können also von nun an annehmen, dass beide Determinanten6=0 sind.

Durch f (vj ) := xj , j = 1, . . . , n, wird eine C-lineare Abbildungf :V → V gegeben. IstA =
(aij ) die Matrix vonf bzgl. der Basisv1, . . . , vn, d.h. istxj =

∑n
i=1 aijvi , so gilt G8(x1, . . . , xn) =

tA G8(v1, . . . , vn)A = tA E
p,q
n A nach Satz 12.A.4. Mit der Determinantenproduktformel 9.D.5 ergibt sich

G8(x1, . . . , xn) = | DetA|2 · DetEp,qn = |Detf |2 · (−1)q .

Fassen wirV als R-Vektorraum mit Basisv1, iv1, . . . , vn, ivn auf, so gilt auchf ( ivj = if (vj ) = ixj für
alle j und für die MatrixB ∈ M2n(R) von f bzgl. dieser Basis erhält manGRe8(x1, iv1, . . . , vn, ivn) =
tB G8(v1, iv1, . . . , vn, ivn)B = tB E

2p,2q
2n B, also GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) = (DetB)2 = (DetR f )2.

Nach 9.E, Aufg. 7 gilt DetR f = | Detf |2, also

GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) = | Detf |4 = |G8(x1, . . . , xn)|2.

Beweisvariante: Für i, j = 1, . . . , n setzen wirαij := Re8(xi, xj ) = Re8( ixi, ixj ) und βij :=
Im8(xi, xj ) = − Re8( ixi, xj ) = Re8(xi, ixj ), d.h. es ist8(xi, xj ) = αij + iβij . Im Fall n = 1 gilt
dann

GRe8(x1, ix1) =
∣∣∣∣
Re8(x1, x1) Re8(x1, ix1)

Re8( ix1, x1) Re8( ix1, ix1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
α11 β11

−β11 α11

∣∣∣∣ = α2
11+β2

11 = |8(x1, x1)|2 = |G8(x1)|2.

Beim Schluss vonn−1 aufn verwenden wir die eindeutige Darstellungxn = x+y mit x∈ Cx1+· · ·+Cxn−1

und y im orthogonalen Komplement vonCx1 + · · · + Cxn−1, wie sie nach 12.B.9 existiert. Es gilt dann

x =
n−1∑
i=1
cixi mit ci = ai + ibi undai, bi ∈ R für i= 1, . . . , n−1 sowie8(y, xj ) = 0 für j = 1, . . . , n−1

und folglich

αnj + iβnj = 8(xn, xj ) = 8(x, xj )+8(y, xj ) =
n−1∑
i=1
ci8(xi, xj ) =

n−1∑
i=1
(ai + ibi)(αij + iβij )

=
n−1∑
i=1
(aiαij − biβij )+ i

n−1∑
i=1
(aiβij + biαij ) , also

αnj =
n−1∑
i=1
aiαij −

n−1∑
i=1
biβij , βnj =

n−1∑
i=1
aiβij +

n−1∑
i=1
biαij , j= 1, . . . , n−1 .

Ferner gilt

8(y, xn) = 8(xn, xn)−8(x, xn) = αnn + iβnn −
n−1∑
i=1
ci8(xi, xn)

= αnn + iβnn −
n−1∑
i=1
(ai + ibi)(αin + iβin) =

(
αnn −

n−1∑
i=1
(aiαin − biβin)

)
+ i

(
βnn −

n−1∑
i=1
(aiβin + biαin)

)
.
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Die Gramsche Determinante von Re8 bzgl.x1, ix1, . . . , xn, ixn ist

GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 β11 · · · α1,n−1 β1,n−1 α1n β1n

−β11 α11 · · · −β1,n−1 α1,n−1 −β1n α1n
...

...
. . .

...
...

...
...

αn−1,1 βn−1,1 · · · αn−1,n−1 βn−1,n−1 αn−1,n βn−1,n

−βn−1,1 αn−1,1 · · · −βn−1,n−1 αn−1,n−1 −βn−1,n αn−1,n

αn1 βn1 · · · αn,n−1 βn,n−1 αnn βnn
−βn1 αn1 · · · −βn,n−1 αn,n−1 −βnn αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Für i= 1, . . . , n−1 subtrahiert man nun dasai-fache der(2i−1)-ten Zeile und dasbi-fache der 2i-ten Zeile
von der(2n−1)-ten Zeile dieser Determinante, ferner addiert man dasbi-fache der(2i−1)-ten Zeile und das
−ai-fache der 2i-ten Zeile zur 2n-ten Zeile. Mit den weiter oben bewiesenen Identitäten bekommt man so

GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 β11 · · · α1,n−1 β1,n−1 α1n β1n

−β11 α11 · · · −β1,n−1 α1,n−1 −β1n α1n
...

...
. . .

...
...

...
...

αn−1,1 βn−1,1 · · · αn−1,n−1 βn−1,n−1 αn−1,n βn−1,n

−βn−1,1 αn−1,1 · · · −βn−1,n−1 αn−1,n−1 −βn−1,n αn−1,n

0 0 · · · 0 0 Re8(y, xn) Im8(y, xn)

0 0 · · · 0 0 − Im8(y, xn) Re8(y, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Mit dem Blockmatrizensatz 9.D.4 und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

GRe8 (x1, ix1, . . . , xn, ixn) = GRe8 (x1, ix1, . . . , xn−1, ixn−1) ·
∣∣∣∣

Re8(y, xn) Im8(y, xn)

− Im8(y, xn) Re8(y, xn)

∣∣∣∣

= |G8(x1, . . . , xn−1)|2 · |8(y, xn)|2 =

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

8(x1, x1) · · · 8(x1, xn−1)
...

. . .
...

8(xn−1, x1) · · · 8(xn−1, xn−1)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

· |8(y, xn)|2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

8(x1, x1) · · · 8(x1, xn−1) 8(x1, xn)
...

. . .
...

...

8(xn−1, x1) · · · 8(xn−1, xn−1) 8(xn−1, xn)

0 · · · 0 8(y, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

8(x1, x1) · · · 8(x1, xn−1) 8(x1, xn)
...

. . .
...

...

8(xn−1, x1) · · · 8(xn−1, xn−1) 8(xn−1, xn)

8(x, x1) · · · 8(x, xn−1 8(y, xn)+8(x, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

8(x1, x1) · · · 8(x1, xn−1) 8(x1, xn)
...

. . .
...

...

8(xn−1, x1) · · · 8(xn−1, xn−1) 8(xn−1, xn)

8(xn, x1) · · · 8(xn, xn−1) 8(xn, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

= |G8(x1, . . . , xn)|2 .

Dabei wurde füri= 1, . . . , n−1 dasci-fache deri-ten Zeile zurn-ten Zeile addiert und danach ausgenutzt,
dassy = x−xn nach Wahl vony zu allenxi , i= 1, . . . , n−1, orthogonal, also8(x, xi) = 8(xn, xi) ist. •

Abschnitt 13.A, Aufg. 15, p. 401 (1.6.2012) :

SeiV ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt. Fürx, y ∈ V und ‖y‖/‖x‖ → 0 gilt dann

‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ cos∡(x, y)+ ‖y‖O
(
‖y‖/‖x‖

)
.

Beweis: Mit Bd. 1, Beispiel 13.C.7 sieht man
√

1+h = 1 + 1
2h + O(h2) für h → 0. Fürx, y ∈ V und

‖y‖/‖x‖ → 0 folgt wegen‖x‖‖y‖ cos∡(x, y) = 〈x, y〉 und |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖:

‖x + y‖ =
√

〈x+y , x+y〉 =
√

‖x‖2+2〈x, y〉 + ‖y‖2 = ‖x‖
√

1 + 2〈x, y〉/‖x‖2+ ‖y‖2/‖x‖2



Lösungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5 27

= ‖x‖
√

1 + 2(‖y‖/‖x‖) cos∡(x, y)+ ‖y‖2/‖x‖2

= ‖x‖
(
1 + ( ‖y‖/‖x‖) cos∡(x, y)+ 1

2‖y‖2/‖x‖2 + O
(
‖y‖2/‖x‖2

) )

= ‖x‖ + ‖y‖ cos∡(x, y)+ ‖x‖O
(
‖y‖2/‖x‖2

)
= ‖x‖ + ‖y‖ cos∡(x, y)+ ‖y‖O

(
‖y‖/‖x‖

)
. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 1, p. 414 (1.6.2012) :

Seienp1 undp2 orthogonale Projektionen desK-VektorraumsV mit Skalarprodukt.

a) Genau dann istp1p2 eine orthogonale Projektion vonV , wennp1 undp2 kommutieren.p1p2 ist dann
die orthogonale Projektion auf Bildp1 ∩ Bild p2 .

b) Genau dann istp1 +p2 eine orthogonale Projektion, wennp1p2 = 0 ist, d.h. wenn Bildp2 ⊥ Bild p1 ist.

c) Genau dann istp1 − p2 eine orthogonale Projektion vonV , wenn Bildp2 ⊆ Bild p1 ist.

Beweis:a) Seip1p2 = p2p1. Dann ist(p1p2)
2 = p1p2p1p2 = p1p1p2p2 = p2

1p
2
2 = p1p2, alsop1p2 eine

Projektion. Dap1, p2 orthogonal sind, gilt nach 13.B.2 fürx, y∈ V ferner〈p1p2(x) , y〉 = 〈p2(x) , p1(y)〉 =
〈x , p2p1(y)〉 = 〈x , p1p2(y)〉, d.h. die Projektionp1p2 ist ebenfalls orthogonal. Zux ∈ Bild p1p2 gibt es
ein y ∈ V mit x = p1

(
p2(y)

)
, alsox ∈ Bild p1, und außerdemx = p1p2(y) = p2

(
p1(y)

)
∈ Bild p2.

Ist umgekehrtx = p1(y) = p2(z) aus Bildp1 ∩ Bild p2, so folgtx = p1(y) = p1
(
p1(y)

)
= p1(x) =

p1
(
p2(z)

)
∈ Bild p1p2. Wir erhalten Bildp1p2 = Bild p1∩Bild p2 , d.h.p1p2 ist die orthogonale Projektion

vonV auf Bildp1 ∩ Bild p2.

Sei nunp1p2 eine orthogonale Projektion. Für allex, y ∈ V gilt dann nach Satz 13.B.2 die Beziehung
〈p1p2(x) , y〉 = 〈x , p1p2y〉 = 〈p1(x) , p2(y)〉 = 〈p2p1(x) , y〉 . Da 〈−,−〉 als Skalarprodukt nicht-
ausgeartet ist, folgtp1p2(x) = p2p1(x) für alle x ∈ V , d.h. p1p2 = p2p1 . Man kann hier auch so
schließen: Aus〈p1p2(x) , y〉 = 〈p2p1(x) , y〉 , also〈p1p2(x)−p2p1(x) , y〉 = 0 , für allex, y folgt speziell
‖p1p2(x)− p2p1(x)‖2 = 〈p1p2(x)− p2p1(x) , p1p2(x)− p2p1(x)〉 = 0, d.h.p1p2(x) = p2p1(x) für alle
x∈ V und somitp1p2 = p2p1 .

b) Nach 5.F,Aufg. 15a) istp1+p2 genau dann eine Projektion, wennp1p2 = p2p1 = 0 ist, und in diesem Fall
gilt Bild (p1+p2) = Bild p1⊕Bild p2, Kern(p1+p2) = Kernp1∩Kernp2. Ist alsop1+p2 eine orthogonale
Projektion, so gilt alsop1p2 = 0 und somit〈p2(x) , p1(y)〉 = 〈p1p2(x) , y〉 = 0 für alle x, y ∈ V , d.h.
Bild p2⊥ Bild p1 . Ist umgekehrtp1p2 = 0, so gilt 0= 〈p1p2(x) , y〉 = 〈p2(x) , p1(y)〉 = 〈x , p2p1(y)〉 für
allex, y∈ V . Fürx = p2p1(y) erhält manp2p1(y) = 0, d.h.p2p1 = 0. Daher istp1+p2 eine Projektion,
die wegen〈(p1+p2)(x) , y〉 = 〈p1(x) , y〉 + 〈p2(x) , y〉 = 〈x , p1(y)〉 + 〈x , p2(y)〉 = 〈x , (p1+p2)(y)〉
auch orthogonal ist.

c) Istp1−p2 eine Projektion, so giltp1−p2 = (p1−p2)
2 = p2

1−p1p2−p2p1+p2
2 = p1−p1p2−p2p1+p2

und folglichp1p2+ p2p1 = 2p2. Für einx ∈ Bild p2 gilt p2(x) = x und somitp1(x)+ p2p1(x) = 2x,
also 2‖x‖ = ‖p1(x)+ p2(p1(x))‖ ≤ ‖p1(x)‖ + ‖p2(p1(x))‖ ≤ ‖p1(x)‖ + ‖p1(x)‖ = 2‖p1(x)‖, da
p2 eine orthogonale Projektion ist, vgl. Satz 13.B.1. Da auchp1 eine orthogonale Projektion ist, folgt
‖x‖ ≤ ‖p1(x)‖ ≤ ‖x‖, d.h.‖p1(x)‖ = ‖x‖ und folglichx∈ Bild p1, wieder mit Satz 13.B.1. Wir erhalten
insgesamt Bildp2 ⊆ Bild p1.

Sei umgekehrt Bildp2 ⊆ Bild p1. Da p1 und p2 orthogonale Projektionen sind, erhält man sofort die
Inklusion Kernp2 = (Bild p2)

⊥ ⊇ (Bild p1)
⊥ = Kernp1.

Wir zeigen zunächst Kern(p1−p2) = Bild p2 ⊙ Kernp1. Fürx ∈ Bild p2 gilt p2(x) = x = p1(x), dax
auch in Bildp1 liegt, also(p1−p2)(x) = x− x = 0. Fürx ∈ Kernp1 gilt ebenfallsx ∈ Kernp2 und somit
(p1−p2)(x) = p1(x) − p2(x) = 0. Sei nun umgekehrtx ∈ Kern(p1−p2), d.h.p1(x) = p2(x), und sei
x = y+ z mit y ∈ Bild p1 undz∈ Kernp1. Dann folgty = p1(y) = p1(y) + p1(z) = p1(x) = p2(x) ∈
Bild p2, alsox = y+z ∈ Bild p2 + Kernp1. Wegen Kernp1 ⊆ Kernp2 = (Bild p2)

⊥ ist die Summe sogar
orthogonal.

Wir zeigen nun Bild(p1−p2) = Bild p1 ∩ Kernp2. Fürx∈ Bild p1 ∩ Kernp2 gilt p1(x)= x undp2(x)= 0,
alsox = (p1−p2)(x) ∈ Bild (p1−p2). Sei umgekehrtx∈ Bild(p1−p2) und seix = (p1−p2)(y). Dann gibt
es einy∈ V mit x = p1(y)−p2(y). Schreiben wiry in der Formy = z+w mit z∈ Bild p2 ⊆ Bild p1 und
w∈ Kernp2 ⊇ Kernp1, so erhalten wirx = p1(z)− p2(z)+ p1(w)− p2(w) = z− z+ p1(w) = p1(w) ∈
Bild p1. Schreiben wir abery in der Formy = u+v mit u∈ Bild p1 undv∈ Kernp1 ⊆ Kernp2, so erhalten
wir p2(x) = p2(p1(u)) − p2(p2(u)) + p2(p1(v)) − p2(p2(v)) = p2(u) − p2(u) = 0, alsox ∈ Kernp2.
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Schließlich sehen wir(p1−p2)(x) = p1(x) − p2(x) = x − 0 = x wegenx ∈ Bild p1 ∩ Kernp2, d.h. die
Abbildungp1−p2 ist, beschränkt auf ihr Bild, die Identität.

Da Bildp1 zu Kernp1 und Bildp2 zu Kernp2 orthogonal ist, ist auch Bild(p1−p2) zu Kern(p1−p2)

orthogonal. Schreiben wirx∈ V in der Formx = z+w mit z∈ Bild p2 undw∈ Kernp2 undw in der Form
w = u+v mit u∈ Bild p1 undv∈ Kernp1, so erhalten wirx = (z+v)+ umit z+v ∈ Bild p2 ⊙ Kernp1 =
Kern(p1−p2) undu ∈ Bild p1 ∩ Kernp2 = Bild (p1−p2) wegenp2(u) = p2(w) − p2(v) = 0 − 0 = 0,
d.h.V ist die (direkte) Summe der beiden Unteräume Bild(p1−p2) und Kern(p1−p2) . Insgesamt haben
wir gezeigt, dasp1−p2 eine orthogonale Projektion ist. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 2, p. 414 (1.6.2012) :

SeienV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum mit Skalarprodukt undf 6= 0 eine Linearform aufV mit
v := gradf .

a) Ist vi , i∈ I , eine Orthonormalbasis vonV , so ist v = gradf =
∑

i∈I f (vi) vi .

b) Ist K = R, so istf (x) = ‖x‖ ‖v‖ cos∡(x, v) . – Insbesondere nimmtf auf der Einheitssphäre S(0 ; 1)
vonV das Maximum‖v‖ im Punktv/‖v‖ und das Minimum−‖v‖ im Punkt−v/‖v‖ an.

c) Ist K = C, so wird das Maximum‖v‖ von |f | auf der Einheitssphäre S(0 ; 1) vonV genau in den Punkten
av/‖v‖ , a ∈ C , |a| = 1, angenommen.

Beweis: a) Seiv = gradf =
n∑
j=1

ajvj , aj ∈ K. Dann giltf (vi) = 〈vi, v〉 =
n∑
j=1
aj 〈vi, vj 〉 =

n∑
j=1
ajδij = ai ,

also ai = f (vi).

b) Seix ∈ S(0 ; 1), also‖x‖ = 1. Mit den Bemerkungen im Anschluss an 13.A.8 sieht manf (x) =
〈x, v〉 = ‖x‖ ‖v‖ cos∡(x, v) = ‖v‖ cos∡(x, v) . Wegen−1≤ cos∡(x, v) ≤ 1 nimmtf also genau für
cos∡(x, v) = 1, d.h.∡(x, v) = 0 und somit inx = v/‖v‖ das Maximum und für cos∡(x, v) = −1, d.h.
∡(x, v) = π und somit inx = −v/‖v‖ das Minimum auf S(0 ; 1) an.

c) Seix ∈ S(0 ; 1), also‖x‖ = 1. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 13.A.4 sieht man|f (x)| =
|〈x, v〉| ≤ ‖x‖ ‖v‖ = ‖v‖ , wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wennx undv linear abhängig
sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eina′ ∈ C gibt mit x= a′v, d.h. mit x= av/‖v‖ für a := a′‖v‖.
Dabei ist 1= ‖x‖ = |a| ‖v/‖v‖‖ = |a|. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 3, p. 414 (1.6.2012) :

( H e s s e s c h e N o r m a l f o r m ) SeienE ein endlichdimensionaler affiner Raum über demK-Vektorraum
V mit Skalarprodukt undF = H + O eine affine Hyperebene inE durchO ∈ E. Ferner seiz ∈ V ein
Einheitsnormalenvektor zuH in V . Für einen beliebigen PunktP ∈ E ist

{Q ∈ E | 〈 −→
OQ, z〉 = d} , d := 〈−→

OP, z〉 ,

die zuF parallele Hyperebene durchP . Ferner ist|d| der Abstand vonP zuF . Insbesondere ist

F = {Q ∈ E | 〈 −→
OQ, z〉 = 0} .

Beweis:Nach Wahl vonz ist DimKz = 1, also Dim(Kz)⊥ = Dim V−1, und fernerH ⊆ (Kz)⊥. Es folgt
H = Kz. Ein PunktQ∈E liegt also genau dann in der zuF parallelen HyperebeneH + P durchP , wenn
−→
PQ in H liegt, d.h. wenn〈−→

PQ , z〉 = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn 0= 〈−→
PO + −→

OQ, z〉 =
〈−→
PO , z〉 + 〈−→

OQ, z〉 gilt, also wenn〈−→
OQ, z〉 = −〈−→

PO , z〉 = 〈−→
OP , z〉 = d gilt. Im Fall P = O ist

−→
OP = 0, alsod = 〈−→

OP, z〉 = 0. Dies liefertF = {Q ∈ E | 〈 −→
OQ, z〉 = 0} .

Der Abstand vonP zuF = H +O ist definitionsgemäß Min{d(P,Q) | Q ∈ F }. Der PunktQ0 = −dz+P
liegt wegen〈−−→

OQ0 , z〉 = 〈−→
OP + −−→

PQ0 , z〉 = 〈−→
OP , z〉 + 〈−−→PQ0 , z〉 = d − d〈z, z〉 = 0 in F , und es gilt

d(P,Q0) = ‖−dz‖ = |d|. Für einen beliebigen PunktQ∈ F liegt
−−→
QQ0 inH = (Kz)⊥ und nach dem Satz

13.A.6 des Pythagoras gilt|−→
PQ‖2 = ‖−−→

QQ0‖2 + |Q0P |2 ≥ |Q0P |2 = ‖dz‖2 = |d|2, also|−→
PQ‖ ≥ |d|.

Daher ist|d| der Abstand vonP zuF . •
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Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 414 (1.6.2012) :

Man bestimme den Abstand des PunktesP = (0,0,1) im R
3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, von

der EbeneF := {(x1, x2, x3) | x1+x2−x3 = 2} .

Lösung: Es istF = H + (2,0,0) mit H = {(x1, x2, x3) | x1+ x2− x3 = 0}, undz := (1,1,−1)/
√

3
ist offenbar ein Einheitsnormalenvektor zuH . Der Abstand vonF und (0,0,1) ist nach der vorstehenden
Aufgabe|〈(0,0,1) − (2,0,0) , (1,1,−1)/

√
3 〉 = |〈(−2,0,1) , (1,1,−1)

√
3 〉| = |−3/

√
3 | =

√
3. (Man

vgl. auch die allgemeine Lösung in Aufg. 4.) •

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 414 (1.6.2012) :

a) Seiena, b, v,w∈ R
3 mit v,w 6= 0. (R3 trage das Standardskalarprodukt und die Standardorientierung.)

Der Abstandd der beiden Geradeng1 := {a+ rv | r ∈ R} undg2 := {b+ sw | s∈ R} kann folgendermaßen

berechnet werden:d :=
∣∣〈 b− a ,

v×w
‖v×w‖

〉
∣∣ .

b) Man berechne den Abstand der beiden Geradeng1 := {(1,2,−1) + r(3,1,0) | r ∈ R} und g2 :=
{(0,2,−1)+ t (1,0,1) | t ∈ R} .

Beweis: a) Nach dem Satz des Pythagoras ist das gemeinsame Lot auf die beiden Geraden die kürzeste
Verbindung zwischen Punkten der einen und der anderen Gerade. Seine Richtung istn := v×w. Für den
Fußpunkt aufg2 gilt alsoa+ r0v+ t0 n/‖n‖ = b+ s0w mit d=|t0| . Man bildet das Skalarprodukt beider
Seiten mitn und bekommt wegenv×n = 0 undw×n = 0 sofort 〈a, n〉 + t0〈n, n〉/‖n‖ = 〈b, n〉. Es folgt
t0 = 〈b−a , n/‖n‖ 〉 . Der gesuchte Abstand ist also

∥∥t0 n/‖n‖ ‖ = |t0| = |〈b−a , n/‖n‖ 〉| .

b) Es istb− a = (0,2,−1) − (1,2,−1) = (−1,0,0) und n = (3,1,0) × (1,0,1) = (1,−3,−1) ,
‖n‖ =

√
11 . Der gesuchte Abstand ist|〈b− a , n/‖n‖ 〉| = |〈(−1,0,0) , (1,−3,−1)〉|

/√
11 = 1

/√
11.

(Man vgl. auch die allgemeine Lösung in Aufg. 8.) •

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 414 (1.6.2012) :

Seiena, b, v ∈ R
3 mit v 6= 0. (R3 trage das Standardskalarprodukt und die Standardorientierung.) Der

Abstandd des Punktesb von der Geradeng := {a + tv | t ∈ R} kann folgendermaßen berechnet werden:

d :=
∥∥(b−a)× v

‖v‖
∥∥ .

Beweis: a) Sei c := a + t0v der Fußpunkt des Lotes vonb auf g. Dann istd = ‖b − c‖ . Dab − c undv
zueinander orthogonal sind, ist‖(b − c) × v‖ = ‖b − c‖ ‖v‖ = d ‖v‖ . Andererseits ist‖(b − c) × v‖ =
‖(b − a − t0v)× v‖ = ‖(b − a)× v‖ wegenv × v = 0. Es folgt d := ‖(b−a)× v/‖v‖‖ .

Beweisvariante: Das Parallelogramm mit den Eckpunktena, c, b und b + (c − a) hat als Flächeninhalt
das Produkt aus der Grundlinienlänge‖c − a‖ und der Höhed, andererseits ist dieser Flächeninhalt gleich
‖(b − a) × (c − a)‖ . Es folgt‖(b − a) × (c − a)/‖c − a‖ ‖ = d . Da a undc beide auf der Geradeng
liegen, ist dabei (bis auf das Vorzeichen)(c − a)/‖(c − a)‖ der Richtungsvektorv/‖v‖ von g. (Man vgl.
wiederum die folgende Aufg. 4.) •

Abschnitt 13.B, Aufg. 4,p. 414 (1.6.2012) :

SeienV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt undx1, . . . , xn, xn+1 Elemente vonV , von denenx1, . . . , xn
linear unabhängig seien. Dann ist der Abstandd vonxn+1 zum UnterraumKx1 + · · · + Kxn vonV gleich

d =
(G(x1, . . . , xn , xn+1)

G(x1, . . . , xn)

)1/2
.

Beweis: Nach 12.C.6 ist G(x1, . . . , xn) 6= 0. Seix := a1x1 + · · · + anxn mit ai ∈ K das Bild vonxn+1 bei
der orthogonalen Projektion vonV auf Kx1 +· · ·+Kxn. Dann gilt〈xn+1−x , xi〉 = 0 für i= 1, . . . , n, also
auch〈xn+1−x, x〉 = 0, und es folgtd2 = ‖xn+1−x‖2 = 〈xn+1−x, xn+1−x〉 = 〈xn+1−x, xn+1〉. Subtraktion
desai-fachen deri-ten Zeile von dern+1-ten Zeile,i= 1, . . . , n, liefert

G(x1, . . . , xn , xn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, xn+1〉
...

. . .
...

...

〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, xn+1〉
〈xn+1, x1〉 · · · 〈xn+1, xn〉 〈xn+1, xn+1〉

∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, xn+1〉
...

. . .
...

...

〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, xn+1〉
〈xn+1−x, x1〉 · · · 〈xn+1−x, xn〉 〈xn+1−x, xn+1〉

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, xn+1〉
...

. . .
...

...

〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, xn+1〉
0 · · · 0 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣

= d2 G(x1, . . . , xn) , also d =
(G(x1, . . . , xn , xn+1)

G(x1, . . . , xn)

)1/2
. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 5,p. 415 (1.6.2012) :

Sei V ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensionn ≥ 2. Für Elementex1, . . . , xn−1 und
y1, . . . , yn−1 in V gilt die folgende auf Lagrange zurückgehende Formel:

〈 x1×· · ·×xn−1, y1×· · ·×yn−1 〉 = G(x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1) =

∣∣∣∣∣∣

〈x1, y1〉 . . . 〈x1, yn−1〉
...

. . .
...

〈xn−1, y1〉 . . . 〈xn−1, yn−1〉

∣∣∣∣∣∣
.

1. Beweis:Die Abbildungenf undg mit f (x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn−1) := 〈 x1×· · ·×xn−1, y1×· · ·×yn−1 〉
sowieg(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn−1) := G(x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1) vonV n−1×V n−1 nachR sind offenbar
linear in allen Variablenxi undyi . Es genügt also zu zeigen, dass sie stets übereinstimmen, wenn man die
xi undyi beliebig in{v1, . . . , vn} wählt, wovi , i= 1, . . . , n, eine die Orientierung vonV repräsentierende
Orthonormalbasis vonV ist. Setzt man fürxi undxj bzw. für yi undyj mit i 6= j dasselbe Basiselement
ein, so verschwindenx1×· · ·×xn−1 bzw. y1×· · ·×yn−1 und damitf . Auch g verschwindet dann, da in
der Determinante G(x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1) die i-te und diej -te Zeile bzw. diei-te und diej -te Spalte
gleich sind. Wir können also annehmen, dass für diexi paarweise verschiedene Elemente der Basisvi ,
i= 1, . . . , n, eingesetzt werden und ebenso für dieyi .

Bezeichnet1 die kanonische Determinantenfunktion vonV , so gilt1(v1, . . . , vn) = 1 und folglich hat
man v1 × · · · × vn−1 = vn. Sei σ ∈ Sn eine beliebige Permutation. Dann gilt1(vσ1, . . . , vσn) =
Signσ 1(v1, . . . , vn) = Signσ und somit1(vσ1, . . . , vσ(n−1),Signσ vσn) = 1, d.h.vσ1×· · ·×vσ(n−1) =
Signσ vσn. Für eine weitere Permutationτ ∈ Sn gilt analogvτ1×· · ·×vτ(n−1) = Signτ vτn.

Im Fall σn 6= τn gilt f (vσ1, . . . , vσ(n−1), vτ1, . . . , vτ(n−1)) = 〈vσ1×· · ·×vσ(n−1) , vτ1×· · ·×vτ(n−1)〉 =
Signσ Signτ 〈vσn, vτn〉 = 0. Außerdem gibt es dann eini0 in {1, . . . , n− 1} mit σ i0 = τn. Es folgt
〈vσ i0 , vτj 〉 = 0 für j= 1, . . . , n−1. Die i0-te Zeile von G(vσ1, . . . , vσ(n−1), vτ1, . . . , vτ(n−1)) verschwindet
also, und somit gilt auchg(vσ1, . . . , vσ(n−1), vτ1, . . . , vτ(n−1)) = 0.

Im Fall σn = τn gilt f (vσ1, . . . , vσ(n−1), vτ1, . . . , vτ(n−1)) = Signσ Signτ 〈vσn, vτn〉 = Signσ Signτ .
Außerdem erhält man dann nach Vertauschen der Zeilen gemäßσ und der Spalten gemäßτ

g(vσ1, . . . , vσ(n−1), vτ1, . . . , vτ(n−1)) =

∣∣∣∣∣∣

〈vσ1, vτ1〉 . . . 〈vσ1, vτ(n−1)〉
...

. . .
...

〈vσ(n−1), vτ1〉 . . . 〈vσ(n−1), vτ(n−1)〉

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈vσ1, vτ1〉 . . . 〈vσ1, vτ(n−1)〉 0
...

. . .
...

...

〈vσ(n−1), vτ1〉 . . . 〈vσ(n−1), vτ(n−1)〉 0
0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈vσ1, vτ1〉 . . . 〈vσ1, vτ(n−1)〉 〈vσ1, vτn〉
...

. . .
...

...

〈vσ(n−1), vτ1〉 . . . 〈vσ(n−1), vτ(n−1)〉 〈vσ(n−1), vτn〉
〈vσn, vτ1〉 . . . 〈vσn, vτ(n−1)〉 〈vσn, vτn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣

= Signσ Signτ

∣∣∣∣∣∣

〈v1, v1〉 . . . 〈v1, vn〉
...

. . .
...

〈vn, v1〉 . . . 〈vn, vn〉

∣∣∣∣∣∣
= Signσ Signτ . •

2. Beweis: Sei vi , i = 1, . . . , n, eine die Orientierung vonV repräsentierende Orthonormalbasis vonV .

Dann gibt es Darstellungenxi=
n∑
k=1

akivk und yj =
n∑
ℓ=1
bℓjvℓ , i, j = 1, . . . , n−1, mit aki, bℓj ∈ R. Mit den

n×(n−1)-MatrizenA = (aki) undB = (bℓj ) und der transponierten MatrixtA = (a′
ik), a

′
ik := aki , gilt dann

wegen〈xi, yj 〉 = 〈
n∑
k=1

akivk ,
n∑
ℓ=1
bℓjvℓ〉 =

n∑
k,ℓ=1

akibℓj 〈vk, vℓ〉 =
n∑

k,ℓ=1
akibℓj δkℓ =

n∑
k=1

akibkj =
n∑
k=1

a′
ikbkj
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G(x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1) = Det
(
〈xi, yj 〉

)
= Det

( n∑
k=1
a′
ikbkj

)
= Det tAB .

Ferner giltx1×· · ·×xn−1 =
n∑
k=1

akvk und y1×· · ·×yn−1 =
n∑
ℓ=1
bℓvℓ mit Koeffizientenak= (−1)k+n DetAk

und bℓ = (−1)ℓ+n DetBℓ, wobeiAk ausA durch Streichen derk-ten Zeile undBℓ ausB durch Streichen
derℓ-ten Zeile entsteht. Dies folgt aus den Ausführungen im Anschluss an Definition 13.B.6. Wir erhalten

〈 x1×· · ·×xn−1, y1×· · ·×yn−1 〉 = 〈
n∑
k=1

akvk ,
n∑
ℓ=1
bℓvℓ 〉 =

n∑
k=1

akbk

=
n∑
k=1
(−1)k+n DetAk (−1)k+n DetBk =

n∑
k=1

DetAk DetBk =
n∑
k=1

Det t(Ak) DetBk .

Die Allgemeine Produktformel für Determinanten aus Band 4, Beispiel 7.A.5 (2) liefert nun die Gleichheit
n∑
k=1

Det t(Ak) DetBk = Det tAB und damit die Behauptung. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 6,p. 415 (1.6.2012) :

Als den Winkel zwischen zwei HyperebenenH1 und H2 eines euklidischen VektorraumsV bezeichnet
man den Winkel zwischen den GeradenH⊥

1 undH⊥
2 . Sein := DimRV ≥ 1. Ferner seienx1, . . . , xn−1

bzw. y1, . . . , yn−1 jeweils linear unabhängige Elemente inV . Der Winkelα zwischen den Hyperebenen
Rx1+· · ·+Rxn−1 undRy1+· · ·+Ryn−1 kann dann folgendermaßen mit Hilfe von Gramschen Determinanten
berechnet werden:

cosα =
|G(x1, . . . , xn−1 ; y1, . . . , yn−1)|(

G(x1, . . . , xn−1) · G(y1, . . . , yn−1)
)1/2 , 0 ≤ α ≤ π

2
.

Beweis: Wir versehenV mit einer Orientierung. Wegen(Rx1 + · · · + Rxn−1)
⊥ = Rx1×· · ·×xn−1 und

(Ry1 +· · ·+Ryn−1)
⊥ = Ry1×· · ·×yn−1 gilt dann für den Winkelα, dass es sich um den Winkelα′ zwischen

den beiden angegebenen Richtungvektoren der orthogonalen Komplemente handelt, wennα′ ≤ π/2 ist,
andernfalls umπ−α′. Wegen cos(π−α′) = − cosα′ gilt in jedem Fall unter Verwendung der vorstehenden
Aufgabe 5:

cosα = |〈x1×· · ·×xn−1 , y1×· · ·×yn−1〉|
‖x1×· · ·×xn−1‖ ‖y1×· · ·×yn−1‖

= |G(x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1)|√
G(x1, . . . , xn−1)

√
G(y1, . . . , yn−1)

. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 7,p. 415 (1.6.2012) :

Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn ≥ 1. Der Winkel zwischen einer HyperebeneH
und einer Geradeng in V ist definitionsgemäß(π/2) − β, wobeiβ der Winkel zwischeng und der zuH
orthogonalen Geradenh ist. Seien nunx1, . . . , xn−1 linear unabhängige Elemente inV undxn ∈ V, xn 6= 0.
Der Winkelα zwischen der HyperebeneRx1 + · · · + Rxn−1 und der GeradenRxn kann ebenfalls mit Hilfe
von Gramschen Determinanten berechnet werden:

sinα =
( G(x1, . . . , xn)

〈xn , xn〉 G(x1, . . . , xn−1)

)1/2
, 0 ≤ α ≤

π

2
.

Beweis: Istx =
n−1∑
i=1
aixi , ai ∈ R, das Bild vonxn unter der orthogonalen Projektion vonV auf die Hyperebene

Rx1 + · · · + Rxn−1 , so folgt 〈xn− x, xi〉 = 0 für i = 1, . . . , n−1, also auch〈xn− x, x〉 = 0 und somit
〈xn−x, xn〉 = 〈xn−x, xn−x〉 = ‖xn−x‖2.DaR(xn−x) das orthogonale Komplement zuRx1 +· · ·+Rxn−1

ist, gilt

sinα = cos
(π

2
−α

)
= cosβ = 〈xn−x , xn〉

‖xn−x‖ ‖xn‖
= ‖xn−x‖2

‖xn−x‖ ‖xn‖
= ‖xn−x‖

‖xn‖
.
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Subtrahiert man füri= 1, . . . , n−1 jeweils dasai-fache deri-ten Zeile von dern-ten Zeile, so erhält man

G(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn−1〉 〈x1, xn〉
...

. . .
...

...

〈xn−1, x1〉 · · · 〈xn−1, xn−1〉 〈xn−1, xn〉
〈xn, x1〉 · · · 〈xn, xn−1〉 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn−1〉 〈x1, xn〉
...

. . .
...

...

〈xn−1, x1〉 · · · 〈xn−1, xn−1〉 〈xn−1, xn〉
〈xn−x, x1〉 · · · 〈xn−x, xn−1〉 〈xn−x, xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈x1, xn−1〉 〈x1, xn〉
...

. . .
...

...

〈xn−1, x1〉 · · · 〈xn−1, xn−1〉 〈xn−1, xn〉
0 · · · 0 ‖xn−x‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣

= ‖xn−x‖2 G(x1, . . . , xn−1) , also ‖xn−x‖ =
( G(x1, . . . , xn)

G(x1, . . . , xn−1)

)1/2
.

Einsetzen in die obige Gleichung für sinα liefert die Behauptung. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 8,p. 415 (1.6.2012) :

SeienF = U + P undH = W + Q endlichdimensionale affine Unterräume des affinen RaumesE über
demK-VektorraumV mit Skalarprodukt, wobeiP,Q ∈ E; U,W ⊆ V ist. Man zeige: Es gibt Punkte
P0 ∈ F undQ0 ∈ H mit d(P0,Q0) ≤ d(R, S) für alleR ∈ F und alleS ∈ H . (Man nenntd(P0,Q0) den

A b s t a n dd(F,H) vonF undH .) d(F,H) ist gleich dem Abstandd(
−→
PQ,U +W) von

−→
PQ undU +W .

Ist die SummeU +W direkt, alsoU ∩W = 0, so sind die PunkteP0 ∈ F undQ0 ∈ H mit minimalem

Abstandd(F,H) eindeutig bestimmt. Für zwei Geradeng = Kx + P undh = Ky +Q mit z := −→
PQ ist

d(g, h) =





(G(x, y, z)

G(x, y)

)1/2
, falls g undh nicht parallel sind,

(G(y, z)

〈y, y〉

)1/2
, falls g undh parallel sind.

Beweis: Ist
−→
PQ ∈ U+W , so gibt esu ∈ U undw ∈ W mit

−→
PQ = u+w. FürP0 := u + P ∈ F und

Q0 := −w + Q ∈ H gilt dannQ0 = −w + Q = −w + −→
PQ + P = u + P = P0 . Folglich erhält man

d(F,H) = d(P0,Q0) = 0 = d(
−→
PQ,U+W).

Ist
−→
PQ /∈ U+W , so sei(U+W)⊥ das orthogonale Komplement vonU+W in U+W + R

−→
PQ. Es gibt dann

u∈U ,w∈W undv∈ (U+W)⊥ mit
−→
PQ = u+w+v. FürP0 := u+P ∈ F undQ0 := −w+Q ∈ H gilt nun

−−→
P0Q0 = −−−−−−−−−→

u+P,−w+Q = −w+−→
PQ− u = v, alsod(P0,Q0) = ‖v‖ = d(

−→
PQ, u+w) ≥ d(

−→
PQ,U+W).

Sind auchu′ ∈U undw′ ∈W , so folgt wegenv∈ (U+W)⊥ undu′+w′ −(u+w) ∈U+W mit Hilfe des Satzes

13.A.6 von Pythagorasd(
−−→
P0Q0, u

′+w′)2 = ‖u′+w′−(u+w+v)‖2=‖u′+w′−u−w‖2+‖v‖2≥‖v‖2. Daher

istd(
−→
PQ,U+W) = ‖v‖ = d(P0,Q0). SindP ′ = u′+P ∈ F undQ′ = w′+Q = w′+−→

PQ+P ∈H weitere

Punkte mitu′ ∈U undw′ ∈W , so folgtd(P ′,Q′) = ‖w′+−→
PQ−u′‖≥d(−→

PQ,U+W) = d(P0,Q0). Zunächst
folgt alsod(F,H) = d(P0,Q0). Ist d(P ′,Q′) = d(P0,Q0), so gilt in den vorstehenden Abschätzungen
das Gleichheitszeichen. Dann ist insbesondereu′+w′ −u−w = 0 und somitu′−u = w′−w ∈ U ∩W .
BeiU ∩W = 0 folgt darausu= u′, w=w′, d.h.P ′ = P0,Q′ =Q0 .

Der Abstand der beiden Geradeng und h ist nach dem bereits Gezeigten gleichd(z ,Kx+ Ky), wobei
Kx+ Ky = Ky ist, fallsg undh parallel sind. Die angegebenen Formeln folgen dann direkt aus Aufg. 4.•

Abschnitt 13.B, Aufg. 10, p. 416 (1.6.2012) :

( E u l e r s c h e G e r a d e ) Sei△ = (A,B,C) ein (nicht-ausgeartetes) Dreieck in einer euklidischen affinen
Ebene. Die Höhe von△ durchA ist die Gerade, dieAmit dem Fußpunkt des Lotes vonA auf die Gegenseite
BC verbindet. Entsprechend sind die Höhen durchB undC definiert. Eine M i t t e l s e n k r e c h t e von△
ist die Senkrechte zu einer Dreiecksseite durch den Mittelpunkt der zugehörigen Eckpunkte.

a) Die Mittelsenkrechten von△ schneiden sich in einem PunktO. Es ist d(O,A) = d(O,B) = d(O,C).
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b) SeiS = 1
3A+ 1

3B+ 1
3C = 1

3(
−→
OA+−→

OB+−→
OC )+O der Schwerpunkt von△ , d.h. der Schnittpunkt der

Seitenhalbierenden von△ . Dann liegt der PunktQ := 3
−→
OS +O = −→

OA + −→
OB + −→

OC +O auf jeder der
Höhen von△ . (Insbesondere ist damit gezeigt: Die Höhen von△ schneiden sich in einem PunktQ, und die
PunkteO, S undQ liegen auf einer Geraden. Bei nicht gleichseitigem△ ist diese eindeutig bestimmt und
heißt die E u l e r s c h e G e r a d e . In diesem Fall ist das Teilverhältnis(O,Q) : (O, S) = 3.)

Beweis: a) SeienO ′ irgendein Koordinatenursprung undx=
−−→
O ′P , a :=

−−→
O ′A, b :=

−−→
O ′B die Ortsvektoren

der PunkteP,A,B. Genau dann liegt der PunktP auf der Mittelsenkrechten zur Seite(A,B) mit dem

MittelpunktA′ = 1
2A+ 1

2B (der den Ortsvektor12(a+b)hat), wenn
−→
A′P = x− 1

2(a+b)zu
−→
AB = b−a orthogo-

nal ist, also〈x− 1
2(a+b) , b−a〉 = 0 gilt. Dies ist äquivalent zu〈x, b〉−〈x, a〉− 1

2(〈b, b〉−〈a, a〉) = 0, d.h. zu
‖a−x‖2 = 〈a−x , a−x〉 = 〈a, a〉−2〈x, a〉+〈x, x〉 = 〈b, b〉−2〈x, b〉+〈x, x〉 = 〈b−x , b−x〉 = ‖b−x‖2. Der
PunktP liegt also genau dann auf der Mittelsenkrechten zu(A,B), wennd(P,A) = ‖a− x‖ = ‖b− x‖ =
d(P,B) gilt. Der SchnittpunktO der Mittelsenkrechten zu(A,B) und zu(B,C) ist dann ein Punkt mit
d(O,A) = d(O,B) = d(O,C). Wegend(O,A) = d(O,C) liegt er auch auf der Mittelsenkrechten zu
(C,A) und ist damit der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten. Von nun an wählen wirO = O ′, alsoO
als Koordinatenursprung. Dann istr := ‖a‖ = ‖b‖ = ‖c‖ der Umkreisradius von△.

b) Nach 4.B, Aufg. 3 istS = 1
3A+ 1

3B + 1
3C mit dem Ortsvektor

−→
OS = 1

3(a+b+c). Der PunktQmit dem

Ortsvektor
−→
OQ = a+ b+ c liegt auf der Höhe durchC, wenn

−→
CQ = (a+ b+ c)− c = a+ b ortogonal zu

−→
AB = b−a ist. In der Tat gilt〈a+b , b−a〉 = 〈b, b〉 − 〈a, a〉 = r2− r2 = 0. In analoger Weise sieht man,
dassQ auch auf den beiden anderen Höhen von△ liegt. – Beid(C,A) 6= d(B,C) ist die Mittelsenkrechte
zu (A,B) nicht gleich der Höhe durchC, und es istQ 6= O. Dann ist die Eulersche Gerade eindeutig
bestimmt. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 11, p. 417 (1.6.2012) :

( F e u e r b a c h s c h e r K r e i s ) In der Situation von Aufg. 10 und mit den dort eingeführten Bezeichnungen

gilt für den PunktM := 1
2(

−→
OA + −→

OB + −→
OC ) +O (auf der Eulerschen Geraden) undρ := 1

2 d(O,A) =
1
2 d(O,B) = 1

2 d(O,C):

a) Jede der SeitenmittenA′, B ′, C ′ von△ hat den Abstandρ vonM.

b) Jeder der MittelpunkteA′′, B ′′ bzw.C ′′ der Strecken vonA,B bzw.C zum HöhenschnittpunktQ hat den
Abstandρ vonM.

c)M ist Mittelpunkt der Strecken vonA′′, B ′′ bzw.C ′′ zur jeweils gegenüberliegenden Seitenmitte von△.

d) Jeder der Höhenfußpunkte liegt auf dem Kreis mit Radiusρ umM.

(Insgesamt ist damit gezeigt: Die Seitenmitten von△, die Höhenfußpunkte von△ und die Halbierungspunkte
der Strecken, die den HöhenschnittpunktQ von△ mit den Ecken von△ verbinden, liegen alle auf dem Kreis
umM mit dem halben Umkreisradius als Radius. Dieser Kreis heißt der F e u e r b a c h s c h e K r e i s oder
N e u n - P u n k t e - K r e i s des Dreiecks. Sein MittelpunktM liegt auf der Eulerschen Geraden in der Mitte
zwischen dem MittelsenkrechtenschnittpunktO und dem HöhenschnittpunktQ.)

e) Die sechs Schnittpunkte der Kreise um die Mitten der Dreiecksseiten BC, CA und AB jeweils durch
den HöhenschnittpunktQ mit den Geraden BC, CA bzw. AB liegen auf einem Kreis (dessen Mittelpunkt
notwendigerweiseO ist) . (Dies ist eine Aufgabe der Internationalen Mathematikolympiade 2008.)
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Q

C

C

BA

B A

′

′ ′

O

Beweis: a) Wir verwenden weiterhin die bei Aufg. 10 eingeführten Bezeichnungen. Dann istρ = 1
2r, und

die Behauptung folgt ausd(A′,M) = ‖
−−→
A′M‖ = ‖ 1

2(a+ b+ c) − 1
2(b+ c)‖ = 1

2‖a‖ = ρ und analog
d(B ′,M) = ρ, d(C ′,M) = ρ.

b) Es ist
−−→
MC ′′ =

−−→
OC ′′ − −−→

OM = −→
OQ+

−−→
QC ′′ − −−→

OM = (a+b+c)+ 1
2

(
c− (a+b+c)

)
− 1

2(a+b+c) = 1
2c,

alsod(M,C ′′) = ‖
−−→
MC ′′‖ = 1

2‖c‖ = ρ und analogd(M,A′′) = ρ, d(M,B ′′) = ρ.

c) Der Mittelpunkt von(C ′, C ′′) ist 1
2C

′ + 1
2C

′′ = 1
2(

−−→
OC ′′ +

−−→
OC ′)+O = 1

2

(
1
2(a+b)+ c+ 1

2(a+b)
)
+O =

1
2(a+b+ c)+O = M. Analog zeigt man, dassM auch Mittelpunkt von(B ′, B ′′) und(A′, A′′) ist.

d) Nach b) und c) ist der Kreis umM mit Radiusρ der Thaleskreis für jeden der Höhenschnittpunkte. Die
Behauptung folgt also aus dem Satz des Thales, vgl. 13.A, Aufg. 8b) (2).

e) Der Kreis umA′ durchQ hat den Radiusd(A′,Q) = ‖
−−→
A′Q‖ = ‖a+b+c− 1

2(b+c)‖ = ‖a+ 1
2(b+c)‖.

Er schneidet(B,C) in den Punkten±‖a+ 1
2(b+ c)‖ e + A′ = ±‖a+ 1

2(b+ c)‖ e + 1
2(b+ c) + O, wo

e := (c− b)/‖c− b‖ ein zub+ c orthogonaler Einheitsvektor (in Richtung von
−→
BC ) ist. Das Quadrat des

AbstandsR der beiden Schnittpunkte vonO ist also

R2 :=
〈
± ‖a+ 1

2(b+ c)‖ e + 1
2(b+ c) ,±‖a+ 1

2(b+ c)‖ e + 1
2(b+ c)

〉

=
〈
a+ 1

2(b+ c) , a+ 1
2(b+ c)

〉
+ 〈 1

2(b+ c) ,
1
2(b+ c)〉 =

〈
a+ 1

2(b+ c) , a
〉
+ 〈a+b+ c , 1

2(b+ c)〉
= ‖a‖2 + 〈a , b+ c〉 + 1

2

(
‖b‖2 + 2〈b, c〉 + ‖c‖2

)
= 2r2 + 〈a, b〉 + 〈b, c〉 + 〈c, a〉 .

Da dieser Ausdruck symmetrisch ist ina, b, c, ergibt sich derselbe Wert für die Abstände vonQ zu den
Schnittpunkten der beiden Kreise umB ′ bzw.C ′ mit den entsprechenden Dreiecksseiten.C ′ durchQ. Alle
sechs Punkte liegen also auf dem Kreis umO mit dem RadiusR. •.

Abschnitt 13.B, Aufg. 14,p. 418 (1.6.2012) :

Für Vektorenx, y, z, u eines orientierten 3-dimensionalen euklidischen RaumesV gilt:

a) 〈x × y , z× u〉 = 〈x, z〉 〈y, u〉 − 〈x, u〉 〈y, z〉 . ( F o r m e l v o n L a g r a n g e )

b) x × (y × z) = 〈x, z〉 y − 〈x, y〉 z . ( F o r m e l v o n G r a ß m a n n )

c) x × (y × z)+ y × (z× x)+ z× (x × y) = 0. ( J a c o b i - I d e n t i t ä t )

d) 〈x × y , z× u〉 + 〈y × z , x × u〉 + 〈z× x , y × u〉 = 0 .

e)x × y + y × z+ z× x = (x − z)× (y − x) .
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Beweis:a) DieAussage ist der Spezialfalln= 2 vonAufg. 5. Man kann sie aber auch direkt nachrechnen: Ist
v1, v2, v3 eine die Orientierung repräsentierende Orthonormalbasis vonV , so gilt mitx = x1v1+x2v2+x3v3,
y = y1v1+y2v2+y3v3 , z = z1v1+z2v2+z3v3 , u = u1v1+u2v2+u3v3 , woxi, yi, zi, ui ∈ R für i= 1,2,3:

x×y = (x2y3−x3y2)v1 + (x3y1−x1y3)v2 + (x1y2−x2y1)v3,

z×u = (z2u3− z3u2)v1 + (z3u1− z1u3)v2 + (z1u2− z2u1)v3,

〈x×y , z×u〉 = (x2y3−x3y2)(z2u3− z3u2)+ (x3y1−x1y3)(z3u1− z1u3)+ (x1y2−x2y1)(z1u2− z2u1)

= x2y3z2u3 − x2y3z3u2 − x3y2z3u2 + x3y2z3u2 + x3y1z3u1 − x3y1z1u3

− x1y3z3u1 + x1y3z1u3 + x1y2z1u2 − x1y2z2u1 − x2y1z1u2 + x2y1z2u1 .

Andererseits gilt〈x, z〉 = x1z1+ x2z2+ x3z3 , 〈y, u〉 = y1u1+ y2u2+ y3u3 , 〈x, u〉 = x1u1+ x2u2+ x3u3 ,
〈y, z〉 = y1z1+y2z2+y3z3 und folglich

〈x, z〉〈y, u〉 − 〈x, u〉 〈y, z〉
= (x1z1+x2z2+x3z3)(y1u1+y2u2+y3u3)− (x1u1+x2u2+x3u3)(y1z1+y2z2+y3z3)

= x1z1y1u1+x1z1y2u2+x1z1y3u3+x2z2y1u1+x2z2y2u2+x2z2y3u3+x3z3y1u1 + x3z3y2u2+x3z3y3u3

− x1u1y1z1−x1z2y2u1−x1u1y3z3−x2u2y1z1−x2u2y2z2−x2u2y3z3−x3u3y1z1−x3u3y2z2−x3u3y3z3

= x1z1y2u2+x1z1y3u3+x2z2y1u1+x2z2y3u3+x3z3y1u1 + x3z3y2u2

− x1z2y2u1−x1u1y3z3−x2u2y1z1−x2u2y3z3−x3u3y1z1−x3u3y2z2 .

Man prüft sofort, dass beide Seiten gleich sind.

b) Sei zunächsty× z = 0. Dann sindy undz linear abhängig, es gilt etway = az mit a∈ R. Daraus folgt
〈x, z〉 y − 〈x, y〉 z = 〈x, z〉 az− 〈x, az〉 z = 0 und natürlich auchx × (y × z) = x×0 = 0.

Sei nuny× z 6= 0. Dann sindy, z, y× z linear unabhängig, bilden also eine Basis vonV , in der sichx
darstellen lässt. Da beide Seiten der Gleichung linear inx sind, genügt es zu zeigen, dass die Gleichung
richtig ist, wenn man fürx die Elemente dieser Basis einsetzt.

Es isty × (y× z) = ay+bz+ c(y× z)mit a, b, c∈ R. Day× z zuy× (y× z), y undz orthogonal ist, folgt
0 = 〈y× (y×z) , y×z〉 = 〈ay+bz+c(y×z) , y×z〉 = a〈y, y×z〉+ b〈z, y×z〉+ c〈y×z,y×z〉 = ‖y×z‖2,

also c= 0. Ist1 die kanonische Determinantenfunktion vonV , so gilt definitionsgemäß
1
(
y, y × z, y × (y × z)

)
= 〈y × (y × z) , y × (y × z)〉 = ‖y× (y× z)‖2 = ‖y‖2‖y× z‖2 sin2

∡(y, y× z)=
‖y‖2‖y× z‖2. Andererseits gilt1

(
y, y × z, y × (y × z)

)
= 1

(
y, y × z, ay+ bz) = 1

(
y, y × z, bz) =

−b1
(
y, z, y×z) = −b〈y×z , y×z〉 = −b‖y×z‖2. Es folgt−b = ‖y‖2, d.h.b = −〈y, y〉. Schließlich gilt

0 = 〈y × (y× z) , y〉 = 〈ay− 〈y, y〉z , y〉 = a〈y, y〉 − 〈y, y〉〈z, y〉, alsoa = 〈z, y〉 = 〈y, z〉 und insgesamt
y × (y×z) = 〈y, z〉y − 〈y, y〉z. Die Behauptung ist somit fürx= y richtig. Fürx= z wird sie ganz analog
bewiesen. Fürx = y× z gilt schließlich(y× z)× (y× z) = 0 und〈y× z, z〉y − 〈y× z, y〉z = 0.

Natürlich hätte man auch wie bei a) vorgehen und eine die Orientierung vonV repräsentierende Orthonormal-
basis vonV wählen können. Wegen der Multilinearität beider Seiten der zu beweisenden Gleichung inx, y, z

genügt es dann, fürx, y, z Elemente dieser Basis einzusetzen oder aberx, y, z in der Basis darzustellen.

c) Die Behauptung folgt aus b). Wegenx×(y× z) = 〈x, z〉y − 〈x, y〉z, y×(z× x) = 〈y, x〉z − 〈y, z〉x,
z×(x×y) = 〈z, y〉x − 〈z, x〉y und〈x, z〉 = 〈z, x〉, 〈x, y〉 = 〈y, x〉, 〈y, z〉 = 〈z, y〉 erhält man nämlich

x× (y× z)+ y× (z× x)+ z× (x× y) = 〈x, z〉y − 〈x, y〉z+ 〈y, x〉z− 〈y, z〉x + 〈z, y〉x − 〈z, x〉y = 0.

d) Die Behauptung folgt aus a). Wegen〈x, z〉 = 〈z, x〉, 〈y, z〉 = 〈z, y〉 und〈x, y〉 = 〈y, x〉 folgt nämlich:

〈x × y , z× u〉 + 〈y × z , x × u〉 + 〈z× x , y × u〉 =
= 〈x, z〉〈y, u〉 − 〈x, u〉〈y, z〉 + 〈y, x〉〈z, u〉 − 〈y, u〉〈z, x〉 + 〈z, y〉〈x, u〉 − 〈z, u〉〈x, y〉 = 0 .

e) Wegenx×x = 0 gilt (x− z)× (y−x) = x×y − x×x − z×y + z×x = x×y + y× z+ z×x. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 15,p. 418 (1.6.2012) :

SeiV ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensionn ≥ 2. Dann ist die alternierende multilineare
AbbildungV n−1 −→ V mit (x1, . . . , xn−1) 7−→ x1 × · · · × xn−1 surjektiv.
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Beweis: Sei x ∈ V − {0} vorgegeben. Indem man auf eine Basis von(Rx)⊥ das Schmidtsche Orthonor-
mailisierungsverfahren anwendet, erhält man eine Orthonormalbasisv1, . . . , vn−1 von (Rx)⊥. Dann liegt
v1 × · · · × vn−1 in Rx, ist also von der Formax mit a ∈ R

×. Es folgta−1v1 × · · · × vn−1 = x. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 16,p. 418 (1.6.2012) :

SeienV ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensionn ≥ 2 mit der kanonischen Determinanten-
funktion1 und Alt (V n−1,R) der Raum der alternierenden(n− 1)-Formen aufV . Dann ist

x 7−→
(
(x1, . . . , xn−1) 7−→ 〈x1 × · · · × xn−1 , x〉 = 1(x1, . . . , xn−1 , x)

)

ein Isomorphismusf vonV auf Alt (V n−1,R) . Insbesondere liefertf im Fall n = 3 einen Isomorphismus
vonV auf den Raum der schiefsymmetrischen Bilinearformen aufV .

Beweis: Seiv1, . . . , vn eine die Orientierung vonV repräsentierende Orthonormalbasis vonV . Eine alter-
nierende multilineare Abbildung(x1, . . . , xn−1) 7→ f (x1, . . . , xn−1) verschwindet fürxi = xj für i 6= j und
wechselt das Vorzeichen bei Vertauschung vonxi undxj . Sie ist also bereits bestimmt durch ihre Werte auf
denn Argumentetupelnv1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn, i = 1, . . . , n. Daher hat Alt(V n−1,R) eine Dimension
≤n. Wegen DimV = n genügt es daher zu zeigen, dass die angegebene lineare Abbildung injektiv ist. Ist
aber〈x1× · · ·×xn−1 , x〉 = 0 für jede Wahl vonx1, . . . , xn−1 , so insbesondere für die nach der vorstehenden
Aufgabe 15 existierendenx1, . . . , xn−1 mit x1×· · ·×xn−1 = x. Man erhält〈x, x〉 = 0, d.h.x= 0, und damit
die Injektivität der betrachteten Abbildung. •

Abschnitt 13.B, Aufg. 20p. 419 (1.6.2012) :

a) Für jede stetige Funktionx : [a, b] → K gilt ‖x‖2 ≤
√

|b − a| · ‖x‖[a,b] . (Approximiert also eine
Funktiony die Funktionx gleichmäßig gut, so auch im quadratischen Mittel:

‖y − x‖2 ≤
√

|b − a| · ‖y − x‖[a,b] .)

b) Für jede stetig differenzierbare Funktionx : [a, b] → K , a < b, die im Intervall [a, b] eine Nullstellet0
hat, gilt

‖x‖[a,b] ≤ Max
(√
b − t0 ,

√
t0 − a

)
· ‖ẋ‖2 .

Approximiert also eine Funktionz die Ableitungẋ im quadratischen Mittel gut, so approximiert die Funktion
y(t) := x(t0)+

∫ t
t0
z(τ )dτ die Funktionx(t) gleichmäßig gut:

‖y − x‖[a,b] ≤
√
b−a

2
‖z− ẋ‖2 , t0 := b−a

2
.)

c) Zu jedem (noch so kleinen)ε > 0 und jedem (noch so großen)M > 0 gibt es eine stetige Funktion
x : [a, b] → R mit ‖x‖2 ≤ ε und‖x‖[a,b] ≥ M. (Man kannx sogar als Polynomfunktion wählen.)

Beweis: a) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Band 1, Satz 16.B.2 (3) gibt es einc∈ [a, b]
mit ‖x‖2

2 =
∫ b
a

|x(t)|2 dt ≤ |b−a| · |x(c)|2 ≤ |b−a| · ‖x‖2
[a,b] . Wurzelziehen liefert dann die Behauptung.

b) Die stetige Funktion|x(t)| nimmt in einem Punktt1 ∈ [a, b] ihr Maximum an. Es ist|t1− t0| < t0− a ,
falls t1∈ [a, t0] ist, und|t1− t0| < b− t0 bei t1∈ [t0, b] ; insgesamt folgt|t1− t0| ≤ Max (b− t0 , t0−a) . Für
das quadratische Mittel auf dem Intervall mit den Randpunktent0 undt1 gilt |〈1, ẋ〉2| ≤ ‖1‖2‖ẋ‖2 nach der
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 13.A.3. Wegenx(t0) = 0 folgt

‖x‖[a,b] = |x(t1)| = |x(t1)− x(t0)| =
∣∣
t1∫
t0

ẋ(t) dt | =
∣∣
t1∫
t0

1 · ẋ(t) dt | = |〈1, ẋ〉2| ≤ ‖1‖2 · ‖ẋ‖2

=
∣∣
t1∫
t0

12 dt
∣∣1/2 ·

∣∣
t1∫
t0

|ẋ(t)|2 dt
∣∣1/2 =

√
|t1− t0| ·

∣∣
t1∫
t0

|ẋ(t)|2 dt
∣∣1/2 ≤

√
|t1− t0| ·

( b∫
a

|ẋ(t)|2 dt
)1/2

≤ Max
(√
b− t0 ,

√
t0−a

)
· ‖ẋ‖2 .

c) Seiδ∈ R
×
+ mit δ ≤ Min ( b−a , ε2/M2) und c := M/δ. Die Funktionx : [a, b] → R sei definiert durch

x(t) := c(t−a) für t ∈ [a, a+ δ], x(t) := −c(t−a− δ)+M für t ∈ [a+ δ , a+2δ] ∩ [a, b], undx(t) := 0
für t ∈ [a, b] − [a, a+2δ]. Dann hatx keine Sprungstellen, ist also stetig, und es giltx(a+ δ) = cδ = M,
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also‖x‖[a,b] ≥ M. Ferner erhält man‖x‖2
2 =

b∫
a

|x(t)|2 dt ≤ 2
a+δ∫
a

c2(t− a)2 dt = (2/3) c2δ3 < M2δ ≤ε2,

also‖x‖2 ≤ ε .

Die stetige Funktionx(t) lässt sich auf [a, b] nach dem Weierstraßschen Approximationssatz 12.A.14 aus
Band 1 gleichmäßig durch Polynomfunktionen approximieren. Daraus folgt die Zusatzbehauptung.•

Abschnitt 13.B, Aufg. 27p. 421 (1.6.2012) :

SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt undV n = V ⊙ · · · ⊙ V für n∈ N
∗ seinen-fache orthogonale

Summe. Man bestimme die orthogonale Projektionpn vonV n auf die Diagonale

1n(V ) := { (x, . . . , x)∈V n | x∈V } .

Beweis:Für die lineareAbbildungpn :V n→ V n mit pn(x1, . . . , xn) :=
(

1
n

n∑
i=1
xi, . . . ,

1
n

n∑
i=1
xi
)

gilt p2
n= pn.

Da pn(x1, . . . , xn) in 1 liegt und wegenpn(x, . . . , x) =
(

1
n

n∑
i=1
x, . . . , 1

n

n∑
i=1
x
)

= (x, . . . , x) gilt nämlich

Bild pn=1 undpn|1= id1. Offensichtlich ist Kernpn =
{
(x1, . . . , xn) |

n∑
i=1
xi = 0

}
. Für(x, . . . , x)∈ 1

und (x1, . . . , xn) ∈ Kernpn gilt
〈
(x, . . . , x) , (x1, . . . , xn)

〉
=

n∑
i=1

〈x, xi〉 =
〈
x ,

n∑
i=1
xi
〉
= 〈x,0〉 = 0. Daher

ist pn eine Orthogonalprojektion. •

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 421 (1.6.2012) :

Ein Flugzeug fliegt von Düsseldorf (Breite:+51,28◦, Länge:+6,75◦) auf kürzestem Wege nach LosAngeles
(Breite: +33,93◦, Länge:−118,42◦) .

a) Wie groß ist die zurückgelegte Strecke? (Der Erdradius betrageR = 6370 km.)

b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo erreicht es seinen nördlichsten Punkt?

Lösung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das sphärische Dreieck aus Nordpol (N ) , Düsseldorf
(D) und Los Angeles (L) , ergibt sich für den Bogenabstandb zwischenD undL:

cosb = cosa cosc + sina sinc cosβ

Dabei istβ = 6,75◦ − (−118,44◦) = 125,19◦ die Differenz der geographischen Längen, und die Winkel-
abstände der beiden Städte von N sindc = 90◦ − 51,28◦ = 38,72◦ bzw.a = 90◦ − 33,93◦ = 57,07◦. Es
ergibt sich cosb = 0,12157,b = 83,02◦. Die Flugstrecke beträgt also 2πRb/360= 9230 km.

b) DerAbflugkursα = ∢(N,D,L) berechnet sich nach dem sphärischen Sinussatz sinβ/ sinb = sinα/ sina
zu sinα = sina sinβ/ sinb = 0,6911,α = 43,71◦.

Der nördlichste PunktP des Flugs ist dadurch charakterisiert, dass der Längenkreis dort unter einem Winkel
von 90◦ geschnitten wird. Wir betrachten das sphärische Dreieck mit den EckenN,D,P . Für die geographi-
sche Breite 90◦ − ã vonP gilt nach dem Sinussatz sinã = sinα sinc/ sin 90◦ = 0,4322, alsõa = 25,61◦.
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Die gesuchte geographische Breite ist dann 90◦ − ã = 64,39◦. Die zugehörige geographische Länge ist
6,75◦ − β̃ = 6,75◦ − 53,28◦ = −46,53◦, wo β̃ nach dem Winkelkosinussatz

cosα = − cosβ̃ cos 90◦ + sinβ̃ sin 90◦ cos̃a = sinβ̃ cos̃a ,

also siñβ = cosα/ cos̃a = 0,8016,β̃ = 53,28◦ berechnet wird.

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 421 (1.6.2012) :

Ein Flugzeug fliegt von Düsseldorf (Breite:+51,28◦, Länge: +6,75◦) auf kürzestem Wege nach Tokyo
(Breite: +35,76◦, Länge: 140,38◦) .

a) Wie groß ist die zurückgelegte Strecke? (Der Erdradius betrageR = 6370 km.)

b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo wird der dreißigste Längengrad überflogen?

Lösung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das sphärische Dreieck aus Nordpol (N) , Düsseldorf
(D) und Tokyo (T) , ergibt sich für den Bogenabstandb zwischen D und T:

cosb = cosa cosc + sina sinc cosβ

Dabei istβ = 140,38◦−6,75◦ = 133,63◦ die Differenz der geographischen Längen, und dieWinkelabstände
der beiden Städte von N sindc = 90◦ − 51,28◦ = 38,72◦ bzw.a = 90◦ − 35,76◦ = 54,24◦. Es ergibt sich
cosb = 0,1057,b = 83,93◦. Die Flugstrecke beträgt also 2πRb/360= 9331 km.

b) DerAbflugkursα = ∢(N,D, T ) berechnet sich nach dem sphärischen Sinussatz sinβ/ sinb = sinα/ sina
zu sinα = sina sinβ/ sinb = 0,7283,α = 46,37◦.

Der dreißigste Längengrad wird an einem PunktP erreicht, der mit dem Winkelkosinussatz berechnet werden
kann. Mit γ̃ = ∢(D, P,N) , β̃ := 30◦ − 6,75◦ = 23,25◦ und der geographischen Breite 90◦ − ã vonF ist

cosγ̃ = − cosα cosβ̃ + sinα sinβ̃ cosc ,

also cos̃γ = −0,4110 undγ̃ = 114,27◦. Der Sinussatz liefert nun siñγ / sinc = sinα/ sin ã, also
sinã = sinα sinc/ sinγ̃ = 0,4997,̃a = 29,98◦. Seine geographische Breite ist also 60,02◦. •

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 421 (1.6.2012) :

Ein Flugzeug fliegt von Düsseldorf (Breite:+51,28◦, Länge:+6,75◦) auf kürzestem Wege nach Bangalore
(Breite: +12,95◦, Länge: 77,67◦) .

a) Wie groß ist die zurückgelegte Strecke? (Der Erdradius betrageR = 6370 km.)

b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo wird der dreißigste Längengrad überflogen?

Lösung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das sphärische Dreieck aus Nordpol (N) , Düsseldorf
(D) und Bangalore (B) , gilt für den Bogenabstandb

cosb = cosa cosc + sina sinc cosβ

mit β = 77,67◦ − 6,75◦ = 70,92◦, c = 90◦ − 51,28◦ = 38,72◦, a = 90◦ − 12,95◦ = 77,05◦. Es ergibt sich
cosb = 0,37412,b = 68,03◦. Die Flugstrecke beträgt also 2πRb/360= 7563,5 km.

b) Der Abflugkurs ist der Winkelα = ∢(N,D,B) . Er ergibt sich nach dem sphärischen Sinussatz
sinβ/ sinb = sinα/ sina zu sinα = sina sinβ/ sinb = 0,9931, α = 83,29◦. Der dreißigste Län-
gengrad wird an einem PunktF erreicht, der mit dem Winkelkosinussatz berechnet werden kann. Mit
γ̃ = ∢(D,C,N) , β̃ := 30◦ − β = 23,25◦ und der geographischen Breite 90◦ − ã vonF ist

cosγ̃ = − cosα cosβ̃ + sinα sinβ̃ cosc ,

also cos̃γ = 0,1385 undγ̃ = 78,55. Der Sinussatz liefert nun siñγ / sinc = sinα/ sin a′, also siña =
0,6338,̃a = 39,33◦. Seine geographische Breite ist also 50,67◦. •

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabe,p. 421 (1.6.2012) :

Ein Flugzeug fliegt von Düsseldorf (Breite:+51,28◦, Länge:+6,75◦) auf kürzestem Wege nach New York
(Breite: +40,64◦, Länge:−73,78◦) .

a) Wie groß ist die zurückgelegte Strecke? (Der Erdradius betrageR = 6370 km.)

b) Wo erreicht das Flugzeug seinen nördlichsten Punkt?
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Lösung: a) Der Seitenkosinussatz mitβ = 6,75◦ − (−73,78) = 80,53◦, c = 90◦ − 51,28◦ = 38,72◦,
a = 90◦ −40,64◦ = 49,36◦ liefert den Abstand 6015 km wegen cosb = 0,5863,b = 54,1◦. Der Abflugkurs
α = ∢(N,D,NewYork) berechnet sich nach dem Sinussatz zu sinα = sina sinβ/ sinb = 0,9239,α =
67,52◦.

b) Für die geographische Breite 90◦ − ã des nördlichsten Punktes gilt dann sinã = sinα sinc = 0,578,
also 90◦ − ã = 54,69◦. Die zugehörige geographische Länge ist 6,75◦ − β̃ = −34,66◦, wo β̃ nach dem
Winkelkosinussatz durch siñβ = cosα/ sinã = 0,6615◦, β̃ = 41,42◦ berechnet wird. •

Abschnitt 13.C, Aufg. 1p. 425 (1.6.2012) :

Das Volumen einesn-dimensionalen regulären Simplexes der Kantenlängea in einem euklidischen affinen
Raum ist

an
√

1 + n

2n/2 n!
.

Beweis: Nach 4.B, Aufg. 3, angewandt mit den Gewichtenai =1, teilt der SchwerpunktS einesn-Simplex
(P0, . . . , Pn) die Schwerelinien, also die Strecken [Si, Pi ], wo Si der Schwerpunkt desn−1-(Rand-)Simplex
ist, der durch Weglassen vonPi entsteht, jeweils im Verhältnis 1 :n. Bei einem regulären Simplex sind
auch alle Randsimplizes regulär, und die Schwerelinien sind gleichzeitig die Höhen, also orthogonal zu dem
entsprechenden Randsimplex.

Wir beweisen durch Induktion übern, dass die Höhehn eines regulärenn-Simplex der Kantenlängea die
Längehn = a

√
(n+1)/2n hat, wobeih1 := a gesetzt werde. Nach dem Satz 13.A.6 von Pythagoras gilt

d(Pj , S)
2 = d(Pj , Si)

2 + d(Si, S)
2 für j 6= i. Da die Schwerpunkte die Schwerelinien im angegebenen

Verhältnis teilen, folgt mit der Induktionsvoraussetzung
(
n

n+1
hn

)2
=
(
n−1
n

hn−1

)2
+
( 1
n+1

hn

)2
, d.h. n2−1

(n+1)2
h2
n =

(
n−1
n

)2
h2
n−1=

(
n−1
n

)2
a2 n

2(n−1)
,

und somith2
n = a2 (n+1)/2n , also die Induktionsbehauptung.

Wir zeigen nun durch Induktion übern, dass das ParallelotopQn := Q(P0, . . . , Pn) in V das Volumen
λ(Qn) = an 2−n/2√n+1 hat. Fürn=1 ist offenbarλ(Q1) = a. Beim Schluss vonn−1 aufn hat man nach
Beispiel 13.C.3λ(Qn) = λ(Qn−1) · hn = an−1 2−(n−1)/2√n · a

√
(n+1)/2n = an 2−n/2√n+1 .

Das Volumen des regulären Simplex(P0, . . . , Pn) ist somit an 2−n/2√n+1/n! nach Satz 9.G.4. •

Abschnitt 13.C, Aufg. 2p. 425 (1.6.2012) :

SeienV ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn und8 ein weiteres Skalarprodukt aufV . Für ei-
ne Orthonormalbasisv = (v1, . . . , vn) von V ist die Gramsche Determinanted8 := G8(v1, . . . , vn) =
Det

(
8(vi, vj )

)
unabhängig von der Wahl vonv. Man zeige: Das „Ellipsoid“{x ∈ V | 8(x, x) ≤ 1} , vgl.

dazu auch Beispiel 15.B.8, hat das Volumenωn/
√
d8 , woωn das Volumen der EinheitskugelB(0 ; 1) ⊆ R

n

bzgl. der Standardvolumenfunktionλn auf demR
n bezeichnet. (Es istωn= πn/2/(n/2)!, vgl. Bd. 3, 12.C.10.)

Beweis: Sei v = (v1, . . . , vn) eine Orthonormalbasis vonV bzgl. des Standardskalarprodukts vonV ,
w = (w1, . . . , wn) eine Orthonormalbasis vonV bzgl.8 und e1, . . . , en die Standardbasis vonRn. Die
Isomorphismenf :V → V und h : R

n → V seien definiert durchf (vi) := wj bzw. h(ei) := vi für
i= 1, . . . , n. Ferner seig := h−1 ◦ f ◦ h. Definitionsgemäß gilt dannλV

(
BV (0 ; 1)

)
= λv

(
BV (0 ; 1)

)
=

λn
(
h−1

(
BV (0 ; 1)

))
= λn

(
B(0 ; 1)

)
= ωn. FürLV := {x ∈ V | 8(x, x) ≤ 1} undL := h−1(LV ) gilt

entsprechendλV (LV ) = λn(L). Außerdem hat man8(x, x) =
∑n

i,j=1 aiaj8(wi, wj ) = a2
1+ · · · + a2

n für
x= a1w1 + · · · + anwn, ai ∈ R. Es folgt

g
(
B(0 ; 1)

)
= h−1

(
f
(
BV (0 ; 1)

))
= h−1

(
f
(
{x = a1v1 + · · · + anvn | ai ∈ R , a2

1+ · · · + a2
n ≤ 1}

))

= h−1
(
{x = a1w1 + · · · + anwn | ai ∈ R , a2

1+ · · · + a2
n ≤ 1}

)
= h−1

(
{x∈ V | 8(x, x)≤1}

)
= h−1(LV ) .

Mit Satz 9.G.2 erhält man dannλV (LV ) = λn
(
h−1(LV )

)
= | Detg| λn

(
B(0 ; 1)

)
= | Detg|ωn . Sei nun

wj =
∑n

i=1 aijvi , aij ∈ R. Folglich gilt g(ej ) = h−1
(
f (vj )

)
= h−1(wj ) =

∑n
j=1 aijei und A= (aij ) ist die

Matrix vong bzgl. der Standardbasis vonR
n. Schließlich erhält man

En =
(
8(wj , wℓ)

)
=
(
8
( n∑
i=1
aijvi ,

n∑
k=1
akℓvk

))
=
( n∑
i,k=1

aij 8(vi, vk) akℓ
)

= tA
(
8(vj , vℓ)

)
A .
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Dies liefert für die Determinanten 1= DetEn = Det( tAG8(v1, . . . , vn)A) = (DetA)2 d8 , also |Detg| =
|DetA| = 1/

√
d8 und somitλV (LV ) = ωn/

√
d8 . •

Abschnitt 13.C, Aufg. 5p. 426 (1.6.2012) :

Das Volumen eines Parallelotops (Spats)Q(P ; x1, x2, x3) in einem dreidimensionalen euklidischen affinen
Raum mit den Kantenlängena := ‖x1‖ , b := ‖x2‖ , c := ‖x3‖ und den Winkelnα := ∡(x2, x3) ,
β := ∡(x1, x3) , γ := ∡(x1, x2) ist gleich

abc
√

1 − (cos2α + cos2β + cos2γ )+ 2 cosα cosβ cosγ .

Beweis:Nach Satz 13.A.1 gilt

λ
(
Q(P ; x1, x2, x3)

)
=

∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 〈x1, x3〉
〈x2, x1〉 〈x2, x2〉 〈x2, x3〉
〈x3, x1〉 〈x3, x2〉 〈x3, x3〉

∣∣∣∣∣

1/2

=

∣∣∣∣∣
a2 ab cosγ ac cosβ

ab cosγ b2 bc cosα
ac cosβ bc cosα c2

∣∣∣∣∣

1/2

= abc

∣∣∣∣∣
1 cosγ cosβ

cosγ 1 cosα
cosβ cosα 1

∣∣∣∣∣

1/2

= abc
√

1 − (cos2α + cos2β + cos2γ )+ 2 cosα cosβ cosγ . •
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14 Isometrien

Abschnitt 14.A, Aufg. 1, p. 440 (1.6.2012) :

Man gebe alle orthogonalen bzw. unitären Matrizen an, deren erste Spalten jeweils die folgende Gestalt
haben:

a)
(

1/
√

3
(1 − i)/

√
3

)
. b)

(
1/2

−i/2
(1 − i)/2

)
,

(
i/

√
2

−1/
√

2
0

)
. c)

(
1/3
2/3
2/3

)
,

( 2/
√

5
−1/

√
5

0

)
.

d)

(
0

1/
√

2
1/

√
2

)
,

(
2/

√
6

−1/
√

6
1/

√
6

)
. e)

(
2/3
1/3
2/3

)
,

(
2/3
2/15

−11/15

)
.

Lösung: a) Gesucht sind alle unitären Matrizen der Form

(
1/

√
3 a

(1 − i)/
√

3 b

)
∈ M2(C), für die also gilt

a/
√

3 + b (1− i)/
√

3 = 0 und |a|2+ |b|2 = 1. Daraus folgta/b = −(1− i) , d.h. a/b = −(1+ i). Aus
|a|2+|b|2 = 1 erhält mana= −z(1+ i)/

√
3, b= z/

√
3 mit einem beliebigenz∈ C vom Betrag 1.

b) Gesucht sind alle unitären Matrizen der Form

(
1/2 i/

√
2 a

−i/2 −1/
√

2 b

(1 − i)/2 0 c

)
∈ M3(C), für die also gilt

a/2 − b i/2 + c (1− i)/2 = 0 und a i/
√

2 − b/
√

2 = 0 sowie |a|2+ |b|2+ |c|2 = 1. Daraus folgtb= a i
und danna = −c(1− i)/2, d.h.c = −a (1+ i). Einsetzen liefert 1= |a|2+|b|2+|c|2 = 4|a|2, |a| = 1/2.
Daher ista= z/2, b= −ai = −zi/2, c= −a(1− i) = −z(1− i)/2 mit beliebigemz∈ C vom Betrag 1.

c) Wegen

(
1/3
2/3
2/3

)
×
( 2/

√
5

−1/
√

5
0

)
=




2/3
√

5
4/3

√
5

−5/3
√

5


 haben genau die Matrizen




1/3 2/
√

5 ±2/3
√

5
2/3 −1/

√
5 ±4/3

√
5

2/3 0 ∓5/3
√

5


 die

angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal.

d) Wegen

(
0

1/
√

2
1/

√
2

)
×
(

2/
√

6
−1/

√
6

1/
√

6

)
=
(

1/
√

3
1/

√
3

−1/
√

3

)
haben genau die Matrizen

(
0 2/

√
6 ±1/

√
3

1/
√

2 −1/
√

6 ±1/
√

3
1/

√
2 1/

√
6 ∓1/

√
3

)

die angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal.

e) Wegen

(
2/3
1/3
2/3

)
×
(

2/3
2/15

−11/15

)
=
( −1/3

14/15
−2/15

)
haben genau die Matrizen

(
2/3 2/3 ∓1/3
1/3 2/15 ±14/15
2/3 −11/15 ∓2/15

)
die

angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal. •

Abschnitt 14.A, Teil vonAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

Man zeige, dass die unten angegebenen MatrizenA und B orthogonal mit Determinante 1 sind. Man
bestimme für die Drehungen, die durch die MatrizenA undB bzgl. der Standardbasis desR

3, versehen mit
der Standardorientierung, beschrieben werden, jeweils Drehachse, Drehebene, Drehwinkel, Drehvektor und
die Eulerschen Winkel.

A :=




1
2 − 1

2

√
2 1

2
1
2

√
2 0 − 1

2

√
2

1
2

1
2

√
2 1

2


 , B :=




1
4

√
3 + 1

2
1
4

√
3 − 1

2 − 1
4

√
2

1
4

√
3 − 1

2
1
4

√
3 + 1

2 − 1
4

√
2

1
4

√
2 1

4

√
2 1

2

√
3


 .

Lösung: Die beiden angegebenen Matrizen sind orthogonal, da ihre Spalten (und Zeilen) offensichtlich
paarweise orthogonal sind und den Betrag 1 haben. Ihre Determinanten sind DetA = 1

4 + 1
4 + 1

4 + 1
4 = 1

und durch Entwickeln nach der 3. Zeile DetB = 1
4

√
2· 1

4

√
2− 1

4

√
2·(− 1

4

√
2)+ 1

2

√
3· 1

2

√
3 = 1

8 + 1
8 + 3

4 = 1.

Die Drehachse ist jeweils der Eigenraum der beiden Drehungen zum Eigenwert 1. Aus

(A − E3) x =




− 1
2 − 1

2

√
2 1

2
1
2

√
2 −1 − 1

2

√
2

1
2

1
2

√
2 − 1

2





x1

x2

x3


 = 0 , also

− 1
2x1 − 1

2

√
2x2 + 1

2x3 = 0
1
2

√
2x1 − x2 − 1

2

√
2x3 = 0

1
2x1 + 1

2

√
2x2 − 1

2x3 = 0

,
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bekommt man durch Addition des
√

2-fachen der ersten zur zweiten Gleichungx2 = 0 und dann aus der

ersten Gleichungx1 = x3. Die Drehachse beiA ist alsoR

(
1
0
1

)
mit v1 :=

( 1
2

√
2

0
1
2

√
2

)
als Orthonormalbasis.

Aus

B − E3) x =




1
4

√
3 − 1

2
1
4

√
3 − 1

2 − 1
4

√
2

1
4

√
3 − 1

2
1
4

√
3 − 1

2 − 1
4

√
2

1
4

√
2 1

4

√
2 1

2

√
3 − 1





x1

x2

x3


 = 0 , also

( 1
4

√
3 − 1

2)x1 + ( 1
4

√
3 − 1

2)x2 − 1
4

√
2x3 = 0

( 1
4

√
3 − 1

2)x1 + ( 1
4

√
3 − 1

2)x2 − 1
4

√
2x3 = 0

( 1
4

√
2)x1 + ( 1

4

√
2)x2 + ( 1

2

√
3 − 1)x3 = 0

,

folgt durch Addition des− 1
4

√
2-fachen der zweiten zum( 1

4

√
3− 1

2)-fachen der dritten Gleichungx3= 0 und

dann aus der ersten Gleichungx1 = −x2. Die Drehachse beiB ist alsoR

(−1
1
0

)
mit w1 :=




1
2

√
2

− 1
2

√
2

0


 als

Orthonormalbasis.

Die Drehebenen sind die orthogonalen Komplemente der Drehachsen, alsoR

(
1
0
1

)⊥

= R

(
0
1
0

)
+ R

(−1
0
1

)

mit der Orthonormalbasisv2 :=
(

0
1
0

)
, v3 :=

(− 1
2

√
2

0
1
2

√
2

)
bei A und R

(−1
1
0

)⊥

= R

(
1
1
0

)
+ R

(
0
0
1

)
mit

w2 :=
(

0
0
1

)
, w3 :=



− 1

2

√
2

1
2

√
2

0


 als Orthonormalbasis beiB.

Die zugehörigen Drehwinkelα undβ berechnen wir mit Hilfe der Spur. Da im Dreidimensionalen die Spur
einer Drehmatrix mit Drehwinkelα gleich 1+ 2 cosα ist, bekommen wir die Gleichungen 1+ 2 cosα =
SpurA = 1 und somit cosα = 0 ,α = π/2 bzw. 90◦ sowie 1+2 cosβ = SpurB =

√
3+ 1, cosβ = 1

2

√
3 ,

α = π/6 bzw. 30◦.

WegenDα

(
1
0

)
=
(

0 −1
1 0

)(
1
0

)
=
(

0
1

)
undAv2 = v3 = 0 · v2 + 1 · v3 sowie α∈ [0, π ] repräsentiert

v2, v3 bereits die kanonische Orientierung der Drehebene. Der zugehörige Drehvektor ist sin(α/2) v1 =

1√
2

( 1
2

√
2

0
1
2

√
2

)
=
( 1

2
0
1
2

)
, da die Determinante mit den Zeilenv1, v2, v3 den Wert 1>0 hat,v1, v2, v3 also die

kanonische Orientierung vonR3 repräsentiert.

WegenDβ

(
1
0

)
=
( 1

2

√
3 − 1

2
1
2

1
2

√
3

)(
1
0

)
=
( 1

2

√
3

1
2

)
und Bw2 =




− 1
4

√
2

− 1
4

√
2

1
2

√
3


 = 1

2

√
3w2 + 1

2 w3 sowie

β ∈ [0, π ] repräsentiertw2, w3 bereits die kanonische Orientierung der Drehebene. Der zugehörige Dreh-

vektor ist sin(β/2) w1 = 1
2

√
2−

√
3




1
2

√
2

− 1
2

√
2

0


, da die Determinante mit den Zeilenw1, w2, w3 den Wert

1>0 hat,w1, w2, w3 also die kanonische Orientierung vonR
3 repräsentiert.

Wir berechnen noch die Eulerschen Winkel bzgl. der Standardbasise1, e2, e3 vonR
3 gemäß Beispiel 14.A.13:

Es seiene′1, e
′
2, e

′
3 die Spalten vonA. BeiA fallenH = Re1+Re2 und das BildH ′ = Re′1+Re′2 offenbar nicht

zusammen. Wir erhalten den ersten Eulerschen WinkelθA = π/2 aus cosθA = 〈e3, e
′
3〉 = 1/2 . Dann ist

H ∩H ′ = RwA mitwA := e3×e′3/ sinθA =
( 1

2

√
2

1
2
0

)
/

1
2

√
3 =

(√
2/3

1/
√

3
0

)
. Den zweiten Eulerschen Winkel

ϕA = 0,6154797. . . berechnen wir aus cosϕA = 〈wA, e1〉 =
√

2/3, sinϕA = 〈wA, e2〉 =
√

1/3 und den
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dritten Eulerschen WinkelψA = 2π − 0,6154797. . . = 5,6677056. . . aus cosψA = 〈wA, e
′
1〉 =

√
2/3,

sinϕA = −〈wA, e
′
2〉 = −

√
1/3 .

Es seiene′′1, e
′′
2, e

′′
3 die Spalten vonB. BeiB fallenH = Re1 + Re2 und das BildH ′′ = Re′′1 + Re′′2 offenbar

nicht zusammen. Wir erhalten den ersten EulerschenWinkelθB = 1
6π aus cosθB = 〈e3, e

′′
3〉 = 1

2

√
3 . Dann

istH ∩H ′′ = RwB mit wB := e3× e′′3/ sinθB =




1
4

√
2

− 1
4

√
2

0


/ 1

2 =




1
2

√
2

− 1
2

√
2

0


. Den zweiten Eulerschen

WinkelϕB = 2π− 1
4π = 7

4π berechnen wir aus cosϕB = 〈wB, e1〉 = 1
2

√
2, sinϕB = 〈wB, e2〉 = − 1

2

√
2

und den dritten Eulerschen WinkelψB = 1
4π aus cosψB = 〈wB, e

′′
1〉 = 1

2

√
2, sinϕB = −〈wB, e

′′
2〉 =

1
2

√
2 . •

Bemerkung: Man hätte einen erzeugenden Vektor der Drehachsen auch mit Hilfe von Aufg. 20d) als von 0
verschiedene Spalte der Matrix(3−SpA)−1 ·

(
A + tA − (SpA−1)E3

)
bestimmen können.

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

Man bestimme alle Möglichkeiten für die dritte Zeile(a, b, c) ∈ R
3 einer orthogonalen MatrixA ∈ M3(R),

deren erste beiden Zeilen die in a) bzw. b) bzw. c) angegebene Gestalt haben. Man gebe jeweils an, obA

dann bezüglich der Standardbasis vonR
3 eine Drehung oder eine Drehspiegelung beschreibt, und bestimme

dafür Drehachse und Drehwinkel.

a) ( 1
9,

4
9,

8
9) und(− 8

9,
4
9,−

1
9). b) ( 3

4,
1
4,

1
4

√
6) und( 1

4,
3
4,−

1
4

√
6). c) ( 1

3,
2
3,

2
3) und(− 2

3,−
1
3,

2
3).

Lösung: A ist orthogonal, wenn die Zeilen vonA eine Orthonormalbasis vonR3 bilden. Da die angegebenen
Zeilen jeweils bereits Betrag 1 haben und zueinander orthogonal sind, ist die gesuchte dritte Zeile das
Vektorprodukt der beiden ersten Zeilen (und dann beschreibtA eine Drehung) oder sein Negatives (und
dann beschreibtA eine Drehspiegelung). Die Drehachse ist bei Drehungen der Eigenraum zum Eigenwert 1
und bei Drehspiegelungen der Eigenraum zum Eigenwert−1. Die Drehwinkelα bestimmen sich dabei aus
2 cosα + 1 = SpurA bzw. 2 cosα − 1 = SpurA.

a) Es ist( 1
9,

4
9,

8
9)× (− 8

9,
4
9,−

1
9) = (− 4

9,−
7
9,

4
9) .

Bei A =




1
9

4
9

8
9

− 8
9

4
9 − 1

9

− 4
9 − 7

9
4
9


 handelt es sich um eine Drehung mit der DrehachseR

(
1
2

−2

)
und dem aus

2 cosα + 1 = 1, also cosα = 0, berechneten Drehwinkelα = π/2 (bzw.α = 90◦).

Bei A =




1
9

4
9

8
9

− 8
9

4
9 − 1

9
4
9

7
9 − 4

9


 handelt es sich um eine Drehspiegelung mit der DrehachseR

(
2
1

−3

)
und dem aus

2 cosα − 1 = 1
9, also cosα = 5

9, berechneten Drehwinkelα = 0,981765. . . (bzw. α = 56,251. . .◦).

b) Es ist( 3
4,

1
4,

1
4

√
6)× ( 1

4,
3
4,−

1
4

√
6) = (− 1

4

√
6 , 1

4

√
6 , 1

2) .

Bei A =




3
4

1
4

1
4

√
6

1
4

3
4 − 1

4

√
6

− 1
4

√
6 1

4

√
6 1

2


 handelt es sich um eine Drehung mit DrehachseR

(
1
1
0

)
und dem aus

2 cosα + 1 = 2, also cosα = 1
2 , berechneten Drehwinkelα = π/3 (bzw.α = 60◦).

Bei A =




3
4

1
4

1
4

√
6

1
4

3
4 − 1

4

√
6

1
4

√
6 − 1

4

√
6 − 1

2


 handelt es sich um eine Drehspiegelung mit DrehachseR

(−1
1√
6

)
und

dem aus 2 cosα − 1 = 1, also cosα = 1, berechneten Drehwinkelα = 0 (bzw.α = 0◦), d.h. sogar um eine
Spiegelung.
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c) Es ist( 1
3,

2
3,

2
3)× (− 2

3,−
1
3,

2
3) = ( 2

3,−
2
3,

1
3) .

BeiA =




1
3

2
3

2
3

− 2
3 − 1

3
2
3

2
3 − 2

3
1
3


handelt es sich um eine Drehung mit DrehachseR

(
1
0
1

)
und dem aus 2 cosα+1 =

1/3, also cosα = −1/3, berechneten Drehwinkelα=1,910633. . . (bzw. α=109,471. . .◦).

Bei A =




1
3

2
3

2
3

− 2
3 − 1

3
2
3

− 2
3

2
3 − 1

3


 handelt es sich um eine Drehspiegelung mit DrehachseR

(
0

−1
0

)
und dem aus

2 cosα− 1 = −1/3, also cosα = 1/3, berechneten Drehwinkelα=1,230959. . . (bzw. α=70,528. . .◦). •

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

f, g : R
3 → R

3 seien Drehungen desR3, e1, e2, e3 sei die Standardbasis desR
3. Berechnen Sie Drehachse

und Drehwinkel der Drehungg ◦f , falls gilt:

a) f hatRe1 als Drehachse und einen Drehwinkel von 90◦, g hatRe2 als Drehachse und einen Drehwinkel
von 90◦. Der Drehsinn sei jeweils so gewählt, dassf (e2) = e3 undg(e1) = e3 ist.

b) f hatRe3 als Drehachse und einen Drehwinkel von 90◦, g hatRe1 als Drehachse und einen Drehwinkel
von 180◦. Der Drehsinn vonf sei so gewählt, dassf (e1) = e2 ist.

c) f hatRe1 als Drehachse und einen Drehwinkel von 45◦, g hatRe3 als Drehachse und einen Drehwinkel
von 180◦. Der Drehsinn vonf sei so gewählt, dassf (e2) = 1

2

√
2e2 + 1

2

√
2e3 ist.

Lösung: a) Es istMe1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




1 0 0
0 cosπ2 − sin π

2

0 sin π
2 cosπ2


 =




1 0 0
0 0 1

0 1 0


 und

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g) =




cosπ2 0 − sin π
2

0 1 0
sin π

2 0 cosπ2


 =




0 0 −1
0 1 0
1 0 0


, also

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g ◦f ) = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g)Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




0 0 −1
0 1 0
1 0 0






1 0 0
0 0 1

0 1 0


 =




0 −1 0
0 0 1
1 0 0


 .

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vong◦f zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleichR

(
1

−1
−1

)
.

Den Drehwinkelα berechnen wir aus 2 cosα + 1 = Spur(g ◦f ) = 0, d.h. cosα = −1/2, und erhalten
α= 2π/3 (bzw.α= 120◦).

b) Es istMe1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




cosπ2 − sin π
2 0

sin π
2 cosπ2 0

0 0 1


 =




0 −1 0
1 0 0

0 0 1


 und

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g) =




1 0 0
0 cosπ − sinπ
0 sinπ cosπ


 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


, also

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g ◦f ) = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g)Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1






0 −1 0
1 0 0

0 0 1


 =




0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1


 .

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vong◦f zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleichR

(−1
1
0

)
.

Den Drehwinkelα berechnen wir aus 2 cosα+1 = Spur(g◦f ) = −1, d.h. cosα = −1, und erhaltenα= π

(bzw.α= 180◦).
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c) Es istMe1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




1 0 0
0 cosπ4 − sin π

4

0 sin π
4 cosπ4


 =




1 0 0
0 1

2

√
2 − 1

2

√
2

0 1
2

√
2 1

2

√
2


 und

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g) =




cosπ − sinπ 0
sinπ cosπ 0

0 0 1


 =



−1 0 0

0 −1 0
0 0 1


, also

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g ◦f )=Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g)Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f )=



−1 0 0

0 −1 0
0 0 1






1 0 0
0 1

2

√
2 − 1

2

√
2

0 1
2

√
2 1

2

√
2


=



−1 0 0

0 − 1
2

√
2 1

2

√
2

0 1
2

√
2 1

2

√
2


 .

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vong◦f zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleichR

(−1
1
0

)
.

Den Drehwinkelα berechnen wir aus 2 cosα+1 = Spur(g◦f ) = −1, d.h. cosα = −1, und erhaltenα= π

(bzw.α= 180◦). •

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

Berechnen Sie Drehachse und Drehwinkel der Drehungg ◦f ◦g, fallsf : R
3→ R

3 die Drehung desR3 mit
Re3 als Drehachse und einem Drehwinkel von 60◦ ist undg : R

3→ R
3 die Drehung desR3 mit DrehachseRe2

und einem Drehwinkel von 90◦. Der Drehsinn dieser Drehungen sei so gewählt, dassf (e2) =
(
− 1

2

√
3 , 1

2,0
)

undg(e1) = e3 ist, woe1, e2, e3 die Standardbasis desR
3 bezeichnet.

Lösung: Es ist Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =




cosπ3 − sin π
3 0

sin π
3 cosπ3 0

0 0 1


 =




1
2 − 1

2

√
3 0

1
2

√
3 1

2 0

0 0 1


 und

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g) =




cosπ2 0 − sin π
2

0 1 0
sin π

2 0 cosπ2


 =




0 0 −1
0 1 0
1 0 0


, also

Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g ◦f ◦ g) = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g)Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f )Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(g) =

=




0 0 −1
0 1 0
1 0 0






1
2 − 1

2

√
3 0

1
2

√
3 1

2 0

0 0 1






0 0 −1
0 1 0
1 0 0


 =




−1 0 0
0 1

2 − 1
2

√
3

0 − 1
2

√
3 − 1

2


 .

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vong ◦f ◦ g zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleich

R

(
0

−
√

3
1

)
. Den Drehwinkelα berechnen wir aus 2 cosα + 1 = Spur(g ◦f ◦ g) = −1, d.h. cosα = −1,

und erhaltenα= π (bzw.α= 180◦). •

Abschnitt 14.A, Aufg. 3, p. 440 (1.6.2012) :

Man zeige, dass für jedesα ∈ R die Matrix

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
eine Orthogonalmatrix mit Determinante

−1 ist, also bzgl. jeder Orthonormalbasisv1, v2 einer euklidischen Ebene eine (orthogonale) Spiegelung
beschreibt. Die Spiegelungsachse ist dabei die Gerade, die von(cosα2 )v1 + (sin α

2 )v2 erzeugt wird.

Beweis: Wegen

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
t
(

cosα sinα
sinα − cosα

)
=
(

cosα sinα
sinα − cosα

)2

=
(

1 0
0 1

)
ist die Matrix

orthogonal.

Wegen

(
cosα sinα
sinα − cosα

)(
r1
r2

)
=
(
r1 cosα + r2 sinα
r1 sinα − r2 cosα

)
ist (r1 cosα+ r2 sinα)v1 + (r1 sinα− r2 cosα)v2

das Bild vonx = r1v1+ r2v2, r1, r2 ∈ R, bei der durch die Matrix beschriebenen Abbildung. Bezeichnet
andererseitsv := (cosα2 )v1 + (sin α

2 )v2 den angegebenen Einheitsvektor in Richtung der obigen Geradeg,
so ist〈x, v〉v der Fußpunkt des Lotes vonx auf g und somit〈x, v〉v +

(
〈x, v〉v− x

)
= 2〈x, v〉v− x das
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Bild von x bei der orthogonalen Spiegelung vonR
2 ang. Wegen 2 cos2 α

2 −1 = cosα = 1− sin2 α
2 und

2 sin α
2 cosα2 = sinα sowie〈x, v〉 = r1 cosα2 + r2 sin α

2 gilt nun wie behauptet

2〈x, v〉v−x =
(
2r1 cos2 α2 + 2r2 sin α

2 cosα2 − r1
)
v1 +

(
2r1 cosα2 sin α

2 + 2r2 sin2 α
2 − r2

)
v2

= (r1 cosα + r2 sinα)v1 + (r1 sinα− r2 cosα)v2 . •

Abschnitt 14.A, Aufg. 4, p. 440 (1.6.2012) :

a) Jede Drehung einer euklidischen Ebene ist das Produkt von zwei orthogonalen Geradenspiegelungen, von
denen eine frei vorgegeben werden kann. Umgekehrt ist das Produkt von zwei solchen Geradenspiegelungen
stets eine Drehung der euklidischen Ebene, wobei der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen den
Spiegelungsgeraden ist.

b) Jede Drehungf :V → V eines 3-dimensionalen euklidischen VektorraumsV ist das Produkt von zwei
orthogonalen Ebenenspiegelungen. Umgekehrt ist das Produkt zweier solcher Ebenenspiegelungen eine
Drehung vonV . Dabei ist die Drehachse die Schnittgerade der beiden Spiegelebenen (falls diese verschieden
sind) und der Drehwinkel ist das Doppelte des Winkels zwischen den beiden Spiegelebenen.

c) Jede Drehungf :V → V eines 3-dimensionalen euklidischen VektorraumsV ist das Produkt von zwei
Halbdrehungen. Umgekehrt ist das Produkt zweier Halbdrehungen eine Drehung vonV . Dabei ist die
Drehachse orthogonal zu den Drehachsen der Halbdrehungen, und der Drehwinkel ist das Doppelte des
Winkels zwischen den Drehachsen der Halbdrehungen.

Beweis: a) BezeichnetSα die Spiegelungsmatrix aus Aufg. 3, so erhält man fürα, β ∈ R mit Hilfe der
Additionstheoreme für Sinus und Kosinus

SαSβ =
(

cosα sinα
sinα − cosα

)(
cosβ sinβ
sinβ − cosβ

)
=
(

cosα cosβ + sinα sinβ cosα sinβ − sinα cosβ
sinα cosβ − cosα sinβ sinα sinβ + cosα cosβ

)

=
(

cos(α−β) − sin(α−β)
sin(α−β) cos(α−β)

)
= Dα−β .

Das Produkt zweier Geradenspiegelungen ist also die Drehung um das Doppelte des Winkels zwischen den
beiden Geraden, an denen gespiegelt wird. WegenS2

α = E2 folgt für eine DrehmatrixDγ , γ ∈ R, dass
Dγ = Sγ+βSβ = SαSα−γ ist, wobeiα bzw.β beliebig vorgegeben werden können.

b) Istv1, v2, v3 eine Orthonormalbasis vonV derart, dassRv1 die Drehachse der Drehungf ist, so kann man
dief bzgl. dieser Basis beschreibende Drehmatrix in folgender Weise in Faktoren zerlegen:

(
1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

)
=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)(
1 0 0
0 cosα − sinα
0 − sinα − cosα

)
.

Dabei sind beide Faktoren orthogonale Matrizen mit der Determinante−1, beschreiben also bzgl. der Ortho-
normalbasisv1, v2, v3 Drehspiegelungen vonV . Die Spur der beiden Matrizen ist jeweils 1. Der zugehörige
Drehwinkelϕ ist daher 0 wegen 1= 2 cosϕ−1, d.h. cosϕ = 1, ϕ= 0. Folglich beschreiben beide Faktoren
der gegebenen Drehmatrix Spiegelungen vonV .

Seien umgekehrts1, s2 Spiegelungen vonV an EbenenE1 bzw.E2. Bei E1 = E2 ist s1 = s2 und somit
s1s2 = idV die Drehung mit Drehwinkel 0. Sei alsoE1 6=E2. Dann istE1∩E2 ein 1-dimensionaler Unterraum
Rv0, ‖v0‖ = 1. Wir ergänzenv0 zu einer Orthonormalbasisv0, v1 vonE1 und zu einer Orthonormalbasis
v0, v2 von E2. Dann sindv1 und v2 linear unabhängig, spannen also den 2-dimensionalen Unterraum
E := (Rv0)

⊥ vonV auf. Sindn1 undn2 Einheitsnormalenvektoren zuE1 bzw.E2, so sind auchn1 undn2

linear unabhängig und liegen inE⊥
1 ⊆ (Rv0)

⊥ = E bzw.E⊥
2 ⊆ (Rv0)

⊥ = E, erzeugen also ebenfalls die
EbeneE. Da s1 unds2 die GeradeRv0 in der Spiegelebene fest lassen, ist auchE = (Rv0)

⊥ nach Lemma
14.A.7 (3) invariant unters1 unds2. Daher sinds1|E unds2|E Spiegelungen vonE an den FixgeradenRv1

bzw. Rv2, und s1s2|E ist nach a) eine Drehung mit einem Drehwinkelα, der das Doppelte des Winkels
zwischenRv1 undRv2 ist. Dann wirds1s2 in der Orthonormalbasisv0, v1, n1 vonV durch die Drehmatrix(

1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

)
beschrieben, ist also eine Drehung mit dem Drehwinkelα. Dieser Winkel ergänzt

wie der Winkel zwischen den GeradenRn1 undRn2 den Winkel zwischenRn1undRv2 zu einem rechten
Winkel, ist also definitionsgemäß gleich dem Winkel zwischen den EbenenE1 undE2.
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c) Istv1, v2, v3 eine Orthonormalbasis vonV derart, dassRv1 die Drehachse der Drehungf ist, so kann man
dief bzgl. dieser Basis beschreibende Drehmatrix in folgender Weise in Faktoren zerlegen:(

1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

)
=
(−1 0 0

0 1 0
0 0 −1

)(−1 0 0
0 cosα − sinα
0 − sinα − cosα

)
.

Dabei sind beide Faktoren orthogonale Matrizen mit der Determinante 1, beschreiben also bzgl. der Ortho-
normalbasisv1, v2, v3 Drehungen vonV . Die Spur der beiden Matrizen ist jeweils−1. Der zugehörige
Drehwinkelϕ ist daher gleich 180◦ wegen−1= 1+ 2 cosϕ, d.h. cosϕ = −1, ϕ= π . Folglich beschreiben
beide Faktoren der gegebenen Drehmatrix Halbdrehungen vonV .
Seien umgekehrth1, h2 Halbdrehungen vonV mit den DrehachsenRv1 bzw. Rv2, ‖v1‖ = ‖v2‖ = 1. Bei
Rv1 = Rv2 ist h1 = h2 und somith1h2 = idV die Drehung mit Drehwinkel 0. Sei alsoRv1 6= Rv2. Dann
sindE1 := (Rv1)

⊥ undE2 := (Rv2)
⊥ verschiedene 2-dimensionale Unteräume vonV und somitE1 ∪ E2

eine GeradeRv0, ‖v0‖ = 1. Nach Konstruktion liegtv0 in der Drehebene vonh1 und vonh2, d.h. es ist
h1(v0) = −v0 undh2(v0) = −v0 und somith1h2(v0) = v0. Daher istRv0 die Drehachse der Drehungh1h2.
Die DrehebeneE0 := (Rv0)

⊥ dieser Drehung enthält ebenfalls nach Konstruktion die beiden verschiedenen
GeradenRv1undRv2, d.h. es istE0 = Rv1 + Rv2. Da Rv0 unterh1 undh2 invariant ist, ist nach Lemma
14.A.7 (3) auchE0 unterh1 undh2 invariant.h1|E0 ist eine Isometrie vonE0 mit den beiden Eigenwerten 1
und−1, also eine Spiegelung an der FixgeradenRv1 vonh1|E0. Der Drehwinkel der Drehungh1h2 ist nun
der Winkel zwischen der GeradenRv2 und ihrem Bildh1h2(Rv2) = h1(Rv2) = Rh1(v2) in E0. Nach a) ist
dieser Winkel das Doppelte des Winkels zwischenRv2 und der SpiegelungsgeradenRv1 bei der Spiegelung
h1|E0, also das Doppelte des Winkels zwischen den beiden DrehachsenRv1 undRv2. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 5, p. 440 (1.6.2012) :
( S p i e g e l u n g s s a t z ) SeiV ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn. Dann ist jede Isometrie vonV
ein Produkt von höchstensn orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen vonV .
1. Beweis: Nach Satz 14.A.11 gibt es eine Orthonormalbasis vonV , bzgl. derf durch eine Matrix der

Form A = Diag(Er ,−Es ,Dα1, . . . ,Dαt ) mit α1, . . . , αt ∈ ]0, π [ und Dατ =
(

cosατ − sinατ
sinατ cosατ

)
, τ =

1, . . . , t , beschrieben wird. Gemäß Aufg. 4a) lässt sich jedesDατ als ProduktDατ = SατS
′
ατ

zweier 2× 2-
SpiegelungsmatrizenSατ undS′

ατ
darstellen. Dann beschreibenAs+2τ−1 := Diag(Er+s+2τ−2,Sατ ,E2t−2τ )

und As+2τ := Diag(Er+s+2τ−2,S
′
ατ
,E2t−2τ ) sowie Aσ := Diag(Er+σ−1,−1,Es+2t−σ ), σ = 1, . . . , s, be-

züglich der gewählten Orthonormalbasis Spiegelungen vonV an Hyperebenen, und es gilt nach Konstruktion
A = A1 · · · As+2t . Daraus folgt die Behauptung. •
2. Beweis:Wir verwenden Induktion übern. Im Fall n=1 sind id und− id die einzigen Isometrien vonf ,
diese sind Produkt von 0 bzw. 1 Spiegelungen. Der Falln= 2 folgt aus Aufg. 4a). Beim Schluss vonn−1
aufn seif eine Isometrie vonV undx∈V , x 6= 0. Beif (x) = x ist Rx einef -invariante Gerade inV und
daher(Rx)⊥ ein f -invariantern−1-dimensionaler Unterraum vonV . Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es dann≤ n−1 Spiegelungens ′i von (Rx)⊥ derart, dassf |(Rx)⊥ das Produkt diesers ′i ist. Setzt man dies ′i
durchsi(x) := x linear zu Spiegelungensi von ganzV fort, so istf offenbar das Produkt dersi .

Beif (x) 6= x seis die orthogonale Spiegelung vonV an der HyperebeneH := R(x+f (x))+
(
Rx+Rf (x)

)⊥
.

Dann gilts(f (x)) = x, da 1
2(x+f (x)) ∈ H wegen〈x+f (x) , x−f (x)〉 = 〈x, x〉 − 〈f (x) , f (x)〉 = 0 und

f (x)− 1
2(x+f (x)) = 1

2(f (x)− x) = 1
2(x+f (x))− x der Fußpunkt des Lote vonf (x) bzw.x aufH ist.

Dann istsf |Rx die Identität, und(Rx)⊥ ist sf -invariant, also nach Induktionsvoraussetzung Produkt von
≤ n−1 Spiegelungens ′i von (Rx)⊥. Setzt man dies ′i durchsi(x) := x linear zu Spiegelungensi von ganzV
fort, so istsf offenbar das Produkt der≤ n−1 Spiegelungensi und somitf = s(sf ) ein Produkt von≤n
Spiegelungen. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 6, p. 441 (1.6.2012) :
SeiV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt. Die involutorischen Isometrien vonV , d.h. die Isometrien von
V mit f 2 = id, heißen die o r t h o g o n a l e n S p i e g e l u n g e n vonV .
a) Genau dann ist eine Involutionf von V eine orthogonale Spiegelung, wennV die orthogonale direkte
Summe der beiden Eigenräume

V + = Vf (1) = {x ∈ V | f (x) = x} und V − = Vf (−1) = {x ∈ V | f (x) = −x}
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ist. In diesem Fall sagt man,f sei die o r t h o g o n a l e S p i e g e l u n g v o nV a n V +. Es ist dann
V − = (V +)⊥. Auf V + induziertf die Identität, aufV − die Spiegelung am Nullpunkt.

b) Bei der Bijektionγ : p 7→ id − 2p der Projektionenp auf die Involutionen vonV entsprechen die
orthogonalen Projektionen genau den orthogonalen Spiegelungen.

c) Für zwei orthogonale Spiegelungenf1, f2 von V an UnterräumenW1 bzw.W2 von V ist f1f2 genau
dann eine orthogonale Spiegelung, wennf1f2 = f2f1 ist (vgl. 13.B, Aufg. 1b) ) . IstW1 ⊥ W2, so ist diese
Bedingung stets erfüllt. Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt undW1 ∩W2 = 0 , so istW1 ⊥ W2 .

d) Seienx, y ∈ V − {0} und sei DimV ≥ 2. Genau dann gibt es eine orthogonale Spiegelungf an einer
Hyperebene vonV mit f (x) = y, wenn‖x‖ = ‖y‖ ist und〈x, y〉∈ R.

e) SeiK = C und DimCV = 2. Dann ist jede spezielle Isometrieg∈ SU(V ) Produkt zweier orthogonaler
Geradenspiegelungen und jede beliebige Isometrie vonV ist das Produkt zweier orthogonaler Geradenspie-
gelungen und einer Homothetie.

f) Sei K = C und DimCV = n ∈ N
∗ beliebig. Dann ist jedesg ∈ SU(V ) Produkt von (höchstens)

2n− 2 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen. – Eine beliebige Isometrie vonV ist das Produkt
einer Homothetiea idV , |a| = 1, mit (höchstens) 2n− 2 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen.
(Bemerkung. Wir wissen nicht, inwieweit sich die Zahl 2n−2 der benötigten Spiegelungen verkleinern lässt.
Fürn = 3 siehe g) und fürn = 4 die Zusatzaufgabe weiter unten. Im FallK = R gibt Aufg. 5 die Antwort.

g) Sei K = C und DimCV = 3. Dann hat jede Isometrieg ∈ U(V ) mit Detg = −1 eine Darstellung
g = af1f2f3 mit orthogonalen Ebenenspiegelungenf1, f2, f3 und einer dritten Einheitswurzela. – Jede
beliebige Isometrie vonV ist das Produkt von drei orthogonalen Ebenenspiegelungen und einer Homothetie.

h) SeiK = C und DimCV = n ∈ N
∗. Eine o r t h o g o n a l e P s e u d o - (oder Q u a s i - ) S p i e g e l u n g

vonV ist definitionsgemäß eine Isometrie vonV , die eine Hyperebene vonV elementweise festlässt, vgl.
7.A, Aufg. 17. Jede Isometrieg ∈ U(V ) ist Produkt von (höchstens)n orthogonalen Pseudospiegelungen,
die überdies paarweise kommutierend gewählt werden können.

Beweis: a) Für jede Involutionf gilt V = V + ⊕ V −, vgl. 5.f, Aufg. 8. (Dies folgt auch daraus, dassf
(wegen CharK 6= 2) diagonalisierbar ist.)

Sei nunf überdies eine Isometrie. Fürx ∈ V+ und y ∈ V− gilt dannf (x) = x und f (y) = −y, und
〈f (x) , f (y)〉 = 〈x, y〉, daf Isometrie ist. Es folgt〈x, y〉 = 〈f (x) , f (y)〉 = 〈x,−y〉 = −〈x, y〉 und somit
〈x, y〉 = 0. Daher sindV + undV − zueinander orthogonal. (Nach Lemma 14.A.7 (2) sind Eigenräume einer
beliebigen Isometrie zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal.)

Seien umgekehrtV+ undV− zueinander orthogonal. Fürx∈ V gilt f
(
x+f (x)

)
= f (x)+f 2(x) = f (x)+x,

d.h.x+ f (x) ∈ V+, undf
(
x− f (x)

)
= f (x) − f 2(x) = f (x) − x = −

(
x− f (x)

)
, d.h.x− f (x) ∈ V+.

Es folgt 0= 〈x+f (x) , x−f (x)〉 = 〈x, x〉 − 〈f (x) , f (x)〉, also〈f (x) , f (x)〉 = 〈x, x〉. Nach Satz 14.A.2
ist f daher eine Isometrie. (Generell gilt natürlich: IstV = V ′ ⊙ V ′′ und sindf ′ undf ′′ Isometrien vonV ′

bzw.V ′′, so istf := f ′ ⊕ f ′′ :V → V eine Isometrie vonV .)

b) Ist p eine Projektion vonV , so istf := id −2p wegenf 2 = id −4p + 4p2 = id eine Involution; ist
f eine Involution vonV , so istp := 1

2(id −f ) wegenp2 = 1
4 id − 1

2f + 1
4f

2 = 1
2 id − 1

2f = p eine
Projektion. Daher istγ eine Bijektion vom Raum der Projektionen auf den Raum der Involutionen vonV

mit δ : s 7→ 1
2(id −f ) als Umkehrabbildung.

Ist nunp eine orthogonale Projektion und sindx, y∈ V , so gilt〈p(x) , y〉 = 〈x , p(y)〉nach Satz 13.B.2 und es
folgt 〈γ (p)(x) , γ (p)(y)〉 = 〈x−2p(x) , y−2p(y)〉 = 〈x, y〉−2〈p(x) , y〉−2〈x, p(y)〉+4〈p(x) , p(y)〉 =
〈x, y〉 − 4〈x, p(y)〉 + 4〈x , p2(y)〉 = 〈x, y〉, d.h.γ (p) ist eine Isometrie.

Ist umgekehrtf eine Isometrie, so gilt〈δ(f )(x) , y〉 = 〈 1
2x − 1

2f (x) , y〉 = 1
2〈x, y〉 − 1

2〈f (x) , f 2(y)〉 =
1
2〈x, y〉− 1

2〈x , f (y)〉 = 〈x , 1
2y−

1
2f (y)〉 = 〈x , δ(f )(y)〉 für allex, y∈ V , d.h.δ(f ) ist nach Satz 13.B.2 eine
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orthogonale Projektion. (Die orthogonalen Spiegelungen sind also genau die selbstadjungierten Isometrien,
vgl. 15.A, Aufg. 10.)

c) Seienf1, f2 orthogonale Spiegelungen vonV an den UnterräumenW1 = V +
1 bzw.W2 = V +

2 von V .
Dann istf1f2 als Produkt von Isometrien wieder eine Isometrie. Giltf1f2 = f2f1, so istf1f2 auch eine
Involution wegen(f1f2)

2 = f1f2f1f2 = f1f1f2f2 = id2 = id, also ebenfalls eine orthogonale Spiegelung.
Ist umgekehrtf1f2 eine orthogonale Spiegelung, so giltf1f2f1f2 = (f1f2)

2 = id und Multiplikation von
links mit f1 und von rechts mitf2 liefert wegenf 2

1 = f 2
2 = id sofortf2f1 = f 2

1 f2f1f
2
2 = f1 id f2 = f1f2.

Sei nunW1⊥W2. Nach a) gilt dann

W1 = V +
1 ⊆ W⊥

2 = V −
2 := {x∈ V | f2(x) = −x}, W2 = V +

2 ⊆ W⊥
1 = V −

1 := {x∈ V | f1(x) = −x}
sowieV = V +

1 ⊙ V −
1 . Es folgtV = V +

2 ⊙ V −
2 = V +

2 ⊙ V +
1 ⊙ (V −

1 ∩ V −
2 ) . Fürx ∈ V +

2 gilt f1(f2(x)) =
f1(x) = −x = f2(−x) = f2(f1(x)) , für x ∈ V +

1 gilt f1(f2(x)) = f1(−x) = −x = f2(x) = f2(f1(x))

und für x ∈ V −
1 ∩ V −

2 gilt f1(f2(x)) = f1(−x) = x = f2(−x) = f2(f1(x)) . Insgesamt erhält man so
f1f2 = f2f1.

Sei umgekehrtf1f2 = f2f1 und überdiesW1 ∩W2 = 0. Fürx ∈ W1 gilt dannf1(f2(x)) = f2(f1(x)) =
f2(x), alsof2(x)∈W1. Es folgtf2(W1) ⊆ W1. Dabei istf2|W1 ebenfalls eine involutorische Isometrie und
besitzt eine orthogonale Summenzerlegung gemäß a). WegenW1 ∩W2 = 0 besteht allerdings der Summand
{x∈W2 | f2(x) = x} nur aus 0. Daher giltf2(x) = −x für allex∈W1. Daf2 Isometrie ist, folgt fürx∈W1

undy∈W2 nun〈x, y〉 = 〈f2(x) , f2(y)〉 = 〈−x, y〉, also〈x, y〉 = 0. Daher giltW1⊥W2.

d) Gibt es eine orthogonale Spiegelungf der angegebenen Art, so ist‖x‖ = ‖f (x)‖ = ‖y‖, daf eine
Isometrie ist, und es gilt〈x, y〉 = 〈x, f (x)〉 = 〈f 2(x), f (x)〉 = 〈f (x), x〉 = 〈x, f (x)〉 = 〈x, y〉, also
〈x, y〉∈ R.

Seien umgekehrt fürx, y die angegebenen Bedingungen erfüllt. Istx = y, so kann man fürf jede orthogonale
Spiegelung an einer Hyperebene wählen, diex enthält. (Man beachte DimV ≥2.) Sei nun überdiesx 6= y

und v := (x− y)/‖x− y‖. Dann istz 7→ 〈z, v〉v die orthogonale Projektion vonV auf die GeradeKv,
alsof : z 7→ z − 2〈z, v〉v die orthogonale Spiegelung vonV an (Kv)⊥, vgl. b). Wegen‖x‖ = ‖y‖ und
〈x, y〉∈ R, also〈x, y〉 = 〈y, x〉, gilt 〈x+y, v〉 = 〈x+y, x−y〉/‖x−y‖ =

(
‖x‖2−‖y‖2

)
/‖x−y‖ = 0 und

somit 2〈x, v〉 = 〈x− y, v〉 + 〈x+ y, v〉 = 〈x− y, v〉. Es folgtf (x) = x − 2〈x, v〉v = x − 〈x− y, v〉v =
x − 〈x−y, x−y〉(x−y)/‖x−y‖2 = y.

e) Seig eine Isometrie vonV mit Detg = 1. Da die Eigenwerte vong den Betrag 1 haben und ihr Produkt
die Determinante ist, hatg die Eigenwertes unds mit |s| = 1. Istv1, v2 eine Orthonormalbasis vonV aus
den zugehörigen Eigenvektoren vong, so hat jedesx∈ V eine Darstellungx = a1v1+ a2v2 mit a1, a2 ∈ C,
und es folgt〈x, g(x)〉 = 〈a1v1+ a2v2, a1sv1+ a2sv2〉 = |a1|2s + |a2|2s . Indem man|a1| = |a2| 6= 0 wählt,
bekommt man einen Vektorx0 ∈ V − {0} mit 〈x0, g(x0)〉 ∈ R. Nach d) gibt es nun wegen‖g(x0)‖ = ‖x0‖
eine orthogonale Geradenspiegelungf1 mit f1(x0) = g(x0). Dann istf2 := f1g eine Isometrie vonV mit
f2(x0) = x0, und 1 ist ein Eigenwert vonf2. Da Detf2 = Detf1 Detg = (−1) · 1 = −1 das Produkt der
beiden Eigenwerte vonf2 ist, muss der andere Eigenwert vonf2 gleich−1 sein, undf2 ist eine orthogonale
Geradenspiegelung. Wegenf 2

1 = idV folgt g = f1f2.

Ist die Isometrieg beliebig, so ista−1g, wo a :=
√

Detg eine der beiden Quadratwurzeln aus Detg

ist, eine Isometrie vonV mit der Determinante 1, also nach dem gerade Gezeigten ein Produktf1f2 von
orthogonalen Spiegelungen. Folglich istg = af1f2 eine Darstellung vong als Produkt zweier orthogonaler
Geradenspiegelungen und einer Homothetie.

f) Sei zunächstg eine Isometrie mit Detg = 1. Nach dem Spektralsatz 14.A.8 gibt es eine Orthonormalbasis
v1, . . . , vn vonV , bezüglich derg durch eine DiagonalmatrixD := Diag(a1, . . . , an) mit ai ∈ C, |ai | = 1,
beschrieben wird.D ist offenbar das Produkt der DiagonalmatrizenD0 := Diag(a1, a2 · · · an,1, . . . ,1)mit
den DiagonalmatrizenDi := Diag(1, . . . ,1, a−1

i+2 · · · a−1
n , ai+2 · · · an,1, . . . ,1) , i = 1, . . . , n− 2 , wobei

in Di zu Beginni Einsen stehen. Dann haben die 2×2-MatrizenD′
0 := Diag(a1, a2 · · · an) und D′

i :=
Diag(a−1

i+2 · · · a−1
n , ai+2 · · · an) die Determinante 1 und sind unitär, beschreiben also füri= 0, . . . , n−2 spe-

zielle Isometrieng′
i des UnterraumsKvi+1+Kvi+2 vonV . Nach e) gibt es dazu orthogonale Geradenspiege-

lungenf ′
i,1 undf ′

i,2 mit g′
i = f ′

i,1f
′
i,2. Setzen wir nung′

i undf ′
i,1, f

′
i,2 durchg′

i(vj ) := f ′
i,1(vj ) = f ′

i,2(vj ) = vj
für j 6= i+1, i+2 nach ganzV fort, so erhält man Isometriengi von V , die bzgl. v1, . . . , vn durch die
MatrizenDi beschrieben werden, sowie orthogonale Spiegelungenfi,j vonV an Hyperebenen, und es gilt
nach Konstruktiong = g0 · · · gn−2 = f0,1f0,2 · · · fn−2,1fn−2,2.
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Ist die Isometrieg beliebig, so ista−1g, wo a := n
√

Detg eine dern-ten Wurzeln aus Detg ist, eine
Isometrie vonV mit Determinante 1, also nach dem gerade Gezeigten ein Produkt von 2n−2 orthogona-
len Hyperebenenspiegelungen. Dies liefert eine Darstellung vong als Produkt von 2n−2 orthogonalen
Hyperebenenspiegelungen und einer Homothetie.

g) Seig eine Isometrie vonV mit Detg = −1. Dann gilts1s2s3 = −1 für die Eigenwertes1, s2, s3 von g.
Ist v1, v2, v3 eine Orthonormalbasis vonV aus zugehörigen Eigenvektoren vong, so hat jedesx ∈ V eine
Darstellungx = a1v1+ a2v2+ a3v3 mit a1, a2, a3∈ C. Füra∈ C folgt

a〈x, g(x)〉 = a〈a1v1+ a2v2+ a3v3, a1s1v1+ a2s2v2+ a3s3v3〉 = |a1|2a s1 + |a2|2a s2 + |a3|2as3 .

Der Wertebereich vonx 7→ a〈x, g(x)〉 ist also der SektorR+a s1 + R+a s2 + R+a s3. (Allgemein gilt für
eine beliebige Isometrie oder sogar für einen beliebigen normalen Operatorg auf einemn-dimensionalen
C-VektorraumV mit den (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwertens1, . . . , sn: Der Wertebereich der
Funktionx 7→ 〈x, g(x)〉 ist der konvexe SektorR+s1 + · · · + R+sn ⊆ C.)

Wir zeigen, dass die komplexen Zahlena, a1, a2, a3 so gewählt werden können, dassa eine dritte Einheits-
wurzel ist, a〈x, g(x)〉 ∈ R gilt und nicht alleai gleich 0 sind. Dazu genügt es zu erreichen, dass es unter
denas1, as2, as3 sowohl welche mit Imaginärteil≥ 0 als auch solche mit Imaginärteil≤ 0 gibt. Schrei-
ben wir s1 = eiϕ1, s2 = eiϕ2, s3 = eiϕ3 mit Argumentenϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ [0,2π [ , so istϕ1 + ϕ2 + ϕ3 wegen
s1 s2 s3 = s1s2s3 = −1 gleichπ , 3π oder 5π .

Bei ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 3π gibt es sicheri1, i2 mit ϕi1 ≤ π undϕi2 ≥ π . Wir können danna=1 wählen.

Bei ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = π sind alleϕi ≤ π , und wir wählena = e2π i/3. Dann gilt asi = ei (ϕi+2π/3) mit
ϕi+ 2π/3 ∈ [2π/3 ,5π/3] für i= 1,2,3 sowie(ϕ1+ 2π/3)+ (ϕ2+ 2π/3)+ (ϕ3+ 2π/3) = 3π , und wir
sind im ersten Fall.

Bei ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 5π sind alleϕi ≥ π , und wir wählena = e−2π i/3. Dann giltasi = ei (ϕ−2π/3) mit
ϕ − 2π/3 ∈ [π/3 ,4π/3] für i= 1,2,3 sowie(ϕ1− 2π/3) + (ϕ2− 2π/3) + (ϕ3− 2π/3) = 3π , und wir
sind wieder im ersten Fall.

Es gibt also eine dritte Einheitswurzela und einx0 ∈V −{0} mit a〈x0, g(x0)〉 = 〈x0, ag(x0)〉∈ R. Nach d)
gibt es eine orthogonale Ebenenspiegelungf1 mit f1(x0) = ag(x0). Dann giltaf1g(x0) = x0, und wegen
Det(af1g) = a3 Detf1 · Detg1 = 1 · (−1) · (−1) = 1 ist auch Det(af1g)|V ′ = 1, V ′ := (Cx0)

⊥. Nach
e) gibt es orthogonale Geradenspiegelungenf ′

2, f
′
3 auf V ′ mit af1g|V ′ = f ′

2f
′
3. Es folgtg = af1f2f3,

wobeif2, f3 die orthogonalen Ebenenspiegelungen vonV sind, dief ′
2, f

′
3 vermögef2(x0) := f3(x0) := x0

fortsetzen.

h) Nach dem Spektralsatz 14.A.8 für Isometrien überC gibt es eine Orthonormalbasis vonV , bezüg-
lich der g durch eine DiagonalmatrixD := Diag(s1, . . . , sn) mit komplexen Eigenwertensi vom Be-
trag 1 dargestellt wird. Bezüglich dieser Orthonormalbasis beschreiben dann die DiagonalmatrizenDi :=
Diag(1, . . . , si, . . . ,1) für i= 1, . . . , n orthogonale Pseudospiegelungenfi vonV . WegenD1 · · · Dn = D

ist dabeif1 · · · fn = g. Offenbar kommutieren dieDi und somit auch diefi miteinander. •

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe, p. 440 (1.6.2012) :

SeiK = C und DimCV = 4. Dann ist jede Isometrieg∈ U(V ), die höchstens zwei verschiedene Eigenwerte
besitzt, das Produkt von vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen und einer Homothetie. Bei nur einem
Eigenwert handelt es sich bereits um eine Homothetie. Des Weiteren gilt dann genauer:

a) Die Multiplizität der beiden Eigenwerte vong sei 2. Bei Detg = 1 istg Produkt von 4 orthogonalen Spie-
gelungen vonV an Hyperebenen und eine Homothetie mit 1 oder i. Ein solchesgmit beliebiger Determinante
hat eine Darstellung als Produkt von 4 orthogonalen Hyperebenenpiegelungen und einer Homothetie.

b) Die Multiplizität eines der beiden Eigenwerte vong sei 3, die des anderen 1. Bei Detg = 1 istg dann ein
Produkt von (höchstens) 4 orthogonalen Spiegelungen vonV an Hyperebenen und einer vierten Einheits-
wurzel. Bei beliebiger Determinante hatg eine Darstellung als Produkt von 4 orthogonalen Spiegelungen
und einer Homothetie.

Beweis: a) Sei Detg = 1. Dann hatg die beiden Eigenwertes und s bzw. s und −s, und es gibt eine
Orthonormalbasisv1, v2, v3, v4 aus Eigenvektoren vong mit Eigenwertens, s, s, s bzw. s,−s, s,−s. Im
ersten Fall istg nach e) Produkt von vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen (vgl. den Beweis von f) ).
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Im zweiten Fall hat−ig die Eigenwerte−is, is,−is, is und ist folglich nach dem ersten Fall Produkt von
vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen. – Bei beliebigem Detg betrachte mang/ 4

√
Detg.

b) Es genügt wieder den Fall Detg = 1 zu betrachten. Dann seien die Eigenwerte vong gleich s, s, s, s3

mit s 6= s3 = (s−1)3 = s−3. Es gibt eine Orthonormalbasisv1, v2, v3, v4 vonV aus Eigenvektoren vong zu
diesen Eigenwerten. Wir benutzen das folgende Lemma, das weiter unten bewiesen wird:

Lemma. Sei s wie oben und seih′ auf dem2-dimensionalenC-VektorraumU eine Isometrie mit den
Eigenwertens und s3. Dann gibt es eine vierte Einheitswurzela und eine Isometrieh′′ vonU mit den
Eigenwertena unda2s derart, dass die Determinante des Operatorsh := h′′−h′ gleich0 ist, d.h. einu 6= 0
in U existiert mith′(u) = h′′(u).

Sei nunU := Cv3 + Cv4 undh′ := g|U . Dann erfüllth′ die Voraussetzungen des Lemmas , unda, h′′, u
seien wie dort gewählt. Dann hatah′′ die Eigenwerte 1 undas auf U . Wir definieren die Isometrieah
auf ganzV durchah|U = ah′′ sowieah(v1) := asv1 und ah(v2) := v2. Nach e) istah = f1f2 mit
zwei orthogonalen Hyperebenenspiegelungenf1, f2 vonV , vgl. den Beweis von f). Die Isometrieaf2f1g

hat dann die Determinante 1 und überdies 1 als doppelten Eigenwert. Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1
ist v1 /∈ U und ein davon linear unabhängiger ist der Vektoru ∈ U . Wiederum nach e) existieren dann
orthogonale Hyperebenenspiegelungenf3, f4 vonV mit af2f1g = f3f4, d.h.g = af1f2f3f4.

B e w e i s d e s L e m m a s : Seiu1, u2 eine Orthonormalbasis vonU aus Eigenvektoren vonh′ zu den
Eigenwertens unds3. Die Isometrien vonU mit den Eigenwertena unda2s werden bezüglichu1, u2 durch

die MatrizenB Diag(a, a2s)B−1 dargestellt, wobeiB =
(
c −d
d c

)
mit c, d∈ C, |c|2+|d|2= 1 eine Matrix

in SU2(C) ist, vgl. auch 14.A, Aufg. 21a). Dann istB−1 = tB =
(

c d

−d c

)
, und die Matrix vonh bzgl.

u1, u2 ist

B

(
a 0
0 a2s

)
B−1−

(
s 0
0 s3

)
=
(
acc + a2sdd − s acd − a2scd

acd − a2s cd add + a2scc − s3

)

mit der Determinante

a3s + s2 − (as3+ a2) |c|2 − (a2s4+ as) |d|2 = s
(
a3+ s − (as2+ a2s) |c|2 − (a2s3+ as2) |d|2

)
.

(Man beachtea4 = |s| = |c|2+|d|2 = 1.) Wir habena, c undd so zu bestimmen, dass diese Determinante
verschwindet. Dies ist genau dann möglich, wenn der Punkta3+ s 6= 0 auf der Verbindungsstrecke der
Punkteas2+ a2s und a2s3+ as2 liegt. Die beiden Quotienten

as2+ a2s

a3+ s
= Re(a2s2+ as)

1+Re(as)
= 1 − 1 − Re(a2s2)

1+Re(as)
und a2s3+ as2

a3+ s
= Re(as3+ a2s2)

1+Re(as)

sind aber für beliebige vierte Einheitswurzelna reell. Der erste Quotient ist offenbar stets≤ 1. Es genügt
also eine vierte Einheitswurzela zu finden, für die der zweite Quotient≥1 ist. Dazu schreiben wirs = eiϕ ,
0≤ ϕ< 2π unda = ekiπ/2, k= 0,1,2,3. Dann ist der zweite Quotient gleich

Qk(ϕ) :=
cos(3ϕ + kπ/2)+ cos(2ϕ + kπ)

1 + cos(ϕ − kπ/2)
.

Eine leichte Kurvendiskussion zeigt, dass fürk= 0,1,2,3 der QuotientQk auf den Mengen [4π/6 ,8π/6],
[7π/6 ,11π/6] , [0 ,2π/6] ∪ [10π/6 ,12π/6 [ bzw. [π/6 ,5π/6] einen Wert≥1 hat. Diese Mengen über-
decken aber das Intervall [0,2π [ . •

Abschnitt 14.A, Aufg. 7, p. 441 (1.6.2012) :

Seif :V → V eine Isometrie des orientierten euklidischen VektorraumsV der Dimensionn ≥ 2. Dann gilt
f (x1 × · · · × xn−1) = (Detf )f (x1) × · · · × f (xn−1) für beliebigex1, . . . , xn−1 ∈ V . – Umgekehrt ist
bei n≥3 jede lineare Abbildungf :V → V mit f 6= 0 undf (x1 × · · · × xn−1) = f (x1)× · · · × f (xn−1)

für alle x1, . . . , xn−1 ∈ V eine orientierungserhaltende Isometrie vonV . Speziell ist bein = 3 jede lineare
Abbildungf 6= 0 mit f (x1 × x2) = f (x1)× f (x2) eine Drehung.

Beweis:Sei zunächstf eine Isometrie. Für Elementex1, . . . , xn−1∈ V und allex∈ V gilt definitionsgemäß
〈x, f (x1) × · · · × f (xn−1)〉 = Det

(
f (x1), . . . , f (xn−1), x

)
= Det

(
f (x1), . . . , f (xn−1), f (f

−1(x))
)

=
Detf · Det

(
x1, . . . , xn−1, f

−1(x)
)

= Detf · 〈f −1(x) , x1×· · ·×xn−1〉 = Detf · 〈x , f (x1×· · ·×xn−1) 〉,
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wobei wir zum Schluss benutzt haben, dassf Isometrie ist. Da der Gradient einer Linearform eindeutig
bestimmt ist, folgtf (x1)× · · · × f (xn−1 = Detf · f (x1×· · ·×xn−1) . Daraus erhält man die Behauptung,
denn als Isometrie eines euklidischen Vektorraums hatf Determinante±1, d.h. es ist(Detf )−1 = Detf .

Sei umgekehrtf (x1 × · · · × xn−1) = f (x1) × · · · × f (xn−1) für alle x1, . . . , xn−1 ∈ V und seif 6= 0. Zu
jedemx ∈ V gibt es nach 13.B, Aufg. 15 Elementex1, . . . , xn−1 ∈ V mit x1×· · ·×xn−1 = x. Dann gilt
‖f (x)‖2 = 〈f (x) , f (x1×· · ·×xn−1) 〉 = 〈f (x) , f (x1)×· · ·×f (xn−1) 〉 = Det

(
f (x1), . . . , f (xn−1), f (x)

)
=

Detf ·Det
(
x1, . . . , xn−1, x

)
= Detf · 〈x, x1×· · ·×xn−1〉 = Detf ·‖x‖2.Wegenf 6= 0 gibt es einx0∈ V mit

f (x0) 6= 0, d.h. es gibt auchx(0)1 , . . . , x
(0)
n−1 ∈ V mit f (x(0)1 )×· · ·×f (x(0)n−1) = f (x

(0)
1 ×· · ·×x(0)n−1) = f (x0) 6= 0

undf (x(0)1 ) , . . . , f (x
(0)
n−1) , f (x0) sind linear unabhängig. Daher ist Detf > 0. Sei a := (Detf )−1/2 und

f̃ := af . Dann gilt ‖f̃ (x)‖2 = a2‖f (x)‖2 = a2 Detf · ‖x‖2 = ‖x‖2, also‖f̃ (x)‖ = ‖x‖ für alle
x ∈ V und f̃ ist nach Satz 14.A.2 eine Isometrie. Mit der eingangs gezeigten Richtung der Aussage folgt
af (x0) = f̃ (x

(0)
1 ×· · ·×x(0)n−1) = f̃ (x

(0)
1 )×· · ·×f̃ (x(0)n−1) = an−1f (x

(0)
1 )×· · ·×f (x(0)n−1) = an−1f (x0). Wegen

f (x0) 6= 0 undn≥ 3 folgt a=1, d.h.f = f̃ ist eine Isometrie. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 8, p. 441 (1.6.2012) :

Seienf :V → V eine Drehung des 3-dimensionalen euklidischen VektorraumsV , die keine Halbdrehung
ist, undx ein von 0 verschiedener Vektor der Drehebene vonf . Dann ist der Drehvektor vonf gleich
vf = α x×f (x) mit α := ‖x‖−1

(
2 〈 x , x+f (x) 〉

)−1/2
.

Beweis: Da f keine Halbdrehung ist, sindx und f (x) linear unabhängige Vektoren der Drehebene, die
so orientiert werde, dass der orientierte Drehinkelϕ := ∡(x, f (x)) ∈ [0, π [ liegt. Dann repräsentieren
x, f (x), vf undx, f (x), x×f (x) die gleiche Orientierung vonV , d.h. es istvf = α′ x×f (x) mit einem
α′ > 0. Dabei istα′ = sin 1

2ϕ
/
‖x×f (x)‖ = αf , da wegen‖f (x)‖ = ‖x‖ und sinϕ = 2 sin 1

2ϕ cos1
2ϕ,

cosϕ = 2 cos2 1
2ϕ − 1 gilt:

1
α′ = ‖x×f (x)‖

sin 1
2ϕ

= ‖x‖‖f (x)‖ sinϕ
sin 1

2ϕ
= 2‖x‖2 cos1

2ϕ = ‖x‖
√

2‖x‖2 · 2 cos2 1
2ϕ

= ‖x‖
√

2‖x‖‖f (x)‖ · cosϕ + 2‖x‖2 = ‖x‖
√

2〈x, f (x)〉 + 2〈x, x〉 = ‖x‖
√

2〈x, x+f (x)〉 = 1
αf
. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 9, p. 441 (1.6.2012) :

SeienV ein euklidischer Vektorraum undv,w ∈ V Vektoren mit‖v‖ = ‖w‖ = 1 undv 6= −w. Dann gibt
es genau eine eigentliche Isometrief ∈ SO(V ) mit f (v) = w undf |W = idW für W := (Rv + Rw)⊥.

Beweis:Wird Rv + Rw so orientiert, dass der orientierte Winkelα := ∡(v,w) in [0, π [ liegt, so bildet die
orientierte Drehungf von Rv + Rw um den Winkelα den Vektorv aufw ab. Setzt manf so aufV fort,
dassf (x) := x für x ∈ W ist, so erhält man einf ∈ SO(V ) der gewünschten Art. – Umgekehrt induziert
jede Isometrief ∈ SO(V ) mit f |W = idW eine eigentliche Isometrie vonW⊥ = Rv+ Rw. Gilt dabei
f (v) = w, so mussf |W⊥ die Drehung um den Winkelα sein. Daher istf eindeutig bestimmt. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 11, p. 442 (1.6.2012) :

SeienV undW R-Vektorräume mit Skalarprodukt undf :V →W eine lineareAbbildung mit∡(f (x), f (y))
= ∡(x, y) für allex, y∈V . Für einen Einheitsvektorx0∈ V seir :=‖f (x0)‖. Dann istr−1f eine Isometrie,
alsof eine Ähnlichkeit(sabbildung).

Beweis: Bei f (x0) = 0 wäre∡(f (x0) , f (x0)) = π/2 6= 0 = ∡(x0, x0). Also ist f (x0) 6= 0 und
‖(r−1f )(x0)‖ = r−1‖f (x0)‖ = 1. Wir können also gleich annehmen, dassr=1 ist und daher‖f (x0)‖ = 1.
Für t ∈ R gilt dann‖f (tx0)‖ = |t |‖f (x0)‖ = |t | = ‖tx0‖.

Sei nunx ∈ V , x /∈ Rx0, beliebig. Zunächst betrachten wir den Fall, dasst0 := 〈x, x0〉 6= 0 ist. Es gilt
〈x− t0x0 , t0x0〉 = t0〈x, x0〉 − t0〈x, x0〉〈x0, x0〉 = 0 wegen ‖x0‖ = 1, d.h. es ist∡(x− t0x0 , t0x0) =
π/2 = ∡

(
f (x− t0x0) , f (t0x0)

)
= ∡

(
f (x)− f (t0x0) , f (t0x0)

)
nach Voraussetzung. Der Satz 13.A.6

von Pythagoras liefert nun‖f (x)− f (t0x0)‖2 + ‖f (t0x0)‖2 = ‖x‖2, also‖f (x)‖2 − 2t0〈f (x), f (x0)〉 +
2t20‖f (x0)‖2 = ‖f (x)‖2 und daher〈f (x), f (x0)〉 = t0‖f (x0)‖2 = t0 = 〈x, x0〉 = ‖x‖‖x0‖ cos∡(x, x0) =
‖x‖ cos∡(x, x0). Wegen‖f (x0)‖ = 1 und da nach Voraussetzung∡

(
f (x), f (x0)

)
= ∡(x, x0) ist, gilt
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andererseits〈f (x), f (x0)〉 = ‖f (x)‖‖f (x0)‖ cos∡
(
f (x), f (x0)

)
= ‖f (x)‖ cos∡(x, x0), also insgesamt

‖x‖ cos∡(x, x0) = ‖f (x)‖ cos∡(x, x0). Da 〈x, x0〉 6= 0 ist, d.h.∡(x, x0) 6= π/2, ergibt sich daraus
‖f (x)‖ = ‖x‖.

Im Fall 〈x, x0〉 = 0 ist 〈x1, x0〉 = 〈x+x0 , x0〉/‖x+x0‖ = 1/‖x+x0‖ 6= 0 für x1 := (x+x0)/‖x+x0‖, und
aus dem schon Bewiesenen folgt‖f (x1)‖ = ‖x1‖ = 1. Außerdem ist dann〈x, x1〉 = 〈x , x+x0〉/‖x+x0‖ =
‖x‖2/‖x+ x0‖ 6= 0, und, indem man die obigen Überlegungen mitx1 stattx0 durchführt, erhält man jetzt
‖f (x)‖ = ‖x‖. Nach Satz 14.A.2 istf dann eine Isometrie. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 12, p. 442 (1.6.2012) :

V undW seienR-Vektorräume mit Skalarprodukt undf : V → W sei eineR-lineare Abbildung. Für
beliebigex, y ∈ V seix ⊥ y genau dann, wennf (x) ⊥ f (y) ist. Dann istf eine Ähnlichkeitsabbildung.

1. Beweis:Zusätzlich zu dem gegebenen Skalarprodukt8 := 〈−,−〉 betrachten wir auch die hermitesche
Form9 := 〈f (−) , f (−)〉 auf V . Nach Voraussetzung gilt8(x, y) = 0 für x, y ∈ V genau dann, wenn
9(x, y) = 0 ist. Nach 12.B, Aufg. 15 gibt es daher eina ∈ K

× mit 8(x, y) = a9(x, y) für alle x, y ∈ V ,
d.h. mit‖x‖2 = 8(x, x) = a 9(x, x) = a‖f (x)‖2 und somita>0 und‖f̃ (x)‖ = ‖x‖ für f̃ := a1/2f und
alle x∈ V . Nach Satz 14.A.2 ist danñf eine Isometrie und daherf = a−1/2f̃ eine Ähnlichkeitsabbildung.

2. Beweis:Seix0 6= 0 ausV . Dann ist auchf (x0) 6= 0, da ausf (x0) = 0 folgen würdef (x0) ⊥ f (x0) und
dannx0 ⊥ x0 , d.h.x0 = 0. Sei a := ‖f (x0)‖/‖x0‖ und f̃ := a−1f , also‖f̃ (x0)‖ = ‖x0‖. Ist gezeigt,
dassf̃ eine Isometrie ist, so folgt, dassf = af̃ eine Ähnlichkeitsabbildung ist. Wir können also gleich
annehmen, dassf = f̃ ist, also‖f (x0)‖ = ‖x0‖, und haben zu zeigen, dassf eine Isometrie ist.

Für jedesx ∈ V mit ‖x‖ = ‖x0‖ ist 〈x+x0 , x−x0〉 = ‖x‖2 − ‖x0‖2 = 0. Nach Voraussetzung gilt
dann auch 0= 〈f (x+ x0) , f (x− x0)〉 = 〈f (x) + f (x0) , f (x) − f (x0)〉 = ‖f (x)‖2 − ‖f (x0)‖2, also
‖f (x)‖ = ‖f (x0)‖ = ‖x0‖. Für beliebigex ∈ V , x 6= 0, ist nun‖( ‖x0‖/‖x‖ ) x‖ = ‖x0‖ und somit
f
(
( ‖x0‖/‖x‖ ) x

)
= ‖x0‖, d.h.‖f (x)‖ = ‖x‖ . Nach Satz 14.A.2 istf dann eine Isometrie. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 24, p. 442 (1.6.2012) :

SeiV ein 3-dimensionaler euklidischer Raum.

a) Genau dann istfg = gf für zwei Drehungenf, g 6= id von V , wenn die Drehachsen übereinstimmen
oder wenn die Drehachsen orthogonal sind und beide Drehungen Halbdrehungen sind.

b) Genau dann istfg = gf für zwei Drehspiegelungenf, g vonV , wenn eine davon die Punktspiegelung
am Nullpunkt ist oder wenn beide Drehachsen übereinstimmen oder wenn es sich um Spiegelungen an
zueinander orthogonalen Ebenen handelt.

c) Genau dann istfg = gf für eine Drehungf 6= id und eine Drehspiegelungg von V , wenng die
Punktspiegelung am Nullpunkt ist oder beide Drehachsen übereinstimmen oder wennf eine Halbdrehung
undg eine Spiegelung an einer Ebene ist, die die Drehachse vonf enthält.

Beweis: a) Sei zunächstfg = gf . Ist Rx, x 6= 0, die Drehachse vonf , so gilt f (x) = x und folglich
g(x) = g(f (x)) = f (g(x)), d.h.g(x) 6= 0 ist ebenfalls ein Eigenvektor vonf zum Eigenwert 1. Wegen
f 6= id ist daher auchRg(x) die Drehachse vonf , und es folgtg(x) = µx mit µ= ±1. Im Fallµ= 1 istRx
auch die Drehachse vong. Beiµ == −1 hatg wegen Detg = 1 den doppelten Eigenwert−1 und ist daher
eine Halbdrehung. Außerdem liegt die DrehachseRx vonf dann im Eigenraum vong zum Eigenwert−1
und ist daher nach Lemma 14.A.2 (2) orthogonal zum EigenraumRy vong zum Eigenwert 1, der Drehachse
von g. Dabei gilt auchf (y) = f (g(y)) = g(f (y)) undRf (y) ist ebenfalls die Drehachse vong. Daher
gibt es einλ∈ R mit f (y) = λy. WegenRx ⊥ Ry ist dannRx nicht die Drehachse vonf und somit muss
λ = −1 sein, also−1 ein dannn notwendigerweise doppelter Eigenwert vonf und somitf ebenfalls eine
Halbdrehung.

Haben umgekehrtf undg gleiche Drehachsen, so auch die gleichen Drehebenen (als orthogonale Komple-
mente der Drehachsen) und induzieren dort ebene Drehungen, die stets kommutieren. Da die Drehachsen
unterf undg fest bleiben, folgtfg = gf . Sind jedoch die DrehachsenRx undRy der Halbdrehungenf bzw.
g zueinander orthogonal und ist(Rx)⊥ ∩ (Ry)⊥ = Rz der Durchschnitt der beiden Drehebenen, so istx, y, z

eine Basis vonV und es giltf (x) = x, g(x) = −x, f (y) = −y, g(y) = −y, f (z) = −z, g(z) = −z.
Daraus folgtfg(x) = −f (x) = −x = g(x) = gf (x), fg(y) = f (y) = −y = −g(y) = gf (y),
fg(z) = −f (z) = z = −g(z) = gf (z), es ist alsofg = gf .
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b) Seis die Punktspiegelung vonV mit s(x) = −x für allex ∈ V . Dann kommutierts mit allen Endomor-
phismen vonV , undsf undsg sind wegen Detsf = (−1)2 = 1 und Detsg = (−1)2 = 1 Drehungen von
V . Genau dann giltfg = gf , wenn(sf )(sg) = (sg)(sf ) ist. Sindsf = id odersg = id, so sindf = s

bzw.g = s Halbdrehungen. Seien alsosf 6= id undsg 6= id. Nach a) gilt nun(sf )(sg) = (sg)(sf ) genau
dann, wennsf undsg und damitf = s(sf ) unds = s(sg) die gleichen Drehachsen haben oder wenn die
Drehachsen vonsf undsg orthogonal sind undsf undsg Halbdrehungen sind. In letzterem Fall sind auch
die Spiegelebenen vonf = s(sf ) und s = s(sg), d.h. die orthogonalen Komplemente dieser Drehachsen,
zueinander orthogonal. Außerdem giltsf (x) = −x, alsof (x) = x, für Vektorenx aus der Drehebene der
Halbdrehungsf und ebensog(x) = x für Vektorenx aus der Drehebene vonsg. Daher sindf undg dann
sogar Spiegelungen an zueinander orthogonalen Ebenen.

c) Wir betrachten die Drehspiegelungsf 6= s mit der Punktspiegelungs. Genau dann giltfg = gf , wenn
(sf )g = g(sf ) ist. Nach b) ist dies genau dann der Fall, wenng die Punktspiegelungs ist oder wennsf und
f (und dann auchf undg) die gleichen Drehachsen haben oder wennsf undg Spiegelungen an zueinander
orthogonalen Ebenen sind. Letzteres bedeutet, dass die Drehachse vonsf (und damit auch die vonf ) in
der Ebene liegt, an der beig gespiegelt wird. Außerdem istf genau dann eine Halbdrehung, wennsf eine
Spiegelung ist. •

Abschnitt 14.A, Aufg. 25, p. 442 (1.6.2012) :

SeiV ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum. JederR-lineare Abbildungf :V → V , die keinen
(reellen) Eigenwert besitzt, ist zu genau einer Ähnlichkeitsabbildungg :V → V eigentlich ähnlich. Dabei
heißenf undg e i g e n t l i c h ä h n l i c h , wenn es einen Automorphismush :V → V mit Deth > 0 und
g = hf h−1 gibt. (Man beachte die beiden unterschiedlichen Bedeutungen von „ähnlich“).

Beweis: Sei x ∈ V mit ‖x‖ = 1. Dann istx, f (x) eine Basis vonV . Andernfalls wärenx und f (x)
nämlich linear abhängig, alsof (x) ein Vielfaches vonx und somitx ein Eigenvektor vonf zu einem reellen
Eigenwert. Wir ergänzenx zu einer Orthonormalbasisx, y vonV . Dann gibt esa, b∈ R mit f (x)= ax+by.

Das charakteristische Polynom vonf ist χf = X2− (Spf )X + Detf mit den (nicht reellen) konjugiert-
komplexen Nullstellen1

2Spf ± i
2

√
|(Spf )2 − 4 Detf |. Es sei r cosϕ + i r sinϕ, r ∈ R

×
+, ϕ ∈ ]0,2π [ ,

ϕ 6=π , diejenige Nullstelle, für dieb−1 sinϕ > 0 ist. Es ist Spf = 2r cosϕ die Summe und Detf = r2 das
Produkt dieser Nullstellen. Ferner seig die Ähnlichkeitsabbildung vonV mit g(x) := x r cosϕ + y r sinϕ,
g(y) := −x r sinϕ + y r cosϕ, also die Drehung um den Winkelϕ mit nachfolgender Streckung um den
Faktor r. Dann gilt Spg = 2r cosϕ = Spf und Detg = r2 = Detf . Schließlich isth :V → V mit
h(x) := x, h(f (x)) := g(x) ein Automorphismus vonV , dax, g(x) eine Basis vonV ist.

Es gilt f 2(x) = Spf · f (x) − Detf · x und analogg2(x) = Spg · g(x) − Detg · x nach dem Satz von
Cayley-Hamilton. Die angegebene Konstruktion liefert nunhf h−1(x) = hf (x) = g(x) undhf h−1

(
g(x)

)
=

hf
(
f (x)

)
= h(f 2(x)) = Spf · h(f (x))− Detf · h(x) = Spg · g(x)− Detg · x = g2(x) = g

(
g(x)

)
. Da

die Abbildungenhf h−1 undg auf der Basisx, g(x) übereinstimmen, sind sie gleich.

Ist g(x) = cx+ df (x) mit c, d ∈ R, so folgt x r cosϕ + y r sinϕ = g(x) = (c+ da)x + dby, also

d= b−1 sinϕ>0. Die Matrix vonh bzgl. der Basisx, f (x) ist

(
1 c

0 d

)
mit Determinante Deth = d>0,

h ist also ein eigentlicher Automorphismus.

Da reelle Vielfachers von Spiegelungens von V die reellen Eigenwerte±r besitzen, sind die einzigen
Ähnlichkeitsabbildungen, zu denenf ähnlich sein kann, die positiven reellenVielfachenrd von Drehungend
um einen Drehwinkelϕ 6= π in ]0,2π [ . Dafür muss 2r cosϕ = Spf sein undr= Detf . Es genügt daher zu
zeigen, dass die Drehungen mit den Drehwinkelnϕ und 2π−ϕ, d.h.−ϕ, nicht eigentlich ähnlich sind. Für eine

invertierbare MatrixA =
(
a b

c d

)
folgt aber aus

(
a b

c d

)(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
a b

c d

)

a cosϕ+b sinϕ = a cosϕ+c sinϕ, d.h. b= c wegen sinϕ 6= 0, undccosϕ+d sinϕ = −a sinϕ+c cosϕ,
d.h. d= −a. Dies liefert DetA = ad − bc = −a2− b2 < 0. (Natürlich sind die beiden Drehungen umϕ
und um−ϕ (uneigentlich) ähnlich.) •
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Abschnitt 14.B, Aufg. 1, p. 463 (1.6.2012) :

Man bestimme den Typ der folgenden Bewegungen der euklidischen EbeneR
2 und beschreibe sie:

(
x

y

)
7−→

(
3/5 −4/5
4/5 3/5

)(
x

y

)
+
(

1
2

)
;
(
x

y

)
7−→

(
3/5 4/5
4/5 −3/5

)(
x

y

)
+
(

1
2

)
;

(
x

y

)
7−→

(
3/5 4/5
4/5 −3/5

)(
x

y

)
+
(

1
−2

)
.

Lösung: Die Matrix A :=
(

3/5 −4/5
4/5 3/5

)
, die den linearen Anteil der ersten Abbildung beschreibt, ist

offensichtlich orthogonal und hat die Determinante9
25 + 16

25 = 1. Die Abbildung ist daher eine Drehung,
deren (nicht orientierter) Drehwinkelα sich aus 2 cosα + 1 = SpA = 6

5, d.h. cosα = 1
10, berechnet. Es ist

α = 1,47. . . (bzw.α = 84,26. . .◦). Da A

(
1
0

)
=
(

3/5
4/5

)
im ersten Quadranten liegt, ist dies auch der

orientierte Drehwinkel bzgl. der Standardorientierung vonR
2. Den Drehpunkt erhält man als Fixpunkt der

Abbildung aus

(
3/5 −4/5
4/5 3/5

)(
x0

y0

)
+
(

1
2

)
=
(
x0

y0

)
, d.h.

(
−2/5 −4/5

4/5 −2/5

)(
x0

y0

)
=
(

−1
−2

)
. Er ist

(
x0

y0

)
=
(

−3/2
2

)
.

Die Matrix B :=
(

3/5 4/5
4/5 −3/5

)
, die den linearen Anteil der zweiten und dritten Abbildung beschreibt,

ist offensichtlich orthogonal und hat die Determinante− 9
25 − 16

25 = −1. Die Abbildungen sind daher

Schubspiegelungen.R

(
2
1

)
ist der Eigenraum vonB zum Eigenraum 1 mit dem EigenraumR

(
1

−2

)
zu

−1 als orthogonalem Komplement. Da der Translationsanteil der dritten Abbildung im Eigenraum zu−1

liegt, ist ihr Schubvektor 0 und sie ist die Spiegelung an der GeradenR

(
2
1

)
+ 1

2

(
1

−2

)
= R

(
2
1

)
+
(

1/2
−1

)
.

Der Translationsanteil der zweiten Abbildung hat

(
1
2

)
= 4

5

(
2
1

)
− 3

5

(
1

−2

)
=
(

8/5
4/5

)
+
(

−3/5
6/5

)
als

Zerlegung in Richtung der Spiegelungsgeraden und orthogonal dazu. Sie ist also eine Spiegelung an der

GeradenR

(
2
1

)
+
(

4/5
2/5

)
mit nachfolgender Translation um den Schubvektor

(
−3/5
6/5

)
.

Abschnitt 14.B, Aufg. 2, p. 463 (1.6.2012) :

Man bestimme den Typ der folgenden Bewegungen des euklidischen RaumesR
3 und beschreibe sie:

(
x

y

z

)
7−→

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)(
x

y

z

)
+
(

1
−1

2

)
;

(
x

y

z

)
7−→

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)(
x

y

z

)
+
(

2
−1

1

)
;

(
x

y

z

)
7−→

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

)(
x

y

z

)
+
(

2
−1

1

)
.

Lösung: Die drei Matrizen, die die linearenAnteile der angegebenenAbbildungen beschreiben, sind offenbar
orthogonal. Die erste hat das charakteristische PolynomX3 +X2 +X+ 1 = (X+1)(X2 +1), also die
Determinante−1 und 1 nicht als Eigenwert. Die zugehörigen Abbildung ist daher eine Drehspiegelung.

Ihren Drehpunkt erhält man als Fixpunkt der Abbildung aus

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)(
x0

y0

z0

)
+
(

1
−1

2

)
=
(
x0

y0

z0

)
,

d.h.

(−1 −1 0
1 −1 0
0 0 −2

)(
x0

y0

z0

)
=
(−1

1
−2

)
. Er ist also

(
x0

y0

z0

)
=
(

0
0
1

)
. Den Drehwinkelα bekommt man
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über die Spur aus 2 cosα − 1 = −1, d.h. cosα = 0; er ist α = π/2 (bzw. 90◦). Der Eigenraum

(
0
0
1

)

der Matrix zum Eigenwert−1 liefert die Drehachse; sie istR

(
0
0
1

)
+
(

0
0
1

)
= R

(
0
0
1

)
. Die Abbildung

setzt sich somit zusammen aus der Drehung um diex3-Achse mit Drehwinkelπ und der Spiegelung an der
x1, x2-Ebene.

Die zweite Matrix hat das charakteristische Polynom(X−1)(X+1)2 , also die Determinante−1 und 1 als
Eigenwert. Die zugehörigenAbbildung ist daher eine Schubspiegelung. Der Eigenraum zun Eigenwert−1 ist

R

(
1

−1
0

)
mit orthogonalem KomplementR

(
1
1
0

)
+ R

(
0
0
1

)
, die entsprechende Zerlegung des Translations-

vektors ist

(
2

−1
1

)
=
(

3/2
−3/2

0

)
+
(

1/2
1/2
0

)
+
(

0
0
1

)
und liefert die Spiegelebene

(
3/4

−3/4
0

)
+R

(
1
1
0

)
+R

(
0
0
1

)
.

Die Abbildung setzt ich somit zusammen aus der Spiegelung an der Ebenex1−x2 = 3/2 und der Translation

um den Vektor

(
1/2
1/2
1

)
parallel zur Spiegelebene.

Die dritte Matrix hat die Determinante 1 und die Spur 1. Die zugehörigenAbbildung ist daher eine Schraubung
mit einem Drehwinkelβ, der sich aus 2 cosβ+1 = 1 bestimmt. Es folgtβ = π/2 (bzw. 90◦). Der Eigenraum

zun Eigenwert 1 istR

(
0
0
1

)
mit orthogonalem KomplementR

(
1
0
0

)
+R

(
0
1
0

)
, die entsprechende Zerlegung

des Translationsvektors ist

(
2

−1
1

)
=
(

0
0
1

)
+
(

2
−1

0

)
. Die Fixpunktmenge des Rotationsanteils wird aus

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

)(
x

y

z

)
+
(

2
−1

1

)
=
(
x

y

z

)
, d.h.

(−1 −1 0
1 −1 0
0 0 1

)(
x

y

z

)
=
(−2

1
0

)
, bestimmt und ist

gleichR

(
0
0
1

)
+
(

1/2
3/2
0

)
. Die Abbildung setzt sich also zusammen aus einer Drehung mit Drehwinkelπ um

diese Fixpunktmenge als Drehachse und einer Translation um denVektor

(
0
0
1

)
in Richtung der Drehachse.•

Abschnitt 14.B, Aufg. 3, p. 463 (1.6.2012) :

SeiE eine orientierte euklidische affine Ebene.

a) Das Produkt zweier Drehungen6= id von E ist genau dann eine Translation, wenn die orientierten
Drehwinkel sich zu 2π ergänzen. Andernfalls handelt es sich um eine Drehung. Man beschreibe den
Translationsvektor bzw. Drehpunkt und Drehwinkel des Produkts.

b) Das Produkt einer Drehung oder Translation und einer Schubspiegelung vonE in beliebiger Reihenfolge
ist jeweils eine Schubspiegelung. Man beschreibe Spiegelungsachse und Schubvektor des Produkts.

c) Das Produkt zweier Schubspiegelungen vonE ist genau dann eine Translation, wenn die Spiegelachsen
parallel sind. Andernfalls handelt es sich um eine Drehung. Man beschreibe den Translationsvektor bzw.
Drehpunkt und Drehwinkel des Produkts.

Lösung: a) Seienf1 :P 7→ fα1(
−−→
P1P) + P1 und f2 :P 7→ fα2(

−−→
P2P) + P2 zwei Drehungen vonE mit

den DrehpunktenP1 bzw.P2, den Drehwinkelnα1 bzw. α2 und den linearen Anteilenfα1 :V → V bzw.

fα2 :V → V , woV der zuE gehörende Raum der Translationen ist. Dann gilt
−−−−−→
P1 f2(P ) = −−→

P1P2+fα2(
−−→
P2P)

und folglichf1(f2(P )) = fα1(
−−→
P1P2)+ fα1(fα2(

−−→
P2P))+ P1 = fα1+α2(

−−→
P2P)+ f1(P2) .

Wenn die beiden orientierten Drehwinkelα1 undα2 sich zu 2π ergänzen, istfα1+α2 die Identität vonV und

man erhältf1(f2(P )) = −−→
P2P +f1(P2) = −−→

P2P +−−−−→
Pf1(P2)+P = −−−−−→

P2 f1(P2)+P , d.h.f1f2 ist die Translation
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vonE um den Vektor
−−−−−→
P2 f1(P2).

Wennα1 + α2 6= 2π ist, istfα1+α2 eine Drehung6= idV , d.h. idV−fα1+α2 ist ein Isomorphismus. In diesem

Fall istP0 ∈ E genau dann ein Fixpunkt vonf1f2, wenn giltfα1(
−−→
P1P2) + fα1+α2(

−−→
P2P0)) + P1 = P0, d.h.

fα1(
−−→
P1P2)+fα1+α2(

−−→
P2P0)) = −−→

P1P2+−−→
P2P0, also−(idV −fα1+α2)

−1(idV −fα1)(
−−→
P1P2) = −−→

P2P0. Der einzige

Fixpunkt vonf1f2 ist alsoP0 := −−→
P2P0 + P2 = −(idV −fα1+α2)

−1(idV −fα1)(
−−→
P1P2)+ P2.

WegenP0 = f1(f2(P0)) = fα1+α2(
−−→
P2P0) + f1(P2) ist

−−−−−→
f1(P2) P0 = fα1+α2(

−−→
P2P0) und, wie oben gesehen,

gilt
−−−−−−−−−−→
f1(P2) f1(f2(P ) = fα1+α2(

−−→
P2P) . Daraus folgt

−−−−−−−−→
P0 f1(f2(P )) = −−−−−−−−−−→

f1(P2) f1(f2(P ) − −−−−−→
f1(P2) P0 =

fα1+α2(
−−→
P2P) − fα1+α2(

−−→
P2P0) = fα1+α2(

−−→
P0P), alsof1f2(P ) = fα1+α2(

−−→
P0P) + P0. Daher istf1f2 die

Drehung mit Drehwinkelα1+ α2 um den DrehpunktP0.

b) Seienf :P 7→ fα(
−−→
P0P) + P0 eine Drehung vonE mit DrehpunktP0, Drehwinkelα und linearem

Anteil fα :V → V , wo V der zuE gehörende Raum der Translationen ist, undg eine Schubspiegelung

g :P 7→ g0(
−−→
Q0P) + av1 + Q0 vonE mit linearem Anteilg0, die sich aus der Spiegelung vonE an der

GeradenRv1 +Q0, ‖v1‖= 1, und der TranslationP 7→ av1 + P , a ∈ R, in Richtung der Geraden, an der

gespiegelt wird, zusammensetzt. Dann gilt
−−−−→
P0 g(P ) = −−→

P0Q0 + g0(
−−→
Q0P)+ av1 und somit

f (g(P )) = fα(g0(
−−→
Q0P))+ fα(

−−→
P0Q0)+ afα(v1)+ P0 = gα(

−−→
Q0P)+ fα(

−−→
P0Q0)+ afα(v1)+ P0

wegen

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
1 0
0 −1

)
=
(

cosα sinα
sinα − cosα

)
für die fα bzw. g0 bzgl. v1, v2 beschreibenden

Matrizen bzgl. einer (die Orientierung repräsentierenden) Orthonormalbasisv1, v2 vonV . Nach 14.A,Aufg. 3
ist fαg0 = gα die Spiegelung vonV an der GeradenRv′

1, wo v′
1 := cosα2v1 + sin α

2v2 ist. Ergänzt manv′
1

zu einer die Orientierung repräsentierenden Orthonormalbasisv′
1, v

′
2 vonV , so ist

−−→
P0Q0 = a1v

′
1+a2v

′
2 und

fα(
−−→
P0Q0)+ afα(v1) = b1v

′
1+ b2v

′
2 mit a1, a2, b1, b2 ∈ R. Wir setzenQ1 := 1

2(a2+ b2)v
′
2 + P0. Dann gilt

−−→
Q0P = −−→

Q1P − −−→
P0Q0 + −−→

P0Q1 und somit

f (g(P )) = gα(
−−→
Q0P))+ fα(

−−→
P0Q0)+ afα(v1)+ P0

= gα(
−−→
Q1P)− gα(

−−→
P0Q0)+ gα(

−−→
P0Q1)+ b1v

′
1+ b2v

′
2 + P0

= gα(
−−→
Q1P)− (a1v

′
1− a2v

′
2)− 1

2(a2+ b2)v
′
2+ b1v

′
1+ b2v

′
2+ P0

= gα(
−−→
Q1P)+ (b1− a1)v

′
1 + 1

2(a2+ b2)v
′
2+ P0 = (b1− a1)v

′
1 + gα(

−−→
Q1P)+Q1 .

Daher istfg die Schubspiegelung vonE, die sich aus der SpiegelungP 7→ gα(
−−→
Q1P)+Q1 an der Geraden

Rv′
1+Q1 und der TranslationP 7→ (b1−a1)v

′
1+P in Richtung dieser Geraden zusammensetzt.

Mit den vorstehenden Bezeichnungen gilt auch
−−−−−→
Q0 f (P ) = −−→

Q0P0 + fα(
−−→
P0P) und folglich g(f (P )) =

g0(fα(
−−→
P0P))+ g0(

−−→
Q0P0)+ av1 +Q0 = g−α(

−−→
P0P)+ g0(

−−→
Q0P0)+ av1 +Q0 wegen

(
1 0
0 −1

)(
cosα − sinα
sinα cosα

)
=
(

cosα − sinα
− sinα − cosα

)
=
(

cos(−α) sin(−α)
sin(−α) − cos(−α)

)

mit der orthogonalen Spiegelungg−α vonV an der GeradenRv′′
1, wo v′′

1 := cosα2v1 − sin α
2v2 ist. Ergänzt

manv′′
1 zu einer die Orientierung repräsentierenden Orthonormalbasisv′′

1, v
′′
2 vonV , so ist

−−→
Q0P0 = r1v

′′
1+r2v′′

2

undg0(
−−→
Q0P0) + av1 = s1v

′′
1 + s2v

′′
2 mit r1, r2, s1, s2 ∈ R. Wir setzenP1 := 1

2(r2+ s2)v′′
2 +Q0. Dann gilt

−−→
P0P = −−→

P1P − −−→
Q0P0 + −−→

Q0P1 und somit

g(f (P )) = g−α(
−−→
P0P))+ g0(

−−→
Q0P0)+ av1 +Q0

= g−α(
−−→
P1P)− g−α(

−−→
Q0P0)+ g−α(

−−→
Q0P1)+ s1v

′′
1 + s2v

′′
2 +Q0

= g−α(
−−→
P1P)− (r1v

′′
1 − r2v

′′
2)− 1

2(r2+ s2)v
′′
2 + s1v

′′
1 + s2v

′′
2 +Q0



58 Lösungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5

= g−α(
−−→
P1P)+ (s1− r1)v

′′
1 + 1

2(r2+ s2)v
′′
2 +Q0 = (s1− r1)v

′′
1 + g−α(

−−→
P1P)+ P1 .

Daher istgf die Schubspiegelung vonE, die sich aus der SpiegelungP 7→ g−α(
−−→
P1P)+ P1 an der Geraden

Rv′′
1 +P1 und der TranslationP 7→ (s1− r1)v′′

1 +P in Richtung dieser Geraden zusammensetzt.

Sei nunf keine Drehung vonE, sondern einfach die Translationf :P 7→ v+P , v∈ V . Verwenden wir im
Übrigen die vorstehenden Bezeichnungen, so lässt sichv zerlegen in seine Komponenten in Richtung der
Spiegelungsgeraden und orthogonal dazu, d.h. es gibta1, a2∈ R mit v = a1v1+a2v2. FürQ1 := 1

2a2v2 +Q0

gilt dann
−−→
Q0P = −−→

Q1P + 1
2a2v2 sowieg0(

1
2a2v2) = − 1

2a2v2 und somit

f (g(P )) = v+g(P ) = v + g0(
−−→
Q0P)+ av1 +Q0 = (a1+a)v1 + a2v2 + g0(

−−→
Q0P)+Q0

= (a1+a)v1 + 1
2a2v2 − 1

2a2v2 + g0(
−−→
Q2P)+ 1

2a2v2+Q0 = (a1+a)v1 + g0(
−−→
Q1P)+Q1 .

Daher istfg in diesem Fall eine Schubspiegelung, die sich zusammensetzt aus der Spiegelung an der Geraden
Rv1+Q1 und der Translation um den Vektor(a1+a)v1 in Richtung der Spiegelungsgeraden. Außerdem gilt

danng0(v) = a1v1−a2v2 und fürQ2 := − 1
2a2v2+Q0 erhält man wegen

−−→
Q0P = −−→

Q2P − 1
2a2v2

g(f (P )) = g(v+P) = g0(
−−→
Q0P)+ g0(v)+ av1 +Q0 = (a1+a)v1 − a2v2 + g0(

−−→
Q0P)+Q0

= (a1+a)v1 − 1
2a2v2 + 1

2a2v2 + g0(
−−→
Q2P)− 1

2a2v2+Q0 = (a1+a)v1 + g0(
−−→
Q2P)+Q2 .

Daher istgf in diesem Fall eine Schubspiegelung, die sich zusammensetzt aus der Spiegelung an der Geraden
Rv1+Q2 und der Translation um den Vektor(a1+a)v1 in Richtung der Spiegelungsgeraden.

c) Seienf :P 7→ f0(
−−→
P0P) + bu1 + P0 undg :P 7→ g0(

−−→
Q0P) + av1 +Q0 zwei Schubspiegelungen von

E mit den linearen Anteilenf0, g0 :V → V , wo V der zuE gehörende Raum der Translationen ist, die
sich aus den Spiegelungen vonE an den GeradenRu1 + P0, ‖u1‖ = 1, bzw.Rv1 + Q0, ‖v1‖ = 1, und
den TranslationenP 7→ bu1 + P , bzw. P 7→ av1 + Q, a, b ∈ R, in Richtung der Geraden, an denen

gespiegelt wird, zusammensetzen. Dann giltf (g(P )) = f0(g0(
−−→
Q0P))+ f0(

−−→
P0Q0)+ af0(v1)+ bu1 + P0 .

Wir ergänzenu1 bzw.v1 zu die Orientierung vonV repräsentierenden Orthonormalbasenu1, u2 bzw.v1, v2.

Es sei
−−→
P0Q0 = b1u1+ b2u2 mit b1, b2∈ R.

Sind die Geraden, an denen gespiegelt wird, parallel, so giltf0 = g0 und wir könnenu1 = v1, u2 = v2

annehmen. Wegen
−−→
Q0P + P0 = −−→

Q0P0 + −−→
P0P + P0 = −b1u1− b2u2 + P gilt dann

f (g(P )) = −−→
Q0P + b1u1− b2u2 + au1 + bu1 + P0 = −2b2u2 + (a+ b)u1 + P ,

d.h. fg ist die Translation um den Vektor(a+ b)u1 − 2b2u2, wo 2|b2| der doppelte Abstand der beiden
Spiegelungsgeraden ist.

Sind die Geraden, an denen gespiegelt wird, nicht parallel, so schneiden sie sich in einem PunktP1 ∈ E.

Wir können dannP1 = P0 = Q0 annehmen, erhalten alsof (P ) = f0(
−−→
P1P) + bu1 + P1 und g(P ) :=

g0(
−−→
P1P)+ av1 + P1. Nach 14.A, Aufg. 3 wirdf0g0 bzgl. der Basisv1, v2 durch eine Matrix der Form

(
cosα sinα
sinα − cosα

)(
1 0
0 −1

)
=
(

cosα − sinα
sinα cosα

)

beschrieben, wo die SpiegelungsgeradeRu1 vonf0 mit Rv1, der Spiegelungsgeraden vong0 den Winkelα/2
einschließt. Daher istf0g0 die Drehungfα vonV um das Doppelte dieses Winkels. Mitv1 = c1u1+ c2u2,
c1, c2∈ R, folgt

f (g(P )) = f0
(−−−−→
P1g(P )

)
+ bu1 + P1 = f0g0(

−−→
P1P)+ af0(v1)+ bu1 + P1

= fα(
−−→
P1P)+ (ac1 + b)u1− ac2u2 + P1 .

Daher istfg die Drehung mit Drehwinkelα umP1 mit nachfolgender Translationτv um den Vektorv :=
(ac1 + b)u1− ac2u2.



Lösungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5 59

Wir beschreiben allgemein das Produktτvh einer Drehungh :P 7→ fα(
−−→
P1P) + P1 mit der Translation

τv :P 7→ v+P umv∈ V . Beih 6= idE ist fα 6= idV . FürP2 := (idV−fα)−1(v)+ P1 gilt dann

τvh(P ) = fα(
−−→
P1P)+ v + P1 = fα(

−−→
P2P)+ fα(

−−→
P1P2)+ v − −−→

P1P2 + P2

= fα(
−−→
P2P)− (idV−fα)(

−−→
P1P2)+ v + P2 = fα(

−−→
P2P)+ P2 ,

d.h.τvh ist die Drehung umP2 mit Drehwinkelα. •
Bemerkung: Man gebe auch zeichnerische Lösungen für die Aufgaben a), b), c) an.

Abschnitt 14.B, Aufg. 5, p. 463 (1.6.2012) :

((n+1)-Sp iege lungssa tz ) Jede Bewegung einesn-dimensionalen euklidischen affinen Raums ist Produkt
von höchstensn+1 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen vonE.

Beweis:Seif :P 7→ f0(
−−→
P0P)+v+P0 eine Isometrie vonE mit linearem Anteilf0 :V → V , woE affiner

Raum über demR-VektorraumV ist, P0 ∈ E undτ :P 7→ v+P , v∈ V , der Translationsanteil vonf , und

mit f̃ :P 7→ f0(
−−→
P0P)+ P0 gilt f = τ f̃ .

Bei v = 0 folgt die Aussage unmittelbar aus 14.A, Aufg. 5. Beiv 6= 0 ist τ = g1g2, wo g1 und g2 die
orthogonalen Spiegelungen vonE an den Hyperebenen(Rv)⊥ + ( 1

2v + P0) bzw. (Rv)⊥ + P0 sind. Ist
nämlich P = av + w + P0 = (a − 1

2)v + w + ( 1
2v + P0) mit a ∈ R undw ∈ (Rv)⊥, so gilt g1g2(P ) =

g1(−av + w + P0) = g1((−a − 1
2)v + w + ( 1

2v + P0)) = (a + 1
2)v + w + ( 1

2v + P0) = v +P . Dann
gilt g2f̃ (P0) = P0, und nach 14.A, Aufg. 5 lässt sich der lineare Anteil vong2f̃ als Produktf0,1 · · · f0,m von

m≤ n orthogonalen Spiegelungenf0,1, . . . , f0,m vonV schreiben. Durchfi :P 7→ f0,i(
−−→
P0P)+P0 werden

dann orthogonale Spiegelungen vonE mit f1 · · · fm = g2f̃ definiert, undf = τ f̃ = g1g2f̃ = g1f1 · · · fm
ist Produkt vonm+1 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen vonE. •
Bemerkung: Ist n gerade, so kommt man natürlich mit höchstensn orthogonalen Spiegelungen an Hyper-
ebenen aus.

Abschnitt 14.B, Aufg. 6, p. 463 (1.6.2012) :

SeiE eine euklidische affine Ebene.

a) Zwei Drehungenf1, f2 6= idE vonE mit verschiedenen Drehpunkten kommutieren nicht, d.h. der Kom-
mutatorf1f2f

−1
1 f −1

2 ist eine Translation6= idE .

b) Die Elemente einer Untergruppe der Bewegungsgruppe vonE, die keine Translation6= idE enthält, haben
einen gemeinsamen Fixpunkt.

Beweis: a) Wir verwenden Aufg. 3a) und die bei der dortigen Lösung eingeführten Bezeichnungen. Es gilt

f1f2(P ) = fα1fα2(
−−→
P2P)+ fα1(

−−→
P1P2)+ P1 und analog

f2f1(P ) = fα2fα1(
−−→
P1P)+ fα2(

−−→
P2P1)+ P2

= fα2fα1(
−−→
P2P)+ fα2fα1(

−−→
P1P2)− fα2(

−−→
P1P2)+ −−→

P1P2 + P1

= fα2fα1(
−−→
P1P2)− fα2(

−−→
P1P2)+ −−→

P1P2 − fα1(
−−→
P1P2)+

(
fα1fα2(

−−→
P2P)+ fα1(

−−→
P1P2)+ P1

)

= (fα2 − idV )(fα1 − idV )(
−−→
P1P2)+ f1f2(P ) .

Dabei haben wirfα2fα1 = fα1fα2 benutzt. Nach Voraussetzung giltP1 6= P2, also
−−→
P1P2 6= 0. Wegen

f1, f2 6= idE sindfα2 − idV undfα1 − idV bijektiv; somit ist(fα2 − idV )(fα1 − idV )(
−−→
P1P2) 6= 0. Es folgt

f1f2(P ) 6= f2f1(P ) sogar für alleP ∈E.

Der Kommutatorf1f2f
−1
1 f −1

2 hat den linearen Anteilfα1fα2f−α1f−α2 = idV , ist also eine Translation. Wäre
er gleich idE , so wäref1f2 = f2f1 im Widerspruch zu dem gerade Bewiesenen.

b) SeiG eine Untergruppe der Bewegungsgruppe vonE, die keine Translation6= idE enthält. Nach a) haben
alle Drehungen inG dann denselben DrehpunktP0. EnthältG nur Drehungen, so istP0 der gemeinsame
Fixpunkt aller Elemente ausG. Für eine Schubspiegelungf ∈G ist f 2∈G nach Aufg. 3c) eine Translation
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um den doppelten Schubvektor vonf . Daher muss dieser Schubvektor gleich 0 sein undf somit eine Spie-
gelung. Da das Produkt von Spiegelungen mit parallelen Spiegelungsachsen nach Aufg. 3c) eine Translation
ist, sind die Spiegelungsachsen zweier verschiedener Spiegelungen ausG nie parallel. BestehtG nur aus
id undf , so ist jeder Punkt der Fixgeraden vonf gemeinsamer Fixpunkt aller Elemente ausG. EnthältG
außerf noch eine Drehungh 6= id, so istf h 6= f eine Spiegelung ausG. EnthältG Spiegelungenf, g,
f 6= g, so schneiden sich die Spiegelungsachsen vonf undg in einem Punkt, der als Drehpunkt der Drehung
fg∈G gleichP0 ist. Auch in diesem Fall istP0 gemeinsamer Fixpunkt der Elemente vonG. •
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15 Selbstadjungierte und normale Operatoren

Abschnitt 15.A, Aufg. 1, p. 477 (1.6.2012) :

Das Produkt zweier selbstadjungierter Operatoren ist genau dann selbstadjungiert, wenn diese vertauschbar
sind.

Beweis: Seienf, g :V → V selbstadjungierte Operatoren auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt.
Für x, y ∈ V folgt dann ausfg = gf bereits〈fg(x) , y〉 = 〈g(x) , f (y)〉 = 〈x , gf (y)〉 = 〈x , fg(y)〉, d.h.
die Selbstadjungiertheit vonfg.

Umgekehrt folgt aus〈fg(x), y〉 = 〈x, fg(y)〉 auch〈fg(x), y〉 = 〈x, fg(y)〉 = 〈f (x), g(y)〉 = 〈gf (x) , y〉,
d.h. 〈(fg − gf )(x), y〉 = 0 für allex, y ∈ V . Indem man benutzt, dass〈−,−〉 nicht-ausgeartet ist, oder
indem many = (fg − gf )(x) setzt, sieht man(fg − gf )(x) = 0 für allex∈ V , d.h.fg = gf . •

Abschnitt 15.A, Aufg. 2, p. 477 (1.6.2012) :

Seif ein selbstadjungierter Operator.

a) Polynome inf mit reellen Koeffizienten sind wieder selbstadjungiert.

b) Wennf bijektiv ist, so ist auchf −1 selbstadjungiert.

Beweis: a) Für allex, y ∈ V und k ∈ N gilt 〈f k(x), y〉 = 〈f k−1(x), f (y)〉 = · · · = 〈x, f k(y)〉 und
dann 〈

∑n
k=0 akf

k(x), y〉 =
∑n

k=0 ak〈f k(x), y〉 =
∑n

k=0 ak〈x, f k(y)〉 = 〈x,
∑n

k=0 akf
k(y)〉, wenn die

Koeffizientenak reell sind.

b) Wennf bijektiv ist, gibt es zux, y ∈ V eindeutig bestimmte Elementex ′, y ′ ∈ V mit f (x ′) = x und
f (y ′) = y. Dann gilt〈f −1(x), y〉 = 〈x ′, f (y ′)〉 = 〈f (x ′), y ′〉 = 〈x, f −1(y)〉. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 3, p. 477 (1.6.2012) :

Seif ein normaler Operator auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt.

a) Jeder Operator inK[f, f̂ ] ist normal.

b) Wennf und f̂ bijektiv sind, ist auchf −1 normal.

Beweis:a) Wegenf f̂ = f̂ f erhält man mit 15.A.3 zunächst
(∑

k,ℓ

ak,ℓf
kf̂ ℓ

)
ˆ =

∑

k,ℓ

ak,ℓf̂
kf ℓ und dann,

dass der Operator auch mit seinem adjungierten Operator vertauscht.

b) Seienf und f̂ bijektiv. Zu x, y ∈ V gibt es dannx ′, y ′ ∈ V mit f (x ′) = x und f̂ (y ′) = y. Damit
gilt 〈f −1(x), y〉 = 〈x ′, f̂ (y ′)〉 = 〈f (x ′), y ′〉 = 〈x,

(
f̂
)−1
(y) 〉, d.h.f −1 besitzt den adjungierten Operator(

f̂
)−1

. Es folgtf −1
(
f −1

)
ˆ = f −1

(
f̂
)−1 =

(
f̂ f

)−1 =
(
f f̂

)−1 =
(
f̂
)−1
f −1 =

(
f −1

)
ˆ f −1, d.h.f −1 ist

normal. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 4, p. 477 (1.6.2012) :

a) Genau dann ist der Operatorf auf demC-VektorraumV mit Skalarprodukt selbstadjungiert, wenn
〈f (x) , x〉 für alle x ∈ V reell ist. Genau dann istf schiefselbstadjungiert, wenn〈f (x) , x〉 für alle x ∈ V
rein-imaginär ist.

b) Ein Operatorf auf einem reellen VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann schiefselbstadjungiert,
wenn für jedesx ∈ V der Vektorx und sein Bildf (x) orthogonal sind.

Beweis:a) Istf selbstadjungiert, so gilt〈f (x), x〉 = 〈x, f (x)〉 = 〈f (x), x〉, d.h.〈f (x), x〉 ∈ R, für x∈ V .

Sei umgekehrt〈x, f (x)〉∈ R für allex∈ V . Fürx, y∈ V gilt dann

〈x+y, f (x+y)〉 = 〈x, f (x)〉 + 〈y, f (x)〉 + 〈x, f (y)〉 + 〈y, f (y)〉 , d.h.,

〈f (x), y〉 + 〈x, f (y)〉 = 〈y, f (x)〉 + 〈x, f (y)〉 = 〈x+y, f (x+y)〉 − 〈x, f (x)〉 − 〈y, f (y)〉 ∈ R, und

〈x+ iy, f (x+ iy)〉 = 〈x, f (x)〉 + i 〈y, f (x)〉 − i 〈x, f (y)〉 + 〈y, f (y)〉 , d.h.,

i
(
〈f (x), y〉 − 〈x, f (y)〉

)
= i

(
〈y, f (x)〉 − 〈x, f (y)〉

)

= 〈x+ iy, f (x+ iy)〉 − 〈x, f (x)〉 − 〈y, f (y)〉 ∈ R.
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Aus 〈f (x), y〉 + 〈x, f (y)〉 ∈ R folgt Im〈f (x), y〉 = Im〈x, f (y)〉 und aus i
(
〈f (x), y〉 − 〈x, f (y)〉

)
∈ R

folgt Re〈f (x), y〉 = Re〈x, f (y)〉, insgesamt also〈f (x), y〉 = 〈x, f (y)〉. Daher istf selbstadjungiert.

Istf schiefselbstadjungiert, so gilt〈f (x), x〉 = −〈x, f (x)〉 = −〈f (x), x〉, d.h. Re〈f (x), x〉 = 0, fürx∈ V .

Sei umgekehrt〈x, f (x)〉 ∈ R i für alle x ∈ V . Für x, y ∈ V erhält man dann ganz analog wie oben im
selbstadjungierten Fall〈f (x), y〉 + 〈x, f (y)〉 ∈ R i und i

(
〈f (x), y〉 − 〈x, f (y)〉

)
∈ R i . Die erste der

beiden Inklusionen liefert Re〈f (x), y〉 = Re−〈x, f (y)〉 und die zweite Im〈f (x), y〉 = Im −〈x, f (y)〉.
Insgesamt folgt〈f (x), y〉 = −〈x, f (y)〉. Daher istf schiefselbstadjungiert.

Bemerkung: Die Ergebnisse dieser Aufgabe lassen sich natürlich auch folgendermaßen formulieren: Eine
Sesquilinearform auf einemC-VektorraumV ist genau dann hermitesch (bzw. schiefhermitesch), wenn ihre
Werte auf der Diagonalen alle reell (bzw. rein-imaginär) sind.

b) Seif :V → V schiefselbstadjungiert. DaV ein reeller Vektorraum ist, gilt〈x, f (x)〉 = 〈f (x), x〉 =
−〈x, f (x)〉, also〈x, f (x)〉 = 0.

Sei umgekehrt〈x, f (x)〉 = 0 für allex∈ V . Fürx, y∈ V erhält man dann

0 = 〈x+y, f (x+y)〉 = 〈x, f (x)〉 + 〈y, f (x)〉 + 〈x, f (y)〉 + 〈y, f (y)〉
= 〈y, f (x)〉 + 〈x, f (y)〉 = 〈f (x), y〉 + 〈x, f (y)〉 ,

also 〈f (x), y〉 = −〈x, f (y)〉. Daher istf schiefselbstadjungiert. •
Bemerkung: Das Ergebnis dieserAufgabe lässt sich auch so formulieren: Geanau dann ist eine Bilinearform
auf einemR-VektorraumV schiefsymmetrisch, wenn sie auf der Diagonalen verschwindet. Dies gilt aber
über beliebigen Körpern der Charakteristik6=2.

Abschnitt 15.A, Aufg. 5, p. 477 (1.6.2012) :

Jeder nilpotente normale Operator ist der Nulloperator.

1. Beweis:Seif :V → V nilpotent und normal auf dem VektorraumV mit Skalarprodukt, und seix ∈ V .
Aus f (x)= 0 folgt, daf normal ist,‖f̂ (x)‖2 = 〈f̂ (x), f̂ (x)〉 = 〈f f̂ (x), x〉 = 〈f̂ f (x), x〉 = 〈0, x〉 = 0,
d.h. f̂ (x) = 0. Daf nilpotent ist, gibt es einn∈ N mit f n(x) = 0. Sein minimal mit dieser Eigenschaft.
Es ist zu zeigen, dassn≤ 1 sein muss. Wegenf

(
f n−1(x)

)
= f n(x) = 0 gilt alsof̂

(
f n−1(x)

)
= 0. Bei

n≥ 2 erhält man nun‖f n−1(x)‖2 = 〈f n−1(x), f n−1(x)〉 = 〈f n−2(x), f̂
(
f n−1(x)

)
〉 = 〈f n−2(x),0〉 = 0,

d.h.f n−1(x) = 0 im Widerspruch zur Wahl vonn.

2. Beweis:Seif :V → V nilpotent und normal auf dem VektorraumV mit Skalarprodukt. Daf nilpotent
ist, gibt es einn∈ N mit f n(x) = 0. Daf normal ist, folgt‖f̂ n(x)‖2 = 〈f̂ n(x), f̂ n(x)〉 = 〈f nf̂ n(x), x〉 =
〈f̂ nf n(x), x〉 = 〈0, x〉 = 0, d.h.f̂ n(x) = 0. Dann istU :=

∑n−1
k,ℓ=0 Kf kf̂ ℓ(x) ein endlichdimensiona-

ler Unterraum vonV , der unterf und f̂ invariant ist. Im Fall K = C ist f |U nach dem Spektralsatz
15.A.15 diagonalisierbar, also nach 11.B, Aufg. 10 gleich 0. Im FallK = R hatf |U , wie der Beweis des
Spektralsatzes 15.A.18 zeigt, ein charakteristisches Polynom der Form

χf = (X − a1) · · · (X − as)(X
2 − 2b1X + b2

1 + c2
1) · · · (X2 − 2btX + b2

t + c2
t )

mit cτ >0 für alleτ . Da andererseitsf als nilpotenter Operator das charakteristische PolynomXDimU hat,
folgt, dass alleaσ = 0 sind und keiner der FaktorenX2 − 2bτX+ b2

τ + c2
τ existiert. Daher istf |U und dann

auchf gleich 0. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 6, p. 477 (1.6.2012) :

Ein Operatorf , für denf̂ existiert, ist genau dann normal, wenn für allex, y ∈ V gilt: 〈f (x) , f (y) 〉 =
〈f̂ (x) , f̂ (y) 〉 . Dies ist genau dann der Fall, wenn‖f (x)‖ = ‖f̂ (x)‖ ist für allex ∈ V .

Beweis: Seif normal. Fürx, y ∈ V gilt dann〈f (x), f (y)〉 = 〈x, f̂ f (y)〉 = 〈x, f f̂ (y)〉 = 〈f̂ (x), f̂ (y)〉,
insbesondere also‖f (x)‖ =

√
〈f (x), f (x)〉 =

√
〈f̂ (x), f̂ (x)〉 = ‖f̂ (x)‖.

Gilt umgekehrt‖f (x)‖ = ‖f̂ (x)‖ für allex∈ V , so stimmen die hermiteschen Formen(x, y) 7→ 〈f (x), f (y)〉
und (x, y) 7→ 〈f̂ (x), f̂ (y)〉 auf der Diagonale überein und mit 12.B.2 (2) , vgl. auch 12.B, Aufg. 8, ergibt
sich, dass sie gleich sind. Es folgt〈f f̂ (x) , y〉 = 〈f̂ (x), f̂ (y)〉 = 〈f (x), f (y)〉 = 〈f̂ f (x) , y〉, also
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〈(f f̂ − f̂ f )(x) , y〉 = 0. Setzt many = (f f̂ − f̂ f )(x), so sieht man‖f f̂ − f̂ f )(x)‖ = 0 für allex∈ V ,
d.h. es istf f̂ = f̂ f .

Beweisvariante: Gilt umgekehrt‖f (x)‖ = ‖f̂ (x)‖, also〈f (x), f (x)〉 = 〈f̂ (x), f̂ (x)〉, für allex ∈ V , so
erhält man aus

〈f (x+y) , f (x+y)〉 = 〈f (x), f (x)〉 + 〈f (x), f (y)〉 + 〈f (y), f (x)〉 + 〈f (y), f (y)〉 und

〈f̂ (x+y), f̂ (x+y)〉 = 〈f̂ (x), f̂ (x)〉 + 〈f̂ (x), f̂ (y)〉 + 〈f̂ (y), f̂ (x)〉 + 〈f̂ (y), f̂ (y)〉

durch Differenzbildung

2 Re〈f̂ f (x), y〉 = 〈f̂ f (x), y〉 + 〈f̂ f (x), y〉 = 〈f̂ f (x), y〉 + 〈y, f̂ f (x)〉
= 〈f (x), f (y)〉 + 〈f (y), f (x)〉 = 〈f̂ (x), f̂ (y)〉 + 〈f̂ (y), f̂ (x)〉

= 〈f f̂ (x), y〉 + 〈y, f f̂ (x)〉 = 〈f f̂ (x), y〉 + 〈f f̂ (x), y〉 = 2 Re〈f f̂ (x), y〉 ,

also Re〈(f f̂ − f̂ f )(x), y〉 = 0 für allex, y ∈ V . Setzt man spezielly = (f f̂ − f̂ f )(x), so sieht man
‖(f f̂ − f̂ f )(x)‖2 = Re〈(f f̂ − f̂ f )(x), (f f̂ − f̂ f )(x)〉 = 0 für allex∈ V , d.h.f f̂ = f̂ f . •

Abschnitt 15.A, Aufg. 7, p. 477 (1.6.2012) :

Seif ein Operator auf einemK-VektorraumV mit Skalarprodukt, für den̂f existiert.

a) f f̂ und f̂ f sind selbstadjungiert. Es ist Kernf = Kernf̂ f und Kernf̂ = Kernf f̂ .

b) Ist f normal, so ist Kernf = Kernf̂ = Kernf 2 = Kernf̂ 2.

c) Ist f normal undV endlichdimensional, so ist Bildf = Bild f̂ .

d) Ist f normal, so ist Kernf = (Bild f )⊥ und insbesondereV = Kernf ⊙ Bild f , falls überdiesV oder
wenigstens Bildf endlichdimensional sind.

e)Sindf, g normale Operatoren aufV mit fg = 0, so ist auchgf = 0.

Beweis: a) Nach 15.A.3 gilt(f f̂ )̂ = ˆ̂f f̂ = f f̂ und (f̂ f )̂ = f̂ ˆ̂f = f̂ f , d.h. f f̂ und f̂ f sind
selbstadjungiert.

Fürx∈ Kernf gilt f (x) = 0 und folglichf̂ f (x) = 0, d.h.x∈ Kernf̂ f . Ausx∈ Kernf̂ f folgt umgekehrt
f̂ f (x) = 0 und somit 0= 〈f̂ f (x) , x〉 = 〈f (x), f (x)〉 = ‖f (x)‖2, alsof (x)= 0, x ∈ Kernf . Insgesamt
erhält man so Kernf = Kernf̂ f .

Fürx∈ Kernf̂ gilt f̂ (x) = 0 und folglichf f̂ (x) = 0, d.h.x∈ Kernf f̂ . Ausx∈ Kernf f̂ folgt umgekehrt
f f̂ (x) = 0 und somit 0= 〈f f̂ (x) , x〉 = 〈f̂ (x) , f̂ (x)〉 = ‖f̂ (x)‖2, alsof̂ (x) = 0, x∈ Kernf̂ . Insgesamt
erhält man so Kern̂f = Kernf f̂ .

b) Seif normal, alsof f̂ = f̂ f . Mit a) folgt Kernf = Kernf̂ f = Kernf f̂ = Kernf̂ .

Für x ∈ Kernf gilt f (x) = 0 und somitf 2(x) = 0, d.h.x ∈ Kernf 2. Ist umgekehrtf 2(x) = 0, so folgt
‖f̂ f (x)‖2 = 〈f̂ f (x) , f̂ f (x)〉 = 〈f (x) , f f̂ f (x)〉 = 〈f (x) , f̂ f 2(x)〉 = 0, d.h.f̂ f (x) = 0, x∈ Kernf̂ f
= Kernf . Insgesamt erhält man so Kernf̂ f = Kernf 2. Analog sieht man Kernf f̂ = Kernf̂ 2.

Mit a) erhält man daraus Kernf 2 = Kernf̂ f = Kernf = Kernf̂ = Kernf f̂ = Kernf̂ 2.

Bemerkung: Ebenso folgt Kernf = Kernf n = Kernf̂ n für allen∈ N
∗. (Dies ergibt einen neuen Beweis

für Aufg. 5.)

c) Seif normal undV endlichdimensional. Mit 12.B.9 und dem Rangsatz 5.E.1 erhält man

Dim Bild f = Dim V − Dim Kernf = Dim(Kernf )⊥ = Dim(Kernf̂ )⊥

= Dim V − Dim Kernf̂ = Dim Bild f̂ .

Für alle x ∈ Kernf̂ und y = f (z) ∈ Bild f gilt 〈y, x〉 = 〈f (z), x〉 = 〈z, f̂ (x)〉 = 〈z,0〉 = 0, d.h.
y ∈ (Kernf̂ )⊥. Es folgt Bildf ⊆ (Kernf̂ )⊥ und somit Bildf = (Kernf̂ )⊥ aus Dimensionsgründen.
Analog sieht man Bild̂f = (Kernf )⊥. Es folgt Bildf = (Kernf̂ )⊥ = (Kernf )⊥ = Bild f̂ .
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d) Seif normal. Fürx ∈ Kernf = Kernf̂ und y = f (z) ∈ Bild f gilt f̂ (x) = 0, folglich 〈x, y〉 =
〈x, f (z)〉 = 〈f̂ (x), z〉 = 〈0, z〉 = 0, d.h.x ∈ (Bild f )⊥. Daher ist Kernf ⊆ (Bild f )⊥. Umgekehrt folgt
für x ∈ (Bild f )⊥ undy = f f̂ (x)∈ Bild f aus 0= 〈x, y〉 = 〈x, f f̂ (x)〉 = 〈f̂ (x), f̂ (x)〉 = ‖f̂ (x)‖2, d.h.
x ∈ Kernf̂ = Kernf . Insgesamt erhält man Kernf = (Bild f )⊥. Ist Bildf endlichdimensional, so folgt
darausV = Kernf ⊙ Bild f mit Satz 12.B.9.

e) Seifg = 0, also Bildg ⊆ Kernf . Nach d) gilt Kernf = (Bild f )⊥ und Kerng = (Bild g)⊥. Daraus
folgt Kerng = (Bild g)⊥ ⊇ (Kernf )⊥ =

(
(Bild f )⊥

)⊥ ⊇ Bild f , d.h.gf = 0. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 8, p. 477 (1.6.2012) :

Ein normaler Operator auf einem endlichdimensionalenC-VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann
selbstadjungiert, wenn seine Eigenwerte reell sind.

Beweis: Ist f selbstadjungiert, so sind alle Eigenwerte nach Satz 15.A.8 reell. Ist umgekehrtf normal,
so istf nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar in einer Orthonormalbasis. Sind zusätzlich alle
Eigenwerte reell, so wirdf bezüglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix mit reellen Diagonalelementen
beschrieben. Da diese Matrix hermitesch ist, istf nach Satz 15.A.7 selbstadjungiert. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 9, p. 478 (1.6.2012) :

Seienf ein Operator auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt undn ∈ N
∗. Genau dann istf eine

Orthogonalprojektion, wennf selbstadjungiert ist undf n = f n+1 ist.

Beweis: Ist f eine Orthogonalprojektion, sof nach Satz 13.B.2 selbstadjungiert und es giltf = f 2, also
f n= f n−1f = f n−1f 2= f n+1.

Umgekehrt seif selbstadjungiert. Dann gilt nach Aufg. 7b) Kernf = Kernf n. Ist nunx∈ V undf n(x) =
f n+1(x), alsof n

(
x − f (x)

)
= 0 und somitx−f (x) ∈ Kernf n, so folgtx−f (x) ∈ Kernf , d.h.f (x) =

f 2(x), undf ist eine Projektion, die wegen ihrer Selbstadjungiertheit nach 13.B.2 eine Orthogonalprojektion
ist.

Ist V endlichdimensional, so istf nach 15.A.15 diagonalisierbar, und alle Eigenwerteλ von f sind nach
Satz 15.A.8 reell. Ausf n = f n+1 folgt dannλn = λn+1, d.h.λ ∈ {0,1}, und nach 8.A, Aufg. 9 istf eine
Projektion. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 10, p. 478 (1.6.2012) :

SeiV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Eine Involutionf aufV ist genau dann eine orthogonale Spiegelung, wenn sie selbstadjungiert ist. Dies
ist bereits dann der Fall, wenn die Involutionf normal ist.

b) Ist f :V → V isometrisch und selbstadjungiert, so istf eine orthogonale Spiegelung.

Beweis:a) Seif eine Involution, d.h. es geltef 2= idV . Definitionsgemäß istf genau dann eine orthogonale
Spiegelung, wennf eine Isometrie ist, wenn also für allex, y∈ V gilt 〈f (x) , f (y)〉 = 〈x, y〉. Wendet man
dies mitf (x) stattx an, so folgt〈x, f (y) = f 2(x), f (y)〉 = 〈f (x), y〉, d.h. die Selbstadjungiertheit vonf .
Ist umgekehrtf selbstadjungiert, so gilt〈f (x), y〉 = 〈x, f (y)〉 für allex, y∈ V . Wendet man dies mitf (y)
statty an, so folgt〈f (x), f (y)y〉 = 〈x, f 2(y)〉 = 〈x, y〉, d.h.f ist auch eine Isometrie.

Bemerkung: Benutzt man, dass ein linearer Operatorf aufV genau dann eine Involution ist, wenn1
2(idV−f )

eine Projektion ist, so ist a) äquivalent mit der Aussage, dasseine Projektion genau dann normal ist, wenn
sie orthogonal ist.

b) Seif isometrisch und selbstadjungiert. Für allex, y ∈ V gilt dann〈f 2(x), y〉 = 〈f (x), f (y)〉 = 〈x, y〉,
d.h. 〈(f 2− idV )(x) , y〉 = 0. Indem many = (f 2− idV )(x) setzt oder indem man ausnutzt, dass〈−,−〉
nicht-ausgeartet ist, sieht manf 2− idV = 0, alsof 2= idV •

Abschnitt 15.A, Aufg. 11, p. 478 (1.6.2012) :

Ein Operator auf einem unitären(C-)Vektorraum ist genau dann eine Isometrie, wenn er normal ist und alle
seine Eigenwerte den Betrag 1 haben.

Beweis: Isometrienf sind normal mitf̂ = f −1 und ihre Eigenwerte haben nach Lemma 14.A. (1) den
Betrag 1.
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Umgekehrt seif normal. Dann gibt es zuf nach dem Spektralsatz 15.A.15 eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Sind die Eigenwerte vonf zusätzlich reell, so wirdf bezüglich dieser Basis durch eine
Diagonalmatrix mit reellen Einträgen beschrieben. Da diese Matrix hermitesch ist, istf nach Satz 15.A.7
selbstadjungiert. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 12, p. 478 (1.6.2012) :

a) Ein Operatorf auf einem unitären(C-)Vektorraum, für den es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
vonf gibt, ist normal.

b) Ein Operatorf auf einem euklidischen oder unitären Vektorraum, für den es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren vonf mit reellen Eigenwerten gibt, ist selbstadjungiert.

Beweis: a) Gibt es zuf eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, so wirdf in dieser Basis durch eine
Diagonalmatrix Diag(a1, . . . , an) und dannf̂ durch die Diagonalmatrix Diag(a1, . . . , an) beschrieben. Da
diese beiden Diagonalmatrizen kommutieren, kommutieren auchf und f̂ , d.h.f ist normal.

b) Nach a) ist ein solcher Operator normal und dann nach Aufg. 8 auch selbstadjungiert. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 13, p. 478 (1.6.2012) :

Sei f ein normaler Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Ist der
UnterraumW ⊆ V f -invariant, so ist auch das orthogonale KomplementW⊥ ⊆ V f -invariant.

Beweis: Nach Lemma 15.A.16 gibt es ein PolynomP ∈ K[X] mit f̂ = P(f ). Für x ∈ W folgt dann
f̂ (x) = P(f )(x) ∈ W , d.h. auchW ist f̂ -invariant. Sei nuny ∈ W⊥. Für allex ∈ W gilt f̂ (x) ∈ W und
folglich 〈f (y), x〉 = 〈y, f̂ (x)〉 = 0, d.h.f (y)∈W⊥, und somitf (W⊥) ⊆ W⊥. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 14, p. 478 (1.6.2012) :

Eine normale obere DreiecksmatrixA ∈ Mn(C) ist eine Diagonalmatrix.

1. Beweis:Sei A = (aij ) ∈ Mn(C) mit aij = 0 für 1≤j <i≤ n eine normale obere Dreiecksmatrix. Dann
gilt A tA = tA A. Ein Vergleich der Diagonalelemente in deri-ten Zeile undi-ten Spalte dieser Produkte
liefert

∑n
j=1 aij aij =

∑n
j=1 aji aji , also |aii |2+ |ai,i+1|2+ · · ·+ |ain|2 = |a1i |2+ |a2i |2+ · · ·+ |aii |2. Daraus

folgt aij = 0 auch fürj >i durch Induktion überi: Bei i=1 folgt dies sofort aus|a11|2+· · ·+|a1n|2 = |a11|2,
und beim Schluss voni−1 aufi liefert die Induktionsvoraussetzung|aii |2+· · ·+|ain|2 = |a1i |2+· · ·+|aii |2 =
|aii |2, woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Beweis:Seif : K
n→ K

n der normale Operator, der durch die normale obere DreiecksmatrixA = (aij )

bezüglich der Standardbasise1, . . . , en beschrieben wird, d.h. es istf (ej ) =
∑n

i=1 aijei =
∑j

i=1 aijei ,
j = 1, . . . , n. Wir zeigen aij = 0 auch fürj ≥ i durch Induktion übern. Beim Schluss vonn auf n−1
ist e1 Eigenvektor vonf zum Eigenwerta11. Daher sindRe1 und dann nach Aufg. 13 auch(Re1)

⊥ =
Re2 ⊕ · · · ⊕ Ren f -invariante Unterräume vonRn. Wegenf (ej ) ∈ Re2 ⊕ · · · ⊕ Ren folgt a1j = 0 für
j > 1. Daher wirdf |(Re1)

⊥ durch die ebenfalls normale obere Dreiecksmatrix(aij )2≤i,j≤n ∈ Mn−1(C)

beschrieben, die nach Induktionsvoraussetzung eine Diagonalmatrix ist. Dies liefert die Behauptung.•

Abschnitt 15.A, Aufg. 15, p. 478 (1.6.2012) :

Sei A = (aij ) ∈ Mn(C) eine Matrix mit den Spaltenvektorena1, . . . , an ∈ C
n und den Eigenwerten

λ1, . . . , λn (mit Vielfachheiten gezählt) . Dann ist

|λ1|2 + · · · + |λn|2 ≤
∑

i,j

|aij |2 = ‖a1‖2 + · · · + ‖an‖2 = Sp
(
tA A

)
= Sp

(
A tA

)
.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wennA normal ist.

Beweis: Nach den Bemerkungen zu Lemma 12.C.10 gibt es eine unitäre MatrixB derart, dassBAB−1 =
C = (cij ) ein obere Dreiecksmatrix ist. Dabei stehen in der Hauptdiagonale notwendigerweise dieλi . Es
folgt A = B−1CB = tBCB und

n∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2 = Sp
(
tAA

)
= Sp

(
tB tCBB

−1
CB

)
= Sp

(
tCC

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

|cij |2 ≥
n∑

i=1

|λi |2 .
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Dabei haben wir zum Schluss benutzt, dass die Eigenwerteλi gerade die Diagonalelemente vonC sind.
Ist A normal, so können wir nach Satz 15.A.15 annehmen, dassC eine Diagonalmatrix ist. Dann ist die
letzte Ungleichung natürlich eine Gleichheit. Gilt umgekehrt dort das Gleichheitszeichen, so ist der durchA

bezüglich einer Orthonormalbasis, nämlich den Spalten vonB−1, beschriebene Operatorf diagonalisierbar.
Nach Aufg. 12a) sindf und dann auchA normal. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 16, p. 478 (1.6.2012) :

SeiV ein endlichdimensionalerC-Vektorraum. Ein Operatorf aufV ist genau dann diagonalisierbar, wenn
er bezüglich eines geeigneten Skalarprodukts aufV normal ist.

Beweis: Normale Operatoren sind nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar. Ist umgekehrtf dia-
gonalisierbar, so gibt es eine Basisv1, . . . , vn von V aus Eigenvektoren vonf . Dann definiert man ein
Skalarprodukt8 :V × V → K durch8(

∑
i aivi ,

∑
j bjvj ) :=

∑
i aibi , d.h. durchGv1,...,vn(8) := En.

Dann istv1, . . . , vn eine Orthonormalbasis vonV bezüglich8 aus Eigenvektoren vonV . Nach Aufg. 12a)
ist f bezüglich8 normal. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 17, p. 478 (1.6.2012) :

Seif ein normaler Operator auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Eigenvektoren vonf zu verschie-
denen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: Seiλ ∈ K. Mit f ist auchf − λ id normal mit adjungiertem Operator̂f − λ id. Nach Aufg. 7b)
gilt Vf (λ) = Kern(f − λ id) = Kern(f̂ − λ id) = Vf̂ (λ) für die Eigenräume vonf und f̂ . Sind alsox

undy Eigenvektoren vonf zu den Eigenwertenλ bzw.µ mit λ 6= µ, so isty auch Eigenvektor von̂f zum
Eigenwertµ. Es folgtλ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈f (x), y〉 = 〈x, f̂ (y)〉 = 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉. Wegenλ 6= µ

muss dann〈x, y〉 = 0 sein, d.h.x undy sind orthogonal. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 18, p. 478 (1.6.2012) :

Man gebe eine orthogonale MatrixB ∈ O3(R) an derart, dassB A B−1 undB A′ B−1 Diagonalmatrizen
sind für

A :=
(−6 4 4

4 −5 13
4 13 −5

)
, A′ :=

(−12 12 12
12 33 −3
12 −3 33

)
.

Man beachte, dass gegenüber der Buchfassung der Koeffizienta11 vonA in "−6" statt "2" geändert wurde.

Lösung: Da A undA′ symmetrisch sind und kommutieren, gibt es nach Satz 15.A.12 die gesuchte Matrix
B ∈ O3(R). – Zur Bestimmung der charakteristischen Polynome subtrahieren wir jeweils die dritte Zeile
der zu berechnenden Determinante von der zweiten Zeile und erhalten

χA =

∣∣∣∣∣
X+6 −4 −4
−4 X+5 −13
−4 −13 X+5

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
X+6 −4 −4

0 X+18 −(X+18)
−4 −13 X+5

∣∣∣∣∣ = (X+18)

∣∣∣∣∣
X+6 −4 −4

0 1 −1
−4 −13 X+5

∣∣∣∣∣

= (X+18)

∣∣∣∣∣
X+6 0 −8

0 1 −1
−4 0 X−8

∣∣∣∣∣ = (X+18)
(
(X+6)(X−8)− 32

)
= (X+18)(X+8)(X−10) ,

χA′ =

∣∣∣∣∣
X+12 −12 −12
−12 X−33 3
−12 3 X−33

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
X+12 −12 −12

0 X−36 −(X−36)
−12 3 X−33

∣∣∣∣∣ = (X−36)

∣∣∣∣∣
X+12 −12 −12

0 1 −1
−12 3 X−33

∣∣∣∣∣

= (X−36)

∣∣∣∣∣
X+12 0 −24

0 1 −1
−12 0 X−30

∣∣∣∣∣ = (X−36)
(
(X+12)(X−30)− 144

)
= (X−36)2(X+18) .

Die Eigenräume vonA sindVA(10) = R
t(1,2,2) = R

t(1/3,2/3,2/3) zum Eigenwertλ1 = 10,VA(−8) =
R
t(−4,1,1) = R

t(−4/3
√

2,1/3
√

2,1/3
√

2 ) zum Eigenwertλ2 = −8 undVA(−18) = R
t(0,−1,1) =

R
t(0,−1/

√
2,1/

√
2 ) zum Eigenwertλ3 = −18.

Die Eigenräume vonA′ sindVA′(−18) = R
t(−4,1,1) = R

t(−4/3
√

2,1/3
√

2,1/3
√

2 ) zum Eigenwert
µ1 = −18 undVA(36) = R

t(1,4,0) + R
t(0,−1,1) = R

t(1/3,2/3,2/3) + R
t(0,−1/

√
2,1/

√
2 ) zum
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Eigenwertλ1 = 36. Da die Eigenvektoren der symmetrischen MatrixA zu verschiedenen Eigenwerten
zueinander orthogonal sind, bilden sie (nach Normalisierung) die Spalten einer orthogonalen MatrixB−1

und somit die Zeilen vonB. Da die Spalten vonB auch Eigenvektoren vonA′ sind, sindB A B−1 bzw.
B A′ B−1 die Diagonalmatrizen

(
1/3 2/3 2/3

−4/3
√

2 1/3
√

2 1/3
√

2
0 −1/

√
2 1/

√
2

)(−6 4 4
4 −5 13
4 13 −5

)(
1/3 −4/3

√
2 0

2/3 1/3
√

2 −1/
√

2
2/3 1/3

√
2 1/

√
2

)
=
(

10 0 0
0 −8 0
0 0 −18

)
,

(
1/3 2/3 2/3

−4/3
√

2 1/3
√

2 1/3
√

2
0 −1/

√
2 1/

√
2

)(−12 12 12
12 33 −3
12 −3 33

)(
1/3 −4/3

√
2 0

2/3 1/3
√

2 −1/
√

2
2/3 1/3

√
2 1/

√
2

)
=
(

36 0 0
0 −18 0
0 0 36

)
. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 19, p. 478 (1.6.2012) :

Welche der folgenden Matrizen aus M2(C) sind normal:

(
1 0
i 1

)
,

(
1 1
i 2 + i

)
?

Lösung: Die erste Matrix hat das charakteristische Polynom(X− 1)2. Wäre sie normal, so wäre sie
nach Satz 15.A.15 diagonalisierbar, ihr Minimalpolynom wäre nach Satz 11.B.9 gleichX− 1, also die
Matrix die Einheitsmatrix. Widerspruch! (Natürlich hätte man auch direkt nachrechnen können, dass(

1 0
i 1

)(
1 −i
0 1

)
=
(

1 −i
i 2

)
und

(
1 −i
0 1

)(
1 0
i 1

)
=
(

2 −i
i 1

)
verschieden sind.)

Die zweite Matrix ist normal wegen
(

1 1
i 2 + i

)(
1 −i
1 2− i

)
=
(

2 2−i
2+2i 6

)
=
(

1 −i
1 2− i

)(
1 1
i 2 + i

)
. •

Abschnitt 15.A, Aufg. 20, p. 479 (1.6.2012) :

Seif ein Operator auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Für jedennormiertenVektorx ∈ V ist

〈f (x) , f (x)〉 = ‖f (x)‖2 ≥ |〈f (x) , x〉|2 ,
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wennx ein Eigenvektor vonf ist. In diesem Fall ist〈f (x) , x〉
der Eigenwert vonf zux. (Für‖x‖ = 1 ist die Zahl

(1f )(x) :=
√

‖f (x)‖2 − |〈f (x) , x〉|2 =
∣∣∣∣
〈f (x) , f (x) 〉 〈f (x) , x〉

〈x , f (x) 〉 1

∣∣∣∣
1/2

also ein Maß dafür, inwieweitx davon abweicht, ein Eigenvektor vonf zu sein. Sie heißt die U n s c h ä r f e
vonf in x. Der Wert〈f (x) , x〉 heißt auch der M i t t e l w e r t vonf in x. Ist x ein Eigenvektor vonf , so
ist der Mittelwert zugleich der zugehörige Eigenwert. Für beliebigesα ∈ K undfα := f − α idV ist

(1fα)(x) = (1f )(x) und 〈fα(x) , x〉 = 〈f (x) , x〉 − α . )

Beweis:Wegen〈x, x〉 = ‖x‖2 = 1 gilt

0 ≤ ‖f (x)− 〈f (x) , x〉 x‖2 = 〈f (x)− 〈f (x) , x〉 x , f (x)− 〈f (x) , x〉 x〉
= 〈f (x) , f (x)〉 − 〈f (x) , x〉〈x , f (x)〉 − 〈f (x) , x〉 〈f (x) , x〉 + 〈f (x) , x〉〈f (x) , x〉
= ‖f (x)‖2 − |〈f (x) , x〉|2 =

(
(1f )(x)

)2
, also ‖f (x)‖2 ≥ |〈f (x) , x〉|2 .

Gilt dabei das Gleichheitszeichen, so istf (x) = 〈f (x) , x〉 x, d.h. x ist Eigenvektor vonf zum Eigen-
wert 〈f (x) , x〉. Umgekehrt folgt ausf (x) = λx sofort ‖f (x)‖2 = |λ|2‖x‖2 = |λ|2 = |λ|2|〈x, x〉|2 =
|〈f (x) , x〉|2, d.h.(1f )(x) = 0.

Schließlich gilt〈fα(x), x〉 = 〈f (x)−αx, x〉 = 〈f (x), x〉−α. Damit erhält man

(1fα)(x) =
√

‖fα(x)‖2− |〈fα(x), x〉|2 =
√

〈f (x)−αx , f (x)−αx〉2− |〈f (x), x〉 − α|2

=
√

‖f (x)‖2−α〈f (x), x〉 − α〈f (x), x〉 + |α|2 −
(
|〈f (x), x〉|2− α〈f (x), x〉 − α〈f (x), x〉 + |α|2

)

=
√

‖f (x)‖2 − |〈f (x) , x〉|2 = (1f )(x) . •
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Abschnitt 15.A, Aufg. 21, p. 479 (1.6.2012) :

Sei f = f1 + if2 ein Operator auf demkomplexenPrä-Hilbert-RaumV mit adjungiertem Operator̂f
und den selbstadjungierten Komponentenf1 = (f + f̂ )/2 , f2 = (f − f̂ )/2i . (Man nennt if2 die
s c h i e f s e l b s t a d j u n g i e r t e K o m p o n e n t e vonf .) Für jeden Vektorx ∈ V gilt

〈f (x) , x〉 = 〈f1(x) , x〉 + i 〈f2(x) , x〉 und |〈f (x) , x〉|2 = 〈f1(x) , x〉2 + 〈f2(x) , x〉2 .

Beweis: Es ist〈f1(x) , x〉 + i 〈f2(x) , x〉 = 〈(f (x)+ f̂ (x))/2 , x〉 + i 〈(f (x)− f̂ (x))/2i , x〉 = 〈f (x) , x〉,
und wegen〈f̂ (x), x〉 = 〈x, f (x)〉 = 〈f (x), x〉 gilt

〈f1(x) , x〉2 + 〈f2(x) , x〉2 = 1
4〈f (x)+ f̂ (x) , x〉2 − 1

4〈f (x)− f̂ (x) , x〉2

= 1
4〈f (x), x〉2+ 1

2〈f (x), x〉〈f̂ (x), x〉+ 1
4〈f̂ (x), x〉2−

(
1
4〈f (x), x〉2− 1

2〈f (x), x〉〈f̂ (x), x〉+ 1
4〈f̂ (x), x〉2

)

= 〈f (x), x〉〈f̂ (x), x〉 = |〈f (x), x〉|2 . •

Abschnitt 15.A, Aufg. 22, p. 479 (1.6.2012) :

( H e i s e n b e r g s c h e U n s c h ä r f e r e l a t i o n ) Seienf und g selbstadjungierte Operatoren auf dem
komplexenVektorraumV mit Skalarprodukt. Wir definieren:{f, g} := fg + gf und [f, g] := fg − gf .

a) Die Zerlegung des Operatorsfg in seine selbstadjungierten Komponenten istfg = 1
2
{f, g} + i 1

2i
[f, g] .

b) Für alle Vektorenx ∈ V gilt

‖f (x)‖2‖g(x)‖2 ≥ |〈f (x) , g(x) 〉|2 = |〈gf (x) , x〉|2 = |〈fg(x) , x〉|2

= 1
4

(
〈 {f, g}(x) , x〉2 − 〈 [f, g](x) , x〉2

)
≥ − 1

4 〈 [f, g](x) , x〉2 = 1
4

∣∣〈 [f, g](x) , x〉
∣∣2 .

c) Für jeden normierten Vektorx ∈ V gilt die ( H e i s e n b e r g s c h e ) U n s c h ä r f e r e l a t i o n

(1f )(x) · (1g)(x) ≥ 1
2

∣∣〈 [f, g](x) , x〉
∣∣ .

Beweis:a) Die selbstadjungierten Komponenten vonfg sind wegen̂f = f und ĝ = g

(fg)1 = 1
2

(
fg + (fg)̂

)
= 1

2

(
fg+ ĝf̂

)
= 1

2
(fg + gf ) = 1

2
{f, g} ,

(fg)2 = 1
2i

(
fg− (fg)̂

)
= 1

2i

(
fg− ĝf̂

)
= 1

2i
(fg − gf ) = 1

2i
[f, g] .

b) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert|〈f (x) , g(x) 〉| ≤ ‖f (x)‖‖g(x)‖, also‖f (x)‖2‖g(x)‖2 ≥
|〈f (x) , g(x) 〉|2. Dag undf selbstadjungiert sind, gilt〈f (x) , g(x) 〉 = 〈gf (x) , x 〉 und 〈f (x) , g(x) 〉 =
〈x, fg(x) 〉 = 〈fg(x) , x〉, also|〈f (x) , g(x) 〉|2 = |〈gf (x) , x 〉|2 = |〈fg(x) , x〉|2. Weiterhin erhält man

〈{f, g}(x) , x〉 = 〈fg(x) , x〉 + 〈gf (x) , x〉 = 〈f (x) , g(x) 〉 + 〈f (x) , g(x) 〉 = 2 Re〈f (x) , g(x)〉 ,
〈[f, g](x) , x〉 = 〈fg(x) , x〉 − 〈gf (x) , x〉 = 〈f (x) , g(x) 〉 − 〈f (x) , g(x) 〉 = −2i Im〈f (x) , g(x)〉 ,

〈 {f, g}(x) , x〉2 − 〈 [f, g](x) , x〉2 = 4
(

Re〈f (x) , g(x)〉
)2+ 4

(
Im〈f (x) , g(x)〉

)2 = 4|〈f (x) , g(x)〉|2

= 4|〈fg(x) , x〉|2 ,
1
4

(
〈 {f, g}(x) , x〉2 − 〈 [f, g](x) , x〉2

)
≥ − 1

4 〈 [f, g](x) , x〉2 = (Im〈f (x) , g(x)〉)2 = |〈f (x) , g(x)〉|2.

c) Im Fall 〈f (x) , x〉 = 〈g(x) , x〉 = 0 ist einfach(1f )(x) = ‖f (x)‖ und (1g)(x) = ‖g(x)‖ . Die
zu beweisende Ungleichung ergibt sich dafür aus b), die allgemeine Aussage wird darauf zurückgeführt:
Nach Aufg. 20, angewandt mitα := 〈f (x), x〉, gilt 1(f −〈f (x) , x〉 idV ) = (1f )(x) , analog hat man
1(g−〈g(x) , x〉 idV ) = (1g)(x) . Die Behauptung folgt nun wegen

〈[(f−〈f (x) , x〉 idV ) , (g−〈g(x) , x〉 idV )](x) , x〉
= 〈

(
f − 〈f (x) , x〉 idV

)(
g − 〈g(x) , x〉 idV

)
(x)−

(
g − 〈g(x) , x〉 idV

)(
f − 〈f (x) , x〉 idV

)
(x) , x 〉

= 〈fg(x) , x〉 − 〈f (x) , x〉〈g(x) , x〉 − 〈g(x) , x〉〈f (x) , x〉 + 〈f (x) , x〉〈g(x) , x〉
−
(
〈gf (x) , x〉 − 〈g(x) , x〉〈f (x) , x〉 − 〈f (x) , x〉〈g(x) , x〉 + 〈g(x) , x〉〈f (x) , x〉

)

= 〈fg(x)− gf (x) , x〉 = 〈 [f, g](x) , x〉 . •
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Abschnitt 15.B, Aufg. 1, p. 496 (1.6.2012) :

Man bestimme die Hauptwertec1 ≥ c2 und ein System von Hauptachsen für die hermitesche Form8 mit
der Matrix (

a b

b c

)
, a, c ∈ R, b ∈ C ,

bzgl. der Standardbasis vonC
2. Im Fallb ∈ R gebe man auch den Typ der Quadrik8(x, x) = 1 an,x ∈ R

2.

Lösung: Die Matrix hat das charakteristische PolynomX2−(a+c)X+ac−|b|2 mit den (reellen) Nullstellen
1
2(a+ c) ± 1

2

√
(a− c)2 + 4|b|2. Ihre Hauptwerte sind alsoc1 := 1

2(a+ c) + 1
2

√
(a− c)2 + 4|b|2 sowie

c2 := 1
2(a+ c) − 1

2

√
(a− c)2 + 4|b|2. Ein System von Hauptachsen wird gebildet von den Eigenräumen

K
(
2b , c−a +

√
(a− c)2 + 4|b|2

)
zu c1 und K

(
2b , c−a −

√
(a− c)2 + 4|b|2

)
zu c2.

Sei nunb ∈ R. Ist die Determinante der Matrix positiv, d.h.ac > b2, so habena und c das gleiche
Vorzeichen. Beia, c>0 ist die Matrix dann positiv definit, beide Hauptwerte sind positiv und die Quadrik
{x ∈ R

2 | 8(x, x) = 1} ist eine Ellipse. Beia, c < 0 ist die Matrix negativ definit, der Hauptwertc2 ist
negativ und, dac1c2 die Determinante der Matrix ist, ist auchc1 negativ. Die Quadrik{x∈ R

2 | 8(x, x) = 1}
ist dann leer. Ist die Determinante der Matrix negativ, d.h.ac < |b|2, so habenc1 undc2 unterschiedliche
Vorzeichen. Die Quadrik{x ∈ R

2 | 8(x, x) = 1} ist dann eine Hyperbel. Verschwindet die Determinante
der Matrix, d.h. istac = |b|2, so ist wenigstens einer der beiden Hauptwert gleich 0. Ist dann der andere
Hauptwert positiv, so ist die Quadrik die Vereinigung zweier paralleler Geraden, andernfalls ist sie leer.•

Abschnitt 15.B, Aufg. 2, p. 497 (1.6.2012) :

Man bestimme die Hauptachsen und ihre Längen für die folgenden Ellipsen bzw. Hyperbeläste imR
2:

x = a1 cost + b1 sint , y = a2 cost + b2 sint

bzw.
x = a1 cosht + b1 sinht , y = a2 cosht + b2 sinht ,

t ∈ R. (Es sei
∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣ 6= 0. – Vgl. Beispiel 15.B.8.)

1. Lösung: Wie behandeln zunächst die Kurvenx = a1 cost + b1 sint , y = a2 cost + b2 sint .

Zur Abkürzung setzen wirA := a2
2 + b2

2, B := a2
1 + b2

1, C := a1a2+ b1b2 und D := a1b2− a2b1. Nach
Voraussetzung ist die DeterminanteD 6=0. Es gilt AB = C2+D2.

Wir bestimmen eine quadratische FormQ(x, y) = ax2+by2+cxy derart, dass die gegebene Kurve auf der
QuadrikL := { t(x, y) ∈ R

2 | Q(x, y) = 1} liegt. Einsetzen liefert die Bedingung

a
(
a2

1 cos2t + 2a1b1 sint cost + b2
1 sin2t

)
+ b

(
a2

2 cos2t + 2a2b2 sint cost + b2
2 sin2t

)

+ c
(
a1a2 cos2t + (a1b2+a2b1) sint cost + b1b2 sin2t

)
= 1 ,

die wegen cos2t + sin2t = 1 sicher gilt, wenna, b, c das folgende lineare Gleichungssystem erfüllen:

a2
1 a + a2

2 b + a1a2 c = 1 , b2
1 a + b2

2 b + b1b2 c = 1 , 2a1b1 a + 2a2b2 b + (a1b2 + a2b1) c = 0 .

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist (beia1a2 6= 0, das Ergebnis gilt aber allgemein)
∣∣∣∣∣∣

a2
1 a2

2 a1a2

b2
1 b2

2 b1b2

2a1b1 2a2b2 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
= 1
a1a2

∣∣∣∣∣∣

a2
1a2 a2

2a1 a1a2

b2
1a2 b2

2a1 b1b2

2a1b1a2 2a2b2a1 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣

= 1
a1a2

∣∣∣∣∣∣

0 0 a1a2

−Db1 Db2 b1b2

−Da1 Da2 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
= D3 6= 0 .

Mit der Cramerschen Regel erhält man die Lösung

a =

∣∣∣∣∣∣

1 a2
2 a1a2

1 b2
2 b1b2

0 2a2b2 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
D3

=
(a1b2−a2b1)(a

2
2+b2

2)

D3
=

A

D2
,
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b =

∣∣∣∣∣∣

a2
1 1 a1a2

b2
1 1 b1b2

2a1b1 0 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
D3

=
(a1b2−a2b1)(a

2
1+b2

1)

D3
=

B

D2
,

c =

∣∣∣∣∣∣

a2
1 a2

2 1

b2
1 b2

2 1
2a1b1 2a2b2 0

∣∣∣∣∣∣
D3

= −
2(a1b2−a2b1)(a1a2+b1b2)

D3
= −2

C

D2
,

Die Fundamentalmatrix der zuQ gehörenden symmetrischen Bilinearform8 ist 1
D2

(
A −C

−C B

)
mit dem

charakteristischen PolynomX2 − A+B
D2

X + 1
D2

, den Eigenwerten

c1,2 := 1
2D2

(
A+B ±

√
(A+B)2−4D2

)
> 0

und den zugehörigen EigenräumenRv1 undRv2 mit v1,2 :=
(
2C ,A−B ∓

√
(A+B)2−4D2

)
. Es handelt

sich also um eine Ellipse mit diesen Eigenräumen als Hauptachsen; die zugehörigen Haupachsenlängen sind
2/

√
c1 und 2/

√
c2 .

Wie behandeln nun die Kurvenx = a1 cosht + b1 sinht , y = a2 cosht + b2 sinht .

Zur Abkürzung setzen wirA′ := b2
2− a2

2, B ′ := b2
1− a2

1, C ′ := a1a2− b1b2 und D := a1b2− a2b1. Nach
Voraussetzung ist die DeterminanteD 6=0. Es gilt A′B ′ = C ′2−D2.

Wir bestimmen eine quadratische FormQ(x, y) = ax2+by2+cxy derart, dass die gegebene Kurve auf der
QuadrikL := { t(x, y) ∈ R

2 | Q(x, y) = 1} liegt. Einsetzen liefert die Bedingung

a
(
a2

1 cosh2t + 2a1b1 sinht cosht + b2
1 sinh2t

)
+ b

(
a2

2 cosh2t + 2a2b2 sinht cosht + b2
2 sinh2t

)

+ c
(
a1a2 cosh2t + (a1b2+a2b1) sinht cosht + b1b2 sinh2t

)
= 1 ,

die wegen cosh2t − sinh2t = 1 sicher gilt, wenna, b, c das folgende lineare Gleichungssystem erfüllen:

a2
1 a + a2

2 b + a1a2 c = 1 , b2
1 a + b2

2 b + b1b2 c = −1 , 2a1b1 a + 2a2b2 b + (a1b2 + a2b1) c = 0 .

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist wie obenD3 6= 0 . Mit der Cramerschen Regel erhält man
die Lösung

a =

∣∣∣∣∣∣

1 a2
2 a1a2

−1 b2
2 b1b2

0 2a2b2 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
D3

=
(a1b2−a2b1)(b

2
2−a2

2)

D3
=
A′

D2
,

b =

∣∣∣∣∣∣

a2
1 1 a1a2

b2
1 −1 b1b2

2a1b1 0 a1b2+a2b1

∣∣∣∣∣∣
D3

=
(a1b2−a2b1)(b

2
1−a2

1)

D3
=
B ′

D2
,

c =

∣∣∣∣∣∣

a2
1 a2

2 1

b2
1 b2

2 −1
2a1b1 2a2b2 0

∣∣∣∣∣∣
D3

= −
2(a1b2−a2b1)(a1a2−b1b2)

D3
= −2

C ′

D2
,

Die Fundamentalmatrix der zuQ gehörenden symmetrischen Bilinearform8 ist 1
D2

(
A′ −C ′

−C ′ B ′

)
mit dem

charakteristischen PolynomX2 − A′+B ′

D2
X − 1

D2
, den Eigenwerten

c1 := 1
2D2

(
A′+B ′ +

√
(A′+B ′)2+4D2

)
> 0 und c2 := 1

2D2

(
A′+B ′ −

√
(A′+B ′)2+4D2

)
< 0
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und den zugehörigen EigenräumenRv1 undRv2 mit v1,2 :=
(
2C ′ , A′−B ′∓

√
(A′+B ′)2+4D2

)
. Es handelt

sich also um einen Hyperbelast mit diesen Eigenräumen als Hauptachsen; die zugehörigen Haupachsenlängen
sind 2/

√
c1 und 2/

√
−c2 . •

2. Lösung: SeiA :=
(
a1 b1

a2 b2

)
mit der DeterminanteD := a1b2 −a2b1 und der InversenA−1 = D−1

(
b2 −b1

−a2 a1

)
.

Die Ellipse bzw. der Hyperbelast sind das Bild des Einheitskreisesu2 + v2 = 1 bzw. des Hyperbelastes
u2− v2 = 1, u>0, unter der linearen Transformation

(
u

v

)
7→

(
x

y

)
:= A

(
u

v

)
=
(
a1u+b1v

a2u+b2v

)
bzw.

(
x

y

)
7→

(
u

v

)
=

A−1
(
x

y

)
= D−1

(
b2x−b1y

−a2x+a1y

)
. Einsetzen liefert für die Ellipse die Gleichung

u2+ v2 = D−2
(
(b2x − b1y)

2 + (−a2x + a1y)
2
)

=
a2

2+b2
2

D2
x2 − 2

a1a2+b1b2

D2
xy +

a2
1+b2

1

D2
y2 = 1

und entsprechend für den Hyperbelast

u2− v2 = D−2
(
(b2x − b1y)

2 − (−a2x + a1y)
2
)

=
b2

2−a2
2

D2
x2 − 2

a1a2−b1b2

D2
xy +

b2
1−a2

1

D2
y2 = 1 .

Dann schließt man wie oben. •

Abschnitt 15.B, Aufg. 3, p. 497 (1.6.2012) :

Man gebe ein System von Hauptachsen und die zugehörigen Hauptwerte an für die symmetrische Bilinearform
8 mit der Matrix (

8 4 −1
4 −7 4

−1 4 8

)

bzgl. der Standardbasis desR
3.

Lösung: Die Matrix hat das charakteristische Polynom
∣∣∣∣∣
X−8 −4 1
−4 X+7 −4

1 −4 X−8

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
X−9 −4 1

0 X+7 −4
−X+9 −4 X−8

∣∣∣∣∣ = (X−9)

∣∣∣∣∣
1 −4 1
0 X+7 −4

−1 −4 X−8

∣∣∣∣∣

= (X−9)

∣∣∣∣∣
1 0 0
0 X+7 −4

−1 −8 X−7

∣∣∣∣∣ = (X−9)2(X+9)

mit den Eigenwerten 9 und−9 und den zugehörigen EigenräumenR
t(4,1,0)+R

t(−1,0,1)undR
t(1,−4,1).

Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert daraus die Orthonormalbasisv1 := t( 4√
17
, 1√

17
,0) ,

v2 := t(− 1
3
√

34
, 4

3
√

34
, 17

3
√

34
) , v3 := t( 1

3
√

2
,− 4

3
√

2
, 1

3
√

2
) vonR

3. Dies liefert ein System von Hauptachsen von
8 zu den Hauptwertenc1 = 9, c2 = 9, c3 = −9. – StattRv1,Rv2 kann man auchRv′

1,Rv
′
2 als Hauptachsen

zum Hauptwert 9 wählen, wov′
1, v

′
2 eine beliebige Orthonormalbasis vonRv1+Rv2 ist. •

Abschnitt 15.B, Aufg. 4, p. 497 (1.6.2012) :

Man gebe eine Basis desR
2 an, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis ist für die Formen8 und9, die bzgl.

der Standardbasise1, e2 durch folgende Matrizen definiert werden:
(

1 −1
−1 2

)
bzw.

(
−1 2

2 1

)
.

Lösung: Da die Hautminoren der ersten Matrix beide gleich 1, also positiv sind, ist8 ein Skalarprodukt.
Indem wir das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren bezüglich8 etwa auf die Basis(1,0) , (0,1)
von R

2 anwenden, erhalten wir die8-Orthonormalbasisv1 := (1,0), v2 := (1,1) von R
2. Die Fun-

damentalmatrix von9 bezüglichv1, v2 ist
(
9(vi, vj )

)
=

(
−1 1

1 4

)
mit dem charakteristischen Po-

lynom X2 − 3X− 5 und den Eigenwerten12
(
3 ±

√
29
)

sowie zugehörigen Eigenvektoren(a1, a2) :=
(1 , 1

2(5 +
√

29), (b1, b2) := (1 , 1
2(5 −

√
29). Dies sind die Koordinaten der gesuchten simultanen Ortho-

gonalbasisa1v1 + a2v2 =
(

1
2(7+

√
29) , 1

2(5+
√

29)
)

, b1v1 + b2v2 =
(

1
2(7−

√
29) , 1

2(5−
√

29)
)

vonR
2

bzgl. der Basisv1, v2. •
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Abschnitt 15.B, Aufg. 5, p. 497 (1.6.2012) :

A,B ∈ Mn(K) seien hermitesche Matrizen,A sei positiv definit. Das charakteristische Polynom
Det(XA − B) von B relativ zu A haben paarweise verschiedene Nullstellenλ1, . . . , λn ∈ C. Die-
se Nullstellen liegen notwendigerweise inR, und es gibt Elementexi ∈ K

n, xi 6= 0, im Kern von
λi

tA − tB, i = 1, . . . , n. Die Vektorenx1, . . . , xn bilden eine gemeinsame Orthogonalbasis desK
n für die

beiden durchA bzw.B bzgl. der Standardbasis beschriebenen Formen aufK
n.

Beweis: Mit A und B sind auchA = tA und B = tB hermitesch, beschreiben also selbstadjungierte
Operatorenf, g auf K

n mit f (x) := Ax bzw. g(x) := Bx. DaA undA die gleichen reellen Eigenwerte
haben, istA wieA positiv definit. Dann ist auch die durchA definierte hermitesche Form8A mit8A(x, y) :=
〈x, f (y)〉 positiv definit, d.h. es gilt〈x, f (x)〉 > 0 für allex 6= 0.

Ist nunλi ∈ K eine Nullstelle von Det(XA−B), so istλi eine Nullstelle von Det(XA−B). Für xi 6= 0 inKn

mit (λiA−B)xi =( λi tA− tB)xi = 0, d.h. mitλf (xi) = g(xi), gilt dannλi〈xi, f (xi)〉 = 〈xi, λif (xi)〉 =
〈xi, g(xi)〉 ∈ R, d.h. λi = 〈xi, g(xi)〉/〈xi, f (xi)〉 ∈ R.

Für j 6= i erhält man damitλj8A(xi, xj ) = λj 〈xi, f (xj )〉 = 〈xi, λjf (xj )〉 = 〈xi, g(xj )〉 = 〈g(xi) , xj 〉 =
〈λif (xi) , xj 〉 = λi〈xi, f (xj )〉 = λi8A(xi, xj ) . Wegenλj 6= λi folgt daraus8A(xi, xj ) = 0 und dann auch
8B(xi, xj ) = 〈xi, g(xj )〉 = 0. Dies ist die Behauptung. •

Abschnitt 15.B, Aufg. 6, p. 497 (1.6.2012) :

SeiV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Jede positiv semidefinite Form8 vom Rang 1 aufV hat die Gestalt(x, y) 7→ f (x)f (y) mit einer von 0
verschiedenen Linearformf aufV , die durch8 bis auf einen Faktor vom Betrag 1 eindeutig bestimmt ist.

b) Seien8 undf wie in a). Dann ist gradf/‖gradf ‖ zusammen mit einer Orthonormalbasis von Kernf

eine Orthonormalbasis vonV , die gleichzeitig eine Orthogonalbasis von8 ist. Der von 0 verschiedene
Hauptwert von8 ist ‖gradf ‖2.

Beweis: a) Da8 positiv semidefinit vom Rang 1 ist, liefert Hauptachsentransformation (Satz 15.B.2) eine
Orthonormalbasisv1, . . . , vn vonV , bezüglich der die Fundamentalmatrix von8 eine Diagonalmatrix der
Form Diag(λ,0, . . . ,0) mit λ> 0 ist. Definieren wir dann die Linearformf aufV durchf (x) :=

√
λ a1

für x= a1v1 + · · · + anvn, a1, . . . , an ∈ R, so gilt dann fürx= a1v1 + · · · + anvn, y= b1v1 + · · · + bnvn
ausV mit ai, bj ∈ R: 8(x, y) = (a1, . . . , an)Diag(λ,0, . . . ,0) t(b1, . . . , bn) = λa1b1 = f (x) f (y).

Ist g eine Linearform aufV mit g(x) g(y) = f (x) f (y) für alle x, y ∈ V , so gilt |g(v1)|2 = |f (v1)|2,
alsog(v1) = af (v1) mit einem a ∈ K vom Betrag 1, und|g(vi)|2 = |f (vi)|2 = 0 für i ≥ 2. Es folgt
g(x) = af (x) für alle x∈ V .

b)Aus der Eindeutigkeitsaussage in a) folgt, dass in jedem Fallv2, . . . , vn eine Orthonormalbasis von Kernf
bilden und außerdem nach Konstruktion eine Orthogonalbasis von Kernf bzgl.8. Wegen〈vi,gradf 〉 =
f (vi) = 0 für i= 2, . . . , n ist dann gradf im orthogonalen Komplement vonKv2 + · · · + Kvn bzgl. des
Skalarprodukts vonV , also ein Vielfaches vonv1. Daher ist gradf/‖ gradf ‖2, v2, . . . , vn eine Orthonor-
malbasis vonV bzgl. des Skalarprodukts. Ferner ist‖ gradf ‖2 der Hauptwert6= 0 von8 wegen

8
( gradf
‖ gradf ‖

,
gradf

‖ gradf ‖
)

= 1
‖ gradf ‖2

8(gradf ,gradf ) = 1
‖ gradf ‖2

f (gradf ) f (gradf )

= 1
‖ gradf ‖2

〈gradf,gradf 〉 〈gradf,gradf 〉 = ‖ gradf ‖2. •

Abschnitt 15.B, Aufg. 7, p. 497 (1.6.2012) :

SeienV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt undf ein Operator aufV . Für die Form8 := 8f und
jeden UnterraumW ⊆ V mit orthogonalem KomplementW⊥ (bzgl. des vorgegebenen Skalarprodukts) ist
8|W = 8fW mit fW := pW ◦ (f |W) , wobeipW die orthogonale Projektion aufW ist.

Beweis: Seienu, v ∈ W . Wir haben(8|W)(u, v) = 8fW (u, v) zu zeigen. Dazu seif (v) = w+w⊥ mit
w∈W undw⊥ ∈ W⊥ die Zerlegung vonf (w) in seine Komponenten inW bzw.W⊥. Dann gilt〈u,w⊥〉 = 0
undfW (v) = pW

(
(f |W)(v)

)
= pW (w+w⊥) = w. Es folgt

(8|W)(u, v) = 〈u, f (v)〉 = 〈u,w+w⊥〉 = 〈u,w〉 = 〈u, fW (v)〉 = 8fW (u, v) . •
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Abschnitt 15.B, Aufg. 8, p. 497 (1.6.2012) :

Es seienV ein n-dimensionalerK-Vektorraum mit Skalarprodukt,8 eine hermitesche Form aufV und
c1 ≥ · · · ≥ cn die Hauptwerte von8.

a) Für i = 1, . . . , n gilt

ci = Min{Max{R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, KodimW = i − 1}
= Max{Min{R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, DimW = i} ,

wobeiR8(x) = 8(x, x)/〈x, x〉 der Rayleigh-Quotient ist.

b) Für einen UnterraumU vonV der Dimensionm seienc′1 ≥ · · · ≥ c′m die Hauptwerte von8|U . Dann
gelten füri = 1, . . . , m die Ungleichungencn−m+i ≤ c′i ≤ ci .

c) Sei9 eine positiv semidefinite hermitesche Form aufV , und seienc′1 ≥ · · · ≥ c′n die Hauptwerte von
8+9. Dann istci ≤ c′i für i = 1, . . . , n. Ist9 sogar positiv definit, so giltci < c′i für alle i = 1, . . . , n .

Beweis:a) SeiKv1, . . . ,Kvn ein System von Hauptachsen von8. Die UnterräumeWi := Kv1 + · · ·+ Kvi
undW ′

i := Kvi + · · · + Kvn haben dann die Dimensioneni bzw. n− i+ 1, alsoW ′
i die Kodimension

i−1. Für Elementex ∈ Wi , x 6= 0, gilt x = a1v1 + · · · aivi mit a1, . . . , ai ∈ K und somit8(x, x) =
c1|a1|2 + · · · + ci |ai |2 ≥ ci |a1|2 + · · · + ci |ai |2 = ci‖x‖2, d.h.R8(x) ≥ ci . Für Elementex ∈ W ′

i ,
x 6= 0, gilt x = aivi + · · · anvn mit ai, . . . , an ∈ K und somit8(x, x) = ci |ai |2 + · · · + cn|ai |2 ≤
ci |ai |2 + · · · + ci |an|2 = ci‖x‖2, d.h.R8(x) ≤ ci . WegenR8(vi) = 8(vi, vi) = ci und ci ∈ Wi sowie
ci ∈W ′

i ergibt sich soci = Min{R8(x) | x ∈ Wi, x 6= 0} und fernerci = Max{R8(x) | x ∈ Wi, x 6= 0} .
Sei nunW ein weitereri-dimensionaler Unterraum vonV . Mit der Dimensionsformel 3.B.11 erhält man
Dim (W ∩W ′

i ) = DimW + DimW ′
i − Dim (W +W ′

i ) ≥ i + (n− i+ 1)− n = 1. Daher gibt es einx 6= 0
in W , das inW ′

i liegt, für das alsoR8(x, x) ≤ ci gilt. Es folgt Min{R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} ≤ ci und
insgesamt Max{Min {R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, DimW = i} = ci .

Sei fernerW ′ ein weiterer Unterraum vonV der Kodimensioni−1. Mit der Dimensionsformel 3.B.11 erhält
man Dim(W ′ ∩Wi) = DimW ′ + DimWi − Dim (W ′ +Wi) ≥ (n− i+1)+ i − n = 1. Daher gibt es ein
x 6= 0 inW ′, das inWi liegt, für das alsoR8(x, x) ≥ ci gilt. Es folgt Max{R8(x) | x ∈ W ′, x 6= 0} ≥ ci
und insgesamt Min{Max {R8(x) | x ∈ W ′, x 6= 0} | W ′ ⊆ V, KodimW ′ = i−1} = ci .

b) Die Aussage folgt aus a). Da jederi-dimensionale UnterraumW vonU auch ein solcher vonV ist, gilt
nämlich

c′i = Max {Min {R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ U, DimW = i}
≤ Max {Min {R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, DimW = i} = ci .

Da jeder(i− 1)-kodimensionale UnterraumW ′ vonU die Dimensionm− i+ 1 hat und folglich die Kodi-
mensionn−m+ i−1 in V , gilt

c′i = Min {Max {R8(x) | x ∈ W ′, x 6= 0} | W ′ ⊆ U, KodimW ′ = i−1}
≥ Min {Max {R8(x) | x ∈ W ′, x 6= 0} | W ′ ⊆ V, KodimW ′ = n−m+ i−1} = cn−m+i .

c) Nach a) gilt wegen8(x, x) ≤ 8(x, x)+9(x, x) = (8+9)(x, , x), alsoR8(x) ≤ R8+9(x). Es folgt:

ci = Max {Min {R8(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, DimW = i}
≤ Max {Min {R8+9(x) | x ∈ W, x 6= 0} | W ⊆ V, DimW = i} = c′i

Ist9 positiv definit, so gilt stetsR8(x) < R8+9(x), und mit den Bezeichnungen des Beweises von a) gilt
insbesondereci = R8(vi) < R8+9(vi) ≤ c′i . •

Abschnitt 15.B,Teil vonAufg. 9, p. 498 (1.6.2012) :

Man gebe die Hauptachsen und die Hauptachsenlängen der QuadrikenQ(x) = 1 an und bestimme ihren
Typ, fallsQ(x) eine der folgenden quadratischen Formen aufR

3 ist:

x2
1 − 2x2

2 − 2x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3 ; 2x2

1 + 5x2
2 + 5x2

3 + 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3 .

Lösung: Die Fundamentalmatrix der zur ersten Form gehörenden Bilinearform8 bzgl. der Standardbasis
ist (

1 −2 2
−2 −2 4

2 4 −2

)
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mit dem charakteristischen PolynomX3 + 3X2 − 24X + 28 = (X − 2)2(X + 7) und den Eigenräumen
R
t(2,0,1)+ R

t(0,1,1) zum Eigenwert 2 undR t(1,2,−2) zum Eigenwert−7. Anwenden des Schmidt-
schen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Basen der beiden Eigenräume liefert die Orthonormalbasis
v1 := t( 2√

5
,0, 1√

5
), v2 := t( 1

3,
2
3,−

2
3) , v3 := t(− 2

3
√

5
, 5

3
√

5
, 4

3
√

5
) von R

3. Dann istRv1,Rv2,Rv3 ein

System von Hauptachsen von8, die zugehörigen Hauptachsenlängen sind
√

2,
√

2,2/
√

7. 8 hat den Typ
(2,1).

Die Fundamentalmatrix der zur zweiten Form gehörenden Bilinearform9 bzgl. der Standardbasis ist
(

2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

)

mit dem charakteristischen PolynomX3 + 12X2 − 21X + 10 = (X − 1)2(X − 10) und den Eigenräumen
R
t(1,2,−2) zum Eigenwert 10 undR t(−2,1,0)+ R

t(2,0,1) zum Eigenwert 1. Anwenden des Schmidt-
schen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Basen der beiden Eigenräume liefert die Orthonormalbasis
v1 := t( 1

3,
2
3,−

2
3) , v2 := t(− 2√

5
, 1√

5
,0) , v3 := t( 2

3
√

5
, 4

3
√

5
, 5

3
√

5
) von R

3. Dann istRv1,Rv2,Rv3 ein

System von Hauptachsen von9, die zugehörigen Hauptachsenlängen sind 2/
√

10,2,2. 9 hat den Typ
(3,0). •

Abschnitt 15.B,Spezialfall zuAufg. 11, p. 498 (1.6.2012) :

Man untersuche für die folgenden QuadrikenL, um welchen Typ es sich handelt, und bestimme jeweils den
Mittelpunkt sowie die Hauptachsen und deren Längen.

a) L :=
{
(x, y) ∈ R

2 | 3x2 + 2xy + 3y2 + 16x + 32y = 8
}

b) L :=
{
(x, y) ∈ R

2
∣∣ 9x2 − 4xy + 6y2 + 60x + 20y = −50

}
.

Lösung: a) Der quadratische Anteil der Gleichung liefert die Form8mit der Fundamentalmatrix

(
3 1
1 3

)

bzgl. der Standardbasis vonR
2. Ihr charakteristisches Polynom istX2 − 6X+ 8 = (X− 2)(X− 4)mit den

Eigenwerten 2 und 4. Die zugehörigen Eigenräume sindR
t (1,−1) und R

t (1,1) . Eine Orthonormalbasis
von R

2 bzgl. 〈−,−〉, die gleichzeitig Orthogonalbasis vonR3 bzgl.8 ist, ist dannv1 := t ( 1√
2
,− 1√

2
) ,

v2 := t ( 1√
2
, 1√

2
) . Die Fundamentalmatrix von8 bzgl.v1, v2 ist

(
2 0
0 4

)
. Setzen wir(x, y) = t1v1+ t2v2 =

1√
2
(t1+ t2,−t1+ t2) , so ergibt sich

L : =
{
t(x, y) ∈ R

2
∣∣ 3x2 + 2xy + 3y2 + 16x + 32y = 8

}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 2t21 + 4t22 + 8
√

2 (t1+ t2)+ 16
√

2 (−t1 + t2) = 8
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 2t21 + 4t22 − 8
√

2 t1 + 24
√

2 t2 = 8
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 2(t1− 2
√

2 )2 + 4(t2+ 3
√

2 )2 = 96
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ (t1− 2
√

2 )2
(
4
√

3
)2 +

(t2+ 3
√

5)2
(
2
√

6
)2 = 1

}
.

Es handelt sich also um eine Ellipse mit dem MittelpunktM := 2
√

2v1 − 3
√

2v2 = t (−1,−5) , den
HauptachsenRv1+M = R

t ( 1√
2
,− 1√

2
)+ t (−1,−5) undRv2+M = R

t ( 1√
2
, 1√

2
)+ t (−1,−5) sowie den

Hauptachsenlängen 8
√

3 und 4
√

6.

b) Der quadratische Anteil der Gleichung liefert die Form8 mit der Gramschen Matrix

(
9 −2

−2 6

)
bzgl.

der Standardbasis vonR2. Ihr charakteristisches Polynom istX2 − 15X − 50 = (X − 5)(X − 10) mit den
Eigenwerten 5 und 10. Die zugehörigen Eigenräume sindR

t (1,2) und R
t (−2,1) . Eine Orthonormalbasis

von R
2 bzgl. 〈−,−〉, die gleichzeitig Orthogonalbasis vonR3 bezüglich8 ist, ist dannv1 := t ( 1√

5
, 2√

5
) ,

v2 := t (− 2√
5
, 1√

5
) . Die Gramsche Matrix von8 bzgl.v1, v2 ist

(
5 0
0 10

)
. Setzen wir(x, y) = t1v1+t2v2 =
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1√
5
(t1− 2t2,2t1+ t2) , so ergibt sich

L : =
{
t(x, y) ∈ R

2
∣∣ 9x2 − 4xy + 6y2 + 60x + 20y = −50

}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 5t21 + 10t22 + 12
√

5(t1− 2t2)+ 4
√

5(2t1 + t2) = −50
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 5t21 + 10t22 + 20
√

5 t1 − 20
√

5 t2 = −50
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ 5(t1+ 2
√

5)2 + 10(t2−
√

5)2 = 100
}

=
{
t1v1 + t2v2

∣∣ (t1+ 2
√

5)2
(
2
√

5
)2 +

(t2−
√

5)2
(√

10
)2 = 1

}
.

Es handelt sich also um eine Ellipse mit dem MittelpunktM := −2
√

5v1 +
√

5v2 = t (−4,−3), den
HauptachsenRv1+M = R

t ( 1√
5
, 2√

5
)+ t (−4,−3) undRv2+M = R

t (− 2√
5
, 1√

5
)+ t (−4,−3) sowie den

Hauptachsenlängen 4
√

5 und 2
√

10. •

Abschnitt 15.C,Teil vonAufg. 1, p. 509 (1.6.2012) :

Man gebe die beiden Polardarstellungen der MatrixA an und bestimme ihren Verzerrungsfaktor für

A :=
(

3 −4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)
∈ GL3(R) .

Lösung: Wir berechnen zunächst

tAA =
(

3 0 4
−4 −10 3
−8 −5 6

)(
3 − 4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)
=
(

25 0 0
0 125 100
0 100 125

)
und

A tA =
(

3 − 4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)(
3 0 4

−4 −10 3
−8 −5 6

)
=
(

89 80 −48
80 125 −60

−48 −60 61

)
.

tAA undA tA haben das charakteristische Polynom(X−25)(X2−250X+56250) = (X−25)2(X−225) , tAA

die EigenräumeR(1,0,0)+ R(0,− 1√
2
, 1√

2
) zum Eigenwert 25 undR(0, 1√

2
, 1√

2
) zum Eigenwert 225,A tA

die EigenräumeR( 3
5,0,

4
5) + R( −4

5
√

2
, 1√

2
, 3

5
√

2
) zum Eigenwert 25 undR( 4

5
√

2
, 1√

2
,− 3

5
√

2
) zum Eigenwert

225. Seien nunB1 bzw. B2 die Matrizen mit den angegebenen Orthonormalbasen aus Eigenvektoren als
Spalten. Damit ergibt sichB−1

1
tAAB1 = Diag(25,25,225) = B−1

2 A tAB2 , also

tAA = B1Diag(25,25,225)B−1
1 = B1Diag(25,25,225) tB1 ,

A tA = B2Diag(25,25,225)B−1
2 = B2Diag(25,25,225) tB2 .

Dann werden die hermiteschen Anteile vonA durch folgende symmetrische Matrizen gegeben:

√
tAA = B1

(
5 0 0
0 5 0
0 0 15

)
tB1 =




1 0 0
0 − 1√

2
1√
2

0 1√
2

1√
2



(

5 0 0
0 5 0
0 0 15

)


1 0 0
0 − 1√

2
1√
2

0 1√
2

1√
2


=

(
5 0 0
0 10 5
0 5 10

)
,

√
A tA = B2

(
5 0 0
0 5 0
0 0 15

)
tB2 =




3
5

−4
5
√

2
4

5
√

2

0 1√
2

1√
2

4
5

3
5
√

2
−3

5
√

2



(

5 0 0
0 5 0
0 0 15

)


3
5 0 4

5
−4

5
√

2
1√
2

3√
2

4
5
√

2
1√
2

−3
5
√

2




=




41
5 4 − 12

5

4 10 −3
− 12

5 −3 34
5


 .
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Wegen
(√

tAA
)−1 =




1
5 0 0
0 2

15 − 1
15

0 − 1
15

2
15


 bzw.

(√
A tA

)−1 =




59
375

−4
75

4
125

−4
75

2
15

1
25

4
125

1
25

22
125


 erhält man dann für den

unitären Anteil vonA die orthogonale Matrix

A
(√

tAA
)−1 =

(
3 − 4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)


1
5 0 0
0 2

15 − 1
15

0 − 1
15

2
15


 =




3
5 0 − 4

5

0 −1 0
4
5 0 3

5




=
(√

A tA
)−1

A =




59
375

−4
75

4
125

−4
75

2
15

1
25

4
125

1
25

22
125



(

3 − 4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)
=




3
5 0 − 4

5

0 −1 0
4
5 0 3

5


 .

Die gesuchten Polardarstellungen vonA sind also
(

3 − 4 −8
0 −10 −5
4 3 6

)
=




3
5 0 − 4

5

0 −1 0
4
5 0 3

5



(

5 0 0
0 10 5
0 5 10

)
=




41
5 4 − 12

5

4 10 −3
− 12

5 −3 34
5






3
5 0 − 4

5

0 −1 0
4
5 0 3

5


 .

Der Verzerrungsfaktor vonA ist
Max (5,5,15)
Min (5,5,15)

= 15
5

= 3 . •

Abschnitt 15.C,Variante zuAufg. 1, p. 509 (1.6.2012) :

Man gebe die beiden Polardarstellungen der MatrixA an und bestimme ihren Verzerrungsfaktor für

A :=
(−1 −2 −2

−2 −2 −1
2 1 2

)
.

Lösung: Wir berechnen zunächst

tAA =
(−1 −2 2

−2 −2 1
−2 −1 2

)(−1 −2 −2
−2 −2 −1

2 1 2

)
=
(

9 8 8
8 9 8
8 8 9

)
und

A tA =
(−1 −2 −2

−2 −2 −1
2 1 2

)(−1 −2 2
−2 −2 1
−2 −1 2

)
=
(

9 8 −8
8 9 −8

−8 −8 9

)
.

tAA und A tA haben das charakteristische Polynom(X− 1)2(X− 25) . Die Matrix tAA hat die Eigen-
räumeR(− 1√

2
, 1√

2
,0) + R(− 1√

2
,0, 1√

2
) = R(− 1√

2
, 1√

2
,0) + R(− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6
) zum Eigenwert 1 und

R( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) zum Eigenwert 25 undA tA die EigenräumeR(− 1√

2
, 1√

2
,0)+ R( 1√

6
, 1√

6
, 2√

6
) zum Eigen-

wert 1 undR(− 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
) zum Eigenwert 25. Seien nunB1 bzw.B2 die Matrizen mit den angegebenen

Orthonormalbasen aus Eigenvektoren als Spalten. Damit ergibt sichB−1
1

tAAB1 = Diag(1,1,25) =
B−1

2 A tAB2 , also

tAA = B1Diag(1,1,25)B−1
1 = B1Diag(1,1,25) tB1 ,

A tA = B2Diag(1,1,25)B−1
2 = B2Diag(1,1,25) tB2 .

Dann werden die hermiteschen Anteile vonA durch folgende symmetrische Matrizen gegeben:

√
tAA = B1

(
1 0 0
0 1 0
0 0 5

)
tB1=




− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6

1√
3



(

1 0 0
0 1 0
0 0 5

)


− 1√
2

1√
2

0

− 1√
6

− 1√
6

2√
6

1√
3

1√
3

1√
3


=




7
3

4
3

4
3

4
3

7
3

4
3

4
3

4
3

7
3


,

√
A tA =B2

(
1 0 0
0 1 0
0 0 5

)
tB2=




− 1√
2

1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

− 1√
3

0 2√
6

1√
3



(

1 0 0
0 1 0
0 0 5

)


− 1√
2

1√
2

0
1√
6

1√
6

2√
6

− 1√
3

− 1√
3

1√
3


=




7
3

4
3 − 4

3
4
3

7
3 − 4

3

− 4
3 − 4

3
7
3


.
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Wegen
(√

tAA
)−1 =




11
15

−4
15

4
15

−4
15

11
15

4
15

4
15

4
15

11
15


 bzw.

(√
A tA

)−1 =




11
15

−4
15

−4
15

−4
15

11
15

−4
15

−4
15

−4
15

11
15


 erhält man dann für den

unitären Anteil vonA die orthogonale Matrix

A
(√

tAA
)−1 =

(−1 −2 −2
−2 −2 −1

2 1 2

)


7
3

4
3

4
3

4
3

7
3

4
3

4
3

4
3

7
3


 =




1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3 − 2

3
1
3

2
3 − 1

3
2
3




=
(√

A tA
)−1

A =




11
15

−4
15

−4
15

−4
15

11
15

−4
15

−4
15

−4
15

11
15



(−1 −2 −2

−2 −2 −1
2 1 2

)
=




1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3 − 2

3
1
3

2
3 − 1

3
2
3


 .

Die gesuchten Polardarstellungen vonA sind also
(−1 −2 −2

−2 −2 −1
2 1 2

)
=




1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3 − 2

3
1
3

2
3 − 1

3
2
3






7
3

4
3

4
3

4
3

7
3

4
3

4
3

4
3

7
3


 =




7
3

4
3 − 4

3
4
3

7
3 − 4

3

− 4
3 − 4

3
7
3






1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3 − 2

3
1
3

2
3 − 1

3
2
3


 .

Der Verzerrungsfaktor vonA ist
Max (1,1,5)
Min (1,1,5)

= 5
1

= 5 . •

Abschnitt 15.C, Aufg. 2, p. 509 (1.6.2012) :

Seienf = gh1 = h2g die Polardarstellungen des invertierbaren Operatorsf auf dem endlichdimensionalen
K-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann sind äquivalent:
(1) h1 = h2 . (2) gh1 = h1g . (2′) h2g = gh2 . (3) f ist normal.

Beweis:Aus (1) folgen (2) und (2’) unmittelbar. Ferner folgt aus (1) wegenĝ = g−1 und ĥ1= h1= h2= ĥ2

sofort f f̂ = h2g(h2g)̂ ) = h2gĝh2 = h2
2 = h2

1 = h1ĝgh1 = (gh1)̂ gh1 = f̂ f , d.h. (3).

Umgekehrt folgt aus (2) (und analog aus (2’) bereitsh1g = gh1 = f = h2g und dannh1 = h2 wegen der
Bijektivität vong. Ist schließlich (3) erfüllt, alsof f̂ = f̂ f , so folgth2

1 = ĥ1h1 = ĥ1ĝgh1 = (gh1)̂ gh1 =
f̂ f = f f̂ = h2g(h2g)̂ = h2gĝh2 = h2

2. Mit Satz 15.C.3 erhält man daraush1 = h2. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 3, p. 509 (1.6.2012) :

Seif ein semipositiver Operator auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Fürx ∈ V ist dannf (x) = 0
äquivalent zu〈x , f (x)〉 = 0, d.h. Kernf ist der Ausartungsraum der Form8f , d.h. ihr Radikal.

Beweis:Natürlich folgt8f (x, x) = 〈x, f (x)〉 = 0 ausf (x) = 0.

Sei umgekehrt8f (x, x) = 〈x, f (x)〉 = 0 für einx∈ V . Da8f nach Voraussetzung eine positiv semidefinite
Form aufV ist, liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus 12.C, Aufg. 7b)

|8f (f (x) , x)|2 ≤ 8f (f (x), f (x))8f (x, x) = 0 ,

d.h.‖f (x)‖2 = 8f (f (x) , x) = 0 und somitf (x) = 0. •
Bemerkung: f induziert also aufV/Kernf einen positiven Operator.

Abschnitt 15.C, Aufg. 4, p. 509 (1.6.2012) :

Seienf undg positive Operatoren auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann hat die Komposition
f ◦ g (die im Allgemeinen nicht selbstadjungiert ist, vgl. 15.A, Aufg. 1) nur positive Eigenwerte.

Beweis:Nach Voraussetzung überf undg werden durch8f (x, y) := 〈x, f (y)〉 und8g(x, y) := 〈x, g(y)〉
Skalarprodukte aufV gegeben. Sei nunx 6= 0 ein Eigenvektor vonf ◦ g zum Eigenwertλ∈ K. Dann gilt
f (g(x)) = λx und ferner8g(x, x) > 0 und8f (g(x), g(x)) > 0, dag als positiver Operator bijekiv und
daherg(x) 6= 0 ist. Man erhält:8f (g(x), g(x)) = 〈g(x) , f (g(x))〉 = 〈f (g(x)) , g(x)〉 = λ〈x, g(x)〉 =
λ8g(x, x), alsoλ = 8f (g(x), g(x))/8g(x, x) > 0. •
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Abschnitt 15.C, Aufg. 5, p. 509 (1.6.2012) :

Seienf und g selbstadjungierte Operatoren auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV mit Skalar-
produkt. Einer der beiden Operatoren sei positiv. Dann sindfg und gf diagonalisierbar mit nur reellen
Eigenwerten. Insbesondere ist das Produkt zweier hermiteschern× n-Matrizen, von denen wenigstens eine
positiv definit ist, stets diagonalisierbar mit nur reellen Eigenwerten. Sind sogar beide Faktoren positiv, so
sind auch alle Eigenwerte des Produkts positiv.

Beweis: Sei etwag positiv und somit8g mit 8g(x, y) := 〈x, g(y)〉 ein Skalarprodukt aufV . Dann istfg
bezüglich8g selbstadjungiert wegen

8g(fg(x) , y) = 〈fg(x) , g(y)) = 〈g(x) , fg(y)〉 = 〈x, gfg(y)〉 = 8g(x, fg(y)〉.

Der Spektralsatz 15.A.10 liefert nun, dassfg diagonalisierbar und alle Eigenwerte vonfg reell sind. Mitfg
ist natürlich auch der dazu konjugierte Operatorg(fg)g−1 = gf diagonalisierbar mit denselben Eigenwerten.
Daraus und mit Hilfe von Aufg. 4 ergeben sich sofort die weiteren Behauptungen. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 6, p. 509 (1.6.2012) :

Der Operatorf auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt sei positiv in dem allgemeineren Sinne der
Bemerkung 15.C.2. Dann haben alle Eigenwerte vonf einen positiven Realteil.

Beweis:Nach Voraussetzung gilt〈x, 1
2(f + f̂ )(x)〉 > 0 für alle x 6= 0 ausV . Sei nunv 6= 0 ein Eigenvektor

vonf zum Eigenwertλ∈ K, also mitf (v) = λv. Dann gilt wegen Reλ = 1
2(λ+ λ) :

Reλ ‖v‖2 = 1
2〈λv, v〉 + 1

2〈v, λv〉 = 1
2〈f (v), v〉 + 1

2〈v, f (v)〉 = 1
2〈v, 1

2(f + f̂ )(v)〉 > 0 ,

d.h. Reλ = 1
2〈v, 1

2(f + f̂ )(v)〉
/
λ ‖v‖2 > 0. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 7, p. 509 (1.6.2012) :

SeienV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum mit Skalarprodukt,Geine Untergruppe der unitären Gruppe
UK(V ) undf ∈ GLK(V ) ein Operator mitfGf −1 ⊆ UK(V ) .

a) Es istgGg−1 = fGf −1, wobeig der unitäre Anteil vonf in der Polardarstellungf = gh von f ist.
Folgerung: Zwei Untergruppen von UK(V ) , die als Untergruppen von GLK(V ) konjugiert sind, sind dies
auch als Untergruppen von UK(V ) .

b) V sei einfach bzgl.G, d.h.V besitze außer 0 undV keine Unterräume, die invariant unter allen Operatoren
σ ∈ G sind. Dann istf bereits eine Ähnlichkeit. Folgerung: Der Normalisator von UK(V ) in GLK(V ) ist
die Gruppe der Ähnlichkeiten vonV .

Beweis: a) Nach Voraussetzung gibt es zu jedemσ ∈G ein τ ∈G mit f σf −1 = τ . Es folgtghσh−1g−1 =
τ , d.h.hσ = (g−1τg)h. Wegeng−1τg ∈ UK(V ) liefert die Eindeutigkeitsaussage in Satz 15.C.4 dann
g−1τg = σ und folglich hσ = σh. Damit erhält manf σf −1 = ghσh−1g−1 = gσhh−1g−1 = gσg−1.

b) Für ein Elementv aus dem EigenraumVh(λ) von h zum Eigenwertλ gilt h(v) = λv und folglich
h(σ(v)) = σ(h(v)) = σ(λv) = λσ(v) (vgl. den Beweis zu a)), d.h.Vh(λ) ist invariant unter jedemσ ∈G.
Die Voraussetzung bei b) liefert dannVh(λ) = V , d.h.h = λ idV , undf = gh = λg ist eine Ähnlichkeits-
abbildung.

Zum Beweis der Folgerung wenden wir dies an mitG := UK(V ). Ist U ⊂ V ein Unterraum vonV , so
ergänzen wir eine Orthonormalbasisu1, . . . , um vonU zu einer Orthonormalbasisu1, . . . , um, um+1, . . . , un
vonV und definierenσ ∈ UK(V ) durchσ(u1) := un, σ(un) := u1 undσ(ui) := ui für i 6= 1, n. Dann ist
σ ∈ UK(V ) undσ(U) 6⊆ U . Aus dem gerade Gezeigten folgt nun, dass jedesf ∈ GLK(V )mit fUf −1 ⊆ U

bereits eine Ähnlichkeitsabbildung ist. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 9, p. 510 (1.6.2012) :

(Car tan-Zer legung) SeiA ∈ GLn(K) eine invertierbaren×n-Matrix. Dann gibt es unitären×n-Matrizen
B undC und eine DiagonalmatrixD mit positiven reellen Diagonalelementen derart, dassA = B D C gilt.

Beweis: Der Satz 15.C.4 über die Polarform liefert eine unitären×n-Matrix B1 und eine positiv definite
hermiteschen×n-MatrixC1 mitA = B1C1. Nach Satz 15.A.11 gibt es zuC1 eine unitären×n-MatrixCderart,
dassCC1C

−1 eine reelle DiagonalmatrixD ist. Da die Eigenwerte vonC1 und damit auch vonD positiv sind,
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besitztD positive reelle Diagonalelemente. Es folgtC−1DC = C1, alsoA = B1C1 = B1C
−1DC = BDC

mit der unitären MatrixB := B1C. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 10, p. 510 (1.6.2012) :

Sei A ∈ GLn(K) eine positive hermitesche Matrix. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte MatrixR in
der Gruppe T+n (K) der oberen Dreiecksmatrizen mit (reellen) positiven Hauptdiagonalelementen, für die
A = tR R gilt.

Beweis: Sei w = (w1, . . . , wn) eine Basis vonKn und8 das durch die positive MatrixA als Gram-
scher Matrix bzgl. dieser Basis gegebene Skalarprodukt aufK

n. Dann liefert das Schmidtsche Ortho-
normalisierungsverfahren aus Abschnitt 13.A eine Orthonormalbasisv = (v1, . . . , vn) von K

n bzgl. 8
mit Kv1 + · · · + Kvi = Kw1 + · · · + Kwi für i = 1, . . . , n. Es gibt daher eine obere Dreiecksmatrix
R = (rij ) ∈ GLn(K)mit wj =

∑j

i=1 rijvi für j= 1, . . . , n. Die Konstruktion derv1, . . . , vn zeigt, dass die
rjj dabei positive reelle Zahlen sind. Daraus folgtA = Gw(8) = tR Gv(8)R = tR EnR = tR R .

Gilt auchA = tT T mit einer oberen DreiecksmatrixT ∈ T+
n (K), so folgt tT T R−1 = AR−1 = tR

und somit(T R−1)−1 = R T−1 = t
(
tT−1 tR

)
= t

(
tT−1 tT T R−1

)
= t (T R−1) . Daher istT R−1 eine

unitäre Matrix. DaT R−1 wie R und T in der Gruppe T+n (K) liegt, handelt es es sich um eine unitäre
obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Zahlen in der Hauptdiagonale. Nach Lemma 14.A.7 (7) sind
diese Hauptdiagonalelemente, also die Eigenwerte der unitären Matrix, alle gleich 1. Da die Spalten einer
unitären Matrix eine Orthonormalbasis vonK

n bzgl. des Standardskalarprodukts bilden, muss dannT R−1

die Einheitsmatrix sein, alsoT = R gelten. •

Abschnitt 15.C, Aufg. 11, p. 510 (1.6.2012) :

Sei f ein Operator auf demn-dimensionalenK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Seih = (f̂ f )1/2 der
Verzerrungsanteil vonf mit den Eigenwertenλ1, . . . , λn . (Daf nicht notwendig bijektiv ist, isth in der
Regel nur semipositiv.) Dann gilt|Spf | ≤ Sph = λ1 + · · · + λn , und das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wennf normal ist und alle Eigenwerte vonf (einschließlich der komplexen) auf einem vom Nullpunkt
ausgehenden Strahl inC liegen.

Beweis:Dah selbstadjungiert ist, gibt es nach dem Spektralsatz 15.A.10 eine Orthonormalbasisv1, . . . , vn
vonV mit h(vi) = λivi für i= 1, . . . , n. Wegenλi〈vi .vi〉 = 〈h(vi), vi〉 ≥ 0 sind die Eigenwerteλi sämtlich
nichtnegative reelle Zahlen. Es giltf̂ f (vi) = λ2

i vi , also‖f (vi)‖2 = 〈f (vi), f (vi)〉 = 〈f̂ f (vi), , vi〉 =
λ2
i 〈vi, vi〉 = λ2

i und folglich‖f (vi)‖ = λi . Ist nun(aki) die Matrix vonf bzgl. der Basisv1, . . . , vn, d.h.
f (vi) =

∑n
k=1 akivk, so erhalten wir〈f (vi), vi〉 =

∑n
k=1 aki〈vk, vi〉 = aii und folglich

|Spf | = |
n∑
i=1
aii | = |

n∑
i=1

〈f (vi), vi〉| ≤
n∑
i=1

|〈f (vi), vi〉| ≤
n∑
i=1

‖f (vi)‖ ‖vi‖ =
n∑
i=1

‖f (vi)‖ =
n∑
i=1
λi .

Dabei ist das zweite Ungleichheitszeichen nach 13.A.3 genau dann eine Gleichheit, wennf (vi) undvi für
alle i linear abhängig sind, d.h. einci ∈ K existiert mitf (vi) = civi . In diesem Fall istf diagonalisierbar
und normal, vgl. 15.A, Aufg. 12a). Die erste Ungleichung lautet dann|

∑n
i=1 ci | ≤

∑n
i=1 |ci |. Dies ist aber

genau dann der Fall, wenn dieci auf einem im Nullpunkt entspringenden Strahl inK liegen.

Ist f umgekehrt normal und liegen die (komplexen) Eigenwerte vonf alle auf einem in 0 entspringenden
Strahl, so sind sie im FallK = R notwendigerweise alle reell, da dann mit jedem Eigenwert auch der
konjugiert-komplexe auftritt, undf ist sogar selbstadjungiert. Nach den Spektralsätzen 15.A.15 und 15.A.10
ist f in jedem Fall in einer Orthonormalbasis diagonalisierbar, und wir können gleich annehmen, dass dies
die obige Basisv1, . . . , vn ist. Dann gilt nämlicĥf (vi) = civi und folglichh(vi) = (f̂ f )1/2(vi) = |ci |vi . In
dieser Situation ist die erste Ungleichung eine Gleichheit, da dieci auf einem im Nullpunkt entspringenden
Strahl inK liegen, und die zweite Ungleichung trivialerweise eine Gleichheit. •


