
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 4

10 Polynomalgebren

Abschnitt 10.A, Variante zuAufg. 1. a), p. 277 (1.10.2011) :

Man bestimme den größten gemeinsamen Teiler der PolynomeF, G ∈ Q[X] und stelle diesen als Linear-
kombinationSF + T G, S, T ∈ Q[X] , dar:

F := X4+X3−X−1 , G := X4+2X3+X2−1 ;

F := X5+X3+2X2+3X+2 , G := X5−X4−2X3−4X2−2X−1 ;

F := X5+2X2−X+2 , G := X4+X3+3X2+X+2 .

Lösung: Wir verwenden den euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers
und starten zur Darstellung des ggT gemäß 10.A.5 (anders als dort beschrieben) jeweils mit der letzten Zeile
des Divisionsschemas.

X4+X3−X−1 = 1 · (X4+2X3+X2−1) + (−X3−X2−X) ,

X4+2X3+X2−1 = (−X−1) · (−X3−X2−X) + (−X2−X−1) ,

−X3−X2−X = X · (−X2−X−1) ,

und somit ggT(F, G) = −(X2+X+1) (bis auf eine Konstante als Faktor). Damit bekommt man

ggT(F, G) = −(X2+X+1) = G − (−X−1) · (−X3−X2−X)

= G − (−X−1)(F − G) = (X+1)F − XG .

Im zweiten Beispiel erhält man

X5+X3+2X2+3X+2 = 1 · (X5−X4−2X3−4X2−2X−1) + (X4+3X3+6X2+5X+3) ,

X5−X4−2X3−4X2−2X−1 = (X−4) · (X4+3X3+6X2+5X+3) + (4X3+15X2+15X+11) ,

X4+3X3+6X2+5X+3 = ( 1
4X− 3

16) · (4X3+15X2+15X+11) + 81
16X

2+ 81
16X+ 81

16 ,

4X3+15X2+15X+11 = ( 64
81X+ 176

81 )( 81
16X

2+ 81
16X+ 81

16) ,

und somit ggT(F, G) = 81
16X

2+ 81
16X+ 81

16 (bis auf eine Konstante als Faktor). Ferner ergibt sich

ggT(F, G) = 81
16X

2+ 81
16X+ 81

16 = X4+3X3+6X2+5X+3 − ( 1
4X− 3

16) · (4X3+15X2+15X+11)

= X4+3X3+6X2+5X+3 − ( 1
4X− 3

16) ·
(
G − (X−4) · (X4+3X3+6X2+5X+3)

)

= (X4+3X3+6X2+5X+3)( 1
4X2− 19

16X+ 7
4) − ( 1

4X− 3
16) G

= (F − G)( 1
4X2− 19

16X+ 7
4) − ( 1

4X− 3
16) G

= ( 1
4X2− 19

16X+ 7
4) F + (− 1

4X2+ 15
16X− 25

16) G .

Im dritten Beispiel erhält man

X5+2X2−X+2 = (X−1) · (X4+X3+3X2+X+2) + (−2X3+4X2−2X+4) ,

X4+X3+3X2+X+2 = (− 1
2X− 3

2) · (−2X3+4X2−2X+4) + (8X2+8) ,

−2X3+4X2−2X+4 = (− 1
4X+ 1

2) · (8X2+8) .

Somit ist ggT(F, G) = 8X2+8 (eindeutig bis auf eine Konstante als Faktor) . Ferner ergibt sich

ggT(F, G) = 8X2+8 = X4+X3+3X2+X+2 − (− 1
2X− 3

2) · (−2X3+4X2−2X+4)

= G − (− 1
2X− 3

2) ·
(
F − (X−1) · G)

)

= G − (− 1
2X− 3

2)F + (− 1
2X2−X+ 3

2) G = ( 1
2X+ 3

2)F + (− 1
2X2−X+ 5

2) G ,

also ggT(F, G) = SF + T G mit S := 1
2X+ 3

2 undT := − 1
2X2−X+ 5

2 . •
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Abschnitt 10.A, Aufg. 6, p. 278 (1.10.2011) :

SeiK ein Körper. Dann gibt es stets unendlich viele normierte Primpolynome inK[X] .

Beweis;BesitztK unendlich viele Elemente, so sind die PolynomeX− a, a ∈ K, bereits unendlich viele
normierte Primpolynome.

Ist K beliebig (also möglicherweise endlich), so schließen wir analog zum Beweis dafür, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt, vgl. Bd. 1, Satz 2.D.2. Angenommen, es gebe nur endlich viele normierte Primpo-
lynome, etwaP1 =X, P2 . . . , Pr in K[X]. Dann istF := P1 · · · Pr + 1 ein normiertes Polynom inK[X],
das von keinem der PolynomeP1, . . . , Pr geteilt wird. Nach Satz 10.A.9 lässt sichF wegen GradF ≥1 als
Produkt von Primpolynomen schreiben, von denen wir nach Multiplikation mit einer Konstanten annehmen
können, dass sie normiert sind. Sie sind also vonP1, . . . , Pr verschieden, d.h. die Annahme, dass es außer
P1, . . . , Pr keine weiteren Primpolynome gibt, führt zu einem Widerspruch. •

Bemerkung: Man kann natürlich auch mit dem Ergebnis von Aufg. 9 schließen.

Abschnitt 10.A, Aufg. 8. b), p. 279 (1.10.2011) :

F ∈ K[X] sei ein von 0 verschiedenes Polynom.F zerfalle in Linearfaktoren. Genau dann sind alle
Nullstellen vonF einfach, wennF undF ′ teilerfremd sind.

Lösung: Istα eine mehrfache Nullstelle vonF , d.h. istF(X) = (X−α)kG(X) mit k≥ 2 und einem Polynom
G(X) , so liefert die ProduktregelF ′(X) =

(
(X−α)kG(X)

)′
= (X−α)k−1

(
kG(X) + (X−α)G′(X)

)
mit

k−1 ≥ 1, d.h. X− α wäre ein gemeinsamer Teiler beider Polynome vom Grad≥ 1, undF undF ′ wären
nicht teilerfremd.

Seien umgekehrtF undF ′ nicht teilerfremd. Sie besitzen dann einen gemeinsamen Teiler und dann nach der
Voraussetzung überF sogar einen gemeinsamen LinearfaktorX− a, a ∈ K. Dann istF(a) = F ′(a) = 0.
Wir nehmen an, dassF nur einfache Nullstellen habe. Somit lässt sichF in der FormF(X) = (X−α)G mit
einem PolynomG schreiben, für dasG(α) 6= 0 ist. Die Produktregel liefert dannF ′(X) =

(
(X−a) G(X)

)′
=

G(X) + (X−a) G′(X) , d.h. den WiderspruchF ′(a) = G(a) 6= 0. •

Abschnitt 10.A, Aufg. 17, p. 278 (1.10.2011) :

SeienK ein Körper undA eineK-Algebra. Das Elementx ∈ A sei algebraisch überK vom Graden mit
dem Minimalpolynom

µx = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 .

a) Genau dann istx eine Einheit inA, wenn der konstante Terma0 vonµx von 0 verschieden ist. In diesem
Fall ist

x−1 = −a−1
0 (xn−1 + an−1x

n−2 + · · · + a1) .

Insbesondere ist dannx−1 ein Polynom inx.

b) Ist x eine Einheit inA, so ist

1
a0

Xnµx

( 1
X

)
= Xn +

a1

a0
Xn−1 + · · · +

an−1

a0
X +

1
a0

das Minimalpolynom vonx−1.

c) Füra ∈ K ist das Minimalpolynom vonx + a gleichµx(X − a) und, fallsa 6= 0, dasjenige vonax gleich
anµx(X/a).

Beweis: a) Ista0 6= 0, so ista0 in K invertierbar und aus 0= µx(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

folgt x (xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1) = −a0 und somitx

(
−a−1

0 (xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1)

)
= 1. Daher

ist x in A invertierbar mit dem angegebenen Inversen.

Ist umgekehrtx eine Einheit inA und wärea0 = 0, so folgte aus 0= µx(x) = x (xn−1+an−1x
n−2+· · ·+a1)

durch Multiplikation mitx−1 bereitsxn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1 = 0 im Widerspruch dazu, dass der Grad

vonx gleichn ist.

b) Istx eine Einheit inA, so folgt aus 0= µx(x) = xn +an−1x
n−1 +· · ·+a1x +a0 durch Multiplikation mit

a−1
0 (x−1)n bereitsa−1

0 + a−1
0 an−1x

−1 + · · · + a−1
0 a1(x

−1)n−1 + (x−1)n = 0, d.h. das angegebene normierte
Polynom vom Graden annulliertx−1. Gäbe es ein normiertes Polynomµ1 mit Gradµ1 < n, dasx−1
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annulliert, so erhielte man daraus in analoger Weise ein normiertes Polynom vom Grad<n, dasx = (x−1)−1

annulliert, im Widerspruch dazu, dass der Grad vonx gleichn ist.

c)µx(X−a) ist ebenfalls ein normiertes Polynom vom Gradn, dasx+a wegenµx

(
(x+a)−a

)
= µx(x) = 0

annulliert. Gäbe es ein normiertes Polynomµ1 mit µ1(x + a) = 0 und Gradµ1< n, so wäreµ1(X + a) ein
normiertes Polynom vom Grad<n, dasx annulliert im Widerspruch dazu, dass der Grad vonx gleichn ist.

Ferner ist̃µ := anµx(X/a) ein normiertes Polynom vom Gradn mit µ̃(ax) = anµx(x) = 0. Gäbe es ein
Polynom6=0 vom Grad<n, dasx/a annulliert, so gewönne man daraus analog ein Polynom6=0 vom Grad
< n, dasx = a(x/a) annullierte. •

Abschnitt 10.A, Zusatzaufgabe, p. 278 (1.10.2011) :

SeienF1, . . . Fn ∈ K[X] Polynome 6= 0 über dem KörperK, n ≥ 2. Der g r ö ß t e g e m e i n s a m e
T e i l e r ggT(F1, . . . , Fn) ist das bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte PolynomF ∈ K[X],
das alleFi teilt und von jedem gemeinsamen Teiler derFi geteilt wird. Offenbar ist ggT(F1, . . . , Fn) =

ggT
(
ggT(F1, . . . , Fn−1) , Fn

)
. Man zeige: Es gibt PolynomeS1, . . . , Sn ∈ K[X] mit S1F1 + · · · + SnFn =

ggT(F1, . . . , Fn) ( L e m m a v o n B e z o u t ) .

Beweis:Wir verwenden Induktion übern. Der Falln= 2 ist Lemma 10.A.5. Beim Schluss vonnaufn−1 aufn
gibt es nach InduktionsvoraussetzungS̃1, . . . , S̃n−1 ∈ K[X] mit S̃1F1+· · ·+S̃n−1Fn−1 = ggT(F1, . . . , Fn−1)

und aus Lemma 10.A.5 ergibt sich die Existenz vonS, T ∈ K[X] mit SggT(F1, . . . , Fn−1) + T Fn =

ggT
(
ggT(F1, . . . , Fn−1) , Fn

)
= ggT(F1, . . . , Fn). Mit Si := S S̃i für i = 1, . . . , n−1 undSn := T folgt

S1F1 + · · · + SnFn = S(S̃1F1 + · · · + S̃n−1Fn−1) + T Fn = S ggT(F1, . . . , Fn−1) + T Fn

= ggT(F1, . . . , Fn) . •

Bemerkung: ggT(F1, . . . , Fn) erzeugt das IdealK[X]F1 + · · · + K[X]Fn, das nach Satz 10.A.23 a priori
ein Hauptideal ist.
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11 Eigenwerte· Charakteristisches Polynom· Minimalpolynom

Abschnitt 11.A, Teil vonAufg. 1, p. 305 (1.10.2011) :

Für die folgenden linearen Abbildungenf : Rn → Rn, die durch ihre Matrizen bzgl. der Standardbasen
gegeben werden, bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und
Eigenräume:

(
6 −5 −3
3 −2 −2
2 −2 0

)
;




5 −2 3 6
10 −4 6 10
0 0 6 −10
0 0 3 5


 .

Lösung: Im Fall der ersten MatrixA ist das charakteristische Polynom vonf gleich

χf = Det(XE3 − A) = Det

(
X − 6 5 3
−3 X + 2 2
−2 2 X

)
= X3 − 4X2 + 5X − 2 = (X − 1)2(X − 2) .

Die Eigenwerte vonf sind daher 1 und 2.

Eigenvektoren vonf zum Eigenwert 1 sind die Lösungenx ∈ R3 von

(E3 − A) x =

(
−5 5 3
−3 3 2
−2 2 1

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h. von

−5x1 + 5x2 + 3x3 = 0
−3x1 + 3x2 + 2x3 = 0
−2x1 + 2x2 + x3 = 0 .

Wir lösen dieses Gleichungssystem mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren und erhalten:

x1 − x2 − 3
5x3 = 0

−3x1 + 3x2 + 2x3 = 0
−2x1 + 2x2 + x3 = 0 ,

x1 − x2 − 3
5x3 = 0

− 1
15x3 = 0
1
10x3 = 0 ,

d.h. x3 = 0, x1 = x2 .

Der Eigenraum vonf zum Eigenwert 1 ist alsoR t(1, 1, 0) .

Eigenvektoren vonf zum Eigenwert 2 sind die Lösungenx ∈ R3 von

(2 · E3 − A) x =

(
−4 5 3
−3 4 2
−2 2 2

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h. von

−4x1 + 5x2 + 3x3 = 0
−3x1 + 4x2 + 2x3 = 0
−2x1 + 2x2 + 2x3 = 0 .

Wir lösen dieses Gleichungssystem mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren und erhalten:

x1−
5
4x2 − 3

4x3 = 0
−3x1 + 4x2 + 2x3 = 0
−2x1 + 2x2 + 2x3 = 0 ,

x1 − 5
4x2 − 3

4x3 = 0
1
4x2 − 1

4x3 = 0

− 1
2x2 + 1

2x3 = 0 ,
d.h. x2 = x3, x1 = 2x2 .

Der Eigenraum vonf zum Eigenwert 1 ist alsoR t(2, 1, 1) .

Die geometrische Multiplizität des Eigenwerts 1 ist(1), während seine algebraische Multiplizität(2) ist. Da
beide ungleich sind, istf nicht diagonalisierbar. Somit zerfällt das Minimalpolynomµf nicht in paarweise
verschiedene Linearfaktoren und ist dann nach dem Satz von Cayley-Hamilton gleichχf .

Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes sieht man, dass das charakteristische Polynom vonf bei der zweiten
Matrix die folgende Form hat:

χ
f

= Det(XE4 − A) = Det




X−5 2 −3 −6
−10 X+4 −6 −10

0 0 X−6 10
0 0 −3 X−5




= Det

(
X−5 2
−10 X+4

)
Det

(
X−6 10
−3 X−5

)

=
(
(X−5)(X+4) + 20

)(
(X−6)(X−5) + 30

)
= X(X−1)(X2−11X+60) .
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Die quadratische GleichungX2−11X+60 = 0 hat keine Lösungen inR. Daher sindλ1 = 0 undλ2 = 1 die
einzigen Eigenwerte vonf . Das Minimalpolynomµf hat genau dieselben Primfaktoren wieχf (eventuell
aber in geringer Vielfachheit). Da alle Primteiler vonχf nur die Vielfachheit 1 haben, mussµf = χf sein.

Der Eigenraum vonf zum Eigenwert 0 besteht aus den Lösungenx ∈ R4 von

(0 · E4 − A) x =




−5 2 −3 −6
−10 4 −6 −10

0 0 −6 10
0 0 −3 −5







x1

x2

x3

x4


 = 0 , d.h. von

− 5x1 + 2x2 − 3x3 − 6x4 = 0
−10x1 + 4x2 − 6x3 − 10x4 = 0

−6x3 + 10x4 = 0
−3x3 − 5x4 = 0 .

Wir lösen dieses Gleichungssystem mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren und erhalten:

5x1 − 2x2 + 3x3 + 6x4 = 0
2x4 = 0

6x3 − 10x4 = 0
10x4 = 0 ,

d.h. x4 = x3 = 0, x1 =
2
5
x2 .

Der Eigenraum vonf zum Eigenwert 0 ist alsoR t(2, 5, 0, 0) .

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht aus den Lösungenx ∈ R4 von

(E4 − A) x =




−4 2 −3 −6
−10 5 −6 −10

0 0 −5 10
0 0 −3 −4







x1

x2

x3

x4


 = 0 , d.h. von

− 4x1 + 2x2 − 3x3 − 6x4 = 0
−10x1 + 5x2 − 6x3 − 10x4 = 0

−5x3 + 10x4 = 0
−3x3 − 4x4 = 0 .

Wir lösen dieses Gleichungssystem mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren und erhalten:

4x1 − 2x2 + 3x3 + 6x4 = 0
3
2x3 + 5x4 = 0
5x3 − 10x4 = 0

−10x4 = 0 ,

d.h. x4 = x3 = 0, x1 =
1
2
x2 .

Der Eigenraum vonf zum Eigenwert 1 ist alsoR t(1, 2, 0, 0) . •

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 1, p. 305 (1.10.2011) :

Für die folgende lineare Abbildungf : Rn → Rn, die durch ihre Matrix bzgl. der Standardbasen gegeben
wird, bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und Eigenräume:




6 10 31 100
−2 −3 −11 −36

0 0 −1 −12
0 0 1 6


 .

Lösung: Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes sieht man

χ
f

= Det(XE4−A) = Det




X−6 −10 −31 −100
2 X+3 11 36
0 0 X+1 12
0 0 −1 X−6




= Det

(
X−6 −10

2 X+3

)
Det

(
X+1 12
−1 X−6

)

=
(
(X−6)(X+3) + 20

)(
(X−1)(X−6) + 12

)
= (X−1)(X−2)2(X−3) .

Daher sindλ1 = 1, λ2 = 2 undλ3 = 3 die Eigenwerte vonf .

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht aus den Lösungenx ∈ R4 von

(E4 − A)x =




−5 −10 −31 −100
2 4 11 36
0 0 2 12
0 0 −1 −5







x1

x2

x3

x4


 = 0 , d.h. von

−5x1 − 10x2 − 31x3 − 100x4 = 0
2x1 + 4x2 + 11x3 + 36x4 = 0

2x3 + 12x4 = 0
−x3 − 5x4 = 0 .
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Die letzte dieser Gleichungen liefertx3 = −5x4. Eingesetzt in die vorletzte Gleichung ergibt dies 0=

2x3 + 12x4 = 2x4, d.h.x4 = 0, undx3 = 0. Damit bekommen die ersten beiden Gleichungen die Form
−5x1 −10x2 = 0 und 2x1 +4x2 = 0. Die zweite dieser Gleichungen ist ein Vielfaches der ersten Gleichung,
und man bekommt als Eigenraum vonf zum Eigenwert 1 den LösungsraumR t(−2, 1, 0, 0) .

Der Eigenraum zum Eigenwert 2 besteht aus den Lösungenx ∈ R4 von

(2E4 − A)x =




−4 −10 −31 −100
2 5 11 36
0 0 3 12
0 0 −1 −4







x1

x2

x3

x4


 = 0 , d.h. von

−4x1 − 10x2 − 31x3 − 100x4 = 0
2x1 + 5x2 + 11x3 + 36x4 = 0

4x3 + 12x4 = 0
−x3 − 4x4 = 0 .

Die vorletzte dieser Gleichungen ist das(−3)-fache der letzten Gleichung. Diese ergibtx3 = −4x4. Ein-
gesetzt in die beiden ersten Gleichungen bekommt man−4x1− 10x2+ 24x4 = 0 , 2x1+ 5x2− 8x4 = 0.
Addition des Doppelten der zweiten dieser Gleichungen zur ersten liefert 8x4 = 0, d.h.x4 = 0 und dann auch
x3 = 0. Die beiden Gleichungen bekommen so die Gestalt−4x1 − 10x2 = 0, 2x1 + 5x2 = 0. Da wieder
die erste Gleichung das(−2)-fache der zweiten ist, erhält man alle Lösungen in der FormR t(−5, 2, 0, 0) .

Der Eigenraum zum Eigenwert 3 besteht aus den Lösungenx ∈ R4 von

(3E4−A)x =




−3 −10 −31 −100
2 6 11 36
0 0 4 12
0 0 −1 −3







x1

x2

x3

x4


 = 0 , d.h. von

−3x1 − 10x2 − 31x3 − 100x4 = 0
2x1 + 6x2 + 11x3 + 36x4 = 0

4x3 + 12x4 = 0
−x3 − 3x4 = 0 .

Die vorletzte dieser Gleichungen ist das(−4)-fache der letzten Gleichung. Diese ergibtx3 = −3x4. Einge-
setzt in die beiden ersten Gleichungen bekommt man−3x1−10x2−7x4 = 0 , 2x1+6x2+3x4 = 0. Addition
des3

2-fachen der zweiten dieser Gleichungen zur ersten liefert−x2 − 5
2x4 = 0, x2 = − 5

2x4 und schließlich
x1 = −3x2−

3
2x4 = 6x4. Der Lösungsraum ist alsoR t(12, −5, −6, 2) .

Das Minimalpolynom vonf ist gleich dem charakteristischen Polynom, da es dieselben Linearfaktoren (nur
eventuell in geringerer Vielfachheit) wieχf haben muss, also nur gleich(X−1)(X− 2)(X− 3) oder gleich
(X−1)(X−2)2(X−3) sein kann. Einsetzen ergibt

(A−E4)(A−2E4)(A−3E4) =




0 0 −40 −120
0 0 16 48
0 0 0 0
0 0 0 0


 6= 0.

Daher istµf = µA = (X−1)(X− 2)2(X− 3) . Man könnte hier auch schneller argumentieren, dassf

nicht diagonalisierbar ist, weil die geometrische Multiplizität des Eigenwerts 2 nur 1 ist, seine algebraische
Multiplizität aber 2, also6= 1, vgl. Abschnitt 11.B Dann kann aberµf nicht in paarweise verschieden
Linearfaktoren zerfallen. •

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 1, p. 305 (1.10.2011) :

Man berechne Eigenwerte und Eigenräume sowie charakteristisches Polynom und Minimalpolynom der
folgenden linearen Abbildungenf : R3→ R3 :

a) f (x1, x2, x3) := (2x1−x2+x3 , 3x1−2x2+x3 , x1−x2) .

b) f (x1, x2, x3) := (−3x1+2x2−4x3 , −x2 , 2x1−2x2+3x3) .

c) f (x1, x2, x3) := (−2x1−x2 , 2x1+2x2−3x3 , 3x1+x2+x3) .

d) f (x1, x2, x3) := (x1+x2 , x2 , x1+x2+3x3) .

Lösung: a) Die Matrix vonf bzgl. der Standardbasis istA = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =

(
2 −1 1
3 −2 1
1 −1 0

)
mit dem

charakteristischen Polynomχ
f

= χ
A

=

∣∣∣∣∣
X−2 1 −1
−3 X+2 −1
−1 1 X

∣∣∣∣∣ = X3−4X+1+3− (X+2)+ (X−2)+3X =



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 4 7

X3−X = X(X−1)(X+1) und den Eigenwerten 0, 1 , −1. Der Eigenraum zu 0 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
−2 1 −1
−3 2 −1
−1 1 0

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
−2x1+x2−x3 = 0 ,

−3x1+2x2−x3 = 0 ,

−x1+x2 = 0

}

=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣ x1 = x2 = −x3

}
= R

(
−1
−1

1

)
.

Der Eigenraum zu 1 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
1−2 1 −1
−3 1+2 −1
−1 1 1

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
−x1+x2−x3 = 0 ,

−3x1+3x2−x3 = 0 ,

−x1+x2+x3 = 0

}

=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣ x1 = x2 , x3 = 0

}
= R

(
1
1
0

)
.

Der Eigenraum zu−1 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
1−2 1 −1
−3 1+2 −1
−1 1 1

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
−3x1+x2−x3 = 0 ,

−3x1+x2−x3 = 0 ,

−x1+x2−x3 = 0

}

=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣ x1 = 0 , x2 = x3

}
= R

(
0
1
1

)
.

Daf drei verschiedene Eigenwerte besitzt und diese alle auch Nullstellen des Minimalpolynomsµf vonf

sind, mussµf bereits gleich dem charakteristischen PolynomX3−X sein.

b) Die Matrix vonf bzgl. der Standardbasis istA = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =

(
−3 2 −4
0 −1 0
2 −2 3

)
mit dem charakteris-

tischen Polynomχ
f

= χ
A

=

∣∣∣∣∣
X+3 −2 4

0 X+1 0
−2 2 X−3

∣∣∣∣∣ = (X+ 1)(X2− 9+ 8) = (X+ 1)2(X− 1) und den

Eigenwerten 1 und−1. Der Eigenraum zu 1 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
1+3 −2 4

0 1+1 0
−2 2 1−3

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
4x1−2x2+4x3 = 0 ,

2x2 = 0 ,

−2x1+2x2−2x3 = 0

}

=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣ x2 = 0 , x1 = −x3

}
= R

(
−1

0
1

)
.

Der Eigenraum zu−1 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
−1+3 −2 4

0 −1+1 0
−2 2 −1−3

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
2x1−2x2+4x3 = 0 ,

0 = 0 ,

−2x1+2x2−4x3 = 0

}

=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣ x1 = x2−2x3

}
= R

(
1
1
0

)
+ R

(
−2

0
1

)
.

Da die geometrische Multiplizität jedes der beiden Eigenwerte vonf gleich seiner algebraischen Multiplizität
ist, ist f diagonalisierbar, vgl. 11.B. Daher ist das Minimalpolynomµf von f ein Produkt paaarweise
teilerfremder Linearfaktoren. Daµf dieselben Nullstellen wieχ

f
hat, mussµf = (X+1)(X−1) = X2−1

sein.

c) Die Matrix vonf bzgl. der Standardbasis istA = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =

(
−2 −1 0

2 2 −3
3 1 1

)
mit dem charakteris-

tischen Polynomχ
f

= χ
A

=

∣∣∣∣∣
X+2 1 0
−2 X−2 3
−3 −1 X−1

∣∣∣∣∣ = (X2− 4)(X− 1) − 9 + 3(X+2) + 2(X−1) =
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(X−1)(X2+1) und 1 als einzigem Eigenwert (überR). Der zugehörige Eigenraum ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
1+2 1 0
−2 1−2 3
−3 −1 1−1

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
3x1+x2 = 0 ,

−2x1−x2+3x3 = 0 ,

−3x1−x2 = 0

}
= R

(
−3

9
1

)
.

Da das Minimalpolynomµf das charakteristische Polynomχ
f

teilt und dieselben Primteiler besitzt, muss

µf bereits gleich dem charakteristischen Polynom(X−1)(X2+1) sein.

d) Die Matrix vonf bzgl. der Standardbasis istA = Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) =

(
1 1 0
0 1 0
1 1 3

)
mit dem charakteristischen

Polynomχ
f

= χ
A

=

∣∣∣∣∣
X−1 −1 0

0 X−1 0
−1 −1 X−3

∣∣∣∣∣ = (X−1)

∣∣∣∣
X−1 0
−1 X−3

∣∣∣∣ = (X− 1)2(X− 3) und den

Eigenwerten 1 und 3. Der Eigenraum zu 1 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
1−1 −1 0

0 1−1 0
−1 −1 1−3

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
−x2 = 0 ,

−x1−x2−2x3 = 0

}
= R

(
−2

0
1

)
.

Der Eigenraum zu 3 ist
{(

x1

x2

x3

) ∣∣∣∣

(
3−1 −1 0

0 3−1 0
−1 −1 3− 3

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣
2x1−x2 = 0 ,

2x2 = 0 ,

−x1−x2 = 0

}
= R

(
0
0
1

)
.

Da die geometrische Multiplizität des Eigenwerts 1 nur 1 und damit kleiner als die geometrische Multiplizität
2 ist, istf nicht diagonalisierbar und somitµf nicht Produkt paarweise teilerfremder Linearfaktoren, vgl.
Abschnitt 11.B. Daµf ein Teiler des charakteristischen Polynomsχ

f
= (X− 1)2(X− 3) ist, muss daher

µf = (X−1)2(X−3) sein. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 2, p. 305 (1.10.2011) :

Sei V der VektorraumK[t ]n der Polynomfunktionen vom Grad< n . Für die Operatorenf 7→ f ′ bzw.
f (t) 7→ f (t +1) bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und
Eigenräume.

Lösung: Die Matrix des OperatorsD : f 7→ f ′ bzgl. der Basis 1, t, t2, . . . , tn−1 von K[t ]n ist wegen
(tj )′ = j tj−1 für j = 1, . . . , n−1 gleich

A :=




0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 0 2 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · 0 i 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 i+1 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 n−1
0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0




mit dem charakteristischen Polynomχ
D

= Det(XEn − A) = Xn. Daher ist 0 der einzige Eigenwert und
wegen Gradf ′ = Gradf − 1 für K[t ]n werden nur die Konstanten durch das DifferenzierenD auf 0 abge-
bildet. Daher besteht der Eigenraum vonD zu 0 nur aus den konstanten Polynomen. WegenDn−1(tn−1) =

(n−1)! 6= 0 istDn−1 6= 0. Als Teiler des charakteristischen Polynoms ist das Minimalpolynom vonD somit
gleich dem charakteristischen Polynomχ

D
= Xn.

Die Matrix vonF : f (t) 7→ f (t+1) bzgl. der Basis 1, t, t2, . . . , tn−1 vonK[t ]n ist wegentj =
j∑

i=1

(
j

i

)
t i für

j = 1, . . . , n−1 gleich
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B :=




1 1 1 · · · 1 1 · · · 1
0 1 2 · · · j−1 j · · · n−1
...

...
...

. . .
...

... · · ·
...

0 0 0 · · ·
(

i

i−1

) (
i+1
i−1

)
· · ·

(
n−1
i−1

)

0 0 0 · · · 1
(
i+1
i

)
· · ·

(
n−1

i

)
...

...
... · · ·

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 0 · · · n−1
0 0 0 · · · 0 0 · · · 1




.

Das charakteristische Polynom ist alsoχ
F

= Det(XEn−B) = (X−1)n, und 1 ist der einzige Eigenwert des
Operators. Wegen(t+1)j− tj = j tj−1 +· · · ist Grad(F − id)(f ) = Gradf (t+1)−f (t) = Gradf (t)−1
für f ∈ K[t ]n. Daher ist(F − id)n−1(tn−1) = (n−1)! 6= 0, also(F − id)n−1 6= 0. Als Teiler des
charakteristischen Polynomsχ

F
muss das Minimalpolynom vonF daher gleichχ

F
= (X − 1)n sein. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 3, p. 305 (1.10.2011) :

SeiD der Differenziationsoperatorf 7→ f ′ auf dem Vektorraum C∞
K

(R) der unendlich oft differenzierbaren
K-wertigen Funktionen aufR. Man bestimme Eigenwerte, Spektralwerte und Eigenräume vonD.

Lösung: Jedesλ∈ K ist Eigenwert vonD, da die lineare DifferenzialgleichungD(y) = λy, alsoy ′−λy = 0,
nach Bd. 1, Abschnitt 19.C genau die Lösungenceλx , c∈ K, hat. Der zugehörige Eigenraum ist alsoKeλx .
Insbesondere ist auch jedesλ∈ K Spektralwert vonD. •

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 3, p. 305 (1.10.2011) :

Sei P = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 = (X− λ1)

k1 · · · (X− λm)km ein Polynom mit den Koeffizi-
entena0, . . . , an−1 ∈ C sowie den paarweise verschiedenen Nullstellenλ1, . . . , λm ∈ C, die jeweils die
Vielfachheitenk1, . . . , km > 0 haben.V bezeichne denC-Vektorraum der komplexwertigen Lösungen der
homogenen linearen Differenzialgleichungn-ter Ordnungy(n) + an−1y

(n−1) + · · · a1ẏ + a0y = 0 mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann definiert das DifferenzierenD(y) := ẏ eine lineare AbbildungD : V →V . Man
gebe dafür Minimalpolynom und charakteristisches Polynom sowie Eigenwerte und Eigenräume an.

Lösung: Für y ∈ V ist y(n) + an−1y
(n−1) + · · · a1ẏ + a0y = 0. Durch Differenzieren folgt daraus sofort

(ẏ)(n) + an−1(ẏ)(n−1) + · · · a1ÿ + a0ẏ = 0, d.h.D(y) = ẏ ∈V . Wegen der üblichen Differenziationsrechen-
regeln istD : V →V auchC-linear.

Nach Konstruktion istV = KernP(D) , d.h. aufV ist P(D) = 0, und nach Bd. 1, Satz 19.D.6 istV ein
C-Vektorraum der Dimensionk1+· · ·+km = n. Aus der Definition des MinimalpolynomµD vonD : V →V

folgt, dassµD ein Teiler vonP ist. Wäre dies ein echter Teiler, so wäre der Grad vonµD kleiner als der Gradn
vonP . Dies ist einWiderspruch dazu, dass der Lösungsraum KernµD(D) der linearen Differenzialgleichung
µD(D)einerseits nach Definition vonµD ganzV ist, andererseits aber nur die Dimension gradµD < n hat.
Daher habenP undµD den gleichen Grad. Da beide normiert sind, folgtµD = P .

Das charakteristische PolynomχD von D : V →V hat den Grad dimV = n, also denselben Grad wieµD,
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton vonµD ist es daher bereits gleichχD.

Die Eigenwerte vonD : V → V sind die Nullstellen vonχD = P , alsoλ1, . . . , λm. Die zugehörigen
Eigenräume sind definitionsgemäß die Räume Kern(λ1 id −D), . . . , Kern(λm id −D). Genau dann ist nun
y ∈ Kern(λi id −D) , wenny die Differenzialgleichung(λi id −D)(y) = 0, d.h.ẏ = λiy, erfüllt. Dies sind
genau die Funktioneny ∈ Ceλi t . •

Bemerkung: Man vergleiche hierzu auch die Verallgemeinerung in 11.E, Aufg. 6.

Abschnitt 11.A, Aufg. 4, p. 305 (1.10.2011) :

Für k ∈ N ∪ {∞} seiS der Integrationsoperatorf 7−→
(
t 7→

∫ t

0 f (τ) dτ
)

auf dem Raum Ck
K
(R) derk-mal

stetig differenzierbarenK-wertigen Funktionen aufR. Dann besitztS keine Eigenwerte und 0 als einzigen
Spektralwert.

Lösung: Für einf ∈ Ck
K
(R) mit S(f ) = 0 erhält man sofortf = 0 durch Differenzieren nach der oberen

Grenze des Integrals, vgl. Bd. 1, Satz 16.C.1. Daher istf injektiv und somit 0 kein Eigenwert vonS. Der
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OperatorS ist jedoch nicht surjektiv, und folglich ist 0 ein Spektralwert vonS. Für g ∈ Ck
K
(R) folgt aus

S(f ) = g nämlichg(0) =
∫ 0

0 f (τ) dτ = 0, d.h. keing mit g(0) 6= 0 liegt in Bildf .

Sei von nun anλ 6= 0. Wir zeigen, dassλ kein Eigenwert vonS ist, d.h. dassS −λ id injektiv ist: Für einf ∈

C1(R) mit S(f )−λf = 0 gilt nämlichf (0) = λ−1S(f )(0) = λ−1
∫ 0

0 f (τ) dτ = 0 und
∫ t

0 f (τ) dτ−λf = 0.
Differenzieren liefertf −λf ′ = 0, d.h.f ′ = λ−1f . Lösungen dieser Differenzialgleichung haben die Form
f (t) = ceλ−1 t mit einer Konstantenc ∈ K. Wegenf (0) = 0 ist aberc = 0 und folglichf = 0. – Nun
zeigen wir, dassλ 6= 0 auch kein Spektralwert ist, d.h. dassλ id −S surjektiv ist. Sei dazug ∈ Ck

K
(R)

vorgegeben. Zunächst betrachten wir den Fallk≥1, d.h.g ist stetig differenzierbar. Dann ist die (eindeutig
bestimmte) Lösungf der linearen Differenzialgleichungy ′ = λ−1y − λ−1g′ mit f (0) = −λ−1g(0), vgl.
Bd. 1, Satz 19.B.1, eine Ck-Funktion aufR und ein Urbild vong wegen

(λ id −S)(f )(t) = λf (t) −
t∫

0
f (τ) dτ = λf (t) −

t∫
0
(λf ′(τ ) + g′(τ )) dτ

= λf (t) −
(
λf (t) + g(t)

)
+
(
λf (0) + g(0)

)
= g(t) .

Sei schließlichk = 0, d.h.g sei nur stetig. Seiϕn eine stetige Funktion, die für|t | ≤ n identisch 1 ist
und für |t | ≥ n+1 verschwindet. Haben wirϕng ∈ Bild (λ id −S) gezeigt, so gibt eshn ∈ C0

K
(R) mit

(λ id −S)(hn) = ϕn g . Sei danna ≥0. Fürn, m≥a und t ∈ [−a, a] erhält man wegenϕn(t) = ϕm(t) = 1
λ(hn−hm)(t) −

∫ t

0 (hn−hm)(τ ) dτ = (ϕn−ϕm)(t) g(t) = 0. Dahn − hm stetig ist, isthn−hm sogar stetig
differenzierbar, und auf [-a,a] gilt(hn−hm)′ = λ−1(hn−hm) , d.h.(hn−hm)(t) = cetλ−1

mit einer Konstanten
c ∈ K. Für t = 0 ergibt sichc = hn(0) − hm(0) =

∫ 0
0 (hn− hm)(τ ) dτ = 0. Daher isthn(t) = hm(t) für

t ∈ [−a, a]. Setzen wirh(t) := lim
n→∞

hn(t), so isth also eine stetige Funktion, und wählt mann zu gegebenem

t hinreichend groß, so gilt(λ id −S)(h)(t) = (λ id −S)(hn)(t) = ϕn(t) g(t) = g(t), d.h.g ∈ Bild(λ id −S).

Wir haben nochϕng ∈ Bild(λ id −S) zu zeigen. Sei dazu allgemeing : R → R eine stetige Funktion,
die außerhalb eines kompakten Intervalls [−a, a] verschwindet. Nach Bd. 1, Satz 10.D.8 istg dann sogar
gleichmäßig stetig, lässt sich also durch eine gleichmäßig konvergente Folge stückweise linearer Funktionen
ℓn approximieren, die außerhalb [−a, a] von verschwinden, vgl. Bd. 1, 12.A, Aufg. 17c). Diese sind überall
stetig differenzierbar mit Ausnahme endlich vieler Stellent1, . . . , tn ∈ R, und lassen sich somit ganz ele-
mentar gleichmäßig durch stetig differenzierbare Funktionengn : R → R approximieren, die außerhalb von
[−a−1, a+1] verschwinden.(Man überbrücke eventuelle Ecken z. B. durch geeignete Kreisbögen.) Nach
Konstruktion konvergiert auch die Folge(gn) gleichmäßig gegeng. Wie oben gezeigt, gibt es nun stetige
Funktionenfn : R → R mit (λ id −S)(fn) = gn, nämlich die Lösungen

fn(t) = eλ−1 t
(
−gn(0)λ−1 −

t∫
0

e−λ−1 τ g′
n(λ

−1τ) dτ
)

des Anfangswertproblemsy ′ = λ−1y − λ−1g′, y(0) = −λ−1gn(0) .

Wir zeigen mit Hilfe partieller Integration, dass auch die Folge(fn) auf einem kompakten Intervall [−a, a]
gleichmäßig konvergiert. Fürn, m ≥ n0 mit ‖gm−gn‖[−a,a] ≤ ε′ und t ∈ [−a, a] gilt

fn(t)−fm(t) = λ−1eλ−1 t
(
(gm−gn)(0) +

t∫
0

e−λ−1τ (gm−gn)
′(τ ) dτ

)

= λ−1eλ−1 t
(
(gm−gn)(0) + e−λ−1 t (gm−gn)(t) − (gm−gn)(0) + λ−1

t∫
0

e−λ−1τ (gm−gn)(τ ) dτ
)

= λ−1(gm−gn)(t) + λ−2eλ−1 t
t∫

0
e−λ−1τ (gm−gn)(τ ) dτ ,

|fn(t)−fm(t)| ≤ |λ|−1ε′ + |λ|−2eλ−1 t ε′
∣∣

t∫
0

e−λ−1τ dτ
∣∣ = |λ|−1ε′ + |λ|−2eλ−1 t ε′ |λ(1 − e−λ−1 t )|

= ε′ |λ|−1
(
1 + |eλ−1 t − 1|

)
≤ ε′

(
2 + |λ|−1e|λ|−1a

)
= ε ,

falls ε′ := ε |λ|
/(

1 + |λ|−1|eλ−1 t
)

zu vorgegebenemε>0 gewählt wurde. Nach Bd. 1, Korollar 12.A.11 ist
die Grenzfunktionf := lim

n→∞
fn nun ebenfalls stetig, und mit Satz 16.B.14 erhält man aus(λ id −S)(fn) = gn

durch Grenzübergang mit Bd. 1, Satz 16.B.14 wie gewünscht(λ id −S)(f ) = g. •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 6, p. 306 (1.10.2011) :

Seif ein Operator auf demn-dimensionalenK-VektorraumV . Der Grad vonµf seim .

a) Es ist χf +a id(X) = χf (X − a) und µf +a id(X) = µf (X − a) , a ∈ K.

b) Es ist χaf (X) = anχf (X/a) undµaf (X) = am µf (X/a) , a ∈ K×.

c) Ist f invertierbar, so istχf −1(X) =
(−1)n

Detf
Xn χf (1/X) und µf −1(X) =

1
a0

Xm µf (1/X) , wo a0 der

konstante Term vonµf ist.

Beweis:Die Aussagen über das Minimalpolynom wurden schon im allemeineren Zusammenhang von 10.A,
Aufg. 17b) und c) bewiesen. –f werde nun bzgl. einer Basis vonV durch dien×n-Matrix A beschrieben.

a)f +a idV wird durch die MatrixA + aEn beschrieben. Es folgt:

χf +a id(X) = Det
(
XEn − (A + aEn)

)
= Det

(
(X−a)En − A

)
= χf (X− a) .

b) af wird durch die MatrixaA beschrieben. Es folgt:

χaf (X) = Det(XEn − aA) = Det
(
a
(
(X/a)En − A

))
= an Det

(
(X/a)En − A

)
= anχf (X/a) .

c) f −1 wird durch die MatrixA−1 beschrieben. Mit dem Determinantenproduktsatz folgt daraus:

χ
f −1 (X) = χ

A−1 (X) = Det
(
XEn− A−1

)
= Det

(
X (A− X−1En) A−1

)
= Xn Det

(
A − X−1En) DetA−1

= Xn(−1)n Det
(
X−1En − A) (DetA)−1 =

(−1)n

Detf
Xn χ

f

( 1
X

)
. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 7, p. 306 (1.10.2011) :

SeienV einK-Vektorraum undf :V → V ein linearer Operator mit Minimalpolynomµf .

a) Genau dann istf eine Projektion, wennµf ein Teiler vonX(X −1) = X2−X ist.

b) Genau dann istf eine Involution, wennµf ein Teiler von(X +1)(X −1) = X2−1 ist.

c) Für eine Projektion bzw. Involution auf einem endlichdimensionalen Vektorraum gebe man die charakte-
ristischen Polynome an.

Beweis:a), b) Nach Definition istf genau dann eine Projektion (bzw. Involution), wennf 2−f = 0 (bzw.
f 2− idV = 0) ist, d.h. wennµf ein Teiler vonX2−X (bzw.X2−1) ist.

c) Sein := DimKV undf zunächst eine Projektion. Nach 8.A, Aufg. 9a) gibt es eine Basis vonV bzgl. der
f durch einen×n-DiagonalmatrixA beschrieben wird, in deren Hauptdiagonaler := Dim Bild f Einsen
undn−r = Dim Kernf Nullen stehen. Daher istχf (X) = Det(XEn − A) = (X − 1)rXn−r .

Sei nunf eine Involution. Ist CharK 6= 2, so gibt es nach 8.A, Aufg. 9b) eine Basis vonV bzgl. derf
durch einen×n-DiagonalmatrixA beschrieben wird, in deren Hauptdiagonaler := Dim V+ Einsen und
n−r = Dim V− Minus-Einsen, woV+ = {x ∈ V | f (x) = x} , V− = {x ∈ V | f (x) = −x} die Eigenräume
zu 1 bzw.−1 sind. Es folgtχf (X) = Det(XEn − A) = (X− 1)r(X+ 1)n−r . Bei CharK = 2 ist µf ein
Teiler vonX2− 1 = (X− 1)2. Nach Satz 11.A.14 hat das charakteristische Polynom beiV 6= 0 dann den
einzigen normierten PrimfaktorX−1, d.h. es istχf = (X−1)n. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 8, p. 306 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein Operator vom Rangr auf demn-dimensionalenK-VektorraumV .

a) χf wird vonXn−r geteilt. b) µf hat einen Grad≤ r + 1.

Beweis: a) Die Rangsatz 5.E.1 liefert dimKKernf = dimKV − dimKBild f = n − r. Außerdem ist
Kernf ein f -invarianter Unterraum vonV , da fürx ∈ Kernf stets giltf (x) = 0 ∈ Kernf . Daher ist das
charakteristische Polynomχ

f | Kernf
von f | Kernf : Kernf → Kernf nach Lemma 11.A.8 (1) ein Teiler

des charakteristischen Polynomsχ
f

von f . Daf | Kernf = 0 ist, wird dieser Endomorphismus durch die

Nullmatrix beschrieben und hat somit das charakteristische PolynomXdim Kernf = Xn−r , d.h.Xn−r teilt χ
f

.

Daf | Kernf das MinimalpolynomX oder 1 hat und da das Minimalpolynomµf des induzierten Operators

f : V/ Kernf → V/ Kernf höchstens den Grad DimKV/ Kernf = DimKV − DimK Kernf = r hat, hat
µf nach Lemma 11.A.8 (2) als Teiler vonµf · µf | Kernf höchstens den Gradr+1. •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 9, p. 307 (1.10.2011) :

a) Sein∈ N∗. Das charakteristische Polynom dern × n-Matrix



a b · · · b

b a · · · b
...

...
. . .

...

b b · · · a




ist (X + b − a)n−1(X − a − (n − 1)b) . Man bestimme auch das Minimalpolynom und, falls sie invertierbar
ist, das Inverse dieser Matrix.

Beweis: Wir verwenden die erste Determinantenformel aus 9.D, Aufg. 28 zur Berechnung des charakteris-
tisches Polynoms der Matrix:

Det




X−a −b · · · −b

−b X−a · · · −b
...

...
. . .

...

−b −b · · · X−a


 =

(
X−a − (n−1)b

)
(X−a + b)n−1 .

Bei n = 1 hat sie das MinimalpolynomX− a und ist genau dann invertierbar (mit Inversem(a−1), wenn
a 6= 0 ist. Sei alson ≥ 2. Bei b = 0 ist die Matrix die Diagonalmatrix Diag(a, . . . , a) und somit genau
dann invertierbar, wenna 6= 0 ist. Dann ist ihr Inverses Diag(a−1, . . . , a−1). Zur Bestimmung des
Minimalpolynoms verwenden wir beib 6= 0 Beispiel 11.A.21 mit der durchg(ej ) := b := t(b, . . . , b) für
j = 1, . . . , n definierten linearen Abbildungg : Kn → Kn vom Rang 1. Sie wird bzgl. der Standardbasis
durch die MatrixB = (bij ) mit bij := b für alle i, j beschrieben und hat die Spurnb. Es gilt g2(ej ) =

g(b) =
∑n

j=1 bg(ej ) = nbb = nbg(ej ) für alle j . Die angegebene Matrix beschreibt nung + (a− b) idV

bezüglich der Standardbasis. Beispiel 11.A.21 liefert dann (mita−b statta undnb stattb), dass das Polynom(
X − (a−b)

)(
X − (a−b +nb)

)
= (X − a + b)(X − a − (n−1)b) das Minimalpolynom vong + (a−b) idV

und damit der angegebenen MatrixB+(a−b)En ist. (Man hätte auch durch Einsetzen direkt prüfen können,
dass dieses Polynom die Matrix annulliert, und dann ausnutzen, dass das Minimalpolynom die gleichen
Primteiler wie das charakteristische Polynom hat, nur eventuell in kleinerer Vielfachheit.) Die Matrix ist
genau dann invertierbar, wenn der konstante Term(a− b)

(
a + (n−1)b

)
dieses Minmalpolynoms6= 0 ist,

d.h. wenna 6= b unda 6= −(n−1)b gilt. In diesem Fall ist das Inverse dieser Matrix nach Beispiel 11.A.21
wegenbij −

(
(a−b) + nb

)
= −a − (n−2)b gleich

(B + (a−b)En)
−1 =

−1
(a−b)(a + (n−1)b)




−a − (n−2)b b · · · b

b −a − (n−2)b · · · b
...

...
. . .

...

b b · · · b − a − (n−2)b




=
1

(a−b)(a + (n−1)b)




a + (n−2)b −b · · · −b

−b a + (n−2)b · · · −b
...

...
. . .

...

−b −b · · · a + (n−2)b


 . •

Abschnitt 11.A, Aufg. 10, p. 307 (1.10.2011) :

Seif ein linearer Operator auf demK-VektorraumV . In den Teilen c) und d) dieser Aufgabe sei DimKV =

n ∈ N.

a) Genau dann istf nilpotent, wennµf eine Potenz vonX ist.

b) Genau dann istf unipotent, d.h.f − id nilpotent, wennµf eine Potenz vonX − 1 ist.

c) Genau dann istf nilpotent, wennχf = Xn ist.

d) Genau dann istf unipotent, wennχf = (X − 1)n ist.

Beweis: a) Genau dann istf nilpotent, wenn es einm∈ N mit f m = 0 gibt, also das PolynomXm von dem
Operatorf annulliert wird. Nach Satz 11.A.6 bedeutet dies, dassµf ein Teiler vonXm, also ebenfalls eine
Potenz vonX ist.
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b) ergibt sich unmittelbar aus a), angewandt auff − id.

c) Ist χf = Xn, so istf n = 0 nach dem Satz 11.A.7 von Cayley-Hamilton undf somit nilpotent. Ist
umgekehrtf nilpotent, so istµf nach a) eine Potenz vonX und dann nach Satz 11.A.14 auchχf , also
χf = Xn. – d) folgt wieder unmittelbar aus c). •

Abschnitt 11.A, Aufg. 12, p. 307 (1.10.2011) :

Seienf undg vertauschbare Operatoren auf demK-VektorraumV mit DimKV = n, n∈ N, der Operator
g sei nilpotent. Dann giltχf +g = χf und insbesondere Det(f + g) = Detf sowie Sp(f + g) = Spf .

Beweis:Es genügt, die analoge Aussage fürn×n-Matrizen zu beweisen. Seien alsoA undB n×n-Matrizen
mit AB = BA undBn = 0. Dann ist Det(XEn − A) ein Polynom vom Gradn, also 6= 0, alsoXEn − A
in Mn(K(X)) invertierbar, und aus(XEn − A)B = XB − AB = XB − BA = B(XEn − A) folgt
(XEn − A)−1B = B(XEn − A)−1 und dann

(
(XEn − A)−1B

)n
= (XEn − A)−nBn = 0. Daher ist

(XEn − A)−1B in Mn(K(X)) nilpotent. Somit gilt

χA+B = Det
(
XEn − (A + B)

)
= Det

(
(XEn − A) (En − (XEn − A)−1B)

)

= χA · Det
(
(XEn − A) (En − (XEn − A)−1B)

)
= χA ,

da für nilpotenten×n-MatrizenN über einem KörperL (hierL= K(X)) Det(En − N)= χN(1) = 1 ist. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 13a), p. 307 (1.10.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) , n ≥ 2, eine nilpotente Matrix mitAn−1 6= 0. Dann gibt es keinB ∈ Mn(K) mit B2 = A.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eink ∈ N mit Ak = 0. Gäbe es einB ∈ Mn(K) mit B2 = A, so
folgteB2k = Ak = 0, aberB2n−2 = An−1 6= 0. Das charakteristische Polynom vonB ist nach Aufg. 10c)
χB = Xn. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist nunχB(B) = Bn = 0 im Widerspruch zuB2n−2 6= 0
undn≥2, d.h. 2n−2 ≥ n. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 13b), p. 307 (1.10.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) , n ≥ 2, eine nilpotente Matrix. Dann sind folgende Aussagen äquivalent: (1)µA = χA

(= Xn) . (2) An−1 6= 0 . (3) RangA = n − 1 . (4) Es gibt einx ∈ Kn derart, dassAix , i = 0, . . . , n − 1,
eine Basis vonKn ist.

Beweis: Da A nilpotent ist, hatA nach Aufg. 10b) das charakteristische PolynomχB = Xn; das Minimal-
polynom ist dann nach dem Satz von Cayley-HamiltonµB = Xm mit m≤n.

(1) ⇔ (2) Genau dann istµA = χA, wennm = n ist, also wennAn−1 noch von 0 verschieden ist.

(2) ⇐ (4) Ist An−1 6= 0 , so gibt es einen Vektorx ∈ Kn mit An−1x 6= 0. Wir zeigen, dass dien Vektoren
Aix , i = 0, . . . , n − 1, linear unabhängig und somit nach Satz 3.B.7 eine Basis vonKn sind. Sei dazu∑n−1

i=0 aiA
ix = 0 mit ai ∈ K. Sind nicht alleai = 0, so seik minimal gewählt mitak 6= 0. WegenAn = 0

erhält man dann aus
∑n−1

i=k aiA
ix = 0 durch Multiplikation mitAn−1−k den WiderspruchakA

n−1 = 0 zu
ak 6= 0 undAn−1 6= 0 .

(4) ⇐ (2) Ist Aix , i = 0, . . . , n − 1, eine Basis vonKn, so ist sicherlichAn−1x 6= 0, alsoAn−1 6= 0.

(2) ⇔ (3) Wir betrachten die durchA bzgl. der Standardbasis definierte lineare Abbildungf : Kn → Kn.
Es istf (x) = Ax und Rangf = RangA. Da A bzw. f nilpotent, also nicht bijektiv sind, ist dieser Rang
≤ n−1. Nach dem Rangsatz ist Dim Kernf = n − Rangf ≥ n − (n−1) = 1.

Ist Rangf ≤ n− 2, so ist Dim Kernf ≥ 2 und der durchf auf dem höchstens(n− 2)-dimensionalen
RestklassenraumV := Kn/ Kernf durch f ( x) := f (x) induzierte Operatorf : V → V ist ebenfalls
nilpotent. Dann ist(f )n−2 = 0, alsof n−2(Kn) ⊆ Kernf und somitf n−1(Kn) = 0, alsoAn−1 = 0.

Sei nun Rangf = n−1, also Dim Kernf = 1. Wir zeigen durch Induktion überr = 1, . . . , n−1, dass
Rangf r = n−r ist. Der Induktionsanfangr =1 ist klar. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber Rangf r−1 =

n−r +1 und somit Bildf r−1 6= 0. Wegen Kernf | Bild f r−1 ⊆ Kernf ist Dim Kernf | Bild f r−1 ≤ 1,
wobeif | Bild f r−1 wie f nilpotent, also nicht injektiv ist. Es folgt Dim Kernf | Bild f r−1 = 1. Nach dem
Rangsatz gilt Rangf r = Dim Bild f r = Dim Bild f | Bild f r−1 = Dim Bild f r−1 −Dim Kernf | Bild f r−1

= (n−r+1) − 1 = n−r. Speziell ist Rangf n−1 = 1, d.h.f n−1 6= 0 und somitAn−1 6= 0. •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 14, p. 307 (1.10.2011) :

Seienf :V → V ein Operator auf demK-VektorraumV . Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) f ist eine Homothetie. (2) Jeder Unterraum vonV ist f -invariant. (3) Jeder Vektor6= 0 in V ist ein
Eigenvektor vonf .

Beweis: (1) ⇒ (2) Ist f eine Homothetie, gibt es also eina ∈ K mit f (x) = ax für alle x ∈ V . so gilt
trivialerweisef (U) ⊆ U für jeden UnterraumU vonV .

(2) ⇒ (3) Seix ∈ V , x 6= 0. Nach (2) gilt dannf (Kx) ⊆ Kx, es gibt also einλ∈ K mit f (x) = λx undx

ist Eigenvektor vonf zum Eigenwertλ.

(3) ⇒ (1) Sind x, y ∈ V mit x, y 6= 0, so gibt es nach (3) zux, y und x +y Elementeλ, µ, ν ∈ K

mit f (x) = λx, f (y) = µy und f (x +y) = ν(x +y). Sind x und y linear unabhängig, so folgt aus
νx + νy = ν(x +y) = f (x +y) = f (x) + f (y) = λx + µy sofort λ = ν = µ. Sindx und y linear
abhängig, so gibt es eina 6= 0 in K mit x = ay, alsoλay = λx = f (x) = f (ay) = af (y) = aµy und
wegenay 6= 0 ebenfallsλ = µ. Alle Vektoren 6=0 vonV sind also Eigenvektoren zum selben Eigenwertλ,
undf ist folglich die Multiplikation mitλ. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 15, p. 308 (1.10.2011) :

A undB seienn × n-Matrizen über dem KörperK, von denen wenigstens eine invertierbar ist. Dann gibt
es höchstensn verschiedene Elementea ∈ K, für die die MatrixaA + B nicht invertierbar ist.

Beweis: Ist A invertierbar, so ist DetA 6= 0 und somitaA + B wegen

Det(aA + B) = Det(aEn + BA−1) · DetA = χ
−BA−1 (a) · DetA

nur für die maximaln Eigenwertea von−BA−1 nicht invertierbar.

Sei nunB invertierbar. Dann istaA + B für a=0 invertierbar. Beia 6= 0 istaA + B wegen

Det(aA + B) = a Det(AB−1+ a−1En) · DetB = a χ
−AB−1 (a

−1) · DetB

nur für die Inversen der maximaln Eigenwerte6= 0 von−AB−1 nicht invertierbar. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 17, p. 308 (1.10.2011) :

Seienf :V → V ein Operator undµ das Minimalpolynom der Beschränkung vonf auf Bildf . Dann istµ
oderXµ das Minimalpolynom vonf . Insbesondere ist ein Operatorf endlichen Rangesr algebraisch mit
einem Minimalpolynom vom Grade≤ r+1.

Beweis:Für das Minimalpolynomµf vonf gilt µf (f ) = 0. Dann ist erst rechtµf (f | Bild f ) = 0, alsoµ

ein Teiler vonµf . Andererseits ist(Xµ)(f ) = µ(f ) ◦ f = 0 wegenµ(f )| Bild f = 0. Daher istµf ein
Teiler vonXµ und es kann nurµf = µ oderµf = Xµ gelten. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 18, p. 308 (1.10.2011) :

Seif ein invertierbarer Operator auf demK-VektorraumV . Genau dann istλ ∈ K ein Eigenwert (bzw. ein
Spektralwert) vonf , wennλ−1 ein Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vonf −1 ist.

Beweis: Da 0 kein Eigenwert (und kein Spektralwert) eines invertierbaren Operators ist, können wirλ 6= 0
annehmen. Es giltλ idV −f = −λ(λ−1 id −f −1)f . Da f invertierbar ist undλ 6= 0, ist alsoλ idV −f

genau dann nicht injektiv (bzw. nicht bijektiv), wenn dies fürλ−1 id −f −1 gilt. Daher istλ genau dann ein
Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vonf , wennλ−1 ein Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vonf −1 ist. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 19, p. 308 (1.10.2011) :

Seienf undg Operatoren auf demK-VektorraumV .

a) Die Eigenwerte6= 0 vonfg undgf stimmen überein.

b) Die Spektralwerte6= 0 vonfg undgf stimmen überein.

c) Man gebe ein Beispiel dafür an, dass die Eigenwerte (bzw. Spektralwerte) vonfg undgf nicht überein-
stimmen.
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Beweis: a) Seiλ 6= 0 Eigenwert vonfg, alsofg(v) = λv für ein v 6= 0 ausV . Bei g(v) = 0 wäre
λv = fg(v) = 0, alsoλ = 0. Daher istg(v) 6= 0, und wegen(gf )(g(v)) = g(fg(v)) = g(λv) = λg(v) ist
λ auch Eigenwert vongf . Analog ist jeder Eigenwert6=0 vongf auch Eigenwert vonfg.

b) Seia ∈ K×. Ist fg − a id invertierbar mit Inversemh ∈ EndKV , so gilt

(a−1ghf − a−1 idV )(gf − a idV ) = a−1gh(fg − a idV )f − a−1gf + idV = a−1gf − a−1gf + idV = idV

und analog(gf − a idV )(a−1ghf − a−1 idV ) = idV . Daher ist dann auchgf − a id invertierbar. Jeder
Spektralwert6=0 vongf ist also Spektralwert vonfg. Entsprechendes gilt mit vertauschtenf undg.

c) SeiV = K[X] der K-Vektorraum der Polynome über dem KörperK mit der BasisXn, n ∈ N. Die
K-linearen Abbildungenf, g : V → V seien definiert durchf (Xn) := Xn+1 bzw. g(X0) = g(1) := 0,
g(Xn) := Xn−1 bein≥1, d.h.f sei die Multiplikation mitX undg dieAbbildung mitg(P ) = (P −P(0))/X

für P ∈ K[X]. Dann ist 0 ein Eigenwert (also auch ein Spektralwert) vonfg wegenfg(1) = f (0) = 0 =

0 · 1, aber kein Eigenwert (und sogar kein Spektralwert) vongf , da 0· id −gf = gf wegengf (Xn) =

g(Xn+1) = Xn für allen∈ N die Identität vonK[X] ist. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 22, p. 308 (1.10.2011) :

Seienf :V → V ein Operator auf demK-VektorraumV undF ∈ K[X] ein nicht konstantes Polynom.

a) Ist λ Eigenwert (bzw. Spektralwert) vonf , so istF(λ) Eigenwert (bzw. Spektralwert) vonF(f ) .

b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jeder Eigenwert (bzw. jeder Spektralwert) vonF(f ) von der Form
F(λ) mit einem Eigenwert (bzw. einem Spektralwert)λ vonf .

Beweis:a) Daλ eine Nullstelle des PolynomsF(X)−F(λ) ist, gilt F(X)−F(λ) = (X−λ) Q(X) mit einem
PolynomQ in K[X]. Einsetzen vonf liefertF(λ) idV −F(f ) = (λ idV −f ) Q(f ) undF(λ) idV −F(f ) =

Q(f ) (λ idV −f ). Ist λ Eigenwert vonf , d.h. ist λ idV −f nicht injektiv, so zeigt die zweite Gleichung,
dass auchF(λ) idV −F(f ) nicht injektiv sein kann,F(λ) also Eigenwert vonF(f ) ist. Istλ kein Eigenwert,
aber ein Spektralwert vonf , d.h. ist λ idV −f nicht surjektiv, so zeigt die erste Gleichung, dass auch
F(λ) idV −F(f ) nicht surjektiv sein kann,F(λ) also Spektralwert vonF(f ) ist.

b) Seiµ ∈ K. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfällt das PolynomF(X) − µ in Linearfaktoren:
F(X) − µ = c(X− λ1) · · · (X− λn) mit c, λi ∈ K und F(λi) = µ für i = 1, . . . , n. Einsetzen vonf
liefert µ idV −F(f ) = (−1)n−1c (λ1 idV −f ) · · · (λn idV −f ). Ist keines der Elementeλi ein Eigenwert
(bzw. Spektralwert)vonf , so sind sämtliche Abbildungenλi idV −f injektiv (bzw. bijektiv) und somit auch
ihre Kompositionµ idV −F(f ) , d.h µ ist kein Eigenwert (bzw. Spektralwert) vonF(f ). Ist alsoµ ein
Eigenwert (bzw. Spektralwert) vonF(f ), so muss wenigstens eines der Elementeλi ein Eigenwert (bzw.
Spektralwert) vonf sein. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 24, p. 308 (1.10.2011) :

Seif : V → V ein Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV 6= 0. Genau dann istχf ein
Primpolynom, wenn 0 undV die einzigenf -invarianten Unterräume vonV sind.

Beweis: Ist U ein invarianter Unterraum vonV mit 0 < m := DimKU < DimK V , so ist das charakteris-
tische Polynomχf |U von f |U nach Lemma 11.A.8 ein echter Teiler vonχf wegen 0< m = Gradχf |U <

Gradχf = DimK V und somitχf kein Primpolynom.

Ist umgekehrtχf kein Primpolynom undP ein echter Teiler vonχf , so gibt es nach Satz 11.A.12 einen
f -invarianten UnterraumU vonV mit 0 < DimKU = GradP < Gradχf = DimKV . •

Abschnitt 11.A, Aufg. 25, p. 309 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein Operator auf demK-VektorraumV mit dem dualen Operatorf ∗ :V ∗ → V ∗.

a) Genau dann ist ein UnterraumU vonV f -invariant, wennU ◦ f ∗-invariant ist.

b) Ist ein UnterraumW vonV ∗ f ∗-invariant, so ist◦W f -invariant. Bei endlichdimensionalemV gilt auch
die Umkehrung.

Beweis:a) Seif (U) ⊆ U für den UnterraumU vonV und seie∈U ◦. Dann iste(x) = 0 für allex ∈ U und
wegenf (x) ∈ U somit auch

(
f ∗(e)

)
(x) = e(f (x)) = 0, d.h. es giltf ∗(e) ∈ U ◦.
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Sei umgekehrtf ∗(U ◦) ⊆ U ◦ und seix ∈ U . Für jedese ∈ U ◦ ist dannf ∗(e) ∈ U ◦ und somite(f (x)) =(
f ∗(e)

)
(x) = 0. Da jedes aufU verschwindendee∈ V ∗ also auch auff (x) verschwindet, folgtf (x) ∈ U

und schließlichf (U) ⊆ U mit Satz 5.G.7.

b) Seif (W) ⊆ W für den UnterraumW vonV ∗ und seix ∈ ◦W . Für jedese∈ W gilt dannf ∗(e) ∈ W und
somite(f (x)) =

(
f ∗(e)

)
(x) = 0 wegenx ∈ ◦W . Es folgtf (◦W) ⊆ ◦W .

Sei nunV endlichdimensional und seif (◦W) ⊆ ◦W für den UnterraumW von V ∗. Nach Satz 5.G.10 gilt
dann(◦W)◦ = W , und mit a) ergibt sichf ∗(W) = f ∗

(
(◦W)◦

)
⊆ (◦W)◦ = W . •

Abschnitt 11.A, Aufg. 26, p. 309 (1.10.2011) :

Seienf : V → V ein Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV undU ein f -invarianter
Unterraum vonV . Dann gilt Spf = Sp(f |U) + Spf , wo f der vonf induzierte OperatorV/U → V/U

ist. Insbesondere ist Spf = Sp(f | Bild f ) = Sp(f ) mit f : V/ Kernf −→ V/ Kernf . (Man benutzt
die letzte Gleichung, um die S p u r e i n e s O p e r a t o r s m i t e n d l i c h e m R a n g auf nicht notwendig
endlichdimensionalen Vektorräumen zu definieren.)

Beweis:Nach Lemma 11.A.8. (1) gilt für die charakteristischen Polynomeχf = χf |U · χf , also

Xn − Spf · Xn−1 + · · · = (Xm − Sp(f |U) · Xm−1 + · · · )(Xn−m − Sp(f ) · Xn−m−1 + · · · )

= Xn −
(
Sp(f |U) + Sp(f )

)
· Xn−1 + · · · ,

wo m := Dim U sei. Koeffizientenvergleich beiXn−1 liefert nun die Behaupung. Der Zusatz gilt, da
f | Kernf = 0 ist. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 27, p. 309 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV mit der Basisvi , i ∈ I . Dann
gilt Spf =

∑
i∈I v∗

i (f (vi)) .

Beweis: Ist Mvi
vi
(f ) = (aij ) die Matrix vonf bzgl. der Basisvi , i ∈ I , so giltf (vj ) =

∑
i∈I

aijvi für j ∈ J ,

alsov∗
j (f (vj )) = v∗

j

(∑
i∈I

aijvi

)
=
∑
i∈I

aijv
∗
j (vi) =

∑
i∈I

aijδij = ajj und
∑
j∈I

v∗
j (f (vj )) =

∑
j∈I

ajj = Spf . •

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe, p. 309 (1.10.2011) :

Seif : V → V ein Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV . Ist Rangf ≤ 1, so istf
genau dann nilpotent, wenn die Spur vonf gleich 0 ist.

Beweis: Aus Rangf ≤ 1 folgt nach dem Rangsatz Dim Kernf = n − Rangf ≥ n − 1. Im Fall
Dim Kernf = n ist f = 0 und somit auch Spf = 0. Im Fall Dim Kernf = n−1 ergänzen wir eine
Basisv1, . . . , vn−1 von Kernf durchvn ∈V zu einer Basis vonV . Seif (vn) = a1nv1+ · · · + annvn. Wegen
f (vi) = 0 für i = 1, . . . , n hat die Matrix vonf bezüglich dieser Basis die Form

A =




0 · · · 0 a1n
...

. . .
...

...

0 · · · 0 an−1,n

0 · · · 0 ann


 .

Daher istχ
f

= χ
A

= Xn−1(X− ann) = Xn − annX
n−1. Es folgt Spf = SpA = ann. Bei Spf = ann = 0

liefert der Satz von Cayley-Hamilton 0= χ
f
(f ) = f n, d.h. die Nilpotenz vonf . Bei Spf = ann 6= 0 hat

die MatrixAk vonf k in dern-ten Zeile undn-ten Spalte den Koeffizientenak
nn 6= 0, ist also6=0. Daher ist

f dann nicht nilpotent. •

Bemerkung: Man könnte auch mit Aufg. 8a) argumentieren: Danach giltχf = Xn−1(X − Spf ) , also
Spf = 0 genau dann, wennχf = Xn, d.h.f nilpotent ist.
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Abschnitt 11.A, Aufg. 29, p. 309 (1.10.2011) :

SeienK ein Körper undn ∈ N∗.

a) Die K o m m u t a t o r e n [A , B] := AB − BA , A, B ∈ Mn(K) , erzeugen einen Unterraum der
Kodimension 1 in Mn(K) . Dieser ist der Kern der Spurfunktion Sp:Mn(K) → K.

b) JedeK-Linearformh : Mn (K) → K mit h(AB) = h(BA) für alleA, B ∈ Mn(K) ist ein Vielfaches der
Spurfunktion auf Mn(K) .

Beweis: a) BezeichnetEij die Matrix aus Mn (K), deren sämtliche Koeffizienten 0 sind mit Ausnahme des
Koeffizienten in deri-ten Zeile undj -Spalte, der 1 ist, so giltEij Ers = δjr Eis , vgl. die Bemerkungen im
Anschluss an Satz 8.A.9. Es folgt [Ei1 , E1j ] = Ei1 E1j − E1j Ei1 = δ11 Eij − δij E11 = Eij für i 6= j und
[Ei1 , E1i ] = Ei1 E1j − E1i Ei1 = δ11 Eii − δii E11 = Eii − E11 . Die n2−1 linear unabhängigen Matrizen
Eij , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j , und Eii − E11 , i = 2, . . . , n, sind also Kommutatoren und erzeugen somit
einen Unterraum der Kodimension 1 imn2-dimensionalen Raum Mn(K), der nach Satz 11.A.18 in Kern Sp
enthalten ist. Da es Matrizen gibt mit Spur6= 0, ist dieser Kern6= V , also ebenfalls 1-kodimensional.

b) Eine Linearformh∈ V ∗ mit h(AB) = h(B, A) veschwindet auf allen Kommutatoren [A, B] und damit
nach a) auf dem Kern der Spurfunktion Sp6= 0. Dann ist aberh ein Vielfaches dieser Spurfunktion. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 29, p. 309 (1.10.2011) :

Seienn ∈ N undK ein Körper mitk · 1K 6= 0 für k = 1, . . . , n, d.h. mit CharK = 0 oder CharK > n.

a) Zu jedem Operatorf : V → V mit Spf = 0 auf einemn-dimensionalenK-VektorraumV gibt es eine
Basisv1, . . . , vn vonV mit v∗

i (f (vi)) = 0, i = 1, . . . , n.

b) Jede MatrixA ∈ Mn(K) mit SpA = 0 ist ein Kommutator, d.h. von der Form [B , C] = BC − CB .

Beweis: a) Wir zeigen zunächst durch Induktion überk = 1, . . . , n, dass es linear unabhängige Vektoren
v1, . . . , vk und einen UnterraumWk vonV gibt mit Kv1 ⊕· · ·⊕Kvk ⊕Wk = V undf (vi) ∈

∑
j 6=i

Kvj +Wk .

Seik = 1. Ist jedes Element6= 0 vonV Eigenvektor vonf , so istf nach Aufg. 14 eine Homothetiea idV ,
a ∈ K. Es folgt 0 = Spf = n · a, also a = 0 nach Voraussetzung überK. Dann istf = 0, und die
Behauptung ist trivial. Andernfalls gibt es einv1 ∈ V mit f (v1) /∈ Kv1. Wir ergänzenv1, f (v1) durch
Vektorenw1, . . . , wn−2 zu einer Basis vonV und nehmen fürW1 den vonf (v1), w1, . . . , wn−2 erzeugten
Unterraum vonV . Dann sind die geforderten Bedingungen erfüllt.

Beim Schluss vonk auf k+1 betrachten wir die Abbildung(p ◦ f )|Wk , wo p die Projektion aufWk längs∑k
j=1 Kvj ist. Ergänzt manv1, . . . , vk durchw1, . . . , wn−k zu einer Basis vonV , so erhält man aus der

Matrix von f bzgl. dieser Basis die Matrix von(p ◦ f )|Wk bzgl. w1, . . . , wn−k, indem man die erstenk
Zeilen und Spalten streicht. Da die erstenk Diagonalelemente der Matrix vonf nach Konstruktion bereits
0 sind und da Spf = 0 ist, folgt Spp ◦ f |Wk = 0.

Ist jedes Element6= 0 vonWk Eigenvektor von(p ◦f )|Wk , so ist(p ◦f )|Wk nach Aufg. 14 eine Homothetie
a idWk

, a ∈ K. Es folgt 0= Sp(p ◦ f )|Wk = (n−k) · a, also a = 0 nach Voraussetzung überK. Dann ist
(p ◦ f )|Wk = 0, alsof (Wk) ⊆ Kv1 ⊕ · · · ⊕ Kvk, und wir könnenvk+1 6= 0 ausWk sowie ein Komplement
Wk+1 vonKvk+1 in Wk beliebig wählen.

Andernfalls gibt es einvk+1 ∈ Wk mit
(
(p ◦ f )|Wk

)
(vk+1) /∈ Kvk+1, alsof (vk+1) /∈ Kv1 ⊕ · · · ⊕ Kvk ⊕

Kvk+1. Wir ergänzenv1, . . . , vk, vk+1, f (vk+1) durch Vektorenw1, . . . , wn−k−2 zu eine Basis vonV und
nehmen fürWk+1 den vonf (vk+1), w1, . . . , wn−k−2 erzeugten Unterraum vonWk. Dann sind die geforderten
Bedingungen erfüllt.

Bei k = n ist nunWn = 0, alsov1, . . . , vn eine Basis vonV mit f (vi) =
∑

j 6=i aijvj , d.h. die Diagonalele-
mente der Matrix vonf bzgl. dieser Basis sind 0.

b) SeiA ∈ Mn(K) eine Matrix mit SpA = 0. Nach a) istA dann ähnlich zu einer MatrixA′, in deren
Hauptdiagonale nur Nullen stehen; es gibt somit eine invertierbare MatrixD ∈ Mn(K) mit A = DA′D−1.
Existieren nunB, C ∈ Mn(K) mit [B , C] = A′, so folgt bereits

A = DA′D−1= D(BC − CB)D−1= (DBD−1)(DCD−1) − (DCD−1)(DBD−1) = [DBD−1, DCD−1] .

Wir können also gleich annehmen, dass alle Hauptdiagonalelemente vonA = (aij) gleich 0 sind. Sind dann
b1, . . . , bn paarweise verschiedene Elemente vonK (man beachte|K| > n) und istB die Diagonalmatrix
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Diag(b1, . . . , bn) mit diesen Elementen in der Hauptdiagonale, so ist [B , C] für beliebigesC = (cij ) ∈

Mn(K) gleich



b1 0 · · · 0
0 b2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bn







c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...

cn1 cn2 · · · cnn


−




c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...

cn1 cn2 · · · cnn







b1 0 · · · 0
0 b2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bn




=




b1c11 b1c12 · · · b1c1n

b2c21 b2c22 · · · bnc2n
...

...
. . .

...

bncn1 bncn2 · · · bncnn


−




b1c11 b2c12 · · · bnc1n

b1c21 b2c22 · · · bnc2n
...

...
. . .

...

b1cn1 b2cn2 · · · bncnn




=




0 (b1− b2) c12 · · · (b1− bn) c1n

(b2− b1) c21 0 · · · (b2− bn) c2n
...

...
. . .

...

(bn− b1) cn1 (bn− b2) cn2 · · · 0


 .

Wählt man nuncij := aij/(bi − bj ) für i 6= j undcii := 0, so gilt folglich [B , C] = A . •

Abschnitt 11.A, Aufg. 30, p. 310 (1.10.2011) :

SeiV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.

a) Für eine Projektionp vonV ist Spp = Rangp (= (Rangp)1K) .

b) Seienp1, . . . , pr Projektionen vonV mit p1 + · · · + pr = idV und sei CharK = 0 oder CharK >∑r
i=1 Rangpi −DimKV . Dann istpipj = δijpi für 1 ≤ i, j ≤ r und insbesondereV die direkte Summe der

Unterräume Bildpi , i = 1, . . . , r. (Man beachte die Änderungen gegenüber der Formulierung im Buch!)

c) Die endliche GruppeG operiere aufV als Gruppe vonK-Automorphismen. InK sei|G| · 1K 6= 0. Dann

ist 1
|G|

∑
σ∈G

σ eine Projektion vonV auf FixGV , vgl. Beispiel 6.E.10, und inK gilt

DimK FixGV =
1

|G|

∑
σ∈G

Spσ .

Beweis: a) Dap eine Projektion ist, kann man eine Basis von Bildp durch eine Basis von Kernp zu einer
Basis vonV ergänzen. Bezüglich dieser Basis wirdp durch eine Diagonalmatrix mit Dim Bildp Einsen
und sonst Nullen in der Hauptdiagonale beschrieben, vgl. 8.A, Aufg. 9a). Daher ist Spp = Rangp .

b) Wegenp1 + · · · + pr = idV gilt Bild p1 + · · · + Bild pr = V . Mit a) erhält man inK die Gleichungen
DimKV = Sp(idV ) = Spp1 + · · · + Sppr = Rangp1 + · · · + Rangpr . Die Charakteristikvoraussetzung
liefert die Gleichung DimKV = Rangp1 + · · · + Rangpr dann sogar inN. Somit ist aber die Summe
V = Bild p1 ⊕ · · · ⊕ Bild pr direkt. Daher liegt Bildpj sicher in Kernpi für i 6= j , und es folgtpipj = 0.
Ferner giltpipi = pi , weil pi eine Projektion ist,i = 1, . . . , r.

c) Daτσ bei festemτ ∈ G mit σ alle Elemente vonG genau einmal durchläuft, gilt fürp := 1
|G|

∑
σ∈G

σ

p2 =
1

|G|2

∑
σ∈G

∑
τ∈G

τσ =
|G|

|G|2

∑
σ∈G

σ =
1

|G|

∑
σ∈G

σ = p ,

d.h. p ist eine Projektion vonV . Für x ∈ FixGV ist σ(x) = x und folglich p(x) =
1

|G|

∑
σ∈G

x = x.

Umgekehrt gilt füry = p(x) ∈ Bild p sofort τ(y) =
1

|G|

∑
σ∈G

τσ (x) =
1

|G|

∑
σ∈G

σ(x) = p(x) = y für

jedesτ ∈ G. Es folgt

DimK FixGV = DimK Bild p = Rangp = Spp =
1

|G|

∑
σ∈G

Spσ . •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 31, p. 310 (1.10.2011) :

Seienn ∈ N undK ein Körper mitk ·1K 6= 0 für alle k= 1, . . . , n. Ein Operatorf auf demn-dimensionalen
K-VektorraumV ist genau dann nilpotent, wenn gilt: Spf = Spf 2 = · · · = Spf n = 0 .

Beweis: Ist f nilpotent, so auchf 2, . . . , f n und das charakteristische Polynome ist jeweilsXn, die Spuren
vonf, f 2, . . . , f n sind also 0.

Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir Induktion übern. Wegen Spf = Spf 2 = · · · = Spf n = 0
liefert der Satz von Cayley-Hamilton 0= χf (f ) = f n − (Spf )f n−1 + · · · + (−1)n Detf idV , also

0 = Spχf (f ) = Sp(f n) − (Spf )(Spf n−1) + · · · + (−1)nn Detf = (−1)nn Detf .

Es folgt Detf = 0, d.h.f ist nicht injektiv und es gilt DimV < n für V := V/ Kernf . Für die durch
f induzierte Abbildungf : V → V gilt nach Aufg. 26 ebenfalls Spf = · · · = Sp(f )n−1 = 0. Nach
Induktionsvoraussetzung istf daher nilpotent. Es folgt(f )n−1 = 0, und somitf n−1(V ) ⊆ Kernf . Also ist
f n(V ) = 0, undf ist auch nilpotent. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 32, p. 310 (1.10.2011) :

Seienn undK wie in Aufg. 31. Sinda1, . . . , an Elemente inK mit

a1
1 + · · · + a1

n = 0

· · · · · · · · · · · ·

an
1 + · · · + an

n = 0 ,

so ista1 = · · · = an = 0.

Beweis:Seif : Kn → Kn die lineare Abbildung, die bezüglich der Standardbasis durch die Diagonalmatrix
A := Diag(a1, . . . , an) beschrieben wird. Dann wirdf k durchAk = Diag(ak

1, . . . , a
k
n) beschrieben, und

nach Voraussetzung gilt Spf = · · · = Spf n = 0. Nach Aufg. 31 sindf und dann auchA nilpotent. DaA
aber die DiagonalmatrixA := Diag(a1, . . . , an) ist, mussa1 = · · · = an = 0 sein. •

Bemerkung: Die Aufgaben 31 und 32 sind äquivalent: Geht man nämlich gemäß dem Satz von Kronecker
zu einem Erweiterungskörper vonK über, über dem das charakteristische Polynom vonf in Linearfaktoren
zerfällt: χf = (X − a1) · · · (X − an), so ist Spf i = ai

1 + · · · + ai
n, i ∈ N, vgl. Beispiel 11.B.13.

Abschnitt 11.A, Aufg. 33, p. 310 (1.10.2011) :

SeienK ein Körper wie in Aufg. 31 undf, g Operatoren auf demn-dimensionalenK-VektorraumV mit[
f, [f, g]

]
= 0 . Dann ist [f, g] nilpotent. ( J a c o b s o n - L e m m a )

Beweis:Die Bedingung
[
f, [f, g]

]
= 0 bedeutet, dassf [f, g] = [f, g]f ist. Dann kommutiertf auch mit

den Potenzen [f, g] n, n∈ N. Es folgt

[f, g] n = (fg−gf )[f, g]n−1 = fg[f, g]n−1−gf [f, g]n−1= fg[f, g]n−1−g[f, g]n−1f =
[
f, g[f, g]n−1

]
.

Da die [f, g]n also Kommutatoren sind, haben sie Spur 0 und [f, g] ist somit nach Aufg. 31 nilpotent. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 34, p. 310 (1.10.2011) :

SeiA einen × n-Matrix über dem KörperK. Die Summe der Elemente in einer Zeile vonA sei für jede
Zeile gleichλ ∈ K. Dann istλ ein Eigenwert vonA mit dem Eigenvektort(1, 1, . . . , 1) ∈ Kn. Sind die
Spaltensummen vonA alle gleichλ, so istλ ebenfalls ein Eigenwert vonA .

Beweis:Offenbar istA t(1, 1, . . . , 1) = t(λ, λ, . . . , λ) = λ · t(1, 1, . . . , 1) , d.h.λ ist Eigenwert vonA. Sind
die Spaltensummen vonA alle gleichλ, so gilt dies auch für die Zeilensummen vontA, d.h. tA besitzt den
Eigenwertλ. Nach Satz 11.A.16 haben aberA und tA dieselben Eigenwerte. (Ein zugehöriger Eigenvektor
lässt sich dann aber im Allgemeinen nicht so einfach angeben. Das Problem tritt auf bei der Diskussion der
stationären Zustände stochastischer Matrizen, vgl. Abschnitt 18.C.) •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 36, p. 311 (1.10.2011) :

Seienf undg Operatoren auf demK-VektorraumV . Ist fg odergf algebraisch, so sindfg undgf beide
algebraisch, und die Minimalpolynome vonfg undgf stimmen überein oder unterscheiden sich um den
FaktorX. Ist zusätzlichf oderg invertierbar, so istµfg = µgf . Man gebe Operatorenf undg aufK2 an,
für dieµfg 6= µgf ist.

Beweis: Es istg(fg)if = g(fg) · · · (fg)f = (gf ) · · · (gf ) = (gf )i+1 für alle i ≥0. Aus 0= µfg(fg) =
m∑

i=0
ai(fg)i folgt also 0= gµfg(fg)f = g

m∑
i=0

ai(fg)if =
m∑

i=0
ai(gf )i+1 = (gf )µfg(gf ) . Mit fg ist daher

auchgf algebraisch, undµgf ist ein Teiler vonXµfg, alsopµfg = Xµfg für ein Polynomp. Analog gibt
es ein Polynom̃p mit p̃ µgf = Xµgf . Es folgtX2µfg = p Xµgf = p p̃ µfg , alsoX2 = p p̃ . Dies ist
nur in den Fällenp = 1, d.h.µfg = Xµgf , p = X, d.h.τµfg = Xµgf , µfg = µgf undp = X2, d.h.
X2µfg = Xµgf , p = 1, Xµfg = µgf möglich.

Ist etwaf ein Isomorphismus, so folgt ausµfg(fg) = 0 bereits

0 = µfg(fg) f =
m∑

i=0
ai(fg)if =

m∑
i=0

aif (gf )i = f µfg(gf ) .

Daf injektiv ist, muss dann aber bereitsµfg(gf ) = 0 sein, d.h.µgf ist ein Teiler vonµfg. Ferner folgt aus
µgf (gf ) = 0 bereits

0 = f µgf (gf ) = f
m∑

i=0
a′

i(gf )i =
m∑

i=0
a′

i(fg)if = µgf (fg)f .

Da f surjektiv ist, muss dann aber bereitsµgf (fg) = 0 sein, d.h.µfg ist ein Teiler vonµgf . Da die
normierten Polynomeµfg undµgf sich also gegenseitig teilen, müssen sie gleich sein.

Betrachten wir etwa die Endomorphismenf undg vonK2, die bzgl. der Standardbasen durch die Matrizen(
0 1
0 0

)
bzw.

(
0 0
0 1

)
beschrieben werden, so werdenf ◦ g durchA :=

(
0 1
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)

undg ◦ f durch

(
0 0
0 1

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
beschrieben. Es folgtµfg = µA = X2 (wegenA 6= 0, aber

A2= 0) undµgf = X. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 37, p. 311 (1.10.2011) :

Seienf undg Operatoren auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV . Dann istχfg = χgf .

Beweis: SeienA bzw.B die Matrizen vonf bzw.g bzgl. einer Basisv1, . . . , vn von V . Dann istAB die
Matrix von f ◦ g. Wir behandeln zunächst den Spezialfall der Aussage, dassf ein Automorphismus ist.
Dann istA invertierbar, und die Produktformel 9.D.5 liefert

χfg = Det(XEn − AB) = Det(XAA−1 − ABAA−1) = Det
(
A(XEn − BA)A−1

)
=

= (DetA) Det(XEn − BA) (DetA−1) = Det(XEn − BA) = χgf .

Nach 5.F,Aufg. 26 istf = ph mit einemAutomorphismush und einer Projektionp. Gilt die Behauptung für
p, so folgt aber mit dem bereits Bewiesenen (aufh angewandt)χfg = χ(ph)g = χp(hg) = χ(hg)p = χh(gp) =

χ(gp)h = χg(ph) = χgf .

Es noch zu zeigen, dass die Aussage gilt, wennf eine Projektionp ist. p wird nach 8.A, Aufg. 9a) in
einer geeigneten Basis vonV durch eine Diagonalmatrix der Form Diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) mit r = Rangp
Einsen und dannn−r Nullen in der Hauptdiagonalen dargestellt. IstC die Matrix vong bzgl. dieser Basis, so
geht diep ◦ g beschreibende Matrix Diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) C ausC hervor, indem die letztenn−r Zeilen
von C durch Nullen ersetzt werden, und dieg ◦ p beschreibende MatrixC Diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0), indem
die letztenn−r Spalten vonC durch Nullen ersetzt werden. Der Blockmatrizensatz 9.D.4 liefert nun, dass
die zugehörigen charakteristischen Polynome übereinstimmen. •

Beweisvariante:Es hätte genügt, nur den Spezialfall zu beweisen, dassf bzw.A invertierbar ist. Sind dann
A, B ∈ Mn(K) und istZ eine Unbestimmte, so ist die Determinante der MatrixZEn + A ein Polynom
vom Gradn in Z, also sicherlich6= 0. Diese Matrix ist daher invertierbar als Matrix mit Koeffizienten im
KörperK(Z) der rationalen Funktionen überK, und folglich gilt die Gleichungχ(ZEn+A)B = χB(ZEn+A)

in K[Z][X] ⊆ K(Z)[X]. Setzt man darin 0 fürZ ein, so erhält manχAB = χBA . •
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Abschnitt 11.A, Aufg. 38, p. 311 (1.10.2011) :

SeienA ∈ Mm,n(K) undB ∈ Mn,m(K) , m ≥ n. Dann giltχAB = Xm−nχBA .

Beweis: Wir füllen A undB durch Nullen zu quadratischenm×m-Matrizen auf und erhalten diem×m-
Blockmatrizen

(
A 0

) (B
0

)
= AB und

(
B
0

) (
A 0

)
=

(
BA 0
0 0

)
.

Das charakteristische PolynomeχAB vonAB ist also gleich dem von
(
A 0

) (B
0

)
und dann nach Aufg. 37

gleich dem charakteristischen Polynom von

(
B
0

) (
A 0

)
, also nach dem Blockmatrizensatz 9.D.4 gleich

Det

(
XEn − BA 0

0 XEm−n

)
= Xm−n Det(XEn − BA) = Xm−n χBA . •

Abschnitt 11.A, Aufg. 40, p. 312 (1.10.2011) :

Seienf ein Operator auf demK-VektorraumV undx ∈ V .

a) Vx :=
∑

m∈N
Kf m(x) ist der kleinstef -invariante Unterraum vonV , derx enthält.

b) Genau dann istVx endlichdimensional, wenn es ein normiertes PolynomF ∈ K[X] gibt mit F(f )(x) = 0.
Ist in diesem Fallαx das normierte Polynom kleinsten Grades mit dieser Eigenschaft, so istαx das Minimal-
polynom und charakteristische Polynom vonf |Vx . (Man nenntαx den A n n u l l a t o r vonx .)

c) Ist V endlichdimensional undx1, . . . , xr ein Erzeugendensystem vonV , so istµf = kgV (αx1, . . . , αxr
) .

(Es genügt für die letzte Gleichung vorauszusetzen, dassV =
∑r

ρ=1 Vxρ
ist.)

d) SeiV endlichdimensional. Genau dann istχf = µf , wennVx0 = V für ein x0 ∈ V gilt. (Ein solcher
Operator heißt ein z y k l i s c h e r O p e r a t o r . )

Beweis:a) Es istx = f 0(x) ∈ Vx . Für y ∈ Vx ist y =
r∑

i=1
aif

ni (x) mit a1, . . . , ar ∈ K und n1, . . . , nr ∈ N.

Es folgtf (y) =
r∑

i=1
f ni+1(x) ∈ Vx , d.h.Vx ist f -invariant. IstU ein weitererf -invarianter Unterraum von

V mit x ∈ U , so sieht man durch Induktion übern sofortf n(x) ∈ U . Daher istVx ⊆ U .

b) Ist Vx endlichdimensional, so gibt es ein Erzeugendensystem der Formf n1(x), . . . , f nr (x) von Vx . Ist

n>ni für alle i, so existieren alsoai ∈K mit f n(x) =
r∑

i=1
aif

mi (x). Dann istF(X) := Xn −
r∑

i=1
aiX

mi ein

normiertes Polynom mitF(f )(x) = 0. Gibt es umgekehrt ein solches PolynomF(X) = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k, so

folgt f n(x) =
n−1∑
k=0

(−ak)f
k(x) ∈

n−1∑
k=0

Kf k(x). Durch Induktion überm≥n folgt dannf m(x) ∈
n−1∑
k=0

Kf k(x).

Beim Schluss vonm aufm+1 istf m+1(x) = f
(
f m(x)

)
∈ f

( n−1∑
k=0

Kf k(x)
)

=
n−1∑
k=0

Kf k+1(x) =
n−1∑
k=0

Kf k(x)

wegenf n(x) ∈
n−1∑
k=0

Kf k(x).

Istαx das normierte Polynom kleinsten Grades mitαx(f )(x), so folgt auchαx(f )(f m(x)) = f m(αx(f )(x)) =

f m(0) = 0. Daher istαx(f )(x) das Minimalpolynom vonf |Vx . Der vorstehende Beweis zeigt Gradαx =

Min {n ∈ N | f n(x) ∈
n−1∑
k=0

Kf k(x)} = DimKVx = Gradχf |Vx
. Da χf |Vx

von αx geteilt wird und beide

Polynome normiert sind, folgtαx = χf |Vx
.

c) SeiW =
∑r

ρ=1 Vxρ
. Für x =

∑
ρ=1 xρ mit xρ ∈ Vxρ

gilt dannF(f )(xρ) = 0 für jedes VielfacheF
aller αρ und daher auch fürF = kgV (αx1, . . . , αxr

). Es folgt kgV(αx1, . . . , αxr
)(f )(x) = 0, d.h.µf teilt

kgV (αx1, . . . , αxr
). Ist umgekehrtF(f )|W = 0 für ein PolynomF , so folgtF(f |Vρ) = 0, d.h.F ist ein

Vielfaches eines jedenαρ und damit auch des kleinsten gemeinsamen Vielfachen derαρ . Insgesamt folgt
kgV (αx1, . . . , αxr

) = µf .
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d) IstV = Vx0, so giltχf = µf nach b).

Sei umgekehrtχf = µf = P
n1
1 · · · P nr

r mit paarweise verschiedenen normierten PrimpolynomenP1, . . . , Pr ,
die also teilerfremd sind. Nach Definition vonµf gibt es einyi ∈ V mit (P n1

1 · · · P
ni−1
i · · · P nr

r )(f )(yi) = 0 für
jedes i = 1, . . . , r. Setzen wirxi := (P

n1
1 · · · P

ni−1
i−1 P

ni+1
i+1 · · · P nr

r )(f )(yi), so gilt dann alsoP ni

i (f )(xi) = 0
undP

ni−1
i (f )(xi) 6= 0. Es folgtµf |Vxi

= P
ni

i . Für W := Vx1 + · · · + Vxr
erhält man mit b) und c) dann

µf |W = kgV(P
n1
1 , . . . , P nr

r ) = P
n1
1 · · · P nr

r = µf = χf . Daher ist DimW ≥ Gradµf |W = Gradχf =

Dim V und folglichW = V .

Sei nunx := x1+· · ·+xr . Setzen wirQi := P
n1
1 · · · P

ni−1
i−1 P

ni+1
i+1 · · · P nr

r für allei, so gilt ggT(Q1, . . . , Qr)= 1.
Nach Konstruktion vonQi gilt Qi(f )(xj ) = 0 für allej 6= i. Das Lemma 10.A.5 von Bezout (siehe dazu
auch die Zusatzaufgabe zu 10.A) zeigt, dass es PolynomeSi ∈ K[X] gibt mit S1Q1 +· · ·+SrQr = 1. Dann
folgt (SiQi)(f )(x) = (SiQi)(f )(xi) = idV (xi)−

∑
j 6=i(SjQj )(f )(xi) = xi . Daher enthält derf -invariante

UnterraumVx die UnterräumeVxi
, also auchV = W = Vx1 + · · · + Vxr

. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 41, p. 312 (1.10.2011) :

Seiλ ∈ K ein Eigenwert der Matrix(aij ) ∈ Mn (K) . Dann gilt |λ − aii | ≤
∑

j 6=i |aij | für wenigstens ein
i ∈ {1, . . . , n} und auch|λ − ajj | ≤

∑
i 6=j |aij | für wenigstens einj ∈ {1, . . . , n} . ( G e r s c h g o r i n )

Beweis:Angenommen, es sei|λ− ajj | >
n∑

i=1, i 6=j

|aij | für alle i. Wendet man 3.B, Aufg. 26 an, so sieht man,

dass die Zeilen(a11, . . . , a1n) , . . . , (a11, . . . , a1n) der MatrixλEn − (aij ) eine Basis vonKn bilden. Ihre
Determinanteχ(aij )(λ) ist also6=0 im Widerspruch dazu, dassλ ein Eigenwert von(aij ) ist.

Die erste der beiden angegebenen Bedingungen liefert die zweite für die transponierte Matrixt (aij ), die nach
Satz 11.A.16 aber dieselben Eigenwerte wie(aij ) besitzt. •

Bemerkung: Eine entsprechende Aussage, wenn man die Rolle von Zeilen und Spalten der Matrix(aij )

vertauscht.

Abschnitt 11.A, Aufg. 42, p. 312 (1.10.2011) :

Seienf ein Operator auf einem endlichdimensionalenK-Vektorraum undF ∈ K[X] ein Polynom. Genau
dann istF(f ) invertierbar, wennF und µf (oder auchF und χf ) teilerfremd sind. Eine entsprechende
Aussage gilt für quadratische Matrizen überK mit endlich vielen Zeilen.

Beweis:SindF undµf teilerfremd, so gibt es nach dem Lemma von BezoutS, T ∈ K[X] mit SF +T µf = 1,
also wegenµf (f ) = 0 mit S(f ) F (f ) = idV , undF(f ) besitzt die UmkehrabbildungS(f ).

Haben umgekehrtF undµf einen nicht konstanten gemeinsamen TeilerQ mit F = RQ undµf = SQ,
R, S ∈ K[X], so ist GradS < Gradµf , alsoS(f ) 6= 0. AusQ(f ) S(f ) = µf (f ) = 0 folgt dann, dass
Q(f ) nicht injektiv ist. Dann kann aber auchF(f ) = R(f ) Q(f ) nicht injektiv sein. •

Abschnitt 11.A, Aufg. 43, p. 312 (1.11.2011) :

SeiV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum der Dimensionn .

a) Seienf und g invertierbare Operatoren aufV . Genau dann sind alle Operatorenλf − µg , (λ, µ) ∈

K2 −{(0, 0)} , invertierbar, wenn das charakteristische Polynomχf −1g vonf −1g keine Nullstelle, d.h.f −1g

keinen Eigenwert besitzt.

b) Sei8 : V × V → V bilinear. IstK algebraisch abgeschlossen undn ≥ 2, so besitzt8 Nullteiler, d.h. es
gibt x, y ∈ V mit x 6= 0 6= y und8(x, y) = 0. IstK = R undn ungerade und≥ 3, so besitzt8 Nullteiler.

Beweis: a) Daf invertierbar ist, istλf + µg bei µ = 0 genau dann invertierbar, wennλ 6= 0 ist. Sei also
µ 6= 0. Dann istλf −µg genau dann invertierbar, wenn dies fürλf −µg = µf (λµ−1 id −f −1g) gilt. Daµf

nach Voraussetzung invertierbar ist, ist dies genau dann der Fall, wenn Det(λµ−1 id −f −1g) = χ
f −1g

(λµ−1)

nicht 0 ist, d.h. wennλµ−1 kein Eigenwert vonf −1g ist. Für alle(λ, µ) ∈ K2 −{(0, 0)} ist dies genau dann
der Fall, wennf −1g überhaupt keine Eigenwerte besitzt.

b) Wegenn ≥ 2 können wir linear unabhängige Vektorenx1, x2 ∈ V wählen. Dann sindx1, x2 6= 0.
Dazu betrachten wir die linearen Operatorenfx1 : V → V undfx2 : V → V mit fx1(y) := 8(x1, y) und
fx2(y) := 8(x2, y) für alle y ∈ V . Gibt es keiny 6= 0 mit 8(x1, y) = 0 oder mit8(x2, y) = 0, so
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sind fx1 und fx2 injektiv, also auch invertierbar. WennK algebraisch abgeschlossen ist, so besitzt das
charakteristische Polynom vonf −1

x1
fx2 sicher eine Nullstelle inK. Das Gleiche gilt, wennK = R undn

ungerade ist, da dann das charakteristische Polynom vonf −1
x1

fx2 als Polynom ungeraden Grades überR nach
dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle besitzt, vgl. Band 1, Satz 11.A.6. In beiden Fällen existiert also ein
Eigenwert vonf −1

x1
fx2. Nach a) gibt es somit(λ, µ) ∈ K2−{(0, 0)} , für dieλfx1−µfx2 nicht invertierbar, also

auch nicht injektiv ist. Daher gibt es einy 6= 0 in V mit 0 = (λfx1 − µfx2)(y) = λ8(x1, y) − µ8(x2, y) =

8(λx1−µx2 , y) . Es ist somit8(x, y) = 0 fürx := λx1−µx2. Dabei istx 6= 0, dax1, x2 linear unabhängig
sind undλ, µ nicht beide gleich 0.

•

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe, p. 313 (1.10.2011) :

V sei ein endlichdimensionalerK-Vektorraum, undE sei affiner Raum überK. f : E → E sei eine affine
Abbildung. Ist 1 Eigenwert des linearen Anteilsf0 : V → V von f , so besitztf keinen Fixpunkt oder
mindestens zwei verschiedene Fixpunkte. Ist umgekehrt 1 kein Eigenwert vonf0, so besitztf genau einen
Fixpunkt.

Beweis: Ist 1 Eigenwert vonf0, so ist die Abbildung idV −f0 nicht injektiv und wegen DimKV < ∞ auch

nicht surjektiv. Zu einemP ∈ E gibt es also bei
−−−−→
P f (P ) ∈ Bild (idV −f0) mindestens zwei verschiedene

x, y ∈ V mit (idV −f0)(x) =
−−−−→
P f (P ), d.h. mitx −

−−−−→
P f (P ) = f=(x) und folglich

f (x + P) = f0(x) + f (P ) = x −
−−−−→
P f (P ) + f (P ) = x +

−−−−→
f (P ) P + f (P ) = x + P

sowie mit (idV −f0)(y) =
−−−−→
P f (P ), d.h. mit f (y + P) = y + P . Dann sindx + P und y + P zwei

verschiedene Fixpunkte vonf .

Besitztf andererseits einen Fixpunktx+P , x ∈ V , so gilt

x+P = f (x + P) = f0(x) + f (P ) = f0(x) +
−−−−→
P f (P ) + P

alsox = f0(x) +
−−−−→
P f (P ) . Dann ist

−−−−→
P f (P ) = x − f0(x) = (idV −f0) ∈ Bild (idV −f0).

Ist schließlich 1 kein Eigenwert vonf0, so ist die Abbildung idV −f0 injektiv und wegen DimKV < ∞ auch

surjektiv. Fixieren wir wiederP ∈ V , so gibt es also zu
−−−−→
P f (P ) genau einx ∈ V mit (idV −f0)(x) =

−−−−→
P f (P ),

d.h. mit f (x + P) = f0(x) + f (P ) = x −
−−−−→
P f (P ) + f (P ) = x +

−−−−→
f (P ) P + f (P ) = x + P , undx + P

ist der einzige Fixpunkt vonf .

(Zu dieser Aufgabe vergleiche auch 7.A, Aufg. 10.) •
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Abschnitt 11.B,Teil vonAufg. 1, p. 322 (1.10.2011) :

Man untersuche, ob die folgende MatrixA überQ diagonalisierbar sind. Ist dies der Fall, so gebe man
eine Basis aus Eigenvektoren an und eine invertierbare MatrixB, mit derBAB−1 eine Diagonalmatrix ist.
Außerdem gebe man dann die Spektralzerlegung vonA an:

(
1 2 2
0 −1 1
0 0 2

)
.

Lösung: Das charakteristische Polynomχ
A

= Det(XE3− A) = (X− 1)(X+ 1)(X− 2) von A hat die
paarweise verschiedenen Nullstellen 1, −1, 2, zerfällt also in einfache Linearfaktoren. Daher istA nach
Korollar 11.B.6 diagonalisierbar.

Die Eigenräume zu diesen Eigenwerten berechnen sich als Lösungsmengen der drei Gleichungssysteme
(

0 2 2
0 −2 1
0 0 3

)(
x1

x2

x3

)
= 0 bzw.

(
2 2 2
0 0 1
0 0 3

)(
x1

x2

x3

)
= 0 bzw.

(
−1 2 2

0 −3 1
0 0 0

)(
x1

x2

x3

)
= 0 ,

sind also gleichR t(1, 0, 0) bzw.R t(−1, 1, 0) bzw.R t(8, 1, 3) . Wir schreiben nun die zugehörige Basis aus
Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnenB als deren Inverses:

B−1 =

(
1 −1 8
0 1 1
0 0 3

)
, also B =

( 1 1 −3
0 1 − 1

3
0 0 1

3

)
.

Mit der DiagonalmatrixD :=

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 2

)
gilt dannD = BAB−1, d.h.B−1DB = A.

D besitzt die SpektralzerlegungD = 1 · E11 + (−1) · E22 + 2 · E33 mit den MatrizenEij aus Abschnitt 8.A.
Die Spektralzerlegung vonA ist alsoA = B−1DB = 1 · B−1E11B + (−1) · B−1E22B + 2 · B−1E33B .
Durch Ausmultiplizieren erhält man als Spektraldarstellung vonA

(
1 2 2
0 −1 1
0 0 2

)
= 1 ·

(
1 1 −3
0 0 0
0 0 0

)
+ (−1) ·




0 −1 1
3

0 1 − 1
3

0 0 0


+ 2 ·




0 0 8
3

0 0 1
3

0 0 1


 . •

Abschnitt 11.B,Variante zuAufg. 1, p. 322 (1.10.2011) :

Man untersuche, ob die folgenden MatrizenA überQ diagonalisierbar sind. Ist dies der Fall, so gebe man
eine Basis aus Eigenvektoren an und eine invertierbare MatrixB, mit derBAB−1 eine Diagonalmatrix ist.
Außerdem geben man dann für jedesn∈ N (und bei invertierbaremA für jedesn∈ Z) die MatrixAn an:

(
3 0 −2

−8 −1 4
4 0 −3

)
,

(
5 −6 0
3 −4 0

−3 6 2

)
.

Lösung: Durch Entwickeln nach der zweiten Spalte berechnet man für die erste Matrix das charakteristische
Polynom

χA = Det(XE3−A) = Det

(
X−3 0 2

8 X+1 −4
−4 0 X+3

)
= (X+1) Det

(
X−3 2
−4 X+3

)
= (X+1)(X2−1)

= (X−1)(X+1)2 .

Es hat die Nullstellen 1 und−1. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist die Lösungsmenge des Gleichungs-
systems (

1−3 0 2
8 1+1 −4

−4 0 1+3

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h.

−2x1 +2x3 = 0
8x1+ 2x2 −4x3 = 0

−4x1 +4x3 = 0 .

Es folgtx1= x3 und dannx2= −2x3, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist gleichR t(1, −2, 1) .
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Der Eigenraum zum Eigenwert−1 ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems
(

−1−3 0 2
8 −1+1 −4

−4 0 −1+3

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h.

−4x1 + 2x3 = 0
8x1 − 4x3 = 0

−4x1 + 2x3 = 0 .

Daher istx2 beliebig undx3 = 2x1, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert−1 ist gleichR t(0, 1, 0)+R t(1, 0, 2) .

Für beide Eigenwerte stimmen also wegenαA(1) = 1 = γA(1) undαA(−1) = 2 = γA(−1) die algebraische
und die geometrische Multiplizität überein, d.h. die Matrix ist nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar.

Wir schreiben die erhaltene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnenB als
deren Inverses:

B−1 =

(
1 0 1

−2 1 0
1 0 2

)
, B =

(
2 0 −1
4 1 −2

−1 0 1

)
.

Es gilt dannBAB−1 = D :=

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
.

Daraus folgtA = B−1DB, also

An = (B−1DB)n = B−1DBB−1DB · · · B−1DB = B−1DnB =

=

(
1 0 1

−2 1 0
1 0 2

)(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)n ( 2 0 −1
4 1 −2

−1 0 1

)
=

(
2− (−1)n 0 −1+ (−1)n

−4+4(−1)n (−1)n 2−2(−1)n

2−2(−1)n 0 −1+2(−1)n

)
.

Durch Entwickeln nach der dritten Spalte oder mit Hilfe des Blockmatrizensatzes berechnet man das cha-
rakteristische Polynom der zweiten Matrix:

χA = Det(XE3−A) = Det

(
X−5 6 0
−3 X+4 0

3 −6 X−2

)
= (X−2) Det

(
X−5 6
−3 X+4

)
=

= (X−2)(X2−X−2) = (X−2)2(X+1) .

Es hat die Nullstellen 2 und−1. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist die Lösungsmenge des Gleichungs-
systems

(
2−5 6 0
−3 2+4 0

3 −6 2−2

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h.

−3x1+6x2 = 0
−3x1+6x2 = 0

3x1−6x2 = 0
.

Es folgt alsox1 = 2x2 , wohingegenx3 beliebig ist, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist der Raum
R t(2, 1, 0) + R t(0, 0, 1) .

Der Eigenraum zum Eigenwert−1 ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems
(

−1−5 6 0
−3 −1+4 0

3 −6 −1−2

)(
x1

x2

x3

)
= 0 , d.h.

−6x1 + 6x2 = 0
−3x1 + 3x2 = 0

3x1 − 6x2 − 3x3 = 0
.

Es folgtx1= x2= −x3, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert−1 ist gleichR t(−1, −1, 1) .

Für beide Eigenwerte stimmen also wegenαA(2) = 2 = γA(2) undαA(−1) = 1 = γA(−1) die algebraische
und die geometrische Multiplizität überein, d.h. die Matrix ist nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar.

Wir schreiben nun die zugehörige Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnenB
als deren Inverses:

B−1 =

(
2 0 −1
1 0 −1
0 1 1

)
, B =

(
1 −1 0

−1 2 1
1 −2 0

)
.
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Es gilt dannBAB−1 = D :=

(
2 0 0
0 2 0
0 0 −1

)
. Es folgtA = B−1DB, also

An = (B−1DB)n = B−1DBB−1DB · · · B−1DB = B−1DnB =

=

(
2 0 −1
1 0 −1
0 1 1

)(
2n 0 0
0 2n 0
0 0 (−1)n

)(
1 −1 0

−1 2 1
1 −2 0

)
=

(
2n+1− (−1)n −2n+1+2(−1)n 0
2n− (−1)n −2n+2(−1)n 0

−2n+ (−1)n 2n+1−2(−1)n 2n

)
.•

Abschnitt 11.B,Teil vonAufg. 2, p. 322 (1.10.2011) :

Man untersuche, ob die folgenden MatrizenA überQ bzw. überR trigonalisierbar sind. Ist dies der Fall. so
gebe man eine Basis an, bzgl. der die Matrix des durchA beschriebenen Operators eine obere Dreiecksmatrix
ist, sowie eine invertierbare MatrixB, mit derBAB−1 eine obere Dreiecksmatrix ist:




0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1


 ;




10 20 −2 −10
−3 −6 1 − 1

9 14 −4 − 4
3 6 0 − 8


 .

Lösung: Indem man zunächst die letzte Spalte zur ersten und dritten addiert sowie von der zweiten ab-
zieht, dann die dritte Zeile von der vierten subtrahiert, als Nächstes nach der dritten Spalte entwickelt und
schließlich das(−1)-fache der ersten Zeile sowie die zweite Zeile zur dritten Zeile addiert, berechnet man
das charakteristische Polynom der ersten Matrix:

χ
A

:=

∣∣∣∣∣∣∣

X −1 1 −1
1 X − 2 1 −1
1 −1 X − 1 0
1 −1 0 X − 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

X − 1 0 0 −1
0 X − 1 0 −1
1 −1 X − 1 0
X −X X − 1 X − 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣

X − 1 0 0 −1
0 X − 1 0 −1
1 −1 X − 1 0

X − 1 −(X − 1) 0 X − 1

∣∣∣∣∣∣∣
= (X − 1)

∣∣∣∣∣
X − 1 0 −1

0 X − 1 −1
X − 1 −(X − 1) X − 1

∣∣∣∣∣

= (X − 1)

∣∣∣∣∣
X − 1 0 −1

0 X − 1 −1
0 0 X − 1

∣∣∣∣∣ = (X − 1)4 .

Da das charakteristische PolynomvonA in Linearfaktoren zerfällt, istA nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar über
Q (und erst recht überR). Da das Minimalpolynom vonA dieselben Primteiler wie das charakteristische
Polynom hat und da das Minimalpolynom eines diagonalisierbaren Operators in paarweise verschieden
Linearfaktoren zerfällt, müssteµA = X−1 sein, wennA diagonalisierbar wäre. Dann wäre aber 0=

µA(A) = A−E4, d.h.A wäre die Einheitsmatrix. Daher istA nicht diagonalisierbar.

Für jeden der Eigenwerte vonA, also hier nur für 1, berechnen wir nun der Reihe nach die höheren Eigenräume
mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundene Basis vonU1 zu einer Basis von
U2 ergänzen, dann diese Basis vonU2 zu einer solchen vonU3 usw., bis die Folge stationär wird:

U1 := {x∈ Q4 | (1 · E4−A)x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 0 0
1 −1 0 0







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣

x1− x2+x3−x4 = 0
x1−x2 +x3−x4 = 0
x1− x2 = 0
x1− x2 = 0

}
= Q




1
1
0
0


+ Q




0
0
1
1


 ,

U2 := {x∈ Q4 | (1 · E4−A)2x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
= Q4 .
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Ergänzt man die beiden Erzeugenden vonU1 durch t(1, 0, 0, 0) und t(0, 0, 1, 0) zu einer Basis vonU2 = Q4,
so bekommt man schon die Spalten einer möglichen MatrixB−1, berechnet darausB = (B−1)−1 und erhält

C = BAB−1=




0 1 0 0
0 0 0 1
1 −1 0 0
0 0 1 −1







0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1







1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1
0 1 0 0


 =




1 0 −1 −1
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Indem man im ersten Schritt das(−1)-fache der ersten und das 1-fache der dritten Zeile zur letzten addiert und
in der vierten Zeile(X+2) ausklammert, danach das 1-fache der vierten Spalte zur ersten und das(−1)-fache
der vierten Spalte zur dritten addiert und den Blockmatrizensatz anwendet, bei der entstehenden 3×3-Matrix
das(− 1

2)-fache der zweiten und das 1-fache der dritten Spalte zur ersten addiert, wieder(X+2) ausklammert
(aus der ersten Spalte) und schließlich das1

2-fache der ersten Zeile zur zweiten und das(−1)-fache der ersten
Zeile zur dritten addiert und den Blockmatrizensatz anwendet, sieht man für das vharakteristische Polynom
der zweiten Matrix:

χA(X) = Det




X−10 −20 2 10
3 X+6 −1 1

−9 −14 X+4 4
−3 −6 0 X+8


 = Det




X−10 −20 2 10
3 X+6 −1 1

−9 −14 X+4 4
−X−2 0 X+2 X+2


 =

= (X+2) Det




X−10 −20 2 10
3 X+6 −1 1

−9 −14 X+4 4
−1 0 1 1


 = (X+2) Det




X −20 −8 10
4 X+6 −2 1

−5 −14 X 4
0 0 0 1


 =

= (X+2) Det

(
X −20 −8
4 X+6 −2

−5 −14 X

)
= (X+2) Det

(
X+2 −20 −8

− 1
2X−1 X+6 −2
X+2 −14 X

)
=

= (X+2)2 Det

(
1 −20 −8

− 1
2 X+6 −2
1 −14 X

)
= (X+2)2 Det

(
1 −20 −8
0 X−4 −6
0 6 X+8

)
=

= (X+2)2
(
(X−4)(X+8) + 36

)
= (X+2)4 .

Für jeden der Eigenwerte vonA, also hier nur für−2, berechnen wir nun der Reihe nach die höheren
Eigenräume mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundene Basis vonU1 zu
einer Basis vonU2 ergänzen, dann diese Basis vonU2 zu einer solchen vonU3 usw.:

U1 := {x∈ Q4 | (−2E4 − A)x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




−12 −20 2 10
3 4 −1 1

−9 −14 2 4
−3 −6 0 6







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣

−12x1− 20x2+2x3+10x4 = 0
3x1+ 4x2 − x3 + x4 = 0

−9x1− 14x2 + 2x3 + 4x4 = 0
−3x1− 6x2 + 6x4 = 0

}
= Q




2
−1

2
0


+ Q




0
1
5
1


 ,

U2 := {x∈ Q4 | (−2E4 − A)2x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




36 72 0 −72
−18 −36 0 36

36 72 0 −72
0 0 0 0







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣
36x1+ 72x2−72x4 = 0

−18x1− 36x2+ 36x4 = 0
36x1+ 72x2−72x4 = 0

}
= Q




2
−1

2
0


+ Q




0
1
5
1


+ Q




0
0
1
0


 .

Schließlich berechnet man(−2E4 − A)3 = 0, d.h. es istU3 := {x ∈ Q4 | (−2E4 − A)3x = 0} = Q4, und
wir ergänzen die gefundene Basis vonU2 etwa durch den Standardbasisvektore4 zu einer Basis vonU3. Wir
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schreiben die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnen mit dem üblichen
Verfahren die dazu inverse MatrixB:

B−1 :=




2 0 0 0
−1 1 0 0

2 5 1 0
0 1 0 1


 , B =




1
2 0 0 0
1
2 1 0 0

− 7
2 −5 1 0

− 1
2 −1 0 1


 .

Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist dannC = BAB−1 =



1
2 0 0 0
1
2 1 0 0

− 7
2 −5 1 0

− 1
2 −1 0 1







10 20 −2 −10
−3 −6 1 −1

9 14 −4 −4
3 6 0 −8







2 0 0 0
−1 1 0 0

2 5 1 0
0 1 0 1


 =




−2 0 −1 −5
0 −2 0 −6
0 0 −2 36
0 0 0 −2


 . •

Abschnitt 11.B,Variante zuAufg. 2, p. 322 (1.10.2011) :

Man gebe zu den folgenden MatrizenA eine invertierbare MatrixB an derart, dassBAB−1 eine obere
Dreiecksmatrix ist: 


5 −2 0 0
8 −3 0 0
2 −1 2 −1

−2 1 1 0


 ,




0 1 −3 −3
−4 4 −4 −4

0 0 1 −1
0 0 1 3


 .

Lösung: Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes (für untere Dreiecksmatrizen) berechnen wir das charakteristi-
sche Polynom der ersten Matrix:

χA(X) = Det




X−5 2 0 0
−8 X+3 0 0
−2 1 X−2 1

2 −1 −1 X


 = Det

(
X−5 2
−8 X+3

)
Det

(
X−2 1
−1 X

)
=

=
(
(X−5)(X+3) + 16

)(
(X−2)X + 1)

)
= (X−1)4 .

Für jeden der Eigenwerteλ von A, also hier nur fürλ = 1, berechnen wir nun der Reihe nach die Kerne
U1, U2, . . . vonλE4−A = E4−A , (λE4−A)2 = (E4−A)2, . . . mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsver-
fahrens, wobei wir die gefundene Basis vonU1 zu einer Basis vonU2 ergänzen, dann diese Basis vonU2 zu
einer solchen vonU3 usw.:

U1 := {x∈ Q4 | (E4−A)x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




−4 2 0 0
−8 4 0 0
−2 1 −1 1

2 −1 −1 1







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣

−4x1+2x2 = 0
−8x1+4x2 = 0
−2x1+ x2− x3+x4 = 0

2x1− x2− x3+x4 = 0

}
= Q




1
2
0
0


+ Q




0
0
1
1


 ,

U2 := {x∈ Q4 | (E4−A)2x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




0 0 0 0
0 0 0 0
4 −2 0 0
4 −2 0 0







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣4x1− 2x2 = 0 , x3, x4∈ Q beliebig

}
= Q




1
2
0
0


+ Q




0
0
1
1


+ Q




0
0
1
0


 .

Schließlich berechnet man(E4−A)3= 0, d.h. es istU3 := {x ∈ Q4 | (E4−A)3x = 0} = Q4, und wir ergänzen
die gefundene Basis vonU2 etwa durch den Standardbasisvektore1 zu einer Basis vonU3. Wir schreiben
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die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnen mit dem üblichen Verfahren die
dazu inverse MatrixB:

B−1 :=




1 0 0 1
2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 0


 , B =




0 1
2 0 0

0 0 0 1
0 0 1 −1
1 − 1

2 0 0


 .

Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist dann

C= BAB−1=




0 1
2 0 0

0 0 0 1
0 0 1 −1
1 − 1

2 0 0







5 −2 0 0
8 −3 0 0
2 −1 2 −1

−2 1 1 0







1 0 0 1
2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 0


 =




1 0 0 4
0 1 1 −2
0 0 1 4
0 0 0 1


.

Übrigens ist die MatrixA nicht diagonalisierbar, da die algebraische Multiplizität des Eigenwertes 1 gleich
4 ist, seine geometrische Multiplizität aber nur gleich 2.

Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes berechnen wir das charakteristische Polynom der zweiten Matrix:

χA(X) = Det




X −1 3 3
4 X−4 4 4
0 0 X−1 1
0 0 −1 X−3


 = Det

(
X −1
4 X−4

)
Det

(
X−1 1
−1 X−3

)
=

=
(
X(X−4) + 4

) (
(X−1)(X−3) + 1

)
= (X−2)4 .

Für jeden der Eigenwerteλ von A, also hier nur fürλ = 1, berechnen wir nun der Reihe nach die Kerne
U1, U2, . . . vonλE4−A = 2E4−A , (λE4−A)2 = (2E4−A)2, . . . mit Hilfe des Gaußschen Eliminations-
verfahrens, wobei wir die gefundene Basis vonU1 zu einer Basis vonU2 ergänzen, dann diese Basis vonU2

zu einer solchen vonU3 usw.:

U1 := {x∈ Q4 | (2E4−A)x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




2 −1 3 3
4 −2 4 4
0 0 1 1
0 0 −1 −1







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣

2x1− x2+3x3+3x4 = 0
4x1−2x2+4x3+4x4 = 0

x3+ x4 = 0
−x3− x4 = 0

}
= Q




1
2
0
0


+ Q




0
0

−1
1


 ,

U2 := {x∈ Q4 | (2E4−A)2x = 0} =

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣




0 0 2 2
0 0 4 4
0 0 0 0
0 0 0 0







x1

x2

x3

x4


 = 0

}
=

=

{
x =




x1

x2

x3

x4


∈ Q4

∣∣∣∣∣x3+ x4 = 0 , x3, x4∈ R beliebig

}
= Q




1
2
0
0


+ Q




0
0

−1
1


+ Q




1
0
0
0


 .

Schließlich berechnet man(2E4− A)3 = 0, d.h. es istU3 := {x ∈ Q4 | (2E4− A)3x = 0} = Q4, und wir
ergänzen die gefundene Basis vonU2 etwa durch den Standardbasisvektore3 zu einer Basis vonU3. Wir
schreiben die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnen mit dem üblichen
Verfahren die dazu inverse MatrixB:

B−1 :=




1 0 1 0
2 0 0 0
0 −1 0 1
0 1 0 0


 , B =




0 1
2 0 0

0 0 0 1
1 − 1

2 0 0
0 0 1 1


 .
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Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist dannC = BAB−1 =



0 1
2 0 0

0 0 0 1
1 − 1

2 0 0
0 0 1 1







0 1 −3 −3
−4 4 −4 −4

0 0 1 −1
0 0 1 3







1 0 1 0
2 0 0 0
0 −1 0 1
0 1 0 0


 =




2 0 −2 −2
0 2 0 1
0 0 2 1
0 0 0 2


 . •

Abschnitt 11.B,Variante zuAufg. 1 undAufg. 2, p. 322 (1.10.2011) :

Für die MatrizenA ∈ M2(R) bestimme man jeweils eine invertierbare MatrixB ∈ M2(R) derart, dass
BAB−1 eine Diagonalmatrix oder obere Dreiecksmatrix ist, und berechne damit die PotenzenAn, n ∈ N,
falls

a) A :=

(
3 −1
2 0

)
∈ M2(R), b) A :=

(
−3 2

2 0

)
, c) A :=

(
2 1

−1 0

)
.

Lösung: a) Wegenχ
A

=

∣∣∣∣
X−3 1
−2 X

∣∣∣∣ = X(X−3)+2 = (X−1)(X−2) hat A die Eigenwerte 1 und 2 mit

den Eigenräumen

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

1−3 1
−2 1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(1
2

)
zum Eigenwert 1 und

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

2−3 1
−2 2

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(1
1

)
zum Eigenwert 2. Insbesondere istA diagonalisierbar. Wir

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 :=

(
1 1
2 1

)
, berechnen

B =

(
−1 1

2 −1

)
als Inverses vonB−1 sowie D = BAB−1 =

(
−1 1

2 −1

)(
3 −1
2 0

)(
1 1
2 1

)
=

(
1 0
0 2

)
.

Es folgt A = B−1DB , also

An = (B−1DB)(B−1DB) · · · (B−1DB) = B−1DnB =

(
1 1
2 1

)(
1 0
0 2

)n (
−1 1

2 −1

)

=

(
1 1
2 1

)(
1 0
0 2n

)(
−1 1

2 −1

)
=

(
−1+2n+1 1−2n

−2+2n+1 2−2n

)
.

b) Wegenχ
A

=

∣∣∣∣
X+3 −2
−2 X

∣∣∣∣ = X(X+ 3)− 4 = (X−1)(X+ 4) hat A die Eigenwerte 1 und−4 mit den

Eigenräumen

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

1+3 −2
−2 1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(1
2

)
zum Eigenwert 1 und

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

−4+3 −2
−2 −4

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−2
1

)
zum Eigenwert−4. Insbesondere istA diagonalisierbar.

Wir schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 :=

(
1 −2
2 1

)
, berechnen

B =

( 1
5

2
5

− 2
5

1
5

)
als Inverses vonB−1 sowieD = BAB−1 =

( 1
5

2
5

− 2
5

1
5

)(
−3 2

2 0

)(
1 −2
2 1

)
=

(
1 0
0 −4

)
.

Es folgt A = B−1DB , also

An = (B−1DB)(B−1DB) · · · (B−1DB) = B−1DnB =

(
1 −2
2 1

)(
1 0
0 −4

)n ( 1
5

2
5

− 2
5

1
5

)

=

(
1 −2
2 1

)(
1 0
0 (−4)n

)( 1
5

2
5

− 2
5

1
5

)
=

( 1
5 + 4

5(−4)n 2
5 − 2

5(−4)n

2
5 − 2

5(−4)n 4
5 + 1

5(−4)n

)
.

c) Wegenχ
A

=

∣∣∣∣
X−2 −1

1 X

∣∣∣∣ = X(X− 2)+ 1 = (X−1)2 hat A nur den Eigenwert 1 mit dem Eigenraum
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

1−2 −1
1 1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1
1

)
. Wegen

(
−1 −1

1 1

)2

= 0 ergänzen wir
(
−1

1

)
, etwa durch
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(1
0

)
zu einer Basis vonR2 und bilden die MatrixB−1 :=

(
−1 1

1 0

)
, berechnenB =

(
0 1
1 1

)
als

Inverses vonB−1 sowie die TrigonalisierungC = BAB−1 =

(
0 1
1 1

)(
2 1

−1 0

)(
−1 1

1 0

)
=

(
1 −1
0 1

)
.

Mit

(
1 −1
0 1

)(
1 −n

0 1

)
=

(
1 −(n+1)

0 1

)
bekommt man sofortCn =

(
1 −n

0 1

)
durch Induktion übern.

Schließlich istA = B−1CB , also

An = (B−1CB) · · · (B−1CB) = B−1CnB =

(
−1 1

1 0

)(
1 −n

0 1

)(
0 1
1 1

)
=

(
n+1 n

−n 1−n

)
. •

Abschnitt 11.B,Teil vonAufg. 3, p. 323 (1.10.2011) :

Man untersuche, ob die folgenden beiden MatrizenA undB überQ jeweils simultan diagonalisierbar sind,
und gebe gegebenenfalls Basen aus gemeinsamen Eigenvektoren an:

A :=

(
−1 0 3
−12 12 4

9 0 5

)
, B :=

(
−1 0 1
−3 2 1

3 0 1

)
;

A :=

(
4 4 −4
0 2 0
2 4 −2

)
, B :=

(
−3 −4 4

4 5 −4
2 2 −1

)
.

Lösung: Im ersten Fall sind die beiden charakteristischen PolynomeχA = (X−12)(X+4)(X−8) undχB =

(X−2)2(X+2) . Die Eigenräume vonA sind VA(12) = Q(0, 1, 0) , VA(−4) = Q t(1, 1, −1) und VA(8) =

Q t(1, 0, 3) , und diejenigen vonB sindVB(2) = Q t(0, 1, 0) + Q t(1, 0, 3) undVB(−2) = Q t(1, 1, −1).
Die beiden Matrizen sind also nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar, da jeweils die algebraischen gleich den
geometrischen Multiplizitäten sind. Da außerdemAB = BA gilt, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan
diagonalisierbar. Offenbar ist bereitst(0, 1, 0) , t(1, 1, −1) , t(1, 0, 3) eine Basis vonQ3 aus simultanen
Eigenvekoren vonA undB.

Im zweiten Fall sind die beiden charakteristischen Polynome

χ
A

=

∣∣∣∣∣
X−4 −4 4

0 X−2 0
−2 −4 X+2

∣∣∣∣∣ = (X−2)
(
(X−4)(X+2) + 8

)
= (X−2)2X ,

χ
B

=

∣∣∣∣∣
X+3 4 −4
−4 X−5 4
−2 −2 X+1

∣∣∣∣∣ = (X+3)(X−5)(X+1) − 32− 32− 8(X−5) + 8(X+3) + 16(X+1) =

= (X−1)2(X+1) .

Die zugehörigen Eigenräume sindVA(2) = Q t(0, 1, 1) + Q t(2, −1, 0) und VA(0) = Q t(1, 0, 1) sowie
VB(−1) = Q t(2, −2, −1) und VB(1) = Q t(1, −1, 0) + Q t(1, 0, 1) . Die beiden Matrizen sind also nach
Satz 11.B.5 diagonalisierbar, da jeweils die algebraischen gleich den geometrischen Multiplizitäten sind. Da
außerdemAB = BA gilt, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan diagonalisierbar. Es istVA(0) ∩ VB(1) =

Q t(1, 0, 1) , VA(2)∩VB(1) = Q t(0, 1, 1) und VA(2)∩VB(−1) = Q t(2, −2, −1). Man erhält so die Basis
t(1, 0, 1) , t(0, 1, 1) , t(2, −2, −1) vonQ3 aus simultanen Eigenvektoren vonA undB. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 4, p. 323 (1.10.2011) :

Ein Operatorf : V → V auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV ist genau dann trigonalisierbar,
wenn in jedem von 0 verschiedenenf -invarianten Unterraum vonV ein Eigenvektor vonf liegt.

Beweis:Seif trigonalisierbar undW ⊆ U einf -invarianter Unterraum vonV . Dann zerfällt das Minmal-
polynomµf nach Satz 11.B.9 in Linearfaktoren. Nach Satz 11.A.8 (2) istµf |W ein Teiler vonµf , zerfällt
also ebenfalls in Linearfaktoren, d.h.f |W ist wieder nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar.

Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir Induktion übern := DimKV . Liegt in jedemf -invarianten
Unterraum vonV ein Eigenvektor vonf , so besitztf zumindest in ganzV einen Eigenvektor und dazu
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einen Eigenwert. Nach Satz 11.A.16 gilt dies dann auch für den dualen Operatorf ∗, woraus mit Lemma
11.A.25 folgt, dass es einef -invariante HyperebeneH von V gibt. Da in jedemf -invarianten Unterraum
vonV erst recht ein Eigenvektor vonf liegt, istf |H nach Induktionsvoraussetzung trigonalisierbar, d.h. es
gibt eine Fahne 0= V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 = H f -invarianter Unterräume vonH . Diese setzt sich zu
einerf -invarianten Fahne 0= V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V fort, d.h.f ist trigonalisierbar. •

Bemerkung: Man hätte diese Umkehrung auch so beweisen können: Wegen Satz 11.B.9 ist nur zu zeigen,
dass jeder normierte PrimfaktorP von µf ein Linearfaktor ist. Nach Satz 11.A.12 gibt es aber einenf -
invarianten UnterraumU von V mit χf |U = P . Dieser enthält nach Voraussetzung einen Eigenvektor zu
einem Eigenwertλ, d.h.λ ist Nullstelle vonP und somitX− λ ein Teiler vonP . DaP ein Primpolynom
ist, folgt P = X−λ.

Abschnitt 11.B, Aufg. 5, p. 323 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein Operator auf demK-VektorraumV .

a) Genau dann istf eine Projektion, wennf diagonalisierbar ist mit Spekf ⊆ {0, 1} .

b) Sei 2· 1K 6= 0 . Genau dann istf eine Involution, wennf diagonalisierbar ist mit Spekf ⊆ {−1, 1} .

Beweis: a) Nach Aufg. 7a) istf genau dann eine Projektion, wenn das Minimalpolynom vonf ein Teiler
von X(X−1) ist, d.h. wenn es gleichX, X−1 oderX(X−1) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es in
paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfällt und höchstens 0 und 1 als Nullstellen hat. Nach Satz 11.B.5
ist dies dazu äquivalent, dassf diagonalisierbar ist mit Spekf ⊆ {0, 1} .

b) Nach Aufg. 7a) istf genau dann eine Involution, wenn das Minimalpolynom vonf ein Teiler von
(X+1)(X−1) ist, d.h. wenn es gleichX+1,X−1 oder(X+1)(X−1) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
es in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfällt und höchstens−1 und 1 als Nullstellen hat. Nach Satz
11.B.5 ist dies dazu äquivalent, dassf diagonalisierbar ist mit Spekf ⊆ {−1, 1} . •

Abschnitt 11.B, Aufg. 6, p. 323 (1.10.2011) :

Für einen diagonalisierbaren Operatorf :V → V ist das Spektrum gleich der Menge der Eigenwerte.

Beweis: Jeder Eigenwert ist natürlich ein Spektralwert. Sei alsof : V → V diagonalisierbar; nach 11.B.2
gilt dannV =

∑
λ∈K Vf (λ) . Ferner seiµ ∈ K kein Eigenwert, d.h. die Abbildungµ idV −f sei injektiv.

Um nachzuweisen, dassµ kein Spektralwert ist, ist zu zeigen, dasµ idV −f auch surjektiv ist. Sei dazu
y ∈ V =

∑
λ∈K Vf (λ) . Dieses Element besitzt eine Darstellungy =

∑
λ∈K yλ mit yλ ∈ Vf (λ), d.h.

f (yλ) = λyλ, undyλ = 0 für fast alleλ, insbesondere fürλ = µ. Fürx :=
∑

λ∈K, λ6=µ(µ−λ)−1yλ folgt nun

(µ idV −f )(x) = (µ idV −f )
( ∑

λ∈K, λ6=µ

(µ−λ)−1yλ

)
=

∑
λ∈K, λ6=µ

(µ−λ)−1(µ idV −f )(yλ)

=
∑

λ∈K, λ6=µ

(µ−λ)−1(µyλ − λyλ) =
∑
λ∈K

yλ = y ,

d.h.λ idV −f ist auch surjektiv, alsoλ kein Spektralwert. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 7, p. 323 (1.10.2011) :

Sei f : V → V ein Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV . Genau dann istf diago-
nalisierbar bzw. trigonalisierbar, wenn der duale Operatorf ∗ : V ∗ → V ∗ die entsprechende Eigenschaft
hat.

Beweis: Nach Satz 11.B.5 bzw. Satz 11.B.9 istf genau dann diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar, wenn
das Minimalpolynomµf in einfache Linearfaktoren zerfällt bzw. in Linearfaktoren zerfällt. Da nach Satz
11.A.16µf = µf ∗ gilt, ist dies genau dann der Fall, wenn das Minimalpolynomµf ∗ die entsprechende
Eigenschaft hat, d.h. wennf ∗ diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar ist.
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Abschnitt 11.B, Aufg. 8, p. 323 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein Operator auf demK-VektorraumV . Die Elementex1, . . . , xn ∈ V seien Eigenvektoren
von f zu den paarweise verschiedenen Eigenwertenλ1, . . . , λn ∈ K. Ferner seiU der von denx1, . . . , xn

erzeugte (n-dimensionale) Unterraum. Dann istU f -invariant mitχf |U = µf |U =
∏n

j=1(X − λj ) .

Für x := x1 + · · · + xn (∈ U) ist x , f (x) , f 2(x) , . . . , f n−1(x) ebenfalls eine Basis vonU . Insbesondere
ist U der kleinstef -invariante Unterraum vonV , derx umfasst.

Beweis:Nach Lemma 11.B.2 sind die Vektorenx1, . . . , xn linear unabhängig. Dief j (x), j = 0, . . . , n−1,

sind dann wegenf j (x) =
n∑

i=1
f j (xi) =

n∑
i=1

λ
j

i xi nach Lemma 8.A.12 ebenfalls linear unabhängig, da die

Übergangsmatrix(λj

i ) nach 8.A, Aufg. 21 invertierbar ist. Letzteres folgt auch mit Korollar 9.C.10, da die
Vandermondesche Determinante Det(λ

j

i ) =
∏

0≤i<j≤n−1
(λj−λi), vgl. 9.D,Aufg. 19, nach Voraussetzung über

die λi nicht verschwindet. Wegen DimKV = n bilden dief j (x), j = 0, . . . , n−1, dann schon eine Basis
vonU . Der UnterraumU ist f -invariant, daf n(x) wegen Gradµf |U = n wieder inU enthalten ist. •

Bemerkung: Die Aussage ergibt sich auch aus dem Beweis von 11.A, Aufg. 40d) im SpezialfallVxi
= Kxi .

Abschnitt 11.B, Aufg. 10, p. 324 (1.10.2011) :

Ist f :V → V diagonalisierbar und nilpotent, so istf = 0.

Beweis:Wennf diagonalisierbar ist, so gibt es nach Definition 11.B.1 eine Basisvi , i ∈ I , aus Eigenvektoren
von f , also mitf (vi) = λivi mit einemλi ∈ K für alle i. Daf nilpotent ist, gibt es eink ∈ N mit f k = 0.
Es folgt 0= f k(vi) = f k−1(f (vi)) = f k−1(λivi) = λif

k−1(vi) = · · · = λk
i vi , alsoλi = 0, und folglich

f (vi) = λivi = 0 für allei, d.h.f = 0. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 11, p. 324 (1.10.2011) :

Ist f :V → V ein Operator mit Rangf = 1, so istf diagonalisierbar oder nilpotent (mitf 2 = 0) .

Beweis: Nach dem Rangsatz giltn := DimKV = DimK Kernf − Rangf , also DimK Kernf = n−1 bei

Rangf = 1. Ergänzt man eine Basisv1, . . . , vn−1 von Kernf durch einen Vektorvn mit f (vn) =
n∑

i=1
ainvi ,

aij ∈ K, zu einer Basis vonV , so wirdf in dieser Basis durch einen×n-Matrix beschrieben, deren ersten−1

Spalten 0 sind und deren letzte Spalte gleicht (a1n, . . . , ann) ist. Beiann = 0 gilt dannf (vn) =
n−1∑
i=1

ainvi ∈

Kernf , alsof 2 = 0, undf ist nilpotent. Beiann 6= 0 hatf das charakteristische PolynomXn−1(X− ann)

undann ist ein weiterer Eigenwert vonf , zu dem es einen Eigenvektorv′
n gibt. Dann istv1, . . . , vn−1, v

′
n

eine Basis vonV aus Eigenvektoren vonf , undf ist diagonalisierbar. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 12, p. 324 (1.10.2011) :

Ein Operatorf : V → V auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV 6= 0 ist genau dann nilpotent,
wennf trigonalisierbar ist mit Spekf = {0}.

Beweis: Wennf nilpotent ist, so gibt es eink ∈ N mit f k = 0. Dann ist das Minimalpolynomµf von f

ein Teiler vonXk, also von der FormXm mit einemm∈ N und zerfällt somit in Linearfaktoren. Nach Satz
11.B.9 istf dann trigonalisierbar. Außerdem hatf dann nur 0 als Eigenwert, da Eigenwerte Nullstellen des
Minimalpolynoms sind.

Ist umgekehrtf trigonalisierbar mit 0 als einzigem Eigenwert, so ist das charakteristische Polynomχ
f

nach
Satz 11.B.9 ein Produkt von Linearfaktoren, die alle gleichX sein müssen, da 0 die einzige Nullstelle von
χ

f
ist. Es folgtχ

f
= Xn mit n := Dim V und somitf n = 0 nach dem Satz von Cayley-Hamilton. •

Bemerkung: Ein direkter Beweis dieser Aufgabe wird in Beispiel 8.C.5 gegeben.
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Abschnitt 11.B, Aufg. 13, p. 324 (1.10.2011) :

SeiA eine reelle 2×2- oder 3×3-Matrix. IstA nicht trigonalisierbar überR, so istA überC diagonalisierbar.

Beweis:Sei zunächstA eine reelle 2×2-Matrix. Das charakteristische Polynomχ
A

vonA hat die Formχ
A

=

X2+ a1X− a0 mit den Koeffizientena0 := DetA , a1 := −SpA ∈ R und den Nullstellenλ1,2 = − 1
2a0 ±√

1
4a2

1−a0 ∈ C. WennA überR nicht trigonalisierbar ist, so zerfälltχ
A

überR nicht in Linearfaktoren, d.h.

mindestens eine der beiden Nullstellen liegt nicht inR. Dann muss1
4a2

1−a0 6= 0 sein und folglichλ1 6= λ2.
Nach Korollar 11.B.6 istA überC nun sogar diagonalisierbar.

Sei nunA eine reelle 3×3-Matrix. Das charakteristische Polynomχ
A

vonA ist χ
A

= X3+ a2X
2+ a1X− a0

mit den Koeffizientena0 := DetA , a1 := −SpA , a2 ∈ R. Nach Band 1, Satz 11.A.6 besitztχ
A

als Polynom
ungeraden Grades überR eine reelle Nullstelleλ1. Folglich teilt der LinearfaktorX−λ1 das Polynomχ

A
,

d.h. es gibt eine Darstellungχ
A

= (X−λ1)(X
2+b1X+b0) mit b0, b1∈ R, undχ

A
hat die weiteren komplexen

Nullstellen λ2,3 = − 1
2b0 ±

√
1
4b2

1−b0 . WennA überR nicht trigonalisierbar ist, so zerfälltχ
A

überR nicht

in Linearfaktoren, d.h. mindestens eine der beiden Nullstellen liegt nicht inR. Dann muss1
4b2

1−b0 6= 0 sein
und folglichλ2 6= λ3. Ferner gilt dannλ1 6= λ2 undλ1 6= λ3, wegenλ1 ∈ R undλ2, λ3 /∈ R. Daher zerfällt
χ

A
überC in paarweise teilerfremde Linearfaktoren, undA ist überC nach 11.B.6 diagonalisierbar. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 14, p. 324 (1.10.2011) :

Seienn ∈ N∗ undf :V → V ein Operator mitf n = idV auf dem endlichdimensionalenC-VektorraumV .
Dann istf diagonalisierbar. (Diese Aussage gilt nach 11.C.3 auch dann, wenn derC-VektorraumV nicht
endlichdimensional ist.)

Beweis: Wegenf n = idV ist das Minimalpolynomµf von f ein Teiler vonXn − 1. Die n komplexen
Nullstellenζ

j
n = e2π ij/n, j = 0, . . . , n−1, vonXn−1 sind paarweise verschieden. Dies gilt dann auch für

die Nullstellen vonµf , undf ist nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar. •

Abschnitt 11.B,Variante zuAufg. 14, p. 324 (1.10.2011) :

Seienn ∈ N∗ undf :V → V ein trigonalisierbarer Operator mitf 3 = idV auf dem endlichdimensionalen
R-VektorraumV . Dann istf = idV .

Beweis:Wegenf 3= idV wird f durch das PolynomX3−1 annulliert, d.h. das Minimalpolynomµf vonf

teilt X3−1 = (X−1)(X2+X+1). Ausx2+x+1 = (x− 1
2)2 + 3

4 > 0 für allex ∈ R folgt, dassX2+X+1
keine Nullstelle inR hat, also überR unzerlegbar ist. Da aberf trigonalisierbar ist, mussµf Produkt von
Linearfaktoren sein, und es folgtµf = X−1, alsof = idV . •

Abschnitt 11.B, Aufg. 15, p. 324 (1.10.2011) :

Eine endliche kommutative Untergruppe der Gruppe GLn(C) ist konjugiert zu einer Untergruppe der inver-
tierbaren Diagonalmatrizen. Allgemein ist jede kommutative Untergruppe von GLn(K) , deren Elemente
diagonalisierbar über dem KörperK sind, konjugiert zu einer Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
Diagonalmatrizen in GLn(K) .

Beweis: Istm die Ordnung der endlichen Untergruppe, so liefert der Kleine Fermatsche Satz 6.A.6Am = En

für alle ihre ElementeA. Sie sind daher nach Aufg. 14 überC diagonalisierbar. Da sie außerdem nach
Voraussetzung kommutieren, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan diagonalisierbar. Es gibt daher ein Matrix
B ∈ GLn(C) derart, dass alleBAB−1 Diagonalmatrizen sind, d.h. die Gruppe ist konjugiert zu einer
Gruppe von Diagonalmatrizen. – IstG ⊆ GLn(K) ein beliebige Untergruppe miteinander kommutierender
diagonalisierbarer Matrizen, so sind die Elemente vonG nach Bemerkung 11.B.16 simultan diagonalisierbar,
da sie alle imn2-dimensionalen Raum Mn(K) liegen. Daraus folgt die Behauptung wie oben. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 16, p. 324 (1.10.2011) :

Seif :V → V ein trigonalisierbarer Operator auf dem endlichdimensionalenK-VektorraumV . Dann sind
äquivalent:(1) f ist diagonalisierbar.(2) Für alleλ ∈ K ist Vf (λ) = Kern(λ id − f ) = Kern(λ id − f )2 .
(3) Jederf -invariante Unterraum vonV besitzt einf -invariantes Komplement.
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Beweis: (1) ⇒ (2) Es giltVf (λ) = Kern(λ id − f ) ⊆ Kern(λ id − f )2 . WäreVf (λ) = Kern(λ id − f ) 6=

Kern(λ id − f )2 , so hättef |Kern(λ id − f )2 das Minimalpolynom(X−λ)2 und wäre nach 11.A.8 (2) ein
Teiler vonµf . Dann könnte aberf nach Satz 11.B.5 nicht diagonalisierbar sein.

(2) ⇒ (1) Daf trigonalisierbar ist, zerfällt das Minimalpolynomµf in Linearfaktorenµf =
∏r

i=1(X−λi)
ki

mit λi 6= λj für i 6= j . Angenommen, es seikj ≥2. Dann liegt Bild
(
µF /(X−λj )

2
)
(f ) im Kern derAbbildung

(λj id−f )2, also nach Voraussetzung in Kern(λj id−f ) , und das Polynomµf /(X−λj ) würde auch schon
f annullieren. Widerspruch!

(1) ⇒ (3) SeiU einf -invarianter Unterraum vonV . Daf diagonalisierbar ist, zerfällt das Minimalpolynom
nach Satz 11.B.5 in einfache Linearfaktoren, was dann wegen 11.A.8 (2) auch fürf |U gilt, d.h. auchf |U

ist diagonalisierbar. Daher giltV =
∑⊕

λ∈K Vf (λ) und U =
∑⊕

λ∈K Vf |U (λ) , wobei jeweils nur endlich viele
der direkten Summanden6=0 sind. Ergänzt man nun für jedesλ eine Basis vonVf |U (λ) zu einer Basis von
Vf (λ), so erzeugen alle diese ergänzenden Vektoren zusammengenommen einen Unterraum vonV , der ein
Komplement vonU ist und außerdemf -invariant, da er von Eigenvektoren erzeugt wird.

(3) ⇒ (1) Wir konstruieren sukzessive linear unabhängige Eigenvektorenv1, . . . , vn, n := DimKV , von
f . Da f trigonalisierbar ist, zerfällt das Minimalpolynomµf in Linearfaktoren, besitzt also mindestens
einen Eigenvektorv1. Dann ist der UnterraumKv1 f -invariant, besitzt also nach (3) einf -invariantes
KomplementH . Da das Minimalpolynom vonf |H nach 11.A.8 (2) ein Teiler vonµf ist, zerfällt auchµf |H

in Linearfaktoren, d.h.f |H ist trigonalisierbar und es gibt einen Eigenvektorv2 ∈ H von f derart, dass
v1, v2 linear unabhängig sind. Hat man bereits linear unabhängige Eigenvektorenv1, . . . , vk vonf mit k<n

erhalten, so besitzt derf -invariante UnterraumKv1 + · · · + Kvk einf -invariantes KomplementH ′, f |H ′

ist ebenfalls trigonalisierbar und es gibt einen Eigenvektorvk+1 ∈ H ′ von f . Dann sind auchv1, . . . , vk+1

linear unabhängige Eigenvektoren vonf . Nachn Schritten stoppt das Verfahren und liefert eine Basis von
V aus Eigenvektoren vonf , d.h.f ist diagonalisierbar. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 18, p. 324 (1.10.2011) :

a) Jede MatrixA∈ M2(C) ist entweder diagonalisierbar oder ähnlich zu einer Matrix

(
λ 1
0 λ

)
mit λ∈ C.

b) Eine MatrixA∈ M2(R) ist genau dann trigonalisierbar, wenn(SpA)2 ≥ 4 DetA

Beweis: a) Seif : C2 → C2 der durchA bzgl. der Standardbasis beschriebene Operator. Es ist zu zeigen,
dassf entweder diagonalisierbar ist oder in einer geeigneten Basis vonC2 durch eine Matrix der angegebenen
Form beschrieben wird.

Das Minimalpolynomµ
f

zerfällt überC in höchstens zwei Linearfaktoren. Istµ
f

= X − λ oder ist
µ

f
= (X−λ1)(X−λ2) mit λ1 6= λ2, so istf nach Korollar 11.B.6 diagonalisierbar. Andernfalls istµ

f
von

der Formµ
f

= (X−λ)2. Dann gibt es einv2∈ C2 mit v2 /∈ Kern(f −λ id). Wegen(f −λ id)2 = 0 aufC2

ist aberv1 := (f −λ id)(v2) ∈ Kern(f −λ id) . Es folgtf (v2) = v1 + λv2 undf (v1) = λv1, d.h.f wird in
der Basisv1, v2 vonC2 durch die angegebene Matrix beschrieben.

b) Das charakteristische Polynomχ
A

von A hat die Formχ
A

= X2 + a1X+ a0 mit den Koeffizienten

a0 := DetA, a1 := −SpA ∈ R und den komplexen Nullstellenλ1,2 = − 1
2a1 ± 1

2

√
a2

1−4a0 . Genau dann
ist A in M2(R) nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar, wennχ

A
überR in Linearfaktoren zerfällt. Dies ist genau

dann der Fall, wennλ1,2 ∈ R sind, wenn also die Diskriminantea2
1 − 4a0 ≥ 0 ist. Dies bedeutet gerade

(SpA)2≥ 4DetA. •

Abschnitt 11.B, Aufg. 19, p. 324 (1.10.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) , n ∈ N∗, undλ ∈ K ein Eigenwert vonK mit dergeometrischenVielfachheitγA(λ) = 1
(was stets der Fall ist, wennαA(λ) = 1 ist) . Dann hat die Matrix Adj(λEn−A) den Rang 1, und jede von 0
verschiedene Spalte von Adj(λEn−A) erzeugt den 1-dimensionalen EigenraumVA(λ) .

Beweis:Die geometrische MultiplizitätγA ist die Dimension des KernsVA(λ) der Multiplikation mitλEn−A
aufKn. Ist sie gleich 1, so liefert der Rangsatz Rang(λEn−A) = n−1. Mit 9.A, Aufg. 6 sieht man dann,
dass Adj(λEn−A) den Rang 1 hat und jede von 0 verschiedene Spalte dieser MatrixVA(λ) erzeugt. •
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Abschnitt 11.B, Aufg. 23, p. 325 (1.10.2011) :
( C i r k u l a n t e n ) Eine MatrixA ∈ Mn(C) heißt eine C i r k u l a n t e , wenn sie die folgende Gestalt hat

A :=




a0 an−1 an−2 · · · a1

a1 a0 an−1 · · · a2

a2 a1 a0 · · · a3
...

...
...

. . .
...

an−1 an−2 an−3 · · · a0


 .

a) Ist Pn die Cirkulante

Pn :=




0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0




,

so ist
A = a0En + a1Pn + a2P

2
n + · · · + an−1P

n−1
n = F(Pn)

mit F = a0 + a1X + · · · + an−1X
n−1. Die Cirkulanten bilden eine Unteralgebra von Mn(C) der Dimension

n. Bezeichnetζn dien-te Einheitswurzel exp(2π i/n), so ist χPn
= µPn

= Xn − 1 =
n−1∏
k=0

(X − ζ k
n ) .

b) Die Matrix Pn ist diagonalisierbar mit den Eigenwertenζ k
n , k = 0, . . . , n−1. Der Eigenraum zuζ k

n wird
vonvk := t

(
ζ (n−1)k
n , ζ (n−2)k

n , · · · , ζ k
n , 1

)
, k= 0, . . . , n−1, erzeugt. (Man beachte die Änderung gegenüber

der Formulierung im Buch!)

c) Für die CirkulanteA ist χA =
n−1∏
k=0

(
X − F(ζ k

n )
)

, insbesondere DetA =
n−1∏
k=0

F(ζ k
n ); A ist diagonalisierbar,

und die Vektorenv0, . . . , vn−1 aus b) bilden eine Basis vonCn aus Eigenvektoren vonA.

Beweis: a) SeiPm
n = (a

(m)
ij ). Wir zeigen durch Induktion überm, dass gilt:aij = 1 für i ≡ j + m modn

und aij = 0 sonst. Im Fallm = 0 ist in der Tataij = δij , d.h.(a(0)
ij ) ist die EinheitsmatrixP0

n.

Beim Schluss vonm auf m+1 steht in deri-ten Zeile undk-ten Spalte des ProduktsPm+1
n = Pm

n P1
n die

Summe
∑n

j=1 a
(m)
ij a

(1)
ij , die nur 6= 0 ist, wenn es einj mit i = j + m und j = k+1 modn gibt, also bei

i = k+m+1 modn, und die dann auch nur aus dem Summanden für diesesj besteht, der gleich 1 ist. Dies
liefert die Induktionsbehauptung. Offenbar gilt dann

A :=




a0 an−1 an−2 · · · a1

a1 a0 an−1 · · · a2

a2 a1 a0 · · · a3
...

...
...

. . .
...

an−1 an−2 an−3 · · · a0


 =

n−1∑

m=0

amPm
n = F(Pn) .

Das charakteristische Polynom vonPn ist nach Beispiel 11.A.23 gleichχPn
(X) = Xn−1 =

n−1∏
k=0

(X − ζ k
n ) .

b) Da dien Einheitswurzelnζ k
n , k = 0, . . . , n−1, paarweise verschieden sind, bilden (beliebige) Eigen-

vektoren zu denζ k
n eine Basis vonCn, d.h. die Eigenräume sind alle 1-dimensional. In deri-ten Zeile des

SpaltenvektorsPnvk steht die Summe
n∑

j=1
a

(1)
ij ζ

(n−j)k
n , in der nur der Summand fürj = i−1 modn von 0

verschieden ist, und den Wertζ (n−i+1)k
n = ζ k

n ζ (n−i)k
n hat. Also ist der Spaltenvektorvk, in desseni-ter Zeile

die Einheitswurzelζ (n−i)k
n = ζ−ik

n steht, ein Eigenvektor vonPn zum Eigenwertζ k
n .

c) Mit Aufg. 17 folgert man sofort aus b), dass
n−1∏
k=0

(
X − F(ζ k

n )
)

das charakteristische PolynomχA von

A = F(Pn) ist. Insbesondere folgt(−1)n DetA = χA(0) = (−1)n
n−1∏
k=0

F(ζ k
n ) , also DetA =

n−1∏
k=0

F(ζ k
n ) .

Die n Vektoren aus b) bilden eine Basis vonCn aus Eigenvektoren, da sie als Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig sind. Insbesondere istA diagonalisierbar. •
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Abschnitt 11.C,Teil vonAufg. 5, p. 331 (1.10.2011) :

Man gebe die kanonischen Zerlegungen gemäß 11.C.7 und gegebenenfalls 11.C.8 für die folgenden überQ

trigonalisierbaren Matrizen an:
(

−2 −1 2
1 1 −1

−3 −1 3

)
;

(
4 2 8
3 2 7

−3 −1 −6

)
.

Lösung: Wir berechnen zunächst das charakteristische Polynom der ersten MatrixA und erhalten

χ
A

=

∣∣∣∣∣
X+2 1 −2
−1 X−1 1
3 1 X−3

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
X−1 0 −(X−1)

−1 X−1 1
3 1 X−3

∣∣∣∣∣ = (X−1)

∣∣∣∣∣
1 0 −1

−1 X−1 1
3 1 X−3

∣∣∣∣∣ =

= (X−1)

∣∣∣∣∣
1 0 −1
0 X−1 0
0 1 X

∣∣∣∣∣ = X(X−1)2 .

Für jeden der Eigenwerte vonA, also hier nur für 1 und 0, berechnen wir nun der Reihe nach die höheren
Eigenräume, d.h. die Kerne vonUi(λ) := (λEn − A)i zu den Eigenwertenλ ∈ {1, 0}, i = 1, 2, . . . , mit
Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundenen Basen vonU1(λ) jeweils zu einer
Basis vonU2(λ) ergänzen usw, bis die Folgen jeweils stationär werden, was spätestens bei der algebraischen
Multiplizität des jeweiligen Eigenwerts der Fall ist:

U1(1) := {x∈ Q3 | (1 · E3−A) x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R3

∣∣∣
(

3 1 −2
−1 0 1

3 1 −2

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

=
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R3

∣∣∣ 3x1+ x2−2x3 = 0
−x1+x3 = 0

}
= Q

(
1

−1
1

)
,

U2(1) := {x∈ Q3 | (1 · E3−A)2x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
(

2 1 −1
0 0 0
2 1 −1

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

= Q

(
1

−1
1

)
+ Q

(
0
1
1

)
,

U1(0) := {x∈ Q3 | (−A) x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
(

2 1 −2
−1 −1 1

3 1 −3

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

=
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
2x1+ x2−2x3 = 0
−x1 − x2 + x3 = 0
3x1+x2−3x3 = 0

}
= Q

(
1
0
1

)
.

Wir schreiben die erhaltenen Vektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnenB = (B−1)−1:

B−1 =

(
1 0 1

−1 1 0
1 1 1

)
, B =

(
−1 −1 1
−1 0 1

2 1 −1

)
.

Es folgt BAB−1 =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
+

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
. Die gesuchte Zerlegung vonA gemäß 11.C.7 ist somit

A = D + N mit

D := B−1

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
B =

(
−1 −1 1

0 1 0
−2 −1 2

)
, N := A−D =

(
−1 0 1

1 0 −1
−1 0 1

)
.

Eine multiplikative Zerlegung gemäß 11.C.8 existiert nicht, da nicht alle Eigenwerte vonA von 0 verschieden
sind.
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Wir berechnen nun das charakteristische Polynom der zweiten MatrixA und erhalten

χ
A

=

∣∣∣∣∣
X−4 −2 −8
−3 X−2 −7

3 1 X+6

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
X−4 −2 −8

0 X−1 X−1
3 1 X+6

∣∣∣∣∣ = (X−1)

∣∣∣∣∣
X−4 −2 −8

0 1 1
3 1 X+6

∣∣∣∣∣ =

= (X−1)

∣∣∣∣∣
X−4 0 −6

0 1 1
3 0 X+5

∣∣∣∣∣ = (X−1)
(
(X−4)(X+5) + 18)

)
= (X−1)2(X+2) .

Für jeden der Eigenwerte vonA, also hier nur für 1 und−2, berechnen wir der Reihe nach die höheren
Eigenräume mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens, wobei wir wieder die gefundenen Basen von
U1(λ) jeweils zu einer Basis vonU2(λ) ergänzen usw., bis die Folgen jeweils stationär werden, was spätestens
bei der algebraischen Multiplizität des jeweiligen Eigenwerts der Fall ist:

U1(1) := {x∈ Q3 | (1 · E3−A) x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
(

−3 −2 −8
−3 −1 −7

3 1 7

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

=
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣ −3x1− 2x2−8x3 = 0
−3x1− x2 −7x3 = 0

}
= Q

(
2
1

−1

)
,

U2(1) = {x∈ Q3 | (1 · E3−A)2x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
(

−9 0 −18
−9 0 −18

9 0 18

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

= Q

(
2
1

−1

)
+ Q

(
0
1
0

)
,

U1(−2) := {x∈ Q3 | (−2E3−A) x = 0} =
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
(

−6 −2 −8
−3 −4 −7

3 1 4

)(
x1

x2

x3

)
= 0

}
=

=
{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ Q3

∣∣∣
−6x1− 2x2−8x3 = 0
−3x1−4x2 −7x3 = 0

3x1+ x2 +4x3 = 0

}
= Q

(
−1
−1

1

)
.

Wir schreiben die erhaltenen Vektoren als Spalten einer MatrixB−1 und berechnenB = (B−1)−1:

B−1 =

(
2 0 −1
1 1 −1

−1 0 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 2

)
.

Es folgt BAB−1 =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
+

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
. Die gesuchte Zerlegung ist somitA = D + N mit

D := B−1

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
B =

(
4 0 6
3 1 6

−3 0 −5

)
, N := A−D =

(
0 2 2
0 1 1
0 −1 −1

)
.

Um die multiplikative Zerlegung vonA gemäß 11.C.8 zu bekommen, berechnen wir zunächst

D−1 =




5
2 0 3
3
2 1 3

− 3
2 0 −2


 und damit U := E3 + D−1N =

(
1 2 2
0 2 1
0 −1 0

)
.

Dann sindD der diagonalisierbare,N der nilpotente undU der unipotente Bestandteil vonA.
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Abschnitt 11.C, Zusatzaufgabe, p. 331 (1.10.2011) :

Diese Zusatzaufgabe behandelt in direkter Weise die Exponentialabbildung für endliche komplexe Matrizen.
Die Exponentialabbildung wird in allgemeinerem Rahmen in Abschnitt 18.D behandelt.

SeiA ∈ Mn(C) undAk = (a
(k)
ij ) diek-te Potenz vonA . Ferner seiM := Max

{
|a

(1)
ij |

∣∣ 1≤ i,j ≤n
}

.

a) Man zeige|a(k)
ij | ≤ (nM)k durch Induktion überk, und folgere, dass die Reiheneij :=

∞∑
k=0

a
(k)
ij /k! für alle

i, j absolut konvergieren. Man definiert

eA := expA :=
∞∑

k=0

Ak

k!
:= (eij )1≤i,j≤n ∈ Mn(C) .

b) Ist nM <1, so konvergiert die geometrische Reihe
∞∑

k=0
Ak :=

( ∞∑
k=0

a
(k)
ij

)
1≤i,j≤n

gegen(En−A)−1.

c) FürA, B∈ Mn(C) mit AB = BA gilt das Additionstheorem der Exponentialfunktion:eA+B = eAeB .

d) Ist B invertierbar, so giltBeAB−1 = eBAB−1

.

e) Für Diagonalmatrizen gilteDiag(λ1,...,λn) = Diag(eλ1, . . . , eλn) , λ1, . . . , λn ∈ C. Allgemeiner: Für eine
obere (bzw. untere) DreiecksmatrixA ist eA eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix mit den Diagonalele-
mentenea11, . . . , eann .

f) Es gilt DeteA = eSpA .

Beweis:a) Fürk=0 ist A0 = En und folglich|a
(0)
ij | = δij ≤ 1 = (nM)0. Der Induktionsschluss folgt aus

|a
(k+1)
ij | =

∣∣
n∑

r=1

aira
(k)
rj

∣∣ ≤

n∑

r=1

|air ||a
(k)
rj | ≤

n∑

r=1

M(nM)k = (nM)k+1.

Daraus ergibt sich die absolute Konvergenz voneij durch Vergleich mit der Exponentialreihe:

∞∑

k=0

|aij |
(k)

k!
≤

∞∑

k=0

(nM)k

k!
= enM < ∞ .

b)WegennM <1 ist die geometrische Reihe
∑

k(nM)k eine konvergente Majorante für alle Reihen
∑

k |a
(k)
ij |.

Es gilt nun

(En − A)

∞∑

k=0

Ak =

∞∑

k=0

Ak −

∞∑

k=0

Ak+1 = En .

c) Ist Ak = (a
(k)
ij ), Bk = (b

(k)
jr ), so erhält man wegen der absoluten Konvergenz, vgl. a), mit dem Großen

Umordnungssatz 6.B.11 aus Band 1:

(A + B)k =

k∑

m=0

Ak−m

(k−m)!
Bm

m!
k! =: (c

(k)
ir ) mit c

(k)
ir =

n∑

j=1

k∑

m=0

k!
a

(k−m)
ij

(k−m)!

b
(m)
jr

m!
,

eA+B =
( ∞∑

k=0

c
(k)
ij

k!

)
ir

=
( n∑

j=1

∞∑

k=0

k∑

m=0

a
(k−m)
ij

(k−m)!

b
(m)
jr

m!

)
ir

=
( n∑

j=1

(eA)ij (e
B)jr

)
ir

= eAeB .

d) Mit den offensichtlich gültigen Grenzwertrechenregeln für Addition und Mutiplikation von Matrizen (die
auch schon in b) benutzt wurden) erhält man

BeAB−1 = B
∞∑

k=0

Ak

k!
B−1 =

∞∑
k=0

BAkB−1

k!
=

∞∑
k=0

(BAB−1)k

k!
= eBAB−1

.

e) Die Behauptung folgt sofort aus Diag(λ1, . . . , λn)
k = Diag(λk

1, . . . , λ
k
n) . Die Verallgemeinerung folgt

daraus, dass mitA auch die PotenzenAk obere (bzw. untere) Dreiecksmatrizen sind, und zwar mit den
Diagonalelementenak

11, . . . , a
k
nn.
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f) Sei A = D+N mit einer diagonalisierbaren MatrixD ∈ Mn(C) und einer nilpotenten MatrixN mit
DN = ND die additive kanonische Zerlegung vonA. Dann gibt es invertierbare MatrizenB, B′ ∈ Mn(C)

derart, dassBDB−1 = Diag(λ1, . . . , λn) eine Diagonalmatrix ist, in deren Hauptdiagonalen die Eigenwerte
λ1, . . . , λn vonA stehen, undB′NB′−1 eine obere Dreiecksmatrix, in deren Hauptdiagonale überall 0 steht.
Mit d) und e) folgt

DeteD = (DetB)(DeteD)(DetB−1) = Det(BeDB−1) = DeteBDB−1

= Det eDiag(λ1,...,λn)

= Det
(
Diag(eλ1, . . . , eλn)

)
= eλ1· · · eλn = eλ1+···+λn = eSpA .

Außerdem isteB′NB′−1

=
∞∑

k=0

(B′NB′−1
)k

k!
= En +

∞∑

k=1

(B′NB′−1
)k

k!
die Summe aus der Einheitsmatrix

und einer oberen Dreiecksmatrix, in deren Hauptdiagonale wie beiB′NB′−1 überall 0 steht. Es ist also
DeteN = (DetB′)(DeteN)(DetB′−1

) = DeteB′NB′−1
= 1 und somit wegen c)

DeteA = DeteD+N = Det(eDeN) = DeteD DeteN = eSpA · 1 = eSpA.

Zum Beweis der Aussage würde es wegen e) genügen,A zu trigonalisieren: Es gibt eine invertierbare Matrix
B ∈ GLn(C) derart, dassBAB−1 eine obere DreiecksmatrixT ist. Dann ist DeteA = Det(BeAB−1) =

DeteT = eSpT = eSpA . •

Bemerkung: Zu einer Anwendung verweisen wir auf die Bemerkung zu 11.E, Aufg. 5.

Abschnitt 11.C, Zusatzaufgabe, p. 331 (1.10.2011) :

Man berechneeA für die MatrizenA aus Aufg. 5.

Lösung: Wir verwenden die additiven kanonischen Zerlegungen, die in Aufg. 5 berechnet wurden, und
erhalten mit Teil c) der vorstehenden Aufgabe für die erste der beiden Matrizen:

eA = eD+N = eD eN = B−1 exp

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
B B−1 exp

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
B =

=

(
1 0 1

−1 1 0
1 1 1

)(
e 0 0
0 e 0
0 0 1

)(( 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
+

1
2

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)2

+ · · ·
)(−1 −1 1

−1 0 1
2 1 −1

)

=

(
1 0 1

−1 1 0
1 1 1

)(
e 0 0
0 e 0
0 0 1

)(
1 1 0
0 1 0
0 0 1

)(
−1 −1 1
−1 0 1

2 1 −1

)
=

(
−2e+2 −e+1 2e−1

e e −e

−3e+2 −e+1 3e−1

)
.

Für die zweite Matrix ergibt sich entsprechend:

eA = eD+N = eD eN = B−1 exp

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
B B−1 exp

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
B =

=

(
2 0 −1
1 1 −1

−1 0 1

)(
e 0 0
0 e 0
0 0 1/e2

)(( 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
+

1
2

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)2

+ · · ·
)( 1 0 1

0 1 1
1 0 2

)

=

(
2 0 −1
1 1 −1

−1 0 1

)(
e 0 0
0 e 0
0 0 1/e2

)(
1 1 0
0 1 0
0 0 1

)(
1 0 1
0 1 1
1 0 2

)
=

(
2e− e−2 2e 4e−2e−2

e− e−2 2e 3e−2e−2

−e+ e−2 −e −2e+2e−2

)
. •
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Abschnitt 11.E,Variante zuAufg. 1, p. 352 (1.10.2011) :

Man löse die folgenden Differenzialgleichungssysteme:

a) ẏ1 = 2y1 + y2

ẏ2 = −2y1 − y2 .

b) ẏ1 = − 2y2

ẏ2 = y1 + 3y2 .

c) ẏ1 = 3y1 + y2

ẏ2 = −y1 + y2 .

d) ẏ1 = 5y1 − 2y2 + 1
ẏ2 = 3y1 .

e) ẏ1 = 3y1 + y2 + e−t

ẏ2 = −4y1 − y2 .

Lösung: a) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay mit y =
(

y1
y2

)
und A =

(
2 1

−2 −1

)
. Wegen

χ
A

=

∣∣∣∣
X−2 −1

2 X+1

∣∣∣∣ = X2−X = X(X−1) hat A die Eigenwerte 0 und 1 mit den Eigenräumen
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

0−2 −1
2 0+1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1

2

)
zum Eigenwert 0 und

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

1−2 −1
2 1+1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1

1

)
zum Eigenwert 1. Insbesondere istA diagonalisierbar.

Wir schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 :=

(
−1 −1

2 1

)
, be-

rechnenB =

(
1 1

−2 −1

)
als Inverses vonB−1 sowie D = BAB−1 =

(
1 1

−2 −1

)(
2 1

−2 −1

)(
−1 −1

2 1

)
=

(
0 0
0 1

)
. Für z :=

(
z1
z2

)
= By bekommt man so das entkoppelte Systemż = Bẏ = BAy =

BAB−1By = Dz , also ż1 = 0
ż2 = z2

, mit den Lösungenz =
(

c1

c2 et

)
, c1, c2∈ R. Damit ergibt sich:

(
y1

y2

)
= y = B−1z =

(
−1 −1

2 1

)(
c1

c2 et

)
=
(
−c1 − c2 et

2c1 + c2 et

)
, c1, c2∈ R.

b) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay mit y =
(

y1
y2

)
und A =

(
0 −2
1 3

)
. Wegen

χ
A

=

∣∣∣∣
X 2

−1 X−3

∣∣∣∣ = X(X−3)+2 = (X−1)(X−2) hat A die Eigenwerte 1 und 2 mit den Eigenräumen
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

1 2
−1 1−3

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−2

1

)
zum Eigenwert 1 und

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

2 2
−1 2−3

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1

1

)
zum Eigenwert 2. Insbesondere istA diagonalisierbar. Wir

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 :=

(
−2 −1

1 1

)
, berechnen

B =

(
−1 −1

1 2

)
als Inverses vonB−1 sowieD = BAB−1 =

(
−1 −1

1 2

)(
0 −2
1 3

)(
−2 −1

1 1

)
=

(
1 0
0 2

)
.

Für z :=
(

z1
z2

)
= By bekommt man so das entkoppelte Systemż = Bẏ = BAy = BAB−1By = Dz ,

also ż1 = z1

ż2 = 2z2
, mit den Lösungenz =

(
c1 et

c2 e2t

)
, c1, c2∈ R. Damit ergibt sich:

(
y1

y2

)
= y = B−1z =

(
−2 −1

1 1

)(
c1 et

c2 e2t

)
=
(
−2c1 et − c2 e2t

c1 et + c2 e2t

)
, c1, c2∈ R.

c) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay mit y =
(

y1
y2

)
und A =

(
3 1

−1 1

)
. Wegen

χ
A

=

∣∣∣∣
X−3 −1

1 X−1

∣∣∣∣ = X2−4X+4 = (X−2)2 hat A nur den Eigenwert 2 mit dem Eigenraum
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

2−3 −1
1 2−1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1

1

)
. Wegen

(
−1 −1

1 1

)2

= 0 ist der nächsthöhere Eigenraum
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der Matrix bereits ganzR2. Daher ergänzen wir
(
−1

1

)
etwa durch

(0
1

)
zu einer Basis vonR2 und bilden

die MatrixB−1 :=

(
−1 0

1 1

)
, berechnenB =

(
−1 0

1 1

)
als Inverses vonB−1 sowie die Trigonalisierung

C = BAB−1 =

(
−1 0

1 1

)(
3 1

−1 1

)(
−1 0

1 1

)
=

(
2 −1
0 2

)
. Für z :=

(
z1
z2

)
= By bekommt man so ein

System in Dreiecksgestalt:̇z = Bẏ = BAy = BAB−1By = Cz , also ż1 = 2z1 − z2

ż2 = 2z2
. Wir erhalten als

Lösung fürz2 dannz2 = c2 e2t , c2 ∈ R, und durch Einsetzen in die obere Gleichungż1 = 2z1 − c2 e2t

mit der Lösungz1 = e2t
(
c1 +

∫
−c2 e2t e−2t dt

)
= (c1− c2 t) e2t , c1∈ R. Damit ergibt sich:

(
y1

y2

)
= y = B−1z =

(
−1 0

1 1

)(
c1− c2t

c2

)
e2t =

(
(−c1+ c2t) e2t

(c1+ c2− c2t) e2t

)
, c1, c2∈ R.

d) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay + g mit y =
(

y1
y2

)
, A =

(
5 −2
3 0

)
und g =

(1
0

)
. Wegen

χ
A

=

∣∣∣∣
X−5 2
−3 X

∣∣∣∣ = X2−5X+6 = (X−2)(X−3) hat A die Eigenwerte 2 und 3 mit den Eigenräumen
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

2−5 2
−3 2

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(2
3

)
zum Eigenwert 2 und

{(
x1
x2

) ∣∣∣
(

3−5 2
−3 3

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(1
1

)
zum Eigenwert 3. Insbesondere istA diagonalisierbar. Wir

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer MatrixB−1 :=

(
2 1
3 1

)
, berech-

nen B =

(
−1 1

3 −2

)
als Inverses vonB−1 sowie D = BAB−1 =

(
−1 1

3 −2

)(
5 −2
3 0

)(
2 1
3 1

)
=

(
2 0
0 3

)
. Für z :=

(
z1
z2

)
= By bekommt man so das entkoppelte Systemż = Bẏ = BAy + Bg =

BAB−1By + Bg = Dz +
(
−1

3

)
, also ż1 = 2z1 − 1

ż2 = 3z2 + 3
, mit den Lösungenz =

(c1 e2t + 1
2

c2 e3t −1

)
, c1, c2∈ R.

Damit ergibt sich:
(

y1

y2

)
= y = B−1z =

(
2 1
3 1

)(c1 e2t + 1
2

c2 e3t −1

)
=
( 2c1 e2t + c2 e3t

3c1 e2t + c2 e3t + 1
2

)
, c1, c2∈ R.

e) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay + g mit y =
(

y1
y2

)
, A =

(
3 1

−4 −1

)
und g =

(
e−t

0

)
. Wegen

χ
A

=

∣∣∣∣
X−3 −1

4 X+1

∣∣∣∣ = X2−2X+1 = (X−1)2 hat A nur den Eigenwert 1 mit dem Eigenraum
{(

x1
x2

) ∣∣∣
(

1−3 −1
4 1+1

)(
x1
x2

)
= 0

}
= R

(
−1
2

)
. Wegen

(
−2 −1

4 2

)2

= 0 ist der nächsthöhere Eigenraum

der Matrix bereits ganzR2. Daher ergänzen wir
(
−1
2

)
etwa durch

(0
1

)
zu einer Basis vonR2 und bilden

die Matrix B−1 :=

(
−1 0

2 1

)
, berechnenB =

(
−1 0

2 1

)
= B−1 als Inverses vonB−1 sowie die Trigo-

nalisierungC = BAB−1 =

(
−1 0

2 1

)(
3 1

−4 −1

)(
−1 0

2 1

)
=

(
1 −1
0 1

)
. Für z :=

(
z1
z2

)
= By bekommt

man so ein System in Dreiecksgestalt:ż = Bẏ = BAy + Bg = BAB−1By + Bg = Cz +
(
−e−t

2e−t

)
, also

ż1 = z1 − z2 − e−t

ż2 = z2 + e−t . Wir erhalten als Lösung fürz2 dannz2 = c2 et − e−t , c2∈ R, und durch Einsetzen in

die obere Gleichunġz1 = z1− c2 et mit der Lösungz1 = (c1− c2 t) et , c1∈ R. Damit ergibt sich:
(

y1

y2

)
= y = B−1z =

(
−1 0

2 1

)(c1 e2t + 1
2

c2 e3t −1

)
=
(
(c1− c2 t) et

c2 et − e−t

)
, c1, c2∈ R. •
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Abschnitt 11.E,Variante zuAufg. 1, p. 352 (1.10.2011) :

Man löse die folgenden Differenzialgleichungssysteme:

a) ẏ1 = 4y1 + 6y3 + 2t

ẏ2 = 3y1 + y2+ 6y3 + t−1
ẏ3 = −3y1 − 5y3 − t .

b) ẏ1 = −2y1 − y2 + 2y3

ẏ2 = y1 + y2 − y3

ẏ3 = −3y1 − y2 + 3y3 .

c) ẏ1 = 3y1 + 8y2+ 4y3 + 4et + 1
ẏ2 = 2y1 + 3y2+ 2y3 + 2et

ẏ3 = −7y1 − 14y2− 8y3 − 7et − 1 .

d) ẏ1 = 4y1 + 2y2 + 8y3

ẏ2 = 3y1 + 2y2 + 7y3

ẏ3 = −3y1 − y2 − 6y3.

e) ẏ1 = 3y1 − 2y3 − 2et − 1
ẏ2 = −8y1 − y2 + 4y3 + et

ẏ3 = 4y1 − 3y3 − et − 1 .

a) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay + g(t) mit

A =

(
4 0 6
3 1 6

−3 0 −5

)
, y =

(
y1

y2

y3

)
, g(t) =

(
2t

t−1
−t

)
.

Es ist χA = (X − 1)2(X + 2) , und Diagonalisieren liefertBAB−1 = D mit

B−1 =

(
2 0 −1
1 1 −1

−1 0 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 2

)
, D =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
.

Für z := By bekommt man das entkoppelte Systemż = BAB−1By + Bg(t) = Dz + Bg(t) , d.h.

ż1 = z1 + t

ż2 = z2 − 1

ż3 = −2z3 ,

z1 = −(t + 1) + c1e
t

z2 = 1 + c2e
t

z3 = c3e
−2t ,

y = B−1z =

(
−2t−2

−t

t+1

)
+ et

(
2c1

c1+ c2

−c1

)
+ e−2t

(
−c3

−c3

c3

)
.

b) Es handelt sich um das Systeṁy = Ay mit

A =

(
−2 −1 2

1 1 −1
−3 −1 3

)
, y =

(
y1

y2

y3

)
.

Es ist χA = X(X − 1)2 mit {x ∈ R3 | Ax = 0} = R t(1, 0, 1) , {x ∈ R3 | (A − E3)x = 0} = R t(1, −1, 1) ,
{x ∈ R3 | (A − E3)

2x = 0} = R t(1, −1, 1) + R t(0, 1, 1) , und Trigonalisieren liefertBAB−1 = T mit

B−1 =

(
1 0 1

−1 1 0
1 1 1

)
, B =

(
−1 −1 1
−1 0 1

2 1 −1

)
, T =

(
1 1 0
0 1 0
0 0 0

)
.

Für z := By bekommt man das trigonalisierte Systemż = BAB−1By = Tz , d.h.

ż1 = z1 + z2

ż2 = z2

ż3 = 0 ,

z1 = (c1 + c2t) et

z2 = c2e
t

z3 = c3 ,

y = B−1z =

(
(c1 + c2t)e

t + c3

(c2 − c1 + c2t)e
t

(c1 + c2 + c2t)e
t + c3

)
.

c) Es handelt sich um das Systeṁy = Ay + g(t) mit

A =

(
3 8 4
2 3 2

−7 −14 −8

)
, y =

(
y1

y2

y3

)
, g(t) =

(
4et + 1

2et

−7et − 1

)
.

Es ist χA = (X + 1)2X , und Diagonalisieren liefertBAB−1 = D mit

B−1 =

(
1 2 −4
0 −1 −2

−1 0 7

)
, B =

(
−7 −14 −8

2 3 2
−1 −2 −1

)
, D =

(
−1 0 0

0 −1 0
0 0 0

)
.
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Für z := By bekommt man das entkoppelte Systemż = BAB−1By + Bg(t) = Dz + Bg(t) , d.h.

ż1 = −z1 + 1

ż2 = −z2 ,

ż3 = −et

z1 = 1 + c1e
−t

z2 = c2e
−t ,

z3 = c3 − et
y = B−1z =

(
1 + 4et

2et

−1 − 7et

)
+ e−t

(
c1 + 2c2

−c2

−c1

)
+

(
−4c3

−2c3

7c3

)
.

d) Es handelt sich um das Systeṁy = Ay mit

A =

(
4 2 8
3 2 7

−3 −1 −6

)
, y =

(
y1

y2

y3

)
.

Es ist χA = (X − 1)2(X + 2) mit {x ∈ R3 | (A − E3)x = 0} = R t(2, 1, −1) , {x ∈ R3 | (A − E3)
2x = 0} =

R t(2, 1, −1) + R t(0, 1, 0) , {x ∈ R3 | (A + 2E3)x = 0} = R t(−1, −1, 1) , und Trigonalisieren liefert
BAB−1 = T mit

B−1 =

(
2 0 −1
1 1 −1

−1 0 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 2

)
, T =

(
1 1 0
0 1 0
0 0 −2

)
.

Für z := By bekommt man das trigonalisierte Systemż = BAB−1By = Tz , d.h.

ż1 = z1 + z2

ż2 = z2

ż3 = −2z3 ,

z1 = (c1 + c2t) et

z2 = c2e
t

z3 = c3e
−2t ,

y = B−1z =

(
(2c1 + 2c2t)e

t − c3e
−2t

(c1 + c2 + c2t)e
t − c3e

−2t

(−c1 − c2t)e
t + c3e

−2t

)
.

e) Es handelt sich um das Systemẏ = Ay + g(t) mit

A =

(
3 0 −2

−8 −1 4
4 0 −3

)
, y =

(
y1

y2

y3

)
, g(t) =

(
−2et − 1

et

−et − 1

)
.

Es ist BAB−1 = D mit

B−1 =

(
1 0 1

−2 1 0
1 0 2

)
, B =

(
2 0 −1
4 1 −2

−1 0 1

)
, D =

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, Bg(t) =

(
−3et −1
−5et −2

et

)
.

Für z := By bekommt man das entkoppelte Systemż = Bẏ = BAB−1By + Bg(t) = Dz + Bg(t) :

ż1 = z1 − 3et −1

ż2 = −z2 − 5et −2 ,

ż3 = −z3 + et

z1 = c1e
t − 3tet + 1

z2 = c2e
−t − 5

2et − 2 ,

z3 = c3e
−t + 1

2et

(
y1

y2

y3

)
= y = B−1z =

(
1 0 1

−2 1 0
1 0 2

)(
c1e

t − 3tet + 1
c2e

−t − 5
2et − 2

c3e
−t + 1

2et

)
=




c1e
t + c3e

−t − 3tet + 1
2et +1

−2c1e
t + c2e

−t + 6tet − 5
2et −4

c1e
t + 2c3e

−t − 3tet + et +1


 . •

Abschnitt 11.E, Aufg. 4, p. 352 (1.10.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) einen×n-Matrix. Dann kommutiertA mit der FundamentalmatrixY zum System∇Ay = 0.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt∇AY = 0, alsoD(Y) = AY, undY(0) = En. SeiK := [A , Y] =

AY − YA der Kommuatator vonA undY. DaA eine konstante Matrix ist, folgt

∇A(K) = D(AY) − YA) − A(AY − YA) = AD(Y) − D(Y)A − A2Y + AYA

= AAY − AYA − A2Y + AYA = 0 .

Daher gibt es eine MatrixC ∈ Mn(K) mit K = CY. Dabei giltK(0) = AY(0) − Y(0)A = AEn − EnA =

A − A = 0 undK(0) = CY(0) = CEn = C, alsoC = 0 und somitK = 0, d.h.AY = YA . •
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Abschnitt 11.E, Aufg. 5, p. 352 (1.10.2011) :

SeienA, B ∈ Mn(K)kommutierende Matrizen. Für die FundamentalmatrizenYA ,YB ,YA+B der Systeme
∇Ay = 0 , ∇By = 0 bzw.∇A+By = 0 gilt dann YA+B = YAYB = YBYA .

Beweis:WegenAB = BA gilt

D(BYA −YAB) = BD(YA)−D(YA)B = BAYA −AYAB = ABYA −AYAB = A(BYA −YAB)

und somit∇A(BYA −YAB) = D(BYA −YAB)−A(BYA −YAB) = 0 . Daher gibt es einC ∈ Mn(K)

mit BYA − YAB = CYA . WegenYA(0) = En ergibt sichC = CYA(0) = BYA(0) − YA(0)B =

B − B = 0 und schließlichBYA − YAB = 0 · YA = 0, d.h.BYA = YAB . Damit erhält man

∇A+B(YAYB) = D(YA)YB + YAD(YB) − (A + B)(YAYB)

= AYAYB + YABYB − (A + B)YAYB = (A + B)YAYB − (A + B)YAYB = 0 .

Es gibt also eine Matrix̃C ∈ Mn(K) mit YAYB = C̃ YA+B . WegenYA(0) = YB(0) = YA+B(0) = En

ergibt sich̃C = En, d.h.YAYB = YA+B . Analog giltYBYA = YB+A . WegenYA+B = YB+A folgt
daraus die Behauptung. •

Bemerkung: Die in der Zusatzaufgabe zu Abschnitt 9.C eingeführte ExponentialreiheeA t konvergiert nach
Teil a) derAufgabe lokal gleichmäßig int und ist somit gliedweise differenzierbar. Daher istD(eA t ) = A eA t .
Da außerdemeA·0 = e0 = En gilt, erhält man diefolgende übersichtliche Darstellung der Fundamental-
matrix: YA(t) = eA t . Die vorstehende Aufgabe liefert damit übrigens auch das Additionstheorem der
Exponentialfunktion für kommutierende Matrizen. – Vgl. hierzu auch Abschnitt 18.D.

Abschnitt 11.E,Zusatzaufgabe p. 352 (1.10.2011) :

SeiA ∈ M2(R) eine Matrix ohne reelle Eigenwerte, die überC den Eigenvektor
(

u1+ iw1

u2+ iw2

)
mit Kompo-

nentenu1, u2, w1, w2 ∈ R zum Eigenwertλ = α + iβ, α, β ∈ R, besitzt. Dann haben alle reellen Lösungen

von ẏ = Ay die Formy(t) = c1e
αt
(

u1 cosβt − w1 sinβt

u2 cosβt − w2 sinβt

)
+ c2e

αt
(

u1 sinβt + w1 cosβt

u2 sinβt + w2 cosβt

)
mit c1, c2∈ R.

Beweis: Ist v der gegebene Eigenvektor, so liefert Konjugieren vonAv = λv wegenA = A, dass auch
Av = λv gilt. Dies ergibt überC die Basislösungeneλtv und eλtv = eλtv. Dann bilden die Funktionen

Re(eλtv) = Re
(
eαt (cost + i sin t)

(
u1+ iw1

u2+ iw2

) )
= eαt

(
u1 cosβt − w1 sinβt

u2 cosβt − w2 sinβt

)
und analog Im(eλtv) =

eαt
(

u1 sinβt + w1 cosβt
u2 sinβt + w2 cosβt

)
eine Basis des Raums der reellwertigen Lösungen. •

Abschnitt 11.E, Aufg. 12,p. 352 (1.10.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) einen×n-Matrix überK.

a) Genau dann konvergiert jede Lösung von∇Ay = 0 für t → ∞ (komponentenweise) gegen 0, wenn alle
Eigenwerte vonA einen negativen Realteil haben. (Man sagt in diesem Fall, das System sei asympto t i sch
s t a b i l ; vgl. Bd. 1, 19.D, Aufg. 8a) . )

b) Genau dann sind alle Lösungen von∇Ay = 0 auf [0, ∞[ beschränkt, wenn alle Eigenwerte vonA einen
nichtpositiven Realteil haben und wenn die rein-imaginären Eigenwerte vonA diagonalisierbar sind. (Man
sagt in diesem Fall, das System sei s t a b i l ; vgl. Bd. 1, 19.D, Aufg. 8b) . )

Beweis: Da A überC trigonalisierbar ist, gibt es eine invertierbaren×n-Matrix B überC derart, dass
T = BAB−1 eine obere Dreiecksmatrix ist. Ist dannz = t (z1, . . . , zn) eine Lösung voṅz = Tz, so ist
y = B−1z eine Lösung vonẏ = Ay und umgekehrt. Genau dann konvergieren alle Komponenten von
z = By gegen 0 fürt →∞ (bzw. sind diese Komponenten beschränkt) , wenn dies für die Komponenten von
y = B−1z gilt. Außerdem habenA undT die gleichen Eigenwerte. Wir können also ohne Einschränkung
annehmen, dassA eine obere Dreiecksmatrix ist mit Eigenwertenλj , Reλ1 ≥ · · · ≥ Reλn.

In diesem Fall löst man das Gleichungssystem von unten anfangend. Diej -te Komponenteyj vony genügt
einer Differenzialgleichunġyj = λjyj + g mit einer Störfunktiong, die Linearkombination der bereits
erhaltenen Lösungenyn, . . . , yj+1 ist. Wir erhalten dafür als Lösungyj (t) = eλj t (c +

∫
g(t) e−λj t dt) ,

c∈ C, wobeig(t) eine Linearkombination von Pseudopolynomen der Formf (t) eλt mit Polynomfunktionen
f (t) und Reλ ≤ Reλj , also Re(λ−λj ) ≤ 0 ist. Dann ist

∫
g(t) e−λj t dt eine Linearkombination von
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Pseudopolynomen der Formf (t) eλt mit Reλ ≤ 0 und wächst somit fürt → ∞ höchstens so stark wie
Polynomfunktionen.

a) Haben alle Eigenwerteλj vonAeinen negativen Realteil, so ist lim
t→∞

eλj t = 0, und folglich ist lim
t→∞

yj (t) = 0

für alle j , da sich das Verhalten dere-Funktion gegenüber dem von Polynomfunktionen im Unendlichen
durchsetzt. Ist umgekehrt Reλj0 ≥0 für einj0, so ist lim

t→∞
yj0(t) bei c 6= 0 sicher nicht 0.

b) Haben alle Eigenwerteλj von A einen nichtpositiven Realteil, so isteλj t für alle j beschränkt. Bei
Reλj < 0 ist yj nach a) beschränkt. Bei Reλj = 0 ist der Eigenwertλj diagonalisierbar, d.h. wir können
g(t) = 0 annehmen und haben dannyj (t) = ceλj t , woraus ebenfalls die Beschränktheit vonyj folgt. Folglich
sind alleyj (t) beschränkt, wenn die Voraussetzungen des Satzes erfüllt sind. Ist umgekehrt Reλj0 > 0 für
ein j0, so ist die zugehörige Lösung sicher nicht beschränkt. Wegen der Beschränktheit dereλj t sind dieyj

bei nicht positivemλj ebenfalls dann nicht beschränkt, wenn die obigen Integrale nicht beschränkt sind, d.h.
wenn die Eigenwerte vonA nicht alle diagonalisierbar sind. •


