
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 3

8 Matrizen

Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 2, p. 181 (1.6.2011) :

Man berechne die Produkte von je zwei der Matrizen

(
1 3 2
2 2 2
3 1 2

)
,




1 1 0
0 1 0
1 0 −1
0 1 1


 ,

(
1 −2 1
1 1 2

)
,

soweit sie definiert sind.

Lösung: Das Produkt zweier Matrizen ist genau dann definiert, wenn die Spaltenzahl des linken Faktors
gleich der Zeilenzahl der rechten Faktors ist. Dies ist hier nur der Fall für




1 1 0
0 1 0
1 0 −1
0 1 1



(

1 3 2
2 2 2
3 1 2

)
=




3 5 4
2 2 2

−2 2 0
5 3 4


 ,

(
1 −2 1
1 1 2

) ( 1 3 2
2 2 2
3 1 2

)
=

(
0 0 0
9 7 8

)
. •

Abschnitt 8.A, Aufg. 3, p. 181 (1.6.2011) :

Für die lineare Abbildungf :K[t ] → K[t ] , die jeder Polynomfunktion ihre Ableitung zuordnet, gebe man
die MatrixMv

v(f ) ∈ MN,N(K) bzgl. der Basisv = (t i)i∈N an. Man löse die entsprechende Aufgabe für die
K-lineareAbbildungg : K[t ] → K[t ] mit g(x(t)) = y(t)·x(t) , x ∈ K[t ] , wobeiy(t) = a0+a1t+· · ·+ant

n

eine feste Polynomfunktion ist, bzw. dieK-lineare Abbildungh : x(t) 7→ x(t + 1) , x ∈ K[t ] .

Lösung: Wegen′f (tj ) = j tj−1 ist Mv
v(f ) = (aij )i,j∈N mit aij =

{
0 , für i 6= j−1
j , für i = j−1 .

Wir setzenak := 0 für k ∈ Z − {0, . . . , n}. Wegeng(tj ) = y(t) tj = a0t
j + a1t

j+1 + · · · + ant
j+n ist dann

Mv
v(g) = (ai−j )i,j∈N .

Wegenh(tj ) = (t+1)j =
j∑

i=0

(
j

i

)
t i ist Mv

v(h) =
((

j

i

))
i,j∈N

. •

Abschnitt 8.A, Aufg. 4, p. 181 (1.6.2011) :

SeienA ∈ MI,J (K) und i ∈ I , j ∈ J . Man berechneeiA undAej , wobeiei ∈ K (I ) als Zeilenvektor und
ej ∈ K (J ) als Spaltenvektor zu interpretieren ist.

Lösung: SeiA = (aij )(i,j)∈I×J undei0 = (δi0i)i∈I . Dann istei0A =
(∑

i∈I δi0iaij

)
j∈J

= (ai0j )j∈J die i0-te

Zeile vonA. Für ej0 = (δjj0)j∈J ist fernerAej0 =
(∑

j∈J aijδjj0

)
i∈I

= (aij0)i∈I die j0-te Spalte vonA. •

Abschnitt 8.A, Aufg. 5, p. 181 (1.6.2011) :

Man berechne das Matrizenprodukt 


a1
...

am


 (b1, . . . , bn) ,

wobeia1, . . . , am , b1, . . . , bn Elemente eines Körpers sind.

Lösung: Offenbar gilt



a1
...

am


 (b1, . . . , bn) =




a1b1 · · · a1bn
...

. . .
...

amb1 · · · ambn


 . •
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Abschnitt 8.A, Aufg. 7, p. 181 (1.6.2011) :

SeienI, J endliche Mengen. Für eine MatrixA ∈ MI,J (K) berechne manEijA bzw. AErs , wobeiEij ∈

MI (K) undErs ∈ MJ (K) jeweils Elemente der Standardbasen sind.

Lösung: Sei A = (aij )(i,j)∈I×J . Mit Ei0j0 = (δi0iδj0j )(i,j)∈I×I und Er0s0 = (δr0jδs0k)(j,k)∈J×J gilt dann:

Ei0j0A =
(∑

j∈J

δi0iδj0jajk

)
(i,k)∈I×J

=
(∑

j∈J

δi0iaj0k

)
(i,k)∈I×J

ist dieI ×J -Matrix, dereni0-te Zeile gleich derj0-ten Zeile vonA ist und deren übrige Zeilen 0 sind.

AEr0s0 =
(∑

j∈J

aijδr0jδs0k

)
(i,k)∈I×J

=
(∑

j∈J

air0δs0k

)
(i,k)∈I×J

ist dieI×J -Matrix, derens0-te Spalte gleich derr0-ten Spalte vonA ist und deren übrige Spalten 0 sind.•

Abschnitt 8.A, Aufg. 8, p. 181 (1.6.2011) :

Sei f : V → W eineK-lineare Abbildung desn-dimensionalen VektorraumsV in denm-dimensionalen
VektorraumW . Dann gibt es Basenv1, . . . , vn von V undw1, . . . , wm von W , bzgl. dererf durch eine
Matrix der Form 



1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 0




∈ Mm,n(K)

beschrieben wird. Die Anzahl der Einsen in dieser Matrix ist der Rang vonf und daher eindeutig bestimmt.

Beweis:Wie der Beweis des Rangsatzes 5.E.1 zeigt, gibt es eine Basisu1, . . . , ur , v1, . . . , vs vonV derart,
dassu1, . . . , ur eine Basis von Kernf undw1 := f (v1), . . . , ws := f (vs) eine Basis von Bildf ist. Setzt
man dannvs+j := uj für j = 1, . . . , r, so erhält man eine Basisv := (v1, . . . , vn), n := r+s. Außerdem
ergänzen wirw1, . . . , ws zu einer Basisw := (w1, . . . , wm) vonW . Dann giltf (vj ) = wj für j = 1, . . . , r

undf (vj ) := 0 für j = r +1, . . . , n, d.h.Mv
w(f ) hat die angegebene Form. – Hat andererseitsMv

w(f )

diese Form bzgl. irgendwelcher Basenv vonV undw vonW , so hat Bildf die Basisw1, . . . , ws , wo s die
Anzahl der Einsen ist, und es gilt Rangf = Dim Bild f = s. •

Abschnitt 8.A, Teil vonAufg. 9, p. 182 (1.6.2011) :

SeienV einn-dimensionalerK-Vektorraum undf :V → V einK-linearer Operator aufV .

a)Genau dann istf eine Projektion, wennf in einer geeigneten Basis vonV durch eine Matrix der folgenden
Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:




1
. . .

1
0

. . .

0




∈ Mn(K) .

b) Sei 1+ 1 6= 0 in K, d.h. CharK 6= 2. Genau dann istf eine Involution, wennf in einer geeigneten
Basis vonV durch eine Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen)
beschrieben wird: 



1
. . .

1
−1

. . .

−1




∈ Mn (K) .
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c) Genau dann istf eine Scherung (vgl. 7.A, Aufg. 17), wennf in einer geeigneten Basis vonV durch eine
Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:




1 0
1 1

1
. . .

1


 ∈ Mn (K) .

d) Genau dann istf eine Dilatation (vgl. 7.A, Aufg. 17), wennf in einer geeigneten Basis vonV durch eine
Matrix der folgenden Form (an den nicht gekennzeichneten Stellen stehen Nullen) beschrieben wird:




λ

1
. . .

1


 ∈ Mn (K) , λ ∈ K, λ 6= 0, 1 .

Beweis: a) Nach 5.G, Aufg. 25 istf genau dann eine Projektion, wenn es eine Basisx = (x1, . . . , xn) von
V gibt mit f (xi) = xi , i = 1, . . . , r, undf (xi) = 0, i = r + 1, . . . , n. Dann ist genau dann der Fall, wenn
M

x
x(f ) die angegebene Form hat.

b) 1. Beweis:Genau dann istf eine Involution vonV , wenng := 1
2(idV −f ) eine Projektion ist.g2 = g ist

nämlich wegeng2 = 1
4(idV −f )2 = 1

4(idV −2f + f 2) = 1
4(2 idV −2f ) + 1

4(f 2− idV ) = g + 1
4(f 2− idV )

äquivalent zuf 2 = idV . Nach a) istg genau dann eine Projektion, wenn es eine Basisx = (x1, . . . , xn)

von V mit g(xi) = xi , i = 1, . . . , r, undg(xi) = 0, i = r + 1, . . . , n, gibt, also wegenf = id −2g mit
f (xi) = xi − 2xi = −xi , i = 1, . . . , r, undf (xi) = xi − 0 = xi, i = r + 1, . . . , n. Dies ist genau dann
der Fall, wenn die Matrix vonf bzgl. der Basisxn, . . . , x1 die angegebene Form hat.

2. Beweis:Seif 2 = idV . Wir setzenV+ := {x ∈ V | f (x) = x} undV− := {x ∈ V | f (x) = −x}.
Dann giltV+ ∩ V− = 0, da fürx ∈ V+ ∩ V− gilt f (x) = x undf (x) = −x, d.h 2x = 0 und somitx = 0.
Ferner giltV+ + V− = V , da fürx ∈ V gilt x = 1

2(x+ f (x)) + 1
2(x− f (x)) mit 1

2(x+ f (x)) ∈ V+ wegen
f (x+ f (x)) = (f (x)+ f 2(x)) = f (x)+ x und 1

2(x− f (x)) ∈ V− wegenf (x− f (x)) = f (x)− f 2(x) =

f (x) − x = −(x − f (x)). Nach Korollar 5.F.4 istV nun die direkte Summe vonV+ undV−. Nehmen wir
eine Basis vonV+ undV− zusammen, so erhalten wir eine Basis vonV , bzgl. derf eine Matrixdarstellung
der angegebenen Art hat. – Hat umgekehrtf eine solche Matrixdarstellung bzgl. einer Basisv1, . . . , vn, so
ist f (vj ) = ±vj und somitf 2(vj ) = vj für alle j , d.h. es istf 2 = idV .

c) Definitionsgemäß istf eine Scherung, wenn der FixpunktraumH := {x ∈ V | f (x) = x} ein
(n−1)-dimensionaler Unterraum vonV ist und wenn für ein (und damit für jedes)x ∈ V − H die Spie-
gelungsrichtungf (x)−x in H liegt.

Ist dies der Fall, so wählen wir einv1∈ V −H und ergänzenv2 := f (x)−x 6= 0 durchv3 . . . , vn zu einer Basis
v2, . . . , vn vonH . Dann istv = (v1, . . . , vn) eine Basis vonV , und es giltf (v1)= v1+(f (v1)−v1) = v1+v2

undf (vj ) = vj für j = 2, . . . , n. Mv
v(f ) hat also die angegebene Gestalt.

Hat umgekehrtf eine solche Matrixdarstellung bzgl. einer Basisv1, . . . , vn, so ist(f (vj ) = vj für alle
j = 2, . . . , n, undf (v1) = v1+v2, alsoH := {x ∈ V | f (x) = x} (n−1)-dimensional und fürx := v1 /∈ H

gilt f (x)−x = v2 ∈ H , d.h.f ist eine Scherung.

d) Definitionsgemäß ist ein Automorphismusf eine Dilatation, wennH := {x ∈ V | f (x) = x} ein
(n−1)-dimensionaler Unterraum vonV ist und wenn für ein (und damit für jedes)x ∈ V − H die Spiege-
lungsrichtungf (x)−x nicht inH liegt.

Ist dies der Fall, so setzen wirv1 := f (x)− x und könnenv1 durch eine Basisv2, . . . , vn von H zu einer
Basisv = (v1, . . . , vn) von V ergänzen. Dann giltf |H = idH , und istf (x) = λx + h mit h∈ H , so gilt
λ 6= 0, da andernfalls Bildf im (n−1)-dimensionalen UnterraumH läge im Widerspruch zur Bijektivität
vonf , und fernerλ 6= 1, da andernfallsf (x)−x in H läge. Außerdem erhält manf (v1) = f (f (x)−x) =

f (λx + h) − f (x) = λf (x) + h − (λx + h) = λ(f (x)−x) = λv1 undf (vi) = vi für i = 2, . . . , n. Daher
hatMv

v(f ) die angegebene Gestalt. – Die Umkehrung ist wieder trivial. •
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Abschnitt 8.A, Aufg. 10, p. 182 (1.6.2011) :

SeienV einn-dimensionalerK-Vektorraum undf :V → V ein linearer Operator. Genau dann stimmen die
Matrizen vonf für alle Basenv1, . . . , vn vonV überein, wennf eine Homothetiea idV , a∈ K, ist.

Beweis: Ist f = a idV , a ∈ K, undv = (v1, . . . , vn) eine beliebige Basis vonV , so gilt stetsf (vj ) = avj

und somitMv
v(f ) = aEn.

Stimmen umgekehrt die Matrizen vonf für alle Basen vonV überein, so seiv = (v1, . . . , vn) eine Basis
vonV undMv

v(f ) = (aij ). Es genügt zu zeigen, dassakℓ = 0 undakk = aℓℓ ist für beliebigek 6= ℓ. Dann
ist f (vj ) = avj für alle j , alsof = a idV , wo a der gemeinsame Wert derakk ist.

Definieren wirwi := vi für i 6= k undwk := vk + vℓ, so sind dien Vektorenw1, . . . , wk, . . . , wn ebenfalls
ein Erzeugendensystem von V (wegenvk = wk − wℓ) und somit eine weitere Basis vonV . Wir berechnen
diek-te Spalte der Matrix(bij ) vonf bzgl. dieser Basis – nach Voraussetzung gilt(aij ) = (bij ) – durch

f (wk) = f (vk + vℓ) = f (vk) + f (vℓ) =

n∑

i=1

aikvi +

n∑

i=1

aiℓvi =

n∑

i=1

(aik + aiℓ)vi

=

n∑

i=1,i 6=k,ℓ

(aik + aiℓ)vi + (akk + akℓ)(vk + vℓ) + (aℓk + aℓℓ − akk − akℓ)vℓ

=

n∑

i=1,i 6=k,ℓ

(aik + aiℓ)wi + (akk + akℓ)wk + (aℓk + aℓℓ − akk − akℓ)wℓ

und erhalten insbesondereakk = bkk = akk +akℓ und aℓk = bℓk = aℓk +aℓℓ−akk −akℓ . Die erste Beziehung
liefert akℓ = 0 und dann die zweiteaℓℓ = akk , wie behauptet. •

Beweisvariante: Ist f keine Homothetie, so gibt es linear unabhängige Vektorenv1, v2 mit f (v1) = v2, vgl.
5.B, Aufg. 8. Bzgl. Basenv1, v2, v3, . . . , vn bzw.v1, v1 + v2, v3, . . . , vn von V sind die ersten Spalten der
zugehörigen Matrizen vonf verschieden. •

Abschnitt 8.A, Aufg. 11, p. 183 (1.6.2011) :

Man folgere aus Aufg. 10 für einen endlichdimensionalenK-VektorraumV :

a) Das Zentrum Z(EndKV ) der Algebra EndKV , d.h. die Unteralgebra derjenigenf aus EndKV , die mit
allen Elementen aus EndKV vertauschbar sind, ist gleich der Unteralgebra{a idV | a ∈ K} der Homothetien
vonV .

b) Das Zentrum Z(AutKV ) der Automorphismengruppe AutKV ist die Untergruppe der Homothetiena idV ,
a ∈ K×.

c) Man bestimme die Zentren der Matrizenalgebren MI (K) bzw. der Gruppen GLI (K) , I endlich.

Beweis: a) , b) Für beliebigeg ∈ EndKV gilt g (a idV ) = ag = (a idV ) g, a ∈ K, d.h. das Zentrum enthält
jeweils die angegebenen Homothetien.

Es genügt, die Umkehrung von b) zu beweisen. Sei dazuf ∈ Z(AutKV ) und seiA = (aij ) die Matrix von

f bzgl. einer Basisv1, . . . , vn von V , d.h. es geltef (vj ) =
n∑

i=1
aijvi . Nach Aufg. 10 ist zu zeigen, dassf

bzgl. einer beliebigen Basisw1, . . . , wn von V ebenfalls durchA beschrieben wird. Gemäß Satz 5.D.3 (3)
wird durchg(vi) := wi für alle i ein Automorphismus vonV beschrieben, der nach Voraussetzung mitf

vertauschbar ist. Daher giltf (wj ) = fgg−1(wj ) = gfg−1(wj ) = gf (vj ) = g
( n∑

i=1
aijvi

)
=

n∑
i=1

aijwi , und

A ist auch die Matrix vonf bzgl. der Basisw1, . . . , wn. •

c) Die Zentren von MI (K) bzw. GLI (K) , I endlich, bestehen genau aus den VielfachenaEI der Einheits-
matrix mita ∈ K bzw.a ∈ K×. Dies folgt aus a) und b) mit Hilfe der Korrespondenz aus Satz 8.A.9.•

Abschnitt 8.A, Aufg. 12, p. 183 (1.6.2011) :

V sei ein endlichdimensionalerK-Vektorraum, undu1, . . . , ur , w1, . . . , ws sei eine Basis vonV . Es sei
U = Ku1 + · · · + Kur undW = Kw1 + · · · + Kws . Ferner seif :V → V einK-linearer Operator aufV .
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a) Genau dann istf (U) ⊆ U , d.h.U i n va r i an t un te rf , wenn die Matrix vonf bzgl. der angegebenen
Basis vonV die folgende Form hat:




a11 · · · a1r c11 · · · c1s

...
. . .

...
...

. . .
...

ar1 · · · arr cr1 · · · crs

0 · · · 0 b11 · · · b1s

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 bs1 · · · bss




∈ Mr+s(K) .

In diesem Fall sind



a11 · · · a1r

...
. . .

...

ar1 · · · arr


 ∈ Mr(K) und




b11 · · · b1s

...
. . .

...

bs1 · · · bss


 ∈ Ms(K)

die Matrix vonf |U bzgl. der Basisu1, . . . , ur vonU bzw. die Matrix des vonf auf dem Restklassenraum
V := V/U induzierten Operatorsf bzgl. der (Restklassen-)Basisw1, . . . , ws vonV .

b) Genau dann sindU undW beide invariant unterf , wenn die Matrix vonf bzgl. der angegebenen Basis
vonV die Form aus a) hat, wobei zusätzlich diecij alle gleich 0 sind.

Beweis(von a) und b) ): Istf (U) ⊆ U , so istf (uj ) =
∑r

i=1 aijui +
∑s

i=1 0 · wi , j = 1, . . . , r, und die
Matrix von f hat die angegebene Gestalt. Wegenf (uj ) =

∑r
i=1 aijui , j = 1, . . . , r, ist dann(aij ) die

Matrix von f |U bzgl. u1, . . . , ur . Ist fernerf (wj ) =
∑r

i=1 cijui +
∑s

i=1 bijwi , j = 1, . . . , s, so folgt
f (wj ) =

∑r
i=1 cijui +

∑s
i=1 bijvi =

∑s
i=1 bijwi , j = 1, . . . , s, durch Übergang zu Restklassen modulo

U , und(bij ) ist die Matrix vonf : V → V bzgl. der Basisw1, . . . , ws vonV .

Gilt zusätzlichf (W) ⊆ W , so ist auchf (wj ) =
∑r

i=1 0 · ui +
∑s

i=1 bijwi =
∑s

i=1 bijwi , j = 1, . . . , s,
und allecij sind 0. – Umgekehrt implizieren Matrizen der angegebenen Form natürlichf (uj ) ∈ U für alle
j , alsof (U) ⊆ U , und gegebenenfallsf (wj ) ∈ W für alle j , alsof (W) ⊆ W . •

Abschnitt 8.A, Aufg. 13, p. 183 (1.6.2011) :

Eine Matrix wie in Aufg. 12 schreiben wir in naheliegender Weise als B l o c k m a t r i x
(

A C

0 B

)
, A ∈ Mr(K) , B ∈ Ms(K) , C ∈ Mr,s(K) .

Genau dann ist eine solche Matrix invertierbar, wenn die MatrizenA undB invertierbar sind. In diesem Fall
gilt (

A C

0 B

)−1

=

(
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

)
.

Beweis:SindA undB invertierbar, so folgt die Behauptung mit Satz 8.A.11 aus
(

A C

0 B

)(
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

)
=

(
AA−1 −AA−1CB−1 + CB−1

0 BB−1

)
=

(
Er 0
0 Es

)
= Er+s .

Ist umgekehrt die angegebene Blockmatrix invertierbar und schreiben wir die inverse Matrix in der Form
(

A′ C′

D′ B′

)
, so gilt

(
Er 0
0 Es

)
=

(
A C

0 B

)(
A′ C′

D′ B′

)
=

(
AA′ + CD′ AC′ + CB′

BD′ BB′

)
,

alsoBB′ = Es , undB ist invertierbar. Ebenso folgtAA′ = Er und die InvertierbarkeitB aus
(

Er 0
0 Es

)
=

(
A′ C′

D′ B′

)(
A C

0 B

)
=

(
A′A A′C + C′B

D′A D′C + B′B

)
•
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Abschnitt 8.A, Aufg. 14, p. 183 (1.6.2011) :

Genau dann ist die Matrix

(
a c

b d

)
∈ M2(K) invertierbar, wennad− bc 6= 0 ist. Ihr Inverses ist dann

1

ad− bc

(
d −c

−b a

)
.

Beweis:Wir verwenden Satz 8.A.11. Istad− bc 6= 0, so gilt

1

ad− bc

(
d −c

−b a

)(
a c

b d

)
=

1

ad− bc

(
da − cb dc − cd

−ba + ab bc + ad

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Ist umgekehrt

(
a c

b d

)
invertierbar mit inverser Matrix

(
x u

y v

)
, so gilt

(
1 0
0 1

)
=

(
a c

b d

)(
x u

y v

)
=

(
ax + cy au + cv

bx + dy bu + dv

)
,

also insbesondereax + cy = 1 undbx + dy = 0. Multipliziert man die erste dieser Gleichung mitd und die
zweite mit−c und addiert dann beide, so bekommt man(ad− bc) x = d. Multipliziert man jedoch die erste
dieser Gleichung mit−b und die zweite mita und addiert dann beide, so bekommt man(ad− bc) y = −b.
Wäread − bc = 0, so folgteb = d = 0 im Widerspruch zur sich ebenfalls oben ergebenden Gleichung
bu + dv = 1. (Diese Aufgabe wird in Korollar 9.C.10 und Satz 9.D.13 verallgemeinert.) •

Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 15, p. 184 (1.6.2011) :

Die lineare Abbildungf : R3 → R3 sei gegeben durch

f (x1, x2, x3) := (x1 + x2 − x3 , −2x1 − 3x2 + x3 , x1 − x3) .

Geben Sie die Matrix vonf bezüglich der Standardbasis desR3 sowie die Matrix vonf bezüglich der Basis
v1 := (1, 2, 5) , v2 := (5, 3, 3) , v3 := (1, 1, 2) vonR3 an.

Lösung: Die Spalten der MatrixA := Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) von f bezüglich der Standardbasise1, e2, e3 von R3

sind die Koordinatenvektoren vonf (e1), f (e2), f (e3) bezüglich der Basise1, e2, e3. Sie ist also gleich

A =

(
1 1 −1

−2 −3 1
1 0 −1

)
.

Die ÜbergangsmatrixB von der Standardbasis auf die Basisv1, v2, v3 ist die inverse Matrix zur Matrix

B−1 =

(
1 5 1
2 3 1
5 3 2

)
,

deren Spalten (die Koordinatenvektoren bezügliche1, e2, e3 von)v1, v2, v3 sind. Wir berechnenB mit dem
Verfahren aus Beispiel 8.B.7 durch elementare Zeilenumformungen:

(
1 5 1
2 3 1
5 3 2

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 5 1
0 −7 −1
0 −22 −3

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−2 1 0
−5 0 1

)
H⇒

(
1 5 1
0 1 1

7
0 −22 −3

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
2
7 − 1

7 0
−5 0 1

)
H⇒




1 0 2
7

0 1 1
7

0 0 1
7



∣∣∣∣∣∣




− 3
7

5
7 0

2
7 − 1

7 0
9
7 − 22

7 1


 H⇒

( 1 0 2
7

0 1 1
7

0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
− 3

7
5
7 0

2
7 − 1

7 0
9 −22 7

)
H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
−3 7 −2
−1 3 −1

9 −22 7

)
.

Die Matrix A′ = Mv1,v2,v3
v1,v2,v3

(f ) vonf bezüglich der Basisv1, v2, v3 ist daher

A′ = BAB−1 =

(
−3 7 −2
−1 3 −1

9 −22 7

) (
1 1 −1

−2 −3 1
1 0 −1

) (
1 5 1
2 3 1
5 3 2

)
=

(
−7 −131 −19
−3 −55 −8
20 411 59

)
.
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Abschnitt 8.A, Variante zuAufg. 15, p. 184 (1.6.2011) :

Die lineare Abbildungf : R3 → R3 sei gegeben durch

f (x1, x2, x3) := (x1 − x2 + x3 , −2x1 + 3x2 − x3 , x1 + x3) .

Geben Sie die Matrix vonf bezüglich der Standardbasis desR3 sowie die Matrix vonf bezüglich der Basis
v1 := (1, 1, 2) , v2 := (2, 1, 4) , v3 := (1, 1, 3) vonR3 an.

Lösung: Die Spalten der MatrixA := Me1,e2,e3
e1,e2,e3

von f bezüglich der Standardbasise1, e2, e3 von R3 sind
die Koordinatenvektoren vonf (e1), f (e2), f (e3) bezüglich der Basise1, e2, e3. Sie ist also gleich

A =

(
1 −1 1

−2 3 −1
1 0 1

)
.

Die ÜbergangsmatrixB von der Standardbasis auf die Basisv1, v2, v3 ist die inverse Matrix zur Matrix

B−1 =

(
1 2 1
1 1 1
2 4 3

)
,

deren Spalten (die Koordinatenvektoren bezügliche1, e2, e3 von) v1, v2, v3 sind. Wir berechnenB durch
elementare Zeilenumformungen:

(
1 2 1
1 1 1
2 4 3

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 2 1
0 −1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−1 1 0
−2 0 1

)
H⇒

(
1 2 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
3 0 −1
1 −1 0

−2 0 1

)
H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 2 −1
1 −1 0

−2 0 1

)
.

Die Matrix A′ = Mv1,v2,v3
v1,v2,v3

(f ) vonf bezüglich der Basisv1, v2, v3 ist daher

A′ = BAB−1 =

(
1 2 −1
1 −1 0

−2 0 1

) (
1 −1 1

−2 3 −1
1 0 1

) (
1 2 1
1 1 1
2 4 3

)
=

(
−3 −11 −5

3 10 5
−1 −4 −2

)
.

Abschnitt 8.A, Aufg. 17, p. 184 (1.6.2011) :

Sei I eine endliche Menge. Die Abbildungf : A 7→ tA−1, die jeder MatrixA ∈ GLI (K) die zu A
kontragrediente Matrix zuordnet, ist ein Automorphismus von GLI (K), der zu sich selbst invers ist.

Beweis:Mit 8.A.18 (4) und Eigenschaft (4) vor 8.A.15 sieht man

f (AB) = t (AB)−1 = t (B−1A−1) = tA−1 tB−1 = f (A) f (B) .

Ferner gilt f
(
f (A)

)
= t

(
tA−1

)
−1 =

(
A−1

)
−1 = A wegen 8.A.18 (1) und 8.A.19, alsof 2 = id. Daher ist

f ein zu sich selbst inverser Automorphismus von GLI (K). •

Abschnitt 8.A, Aufg. 18, p. 184 (1.6.2011) :

Für allea ∈ K× und allem ∈ Z gilt in Mn(K):



a 1 · · · 0 0
0 a · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · a 1
0 0 · · · 0 a




m

=




am
(
m

1

)
am−1 · · ·

(
m

n−2

)
am−n+2

(
m

n−1

)
am−n+1

0 am · · ·
(

m

n−3

)
am−n+3

(
m

n−2

)
am−n+2

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · am
(
m

1

)
am−1

0 0 · · · 0 am




.

Beweis:Wir bezeichnen mitDn,1 := (δi+1,j )1≤i,j≤n = (δi,j−1)1≤i,j≤n ∈ Mn(K) die(n×n)-Matrix, in deren
erster Nebendiagonale oberhalb der Hauptdiagonale überall 1 steht und deren übrige Koeffizienten alle 0
sind. Allgemeiner seiDn,k := (δi+k,j )1≤i,j≤n ∈ Mn(K) die (n×n)-Matrix, in derenk-ter Nebendiagonale
oberhalb der Hauptdiagonale überall 1 steht und deren übrige Koeffizienten alle 0 sind. Dann istDn,0 = En
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die Einheitsmatrix, und fürk ∈ N gilt (Dn,1)
k = Dn,k. Der Induktionschluss vonk auf k+1 folgt daraus,

dass das Element in deri-ten Zeile undℓ-ten Spalte von(Dn,1)
k+1 = (Dn,1)

k Dn,1 = Dn,k Dn,1 gleich
n∑

j=1
δi+k,j δj,ℓ−1 = δi+k,ℓ−1 = δi+k+1,ℓ , also gerade das entsprechende Element vonDn,k+1 ist. Insbesondere

ergibt sichDn
n,1 = Dn,n = 0. Die zu potenzierende Matrix istaEn+Dn,1. Wir können darauf Aufg. 1a)

und b) aus Abschnitt 1.A anwenden und erhalten:

(aEn+Dn,1)
m =

n∑

k=1

(
m
k

)
am−k(En)

m−k (Dn,1)
k =

n∑

k=1

(
m
k

)
am−kDn,k .

Dies ist gerade die als Potenz angegebene Matrix. •

Abschnitt 8.A, Aufg. 19, p. 184 (1.6.2011) :

In Mn(K) mit n − 1 ∈ K× gilt



1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 0 1
...

...
. . .

...
...

1 0 · · · 1 1
0 1 · · · 1 1




−1

=
1

n − 1




1 1 · · · 1 2− n

1 1 · · · 2 − n 1
...

...
. . .

...
...

1 2− n · · · 1 1
2 − n 1 · · · 1 1


 .

Beweis: Die zu invertierende Matrix ist
(
1− δn−i+1,j

)
1≤i,j≤n

. Es ist zu zeigen, dass ihr Inverses die Matrix(
1

n−1 −δj,n−ℓ+1
)

1≤j,ℓ≤n
ist. Dies folgt daraus, dass in deri-ten Zeile undℓ-ten Spalte des Produkts der beiden

Matrizen folgendes Element steht:
n∑

j=1

(1− δn−i+1,j )
( 1
n−1

− δj,n−ℓ+1
)

=

n∑

j=1

1
n−1

−
1

n−1

n∑

j=1

δn−i+1,j −

n∑

j=1

δj,n−ℓ+1 +

n∑

j=1

δn−i+1,j δj,n−ℓ+1

=
n

n−1
−

1
n−1

− 1 + δiℓ = δiℓ . •

Abschnitt 8.A, Aufg. 20.a), p. 184 (1.6.2011) :

( B i n o m i s c h e U m k e h r f o r m e l ) Sein ∈ N. Aus den Gleichungen

(1 + t)j =

j∑

i=0

(
j

i

)
t i , tj = (1 + t − 1)j =

j∑

i=0

(−1)j−i

(
j

i

)
(1 + t)i ,

j = 0, . . . , n, folgere man, dass die Matrizen



(0
0

) (1
0

)
· · ·

(
n

0

)

0
(1

1

)
· · ·

(
n

1

)

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
(
n

n

)


 und




(0
0

)
−
(1

0

)
· · · (−1)n

(
n

0

)

0
(1

1

)
· · · (−1)n−1

(
n

1

)

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
(
n

n

)




aus Mn+1(K) zueinander invers sind.

Beweis:Da die Koeffizienten der Matrizen ganze Zahlen sind, genügt es, die Aussage fürK = Q zu zeigen.
Nach Transponieren sind die beiden Matrizen die Übergangsmatrizen von der Basis 1, 1+t, . . . , (1+t)n zur
Basis 1, t, . . . , tn und umgekehrt vonQ[t ]n und daher zueinander invers. – Will man über einem beliebigen
KörperK rechnen, so hat man im RaumK[X]n der Polynome im Sinne von Abschnitt 10.A zu rechnen.•

Abschnitt 8.A, Aufg. 20.b), p. 185 (1.6.2011) :

( F o u r i e r s c h e U m k e h r f o r m e l ) Seienn ∈ N∗ undζ ∈ K eine primitiven-te Einheitswurzel (d.h.ζ
erzeuge inK× eine Gruppe der Ordnungn, z.B.ζ := exp(2π i/n) ∈ C). Dann sind die Matrizen(ζµν)0≤µ,ν<n

und 1
n
(ζ−µν)0≤µ,ν<n zueinander invers. (Es istn 6=0 in K. Andernfalls wären = mp mit p = CharK > 0

undζ n − 1 = ζmp − 1 = (ζm − 1)p und daher bereitsζm = 1.)
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Beweis:Wir haben
n−1∑
ν=0

ζµν 1
n

ζ−νλ = δµλ zu zeigen. Fürλ = µ gilt in der Tat
n−1∑
ν=0

ζµν 1
n

ζ−νµ =
n−1∑
ν=0

1
n

= 1 .

Fürλ 6= µ gilt
n−1∑

ν=0

ζµν 1
n

ζ−νλ =
1
n

n−1∑

ν=0

(
ζµ−λ

)ν
=

1
n

1 −
(
ζµ−λ

)n

1− ζµ−λ
=

1−
(
ζ n
)µ−λ

n (1− ζµ−λ)
=

1 − 1µ−λ

n (1− ζµ−λ)
= 0. •

(Wir zeigen noch, dassn 6= 0 ist in K. Andernfalls hätteK Primzahlcharakteristikp = CharK, undp

wäre ein Teiler vonn, alson = pm mit m ∈ N. Dann gilt, wie am Ende von Beispiel 5.A.8 bemerkt,
(ζm −1)p = ζmp −1 = ζ n −1 = 0, alsoζm −1 = 0 im Widerspruch dazu, dassζ eine primitiven-te
Einheitwurzel war.)

Abschnitt 8.A, Aufg. 22, p. 185 (1.6.2011) :

Seienλ1, . . . , λn bzw. µ1, . . . , µn jeweils paarweise verschiedene Elemente des KörpersK, für die überdies
λi + µj 6= 0 ist für allei, j = 1, . . . , n. Es seig(t) := (t + µ1) · · · (t + µn) und

fj (t) =
g(λj )

∏
i 6=j (t − λi)

g(t)
∏

i 6=j (λj − λi)
=

n∑

i=1

aij

t + µi

.

Dann sind die Matrizen

(
1

λi + µj

)
=




1
λ1+µ1

· · · 1
λ1+µn

...
. . .

...

1
λn+µ1

· · · 1
λn+µn


 und (aij ) =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann




aus Mn (K) zueinander invers. Man gebe die Elementeaij explizit an.

Lösung: Zur Berechnung deraij verwenden wir die in Band 1 im Anschluss an Satz 11.B.2 beschriebene
Methode zur Berechnung der Koeffizientenaij von 1/(t + µi) in der Partialbruchzerlegung vonfj (t) und
erhalten unter Verwendung des Polynomsh(t) := (t + λ1) · · · (t + λn) :

aij =
g(λj )

∏
ℓ6=j (−µi −λℓ)

g′(−µi)
∏

ℓ6=j (λj −λℓ)
=

1
(µi +λj )

g(λj )

g′(−µi)

(−1)n−1 h(µi)

(−1)n−1 h′(−λj )
=

1
(µi +λj )

g(λj )

g′(−µi)

h(µi)

h′(−λj )
.

Nach Wahl deraij ist das Element in derk-ten Zeile undj -ten Spalte des Produkts
(
1/(λk+ µi)

)
(aij ) nun

n∑

i=1

1
λk+µi

· aij = fj (λk) =
g(λj )

∏
i 6=j (λk−λi)

g(λk)
∏

i 6=j (λj − λi)
= δkj ,

da Zähler und Nenner des Bruchs fürk= j gleich sind und beik 6= j das Produkt im Zähler verschwindet.•

Abschnitt 8.A, Aufg. 23, p. 185 (1.6.2011) :

Man berechne die inverse Matrix zu einer H e i s e n b e r g - M a t r i x der Form



1 a1 a2 · · · an c

0 1 0 · · · 0 b1

0 0 1 · · · 0 b2...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 bn

0 0 0 · · · 0 1




∈ Mn+2 (K) .

Lösung: Seiv0, . . . , vn+1 eine Basis eine(n+2)-dimensionalen Vektorraums. Wir betrachten die gegebene
Heisenberg-MatrixB als die Übergangsmatrix von einer weiteren Basisw0, . . . , wn+1 auf die Basis
v0, . . . , vn+1, d.h. es sei

w0 = v0 + a0v1 + · · · + anvn + cvn+1 , wi = vi + bivn+1 für i = 1, . . . , n , wn+1 = vn+1 .

Dann istB−1 die Übergangsmatrix von der Basisw0, . . . , wn+1 auf die Basisv0, . . . , vn+1, berechnet sich also
ausvn+1 = wn+1, vi = wi−bivn+1 = wi−biwn+1 für i = 1, . . . , nundv0 = w0−a1v1−· · ·−anvn−cvn+1 =

w0−a1(w1−b1wn+1 · · ·−an(wn−bnwn+1−cwn+1 = w0−a1w1−· · ·−anwn+(a1b1+. . .+anbn−c)wn+1 .
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Die gesuchte inverse MatrixB−1 ist also die Heisenbergmatrix



1 −a1 −a2 · · · −an d

0 1 0 · · · 0 −b1

0 0 1 · · · 0 −b2...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 −bn

0 0 0 · · · 0 1




, d := a1b1 + · · · + anbn − c . •

Abschnitt 8.A, Aufg. 24, p. 185 (1.6.2011) :

Seienv = (vi)i∈I undv′ = (v′
i)i∈I Basen des endlichdimensionalenK-VektorraumsV undv∗ bzw.v′ ∗ die

zugehörigen Dualbasen vonV ∗. Ist A die Übergangsmatrix vonv nachv′, so ist die dazu kontragrediente
Matrix tA−1 die Übergangsmatrix vonv∗ nachv′ ∗.

Beweis:A ist gleichMv
v′(idV ) und die Übergangsmatrix vonv∗ nachv′∗ ist Mv∗

v′∗(idV ∗) . Nach Satz 8.A.20
ist Mv∗

v′∗(idV ∗) = Mv∗

v′∗

(
(idV )∗

)
= tMv′

v (idV ). WegenMv′

v (idV ) =
(
Mv

v′(idV )
)
−1 ist dies die Behauptung.•

Abschnitt 8.A, Aufg. 26, p. 186 (1.6.2011) :

A, B ∈ GLn(R) seien zueinander inverse Matrizen, deren Koeffizienten alle≥ 0 sind. Dann habenA und
B in jeder Zeile und Spalte jeweils nur einen von 0 verschiedenen Koeffizienten.

Beweis: Sei A = (aij ) und B = (bjk). Dann gilt
∑n

j=1 aijbjk = δjk für alle i, k. Ist bjk = 0 für
festesk und allej , verschwindet also die ganzek-te Spalte vonB, so bekommt man den Widerspruch
1 = δkk =

∑n
j=1 akjbjk = 0. Analog sieht man, dass nicht eine ganze Zeile vonA verschwinden kann. Aus

BA = En bekommt man dann entsprechend, dass nicht eine ganze Spalte vonA oder eine ganze Zeile von
B verschwinden kann. Sei nunbjkk 6= 0 für ein jk. Da nach Voraussetzung alle Summanden≥ 0 sind in∑n

j=1 aijbjk = δik, folgt für alle i 6= k bereitsaijk
= 0. Wäre auch nochbjkk′ 6= 0 für ein weiteresk′ 6= k, so

erhielte man genausoaijk
= 0 für alle i 6= k′, also insbesondereakjk

= 0, und die ganzejk-te Spalte vonA
würde verschwinden. Damit ist gezeigt, dass es in derjk-ten Zeile vonB genau ein Element6=0 gibt. Wir
folgern daraus, dassjk′ 6= jk sein muss, wenn wir in entsprechender Weise zuk′ 6= k ein bjk′ k′ 6= 0 wählen.
Die so erhaltene Abbildungk 7→ jk von {1, . . . , n} in {1, . . . , n} ist daher injektiv, also auch surjektiv. Aus
dem Gezeigten folgt somit, dass es in jeder Spalte und dann, da keine Zeile vonB verschwindet, auch in
jeder Zeile vonB genau ein Element6= 0 gibt. Die ensprechende Aussage überA folgt durch Betrachten
vonBA = En. •

Abschnitt 8.B, Teil vonAufg. 1a), p. 191 (1.6.2011) :

Man bestimme den Rang der Matrix




1 3 1 −2 −3
1 4 3 −1 −4
2 3 −4 −7 −3
3 8 1 −7 −8


 überQ.

Lösung: Wir benutzen, dass sich der Rang bei elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen nicht ändert.
Zunächst addieren wir das(−1)-fache der ersten Zeile zur zweiten, das(−2)-fache der ersten Zeile zur
dritten und das(−3)-fache der ersten Zeile zur vierten. Dann addieren wir das 3-fache der zweiten Zeile zur
dritten und das 1-fache der zweiten Zeile zur vierten. Schließlich vertauschen wir noch die beiden letzten
Zeilen und die dritte und vierte Spalte. Dadurch erhalten wir bereits Dreiecksgestalt (mit 3 Zeilen6= 0) :

Rang




1 3 1 −2 −3
1 4 3 −1 −4
2 3 −4 −7 −3
3 8 1 −8 −8


 = Rang




1 3 1 −2 −3
0 1 2 1 −1
0 −3 −6 −3 3
0 −1 −2 −2 1


 =

= Rang




1 3 1 −2 −3
0 1 2 1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0


 = Rang




1 3 −2 1 −3
0 1 1 2 −1
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0


 = 3 . •
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Abschnitt 8.B, Variante zuAufg. 1a), p. 191 (1.6.2011) :

Man bestimme den Rang der Matrix




5 −3 3 2 4
3 −1 2 3 5
7 −5 4 1 3
1 −3 0 −5 −7


 überQ

Lösung: Wir benutzen, dass sich der Rang bei elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen nicht ändert.
Zunächst vertauschen wir die erste und vierte Zeile, addieren dann das(−3)-fache der ersten Zeile zur zweiten,
das(−7)-fache der ersten Zeile zur dritten und das(−5)-fache der ersten Zeile zur vierten. Schließlich
addieren wir das(−2)-fache der zweiten Zeile zur dritten und das(− 3

2)-fache der zweiten Zeile zur vierten.
Dadurch erhalten wir bereits Dreiecksgestalt (mit 2 Zeilen6= 0) :

Rang




5 −3 3 2 4
3 −1 2 3 5
7 −5 4 1 3
1 −3 0 −5 −7


 =




1 −3 0 −5 −7
3 −1 2 3 5
7 −5 4 1 3
5 −3 3 2 4


 =




1 −3 0 −5 −7
0 8 2 18 26
0 16 4 36 52
0 12 3 27 39


 =

= Rang




1 −3 0 −5 −7
0 8 2 18 26
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 = 2 . •

Abschnitt 8.B, Variante zuAufg. 4, p. 191 (1.6.2011) :

Man berechne zu den folgenden beiden invertierbaren Matrizen die inversen Matrizen:




1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6


 ∈ M4(R) ,




1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 0 1
...

...
. . .

...
...

1 0 · · · 1 1
0 1 · · · 1 1




∈ Mn(R) , n ≥ 2 .

Lösung: Es ist




1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6




−1

=




22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1

4 −1 −5 3


 in M4,4(R) .

Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchführt, erhält man nämlich:



1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6




∣∣∣∣∣∣∣




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 H⇒




1 2 3 4
0 −1 −5 −6
0 −1 −2 −5
0 −2 −5 −10




∣∣∣∣∣∣∣




1 0 0 0
−2 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1


 H⇒




1 2 3 4
0 1 5 6
0 0 3 1
0 0 5 2




∣∣∣∣∣∣∣




1 0 0 0
2 −1 0 0
1 −1 1 0
3 −2 0 1


 H⇒




1 2 3 4
0 1 5 6
0 0 1 1

3
0 0 0 1

3




∣∣∣∣∣∣∣




1 0 0 0
2 −1 0 0
1
3 − 1

3
1
3 0

4
3 − 1

3 − 5
3 1


 H⇒




1 2 3 0
0 1 5 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣




−15 4 20 −12
−22 5 30 −18
−1 0 2 −1

4 −1 −5 3


 H⇒




1 2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣




−12 4 14 −9
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1

4 −1 −5 3


 H⇒




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣




22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1

4 −1 −5 3


 .
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Ferner gilt




1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 0 1
...

... ..
. ...

...

1 0 · · · 1 1
0 1 · · · 1 1




−1

=




1
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1 − n−2
n−1

1
n−1

1
n−1 · · · − n−2

n−1
1

n−1
...

... ..
. ...

...
1

n−1 − n−2
n−1 · · · 1

n−1
1

n−1

− n−2
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1
1

n−1




in Mn(R) , n ≥ 2 .

Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchführt, erhält man nämlich:



1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 0 1
...

... ..
. ...

...

1 0 · · · 1 1
0 1 · · · 1 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1




⇒




1 1 · · · 1 0
0 0 · · · −1 1
...

... ..
. ...

...

0 −1 · · · 0 1
−1 0 · · · 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




1 0 · · · 0 0
−1 1 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

−1 0 · · · 1 0
−1 0 · · · 0 1




H⇒




0 0 · · · 0 n−1
0 0 · · · −1 1
...

... ..
. ...

...

0 −1 · · · 0 1
−1 0 · · · 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




−n+2 1 · · · 1 1
−1 1 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

−1 0 · · · 1 0
−1 0 · · · 0 1




H⇒

H⇒




1 0 · · · 0 −1
0 1 · · · 0 −1
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −1
0 0 · · · 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




1 0 · · · 0 −1
1 0 · · · −1 0
...

... ..
. ...

...

1 −1 · · · 0 0
− n−2

n−1
1

n−1 · · · 1
n−1

1
n−1




H⇒

H⇒




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




1
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1 − n−2
n−1

1
n−1

1
n−1 · · · − n−2

n−1
1

n−1
...

... ..
. ...

...
1

n−1 − n−2
n−1 · · · 1

n−1
1

n−1

− n−2
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1
1

n−1




.

Zu dieser letzten Matrix siehe auch 8.A, Aufg. 19. •

Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011) :

Man begründe, dass die MatrixA :=

(
1 3 2
2 2 2
3 1 2

)
nicht invertierbar ist.

Beweis: Die Summe aus erster und dritter Zeile vonA ist gleich dem Doppelten der zweiten Zeile. Daher
sind die Zeilen vonA linear abhängig, undA ist nicht invertierbar. •

Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011) :

Man begründe, dass die lineareAbbildungf aus der zweiten Variante zu 8.A,Aufg. 15 bijektiv ist, und geben
die Umkehrabbildungf −1 zuf an.

Lösung: Die Matrix A := Me1,e2,e3
e1,e2,e3

(f ) vonf bezüglich der Standardbasise1, e2, e3 vonR3 ist die Matrix

A =

(
1 −1 1

−2 3 −1
1 0 1

)
.

Sie ist invertierbar mit einer inversen Matrix, die wir folgendermaßen durch elementare Umformungen
berechnen:

(
1 −1 1

−2 3 −1
1 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 −1 1
0 1 1
0 1 0

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
2 1 0

−1 0 1

)
H⇒
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(
1 −1 1
0 1 0
0 1 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−1 0 1
2 1 0

)
H⇒

(
1 −1 1
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−1 0 1
3 1 −1

)
H⇒

(
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
2 1 1

−1 0 1
3 1 −1

)
H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣

(
−3 −1 2
−1 0 1

3 1 −1

)
.

Daher istf bijektiv, und es istf −1(x1, x2, x3) = (−3x1 − x2 + 2x3 , −x1 + x3 , 3x1 + x2 − x3) wegen

A−1

(
x1

x2

x3

)
=

(
−3 −1 2
−1 0 1

3 1 −1

) (
x1

x2

x3

)
=

(
−3x1 − x2 + 2x3

−x1 + x3

3x1 + x2 − x3

)
. •

Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011) :

Für die folgendenR-linearen Abbildungenf bestimme man jeweils die Dimensionen von Kern und Bild
und stelle fest, ob sie injektiv oder surjektiv sind:

a) f : R3 → R3 mit f (x1, x2, x3) := (x1 − x2 + 2x3 , 2x1 + x2 − x3 , x1 + 5x2 − 8x3) .

b) f : R3 → R4 mit f (x1, x2, x3) = (x1 − x2 + x3 , 3x1 + x2 + 7x3 , −2x1 + 2x2 − 2x3 , x1 − 2x2) .

c) f : R4 → R3 mit f (x1, x2, x3, x4) = (x1 + 2x2 + 3x3 , 2x1 + 5x2 + 4x3 − 3x4 , 3x1 + 4x2 + 6x3 + 6x4) .

d) f : R4 → R3 mit f (x1, x2, x3, x4) = (x1 + 3x2 − 2x3 + x4 , −x1 + x2 + 2x3 − 2x4 , x1 + 7x2 − x3) .

Lösung: a)f ist nicht surjektiv wegen Dim Bildf < Dim R3 = 3. Es ist nämlich

Dim Bild f = Rangf = RangMe1,e2.e3
e1,e2.e3

(f ) = Rang

(
1 −1 2
2 1 −1
1 5 −8

)
= Rang

(
1 −1 2
0 3 −5
0 6 −10

)

= Rang

(
1 −1 2
0 3 −5
0 0 0

)
= 2 .

Der Rangsatz liefert Dim Kernf = Dim R3 − Dim Bild f = 3 − 2 = 1>0, d.h.f ist auch nicht injektiv.

b) f ist nicht surjektiv wegen Dim Bildf < Dim R4 = 4. Es ist nämlich

Dim Bild f = Rangf = RangMe1,e2.e3
e1,e2.e3,e4

(f ) = Rang




1 −1 1
3 1 7

−2 2 −2
1 −2 0


 = Rang




1 −1 1
0 4 4
0 0 0
0 −1 −1




= Rang




1 −1 1
0 4 4
0 0 0
0 0 0


 = 2 .

Der Rangsatz liefert Dim Kernf = Dim R3 − Dim Bild f = 3 − 2 = 1>0, d.h.f ist auch nicht injektiv.

c) f ist surjektiv wegen Dim Bildf = Dim R3 = 3. Es ist nämlich

Dim Bild f = Rangf = RangMe1,e2.e3,e4
e1,e2.e3

(f ) = Rang

(
1 2 3 0
2 5 4 −3
3 4 6 6

)
= Rang

(
1 2 3 0
0 1 −2 −3
0 −2 −3 6

)

= Rang

(
1 2 3 0
0 1 −2 −3
0 0 −7 0

)
= 3 .

Der Rangsatz liefert Dim Kernf = Dim R4 − Dim Bild f = 4 − 3 = 1>0, d.h.f ist nicht injektiv.

d) f ist nicht surjektiv wegen Dim Bildf < Dim R3 = 3. Es ist nämlich

Dim Bild f = Rangf = RangMe1,e2.e3,e4
e1,e2.e3

(f ) = Rang

(
1 3 −2 1

−1 1 2 −2
1 7 −2 0

)
= Rang

(
1 3 −2 1
0 4 0 −1
0 4 0 −1

)

= Rang

(
1 3 −2 1
0 4 0 −1
0 0 0 0

)
= 2 .

Der Rangsatz liefert Dim Kernf = Dim R4 − Dim Bild f = 4 − 2 = 2>0, d.h.f ist nicht injektiv. •
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Abschnitt 8.B, Zusatzaufgabe, p. 191 (1.6.2011) :

Man stelle fest, für welchea ∈ R die folgenden Matrizen invertierbar sind, und berechne dafür jeweils die
inverse Matrix:

a)

(
1 0 a

1 1 −1
0 1 1

)
, b)

(
1 1 1
a 1 1
a a 1

)
, c)

(
1 1 2

−2 −1 −4
1 1 a

)
.

Lösung: a) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchführt, erhält man:(
1 0 a

1 1 −1
0 1 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 0 a

0 1 −1−a

0 1 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−1 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 0 a

0 1 −1−a

0 0 2+a

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−1 1 0
1 −1 1

)
.

Genau dann ist der Rang der gegebenen 3×3-Matrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
a+2 6= 0 ist, d..h.a 6=−2. In diesem Fall können wir mit der Rechnung fortfahren:

H⇒

(
1 0 a

0 1 −1−a

0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣




1 0 0
−1 1 0

1
a+2 − 1

a+2
1

a+2


 H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣∣




2
a+2

a
a+2 − a

a+2

− 1
a+2

1
a+2

a+1
a+2

1
a+2 − 1

a+2
1

a+2


 .

Die gesuchte inverse Matrix ist dann1
a+2

(
2 a −a

−1 1 a + 1
1 −1 1

)
.

b) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchführt, erhält man:(
1 1 1
a 1 1
a a 1

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 1 1
0 1−a 1−a

0 0 1−a

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0

−a 1 0
−a 0 1

)

Genau dann ist der Rang der gegebenen 3×3-Matrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
1−a 6= 0 ist, d..h.a 6= 1. In diesem Fall können wir mit der Rechnung fortfahren:

H⇒

(
1 1 1
0 1 1
0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣




1 0 0
− a

1−a
1

1−a
0

− a
1−a

0 1
1−a


 H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣∣




1
1−a

− 1
1−a

0

0 1
1−a

− 1
1−a

− a
1−a

0 1
1−a


 .

Die gesuchte inverse Matrix ist dann1
1−a

(
1 −1 0
0 1 −1

−a 0 1

)
.

c) Indem man links und rechts dieselben elementaren Zeilenumformungen durchführt, erhält man:(
1 1 2

−2 −1 −4
1 1 a

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
H⇒

(
1 1 2
0 1 0
0 0 a−2

) ∣∣∣∣∣

(
1 0 0
2 1 0

−1 0 1

)
H⇒

Genau dann ist der Rang der gegebenen 3×3-Matrix also gleich 3 und damit die Matrix invertierbar, wenn
a−2 6= 0 ist, d..h.a 6= 2. In diesem Fall können wir mit der Rechnung fortfahren:

H⇒

(
1 0 2
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣




−1 −1 0
2 1 0

− 1
a−2 0 1

a−2


 H⇒

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ∣∣∣∣∣∣




4−a
a−2 −1 2

2−a

2 1 0
1

2−a
0 1

a−2


 .

Die gesuchte inverse Matrix ist dann




4−a
a−2 −1 2

2−a

2 1 0
1

2−a
0 1

a−2


 . •
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Abschnitt 8.B, Aufg. 8, p. 192 (1.6.2011) :

Man beweise unter Verwendung von 8.A,Aufg. 8:

Satz 8.B.3SeienI undJ endliche Mengen undA = (aij ) ∈ MI,J (K) eineI × J -Matrix. Dann gilt

RangA = RangtA ,

d.h. der(Spalten-)Rang vonA ist gleich dem Zeilenrang vonA.

Beweis:Seif : KJ → KI definiert durchf (x) = Ax. Dann istA die Matrix vonf bzgl. der Standardbasen
vonKJ bzw.KI . Nach 8.A, Aufg. 8 gibt es Basenv vonKJ undw vonKI derart, dass die MatrixD bzgl.
dieser Basen ausserr Einsen in der Hauptdiagonale nur Nullen als Koeffizienten hat, wobeir = Rangf =

RangA ist. SindB bzw. C die zugehörigen Übergangsmatrizen (mitv als Spalten vonB undw als Spalten
von C), so giltD = C−1AB nach 8.A.14. Mit 8.A.18 und 8.A.19 erhält manD = tD = tB tA tC−1, d.h.
D und tA beschreiben die gleiche lineare AbbildungKI → KJ , nur bzgl. verschiedener Basen. Wieder mit
der obigen Aufgabe folgert manr = RangtA, was zu beweisen war. •

Abschnitt 8.B, Aufg. 9, p. 192 (1.6.2011) :

Zwei MatrizenA, A′ ∈ MI,J (K) , I, J endlich, haben genau dann denselben Rang, wenn es invertierbare
MatrizenB ∈ GLI (K) undC ∈ GLJ (K) gibt mit A′ = BAC .

Beweis: Seienf, g : KJ → KI die durchf (x) := Ax undf ′(x) := A′x, x Spaltenvektor inKJ , definierten
linearen Abbildungen, deren Matrizen bezüglich der Standardbasen alsoA bzw. A′ sind. Sei RangA =

RangA′ = r, also Rangf = Rangf ′ = r. Nach dem Beweis des Rangsatzes gibt es dann eine Basis
v1, . . . , vn von KJ und eine Basisv′

1, . . . , v
′
n von KJ derart, dassw1 := f (v1) , . . . , wr := f (vr) eine

Basis von Bildf undw′
1 := f (v′

1) , . . . , w′
r := f (v′

r) eine Basis von Bildf ′ ist und dassvr+1 , . . . , vn und
v′

r+1 , . . . , v′
n Basen von Kernf bzw. Kernf ′ sind. Wir ergänzen noch jeweilsw1, . . . , wr undw′

1, . . . , w
′
r

zu Basenw1, . . . , wm bzw. w′
1, . . . , w

′
m von KI . Nun definieren wir Isomorphismenh : KJ → KJ und

g : KI → KI durchh(vi) := v′
i , i = 1, . . . , n, undg(wi) := w′

i , i = 1, . . . , m. Nach Konstruktion gilt dann
g(f (vi)) = g(wi) = w′

i = f ′(v′
i) = f ′(h(vi)) für i = 1, . . . , r undg(f (vi)) = g(0) = 0 = f ′(v′

i) =

f ′(h(vi)) für i = r+1, . . . , n, also insgesamtg◦f = f ′◦h, wobei die MatrizenC′ := Me
e(h)undB := Me

e(g)

invertierbar sind. Es folgtBA = Me
e(g) Me

e(f ) = Me
e(g◦f ) = Me

e(f
′◦h) = Me

e(f
′) Me

e(h) = A′C′ und
somitA′ = BAC mit C := (C′)−1.

Definiert man beim Beweis der Umkehrung die Isomorphismeng undh wie oben durchB bzw.C−1, so ist
natürlich RangA = Dim Bild f = Dim Bild g ◦ f = Dim Bild f ′ ◦ h = Dim Bild f ′ = RangA′. •

Abschnitt 8.B, Aufg. 10, p. 192 (1.6.2011) :

A sei einem × n-Matrix über dem KörperK. Genau dann ist RangA ≤ r, wenn es einem × r-Matrix
B und einer × n-Matrix C überK gibt, so dassA = BC ist. Genau dann ist dabei RangA = r, wenn
RangB = RangC = r ist.

Beweis:Seif : Kn → Km die durchf (x) := Ax, x Spaltenvektor inKn, definierte lineare Abbildung, deren
Matrix bezüglich der Standardbasen alsoA ist. Sei RangA = r, also Dim Bildf = Rangf = r, und
seiw1, . . . , wr eine Basis von Bildf . Die lineare Abbildungh : Kn → Bild f mit h(x) := f (x) ist dann
surjektiv, also Bildh = Bild f , und die lineare Abbildungg : Bild f → Km mit g(y) := y ist injektiv, also
Kerng = 0. Ferner gilt(g◦h)(x) = g(h(x)) = h(x) = f (x) für alle x ∈ Kn, d.h.g◦ h = f . B und C

seien diem× r-Matrix B := Mv1,...,vr
e1,...,em

(g) bzw. dier× n-Matrix C := Me1,...,en
v1,...,vr

(h) , dieg bzw. h bzgl. der
Standardbasen vonKn bzw.Km bzw. der Basisv1, . . . , vr von Bildf beschreiben. Nach dem Rangsatz ist
RangB = Rangg = Dim Bild f − Dim Kerng = Dim Bild f = r. Ferner ist Rangh = Dim Bild h =

Dim Bild f = r, und es giltA = Me1,...,en
e1,...,em

(f ) = Me1,...,en
e1,...,em

(g◦h) = Mv1,...,vr
e1,...,em

(g) Me1,...,en
v1,...,vr

(h) = BC.

Sei umgekehrtA = BC mit einerm× r-Matrix B vom Rangr und einerr×n-Matrix C vom Rangr. Mit
g bezeichnen wir die durchg(y) := By, y Spaltenvektor inKr , definierte lineare Abbildungg : Kr → Km

und mit h die durchh(x) := Cx, x Spaltenvektor inKn, definierte lineare Abbildungh : Kn → Kr . Die
Matrizen vong undh bzgl. der Standardbasen sind alsoB bzw. C, undA beschreibt die Abbildungg◦ h

bzgl. dieser Basen. Dann ist Dim Bildh = Rangh = RangC = r, also Bildh = Kr . Ferner istg nach
Konstruktion injektiv. Nach dem Rangsatz gilt Dim Bildg = Dim Kr − Kerng = r − 0 = r. Es folgt
RangA = Rang(g◦h) = Dim Bild (g◦h) = Dim g(Bild h) = Dim g(Kr) = Dim Bild g = r. •
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Abschnitt 8.B, Aufg. 11, p. 192 (1.6.2011) :

Seiena1, . . . , an ∈Kn Spaltenvektoren. Genau dann bilden dien × n-Matrizenai
taj ∈ Mn(K) , 1≤ i, j ≤n,

eineK-Basis von Mn(K), wenna1, . . . , an eine Basis vonKn ist.

Beweis: Sei zunächsta1, . . . , an eine Basis vonKn. Dann gibt es für jedesr ∈ {1, . . . , n} Koeffizienten
λir ∈ K derart, dass

∑n
i=1 λirai = er der r-te Standardbasisvektor vonKn ist. Wegen Dim Mn(K) = n2

genügt es zu zeigen, das dien2 Matrizen ai
taj ganz Mn(K) erzeugen. Sei dazuA = (ars) ∈ Mn(K). Dann

gilt:
n∑

i,j=1

( n∑

r,s=1

arsλirλjs

)
ai

taj =

n∑

r,s=1

ars

( n∑

i=1

λirai

)( n∑

j=1

λjs
taj

)
=

n∑

r,s=1

ars er
tes =

n∑

r,s=1

arsErs = A .

Ist umgekehrtai
taj eine Basis von Mn(K), so genügt es zu zeigen,dass dien Vektorenai , i = 1, . . . , n,

linear unabhängig sind inKn. Aus
∑n

i=1 λiai = 0 folgt aber
∑n

i=1 λiai
taj = 0 für jedes festej . Wegen der

linearen Unabhängigkeit derai
taj erhält man soλ1 = · · · = λn = 0, was zu zeigen war. •

Abschnitt 8.B, Aufg. 12, p. 192 (1.6.2011) :

SeienPj = (a1j , . . . , amj ) , j = 1, . . . , n, Punkte des affinen RaumesAm (K) = Km. Die Dimension des
von den PunktenP1, . . . , Pn erzeugten affinen Unterraums vonAm (K) ist der um 1 verminderte Rang der
Matrix 



1 1 · · · 1
a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


 ∈ Mm+1,n (K) .

Beweis: Indem man zuerst die 1. Spalte und dann geeignete Vielfache der 1. Zeile von jeweils allen anderen
subtrahiert, sieht man

Rang




1 1 · · · 1
a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


 = Rang




1 0 · · · 0
a11 a12−a11 · · · a1n−a11
...

...
. . .

...

am1 am2−am1 · · · amn−am1




= Rang




1 0 · · · 0
0 a12−0 · · · a1n−a11
...

...
. . .

...

0 am2−am1 · · · amn−am1


 = Rang




a12−a11 · · · a1n−a11
...

. . .
...

am2−am1 · · · amn−am1


+ 1

= DimK

(
K

−−→
P1P2 + · · · + K

−−→
P1Pn

)
+ 1 = DimKF + 1 ,

wo F der von den PunktenP1, . . . , Pn erzeugte affine Unterraum vonKm ist. •

Abschnitt 8.B, Aufg. 13, p. 192 (1.6.2011) :

Die Lösungsräume der GleichungssystemeAx = bundA′x = b′ mitA ∈ Mm,n(K) ,A′ ∈ Mm′,n(K)und Spal-
tenvektorenb ∈ Km , b′ ∈ Km‘ , m, m′, n ∈ N, seien nichtleere affine Unterräume vonKn. Genau dann sind
diese Unterräume parallel, wenn die Block-Matrix

(
A

A′

)
∈ Mm+m′,n (K) den Rang Max(RangA, RangA′)

hat.

Beweis:Genau dann sind diese affinen Unterräume parallel, wenn die zugehörigen Untervektorräume, also
die LösungsräumeU undU ′ vonAx = 0 bzw.A′x = 0 ineinander enthalten sind. Ist etwa RangA ≤ RangA′,
gilt also DimU = n − RangA ≥ n − RangA′ = Dim U ′, vgl. Beispiel 8.B.8, so ist dies genau dann der
Fall, wenn manU ⊇ U ′ hat. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn das zusammengenommene Glei-
chungssystem

(
A

A′

)
x = 0 ganzU ′ als Lösungsmenge hat, also wenn Rang

(
A

A′

)
= n − Dim U ′ = RangA′ =

Max (RangA, RangA′) gilt. •
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Abschnitt 8.B, Aufg. 14, p. 192 (1.6.2011) :

Seienr ∈ N∗, s ∈ N und B ∈ Ms(K) . Genau dann gibt es zu jeder MatrixA ∈ Ms,r(K) und jedem
Spaltenvektorx ∈ Kr einen Spaltenvektory ∈ Ks mit Ax+By = 0, wennB invertierbar ist. In diesem Fall
ist y = −B−1Ax zu wählen.

Beweis: Ist B invertierbar, so gilt offenbarAx + B
(
−B−1Ax

)
= Ax − Ax = 0.

Ist umgekehrtB nicht invertierbar, also RangB < s, so hat die Abbildungg : Ks → Ks mit g(y) = By den
Rang RangB < s, ist also nicht surjektiv. Seiz ∈ Ks−Bild g. Definieren wir irgendeine lineare Abbildung
f : Kr → Ks so, dassf (x) := −z ist, und istA die Matrix, dief bzgl. der Standardbasen beschreibt, so
lässt sich also−Ax = −f (x) = z nicht in der Formg(y) = By schreiben, was zu zeigen war. •
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9 Determinanten

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 1, p. 214 (1.6.2011) :

Für die folgende Permutationσ gebe man die kanonische Zyklendarstellung, eine Darstellung als Produkt
von Transpositionen, die Anzahl der Fehlstände, das Signum und die Ordnung an:

a)
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 2 9 10 8 12 4 6 1 11 7 5

)
∈ S12 .

Lösung: a) Die kanonische Zyklenzerlegung vonσ ist σ = 〈1, 3, 9〉〈2〉〈4, 10, 11, 7〉〈5, 8, 6, 12〉, und die
resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist

σ = 〈1, 3〉〈3, 9〉〈4, 10〉〈10, 11〉〈11, 7〉〈5, 8〉〈8, 6〉〈6, 12〉 .

Daher ist Signσ = (−1)8 = 1. σ besitzt 24 die Fehlstände(1, 2) , (3, 5) , (3, 7) , (3, 8) , (3, 9) , (3, 11),
(3, 12) , (4, 5) , (4, 7) , (4, 8) , (4, 9) , (4, 11) , (4, 12) , (5, 7) , (5, 8) , (5, 9) , (5, 11) , (5, 12) , (7, 9) , (8, 9),
(8, 12) , (10, 11) , (10, 12) , (11, 12) . Damit bekommt man ebenfalls Signσ = (−1)24 = 1. Schließlich ist
Ordσ = kgV (3, 1, 4, 4) = 12. •

Abschnitt 9.A, Variante zuAufg. 1, p. 214 (1.6.2011) :

Für die folgenden Permutationenσ ∈ S20 gebe man die kanonische Zyklendarstellung, eine Darstellung als
Produkt von Transpositionen, das Signum, die inverse Permutationσ−1, die Ordnung vonσ und die Potenz
σ 100 an:

a)
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
15 8 17 4 7 14 20 19 18 13 10 6 11 5 3 12 1 9 2 16

)
.

b)
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
17 19 11 6 12 2 20 8 10 18 1 13 5 15 9 4 3 14 16 7

)
.

Lösung: a) Die kanonische Zyklenzerlegung vonσ ist

σ = 〈1, 15, 3, 17〉〈2, 8, 19〉〈5, 7, 20, 16, 12, 6, 14〉〈9, 18〉〈10, 13, 11〉 ,

und die resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist

σ = 〈1, 15〉〈15, 3〉〈3, 17〉〈2, 8〉〈8, 19〉〈5, 7〉〈7, 20〉〈20, 16〉〈16, 12〉〈12, 6〉〈6, 14〉〈9, 18〉〈10, 13〉〈13, 11〉 .

Da dies 14 Transpositionen sind, ist Signσ = (−1)14 = 1. (Dies ergibt sich natürlich auch direkt gemäß der
Definition 9.A.4.) Ferner liefert die kanonische Zyklenzerlegung

σ−1 = 〈17, 3, 15, 1〉〈19, 8, 2〉〈14, 6, 12, 16, 20, 7, 5〉〈9, 18〉〈11, 13, 10〉 .

Nach Beispiel 9.A.2 ist Ordσ = kgV (4, 3, 7, 2, 3) = 84. Schließlich ist

σ 100 = 〈1, 15, 3, 17〉100〈2, 8, 19〉100〈5, 7, 20, 16, 12, 6, 14〉100〈9, 18〉100〈10, 13, 11〉100

= 〈2, 8, 19〉〈5, 7, 20, 16, 12, 6, 14〉2〈10, 13, 11〉 = 〈2, 8, 19〉〈5, 20, 12, 14, 7, 16, 6〉〈10, 13, 11〉 .

b) Die kanonische Zyklenzerlegung vonσ ist

σ = 〈1, 17, 3, 11〉〈2, 19, 16, 4, 6〉〈5, 12, 13〉〈7, 20〉〈9, 10, 18, 14, 15〉 ,

und die resultierende Darstellung als Produkt von Transpositionen ist

σ = 〈1, 17〉〈17, 3〉〈3, 11〉〈2, 19〉〈19, 16〉〈16, 4〉〈4, 6〉〈5, 12〉〈12, 13〉〈7, 20〉〈9, 10〉〈10, 18〉〈18, 14〉〈14, 15〉 .

Da dies 14 Transpositionen sind, ist Signσ = (−1)14 = 1, was ebenso aus Definition 9.A.4 folgt. Ferner
liefert die kanonische Zyklenzerlegung

σ−1 = 〈11, 3, 17, 1〉〈6, 4, 16, 19, 2〉〈13, 12, 5〉〈20, 7〉〈15, 14, 18, 10, 9〉 .

Ferner ist Ordσ = kgV (4, 5, 3, 2, 5) = 60. Schließlich ist

σ 100 = 〈1, 17, 3, 11〉100〈2, 19, 16, 4, 6〉100〈5, 12, 13〉100〈7, 20〉100〈9, 10, 18, 14, 15〉100 = 〈5, 12, 13〉 . •
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Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 2, p. 214 (1.6.2011) :

Für die folgende Permutationenσ gebe man die Anzahl der Fehlstände, das Signum und die Ordnung an.

a)
(

1 2 . . . n n + 1 . . . 2n

1 3 . . . 2n − 1 2 . . . 2n

)
∈ S2n .

b)
(

1 2 . . . n n + 1 . . . 2n

2 4 . . . 2n 1 . . . 2n − 1

)
∈ S2n .

c)
(

1 . . . n − r + 1 n − r + 2 . . . n

r . . . n 1 . . . r − 1

)
∈ Sn, 1 ≤ r ≤ n .

d)
(

1 2 3 4 5 6 . . . 2n

1 2n 3 2(n − 1) 5 2(n − 2) . . . 2

)
∈ S2n .

Lösung: a) Es gibt keinen Fehlstand der Form(1, j), genau einen Fehlstand der Form(2, j) , nämlich
(2, n+1) , genau zwei Fehlständ der Form(3, j) , nämlich(3, n+1) und(3, n+2), usw. , schließlichn − 1
Fehlstände der Form(n, j) und keine Fehlstände der Form(i, j) mit i > n+ 1. Zusammen sind dies
1 + 2 + · · · + (n−1) = n(n−1)

2 Fehlstände. Also ist das Signum gleich(−1)
n(n−1)

2 .

b) Es gibt genau einen Fehlstand der Form(1, j) , nämlich(1, n+1) , genau zwei Fehlständ der Form(2, j) ,
nämlich (2, n+1) und (2, n+2), usw. , schließlichn Fehlstände der Form(n, j) . Zusammen sind dies
1 + 2 + · · · + n = n(n+1)

2 Fehlstände. Also ist das Signum gleich(−1)
n(n+1)

2 .

c) Die Permutation besitzt genau dier −1 Fehlstände der Form(i, j) mit j = n− r + 2, . . . , n für jedes
i =1, . . . , n−r+1 und keine Fehlstände der Form(i, j) mit i > n−r+1. Also gibt es genau(r−1)(n−r+1)

Fehlstände, und das Signum der Permutation ist folglich(−1)(r−1)(n−r+1).

d) Es gibt keine Fehlständ der Form(2i+1, 2j +1). Jedes Paar der Form(2i, 2j) mit 1≤ i < j ≤n ist ein
Fehlstand der Permutation. Dies sind genau

(
n

2

)
Stück.

Wir zählen noch die Fehlstände(r, s), bei denen eine Komponente gerade und die andere ungerade ist. Es
gibt 0 solche Fehlstände der Form(1, 2j), die 2 Fehlstände(2, 3) und(3, 2n), bei denen eine 3 beteiligt ist,
und die 2 Fehlstände(2, 2n−1) und (2n−1, 2n), bei denen 2n−1 beteiligt ist. Istm = [n/2] die größte
ganze Zahl≤ n/2, so gibt es allgemein fürk = 1, . . . , m die 2k Fehlstände(2, 2k+1) , . . . , (2k, 2k+1)

und(2k+1, 2n− 2(k−1)), . . . , (2k+1, 2n), bei denen 2k+1 beteiligt ist, und außerdem die 2k Fehlstände
(2, 2n−2k+1) , . . . , (2k, 2n−2k+1) und(2n−2k+1, 2n−2(k−1)) , . . . , (2n−2k+1, 2n), bei denen 2n−2k+1
beteiligt ist. Im Falln= 2m und k= m sind dabei allerdings die 2m Fehlstände(2, 2m+1) , . . . , (2m, 2m+1),
(2m+1, 2m+ 2), . . . , (2m+1, 2n), bei denen 2m+1 beteiligt ist, doppelt aufgeführt worden. Istn = 2m

gerade, so ist daher die Gesamtzahl der Fehlstände gleich

(
n
2

)
+
( m∑

k=1

4k
)

− 2m =
2m(2m−1)

2
+ 2m(m+1) − 2m = 4m2−m = n2 −

1
2
n .

Ist jedochn = 2m+1 ungerade, so ist die Gesamtzahl der Fehlstände gleich

(
n
2

)
+

m∑

k=1

4k =
(2m+1)2m

2
+ 2m(m+1) = 4m2+3m = n2 −

1
2
(n+1) .

Damit ergibt sich für das Signum der Permutation bein = 2m der Wert(−1)4m2−m = (−1)m = (−1)[n/2]

und bein = 2m+1 der Wert(−1)4m2+3m = (−1)m = (−1)[n/2] . •

Bemerkung: Wesentlich einfacher und übersichtlicher lässt sich das Signum der Permutation in d) mit Hilfe
der kanonischen Zyklendarstellung, die hier schon eine Zerlegung in Transpositionen ist, bekommen: Bei
n = 2m ist die Permutation einfach das Produkt derm Transpositionen〈2, 2n〉, . . . , 〈2m, 2m + 2〉 und bei
n = 2m+1 das Produkt derm Transpositionen〈2, 2n〉, . . . , 〈2m, 2m+4〉, wobei jedesmal nur gerade Zahlen
vorkommen. In jedem Fall ist also das Signum gleich(−1)m = (−1)[n/2]. •
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Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 2, p. 214 (1.6.2011) :

Für eine TeilmengeJ ⊆ {1, . . . , n} mit J = {j1, . . . , jm} , j1 < · · · < jm , seiσJ die Permutation

σJ =

(
1 . . . m m + 1 . . . n

j1 . . . jm i1 . . . in−m

)
∈ Sn ,

wobei die Zahleni1 < · · · < in−m die Elemente des Komplements vonJ in {1, . . . , n} sind. Dann ist die
Anzahl der Fehlstände vonσJ gleich

F(σJ ) =
( m∑

k=1

jk

)
−
(
m+1

2

)

und somit Sign(σJ ) = (−1)F(σJ ) .

Beweis:Es gibt keine Fehlstände(i, j) vonσJ mit i, j ∈ {1, . . . , m} und keine miti, j ∈ {m+1, . . . , n}.

Setzen wirj0 := 0, so liegen genaujℓ− jℓ−1−1 natürliche Zahlen echt zwischenjℓ−1 undjℓ. Daher gibt
es für k = 1, . . . , m genau

∑k
ℓ=1(jℓ− jℓ−1−1) = jk − k der i1, . . . , in−m, die kleiner alsjk sind und damit

Fehlstände der Form(k, r), r ∈ {m+1, . . . , n} liefern. Zusammen ergeben diese die
m∑

k=1

(jk− k) =
( m∑

k=1

jk

)
−

m(m+1)

2
=
( m∑

k=1

jk

)
−
(
m+1

2

)

Fehlstände vonσJ . •

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 4, p. 215 (1.6.2011) :

Eine Untergruppe der PermutationsgruppeSn, die eine ungerade Permutation enthält, enthält gleich viele
ungerade wie gerade Permutationen.

Beweis: Seiϕ ∈ U eine ungerade Permutation in der UntergruppeU vonSn. Die Abbildungσ 7→ σϕ von
U auf sich ist bijektiv. Sie bildet nach Satz 9.A.7 gerade Permutationen auf ungerade Permutationen ab und
ungerade Permutationen auf gerade. Dies liefert die Behauptung. •

Abschnitt 9.A, Teil vonAufg. 5, p. 215 (1.6.2011) :

a) Eine Permutationσ ∈ Sn ungerader Ordnung ist gerade.

b) Das Quadratσ 2 einer Permutationσ ∈ Sn ist eine gerade Permutation.

Beweis: a) Hatσ ungerade Ordnung, so haben alle Zyklen in der kanonischen Zyklendarstellung vonσ

ungerade Ordnung, da die Ordnung vonσ das kgV dieser Ordnungen ist. Sie haben dann alle ungerade
Länge, sind also alle gerade Permutationen. Dies gilt dann auch für ihr Produktσ .

b) Es ist Signσ 2 = (Signσ)2 = (±1)2 = 1. •

Bemerkung: Aus b) folgt a): Ein Elementσ einer Gruppe von ungerader Ordnungm ist stets ein Quadrat:
σ = σm+1 = τ 2 mit τ := σ (m+1)/2.

Abschnitt 9.A, Aufg. 6, p. 215 (1.6.2011) :

Sei mi für 1 ≤ i < n die Anzahl der Fehlstände(i, j) , i < j ≤ n, in der Permutationσ ∈ Sn und
sei σi := 〈i + mi , i + mi −1〉 · · · 〈i +1, i〉 . Dann istσ = σ1 · · · σn−1. (Dies beweist erneut 9.A.10 und
rekonstruiert die Permutationσ aus ihren Fehlständen. Genauer: Die Permutationσ ist durch das(n−1)-
Tupel(m1, . . . , mn−1) mit 0 ≤ mi ≤ n− i eindeutig bestimmt, und jedes solche Tupel bestimmt einσ ∈ Sn.
Diese Kodierung der Elemente vonSn wird recht häufig benutzt.)

Beweis:Es ist σi := 〈i+mi , i+mi−1〉 · · · 〈i+1, i〉 = 〈i+mi , i+mi−1, . . . , i+1, i〉. Daraus ergibt sich
σ−1

i := 〈i , i+1, . . . , i+mi −1, i+mi〉 .

Ist der WirkungsbereichW(σ) vonσ leer, so istσ = id und es gibt keine Fehlstände. Daher sind allemi = 0,
alleσi = id, und die Behauptung ist richtig.

Sei alsoW(σ) 6= ∅, und seiiσ das kleinste Element vonW(σ). Dann istσi(i) = i, d.h.mi = 0 und somit
σi = id für i <iσ , d.h. wir habenσ = σiσ · · · σn−1 zu zeigen.
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Wir verwenden Induktion übern− iσ . Der Falln− iσ = 0, d.h.n = iσ ist nicht möglich, da nichtleere
Wirkungsbereiche mindestens 2 Elemente enthalten. Bein− iσ = 1, alsoiσ = n−1, istW(σ) = {n−1, n}.
Daraus folgtσ = 〈n−1, n〉 undσn−1 = 〈n, n−1〉, d.h. die Behauptung ist richtig.

Jedesi mit iσ ≤ i < σ(iσ ) führt zu genau einem Fehlstand der Form(iσ , j) vonσ . Daher istmiσ = σ(iσ )−iσ
und folglich i ′ := σ(iσ ) = iσ + miσ . Wir wollen die Induktionsvoraussetzung aufσ ′ := σ−1

iσ
σ anwenden.

In der Tat istσ ′(iσ ) = σ−1
iσ

σ(iσ ) = σ−1
iσ

(iσ +miσ ) = iσ sowie σ ′(i) = σ(i) = i für i = 1, . . . , iσ −1, und
somit iσ ′ > iσ , alson− iσ ′ < n− iσ . Für allei > iσ mit σ(i)< i ′ gilt σ ′(i) = σ−1

iσ
(σ (i)) = σ(i)+1 und für

solche mitσ(i)> i ′ gilt σ ′(i) = σ−1
iσ

(
σ(i)

)
= σ(i). Man beachte, dass wegenσ(iσ ) = i ′ für i >iσ der Fall

σ(i) = i ′ nicht auftreten kann.

Wir betrachten nun ein Paar(i, j) mit i0 < i < j ≤ n. Bei σ(i) , σ (j) < i ′ gilt dannσ ′(i) = σ(i)+1 >

σ(j)+1 = σ ′(j) genau dann, wennσ(i) > σ(j) ist, und(i, j) ist genau dann ein Fehlstand fürσ ′, wenn
es dies fürσ ist. Beiσ(i) , σ (j) > i ′ gilt dannσ ′(i) = σ(i) undσ ′(j) = σ(j), und(i, j) ist genau dann
ein Fehlstand fürσ ′, wenn es dies fürσ ist. Beiσ(i)< i ′ undσ(j) > i ′ ist (i, j) kein Fehlstand fürσ und
wegenσ ′(i) = σ(i)+1 ≤ i ′ < σ(j) = σ ′(j) auch nicht fürσ ′. Bei σ(i) > i ′ undσ(j) < i ′ ist (i, j) ein
Fehlstand fürσ und wegenσ ′(i) = σ(i) > i ′ ≥ σ(j)+1 = σ ′(j) auch fürσ ′. Damit ist gezeigt, dass für
i > i0 die Zahlmi der Fehlstände der Form(i, j) vonσ gleich der vonσ ′ ist. Die Induktionsvoraussetzung
liefert jetztσ−1

iσ
σ = σ ′ = σi0+1 · · · σn−1, alsoσ = σiσ σi0+1 · · · σn−1, wie behauptet. •

Abschnitt 9.A,, Aufg. 11d), p. 216 (1.6.2011) :

Die Transpositionen〈1, 2〉 , 〈2, 3〉 , . . . , 〈n − 1, n〉 sowie〈1, 2〉 , 〈1, 3〉 , . . . , 〈1, n〉 bilden jeweils ein mini-
males Erzeugendensystem vonSn.

Beweis:Wir zeigen durch Induktion überj , dass jede Transposition〈i, j〉, i <j , ein Produkt von Transpo-
sitionen der Form〈1, 2〉 , 〈2, 3〉 , . . . , 〈n−1, n〉 ist: Beim Induktionsanfangj = i+1 gehört die Permutation
〈i, j〉 = 〈i, i+1〉 selbst zu diesen Transpositionen. Der Induktionsschluss folgt aber (mit Hilfe von Beispiel
9.A.13) sofort aus〈j, j +1〉〈i, j〉〈j, j +1〉 = 〈i, j +1〉 . Da sich jede Permutation nach Lemma 9.A.3 als
Produkt von Transpositionen schreiben lässt, ergibt sich daraus, dass die zuerst angegebenen Permutationen
Sn erzeugen. Fehlt eine davon, etwa〈i, i+1〉, so bilden die übrigen die Mengen{1, . . . , i} und{i+1, . . . , n}

jeweils in sich ab. Eine Permutation, diei und i+1 vertauscht, lässt sich damit also nicht darstellen. Dies
beweist die Minimalität des Erzeugendensytems.

Auch die zweite Folge von Transpositionen erzeugtSn, da jede Transposition〈i, j〉, i <j , ein Produkt der
angegebenen Transpositionen ist: Es ist nämlich〈1, i〉〈1, j〉〈1, i〉 = 〈i, j〉 . Fehlt eine davon, etwa〈1, i〉, so
lassen die übrigen das Elementi fest. Eine Permutation ausSn, in deren Wirkungsbereichi liegt, lässt sich
also damit nicht darstellen. •

Abschnitt 9.A,, Aufg. 13a), p. 216 (1.6.2011) :

Die beiden Zyklen〈1, 2〉 , 〈2, . . . , n〉 erzeugen die GruppeSn , n≥ 2.

Beweis: Zunächst ist Ord〈2, 3, . . . , n〉 = n−1, also〈2, 3, . . . , n〉n−1 = id und somit〈2, 3, . . . , n〉n−2 =

〈2, 3, . . . , n〉−1. Wegen Aufg. 11d) genügt es nun zu zeigen, dass sich jede Transposition der Form〈1, j〉

mit Hilfe der beiden angegebenen Zyklen schreiben lässt. Dies beweist man durch Induktion überj , wobei
beim Induktionsanfangj = 2 diese Transposition zu den beiden gegebenen gehört. Der Induktionsschluss
folgt aus 〈1, j+1〉 = 〈2, 3, . . . , n〉〈1, j〉〈2, 3, . . . , n〉−1 = 〈2, 3, . . . , n〉〈1, j〉〈2, 3, . . . , n〉n−2 . •

Abschnitt 9.A,, Aufg. 13b), p. 216 (1.6.2011) :

Die beiden Zyklen〈1, 2〉 , 〈1, 2, . . . , n〉 erzeugen die GruppeSn , n≥ 2.

Beweis: Zunächst ist Ord〈1, 2, 3, . . . , n〉 = n, also〈1, 2, 3, . . . , n〉n = id und somit〈1, 2, 3, . . . , n〉n−1 =

〈1, 2, 3, . . . , n〉−1. WegenAufg. 11d) genügt es zu nun zeigen, dass sich jede Transposition der Form〈i, i+1〉

mit Hilfe der beiden angegebenen Zyklen schreiben lässt. Dies beweist man durch Induktion überi, wobei
beim Induktionsanfangi = 1 diese Transposition zu den beiden gegebenen gehört. Der Induktionsschluss
folgt aus

〈i+1, i+2〉 = 〈1, 2, 3, . . . , n〉〈i, i+1〉〈1, 2, 3, . . . , n〉−1 = 〈1, 2, 3, . . . , n〉〈i, i+1〉〈1, 2, 3, . . . , n〉n−1 . •
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Abschnitt 9.B, Aufg. 5, p. 222 (1.6.2011) :

Eine n-lineare Abbildungf : V n → W von K-Vektorräumen ist bereits dann alternierend, wenn stets
f (x1, . . . , xn) = 0 ist, falls in demn-Tupel(x1, . . . , xn) zwei benachbarte Komponenten übereinstimmen.

Beweis: Seif :V n → W einen-lineare Abbildung der angegebenen Art. Wir zeigen durch Induktion über
d >0, dass dann bereitsf (x1, . . . , xn) = 0 für allei, j ∈ {1, . . . , n} mit |i−j | = d gilt, falls in demn-Tupel
(x1, . . . , xn) die beiden Komponenten an deri-ten undj -ten Stelle übereinstimmen.

Der Induktionsanfangd = 1 ist gerade die Voraussetzung. Bei Induktionsschluss wählen wir eink echt
zwischeni undj . Dann sind die Abstände|i−k| und|j−k| kleiner alsd, und mit der Induktionsvorausset-
zung erhält man aus

f (. . . , x + y, . . . , x + y, . . . , x, . . . ) = f (. . . , x, . . . , x, . . . , x, . . . ) + f (. . . , x, . . . , x, . . . , y, . . . )

+ f (. . . , x, . . . , y, . . . , x, . . . ) + f (. . . , y, . . . , y, . . . , x, . . . ) ,

(wobei wir nur jeweils diei-te, k-te undj -te Komponente im Argument notiert haben und die übrigen
Komponenten stets unverändert bleiben), dass darin alle Terme bis auf den Termf (. . . , x, . . . , y, . . . , x, . . . )

verschwinden, der dann ebenfalls gleich 0 sein muss. Dies beweist die Behauptung. •

Abschnitt 9.B, Aufg. 6, p. 222 (1.6.2011) :

SeienV undW K-Vektorräume undI eine endliche Indexmenge mitn Elementen. InK sei das Element
n! = n! · 1K von 0 verschieden, d.h. es sei CharK = 0 oder CharK > n. Dann sind die Abbildungen

f 7→
1
n!

Af und f 7→
1

n!
Sf

Projektionen desK-Vektorraums der multilinearen AbbildungenV I → W auf die Unterräume der alternie-
renden bzw. der symmetrischenI -linearen Abbildungen.

Beweis:Nach Satz 9.B.7 ist die multilineare Abbildungf 7→ Af und damit auchf 7→
1
n!

Af alternierend.

Für alternierendesf und alleσ ∈Sn gilt definitionsgemäßf (xσ(1), . . . , xσ(n)) = (Signσ)f (x1, . . . , xn) , d.h.
1
n!

A(f )(x1, . . . , xn) =
1
n!

∑

σ∈Sn

(Signσ)f (xσ(1), . . . , xσ(n)) =
1
n!

∑

σ∈Sn

f (x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn) ,

und somit1
n!

A(f ) = f . BeideAussagen zusammen liefern sofort
( 1
n!

A
)2

(f ) =
1
n!

A
( 1
n!

A(f )
)

=
1
n!

A(f ) ,

d.h. 1
n!

A ist eine Projektion auf den Raum der alternierendenn-Linearformen.

Für symmetrischesf und alleσ ∈ Sn gilt definitionsgemäßf (xσ(1), . . . , xσ(n)) = f (x1, . . . , xn) , d.h.
1
n!

S(f )(x1, . . . , xn) =
1
n!

∑

σ∈Sn

f (xσ(1), . . . , xσ(n)) =
1
n!

∑

σ∈Sn

f (x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn) , und somit

1
n!

S(f ) = f . Außerdem istf 7→ S(f ) und damit auchf 7→
1
n!

S(f ) für beliebigesf stets symmetrisch:

Ist nämlichϕ∈ Sn und setzen wirx ′
i := xϕ(i), so gilt

S(f )(xϕ(1), . . . , xϕ(n)) = S(f )(x ′
1, . . . , x

′
n) =

∑

σ∈Sn

f (x ′
σ(1), . . . , x

′
σ(n)) =

∑

σ∈Sn

f (xϕσ(1), . . . , xϕσ(n))

=
∑

ρ∈Sn

f (xρ(1), . . . , xρ(n)) = S(f )(x1, . . . , xn) ,

da sich jede Permutationρ ∈ Sn wegen der Gruppeneigenschaft vonSn für das vorgegebeneϕ auf genau
eine Weise als Produktρ = ϕσ mit σ ∈ Sn schreiben lässt. Beide Aussagen zusammen liefern sofort( 1
n!

S
)2

(f ) =
1
n!

S(f ) , d.h. 1
n!

S ist eine Projektion auf den Raum der symmetrischenn-Linearformen. •

Abschnitt 9.B, Aufg. 7, p. 222 (1.6.2011) :

SeienV undW K-Vektorräume und CharK 6= 2. Dann ist der Raum der bilinearenAbbildungenV ×V → W

die direkte Summe des Unterraums der alternierenden (d.h. schiefsymmetrischen) und des Unterraums der
symmetrischen bilinearen Abbildungen. Die zugehörigen Projektionen sind1

2A bzw. 1
2S. (Eine bilineare
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Abbildungf : V × V → W lässt sich also in ihren s c h i e f s y m m e t r i s c h e n A n t e i l1
2Af und ihren

s y m m e t r i s c h e n A n t e i l12Sf zerlegen.)

Beweis:NachAufg. 6 sind1
2Af und 1

2Sf Projektionen des RaumsX der bilinearenAbbildungenV ×V →W

auf die UnterräumeUa der alternierenden bzw.Us der symmetrischenn-Linearformen.

Fürf ∈ Ua ∩Ub und allex, y ∈V gilt dann sowohlf (y, x) = −f (x, y) als auchf (y, x) = f (x, y) . Wegen
CharK 6= 2 folgt f (x, y) = 0, d.h.f = 0, und insgesamtUa ∩ Ub = 0.

Fürf ∈ X ist 1
2(Af )(x, y) + 1

2(Sf )(x, y) = 1
2

(
f (x, y) − f (y, x)

)
+ 1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
= f (x, y). Es

folgt X = Ua + Ub und daher insgesamtX = Ua ⊕ Ub nach Korollar 5.F.4. •

Abschnitt 9.B, Aufg. 8, p. 222 (1.6.2011) :

Seif : V n → K eine alternierende Multilinearform. Dann ist

(x0, . . . , xn) 7−→

n∑

i=0

(−1)i f (x0, . . . , xi−1 , xi+1 , . . . , xn) g(xi)

für jedeK-lineare Abbildungg : V → W eine alternierendeK-multilineare AbbildungV n+1 → W .

Beweis: Die angegebene Abbilldung ist offenbar multilinear. Nach Aufg. 5 genügt es zu zeigen, dass sie
verschwindet, wenn zwei benachbarte Komponenten, etwaxi undxi+1, beide gleichx sind. Daf alternierend
ist, verschwinden dann in der obigen Summe alle Summanden bis auf deni-ten und den(i+1)-ten. Übrig
bleibt

(−1)i f (x0, . . . , xi−1 , xi+1 , xi+2 , . . . , xn) g(xi) + (−1)i+1 f (x0, . . . , xi−1 , xi , xi+2 , . . . , xn) g(xi+1)

= (−1)i
(
f (x0, . . . , xi−1 , x , xi+2 , . . . , xn) g(x) − f (x0, . . . , xi−1 , x , xi+2 , . . . , xn) g(x)

)
= 0.

Daher ist auch die angegebene Abbildung alternierend. •

Abschnitt 9.B, Aufg. 9, p. 222 (1.6.2011) :

SeiA einK-Vektorraum der Dimensionn mit einerK-(n+1)-linearen Abbildung
An+1→A, (x0, . . . , xn) 7→ x0 · · · xn. Dann gilt

∑
σ∈Sn+1

(Signσ) xσ0 · · · xσn = 0 für allex0, . . . , xn ∈ A.

Beweis:Nach Satz 9.B.7 ist(x0, . . . , xn) 7→
∑

σ∈Sn+1
(Signσ) xσ0 · · · xσn eine alternierende(n+1)-lineare

Abbildung, die nach Korollar 9.B.6 wegen DimA = n die Nullabbildung ist. •

Abschnitt 9.C, Aufg. 1, p. 227 (1.6.2011) :

SeienK ein Körper undV einn-dimensionalerK-Vektorraum. Für jede Determinantenfunktion1 : V n → K

und beliebigex0, . . . , xn ∈ V ist
n∑

i=0
(−1)i 1(x0, . . . , xi−1 , xi+1 , . . . xn) xi = 0 .

Beweis: Die linke Seite der Formel ist nach 9.B, Aufg. 8 (mitg = idV angewandt) eine alternierende
multilineare AbbildungV n+1 → V , verschwindet also wegen DimV = n nach Korollar 9.B.6. •

Abschnitt 9.C, Aufg. 2, p. 227 (1.6.2011) :

Sei A ∈ Mm,n(K) eine m × n-Matrix über dem KörperK und sei DetAI,J ein von 0 verschiedenerr-
Minor von A. Genau dann hatA den Rangr, wenn jeder(r+1)-Minor DetAI

′
,J

′ mit I ⊂ I ′ und J ⊂J ′

verschwindet.

Beweis: Wegen des Minorenkriteriums 9.C.11 ist die angegebene Bedingung sicher erfüllt, wennA den
Rangr hat.

Zum Beweis der Umkehrung seiA= (aij ) mit den Zeilenzi = (ai1, . . . , ain) undz′′
i seien die entsprechenden

Zeilen vonAI,J . Wir zeigen, dass die Zeilenzi , i ∈ I , eine Basis des Zeilenraums vonA bilden. Seien
dazui ′ ∈ {1, . . . , m} − I undj ′ ∈ {1, . . . , n} − J beliebig, und seiI ′ := I ∪ {i ′}, J ′ := J ∪ {j ′}. Wegen
DetAI,J 6= 0 bilden die Zeilenz′′

i , i ∈ I , vonAI,J (wieder nach 9.C.11) eine Basis vonKr . Daher gibt es
λi ∈ K, i ∈ I , j ∈ J , mit

∑
i∈I λiaij = ai ′j für j ∈ J , und dieλi sind dadurch eindeutig bestimmt. Wegen

DetAI ′,J ′ = 0 sind die Zeilenz′
i , i ∈ I ′, vonAI ′,J ′ linear abhängig inKr+1, wobei aber die Zeilenz′

i , i ∈ I ,
nach 9.C.11 linear unabhängig sind. Daher gibt es eine Darstellungz′

i ′ =
∑

i∈I λ′
iz

′
i mit λ′

i ∈ K, d.h. mit∑
i∈I λ′

iaij = ai ′j für j ∈ J ∪ {j ′}. Die obige Eindeutigkeitsaussage liefert nunλ′
i = λi für i ∈ I . Da auch
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∑
i∈I λ′

iaij ′ = ai ′j ′ gilt und j ′ ∈ {1, . . . , n} − J beliebig war, folgtzi ′ =
∑

i∈I λizi . Der Zeilenraum vonA
hat daherzi , i ∈ I , als Basis, d.h. es ist RangA = r. •

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 1, p. 236 (1.6.2011) :

Man berechne die folgenden Determinanten sowohl durch elementare Umformungen als auch mit Hilfe des
Entwicklungssatzes:

a) Det




1 0 2 0
0 1 0 1
1 −1 1 0
2 0 3 1


 . b) Det




−6 −1 −4 3
0 −3 0 1
3 −1 2 −1
9 0 6 −1


 .

c) Det




1 0 2 1
−1 2 3 0

4 0 −2 1
7 3 0 1


 , d) Det




0 4 −1 0
−9 1 4 7

2 3 0 −1
1 0 0 2


 .

Lösung: a) Wir verwenden zunächst elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Wir addieren im ersten
Schritt das(−1)-fache der ersten Zeile zur 3-ten und das(−2)-fache der 1-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann
addieren wir das 1-fache der 2-ten Zeile zur 3-ten Zeile und erhalten

Det




1 0 2 0
0 1 0 1
1 −1 1 0
2 0 3 1


 = Det




1 0 2 0
0 1 0 1
0 −1 −1 0
0 0 −1 1


 = Det




1 0 2 0
0 1 0 1
0 0 −1 1
0 0 −1 1


 = 0 ,

da eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen entstanden ist.

Entwickeln nach der vierten Zeile und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert andererseits

Det




1 0 2 0
0 1 0 1
1 −1 1 0
2 0 3 1


 = −2 Det

(
0 2 0
1 0 1

−1 1 0

)
− 3 Det

(
1 0 0
0 1 1
1 −1 0

)
+ Det

(
1 0 2
0 1 0
1 −1 1

)

= −2 (−2) − 3
(
−(−1)

)
+ (1 − 2) = 4 − 3 − 1 = 0 .

b) Wir vertauschen im ersten Schritt die 1. Zeile mit der 3. ten Zeile und addieren dann das 2-fache der 1-ten
Zeile zur 3-ten und das(−3)-fache der 1-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann addieren wir das 1-fache der 2-ten
Zeile zur 3-ten Zeile und erhalten

Det




−6 −1 −4 3
0 −3 0 1
3 −1 2 −1
9 0 6 −1


 = Det




3 −1 2 −1
0 −3 0 1

−6 −1 −4 3
9 0 6 −1


 = Det




3 −1 2 −1
0 −3 0 1
0 −3 0 1
0 4 0 2


 = 0 ,

da eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen entstanden ist.

Entwickeln nach der dritten Spalte und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert andererseits

Det




−6 −1 −4 3
0 −3 0 1
3 −1 2 −1
9 0 6 −1


 = −4 Det

(
0 −3 1
3 −1 −1
9 0 −1

)
+ 2 Det

(
−6 −1 3

0 −3 1
9 0 −1

)

− 6 Det

(
−6 −1 3

0 −3 1
3 −1 −1

)
= −4 · 27+ 2 · 54− 6 · 0 = 0 .

c) Wir verwenden zunächst elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Zur Berechnung der ersten De-
terminante addieren wir im ersten Schritt das 1-fache der ersten Zeile zur 2-ten, das(−4)-fache der ersten
Zeile zur 3-ten und das(−7)-fache der ersten Zeile zur 4-ten Zeile. Dann dividieren wir die 2-te Zeile durch
2 und addieren anschließend das(−3)-fache der 2-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Im folgenden Schritt dividieren



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 3 25

wir die 3-te Zeile durch(−10) und addieren dann das43
2 -fache der 3-ten Zeile zur 4-ten. Dadurch entsteht

eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

Det




1 0 2 1
−1 2 3 0

4 0 −2 1
7 3 0 1


 = Det




1 0 2 1
0 2 5 1
0 0 −10 −3
0 3 −14 −6


 = 2 Det




1 0 2 1
0 1 5

2
1
2

0 0 −10 −3
0 3 −14 −6




= 2 Det




1 0 2 1
0 1 5

2
1
2

0 0 −10 −3
0 0 − 43

2 − 15
2


 = 2 (−10) Det




1 0 2 1
0 1 5

2
1
2

0 0 1 3
10

0 0 − 43
2 − 15

2




= 2 (−10) Det




1 0 2 1
0 1 5

2
1
2

0 0 1 3
10

0 0 0 − 21
20


 = 2 (−10) (− 21

20) = 21 .

Entwickeln nach der zweiten Spalte und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert

Det




1 0 2 1
−1 2 3 0

4 0 −2 1
7 3 0 1


 = +2 Det

(
1 2 1
4 −2 1
7 0 1

)
+ 3 Det

(
1 2 1

−1 3 0
4 −2 1

)
=

= 2
(
−2 + 14− (−14) − 8

)
+ 3

(
3 + 2 − 12− (−2)

)
= 36− 15 = 21,

d) Wir verwenden elementare Zeilen- und Spaltenumformungen. Zur Berechnung der ersten Determinante
vertauschen wir wir zunächst die erste und die vierte Zeile und addieren dann das 9-fache der 1-ten Zeile
zur 2-ten und das(−2)-fache der 1-ten Zeile zur 3-ten. Im nächsten Schritt addieren wir das(−3)-fache
der 2-ten Zeile zur 3-ten Zeile und das(−4)-fache der 2-ten Zeile zur 4-ten Zeile. Im folgenden Schritt
dividieren wir die 3-te Zeile durch(−12) und addieren dann das 17-fache der 3-ten Zeile zur 4-ten. Dadurch
entsteht eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

Det




0 4 −1 0
−9 1 4 7

2 3 0 −1
1 0 0 2


 = − Det




1 0 0 2
−9 1 4 7

2 3 0 −1
0 4 −1 0


 = − Det




1 0 0 2
0 1 4 25
0 3 0 −5
0 4 −1 0




= − Det




1 0 0 2
0 1 4 25
0 0 −12 −80
0 0 −17 −100


 = −(−12) Det




1 0 0 2
0 1 4 25
0 0 1 20

3

0 0 −17 −100




= 12 Det




1 0 0 2
0 1 4 25
0 0 1 20

3

0 0 0 40
3


 = 12 · 40

3 = 160 .

Entwickeln nach der ersten Zeile und dann Anwenden der Sarrusschen Regel liefert

Det




0 4 −1 0
−9 1 4 7

2 3 0 −1
1 0 0 2


 = −4 · Det

(
−9 4 7

2 0 −1
1 0 2

)
+ (−1) Det

(
−9 1 7

2 3 −1
1 0 2

)
=

= −4 (−4 − 16) + (−1) (−54− 1 − 21− 4) = 160 , •

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 1, p. 236 (1.6.2011) :

Man entscheide, für welchea ∈ R die folgenden Gleichungssysteme überR genau eine Lösung besitzen,
und löse sie in diesem Fall mit der Cramerschen Regel:
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ax1 + x2 + x3 = b1

x1 + ax2 + x3 = b2

x1 + x2 + ax3 = b3 ,

x1 + x2 − x2 = b1

2x1 + 3x2 + ax2 = b2

x1 + ax2 + 3x2 = b3 .

Lösung: Die Gleichungssysteme besitzen genau dann genau eine Lösung, wenn ihre Determinanten

Det

(
a 1 1
1 a 1
1 1 a

)
= a3 − 3a + 2 = (a−1)2(a+2) bzw.

Det

(
1 1 −1
2 3 a

1 a 3

)
= 9+a−2a+3−a2−6 = 6−a− a2 = −(a−2)(a+3)

nicht verschwinden. Denn die durch die quadratischen Matrizen der Gleichungssysteme beschriebenen
linearen Abbildungen müssen notwendigerweise injektiv und dann sogar bijektiv sein. Dies ist beim ersten
Gleichungssystem füra /∈ {1, −2} und beim zweiten Gleichungssystem füra /∈ {2, −3} der Fall. Die
Lösungen sind dann

x1 =

Det

(
b1 1 1
b2 a 1
b3 1 a

)

Det

(
a 1 1
1 a 1
1 1 a

) =
b1(a

2−1) − (b2+b3)(a−1)

(a−1)2(a+2)
=

b1(a+1) − b2−b3

(a−1)(a+2)
,

x2 =

Det

(
a b1 1
1 b2 1
1 b3 a

)

Det

(
a 1 1
1 a 1
1 1 a

) =
b2(a

2−1) − (b1+b3)(a−1)

(a−1)2(a+2)
=

b2(a+1) − b1−b3

(a−1)(a+2)
,

x3 =

Det

(
a 1 b1

1 a b2

1 1 b3

)

Det

(
a 1 1
1 a 1
1 1 a

) =
b3(a

2−1) − (b1+b2)(a−1)

(a−1)2(a+2)
=

b3(a+1) − b1−b2

(a−1)(a+2)

beim ersten Gleichungssystem, sowie beim zweiten

x1 =

Det

(
b1 1 −1
b2 3 a

b3 a 3

)

Det

(
1 1 −1
2 3 a

1 a 3

) =
−b1(a

2−9) − (b2−b3)(a+3)

−(a−2)(a+3)
=

b1(a−3) + b2−b3

a−2
,

x2 =

Det

(
1 b1 −1
2 b2 a

1 b3 3

)

Det

(
1 1 −1
2 3 a

1 a 3

) =
b1(a−6) + 4b2 − b3(a+2)

−(a−2)(a+3)
,

x3 =

Det

(
1 1 b1

2 3 b2

1 a b3

)

Det

(
1 1 −1
2 3 a

1 a 3

) =
b1(2a−3) − b2(a−1) + b3

−(a−2)(a+3)
. •
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Abschnitt 9.D, Aufg. 5, p. 237 (1.6.2011) :

SeienA undB invertierbaren × n-Matrizen über dem KörperK. Dann gilt:

a) Adj (AB) = Adj B · Adj A . b) Adj A−1 = (Adj A)−1 .

c) Det(Adj A) = (DetA)n−1 . d) Adj (Adj A) = (DetA)n−2 A .

Beweis: a) Nach Satz 9.D.12 ist Adj(AB) = Det(AB) (AB)−1. Die Produktformel aus 9.D.5 liefert
Det(AB) = DetA · DetB, mit Formel (4) vor Satz 8.B.10 bekommt man(AB)−1 = B−1A−1. Wieder
mit Satz 9.D.12 ergibt sich so Adj(AB) = (DetA · DetB) (B−1A−1) = (DetB) B−1 · (DetA) A−1 =

Adj B · Adj A .

b) Nach a) gilt (Adj A) · (Adj A−1) = Adj (A−1A) = Adj En = (DetEn) (En)
−1 = 1 · En = En, also

Adj A−1 = (Adj A)−1.

c) Wir wenden zunächst die Produktformel 9.D.15 und dann Satz 9.D.13 an und erhalten so:
Det(Adj A) · DetA = Det

(
(Adj A) · A

)
= Det

(
(DetA)En

)
= (DetA)n , also Det(Adj A) = (DetA)n−1.

d) Satz 9.D.13 für AdjA stattA und c) liefern Adj(Adj A) · (Adj A) = Det(Adj A) En = (DetA)n−1 En .
Es folgt Adj(Adj A) = (DetA)n−1 (Adj A)−1 = (DetA)n−2

(
(DetA)−1 · Adj A

)−1
= (DetA)n−2 A . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 6, p. 237 (1.6.2011) :

SeiA eine nichtinvertierbaren × n-Matrix über dem KörperK, n ≥ 1. Dann ist der Rang der adjungierten
Matrix Adj A gleich 1, wenn RangA = n−1 ist, und gleich 0, wenn RangA < n−1 ist. Ist RangA = n−1,
so erzeugt jede von 0 verschiedene Spalte von AdjA den Kern vonA, d.h. den Raum derx∈ Kn mit Ax = 0.

Beweis: Ist RangA = n−1, so gibt esn−1 Spalten vonA, die linear unabhängig sind. Dien × (n− 1)-
Matrix aus diesenn−1 Zeilen hat wegen Spaltenrang = Zeilenrang auchn−1 linear unabhängige Zeilen. Der
zugehörige Minor liefert einen Koeffizienten6=0 von AdjA und somit ist Rang(Adj A) ≥ 1. (Dies folgt auch
sofort aus dem Minorenkriterium.) DaA nicht den Rangn hat, istA nicht invertierbar und es folgt DetA = 0.
Dies liefert A · Adj A = (DetA) En = 0. Sindf, g : Kn → Kn die durch AdjA bzw. A beschriebenen
linearen Abbildungen, so ist danng◦ f = 0 und mit 5.E, Aufg. 1 erhält man Rangf + Rangg ≤ n, d.h.
Rang AdjA + RangA ≤ n, und somit Rang AdjA ≤ n − RangA = n − (n−1) = 1. Zusammen ergibt sich
so Rang AdjA = 1. WegenA · Adj A = (DetA) En = 0 liegt jede Spalte von AdjA im Kern vonA. Da der
Kern vonA nach dem Rangsatz 1- dimensional ist, ist jede Spalte6= 0 von AdjA bereits eine Basis dieses
Kerns.

Ist RangA < n−1, so verschwinden alle Minoren der Ordnungn−1 vonA nach dem Minorenkriterium.
Daher ist AdjA = 0, also Rang AdjA = 0. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 7, p. 237 (1.6.2011) :

Dien×n-Matrix A′ = (a′
ij ) entstehe aus dern×n-Matrix A = (aij ) durch Spiegeln an der Nebendiagonalen,

d.h. es seia′
ij = an−j+1, n−i+1 . Dann gilt DetA′ = DetA.

Beweis: Nach Satz 9.D.1 habenA = (aij ) und die transponierte MatrixtA = (aji) dieselbe Determinante.
Vertauscht man die Zeilen oder Spalten einer Matrix gemäß der Permutationσ : {1, . . . , , n} → {1, . . . , , n}

mit σ(i) := n−i+1, so multipliziert sich die Determinante nach Regel (3) vor 9.D.2 mit Signσ . Dies liefert

DetA′ = Det(a′
ij ) = Det(an−j+1, n−i+1) = Det(an−j+1, σ (i)) = (Signσ) Det(an−j+1, i)

= (Signσ) Det(aσ(j), i) = (Signσ)2 Det(aji) = Det(aji) = Det(aij ) = DetA . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 8, p. 237 (1.6.2011) :

SeienA und B n × n-Matrizen mit den Spaltenx1, . . . , xn bzw. y1, . . . , yn. Für eine TeilmengeJ ⊆

{1, . . . , n} bezeichneCJ die n × n-Matrix mit den Spaltenz(J )
1 , . . . , z(J )

n , wobei

z
(J )
i :=

{
xi , falls i ∈ J ,
yi , falls i /∈ J ,

ist. Dann gilt Det(A + B) =
∑

J⊆{1,...,n}

DetCJ .



28 Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 3

Beweis:Es gilt
Det(A + B) = 1e(x1 + y1, . . . , xn + yn)

= 1e(x1, x2 + y2, . . . , xn + yn) + 1e(y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

= 1e(z
({1})
1 , x2 + y2, . . . , xn + yn) + 1e(z

(∅)
1 , x2 + y2, . . . , xn + yn)

= 1e(z
({1,2})
1 , z

({1,2})
2 , . . . , xn + yn) + 1e(z

(1)
1 , z

(1)
2 , . . . , xn + yn) +

+ 1e(z
({2})
1 , z

({2})
2 , . . . , xn + yn) + 1e(z

(∅)
1 , z

(∅)
2 , . . . , xn + yn) = · · · =

=
∑

J⊆{1,...,n}

1e(z
(J )
1 , . . . , z(J )

n ) =
∑

J⊆{1,...,n}

DetCJ . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 9, p. 237 (1.6.2011) :

a) Eine Spalte (oder eine Zeile) dern×n-Matrix A bestehe nur aus Einsen. Für die Kofaktoren(−1)i+jAij ,

i, j = 1, . . . , n, vonA gilt dann
n∑

i=1

n∑

j=1

(−1)i+jAij = DetA .

b) SeiA = (aij ) einen × n-Matrix über dem KörperK mit den Kofaktoren(−1)i+jAij , i, j = 1, . . . , n.
Ferner sei

I :=




1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1


 ∈ Mn(K)

die Matrix, deren Koeffizienten alle gleich 1 sind. Dann gilt

Det(A + aI) = DetA + a

n∑

i=1

n∑

j=1

(−1)i+jAij .

Beweis:a) Besteht etwa diej0-te Spalte der MatrixA nur aus Einsen, so liefert 9.D.11 durch Entwickeln nach

derj0-Spalte DetA =

n∑

i=1

(−1)i+j0 1 · Aij0 =

n∑

i=1

(−1)i+j0Aij0 . EntstehtA(j) für j 6= j0 dadurch, dass man

diej -te Spalte vonAdurch lauter Einsen ersetzt, so hatA(j) zwei gleiche Spalten, also die Determinante 0, und
für j 6= j0 sind die Kofaktoren(−1)i+jAij , i ∈ I , vonA gleich denen vonA(j). Durch Entwickeln nach der

j -ten Spalte folgt 0= DetA(j) =

n∑

i=1

(−1)i+j1 · Aij =

n∑

i=1

(−1)i+jAij für j 6= j0. Addition der erhaltenen

Gleichungen liefert nun DetA =

n∑

i=1

(−1)i+j0 Aij0 +

n∑

j=1, j 6=j0

n∑

i=1

(−1)i+jAij =

n∑

i=1

n∑

j=1

(−1)i+jAij . •

b) Wir verwenden Aufg. 8 mitaJ statt B und mit den dort dazu eingeführten MatrizenCJ . EnthältJ
höchstensn− 2 Elemente, so sind zwei verschiedene Spalten vonCJ gleich t (a, . . . , a) und wir erhalten
DetCJ = 0. BeiJ = {1, . . . , j−1, j+1, . . . , n} stimmtCJ mit A bis auf diej -te Spalte überein, die nura

als Koeffizienten enthält. Entwickeln nach dieser Spalte liefert DetCJ =

n∑

i=1

(−1)i+jaAij . Schließlich ist

CJ = A für J = {1, . . . , n}. Nun bekommt man mit Aufg. 8:

Det(A + aJ) =
∑

J⊆{1,...,n}

DetCJ = DetA +

n∑

j=1

n∑

i=1

(−1)i+jaAij . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 10, p. 237 (1.6.2011) :

SeiA = (aij ) ∈ Mn(Q) eine invertierbare Matrix mit ganzzahligen Koeffizientenaij . Genau dann sind die
Koeffizienten der inversen MatrixA−1 ebenfalls ganzzahlig, wenn DetA = ±1 ist.

Beweis:Wegenaij ∈ Z ist DetA =
∑

σ∈Sn
Sign(σ ) a1σ(1) · · · an σ(n) eine ganze Zahl. Sind auch die Koef-

fizienten vonA−1 ganze Zahlen, so ist aus demselben Grund DetA−1 ∈ Z. Der Determinantenproduktsatz
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liefert nun(DetA)(DetA−1) = Det(AA−1) = DetEn = 1. Ist jedoch das Produkt zweier ganzer Zahlen
gleich 1, so ist jede von ihnen gleich 1 oder gleich−1.

Ist umgekehrt DetA = ±1, so istA−1 = (DetA)−1) Adj A = ± Adj A. Die Koeffizienten von AdjA
sind aber als(n − 1) × (n − 1)-Unterdeterminanten einer Matrix mit ganzen Koeffizienten mit derselben
Begründung wie oben ebenfalls ganze Zahlen. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 11, p. 238 (1.6.2011) :

SeiA ∈ Mn(K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann sind auch AdjA und, fallsA invertierbar ist,A−1 obere
Dreiecksmatrizen.

Beweis: Sei A = (aij ). Dann giltaij = 0 für n ≥ i > j ≥ 1. Wir zeigen, dass auch AdjA eine obere
Dreiecksmatrix ist. Sei dazui0 >j0 . Dann ist das Element in deri0-ten Zeile undj0-ten Spalte von AdjA
bis auf das Vorzeichen die DeterminanteAj0i0 derjenigen Matrix(a′

ij ), die aus(aij ) durch Streichen der
j0-ten Zeile undi0-ten Spalte hervorgeht. Wir habenAj0i0 = 0 zu zeigen. Nach Satz 9.D.2 genügt es dazu zu
beweisen, dass(a′

ij ) eine obere Dreiecksmatrix ist, bei der an einer Stelle der Hauptdiagonale eine 0 steht.
Sei nuni >j . Wir zeigena′

ij = 0 sowiea′
i0−1,i0−1= 0:

Im Fall i <j0, j <i0 gilt a′
ij = aij = 0 wegeni > j .

Im Fall i ≥j0, j <i0 gilt a′
ij = ai+1,j = 0 wegeni+1> j .

Der Fall i <j0, j ≥ i0 kann nicht auftreten, da dafüri <j0<i0<j wäre.
Im Fall i ≥j0, j ≥ i0 gilt a′

ij = ai+1,j+1 = 0 wegeni+1> j+1.
Wegeni0>j0, alsoi0−1 ≥j0 gilt schließlicha′

i0−1,i0−1= ai0,i0−1 = 0.

Ist A invertierbar, so ist nach dem Bewiesenen mitA auchA−1 = (Det)−1 Adj A obere Dreiecksmatrix. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 12, p. 238 (1.6.2011) :

Seienfij , i, j = 1, . . . , n, differenzierbare Funktionen aufD ⊆ K. Dann gilt
∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣

′

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′
11 · · · f ′

1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f ′
21 · · · f ′

2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

f ′
n1 · · · f ′

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Beweis:Mit der Formel aus Definition 9.C.6, vgl. auch den Anfang von Abschnitt 9.D, und der Produktregel
aus Band 1, 13.A, Aufg. 9a) erhält man:

∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣

′

=
( ∑

σ∈S(I )

Sign(σ ) fσ(1),1 · · · fσ(n),n

)′

=
∑

σ∈S(I )

Sign(σ ) (fσ(1),1 · · · fσ(n),n)
′

=
∑

σ∈S(I )

Sign(σ )

n∑

i=1

fσ(1),1 · · · fσ(i−1),1−1f
′
σ(i),ifσ(i+1),i+1 · · · fσ(n),n

=

n∑

i=1

∑

σ∈S(I )

Sign(σ ) fσ(1),1 · · · fσ(i−1),1−1f
′
σ(i),ifσ(i+1),i+1 · · · fσ(n),n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′
11 · · · f ′

1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f ′
21 · · · f ′

2n

...
. . .

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 · · · f1n

f21 · · · f2n

...
. . .

...

f ′
n1 · · · f ′

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣
. •
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Abschnitt 9.D, Aufg. 13, p. 238 (1.6.2011) :

Ist σ ∈ S(I ) eine Permutation der endlichen IndexmengeI , so sei Pσ = (δiσ (j)) ∈ MI (K) die
P e r m u t a t i o n s m a t r i x z uσ . Sie entsteht aus der EinheitsmatrixEI dadurch, dass man die Spal-
ten dieser Matrix gemäßσ permutiert: Diej -te Spalte vonPσ ist eσ(j) , vgl. auch Beispiel 8.C.6. Dann gilt
für σ, τ ∈ S(I ):

a) DetPσ = Signσ. b) Pστ = PσPτ . c) (Pσ )−1 = Pσ−1 = t (Pσ ) .

Beweis:a) Mit Formel (3) vor 9.D.2 sieht man DetPσ = (Signσ) DetEI = (Signσ) · 1 = Signσ .

b) Es istPσ = (δi,σj ) = (δσ−1i,j ), Pτ = (δj,τk). In deri-ten Zeile undk-ten Spalte vonPσPτ steht dann
dasselbe Element

∑n
j=1 δσ−1i,jδj,τk = δσ−1i,τk = δi,σ τk wie beiPστ .

c) Nach b) istPσPσ−1 = Pσσ−1 = Pid = EI , also (Pσ )−1 = Pσ−1. Außerdem steht in deri-ten Zeile und
j -ten Spalte vontPσ dasselbe Elementδj,σ i = δσ−1j,i = δi,σ−1j wie bei Pσ−1 . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 14, p. 238 (1.6.2011) :

Sei A = (aij ) ∈ MI (K) eine s c h i e f s y m m e t r i s c h e Matrix (I endliche Indexmenge), d.h. es gelte
tA = −A. Ist |I | ungerade und ist CharK 6= 2, d.h. 2= 2 · 1K 6= 0 in K, so ist DetA = 0.

Beweis: Mit Satz 9.D.1 und der anschließenden Regel (2) sieht man DetA = Det tA = Det(−A) =

(−1)|I | DetA = − DetA, da|I | ungerade ist. Es folgt 2· DetA = 0, also DetA = 0. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 15, p. 238 (1.6.2011) :

SeiA = (aij ) ∈ Mn(R) mit |aii | >
∑n

j=1,j 6=i |aij | . Dann ista11 · · · ann DetA > 0 .

Beweis:Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die stetige Polynomfunktion

f (t) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ta12 ta13 · · · ta1n

ta21 a22 ta23 · · · ta2n

...
...

...
. . .

...

tan−1,1 tan−1,2 tan−1,3 · · · tan−1,n

tan1 tan2 tan3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Nach Voraussetzung gilt|aii | >
n∑

j=1, j 6=i

|aij | ≥
n∑

j=1, j 6=i

|t aij | für |t |< 1. Aus 3.B, Aufg. 26 ergibt sich, dass

die Spalten derf definiernden Matrix eine Basis vonRn bilden, also die Determinantef (t) dieser Matrix für
kein t verschwindet. Der Zwischenwertsatz liefert nun, dassf (0) = Det Diag(a11, . . . , ann) = a11 · · · ann

undf (1) = DetA dasselbe Vorzeichen haben müssen, das Produktf (0)f (1) also positiv ist. •

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 15, p. 238 (1.6.2011) :

Sein∈ N ungerade und sei(aij ) eine reellen × n-Matrix. Dann gibt es eint ∈ R mit

Det




a11+t a12 · · · a1n

a21 a22+t · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann+t


 = 0 .

Beweis:Die Determinante ist ein Polynom des ungeraden Gradesn in t , hat also nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle inR. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 16, p. 238 (1.6.2011) :

SeienK ein Körper undA ∈ Mr(K) , B ∈ Ms(K) , C ∈ Mr,s(K) . Dann gilt

Det

(
C A

B 0

)
= (−1)rs DetA · DetB .
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Beweis: Indem man jede der hinterenr Spalten der Matrix mit jeder der vorderens Spalten vertauscht, also
rs Spaltenvertauschungen durchführt und dann den Blockmatrizensatz 9.D.4 anwendet, bekommt man

Det

(
C A
B 0

)
= (−1)rs Det

(
A C
0 C

)
= (−1)rs DetA · DetB . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 17, p. 238 (1.6.2011) :

Seienf1, . . . , fn Funktionen auf der MengeD mit Werten im KörperK. Genau dann sind dief1, . . . , fn

linear unabhängig inKD, wenn die Funktion

(t1, . . . , tn) 7−→

∣∣∣∣∣∣∣

f1(t1) · · · f1(tn)
...

. . .
...

fn(t1) · · · fn(tn)

∣∣∣∣∣∣∣
aufDn nicht die Nullfunktion ist. (Determinanten der angegebenen Form heißen A l t e r n a n t e n oder (be-
sonders in der Physik) S la te rsche Determinanten . Beispiele sind dieVandermondesche Determinante
zufi := t i−1, i = 1, . . . , n, D := K, vgl. Aufg. 19, und die Cauchyschen Doppelalternanten, vgl. Aufg. 20.)

Beweis: nach Satz 5.G.17(1) ⇔ (2) sind die Funktionenf1, . . . , fn genau dann linear unabhängig inKD,
wenn Elementet1, . . . , tn ∈ D existieren derart, dass die Spalten der angegebenen Matrix linear unabhängig
sind. Nach Satz 9.C.9 ist dies geau dann der Fall, wenn ihre Determinante nicht verschwindet, also die
angegebene Funktion nicht die Nullfunktion ist. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 18, p. 239 (1.6.2011) :

K sei ein Körper, undf1, . . . , fn seien Polynomfunktionen vom Grad< n−1,n ∈ N∗. Für allet1, . . . , tn ∈ K

ist dann ∣∣∣∣∣∣∣

f1(t1) · · · f1(tn)
...

. . .
...

fn(t1) · · · fn(tn)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

Beweis: Die Funktionenf1, . . . , fn liegen in einem(n−1)-dimensionalen Vektorraum, sind also linear
abhängig. Aus

∑n
i=1 λifi = 0, wobei nicht alleλi ∈ K gleich 0 sind, folgt aber sofort

∑n
i=1 λifi(tj ) = 0

für alle j und damit die lineare Abhängigkeit der Spalten der zu betrachtenden Determinante, die somit
verschwindet. (Natürlich hätte man auch direkt Aufg. 17 anwenden können.) •

Abschnitt 9.D, Aufg. 19, p. 239 (1.6.2011) :

(V a n d e r m o n d e s c h e D e t e r m i n a n t e ) Für Elementea0, . . . , an eines KörpersK ist

V(a0, . . . , an) := Det




1 1 · · · 1 1
a0 a1 · · · an−1 an
...

...
. . .

...
...

an−2
0 an−2

1 · · · an−2
n−1 an−2

n

an−1
0 an−1

1 · · · an−1
n−1 an−1

n




=
∏

0≤i<j≤n

(aj − ai) .

Beweis: Bei n = 0 ist V(a0) = 1 gleich dem leeren Produkt auf der rechten Seite. Zum Schluss vonn−1
aufn subtrahieren wir (unten beginnend) dasan-fache einer jeden Zeile von derjenigen darunter, entwickeln
dann nach der letzten Spalte und klammern schließlich füri = 0, . . . n−1 jeweils ai−an aus deri-ten Spalte
aus. Dann wenden wir die Induktionsvoraussetzung an:

V(a0, . . . , an) = Det




1 1 · · · 1 1
a0− an a1− an · · · an−1− an 0

...
...

. . .
...

...

an−2
0 − ana

n−3
0 an−2

1 − ana
n−3
1 · · · an−2

n−1− ana
n−3
n−1 0

an−1
0 − ana

n−2
0 an−1

1 − ana
n−2
1 · · · an−1

n−1 − ana
n−2
n−1 0




=

= (−1)n+2
n−1∏

i=0

(ai −an) V(a0, . . . , an−1) =

n−1∏

i=0

(an−ai)
∏

0≤i<j≤n−1

(aj −ai) =
∏

0≤i<j≤n

(aj −ai). •
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Abschnitt 9.D, Aufg. 20, p. 239 (1.6.2011) :

( C a u c h y s c h e D o p p e l a l t e r n a n t e ) Seiena1, . . . , an, b1, . . . , bn Elemente eines KörpersK mit
ai + bj 6= 0 für allei, j = 1, . . . , n. Dann gilt

Det

(( 1
ai +bj

)
1≤i,j≤n

)
=

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)
∏

1≤i<j≤n

(bj − bi)

n∏
i,j=1

(ai + bj )

.

1. Beweis:Wir bezeichnen die Matrix, deren Determinante zu berechnen ist, mitAn und verwenden Indukt-

zion übern. Fürn=1 ist die rechte Seite der Gleichung 1
a1 + b1

= DetA1.

Beim Schluss vonn−1 aufn subtrahieren wir zunächst dien-te Spalte von jeder der vorherigen Spalten,

wobei wir 1
ai +bj

−
1

ai +bn

=
bn−bj

(ai +bj )(ai +bn)
benutzen und klammern dann fürj = 1, . . . , n−1 aus der

j -Spalte jeweils den Faktorbn−bj und aus jederi-ten Zeile den Faktor 1/(ai +bn) aus:

DetAn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

· · ·
1

a1+bj

· · ·
1

a1+bn
...

. . .
...

. . .
...

1
ai +b1

· · ·
1

ai +bj

· · ·
1

ai +bn
...

. . .
...

. . .
...

1
an+b1

· · ·
1

an+bj

· · ·
1

an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bn−b1

(a1+b1)(a1+bn)
· · ·

bn−bj

(a1+bj )(a1+bn)
· · ·

1
a1+bn

...
. . .

...
. . .

...

bn−b1

(ai +b1)(ai +bn)
· · ·

bn−bj

(ai +bj )(ai +bn)
· · ·

1
ai +bn

...
. . .

...
. . .

...

bn−b1

(an+b1)(an+bn)
· · ·

bn−bj

(an+bj )(an+bn)
· · ·

1
an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1∏
j=1

(bn−bj )

n∏
i=1

(ai +bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

· · ·
1

a1+bj

· · ·
1

a1+bn−1
1

...
. . .

...
. . .

...

1
ai +b1

· · ·
1

ai +bj

· · ·
1

ai +bn−1
1

...
. . .

...
. . .

...

1
an+b1

· · ·
1

an+bj

· · ·
1

an+bn−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Nun subtrahieren wir unter Verwendung von1
ai +bj

−
1

an+bj

=
an−ai

(ai +bj )(an+bj )
dien-te Zeile von jeder

der vorhergehenden Zeilen, klammern dann füri = 1, . . . , n−1 aus deri-Zeile jeweils den Faktoran− a1

und fürj = 1, . . . , n−1 aus derj -ten Zeile den Faktor 1/(an+ bj ) aus, entwickeln dann nach der letzten
Spalte und nutzen die Induktionsvoraussetzung:
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DetAn =

n−1∏
j=1

(bn−bj )

n∏
i=1

(ai +bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−a1

(a1+b1)(an+b1)
· · ·

an−aj

(a1+bj )(an+bj )
· · ·

an−an−1

a1+bn−1
0

...
. . .

...
. . .

...
...

an−a1

(ai +bj )(an+b1)
· · ·

an−aj

(ai +bj )(an+bj )
· · ·

an−an−1

(ai +bn−1)(an+bn−1)
0

...
. . .

...
. . .

...
...

1
an+b1

· · ·
1

an+bj

· · ·
1

an+bn−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1∏
i=1

(an−ai)
n−1∏
j=1

(bn−bj )

n∏
i=1

(ai +bn)
n−1∏
j=1

(an+bj )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

· · ·
1

a1+bj

· · ·
1

a1+bn−1
...

. . .
...

. . .
...

1
ai +b1

· · ·
1

ai +bj

· · ·
1

ai +bn−1
...

. . .
...

. . .
...

1
an−1+b1

· · ·
1

an−1+bj

· · ·
1

an−1+bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1∏
i=1

(an−ai)
n−1∏
j=1

(bn−bj )

n∏
i=1

(ai +bn)
n−1∏
j=1

(an+bj )

·

∏
1≤i<j≤n−1

(aj − ai)
∏

1≤i<j≤n−1
(bj − bi)

n−1∏
i,j=1

(ai + bj )

=

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)
∏

1≤i<j≤n

(bj − bi)

n∏
i,j=1

(ai + bj )

. •

2. Beweis: Indem wir für allei die i-te Zeile vonAn mit dem Produkt
n∏

j=1
(ai + bj ) der dort auftretenden

Nenner multiplizieren, erhalten wir DetAn =
Det(a′

ik)
n∏

i,j=1
(ai +bj )

mit a′
ik =

n∏
j=1,j 6=k

(ai + bj ) und haben noch

Det(a′
ij ) =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)
∏

1≤i<j≤n

(bj − bi) zu zeigen.

Gemäß Beispiel 10.B.3 genügt es, diese Formel zu beweisen, wenn dieai undbj Unbestimmte überK sind.
Dann sind allea′

ij Polynome vom Gradn−1 überK, und folglich ist Det(a′
ij ) ein Polynom vom Grad

n(n−1). Setzt man nun fürbk die Unbestimmtebk′ mit k 6= k′ ein, so sinda′
ik und a′

ik′ für alle i gleich
und die Determinante hat zwei gleiche Spalten, verschwindet also. Setzt man nochX+ bk für bk′ ein, so
hat das entstehende Polynom inX eine Nullstelle fürX = 0, ist also durchX = bk′ − bk teilbar. Setzt man
ebenso fürai die Unbestimmteai ′ mit i 6= i ′ ein, so sinda′

ik unda′
i ′k für alle k gleich und die Determinante

hat zwei gleiche Zeilen, verschwindet also. Folglich ist DetAn auch durch alleai ′ − ai teilbar. Sämtliche
Polynomeai ′ − ai undbk′ − bk sind paarweise teilerfremde Primpolynome. (Zum Begriff des Primelements
in einem Integritätsbereich vgl. die Bemerkung in 10.A, Aufg. 27b).) Daher ist Det(a′

ij ) auch durch das
Produkt

∏
1≤i<j≤n

(aj −ai)
∏

1≤i<j≤n

(bj −bi) teilbar, das als Polynom wie Det(a′
ij ) den Gradn(n−1) hat, und

somit ist Det(a′
ij ) = C ·

∏
1≤i<j≤n

(aj −ai)
∏

1≤i<j≤n

(bj −bi) mit einer KonstantenC ∈ K.

Zur Bestimmung der KonstantenC setzen wir für jedesbj den Wert−aj ein und erhalten für allei 6= k

a′
ik =

n∏
j=1,j 6=k

(ai − aj ) = 0 sowiea′
ii =

n∏
j=1,j 6=i

(ai − aj ) . Dies zeigt, dass Det(a′
ij ) eine Diagonalmatrix mit

der Determinante
n∏

i=1

n∏
j=1,j 6=i

(ai − aj ) = −1n(n−1)/2 ∏
1≤i<j≤n

(ai − aj )
2 ist. Die rechte Seite der Formel wird
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aberC ·
∏

1≤i<j≤n

(aj−ai)
∏

1≤i<j≤n

(−aj− ai) = C ·−1n(n−1)/2 ∏
1≤i<j≤n

(ai−aj )
2. Daraus folgtC = 1, was noch

zu beweisen war. •

Bemerkung: In ähnlicher Weise lässt sich auch die Formel für die Vandermondesche Determinante aus
Aufg. 19 beweisen.

Abschnitt 9.D, Aufg. 21, p. 238 (1.6.2011) :

Für t1, . . . , tn, u1, . . . , un ∈ C berechne man
∣∣∣∣∣∣∣∣

sin(t1 + u1) sin(t1 + u2) · · · sin(t1 + un)
sin(t2 + u1) sin(t2 + u2) · · · sin(t2 + un)

...
...

. . .
...

sin(tn + u1) sin(tn + u2) · · · sin(tn + un)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lösung: Fürn≥3 wenden wir das Additionstheorem des Sinus und die Produktformel 9.D.3 an und erhalten

Det




sin(t1+ u1) sin(t1+ u2) · · · sin(t1+ un)

sin(t2+ u1) sin(t2+ u2) · · · sin(t2+ un)
...

...
. . .

...

sin(tn+ u1) sin(tn+ u2) · · · sin(tn+ un)


 =

= Det

(



sint1 cost1 0 · · · 0
sint2 cost2 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

sintn costn 0 · · · 0







cosu1 cosu2 · · · cosun

sinu1 sinu2 · · · sinun

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0




)

= Det




sint1 cost1 0 · · · 0
sint2 cost2 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

sintn costn 0 · · · 0


Det




cosu1 cosu2 · · · cosun

sinu1 sinu2 · · · sinun

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


 = 0 · 0 = 0 .

Für n= 1 ist die Determinante gleich sin(a1+b1), und bein = 2 bekommt man als Determinante

sin(t1+ u1) sin(t2+ u2) − sin(t1+ u2) sin(t2+ u1)

= (sint1 cosu1 − cost1 sinu1)(sint2 cosu2 − cost2 sinu2)

− (sint1 cosu2 − cost1 sinu2)(sint2 cosu1 − cost2 sinu1)

= − sint1 cosu1 cost2 sinu2 − cost1 sinu1 sint2 cosu2

+ sint1 cosu2 cost2 sinu1 + cost1 sinu2 sint2 cosu1

= (sint1 cost2 − cost1 sint2) (sinu1 cosu2 − cosu1 sinu2) = sin(t1− t2) sin(u1−u2) . •

Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 21, p. 238 (1.6.2011) :

SeiK ein Körper unda1, . . . , an, b1, . . . bn ∈ K. Man berechne die folgenden×n-Determinante:

Det




1+ a1b1 1+ a1b2 · · · 1+ a1bn

1+ a2b1 1+ a2b2 · · · 1+ a2bn
...

...
. . .

...

1+ anb1 1+ anb2 · · · 1+ anbn


 .

Lösung: Bei n=1 ist die Determinante gleich 1+ a1b1, und bein= 2 erhält man

Det

(
1+ a1b1 1+ a1b2

1+ a2b1 1+ a2b2

)
= (1+ a1b1)(1+ a2b2) − (1+ a2b1)(1+ a1b2) =

= a1b1 + a2b2 − a2b1 − a1b2 = (a1− a2)(b1− b2) .
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Bei n≥ 3 verwenden wir die Produktformel 9.D.5:

Det




1+ a1b1 1+ a1b2 · · · 1+ a1bn

1+ a2b1 1+ a2b2 · · · 1+ a2bn
...

...
. . .

...

1+ anb1 1+ anb2 · · · 1+ anbn


 = Det




1 a1 0 · · · 0
1 a2 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 an 0 · · · 0


 · Det




1 1 · · · 1
b1 b2 · · · bn

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


 =

= 0 · 0 = 0 . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 24, p. 240 (1.6.2011) :

a) SeienPi = (a1i , . . . , ani) , i = 0, . . . , n, Punkte im affinen RaumAn(K) = Kn. Genau dann sind diePi

affin abhängig, wenn gilt ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
a10 a11 · · · a1n

...
...

. . .
...

an0 an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

b) SeienPi = (a1i, . . . , ani) , i = 1, . . . , n, affin unabhängige Punkte inAn(K) = Kn. Die Gleichung der
affinen HyperebeneH in An(K) , die von den PunktenP1, . . . , Pn erzeugt wird, ist dann

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 a11 · · · a1n

...
...

. . .
...

xn an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ,

d.h. der PunktP = (x1, . . . , xn) ∈ Kn liegt also genau dann inH , wenn seine Komponenten die obige
(affine) Gleichung erfüllen.

Beweis: a) Genau dann sind die PunkteP0, . . . , Pn affin unabhängig, wenn der von ihnen erzeugte affine
Unterraum die Dimensionn hat. Nach 8.B, Aufg. 12 ist dies genau dann der Fall, wenn die angegebene
Matrix den (maximal möglichen) Rangn+1 hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Determinante6=0
ist.

b) Der PunktP liegt genau dann inH , wenn die PunkteP, P1, . . . , Pn afin abhängig sind. Nach a) ist dies
genau dann der Fall, wenn die angegebene Determinante verschwindet. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 25, p. 240 (1.6.2011) :

SeienP1 = (a11 , a21) , P2 = (a12 , a22) , P3 = (a13 , a23) drei Punkte inR2, die nicht auf einer Geraden
liegen. Dann ist ∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
x1 a11 a12 a13

x2 a21 a22 a23

x2
1 + x2

2 a2
11 + a2

21 a2
12 + a2

22 a2
13 + a2

23

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

die Gleichung des Kreises durchP1, P2, P3 .

Beweis: Setzt man für(x1, x2) die Koordinaten(a1i, a2i) des PunktesPi ein, so sind 2 Spalten der an-
gegebenen Determinante gleich, und sie ist verschwindet, d.h. die Gleichung ist erfüllt. Entwickeln der
Determinante nach der ersten Spalte liefert die Gleichung−D3(x

2
1+x2

2) + D2x2 − D1x1 + D0 = 0 mit

D3 :=

∣∣∣∣∣
1 1 1

a11 a12 a13

a21 a22 a23

∣∣∣∣∣ , D2 :=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a11 a12 a13

a2
11+a2

21 a2
12+a2

22 a2
13+a2

23

∣∣∣∣∣∣
,

D1 :=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a21 a22 a23

a2
11+a2

21 a2
12+a2

22 a2
13+a2

23

∣∣∣∣∣∣
, D0 :=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a2
11+a2

21 a2
12+a2

22 a2
13+a2

23

∣∣∣∣∣∣
.
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Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, istD3 6= 0 nach Aufg. 24a). Die Gleichung bekommt
dann die Form(x2

1+x2
2) − (D2/D3)x2 + (D1/D3)x1 − (D0/D3) = 0, d.h.

(
x1 + (D1/2D3)

)2
+
(
x2 − (D2/2D3)

)2
= (D0/D3) + (D1/2D3)

2 + (D2/2D3)
2 .

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit Radius
√

(D0/D3) + (D1/2D3)2 + (D2/2D3)2 und Mittelpunkt(
−(D1/2D3) , (D2/2D3)

)
. •

Abschnitt 9.D, Aufg. 26, p. 241 (1.6.2011) :

Seien(aij ) und(bij ) zwein × n-Matrizen über dem KörperK. Dann gilt:

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

...
. . .

...

bi1 · · · bin

...
. . .

...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
.

Beweis:Sind(−1)i+jAij die Kofaktoren von(aij ), so bekommt man durch Entwickeln nach deri-ten Zeile
bzw. derj -ten Spalte die Gleichheit der beiden Ausdrücke:

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

...
. . .

...

bi1 · · · bin

...
. . .

...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∑

i=1

n∑

j=1

(−1)i+jbijAij ,

n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑

j=1

n∑

i=1

(−1)i+jbijAij . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 27, p. 241 (1.6.2011) :

Man berechne die folgendenn × n-Determinanten überQ:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n · · · n

n 2 n · · · n

n n 3 · · · n
...

...
...

. . .
...

n n n · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 · · · 2
2 2 2 · · · 2
2 2 3 · · · 2
...

...
...

. . .
...

2 2 2 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n

2 1 2 3 · · · n − 1
3 2 1 2 · · · n − 2
...

...
...

...
. . .

...

n n − 1 n − 2 n − 3 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 2 n − 1 n

2 3 4 · · · n − 1 n 1
3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

. . .
...

...
...

n 1 2 · · · n − 3 n − 2 n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Lösung: Indem man die letzte Spalte derersten Determinante von allen anderen Spalten subtrahiert, be-
kommt man eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante mit Satz 9.D.2 berechnet wird:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n · · · n

n 2 n · · · n

n n 3 · · · n
...

...
...

. . .
...

n n n · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−n 0 0 · · · n

0 2−n 0 · · · n

0 0 3−n · · · n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−1n! .

Indem man die zweite Spalte derzweitenDeterminante von allen anderen Spalten subtrahiert und dann das
Doppelte der ersten Spalte zur zweiten addiert, bekommt man eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante
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wieder das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 · · · 2
2 2 2 · · · 2
2 2 3 · · · 2
...

...
...

. . .
...

2 2 2 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 0 · · · 0
0 2 0 · · · 0
0 2 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 2 0 · · · n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0
0 2 0 · · · 0
0 2 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 2 0 · · · n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2)(n−2)! .

Indem man – unten anfangend – jede Zeile derdritten Determinante von der Zeile darunter subtrahiert, dann
noch einmal – unten anfangend – jede Zeile ab der zweiten von der Zeile darunter subtrahiert, sodann die erste
Spalte zu allen anderen Spalten addiert, schließlich die letzte Spalte mit denn−1 Spalten davor vertauscht,
bekommt man eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n

2 1 2 3 · · · n−1
3 2 1 2 · · · n−2
...

...
...

...
. . .

...

n n−1 n−2 n−3 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n

1 −1 −1 −1 · · · −1
1 1 −1 −1 · · · −1
1 1 1 −1 · · · −1
...

...
...

...
. . .

...

1 1 1 1 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n

1 −1 −1 −1 · · · −1
0 2 0 0 · · · 0
0 0 2 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n+1
1 −1 −1 −1 · · · 0
0 2 0 0 · · · 0
0 0 2 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+1 1 2 3 · · · n

0 1 −1 −1 · · · −1
0 0 2 0 · · · 0
0 0 0 2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−1(n+1) 2n−2 .

Zunächst addieren wir alle anderen Zeilen dervierten Determinante zur ersten Zeile und erhalten überall in
der ersten Zeile den Eintrag 1+2+· · ·+n = n(n+1)

2 , den wir vor die Determinante ziehen. Dann subtrahieren
wir – hinten anfangend – jede Spalte von der nachfolgenden Spalte und Entwickeln nach der ersten Zeile
und wenden schließlich Aufg. 28 an (mit 1−n statta, 1 stattb und der Zeilenzahln−1 stattn+1):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 2 n − 1 n

2 3 4 · · · n − 1 n 1
3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

. . .
...

...
...

n 1 2 · · · n − 3 n − 2 n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n(n+1)

2
n(n+1)

2
n(n+1)

2 · · · n(n+1)

2
n(n+1)

2
n(n+1)

2

2 3 4 · · · n − 1 n 1
3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

. . .
...

...
...

n 1 2 · · · n − 3 n − 2 n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1 1
2 3 4 · · · n−1 n 1
3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

. . .
...

...
...

n 1 2 · · · n−3 n−2 n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0 0
2 1 1 · · · 1 1 1−n

3 1 1 · · · 1 1−n 1
...

...
...

. . .
...

...
...

n 1−n 1 · · · 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1−n

1 1 · · · 1−n 1
...

...
. . .

...
...

1 1−n · · · 1 1
1−n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)
(n−1)(n−2)

2
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−n 1 · · · 1 1
1 1−n · · · 1 1
...

...
. . .

...
...

1 1 · · · 1−n 1
1 1 · · · 1 1−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
n(n+1)

2
(−1)

(n−1)(n−2)

2
(
(1−n) + (n−2) · 1

) (
(1−n) − 1

)n−2
= (−1)

(n−1) n

2 nn−1 (n+1)

2
. •
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Abschnitt 9.D, Variante zuAufg. 27, p. 241 (1.6.2011) :

Sein∈ N, n≥2. Man berechne die Determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n−1 n

1 1 1 · · · 1 1−n

1 1 1 · · · 1−n 1
...

...
...

. . .
...

...

1 1−n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lösung: Indem wir zunächst alle Spalten zur ersten addieren, dann nach der ersten Spalte entwickeln, als
nächstes die 1. Spalte mit dern-ten, die 2. mit der(n−1)-ten usw. vertauschen, sodann wieder alle Spalten
zur ersten addieren und schließlich die erste Spalte zu allen anderen addieren, erhalten wir eine untere
Dreiecksmatrix, bei der die Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n−1 n

1 1 1 · · · 1 1−n

1 1 1 · · · 1−n 1
...

...
...

. . .
...

...

1 1−n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n(n+1)/2 2 3 · · · n−1 n

0 1 1 · · · 1 1−n

0 1 1 · · · 1−n 1
...

...
...

. . .
...

...

0 1−n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1−n

1 1 1 · · · 1−n 1
1 1 1 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...

1−n 1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n(n+1)

2
(−1)

(n−1)(n−2)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−n 1 1 · · · 1
1 1−n 1 · · · 1
1 1 1−n · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)
(n−1)(n−2)

2
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 · · · 1
−1 1−n 1 · · · 1
−1 1 1−n · · · 1

...
...

...
. . .

...

−1 1 1 · · · 1−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

(n−1)(n−2)

2
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0
−1 −n 0 · · · 0
−1 0 −n · · · 0

...
...

...
. . .

...

−1 0 0 · · · −n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)
(n−1)(n−2)

2 (−1) (−n)n−2 n(n+1)

2
= (−1)

n(n−1)

2
n+1

2
nn−1 . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 28, p. 241 (1.6.2011) :

Man bestätige die folgenden Determinantenformeln für(n + 1) × (n + 1)-Matrizen mit Koeffizienten aus
einem KörperK. (An den mit∗ gekennzeichneten Stellen dürfen beliebige Elemente vonK stehen.)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
...

. . .
...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a + nb)(a − b)n ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
b1 a1 a1 · · · a1 a1

∗ b2 a2 · · · a2 a2

∗ ∗ b3 · · · a3 a3
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ · · · bn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a1 − b1) · · · (an − bn) ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

1 a1 + b1 ∗ · · · ∗

1 a1 a2 + b2 · · · ∗
...

...
...

. . .
...

1 a1 a2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= b1 · · · bn .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 a1 0 · · · 0 0
0 −a2 a2 · · · 0 0
0 0 −a3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · −an an

1 1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n(n + 1) a1 · · · an .
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Beweis: Indem wir zunächst allen hinteren Spalten derersten Determinante zur ersten Spalte addieren,
erhalten wir überall in der ersten Zeile den Eintraga+nb, den wir vor die Determinante ziehen. Dann subtra-
hieren wir dasb-fache der ersten Spalte von alle anderen Spalten und erhalten so eine untere Dreiecksmatrix,
deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
...

. . .
...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+nb b b · · · b

a+nb a b · · · b

a+nb b a · · · b
...

...
...

. . .
...

a+nb b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a+nb)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b · · · b

1 a b · · · b

1 b a · · · b
...

...
...

. . .
...

1 b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a+nb)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0
1 a−b 0 · · · 0
1 0 a−b · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · a−b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a+nb) (a−b)n .

Indem wir – hinten anfangend – jede Spalte von der nachfolgenden Spalte subtrahieren, erhalten wir bei der
zweitenDeterminante eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalele-
mente ist:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
b1 a1 a1 · · · a1 a1

∗ b2 a2 · · · a2 a2

∗ ∗ b3 · · · a3 a3
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ · · · bn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0
b1 a1−b1 0 · · · 0 0
∗ ∗ a2−b2 · · · 0 0
∗ ∗ ∗ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ · · · ∗ an−bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a1−b1) · · · (an−bn) .

Indem man die oberste Zeile derdritten Determinante von jeder Zeile darunter subtrahiert, erhält man eine
untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

1 a1 + b1 ∗ · · · ∗

1 a1 a2 + b2 · · · ∗
...

...
...

. . .
...

1 a1 a2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

0 b1 ∗ · · · ∗

0 0 b2 · · · ∗
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b1 · · · bn .

Indem wir – vorne anfangend – jede Spalte zur nachfolgenden Spalte addieren, erhalten wir bei dervierten
Determinante eine untere Dreiecksmatrix, deren Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente ist:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 a1 0 · · · 0 0
0 −a2 a2 · · · 0 0
0 0 −a3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · −an an

1 1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 0 0 · · · 0 0
0 −a2 0 · · · 0 0
0 0 −a3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · −an 0
1 2 3 · · · n n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n + 1) (−a1) · · · (−an) = (−1)n(n+1) a1 · · · an . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 30.c), p. 242 (1.6.2011) :

Seiena1, . . . , an Elemente eines KörpersK. Man beweise

Det




a0+ a1 a1 · · · 0 0 0
a1 a1+ a2 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · an−3+ an−2 an−2 0
0 0 · · · an−2 an−2+ an−1 an−1

0 0 · · · 0 an−1 an−1+ an




=

n∑

k=0

∏

i 6=k

ak =

n∑

k=0

a0 · · · âk · · · an .
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Lösung: Wir verwenden Induktion übern und bezeichnen die zu berechnende Determinante mitDn. Bei
n=0 sind beide Seiten definitionsgemäß gleich 1 und bein=1 istD1 = a0+a1 =

∑1
k=0

∏
i 6=k ai .

Beim Induktionsschluss liefert die InduktionsvoraussetzungDn−2 =
∑n−2

k=0 a0 · · · âk · · · an−2 und Dn−1 =∑n−1
k=0 a0 · · · âk · · · an−1. Indem man zunächst nach der letzten Spalte entwickelt und dann bei der ersten der

entstehenden Unterdeterminanten noch einmal nach der ersten Zeile entwickelt, bekommt man daraus die
Induktionsbehauptung:

Dn := Det




a0+ a1 a1 · · · 0 0 0
a1 a1+ a2 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · an−3+ an−2 an−2 0
0 0 · · · an−2 an−2+ an−1 an−1

0 0 · · · 0 an−1 an−1+ an




= −an−1 Det




a0 + a1 a1 · · · 0 0
a1 a1+ a2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · an−3+ an−2 an−2

0 0 · · · 0 an−1




+ (an−1+ an) Det




a0+ a1 a1 · · · 0 0
a1 a1+ a2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · an−3+ an−2 an−2

0 0 · · · an−2 an−2+ an−1




= −a2
n−1Dn−2 + (an−1+ an)Dn−1 = −a2

n−1

n−2∑

k=0

a0 · · · âk · · · an−2 + (an−1+ an)

n−1∑

k=0

a0 · · · âk · · · an−1

= −a2
n−1

n−2∑

k=0

a0 · · · âk · · · an−2 + a2
n−1

n−2∑

k=0

a0 · · · âk · · · an−2 + a0 · · · an−2an−1 + an

n−1∑

k=0

a0 · · · âk · · · an−1

=

n∑

k=0

a0 · · · âk · · · an . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 31, p. 243 (1.6.2011) :

Man zeige die folgenden Determinantenformeln durch Induktion:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1+b1 b1 b1 · · · b1

b2 a2+b2 b2 · · · b2

b3 b3 a3+b3 · · · b3
...

...
...

. . .
...

bn bn bn · · · an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1 · · · an+

n∑

k=1

(∏

i 6=k

ai

)
bk ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + a1 a2 a3 · · · an−1 an

−1 x 0 · · · 0 0
0 −1 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · x 0
0 0 0 · · · −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= xn + a1x
n−1 + · · · + an ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 0 · · · b1
...

. . .
...

... ..
. ...

0 · · · an bn · · · 0
0 · · · bn an · · · 0
... ..

. ...
...

. . .
...

b1 · · · 0 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∏

k=1

(a2
k −b2

k) .
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Beweis:Fürn=1 hat dieersteDeterminante ebenso wie die angegebene Formel den Werta1+b1.

Beim Schluss vonn−1 aufn subtrahieren wir die erste Spalte von allen anderen und erhalten

Dn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1+b1 b1 b1 · · · b1

b2 a2+b2 b2 · · · b2

b3 b3 a3+b3 · · · b3
...

...
...

. . .
...

bn bn bn · · · an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1+b1 −a1 −a1 · · · −a1

b2 a2 0 · · · 0
b3 0 a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

bn 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Enwickeln nach der letzten Spalte liefert zusammen mit der Induktionsvoraussetzung

Dn = (−1)n+1(−a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b2 a2 0 · · · 0
b3 0 a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

bn−1 0 0 · · · an−1

bn 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ an Dn−1

= −(−1)n+1 (−1)n−2 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 0 · · · 0 b2

0 a3 · · · 0 b3
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · an−1 bn−1

0 0 · · · 0 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ an a1 · · · an−1 + an

n−1∑

k=1

(∏

i 6=k

ai

)
bk

= a1a2 · · · an−1bn + a1 · · · an + an

n−1∑

k=1

(∏

i 6=k

ai

)
bk = a1 · · · an+

n∑

k=1

(∏

i 6=k

ai

)
bk . •

Im Fall n=1 besteht diezweiteDeterminante nur aus dem Elementx+a1 oben links in der Ecke, das gleich
x1+ a1 ist. Beim Schluss vonn−1 aufn liefert die Induktionsvoraussetzung

Det




x + a1 a2 a3 · · · an−1

−1 x 0 · · · 0
0 −1 x · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · x




= xn−1 + a1x
n−2 + · · · + an−1 .

Durch Entwickeln nach der letzten Spalte bekommt man daraus die Induktionsbehauptung:

Det




x + a1 a2 a3 · · · an−1 an

−1 x 0 · · · 0 0
0 −1 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · x 0
0 0 0 · · · −1 x




=

= (−1)n+1an Det




−1 x 0 · · · 0 0
0 −1 x · · · 0 0
0 0 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · −1 x

0 0 0 · · · 0 −1




+ (−1)2nx Det




x + a1 a2 a3 · · · an−1

−1 x 0 · · · 0
0 −1 x · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · x




=

= (−1)n+1an (−1)n−1 + x(xn−1 + a1x
n−2 + · · · + an−1) = xn + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an .

Bei n = 1 ist die letzte Determinante

∣∣∣∣
a1 b1

b1 a1

∣∣∣∣ = a2
1 − b2

1 wie die angegebene Formel. Beim Schluss von

n−1 aufn entwickeln wir die Determinante zunächst nach dern-ten Spalte und dann beide entstehenden
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(2n−1) × (2n−1)-Determinanten nach dern-ten Zeile und erhalten mit der Induktionsvoraussetzung:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 0 · · · b1
...

. . .
...

... ..
. ...

0 · · · an bn · · · 0
0 · · · bn an · · · 0
... ..

. ...
...

. . .
...

b1 · · · 0 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 · · · b1
...

. . .
... ..

. ...

0 · · · an · · · 0
... ..

. ...
. . .

...

b1 · · · 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 · · · b1
...

. . .
... ..

. ...

0 · · · bn · · · 0
... ..

. ...
. . .

...

b1 · · · 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 0 · · · b1
...

. . .
...

... ..
. ...

0 · · · an−1 bn−1 · · · 0
0 · · · bn−1 an−1 · · · 0
... ..

. ...
...

. . .
...

b1 · · · 0 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− b2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · 0 0 · · · b1
...

. . .
...

... ..
. ...

0 · · · an−1 bn−1 · · · 0
0 · · · bn−1 an−1 · · · 0
... ..

. ...
...

. . .
...

b1 · · · 0 0 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a2
n−b2

n)

n−1∏

k=1

(a2
k −b2

k) =

n∏

k=1

(a2
k −b2

k) . •

Abschnitt 9.D, Aufg. 32, p. 243 (1.6.2011) :

Man zeige

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1n 2n 3n · · · (n+1)n

2n 3n 4n · · · (n+2)n

3n 4n 5n · · · (n+3)n

...
...

...
. . .

...

(n+1)n (n+2)n (n+3)n · · · (2n + 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)(

n+1
2 ) (n!)n+1 .

Beweis:Der Binomische Lehrsatz liefert für das Element in deri-ten Zeile undj -Spalte,i, j = 1, . . . , n+1,
der gegebenen Determinante

(
i+ (j−1)

)n
=

n∑

k=0

(
n
k

)
ik(j−1)n−k =

n+1∑

k=1

(
n

k−1

)
ik−1(j−1)n+1−k .

Dies ist das Element in deri-ten Zeile undj -Spalte des Produkts der beiden Matrizen
((

n

k−1

)
ik−1

)
i,k=1,...,n+1

und
(
(j −1)n+1−k

)
k,j=1,...,n+1 . Wir wenden die Produktformel an, entwickeln die zweite Matrix nach der

ersten Spalte und ziehen dann jeweils aus derj -ten Spalte der ersten bzw. zweiten Matrix den Faktor
(

n

j−1

)

bzw. j heraus. Die (nach Transponieren und Vertauschen von Zeilen) entstehenden Vandermondeschen
Determinanten lassen sich dann mit Aufg. 19 berechnen.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1n 2n 3n · · · (n+1)n

2n 3n 4n · · · (n+2)n

3n 4n 5n · · · (n+3)n

...
...

...
. . .

...

(n+1)n (n+2)n (n+3)n · · · (2n+1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n

0

) (
n

1

)
11

(
n

2

)
12 · · ·

(
n

n

)
1n

(
n

0

) (
n

1

)
21

(
n

2

)
22 · · ·

(
n

n

)
2n

(
n

0

) (
n

1

)
31

(
n

2

)
32 · · ·

(
n

n

)
3n

...
...

...
. . .

...(
n

0

) (
n

1

)
(n+1)1

(
n

2

)
(n+1)2 · · ·

(
n

n

)
(n+1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1n 2n · · · nn

0 1n−1 2n−1 · · · nn−1

0 1n−2 2n−2 · · · nn−2

...
...

...
. . .

...

1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∏

k=0

(
n
k

) ∏

0≤i<j≤n

(
(j+1) − (i+1)

)
· (−1)n+2 (−1)

n(n−1)

2 n!
∏

0≤i<j≤n−1

(
(j+1) − (i+1)

)

= (−1)
n(n−1)

2

n∏

k=0

(
n
k

) n∏

k=1

k! n!
n−1∏

k=1

k! = (−1)
n(n+1)

2 (n!)n+1 . •
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Abschnitt 9.D, Zusatzaufgabe, p. 243 (1.6.2011) :

Man berechne die folgenden×n-Determinante über einem KörperK:∣∣∣∣∣∣∣∣

1+ a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1+ a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...

anb1 anb2 · · · 1+ anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lösung: Sind alleai =0, so handelt es sich um die Einheitsmatrix mit der Determinante 1. Andernfalls ist
o.B.d.A.an 6=0. Indem man zunächst füri = 1, . . . , n−1 das−aia

−1
n -fache dern-ten Zeile zuri-ten Zeile

und dann das−anbi-fache deri-ten Zeile zur letzten Zeile addiert, bekommt man eine obere Dreiecksmatrix:
∣∣∣∣∣∣∣∣

1+ a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1+ a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...

anb1 anb2 · · · 1+ anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · −a1a
−1
n

0 1 · · · −a2a
−1
n

...
...

. . .
...

anb1 anb2 · · · 1+ anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · −a1a
−1
n

0 1 · · · −a2a
−1
n

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1+
n∑

i=1
aibi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1+

n∑

i=1

aibi . •

Abschnitt 9.D, Zusatzaufgabe, p. 243 (1.6.2011) :

Man löse das folgende lineare Gleichungssystem unter Verwendung der Cramerschen Regel:

x2 + x3 + · · · + xn−1 + xn = 1
x1 + x3 + · · · + xn−1 + xn = 1
x1 + x2 + · · · + xn−1 + xn = 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x1 + x2 + x3 + · · · + xn−1 = 1 .

Lösung: Die Cramersche Regel liefertxk =
Dk

D
=

(−1)n−1

(−1)n−1(n−1)
=

1
n−1

für k = 1, . . . , n. Zur

Berechnung der NennerdeterminanteD verwenden wir die erste Determinante aus Aufg. 28 mitn stattn+1,
0 statta und 1 stattb und erhalten

D = Det




0 1 · · · 1 1
1 0 · · · 1 1
...

...
. . .

...
...

1 1 · · · 0 1
1 1 · · · 1 0


 = (−1)n−1(n−1) .

Zur Berechnung der ZählerdeterminanteDk ziehen wir diek-te Spalte von den übrigen ab und addieren dann
zurk-ten Spalte alle übrigen Spalten, wodurch wir eine Diagonalmatrix bekommen:

Dk = Det




0 1 · · · 1 · · · 1 1
1 0 · · · 1 · · · 1 1
...

...
. . .

...
. . .

...
...

1 1 · · · 1 · · · 1 1
...

...
. . .

...
. . .

...
...

1 1 · · · 1 · · · 0 1
1 1 · · · 1 · · · 1 0




= Det




−1 0 · · · 1 · · · 0 0
0 −1 · · · 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 · · · −1 0
0 0 · · · 1 · · · 0 −1




=

= Det




−1 0 · · · 0 · · · 0 0
0 −1 · · · 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 · · · −1 0
0 0 · · · 0 · · · 0 −1




= (−1)n−1 . •
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Abschnitt 9.E, Aufg. 1, p. 246 (1.6.2011) :

V sei ein endlichdimensionalerK-Vektorraum. Man berechne die Determinante der linearen Abbildung
f :V → V in den folgenden Fällen:

a) f ist die Homothetiea idV . b) f ist eine Projektion. c) f ist eine Involution.
d) f ist eine Scherung ( = Transvektion) oder Dilatation.

Lösung: Sein := Dim V . Bei b), c) und d) verwenden die Matrixdarstellungen aus 8.A, Aufg. 9.

a) In jeder Basis vonV wird a idV durch die MatrixaEn beschrieben. Daher ist Deta idV = DetaEn = an.

b) In einer geeigneten Basis vonV wird eine Projektionf durch eine Diagonalmatrix mit Rangf Einsen
und sonst 0 in der Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist Detf = 0 bei Rangf < n und Detf = 1 bei
Rangf = n, alsof = idV .

c) In einer geeigneten Basis vonV wird eine Involutionf durch eine Diagonalmatrix mitm Einsen undn−m

Minus-Einsen in der Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist Detf = (−1)n−m.

d) In einer geeigneten Basis vonV wird eine Scherungf durch eine Dreiecksmatrix mit Einsen in der
Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist Detf = 1. In einer geeigneten Basis vonV wird eine Dilatation
f durch eine Diagonalmatrix mit einem Eintragλ, dem Streckungsfaktor, und sonst nur Einsen in der
Hauptdiagonalen beschrieben. Daher ist Detf = λ. •

Abschnitt 9.E, Aufg. 2, p. 247 (1.6.2011) :

Sei f : V → V ein nilpotenter Endomorphismus desn-dimensionalenK-VektorraumsV . Dann ist
Det(a idV +f ) = an für alle a ∈ K, allgemeiner ist Det(g + f ) = Detg für jeden Operatorg auf V ,
der mitf vertauschbar ist.

Beweis: Nach Beispiel 8.C.5 wirdf in einer geeigneten Basis vonV durch eine obere Dreiecksmatrix
beschrieben, deren Hauptdiagonalelemente alle 0 sind. Daa idV durchaEn beschrieben wird, ist die Matrix
vona idV +f in dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix, deren Hauptdiagonalelemente allea sind. Mit Satz
9.D.2 erhält man Det(a idV +f ) = an.

Daf nilpotent ist, gibt es einm ∈ N mit f m = 0. Ist Detg = 0, alsog nicht injektiv, so gibt es einx ∈ V ,x 6= 0,
mit g(x)= 0. Wegenf 0(x) = idV (x) = x 6= 0 undf m(x) = 0 gibt es ein maximalesk∈ N mit f k(x) = 0,
alsof k−1(x) 6= 0. Mit der Voraussetzunngfg = gf erhält man daraus(g+f )

(
f k−1(x)

)
= gf k−1(x) +

f k(x) = f k−1
(
g(x)

)
= f k−1(0) = 0, d.h.g+f ist auch nicht injektiv und somit ist Det(g+f ) = 0 = Detg.

Ist jedoch Detg 6= 0, so istg ein Isomorphismus, und ausfg = gf folgt g−1f = fg−1 durch Multiplikation
mit g−1 von links und rechts. Ausf m = 0 folgt daher(g−1f )m = (g−1)mf m = 0. Somit ist auchg−1f

nilpotent, und mit dem anfangs Bewiesenen erhält man

Det(g+f ) = Det
(
g (idV +g−1f )

)
= (Detg) · Det(idV +g−1f ) = Detg · 1n = Detg . •

Abschnitt 9.E, Aufg. 7, p. 247 (1.12.2011) :

SeienV ein endlichdimensionalerC-Vektorraum undf : V → V ein C-linearer Operator aufV . Fassen
wir V alsR-Vektorraum auf, so istf erst recht einR-linearer Operator, dessen Determinante wir mit DetRf

bezeichnen. Man zeige DetRf = |Detf |2 .

Beweis: Ist A + i B , A = (aij ), B = (bij ) ∈ Mn(R) , die Matrix vonf bzgl. derC-Basisv1, . . . , vn von
V , so gilt f (vj ) =

∑
i=1

aijvi +
∑
i=1

bij ivi und dannf (ivj ) = if (vj ) = −
∑
i=1

bijvi +
∑
i=1

aij ivi . Daher ist
(

A −B
B A

)
∈ M2n(R) die Matrix vonf bzgl. derR-Basisv1, . . . , vn , iv1, . . . , ivn von V . Addiert man

zunächst das i-fache der hinterenn Spalten dieser Matrix zu den vorderenn Spalten und dann das−i-fache
der oberenn Zeilen zu den unterenn Zeilen, so bekommt man mit dem Blockmatrizensatz 9.D.4:

DetR f =

∣∣∣∣
A −B
B A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
A − i B −B
B + i A A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
A − i B −B

0 A + i B

∣∣∣∣ = Det(A − i B) · Det(A + i B)

= Detf · Detf = | Detf |2 . •
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Abschnitt 9.F, Aufg. 2a), p. 252 (1.6.2011) :

SeiV ein orientiertern-dimensionalerR-Vektorraum, und seiσ ∈ Sn eine Permutation. Repräsentiert die
Basisv1, . . . , vn die Orientierung vonV , so repräsentiertvσ(1), . . . , vσ(n) genau dann die Orientierung von
V , wennσ gerade ist. Die Basisvn, . . . , v1 repräsentiert genau dann die Orientierung vonV , wennn ≡ 0
odern ≡ 1 modulo 4 ist.

Beweis: Genau dann repräsentieren zwei Basen dieselbe Orientierung vonV , wenn die Determinante der
Übergangsmatrix zwischen den beiden Basen positiv ist. Dies ist hier dien×n-PermutationsmatrixPσ , die
nach 9.D, Aufg. 13a) die Determinante Signσ hat. Sie ist genau dann positiv, wennσ gerade ist.

Im angegebenen Spezialfall hat man

Det




0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0


 = Sign

(
1 2 · · · n−1 n

n n−1 · · · 2 1

)
Det




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1


 = (−1)

n(n−1)

2 .

Die angegebene Permutation hat nämlichn−1 Fehlstände der Form(1, j) , n−2 Fehlstände der Form(2, j) ,
usw. , schließlich noch einen Fehlstand der Form(n−1, j) , nämlich(n−1, n) . Zusammen sind dies aber

(n−1) + (n−2) + · · · + 1 = n(n−1)

2 Fehlstände. Genau dann ist diese Zahl gerade und damit(−1)
n(n−1)

2

positiv, wennn odern−1 durch 4 teilbar sind. •

Abschnitt 9.F, Variante zuAufg. 2, p. 252 (1.6.2011) :

V sei ein orientierterR-Vektorraum mit der Basisv1, . . . , vn , und sei 1≤r ≤ n. Zeigen Sie, dass die Basen
v1, . . . , vn und vr , vr+1, . . . , vn, v1, v2 . . . , vr−1 genau dann dieselbe Orientierung vonV repräsentieren,
wennr odern ungerade ist.

Beweis: Die vorstehende Aufgabe zeigt, dass die beiden Basen genau dann dieselbe Orientierung von
V repräsentieren, wenn Signσ positiv ist. Nach 9.A, Aufg. 2c) ist Signσ = (−1)(r−1)(n−r+1). Dieses
Vorzeichen ist genau dann positiv, wennr odern ungerade ist. •

Abschnitt 9.G, Teil vonAufg. 4, p. 259 (1.6.2011) :

Seif1, . . . , fn eine Basis des Raumes der Linearformen auf demRn. Die Übergangsmatrix zur Dualbasis
e∗

1, . . . , e
∗
n der Standardbasis sei die MatrixA := (aij ) ∈ GLn(R) . Dann ist alsofj =

∑n
i=1 aije

∗
i , und

f1, . . . , fn ist die Dualbasis zur Basisvj =
∑n

i=1 bijei , j = 1, . . . , n, wobeiB := (bij ) = tA−1 die zuA
kontragrediente Matrix ist (vgl. 8.A, Aufg. 24) . Seid := |DetA| .

a) Für c1, . . . , cn ≥ 0 ist das Volumen von
{
x ∈ Rn

∣∣ |fi(x)| ≤ ci , i = 1, . . . , n
}

gleich 2nc1 · · · cn/d .

b) Für c ≥ 0 ist das Volumen von
{
x ∈ Rn

∣∣ ∑n
i=1 |fi(x)| ≤ c

}
gleich 2ncn/n! d .

Beweis: Die lineare Abbildungf : Rn → Rn mit f (x1, . . . , xn) =
(
f1(x1, . . . , xn) , . . . , fn(x1, . . . , xn)

)

wird bzgl. der Standardbasis durchtA beschrieben. Daher ist Detf = Det tA = DetA = d und somit
| Detf −1| = d−1. Mit Satz 9.G.2 und den nachfolgenden Bemerkungen erhält man dannλn

(
f −1(M)

)
=

λn(M)/d . für jede MengeM, für dieλn(M) definiert ist.

a) Da das Volumen des QuadersQ := [−c1, c2] ×· · ·× [−cn, cn] gleich dem Produkt(2c1) · · · (2cn) =

2nc1 · · · cn der Kantenlängen ist, folgt

λn(Q) = λn
({

x ∈Rn
∣∣ |f1(x)|≤ c1, . . . , |fn(x)|≤ cn

})
= λn

(
f −1

(
[−c1, c2] ×· · ·× [−cn, cn]

))

= 2nc1· · · cn/d .

b) Da das Volumen des Simplex{y = (y1, . . . , yn)∈ Rn
+ | y1 + · · · + yn ≤ c} nach 9.G.4 gleichcn/n! ist,

hatM := {y = (y1, . . . , yn)∈ Rn | |y1| + · · · + |yn| ≤ c} das Volumen 2ncn/n! . Es folgt

λn(M) = λn
({

x ∈Rn
∣∣ |f1(x)| + · · · + |fn(x)|≤ c

})
= λn

(
f −1(M)

)
= 2ncn/dn! . •
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Abschnitt 9.G, Zusatzaufgabe, p. 259 (1.6.2011) :

Man verwende die vorstehendeAufgabe, um die Flächeninhalte der folgenden Parallelogramme zu berechnen:

a) Q :=
{
x = (x1, x2)∈ R2

∣∣ |x1−
1
2x2|≤

3
2 , | − x1+x2|≤2

}
.

b) Q :=
{
x = (x1, x2)∈ R2

∣∣ |x1+2x2|≤1 , |x1−x2|≤2
}

.

Lösung: a) Es istA =

(
1 −1

− 1
2 1

)
, alsod := 1

2 und somit λ2(Q) = 22 · 3
2 · 2

/
1
2 = 24 .

b) Es istA =

(
1 1
2 −1

)
, also DetA = −3 undd := 3, also λ2(Q) = 22 · 1 · 2/3 = 8/3 .


