
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 2

5 Lineare Abbildungen

Abschnitt 5.A, Aufg. 2, p. 67 (1.5.2011) :

G sei eine Gruppe. Dann sind äquivalent: (1)G ist kommutativ. (2) Die Inversenbildungx 7→ x−1 ist ein
Automorphismus vonG. (3) Das Quadrierenx 7→ x2 ist ein Endomorphismus vonG.

Beweis: (1) ⇔ (2) Die Inversenbildungx 7→ x−1 ist sicher bijektiv mit der Inversenabbildung selbst als
Umkehrabbildung. Genau dann ist sie ein Homomorphismus, wenn für allex, y∈G gilt (xy)−1 = x−1y−1.
Wegen(xy)−1 = y−1x−1 ist dies äquivalent zux−1y−1 = y−1x−1. Da sich jedes Elementx vonG als
Inverses schreiben lässt (nämlich vonx−1) ist dies genau dann der Fall, wennG kommutativ ist.

(1) ⇔ (3) Das Quadrierenx 7→ x2 ist genau dann ein Homomorphismus, wenn für allex, y ∈ G gilt
(xy)2 = x2y2, d.h. xyxy = xxyy. Die ist genau dann der Fall, wennyx = xy gilt, wie man durch
Multiplikation von links mitx−1 und von rechts mity−1 sieht (bzw. mitx von links und mity von rechts).•

Abschnitt 5.A, Aufg. 3, p. 67 (1.5.2011) :

G sei eine Gruppe. Füra ∈ G heißt die Abbildungκa :x 7→ axa−1, x∈G, die K o n j u g a t i o n vonGmit
a. Zeigen Sie:

a) Für jedesa∈G ist κa ein Automorphismus vonG.

b) Die Abbildungκ :G → AutG mit κ(a) := κa ist ein Homomorphismus der GruppeG in ihre Automor-
phismengruppe AutG mit dem Z e n t r u m Z(G) := {a∈G | ax=xa für allex∈G} als Kern.

Beweis: a) Fürx, y ∈ G gilt offenbarκa(xy) = axya−1 = axa−1aya−1 = κa(x) κa(y) , d.h.κa ist ein
Homomorphismus von Gruppen. Außerdem istκa bijektiv und somit insgesamt ein Isomorphismus von
Gruppen, daκa die Umkehrabbildungκa−1 besitzt: Istx ∈ G, so gilt nämlichκa ◦ κa−1 = idG wegen
(κa ◦ κa−1)(x) = κa

(

a−1x(a−1)−1
)

= aa−1x(a−1)−1a−1 = exe = x (wo e das neutrale Element vonG ist)
und analogκa−1 ◦ κa = idG.

b) Für a, b ∈ G ist κ(a) ◦ κ(b) = κ(ab) , da für allex ∈ G gilt:
(

κ(a) ◦ κ(b)
)

(x) = (κa ◦ κb)(x) =

κa(bxb
−1) = abxb−1a−1 = (ab)x(ab)−1 = κab(x) = κ(ab)(x) . Daher istκ ein Homomorphismus.

Genau dann ista ∈ Kernf , wennκ(a) = κa gleich dem neutralen Element idG von AutG ist. Dies ist
genau dann der Fall, wennκa(x) = idG(x) , d.h.axa−1 = x, gilt für alle x∈G. Dies ist aber äquivalent zu
ax = xa für allex∈G, d.h. zua∈ Z(G) . •

Abschnitt 5.A, Aufg. 4, p. 67 (1.5.2011) :

Die additive Gruppe(K,+) und die multiplikative Gruppe(K×, · ) eines KörpersK sind niemals isomorph.

Beweis: Angenommen, es gäbe einen Isomorphismusf : (K−{0} , · ) → (K,+). Dann istf (1) = 0.
Für a := f (−1) gilt a+ a = f (−1) + f (−1) = f

(

(−1)2
)

= f (1) = 0. Bei a 6= 0 existierta−1, und
es folgt 1+ 1 = a−1a+ a−1a = a−1(a+ a) = a−1 · 0 = 0. Bei a = 0 ist f (−1) = a = 0 = f (1),
und aus der Injektivität vonf folgt ebenfalls 1= −1, d.h. 1+ 1 = 0. Für jedesx ∈ K−{0} folgt nun
f (x2) = f (x)+f (x) = f (x)(1+1) = f (x) ·0 = 0 = f (1). Die Injektivität vonf liefert x2 = 1 für jedes
x 6= 0. In einem Körper hatx2−1 = (x−1)(x+ 1) aber höchstens zwei Lösungen. daher kann der Körper
K höchstens 3 Elemente enthalten. Bei endlichen Körpern können die beiden Gruppen aber nicht isomorph
sein, daK× ein Element weniger alsK enthält. •

Abschnitt 5.B, Variante zuAufg. 2, p. 74 (1.5.2011) :

Man untersuche die folgenden Abbildungenf des Raumes C∞
R
(R) der unendlich oft differenzierbarenR-

wertigen Funktionen aufR in sich aufR-Linearität und bestimme gegebenenfalls Kernf und Bildf .

a) f (x) := ẋ− 3tx2. b) f (x) := ẋ− 3t2x.

Lösung: a) f ist nicht linear. Fürx ≡ 1 ist beispielsweise 2f (x) = 2f (1) = 2 · (−3t) = −6t , aber
f (2 · x) = f (2 · 1) = f (2) = −3t · 22 = −12t .
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b)f ist linear. Fürx, y∈ C∞
R
(R)unda∈ R ist nämlichf (x+y) = (x+y)·−3t2(x+y) = ẋ−3t2x+ẏ ′−3t2y =

f (x)+ f (y) und f (ax) = (ax)· − 3t2(ax) = a(ẋ−3t2x) = af (x) .

Kernf1 besteht aus den Lösungen der homogenen linearen Differenzialgleichungẋ = 3t2x, ist also die
Menge der Funktionent 7→ c exp

( ∫

3t2dt
)

= c et
3
, c∈ R . – Zu jeder C∞-Funktiong gibt es eine Lösung

x der inhomogenen linearen Differenzialgleichungẋ = 3t2x + g(t). Die Lösungsformel aus Bd. 1, 19.B.1,
liefert zum Beispielx = et

3∫

e−t
3
g(t) dt . Daher ist Bildf = C∞

R
(R) . •

Abschnitt 5.B, Teil vonAufg. 4, p. 74 (1.5.2011) :

Man berechne für die folgenden linearen Abbildungenf jeweils Basen für Kernf und Bildf .

b) f :R4 → R
3 mit f (x1, x2, x3, x4) := (x1 +3x2 −2x3 +x4, x1 +4x2 −x3 +3x4,2x1 +3x2 −7x3 −4x4).

c) f :R3 → R
4 mit f (x1, x2, x3) := (x1 + 3x2 + 3x3,−2x1 − 3x3,−x1 + x2 − x3,3x1 − x2 + 4x3).

Lösung: b) Wir berechnen Kernf nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren als Lösungsmenge des
linearen Gleichungssystemsx1+3x2−2x3+x4 = 0 , x1+4x2−x3+3x4 = 0 , 2x1+3x2−7x3−4x4 = 0 .

Subtraktion der ersten von der zweiten und des 2-fachen der ersten von der dritten Gleichung liefert nun
x1+3x2−2x3+x4 = 0 , x2+x3+2x4 = 0 , −3x2−3x3−6x4 = 0 . Die dritte Gleichung ist dann einfach das
(−3)-fache der zweiten und kann daher weggelassen werden. Addiert man noch das(−3)-fache der zweiten
zur ersten Gleichung, so bekommt manx1 −5x3 − 5x4 = 0 , x2 +x3 +2x4 = 0 . Folglich ist

Kernf =
{

(x1, x2, x3, x4)
∣

∣ x1 = 5x3 +5x4 , x2 = −x3 −2x4 , x3, x4∈ R
}

=
{

(5x3 +5x4 ,−x3 −2x4 , x3 , x4)
∣

∣ x3, x4∈ R
}

=
{

x3(5,−1,1,0)+ x4(5,−2,0,1)
∣

∣ x3, x4∈ R
}

= R(5,−1,1,0)+ R(5,−2,0,1)

und somit(5,−1,1,0) , (5,−2,0,1)ein Erzeugendensystem von Kernf . Die beidenVektoren sind offenbar
linear unabhängig, wie die Betrachtung der beiden letzten Komponenten zeigt.

Die vier Vektorenf (1,0,0,0) = (1,1,2) , f (0,1,0,0) = (3,4,3) , f (0,0,1,0) = (−2,−1,−7) ,
f (0,0,0,1) = (1,3,−4) sind als Bild einer Basis vonR4 offenbar ein Erzeugendensystem von Bildf bil-
den. Wir bestimmen mit Hilfe der Gaußschen Eliminationsverfahrens nicht triviale Linearkombinationen die-
ser Vektoren, die verschwinden: Es ist 5(1,1,2)−2(3,4,3)+(1,3,−4) = 0. Also lässt sich etwa der letzte
dieser vier Vektoren als Linearkombination der übrigen drei schreiben. Wenn wir ihn weglassen, bilden diese
drei immer noch eion Erzeigendensystem von Bildf . Die Relation 5(1,1,2)−(3,4,3)+(−2,−1,−7) = 0
liefert, dass wir auch noch den vorletzten der vier Vektoren weglassen können und immer noch ein Erzeu-
gendensystem von Bildf haben. Die verbleibenden beiden Vektoren(1,1,2) und (3,4,3) sind offenbar
linear unabhängig (da keiner ein Vielfaches des anderen ist), bilden also eine Basis von Bildf . •

c) Wir berechnen Kernf nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren als Lösungsmenge des linearen Glei-
chungssystemsx1+3x2+3x3 = 0 ,−2x1−3x3 = 0 ,−x1+x2−x3 = 0 ,3x1−x2+4x3 = 0. Addition des
Doppelten der 1. zur 2., der 1. zur 3. und des(−3)-fachen der 1. zur 4. Gleichung liefert nun 6x2+3x3 = 0 ,
4x2 +2x3 = 0 , −10x2 −5x2 = 0. Die beiden letzten Gleichungen sind dann einfach Vielfache der zu-
erst erhaltenen Gleichung und können daher weggelassen werden. Addiert man noch das(− 1

2)-fache von
6x2+3x3 = 0 zur 1. Gleichung, so bekommt manx1+

3
2x3 = 0 . Folglich ist

Kernf =
{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1 = − 3
2x3 , x2 = − 1

2x3 , x3, x4∈ R
}

= R(− 3
2 ,−

1
2 ,1), .

Daher wird Kernf von (− 3
2 ,−

1
2 ,1) erzeugt. Dieser Vektor ist eine Basis von Kernf , da er als Vektor6= 0

linear unabhängig ist.

Als Bilder einer Basis vonR4 bilden offenbar die drei Vektorenf (1,0,0) = (1,−2,−1,3) , f (0,1,0) =

(3,0,1,−1) , f (0,0,1) = (3,−3,−1,4) , ein Erzeugendensystem von Bildf . Die beiden ersten dieser
Vektoren sind linear unabhängig, da keiner einVielfaches des anderen ist. Für den dritten gilt(3,−3,−1,4) =
3
2(1,−2,−1,3)+ 1

2(3,0,1,−1). Die beiden ersten Vektoren bilden also eine Basis Bildf . •

Abschnitt 5.B, Aufg. 6, p. 74 (1.5.2011) :

Sei h : D → D′ eine beliebige Abbildung. Für jeden KörperK ist die Abbildungh∗ : KD′

→ KD mit
g 7→ g ◦ h K-linear. Man beschreibe die Funktionen aus Kernh∗ und Bildh∗. Genau dann isth∗injektiv
(bzw. surjektiv) , wennh surjektiv (bzw. injektiv) ist.
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Beweis:Für allex∈D, g, g̃ :D′ → K und a∈K gilt
(

h∗(g + g̃)
)

(x) = (g + g̃)(h(x)) = g(h(x)+ g̃(h(x)) = h∗(g)(x)+ h∗(g̃)(x) =
(

h∗(g)+ h∗(g̃)
)

(x),

alsoh∗(g + g̃) = h∗(g) + h∗(g̃), und fernerh∗(ag)(x) = (ag)(h(x)) = a(g(h(x)) = a(h∗(g))(x), also
h∗(ag) = ah∗(g). Daher isth∗ K-linear.

Kernh∗ besteht aus denjenigeng :D′ → K mit h∗(g)(x) = g(h(x)) = 0 für alle x ∈ D. Daher gilt:
Kernh∗ =

{

g :D′ → K
∣

∣ g| Bild h = 0
}

⊆ KD′

.

Ist h surjektiv, so ist Bildh ganzD′ und eine Abbildungg :D′ → K, die auf Bildh verschwindet, ist bereits
die Nullabbildung. Daher ist dann Kernh∗ = 0 undh∗ injektiv.

Ist h nicht surjektiv, so gibt es einx ′
0 ∈D′ mit x ′

0 /∈ Bild h. Die Abbildungg :D′ → K mit g(x ′
0) := 1 und

g(x ′) := 0 für x ′ ∈ D′, x ′ 6= x ′
0, ist dann nicht die Nullabbildung, aber es isth∗(g) = g ◦ h = 0 wegen

g| Bild h = 0. Daher ist Kernh∗ 6= 0, und somith∗ nicht injektiv.

Bild h∗ besteht genau aus denf :D → K, zu denen es eing :D′ → K mit h ◦ g = h∗(g) = f gibt.
Wir zeigen, dass dies genau dief :D → K mit folgender Eigenschaft sind: Für allex1, x2 ∈ D folgt aus
h(x1) = h(x2) stetsf (x1) = f (x2). Ist diese Eigenschaft für einf erfüllt, so ist die Abbildungg :D′ → K

durchg(x ′) := 0 für x ′ /∈ Bild h und g(x ′) := g(h(x)) := f (x) für alle x ′ = h(x) unabhängig von der
speziellen Auswahl desx ∈ D mit h(x) = x ′ definiert, und es gilth∗(g)(x) = g(h(x)) = f (x), also
h∗(g) = f . Ist jedoch diese Eigenschaft nicht erfüllt und gilth(x1) = h(x2), aberf (x1) 6= f (x2) für
x1, x2 ∈ D, so kann es keing :D′ → K mit h∗(g) = f geben, da sonstf (x1) = h∗(g)(x1) = g(h(x1)) =

g(h(x2)) = h∗(g)(x2) = f (x2) wäre im Widerspruch zuf (x1) 6= f (x2).

Ist h injektiv, so ist die angegebene Eigenschaft für jedesf :D → K erfüllt, da fürx1, x2 ∈ D mit x1 6= x2

nieh(x1) = h(x2) gilt. Daher ist dann Bildh∗ = KD′

, undh∗ surjektiv.

Ist h nicht injektiv und isth(x1) = h(x2) für x1, x2 ∈ D mit x1 6= x2, so hat jede Abbildungf :D′ → K mit
f (x1) 6= f (x2) sicher kein Urbild unterh∗, da die obige Eigenschaft dafür nicht erfüllt ist. Daher ist dann
h∗ nicht surjektiv. •

Abschnitt 5.B, Aufg. 8, p. 75 (1.5.2011) :

SeiV einK-Vektorraum mit DimK V ≥ 2 (d.h.V enthalte zwei linear unabhängige Vektoren) . Dann ist
jede additive Abbildungf :V → V mit f (Kx) ⊆ Kx für allex ∈ V eine Homothetie vonV .

Beweis: Seienx, y zwei beliebige linear unabhängige Vektoren ausV . Dann gilt nach Voraussetzung
f (Kx) ⊆ Kx undf (Ky) ⊆ Ky, es gibt alsoa, b∈ K mit f (x) = ax undf (y) = by. Es genügt,a = b

zu zeigen, da dannf die Multiplikation mita ist. Nach Voraussetzung gilt auchf
(

K(x+ y)
)

⊆ K(x+ y),
es gibt also einc ∈ K mit f (x+ y) = c(x+ y). Da f additiv ist, folgt 0= f (x+ y) − f (x) − f (y) =

c(x+y)− ax− by = (c−a)x+ (c−b)y, woraus sich in der Tatc−a = 0 und c−b, d.h.a = c = b, wegen
der linearen Unabhängigkeit vonx undy ergibt. •

Abschnitt 5.B, Aufg. 11, p. 75 (1.5.2011) :

Seienf1 : V → V1 undf2 : V → V2 Homomorphismen vonK-Vektorräumen. DieK-lineare Abbildung
f : V → V1 × V2 mit f (x) =

(

f1(x) , f2(x)
)

ist genau dann ein Isomorphismus, wennf1 surjektiv und
f2|Kernf1 : Kernf1 → V2 bijektiv ist.

Beweis:Sei zunächstf1 surjektiv undf2| Kernf1 : Kernf1 → V2 bijektiv.

Ist dannf (x) = (0,0) für ein x ∈ V , so folgtf1(x) = 0, alsox ∈ Kernf1, undf2(x) = 0. Daf2| Kernf1

nach Voraussetzung aber injektiv ist, folgtx= 0. Daher ist Kernf = 0 und somitf injektiv.

Ist (v1, v2)∈ V1 ×V2, so gibt es wegen der Surjektivität vonf1 einx∈ V mit f1(x) = v1. Zuv2−f2(x) ∈ V2

gibt es wegen der Surjektivität vonf2| Kernf1 : Kernf1 → V2 einy∈ Kernf1 mit f2(y) = v2−f2(x). Dann
gilt f1(x+ y) = f1(x)+ f1(y) = v1 + 0 = v1 undf2(x+ y) = f2(x)+ f2(y) = f2(x)+ v2−f2(x) = v2,
alsof (x+y) =

(

f1(x+y) , f2(x+y)
)

= (v1, v2). Daher istf auch surjektiv.

Sei umgekehrtf ein Isomorphismus. Zuv1 ∈ V1 gibt es dann einx ∈ V mit
(

f1(x) , f2(x)
)

= (v1,0),
insbesondere alsof1(x) = v1. Daher istf1 surjektiv. Sei dannx ∈ Kernf1 und f2(x) = 0. Dann ist
(f1, f2)(x) =

(

f1(x), f2(x)
)

= (0,0), und es folgtx = 0 wegen der Injektivität von(f1, f2). Daher ist
Kern

(

f2| Kernf1
)

= 0, undf2| Kernf1 : Kernf1 → V2 injektiv.
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Sei schließlichv2 ∈ V2. Zu (0, v2) ∈ V1 × V2 gibt es wegen der Surjektivität vonf ein x ∈ V mit f (x) =
(

f1(x), f2(x)
)

= (0, v2), d.h. mitx ∈ Kernf1 undf2(x) = v2. Daher istf2| Kernf1 : Kernf1 → V2 auch
surjektiv. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 1, p. 83 (1.5.2011) :

Man untersuche, ob es jeweils eineR-lineare Abbildungf gibt mit den angegebenen Eigenschaften.

b) f :R2 → R
3; f (1,2) = (1,0,0) , f (2,1) = (0,1,0) , f (−1,4) = (0,0,1) .

c) f :R2 → R
3; f (1,2) = (1,0,0) , f (2,1) = (0,1,0) , f (−1,4) = (3,−2,0) .

Lösung: Die Vektorenv1 := (1,2) undv2 := (2,1) bilden eine Basis vonR2. Wegen DimRR
2 = 2 genügt

es, die lineare Unabhängigkeit der beiden Vektoren zu zeigen. Ausr(1,2) + s(2,1) = (0,0) folgt aber
r + 2s = 0, d.h.r = −2s, und 2r + s = 0, d.h.s = −2r. Einsetzen lieferts= 4s und somits= 0, r= 0.

Da v1, v2 eine Basis vonR2 ist, gibt es genau eine lineare Abbildungh : R
2 → R

2 mit h(1,2) = (1,0,0)
und h(2,1) = (0,1,0) . Wir lösen nun das lineare Gleichungssystemr(1,2) + s(2,1) = (−1,4) und
erhalten r = 3, s = −2. Es folgth(−1,4) = h

(

3(1,2) + (−2)(2,1)
)

= 3h(1,2) + (−2)h(2,1) =

3(1,0,0) + (−2)(0,1,0) = (3,−2,0) . Daher gibt es eine lineare Abbildungf mit den unter c) angege-
benen Eigenschaften (nämlichh). Folglich kann es keine lineare Abbildungf mit den in c) angegebenen
Eigenschaften geben. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 3, p. 84 (1.5.2011) :

SeienV undW endlichdimensionaleK-Vektorräume.

a) Genau dann gibt es einen injektivenK-Homomorphismus vonV aufW , wenn gilt: DimKV ≤ DimKW .
(Folgerung: Ein homogenes lineares Gleichungssystem überK mit mehr Unbekannten als Gleichungen hat
stets eine nichttriviale Lösung.)

b) Genau dann gibt es einen surjektivenK-Homomorphismus vonV aufW , wenn gilt: DimKV ≥ DimKW .
(Folgerung: Ist bei einem linearen Gleichungssystem überK die Anzahl der Unbekannten kleiner als die
Anzahl der Gleichungen, so ist das Gleichungssystem nicht für jede Wahl der „rechten Seite“ lösbar.)

Beweis: a) Istf :V → W ein injektiverK-Homomorphismus und istv1, . . . , vn eine Basis vonV , so sind
dieVektorenf (v1), . . . , f (vn)nach Satz 5.D.3 (2) linear unabhängig, lassen sich also nach dem Steinitzschen
Austauschsatz 3.B.2 zu einer Basis vonV ergänzen. Daher ist DimKW ≥ n = DimKV .

Für die Umkehrung wählen wir Basenv1, . . . , vn vonV undw1, . . . , wm vonW und definieren bein≤ m

eine lineare Abbildungf :V → W durchf (vi) := wi , i = 1, . . . , n. Dann istf injektiv, daf die Basis
v1, . . . , vn vonV auf linear unabhängige Elemente vonW abbildet.

Betrachten wir nun ein homogenes lineares Gleichungssystem
∑n
j=1 aijxi = 0, i = 1, . . . , m, und die

zugehörige lineare Abbildungf :Kn → Km mit f (x) = f (x1, . . . , xn) =
(
∑n
j=1 ai1xi, . . . ,

∑n
j=1 amjxi

)

,
Ist dieAnzahln = DimKK

n der Unbekannten größer als dieAnzahlm = DimKK
m der Gleichungen, so kann

f nach dem Bewiesenen nicht injektiv sein, d.h. der Lösungsraum Kernf des homogenen Gleichungssystems
besteht nicht nur aus 0.

b) Ist f :V → W ein surjektiverK-Homomorphismusund istv1, . . . , vn eine Basis vonV , so sind die
Vektorenf (v1), . . . , f (vn) nach Satz 5.D.3 (1) ein Erzeugendensystem, enthalten also nach Satz 3.A.15 eine
Basis vonW . Es folgt DimKV ≥ DimK W .

Für die Umkehrung wählen wir Basenv1, . . . , vn vonV undw1, . . . , wm vonW und definieren bein≥ m

eine lineare Abbildungf :V →W durchf (vi) := wi , i=1, . . . , m, undf (vi) := 0 für i= m+1, . . . , n.
f ist nach 5.D.3 (1) surjektiv, daf die Basisv1, . . . , vm vonV auf ein Erzeugendensystem vonW abbildet.

Betrachten wir nun ein homogenes lineares Gleichungssystem
∑n
j=1 aijxi = bi , i = 1, . . . , m, und die

zugehörige lineare Abbildungf :Kn → Km mit f (x) = f (x1, . . . , xn) =
(
∑n
j=1 ai1xi, . . . ,

∑n
j=1 amjxi

)

,
Ist die Anzahln = DimKK

n der Unbekannten kleiner als die Anzahlm = DimKK
m der Gleichungen,

so kannf nach dem Bewiesenen nicht surjektiv sein, d.h. nicht zu jeder rechten Seiteb1, . . . , bm gibt es
Lösungenx1, . . . , xn. •
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Abschnitt 5.D, Aufg. 4, p. 84 (1.5.2011) :

Genau dann hat ein homogenes lineares Gleichungssystem mit gleich vielen Unbekannten wie Gleichungen
eine nichttriviale Lösung, wenn wenigstens eines der zugehörigen inhomogenen Gleichungssysteme nicht
lösbar ist.

Beweis: Wir verwenden die im Beweis der vorangehenden Aufgabe benutzten Bezeichnungen. Genau
dann hat das dort betrachtete homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung, wenn die Abbildung
f : K

n → Km nicht injektiv ist. Da nach Voraussetzung die Anzahln der Unbekannten gleich der Anzahl
m der Gleichungen ist, ist dies nach Satz 5.D.6 genau dann der Fall, wennf auch nicht surjektiv ist.
Dies bedeutet aber gerade, dass es für bestimmte rechte Seitenb1, . . . , bn keine Lösung des zugehörigen
inhomogenen Gleichungssystems gibt. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 5, p. 84 (1.5.2011) :

SeienV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum undU,W Unterräume vonV gleicher Dimension. Dann
gibt es einenK-Automorphismusf vonV mit f (U) = W .

Beweis:Wir ergänzen gemäß Satz 3.B.10 (2) Basenu1, . . . , um vonU undw1, . . . , wm vonW durchVektoren
um+1, . . . , un bzw.wm+1, . . . , wn zu Basenu1, . . . , un undw1, . . . , wn von V und definieren eine lineare
Abbildung f :V → V durchf (ui) := wi , i = 1, . . . , n, vgl. Satz 5.D.3. Diese ist nach Konstruktion
bijektiv, also einK-Automorphismus vonV , und bildetU aufW ab. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 6, p. 84 (1.5.2011) :

SeienV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum undf :V → V ein Endomorphismus vonV . Die folgenden
Aussagen sind äquivalent:

(1) f ist kein Automorphismus vonV . (2) Es gibt einenK-Endomorphismusg 6= 0 vonV mit g ◦ f = 0.
(2′)Es gibt einenK-Endomorphismusg′ 6= idV vonV mit g′◦f = f . (3) Es gibt einenK-Endomorphismus
h 6= 0 vonV mit f ◦ h = 0. (3′) Es gibt einenK-Endomorphismush′ 6= idV vonV mit f ◦ h′ = f .

Beweis:Sei (1) erfüllt. Daf nach Satz 5.D.6 nicht injektiv ist, ist Kernf 6= 0, und daf ebenso nicht surjektiv
ist, ist Bildf 6= V . Wir ergänzen gemäß Satz 3.B.10 (2) Basenu1, . . . , um, von Kernf undw1, . . . , wℓ von
Bild f durch Vektorenum+1, . . . , un bzw.wℓ+1, . . . , wn zu Basenu1, . . . , un undw1, . . . , wn von V und
definieren gemäß Satz 5.D.3 lineare Abbildungeng, g′, h, h′ :V → V durch

g(wi) := 0 für i= 1, . . . , ℓ und g(wi) := wi für i= ℓ+1, . . . , n,
g′(wi):= wi für i= 1, . . . , ℓ und g′(wi) := 0 für i= ℓ+1, . . . , n,
h(ui) := ui für i= 1, . . . , m und h(ui) := 0 für i= m+1, . . . , n,
h′(ui) := 0 für i= 1, . . . , m und h′(ui) := ui für i= m+1, . . . , n.

Wegenℓ<n ist danng 6= 0 undg′ 6= idV , wegenm≥1 ist fernerh 6= 0 undh′ 6= idV . Nach Konstruktion
istg| Bild f = 0, alsog ◦f = 0, fernerg′| Bild f = idBild f , alsog′ ◦f = f . Daher sind (2) und(2′) erfüllt.

Für i= 1, . . . , ℓ gilt (f ◦ h)(ui) = f (ui) = 0 und(f ◦ h′)(ui) = f () = 0, für i= ℓ+1, . . . , n gilt ferner
(f ◦h)(ui) = f (0) = 0 und(f ◦h′)(ui) = f (ui). Wir erhaltenf ◦h = 0 undf ◦h′ = f , also die Aussagen
(3) und(3′) .

Sei umgekehrtf ein Automorphismus mit der Umkehrabbildungf −1.
Bei (2) folgt dann ausg ◦f = 0 der Widerspruchg = g ◦ idV = g ◦ (f ◦f −1) = (g ◦f )◦f −1 = 0◦f = 0.
Bei (3) folgt ausf ◦ h = 0 der Widerspruchh = idV ◦h = (f −1 ◦ f ) ◦ h = f −1 ◦ (f ◦ h) = f −1 ◦ 0 = 0.
Bei (2′) folgt ausg′ ◦ f = f der Widerspruchg′ = g′ ◦ (f ◦ f −1) = (g′ ◦ f ) ◦ f −1 = f ◦ f −1 = idV .
Bei (3′) folgt ausf ◦ h′ = f der Widerspruchh′ = (f −1 ◦ f ) ◦ h′ = f −1 ◦ (f ◦ h′) = f −1 ◦ f = idV . •

Abschnitt 5.D, Aufg. 7, p. 84 (1.5.2011) :

Seienf undg Endomorphismen des endlichdimensionalen VektorraumsV . Ist g ◦ f ein Automorphismus
vonV , so sindg undf beide Automorphismen vonV .

Beweis: Ist g ◦ f ein Automorphismus vonV , so istg ◦ f injektiv und surjektiv. Nach Band 1, Abschnitt
1.B, Aufg. 7a) und b) (vgl. auch die Lösung zu Aufg. 8 unten) ist dannf injektiv undg surjektiv. Daraus
folgt mit Satz 5.D.6, dass dannf undg bijektiv sind, also auch Automorphismen. •
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Abschnitt 5.D, Aufg. 8, p. 84 (1.5.2011) :

Seif :V → W ein Homomorphismus von endlichdimensionalenK-Vektorräumen.

a) Genau dann istf injektiv, wenn ein Homomorphismusg :W → V mit g ◦ f = idV existiert.

b) Genau dann istf surjektiv, wenn ein Homomorphismush :W → V mit f ◦ h = idW existiert.

Beweis:a) Zunächst seif :V →W injektiv. Istv1, . . . , vn eine Basis vonV , so sind dann dieVektorenw1 :=
f (v1) , . . . , wn := f (vn) linear unabhängig, lassen sich also durch weitere Vektorenwn+1, . . . , wm ∈ W zu
einer Basis vonW ergänzen. Die lineare Abbildungg :W →V werde durchg(wi) := vi für i= 1, . . . , n
undg(wi) := 0 für i= n+1, . . . , m definiert. Dann gilt(g ◦ f )(vi) = g(wi) = vi für alle i= 1, . . . , n
und somitg ◦ f = idV .

Sei umgekehrtg ◦ f = idV . Fürv1, v2∈V mit f (v1) = f (v2) folgt dannv1 = g
(

f (v1)
)

= g
(

f (v2)
)

= v2,
d.h.f ist injektiv.

b) Zunächst seif :V →W surjektiv. Istv1, . . . , vn eine Basis vonV , so wirdW dann nach Satz 5.D.3 (1)
von den Vektorenw1 := f (v1) , . . . , wn := f (vn) erzeugt. Nach Satz 3.A.15 enthältw1, . . . , wn eine
Basis vonW . Nach Umnummerieren dervi bzw. wi können wir annehmen, dass diesw1, . . . , wm ist,
m≤ n. Die lineare Abbildungh :W → V werde durchh(wi) := vi für i = 1, . . . , m definiert. Dann ist
(f ◦ g)(wi) = f (vi) = wi für alle i= 1, . . . , m und somitf ◦ h = idW .

Sei umgekehrtf ◦ h = idW . Fürw∈W gilt dannf
(

h(w)
)

= (f ◦ h)(w) = idW (w) = w, d.h.w ist das Bild
vonh(w), undf ist surjektiv. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 12, p. 85 (1.10.2011) :

Seienη eine positive reelle Zahl undVη der von den Funktioneneiωt , ω ∈ ]−η, η [ , erzeugteC-Unterraum
im Raum aller FunktionenR → C.

a) Die angegebenen Funktionen bilden eineC-Basis vonVη .Gleiches gilt für die (reellwertigen) Funktionen
1; sinωt , cosωt , 0 < ω < η. Die reellwertigen Funktionen inVη sind genau die (endlichen) Summen
von konstanten reellen Funktionen und von harmonischen Schwingungen zur Kreisfrequenz<η , vgl. Bd. 1,
Beispiel 12.E.6.

b) Die C-lineare AbbildungVη → C
N mit f 7→

(

f (nπ/η)
)

n∈N
ist injektiv.

Beweis:a) DaVη definitionsgemäß von den angegebenen Funktionen erzeugt wird, genügt es zu zeigen, dass
diese linear unabhängig sind. Dazu genügt es nachzuweisen, dass die Funktioneneiωj t sogar für paarweise
verschiedeneω1, . . . , ωn ∈ C stets linear unabhängig sind. Dazu verwenden wir Induktion übern. Der
Induktionsanfangn=1 ist trivial.

Sei also
n
∑

j=1
aj e

iωj t = 0 für a1, . . . , an ∈ C und alle t ∈ R. Es folgt
n
∑

j=1
iωnaj eiωj t = 0. Differenzieren liefert

andererseits
n
∑

j=1
iωj aj eiωj t = 0, also

n−1
∑

j=1
i (ωn−ωj )aje

iωj t =
n
∑

j=1
iωnaj eiωj t −

n
∑

j=1
iωj aj eiωj t = 0 . Da die

Funktioneneiωj t , j= 1, . . . , n−1, nach Induktionsvoraussetzung linear unabhängig sind, erhält man daraus
i (ωn−ωj ) aj = 0, alsoaj = 0 wegenωn 6= ωj , für j= 1, . . . , n−1. Der Falln=1 liefert dann auchan= 0.

Mit eiωt = cosωt+i sinωt sieht man, dass auch die Funktionen 1; sinωt , cosωt , 0<ω<η, denVektorraum
Vη erzeugen. Sie sind ferner linear unabhängig. Denn für paarweise verschiedeneω1, . . . , ωn ∈ ]−η, η [
erzeugen die Funktionen 1; sinωi t , cosωi t , i = 1, . . . , n, denselben(2n+1)-dimensionalen komplexen
Unterraum vonVη wie 1; eiωi t , e−iωi t , i= 1, . . . , n.

b) Seif =
∑

−η<ω<η

aω e
iωt ∈ Vη undf (nπ/η) = 0 für alle n∈ N. Setzen wirλω := eiωπ/η , so erhalten wir

∑

−η<ω<η

aω λ
n
ω =

∑

−η<ω<η

aω e
i nωπ/η = 0 für allen. Dabei sind dieλω wegen−π < ωπ/η < π paarweise

verschieden. Mit 3.A, Aufg. 19 ergibt sichaω= 0 für alleω, d.h.f = 0. Daher ist der Kern der betrachteten
Abbildung gleich 0 und diese somit injektiv. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 14, p. 86 (1.5.2011) :

SeiA eine endlichdimensionaleK-Algebra. Ist das Elementx ∈ A in A invertierbar, so liegt das Inverse
x−1 bereits in derK-UnteralgebraK[x].
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Beweis: Sei x in A invertierbar. Die unendlich vielen Potenzenx−n, n ∈ N, von x−1 ∈ A sind wegen
DimKA < ∞ linear abhängig, d.h. es gilta0 + a1x

−1 + a2x
−2 + · · · + anx

−n = 0 mit Koeffizientenai ∈K,
die nicht alle 0 sind. Dabei können wiran 6= 0 annehmen. Multiplikation mita−1

n x
n−1 liefert

x−1 = a−1
n x

n−1 · anx
−n = − a−1

n x
n−1(a0 + a1x

−1 + a2x
−2 + · · · + an−1x

−(n−1))

= −(a−1
n a0x

n−1 + a−1
n a1x

n−2 + a−1
n a2x

n−3 + · · · + a−1
n an−1) ∈ K[x] .

Beweisvariante: Die Multiplikation λx :K[x] → K[x] mit x ist injektiv und damit bijektiv, daK[x] ⊆ A

endlichdimensional ist. Es gibt also einf (x) ∈ K[x] mit xf (x) = 1. Man bemerke auch: Jeder Links- oder
Rechtsnichtnullteiler inA ist bereits eine Einheit. •

Abschnitt 5.D, Aufg. 16, p. 86 (1.5.2011) :

SeienV ein K-Vektorraum mit der Basisxi , i ∈ I , und f :V → K eine Linearform6= 0 auf V mit
f (xi) = ai ∈ K, i ∈ I . Man gebe eine Basis von Kernf an.

Beweis:Sind alleai gleich 0, so istf identisch 0, alsoV = Kernf . Dann istxi , i ∈ I , die gesuchte Basis.

Sei alsoai0 6= 0 für eini0∈ I . Wir zeigen, dasszi := ai0xi −aixi0, i∈ I−{i0}, eine Basis von Kernf bilden.

Wegenf (zi) = f (ai0xi − aixi0) = ai0ai − aiai0 = 0 liegen diezi , i∈ I−{i0}, in Kernf .

Sei
∑

i 6=i0

rizi = 0 mit (ri) ∈ K (I ). Dann gilt 0 =
∑

i 6=i0

ai0rixi −
(

∑

i 6=i0

riai
)

xi0 . Da diexi , i ∈ I , linear

unabhängig sind, folgtai0ri = 0 für i 6= i0, alsori = 0 wegenai0 6= 0. Daher sind diezi i ∈ I , linear
unabhängig.

Sei nunz ∈ Kernf . Es gibt(ri) ∈ K (I ) mit z =
∑

i∈I

rixi , da diexi eine Basis vonV bilden. Dafür gilt

0 = f (z) = f
(
∑

i∈I

rixi
)

=
∑

i∈I

riai, alsori0ai0 = −
∑

i 6=i0

riai . Es folgt

z =
∑

i∈I

rixi =
∑

i 6=i0

rixi + a−1
i0
(ri0ai0) xi0 =

∑

i 6=i0

a−1
i0
riai0xi −

∑

i 6=i0

a−1
i0
ri ai xi0

=
∑

i 6=i0

a−1
i0
ri (ai0xi − aixi0) =

∑

i 6=i0

(a−1
i0
ri) zi .

Daher wird Kernf auch von denzi , i∈ I−{i0} erzeugt. •

Abschnitt 5.E, Aufg. 1, p. 88 (1.5.2011) :

Seienf und g Endomorphismen des endlichdimensionalen VektorraumesV mit g ◦ f = 0. Dann gilt:
Rangf +Rangg ≤ Dim V . Insbesondere folgt ausf 2 (= f ◦f ) = 0 die Ungleichung Rangf ≤ 1

2 Dim V .

Beweis:Aus g ◦ f = 0 folgt Bild f ⊆ Kerng, also Rangf = Dim Bild f ≤ Dim Kerng. Der Rangsatz
liefert dann DimV = Dim Kerng + Dim Bild g = Dim Kerng + Rangg ≥ Rangf + Rangg. •

Abschnitt 5.E, Aufg. 2, p. 88 (1.5.2011) :

Seieng :V → W linear undV ′ ein Unterraum vonV . IstV endlichdimensional, so gilt

Dim V − Dim V ′ ≥ Rangg − Rang(g|V ′) .

Beweis:Der Rangsatz liefert DimV = Dim Kerng+Rangg und DimV ′ = Dim Kern(g|V ′)+Rang(g|V ′).
Wegen Kerng ⊇ Kern(g|V ′) , also Dim Kerng − Dim Kern(g|V ′) ≥ 0, folgt daraus durch Subtraktion
Dim V − Dim V ′ = Dim Kerng − Dim Kern(g|V ′)+ Rangg − Rang(g|V ′) ≥ Rangg − Rang(g|V ′) . •

Abschnitt 5.E, Aufg. 3, p. 88 (1.5.2011) :

Seienf :U → V undg :V → W lineare Abbildungen.U undV seien endlichdimensionale Vektorräume.
Dann gilt Rangf + Rangg − Dim V ≤ Rang(gf ) ≤ Min (Rangf, Rangg) .

Beweis:Wir verwenden Aufg. 2 mitV ′ := Bild f , also DimV ′ = Rangf , und (wegen Bild(g| Bild f ) =

Bild (g ◦ f ) mit Rang(g|V ′) = Dim Bild(g| Bild f ) = Rang(g ◦ f ) , und erhalten

Dim V − Rangf ≥ Rangg − Rang(g ◦ f ) .
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Dies ergibt die linke Ungleichung. – Wegen Bild(g ◦ f ) ⊆ Bild g gilt Rang(g ◦ f ) ≤ Rangg. Ferner gilt
Rang(g ◦ f ) = Rang(g|V ′) = Dim V ′ − Dim Kern(g|V ′) ≤ Dim V ′ = Rangf , wobei wir den Rangsatz
wie in Aufg. 2 benutzt haben. Dies liefert die rechte Ungleichung. •

Abschnitt 5.E, Aufg. 4, p. 88 (1.5.2011) :

Seienf :U → V, g :V → W undh :W → X lineare Abbildungen,U,V undW seien endlichdimensionale
Vektorräume. Dann gilt Rang(hg)+ Rang(gf ) ≤ Rangg + Rang(hgf ) .

Beweis: Wir wenden Aufg. 3 auf die Abbildungeng| Bild f : Bild f → W und h| Bild g : Bild g → X

an (in der Rolle der Abbildungenf : U → V und g :V → W in Aufg. 3) . Die linke Seite der dortigen
Ungleichung bekommt dann die Gestalt

Rang(g| Bild f )+ Rang(h| Bild g)− Dim Bild g ≤ Rang
(

(h| Bild g) ◦ (g| Bild f )
)

Wegen Rang(g| Bild f ) = Rang(g ◦ f ), Rang(h| Bild g) = Rang(h ◦ g), Dim Bild g = Rangg und
Rang

(

(h| Bild g) ◦ (g| Bild f )
)

= Dim Bild(h ◦ g ◦ f ) = Rang(hgf ) liefert das die zu beweisende Unglei-
chung. •

Abschnitt 5.E, Aufg. 5, p. 88 (1.5.2011) :

Seif ein Operator auf dem endlichdimens.VektorraumV ungerader Dimension. Dann ist Bildf 6= Kernf .

Beweis: Bei Kernf = Bild f wäre DimV = Dim Kernf + Dim Bild f = 2 Dim Kernf nach dem
Rangsatz gerade. •

Abschnitt 5.E, Aufg. 6, p. 88 (1.5.2011) :

Seif ein Operator auf dem endlichdimensionalen VektorraumV . Dann sind äquivalent:
(1) Kernf = Bild f . (2) f 2 = 0 und DimV = 2 · Rangf .

Beweis:Sei zunächst Kernf = Bild f . Der Rangsatz liefert dann DimV = Dim Kernf + Dim Bild f =

Dim Bild f + Dim Bild f = 2 Dim Bild f = 2 Rangf . Für allex ∈V gilt fernerf (x) ∈ Bild f = Kernf
und somitf 2(x) = f

(

f (x)
)

= 0, d.h. es istf 2= 0.

Sei umgekehrtf 2 = 0. Dann folgtf (Bild f ) = 0 und somit Bildf ⊆ Kernf . Um Bildf = Kernf zu
beweisen, genügt es also zu zeigen, dass die Dimensionen der beidenVektorräume gleich sind. Dies folgt aber
aus DimV = 2 Rangf mit dem Rangsatz: Dim Kernf = Dim V − Dim Bild f = 2 Rangf − Rangf =

Rangf = Dim Bild f . •

Abschnitt 5.E, Aufg. 7, p. 88 (1.5.2011) :

Seif ein Operator auf dem endlichdimensionalen VektorraumV . Dann sind äquivalent:
(1) Rangf = Rangf 2 . (1′)Bild f = Bild f 2 . (2) Dim Kernf = Dim Kernf 2 . (2′)Kernf = Kernf 2 .

(3) Bild f ∩ Kernf = 0 . (4) Bild f + Kernf = V .

(3) und (4) zusammen bedeuten, dassV die direkte Summe von Bildf und Kernf ist, vgl. Korollar 5.F.4.

Beweis: (1) ⇔ (1′) Trivialerweise gilt stets Bildf 2 ⊆ Bild f . Daher hat man Rangf = Dim Bild f =

Dim Bild f 2 = Rangf 2 genau dann, wenn Bildf 2 = Bild f ist.

(2) ⇔ (2′) Trivialerweise gilt stets Kernf 2 ⊇ Kernf . Daher hat man Dim Kernf = Dim Bild f 2 genau
dann, wenn Kernf 2 = Kernf ist.

(1) ⇔ (2) Nach dem Rangsatz gilt Dim Kernf + Rangf = Dim V = Dim Kernf 2 + Rangf 2. Genau
dann gilt also Rangf = Rangf 2, wenn Dim Kernf = Dim Kernf 2 ist

(1′) ⇔ (4) Sei Bildf = Bild f 2. Trivialerweise gilt Kernf + Bild f ⊆ V . Zum Beweis der umgekehrten
Inklusion seiv ∈ V . Dann istf (v) ∈ Bild f = Bild f 2, und es gibt einw ∈ V mit f (v) = f 2(w) . Es
folgt f

(

v − f (w)
)

= f (v)− f 2(w) = 0, d.h.v − f (w) ∈ Kernf und somitv =
(

v − f (w)
)

+ f (w) ∈

Kernf + Bild f , alsoV ⊆ Kernf + Bild f und insgesamtV = Kernf + Bild f .

Sei umgekehrtV = Kernf + Bild f . Trivialerweise gilt stets Bildf 2 ⊆ Bild f . Zum Beweis der um-
gekehrten Inklusion seiw = f (v) ∈ Bild f . Nach Voraussetzung besitztv eine Darstellungv = u + w′

mit u ∈ Kernf undw′ ∈ Bild f , alsow′ = f (v′) für ein v′ ∈ V . Es folgtw = f (v) = f (u + w′) =

f (u)+ f (w′) = 0 + f
(

f (v′)
)

= f
(

f (v′)
)

∈ Bild f 2.
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(3) ⇔ (4) Der Rangsatz liefert DimV = Dim Kernf + Dim Bild f . Mit der Dimensionsformel, vgl.
Beispiel 5.E.3, sieht man dann

Dim (Kernf ∩ Bild f ) = Dim Kernf + Dim Bild f − Dim (Kernf + Bild f )

= Dim V − Dim (Kernf + Bild f ) .

Genau dann ist also Kernf ∩ Bild f = 0, d.h. Dim(Kernf ∩ Bild f ) = 0, wenn gilt
Dim V = Dim (Kernf + Bild f ) , d.h.V = Kernf + Bild f . •

Abschnitt 5.E, Aufg. 15 , p. 90 (1.10.2011) :

Seienn ∈ N
∗ undK ein Körper. Einen× n-Matrix





a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann



 ∈ K {1,...,n}×{1,...,n}

mit Elementenaij ∈ K heiße m a g i s c h , wenn ihre Zeilensummen
∑n
j=1 aij und ihre Spaltensummen

∑n
i=1 aij alle übereinstimmen. Sie heiße s u p e r m a g i s c h , wenn zusätzlich noch die beiden Diagona-

lensummen
∑n

i=1 aii und
∑n

i=1 ai,n+1−i gleich der gemeinsamen Summe in den Zeilen und Spalten sind.
Man zeige, dass die magischen bzw. die supermagischenn × n-Matrizen jeweils einenK-Unterraum aller
n× n-Matrizen überK bilden, und bestimme die Dimension dieser Vektorräume.

Beweis: Wir verwenden das Unterraumkriterium 1.C.8. Offenbar ist die Nullmatrix sowohl magisch als
auch supermagisch. SindA = (aij ) undB = ((bij ) magisch, so gibt ess, t ∈ K mit

∑n
j=1 aij = s und

∑n
j=1 bij = t , also

∑n
j=1(aij + bij ) = s+ t für alle i = 1, . . . , n sowie

∑n
i=1 aij = s und

∑n
i=1 bij = t , also

∑n
i=1(aij + bij ) = s + t für alle j = 1, . . . , n. Daher ist auchA + B = (aij + bij ) magisch. Füra ∈ K

folgt ferner
∑n
j=1 a aij = a

∑n
j=1 aij = as für alle i = 1, . . . , n und

∑n
i=1 a aij = a

∑n
i=1 aij = as für alle

j = 1, . . . , n, d.h.aA = (aaij ) ist ebenfalls magisch. Die magischenn×n-Matrizen überK bilden also
einen Unterraum des Vektorraums allern×n-Matrizen, den wir hier mit Magn(K) bezeichnen.

Sind A und B sogar supermagisch, so gilt zusätzlich
∑n

i=1 aii =
∑n

i=1 ai,n+1−i = s und
∑n

i=1 bii =
∑n

i=1 bi,n+1−i = t für i = 1, . . . , n, also
∑n

i=1(aii + bii) =
∑n

i=1 aii +
∑n

i=1 bii = s+ t sowie
∑n

i=1 aaii =

a
∑n

i=1 aii = as und
∑n

i=1 aai,n+1−i = a
∑n

i=1 ai,n+1−i = as für i = 1, . . . , n. Daher sind dannA + B und
aA ebenfalls supermagisch.

Für einen× n-Matrix A = (aij ) sei zi :=
∑n−1
j=1 aij die Summe der erstenn−1 Elemente in deri-ten

Zeile, i = 1, . . . , n−1, undsj :=
∑n−1

i=1 aij die Summe der erstenn−1 Elemente in derj -ten Spalte,
j = 1, . . . , n−1, vonA und fernera :=

∑n−1
i=1

∑n−1
j=1 aij =

∑n−1
i=1 zi =

∑n−1
j=1 sj . Die Matrix A ist genau

dann magisch mit Zeilen- und Spaltensummes, wenn giltain = s − zi für i = 1, . . . , n−1, anj = s − sj
für j = 1, . . . , n−1 und schließlichann = a − (n− 2)s. Die Wahl derain und anj ist notwendig und
hinreichend dafür, dass die Zeilensumme und die Spaltensumme für die erstenn−1 Zeilen bzw. Spalten von
A jeweils gleichs ist. Die Summe der Elemente in dern-ten Zeile ist genau dann ebenfallss, wenn dann
∑n−1
j=1 anj + ann =

∑n−1
j=1(s − sj ) + ann = (n−1)s − a + ann = s ist, d.h.ann = a − (n− 2)s. In diesem

Fall ist automatisch auch die Summe der Elemente in dern-ten Spalte gleichs wegen
∑n−1

i=1 ain + ann =
∑n−1

i=1 (s − zi)+ a − (n− 2)s = (n−1)s − a + a − (n− 2)s = s. Die allgemeine Gestalt einer magischen
Matrix mit Zeilen- und Spaltensummes ist also

f (a11, . . . , a1, n−1, . . . , an−1,1, . . . , an−1, n−1, s) :=







a11 · · · a1, n−1 s− z1
...

. . .
...

...
an−1,1 · · · an−1, n−1 s− zn−1

s− s1 · · · s− sn−1 a− (n−2)s






,

wobei diezi , sj , i, j = 1, . . . , n−1, unda wie oben definiert sind. DieAbbildungf :K (n−1)2+1 → Magn(K)
ist offenbarK-linear und nach Obigem surjektiv. Istf (a11, . . . , a1, n−1, . . . , an−1,1, . . . , an−1, n−1, s) = 0, so
sind zunächst alle auftretendenaij gleich 0, dann diezi, sj unda und schließlich auchs. Daher ist Kernf = 0
und f somit injektiv, also insgesamt ein Isomorphismus. Nach Satz 5.D.5 ist daher DimK Magn(K) =

(n−1)2 + 1.
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Eine Basis von Magn(K) bekommt man alsf -Bilder der Standardbasis vonK (n−1)2+1, vgl. Satz 5.D.3 (3).
Dies sind die folgenden(n−1)2 Matrizen, bei denen die(n−1)×(n−1)-Untermatrix in der linken oberen Ecke
nur in derp-ten Zeile undq-ten Spalte eine 1 hat und ihre übrigen Koeffizienten alle 0 sind,p, q = 1, . . . n−1,















0 · · · 0 · · · 0 0
...

. . .
...

. . .
...

...
0 · · · 1 · · · 0 −1
...

. . .
...

. . .
...

...
0 · · · 0 · · · 0 0
0 · · · −1 · · · 0 1















sowie dien×n-Matrix














0 · · · 0 · · · 0 1
...

. . .
...

. . .
...

...
0 · · · 0 · · · 0 1
...

. . .
...

. . .
...

...
0 · · · 0 · · · 0 1
1 · · · 1 · · · 1 2−n















.

Betrachten wir nun noch die supermagischen Matrizen. Bein = 1 ist jede Matrix supermagisch, bein = 2
sind offenbar genau die Matrizen supermagisch, deren Koeffizienten alle gleich sind. In beiden Fällen ist der
Raum dieser Matrizen 1-dimensional.

Sei von nun an alson≥ 3. Genau dann istf (a11, . . . , a1, n−1, . . . , an−1,1, . . . , an−1, n−1, s) supermagisch,
wenn gilt

∑n−1
i=1 aii + a − (n−2)s = s und s− z1 +

∑n−1
i=2 ai, n−i+1 + s− s1 = s ,

d.h. wenn(a11, . . . , a1, n−1, . . . , an−1,1, . . . , an−1, n−1, s) im Lösungsraum des Gleichungssystems
∑n−1

i=1 aii +
∑n−1

i=1

∑n−1
j=1 aij − (n−1)s = 0 , s −

∑n−1
j=1 a1j −

∑n−1
i=1 ai1 +

∑n−1
i=2 ai, n−i+1 = 0

liegt. Dieser Lösungsraum hat nach dem Rangsatz 5.E.2 die Dimension DimK Kerng = (n−1)2 + 1 − r,
r := DimK Bild g, wo die lineare Abbildungg :K (n−1)2+1 → K2 definiert ist durch

g(a11, . . . , a1, n−1, . . . , an−1,1, . . . , an−1, n−1, s) :=
(
∑n−1

i=1 aii +
∑n−1

i=1

∑n−1
j=1 aij − (n−1)s , s −

∑n−1
j=1 a1j −

∑n−1
i=1 ai1 +

∑n−1
i=2 ai, n−i+1

)

.

Setzt man alleaij = 0 und s = 1, so bekommt mang(0, . . . ,0,1) = (1−n ,1) 6= 0, d.h. Bildg hat
mindestens die Dimension 1. Setzt man hingegens = 0 und alleaij = 0 bis aufa12 = −1, so bekommt
mang(0,−1,0, . . . ,0,0) = (−1 ,1) . Bein= 3 sind aber die beiden erhaltenen Bilder(−2,1) und(−1,1)
wegen−2 6= −1 sicher linear unabhängig, d.h. es istr = Dim Bild g = 2 und der Raum der supermagischen
Matrizen hat die Dimension 5− 2 = 3. Bei n= 4 und CharK 6= 2 sind die beiden Bilder(−3,1) und
(−1,1) wegen−3 6= −1 ebenfalls linear unabhängig, d.h. es istr = Dim Bild g = 2 und der Raum der
supermagischen Matrizen hat dann die Dimension 10−2 = 8. Bein= 4 und CharK = 2 jedoch gilt wegen
2 = 0, also−aij = aij und−3s = s,

g(a11, . . . , a33, s) =
(

2(a11 + a22 + a33)+ a12 + a13 + a21 + a23 + a31 + a32 − 3s ,

s − 2a11 − a12 − a13 − a21 − a31 + a23 + a32
)

= (s + a12 + a13 + a21 + a31 + a23 + a32)(1,1) ,

d.h. Bildg ist nur 1-dimensional und der Raum der supermagischen 4×4-Matrizen hat bei CharK = 2
die Dimension 32 + 1 − 1 = 9. Sei nunn ≥ 5. Dann ist der Index(2,3) wegenn−2+1 ≥ 4 keiner
der Indizes(i , n− i+1). Setzen man jetzts = 0 und alleaij = 0 bis aufa23 = 1, so bekommt man
g(0, . . . ,0,0,0,1, . . . ,0, . . . ,0, . . . ,0, 0) = (1,0) . Dag(0, . . . ,0,1) = (1−n ,1) und(1,0) stets linear
unabhängig sind, ist dannr = 2, und der Raum der supermagischenn×n-Matrizen hat bein≥ 5 stets die
Dimension(n−1)2 + 1 − 2 = n(n−2) . •
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Abschnitt 5.E, Zusatzaufgabe, p. 90 (1.5.2011) :

Man bestimme jeweils eine Basis von Kernf und Bildf für die folgendenK-linearen Abbildungenf :

a) f : R
3→ R

3 mit f (x1, x2, x3) := (x1+2x2−x3 ,2x1−x2+3x3 ,−x1+8x2−9x3) überK := R.

b) f : C
2→ C

2 mit f (z1, z2) :=
(

(1+i)z1 + 2iz2 ,−2iz1 + (2−2i)z2
)

überK := C.

c) f : K 3
3 → K 3

3 mit f (x1, x2, x3) := (x1+x2+2x3 ,2x1+x3 , x1+2x2+2x3) überK = K3 := Z/Z3.

Lösung: a) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu lösen:

x1 + 2x2 − x3 = 0
2x1 − x2 + 3x3 = 0
−x1 + 8x2 − 9x3 = 0 ,

x1 + 2x2 − x3 = 0
−5x2 + 5x3 = 0
10x2 − 10x3 = 0 ,

x1 + 2x2 − x3 = 0
x2 − x3 = 0 .

Es ergibt sichx2 = x3 und dannx1 = −x3, d.h. es ist Kernf = R(−1,1,1) , und (−1,1,1) 6= 0 ist eine
Basis von Kernf . Mit dem Rangsatz folgt Rangf = Dim R

3−Dim Kernf = 3−1 = 2. Irgendzwei linear
unabhängige unter den Vektorenf (e1) = (1,2,−1) , f (e2) = (2,−1,8) , f (e3) = (−1,3,−9) bilden also
eine Basis von Bildf . Beispielsweise sind dies(1,2,−1) und (2,−1,8), da keiner dieser Vektoren ein
Vielfaches des anderen ist.

b) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu lösen:
(1+ i) z1 + 2i z2 = 0

−2i z1 + (2−2i) z2 = 0

Die zweite Gleichung liefertz1 = (2− 2i)/2i z2 = (−1− i) z2 . Einsetzen in die erste Gleichung ergibt
−(1+ i)2z2 + 2i z2 = 0, also – wegen(1+ i)2 = 2i – keine weitere Bedingung. Diebeiden Gleichungen sind
also linear abhängig, d.h. es ist Kernf = {(z1, z2) | z1 = −(1+i) z2} = C

(

−(1+i) , 1
)

und
(

−(1+i) , 1
)

6= 0
ist eine Basis von Kernf . Mit dem Rangsatz folgt Rangf = Dim C

2 − Dim Kernf = 2 − 1 = 1. Jeder
Vektor 6=0 unter den Vektorenf (e1) = (1+ i ,2i) , f (e2) = (2i,2−2i) bildet also eine Basis von Bildf .

b) Um Kernf zu bestimmen, haben wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zu lösen:

x1 + x2 + 2x3 = 0
2x1 + x3 = 0
x1 + 2x2 + 2x3 = 0 ,

x1 + x2 + 2x3 = 0
x2 = 0
x2 = 0 ,

Es ergibt sichx1 = x3 und x2 = 0, d.h. es ist Kernf = R(1,0,1) , und (1,0,1) 6= 0 ist eine Basis
von Kernf . Mit dem Rangsatz folgt Rangf = Dim R

3 − Dim Kernf = 3 − 1 = 2. Irgendzwei linear
unabhängige unter den Vektorenf (e1) = (1,2,1) , f (e2) = (1,0,2) , f (e3) = (2,1,2) bilden also eine
Basis von Bildf . In K3 gilt zwar f (e3) = (2,1,2) = (2,4,2) = 2 (1,2,1) = 2f (e1) , aberf (e1) und
f (e2) sind offenbar linear unabhängig. •

Abschnitt 5.F, Aufg. 7, p. 94 (1.10.2011) :

SeienK ein Körper mit wenigstensn Elementen undU1, . . . , Un Unterräume gleicher Dimension eines
endlichdimensionalenK-VektorraumsV . Dann besitzenU1, . . . , Un ein gemeinsames Komplement inV .

Beweis: Sei r := DimKUi für i = 1, . . . , n. Nach 3,B, Aufg. 29 gibt esm := DimKV − r Elemente
x1, . . . , xm, die für i = 1, . . . , n Basen vonUi zu Basen vonV ergänzen. Dann istW := Kx1 + · · · +Kxm
ein Unterraum vonV mit V = Ui ⊕W für alle i. •

Abschnitt 5.F, Spezialfall vonAufg. 13, p. 95 (1.5.2011) :

p undq seien Projektionen desK-VektorraumsV mit pq = qp. Dann istpq ebenfalls eine Projektion von
V ist, und es gilt

Bild (pq) = Bild p ∩ Bild q und Kern(pq) = Kernp + Kernq .

Beweis:Wegenpq = qp ist (pq)2 = pqpq = p2q2 = pq, alsopq eine Projektion.

Trivialerweise istx = pq(y) = qp(y) ∈ Bild pq in Bild p und Bildq enthalten. Sei umgekehrtx =

p(u) = q(v) aus Bildp ∩ Bild q. Dann istx = p(u) = p2(u) = p
(

p(u)
)

= p(x) = p
(

q(v)
)

∈ Bild pq.

Trivialerweise sind Kernp und Kernq in Kern(pq) enthalten. Sei umgekehrtx ∈ Kernpq, d.h.pq(x) = 0.
Dann istq(x) ∈ Kernp undq

(

x − q(x)
)

= q(x)− q2(x) = q(x)− q(x) = 0, d.h.x − q(x) ∈ Kernq und
x = q(x)+

(

x − q(x)
)

∈ Kernp + Kernq. •
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Abschnitt 5.F, Aufg. 15a), p. 95 (1.5.2011) :

Seienp undq Projektionen desK-VektorraumsV . Sei CharK 6= 2, d.h. 2= 1K + 1K 6= 0 inK. Genau
dann istp + q eine Projektion vonV , wennpq = qp = 0 ist. In diesem Fall ist

Bild (p + q) = Bild p ⊕ Bild q , Kern(p + q) = (Kernp) ∩ (Kernq) .

Beweis: Stets gilt(p + q)2 = p2 + qp + pq + q2 = p + q + pq + qp. Ist pq = qp = 0, so ist also
p+ q eine Projektion. Ist umgekehrtp+ q eine Projektion, so folgtpq + qp = 0, also wegenp2= p auch
pq = −qp = −qp2 = pqp = −p2q = −pq und somit 2pq = 0, alsopq = 0 wegen 26= 0, und dann
auchqp = 0.

Sei nunpq = qp = 0, und seix ∈ Bild p ∩ Bild q. Dann gibt esu, v ∈V mit x = p(u) undx = q(v) =

q2(v) = q
(

q(v)
)

= q(x) = q
(

p(u)
)

= 0 wegenqp = 0. Also ist Bildp ∩ Bild q = 0.

Bild (p + q) ⊆ Bild p + Bild q ist trivial. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Wegenpq = qp = 0
gilt p(x) + q(y) = p2(x) + q

(

p(x)
)

+ p
(

q(y)
)

+ q2(y) = (p + q)
(

p(x) + q(y)
)

∈ Bild (p + q) für
ein beliebiges Element von Bildp + Bild q, d.h. es ist Bild(p + q) = Bild p + Bild q, insgesamt also
Bild (p + q) = Bild p ⊕ Bild q.

Kern(p+ q) ⊇ Kernp+ Kernq ist trivial. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Seix ∈ Kern(p+ q) ,
alsop(x) + q(x) = 0. Mit pq = 0 folgt p(x) = p2(x) + pq(x) = p

(

p(x) + q(x)
)

= p(0) = 0, d.h.
x ∈ Kernp. Analog zeigt man auchx ∈ Kernq. Es folgt Kern(p + q) = (Kernp) ∩ (Kernq) . •

Abschnitt 5.F, Aufg. 25, p. 97 (1.5.2011) :

V sei ein endlichdimensionalerK-Vektorraum, undf : V → V sei ein Operator aufV . Genau dann ist
f eine Projektion vonV , wenn es eine Basisx1, . . . , xn von V gibt mit f (xi) = xi , i = 1, . . . , r, und
f (xi) = 0, i = r + 1, . . . , n.

Beweis.Istf eine Projektion vonV , so istV = Bild f⊕Kernf undf (x) = f (f (y)) = f 2(y) = f (y) = x,
falls x = f (y) ∈ Bild f . Ergänzt man also eine Basisx1, . . . , xr von Bildf durch eine Basisxr+1, . . . , xn
von Kernf , so erhält man die gesuchte Basisx1, . . . , xn .

Hat man umgekehrt eine Basis der angegebenen Art, so giltf 2(xi) = f (xi) für i = 1, . . . , r undf 2(xi) =

f (0) = 0 = f (xi) für i = r+1, . . . , n. Somit istf 2(xi) = f (xi) für alle i und daherf 2 = f . •

Abschnitt 5.F, Aufg. 26, p. 97 (1.5.2011) :

V sei ein endlichdimensionalerK-Vektorraum, undf : V → V sei ein beliebiger Operator aufV . Dann
gibt es einen Automorphismusg und Projektionenp, q vonV mit f = pg = gq.

Beweis.Der Beweis des Rangsatzes zeigt, dass es eine Basisv1, . . . , vn vonV gibt derart, dass die Vektoren
w1 := f (v1), . . . , wr := f (vr) eine Basis von Bildf bilden, die wir zu einer Basisw1, . . . , wn von V
ergänzen können, wobeivr+1, . . . , vn eine Basis von Kernf ist. Wir definieren nun einen Endomorphismus
g von V durchg(vi) := wi für i = 1, . . . , n, einen Endomorphismusp von V durchp(wi) := wi für
i = 1, . . . , r und p(wi) := 0 für i = r+1, . . . , n, schließlich einen Endomorphismusq von V durch
q(vi) := vi für i = 1, . . . , r, undq(vi) := 0 für i = r+1, . . . , n.

Dann giltp(g(vi)) = p(wi) = wi = f (vi) für i = 1, . . . , r undp(g(vi)) = p(wi) = 0 = f (vi) für
i = r+ 1, . . . , n, alsopq = f . Ferner giltg(q(vi)) = g(vi) = wi = f (vi) für i = 1, . . . , r und
g(q(vi)) = g(0) = 0 = f (vi) für i = r+1, . . . , n, alsogq = f .

g bildet eine Basis vonV auf eine Basis vonV ab, ist also ein Automorphismus vonV . Außerdem sindp
undq nach Aufg. 25 Projektionen.
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Abschnitt 5.G, Aufg. 12, p. 105 (1.5.2011) :

EineK-lineare Abbildungf : V → W vonK-Vektorräumen ist genau dann injektiv bzw. surjektiv bzw.
bijektiv, wenn die duale Abbildungf ∗ :W ∗ → V ∗ surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv ist. (Der Leser mag
voraussetzen, dassV undW endlichdimensional sind, obschon dies nicht nötig ist.)

Beweis:Wir wollen zunächst voraussetzen, dassV undW endlichdimensional sind.

Genau dann istf injektiv, wenn Kernf = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Dim Kernf = 0 ist. Da
nach dem Rangsatz stets Dim Kernf+Rangf = Dim V gilt, ist dies äquivalent zu Rangf = Dim V . Nach
Satz 5.G.19 ist Rangf ∗ = Rangf , und nach Satz 5.G.4 gilt DimV ∗ = Dim V . Die angegebene Bedingung
ist also zu Rangf ∗ = Dim V ∗, d.h. zu Dim Bildf ∗ = Dim V ∗ äquivalent. Wegen Bildf ∗ ⊆ V ∗ ist dies
wiederum äquivalent zu Bildf ∗ = V ∗, d.h. zur Surjektivität vonf ∗.

Genau dann istf surjektiv, wenn Bildf = W ist. Da stets Bildf ⊆ W gilt, ist dies genau dann der Fall,
wenn Rangf = Dim Bild f = DimW ist. Nach Satz 5.G.19 ist Rangf ∗ = Rangf (5.G.19), und nach
Satz 5.G.4 gilt DimW ∗ = DimW . Die angegebene Bedingung ist also zu Rangf ∗ = DimW ∗ äquivalent.
Dies ist wiederum äquivalent zu Dim Kernf ∗ = 0 und damit zu Kernf ∗ = 0, d.h. der Injektivität vonf ∗,
da nach dem Rangsatz stets Dim Kernf ∗ + Rangf ∗ = DimW ∗ gilt. •

Beweisvariante: Benutzen wir den kanonischen IsomorphismusσV :V → V ∗∗, derx ∈ V auf die Linear-
form Lx ∈ V ∗∗ abbildet, die jedemϕ∈ V ∗ den Wertϕ(x) zuordnet, und analogσW :W → W ∗∗, so genügt
es, zu zeigen, dass aus der Injektivität (bzw. Surjektivität) vonf die Surjektivität (bzw. Injektivität) vonf ∗

folgt, was relativ einfach ist (siehe die nächste Beweisvariante). Zunächst giltσWf = f ∗∗σV .

V −−−−−−−−−−−−−−
f

−−−−−−−−−−−−−−−- W

σV
?

σW
?

V ∗∗−−−−−−−−−−−−−−
f ∗∗

−−−−−−−−−−−−−−−-W ∗∗

Ist nämlichx∈ V , so sindσW
(

f (x)
)

= Lf (x) undf ∗∗
(

σV (x)
)

= f ∗∗(Lx) = Lx ◦ f ∗ gleich, da fürϕ∈ V ∗

gilt: Lf (x)(ϕ) = ϕ
(

f (x)
)

und(Lx ◦ f ∗)(ϕ) = Lx
(

f ∗(ϕ)
)

= Lx(ϕ ◦ f ) = (ϕ ◦ f )(x) = ϕ
(

f (x)
)

.
Ist nunf ∗ surjektiv (bzw. injektiv), so ist nach der bereits bekannten Richtungf ∗∗ injektiv (bzw. surjektiv)
und damit auchf = σ−1

W f ∗∗σV . •

Beweisvariante:Seien nunV undW nicht notwendig endlichdimensional.

Ist f surjektiv und istϕ ∈ Kernf ∗, so giltϕ ◦ f = f ∗(ϕ) = 0. Daraus folgt aberϕ = 0, d.h. die Injektivität
von f ∗: Wegen der Surjektivität vonf gibt es nämlich zu jedemw ∈W ein v ∈ V mit f (v) = w, also
ϕ(w) = ϕ

(

f (v)
)

= 0.

Ist umgekehrtf nicht surjektiv, so lässt sich eine Basiswi , i ∈ I0, von Bildf zu einer Basiswi , i ∈ I ,
I0 ⊂ I , vonW ergänzen. Bei DimW = ∞ hat man dazu Satz 3.A.16 oder sogar die Verallgemeinerung im
Anschluss an Satz 3.A.18 zu benutzen. Für die Linearformψ ∈ W ∗ mitψ(wi) = 0 für i∈ I0 undψ(wi) = 1
für i ∈ I− I0 gilt dannψ | Bild f = 0, alsof ∗(ψ) = ψ ◦ f = 0, undψ 6=0, d.h.f ∗ ist nicht injektiv.

Ist f injektiv und istvi , i∈ I0, eine Basis vonV , so sind diewi := f (vi), i∈ I0, nach Satz 5.D.3 (2) linear
unabhängig und lassen sich wie oben zu einer Basiswi , i∈ I , I0 ⊆ I , vonW ergänzen. Zu vorgegebenem
ϕ ∈ V ∗ definieren wirψ ∈ W ∗ durchψ(wi) := ϕ(vi) für i ∈ I0 undψ(wi) := 0 für i /∈ I0. Dann gilt
(

f ∗(ψ)
)

(vi) = ψ
(

f (vi)
)

= ψ(wi) = ϕ(wi) für i∈ I0, d.h. es istf ∗(ψ) = ϕ, undf ∗ ist surjektiv.

Ist umgekehrtf nicht injektiv, so kann man wie oben eine Basisvi , i ∈ I0, von Kernf 6= 0 zu einer Basis
vi , i ∈ I , I0 ⊆ I , vonV ergänzen. Die Linearformϕ ∈ V ∗ mit ϕ(vi) := 1 für i ∈ I0 undϕ(vi) := 0 für
i ∈ I− I0 lässt sich dann nicht in der Formf ∗(ψ) = ψ ◦ f mit einemψ ∈ W ∗ schreiben, daψ ◦ f auf
Kernf verschwindet. Daher ist dannf ∗ auch nicht surjektiv.

Die Aussagen über die Bijektivität vonf undf ∗ erhält man jeweils, indem man die über die Injektivität und
Surjektivität zusammennimmt. Schließlich sei darauf hingewiesen, dass sich aus Beispiel 6.C.6 ein weiterer
Beweis der Aussagen (mit exakten Sequenzen) ergibt. •
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Abschnitt 5.G, Aufg. 15 , p. 106 (1.10.2011) :

Seienx1, . . . , xn von 0 verschiedene Vektoren eines VektorraumsV über dem KörperK, der mindestensn
Elemente besitze. Dann gibt es eine Hyperebene inV , die keinen der Vektorenx1, . . . , xn enthält.

Beweis: Indem manxi zu einer Basis vonV ergänzt, sieht man, dass es Linearformenfi ∈ V ∗ gibt mit
fi(xi) = 1 6= 0. Daher ist der Raum(Kxi)◦ der aufxi verschwindenden Linearformen ein echter Unterraum
vonV ∗. Nach Lemma 1.C.12 ist dann auch die Vereinigung(Kx1)

◦ ∪ · · · ∪ (Kxn)
◦ vonV ∗ verschieden, d.h.

es gibt eine Linearformf ∈ V ∗ mit f (xi) 6= 0 für alle i. Somit istH := Kernf eine Hyperebene vonV ,
die keinen der Vektorenx1, . . . , xn enthält. •

Bemerkung: Man hätte im Fall eines endlichdimensionalen VektorraumsV auch so argumentieren können:
Nach 5.F, Aufg. 7 gibt es zu den UnterräumenKx1, . . . , Kxn vonV ein gemeinsames KomplementW in V
mit Kxi ⊕W = V für alle i. Dann ist DimKW = DimKV − 1 und somitW eine Hyperebene, die keinen
der Vektorenxi enthält. •


