
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 1

1 Vektorräumme

Abschnitt 1.A, Aufg. 1, p. 4 (1.5.2011) :

SeienA ein Ring,y ∈ A ein Element mityn = 0 für einn∈ N undx ∈ A ein mity vertauschbares Element.

a) Für allem∈ N ist (x+y)m =
n−1
∑

k=0

(

m
k

)

xm−kyk.

b) Genau dann istx+ y eine Einheit inA, wennx eine Einheit inA ist. In diesem Fall gilt die Formel aus
a) für allem∈ Z . Insbesondere ist 1+y eine Einheit.

Beweis:a) Wie in Band 1 imAnschluss an 4.C.2 bemerkt, gilt der Binomialsatz(x+y)m =
m
∑

k=0

(

m
k

)

xm−kyk.

Wegenyn = 0 gilt auch yk = ynyk−n = 0 für alle k ≥ n. Daraus folgt die Behauptung beim ≥ n. Bei
m < n sind die Summanden mitm < k ≤ n−1 gleich 0, da die darin auftretenden Binomialkoeffizienten
verschwinden.

b) Sei zunächstx+y eine Einheit inA. Dann gibt es einz∈ A mit (x+y)z = z(x+y) = 1. Mit a) folgt

1 = (x+y)nzn =

n−1
∑

k=0

(

n
k

)

xn−kyk zn = x
(

n−1
∑

k=0

(

n
k

)

xn−1−kyk zn
)

,

1 = zn(x+y)n = zn

n−1
∑

k=0

(

n
k

)

xn−kyk =
(

zn

n−1
∑

k=0

(

n
k

)

xn−1−kyk
)

x ,

d.h. es gibt Elementer, s ∈ A mit xr = 1 undsx = 1. Es folgt r = (sx)r = s(xr) = s , undx ist ebenfalls
eine Einheit inA mit x−1 = r = s.

Sei umgekehrtx eine Einheit ina mit s := x−1. Dann gilt sx = xs = 1 und folglich wegenxy = yx auch
sy = (sy)(xs) = s(yx)s = s(xy)s = (sx)(ys) = ys .

Durch Induktion überm∈ N zeigen wir
( n−1

∑

k=0

(

−m
k

)

sm+kyk
)

(x+ y)m = 1. Bei m = 0 ist in der Summe

nur der Summand mitk= 0 von 0 verschieden, und zwar gleich 1, d.h. beide Faktoren des Produkts sind 1.

Der Schluss vonm auf m+1 folgt mit der Regel vom Pascalschen Dreieck, vgl. Band 1, 2.B.9 (4), nach
Indexwechsel ausyn = 0 und der Induktionsvoraussetzung:

(

n−1
∑

k=0

(

−(m+1)

k

)

sm+1+kyk
)

(x+y)m+1 =
(

n−1
∑

k=0

(

−(m+1)

k

)

sm+1+kyk
)

(x+y) (x+y)m

=
(

n−1
∑

k=0

(

−(m+1)

k

)

sm+kyk +

n−1
∑

k=0

(

−(m+1)

k

)

sm+1+kyk+1
)

(x+y)m

=
(

n−1
∑

k=0

(

−(m+1)

k

)

sm+kyk +

n
∑

k=1

(

−(m+1)

k−1

)

sm+kyk
)

(x+y)m

=
((

−(m+1)

0

)

smy0 +

n−1
∑

k=1

(

−m
k

)

sm+kyk +
(

−(m+1)

n−1

)

sm+nyn
)

(x+y)m

=
(

n−1
∑

k=0

(

−m
k

)

sm+kyk
)

(x+y)m = 1 .
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Wegen der Vertauschbarkeit vonx, y und s gilt auch (x+ y)m
n−1
∑

k=0

(

−m
k

)

sm+kyk = 1 . Fürm = 1 liefert

dies die Invertierbarkeit vonx+ y. Ersetzt man in dem Bewiesenenm durch−m mit m < 0, so bekommt
man wegensm+k = x−m−k gerade die Formel aus a) für negativem. •

Beweisvariante: Ist x eine Einheit, so ist auchx+y eine Einheit mit(x+y)−1 =
n−1
∑

k=0
(−1)kx−k−1yk wegen

(

n−1
∑

k=0

(−1)kx−k−1yk
)

(x+y) =

n−1
∑

k=0

(−1)kx−kyk +

n−1
∑

k=0

(−1)kx−k−1yk+1

=

n−1
∑

k=0

(−1)kx−kyk +

n
∑

k=1

(−1)k−1x−kyk = (−1)0x0y0 + (−1)n−1x−nyn = 1

und analog(x+y)
n−1
∑

k=0
(−1)kx−k−1yk = 1.

Ist umgekehrt̃x := x+ y eine Einheit und setzen wirỹ := −y, so gilt x̃ỹ = ỹx̃ und ỹ n = 0 und nach dem
soeben Bewiesenen ist auchx = x̃ + ỹ eine Einheit. •

Abschnitt 1.C, Varianten zuAufg. 1, p. 12 (1.4.2011) :

a) Nach Band 1, Satz 4.A.5 ist der RestklassenringZ/Z31 ein Körper. Man stelle fest, welche der beiden
folgenden Teilmengen Untergruppen seiner multiplikativen GruppeG := (Z/Z31− {0} , · ) sind:

H1 := {1 , 3 , 6 , 9 , 18, 21} , H2 := {1 , 2 , 4 , 8 , 16} .

b) Nach Band 1, Satz 4.A.5 ist der RestklassenringZ/Z29 ein Körper. Man stelle fest, welche der beiden
folgenden Teilmengen Untergruppen seiner multiplikativen GruppeG := (Z/Z29− {0} , · ) sind:

H1 := {1 , 12, 17, 28} , H2 := {1 , 4 , 8 , 12, 16, 20, 24 } .

Lösung: a)H1 ist keine Untergruppe, da beispielsweise3 · 18 = 54 = 23 nicht inH1 liegt für 3, 18 ∈H1.

H2 ist eine Untergruppe vonG, da gilt: (1) Die Einträge in der folgenden Verknüpfungstafel liegen alle in
H2, d.h. die Einschränkung der Verknüpfung vonG aufH2 definiert eine Verknüpfung aufH2.

· 1 2 4 8 16

1 1 2 4 8 16

2 2 4 8 16 1

4 4 8 16 1 2

8 8 16 1 2 4

16 16 1 2 4 8

(2)H2 enthält das neutrale Element1 vonG. (3) In jeder der fünf Zeilen (und Spalten) der Verknüpfungstafel
kommt1 genau einmal vor, d.h. zu jedem Element vonH2 liegt das Inverse inH2.

b) H1 ist eine Untergruppe vonG, da gilt: (1) Die Einträge in der folgenden Verknüpfungstafel liegen alle
in H1, d.h. die Einschränkung der Verknüpfung vonG aufH1 definiert eine Verknüpfung aufH1.

· 1 12 17 28

1 1 12 17 28

12 12 28 1 17

17 17 1 28 12

28 28 17 12 1

(2) H1 enthält das neutrale Element1 von G. (3) In jeder der vier Zeilen (und Spalten) kommt1 genau
einmal vor, d.h. zu jedem Element vonH1 liegt das Inverse inH1.

H2 ist keine Untergruppe, da beispielsweise4 · 8 = 32 = 3 nicht inH2 liegt für 4, 8 ∈H2. •
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Abschnitt 1.C, Aufg. 2, p. 12 (1.5.2011) :

Man beweise Satz 1.C.6: Es seiena1, . . . , an ∈ N∗. Dann giltZa1 + · · · + Zan = Z ggT(a1, . . . , an) und
Za1 ∩ · · · ∩ Zan = Z kgV (a1, . . . , an) .

Beweis: Seib := kgV(a1, , . . . , an) . Dann gibt esbi ∈ Z mit b = biai ∈ Zai für alle i = 1, . . . , n, also
zb∈ Za1 ∩ · · · ∩ Zan für alle z∈ Z. Es folgtZb ⊆ Za1 ∩ · · · ∩ Zan.

Ist umgekehrtz ∈ Za1 ∩ · · · ∩ Zan, so gibt esci ∈ Z mit z = ciai für i = 1, . . . , n. Dann istz ein
gemeinsames Vielfaches derai , also ein Vielfaches vonb := kgV(a1, , . . . , an), und es folgtz∈ Zb. Daher
ist Za1 ∩ · · · ∩ Zan ⊆ Zb. Insgesamt ergibt sichZa1 ∩ · · · ∩ Zan = Zb = Z kgV (a1, . . . , an) .

Seic := ggT(a1, , . . . , an) . Dann gibt esci ∈ Z mit ai = cic für alle i = 1, . . . , n, alsoz1a1 +· · ·+znan =

(z1c1 + · · · + zncn)c ∈ Zc = Z ggT(a1, . . . , an) für z1, . . . , zn ∈ Zc. Es folgtZa1 + · · · + Zan ⊆ Zc.

Nach dem Lemma von Bezout, vgl. Band 1, Abschnitt 2.D, Aufg. 24, gibt es andererseitsu1, . . . , un ∈ Z mit
c = ggT(a1, , . . . , an) = u1a1 + · · · + unan ∈ Za1 + · · · + Zan, also mitzc∈ Za1 + · · · + Zan für allez∈ Z

und somitZc ⊆ Za1 + · · · + Zan. Insgesamt ergibt sichZa1 + · · · + Zan = Z ggT(a1, . . . , an).

Beweisvariante:Statt des Lemmas von Bezout kann man für den Beweis der zuletzt gezeigten Identität auch
Satz 1.C.5 aus diesem Band verwenden. Danach gibt es eina∈ Z mit Za1 + · · · + Zan = Za, und es genügt
zu zeigen, dassa ein größter gemeinsamer Teiler vona1, . . . , an ist. Wegenai ∈ Za1 +· · ·+Zan = Za ist a
nun ein Teiler vonai für i = 1, . . . , n. Ist andererseitsd ein beliebiger gemeinsamer Teiler vona1, . . . , an,
alsoai = did mit di ∈ Z für i = 1, . . . , n, so gibt es wegena∈ Za = Za1 + · · · + Zan Elementezi ∈ Z mit
a = z1a1 + · · · + znan = (z1d1 + · · · + zndn)d, d.h.d teilt aucha. Daher ista der (bis auf Multiplikation
mit −1 eindeutig bestimmte) größte gemeinsame Teiler derai . •

Abschnitt 1.C, Aufg. 3, p. 12 (1.5.2011) :

SeienH1 undH2 Untergruppen der GruppeG. Genau dann istH1 ∪ H2 ebenfalls eine Untergruppe vonG,
wennH1 ⊆ H2 oderH2 ⊆ H1 ist.

Beweis:Bei H1 ⊆ H2 ist H1 ∪ H2 = H2 und beiH2 ⊆ H1 ist H1 ∪ H2 = H1, also istH1 ∪ H2 in jedem der
beiden Fälle eine Untergruppe vonG.

Sei umgekehrtH1 ∪ H2 eine Untergruppe vonG. Angenommen, es seiH1 6⊆ H2. Dann gibt es einx ∈ H1

mit x /∈ H2. Wir zeigenH2 ⊆ H1. Sei dazuy ∈ H2. Wegenx, y ∈ H1 ∪ H2 ist dann auchxy ∈ H1 ∪ H2.
Daher istxy = h1∈ H1 oderxy = h2∈ H2. Im zweiten Fall wäre aberx = h2y

−1∈ H2 im Widerspruch zur
Wahl vonx. Also istxy = h1∈ H1, d.h.y = x−1h1∈ H1. Damit istH2 ⊆ H1 gezeigt. •

Abschnitt 1.C, Aufg. 4, p. 12 (1.5.2011) :

SeiA eine Teilmenge der GruppeG. Dann erzeugtA oder aberG−A die GruppeG.

Beweis:Angenommen,A erzeuge die GruppeG nicht. Dann gibt es definitionsgemäß eine UntergruppeH1

vonG mit A⊆ H1 undH1 6= G. Wir zeigen, dassG−A die GruppeG erzeugt. Sei dazuH2 eine Untergruppe
von G mit G−A ⊆ H2. Wir habenH2 = G zu zeigen. Nun giltG = A ∪ (G−A) ⊆ H1 ∪ H2 ⊆ G, d.h.
H1 ∪ H2 = G ist eine Gruppe. Die vorstehende Aufg. 3 liefertH1 ⊆ H2, d.h.G = H1 ∪ H2 = H2, was zu
zeigen war, oder aberH2 ⊆ H1, d.h.G = H1 ∪ H2 = H1, im Widerspruch zur Wahl vonH1. •

Abschnitt 1.C, Aufg. 5, p. 12 (1.5.2011) :

Eine nichtleere endliche TeilmengeH einer GruppeG ist bereits dann eine Untergruppe vonG, wennH mit
je zwei Elementen vonG auch deren Produkt enthält.

Beweis:WegenH 6= ∅, gibt es ein Elementa ∈ H . Nach Voraussetzung bildet die Abbildungλa : G → G

mit λa(x) := ax die MengeH in sich ab. Ausλa(x) = λa(y) , d.h.ax = ay folgt x = y durch Multiplikation
von links mita−1. Daher istλa injektiv. Als injektive Abbildung istλa|H : H → H nach Band 1, Beispiel
2.B.5 auch surjektiv, daH endlich ist. Daher gibt es einx0 ∈ H mit λa(x0) = ax0 = a. Multiplikation von
links mit a−1∈ G liefert x = e, alsoe∈ H , wo e das neutrale Element vonG ist.

Sei nunh∈ H beliebig. Wie oben ist die Multiplikationλh|H : H → H surjektiv. Zue∈ H gibt es also ein
h′ ∈ H mit e = λh(h

′) = hh′. Multiplikation von links mith−1∈ G liefert h−1 = h−1hh′ = h′ ∈ H . •
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Abschnitt 1.C, Variante zuAufg. 5, p. 12 (1.5.2011) :

A undB seien Teilmengen einer endlichen GruppeG . Für die Elementezahlen gelte|A|+|B| > |G|. Man
zeigeG = AB := {ab | a∈ A, b∈ B} .

Beweis:Seix ∈ G beliebig. Da die Abbildungena→ a−1 vonG in sich und die Multiplikationρx : G → G

mit x von rechts jeweils injektiv sind, haben{a−1x | a∈ A} undA gleich viel Elemente. Dann gibt es wegen
|{{a−1x | a∈ A}|+ |B| = |A|+ |B| > |G| ein Elementb∈ B mit b ∈ {a−1x | a∈ A}, d.h.b = a−1x für ein
a∈ A. Es folgtx = ab ∈ AB. •

Abschnitt 1.C, Aufg. 10, p. 13 (1.5.2011) :

SeiG eine Gruppe. Für TeilmengenA, B ⊆ G bezeichnen wir mitAB die Menge der ProdukteAB :=
{ab | a ∈ A, b ∈ B} . Seien nunF, H Untergruppen vonG. Genau dann istFH eine Untergruppe vonG,
wennFH = HF ist.

Beweis:Sei zunächstFH eine Untergruppe vonG. Fürf ∈ F undh∈ H ist dann auch(f h)−1∈ FH , d.h.
es gibtf ′ ∈ F undh′ ∈ H mit (f h)−1 = f ′h′, alsof h =

(

(f h)−1
)−1

= (f ′h′)−1 = (h′)−1(f ′)−1 ∈ HF .

Daher istFH ⊆ HF . Ferner gilt fürhf ∈ HF auchhf =
(

(hf )−1
)−1

= (f −1h−1)−1 ∈ FH , daFH eine
Gruppe ist undf −1h−1 in FH liegt. Daher istHF ⊆ FH und insgesamtFH = HF .

Sei umgekehrtFH = HF . Für das neutrale Elemente vonG gilt danne∈ F , e∈ G, alsoe = e · e ∈ FH .
Zu f h∈ FH mit f ∈ F undh∈ H liegt auch das Inverse inFH wegen(f h)−1 = h−1f −1 ∈ HF = FH .
Sind schließlichf h undf ′h′ mit f, f ′ ∈ F undh, h′ ∈ H Elemente vonFH , so gibt es wegenFH = HF

Elementeh1, h2 ∈ H und f1, f2 ∈ F mit f ′h′ = h1f1 und dann(hh1)f1 = f2h2, also (f h)(f ′h′) =

(f h)(h1f1) = f (hh1)f1 = ff2h2 ∈ FH . Daher istFH auch abgeschlossen. •

Abschnitt 1.C, Variante zuAufg. 11, p. 13 (1.5.2011) :

Man stelle fest, welche der folgenden beiden Teilmengen vonR2 ein Untervektorraum desR2 ist:

U1 :=
{

(x, y) ∈ R2
∣

∣ x2= 4y2
}

, U2 :=
{

(x, y) ∈ R2
∣

∣ x2= 4xy−4y2
}

.

Lösung: U1 :=
{

(x, y)
∣

∣ x2 − 4y2 = 0
}

=
{

(x, y)
∣

∣ (x − 2y)(x + 2y) = 0
}

ist die Vereinigung der
beiden veschiedenen Geraden

{

(x, y)
∣

∣ y = 1
2x

}

und
{

(x, y)
∣

∣ y = − 1
2x

}

durch 0 und daher nach Lemma
1.C.12 kein Untervektorraum. Dies sieht man direkt auch so: Es ist(2, 1) ∈ U1 und(2, −1) ∈ U1 (wegen
22= 4 · 12 = 4 · (−1)2) , aber(2, 1) + (2, −1) = (4, 0) /∈ U1 (wegen 42 6= 4 · 02) .

Da das Quadrat(x−2y)2 in R nur dann verschwindet , wenn dies fürx−2y gilt, ist U2 die Gerade
{

(x, y)
∣

∣ x2− 4xy+ 4y2 = 0
}

=
{

(x, y)
∣

∣ (x− 2y)2 = 0
}

=
{

(x, y)
∣

∣ x− 2y = 0
}

=
{

(x, y)
∣

∣ y = 1
2x

}

durch 0 und daher ein Unterraum. Dies sind man direkt auch so: Es ist 0= (0, 0) ∈ U2 wegen 0= 2 · 0.
Sind (x, y) , (x ′, y ′) ∈ U2 so istx− 2y = 0 undx ′− 2y ′ = 0 , und es folgt(x+ x ′) − 2(y+ y ′) = 0 , d.h.
(x+x ′, y+y ′) ∈ U2 sowierx−2ry = 0 , d.h.r(x, y) ∈ U2, für r ∈ R. •

Abschnitt 1.C, Aufg. 17, p. 14 (1.5.2011) :

Für UnterräumeU, W einesK-VektorraumsV zeige man: Genau dann istV − (U−W) Unterraum vonV ,
wennU = V oderU ⊆ W ist.

Beweis:WennU = V ist, istV − (U −W) = V − (V −W) = W ein Unterraum vonV ; wennU ⊆ W ist,
ist V − (U−W) = V ebenfalls ein Unterraum vonV .

Sei umgekehrtV − (U −W) ein Unterraum vonV und U 6= V . Dann gibt es einv ∈ V mit v /∈ U , also mit
v ∈ V − (U − W) . Wir habenU ⊆ W zu zeigen. Sei dazuu ∈ U . Angenommen, es seiu /∈ W . Dann ist
u∈ U−W und somitu /∈ V − (U−W) . Es folgtv+u /∈ V − (U−W) , da andernfallsu = (v+u) + (−1) · v

Element des UnterraumsV − (U −W) wäre. Wegenv+u ∈ V folgt nunv+u ∈ U −W ⊆ U . Dies liefert
den Widerspruchv = (v+u) + (−1) · u ∈ U , daU ein Unterraum vonV ist. •
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Abschnitt 1.C, Variante zuAufg. 17, p. 14 (1.5.2011) :

Für UnterräumeU, W einesK-VektorraumsV mitU ⊆ W undU 6= W zeige man: Genau dann ist(V−W)∪U

Unterraum vonV , wennW = V ist.

Beweis:Angenommen, es seiW 6= V . Dann gibt es einv ∈ V mit v /∈ W , alsov ∈ V −W . WegenU ⊆ W

undU 6= W gibt es ferner einw ∈ W mit w /∈ U . Wir betrachtenv+ w ∈ V . Wärev+ w ∈ W , so läge
auchv = (v+ w) − w im UnterraumW im Widerspruch zur Wahl vonv. Also ist v+ w /∈ W und somit
v+w ∈ V −W . Dann lägen aberv+w undv beide inV −W und somit erst recht in(V − W) ∪ U . Ist dies
ein Unterraum, so liegt nun auch die Differenzw = (v+w) − v darin und somit wegenw /∈ U in V −W ,
was aber im Widerspruch zuw∈ W steht. •

Abschnitt 1.C, Aufg. 19, p. 14 (1.5.2011) :

Für UnterräumeU1 , U2 , U3 einesK-VektorraumsV mit U1 ⊆ U2 gilt

U1 + (U2 ∩ U3) = U2 ∩ (U1 + U3) ( M o d u l a r e s G e s e t z ).

Beweis:Wir zeigen zunächstU1 + (U2 ∩ U3) ⊆ U2 ∩ (U1+U3) . Sei dazuv ∈ U1 + (U2 ∩ U3) . Dann ist
v = u+u′ mit u∈ U1 undu′ ∈ U2 ∩ U3 , d.h.u′ ∈ U2 undu′ ∈ U3 . WegenU1 ⊆ U2 ist auchu∈ U2 . DaU2

ein Unterraum vonV ist, folgt v = u+ u′ ∈ U2 . Außerdem istv = u + u′ ∈ U1+ U3 wegenu ∈ U1 und
u′ ∈ U3 , also insgesamtv ∈ U2 ∩ (U1+U3) .

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion seiv ∈ U2 ∩ (U1+U3) , d.h.v∈ U2 und v = u+u′ mit u∈ U1 und
u′ ∈ U3 . WegenU1 ⊆ U2 ist auchu∈ U2 und folglich u′ = v + (−1) · u ∈ U2 , daU2 ein Unterraum ist.
Es folgt u′ ∈ U2 ∩ U3 und somitv = u+u′ ∈ U1 + (U2 ∩ U3) . •

Abschnitt 1.C, Aufg. 20, p. 14 (1.5.2011) :

Für UnterräumeU, W, U ′, W ′ einesK-VektorraumsV mit U ∩ W = U ′ ∩ W ′ gilt

U =
(

U + (W ∩ U ′)
)

∩
(

U + (W ∩ W ′)
)

.

Beweis: Offenbar liegtU in dem Durchschnitt auf der rechten Seite. – Ist umgekehrtx = u+w = u′+w′

mit u, u′ ∈U undw∈ W ∩ U ′, w′ ∈ W ∩ W ′ ein Element dieses Durchschnitts, so istu−u′ = w′−w in U

und inW als Differenz von Elementen dieser Unterräume, also auch inU ∩ W = U ′ ∩ W ′. Insbesondere
liegt w′−w in U ′. Wegenw∈ U ′ ist dann auchw′ = (w′−w) + w ∈ U ′. Da sowiesow′ ∈ W ′ gilt, ist somit
w′ ∈ U ′ ∩ W ′ = U ∩ W , d.h.w′ ∈ U , und schließlichx = u′+w′ ∈ U . Dies war zu zeigen. •

Abschnitt 1.C, Zusatzaufgabe, p. 14 (1.5.2011) :

Für UnterräumeU undW einesK-VektorraumsV zeige man: IstU ∪ W = U + W , so ist U ⊆ W oder
W ⊆ U . (Vgl. dazu auch 1.C, Aufg. 3.)

Beweis: Sei U ∪ W = U + W , aber U 6⊆ W . Wir haben W ⊆ U zu zeigen. Sei dazuw ∈ W . Wir
zeigenw ∈ U : Nach Voraussetzung gibt es einu ∈ U mit u /∈ W . Dann ist u+ w ∈ U + W = U ∪ W ,
d.h. es istu+ w ∈ U oderu+ w ∈ W . Im zweiten Fall wäre auchu = (u+ w) + (−1) · w ein Element
von W (daW ein Unterraum vonV ist) im Widerspruch zur Wahl vonu. Also ist u+ w ∈ U und somit
w = (u+w) + (−1) · u ∈ U , daU ein Unterraum vonV ist. •

Beweisvariante:Bei U 6⊆ W undW 6⊆ U ist sicherW 6= U+W undU 6= U+W , daU undW Unterräume
von U + W sind. Nach Lemma 1.C.12 (mitU + W stattV angewandt) ist dann aberU ∪ W 6= U + W .
Widerspruch! •
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2 Lineare Gleichungssysteme

Abschnitt 2.A, Teil vonAufg. 2, p. 19 (1.5.2011) :

Man bestimme die Lösungsmengen der folgenden Gleichungssysteme in Abhängigkeit vona ∈ R:

x1 + x2 − x3 = 1 x1 − 3x3 = −3
2x1 + 3x2 + ax3 = 3 2x1 + ax2 − x3 = −2
x1 + ax2 + 3x3 = 2 ; x1 + 2x2 + ax3 = 1 ;

Lösung: Wir verwenden für beide Gleichungssysteme das Gaußsche Eliminationsverfahren.

Beim ersten Gleichungssystem subtrahieren wir zunächst die erste Gleichung von der dritten und das Doppelte
der ersten Gleichung von der zweiten, subtrahieren dann die zweite Gleichung von der ersten und ihr(a−1)-
faches von der dritten (unter Benutzung von 4− (a−1)(a+2) = −(a−2)(a+3) ) .

x1 + x2 − x3 = 1
2x1 + 3x2 + ax3 = 3
x1 + ax2 + 3x3 = 2 ,

x1 + x2 − x3 = 1
x2 + (a+2)x3 = 1

(a−1)x2 + 4x3 = 1 ,

x1 − (a+3)x3 = 0
x2 + (a+2)x3 = 1

(a−2)(a+3)x3 = a−2,

Bei a = −3 hat die dritte Gleichung die Form 0= −5, und das Gleichungssystem ist nicht lösbar. Bei
a = 2 ist das Gleichungssystem lösbar, und die Lösungsmenge ist wegenx1 = (a +3)x3 = 5x3 sowie
x2= −(a+2)x3+1 = −4x3+1 die Gerade

L =
{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1 = 5x3 , x2 = −4x3+1 , x3 ∈ R beliebig
}

=
{

(5x3, −4x3+1, x3)
∣

∣ x3 ∈ R beliebig
}

= (0, 1, 0) + R(5, −4, 1) .

Beia 6=−3 unda 6=2 liefert die letzte Gleichungx3 = 1
a+3 , dann die mittlere Gleichungx2 = 1− a+2

a+3 = 1
a+3 ,

schließlich die erste Gleichungx1 = a+3
a+3 = 1 .

Beim zweiten Gleichungssystem subtrahieren wir im ersten Schritt die erste Gleichung von der dritten und
das Doppelte der ersten Gleichung von der zweiten, vertauschen dann die zweite und die dritte Gleichung,
wobei wir die die neue zweite Gleichung gleichzeitig durch 2 teilen, und subtrahieren im dritten Schritt das
a-fache der zweiten Gleichung von der dritten (unter Benutzung von 5− 1

2(a+3)a = − 1
2(a−2)(a+5) ) .

x1 − 3x3 = 1
2x1 + ax2 − x3 = 1
x1 + 2x2 + ax3 = 0 ,

x1 − 3x3 = 1
ax2 + 5x3 = −1
2x2 + (a+3)x3 = −1 ,

x1 − 3x3 = 1
x2 + 1

2(a+3)x3 = − 1
2

ax2 + 5x3 = −1 ,

x1 − 3x3 = 1
x2 + 1

2(a+3)x3 = − 1
2

− 1
2(a−2)(a+5)x3 = 1

2(a−2) .

Bei a=−5 hat die dritte Gleichung die Form 0= − 7
2 , und das Gleichungssystem ist nicht lösbar. Beia= 2

ist das Gleichungssystem lösbar, und die Lösungsmenge ist wegenx1= 3x3 + 1, x2= − 5
2x3 − 1

2 die Gerade

L =
{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1 = 3x3+1 , x2 = − 5
2x3−

1
2 , x3 ∈ R beliebig

}

=
{

(3x3+1, − 5
2x3−

1
2, x3)

∣

∣ x3 ∈ R beliebig
}

= (1, − 1
2, 0) + R(3, − 5

2, 1) .

Beia 6=−5 unda 6=2 liefert die letzte Gleichungx3 = − 1
a+5 , dann die mittlere Gleichungx2 = 1

2
a+3
a+5 − 1

2 =

− 1
a+5 , schließlich die erste Gleichungx1 = − 3

a+5 + 1 = a+2
a+5 . •
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Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 2, p. 19 (1.5.2011) :

Man bestimme die Lösungsmengen der folgenden Gleichungssysteme in Abhängigkeit vona ∈ Q. (Der Fall
a=1 des ersten Systems ist das zweite Gleichungssystem aus Aufg. 3.)

x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 = 3
2x1 + 5x2 − 8x3 + 6x4 = 2
3x1 + 4x2 − 5x3 + 2x4 = a ,

2x1 − x2 + x3 + x4 = 1
x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
x1 + 7x2 − 4x3 + 11x4 = a .

Lösung: Wir verwenden für beide Gleichungssysteme das Gaußsche Eliminationsverfahren.

Beim ersten System addieren wir das(−2)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und das(−3)-fache der
ersten Gleichung zur dritten. Im nächsten Schritt addieren wir das 2-fache der zweiten Gleichung zur dritten
und sehen, dass das System genau dann lösbar ist, wenna = 17 gilt.

x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 = 3
2x1 + 5x2 − 8x3 + 6x4 = 2
3x1 + 4x2 − 5x3 + 2x4 = a ,

x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 = 3
x2 − 2x3 + 2x4 = −4

− 2x2 + 4x3 − 4x4 = a−9,

x1 + x3 − 2x4 = 11
x2 − 2x3 + 2x4 = −4

0 = a−17.

Bei a=17 ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems somit die Ebene

L =
{

(x1, x2, x3, x4)
∣

∣ x1 = −x3+2x4+11, x2 = 2x3−2x4−4 , x3, x4 ∈ R beliebig
}

=
{

(−x3+2x4+11, 2x3−2x4−4, x3, x4)
∣

∣ x3, x4 ∈ R beliebig
}

= (11, −4, 0, 0) + R(−1, 2, 1, 0) + R(2, −2, 0, 1) .

Beim zweiten System vertauschen wir zunächst die beiden ersten Gleichungen und addieren dann das(−2)-
fache der ersten Gleichung zur zweiten und das(−1)-fache der ersten Gleichung zur dritten. Im nächsten
Schritt teilen wir die zweite Gleichung durch den Koeffizienten−5 von x2, schließlich addieren wir das
(−5)-fache der zweiten Gleichung von der dritten und sehen, dass das System genau dann lösbar ist, wenn
a = 5 gilt. In diesem Fall addieren wir noch das(−2)-fache der zweiten Gleichung zur ersten:

2x1 − x2 + x3 + x4 = 1
x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
x1 + 7x2 − 4x3 + 11x4 = a ,

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
2x1 − x2 + x3 + x4 = 1
x1 + 7x2 − 4x3 + 11x4 = a ,

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
− 5x2 + 3x3 − 7x4 = −3

5x2 − 3x3 + 7x4 = a−2,

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
x2 − 3

5x3 + 7
5x4 = 3

5

5x2 − 3x3 + 7x4 = a−2 ,

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2
x2 − 3

5x3 + 7
5x4 = 3

5

0 = a−5 ,

x1 + 1
5x3 + 6

5x4 = 4
5

x2 − 3
5x3 + 7

5x4 = 3
5

0 = a−5 .

Bei a=5 ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems somit die Ebene

L =
{

(x1, x2, x3, x4)
∣

∣ x1 = − 1
5x3−

6
5x4+

4
5 , x2 = 3

5x3−
7
5x4+

3
5 , x3, x4 ∈ R beliebig

}

=
{

(− 1
5x3−

6
5x4+

4
5, 3

5x3−
7
5x4+

3
5, x3, x4)

∣

∣ x3, x4 ∈ R beliebig
}

= ( 4
5, 3

5, 0, 0) + R(− 1
5, 3

5, 1, 0) + R(− 6
5, − 7

5, 0, 1) . •

Abschnitt 2.A, Aufg. 7, p. 20 (1.5.2011) :

Die Menge derm-Tupel (b1, . . . , bm) ∈ Km, für die ein lineares Gleichungssystem
∑n

j=1 aijxj = bi ,
i = 1, . . . , m, über dem KörperK eine Lösung besitzt, ist einK-Untervektorraum vonKm.

Beweis: SeiU die Menge derm-Tupel (b1, . . . , bm) ∈ Km, für die
∑n

j=1 aijxj = bi , i = 1, . . . , m, eine
Lösung inK besitzt.

Es ist 0= (0, . . . , 0) ∈ U , da die Gleichungen bei rechter Seite 0 eine Lösung haben, nämlich 0.

Sindb = (b1, . . . , bm) , b′ = (b′
1, . . . , b

′
m) ∈ U , so gibt esx = (x1, . . . , xn) , x ′ = (x ′

1, . . . , x
′
n) ∈ Kn mit

∑n
j=1 aijxj = bi ,

∑n
j=1 aijx

′
j = b′

i , i = 1, . . . , m. Es folgt
∑n

j=1 aij (xj+x ′
j ) =

∑n
j=1 aijxj +

∑n
j=1 aijx

′
j =

∑n
j=1 aij (xj+x ′

j ) = bi + b′
i und

∑n
j=1 aij rxj = rbi , i = 1, . . . , m. Daher sind auchb + b′ undrb für r ∈ K

Elemente vonU , undU ist ein Unterraum vonKm. •
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Abschnitt 2.A, Variante zuAufg. 7, p. 20 (1.5.2011) :

Seienaij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, feste Elemente eines KörpersK. Die MengeU der n-Tupel
x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, für die wenigstens eines der linearen Gleichungssysteme

a11x1 + · · · + a1nxn = b1 , . . . , am1x1 + · · · + amnxn = bm

mit Elementenbi ∈ K, für dieb1 + · · · + bm = 0 gilt, die Lösungx besitzt, ist einK-Unterraum vonKn.

Beweis: Es ist 0 = (0, . . . , 0) ∈ U , da die Gleichungen mitbi := 0 die Lösung 0 haben und dafür
b1 + · · · + bm = 0 + · · · + 0 = 0 gilt.

Sindx = (x1, . . . , xn) , x ′ = (x ′
1, . . . , x

′
n) ∈ U , so gibt esb = (b1, . . . , bm) , b′ = (b′

1, . . . , b
′
m) ∈ Km mit

∑n
j=1 aijxj = bi ,

∑n
j=1 aijx

′
j = b′

i , i = 1, . . . , m, und
∑m

i=1 bi =
∑m

i=1 b′
i = 0. Es folgt

∑n
j=1 aij (xj+x ′

j ) =
∑n

j=1 aijxj +
∑n

j=1 aijx
′
j =

∑n
j=1 aij (xj + x ′

j ) = bi + b′
i und

∑n
j=1 aij rxj = rbi , i = 1, . . . , m, sowie

∑m
i=1(bi + b′

i) =
∑m

i=1 bi +
∑m

i=1 b′
i = 0 und

∑m
i=1(rbi) = r

∑m
i=1 bi = 0. Daher sind auchx + x ′ undrx

für r ∈ K Elemente vonU , undU ist ein Unterraum vonKn. •



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 1 9

3 Basen und Dimension von Vektorräume

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 1, p. 27 (1.5.2011) :

Man zeige, dass die Vektoren(1+ i , 1) , (1 , 1− i) eine Basis desC-VektorraumsC2 bilden.

Beweis:Es ist zu zeigen, dass die beiden Vektoren linear unabhängig sind undC2 erzeugen.

Zum Nachweis der linearen Unabhängigkeit seienr, s ∈ C mit r(1+ i , 1) + s(1 , 1− i) = 0 . Es folgt
(1+ i)r + s = 0 und r + (1− i)s = 0. Die erste dieser Gleichungen liefertr = −s/(1+ i) = (− 1

2 + i
2)s .

Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich(− 1
2 + i

2)s + (1− i)s = ( 1
2 − i

2)s = 0, d.h.s =0, und dann
auchr =0. Die beiden Vektoren sind also in der Tat linear unabhängig.

Wir zeigen nun, dass die beiden VektorenC2 erzeugen. Sei dazu(a, b) ∈ C2. Wir suchenr, s ∈ C mit
r(1+ i , 1) + s(1 , 1− i) = (a, b) , also (1+ i)r + s = a , r + (1− i)s = b . Die erste dieser Gleichungen
liefert s = a − (1+ i)r . Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sichr + (1− i)

(

a − (1+ i)r
)

= b, d.h.
−r + (1− i)a = b, r = (1− i)a − b , und danns = a − (1− i)r = a − (1+ i)

(

(1− i)a − b
)

= −a + (1+ i)b .
Die angegebenen Vektoren erzeugen also auchC2 und bilden insgesamt eine Basis vonC2.

Beweisvariante: Da C2 nach Beispiel 3.B.5 (1) die Dimension 2 hat, liefert Satz 3.B.7, dass 2 Vektoren
bereits dann eine Basis vonC2 bilden , wenn sie linear unabhängig sind oder wenn sieC2 erzeugen. Es hätte
also einer der beiden obigen Beweisteile genügt. •

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 1, p. 27 (1.5.2011) :

Man zeige, dass die Vektoren(2i , 2− i) , (2+ i , −2i) eine Basis desC-VektorraumsC2 bilden.

Beweis:Es ist zu zeigen, dass die beiden Vektoren linear unabhängig sind undC2 erzeugen.

Zum Nachweis der linearen Unabhängigkeit seienr, s ∈ C mit r(2i , 2− i) + s(2+ i , −2i) = 0 , d.h. mit
2ir+(2+i)s = 0 und(2−i)r−2is = 0. Die erste dieser Gleichungen liefertr = −(2+i)s/(2i) = (− 1

2+i)s.
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich(2− i)(− 1

2+ i)s − 2is = 1
2 i s = 0, d.h.s =0, und dann auch

r =0. Die beiden Vektoren sind also in der Tat linear unabhängig.

Wir zeigen nun, dass die beiden VektorenC2 erzeugen. Sei dazu(a, b) ∈ C2. Wir suchenr, s ∈ C mit
r(2i , 2− i)+ s(2+ i , −2i) = (a, b) , haben also die Gleichungen 2ir + (2+ i)s = a und(2− i)r − 2is = b

zu lösen. Die erste dieser Gleichungen liefertr = −
(

(2+i)s/(2i)
)

+a/(2i) = (− 1
2 +i)s − 1

2 ia . Eingesetzt
in die zweite Gleichung ergibt sich(2− i)

(

(− 1
2 + i)s − 1

2 ia
)

− 2is = b , d.h. 1
2 i s − ( 1

2 + i)a = b ,
s = ( 1

2 + i)a · (−2i) + b(−2i) = (2 − i)a − 2ib . Damit ist schließlichr = (− 1
2 + i)s − 1

2 ia =

(− 1
2 + i)

(

(2− i)a − 2ib
)

− 1
2 ia = 2ia + (2+ i)b .

Die angegebenen Vektoren erzeugen also auchC2 und bilden insgesamt eine Basis vonC2.

Beweisvariante: Da C2 nach Beispiel 3.B.5 (1) die Dimension 2 hat, liefert Satz 3.B.7, dass 2 Vektoren
bereits dann eine Basis vonC2 bilden , wenn sie linear unabhängig sind oder wenn sieC2 erzeugen. Es hätte
also einer der beiden obigen Beweisteile genügt. •

Abschnitt 3.A, Teil vonAufg. 2, p. 27 (1.5.2011) :

Seienx, y, z linear unabhängige Vektoren einesQ-VektorraumesV . Man untersuche die folgenden Systeme
auf lineare Unabhängigkeit:a) x + y + z, 2y + 3z, x − y + z . b) x + y + 2z, x + 2y + 5z, 5x + 3y + 4z .

d) x + y + z, 2x + y + z, x + y + 3z, x − y .

Lösung: a) Sind r, s, t ∈ Q mit r (x +y +z) + s (2x +3z) + t (x −y +z) = 0 , so ergeben sich wegen
der linearen Unabhängigkeit vonx, y, z die drei Gleichungenr +2s+ t = 0 , r − t = 0 , r +3s+ t = 0 .
Subtraktion der zweiten von der ersten bzw. dritten Gleichung liefert 2s+2t = 0 bzw. 3s+ 2t = 0. Die
Subtraktion der beiden so erhaltenen Gleichungen ergibts = 0 und somitr + t = 0. Zusammen mit der
Gleichungr−t = 0 liefert diesr = t = 0 . Die Vektorenx+y+z , 2x+y+z , x+y+3z sind also auch
linear unabhängig.

b) Sind r, s, t ∈ Q mit r (x+y+2z) + s (x+2y+5z) + t (5x+3y+4z) = 0 , so ergeben sich wegen der
linearen Unabhängigkeit vonx, y, z die drei Gleichungenr+s+5t = 0 , r+2s+3t = 0 , 2r+5s+4t = 0 .
Addition des(−1)-fachen der ersten Gleichungen zur zweiten und des(−2)-fachen der ersten Gleichungen
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zur dritten liefert jeweilss−2t = 0, d.h.s =2t . Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dannr = −7t . Da
es keine weiteren Bedingungen anr, s, t gibt, können wir nunt = 1, r = −7, s = 2 wählen und erhalten in
der Tat in−7(x+y+2z) + 2(x+2y+5z) + 1· (5x+3y+4z) eine Linearkombination der betrachteten drei
Vektoren mit nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich 0 ist. Die Vektorenx+y+2z , x+2y+5z ,
5x+3y+4z sind also linear abhängig.
c) Sind r, s, t, u ∈ Q mit r (x + y + z) + s (2x + y + z) + t (x + y + 3z) + u(x − y) = 0 , so ergeben sich
wegen der linearen Unabhängigkeit vonx, y, z die drei Gleichungenr +2s + t +u = 0, r + s + t −u = 0,
r + s + 3t = 0. Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung lieferts + 2u = 0, alsos = −2u.
Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichung liefert 2t +u = 0, alsot = − 1

2u. Einsetzen in die dritte
Gleichung ergibtr = −s−3t = 2u+ 3

2u = 7
2u. Da es keine weiteren Bedingungen anr, s, t, u gibt, können

wir nun u = 2, r = 1, s = −4 und t = −1 wählen und erhalten in der Tat in

7(x +y + z) − 4(2x +y + z) − 1· (x +y +3z) + 2(x −y)

eine Linearkombination der betrachteten vier Vektoren mit nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich
0 ist. Sie sind also linear abhängig.
Beweisvariantezu c) : Der vonx, y, z erzeugte Vektorraum ist 3-dimensional. Nach Satz 3.B.9 (1) sind 4
Vektoren in diesem Vektorraum also stets linear abhängig. •

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 2, p. 27 (1.5.2011) :
Seienx, y, z linear unabhängige Vektoren einesQ-VektorraumesV . Man untersuche die folgenden Systeme
auf lineare Unabhängigkeit:a) x +y + z , 2x +y + z , x +y +3z. b) x −y − z , −2x +y + z , x +y + z .

Lösung: a) Sind r, s, t ∈ Q mit r (x+y+z) + s (2x+y+z) + t (x+y+3z) = 0 , so ergeben sich wegen
der linearen Unabhängigkeit vonx, y, z die drei Gleichungenr+2s+t = 0 , r+s+t = 0 , r+s+3t = 0 .
Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichung liefert 2t = 0, d.h.t = 0. Subtraktion der zweiten von
der ersten Gleichung lieferts = 0. Schließlich folgtr = 0. Die Vektorenx+y+z , 2x+y+z , x+y+3z

sind also auch linear unabhängig.
b) Sind r, s, t ∈ Q mit r (x−y−z) + s (−2x+y+z) + t (x+y+z) = 0 , so ergeben sich wegen der linearen
Unabhängigkeit vonx, y, z die drei Gleichungenr−2s+t = 0 , −r+s+t = 0 , −r+s+t = 0 . Die dritte
Gleichung stimmt mit der zweiten überein und kann daher weggelassen werden. Addition der beiden ersten
Gleichungen liefert−s+2t = 0, d.h.s =2t . Einsetzen in die zweite Gleichung liefert dannr =3t . Da es
keine weiteren Bedingungen anr, s, t gibt, können wir nunt =1, r =3, s =2 wählen und erhalten in der Tat
in 3(x−y−z) + 2(−2x+y+z) + 1· (x+y+z) eine Linearkombination der betrachteten drei Vektoren mit
nicht verschwindenden Koeffizienten, die gleich 0 ist. Die Vektorenx−y−z , −2x+y+z , x+y+z sind
also linear abhängig.

Abschnitt 3.A, Teil vonAufg. 4, p. 27 (1.5.2011) :
Die Elementex1, . . . , xn seien linear unabhängig imK-VektorraumV , und es seix =

∑n
i=1 aixi ∈ V mit

ai ∈ K . Genau dann sind die Elementex1 −x, . . . , xn −x linear unabhängig, wenna1 + · · · + an 6= 1 ist.
Beweis:Bei a1+ · · ·+ an = 1 ist a1(x1−x)+ · · ·+ an(xn−x) = (a1x1 + · · ·+ anxn)− (a1+ · · ·+ an) x =

x − x = 0, wobei nicht alle Koeffizientenai gleich 0 sein können. Die Vektoren sind dann linear abhängig.
Sei nuna1+ · · · + an 6= 1 und seir1(x1−x) + · · · + rn(xn−x) = 0 für rj ∈ K. Unter Umbenennung voni
in j undj in i in der zweiten Summe ergibt sich

0 =

n
∑

j=1

rj (xj −x) =

n
∑

j=1

rj

(

xj −

n
∑

i=1

aixi

)

=

n
∑

j=1

rjxj −

n
∑

j=1

rj

n
∑

i=1

aixi =

n
∑

j=1

rjxj −

n
∑

i=1

ri

n
∑

j=1

ajxj

=

n
∑

j=1

(

rj − aj

n
∑

i=1

ri

)

xj .

Da diexj linear unabhängig sind, folgtrj − aj

n
∑

i=1

ri = 0 für allej und somit
n

∑

j=1

rj =
(

n
∑

j=1

aj

)(

n
∑

i=1

ri

)

.

Wegen
n

∑

j=1

aj 6= 1 folgt
n

∑

i=1

ri = 0 und schließlichrj = aj

n
∑

i=1

ri = 0, j =1, . . . , n. Das war zu zeigen.•
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Abschnitt 3.A, Aufg. 13, p. 28 (1.5.2011) :

Seienx1, . . . , xn eine Basis desK-VektorraumsV undaij ∈ K, 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Genau dann ist auch

y1 = a11x1 , y2 = a12x1 + a22x2 , . . . , yn−1 = a1,n−1x1 + · · · + an−1,n−1xn−1 , yn = a1nx1 + · · · + annxn

eine Basis vonV , wenna11 · · · ann 6= 0 ist.

Beweis:Sei zunächsta11 · · · ann 6= 0. Durch Induktion übern zeigen wir, dassy1, . . . , yn eine Basis vonV
ist. Im Falln=1 ista11 6= 0 und somit auchy1 6= 0, alsoy1 linear unabhängig. Außerdem ist jedes Vielfache
vonx1 dann auch ein Vielfaches vonx1, d.h.y1 erzeugt auchV .

Beim Schluss vonn−1 aufn ist a11 · · · an−1, n−1 6= 0. Die Vektorenx1, . . . , xn−1 sind linear unabhängig,
also Basis einesK-VektorraumsV ′. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dassy1, . . . , yn−1 ebenfalls eine
Basis vonV ′ ist. Ferner istann 6= 0, d.h. das Elementxn lässt sich mit Elementenx ′

n ∈ V ′ in folgender Form
schreiben:xn = a−1

nn yn − (a−1
nn a1nx1 + · · · + a−1

nn an−1, n−1xn−1) = a−1
nn yn+x ′

n. Dann istyn = annxn − annx
′
n.

Wir zeigen, dassy1, . . . , yn ein Erzeugendensytem vonV ist. Sei dazux ∈ V . Dann gibt esx ′ ∈ V ′ und
a∈ K mit x = x ′+ axn = x ′ + aa−1

nn yn + ax ′
n. Das Elementx ′+ ax ′

n ∈ V ′ lässt sich als Linearkombination
der Basisvektoreny1, . . . , yn−1 vonV ′ schreiben, folglich alsox als Linearkombination vony1, . . . , yn.

Wir zeigen nun, dassy1, . . . , yn linear unabhängig sind. Sei dazub1y1 + · · · + bnyn = 0 für b1, . . . , bn ∈ K.
Wir erhaltenb1y1 + · · · + bn−1yn−1 − bnannx

′
n + bnannxn = b1y1 + · · · + bnyn = 0. Dabei lässt sich

b1y1 + · · · + bn−1yn−1 − bnannx
′
n ∈ V ′ als Linearkombination der Basiselementex1, . . . , xn−1 von V ′

schreiben:b1y1 + · · · + bn−1yn−1 − bnannx
′
n = a1x1 + · · · + an−1xn−1 mit Koeffizientena1, . . . , an−1 ∈ K.

Es folgt a1x1 + · · · + an−1xn−1 + bnannxn = 0. Die lineare Unabhängigkeit derx1, . . . , xn liefert dann
insbesonderebnann = 0, alsobn = 0 wegenann 6= 0. Somit istb1y1 + · · · + bn−1yn−1 = 0, und dann
b1 = · · · = bn−1 = 0, day1, . . . , yn−1 nach Induktionsvoraussetzung linear unabhängig waren.

Durch Induktion übern zeigen wir nun umgekehrt, dassa11 · · · ann 6= 0 ist, wenny1, . . . , yn linear unabhängig
sind. Im Falln = 1 ist y1 = 0 bei a11 = 0, alsy1 sicher nicht linear unabhängig. Beim Schluss von
n−1 auf n seieny1, . . . , yn linear unabhängig. Dann sind insbesonderey1, . . . , yn−1 linear unabhängig,
und nach Induktionsvoraussetzung ista11 · · · an−1, n−1 6= 0. Nach dem ersten Teil des Beweises ist dann
Kx1+· · ·+Kxn−1 = Ky1+· · ·+Kyn−1. Wäreann = 0, so wäreyn ∈ Kx1+· · ·+Kxn−1 = Ky1+· · ·+Kyn−1,
und es gäbe eine Darstellungyn = a1y1 + · · · + an−1yn−1 im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der
y1, . . . , yn. Also istann 6= 0 und daher insgesamt aucha11 · · · ann 6= 0.

Beweisvariante:Verwendet man Ergebnisse ausAbschnitt 3.B, so lässt sich der vorstehende Beweis wesent-
lich verkürzen: Wie oben zeigt man, dassy1, . . . , yn ein Erzeugendensytem vonV ist, wenna11 · · · ann 6= 0
ist. Wegen DimKV = n ist danny1, . . . , yn nach Satz 3.B.7 bereits eine Basis vonV .

Ist umgekehrty1, . . . , yn eine Basis, so schließt man wie obena11 · · · an−1, n−1 6= 0. Wäre nunann = 0,
so könnten dien Vektoreny1, . . . , yn im (n−1)-dimensionalen Raum mit der Basisx1, . . . , xn−1 nach Satz
3.B.9 nicht linear unabhängig sein. Also ista11 · · · ann 6= 0. •

Abschnitt 3.A, Aufg. 18, p. 29 (1.10.2011) :

Seienλ1, . . . , λn paarweise verschiedene Elemente im KörperK. Dann sind

x1 := (1, λ1 , λ2
1 , . . . , λn−1

1 ) , . . . , xn := (1, λn , λ2
n , . . . , λn−1

n )

linear unabhängig inKn.

Beweis: Wir verwenden Induktion übern. Fürn= 1 ist x1 = 1 von 0 verschieden, also linear unabhängig
in K1 = K.

Beim Schluss vonn−1 aufn folgt aus
n
∑

i=1
aixi =0 mitai ∈ K durch Betrachten der Komponenten

n
∑

i=1
aiλ

k
i =0,

k= 0 , . . . , n−1. Subtrahieren derk-ten Gleichung vomλn-fachen der(k−1)-ten liefert
n−1
∑

i=1
ai(λn−λi)λ

k−1
i =

λn

n
∑

i=1
aiλ

k−1
i −

n
∑

i=1
aiλ

k
i = 0, k = 1, . . . , n−1. Für x ′

i := (1, λi , . . . , λ
n−2
i ) , i = 1, . . . , n−1, folgt

n−1
∑

i=1
ai(λn−λi)x

′
i = 0. Da diex ′

i nach Induktionsvoraussetzung linear unabhängig sind, folgtai(λn−λi) = 0,
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also ai = 0 wegenλi 6=λn für i = 1, . . . , n−1. Einsetzen in
n
∑

i=1
aiλ

0
i =

n
∑

i=1
ai = 0 ergibt schließlich auch

an = 0. •

Abschnitt 3.A, Aufg. 19, p. 29 (1.10.2011) :

Die Folgen
(1, λ, λ2, . . . , λn, . . .) ∈ KN , λ ∈ K ,

sind linear unabhängig im FolgenraumKN.

Beweis:Wir betrachten eine Linearkombination dieser Folgen, die gleich 0 ist. Nur endlich viele der darin
auftretenden Koeffizienten können6=0 sein. Sind dies etwa die Koeffizientena1, . . . , an der Folgen zu den

paarweise verschiedenen Elementeλ1, . . . , λn ausK, so folgt
n
∑

i=1
aiλ

k
i = 0 für i = 1, . . . n und allek ∈ N,

also insbesondere fürk = 0, . . . , n−1. Setzt manxi := (1, λi, λ
2
i , . . . , λ

n−1
i ), so ist also

n
∑

i=1
aixi = 0 und

folglich a1 = · · · = an = 0, da diexi , i = 1, . . . , n, nach Aufg. 18 linear unabhängig überK sind. •

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 24, p. 30 (1.5.2011) :

V sei derR-Vektorraum der FunktionenR → R. Die Elementef1, . . . , f4 von V seien definiert durch
f1(x) := sinx , f2(x) := cosx , f3(x) := cos 2x , f4(x) := cos(x+ 2) . Man bestimme eine Basis des von
f1, f2, f3, f4 erzeugten UnterraumsU vonV .

Lösung: Nach dem Additionstheorem des Kosinus istf4(x) = cos(x+ 2) = cos 2· cosx − sin 2· sinx =

− sin 2 · f1(x) + cos 2· f2(x), d.h. die Funktionf4 ist eine Linearkombination vonf1, f2, f3, die daher
ebenfallsU erzeugen.

Die Funktionenf1, f2, f3 sind auch linear unabhängig und bilden daher insgesamt eine Basis vonU . Zum
Beweis seirf1+ sf2+ tf3 = 0 mit r, s, t ∈ R, d.h.r sinx+ s cosx+ t cos 2x = 0 für allex ∈ R. Setzt man
hierin x = 0, so sieht mans+ t = 0. Fürx = π/2 bzw. x = π ergibt sichr − t = 0 bzw.−s + t = 0.
Addition der ersten und dritten so erhaltenen Gleichung liefertt = 0 und dann auchr = s = 0. •

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011) :

Die Funktionent 7→ coskt , k ∈ N, und t 7→ sinkt , k ∈ N∗, sind alle zusammen linear unabhängig im
R-Vektorraum Abb

(

[0 , 2π ] , R
)

der reellwertigen Funktionen auf [0, 2π ] .

Beweis:Wir haben eine für allet ∈ R verschwindende Linearkombinationen der Form
m

∑

k=0

ak coskt +

n
∑

k=1

bk sinkt = 0 , ak, bk ∈ R ,

zu betrachten und zu zeigen, dass alleak, bk ebenfalls 0 sind. Dazu multiplizieren wir die obige Relation
zunächst mit cosℓt und integrieren dann von 0 bis 2π . Da gilt

2π
∫

0

coskt cosℓt dt =

{

2π , k= ℓ= 0,
π , k= ℓ 6= 0,
0 , sonst,

und

2π
∫

0

sinkt cosℓt dt = 0 ,

vgl. die Aufgabenlösungen zu Band 1, Abschnitt 16.B, folgt fürℓ ∈ {1, . . . , m} (bzw.ℓ = 0) sofortπaℓ = 0
(bzw. 2πa0 = 0) , d.h.ak = 0 für allek = 0, . . . , m. Indem man nun fürk, ℓ ∈ N∗ die verbleibende Relation

n
∑

k=1

bk sinkt = 0

mit sinℓt multipliziert und die ebenfalls am oben gennannten Ort bewiesene Gleichung
2π
∫

0

sinkt sinℓt dt =
{

π , k= ℓ 6= 0,
0 , sonst,

verwendet, sieht man analogbk = 0 für k = 1, . . . , n. •
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Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011) :

Die Funktionent 7→ eαt , α∈ R, auf dem Intervall [a, b] , a<b, sind linear unabhängig überR.

Beweis:Sei α1< · · · <αn ∈ R und sei
n
∑

j=1
rj eαj t = 0 (für allet ∈ [a, b] ) eine verschwindende Linearkom-

bination der betrachteten Funktionen. Indem wir diese Gleichung mite−α1t multiplizieren, erhalten wir eine
ebensolche Linearkombination mit nichtnegativen Exponentenαj , und wir können gleichα1≥0 annehmen.

Angenommen, es seirn 6= 0. Durch k-faches Differenzieren erhalten wir
n
∑

j=1
rjα

k
j eαj t = 0 und somit

eαnt = −

n−1
∑

j=1

rj
rn

(αj

αn

)k

eαj t . Für k → ∞ (undt fest) geht die rechte Seite dieser Gleichung gegen 0 wegen

0<
αj

αn
<1, die linke Seite ist aber konstant6=0. Widerspruch! Also istrn = 0 und dannrj = 0 für allej . •

Abschnitt 3.A, Variante zuAufg. 25, p. 30 (1.5.2011) :

Die Funktionenx 7→ ei kx , k∈ N, sind linear unabhängig imC-Vektorraum aller komplexwertigen Funktio-
nen auf [0, 2π ] .

Beweis:Es genügt, eine Linearkombination der Form
m2
∑

k=m1

cke
i kx = 0 , ck ∈ C, mit m1, m2∈ Z zu betrachten,

die für allex ∈ [0 , 2π ] verschwindet und zu zeigen, dass alleck ebenfalls 0 sind. Dazu multiplizieren wir
die obige Relation zunächst mite−i ℓx und integrieren dann von 0 bis 2π . Wegen

2π
∫

0

ei kxe−i ℓx dx =

2π
∫

0

ei (k−ℓ)x dx =

{

2π , k= ℓ,
1

i(k−ℓ)
(e2π i (k−ℓ) − e0·i (k−ℓ)) = 0 , sonst,

folgt für ℓ ∈ {m1, . . . , m2} sofort 2πcℓ = 0, d.h.cℓ = 0, für alleℓ. •

Abschnitt 3.B, Variante zuAufg. 4, p. 37 (1.5.2011) :

Bestimmen Sie die Dimensionen der UnterräumeU undW , U + W undU ∩ W für folgende Unterräume
im gegebenenR-VektorraumsV .

a) V := R3, U :=
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣

∣ x1 + x2 = 0
}

,
W :=

{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣

∣ x1 + x3 = 0, x1 − x2 − x3 = 0
}

.

b) V := R4, U :=
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣

∣ x1 − x2 + x3 = 0 , x1 + x2 − x4 = 0
}

,

W :=
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣

∣ x1 + x2 − 2x3 = 0, x1 + 5x2 − 4x4 = 0
}

.

Lösung: a)U ist der Unterraum
{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1 = −x2 , x2, x3 ∈ R
}

=
{

(−x2, x2, x3)
∣

∣ x2, x3 ∈ R
}

=

R(−1, 1, 0) + R(0, 0, 1) . Da die beiden Vektoren(−1, 1, 0) und (0, 0, 1) alsoU erzeugen und offenbar
linear unabhängig sind, ist DimRU = 2. Ferner istW =

{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1 = −x3 , x2 = x1− x3 , x3 ∈ R
}

=
{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x1= −x3 , x2= −2x3 , x3∈ R
}

=
{

(−x3, −2x3, x3)
∣

∣ x3∈ R
}

= R(−1, −2, 1) .

Da derVektor(−1, −2, 1) alsoW erzeugt und alsVektor6=0 offenbar linear unabhängig ist, ist DimRW = 1.
Schließlich istU ∩ W der Unterraum vonR3, der aus den(x1, x2, x3) besteht, deren Koeffizienten die
Gleichungenx1+ x2 = 0 , x1+ x3 = 0 , x1− x2− x3 = 0 erfüllen. Aus den ersten beiden Gleichungen
ergibt sichx1 = −x2 = −x3. Einsetzen in die letzte Gleichung liefert 3x1 = 0, d.h.x1 = 0, und dann
auchx2 = x3 = 0. Daher istU ∩ W = 0, DimR(U ∩ W) = 0. Die Dimensionsformel liefert nun
DimR(U+W) = DimRU + DimRW − DimR(U ∩ W) = 2 + 1 − 0 = 3.

b) Für den UnterraumU gilt U =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣

∣ x3 = −x1+x2 , x4 = x1+x2 , x1, x2 ∈ R
}

=
{

(x1, x2, −x1+ x2 , x1+ x2)
∣

∣ x2, x3 ∈ R
}

= R(1, 0, −1, 1) + R(0, 1, 1, 1) . Da die Vektoren(1, 0, −1, 1)

und (0, 1, 1, 1) alsoU erzeugen und offenbar linear unabhängig sind, ist DimRU = 2. Ferner istW =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣

∣ x3= 1
2x1+

1
2x2 , x4 = 1

4x1 + 5
4x2 , x1, x2∈ R

}

=
{

(x1, x2,
1
2x1+

1
2x2 , 1

4x1 + 5
4x2)

∣

∣

x1, x2 ∈ R
}

= R(1, 0, 1
2, 1

4) + R(0, 1, 1
2, 5

4) . Da die Vektoren(1, 0, 1
2, 1

4) und(0, 1, 1
2, 5

4) alsoW erzeugen
und offenbar linear unabhängig sind (keiner ist ein Vielfaches des anderen) , ist DimRW = 2.
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Schließlich istU ∩ W der Unterraum vonR4, der aus den(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 besteht, deren Komponenten
die Gleichungenx1−x2+x3 = 0 , x1+x2−x4 = 0 , x1+x2− 2x3 = 0 , x1+5x2−4x4 = 0 erfüllen. Aus der
ersten und dritten Gleichung ergibt sich−x1+x2 = x3 = 1

2x1 + 1
2x2, also1

2x2 = 3
2x1, x2 = 3x1. Einsetzen in

die erste bzw. zweite Gleichung liefertx3 = 2x2 bzw.x4 = 4x1. Die vierte Gleichung ist dann bei beliebigem
x1 erfüllt. Daher istU ∩ W =

{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣

∣ x2 = 3x1 , x3 = 2x1 , x4 = 4x1
}

= R(1, 3, 2, 4) . Da
(1, 3, 2, 4) als Vektor6=0 linear unabhängig ist, ist DimR(U ∩ W) = 1. Die Dimensionsformel liefert nun
DimR(U+W) = DimRU + DimRW − DimR(U ∩ W) = 2 + 2 − 1 = 3. •

Abschnitt 3.B, Aufg. 15, p. 38 (1.5.2011) :

SeiV ein Vektorraum der Dimensionn∈ N.

a) SindH1, . . . , Hr Hyperebenen inV , so ist Dim(H1 ∩ · · · ∩ Hr) ≥ n − r .

b) Ist U ⊆ V ein Unterraum der Kodimensionr, so gibt esr HyperebenenH1, . . . , Hr in V mit U =

H1 ∩ · · · ∩ Hr .

Beweis:a) Wir verwenden Induktion überr. Bei r = 0 ist der Durchschnitt von 0 Hyperebenen definitions-
gemäß gleichV und hat die Dimensionn.

Beim Schluss vonr−1 aufr gilt nach Induktionsvoraussetzung Dim(H1 ∩ · · · ∩ Hr−1) ≥ n − (r−1) . Die
Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegenH1 +· · ·+Hr ⊆ V , also Dim(H1 +· · ·+Hr) ≤ n, und wegen
Dim Hr = n−1 :

Dim (H1 ∩ · · · ∩ Hr) = Dim (H1 ∩ · · · ∩ Hr−1) + Dim Hr − Dim (H1 + · · · + Hr)

≥ n − (r − 1) + (n−1) − n = n− r .

b) Nach Voraussetzung ist DimU = n− r. Wir ergänzen eine Basisvr+1, . . . , vn von U zu einer Basis
v1, . . . , vr , vr+1, . . . , vn vonV und setzenHi := Kv1 + · · · + Kvi−1 + Kvi+1 + · · · + Kvr + · · · + Kvn für
i = 1, . . . , r. Dann gilt nach KonstruktionHi ⊇ U für alle i, alsoH1 ∩ · · · ∩ Hr ⊇ U . Angenommen, es sei
H1∩· · ·∩Hr 6= U . Dann gibt es einx ∈ H1∩· · ·∩Hr mit x /∈ U . Istx = a1v1+· · ·+anvn, a1, . . . , an ∈ K,
so istai 6= 0 für eini ∈ {1, . . . , r}. Wegenx ∈ Hi gibt es aber auch eine Darstellungx = a′

1v1 + · · · + a′
nvn,

a′
1, . . . , a

′
n ∈ K, mit a′

i = 0 im Widerspruch zur Eindeutigkeit einer solchen Basisdarstellung. •

Abschnitt 3.B, Aufg. 17, p. 38 (1.5.2011) :

Es seienU1 , U2 , U3 endlichdimensionale Unterräume einesK-VektorraumsV mit Ui ∩ Uj = 0 für i 6= j .
Dann gilt
Dim

(

(U1 + U2) ∩ U3
)

= Dim
(

(U1 ∩ (U2 + U3)
)

= Dim U1 + Dim U2 + Dim U3 − Dim (U1 + U2 + U3).

Beweis: WegenUi ∩ Uj = 0 gilt Dim (U1 + U2) = Dim U1 + Dim U2 nach Beispiel 3.B.13 (2). Mit der
Dimensionsformel 3.B.11 erhält man dann

Dim
(

(U1 + U2) ∩ U3
)

= Dim (U1 + U2) + Dim U3 − Dim (U1 + U2 + U3)

= Dim U1 + Dim U2 + Dim U3 − Dim (U1 + U2 + U3).

Die zweite Dimensionsformel ergibt sich, indem man hierinU1 undU3 vertauscht. •

Abschnitt 3.B, Aufg. 18, p. 42 (1.5.2011) :

Seienx1, . . . , xn ∈ Zn beliebige Vektoren mit ganzzahligen Komponenten. Für jedesλ ∈ Q−Z bilden dann
die Vektorenx1 + λe1 , . . . , xn + λen eine Basis vonQn.

1. Beweis: Nach Satz 3.B.7 genügt es zu zeigen, dass dien angegebenen Vektoren imn-dimensionalen
RaumQn linear unabhängig sind. Dazu betrachten wir eine Relationa1(x1+λe1) + · · · + an(xn+λen) = 0
mit Koeffizientena1, . . . , an ∈ Q. Sind nicht alleai = 0, so können wir nach Multiplikation mit einer
geeigneten ganzen Zahl annehmen, dass alleai ganze Zahlen sind, und dann nach Division durch den
größten gemeinsamen Teiler derai , dass sogar gilt ggT(a1, . . . , an) = 1.

Sei nunxi = (ai1, . . . , ain) für i = 1, . . . , n mit aij ∈ Z, und seiλ = a/b mit a, b∈ Z und ggT(a, b) = 1.
Für jeden Koeffizientenaj 6= 0 erhält man dann durch Betrachten derj -ten Komponente in der obigen
Relation

∑

i=1, i 6=j

aiaij + ajajj + ajλ = 0 , also b
(

∑

i=1, i 6=j

aiaij + ajajj

)

= −aja .
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Wegen ggT(a, b) = 1 muss dannb ein Teiler vonaj sein. Aus ggT(a1, . . . , an) = 1 folgt nunb = ±1, d.h.
λ∈ Z im Widerspruch zur Voraussetzung. •

2. Beweis:SeiA dien × n-Matrix mit den Zeilenx1, . . . , xn. Dann istA+ λEn die Matrix mit den Zeilen
x1+λe1 , . . . , xn+λen. Nach Lemma 8.B.6 sind diese Zeilen genau dann linear abhängig, wennA+λEn nicht
invertierbar ist. Nach Korollar 9.C.10 ist dies genau dann der Fall, wenn die Determinante Det(A+ λEn)

gleich 0 ist, d.h. wennλ ein Eigenwert von−A ist, also eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
χ−A = Det(XEn + A) von −A, vgl. Definition 11.A.4. Dies ist ein normiertes Polynom vom Gradn mit
ganzen Koeffizienten. Genau dann istλ∈ Q eine Nullstelle dieses Polynoms, wenn der LinearfaktorX−λ

ein Teiler vonχ−A(X) ist, also wenn es ein (notwendigerweise ebenfalls normiertes) PolynomQ ∈ Q[X]
mit χ−A(X) = (X− λ)Q gibt. Nun liefert Korollar 10.A.20 zum Gaußschen Lemma, dassX− λ undQ

dann inZ[X] liegen müssen. Insbesondere folgtλ∈ Z im Widerspruch zur Voraussetzung. – Es genügt hier
natürlich schon, das (kleine) Gaußsche Lemma aus Band 1, Aufg. 29a) zu benutzen. •

Abschnitt 3.B, Aufg. 21, p. 39 (1.10.2011) :

Für paarweise verschiedene Elementeλ0, . . . , λn eines KörpersK, in dem die Vielfachenm · 1K , m ∈ N∗,
alle 6=0 sind (Man sagt dann auch,K habe die C h a r a k t e r i s t i k 0), bilden(t− λ0)

n, . . . , (t− λn)
n eine

Basis des RaumesK[t ]n+1 aller Polynomfunktionen vom Grad≤ n aufK.

Allgemeiner gilt (unter den angegebenenVoraussetzungen überK undλ0, . . . , λn) sogar: Istf eine beliebige
Polynomfunktion vom Gradn überK, so sind die Polynomfunktionenf (t − λ0) , . . . , f (t − λn) linear
unabhängig überK.

Beweis:K[t ]n+1 besitzt die Basis 1, t, t2, . . . , tn und hat daher die Dimensionn+1. Nach Satz 3.B.7 genügt
es somit zu zeigen, dass die angegebenen Polynomfunktionen linear unabhängig sind.

Ist
n
∑

i=0
ai(t− λi)

n = 0 mit Koeffizientenai ∈K, so liefert die binomische Formel

0 =

n
∑

i=0

ai(t− λi)
n =

n
∑

i=0

ai

n
∑

k=0

(

n
k

)

tn−k(−λi)
k =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n
k

)

n
∑

i=0

aiλ
k
i tn−k .

Da 1, t, t2, . . . , tn linear unabhängig sind, ergibt sich(−1)k
(

n
k

) n
∑

i=0
aiλ

k
i = 0 , also

n
∑

i=0
aiλ

k
i = 0, für alle

k = 0, . . . , n. Nun ist 3.A, Aufg. 18 anwendbar und lieferta0 = · · · = an = 0. – Zum Beweis der

Verallgemeinerung verwenden wir fürk = 0, . . . , n die durchf (k)(t) :=
n
∑

j=k

j (j −1) · · · (j − k+1) bj tj−k

definiertek-te Ableitung der Polynomfunktionf (t) =
n
∑

j=0
bj t

j . (Bei K = R oderC handelt es sich um

die gewöhnlichen Ableitungen. Die Ableitungsregeln gelten auch für Polynomfunktionen über beliebigen
Körpern, vgl. 10.A, Aufg. 7.) Wegen Gradf = n ist bn 6= 0 und folglich Gradf (k) = n− k. Nach 3.A,
Aufg. 14a) sind die Polynomfunktionenf = f (0), . . . , f (n) = n! bn dann linear unabhängig. Mit Hilfe der
binomischen Formel und durch Vertauschen der Summenzeichen sieht man nämlich fürλ∈ K:

f (t− λ) =

n
∑

j=0

bj (t−λ)j =

n
∑

j=0

bj

j
∑

k=0

(

j

k

)

tj−k(−λ)k

=

n
∑

k=0

(−1)kλk

n
∑

j=k

j (j−1) · · · (j−k+1) bj
tj−k

k!
=

n
∑

k=0

(−1)kλk f (k)(t)

k!
.

(Dies ist die Taylor-Formel.) Gilt nun
∑n

i=0 aif (t−λi) = 0 mit Koeffizientenai ∈ K, so folgt

0 =

n
∑

i=0

aif (t−λi) =

n
∑

i=0

ai

n
∑

k=0

(−1)kλk
i

f (k)(t)

k!
=

n
∑

k=0

(−1)k

k!

(

n
∑

i=0

aiλ
k
i

)

f (k)(t)

Die lineare Unabhängigkeit derf (k)(t) liefert
n
∑

i=0
aiλ

k
i = 0 für k = 0, . . . , n und dann wieder mit 3.A,

Aufg. 18 aucha0= · · · = an = 0. •
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Abschnitt 3.B, Aufg. 26, p. 42 (1.5.2011) :

Seienx1 = (a11 , . . . , a1n) , . . . , xn = (an1 , . . . , ann) Elemente vonKn mit |aii | >
n
∑

j=1, j 6=i

|aji |. Dann ist

x1, . . . , xn eine Basis vonKn.

Beweis:Nach Satz 3.B.7 ist nur zu zeigen,dassx1, . . . , xn linear unabhängig sind. Seib1x1+· · ·+bnxn = 0
für b1, . . . , bn ∈ K, und sei|bi0| maximal unter den reellen Zahlen|b1|, . . . , |bn|. Angenommen, es sei
bi0 6= 0. Indem wir die obige Gleichung durch|bi0| dividieren, können wir annehmen, dass|bi0| = 1 und

|bj | ≤ 1 gilt für j = 1, . . . , n. Wir betrachten nun diei0-te Komponente vonbi0xi0 = −
n
∑

j=1, j 6=i0

bjxj und

erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung:

|ai0i0| = |bi0ai0i0| =
∣

∣

n
∑

j=1, j 6=i0

bjaji0

∣

∣ ≤

n
∑

j=1, j 6=i0

|bj | |aji0| ≤

n
∑

j=1, j 6=i0

|aji0| . •

Abschnitt 3.B, Aufg. 29, p. 42 (1.10.2011) :

SeienK ein Körper mit mindestensn Elementen(n ∈ N∗) undV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.
U1 , . . . , Un seien Unterräume vonV der gleichen Dimensionr. Für jeden UnterraumUi sei eine Basis
gegeben. Dann gibt es DimKV − r Vektoren inV , die simultan die gegebenen Basen jeweils zu einer Basis
von ganzV ergänzen.

Beweis: Ist r < DimKV , so sind die UnterräumeU1, . . . , Un von V verschieden. Nach Lemma 1.C.12
ist dannU1 ∪ · · · ∪ Un 6= V . Wir können also einx1 ∈ V wählen mitx1 /∈ Ui für i = 1, . . . , n. Dann
ergänztx1 jeweils die Basis des UnterraumsUi zu einer Basis vonU ′

i := Ui + Kx1, i = 1, . . . , n, und es
gilt DimKU ′

i = r +1. In dieser Weise fortfahrend erhält man nachm := DimKV − r Schritten Vektoren
x1, . . . , xm ∈ V , die jede der gegebenen Basen zu einer Basis vonV ergänzen. •
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4 Affine Räume

Abschnitt 4.B, Aufg. 3, p. 55 (1.5.2011) :

Sei(P0 , . . . , Pn) ein nichtausgeartetesn-Simplex,n ≥ 2, im reellen affinen RaumE. Jeder PunktPi werde
mit einem positiven Gewichtai versehen,i = 0, . . . , n. Mit Si werde der Schwerpunkt der Seite des Simplex
bezeichnet, die durch Weglassen des PunktesPi gewonnen wird.

a) Die VerbindungsgeradenSiPi , i = 0, . . . , n, schneiden sich im SchwerpunktS der PunkteP0, . . . , Pn

bzgl. der Gewichtea0, . . . , an.

b) Für i = 0, . . . , n ist das Teilverhältnis(Si , S) : (S, Pi) gleichai/bi , wo bi die Summe der Gewichteaj ,
j 6= i, ist. (Sind alle Gewichte gleich, so ist dieses Teilverhältnis also einfach gleich 1/n. In diesem Fall
heißtS der S c h w e r p u n k t derP0, . . . , Pn schlechthin.)

Beweis: Der Schwerpunkt der Seite des Simplex, die durch Weglassen des PunktesPi gewonnen wird, ist

Si =
n
∑

j=0, j 6=i

aj

bi
Pj , bi :=

n
∑

j=0, j 6=i

aj . Der Schwerpunkts des ganzen Simplex istS =
n
∑

j=0

aj

b
Pj , b :=

n
∑

j=0
aj .

Dann liegtS auf jeder der VerbindungsgeradenSiPi wegen

S =
−→
PiS + Pi =

n
∑

j=0

aj

b

−−→
PiPj + Pi =

n
∑

j=0, j 6=i

aj

b

−−→
PiPj + Pi =

bi

b

n
∑

j=0, j 6=i

aj

bi

−−→
PiPj + Pi =

bi

b

−−→
PiSi + Pi .

Wegenbi = b− a gilt fernerS =
b−ai

b

−−→
PiSi + Pi = −

ai

b

−−→
PiSi +

−−→
PiSi + Pi =

ai

b

−−→
SiPi + Si und somit

(Si , S) : (S, Pi) = ai/bi . •

Abschnitt 4.B, Aufg. 4, p. 55 (1.5.2011) :

SeiE ein K-affiner Raum. Ein 4-Tupel(P, Q, R, S) von Punkten inE heißt ein V i e r e c k , wenn je drei
der PunkteP, Q, R, S nicht auf einer Geraden liegen.

a) Für ein beliebiges Viereck(P, Q, R, S) sind folgende Aussagen äquivalent: (1) Die GeradenPQ undSR

sowie die GeradenPS undQR sind jeweils parallel. (2) Es ist
−→
PQ =

−→
SR. (3) Es ist

−→
PS =

−→
QR. (Sind diese

äquivalenten Bedingungen erfüllt, so heißt das Viereck(P, Q, R, S) ein P a r a l l e l o g r a m m . )

Beweis: Ist (1) erfüllt, so gibt esλ, µ∈ R mit
−→
PQ = λ

−→
SR und

−→
QR = µ

−→
PS . Einsetzen in

−→
PQ +

−→
QR =

−→
PR =

−→
PS +

−→
SR liefert λ

−→
SR + µ

−→
PS =

−→
PS +

−→
SR , also(λ− 1)

−→
SR + (µ− 1)

−→
PS = 0. Wären

−→
SR und

−→
PS

linear abhängig. so wären nun auch
−→
PQ und

−→
QR linear abhängig, und die vier Punkte lägen auf ein und

derselben Gerade. Also sind
−→
SR und

−→
PS linear unabhängig, und es folgtλ− 1 = 0 undµ− 1 = 0, also

−→
PQ =

−→
SR und

−→
QR =

−→
PS . Daher gelten (2) und (3).

Gilt umgekehrt (2), also
−→
PQ =

−→
SR, so wegen

−→
PQ +

−→
QR =

−→
PR =

−→
PS +

−→
SR auch

−→
QR =

−→
PS , also (3).

Natürlich sind die GeradenPQ undSR sowie die GeradenPS undQR dann jeweils parallel, d.h. (1) ist
erfüllt. •
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b) Es sei 2= 1K + 1K 6= 0 in K, d.h. es sei CharK 6= 2. Für ein beliebiges Viereck(P, Q, R, S) bilden
die MittelpunkteM1, . . . , M4 der Strecken(P, Q) , (Q, R) , (R, S) , (S, P ) ein Parallelogramm, dessen
DiagonalenM1M3 undM2M4 sich im Schwerpunkt14P + 1

4Q + 1
4R + 1

4S schneiden. (Dabei versteht man
unter dem M i t t e l p u n k t einer Strecke(L, N) in E den Schwerpunkt12L + 1

2N .)

Beweis: Nach Konstruktion gilt
−−→
M1Q = 1

2

−→
PQ ,

−−→
QM2 = 1

2

−→
QR ,

−−→
SM3 = 1

2

−→
SR ,

−−→
M4S = 1

2

−→
PS , also

−−−→
M1M2 =

−−→
M1Q +

−−→
QM2 = 1

2

−→
PQ + 1

2

−→
QR = 1

2

−→
PR = 1

2

−→
PS + 1

2

−→
SR =

−−→
M4S +

−−→
SM3 =

−−−→
M4M3 . Nach a) ist

daher das Viereck(M1, M2, M3, M4) ein Parallelogramm.

Sei S0 := 1
4P + 1

4Q + 1
4R + 1

4S der Schwerpunkt des Vierecks(P, Q, R, S) . Wir zeigen, dassS0 der

Mittelpunkt 1
2

−−−→
M1M3 + M1 der DiagonaleM1M3 des Parallelogramms ist. Analog sieht man dassS0 auch

der Mittelpunkt der DiagonaleM4M2 ist, also der Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Dabei benutzen wir

die Identitäten
−−−→
M1M2 =

−−→
M1Q +

−−→
QM2 = 1

2

−→
PQ + 1

2

−→
QR ,

−−−→
M2M3 =

−−→
M2R +

−−→
RM3 = 1

2

−→
QR + 1

2

−→
RS und

M1 = 1
2

−→
PQ + P :

1
2

−−−→
M1M3 + M1 = 1

2

−−−→
M1M2 + 1

2

−−−→
M2M3 + M1 = 1

4

−→
PQ + 1

4

−→
QR + 1

4

−→
QR + 1

4

−→
RS + 1

2

−→
PQ + P

= 1
4

−→
PQ +

(

1
4

−→
PQ + 1

4

−→
QR

)

+
(

1
4

−→
PQ + 1

4

−→
QR + 1

4

−→
RS

)

+ P

= 1
4

−→
PQ + 1

4

−→
PR + 1

4

−→
PS + P =

−→
PS0 + P = S0 . •

Abschnitt 4.B, Aufg. 9, p. 56 (1.5.2011) :

SeienF1 = U1 + P1 und F2 = U2 + P2 affine Unterräume eines affinen RaumesE. Genau dann ist

F1 ∩ F2 6= ∅ , wenn
−−→
P1P2 ∈ U1 + U2 ist.

Beweis: Sei P ∈ F1 ∩ F2. Dann gibt esu1 ∈ U1 und u2 ∈ U2 mit u1 + P = P1 =
−−→
PP1 + P und

u2+P = P2 =
−−→
PP2 + P . Es folgt

−−→
P1P2 =

−−→
P1P +

−−→
PP2 = −

−−→
PP1 +

−−→
PP2 = −u1+ u2 ∈ U1 + U2.

Sei umgekehrt
−−→
P1P2 ∈ U1 + U2, also

−−→
P1P2 = u1+u2 mit u1∈ U1, u2∈ U2. Dann giltP = u1+P1 ∈ F1 und

P = u1+P1 = −u2+
−−→
P1P2 + P1 = −u2+P2 ∈ F2, alsoP ∈ F1 ∩ F2. •

Abschnitt 4.B, Aufg. 10, p. 56 (1.5.2011) :

SeienF1 und F2 affine Unterräume einesK-affinen RaumesE. Die affine Hülle vonF1 ∪ F2 heißt der
V e r b i n d u n g s r a u m vonF1 undF2 und werde mitF1 ∨ F2 bezeichnet.

a) SindF1 = U1 + P1 undF2 = U2 + P2 , so ist F1 ∨ F2 = (U1 + U2 + K ·
−−→
P1P2) + P1 .

b) SindF1 undF2 endlichdimensional und istF1 ∩ F2 6= ∅ , so gilt

Dim(F1 ∨ F2) + Dim(F1 ∩ F2) = Dim F1 + Dim F2 .

(Wie muss man die Formel im FallF1 ∩ F2 = ∅ modifizieren?)

c) EnthältK mehr als zwei Elemente, und istF1 ∩F2 6= ∅, so istF1 ∨F2 die Vereinigung aller Verbindungs-
geradenP1P2 mit P1 6= P2 undP1 ∈ F1 , P2 ∈ F2 . (Man überlege sich an Hand von Gegenbeispielen, dass
eine analoge Aussage im FallF1 ∩ F2 = ∅ im Allgemeinen nicht gilt.)

Beweis: a) Offenbar umfasstF1 ∨ F2 = (U1 + U2 + K ·
−−→
P1P2) + P1 sowohlF1 = U1 + P1 als auch

F2 = U2 + P2 und damitF1 ∨ F2.
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Andererseits enthältU ′ für jeder affine UnterraumU ′ + P von E, derF1 = U1 + P1 undF2 = U2 + P2

umfasst, auch
−−→
P1P2 und fernerU1 undU2. Insgesamt gilt daherF1 ∨ F2 ⊆ (U1 + U2 + K ·

−−→
P1P2) + P1.

b) BeiF1 ∩ F2 6= ∅ gilt
−−→
P1P2 ∈ U1 + U2 nach Aufg. 9. Aus a) folgt daherF1 ∨ F2 = (U1 + U2) + P1. Die

Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegenF1 ∩ F2 = (U1 ∩ U2) + P1:

Dim(F1 ∨ F2) = Dim(U1 + U2) = Dim U1 + Dim U2 − Dim(U1 ∩ U2)

= Dim F1 + Dim F2 − Dim(F1 ∨ F2) .

BeiF1∩F2 = ∅ gilt
−−→
P1P2 /∈ U1+U2 nachAufg. 9. Aus a) folgt daherF1∨F2 = (U1+U2)+K ·

−−→
P1P2)+P1.

Die Dimensionsformel 3.B.11 liefert dann wegenF1 ∩ F2 = (U1 ∩ U2) + P1:

Dim(F1 ∨ F2) = Dim(U1 + U2 + K ·
−−→
P1P2) = Dim U1 + Dim U2 + 1 − Dim(U1 ∩ U2)

= Dim F1 + Dim F2 + 1 − Dim(F1 ∨ F2) .

c) SeiP1 ∈ U1, P2 ∈ U2. Dann giltF1 = U1 + P1 undF2 = U2 + P2 mit UnterräumenU1, U2 des zuE

gehörenden Vektorraums V. WegenF1 ∩ F2 6= ∅ enthält dannU1+ U2 nach Aufg. 9 den Vektor
−−→
P1P2 und

F1 ∨ F2 dann auch die ganze GeradeP1P2.

Sei nunP ′ ∈ F1∩F2, alsoF1 = U1+P ′ undF2 = U2 +P ′. Ist dann umgekehrtP ∈ F1∩F2, so gilt es nach
Teil a) dieser Aufgabe Vektorenu1 ∈ U1 undu2 ∈ U2 mit P = u1+u2 + P ′. FürP1 := 2u1 + P ′ ∈ F1 und

P2 := 2u2 + P ′ ∈ F2 gilt dann
−−→
P1P2 = 2u2−2u1. Somit istP = u1+u2 + P ′ = (u2−u1) + (2u1+P ′) =

1
2

−−→
P1P2 + P1 ∈ P1P2.

Gegenbeispiel dazu fürF1∩F2 = ∅: Die beiden Geradeng1 := {(t, 0, 0) | t ∈ R}undg2 := {(0, s, 1) | s ∈ R}

sind windschief, d.h. ihr Verbindungsraum ist nach b) ein 3-dimensionaler Unterraum vonR3, also ganzR3.
Die Punkte auf den VerbindungsgeradenP1P2 von PunktenP1 ∈ g1 und P2 ∈ g2 haben dann die Form
(t, 0, 0) + r(−t, s, 1) mit r, s, t ∈ R. Der PunktP := (0, 1, 0) ∈ R3 lässt sich offensichtlich nicht in dieser
Form darstellen. •

Abschnitt 4.B, Aufg. 14, p. 57 (1.5.2011) :

SeienE ein endlichdimensionaler affiner Raum undF1 , F2 nichtleere disjunkte affine Unterräume vonE.
Dann gibt es disjunkte parallele affine HyperebenenH1 , H2 in E mit F1 ⊆ H1 , F2 ⊆ H2 .

Beweis:SeiF1 = U1+P1, F2 = U2+P2 mit UnterräumenU1, U2 des zugehörigen VektorraumsV . DaF1

undF2 disjunkt sind, gilt
−−→
P1P2 /∈ U1+U2 nach Aufg. 9. Man kann also eine Basisv1, . . . , vr von U1+U2

durchvr+1 :=
−−→
P1P2 und eventuell weitere Vektorenvr+2, . . . , vn zu einer Basisv1, . . . , vn vonV ergänzen.

Ist nunU der Unterraum vonV mit der Basisv1, . . . , vr , vr+2, . . . , vn, so gilt DimU = Dim V −1,U1 ⊆ U

und U2 ⊆ U . Daher sindH1 := U + P1 und H2 := U + P2 disjunkte parallele Hyperebenen inE mit
F1 ⊆ H1 undF2 ⊆ H2. •


