Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 1, 3. Aufl. (version 2010) Kapitel 4

10 Stetige Funktionen

Abschnitt 10.B, Aufg. 1a) p. 249 (1.8.2010):

Man berechne den Grenzwert Iniig—l m,ne 7 — {0}.
x—1 xMm—

Losung: Seiermn, n > 0. Wir benutzen die Summenformel fur die endliche geometrische Reihe, kiirzen den
Faktorx — 1 und verwenden dann die Grenzwertrechenregeln:

n__ _ n—1 n—-2_, ... n—1 n—2_4 ...
X 1—Iim x=D&" - x" "+ x4+ 1) _lim X +x"+---+x+1 n

lim =—.
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Dieses Ergebnis erhalt man auch bei negativen Exponenten. Beispielsweise ist mit dem bereits Gezeigten:
1 x"-1_ 1 n_—-n

x—1 xm—1 x—=1 xt xm—-1 1@ m “m

Man hatte hier auch die Definition der Ableitung vofibzw.x” im Punkt 1 sowie die Grenzwertrechenregeln
benutzen kdnnen:

xﬂ_l:lim );T_Zlil_)lclﬂ]lx ]iL _(X")/ix 1 _ nx”_1| _n .
x>l xm—1 x»1 x"—=1 lim * -1 xm)/| . mxm—1 |x: m
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Abschnitt 10.B, Variante zuAufg. 1a), p. 249 (1.8.2010):
Man berechne den Grenzwerri_lllr?:— m,n € Z — {0}, m, n beide ungerade.
Seienm, n>0. Dam undn beide ungerade sind, it 1) = —1, (—1)" = —1, und die Verallgemeinerung

der Summenformel fur die endliche geometrische Reihe, vgl. das Ende von Abschnitt 4.C, liefert wie in der
vorstehenden Aufgabe:
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Dieses Ergebnis erhalt man auch, wennnd/oderm negativ sind. Beispielsweise ist mit dem bereits
Gezeigten:

x—-1 xm4+1 - x" xm4+1 - (=1 m T om

Man hatte hier auch die Definition der Ableitung vet bzw. x” im Punkt—1 sowie die Grenzwertrechen-
regeln benutzen kdnnen:

lim x_+l—|im 1 x"+1 1 n_ —n

M lim ;1)" N n—1
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Abschnitt 10.B, Variante ztAufg. 1a), p. 249 (1.8.2010):

n

. X —
Man berechne den Grenzwert i ,m,neN*,

x—1 %—1
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Losung: Die Summenformel fur die endliche geometrische Reihe und die Stetigkeit der Wurzelfunktionen
vgl. Beispiel 10.C.10, ergeben:

Vil g G DOWE=D e (W
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Abschnitt 10.B, Aufg. 1b), p. 249 (1.8.2010):

, 3-2
Man berechne den Grenzwert Jl@ :

1

Losung: Wir erweitern, um die dritte binomische Formel benutzen zu kdnnen, und verwenden dann die
Grenzwertrechenregeln sowie die Stetigkeit der Wurzelfunktion im Punkt 3:

\/)T i (Vx+3-2)(Vx+3+2) x+3-4
x%O 1 -

0 (x—1>(ﬁ+2) ~iC0 - D) (Vat3+2)

. [ ]
Ilmx—)OVx+ +2 \/_+2

Abschnitt 10.B, Variante zuAufg. 1b) p 249 (1.8.2010):
Man berechne den Grenzwert I|M‘ —vizx

x—0

Losung: Wir erweitern, um die dritte blnomlsche Formel benutzen zu kénnen, und verwenden dann die
Grenzwertrechenregeln sowie die Stetigkeit der Wurzelfunktion im Punkt 1:

i 1+ m o (V1+x — V1-x)(V1+x +/1-x) _

= lim
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Abschnitt 10.B, Aufg. 1c¢) p. 249 (1.8.2010):

Man berechne den Grenzwertolivg +1 (\/% +a— \/% +b ) ,a,beR.

x>0

Lésung: Wir erweitern, um die dritte binomische Formel benutzen zu kdnnen, und verwenden dann die
Grenzwertrechenregeln sowie die Stetigkeit der Wurzelfunktion im Punkt 1:
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(a—b)\/m (a_b) 1 a—>b
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Abschnitt 10.B, Variante zuAufg. 1c¢), p. 249 (1.9.2010):

Man berechne den Grenzwertoliwﬁc ( /% +1-— ,/2 + 1) ,

x>0

Losung: Wir verwenden die Grenzwertrechenregeln und die Stetigkeit der Wurzelfunktion in den Punkten
a undb und erhalten:

: [a . [b i B o (Vatx—Vbtx)(Vatx+Vbtx)
Ilg§ﬁ< R x—i-l)_lg)(\/a—i-_x \/b—i-x)_lgr?? —

. (a+x)—(b+x) a—>b
= = =a—~b.
O Jatx+Vhix  Jat b Ve

Abschnitt 10.B, Zusatzaufgabe p. 249 (1.8.2010) :
Die Funktionf : R — R mit f(x) := Zx 1 ist im Punkta := 1 stetig. Man gebe zu jedem> 0 explizit
X

eind =§8(e)>0anmit| f(x)— f(D| <eflirallexe Rmit|x—1| <3§.

Losung: Furallexe R mit [x—1] < § := Min (2¢, 1) gilt [x—1] < 1 und|x—1] < 2¢ und folglich
x 1‘ 2x—x2—l| = (x=1)? _ x=1

1
- <=
2(x2+1) itz = g PKll=gree=e. e

|fx) = fD)] = \x2+1 5

Abschnitt 10.B, Zusatzaufgabe p. 249 (1.8.2010) :

2
Die Funktionf : R — R mit f(x) := #JFZ istim Punkta := 2stetig. Man gebe zu jedesm- 0 explizit
X X

eind =é8(e)>0anmit| f(x) — f(2)| <eflrallexe Rmit|x—-2| <4§.

Losung: Firallex e Rmit [x—2] <8 := Min (¢, 1) gilt [x—2| < 1, alsojx+1| = [x—2+3| < |x—2|+3 <4
undx >1, [x2+x+2| > 1241+ 2 = 4, sowie|x — 2| < ¢, und folglich

2x? 1’ _ ‘xz—x—Z‘ | x+D(x—2)| _4

= -2 <e.
x24x+2 x’4+x+2 ~ 4 =2l = *

lfx)— f()] = \m —

Abschnitt 10.B, Aufg. 30a), p. 252 (1.8.2010):

Man begrinde, dass die Funktigiix) := %(1—x3) auf [0, 1] stark kontrahierend ist, und bestimme durch
sukzessive Approximation eine Lésung der Gleichyfiig) = x. (Dieser Fixpunkt ist eine Nullstelle von
x34+4x—1)

Losung: Fiir 0<x <1ist 0<x®< 1 und somit 0< 2(1—x3) < 2 < 1, d.h. f bildet das Intervall [01] in
sich ab. Fernerigtf (x)— f(y)| = 3 |y3—x3| = Z [x2+xy+y?| |x—y|. Dax, y € R, héchstens den Wert
1 annehmen, igt?+xy+y?| < 3 und wir erhalten f (x)— f(y)| < Lix—y| mit L := 3 < 1. Daher liefert

f eine stark kontrahierende Abbildung [0 — [0, 1], besitzt dort also genau einen Fixpunkt

Um dieses: mit einem Fehlek 10-6 zu berechnen, starten wir mig:=1 und berechnem = £ (xo) =0,25.
Die (a priori-)Fehlerabschatzung in Satz 10.B.13 liefert fir die weiteren Iterationen
x—x,| < lx—xa| L" /(1= L) = (3"/4" 1) [x —x1| < 3"TH/4".

Fir n > 52 ist dieser Fehlex 10°%. Man berechnet alsoxg = 1; f(xo) = x1 = 0,25; f(x1) =
xp = 0,24609375;f(x2) = x3 = 0,2462740093.; f(x3) = x4 = 0,2462658156.; f(x4) = x5 =
0,24626618838. usw. Dies legt die Vermutung nahe, dassereits im Intervall [Q 0,25] liegt.

Das Intervall [0 0,25] wird ebenfalls durchf in sich abgebildet, und wegen€ x,y < %1 ist dort

If()— fFO)I < S Ix24+xy+y?[|x—y| < L|x—y| mit L = 3/64. Die obige Fehlerabschatzung hat
fur diesesL undx; = 0,25 als Startwert die Form

|x—x,| < L't /(1= L) |x— x| = (3/64)" " - (64/61) |x—x2| < (64/61) - (3/64)"*.
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Dieser Fehler isk 1078 bereits fiim > 6. Die zweite (a posteriori-)Fehlerabschatzung in Satz 10.B.13 liefert
aber|x — x,| < [xy41— x4 /(1— L) = (64/61)|x,41—x,| ~ 3,9- 107 fir n = 4 und zeigt, dass schon
sich vonx um weniger als 10° unterscheidet. °

Abschnitt 10.B, Variante zuAufg. 30a), p. 252 (1.8.2010) :

Man berechne die Nullstelle, die die Funktign R — R mit f(x) := x®>— 4x —1 aus der nachfolgenden
Aufgabe im Intervall [-0,5, 0] besitzt, bis auf einen Fehler 107 als Fixpunkt einer geeigneten stark
kontrahierenden Abbildung.

Losung: Durchg(x) := %(x5—1) wird eine stark kontrahierende Abbildugg[—0,5, 0]) — [-0,5, 0]
definiert: Fir—0,25 < x < 0 ist namlich—1 < x°—1 < 0, und mitL := 5/64 gilt

lg) =g =3 1x°— 5 = 3 lx— y Ix*+x3y+ - +xy3+y4 < Lx—y].

Um dasx mit g(x) = (x®>—1) = x, alsox®—4x—1 = 0, mit einem Fehlex 10~ zu berechnen, starten
wir mit xo := 0 und berechnemy = 0; f(xg) = x1 = —0,25; f(x1) = x» = —0,25024414Q.; f(x2) =

x3 = —0,250245335. ; f(x3) = x4 = —0,250245340903. usw. Die (a priori-)Fehlerabschatzung in Satz
10.B.13 liefert|x — x,| < |x—x1| L" /(1— L) < (1/4) - (5/64)" /(59/64) = (5/64)" - (16/59) . Bein> 6

ist dieser Fehlex 1076,

Die (a posteriori-)Abschatzung — x3| < |x4—x3|/(l— L) ~ 6,4-107° zeigt, dass bereitgs um hichstens
108 von x abweicht. .

Abschnitt 10.C, Variante zlAufg. 2, p. 261 (1.8.2010):

Man begriinde, dass die FunktignR — R mit f(x) := x°—4x—1 mindestens drei verschiedene Nullstellen
in R besitzt, und berechne die Nullstelle im Intervall, 0] bis auf einen Fehlex 102, indem man das
Beweisverfahren des Nullstellensatzes anwendet.

Losung: Wegenf(—2) = -25<0, f(-1) =2>0, f(0) =-1<0,f(1)=—-4<0undf(2) =23>0
hat f als stetige Funktion nach dem Nullstellensatz in den drei Intervaiéh £1], [—1, 0] und [1, 2]
jeweils mindestens eine Nullstelle.

Durch fortgesetztes Halbieren erhalt man au$,[0] die folgenden Intervalle, an deren Randpunkfdimks
jeweils positives und rechts negatives Vorzeichen hat: ,[0], [-0,5, 0], [-0,5, —0,25],[-0,375, —0,25],
[-0,3125, —0,25], [-0,28125, —0,25], [-0,265625 —0,25]. Der Mittelpunktxy ~ —0,258 des letzten
Intervalls hat die gewiinschte Eigenschaft, da er von dessen Randpunkten wenigef aistfsdnt ist und
eine Nullstelle im Inneren dieses Intervalls liegt. °

Lésung: Abschnitt 10.C, Variante zuAufg. 2, p. 261 (1.8.2010) :

Man begriinde, dass die FunktighiR — R mit f(x) := x°— 3x*4 5 mindestens drei verschiedene
Nullstellen inR besitzt, und berechne die Nullstelle im Intervall PJ bis auf einen Fehlex 1072, indem
man das Beweisverfahren des Nullstellensatzes anwendet.

Losung: Wegenf(—2) = —-75<0, f(-1) =1>0, f(1)) =2>0, f(2) =-11<0undf(3) =5>0
hat f als stetige Funktion nach dem Nullstellensatz in den drei Intervallén 1], [1, 2] und [2, 3] jeweils
mindestens eine Nullstelle.

Durch fortgesetztes Halbieren erhalt man aus2]ldie folgenden Intervalle, an deren Randpunkgen
links jeweils positives und rechts negatives Vorzeichen hat:2J1[1, 1,5], [1,25, 1,5], [1,25, 1,375],
[1,25, 1,3125],[1,28125, 1,3125], [1,296875 1,3125]. Der Mittelpunktyg ~ 1,305 des letzten Intervalls
hat die gewiinschte Eigenschaft, da er von dessen Randpunkten weniger’aatiérnt ist. °

Abschnitt 10.C, Aufg. 7, p. 261 (1.8.2010) :

Es seif :[a,b] — R eine stetige Funktion mif'(a) = f(b). Zu jedemn € N* gibt es dann eirx, €
[a,b— (b—a)/n] mit f(x,) = f(x, + (b—a)/n).

Beweis: Wir betrachten die Teilpunktg := a + k(b—a)/n,k =0, ..., n, des Intervalls{, »], also mit
to = aund, = b, und betrachten die Hilfsfunktioh : [a , t,_1] — Rmit h(x) := f(x+(b—a)/n)— f(x).
Sie ist stetig, do stetigist, und esgil(t,_1) = f(t) — f (1), k=1, ..., n. Isth(t,_1) = O flreink, so
gilt die Behauptung mit,, := ;. Waren andernfalls alle(z,_1) > 0, soware O< h(tp) + ...+ h(t,_1) =
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f(t) = f(to) + f(t2) — f(tr) + -+ f(tn) — f(ta-1) = f(t,) — f(t0) = f(b) — f(a) im Widerspruch zu
f(a) = f(b). Ebenso sieht man, dass niétit, ;) <O fir allek gilt. Daher gibtes eit € {1,...,n—1}
derart, das%(r,_1) und h(z;) verschiedene Vorzeichen haben. Dann/haiach dem Nullstellensatz eine
Nullstellex, im Intervall [t_1 , 7] . Dafiir gilt f (x, + (b—a)/n) — f(x,) = h(x,) = 0. .

Abschnitt 10.D, Aufg. 1, p. 265 (1.8.2010) :
Es gibt keine stetige surjektive Funktigin[0, 1] — [0, 1.

Beweis: Nach Satz 10.D.2 wéare mit dem abgeschlossenen und beschrankten, also kompakten, Intervall
[0, 1] auch das stetige BiIg”([O, 1]) = [0, 1] kompakt, also insbesondere abgeschlossen. Widerspruch!

Man héatte auch argumentieren konnen, dass ein solche Funktion das Supremum 1 ihrer Funktionswerte auf
der kompakten Menge [@] nicht annimmt im Widerspruch zu 10.D.5. °

Abschnitt 10.D, Variante ztAufg. 1, p. 265 (1.8.2010) :

a) Es gibt keine surjektive stetige Abbildung: [a, b)] — R, a,be R.

b) Es gibt keine surjektive stetige Abbildung: Ja, b[ — R—{0}, a, be R.
¢) Es gibt keine bijektive stetige Abbildung:]a, b] —]a, b].

d) Es gibt keine bijektive stetige Abbildung: R — [0, 1].

e) Es gibt keine bijektive stetige Abbildung: R— {0} — R.

Beweis: a) Das Interval4, b] ist kompakt,R jedoch nicht. Daher kanR nicht das Bild von ¢, b] unter

einer stetigen Abbildung sein.

b) Der Zwischenwert 0 nicht wiirde vofinicht angenommen im Widerspruch zum Zwischenwertsatz.

c) Der Zwischenwerf (b) wirde von der bijektiven stetigen Abbildurfg]a, b[ von Ja, b[ auf la, b[ —{f (b)}

nicht angenommen.

d) Ein solchesf ware injektiv, also streng monoton. Nach dem Umkehrsatz 10.C.9 misste auch die Um-
kehrabbildungf —1:[0, 1] — R stetig und bijektiv sein im Widerspruch zu a).

e) Fur ein solcheg wéarenf|]—oo,0[ und f|]0, co[ injektiv, also streng monoton. Nach dem Umkehrs-

atz 10.C.9 mussten auch die Umkehrabbildungen dieser beiden Abbildungen auf den disjunkten offenen
Intervallen f(]—oo,0[) bzw. f(]0,0c[) stetig sein. Dann wére auch™*:R — R — {0} stetig im
Widerspruch dazu, dass diese Abbildung den Zwischenwert 0 nicht annimmt. °
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11 Polynom-, Exponential- und Logarithmusfunktionen

Abschnitt 11.A, Variante ztAufg. 1, p. 273 (1.8.2010) :
Man gebe die Zerlegung des Polynoxfs- 2 in C[x] gemaR 11.A.8 und iiR[x] gemaR 11.A.9 an.
Lésung: Wir verwenden Polarkoordinaten. Wege@ = 2 (cosn+isinm) besitzt—2 die 4 vierten Wurzeln
21 = V/2(cos(n/4) +isin (x/4) = (1/V2)(1+1),
22 = v/2(cos(3r/4) +isin (3r/4)) = (1/v2)(-1+1),
z3 = v/2(cos(5r/4) +isin (5r/4)) = (1/v2)(-1-i) =z
24 1= V/2(cos(Tr/4) +isin (Tn/4) = (1/V2)(1—i) =71
Folglich ist x*+ 2 in C[x] das Produkt der zugehérigen Linearfaktoren:
2= -z (r—z0) = (k= 2)(x —70)) (k — 22 (x = 7))
= (xz— 2Rezix + |zl|2)(x2— 2Rezp x + |12|2) = (xz— (Z/Q/E) X+ \/E)(xz—i- (2/\4/5) x+ x/é) .
Letzteres ist die gesuchte Zerlegung voht 2 in R[x].

Abschnitt 11.A, Variante ztAufg. 1, p. 273 (1.8.2010) :
Man gebe die Zerlegung des Polynosfs- 8 in C[x] gemaR 11.A.8 und ilR[x] gemaR 11.A.9 an.
Lésung: Wegen—8 = 8(cosr + isinm) besitzt—8 die 6 sechsten Wurzeln
. 3 i
— J3(cos” T \/j i
21 «/_(Cos +isin ) 2+ﬁ’
zz—«/—cos +|f$|n =2i,

. . 3
= Zcos—” i Zsm—”:_ S,
23 «/_ 6 + \/_ 5 2+ 5
i | . . T 3 i B
‘=42 COS— 2sin—, = — /2 — —
Zs:=«f2cosg—”+i\/§sin9—”=—\/§i=zz,
26 —«/—COS—-i-I\/_SInllﬂ §_'_231.

6 2 /2

Folglich ist x6+ 8 in C[x] das Produkt der zugehérigen Linearfaktoren:

x®+8=1x%— (-8 = (x —z0)(x — 22)(x — 23)(x — 24)(x — 25)(X — Zp)
= ((x—20)(x—20)) ((x —22) (x — 22) ) ((x — 23) (x — Z3))

= (v 2+ ) (- (2= 1)) = VRN VB (- 3+ L) (v -3~ 1)
= (xz— V6x + 2) (x2+ 2) (x2+ V6x + 2) .
Letzteres ist die gesuchte Zerlegung voht 8 in R[x]. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 3a), p. 274 (1.8.2010):

Seif =ag+ aix + - - + a,_1x" 1 + x" ein normiertes Polynom a®x]. Dann gilt fiir jede Nullstellex
von f in C die Abschatzungda| < Max (1, |ao| + - - - + |a,-1]) -

Beweis: Wegen f(«) = O ist &" = —(ap+ a1 + -+ + ap_10" Y. Ist nunja| > 1, soist Y|a|/ <1
firalle j =1,...,n—1. Division durcha”"~! und Ubergang zu Betragen liefert dann zusammen mit der



Storch/Wiebe, Band 1, Kapitel 4 7

Dreiecksungleichung die Abschéatzung

ap + a1 +'--+anla”_1‘ - lao| ey

|| =

et ||

n—1 + |an—1| = |a0| +---+ |an—1| °
o

Abschnitt 11.A, Aufg. 3b), p. 274 (1.8.2010) :

Seif =ap+ aix + - - + a,_1x" "1 + x" ein normiertes Polynom a®x]. Dann gilt fiir jede Nullstellex
von f in C die Abschétzunda| < Max (laol , 1+ a1l , ..., 1+ |a,-1] ).

Beweis: Andernfalls ware|a| > |ag| und || > 1+ |ax|, d.h.|ay] < || — 1, fUrk=1,...,n—1. Wegen
f(a)=0ist a" = —(ap+aia + - - - + a,_1a""1). Daraus folgte der Widerspruch

n—1
" |—|ao+Zaka \<|ao|+2|ak||a| <|a|+Z (Il =1) el = lael + D (jal = |a*) = "] o

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 274 (1.8.2010):

Man bestimme ein Polynoryi vom Grad< 3 mit f(n) = Y (2k—1)2 fur n € {0, 1, 2, 3} und begriinde,

k=1
dass fur alle: € N die Summenforme[ (2k—1)%2 = f(n) gilt.
k=1
Losung: Esistf(0)=0, f(1) =1, f(2)= 10, f(3)=35. Newton-Interpolation liefert also
FO)=0+x+x(x— 1)— =D -2)3 35— 21 —x A1)+ gx(x—l)(x—Z)

Dann besitzt das Polynonfi(x+1) — f (x)—(2x+1)? nach Konstruktion die 4 Nullstellen @, 2 und hat wegen
Gradf = 3den Grack 2, istalso nach dem Identitatssatz gleich 0. Flinaltdgt f(x+1) = f(x)+(2x+1)?.
Induktion tUbem liefert nun, dass (n) Summe der erstenungeraden Quadrate ist: Filk 4 gilt das nach
Konstruktion, und beim Schluss vamaufrn +1 ist

n+1
f(n+1) = f(n) + (2n+1)? —Z(Zk D%+ Qn+1D - 1) =D (2k—1)7. .
k=1 k=1

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 274 (1.8.2010):
Man bestimme ein Polynoni vom Grad< 4 mit f(n) = Z(Zk—l)3 fur n € {0, 1, 2, 3, 4} und begrinde,

k=1
dass fur alle: € N die SummenformeE (2k—1)% = f(n) gilt.
k=1
Losung: Esistf(0)=0, f(1)=1, f(2)=28, f(3)= 153, f(4) = 496. Newton-Interpolation liefert also
28-2 153-81 496— 448
f(X) =0+4x +X(x—1)ﬂ +X(.x—1)(x—2) 3.2.1 +X(X—l)(x—2)(.x—3)m

=x4+13x (- +12c(x—1D(x—2) + 2x(x =D (x —2)(x —3) = 2x*— x2 = x2(2x%—1).

Dann besitzt das Polynonf(x +1) — f(x) — (2x + 1) nach Konstruktion die 4 Nullstellen, @, 2, 3
und hat wegen Gragl = 4 den Grad< 3, ist also nach dem Identitatssatz gleich 0. Fur alllgt
f(x+1) = f(x)+ (2x+1)3. Induktion libew liefert nun, dasg (n) Summe der erstenungeraden dritten
Potenzen ist: Fie < 4 gilt das nach Konstruktion, und beim Schluss wosufn+1 ist

n+1

fo+D) = f) + @n+D* =) (k-1 + 2n+D - D3 =) (%k-1)°. .

k=1
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Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 274 (1.8.2010):

Man bestimme ein Polynonf vom Grad< 4 mit f(n) = Y_ k° fur n € {0, 1, 2, 3,4} und begriinde,
n k=0
dass fiir alle: € N die Summenforme}_ k3 = f(n) gilt, vgl. auch Aufg. 1 in Abschnitt 2.A und die Lésung

k=0
dazu.
Losung: Esistf(0)=0, f(1) =1, f(2)=9, f(3)=36, f(4)=100. Newton-Interpolation liefert also
F@ =0+ x4 x6-D T2 4 (- -2 2 (- DD s =
1 4.3.2.1
_la 15 1o
=7 + = 5% + 2" (2x(x+l)) )

Dann besitzt das Polynonf(x+1) — f(x) — (x+1)® nach Konstruktion die 4 Nullstellen @, 2, 3 und

hat wegen Grad' < 4 den Gradk 3, ist also nhach dem Identitatssatz gleich 0. Induktion @defert nun,
dassf (n) die Summe der erstenKuben ist: Flm < 4 ist das so hach Konstruktion, und beim Schluss von
naufn+1ist

n+1

f+1D=fm)+@m+1)°= Zk3+<n+1>3 st :

k=0

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 274 (1.8.2010):

Man bestimme ein Polynornyi vom Grad< 5 mit f(n) = Y_ k* fur n € {0, 1, 2, 3, 4, 5} und begriinde,
n k=0
dass fur alle: € N die Summenforme}_ k% = f(n) gilt.
k=0
Losung: Esistf(0)=0, f(L=1, f(2=17, f(3)=98, f(4) =354, f(5 = 979. Newton-Interpolation
liefert also

17-2 98—48 354294

f)=0+x+x(x— 1)—1 +x(x—1)(x —2) > 1+ x(x=1D(x—2)(x —3)m+
979— 955 1 5 1. 13 1
+x(x—=D(x-2)(x—=3)(x—4) = =¥ +2x +3x 30"

_ 3_10x(x+1)(2x+1)(3x2+3x—1).

Dann besitzt das Polynonf(x +1) — f(x) — (x +1)* nach Konstruktion die 5 Nullstellen, @, 2, 3, 4
und hat wegen Gradl < 5 den Grad< 4, ist also nach dem Identitatssatz gleich 0. Fur allgilt somit
f(x+1) = f(x)+ (x+1)*. Induktion libew liefert nun, dasg (n) die Summe der erstervierten Potenzen
ist: FUrn <5 ist das so nach Konstruktion, und beim Schlussweamfn+1 ist

n n+1
fo+D=fm+@+D*=> K+ n+D) =) k. .
k=0 k=0

Bemerkung. Die beiden letzten Aufgaben sind Spezialfélle der allgemeinen Eulerschen Formel

K = B . (m ) 1yn+1-i
Z m+1 —~ / J (n+1)

mit den Bernoulli-ZahlerB;, vgl. das Ende von Beispiel 12.E.7 und Beispiel 18.B.1. Ferner verweisen wir
auf die allgemeinen Uberlegungen in Teil (3) am Ende von Beispiel 12.C.8.

Abschnitt 11.B, Variante zuAufg. 3, p. 278 (1.8.2010):
Man bestimme die Partialbruchzerlegungen folgender rationaler Funktionen:
x—x%11 xrx—1 x4 AxA 4 6x3 4 42+ 6x+7
(x—12(x2+1)° x44x2 (x+2)2(x2+1) ’
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Losung: Bei der ersten Funktion multiplizieren wir zunachst den Nenner aus und verwenden dann Division
mit Rest:

(x—D2(x%4+1) = x*— 234+ 20— 2x+1 und x®—x*+1= P+ 20+ 1)(x*— 234 2¢%— 20 4+1) + x2.

Dies liefert die Darstellung

x8—x%4+1 x6—x*+1 2 x2
_ 2l —
G—122+1)  —20r 22—l Tt oDt

Wir machen nun einen komplexen Ansatz fir eine Partialbruchzerlegung und zerlegen dazu den Nenner
weiter in Linearfaktoren:
2 2 Ve
X . X _ o B |4 Y
(x—12(x2+1) (x—12(x—)(x+i) x—-1 + (x—1)°2 + x—i + x+i’

Zur Berechnung vory multiplizieren wir diese Darstellung mit— i, kiirzen dannc — i, wo es mdglich
i2

1 _

——————— = —= =79y. Analog berechnet
e R A
mang, indem man zunéchst mit —1)2 multipliziert, wieder kiirzt und schlieRlich = 1 setzt. Dies liefert

ist, und setzen schlielich = i ein. So erhalten wiry =

2
B = 121—+1 = % . Schlief3lich berechnen wir, indem wir in der obigen Darstellung die erhaltenen Werte
1 _1 1
fir B, ¥ undy einsetzen und so & il + ( 21)2 + T‘i‘ + i_4 ,alsoa = % erhalten. Dies liefert die

gesuchte komplexe Partialbruchzerlegung und dann durch Zusammenfassen der komplexen Terme auch die
reelle Partialbruchzerlegung:

1 1
2 2
+

1 1 1
2
-1 (x-1)2 +x2+1‘

= x4 2ot Eg 2 L = P4 2x 14—

1
2
1 (x—1)2+x—i +x+i

1
x8—x%4+1 -3

(x—132(x24+1)

Alternativ kann man auch gleich einen rellen Ansatz machen, hat dann aber ein gréReres lineares Gleichungs-
system zu l6sen:
x? .« B yx+8 _ a(x—=D*+1) + B+ + (yx+8)—1)>* _
(x—12(x24+1) x—1 (x—-1)2 x24+1 (x—1)2(x24+1) N
_ (a4 y) ¥ (—a+B -2y +8)x*+ (@+y —28) x + (—a++9)
a (x—D2(x2+1) '

Ein Vergleich der Koeffizienten var®, x2, x undx® im Zahler liefert die Gleichungen:

a+y =0, —a+B-2y+6=1, a+y—-20=0, —a+pB+56=0.

Die erste dieser Gleichungen zeigt= —y . Damit ergibt die dritte Gleichung = 0, und aus der vierten
folgt B = . Setzt man all dieses in die zweite Gleichung ein, so erhaltynan—3 und dannx = g = 1.
Insgesamt bekommt man so direkt:

x—xt41 2 3 ; —3%
- = - = 2x+1 .
D22t D) Tt It et e

Bei der zweiten Funktion verwenden wir ebenfalls Division mit Rest und machen dann einen komplexen
Ansatz fir die Partialbruchzerlegung®+ x — 1 = (x?— 1) (x*+x?) + (x°+x—1),

xf4x—1 2 x24+x—1 2 a B 14 Y
—_— = -1 VT -1 - ) - .
x4 x? * + x2(x—i)(x+1) * txt x?2 + x—i + X+i
2 B
mit y = ! iJZr-IZil = —% —i,y= —% +iund g = 02_1 = —1. Dann setzen wir beispielsweise- 1

und erhaltere = 1. Die gesuchte komplexe und die relle Partialbruchzerlegung sind also

6 _l_ 1 .
x°+x—1 2 1 1 2 I 2+| 2 1 1 —x+2
P i T
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Bei der dritten Funktion multiplizieren wir den Nenner aus, verwenden dann ebenfalls Division mit Rest und
machen schlie3lich gleich einen reellen Ansatz fir die Partialbruchzerlegung:

(x+22(x%4+1) = x*+ 4x34+5x2 4 4x +4,
At 63 AP 6x + T = x (A5 A+ ) + (B 2+ T),

x°+4x? 4 6x3+ 4x%+ 6x 4+ 7 x4 34247 mit
(x+2)2(x2+1) N (x+2)2(x2+1)
x34247 B yt+4

o
(x+2)2(x2+1) x+2 + (x+2?  x24+1
_a(x+2(%+D) + B(xP+D) + (yx+8)(x+2)?
(x4 2)2(x24+1)
(@) xP+ Qo+ B+Ay +8) X%+ (e + 4y +48) x + Qa+ p+45)
(x+2)2(x2+1) '

Ein Vergleich der Koeffizienten vor®, x2, x undx® im Zahler liefert:
a+y =1, 20+4+B+4+4y+56=0, a+d4y+45=2, 2a+B8+45=7.

Die erste dieser Gleichungen zeigt= 1 — y . Damit ergibt die dritte Gleichung 1y + 4y 4+ 48§ = 2,
d.h. 3y + 46 = 1. Die Differenz aus zweiter und vierter Gleichung liefert 4 36 = —7. Es folgt
255 = 43y +48) —3(4y —38) = 4-1-3.(=7) = 25,d.h.s = Lunddanny = 35 — 7 = -1,
a =1—(—1) = 2. Setzt man all dieses in die zweite Gleichung ein, so erhaltfnan—1. Insgesamt
bekommen wir:

x5+4x4+6x3+4x2+6x+7:x+ 2 n -1 +—x+l .
(x+22(x2+1) x+2 (x+2)?2  x241
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12 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Abschnitt 12.A, Variante ztAufg. 1, p. 293 (1.8.2010) :
Man untersuche folgende Funktionenfolgen auf gleichméRige bzw. lokal gleichmaflige Konvergenz:
x2n 2 2n

— X
i ,neN, aufRundauf |1, oof, N

,neN, aufRundauf -1, 1].

Lésung: Die erste Funktionenfolge hat die Grenzfunktion
{ 0, bei |x| <1,

2n
X 1
lim =

= lm ——— 1/2, beilx|=1
n—00 1+x2" n—00 (1/)(2") 1 / |)C|

1, bei |x|>1.

Auf R ist die Funktionenfolge also nach 12.A.11 nicht einmal lokal gleichmafig konvergent, da sie dort
nicht stetig ist. Auf 11 oo ist sie nicht gleichmaRig konvergent, da sie sonst auch aufc[lgleichmaRig
konvergent ware und dann dort eine stetige Grenzfunktion hatte, wohl aber lokal gleichm&Rig konvergent
wegen

2n
| X _1|_ 1 1

= < 0 fur l<r<x. °
14 x2 1+x20 = 14r2 -

Die zweite Funktionenfolge hat die Grenzfunktion

1 bei |x| <1
_ y2n ; '
n—00 24 x21 ~ n—oo (2/x )+1 ~1. bei|x|>1.

Auf R ist die Funktionenfolge also nach 12.A.11 nicht einmal lokal gleichmaf3ig konvergent, da sie dort
nicht stetig ist. Auf ]1 o[ ist sie nicht gleichmafiig konvergent, da sie sonst auch aufo[lgleichmafig
konvergent ware und dann dort eine stetige Grenzfunktion hatte, wohl aber lokal gleichmé&Rig konvergent
wegen

Abschnitt 12.A, Aufg 2a), p. 293 (1.8.2010):

Man untersucheZ m aufC auf gleichmafige bzw. lokal gleichmafige Konvergenz.
X

Losung: Fur allex € C gilt |m| < 1 5 und die Re|heZ — konvergiert. Nach dem Kriterium
X

von Weierstral3 konvergiert die zu untersuchende Reihe daher aufOgglerchmafig und dann nattrlich
auch lokal gleichmaRig. °

Abschnitt 12.A, Variante ztAufg. 2, p. 293 (1.8.2010) :

Man untersucheE M aufC auf gleichmafige bzw. lokal gleichmafige Konvergenz.
I’l
n=1
R R
Losung: Sei R > 0. Auf dem Intervall R, R] qilt m < ~. Da die Reihe E —
g: > E 1gilt | ||[RR]—n2 12

konvergiert, liefert das Weierstral3sche Kriterium, dass dle Reihe lokal glelchma&g konverge_nt ist. Sie ist

aufC jedoch nicht gleichmaRig konvergent. Andernfalls gébe eszul einng mit | Z al Sm("x) | <

n=ngp

fur allex € C. Furx = 2kw ware dann E”Z 12 < 1 fur allek € N im Widerspruch zuz iz >0. o
n n

n=ng n=ng
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Abschnitt 12.B, Variante zuAufg. 2, p. 301 (1.8.2010):
b) Man berechne die Konvergenzradien folgender Potenzreihen:

o0 %) ( 3)n o0 o0 o0 o0 nzfn
n 2 n X— n x"
Z 3 n (x_2) 9 Z 2"}’12 ) Z n! (x+3) ) Z 2)‘[ 2 Z 7 b nzn
n=1 n=1 n=0 n=1 n=0 n=0
Ldsung: Wir verwenden das Quotientenkriterium. Bei der ersten Reihe ist
n+1 2 __o\n+l
fim |22 = gim 3D 2T g o (im 22 Z 32
n—oo ! dy n—00 3np2 (x—2)" n—oo N
genau danrx 1, wenn|x — 2| < 3 1 und>1, wennx—2| > 1 |st lhr Konvergenzradlus ist al%n °
: : WLy . 2'n? (x — 3)"+1 n
B Reih lim =t = —3(( i 1
ei der zweiten Reihe ist_lim——=| = lim_ D2 (37 Ix 3| ( lim n+l) 2Ix 3
genau danr<1, wennjx— 3| < 2, und> 1, wenn|x — 3| > 2 ist. lhr Konvergenzradlus ist also 2. °

= (n+1) |x+3| bei |x+3| > 0 gleichco. Sie

| n+1
Bei der dritten Reihe ist lim a'1+1| |(”+1)' (x+3) |

n—00 n!(x+3)"
divergiert also fur|x+ 3| > 0, d. h der Konvergenzradius ist 0. °
2n+2 2 1 2
Bei der vierten Reihe konvergie g”“ o /x == (-2 2 gegen|x|?/2. Sie
g k ’ |2n+l(n_|_l)2 2"”2’ 2 (n+l> |)C| g g |x| /
konvergiert also fiirx|?/2 < 1, d.h. |x| <+/2, und divergiert fiir|x|2/2 > 1, d.h. |x| > /2. Ihr Konver-
genzradius ist somiy/2 . o
(n+1)? | (n+1)2-n 2n+1
Bei der funften Reihe ist Iird ”+1| = lim |w| = |x|— — fim X fur
n—00 n—00 n—)oo n+1 n—oo n-+1

lx] <1 gleich O und funx| > 1 gleIChoo. Letzteres S|eht man wieder mit Hilfe des Quotientenkriteriums:

2143
Die Relhez ntl konvergiert, da die zugehorigen Quotientg. + 2)/lx] _n+2

2+1 —bel|x|>l

+1)/1x12+ T+l |x)?

den Grenzwertﬂm2 < 1 haben. Das allgemeine Glied dieser Reihe konvergiert also gegen 0, und sein
Inverses geht folglich geger (da es positiv ist) . Insgesamt erhalten wir, dass der Konvergenzradius der
funften Potenzreihe gleich 1 ist. °

Bei der sechsten Reihe ist

lim | n+l‘ lim ‘ (n+1)27(n+1)/(n+1)2("+1)‘ — i x| — i 1 |x|2"
e =t e e

fir x| <1 gleich 0 und fuix| > 1 gleichoo. Letzteres sieht man wieder mit Hilfe des Quotientenkriteriums:

(n+1)2 . . s (n+2)%/|x[* T2 n+2v2 1
Die Reihe konvergiert, da die zugehdrigen Quotienten = .
Z X2 ? gehorigen Q G2~ et
lx|>1 den Grenzwertﬂm2 < 1 haben. Das allgemeine Glied dieser Reihe konvergiert also gegen 0, und
sein Inverses geht folglich gegen (da es positiv ist) . Insgesamt erhalten wir, dass der Konvergenzradius

der sechsten Potenzreihe gleich 1 ist. °

x|?

Abschnitt 12.B, Aufg. 8, p. 301 (1.8.2010):

Fur die Koeffizienten der PotenzreiP€ a,x" geltea, # O fur fast allen € N. Konvergiert die Folge
la,/an+1], n € N gendgend grof3, so ist der Grenzwert dieser Folge der Konvergenzradius der Potenzreihe.
Dies gilt auch, wenn die Folge (uneigentlich) gegerkonvergiert.

Beweis: Die Koeffizientena, der Potenzreihe seies O fiir n > no, und die Folge|a—"| , 1 > no, SEi

n+1
konvergent mit Grenzwe € R U {oo}. Furx e C gilt lim |a”+1xl | = |x|/ lim | | = B g
apXx'’

n—00 n—o0o ' Ap+1 R
|x| < R ist dieser Grenzwer: 1 und fiir|x —a| > R ist er> 1. Dies erhalt man mit leichten Modifikationen
auch in den FallerlR = 0 und R = oo, die eigentlich oben ausgeschlossen sind. Das Quotientenkriterium
liefert nun die Behauptung. °
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Abschnitt 12.B, Aufg. 8, p. 301 (1.8.2010) :

1
Der Konvergenzradius der Potenzrehe. ,a,(x —a)"ist R = ——— , wo fur limsup/|a,| = 0

die Formel alsk = 1/0 = oo und bei unbeschrankter Folge/|an|) alsR = 1/o00 = 0 zulesen ist.

. . 1 1 1 .
Beweis:SeiR .= ————— < oo und|x —a| > R, also < = = limsup+/la,|. Es folgt
lim sup V/|a,| | | |x —al R PVlail g
ay| |x—a| > 1und somita, (x—a)"| > 1firunendlichviele:. Fir diesex ist die Potenzreihe daher sicher

. . X —d X —d
nicht konvergent. — Sei nun —a| < R, also le—al k—al

< 1. Wir wéahlen eing € R mit <qg <1,

also mit limsupy/|a,| = % < | q K Es folgt V/]a,| |x —a| < q fur fast allen, d.h. {/a,||x —a]" < g
X—a

fur fast allen. Dann konvergierd_ >~ , a,(x — a)" aber nach dem Wurzelkriterium 6.A, Aufg. 4. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 7a), p. 316 (1.1.2011):

Seig = ¢+ c1x + -+ + ¢, x" € R[x] ein Polynom mitcg <O undcy, ..., c,_1>0,¢, > 0. Dann hat
genau eine positive reelle Nullstelie (Diese Nullstelle ist Ubrigens einfach.)

Beweis:Esistg(0) = co<0und lim g(x) = oo (wegerc, >0). Nach dem Nullstellensatz 10.C.1 besitzt

also mindestens eine Nullstetle- 0. Dag aufR streng monoton wachsend ist als Summe der Konstanten
co, der weger; > 0 monoton wachsenden Funktiongn’, i = 1, ..., n, von dener,x" wegenc, > 0
streng monoton wachsend ist, istdie einzige Nullstelle vorg in R}. (Genau dann isk eine einfache
Nullstelle vong, d.h. hat die Vielfachheit 1, wengi(«) # O ist fur die Ableitungg’ von g, vgl. Abschnitt

13.B, Aufg. 9. In der Tatisfg'(a) = Y. icia' ! > nc,a"~1> 0 nach Voraussetzung tiber die) .
i=1

Abschnitt 12.C, Aufg. 7b), p. 316 (1.1.2011):

Seig = co+c1x + -+ - + ¢,x" € R[x] ein Polynom mitcg < 0 undcy, ..., ¢, > 0. Ferner sei der grofdte
gemeinsame Teiler der Indizesit ¢; > 0 gleich 1. Dann hat jede reelle oder komplexe Nullstglien g,
die von der Nullsteller € R von g gemaf Aufg. 7a) verschieden ist, einen Betrag, der groRer ist als

Beweis: Wegeng(0) = ¢p < 0 ist 8 # 0. Angenommen, es s¢B| < «. Die paarweise verschiedenen
k k

Elemente vorii | ¢; >0} seieni, ..., iy. Wegeng(B) = co+ ) cij,gij =0undg(a) =co+ )_ cijaij =0
j=1

J j=1
sowie—cp € R gilt dann:
k . k ) k ) k ) k . k )
—co=Y i, =X B <X ciIBlT <X el = —co, also Y ¢ B = e, B
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Mit5.A, Aufg. 10folgte; 8% = |¢;, Y| € R} fur j = 1,..., k. Weger;, € R} sinddannaucf, ..., g e
RZ. Die Voraussetzung uber digergibt ggTis, . .., i) = 1. Das Lemma von Bezout in der Form von 2.D,

Aufg. 24 liefert dann die Existenz von Zahlem, . .., u, € Z mit ugiqs + - - - + uriy = 99T, ..., i) = 1.
Damit erhalt man

,3 — ﬁl — ﬁu1i1+---+ukik — (ﬁil)ul . (ﬂik)uk c Rj_
im Widerspruch dazu, dagsnach Aufg. 7a) nue ( # ) als positive reelle Nullstelle besitzt. °

Erganzung: Ist allgemeinerd := ggT(i1, ..., ix) > 1, so gilt: Die Nullstellen vory des Betragea sind
¢ja, 0 < v < d, und alle diese Nullstellen sind einfach. fsteine Nullstelle vorg mit |B| # «, so ist
Bl > o undg;B, 0 <v < d, sind Nullstellen vorg derselben Vielfachheit (die aber 1 sein kann).

Dies ergibt sich, indem man das Bewieseneg@uf g(x¢) anwendet wegep(x) = g(x%). .

Bemerkung: Das Ergebnis dieser Aufgabe lasst sich auch mit Methoden aus Band 2 und dem Satz 16.A.4
von Perron-Frobenius in Band 3 gewinnen. Sgdtetrachten wir das Polynom

h = calx"g(x’l) =x"+ cglclx"’l +...+ cglcn_lx + cglc,, =x"4+ap_1x" 1+ 4 aix + ag



14 Storch/Wiebe, Band 1, Kapitel 4

mit reellen Koeffizientena;, := c;'c, ; <0firi=0,...,n—1unday = cy'c, <0. Genau dann ist
B # 0 eine Nullstelle vorg, wennpg ! eine Nullstelle vori: ist. Nach Band 2, Beispiel 12.A.23 istdas
charakteristische Polynor = x,, der so genannten Begleitmatrix

0 0 --- 0 —a
10 - 0 -—a
0 0 -+ 0 —a,
0 0 -+ 1 —a,

von h. Die Eigenwerte dieser Matrix sind nach Band 2, Satz 11.A.5 genau die Nullstelleh,\ibre
Koeffizienten sind konstruktionsgeman nichtnegativ. Der Satz von Perron-Frobenius, also Satz 16.A.4 aus
Band 3, besagt nun, dass der Spektralradils,) von2l,, ein Eigenwert dieser Matrix ist. Der Spektralradius
einer quadratischen Matrix ist definitionsgemaf das Maximum der Betrége ihrer Eigenw@itgist somit

eine nichtnegative reelle Nullstelle varund und weget (0) = ag <0 daher gleich der einzigen Nullstelle
a~tvonhin R, Fur jede Nullstelle8 von g ist 8~ ein Eigenwert vorl,,. Es folgt|~| < p(A;,) = a1,

also|B| > «a.

Da die Matrix 2, offenbar ergodisch mit Periode= ggT(iy, ..., ;) ist, vgl. Band 3, 16.A, Aufg. 14, ergibt
sich auch die obige Ergénzung direkt mit den Ergebnissen dieser Aufgabe aus Band 3. °

Abschnitt 12.C, Zusatzbehauptung #ufg. 7b), p. 316 (1.1.2011):

Jede reelle oder komplexe Nullstelle eines Polyngms ag + - - - + a,x" € R[x], fur dasap>--->a, >0
gilt und fur das der gréf3te gemeinsame Teiler der Indizeq1,...,n +1} mit a;_1 # a; gleich 1 ist
(a,41:= 0), hat einen Betrag- 1.

n+1
Beweis: Wir betrachtergy .= (x—1) f = —ap+ Z (@i_1—a;)x' = co+cix+---+c,x" mit ¢ := —ag< 0,

¢ =a,_1—a; >0firi=1,...,n+1 und gg'l{z | ¢; > 0} = 1. Dann sind die Voraussetzungen der
Aufgaben 7a) und 7b) erfiillt. Weg@{l) = Oista := 1 die einzige nichtnegative Nullstelle v@n und
esistf(1) =ao+---+a, > a, > 0. Die von 1 verschiedenen Nullstellen versind somit genau die
Nullstellen vonf. Aus Aufg. 7b) ergibt sichg| >« = 1 fir jede reelle oder komplexe Nullsteffevon f. e

Abschnitt 12.C, Zusatzbehauptung #ufg. 7b), p. 316 (1.1.2011):
Seia, ,n € N, eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlengnit0. Dann hat die Potenzreihe

o0
f(x) = > a,x" einen Konvergenzradius 1, und es istf (x) # 0O fir allex € C mit |x| < 1. Ferner lasst
n=0
sich f zu einer stetigen Funktion aBf(0; 1) — {1} fortsetzen, die dort ebenfalls nicht verschwindet, wenn
fur den Fall, dass lim,, = 0 ist, der gro3te gemeinsame Teiler dex N* mit a,_; # a, gleich 1 ist.

Beweis: Die monoton fallende und nach unten durch O beschrankte FaJgekonvergiert gemal 4.E.2

gegen eina € R,. Dann gibt es eimp mit 0<a, < a+1 flr n > np, und bei|lx| <1ist ) a,x" (absolut)

n=0
konvergent wegen
no— 1 no—l
Z lanx"| < Z lanx"| + Z an|x|" < 3 layx"| + (a+1D)lx[" /(1 — |x]) < co.
n=ng n=0

Der Konvergenzradius der Reihe ist also mindestens 1. Analog zur vorstehenden Aufgabe bilden wir nun
o0 o0
= (=1 f =—ao+ Y (a1 —a,)x" = > c,x" Mitco := —ap < Oundc, :=a,-1—a, > 0firn>1.
n=1 n=0
Der Konvergenzradius vog ist wie der vonf mindestens 1. Im Punkte 1 konvergiert dielefinierende
o0

(0¢]
Reihe noch gegen ¢, = —ap + > (ayp-1 — a,) = — Iim a, = —a. Sie ist dann auch fir jedase C
n=0 n=0

mit |x| = 1 (absolut) konvergent WegeE le,x"| = ag + Z ¢, = 2ap —a < oo, definiert also eine
n=0 n=1

in ganzB(0; 1) stetige Funktion, vgl. 12.B, Aufg. 6a), die wir ebenfalls mibezeichnen. Dann ist auch
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g/(x—1) eine inB(0; 1) — {1} stetige Funktion, die nach Konstruktion nfitauf B(O; 1) Ubereinstimmt.
Die Nullstellen vonf in B(0; 1) — {1} sind genau die Nullstellen vandort. Sei nurB # 1 eine Nullstelle
von f (und folglich vong) in C mit |8| < 1. Wegenyg € R} erhalt man

oo o
ao=-Co—chﬂ"—\chﬂ”}< C B"< > chn=ao0—a.

n=1
Bei a > 0 ist dies nicht méglich. Es bleibt noch der Fall: 0 zu betrachten. I9B| < 1, so erhalt man
ebenfalls einen Widerspruch, da dann die letzte der vorstehenden Ungleichungen echt ist, falls-aiéht
fur allen > 1 ist, was wegen &ag = ), _, ¢, 8" unmdoglich ist.
Sei schlief3lich limz, = a = 0 undpB # 1 eine Nullstelle vory mit |8] = 1. Dann istg(0) = —ag <0 und
g(1) = —a = 0. Da alle Funktionen, x" aufR, monoton wachsend sind, hasomit genau eine Nullstelle
in Ry, ndmlich 1. Es folgt

OO o o0 o
ap=—co = chﬂ =| chﬁ”! <Y alfl'=Y ci=a—a=ap. also Y c,f" =) lcp"|.
n=1 n=1 n=1 n=1
Wendet man nun den Beweis der in den Lésungen angegebenen Variante zu Aufg. 10 aus Abschnitt 5.A
mit w, = ¢,B" an, so sieht man, 8" = |c,8"| € R, fur allen > 1 und somitg” € R, furallen >1
mit ¢, > 0, d.h.a,_1 # a,. Gibt es unter diesen Indizesny, ...,n; mit ggT(ni,...,n) = 1, so
liefert das Lemma von Bezout in der Form von 2.D, Aufg. 24 die Existenz von Zahlen., u; € Z mit
uny + -+ - + ugng = 9gT(ng, ..., n;) = 1. Damit erhdlt man wegef’ € R,
,B — /31 — ﬂulnl-‘r-“-f—uknk — (ﬂ”l)"l . (ﬁ"k)uk c R+
im Widerspruch dazu, dagsnur 1 (# 8) als nichtnegative reelle Nullstelle besitzt. °
Als Beispiel zu dieser Aufgabe betrachte man die (Logarithmus-)Rejfie, x”/n in Verbindung mit Satz

12.B.9.

Abschnitt 12.E, Teil vonAufg. 2, p. 335 (1.8.2010):

Man gebe die Potenzreihenentwicklungen der Funktionep witd cog um einen beliebigen Punkte C
an.

Ldsung: Mit dem Additionstheorem von sinerhalt man

sinz = sin(a+ (z—a)) = sina cos(z—a) + cosa sin(z—a)

_ n Slna _\2n = _1\n COSa 2+l
%( i E 9 +;( D G GO

Mit dem Additionstheorem von caqserhalt man

COsz = cos(a+ (z—a)) = C0Sa C0S(z—a) — Sina sin(z—a) =

=Z(—1)"Cosa (z—a)?'— Z( )" sina (z—a)?+, o
n=0

(2n)! (2n+1)!

Abschnitt 12.E, Variante zuAufg. 2, p. 335 (1.8.2010) :
Man gebe die Potenzreihenentwicklungen der Funktionzsumh einen beliebigen Punkte C an.
Lésung: Mit dem Additionstheorem von sirtherhalt man

sinhz = sinh(a+z—a) = sinhZo cosh(z—a) + cosha sinh(z—a)

sinha on coshu 241
Z<2>' )+Z(2+1)' T )




16 Storch/Wiebe, Band 1, Kapitel 4

Abschnitt 12.E, Teil vonAufg. 4, p. 335 (1.8.2010):
Man entwicklee® cosz in eine Potenzreihe um 0.
Lésung: Mit Hilfe von Polarkoordinaten und der Moivreschen Formeln sieht man

N _ 1 a+ (14) _ (1+|)" (1—I)"
eZCOSz—Z(eZ+e Z)ez—z(e ey = <Z Z >

P o L (f(cosz+|3|nz)) (f(cos —isin 4))
_Z 2. n! 3 Z 2. n!
n=0 n=0
> n(COSn +isinnZ )—I—(COSn——ISInn ) ad nCOSn— o
=> V2 S 4 Z : .

3
I
o

Abschnitt 12.E, Variante zuAufg. 4, p. 335 (1.8.2010) :
Man entwicklee < sinz in eine Potenzreihe um 0.
Ldsung: Mit Hilfe von Polarkoordinaten und der Moivreschen Formeln sieht man

—Z i _i iz —iz —Z_i (—1+hz (—1—|)Z — ( l+|)n (= 1—|)"
e Slnz—Zi(e e )e _Zi(e ¢ 2,(2 Z )

3o Ly - 1o, i f<cos%+nsm%>> (V2 coss - |sm37”)) .
=0

2i-n! 2i-n!

o]

i 3" (cosn 3 +isinn3) — (COSn——|S|nn3”) 3" sinn 3t
=2 V2 2i - nl =2 V2

n=0

Abschnitt 12.E, Aufg. 6, p. 336 (1.8.2010) :
Firx, y € Cgilt cos(x + iy) = cosx coshy —isinx sinhy,
sin(x +iy) = sinx coshy + icosx sinhy.
Insbesondere sind damit far= x + iy, x, y € R, Real- und Imaginarteil von cesund sinz beschrieben.
Es folgt | cos(x + iy)|?2 = cogx + sintfy , |sin(x + iy)|? = sirfx + sinfy.
Losung: Seiz := x+ iy. Unter Verwendung der Eulerschen Formel und vgin=% —i sieht man

cosz — e f et eyHY Loyl eV (cOosx+iSinx) 4 e¥(COSx —isinx)
2 2 N 2

-y y —V_eY)is]|
C +e2 ) cosx + (e e2)|smx = cosx coshy —isinx sinhy .

cosz = cos(x + iy) hat also den Realteil cascoshy und den Imaginarteil- sinx sinhy.

et — et eyt _py-ix =V(cosx4isinx) — e¥ (Cosx —isinx)
sing = _ = _ = .
2i 2i 2i
(e77+e”)sinx  (e7¥—eY)cosx
= + .
2 2i
sinz = sin(x + iy) hat also den Realteil sincoshy und den Imaginarteil cossinhy.

Man konnte hier auch mit dem Additionstheorem des Kosinus schlie3en (unter Verwendung ¥or-i):

= sinx coshy + icosx sinhy .

C0Sz = COS(x+1iy) = cosx cos(iy) — sinx sin(iy) = cosx cosh(—y) — sinx - (1/i) sinh(—y) =
= cosx coshy —isinx sinhy.
Man konnte hier auch mit dem Additionstheorem des Sinus schlief3en:
sinz = sin(x+iy) = sinx cos(iy) 4+ cosx sin(iy) = sinx cosh(i?y) + cosx - (1/i) sinh(iy) =
= sinx cosh(—y) + cosx - (1/i) sinh(—y) = sinx coshy + icosx sinhy. °
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Abschnitt 12.E, Aufg. 7, p. 336 (1.8.2010) :

Firz, w € Cgilt . .
W g cosh(z + w) = coshz coshw + sinhz sinhw ,

sinh(z + w) = sinhz coshw + coshz sinhw .
Beweis: Mit dem Additionstheoremen derFunktion bzw. der Funktionen sin und cos erhalten wir:
coshz coshw + sinhz sinhw = 3 (e +e7%) F(e”+e ™) + (" —e™?) (" —e ™) =
= (e e’ +ete ™ te e e e + %(ezew— ete ™ —e e te e = %(ezew—i-e_ze_w) =
= 2(eM"+e ) = cosh(z +w) ,
sinhz coshw + coshz sinhw = 2 (e*—e ) 2(e”+e™) + L (e +e™?) J(e"—e ) =
= %(ezew +ete ™ —e e —e e ) + %(ezew —efeWte teM—ete™Y) = %(ezew —efe™) =

= %(eZer—e_(Hw)) =sinh(z+w) . °

Abschnitt 12.E, Teil vonAufg. 9, p. 336 (1.8.2010) :

Furz, w € Cyilt tanz + tanw cotzcotw — 1
tanz+w)=————, cOt(z4+w) = ——,
1 - tanztanw cotz 4+ cotw

falls jeweils beide Seiten der betrachteten Formeln definiert sind.
Beweis: Mit dem Additionstheoremen der der Funktionen sin und cos erhalten wir:

tan(z 4 w) sin(z+w)  sinz cosw + CoSz Sinw C0Sz cosw (tanz + tanw) tanz +tanw
Z+w) = = . . = = ,
cos(z+w) C0Sz COSw — Sinz Ssinw Cc0oSz cosw (1—tanz tanw) 1—-tanztanw

cot(z 4+ w) cos(z+w)  €oSz cosw — Sinz sinw  sinz sinw (cotz cotw —1)  cotz cotw —1
7+ w) = — = — . = — . = .
sin(z+w)  sinz cosw -+ cosz Sinw sinz sinw (cotw + cotz) cotz + cotw

Abschnitt 12.E, Aufg. 13, p. 336 (1.8.2010):
Fir allex e R, ist e* —1 > xe*/2.
Beweis: Fir n>1 gilt n <2"~1. Bei n=1 sind beide Seiten namlich gleich 1 und beim Schlusswanf

n
n+1hatmam+1< n+n = 2n < 2.2"-1 = 2"_Daraus folgtnun1 > zi und somitX— = ﬁ
n—i(n
wegenx > 0. Insgesamt ergibt sich so:
OO n OO n 0 n > n+1 0 n
x4 \X X X I e i (x/2" 2
e —1= m—l—ZmZZm—ZZnn!—sz—xe : °
n=0 n=1 n=1 n=0 n=0

Abschnitt 12.E, Aufg. 14, p. 336 (1.8.2010):
Fiir allex e R ist 1— cosx < x2/2.

Beweis: FUr |x|> 2 ist x2 > 2 und somit 1— 2 —x < —1. Die Werte von cos fir x € R sind aber wegen
coSx +sifx =1 allez 1. Wir haben also d|e Ungleichung nur noch im Fall< 2 zu zeigen. In diesem

2
Fall gilt aber fiirm > 1 erst rechi? < (4m+1)(4m+2) und somit 1- * > 0. Esfolgt

(m+1)(Am+2) —
cosx = Z(—l) o

x4m+2 )

! Z <(4m)| " (4m+2)!

2 2

> X X
- Z (4m)'< (4m+1)(4m+2)>21_? *
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Abschnitt 12.E, Variante zuAufg. 14, p. 336 (1.8.2010) :

Fiir allex € R, ist sinx > x—x3/6.

Beweis: Fur x > 4 ist 2x2 > 2 und somit 1 gx? < —1, alsox — gx*< —4. Die Werte von sin fir xe R
sind aber wegen cés + sir’x = 1 alle> —1. Wir haben also die Ungleichung nur nochzim Rak 4 zu
X

zeigen. Indiesem Fall gilt aber fiir> 1 erst rechk? < (4m-+2)(4m+3) und somit 1 >0
g g = = (4m+2)(4m+3) (4m+2)(4m+3) —

Es folgt
© 2k+1 o0 4m+1 4m+3
sinx =Y (=1)F-2 = s S
* k;( ) 2k r;)(mm—i-l)! (4m—|—3)!)
%3 o Am+1 X2 %3
x5t (4m+1)!< (4m+2)(4m+3)) ='"% *

m=1



