Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 4, 1. Aufl. (version 2011)

Der folgende Abschnitt wurde aus technischen Griinden im Neudruck 2011 des vierten Bandes nicht bertick-
sichtigt:

4 E Noethersches Theorem

Wie im letzten Abschnitt betrachten wir eine (mindestens dreimal) differenzierbare reelle Mannigfaligkeiteiner
(zunéachst) zeitunabhangigen (mindestens zweimal) differenzierbaren Lagrange-Funkiith— R. Die differen-
zierbaren Kurverp :[a, b)] — M, in denen das Wirkungsintegrﬁali' L(gp, ¢) dt stationar ist, erfullen in einer Karte mit
Werten in einem endlichdimensional®aVektorraumV die Euler-Lagrangesche Gleichung

d
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Wie wir bereits in Beispiel 4.D.1 erwéhnten, haben die beiden Seiten einzeln keine von der Karte unabhéngige Bedeutung
auf der MannigfaltigkeitV. Allerdings lasst siclD, L leicht invariant interpretiererund zwar als Abbildung

D,L:TM — T'M

des Tangentialbiindels in das Kotangentialblindel Mordie tiberdies fasertreu ist, d.hp ™ in T} M fiir jeden Punkt
P € M abbildet.

Zur Beschreibung von £L sei(P, &) aus T, M ein Tangentenvektor im Punk € M. Der Tangentialraum § ¢ (TM)
enthaltin natirlicher Weise den Tangentialraupdf als Unterraum. In der Tat induziert die nattrliche Biindelprojektion
TM — M nach Satz 2.B.4 im Punkte?, &) eine exakte Sequenz

0— TPM —d T(qu) (TM) —> TPM — 0 )

wobei wir den Tangentialraumd, (T » M) der linearen FasersIM wie tiblich mit T, M selbstidentifizieren. BL(P, §)
ist dann einfach die Beschrankung des totalen Differenzialdvauof Tp M, d.h. es gilt

DoL(P,&:n) = (Tpyl)m) € R

firn e TpM C Tpe) (TM). Mankann BL(P, &) als das totale Differenzial iaP, &) der Beschréankung|T, M vonL
auf die Faser FM interpretieren. Daher nenntmanDauch die Faserableitung vdnoder die Ableitung von
L in vertikaler Richtung. Jedes Vektorfeldauf M definiert die FunktionRQL : (P, &) —> DZL(P, &, X(P))
als Ableitung vorL in RichtungX. Ist M eine offene Meng& im R-VektorraumV undL :U x V — R, so ergibt sich
wie bisher BL(x,u;v) = (TL)(©0,v), x € U, u, v € V, sowie fiir ein VektorfeldX : x — (x, X (x)) aufU :

DxL(x,u) = DzL(X U X(x)).

Die Abbildung D.L: TM — T*M bezeichnen wir wie schon in Bd. 3, Bemerkung 10.A.7 als Legendresche
Transformation) und nennen die Funktiofi : TM — R mit

E(P,§) :=D,L(P,§:;8) — L(P,§)
wie dortdie Energie(funktion) zii.

Ein Diffeomorphismust: M — M heil3t eine Symmetrie oderein Automorphismus des Systamsl),
wennL invariant ist unter F, d.h. wenn giltL = L o TF . Eine SymmetrieF' von (M , L) transportiert jede Losung

¢ :[a,b] — M der Euler-Lagrangeschen Gleichung fiiin eine ebensolche Losurfgo ¢ . Ein differenzierbarer Fluss
d) RxM— Mmit(s, P) —> ®(s; P) = ®,(P) heildt ein Fluss aus Automorphismen oder ein automorpher
Fluss von(M, L), wenn®; fir jedess € R ein Automorphismus voM , L) ist. Dann istL invariant unter den
Automorphismen des zugehorigen FlusdesR x TM —> TM mit @, = Td,, und das folgende Diagramm ist
kommutativ:

R x TM ™
R x M i M

Mitanderen WortenL ist konstant auf jeder Flusslinie van, d.h.L istein erstes Integral der infinitesimalen Verriickung
X :=Xy3 € X(TM) zum Flussb : Esist ;L =0.

1 In wichtigen Fallen ist BL ein Diffeomorphismus, z.B. im Kontext der klassischen Mechanik.



Das VektorfeldX Iasst sich natiirlich direkt aus der infinitesimalen Verriickdng= X zum Flussd berechnen: Sei
etwaM = U eine offene Menge inR-VektorraumV, also TU = U x V. und T(TU) = (U x V) x (V x V). Fur

x € Uundu € VistdannX (x) = aid>(0;x) und
s

~ d d d
X(x,u)= (g ®(0;x), 35 D.uw®(0:x))=(X(x), D(O,u)a ®(0:x))=(X(x),D, X (x)).
Insbesondere ist
DyL(x,u) = DlL(x U X(x)) + DgL(x ,u; D“X(x))
fiir jede Lagrange-Funktioh: U x V — R.?)

Die Invarianz des System@/ , L) unter dem Flussp lasst sich — wie gerade gezeigt — allein mit der zugehdrigen
infinitesimalen Verrickun@ = X4 zu® beschreiben. Wir sagen daher aughist invariant (oder symmetrisch)
beziglich des VektorfeldeX, wennL ein erstes Integral fir das oben definierte VektorfeldTM — T (TM)

auf TM ist, wenn also BL = 0 ist. X hei3t dann auch eine infinitesimale oder virtuelle Symmetrie des
Systemg M , L) . Man verwechsle die AbleitungylL nicht mit der Ableitung Q3 L von L léangs des in trivialer Weise

von M nach T™ gelifteten VektorfeldsX (vgl. Fu3note 2) . Letztere spielt im folgenden Satz eine entscheidende Rolle:

4.E.1 Noethersches Theorer) Istdas Syster, L) invariant beziiglich des Vektorfeld&sauf M, soist die Ableitung
DxL: TM — Reinerstes Integral fur jede Losung [a , b] — M der zuL gehorigen Euler-Lagrangeschen Gleichung,
d.h.Dy L ist konstant langs der zugehérigen Zustandskyree (¢, ¢): [a,b] — TM .

Beweis. Wir kdnnen annehmen, dags= U eine offene Menge in einefd-VektorraumV ist. Nach Voraussetzung
ist 0= Dy L(x,u) = DlL(x Ju; X(x))+D2L(x JU DuX(x)) furalle(x,u) e TU =U x V. Erfllltg:[a,b] > U
die Euler-Lagrangesche Gleichung

% DoL(¢(t) . (1) = DyL(p(1) . ¢(1)).

so erhalt man mit PL(x, u) = D,L(x, u; X(x)) und der Produktregel
d . d . d . .
EDXL(QD» ¢) = E(DzL(tp, ¢ X(9) = (EDzL(w, ) (X (¢)) + D2L(¢, ¢) (Dy X (¢))
= D1L(¢, ¢: X(¢)) + D2L(9, ¢: Dy X (¢)) = DxL(gp.¢) =0. .
In lokalen Koordinatety , .. ., g, der Mannigfaltigkeitd und den zugehérigen lokalen Koordinaten

q1,.--549n, 41,---,%
des TangentialblindelsM lautet das Noethersche Theorem flr eine zeitunabhangige Wirkungsfunktion
LZL(‘]L---,%, 6'117---56']n) .
Ist das autonome Systei# , L) invariant unter dem Vektorfel& = " , f; 8/d¢g; , so ist

n aL
I =DyxL = i
X Z,—Il fi 3d;
konstant langs jeder Zustandskuive= (¢, ¢) zu den Lésungep der Euler-Lagrangeschen Differenzialgleichungen
d oL _ 9JL .
-— = = , i=1...,n.
dt 9q;  9q;

Das Noethersche Theorem besitzt eine nattrliche Verallgemeinerung, die dadurch motiviert ist, dass verschiedene

Lagrange-Funktionen durchaus zu denselben stationéaren Losungskurven fir das Wirkunggi;ﬁ'régpakp) dt fuhren
kdnnen.Dies ist sicherlich dann der Fall, wenn die beiden Lagrange-Funktidhemd L' = L + df sich nur um ein
totales Differenzialif : TM — R einer Funktionf : M — R unterscheidenDann ist namlich

b b b b
fL/(w,g‘o)dr:/L(¢,¢>dr+fdf(<p;¢>dr=/L(¢,¢>dz+f(¢(b>)—f(sa(a)),

a a a a

unde ist genau dann stationar beztiglich wenn dies beziglich’ gilt. Demgemaf heil3t ein Diffeomorphismas/on

2) Zur Ubung prufe man direkt ohne den Umweg tiber die Flusse, dass der Ubergang vom Vektorféle> TM

zum VektorfeldX : TM — T (TM), wie er hier lokal mit Karten beschrieben wird, unabhéngig von der Wahl der Karten

ist. Man verwechsl&X nicht mit dem in trivialer Weise nachM gelifteten Vektorfeld(P, &) —> X(P) € TpM C

Tre (TM), das wir wie schon weiter oben niit bezeichnen.

3) Dieser Satz und Verallgemeinerungen davon wurden zuerst von Emmy Noether bewiesen, vgl. Nachr. Akad. Wiss.
Gattingen, I, Math.-Phys. Kl. (1918).



M auf sicheine schwache Symmetrie des SystevhsL) bzw.L schwach invariant bezuglich, wennL
undL o (T F) sich nur um ein totales Differenzidlf unterscheiden. Ist ein Vektorfeld aufM, so hei3t. schwach
invariant bzgl. des Vektorfelde®, wenn B, L ein totales Differenziadg ist.#) Wir erhalten die folgende Variante
von 4.E.1:

4.E.2 Korollar Ist L schwach invariant beztiglich des Vektorfeldeauf M mitD; L = dg, soist DxL — g ein erstes
Integral fur das SystertW , L) .

Beweis. Wie im Beweis von 4.E.1 hat man

4 (DxLig. ) - 8) = D3 Ly, 9) — dg(y: ) =0. .

Wir wollen den Noetherschen Erhaltungssatz noch auf zeitabhéngige Wirkungsfunktionen ausdehnen. In der Regel
berucksichtigt man die Zeitabhangigkeit durch Ubergang vom Konfigurationsvaaom erweiterten Konfigu-
rationsraumM; := Rx M mitder ZeitR als einer orientierten euklidischen affinen Geraden. Dann st die Zeitfunktion

z: M, — Rdie Projektion auf die erste Komponente. Dies entspricht der Newtonschen Vorstellung von absoluter Zeit und
absolutem Ort. Gibt man die Vorstellung vom absoluten Ort auf (hélt aber an der Existenz der absoluten Zeit fest) , so ist
es angemessener, von einer beliebigen Mannigfaltigkeinit einer submersiven Zeitfunktiait M; — R auszugehen,

man vgl. dazu die elementaren Bemerkungen in Bd. 2, Beispiel 7.A.9. Eine erweiterte Konfigurationskurve
@1 istdann ein Schnitt bzgt, also eine Kurvep; : [a , b] — My mitz(p1(r)) = ¢ firaller € [a, b]. Bei Gliltigkeit der
Anfangsbedingung(gol(a)) = aistdies aquivalentmib (¢, ; ¢1) = 1firw := dz. Die verallgemeinerte Zustandskurve

(¢, @) liegt also stets auf der Hyperflache (genauer: dem affinen Hyperebenenbiandell des Tangentialblindels

TM,. BeiM; = Rx M handeltes sichumdie Menge derPunktel; P,&) e T(RxM) = TRxTM = (RxR)xTM

mitz e R, (P, &) € TM, vgl. 4.D, Ful3note 2.

SeinunL;:TM; — R eine Wirkungsfunktion auM; . Zur Bestimmung der Variationsgleichung fir die erweiterte
Konfigurationskurvep; sind nur Variationen in den Fasern vord.h. virtuelle Verschiebungep, : [a , b)] — TM; von
@1 Mitw(ey; Y1) = 0zugelassen. In einer Karte liefert dies nach dem d’Alembertschen Prinzip die Eulersche Gleichung

DlLl - % D2L1 = A

langs der verallgemeinerten Zustandskufwe, ¢1). Die Komposition ™4, — M; — T*M; bezeichnen wir dabei
ebenfalls mitv. Fir eine Symmetrie oder einen Automorphismiysles SysteméM, , z, L;) gilt nicht nur die Invarianz
von L, unter TF; auf der Hyperflache = 1, sondern auch die Vertraglichkeit mit der ZgitMan hat ein kommutatives

Diagramm £
M, M,
R ———+ R

mit einem Automorphismus der Zeit, d.h. einer Translatian: 7 +— 7 + a . Entsprechend ist ein automorpher Fluss
®,(s, P) fur (M, z, Ly) definiert. Der dazu gehdrende Fluss der Zehat (notwendigerweise) die Gestéait, 1) —
t 4+ as mit konstantenz € R. Solch ein automorpher Fluss lasst sich mit Hilfe seiner infinitesimalen Verriickung
durch

Dy, L1=0 auf w=1 und (X1, w) =Dy,z =a = const

charakterisieren. Demgemalf sagen wisei schwach invariant untéf;, wenn eine Funktiog,: M; — R
existiert mit By, L1 = dg; auf o = 1 und wenn(X;, w) = const ist. In dieser Situation erhalten wir das folgende
Noethersche Theorem beizeitabhangigen Wirkungsfunktionen:

4.E.3 Satz Ist das SysteniMy, z, L1) schwach invariant beztglich des Vektorfeldes mit Dy L1 = dgi auf
w =dz =1unda = (X;,w) = Dy,z = const, so ist die FunktionDx,L; — aE; — g1 konstant langs der
verallgemeinerten Zustandskurven , ¢;) des Systems, wo

E1(P1,8) =DoL1(P1,81; &) — Li(Py, &)
die Energiefunktion aufr M, ist.
Beweis. Ineinem lokalen Koordinatensystem mit Werten in einem Vektortaugit dgq (x1 ; u1) = Dy, Li(x1, u1) =

DiLy(x1,u1: X1(x1)) + DoLa(x1, ur; Dy X1(x1)), falls o (x1; ug) = List. Mitw(pr; ¢1) =1, 0(¢1: X(91) = a
und der Eulerschen Gleichung ergibt sich

4) Ist L invariant bzgl.X, so istL + df offenbar fur jede &Funktion f : M — R wegen B, df = d (DxF) schwach
invariant bzgl.X.



d
dt

= (% D2L1(¢1, @1)) (X1(91)) + D2L1(@1. ¢1: Dyy X1(91)) — dgalers ¢1)

= D1L1(¢1, ¢1: X1(¢1)) — Ao (¢1; X1(91)) — D1La(1, 915 X1(91))
= —ro(¢1; X1(p1)) = —ha,

% (Dx,L1(g1. @1) — g1(91)) = — (D2La(@1 . @15 X1(91)) — dga(er; ¢1) =

und far %El((pl, ¢1) erhélt man

d .. . .. .
E(DZLl(wl» @1;91) — L1(@1, 91)) = D1L1(@1, @1 ¢1) — Ao (g1, ¢1) +

+ DaoLa(¢1, @15 1) — D1L1(@1, @15 1) — DaL1(@1, @15 ¢1) = —A . .

Man beachte, dass man in 4.E.3 die Zefjar nicht zu kennen braucht, sondern nur ihr nirgends verschwindendes
Differenzialow = dz . Ferner braucht mah; nur in einer Umgebung vo® = 1 zu kennen. Haben wir ein autonomes
System(M , L), das schwach invariant ist beztglihmit D3, L = dg, so erhalt man das erste Integraf D— g aus
4.E.2,indemman 4.E.3al x M — R und das Vektorfeld; = (0, X) anwendet. Wahlen wir jedoch das Vektorfeld
X, = (9/0t), so erhalten wir aus 4.E.3 noch einmal den Energiesatz, d.h. die Energie als erstes Integral.
Allgemeiner operiere eine (reelle) Lie-Grup@enit der Lie-Algebrgy auf dem zunachst autonomen Systém, L) , d.h.
G operiere auM im Sinne von Definition 3.C.1 unbl sei invariant unter der zugehérigen Operation Goauf TM . Dann
ist insbesonderé invariant unter den Vektorfeldern der Fotkia zu den Einparametergruppén P) — (expté) P,
& € g. Wirsagenin dieser Situation, das Systerh, L) sei invariant unter der (dur¢h— X;:)gegebenen Lie-
Algebra-Operation vogaufdem Raunk (M) der Vektorfelder vorMs . Nach dem Noetherschen Theorem istlangs
jeder Zustandskurve des Systes, L) die Funktion QL := Dx, L :TM — R konstant fir jede$ € g. Insgesamt
ist die sich daraus ergebende AbbildubgL : TM — g* mit (P, n) —> (& — D¢L(P,n)) ein erstes Integral des
Systems$M , L) mit Werten im Dualg* = Homg (g, R) vong . Man beachte, dass weg&p: . = [X¢, X,], vgl. 3.C.5,
die Gleichung

Dig.c)L = DD L — DD, L
fur beliebiget, ¢ € g gilt. Ist daszeitabhangigeSystem(M, , z, L1) invariant unter einer Lie-Algebra-Operation von
g, so ergibt sich aus Satz 4.E.3 das erste Integgdl.D- a E; mit Werten ing*, wobei a:g — R die Linearform
& —> ((X1):,w) = D)z ist und E; die Energie des Systems. Bei schwacher Invarianz %[Ll = dg: auf
o = 1 mit Funktioneng: : M — R, von denen wir annehmen kénnen, das§ — g; linear ist. Ein erstes Integral
(wieder mit Werten irg*) istdann QL1 —aE1 —g.
Die vorstehenden Uberlegungen zum Noetherschen Theorem zeigen in typischer Weise, dass bei Symmetriebetrachtungen
fur Differenzialgleichungen nicht eine (Lie-)Grupg@eglobaler Symmetrien die entscheidende Rolle spielt, sondern ,nur*
eine (Lie-)Algebray infinitesimaler Symmetrien. Dies war flr Sophus Lie ein wichtiger Gesichtspunkt, als er die Theorie
der Lie-Gruppen und Lie-Algebren entwickelte. Wir betrachten einige konkrete Beispiele.

4.E.4 Beispiel( Operation der Galilei-Gruppe Klassische Erhaltungssatze der
Mechanik) Wir erinnern an die Galileische Beschreibung unserer Raum-ZeitEWedl. Bd. 2, Beispiel
7.A.9): E ist ein 4-dimensionaler affiner Raum mit einer surjektiven affinen Zeitabbilduryy — T,
wobei der Zeit-Raunt eine orientierte affine Gerade ist. Der Kerg des linearen Anteilgg: V — Vr

mit V := V(E) und Vy := V(T) ist der Raum der raumartigen Vektoren. Er tragt ein Skalarprodukt, das
die Metrik vonVg bestimmt. V7 identifizieren wir nach Wahl einer in die Zukunft weisenden Basis ¥pn

mit R. Man vergleiche hierzu Bd. 2, loc. cit. und Bd. 2, Beispiel 13.A.12. Ist Gberdies ein Zeitursprung
festgelegt, so kbnnen wir sogéir= R annehmen.

Ein Automorphismug von E heil3t eine (metrische) Galilei-Transformation vBnEs handelt
sich dabei um eine Affinitaf : E — E, die eine Translatiorf;y : T — T der Zeit induziert und deren
linearer Anteil fy auf Vs eine orthogonale Transformation induziert. Wahlt man eine Bgsis, v, vz von
V = V(E) derart, dass, vz, vz eine Orthonormalbasis vor ist, so ist die Affinitdtf von E genau dann
eine Galilei-Transformation, wenn die Matrix vgo bzgl. vg, v1, v, v3 die Form

1 0 0 O
a

b A
c

hat mita, b, ¢ € Rund einer orthogonalen Matr € O3(R), vgl. auch Bd. 2, 8.A, Aufg. 25. Wir bezeichnen



die Gruppe dieser (metrischen) Galilei-Transformationen als die (metrische) Galilei- G i pqeE .
Sie ist eine abgeschlossene Unter-Lie-Gruppe der Lie-Gruppe Aler Affinitdten vonE , die die Gruppe
T(E) = V der Translationen umfasst. Es ergibt sich eine exakte SequenzV0— G — Gg — 1 von
Gruppen, wobeG, die Untergruppe der linearen Anteifg € GL(V) der f € G ist.®) Insbesondere isk
das semidirekte Produkte

VxGog C VxGL(V) = A(E).

Da G nach obiger Beschreibung eine 6-dimensionale (abgeschlossene) Lie-Untergruppg Vonsgist

die Galilei-GruppeG einelO-dimensionale Lie-GruppeSie hat genau zwei Zusammenhangskomponenten,
die durch die beiden Zusammenhangskomponenten \df) ®estimmt werden. Die Zusammenhangs-
komponente der Identitat besteht aus den eigentlichen Galilei-Transformationen und wece mit
bezeichnef)

Die Lie-Algebrag von G ist eine Unter-Lie-Algebra der Lie-Algebtd E) von A(E) , vgl. 3.B, Aufg. 4. Der
exakten Sequenz

O—-V->G—>Gg—~1
von Lie-Gruppen entspricht die exakte Sequenz
0> V->g—>g0—>0

der zugehdrigen Lie-Algebren. Zeichnen wir noch einen Zukunftsvelter V der Zeitlange 1, d.h. mit

zo0(vp) = 1 aus, wahlen wir also — physikalisch gesehen — eine Schar von Beobachtern mit Relativgeschwin-
digkeit O und (konstanter) Vierergeschwindigkajtaus, so ist/ = Ruvg & Vs, undzg identifiziert Rvg mit

Vr = R. Zeichnet man in dieser Schar einen festen Beobachter aus, d.h. eine Getdfie; + O in E,

so liefert die Isomorphié x Vg — E mit (P, x) — x + P eine Einbettung von (/) in G und damit von

o(Vs) in g, die mit der Einbettung vom(Vs) in go auf Grund der Zerleguny = Rug @ Vs vertraglich ist”)

Schlie3lich erwahnen wir die exakte Sequenz=0 Gy — G — R — 1, die von dem surjektiven
Homomorphismen vorG auf die GruppeR = V; der Translationen voil herriihrt. Gy ist also der
Normalteiler derjenigen Galilei-Transformationen, die die Zeit fest lassen. Es resultiert eine entsprechende
exakte Sequenz 8> gr — g — R — 0 derLie-Algebrenund eine Zerlegung= Rvo®gr . Physikalische
Gesetze in der Galileischen Raum-Zeit-WEIltkdnnen nur dann universelle Bedeutung haben, wenn sie
invariant unter der Galilei-Grupp& sind (wobei man dartber diskutieren kann, ob uneigentliche Symmetrien
zuzulassen sind) .

Betrachten wir nun ein nicht notwendig zeitunabhangiges mechanisches Systdim. ) Die (absolute)
Zeitz: E — T induzierteine Zeit : M — T, und die Operation vo@ aufE wird in der Regel eine natirliche
Operation vorG auf M oder zumindest der Lie-Algebgavon G aufX (M) induzieren, die mit der Operation
von G auf T vermdgez vertraglich ist. Istw = dz und istvg € V C g eine Vierergeschwindigkeit mit
zo0(vo) = 1, so hat man alse|gr = 0 unda(ve) = 1 fur die durcha(§) := (X;, w) definierte Linearform
a.g— R.

Wenn das mechanische SystéM , z, L) schwach invariant bezuglich der Operation ypist, sprechen
wir von einem abgeschlossenen mechanischen System. Fir solche Systeme gilt nach 4.E.3:

4.E.5 Energie-Impuls-Erhaltungssatz Sei(M, z, L) ein abgeschlossenes mechanisches System mit der
Gesamtenergi€ und mitDx, L = dg; aufdz = » = 1. Die Zuordnungg : § — g sei linear aufg. Dann
ist die Funktion

DgL —aE — g

aufTM ein erstes Integral mit Werten gt = Homg (g, R) . Insbesondere isb,, L — ¢ wegena(gr) =0
ein erstes Integral mit Werten iy .

5) Gy ist hier alsonicht die Zusammenhangskomponente der Identitat@on

6) Man vergleiche die Galilei-Grupp@ mit der ebenfalls 10-dimensionalen (isochronen) Poincaré-Gruppe eines affinen
Minkowski-Raums der Dimension 4 (Bd. 2, Abschn. 16.B).

7y Einen vollen Schnitt zig — go und damit eine Zerlegung = Vs @ go erhalt man tbrigens, wenn man a@uhoch

einen Punkt auszeichnet.

8) Wir unterdriicken hier den Index 1 i = M, , den wir bislang in einer solchen Situation benutzt haben.



Bedenkt man, dasg die Dimension 10 hat, so ist das erste Integral aus 4.E.5 nach Wahl einer Basis von
g mit nicht weniger als 10 ersten Integralen mit WerterRidquivalent (die allerdings nicht voneinander
unabhéangig zu sein brauchen).

Unterradumel von g liefern spezielle erste Integrale: Wéahlt man tiiden RaumVs C gr der raumlichen
Translationen und identifiziert man Gber das Hyfiegebene Skalarprodukt den Dualraugnmit Vs, so ist

Dy, L:TM — Vs.

der gewohnliche Impuls.

Ist die Weltlinie eines Beobachters= Rug+ O C E ausgezeichnet, so liefert die zugehorige, oben beschrie-
bene Einbettung(Vs) C gr einen Impuls mit Werten in(Vs)*, der sich mittels einer Orientierung voR
folgendermal3en beschreiben lasst: Zunéchstidentifiziert man die Lie-Algéhnaiber das Vektorprodukt

in Vs mit Vg, vgl. Bd. 2, 18.D., Aufg. 20, und dann(Vs) * mit V¢, also ebenfalls mivs . Insgesamt ergibt
sich so der sogenannte Drehimpuls

DU(VS)L TM — V.

Der UnterraumVs @ o(Vs) von g ist 6-dimensional. Jedes 3-dimensionale Komplement daguiefert
eine volle Beschreibung des ,Impulsesg,[L : TM — g7 . Eslasstsich im Allgemeinen nicht so kanonisch
angeben.

Ist das System invariant (und nicht nur schwach invariant) unter den infinitesimalen Translationgn von
bzw. den infinitesimalen Drehungen an@’s), so gelten der Impuls(erhaltungs)satz bzw. der
Drehimpuls(erhaltungs)satz. Der Energie(erhaltungs)s/tz const gilt, falls fir die
Vierergeschwindigkeit, des Beobachters die volle Invarianzbedingur;goll) = 0 erflllt ist (was in der
Regel der Fall sein wird) .

Schliel3lich erwahnen wir, dass auch die (schwache) Invarianz bezuglich noch kleinerer Untergruppen von
G bzw. Unter-Lie-Algebren vory wertvolle Erhaltungssétze liefern kann. Beispielsweise erhalt man bei
Vorgabe eines Beobachteisaus der Invarianz beziglich der Gruppe der Drehungen um eine feste Achse
Rvi mit vy € Vg, ||v1]| = 1 die Konstanz der Drehimpulskomponente beziigheoh C Vi = o(Vs).

4.E.6 BeispielWir setzen das letzte Beispiel fort und betrachten konkreter ein Systeniassenteilchenin

der 4-dimensionalen Galileischen Raum-Zeit-Welt, die wir mit Hilfe eines BeobaéhteiRvg + O mit & x

Vg identifizieren. Der verallgemeinerte Konfigurationsrautist dann ohne Zwangsbedingungen eine offene
Menge ink x V§ und bei Berlcksichtigung von Zwangsbedingungen eine Untermannigfaltigkeit davon. Von
der Lagrange-Funktion nehmen wir an, dass sie in einer UmgebungMom T (h x V{) = (h x V§) x

(Ruvg x V{) definiertist. Ferner fixieren wir eine Orthonormalbasisvy, v3 fur den RaunVs der raumlichen
Translationen vork, die wir gleichzeitig zur Definition einer Orientierung auf benutzen. Ist dani
invariant unter den infinitesimalen Translationen &ys d.h. sind die Vektorfeldex = (0, x,...,x) €

Rug x Vs mitx € Vg tangentiell anV, so ist der Impuls fiir das Syste@ , L) definiert und offenbar gleich

r 3
oL
DVSL = Z Z Wpl v,
p=1 i=1
wo 9/dx,; die Ableitung in Richtung des Tangentenvekt@?sO, ...,0;0,0,...,v;,...,0) aus(Rvg x

V§) x (Rug + Vi) ist, bei demw; an der(r 4 p + 2)-ten Stelle steht. Ist nur die infinitesimale Translation
zu dem festen Vektor = a,v1 + axvo + azvz € Vg tangentiell anM, so ist wenigstens noch der Impuls
in Richtungx

oL
(x, Dy L) = Z Z aiax'_pi

auf TM definiert.

Zur Bestimmung des Drehimpulses bemerken wir als erstes, dass bei der Identifikati@gn mitno (Vs)
einer Winkelgeschwindigkei2 € Vg das VektorfeldXq : x — Q x x auf Vg entspricht und folglich das
Vektorfeld (f vo, x1,...,x) —> (0, 2 x x1,...,Q x x,) aufh x V{ . Setzen wir voraus, dass alle diese



Felder tangentiell aiM sind, so ist der Gesamtdrehimpuls adfdefiniert und offenbar gleich (vgl. Bd. 3,

Beispiel 16.B.8)
3
0(V5)L Z .Xp <Z @ U,) .

i=1

Ist M nur invariant gegentiber der Rotation um eine feste A@QeC Vs, so ist wenigstens noch der
Drehimpuls beziglich der Winkelgeschwindigkektdefiniert, namlich durch

3 9L Ql Xp1l 8L/8xp1
(Q,DU(VS)L)—Z (Q,x,x a_ ; ZDet Qo X2 OL/3%, | .
=1 i= =1 Q3 x,3 0L/0x,3

Die Energie des Systems ist gleich

Z(XO —/ + Z x,oz 3L
i=1

p=1

L)y,

Wwo 9/dxo die Ableitung in Richtung0, 0, ...,0;v0,0,...,0) € (Rvg x V{) x (Ryp x V§) bezeichnet.
dL/dxo wird in der Regel verschwinden.

Hat die Lagrange-Funktion die spezielle Gestalt

l

_ % > o lil2 = U, oux,),
p=1
so istL genau dann invariant bzgl. der infinitesimalen Translation mit dem VektoV , wenn die Rich-
tungsableitungx, Z _; grad, U ) verschwindet. Dabei bezeichnet gratiden Gradienten des partiellen
totalen Differenzials vom] nach derp-ten Komponente voi§ . In diesem Fall bekommen wir die Impuls-
komponente

(s Xhma mpp) = (x, mS$)

als erstes Integralm = ) _, m, ist dabei die Gesamtmasse uhic= L > —1myx, der Schwerpunkt des
Systems. Diec-Komponente der Schwerpunktsgeschwindigkeit ist also konstant. Entsprechempgbisiu
dann invariant bzgl. einer infinitesimalen Rotation mit der Winkelgeschwindigkewenn gilt:

r

> (2 xx,,grad,U) =0.

p=1

Dies ergibt als erstes Integral die Drehimpulskomponente
(€2, Z;lepx myx,) = Z;=1<Q X Xp, MpXy) .

Die Invarianzeigenschaft vdii gegeniber Translationen bzw. Rotationen sind sehr nattrliche Bedingungen.
Sie sind sicherlich dann erfullt, werth nur von den Abstanden der Masseteilchen abhangt. In diesem Fall
ist U sogar gegeniber allen Galilei-Transformationen invariant. (Dies gilt jedoch im Allgemeinen nicht fur
die kinetische Energig >\ _, m,, ||x,/?.)

Betrachten wir schlieB3lich noch die Invarianz gegenuber denjenigen Galilei-Transformationen, deren linearer
Anteil auf Vg die Identitat ist, also die Form

'y:tvg+ve fyg+v+tw

haben mit der ,Relativgeschwindigkeit = I',,vg — vg € Vs bzgl. vo. Nach Wahl eines Zeitnullpunktes
O fur den Beobachtek identifiziert sichE = h x Vg mit R x Vg undz mit der Projektion(z , x) — ¢
vonR x Vs aufR. Ferner ist dann die lineare Gruppe d&r, w € Vg, kanonisch inG eingebettet. Zur
Einparametergruppe— I'y,, gehoren die Vektorfelder

X@;x1,...,%)=0;tw,...,tw) e RxV{,
}(t;xl,...,x,;l;)'c1,...,)'c,):(O;Iw,...,tw;O;rw,...,tw)e Rx V) x(RxVg).



Es ist also
DxL =Y _i(w, tmyx, +tgrad, U) = t{w, Y, _ymyx,)+t(w, > ", grad, U).

Die Invarianzbedingung PL = O fur dz = dr = t = 1 ist in diesem Fall nicht zu erwarten. Gilt aber
(w, Z;Zl grad, U) = 0, so hat man die schwache Invarianzbedingung

DxL =d((w, Y.\ _; mpx,)) =d(m(w,S))

fir r = 1, wobei wie obem: = )" m,, die Gesamtmasse usd= 1 3" m ,x, der Schwerpunkt des Systems
ist. Mit 4.E.3 bekommt man nun das erste Integral

(w,tzzzlmp)'cp) —m{w, S) = (w,m(ts —s)),

d.h. die Konstanz vony —y fiir y = (w, S), woraus wieder die Konstanz derKomponentgy = (w, S) der
Schwerpunktsgeschwindigkeit folgt, die wir bereits oben unter derselben Voraussetzung hergeleitet haben.

4.E.7 Beispiel Einfache Beispiele zum Noetherschen Theorem erhalt man auf folgende Weise: Der Konfi-
gurationsraund sei eine offene Mengg in einem VektorraunV . Die Lagrangefunktiod. : U x V — R

sei konstant in Richtungy € V, d.h. die Richtungsableitund).,L sei identisch 0. Dann ist das System

(M , L) offenbar invariant gegentber der infinitesimalen Translationvgit Das Noethersche Theorem
besagt, dass der ,Impul®,),,L in Richtungvy“ ein erstes Integral ist. Dies ergibt sich natirlich auch
unmittelbar aus der Eulerschen Gleichu@tydr) D,L = D; L . Dabei ist ganz wesentlich, dass das Vektor-
feld X = vg konstant ist. Fir ein beliebiges Feldauf U mit (D1)xL = 0 ist (D,)xL in der Regel kein
erstes Integral. Interpretiert man die Richtungsableit(®yg,, nach Wahl einer Basis voW als partielle
Ableitung nach einer der Variablep, so bedeutetD,),,L = dL/dqo = 0, dassL von go nicht abhéngt.
Solche Variablen nennt man auch zyklische Variablen.

Ist V euklidisch mit der Orthonormalbasis , ..., v, undxq,...,x,, X1,..., X, als den ;ugehdrigen
Koordinatenfunktionen auf &, so haben BL und D,L die Gradientenfelder grad. = > ; % v; bzw.

grab L =), % v; und der obige Impulserhaltungssatz lautst:vg € V ein Vektor mit(vg, grad, L) =
0, so ist der verallgemeinerte Impuso, grad, L) in Richtungvo ein erstes IntegralMan interpretiere das

Brechungsgesetz aus Bd. 3, Beispiel 10.B.2 unter diesem Gesichtspunkt.
Fir einen Massenpunkt in einem 3-dimensionalen orientierten euklidischen Vektdrralensich in einem
rotationssymmetrischen Zentralfeld bewegt, ist die Lagrange-Funktion

L=gmlx|*=U(lxl)

invariant gegenuber linearen Drehungen, und der Drehimpulg: x ist ein erstes Integral. Es handelt sich
also um eine ebene Bewegung, diebrix £ 0in der zum Drehimpulsvektor orthogonalen Ebene stattfindet
(und beix x x = 0 auf der festen Geradéx) . Ferner ist% |lx x x| die konstante Flachengeschwindigkeit

(vgl. Bd. 3, Beispiel 4.A.11) . Der Energiesatz liefert zusatzlith= 2 m |42 + U (]|x]|) = const
Ist etwas allgemeiner
L=3Zm(lxl) 1%11> = U(lx])

eine Lagrange-Funktion, bei dervom Zentrumsabstank | abhéngen darf, so liefern Energie- und Dre-
himpulssatz die Konstanz von

Im(Ilxl) 1212+ U(lxl)  und  x x m(lx]]) % .

Aus der Konstanz des Drehimpulses folgt wieder, dass es sich um eine ebene Bewegung handelt und dass
der Betrag
m(|lxll) 1]l %] sin&(x, x)

konstant ist. BeU = 0 haben wir diese Aussage ebenfalls schon in Bd. 3, Beispiel 10.B.2 bewiesen und als
Strahlgesetz bezeichnet.



