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Was 1st Funktionalanalysis?

Analysis hat sich in der Mathematik eingebiirgert als ein Sammelbegriff fiir
die so genannte Infinitesimalrechnung (im Wesentlichen die Differential- und
Integralrechnung) und die daraus entstandenen Theorien. Thren Ursprung
nahm sie in der Theorie der reellen Zahlen, nicht primér als arithmetischer
oder algebraischer Rechenbereich, sondern mit Bezug auf ihre mikroskopi-
sche Struktur, in der Ndherung, Konvergenz und momentane Verdnderungs-
geschwindigkeiten reeller Grofen eine priagende Rolle spielen. Die wichtigsten
Probleme, mit denen die Analysis sich in ihrer Geburtsstunde zu beschéfti-
gen hatte, waren die Bestimmung von Tangenten zu geometrischen Figuren,
die Berechnung von Inhalten (Fliachen und Volumina) krummer Figuren, und
die Losung von aller Art von Aufgaben, in denen die Geschwindigkeit eines
sich bewegenden Teilchens eine Rolle spielten.

Diese Theorie beschriankte sich nicht nur auf den reellen Zahlenbereich,
sondern erfuhr auf ganz natiirliche Weise Erweiterungen zu mehrdimensiona-
len euklidischen Rdumen R™, auch in ihrer Eigenschaft als natiirlicher Wohn-
ort der mathematischen Physik, und spéter zu C oder zu mehrdimensionalen
komplexen Réumen und schlieflich zu geometrischen Gebilden (Mannigfal-
tigkeiten), die nur im Kleinen so aussehen wie R™ oder C", aber die alleine
schon deshalb doch fiir die Methoden der Differential- und Integralrechnung
zuginglich sind.

Die ,klassische* Analysis widmet ihre Aufmerksamkeit einzelnen Funk-
tionen oder Abbildungen auf R", der Bestimmung ihrer Eigenschaften und
der Durchfithrung wichtiger Berechnungen mit ihnen, sowie das Auffinden
von Einzelfunktionen, die gewiinschte Merkmale aufweisen, oder die gewis-
se analytisch formulierte Gleichungen (Differential- oder Integralgleichungen)
erfiillen. Analysis ist aber keine leichtes Gebiet und stoft deshalb sehr schnell
an Grenzen, die ein weiteres Vorkommen zumindest stark erschweren.

Schon in ihren Anfingen wird die Analysis erst durch ein Zusammenwir-
ken der ganz verschiedenartigen Strukturen ermoglicht, die die reellen Zah-
len aufweisen, speziell der algebraischen oder arithmetischen Struktur (die
Grundrechenarten) mit der topologischen Struktur (Konvergenz), eine Zu-
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sammenarbeit, die direkt sichtbar ist in der gingigen Definition der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion als Grenzwert von Differenzenquotienten.

Die Funktionalanalysis ist der sehr gelungene Versuch, die Grenzen, an
die die klassische Analysis stoft, zu durchbrechen, in dem das schon in Ansét-
zen vorhandene Zusammenspiel der algebraischen, topologischen und analy-
tischen Strukturen der reellen Zahlen und ihrer Verallgemeinerungen weiter
ausgebaut wird zu einer geschlossenen Theorie, in der die Methoden und
Erkenntnisse mehrerer zundchst unverwandter Grundgebiete der Mathema-
tik kombiniert werden, um die Probleme der Analysis von mehreren Ecken
gleichzeitig zu beleuchten und neue Klarheit zu bringen.

Der Grundsatz dieser Theorie liegt in einer alten Erkenntnis: Analysis ist
schwierig zum Teil deshalb, weil jeder isoliert gesehene Gegenstand der Ana-
lysis eine Seltenheit ist und deshalb schwer zu packen ist. Schon die genaue
Angabe einer speziellen Funktion oder einer speziellen wichtigen Zahl ist ohne
Naherungsmethoden in der Analysis fast nie moglich. Aber seltene oder exo-
tische Gegenstinde kann man ,einkesseln“ und ergreifbar machen, wenn man
sie nicht als losgelosten Einzelgegenstand betrachtet, sondern eingebettet in
einer Umgebung oder Klasse dhnlicher Gegenstinde untersucht.

Eigenschaften, die ein einzelner Gegenstand fast nie hat, konnen in ei-
ner solchen Klasse trotzdem hiufig oder zwangsweise vorkommen (man den-
ke zum Beispiel an eine Lotterie oder an eine Gewinnverlosung, an der ein
Bekannter teilnimmt — dass, sagen wir, ausgerechnet Tante Hilde den aus-
gelosten Porsche gewinnt, wire sehr iiberraschend, aber dass irgendjemand
den Hauptpreis gewinnen wird, ist ganz sicher, wenn das Spiel nicht getiirkt
ist). Dieses ,Stabilisieren* eigensinnigen Verhaltens durch Betrachtung seines
Umfelds macht es leichter zu untersuchen.

Ein dhnlicher Gedanke motiviert die Funktionalanalysis. Ihr Gegenstand
sind nicht einzelne Funktionen und ihre analytischen Eigenschaften, sondern
Funktionenfamilien und ihr Verhalten. Sobald man nicht mehr einzelne Funk-
tionen betrachtet, sondern Raume aufgebaut aus vielen Funktionen mit vor-
gegebenen Eigenschaften, treten neue Strukturen ins Spiel. Meistens sind die
untersuchten Funktionenfamilien abgeschlossen unter Addition und Multipli-
kation (zumindest unter Streckung, also Multiplikation mit Konstanten) und
bilden somit einen Vektorraum oder eine R-Algebra, und diese algebraischen
Bereiche kann man nun mit den Mitteln der linearen Algebra untersuchen.

Das alleine erweist sich immer noch als sehr schwierig, weil die so ent-
stehenden Vektorrdume unendlichdimensional sind. Aber weil die Elemen-
te dieser Vektorrdume reell- oder komplexwertige Funktionen sind, bringen
sie als Mitgift in die Ehe mit der Algebra automatisch auch eine topologi-
sche Struktur mit. Man kann auf verschiedene Weisen den ,Abstand* zweier
solcher Funktionen messen und somit die Funktionenvektorraume mit einer
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metrischen Struktur versehen, die auf ihnen eine Topologie bestimmt. Die-
se erlaubt die Anwendung von Konvergenzséitzen und anderen topologischer
Methoden, um die Funktionenrdume in den Griff zu bekommen. Zum Bei-
spiel ,zahmen"“ metrische und topologische Eigenschaften wie Beschrianktheit
oder Kompaktheit die Unendlichdimensionalitit der Funktionenrdume und
machen es in vielen Féllen moglich, sie wie endlichdimensionale Vektorrdume
zu behandeln.

Die Topologie erlaubt auch sinnvolle Einschriankungen der Vielzahl der
linearen Abbildungen zwischen den unendlichdimensionalen Funktionenréu-
men. Da die Funktionenrdume nicht nur Vektorrdume sind, sondern auch ei-
ne Topologie tragen, sind die ,richtigen Abbildungen zwischen ihnen solche,
die beide Strukturen respektieren, also stetige lineare Abbildungen (stetig
beziiglich der Topologie der Funktionenrdume).

Diese von der Doppelstruktur bedingte Einschriankung wirft neue kriti-
sche Fragen auf (gibt es denn iiberhaupt interessante stetige lineare Abbil-
dungen, und wenn ja, wie viele?), aber ihre (gliicklicherweise positive) Be-
antwortung erzeugt auch neue sehr reichhaltige mathematische Theorien, die
die Grundlage der Funktionalanalysis bilden.

Wie Sie an dieser Beschreibung erkennen kénnen, ist die Vorgehensweise
der Funktionalanalysis wesentlich abstrakter, als die Methoden der ,klassi-
schen Analysis, die Sie aus den Anfingervorlesungen kennen. Das hat zu-
nachst den Nachteil, dass das intuitive Verstdndnis oft versagt und man
manchmal nicht so genau und nicht so unmittelbar begreift, was die Ob-
jekte, die man untersucht, in der ,wirklichen* Welt bedeuten. Aber die vielen
Anwendungen, die die Funktionalanalysis in der Physik und anderen mit der
Natur verbundenen Wissensgebiete hat, zeigen ganz klar, dass sie etwas in
der konkreten, natiirlichen Welt bedeuten.

Wenn man das begriffen und akzeptiert hat, kann man die vielen Vor-
teile wiirdigen, die die Funktionalanalysis bietet. Da sie Funktionenfamilien
ganzheitlich untersucht, haben ihre Ergebnisse von Haus aus eine gewisse
Allgemeinheit. Und die Abstraktheit der Methoden und Betrachtungsweise
erlaubt eine sehr produktive Kreativitdt in der Ausdehnung und Verallge-
meinerung der Grundbegriffe der Analysis.

Mit diesen Methoden kann man neue Objekte konstruieren, die in der
klassischen Analysis gar nicht existieren kdnnen, aber trotzdem Anwendun-
gen haben bei der Losung klassischer Probleme, auch und gerade wenn diese
Probleme innerhalb der klassischen Analysis iiberhaupt nicht 16sbar sind.

Ein sehr wichtiges Beispiel ist die Theorie der Distributionen, auch ver-
allgemeinerte Funktionen genannt. Distributionen sind Dinge, die man
integrieren kann, d.h., die ein wohlbestimmtes endliches Integral besitzen, ob-
wohl sie als normale Funktionen mit reellen oder sonstartigen Werten nicht
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realisierbar sind. Ihre Existenz verdanken Sie nur dem Begriff des Integrals als
stetiger linearer Operator auf einem Funktionenbereich, und den Wirkungs-
bereich dieses Operators kann man einfach problemlos auf ,,Nichtfunktionen®
ausdehnen. Diese Nichtfunktionen konnen dann iiberall auftreten, wo nor-
male Funktionen auftreten, solange man sich nur mit den Integralen dieser
Funktionen befasst und nicht mit ihren Werten an einzelnen Stellen.

So kénnen Differentialgleichungen, die klassisch gar keine Losungen besit-
zen, trotzdem Distributionslésungen haben, und Sétze iiber die Losungen von
Differentialgleichungen sind dann auf einmal auch auf solche Differentialglei-
chungen anwendbar, wo sie es vorher eben nicht waren, oder sind vielleicht
sogar erst dann richtig formulierbar, wenn man die Distributionslésungen mit
einbezieht!

Wenn Thnen das ein bisschen wie schwarze Magie vorkommt, dann diir-
fen Sie nicht vergessen, dass die Mathematik sich schon seit sehr langer Zeit
auf dhnliche Weise erweitert, und dass Thnen manche Begriffe ganz gelaufig
und unproblematisch vorkommen, die eine dhnliche Geschichte haben und fiir
die Mathematiker fritherer Zeiten zwar niitzlich, aber ganz unheimlich und
schwer zu verdauen waren — ein klassisches Beispiel sind die komplexen Zah-
len, die algebraische Gleichungen losen, die keine reellen Losungen besitzen,
und die einfach formulierbare und allgemein giiltige Satze iiber die Existenz
und die Anzahl der Wurzeln eines Polynoms erlauben, die im Bereich der
reellen Zahlen nur in einer sehr komplizierten und unbefriedigenden Fassung
iiberhaupt moglich wiren. Das Wort ,imagindr” in Verbindung mit komple-
xen Zahlen zeugt heute noch davon, dass diese Zahlen mehrere Jahrhunderte
lang benutzt wurden (zum Beispiel schon in der beriihmten Cardanschen Lo-
sung der allgemeinen kubischen Gleichung), bevor man wirklich bereit war,
ihre Existenz zu akzeptieren.

In Zusammenfassung kann man die Funktionalanalysis beschreiben als die
Verschmelzung algebraischer, topologischer und analytischer Methoden zur
Untersuchung stetiger linearer Abbildungen auf Funktionenrdumen. Die rei-
che Grundstruktur macht dies zu einer sehr leistungsfiahigen und produktiven
Theorie, von der wir in dieser Vorlesung und ihrer Fortsetzung im kommen-
den Sommersemester die wichtigsten Elemente kennen lernen wollen.

Wir geben noch einen kurzen Uberblick iiber die geplanten Themen.

Die Grundobjekte der Funktionalanalysis sind topologische Vektorraume,
insbesondere solche, wo die Topologie eine metrische Topologie ist (bestimmt
durch eine Abstandsfunktion), und unter diesen sind von besonderer Wich-
tigkeit die normierten Vektorraume, darunter die Banachridume und die Hil-
bertrdume, in denen die Norm von einem inneren Produkt stammt. Die Ob-
jekte dieser Vektorrdume sind aber in vielen Féllen reellwertige Funktionen
— wie erhdlt man fiir solche Funktionen eine geeignete Abstandsfunktion,
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eine Norm oder ein inneres Produkt?

Diese Strukturen kann man auf verschiedene Weisen einfiihren, aber eines
der geeignetesten Werkzeuge dafiir ist das Integral und speziell das Lebesgue-
sche Integral, da es auf viel mehr Funktionen anwendbar ist und viel starkere
und schdnere Eigenschaften hat, als das Riemannsche Integral. Da mir nicht
klar ist, wie gefestigt Ihre Kenntnisse dariiber aus den Anfingervorlesun-
gen sind, beginnen wir mit einem kurzen Abschnitt iiber das Lebesguesche
Integral, seine Konstruktion und seine wichtigsten Eigenschaften.

Es folgt eine Einfiihrung in die Theorie der normierten Vektorrdume und
anschliefend eine erste Untersuchung von stetigen linearen Abbildungen auf
ihnen. Hier machen wir die Bekanntschaft mit drei wichtigen Grundprinzipien
der Funktionalanalysis: der Satz von Hahn-Banach iiber die Existenz von
stetigen linearen Funktionalen (Elementen des Dualraums), das Prinzip der
gleichméfigen Beschranktheit gewisser Funktionenfamilien, und das Prinzip
der offenen Abbildung, das besagt, dass die Bilder offener Mengen unter
surjektiven stetigen linearen Abbildungen zwischen Banachriumen wieder
offen sind.

Als wichtiges Beispiel fiir Banachrdume und Hilbertriume betrachten wir
dann die £P-Rdume integrierbarer Funktionen.

Wenn man normierte Vektorrdume studieren will, dann erweist es sich als
geschickt, ihre Dualrdume zu betrachten, und der Grund dafiir liegt in der
Tatsache, dass sie eine etwas reichere Struktur haben, als die Rdume, deren
Dual sie sind. Von Natur aus tragen sie eine Normtopologie, aber sie haben
auch zwei weitere wichtige Topologien, die deshalb so niitzlich sind, weil sie
mehr kompakte Teilmengen zulassen als die Normtopologie und Kompakt-
heit ein hilfreicher Ersatz fiir Endlichkeit ist in der Theorie der unendlich-
dimensionalen topologischen Vektorrdume. Ein Kapitel wird sich den drei
Dualraumtopologien und ihren Anwendungen widmen.

Es folgt ein Abschnitt iiber Hilbertraume, die eine auch fiir die Anwen-
dungen sehr wichtige Spezialisierung der Banachraume bilden.

Im Sommersemester befassen wir uns mit linearen Operatoren (stetigen
Endomorphismen) auf Banach- und Hilbertrdumen, mit Banachalgebren, und
schlieklich als eines der wichtigsten und faszinierendsten Themen der Funk-
tionalanalysis mit der Spektraltheorie von Operatoren auf Hilbertrdumen
und mit dem Spektraldarstellungssatz fiir hermitesche Operatoren. Hierbei
wird das Integral stetiger Funktionen auf R beziiglich einer monotonen Schar
von Projektionsoperatoren definiert und gezeigt, dass man hermitesche Ope-
ratoren durch ein solches Integral iiber das Spektrum des Operators darstel-
len kann.

Dieser kurze Umriss der angepeilten Themen ist natiirlich sehr skizzen-
haft und es ldsst sich noch nicht genau sagen, ob wir in der vorhandenen Zeit
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diese Themen alle eingehend behandeln kénnen oder ob die Grenze zwischen
Winter- und Sommersemester genau dort liegen wird, wo wir sie hier gesetzt
haben. Betrachten Sie diese Themenauflistung als eine kleine Orientierungs-
hilfe, bevor es auf die Reise geht, aber ohne Anspruch auf Vollstandigkeit
und Piinktlichkeit des Fahrplans.

Nach dieser Beschreibung der ,Struktur® der Funktionalanalysis und der
anschlieftenden Themenvorausschau mogen Sie vielleicht Bedenken haben,
ob Sie die Voraussetzungen zum Verstindnis der Vorlesung mit sich bringen.
Deshalb ein kurzes Wort zu den notigen Vorkenntnissen: am Wichtigsten sind
griindliche Kenntnisse—auf dem Niveau der Anfingervorlesungen—iiber die
reelle Analysis und die lineare Algebra. Einige Themen, die dort vorgekom-
men sein sollten, werden hier trotzdem wiederholt, weil das Wissen dariiber
erfahrungsgemif nicht so fest ,sitzt* (speziell gilt das fiir die Lebesgue Inte-
gration, die ein Grundhilfsmittel der Funktionalanalysis ist und die deshalb
gut verstanden sein muss—um das sicherzustellen, behandeln wir sie auf eine
hoffentlich zugéngliche Weise als einfiihrendes Kapitel 0 der Vorlesung).

Auch die Topologie spielt, wie sie gesehen haben, eine sehr prominente
Rolle iiberall in der Funktionalanalysis und es ist deshalb sehr wichtig, dass
Sie zumindest die relevanten Grundbegriffe der Topologie kennen. Aber keine
Angst! Die Kenntnisse aus den Anfiangervorlesungen sind fast ausreichend,
und da wo sie es nicht sind und wo wir an einzelnen Stellen fortgeschritteneres
Wissen brauchen, werden wir die nétigen topologischen Themen selber in
der Vorlesung aufarbeiten. Es ist also nicht erforderlich, eine Vorlesung iiber
Topologie besucht zu haben.

Was Sie kennen sollten sind die elementaren Begriffe der Topologie und ein
paar der einfachsten Sitze iiber sie. Sie sollten wissen, was ein topologischer
Raum ist, was offene und abgeschlossene Mengen in einem topologischen
Raum sind, was stetige Abbildungen zwischen topologischen Riumen sind,
und was kompakte Mengen sind, und sie sollten mit den Grundeigenschaften
dieser Begriffe vertraut sein. Die Definitionen werden wir der Vollstandigkeit
halber im Skript erwadhnen, aber wir werden sie nicht grofs erklaren und wir
werden uns nicht lange dariiber aufhalten konnen. Dennoch, alles Notwen-
dige, was iiber diesen einfachen Rahmen hinausgeht, werden wir selbstver-
stindlich in der Vorlesung nachholen—das wird ohnehin nicht viel sein. Die
Topologie diirfte also fiir niemanden ein Hindernis sein, die jetzige Vorlesung
zu verstehen.

Somit kann ich Sie beruhigen—wer die Anfingervorlesungen gut iiber-
standen hat ist bestens geriistet fiir den Besuch der Funktionalanalysis.

Dieses Skriptum bietet IThnen eine genaue Vorlage zum Versténdnis der
Vorlesung, aber wenn Sie spater oder schon wahrend der Vorlesung Ihre
Kenntnisse vertiefen wollen und ein bisschen weiter blicken wollen, als es in
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der beschrinkten Zeit einer Vorlesung moglich ist, mégen Ihnen die folgenden
Empfehlungen eine Hilfe sein bei der Suche nach passender Ergidnzungslite-
ratur:

Literatur

[1] Friedrich Hirzebruch und Winfried Scharlau. Einfihrung in die Funk-
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arbeitete und erweiterte Auflage, 1992.
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[8] Y. M. Berezansky, Z. G. Sheftel and G. F. Us. Functional Analysis
Vol. 1. Birkhauser Verlag, Basel-Boston-Berlin, 1996. Ein sehr ausfiihr-
liches Buch, das auch die Lebesgue Integration mit allen Einzelheiten
im Haupttext (und nicht nur im Anhang) behandelt. Ubersetzt aus dem
Russischen.

Die gewahlte, offensichtlich nicht alphabetische Anordnung der Litera-
turliste gibt nur meine ganz fliichtige Einschitzung dariiber wieder, welche
Biicher sich am Besten fiir Studierende als Begleittext zur Vorlesung eignen.
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Die Biicher, die weiter unten in der Liste stehen, sind hervorragende Lehr-
biicher, und sie stehen nur deshalb an letzter Stelle, weil sie entweder zu um-
fangreich sind, um daraus gut zu lernen (aber dafiir sich bestens als Nach-
schlagewerke eignen), oder weil sie einzelne Themen anders betonen oder in
einer anderen Reihenfolge prisentieren, als wir es in dieser Vorlesung tun
werden.

Einige dieser Biicher sind klassische Werke, die in keiner Literaturliste
iiber Funktionalanalysis fehlen diirften, aber die zum Teil schon ein halbes
Jahrhundert alt sind. Am anderen Ende der Skala liegt das Buch von Peter
Lax, das das grofle Wirkungsfeld der Funktionalanalysis sehr breit abdeckt
und viele aktuelle Themen behandelt, fiir die wir in unserer Vorlesung leider
keine Zeit haben werden. Dieses Buch ist, wie man am Vero6ffentlichungsda-
tum sieht, ganz auf dem neuesten Stand, und der Autor kennt sich hervorra-
gend aus, da er selber viel zur Entwicklung der modernen Funktionalanalysis
beigetragen hat.



Kapitel 0

Das Lebesgue Integral

Wie schon erklirt wurde, befasst sich die Funktionalanalysis mit Funktio-
nenrdumen, also mit Mengen aus vielen reellwertigen Funktionen, meistens
versehen mit einer Struktur eines normierten Vektorraumes, so dass arith-
metische Operationen mit den Funktionen ausgefiihrt werden kénnen, aber
auch alle Operationen auf diesen Mengen, zu deren Definition Konvergenz-
betrachtungen oder topologische Eigenschaften nétig sind.

Zu solchen Operationen gehoren die Differentiation aber auch die Inte-
gration, das ,,Aufsummieren” von in der Regel unendlich vielen Funktionen,
wobei ein endliches Ergebnis erzielt wird, indem man jeden einzelnen Sum-
manden im Wesentlichen mit einem infinitesimalen“ Gewicht z#hlt; diese
Wirkung erreicht man, indem man die Summe als einen Grenzwert von end-
lichen Summen erhdlt mit einer wachsender Anzahl von Summanden aber
immer kleiner werdender Gewichtung der einzelnen Summanden.

Das Integral ist ein besonders wichtiges und niitzliches Werkzeug in der
Funktionalanalysis. Ein Grund dafiir ist, dass es benutzt werden kann, um
eine ,grofe“ Menge von Funktionen durch eine einzige Funktion (ndmlich
durch ein Integral iiber diese Menge) zu charakterisieren und somit fassbar
zu machen. Als einer der klassischen linearen Operatoren der Analysis ist
das Integral auch besonders geeignet fiir Betrachtungen mit den aus der li-
nearen Algebra stammenden Methoden der Funktionalanalysis. Und schlief-
lich konnen Integrale dafiir benutzt werden, um zumindest Pseudonormen
auf Funktionenvektorrdumen zu definieren um sie zu topologisieren, weshalb
viele wichtige Beispiele der Funktionalanalysis mit Hilfe von Integralen kon-
struiert werden.

Zwar ist die Integration Thema der Anfingervorlesungen, und Kenntnis-
se dariiber werden in den meisten Biichern iiber Funktionalanalysis deshalb
nicht vermittelt, sondern einfach vorausgesetzt. Aber in den ersten Semestern
wird zunéchst das sogenannte Riemannsche Integral, die klassische Integral-
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konstruktion, bevorzugt — wir brauchen aber eine modernere, Anfang des
zwanzigsten Jahrhunderts von Henri Lebesgue eingefiihrte Integralkonstruk-
tion, die wesentlich allgemeiner anwendbar ist und wiel schonere Eigenschaf-
ten als das Riemann Integral hat (bis auf den Nachteil, dass seine Definition
zunéchst etwas undurchsichtiger erscheint). Auch das Lebesgue Integral ist
Stoff der Anfingervorlesung Analysis, allerdings meistens erst gegen Schluss
des dreisemestrigen Zyklus, mit der aus diesem Umstand resultierenden Ge-
fahr, dass diese Inhalte vielleicht nicht griindlich dargestellt oder von den
Studenten nicht ganz sicher aufgenommen werden konnten.

Damit das Verstdndnis der jetzigen Vorlesung iiber Funktionalanalysis
nicht an Kenntnisliicken iiber dieses unerlassliche Hilfsmittel leidet, mochte
ich also als ,,Kapitel 0 vor dem Beginn des eigentlichen Vorlesungsstoffs eine
schnelle Wiederholung der Definition und der wichtigsten Eigenschaften des
Lebesgueschen Integrals einschieben.

Obwohl wir bald einen allgemeineren Rahmen bendtigen, betrachten wir
zur Motivation der Definition die einfache und klassische Situation einer reell-
wertigen Funktion f, definiert auf einem abgeschlossenen Intervall A := [a, b
in R. Wie schon erwéhnt, soll das Integral von f {iber dieses Intervall eine Art
Summe von allen Werten der Funktion auf dem Intervall darstellen, wobei
eine Gewichtung dafiir sorgt, dass die Summe endlich bleibt.

Sehr vereinfacht gesehen soll jeder Wert mit seiner ,,Haufigkeit” unter den
Werten gewichtet werden, d.h., er soll so stark gezihlt werden, wie die Grofe
des Bereichs, auf dem er angenommen wird. Das darf man natiirlich nicht
ganz wortlich nehmen, denn in der Regel gibt es unendlich viele verschiedene
Werte, von denen jeder vielleicht nur einmal angenommen wird. Aber der
Gedanke, der hinter dieser Vorstellung steckt, kann prézisiert und vor allem
praktisch realisiert werden, in dem man das Integral durch endliche Summen
annéhert.

Zu diesem Zweck zerlegt man das Intervall A in endlich viele kleine Teilbe-
reiche Ay, ..., Ay, auf denen f nahezu konstant ist. Fiir jedesi € {1,...,n}
sei ¢; der approximative Wert von f auf A; und sei p; die Grofe von A;. Die
Summe Y " | ¢;p; ist dann eine Nidherung zu dem Integral fA f- Wenn man
Gliick hat, konvergieren diese Annéherungen tatséchlich zu einem Grenzwert,
wenn die Abweichungen von f zu einer geeigneten Konstante auf den Teil-
bereichen gegen 0 geht, und man sagt dann, dass f auf A integrierbar ist
und ein Integral besitzt.

Um das hier beschriebene Programm auszufiihren, sind zwei nicht unbe-
dingt einfache Aufgaben zu l6sen: man muss Teilbereiche A; ausfindig ma-
chen, auf denen f fast konstant ist, und man muss die Grofe dieser Teilbe-
reiche bestimmen oder messen kénnen.

Die zweite Aufgabe erscheint zunichst schwieriger, und der klassische,
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Riemannsche Ansatz zur Konstruktion des Integrals wéhlt deshalb einen Zu-
gang, der diese Aufgabe zéhmt und einfach macht: die Teilgebiete A; werden
als Teilintervalle [a;,b;] gewéhlt, und die Grofe eines solchen Teilintervalls
ist einfach seine Linge d; := b; — a;. Dass f auf diesen Teilintervallen nahe-
zu konstant gemacht werden kann wird durch eine natiirlich wirkende und
deshalb auch zunéchst leicht zu akzeptierende Zusatzvoraussetzung erreicht,
namlich, dass f stetig sei (gewisse leichte Abschwéchungen dieser Forderung
sind noch zuléssig).

Aber es stellen sich schnell einige gravierende Nachteile dieser Konstruk-
tion heraus. Es gibt viele nicht allzu exotische nichtstetige Funktionen, fiir
die man ein Integral erraten” kann — ein Standardbeispiel ist die charakte-
ristische Funktion x der irrationalen Zahlen auf [0, 1]. Weil es iiberabzéhlbar
viele irrationale Zahlen gibt (wo x den Wert 1 annimmt) und nur abzéhlbar
viele rationale Zahlen (wo x Null ist), ist im Verhéltnis der Grofen der Anteil
des Intervalls, auf dem y Null ist, eben 0, und der Anteil, wo xy den Wert
Eins annimmt, ist 1, so dass x das gleiche Integral 1 haben sollte, wie die
konstante Funktion 1. Aber das Riemannsche Integral von y ist gar nicht
definiert, d.h., die Riemannsche Konstruktion ist auf diese Funktion nicht
anwendbar und fiihrt zu keinem eindeutigen Ergebnis, weil die Funktion auf
keinem Teilintervall ,nahezu konstant® ist.

Ein weiterer Nachteil findet sich in den topologischen Eigenschaften, d.h.,
in dem Konvergenzverhalten des Riemann Integrals, die fiir die Funktional-
analysis ja gerade sehr wichtig sind. Das Riemann Integral ist zwar ein steti-
ger linearer Operator auf Funktionenrdumen aus integrierbaren Funktionen,
aber nur wenn der Abstand zweier Funktionen gemessen wird durch die ma-
zimale Abweichung ihrer Werte an der gleichen Stelle. Anders gesagt, damit
die Integrale einer konvergenten Folge von Funktionen gegen das Integral der
Grenzfunktion konvergieren, miissen beim Riemann Integral im Allgemeinen
sehr starke Voraussetzungen erfiillt sein, ndmlich die gleichmdfige Konver-
genz der Funktionenfolge. Das ist fiir funktionalanalytische Anwendungen
eine sehr unangenehme Einschrankung.

In seiner 1902 erschienenen Dissertation hat Henri Lebesgue eine neue
Integraldefinition vorgeschlagen, die diese Nachteile nicht oder nur sehr ab-
gemildert aufweist. Das wesentliche Merkmal seiner Idee ist, dass sie die
Bedeutung der zwei fiir die Definition eines Integrals zu losenden Aufgaben
umkehrt. Fiir die erste Aufgabe — Bereiche zu finden, auf denen der Inte-
grand f nahezu konstant ist — wird eine einfaches Verfahren gew#hlt, und
obwohl mit Miihen verbunden gelingt es trotzdem, fiir die zweite Aufgabe —
der Bestimmung der Grofte dieser Bereiche — eine brauchbare und befriedi-
gende Losung zu finden.

Fiir die Definition des Lebesgueschen Integrals einer, sagen wir beschriank-
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ten Funktion f: A — R, mit Werten in einem Intervall B := [c,d], wird
nicht der Definitionsbereich A in Teilintervalle zerlegt, sondern der Werte-
bereich B wird in Intervalle B; := [¢;,d;] kleiner Lénge zerlegt. Auf den
Urbildern A; := f~(B;) ist f dann automatisch ,nahezu konstant.

Nun konnen diese Teilbereiche A; schon sehr kompliziert aussehen, und
eine relativ komplizierte Konstruktion (die wir spéter genauer beschreiben)
ist notig, um ihre Grofe p; zu bestimmen. Der Aufwand lohnt sich aber, weil
bedingt durch diese Art der Konstruktion nur sehr schwache Voraussetzun-
gen {iber f noch erforderlich sind, damit das Integral existiert. Auch stellt
sich heraus, dass das Lebesguesche Integral im Umgang mit konvergenten
Funktionenfolgen sehr viel ,,geniigsamer ist als das Riemannsche.

Die Lebesguesche Grofenmessung fiir Teilmengen von R lésst sich zu-
néchst sogar fiir beliebige Teilmengen durchfiihren, aber es stellt sich heraus,
dass die Ergebnisse manchmal als ,unsinnig* anzusehen sind, weil wichtige
und natiirliche Eigenschaften nicht erfiillt werden (z.B., dass die Grofe sich
additiv verhilt beziiglich disjunkter Vereinigung von Mengen). Aus diesem
Grund darf man bei der Lebesgueschen Integralkonstruktion als Teilbereiche
A; nur solche Mengen zulassen, denen eine in obiger Bedeutung sinnvol-
le Groke zugeordnet wird (man nennt solche Mengen messbar). Das sind
aber praktisch alle Mengen, die einem im mathematischen Alltagsleben un-
terkommen, inshbesondere alle offenen Mengen, alle abgeschlossenen Mengen,
und alle Mengen, die aus solchen durch abzdhlbare Vereinigung und Diffe-
renzbildung zu konstruieren sind. Dementsprechend sind auch alle halbwegs
verniinftigen Funktionen im Lebesgueschen Sinne integrierbar — die Aus-
nahmen sind sehr exotisch.

Wir haben in dieser kurzen Motivation fiir das Lebesguesche Integral
die Situation einer reellwertigen Funktion auf einem Intervall in R als Il-
lustration benutzt, aber die Lebesguesche Definition ldsst sich fiir andere,
sehr viel abstraktere Definitionsbereiche anwenden und wir wollen sie auch
in entsprechender (und entsprechend abstrakter) Allgemeinheit formulieren
— alles, was man dazu braucht, ist ein System von Mengen, fiir die eine sich
wohl verhaltende Gréfen- oder Volumenfunktion existiert. Den Illustrations-
spezialfall werden wir dann einfach als ein Beispiel fiir eine solche Struktur
besprechen.

Wir beginnen jetzt mit der genauen Beschreibung des Lebesgue Inte-
grals. Die Grunddefinitionen und nichttriviale Beweisschritte und Begriin-
dungen werden wir dabei natiirlich angeben, aber die Darstellung wird nicht
so griindlich sein wie spéiter beim Hauptstoff der Funktionalanalysis und ein-
fache Beweisdetails werden wir in diesem Vorkapitel gerne dem Leser (oder
Horer) iiberlassen.

Als erstes wollen wir festlegen, wie die fiir die Konstruktion des Integrals
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notwendige Familie von ,Mengen mit wohlbestimmtem Volumen“ aussehen
muss.

Definition 0.1 Sei X eine Menge. Eine o-Algebra auf X ist eine Familie
R CP(X)
von Teilmengen von X, so dass gilt:
a) X € R;

b) fiir je zwei Mengen M und N € R ist auch die mengentheoretische
Differenz M \ N € R;

c) jede abzihlbare Vereinigung von Mengen aus R gehort zu R.

Die Elemente von R nennen wir die messbaren Mengen der o-Algebra
R (denn dies sind die Mengen, fiir die wir gleich eine Volumenfunktion ein-
fithren werden).

Ein messbarer Raum ist ein Paar (X, R), wo X eine Menge und R eine
o-Algebra auf X ist.

Bemerkung 0.2 Sei (X, R) ein messbarer Raum. Aus den drei Eigenschaf-
ten 0.1 a)-—c) ist klar, dass auch () € R, dass Komplemente von Mengen aus
R zu R gehoren, und dass abzdhlbare Durchschnitte von Elementen von R
noch zu R gehoren.

Beispiele 0.3 Sei X eine Menge.
a) Die Potenzmenge P(X) ist eine o-Algebra auf X.
b) Die Familie { (), X } ist eine o-Algebra auf X.
Diese Beispiele sind natiirlich nicht besonders interessant, aber wir werden

bald weitere kennen lernen.

Bemerkung und Definition 0.4 Sei X eine Menge.

Sei S eine beliebige Familie von o-Algebren auf X (d.h., S ist eine Menge,
und jedes Element von S ist eine o-Algebra auf X). Man priift sehr leicht
nach, dass auch der Durchschnitt

ﬂ R
ReES

der o-Algebren in S wieder die Eigenschaften 0.1 a)—c) erfiillt und somit eine
o-Algebra ist.



6 KAPITEL 0. DAS LEBESGUE INTEGRAL

Hieraus folgt nach dem iiblichen einfachen Argument, dass es zu jeder
Teilmenge A C P(X) eine kleinste A umfassende o-Algebra auf X gibt,
namlich den Durchschnitt aller o-Algebren auf X, die A enthalten.

Wir nennen diese o-Algebra die von A erzeugte o-Algebra auf X
und bezeichnen sie mit (A ).

Definition 0.5 Sei X ein topologischer Raum und sei 7 die Topologie von
X, d.h., die Familie der offenen Mengen von X. Die von 7 erzeugte o-Algebra
auf X heift die Familie der Borelmengen von (X, 7).

Uns interessiert auch speziell der Fall, wo X = R oder X = R" mit der
Standardtopologie. In diesem Fall wird die o-Algebra der Borelmengen schon
von den offenen Kreisscheiben in X erzeugt (im Falle von R also von den
offenen Intervallen), weil bekanntlich jede offene Menge in R™ sich als eine
abzahlbare Vereinigung von offenen Kreisscheiben schreiben ldsst.

Die Abschlusseigenschaften einer o-Algebra sind abgestimmt auf die ge-
wiinschten Eigenschaften, die eine Volumenfunktion erfiillen soll. Diese geben
wir gleich an, nachdem wir ein paar relevante Begriffe eingefiihrt haben.

Konvention 0.6 Wir werden gleich Funktionen betrachten, die Werte in
den erweiterten reellen Zahlen

RuU{o0}

oder spéter sogar in RU{ oo }U{ —oco } annehmen, also neben reellen Werten
auch die Werte oo oder —oo.

Deshalb wollen wir hier folgende konventionelle Rechenregeln fiir unend-
liche Werte in Kombination mit beliebigen Werten ¢ € RU { oo } U { —o0 }
vereinbaren:

—00 < c <00 (0.1a)
c+oo=00+c=00 (¢ # —00) (0.1b)
c+ (—00) = -0+ c=—00 (¢ # 00) (0.1c)
C-00=00:C=00 (¢>0) (0.1d)
€-00=00C= —00 (c<0) (0.1e)
0-co=00-0=0 (0.1f)

00 + (—00) und —o0 + oo sind nicht definiert. Produkte mit —oo berechnen
wir nach der Regel ¢ - (—o0) = (—00) - ¢ = —(c - 00).
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Definition 0.7 Sei X eine Menge und sei R eine o-Algebra auf X. Wir
betrachten im Folgenden Funktionen

fiR— RU{x}.
Eine solche Funktion heifst

a) positiv, wenn f(M) > 0 fiir alle M € R (nach Konvention 0.6 ist auch
oo > 0);

b) additiv, wenn fiir je zwei disjunkte Mengen M und N € R gilt

f(IMUN) = f(M) + f(N);

¢) o-additiv, wenn fiir jede abzéhlbare Familie { M; | i € N } von paar-
weise disjunkten Mengen aus R gilt

f(/@ M) = if(M»-

Lemma 0.8 Sei X eine Menge und sei R eine o-Algebra auf X. Sei
f:R— RU{o0}
eine positive Funktion.
a) Wenn f additiv ist, und wenn M C N € R, dann ist
f(M) < f(N) (0.2)
(wir sagen dazu, f ist monoton) und es gilt
f(N) = f(M) = f(N\ M), (0.3)
sofern die linke Seite definiert, also nicht oo — oo ist.

b) Wenn f additiv ist und nicht nur den Wert oo annimmt, dann ist

f(0) =0.

¢) Wenn f additiv ist, und wenn A und B € R (nicht unbedingt disjunkt),
dann ist

f(AUB) < f(A) + f(B). (0.4)

(Durch Induktion erhélt man eine entsprechende Formel fiir beliebige
endliche Vereinigungen.)
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d) Wenn f o-additiv ist, dann ist f auch additiv.

e) Sei
Eoy CECEy C--e

eine aufsteigende Folge von Mengen aus R und sei
E:=|JE.
=0

Wenn f o-additiv ist, dann ist

f(E) = Sup f(E:). (0.5)
f) Sei
{C;|ieN}

eine beliebige abzdhlbare Familie von Mengen aus R und sei

f(C) 311G, (0:6)

g) Sei
Dy2>Dy 2Dy D ---

eine absteigende Folge von Mengen aus R und sei
D:=(D.
=0

Wenn f o-additiv ist und wenn f(Dy) < oo, dann ist

F(D) = inf F(Dy). (0.7)

1€EN
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Beweis. a): f(N) = f(MU(N\ M)) = f(M) + f(N \ M). Der zweite Sum-
mand ist nichtnegativ und (0.2) und (0.3) folgen unmittelbar.

b) folgt sofort aus (0.3) mit M = N fiir eine beliebige Menge M € R mit
f(M) < 0.

¢): f(AUB) = f(AU(B\ 4)) = f(A) + f(B\ 4) < f(A) + f(B) nach
Teil a).

d): Sei f o-additiv. Wenn f nur den Wert oo annimmt ist f sicher additiv.
Also kénnen wir annehmen, es gibt eine Menge K € R mit f(K) < oc.

An der Familie { M; | i € N } mit My := K und M; := () fiir jedes i > 0
sieht man aus der o-Additivitit, dass f(0) = 0.

Nun seien M und N zwei disjunkte Mengen aus R. Mit der Familie
{M]|ieN} mit M = M, M{ = N und M/ := {) fiir jedes i > 1 schliekt
man dann aus der o-Additivitit von f, dass f(M UN) = f(M) + f(N).

e): Sei Ey := E, und fiir jedes i > 1 sei E; := E| \ Ei_1.

Weil die Mengen F; eine monoton aufsteigende Folge bilden, sind die E;
disjunkt. Offensichtlich ist

k
=0
fiir jedes k € N, und deshalb ist
UE =|JE.=E.
=0 k=0
Weil die E; disjunkt sind, haben wir
k: ~
=0
und
f(B) =Y f(E;) = sup f(E})
P keN

(denn die Summe einer nichtnegativen Reihe ist das Supremum ihrer Parti-
alsummen). ’

f): Dies folgt sofort aus ¢) und aus e) mit E; = [ J;_, Ch.

g) folgt, wegen der Endlichkeit von f(Dy), sofort aus Teil e) und der
Tatsache, dass die Dy \ D; eine monoton aufsteigende Folge von Mengen
bilden mit

Do\ D = U(Do \ Di),
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so dass

f(Do) = f(D) = f(Do\ D) :Sg£f(Do\Di)

= Sup(f(Do) - f(Di)) = f(Do) — inf f(D;).

1€N i€EN

Definition 0.9 Sei X eine Menge und sei R eine o-Algebra auf X. Eine
MagBfunktion oder kiirzer und prégnanter ein Maff auf R ist eine positive
o-additive Funktion

p:R— RU{0},

so dass
(@) = 0. (0.8)

Ein Mafraum ist ein Tripel (X, R, u), wo X eine Menge ist, R eine
o-Algebra auf X ist, und g ein Mak auf R ist.

Bemerkung 0.10 In Lemma 0.8 d) und b) haben wir gesehen, dass jede
positive g-additive Funktion, die nicht nur unendliche Werte annimmt, au-
tomatisch (0.8) erfiillt und eine Makfunktion ist.

Ein Mals soll man verstehen als eine Volumen- oder Inhaltsfunktion, die an-
gibt, wie ,grof“ eine Menge ist. Diese Grofe soll nie negativ sein (oder was
auf’s gleiche hinauslauft, bei Mengeninklusionen soll sie sich monoton ver-
halten) und bei disjunkten Vereinigungen von Mengen soll die Grofe der
Vereinigung die Summe der Groéfsen der einzelnen vereinigten Mengen sein
— diese Eigenschaft ldsst sich nur fiir abzdhlbare Summen sinnvoll formulie-
ren und deshalb verlangen wir ,nur®, dass eine Mafkfunktion o-additiv sein
soll.

Beispiele 0.11  a) Sei X eine beliebige Menge, sei R = P(X), und fiir
A C X sei u(A) die Anzahl der Elemente von A. Dann ist p ein Maf
auf R.

b) Sei X eine beliebige Menge, sei S = { X, 0}, sei ¢ > 0 eine beliebige
Zahl und sei p(0) = 0 und p(X) = ¢. Dann ist p ein Maf auf S.

¢) Sei X eine beliebige Menge, sei 7 eine beliebige o-Algebra auf X und
sei u(A) = 0 fiir jedes A € 7. Dann ist p ein Mafk auf 7.
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Diese Beispiele sind weder besonders interessant noch besonders niitzlich.
Die wichtigste o-Algebra, die wir kennen, ist die Familie der Borelmengen
auf R", und auf dieser o-Algebra wollen wir jetzt ein nichttriviales Maf kon-
struieren, das Lebesguesche Maj, das fiir Mengen, fiir deren Volumen wir
schon eine Vorstellung haben, ndmlich fiir Quader, mit dem Standardvolu-
men iibereinstimmt und deshalb besonders natiirlich ist. Unser Maf wird
zusatzlich die ebenfalls sehr naheliegende Voraussetzung erfiillen, invariant
unter Translationen von Mengen zu sein, und man kann zeigen, dass die
beiden genannten Eigenschaften es eindeutig charakterisieren; es ist also in
diesem Sinne ein kanonisches Maf auf der Borel o-Algebra.

Definition 0.12 Wir betrachten zunédchst offene Intervalle
(a,b) ={zeR|a<z<b}

in R, wobei a < b beliebige reelle Zahlen sein kénnen, aber wir auch zulassen,
dass a = —oo und dass b = oo sein darf (d.h., auch Strahlen und ganz R zéh-
len als Intervalle). Die Ldnge eines offenen Intervalls A := (a,b) definieren
wir wie iiblich als

L(A) :==b—a. (0.9)

Diese Lange ist immer positiv, und ist co genau dann, wenn einer (oder beide)
der Endpunkte des Intervalls unendlich sind.
Sei nun n > 0 € N. Ein (offener) Quader () in R" ist ein kartesisches
Produkt
Q:=A; x Ay x--- X A, (0.10)

von offenen Intervallen, und wir definieren seinen Inhalt als die Zahl
1(Q) =[] L(4). (0.11)

Die Faktorintervalle A4; in (0.10) nennen wir die Kanten des Quaders Q).
Aus technischen Griinden wollen wir auch die leere Menge zu den offenen
Quadern zihlen, mit leeren Kanten und mit I(()) := 0.

Mit Hilfe des Inhalts kdnnen wir nun die Grofen beliebiger Teilmengen von
R"™ abschétzen.

Bemerkung und Definition 0.13 Die Konstruktion, die wir gleich aus-
fiihren, ist auch fiir andere Inhaltsfunktionen anwendbar als die hier definier-
te. Im Moment geht es uns um die Definition des Lebesgueschen Standard-
makes auf R", aber fiir spatere Anwendungen kann es durchaus sinnvoll sein,
leichte Abwandlungen in Definition 0.12 zuzulassen.
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Zum Beispiel erhélt man eine niitzliche verallgemeinerte Inhaltsfunktion,
wenn man anstelle der oben benutzten euklidischen Liange die Grofe eines
Intervalls (a,b) durch das Wachstum einer fest vorgegebenen monoton stei-
gende Funktion a: R — R erklart. Die neue Definition der Langenfunktion
lautet dann L(a,b) := a(b) — a(a).

Wenn « nicht stetig ist, kann man dadurch erreichen, dass im Gegensatz
zum Lebesgueschen Maf einzelne Punkte positives Mafs erhalten; wenn « auf
R beschrinkt ist kann man dadurch erreichen, dass Strahlen oder ganz R
endliches Mak erhalten.

Auch den Begriff des Intervalls und des Quaders kann man abdndern,
zum Beispiel in dem man mit halboffenen oder mit beliebigen (und nicht nur
offenen) Intervallen arbeitet.

Im folgenden Aufbau des Lebesgueschen Mafes auf den Borelmengen ge-
hen wir weiterhin vom Standardinhalt aus, aber man soll sich bewusst sein,
dass die gleiche Konstruktion auch in einem allgemeineren Kontext durch-
gefiihrt werden kann (wobei dann einige der bewiesenen Eigenschaften nicht
mehr gelten und angepasst werden miissen; es wird leicht zu erkennen sein,
an welchen Stellen das passieren kann).

Definition 0.14 Sei n eine natiirliche Zahl und sei A C R".
Sei U die Familie aller abzihlbaren Uberdeckungen von A durch offene
Quader; ein typisches Element von U ist eine abzidhlbare Familie

Q={Q;|]ieN}

von offenen Quadern Q; (die auch leer sein konnen), so dass
AC U Qi-
i=0
Fiir eine solche Familie @ = { @Q; | i € N } definieren wir den Gesamtin-

halt der Familie als .
- Z 1(Q:).
i=0

Wir definieren das dufSere Majf$ von A als

p(A):=inf I(Q) = inf ZI Q). (0.12)

Qeu o={Q; telU

In anderen Worten, wir schdtzen die Groke von A, in dem wir es mit
offenen Quadern iiberdecken und die Inhalte dieser Quader aufsummieren.
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Diese Schitzungen sind meistens zu grof, da die Quader sich im Allgemeinen
tiberlappen, aber wir betrachten alle moglichen (effizienten und ineffizienten)
abzihlbaren Quaderiiberdeckungen von A, und wir nehmen das Infimum aller
Schétzungen als die gemessene Grofe von A.

Bemerkung 0.15 Weil der Inhalt eines Quaders immer > 0 ist, folgt aus
einem Standardsatz der Analysis, dass der Gesamtinhalt I(Q) einer abz&hl-
baren Familie @ = {Q; | ¢ € N } von offenen Quadern nicht von der Reihen-
folge abhéngt, in der man die @); aufzihlt.

Wenn Q; (fiir j € N) abzihlbar viele abzihlbare Familien von offenen
Quadern sind, dann ist ihre Vereinigung Q := U;io Q, auch eine abzdhlbare
Familie von offenen Quadern, die wegen der gerade genannten Tatsache einen
wohldefinierten Gesamtinhalt hat, und fiir diesen gilt, wieder nach Standard-
sitzen iiber Doppelreihen mit nichtnegativen Gliedern, dass

1(Q) = i[(gj). (0.13)

In Definition 0.14 sind erfreulicherweise keine Einschrinkungen auf A
notig, um das dufere Maf zu definieren (d.h., das Verfahren liefert immer
eine Zahl oder oo als Groke von A), aber leider stellt sich heraus, dass p*
nur fast, aber nicht ganz, die Eigenschaften eines Maftes hat. Daran erkennt
man, dass das Verfahren fiir manche Mengen nicht wirklich funktioniert und
die gelieferte Zahl nicht immer sinnvoll ist.

1* hat aber zumindest folgende schone Eigenschaften.

Lemma 0.16  a) p* ist positiv, d.h., fiir jedes A C R™ ist pu*(A) > 0.
b) p* ist monoton, d.h., wenn A C B C R", dann ist u*(A) < p*(B).

¢) p* ist translationsinvariant, d.h., wenn A C R" und wenn fiir einen
festen Vektor c € R" gilt

B={z+c|lzeA},
dann ist p*(A) = p*(B).

d) p* ist abzihlbar subadditiv, d.h., wenn { A; | i € N} eine abzdhlbare

Familie von Teilmengen von R" ist, dann ist

w (G AZ-) < i 1 (A, (0.14)



14 KAPITEL 0. DAS LEBESGUE INTEGRAL

e) Fiir jede abzéihlbare Teilmenge A C R™ gilt p*(A) = 0.
Insbesondere ist ;1*() = 0.

f) Wenn @@ C R" ein offener Quader ist, dann ist p*(Q) = I1(Q).

Beweis. a) ist klar aus der Definition von p*, da der Inhalt jedes offenen
Quaders positiv ist.

b) ist klar aus der Definition von p*, da jede abzihlbare Uberdeckung
von B durch Quader auch eine Uberdeckung von A ist.

c) folgt sofort aus der offensichtlichen Tatsache, dass die Lénge eines
Intervalls translationsinvariant ist, und somit der Inhalt eines Quaders auch.
Die Quaderiiberdeckungen von B sind c-Translate von Quaderiiberdeckungen
von A und haben somit den gleichen Gesamtinhalt.

d): Um (0.14) zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt

w (G Ai) < i p(A

Nach Definition von p* gibt es fiir jedes ¢ € N eine abzdhlbare offene
Quaderiiberdeckung Q; von A; mit u*(A;) < I1(Q;) < p*(A;) + /2.

Die Vereinigung Q der Uberdeckungen Q; ist eine abzihlbare offene Qua-
deriiberdeckung von A := [J;°, A; und aus Bemerkung 0.15 Formel (0.13)
erhalten wir

H(A) < 1(Q) = ZI(@)
< Z 21+1 ZH’ +22@i1 :Z/L*(Ai)—l—g,

was wir beweisen wollten.

e): Wir beweisen die Behauptung, indem wir fiir jedes € > 0 eine abzihl-
bare offene Quaderiiberdeckung Q von A finden mit /(Q) < e.

Wenn A = {a; | ¢ € N} abzéhlbar unendlich ist, so sei a; = {//2+1 fiir
jedes ¢ € N und sei (); der offene Quader zentriert auf a; mit Kantenldnge o
in jeder der n Koordinatenrichtungen. Die (); bilden eine abzéhlbare offene
Quaderiiberdeckung O von A, und

- ZI(Ql Za = Z S = & (0.15)

=0

wie gewiinscht.
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Wenn A endlich ist, so verfahren wir wie oben nur fiir die endlich vielen
vorhandenen Punkten von A, und wir erhalten eine endliche offene Quader-
tiberdeckung Q von A mit der Ungleichung 1(Q) < e, da wir in (0.15) die
geometrische Reihe nicht ganz summieren miissen.

In jedem Fall folgt aber p*(A) = 0.

f): Obwohl die Aussage einleuchtend ist, ist der Beweis nicht so einfach
wie es erscheinen mag.

Man muss tatsichlich zeigen, dass die Uberdeckung eines Quaders durch
sich selber als einzige Uberdeckungsmenge die effizienteste ist, und dass eine
Uberdeckung durch mehrere kleinere Quader nicht zu einem kleineren Ge-
samtinhalt fiilhren kann. Das ist natiirlich leicht zu glauben, aber erstaunlich
schwer genau zu begriinden, denn ein sauberer Beweis erfordert zunéchst
unangenehme und ,fummelige* Argumente, um abzihlbare Uberdeckungen
durch endliche zu ersetzen, und fiir die anschliekende Abschitzung des Ge-
samtinhalts weitere langwierige Betrachtungen mit Durchschnitten der Uber-
deckungsquader, die sich auch bei endlichen Uberdeckungen immer noch
recht kompliziert iiberlappen kénnen.

Da der Beweis sehr technisch und von der Methodik her nicht besonders
interessant ist, verzichten wir darauf, ihn hier anzugeben, aber wir werden
dieses Problem in der Ubungsstunde besprechen. |

Beispiel 0.17 Leider kann man, auch wenn die A; disjunkt sind, in (0.14)
das Ungleichheitszeichen < nicht generell durch ein Gleichheitszeichen erset-
zen.

Datfiir gibt es ein einfaches Beispiel. Auf dem Intervall (0, 1) definiere man
eine Aquivalenzrelation ~ durch die Vorschrift: 2 ~ y genau dann, wenn
y — x € Q. Man priift leicht nach, dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation
ist. Aus jeder ~-Aquivalenzklasse wihle man genau eine reelle Zahl und
man bilde die Menge A C (0,1) der gewdhlten Zahlen (dies erfordert eine
Anwendung des Auswahlaxioms der Mengenlehre).

Sei C' die abzdhlbare Menge Q N (—1,1) und fiir jedes r € C sei

A =r+A={r+az|zecA}.

Aus der Tatsache, dass keine zwei Elemente von A eine rationale Differenz
haben folgt, dass die A, disjunkt sind. Sei

B:=JA =Jr+4)c(-12

reC reC

Weil A jede ~-Aquivalenzklasse schneidet, besitzt jedes Element von (0, 1)
eine rationale Differenz zu (genau) einem Element von A, und diese rationale
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Differenz, als Differenz von zwei Zahlen in (0, 1), liegt im Bereich (—1,1),
also in C'. Es folgt, dass

(0,1) C B C (~1,2). (0.16)

Weil p* translationsinvariant ist, hat p*(A,) fiir alle r € C' den gleichen
Wert m.

Angenommen, p* ist o-additiv. Weil die A, disjunkt sind, wire dann
p*(B) die Summe von abzéhlbar vielen Summanden m, also 0, wenn m = 0,
oder oo, wenn m > 0.

Aber weder das eine noch das andere ist moglich, denn aus (0.16) und
Lemma 0.16 f) und b) folgt 1 = p*(0,1) < p*(B) < pu*(—1,2) = 3.

Also kann p* fiir die exotischen Mengen A, nicht o-additiv sein.

Dieses Beispiel ist leicht auf R™ {ibertragbar und es zeigt sogar, dass
es neben p* auch keine anders definierte translationsinvariante Mafkfunktion
geben kann, die fiir alle Teilmengen von R™ erkldrt ist und die fiir Quader @
den natiirlichen Wert 7(()) annimmt.

Um aus dem dukeren Mak eine o-additive Malfunktion zu machen, miis-
sen wir also einige Mengen fiir nicht messbar erkliren. Folgende Bedingung,
zugeschnitten auf die Additivitdt, sondert aber eine geniigend grofe Klasse
von messbaren Mengen heraus:

Definition 0.18 Eine Teilmenge M C R"™ heifst Lebesgue-messbar, wenn
fiir jede Teilmenge A C R" gilt

pH(A) = p (AN M)+ p*(A\ M). (0.17)

Hilfssatz 0.19 Seien M und N Teilmengen von R™ mit M NN = (), und
M sei Lebesgue-messbar. Dann ist

p(PN(MUN)) =p(PNM)+ p*(PNN) (0.18)
fiir jede Teilmenge P C R™.

Beweis. Dies folgt sofort aus (0.17) mit A := PN(MUN),da ANM = PNM
und A\ M = PN N (weil M und N disjunkt sind). |

Korollar 0.20 Sei { M;|i € N} eine abzdhlbare Familie von disjunkten
Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™ und sei P eine beliebige Teilmenge
von R". Dann ist

w <P N (Q M)) - i,ﬁ(P N M,). (0.19)



Stand vom 14. September 2007 17

Insbesondere ist p* o-additiv auf Lebesgue-messbaren Mengen (dazu nehme
P=X).

Beweis. Fiir endliche disjunkte Vereinigungen von Lebesgue-messbaren Men-
gen (also wenn wir in (0.19) die Vereinigung links und die Summe rechts nur
bis i = k € N und nicht bis oo laufen lassen) folgt die Behauptung durch
eine einfache Induktion aus Hilfssatz 0.19.

Weil 1 monoton ist haben wir fiir jedes £ € N also

u*(Pm <©0M>) > (Pm <QJ0M>) = gu*(PﬂMi),

woraus folgt fiir & — oo, dass

I (P N (QM>) > gu*(Pm M,).

Die Relation < ist aber die Aussage von Lemma 0.16 d). Also gilt die Gleich-
heit. |

Lemma 0.21 Die Familie M aller Lebesgue-messbaren Teilmengen von R"
ist eine o-Algebra und die Einschrankung

pi= M

des duberen Makes auf diese o-Algebra ist ein nichttriviales Ma®, genannt
das Lebesgue Maf$ auf R".

Beweis. Fiir jede Menge A C R" ist ANR™ = A und A\ R" = (). Da
p*(0) = 0, erfiillt M = R™ offensichtlich (0.17) fiir jedes A und gehort somit
zu M.

Wenn M und N Lebesgue-messbare Mengen sind, dann ist die Differenz
M \ N Lebesgue-messbar. Dazu sei A eine beliebige Teilmenge von R"™. Wir
bemerken zunéchst, dass nach den Regeln der Mengenlehre

(AN(M\N))NN=ANN,
(AN(MAN)\N=A\(MUN) = (A\M)\N =(A\N)\M  und
AN(M\ N)=(A\N)n M.
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Unter Ausnutzung dieser Identitdten und der Tatsache, dass die Mengen M
und N Lebesgue-messbar sind kénnen wir nun leicht nachpriifen, dass

p (AN I\ N)) 4" (A\ O\ V)
= 1" ((A\ N) O M) + (AN (M\ V)
ANM\MWM)

+ (AN N)\N) + 0t (AN (A N) NN
— i ((A\N) M) + " (AN N)\ M) + ' (AN N)
= i (A\N)+ (AN N)
= (A),

wie zu zeigen war.
Nun folgt sofort, dass ) = R™\ R™ Lebesgue-messbar ist und dass fiir je
zwei Lebesgue-messbare Mengen M und N auch

MUN = R"\ ((R"\ M)\ N)

Lebesgue-messbar ist. Hieraus folgt noch, dass M unter endlichen Vereini-
gungen abgeschlossen ist.
Nun sei { M; |i € N} eine abzdhlbare Familie von Lebesgue-messbaren
Teilmengen von R™; wir zeigen, dass M := |J;~, M; Lebesgue-messbar ist.
Dabei kénnen wir annehmen, dass die M; disjunkt sind; wenn nicht, er-
setzen wir jedes M; durch

:Mi\UMka

k<i

und diese Mengen sind immer noch Lebesgue-messbar, sind disjunkt, und
haben die gleiche Vereinigung wie die M;.

Sei A eine beliebige Teilmenge von R".

Wenn p*(AN M) = oo, gilt (0.17) automatisch, da wegen der Monotoni-
zitdt auch p*(A) = co.

Wenn p*(AN M) endlich ist, so gilt Gleichung (0.19) und fiir jedes € > 0
finden wir ein k € N, so dass

k k
(AN M) = Z“ (AN M) Zu*(AﬂMi)Jre:u*(AﬂUMi)Jrg
1=0 =0
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Da aber U?:o M; Lebesgue-messbar ist, gilt
k k
pr(A) = e (An M) + e (AN U M)
i=0 1=0

zu*(AmQMi> +u(A\ M)

> (AN M) — e+ p*(A\ M)
fiir jedes € > 0. Also ist
iH(A) 2 pt (AN M) + (A M),

Die Relation < erhalten wir aus Lemma 0.16 d). D.h.; die Gleichheit gilt und
M ist Lebesgue-messbar.

Wir haben also gezeigt, dass die Lebesgue-messbaren Teilmengen von R"
eine o-Algebra M bilden.

Korollar 0.20 (mit P = R") zeigt, dass pu* auf M o-additiv ist; da p*
ohnehin positiv ist, ist es ein Mafs auf M. Diese Makfunktion ist nicht trivial,

da nach Lemma 0.16 f) jeder offene Quader nichtverschwindendes endliches
Mafs hat. |

Wir wollen gleich zeigen, dass die Borelmengen Lebesgue-messbar sind, so
dass wir unser Ziel erreicht haben, ein nichtriviales Mafs auf den Borelmengen
zu definieren.

Vorher betrachten wir aber einen Begriff, der in der ganzen Maftheorie
gerade wegen seiner Bedeutung, verschwindend klein zu sein, eine sehr grofle
Rolle spielt.

Definition 0.22 Sei (X, R, i) ein Makraum. Eine Nullmenge (oder genau-
er, eine u-Nullmenge) ist eine Menge N € R, fiir die gilt u(N) = 0.

Lemma 0.23 Sei (X, R, u) ein Makraum.

a) Seien M C N € R. Wenn N eine Nullmenge ist, dann ist auch M eine
Nullmenge.

b) Jede abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen aus R ist wieder eine
Nullmenge.

¢) Sei N eine p-Nullmenge und sei A eine beliebige Menge aus R. Dann
ist
H(A\ N) = u(A) = (AU N),
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Beweis. a) gilt, weil p positiv und nach Lemma 0.8 a) monoton ist.
b) gilt, weil pu o-additiv ist.
c¢): Nach Teil a) sind AN N und N\ A Nullmengen, und wir haben

u(A) = p((A\N)O(ANN)) = p(A\ N) + p(ANN) = p(A\ N)
und

H(AUN) = p(ADN\ 4)) = p(A) + (N \ A) = p(A).
[ |

Teil ¢) des soeben bewiesenen Lemmas ist eine typische Eigenschaft von
Nullmengen, die sich in &hnlicher Form an vielen anderen Stellen in der Maf-
und Integrationstheorie wiederfindet — alle numerischen Funktionen in der
Mafstheorie (darunter auch Integrale von Funktionen) sind unempfindlich
gegen Anderungen auf Nullmengen und behalten bei solchen ,kleinen* Std-
rungen ihren Wert bei.

Nullmengen sind also in diesem Sinne ,yvernachlissigbar‘. Gerade das
macht diesen Begriff sehr wichtig.

Hier noch eine Instanz dieses Prinzips.

Lemma 0.24 a) Jede Teilmenge N C R™, fiir die gilt p*(N) = 0, ist
Lebesgue-messbar und ist somit eine Nullmenge des Lebesgue-Mafes
auf der o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.

b) Seien A und B Teilmengen vom R", so dass fiir die symmetrische Dif-
ferenz AN B :=(A\ B)U(B\ A) gilt

(AN B)=0.
Dann ist A genau dann Lebesgue-messbar, wenn B Lebesgue-messbar
ist.

(In anderen Worten, eine Lebesgue-messbare Menge bleibt messbar,
wenn man sie um eine Nullmenge des dueren Mafes verdndert.)

Beweis. a): Sei N eine Menge mit x*(/N) = 0 und sei A C R” eine beliebige
Teilmenge von R". Weil * monoton und subadditiv ist haben wir

pr(A) S p(ANN) + pr(A\N) < p(N) + p"(A) = 0+ p*(A) = p(A).

Also gilt iiberall die Gleichheit und N ist Lebesgue-messbar.



Stand vom 14. September 2007 21

b): Sei A Lebesgue-messbar. Aus der Voraussetzung folgt p*(A\ B) =
p*(B\ A) = 0; also sind diese Mengen Lebesgue-messbar und damit auch

(A\(A\ B))U(B\ A) = (BNA)U(B\A) =B.

Die andere Richtung folgt entsprechend. |

Lemma 0.25 Sein > 1 € N. Jede Borelmenge in R" ist Lebesgue-messbar.
Also ist das Lebesgue Maf auch ein nichttriviales Maf auf der o-Algebra der
Borelmengen von R".

Beweis. Wir beginnen den Beweis, indem wir einige spezielle Teilmengen vom
R"™ betrachten.
Sei 1 <k < n und sei t € R. Wir setzen

HF = {(zy,...,0,) ER" |z >},

Die Mengen dieser Form, fiir verschiedene k und ¢, nennen wir obere offene
Halbrdume in R™.
Sei @) ein offener Quader in R™ mit Kanten A; = (a;,b;) von Lénge

Li = bz — a;. Sei
L:=]]L.
itk
so dass 1(Q)) = (b, — ax)L.
Wir setzen

Qt:=QNHF und Q =Q\H

Wenn ¢t < ay, dann ist Q7 = Q und Q= = (). Wenn t > by, dann ist
QT =0 und Q= = Q. Wenn ¢ € (ax, by), dann ist

Q+:A1XA2><"'XA]€_1X (t7bk) XAk+1 X"'XAn
ein offener Quader mit I(Q") = (by — t)L. Leider ist
QiZAl XAQX"'XAk,1 X<ak7t] XAk+1X"'XAn

in diesem Fall kein offener Quader, aber fiir jedes ¢ > 0 finden wir um @~
einen offenen Quader

o
Q52:A1XA2X"'XAk_1X(ak,t+z)XAk+1X"'XAn

mit 1(Q%) = (t — ap)L + 6.
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Man beachte, dass Q@ C QT U Q° und dass

IQT) +I1(Q%) = I(Q) + 6. (0.20)

Nun sei B eine beliebige Teilmenge von R™ und sei @ = {Q, | j € N}
eine abzihlbare offene Quaderiiberdeckung von B mit endlichem Gesamtin-
halt. Sei € > 0 beliebig und fiir jedes j € N sei §; := /271,

Da die @); eine offene Quaderiiberdeckung von B bilden, bilden die nicht-
leeren Q;r = Q; N H} eine abzihlbare offene Quaderiiberdeckung Q" von

BN HE, und die nichtleeren Q; = Q; \ Hf (fiir t € Ay) oder Q7 2 Q; (fiir
t € Ag) bilden eine abziihlbare offene Quaderiiberdeckung Q~ von B\ Hf,
wobei aus den Definitionen dieser Quader und aus (0.20) leicht folgt, dass

fiir die Gesamtinhalte gilt

J(Q)SI(Q*HI(Q‘)SI(Q)+i6j_I(Q)+i =1(Q) +e.

€
9j+1
Hieraus folgt unmittelbar, dass
W'(B) < p*(BNHY) +p*(B\ H) < p*(B) +¢,
und mittelbar, weil dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, dass
p'(B) = (BN HE) + (B \ Hy),

in anderen Worten, dass HF Lebesgue-messbar ist.
Jeder untere offene Halbraum

GF={(xy,...,2,) ER" |z <t}
ist die abzdhlbare Vereinigung der Lebesgue-messbaren Mengen
R\ H" ={(21,...,2,) ER" |2 <71}

fiir r € Q, r < t, und ist somit selber Lebesgue-messbar.

Jeder offene Quader ldsst sich schreiben als ein endlicher Durchschnitt
von Mengen HF und G¥ und ist somit Lebesgue-messbar.

Und jede offene Teilmenge U von R™ ist bekanntlich eine abzédhlbare
Vereinigung von offenen Quadern (z.B. der in U enthaltenen offenen Qua-
dern, deren Kanten rationale Endpunkte haben). Somit ist jede offene Menge
Lebesgue-messbar.

Da die o-Algebra B der Borelmengen die kleinste o-Algebra ist, die die
offenen Mengen enthélt, ist B C M, d.h., jede Borelmenge ist Lebesgue-
messbar. |
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Die Umkehrung gilt {ibrigens nicht, denn es gibt Nullmengen, die nicht
Borelmengen sind. Allerdings ist jede Lebesgue-messbare Menge die Vereini-
gung einer Borelmenge und einer Nullmenge, d.h. sie unterscheidet sich von
einer Borelmenge hochstens durch eine Nullmenge. Auf diese Tatsache wollen
wir hier nicht ndher eingehen.

Jetzt wollen wir uns unserem eigentlichen Ziel in diesem Kapitel zuwen-
den: die Definition eines verniinftigen und leistungsfihigen Integralbegriffs
fiir reellwertige Funktionen auf R"™ oder allgemeiner auf einem Mafraum.

Wir haben angedeutet, dass das klassische Riemann Integral einige si-
gnifikante Nachteile hat und (insbesondere beziiglich Konvergenz) nicht alle
Eigenschaften aufweist, die wir brauchen.

Die Lebesguesche Idee, Funktionen {iber eine Aufteilung ihres Werte-
bereichs (anstelle ihres Definitionsbereichs) zu approximieren, verlangt ei-
ne Moglichkeit, beliebige Teilmengen des Definitionsbereichs einer Funktion
(wo die Funktion nahezu konstant ist) auszumessen. Zu diesem Zweck haben
wir Mafkrdume eingefithrt und ein intuitiv korrektes und nichttriviales Mafs,
ndmlich das Lebesguesche Mak, fiir Teilmengen von R™ konstruiert.

Mit dieser Vorbereitung haben wir das grofite Hindernis zur Realisie-
rung des Lebesgueschen Integrals iiberwunden und das Integral wird sich
nun schnell und einfach einfiihren lassen. Die Konstruktion kénnen wir fiir
Funktionen auf beliebigen Mafrdumen durchfithren — fiir das eigentliche
Lebesgue Integral miissen wir dann nur spezialisieren auf die o-Algebra der
Lebesgue-messbaren Mengen im R”.

Es gibt nur einen winzigen Wermutstropfen — wir waren nicht in der La-
ge, allen Teilmengen vom R"™ ein Mafs zuzuordnen und es bleibt uns nichts
anderes iibrig, als diesen Tropfen zu schlucken, denn wir wissen inzwischen,
dass der genannte Idealfall prinzipiell nicht mdglich ist. Also werden wir
auch nicht in der Lage sein, jede Funktion auf R™ zu integrieren, aber die
Klasse der Funktionen, fiir die das Integral erklért ist, obwohl geringfiigig
eingeschrankt, beinhaltet alle niitzlichen* oder natiirlich auftretenden Funk-
tionen und ist in diesem Sinne sicher grofs genug.

Hier ist die Einschrankung, die wir hinnehmen miissen:

Definition 0.26 Sei (X,R) ein messbarer Raum.
Eine Funktion
f: X—RU{o0}U{—-0}
heifst meffbar (beziiglich R), wenn fiir jede Borelmenge B C R gilt
fY(B)eR (0.21)
und wenn

f'({c})eR  und f({->o}) eR. (0.22)
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Wenn X = R"™ und wenn R die o-Algebra der Borelmengen ist, sa-
gen wir auch, dass f Borel-messbar ist, und wenn R die o-Algebra M
der Lebesgue-messbaren Mengen ist, dann nennen wir f eine Lebesgue-
messbare Funktion.

Lemma 0.27 Sei (X,R) ein messbarer Raum und f eine Funktion
X —RU{0}U{—00}.
Folgende Bedingungen sind édquivalent:

a) Fiir jede Zahl ¢ € R ist

f 7 ((eo0l) = {zr e X | fl@) > e} eR

b) Fiir jede Zahl ¢ € R ist

fHl=00,0) ={zeX|flx)<c}eR;

¢) Fiir jede Zahl c € R ist

f’l([c,oo]) ={zeX| f(x)>c}eR;

d) Fiir jede Zahl ¢ € R ist

F 7 ([mood) = {z € X | flx) <} € R

e) f ist messbar.

Beweis. Sei S die Familie der Teilmengen A von RU{ oo }U{ —o0 }, fiir die
gilt f71(A) € R.

Weil das Urbildnehmen unter einer Funktion mit allen Mengenoperatio-
nen U, N und \ vertauschbar ist und weil f (RU{o0} U{—o00}) = X, ist
S eine o-Algebra auf RU{oco} U{—0c0}.

Hieraus folgt a) <= d) (weil die Strahlen in a) und in d) Komplemente
zueinander sind). Aus dem gleichen Grund gilt b) <= ¢).

Nun sehen wir, dass a) = b), weil a) = d) und weil jeder Strahl
[—00, ¢) eine abzdhlbare Vereinigung der Strahlen [—oo,r] fir r < ¢, r € Q
ist.

Und b) = a), weil b) = ¢) und weil jeder Strahl (c, co] eine abzéhlbare
Vereinigung der Strahlen (r, oo] fiir r > ¢, r € Q ist.

Also, wenn irgendeine der Bedingungen a)- d) gilt, gelten alle.
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In diesem Fall gilt aber auch e), denn jedes offene Intervall (a,b) C R ist
Durchschnitt von zwei offenen Strahlen

(a,00] N [—00,b).

Deshalb gehoren die offenen Intervalle und somit auch alle Borelmengen zu
S. Und die Mengen { oo} und { —oco} gehéren auch zu S als abzihlbarer
Durchschnitt der Mengen (k, o] bzw. [—o0, k) fiir k € N.

Umgekehrt, wenn e) gilt, gelten a)- d) weil die Strahlen in diesen Be-
dingungen jeweis Vereinigung einer Borelmenge mit einer der Mengen { oo }
oder { —oo } sind. [ |

Fiir das Nachprifen der Eigenschaft, dass eine Funktion messbar ist, ist
es natiirlich am bequemsten, eine der Bedingungen a)— d) zu verwenden.

Korollar 0.28 Jede stetige Funktion
f:R"—R
ist Lebesgue-messbar.

Beweis. Fiir jedes ¢ € R ist f7'((c,00]) = f!((c,00)) offen, also eine
Borelmenge, also Lebesgue-messbar. Da f somit Bedingung 0.27 a) fiir die
o-Algebra R = M erfiillt, ist f Lebesgue-messbar. [ ]

Die Klasse der messbaren Funktionen ist unter einer ganzen Reihe alge-
braischer und topologischer Operationen abgeschlossen, die wir gleich auflis-
ten werden. Zur Vorbereitung erinnern wir kurz an eine niitzliche Zerlegung
reellwertiger Funktionen als Differenz zweier positiver Funktionen und an die
bekannte einfache Methode, eine Menge als eine Funktion aufzufassen.

Definition 0.29 Sei X eine Menge und sei
[ X —RU{0}U{—00}

eine Funktion mit Werten in den erweiterten reellen Zahlen. Wir definieren
den positiven Anteil f, und den negativen Anteil f_ von f durch

o) = max(f(),0)
F(2) o= max(—(x).0) (0:23)

fiir jedes x € X.
Beide Funktionen f. sind natiirlich > 0 und es gilt

f=fe—f  und |f]=fit S (0.24)
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Definition 0.30 Sei X eine Menge und A eine Teilmenge von X. Die cha-
rakteristische Funktion von A ist die Funktion y4: X — {0,1} C R

mit
1, wenn z € A:
xT) = ’ ’ 0.25
xa(@) {O, wenn = ¢ A. (0.25)

Man nennt sie auch die Indikatorfunktion von A, weil sie mit dem Wert 1
anzeigt, welche Elemente von X zu A gehdren.

Bemerkung 0.31 Folgende Rechenregeln fiir charakteristische Funktionen
sind offensichtlich:

a) XAnB = XA * XB;

b) Wenn A und B disjunkt sind, dann ist xaup = xa + XB;
c) xx\a=1-—xa.

Lemma 0.32 Sei (X, R) ein messbarer Raum. Wir betrachten im Folgenden
Funktionen X — RU{ o0 }U{—00} (ohne dass wir diese Angabe jedesmal
explizit wiederholen).

Alle arithmetischen oder Grenzwertoperationen auf diesen Funktionen
sind punktweise (also auf den Werten an jeder einzelnen Stelle ausgefiihrt)
zu verstehen.

a) Jede konstante Funktion ist messbar.

b) Sei A C X. Die charakteristische Funktion x 4 ist messbar genau dann,
wenn A € R.

¢) Sei f eine messbare Funktion. Dann ist auch —f messbar.

d) Sei { [ },en eine Folge von messbaren Funktionen. Dann sind die

Funktionen sup f,, inf f,, limsup f,, und liminf f,, messbar.
neN neN n—00 n—00

e) Sei { fn},en eine punktweise konvergente (evtl. an manchen Stellen
gegen +o0o oder —oo divergierende) Folge von messbaren Funktionen.
Dann ist lim f,, messbar.

f) Seien f und g messbare Funktionen. Dann sind auch max(f,g) und
min( f, g) messbar.

g) Sei f eine messbare Funktion. Dann sind auch f,, f_ und |f| messbar.
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h) Sind f und g messbare Funktionen, die nie an einer Stelle die Werte oo
und —oo annehmen, so ist auch die Summe f 4 g messbar.

i) Sind f und g messbare Funktionen, so ist auch das Produkt fg messbar.

Beweis. a): Wenn f konstant ist, dann ist f~!(B) sogar fiir jede Teilmenge
B von RU{oo}U{—00} entweder X oder () und damit in R. Also ist f
messbar.

b): Die Funktion y 4 ist messbar genau dann, wenn fiir jedes ¢ € R die
Menge x4 ((c,00]) messbar ist.

Diese Menge ist X wenn ¢ < 0, sie ist A wenn 0 < ¢ < 1, und sie ist leer
wenn ¢ > 1. Da X und 0 immer messbar sind, ist x4 messbar genau dann,
wenn A messbar ist.

¢): Fiir jedes ¢ € R ist (—f)_l((c, o)) = f7H([~o0, —¢)) € R.

d): Sei c € R.

sup fo(z) >c¢ <= ImeN: f(zv) >c < z € U fit (e, 00]).
neN neN

Diese Menge ist nach Voraussetzung eine abzidhlbare Vereinigung von mess-
baren Mengen und somit messbar. Also ist sup, .y fn messbar.
Mit Teil ¢) folgt sofort, dass auch

inf fu=— Slelfl(_f”>

messbar ist.
Da

limsup f, = inf sup f,, und liminf f,, = sup inf f,,,
neN neN m>n neN neN m2n

sind auch lim sup,,cr fr und liminf, cn f,, messbar.

e) folgt aus d), da wenn die Folge konvergiert lim,,_,, f, = limsup,,_, . fa-

f): max(f,g) und min(f,g) sind Supremum und Infimum der Folge mit
fo:=f, fn =g fir alle n > 0.

g): fy ist das Maximum der messbaren Funktionen f und 0, f_ ist das
Maximum der messbaren Funktionen —f und 0, und |f| = max(f, —f).

h): Sei ¢ € R. Fiir z € X ist

(f+9)(@) >c = [f(z)>c—g(z)
— IreQ: f(z)>r>c—gx)
— dJreQ: (f(x)>r/\g(x)>c—r).
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Also ist

(f +9)7 ((e00]) = J (F7(00]) g7 (e = 7. 00))

reQ

und dies ist eine abzdhlbare Vereinigung von endlichen Durchschnitten von
messbaren Mengen, also selber messbar fiir jedes c¢. Deshalb ist f + g eine
messbare Funktion.

i): Zunéchst nehmen wir an, f > 0 und g > 0. Fiir ¢ < 0 ist (fg)(z) > ¢
fiir jedes x € X. Fiir ¢ > 0 ist

Cc

(fo)(x)>c = Ir>0eQ: (f(z)>rnglx)> ;)

Also ist

(f9)" ((ero0)) = (U (7 (o)) 0 g7 (/7 000))

r>0€Q

und dies ist nach Voraussetzung eine abzéhlbare Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von messbaren Mengen, also selber messbar. Also ist fg eine
messbare Funktion, wenn f und g nichtnegativ und messbar sind.

Fiir beliebige messbare Funktionen f und ¢ sind also die vier Produkte

f+9+ messbar, und fg lasst sich zerlegen als fg = fi9.—f- 9. —fr9-+f_g_
und ist somit auch messbar. |

Definition 0.33 Sei (X, R, u) ein Makraum und sei E eine Eigenschaft von
Punkten von X. Wir sagen, E gilt fast @berall (und wir schreiben als Ab-
kiirzung , F £.i.“), wenn {x € X | =E(x) } eine u-Nullmenge ist.
Insbesondere, wenn Y eine Menge ist, so nennen wir zwei Funktionen f
und g: X — Y fast tberall gleich oder dquivalent, wenn ihre Werte
sich nur auf einer Nullmenge von X unterscheiden.
Hierfiir kénnen wir wie oben

f =g fii.

schreiben, aber da wir diese Situation hdufig betrachten miissen, benutzen
wir dafiir auch die lesbarere Alternativnotation

[~y
Bemerkung 0.34 Sein > 1 € N und seien f ~ g zwei Funktionen

R" —RU{0}U{-x},
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die sich nur auf einer Menge von &ufserem Mafs 0 unterscheiden.
Wenn f Lebesgue-messbar ist, dann ist auch g Lebesgue-messbar.
Denn fiir jedes ¢ € R ist

FH(eo0]) Agmi((e,00]) C{z e X | f(z) #9(x) },

und weil die rechte Seite eine p*-Nullmenge ist, ist es die symmetrische Dif-
ferenz auf der linken Seite auch. Nach Lemma 0.24 b) ist also f~!((c, 00])
genau dann Lebesgue-messbar, wenn g1 ((c, ooD Lebesgue-messbar ist. Dar-
aus folgt die Behauptung.

Wir wollen jetzt endlich das Integral einfiihren. Fiir einfache Funktionen,
ndmlich fiir solche, die nur endlich viele Werte annehmen, gibt es nur eine
verniinftige Definition, und der allgemeine Fall ldsst sich auf ganz unkompli-
zierte Weise daraus ableiten.

Allerdings gehen wir dabei nicht genau den Weg, den wir in der Einleitung
dieses Kapitels angedeutet hatten, und der darin bestand, eine Funktion f
durch stiickweise konstante Funktionen zu approximieren und das Integral
von f als Limes der Integrale dieser einfachen Funktionen zu definieren.

Wir erreichen das gleiche Ziel schneller und bequemer, und vor allem ganz
ohne der bei Grenzwertprozessen sonst autretenden technischen Schwierigkei-
ten, wenn wir f nur von unten abschétzen und den Limesiibergang so durch
ein Supremum ersetzen. Explizite Fehlerabschitzungen sind dann nicht nétig.

Definition 0.35 Sei X eine Menge. Eine Treppenfunktion (manche sagen
dazu auch eitnfache Funktion) auf X ist eine Funktion s: X — R, die
nur endlich viele Werte annimmt.

Sind ¢, ..., ¢ € R diese Werte, und ist A; = s‘l({ c,}) fiir jedes
ie{1,...,k}, so ist offensichtlich

k
s = g CiXA,-
i=1

Als Alternativdefinition kénnen wir also sagen, eine Treppenfunktion ist
eine endliche R-Linearkombination von charakteristischen Funktionen (denn
jede endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen nimmt
nur endlich viele Werte an).

Lemma 0.36 Sei (X,R) ein messbarer Raum und sei s: X — R eine
Treppenfunktion, die die Werte ¢y, ..., ¢, € R annimmt.

s ist genau dann messbar, wenn die Mengen A; == s7'({¢; }) fiir1 <i <k
messbar sind.
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Beweis. ,=*“ Die Mengen { ¢; } sind abgeschlossen in R, also Borelmengen.
Wenn s messbar ist, sind ihre Urbilder messbare Mengen.

»,<=" Wenn die Mengen A; messbar sind, sind ihre charakteristischen
Funktionen x4, messbare Funktionen. Als Linearkombination von diesen
Funktionen ist auch s messbar, nach Lemma 0.32 a), i) und h). |

Definition 0.37 Sei (X, R, 1) ein Mafraum und sei s: X — R>¢ = [0, 00)
eine nichtnegative messbare Treppenfunktion auf X. Sei E eine messbare
Teilmenge von X. Wir definieren das Integral von s iiber E als

In(s)i= Y cp(s’l({c})ﬂE) (0.26)
ces(X)

Da s nur endlich viele Werte annimmt, ist dies eine endliche Summe.

Die Make der Mengen, wo s einen bestimmten Wert annimmt, kénnen
unendlich sein; in diesem Fall benutzen wir fiir die Auswertung von (0.26)
die Rechenkonventionen 0.6, insbesondere 0-co = 0 und c¢- 0o = oo fiir jedes
c> 0.

Dieser einfache Integralbegriff fiir Treppenfunktionen hat schone Eigenschaf-
ten:

Bemerkung 0.38 Sei (X, R, p) ein Mafraum und sei £ € R. Sei s eine
nichtnegative messbare Treppenfunktion auf X.

a) Offensichtlich ist Ig(s) > 0, und genau dann ist Ig(s) = 0, wenn
{x € E|s(x) >0} eine Nullmenge ist.

b) Sei A € R. Fiir die charakteristische Funktion gilt offenbar Ig(x4) =
WANE).

¢) Ig(s) ist eine o-additive Funktion von £ € R. D.h., wenn { E; | i € N }
eine abzéhlbare Familie von paarweise disjunkten Mengen aus R ist und

wenn
oo
E:=JE,
=0

dann ist

Ip(s) = Z Ig.(s). (0.27)

Das ist klar aus (0.26) und der o-Additivitét von p.
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d) Fiir eine endliche nichtnegative Linearkombination messbarer charak-
teristischer Funktionen y 4, gilt

k

Ir (Z CiXA¢) = Xk: cin(A; N E). (0.28)

i=1 i=1

Dies ist nicht so trivial, wie es aussieht, denn obwohl die Linearkom-
bination von charakteristischen Funktionen eine Treppenfunktion ist,
ist der Ausdruck auf der rechten Seite nicht unbedingt der gleiche Aus-
druck wie in der Definition des Integrals dieser Treppenfunktion. Denn
in (0.28) miissen die Koeffizienten ¢; nicht alle verschieden sein, und die
A; diirfen sich iiberlappen; d.h., die Mengen A; sind nicht unbedingt
die Urbilder einzelner Werte der Treppenfunktion ¢ := Zle CiXA,;-

Wir miissen (0.28) also wirklich beweisen. Sei A die Potenzmenge von
{1,...,k} und fir jedes A € A, also fiir jede Menge von Indizes zwi-
schen 1 und £, sei

Av=An (] (X\4)

(1PN JE{1,...k \A

Entsprechend sei

C) = E C;

iEN
dies ist der Wert von ¢ auf A,.

Die A, sind alle disjunkt, Ay C A; wenn i € A\, A\NA; =) wenn i € \,
und die A, iiberdecken X. Aus diesem Grund ist jedes A; somit die
disjunkte Vereinigung der A, mit i € \.

Alle Werte ¢ von t sind Summen von einigen ¢; und kommen somit
unter den c, vor. Folglich ist t*({c}) die disjunkte Vereinigung der
AA mit Cy = C.

Die A, bilden also eine gemeinsame Verfeinerung der A; und der Urbil-
der der verschiedenen Werte der Treppenfunktion ¢, und dies erlaubt
nun folgenden Vergleich der zwei verschiedenen Ausdriicke fiir das In-
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tegral dieser Treppenfunktion:

In(s) = Z cu(s—l({ })nE)

ces(X)
ces(X) AeA
caA=c
= Z Z (AN E)
ces(X) AeA
ea=c
= Z C)\/L(AA N E)
AEA
== Z(Z C,) AA N E
AEA  GEX
k
i=1 AEA
(ISP
= Z Ci Z (AN E
=g

= Z cin(A;NE)

i=1
wie behauptet.

Gleichung (0.28) bietet sich an als Alternativdefinition des Integrals
einer nichtnegativen Treppenfunktion, die ja eine Linearkombination
von charakteristischen Funktionen ist, aber dieser Beweis zeigt, dass
man doch etwas Miihe aufbringen muss, um zu zeigen, dass das eine
Wohldefinition ware.

Seien s und ¢ nichtnegative messbare Treppenfunktionen auf X und
seien a und b > 0 € R. Dann ist

In anderen Worten, /g verhilt sich linear beziiglich nichtnegativer Line-
arkombinationen von Treppenfunktionen. Insbesondere ist I additiv.

Dies folgt sofort aus Teil d), wenn man s und ¢ als nichtnegative Line-
arkombination von messbaren charakteristischen Funktionen schreibt.
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f) Seien s < ¢ nichtnegative messbare Treppenfunktionen auf X. Dann ist
t — s eine nichtnegative messbare Treppenfunktion und aus (0.29) folgt
leicht

I5(t—s) = Ip(t) — In(s). (0.30)

Insbesondere, weil die linke Seite nichtnegativ ist, ist

d.h., I'g ist monoton auf der Menge der nichtnegativen messbaren Trep-
penfunktionen.

Definition 0.39 (Lebesgue Integral) Sei (X, R, ) ein Mafraum und sei
f: X — RU{o0}U{—00} eine messbare Funktion. Sei £ € R.
Wenn f > 0 setzen wir

/ fdp = sup Ig(s). (0.32)
E 0<s<f

s mesgbare
Treppenfunktion

Man beachte: die einzige nichtnegative Treppenfunktion < 0 ist die Funktion
0 mit I5(0) = 0, so dass [, 0du = 0.
Fiir beliebige messbare Funktionen f setzen wir

/E fp = /E Fodp - /E fdn. (0.33)

Fiir positive Funktionen f ist dies der gleiche Wert wie in (0.32), denn f_ =0
und somit [, f_ du = 0, wie oben erklart.

Wir nennen fE fdp das Lebesgue Integral von f iiber E beziiglich des
Mafses pu.

Es ist nicht definiert, wenn [, fydp = [, f-dup = oo, aber in allen
anderen Fillen hat es einen wohlbestimmten Wert, eventuell oo oder —oo.

Wir nennen f Lebesgue integrierbar oder summierbar auf E, wenn
[ [ dp endlich ist, also wenn [, fy dp und [, f- dp beide endlich sind.

Die Menge aller Lebesgue integrierbarer Funktionen auf X bezeichnen
wir mit

£(X).

(Der Sinn des Exponenten 1 wird sich erst bei einer spiteren Definition er-
schliefen. Vorerst betrachte man ihn einfach als einen Teil der Notation.)
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Bemerkung 0.40 Genauso wie nichtmessbare Mengen im R" trotzdem ein
wohldefiniertes dufieres Mals besitzen, konnten wir ohne weiteres Definiti-
on 0.39 auch fiir nichtmessbare Funktionen anwenden, denn nur fiir die in
der Definition auftretenden Treppenfunktionen ist es wirklich wichtig, dass
sie messbar sind, damit Iz erklirt ist; an keiner Stelle geht die Messbharkeit
des Integrandes f ein.

Trotzdem verzichten wir auf diese Erweiterung des Integrals zu einer gro-
fieren Klasse von Funktionen, denn der Wert des Integrals einer nichtmess-
baren Funktion hat genauso wenig Sinn und tragt genauso wenig richtige
Information iiber die Funktion, wie es der Fall ist fiir das duftere Maf einer
nicht Lebesgue-messbaren Menge.

Die Grundeigenschaften des Lebesgue Integrals sind aus der Definition und
den Eigenschaften des Integrals einer Treppenfunktion nicht schwer herzulei-
ten:

Satz 0.41 Sei (X, R, ) ein Mafraum, sei f: X — RU{ oo }U{—o0 } eine
messbare Funktion und sei € R.

a) Wenn f eine nichtnegative Treppenfunktion ist, dann ist fE fdu =
Ip(f).

b) [pfdu= [yxe- fdu= [ xe-[fdu
Hieraus folgt insbesondere, dass zwei messbare Funktionen, die auf £
iibereinstimmen, das gleiche Integral iiber E haben.

¢) Wenn f > 0 oder wenn [ integrierbar ist (auf X ), dann ist [, f du eine
o-additive Funktion von E € R.

In anderen Worten, wenn { E; | i € N} eine abzdhlbare Familie von
paarweise disjunkten Mengen aus R ist und wenn

E:=|JE,
=0
dann ist

[Efdu _ if&fdu. (0.34)

Im integrierbaren Fall ist die linke Seite endlich und die rechte Seite
konvergiert (sogar absolut).

Im Fall f > 0 kann die linke Seite oo sein und die rechte Seite gegen
oo divergieren.
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d) Wenn E eine Nullmenge ist, dann ist [, f dp = 0.
e) Wenn f =0 auf E, dann ist [, fdu = 0.

f) Wenn f > 0 auf E, dann ist fE fdp >0 und ist = 0 genau dann, wenn
{z € E| f(z) > 0} eine Nullmenge ist.

g) Fiir jedes a € R ist [, afdu=a [, fdp.

h) Wenn g eine weitere messbare Funktion X — RU{oo }U{—o0} ist
und wenn f < g auf E, dann ist [, fdp < [, gdp.

i) Wenn f integrierbar ist auf E, dann ist f auf jeder messbaren Teilmenge
A von E integrierbar.

j) f ist genau dann auf E integrierbar, wenn |f| integrierbar ist auf E,
und in diesem Fall ist | [, fdu| < [, |f] dp.

k) Sei g eine weitere messbare Funktion X — R U{oco}U{—0c0}.

Wenn f integrierbar ist auf E und wenn |g| < |f| auf E, dann ist auch
g auf F integrierbar.

1) Wenn g eine weitere messbare Funktion X — RU{ oo} U{—o0} ist
und f ~ g, dann ist fEfd,u = ngdu.

Beweis. a): Wenn f eine nichtnegative messbare Treppenfunktion ist, dann
folgt sofort aus der Monotonizitdt von I, Bemerkung 0.38 f), dass Ig(f)
gleich dem Supremum der Ig(s) ist tiber alle nichtnegativen messbaren Trep-
penfunktionen s < f, und dies ist [, f du weil f > 0.

b): Es reicht, die Behauptung fiir f, und f_ zu beweisen. Also kénnen
wir annehmen, dass f > 0.

Fiir die charakteristische Funktion y4 einer messbaren Menge A folgt
sofort aus Bemerkung 0.38 b), dass Ig(xa) = Ie(xe - xa) = Ix(XE - Xa) =
w(ENA).

Wegen Bemerkung 0.38 d) und der Linearitit des Treppenfunktioninte-
grals, Bemerkung 0.38 e), folgt die entsprechende Beziehung

Ig(s) =Ip(xe - s) = Ix(xe - 5) (0.35)

fiir beliebige nichtnegative messbare Treppenfunktionen s.
Ist s eine solche Treppenfunktion mit s < f, so ist offenbar xg-s < xg- f.
Umgekehrt, wenn ¢ eine nichtnegative messbare Treppenfunktion ist mit
t < xg-f,soist t =0 auferhalb von E und deshalb t = yg-t, und t < f,
daxg-f <[
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Aus diesen Bemerkungen und aus (0.35) folgt, dass die Menge der Ig(s)
fiir nichtnegative messbare Treppenfunktionen s < f gleich der Menge der
Igp(t) fiir nichtnegative messbare Treppenfunktionen ¢ < yg - f ist, und fiir
diese letzteren gilt sogar Ig(t) = Ix(t).

Daraus folgt sofort die Behauptung iiber die Lebesgue Integrale von f
und yg - f.

Wenn ¢ eine zweite messbare Funktion ist und f = ¢ auf F, dann ist
Jefdp= [pgduweil xp- f=xg-g.

¢): Wir nehmen zuerst an, dass f > 0. Sei { E; | i € N } eine abzéahlbare
Familie von paarweise disjunkten Mengen aus R und sei E ihre Vereinigung.

Fiir jede nichtnegative messbare Treppenfunktion s < f ist nach Bemer-

kung 0.38 c)
o) =Y (<> [ fan
i=0 i=0 Y Ei
also ist

/Efduii;/&fdu.

Fiir die umgekehrte Ungleichung, sei ¢ > 0 beliebig und sei £k € N. Fiir
jedes ¢ < k konnen wir eine nichtnegative messbare Treppenfunktion s; < f

finden mit
€

E+1

I, (s9) Z[E_fdu—

Sei s® ;= max{s{ |0 <i <k} < f. Diesist auch eine messbare nichtnegative
Treppenfunktion.
Weil I,/(s°) eine positive o-additive Funktion von M ist, haben wir

/Efdu > Ip(s) = if&(ss) > iIEi(SE) > Z[Ei(sf-)
2;(/&1’@—]{?1)
= (2 saw) -

Weil dies fiir jedes £ € N und jedes € > 0 gilt, ist

/Efdu2§/&fdu-
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Das beweist ¢) fiir den Fall, wo f > 0.

Fiir eine allgemeine messbare Funktion f sind f. und f_ > 0, und ihre
Integrale fM fidp und fM f— du sind nach dem schon Gezeigten o-additiv
in M, natiirlich positiv, also auch additiv und monoton.

Wenn f auf X integrierbar ist, dann sind [, fi dp und [y f- dp endlich.
Wegen der Monotonizitidt sind auch die entsprechenden Integrale iiber F
endlich und die Reihen

g;/&hdMZ/Ehdu und g/};if‘d“:/Ef—d“

konvergieren.
Deshalb konvergiert auch

i/EifdM:§</f;if+du_/Eif_dﬂ>

gegen

<g;/&f+du>_<§;/&f‘d’“‘):/Ef+dﬂ—/Ef—du=/Efdu,

und zwar absolut, weil die Konvergenz der (positiven) Reihen > 7% [, f1 du
und >%, |, E, f— du ja absolut ist und eine Differenz von absolut konvergenten
Reihen wieder absolut konvergiert.

Damit haben wir ¢) auch im integrierbaren Fall bewiesen.

d): Dies ist klar aus der Definition des Integrals und der Tatsache, dass
nach Bemerkung 0.38 a) I(s) = 0 fiir jede nichtnegative messbare Treppen-
funktion s auf der Nullmenge E.

e): Nach Teil b) ist [, fdu = [,0du = 0, letzteres weil 0 die einzige
nichtnegative Treppenfunktion < 0 ist und Ig(0) = 0.

f): [, r fdp > 0ist klar aus der Definition des Integrals fiir nichtnegative
Integranden.

Wenn N := {z € E| f(z) >0} eine Nullmenge ist, so ist wegen der

o-Additivitat
/fduz/fdu+ fdu,
E N E\N

und der erste Summand ist 0 nach Teil d), der zweite Summand ist 0 nach
Teil e).

Wenn N keine Nullmenge ist, dann gibt es ein ¢ > 0, so dass N, :=
{z € F| f(x) > e} keine Nullmenge ist, denn N ist die Vereinigung der
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abzéhlbaren aufsteigenden Folge von messbaren Mengen Ny, fiir £ € N,
und wenn alle IV, Nullmengen wéren, hédtten wir nach Lemma 0.8 e)

fe(N) = sup (N1 ;) = sup 0 = 0.
keN keN

Sei also € > 0 mit p(NV:) > 0 und sei s die Treppenfunktion eyy.. Wir
haben s < f und deshalb

[ Fauz 16(5) = en(V. B) = eu(V.) > 0

fE f du ist also genau dann 0, wenn N eine Nullmenge ist.

g): Wenn f > 0 und wenn a > 0 € R, so sind die nichtnegativen messba-
ren Treppenfunktionen ¢ < af genau die Funktionen der Form as, wo s eine
nichtnegative messbare Treppenfunktion < f ist.

Da nach Bemerkung 0.38 e) Ig(as) = alg(s), folgt

/afd,u:a/fdu (0.36)
E E
wenn a > 0 und f > 0.

Wenn f eine beliebige messbare Funktion ist aber a > 0, dann ist (af), =
afy und (af)_ = af- und (0.36) fiir f, und f_ {ibertrdgt sich, nach der
Definition von [, fdu als [, f du— [, f- du, auch auf f.

Aus (=f), = f- und (=f)_ = f, Tolgt [,—Fdu=— [, fdp.

Damit konnen wir den allgemeinen Fall von (0.36) sofort auf den Fall
fiir positive Koeffizienten zuriickfithren und schlieffen, dass (0.36) sogar fiir
beliebige Koeffizienten a € R gilt.

h): Zuerst betrachten wir den Fall nichtnegativer Funktionen.

Wenn 0 < f < g auf ganz X, dann ist die Behauptung sofort klar, weil
es, etwas salopp gesagt, mehr Treppenfunktionen < g als < f gibt.

Wenn 0 < f < g nur auf F, dann ist 0 < xg - f < xp - g auf ganz X
und unter Verwendung von Teil b) erhalten wir [ fdu = [, xg - fdp <
Jexe-gdu= [ygdpu.

Im allgemeinen Fall folgt aus f < g auf E, dass f, < g, und g < f_

auf B, womit [, fidu < [, g4 du, [, f-dp> [, g- dp und somit

[ran=[ tedu= [ rans [gdu= [ gdu= [ gan

i): Zu zeigen ist, dass wenn [, fi dpund [, f- dp endlich sind, dann sind
auch [, fydpund [, f_ dp endlich.
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Das folgt sofort aus h) und b), denn x4 - f+ < xg - f+. Alternativ kann
man die Tatsache anwenden, dass [ 3 @p eine o-additive und somit monotone
Funktion von M ist, fiir nichtnegative Integranden.

j): Eine Richtung ist einfach. Wenn |f| auf E integrierbar ist, dann folgt
aus |f| = f+ + f- > f+ > 0 und Teil h), dass

énmsémw<m

und f ist integrierbar auf F.

Fir die andere Schlussrichtung, sei P := {x € E'| f(x) >0} und sei
M ={zeE|f(z)<0}.

Auf Pist |f| = f+ = f und auf M ist |f| = f- = —F.

Wenn f auf E integrierbar ist, dann ist es auch auf P und M integrierbar
und wir haben

Justan= [ 15t dus [ 1f1dn= [ geans [ £,

so dass |f| auf E integrierbar ist.
Ferner gilt die gewiinschte Ungleichung

[Efdu‘z /Pfdm/Mfdu‘: /Pf+du—/Mf—du‘
< /Pf+du'+ /Mf—du‘z/PhdMﬂL/Mf—du
= [istdn [ 11 dn= [ 151 dn

k) Wenn f integrierbar ist auf . so gilt nach j) und h), dass

0< [lgldu< [ 1fl du< e
E E

Also ist |g| integrierbar auf E, somit auch g.
I):Sei N={ze€ X | f(z)#g(z) } und sei B:= ENN und G := E'\ N.
Weil B eine Nullmenge ist, ist

/fduz():/gdu
B B
nach Teil d).

Nach Definition von N und G ist f = g auf G, also nach Teil b)

/Gfduz/ngu-
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Nun folgt sofort aus der o-Additivitdat des Integrals, dass

/EfdMZ/de#Jr/GfdM:/Bgdp,Jr/ngu:/Egd,u.

Eine wichtige und bekannte Eigenschaft des Integrals, die hier iiberra-
schenderweise fehlte, ist die Linearitit beziiglich des Integranden. Wir haben
davon zwar einen Teil bewiesen, aber wir haben noch nicht gezeigt, dass das
Integral die Addition von Funktionen respektiert. Die Schwierigkeit, gerade
diese einleuchtende Eigenschaft zu beweisen, ist der Preis den wir fiir eine
einfache und bequeme Integraldefinition zahlen miissen.

Um doch noch zum Ziel zu kommen, werden wir zunichst die Konver-
genzeigenschaften des Integrals untersuchen und einige Sdtze beweisen, die
ohnehin von sehr grofer Bedeutung sind und eine der grofen Vorteile der
Lebesgue Integration {iber die Riemann Integration darstellen.

Um die Aussagen zu vereinfachen werden wir im Folgenden als Integra-
tionsbereich fiir Funktionen auf einem Mafraum (X, R, ) immer ganz X
unterstellen, aber die Sitze gelten genauso fiir Integrale iiber einen Teilraum
E, denn wenn wir die Integranden f durch xg - f ersetzen, kénnen wir Inte-
grale iiber E zu Integralen iiber ganz X erweitern.

Satz 0.42 (Beppo Levi) Sei (X, R, ) ein Makraum, sei
0<fo<fi<...

eine monoton steigende Folge von messbaren Funktionen X — R U {00},

und sei f 1= sup,en fn = iMoo fo-
Dann ist f messbar und

fdu = sup/ fndp = lim / frdpt. (0.37)
X X N Jx

neN

Beweis. f ist messbar nach Lemma 0.32 d). Wegen der Monotonizitéit des
Integrals ist [ fodpu < [y fdp fiir jedes n, also ist auch

SUp/fndMS/fdM-
neN J X X

Fiir die andere Richtung betrachten wir eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1.
Fiir jedes n € N sei

Xoi={weX|cf(x) < fulz)}.
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Welil f,, < f,1 fiir jedes n, ist auch X,, < X4 fiir jedes n und die X,, bilden
eine monoton steigende Folge von Mengen.

An jeder Stelle z € X ist entweder f(x) = 0 und dann c¢f(z) =0 < f,(x)
fir jedes n, oder f(z) > 0 und dann gilt, weil ¢ < 1, dass c¢f(z) < f(z) =
SUP,en fn, SO dass es ein n € N geben muss mit ¢f(x) < f,(z). Wir haben

damit gezeigt, dass
Ux.=x
n=0

Aus der Definition von X, folgt, dass

| oetans [ gudns [ godssup [ gde
n Xn X

meN J X

Weil das Integral der nichtnegativen Funktion cf eine positive o-additive
Mengenfunktion ist, gilt nach Lemma 0.8 e)

C/ fduz/Cfdu—sup/ cf dp < sup/fmdu-
X neN n meN J X

Das gilt fiir jedes positive ¢ < 1, also ist

fdu< SUP/ fndp

neN

und mit der schon bewiesenen anderen Richtung haben wir die Gleichheit. B

Der Satz von Beppo Levi wird auch der Lebesgue Satz iiber monotone
Konvergenz genannt.

Lemma 0.43 Sei (X, R, u) ein Mafkraum und sei f: X — R U {00} eine
messbare Funktion mit f > 0.

Dann gibt es eine aufsteigende Folge 0 < sg < s1 < s9 < ... von nichtne-
gativen messbaren Treppenfunktionen, so dass

f=sups, = lim s,,
neN n—00

und so dass

/fdu—sup/ Spdp = lim [ s,dp= lim Ix(s,).
X

Beweis. Fiir jede rationale Zahl r > 0 setzen wir

A={zeX|f(x)>r}
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und wir definieren ¢, als die Treppenfunktion 7y 4, .

Weil f messbar ist, ist A, eine messbare Menge und somit ist ¢, eine
messbare Funktion, so definiert, dass 0 <t, < f.

Die rationalen Zahlen > 0 sind abzdhlbar; sei rg, r1, o, ... eine Abzih-
lung, und fiir jedes n € N sei

Sp=sup{t, |k<n}.

Dann ist auch s, eine nichtnegative messbare Treppenfunktion < f. (Es
ist eine Treppenfunktion, weil es nur die endlich vielen Werte rg, ..., r,
annehmen kann.)

Nach Definition ist so < 51 < s < ... < fund f = sup,cn Sn, denn fiir
jedes z € X und fiir jede positive rationale Zahl r < f(x) gibt es eine Zahl
n € N mit r =r,, und r < s,(z) < f(x).

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt nun, dass

/fdu:sup/ Spdp = lim S, dft.
X neN Jx e Jx

Lemma 0.44 Sei (X, R, ;1) ein Mafkraum und seien f und g messbare Funk-
tionen X — R U{ oo} U{—o0}, entweder beide nichtnegativ oder beide
integrierbar. Dann ist

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu~ (0.38)

Insbesondere ist f + g integrierbar, wenn f und g integrierbar sind.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall f > 0 und g > 0.
Dann gibt es nach Lemma 0.43 monoton steigende Folgen { s, }, . und
{t, },,en von nichtnegativen messbaren Treppenfunktionen mit

f=lim s, und g = lim t,,

n—oo

fiir die gilt

/ fdp = lim Ix(s,) und / gdp = lim Ix(t,).
X n—oo X n—oo

Fiir jedes n € N sei u, := s, + t,. Die u, bilden offensichtlich auch eine
monoton steigende Folge von nichtnegativen messbaren Treppenfunktionen
und

sup u, = lim w, = lim (s, +t,) = lim s, + lim ¢, = f +g.

neN n—oo n—oo n—oo



Stand vom 14. September 2007 43

Welil s, t, und u, nichtnegative messbare Treppenfunktionen sind, folgt
aus Bemerkung 0.38 e), dass

]X(un) = ]X(Sn) + Ix<tn).

Nach dem Satz von Beppo Levi ist also

/f—kgd,u: lim [ w,du
X

n—oo X

= lim Ix(u,)

n—oo

= lim (Ix(sn) + Ix(t,))

n—oo

= lim Ix(s,)+ lim Ix(t,)

—/deu—l—/xgdu.

Hieraus folgt insbesondere, wenn fX fdu und fx g dp endlich sind, dass
dann auch [, f + gdu endlich ist.

Nun betrachten wir den Fall, wo f und g auch negative Werte annehmen
kénnen aber integrierbar sind.

Dann ist auch f + g integrierbar. Denn |f| und |g| sind integrierbar nach
Satz 0.41 j), und sind nichtnegativ. Aus der schon bewiesenen Behauptung
fiir nichtnegative Funktionen und der Ungleichung |f + g| < |f| + |g| folgt

/|f+g| du£/!f|+|g| duz/lf\ du+/\g\ dji < .
X X X X

Also ist | f + g| integrierbar, somit auch f + g.
Wir kénnen f + g auf zwei Weisen in positive und negative Anteile zerle-
gen:

Jr9=fy—f-+g9+—9g-

f+9=+9)+—(f+9)- (0:39)

und aus der Gleicheit der rechten Seiten folgt

fetogr+(f+9)-=f+9++f +g-.

Weil hier alle Summanden nichtnegativ sind, folgt aus dem ersten Teil des
Beweises

/Xf+du+/xg+du+/x(f+g)du:/X(f+9)+du+/deu+/ngu
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und alle Summanden sind endlich, weil f, g und f + g integrierbar sind.
Durch Riickumformung dieser Gleichung fiir die Integrale zur Gestalt und
zur Aufteilung von (0.39) erhélt man nun wie gewiinscht

/Xf+9du—/x(f+9)+du—/x(f+g)du

=/Xf+du—/xf—du+/xg+du—/Xg—du
:/deu+/ngu-

Wir untersuchen weiter die Konvergenzeigenschaften des Lebesgue Inte-
grals. Hier ein niitzlicher Hilfssatz:

Lemma 0.45 (Fatou) Sei (X,R,u) ein Makraum und sei { f, },.n eine
Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen X — RU{oo}U{—00}.
Dann ist

/ liminf f, du < hm mf/ fndp. (0.40)
X

n—oo

Beweis. Fiir jedes m € N sei
=inf{f,|n>m}.

Die ¢, bilden eine monoton steigende Folge von nichtnegativen messbaren
Funktionen und

liminf f,, = sup t,.
n—0e0 meN

Ferner, fiir jedes n > m ist t,,, < f, und somit [y v dp < [ fro dpp. Also gilt

fiir jedes m € N
X nzm Jx

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt nun

/ liminf f,, du —/ SUp Ly, dpp = sup/ L At
x N0 X meN meN

< sup inf / fndu = hmmf/ frndp.

meN n>m

Das Fatou Lemma hilft uns, den zweiten (neben dem Satz von Beppo
Levi) wichtigen Konvergenzsatz fiir Lebesgue Integrale zu beweisen, den
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Satz 0.46 (Lebesguescher Grenzwertsatz) Sei (X,R,u) ein Makraum
und sei { f, },cn €ine punktweise konvergente Folge von messbaren Funktio-
nen fr,: X — RU{occ}U{—00}. Sei
£i= lim f,.
Es gebe eine integrierbare Funktion g: X — R U{ o0}, so dass

fal < g (0.41)

fiir jedes n € N.
Dann sind f und alle f, integrierbar und

/X fdu= lm /X £ dy. (0.42)

Beweis. Als Grenzwert einer Folge messbarer Funktionen ist auch f messbar,
und Gleichung (0.41) iibertrdgt sich auch auf f, d.h., |f] < g¢.

Jedes f, ist integrierbar, weil [, |fu| du < [ gdp < oo. Aus dem glei-
chen Grund ist f integrierbar.

Nach Lemma 0.44 sind die Funktionen g + f integrierbar, und die Funk-
tionen h,, :== g— f, > 0und k, := g+ f, = g — (—f») > 0 sind nichtnegative
integrierbare Funktionen mit

lim h, =liminfh, =g — f und lim k, = liminfk, =g+ f.

n—oo n n—oo n

Nun folgt aus dem Fatou Lemma und Lemma 0.44 iiber die Additivitdt des
Integrals, dass

/gdu—/fdu:/g—fd,u:/liminfhndugliminf/ h, du
X X X X noee e JXx
:hminf(/gdu—/fndu):/gdu—limsup/fndu
e Jx X X n—oo JX
und
/gdu—i—/fdu:/g—l—fdu:/liminfknd,ugliminf/ k, du
X X X X noee e Jx
:hminf(/ gdu+/fndu):/gdu+liminf/ fndp.

Bereinigt man den Term [ g dp aus diesen Gleichungen, so erhélt man

limsup/ fndug/ fd,ugliminf/ fndu.

n—oo
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Da aber fiir jede Folge gilt liminf < limsup, haben wir hier die Gleichheit,
und die Folge { [, fndp } konvergiert tatsichlich gegen [ f dp. |

Der Lebesguesche Grenzwertsatz wird auch der Lebesguesche Satz
iiber die dominierte Konvergenz genannt.

Dieser Satz ist wesentlich stirker als die Konvergenzsitze fiir die Rie-
mannsche Integration, wo gleichméfige Konvergenz der Folge { f,, } erforder-
lich ist. Hier reicht punktweise Konvergenz und die Existenz einer integrier-
baren Schranke fiir die Funktionen der Folge.

Bemerkung 0.47 In den vergangenen Sétzen werden oft Voraussetzungen
gemacht, dass gewisse Funktionen nichtnegativ sein sollen, dass eine Funk-
tion durch eine andere dominiert wird, oder dass eine Folge von Funktionen
punktweise gegen eine andere Funktion konvergiert.

Alle diese Sdtze bleiben richtig, wenn diese Voraussetzungen nur fast
iiberall erfillt sind.

Denn es kommen nie mehr als abzahlbar viele Instanzen dieser Bedingun-
gen vor, da die Folgen (wenn es um Folgen geht) ja auch nur abziahlbar viele
Glieder haben. D.h., wenn die Bedingungen fast iiberall gelten, ist die Men-
ge, auf die mindestens einer der Bedingungen verletzt wird, immer noch eine
Nullmenge, und wenn man alle Funktionen dahin gehend abédndert, dass man
sie auf dieser Menge gleich 0 setzt, so gelten fiir die verdnderten Funktionen
alle Voraussetzungen wirklich iiberall. Da aber nach Satz 0.41 1) die Ande-
rung der Funktionen auf einer Nullmenge alle Integrale unverindert ldsst,
gelten die Sétze auch fiir die urspriinglichen Funktionen, die die Vorausset-
zungen nicht ganz erfiillt haben.

Dies ist, wie schon erwdhnt, ein sehr wichtiges Prinzip der Maftheorie,
und in vielen Lehrbiichern werden die Sidtze auch gleich ,richtig® formuliert,
so dass die Voraussetzungen nur fast iiberall verlangt werden. Wir haben
das nicht gemacht, damit die Beweise verstandlich und unkompliziert blei-
ben, aber die Ergebnisse werden wir sehr wohl in dieser allgemeineren Form
anwenden wollen.

Bisher haben wir die Integrationstheorie fiir Funktionen einer Variablen
beschrieben, also fiir Funktionen, die auf einem einzelnen Mafraum (X, R, u)
definiert sind und die beziiglich des dort vorgegebenen einzelnen Mafses y in-
tegriert werden. Manchmal ist es auch nétig, Funktionen in mehreren Varia-
blen zu betrachten (d.h., Funktionen definiert auf einem kartesischen Produkt
von Mafrdumen) und Mehrfachintegrale zu betrachten, bei denen die Funk-
tionen nacheinander beziiglich der verschiedenen Richtungen im Produkt und
beziiglich der verschiedenen Mafse integriert werden.
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Die Aussage des bekannten Satzes von Fubini ist, dass die Reihenfolge
der einzelnen Integrationen im Mehrfachintegral unkritisch ist und keinen
Einfluss auf das Ergebnis hat. Wir wollen den Beweis dieses und eines ver-
wandten Satzes kurz skizzieren, wozu eine gewisse begriffliche Vorbereitung
erforderlich ist. Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall von zwei Varia-
blen und Doppelintegralen—der allgemeine Fall ldsst daraus durch Induktion
leicht entwickeln.

Definition 0.48 Seien (X,R) und (Y, S) messbare Rdume. Wir wollen das
kartesische Produkt X x Y mit einer Produkt o-Algebra versehen und so zu
einem messbaren Raum machen.

Ein Rechteck in X xY ist eine Teilmenge der Gestalt M x N, wo M € R
und N € §. Die Mengen M und N heiflen die Seiten des Rechtecks M x N.

Wir bezeichnen mit R xS die o-Algebra auf X x Y, die von allen Recht-
ecken erzeugt wird.

Dann ist (X x Y, R % S) ein messbarer Raum, genannt das Produkt der
messbaren Ridume (X, R) und (v, S).

Definition 0.49 Seien (X,R) und (Y,S) messbare Raume und sei E eine
Teilmenge von X x Y.
Fiir jeden Punkt z € X definieren wir den x-Schnitt von E als die Menge

E,={yeY|(x,y) e E} CY
und fiir jeden Punkt y € Y definieren wir den y-Schnitt von E als die Menge
EY ={rzeX|(x,y) e E} CX.

Entsprechend, wenn f eine Abbildung von X X Y in eine dritte Menge
Z ist, so definieren wir fiir jeden Punkt z € X den z-Schnitt von f als die
Abbildung f,: Y — Z gegeben durch

fo(y) == f(z,y) fir jedes y €Y,

und wir definieren fiir jeden Punkt y € Y den y-Schnitt von [ als die
Abbildung fY: X — Z gegeben durch

fY(z) ;= f(z,y) fiir jedes y € Y.

Man beachte, dass F, und EY Teilmengen der Faktorrdume Y bzw. X
sind, nicht Teilmengen von X XY, und f, und f¥ sind auch auf den Faktorrau-

men definierte Abbildungen und nicht Abbildungen auf dem Produktraum
X xY.
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fo 1st im Wesentlichen die Einschriankung von f auf die achsenparallele
Ebene { z } XY und FE, ist im Wesentlichen der Durchschnitt von F mit dieser
Ebene, nur dass wir die festgelegte Koordinate x nicht mehr mitschreiben.
Entsprechendes gilt fiir die y-Schnitte.

Bemerkung 0.50 Die Schnitte sind vertrdglich mit den elementaren men-
gentheoretischen Operationen.

D.h., wenn (X, R) und (Y, S) messbare Rdume sind und wenn E, F' sowie
E, fiir n € N Teilmengen von X X Y sind, und wenn f: X XY — Z eine
Abbildung in einen weiteren Raum Z ist und C' eine Teilmenge von Z ist, so
gilt fiir jedes z € X und fiir jedes y € Y:

(X xY), = und (X xY) =X;
0.=0 und 0v = 0
(FEUF), =E,UF, und (EUF)Y = EYU FY,
(ENF),=ENEF, und (ENF)Y = EYNFY,
(E\F)x:Ex\Fz und (E\F)y: y\Fy;
(L_JOEn) — L_J()(En>m und ( )y _ L—Jo
(f_l(c))m = (f.)1(O) und (f~ )y (f)7HC);  (0.43)

und fiir jede Funktion g: Z — W (wo W eine weitere Menge ist) gilt

(9o f),=gofe und (go f)! =go fv. (0.44)

Aus der letzten Bedingung folgen viele niitzliche Spezialisierungen, z.B.,
wenn f reellwertig ist haben wir

(f+)z = (f:t:)+ und (f+)y = (fy)+7
(f-), = (fa)- und (f)" =), (0.45)
|fle = [ /2l und [fI" =171, usw.

Die Beweise sind trivial.

Es gibt folgende niitzliche Beziehung zwischen den o-Algebren R und S und
der o-Algebra R * S.

Lemma 0.51 Seien (X, R) und (Y, S) messbare Ridume und sei E eine Teil-
menge von X X Y.

Wenn F € R xS, dann ist E, € S fiir jedes v € X undEY € R fiir jedes
yey.
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Beweis. Wir beweisen die erste Aussage; die zweite geht genauso.
Dazu betrachten wir die Familie

F={FCXXY|F,eS fiir jedesz € X }.
Die Aussage, die wir beweisen wollen, behauptet einfach, dass
R*S CF,

und das werden wir jetzt zeigen.

Weil S eine o-Algebra ist, kann man sofort aus Bemerkung 0.50 schliefen,
dass X x Y € F, dass Differenzen von zwei Mengen aus F zu F gehoren,
und dass abzdhlbare Vereinigungen von Mengen aus F wieder zu F gehéren,
kurz, dass F ein o-Algebra ist.

Ist M x N ein Rechteck in X x Y, so ist (M x N)_ gleich N, wenn
x € M, und ist leer sonst, aber auf jeden Fall gehort es zu S. Also enthélt F
alle Rechtecke.

Weil R « S die von den Rechtecken erzeugte o-Algebra ist, aber F eine
die Rechtecke enthaltende o-Algebra ist, gilt wie behauptet R« S C F. N

Die Aussage von Lemma 0.51 in leicht zu merkender Form: Schnitte von
messbaren Mengen sind messbar. Die gleiche Aussage gilt fiir messbare Funk-
tionen:

Lemma 0.52 Seien (X, R) und (Y,S) messbare Rédume und sei
f: XxY —RU{0}U{-x}

eine messbare Funktion (beziiglich der o-Algebra R x S).
Dann ist f, eine messbare Funktion auf'Y beziiglich S fiir jedes x € X
und fY ist eine messbare Funktion auf X beziiglich R fiir jedes y € Y.

Beweis. Nach Lemma (.27 ist eine Funktion genau dann messbar, wenn fiir
jedes ¢ € R das von ihr bestimmte Urbild der Menge (¢, oo] messbar ist.
Die Behauptung folgt nun sofort aus Lemma 0.51 und Gleichung (0.43)
in Bemerkung 0.50. Denn wenn f messbar ist, dann ist fiir jedes ¢ € R die
Menge f‘l((c, oo]) messbar. Also ist auch fiir jedes x € X die Menge

()™ (e 00) = (7" (e, 00)))

messbar in Y, und f, ist deshalb messbar.
Entsprechend ist fiir jedes y € Y die Menge

()7 ((er00]) = (/7 ((e,o0]))

T

Y
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messbar in X, und fY ist somit messbar. ]

Wir wollen jetzt zeigen, wie man Mafe auf zwei messbaren Réumen zu
einem Produktmaf auf ihrem kartesischen Produkt kombinieren kann. Das

geht allerdings nur, wenn die Faktorrdume ,klein genug“ sind (beziiglich ihrer
Mafse).

Definition 0.53 Ein Mafraum (X, R, u) heift endlich, wenn pu(X) < oc.
In diesem Fall sagen wir auch, das Mak p ist endlich.

Ein Mafraum (X, R, u) heikt o-endlich, wenn X sich als abzéhlbare
Vereinigung von messbaren Mengen von endlichem Maf schreiben ldsst. In
diesem Fall sagen wir auch, das Mal p ist o-endlich.

Endliche Mafkraume sind natiirlich auch o-endlich, aber bei einem o-
endlichen Mafraum (X, R, 1) kann p(X) = oo sein.

Beispiel 0.54 Sein > 1 eine natiirliche Zahl, sei B die 0-Algebra der Borel-
mengen auf R™ und sei M die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen
im R”. Sei u das Lebesgue Mafs auf R”.

a) Sei F C R™ eine beschriankte messbare Menge (beschrdnkt heilt, es
gibt einen Quader ), dessen Kanten endliche Intervalle (a;,b;) sind,
mit £ C Q).

Fiir eine beliebige o-Algebra R C M auf R" setzen wir
Rg={MNE|MecR},

dies ist eine o-Algebra auf F. Sei ug die Einschrinkung des Lebesgue
Mafes p auf Rpg.

Dann ist pp ein Mak auf Rp und (E, Rg, pg) ist ein endlicher Maf-
raum, denn pg(E) < pu(Q) < oo.

Insbesondere sind (F, Bg, pug) und (E, Mg, pg) endliche Mafkrédume.

b) (R™, B, u) und (R™, M, p1) sind o-endliche Mafrdume. Denn wir kénnen
R" als eine abzdhlbare Vereinigung von beschrinkten Quadern schrei-
ben (z.B., aller Quader, deren Kanten ganzzahlige Endpunkte haben).

Wenn (X, R, u) und (Y, S, v) zwei o-endliche Mafrdume sind, dann wollen
wir auf der o-Algebra RS ein ,Produktmals \ konstruieren, das Rechtecken
M x N das natiirliche Mak A(M x N) = u(M)v(N) zuordnet.

Ein solches Mafk lisst sich mit einigem technischen Aufwand direkt defi-
nieren. Einfacher und geschickter ist es, iiber einen scheinbaren Umweg zu
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gehen und nicht das Produktmafs, sondern nur das Integral einer beliebigen
Funktion beziiglich dieses Mafes zu konstruieren und zu untersuchen. Das
zugrunde liegende Maf erhéilt man dann durch Integration charakteristischer
Funktionen.

Satz 0.55 Seien (X, R, un) und (Y,S,v) zwei o-endliche Mafrdume und sei
FiXXY —RU{c0)}

eine beziiglich der o-Algebra R x S messbare nichtnegative Funktion.
Sei E € R xS eine messbare Teilmenge von X x Y. Wir definieren Funk-
tionen ag: X — RU{oo} und fr: Y — RU{ o0} durch

ap(r) = fedv  fiir jedes x € X
Eq

und

Be(y) = fYdu  fiir jedes y € Y.
Ev
(Die Integrale sind definiert, weil Schnitte von messbaren Funktionen und
Mengen wieder messbar sind und weil die Integranden nichtnegativ sind.)
Dann ist ap eine messbare nichtnegative Funktion auf X und Pg ist eine
messbare nichtnegative Funktion auf Y, und es gilt

A%@:L@w (0.46)

Beweis. Sei E € RxS. Wir sagen, eine nichtnegative messbare Funktion f ist
E-gut, wenn die Behauptung des Satzes fiir die Funktion f und die Menge
E erfiillt ist.

Da wir die Aussage des Satzes jetzt fiir mehrere verschiedene Funktionen
vergleichen wollen, ergénzen wir wo notig die Notation fiir die Funktionen a g
und (g, indem wir die betrachtete Funktion f als Exponent dazuschreiben—
wir schreiben also zur Unterscheidung aé und 52, wenn in einem Ausdruck
oder in einer Gleichung die Funktionen ap oder (g fiir mehrere f’s vorkom-
men.

Wir nehmen zuerst an, ¢ und v seien endliche Mafke.
Sei

F:={f: X xY — R| f ist beschriankt, > 0,
und E-gut fiir jedes Rechteck E },
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und sei

G:={geF|fge Ffiralle feF}.

Wir bemerken, dass F nicht leer ist und die konstante Funktion 1 enthélt.
Sei namlich £ = M x N ein Rechteck (mit M € R und N € S). Fiir jedes
r e X ist
N, wenn x € M,

B = (Mx ), = {@ sonst

Deshalb ist

N) wenn x € M;
; = ldp = v(N), ’
ap() /T s v(0) =0, sonst.

D.h., a = v(N)xa und dies ist eine messbare Funktion mit

[ akdn= [ vV )xardu = v¥)(01), (0.47)

Auf die gleiche Weise sieht man, dass S5, = u(M)xy und dies ist eine
messbare Funktion mit

[ B = [ vy du = pOD0N)

Das ist das gleiche Ergebnis und deshalb ist die Funktion 1 E-gut fiir jedes
Rechteck E.

Also gehort 1 zu F, und somit offensichtlich auch zu G.

Weil die Make ;1 und v endlich sind, ist jeder Schnitt einer beschrink-
ten messbaren Funktion integrierbar und die Integrale der Schnitte sind be-
schriankt, so dass die Funktionen ag und (g reellwertig und beschrinkt sind.
Das heifst, beim Nachpriifen der Zugehorigkeit einer Funktion f zu F haben
wir es mit Funktionen ag und 5£ zu tun, die nie den Wert co annehmen und
die wenn sie messbar sind auch integrierbar sind.

Aus den Eigenschaften des Integrals nichtnegativer oder integrierbarer
Funktionen, insbesondere der Linearitit, der Monotonizitdt und der Kon-
vergenzeigenschaften, ist es klar, dass jede Linearkombination von FE-guten
Funktionen mit positiven Koeffizienten wieder F-gut ist, dass eine nicht-
negative Differenz zweier F-guter Funktionen wieder E-gut ist, und dass
jeder Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge von E-guten Funktio-
nen wieder F-gut ist, wenn die Folge monoton steigt oder wenn sie durch
eine Funktion h dominiert wird, deren Schnitte alle integrierbar sind und fiir
die die Funktionen of und 3% integrierbar sind. Jede konstante Funktion h
erfiillt diese Eigenschatft.
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Das bedeutet, dass F unter den genannten algebraischen Operationen ab-
geschlossen ist und dass der Limes einer gleichmébig beschrankten punktweise
konvergenten Folge aus F wieder zu F gehort, und daraus folgt leicht, dass
das Gleiche auch fiir G gilt. Der Grenzwert g einer gleichméfig beschrankten
punktweise konvergenten Folge { g, },.n aus G gehort insbesondere wieder
zu G, weil fir jedes f € F gilt fg = lim, .o fgn, und die Folge { fg, }
wird gleichméfig beschriankt durch das Produkt der Schranke von f und der
gleichméfigen Schranke der g,.

Ferner ist klar aus der Definition von G, dass endliche Produkte von
Funktionen aus G wieder zu G gehoren.

Wir betrachten jetzt die Familie

T ={CeR+xS|xceq}.

Man beachte, dass fiir jede messbare Menge C' C X xY und jede messbare
nichtnegative Funktion f: X x Y — R die Schnitte von x¢f gegeben sind
durch

(xef), = xc,f  und (xef)! = xevf?

fiir jedes x € X und jedes y € Y.
Deshalb gilt fiir jede Menge EF € R % S, dass

O%Cf(x):/ (ch)deZ/ Xy fo dV

:/ fIdz/:/ fxdu:aéﬁE(x)
CoNE, (CNE),

fiir jedes x € X. Entsprechend ist

f_ ot
5 = Bone

Hieraus folgt, dass x¢f genau dann E-gut ist, wenn f (C' N E)-gut ist.

Denn erstens, von den Funktionen O%Cf und aémE, die ja gleich sind, ist die
erste genau dann messbar, wenn die zweite es ist. Das Gleiche gilt fiir 6§Cf

nd ﬁf :
u CNnE
Und zweitens, die linken Seiten der beiden Gleichungen

/oféCfdu:/ alopdy  und /ﬂé‘jfdl/:/ﬁém};dy (0.48)
X X Y Y

stimmen genau dann iiberein, wenn die rechten Seiten {ibereinstimmen. Das
beweist die Behauptung.
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Wir wollen jetzt zeigen, dass 7 = R x S. Dazu zeigen wir, dass 7 eine
o-Algebra ist, die jedes Rechteck enthiilt; da R+S von den Rechtecken erzeugt
wird und da 7 C R * S, reicht das, um die Gleichheit zu beweisen.

Wenn D und E Rechtecke sind, so ist auch D N E ein Rechteck, wie man
leicht sieht.

Fiir jedes f € F ist xpf nichtnegativ, messbar und beschrankt, und weil
f nach Voraussetzung (D N E)-gut ist, ist xpf nach der oben bewiesenen
Aquivalenz E-gut fiir jedes Rechteck E, und gehért somit auch zu F.

Dies gilt insbesondere fiir f = 1. Das bedeutet, xp selber gehort zu F,
somit auch zu G, und das Rechteck D gehort zu 7.

Weil ganz X x Y ein Rechteck ist, ist X x Y € 7.

Ist C eine beliebige Menge aus 7, so ist auch (X x Y)\ C € 7, denn
X(xxy)c = 1 —xc¢ > 0 ist eine nichtnegative Differenz von zwei Funktionen
aus G und gehort deshalb zu G.

Fiir je zwei Mengen C und D aus 7 ist auch C N D € 7, weil xcnp =
xcxp als Produkt von zwei Elementen von G zu G gehort.

Daraus folgt, dass C\ D =CnN((X xY)\ D) € T.

Weil xcup = xe+Xp—Xcnp > 0 auch zu G gehort, haben wir CUD € 7.
Also ist 7 abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.

Sei nun {C; | i € N} eine abzdhlbare Familie von Mengen aus 7 und sei
C = U5, Ci- Fiir jedes i € N sei D; := {J;_, Cj.

Die D; gehoren zu 7 und bilden eine monoton steigende Folge von mess-
baren Mengen mit Vereinigung C'. Deshalb ist { xp,; },.n €ine monoton stei-
gende, durch 1 gleichméfig beschrinkte Folge von Funktionen aus G und ihr
Grenzwert

Xc = Sup Xp,
ieN
gehort zu G. Damit ist C' € 7 und 7 ist abgeschlossen unter abzéhlbaren
Vereinigungen.

Wir haben wie versprochen bewiesen, dass 7 eine o-Algebra ist, die alle
Rechtecke enthélt, und es folgt 7 =R % S.

Diese Aussage konnen wir auf Gewinn bringende Weise umformen. Sie
besagt unter anderem, dass fiir jede messbare Menge in X x Y, insbesondere
auch fiir jeden Durchschnitt C'N E zweier messbarer Mengen, die charakteris-
tische Funktion xcng = xoXxg beziiglich jedes Rechtecks gut ist und deshalb
(X x Y)-gut ist. Aber das ist gleichbedeutend damit, dass yc E-gut ist.

Nun betrachten wir fiir eine beliebige messbare Menge £ C X x Y die
Familie £ aller E-guten Funktionen. Diese Familie enthélt alle messbaren
charakteristischen Funktionen. Da sie unter Linearkombination mit nichtne-
gativen Koeffizienten abgeschlossen ist, enthélt sie alle messbaren Treppen-
funktionen. Und da sie unter Konvergenz monoton steigender Funktionenfol-
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gen abgeschlossen ist, enthélt sie auf Grund von Lemma 0.43 alle messbaren
nichtnegativen Funktionen auf X x Y.

Das beweist die allgemeine Giiltigkeit des Satzes im Falle, wo p und v
endliche Mafe sind.

Wenn g und v nur o-endlich sind, dann kénnen wir X schreiben als die
Vereinigung einer abzihlbaren Folge { X; },.n von messbaren Teilmengen
endlichen Mafses, und indem wir jede Menge in der Folge notfalls ersetzen
durch ihre Vereinigung mit ihren (endlich vielen) Vorgéngern, die auch noch
endliches Maf hat, konnen wir erreichen, dass die Folge monoton ist, also
daSSngXnggg

Entsprechend konnen wir Y schreiben als die Vereinigung einer abzihl-
baren aufsteigenden Folge Yy C Y] C Y5 C --- von messbaren Mengen mit
v(Y;) < oo.

Sei f eine nichtnegative messbare Funktion auf X x Y. Fiir jedes : € N
sei Z; := X; x Y; und sei f; := xz, f.

Der Satz gilt fiir Teilmengen E von Z; = X; x Y;, weil X; und Y; von
endlichem Maf sind.

Das heifst, fiir jede messbare Teilmenge £ C X x Y ist f zumindest
E N Z;-gut fiir jedes 7, oder gleichbedeutend, f; = xz, [ ist E-gut fiir jedes ¢.

Die xz bilden eine monoton steigende Folge und ihr Supremum ist 1,
weil die Vereinigung der Z; ganz X x Y ist. Also bilden die f; eine monoton
steigende Folge mit Supremum f. Weil jedes f; E-gut ist, ist auch f E-gut,
und das beweist den Satz im o-endlichen Fall. [ |

Notation 0.56 Die Integrale [, apdu und [, g dv in Gleichung (0.46) in
Satz 0.55 entstehen ja durch zweimaliges Integrieren, zunéchst der Schnit-
te der Funktion f, um die einzelnen Werte der Funktionen agr und Sg zu
bestimmen, und anschliefend die Integration dieser Hilfsfunktionen.

Dieser Hergang findet seinen Niederschlag in der Notation, denn meistens
nennt man die Funktionen ar und (g nicht mit diesem Namen, sondern
schreibt die Integrale in Gleichung (0.46) gleich als Doppelintegrale hin. D.h.,
fiir fX ap dp schreibt man meist

//Efdydu

und fiir [, Gp dp schreibt man meist

J[ ranav



56 KAPITEL 0. DAS LEBESGUE INTEGRAL

Andere Varianten sind

//Ef(x,y)dydx bz, //Ef(:c,y)d:cdy.

Wenn man den Hilfsfunktionen ag oder S einen Namen geben will,
schreibt man meist

//E f(z,y)dy fir ag(z)  und /[E f(z,y) dz fiir B(y).

Lemma und Definition 0.57 Seien (X,R,u) und (Y,S,v) zwei o-endli-
che Mafraume. Wir definieren eine Funktion

AMR*xS — RU{o0}
durch die Vorschrift

ME) = /[Eldudu:/[Eldudu (0.49)

fiir jedes F € R S.

A ist ein o-endliches Maf auf R xS, genannt das Produktmajf$ der Mafke
w und v. Man bezeichnet das Produktmak oft mit p X v.

Fiir jede nichtnegative messbare Funktion f: X x Y — R U {00} und
fiir jede Menge EF € R % S ist

/Efd)\z//Efd,udy://Efdydu. (0.50)

Fiir Rechtecke M x N € R xS gilt
AMM x N) = pu(M)v(N) (0.51)
und )\ ist das einzige Mak auf R *+ S mit dieser Eigenschaft.

Beweis. Die Integrale in (0.49) sind definiert und die beiden Integrale sind
gleich nach der Aussage von Satz 0.55.
Um zu zeigen, dass A ein Mafs ist, verwenden wir die Formulierung

NE) = [[ 1avdu= [ gy

in der Notation von Satz 0.55.
Fiir jedes x € X ist hier

ap(x) = /I ldv =v(E,)
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und weil die Schnitte der Menge E nach Bemerkung 0.50 die Mengenope-
rationen respektieren, ist jeder Wert von agp wie das Mak v eine positive
o-additive Mengenfunktion.

Das gilt auch fiir [, g dp. Es ist nichtnegativ, weil o eine nichtnegative
messbare Funktion ist. Und es ist o-additiv in E, denn sei {A; |i € N}
eine abzdhlbare Familie von disjunkten messbaren Mengen und sei A ihre
Vereinigung. Weil jeder Wert von ap eine o-additive Funktion von E ist, gilt

00
g = E Qy,-
1=0

Weil die Partialsummen dieser Reihe eine monoton steigende Folge von nicht-
negativen messbaren Funktionen mit Supremum « 4 bilden, kdnnen wir aus
dem Satz von Beppo Levi schliefen, dass

)\(A):/onAdu:/X;aAidu:;/XaAid,u:;)\(Ai).

D.h., X ist o-additiv und ist somit ein Mafs.

Wir haben im Beweis von Satz 0.55, Gleichung (0.47), den Wert des
Doppelintegrals [[, 1dvdu = [, apdpy fir ein Rechteck £ = M x N explizit
als u(M)v(N) berechnet (die dortige Berechnung ist auch ohne die Annahme,
dass die Make endlich sind, giiltig).

Weil sich jeder der Rdume X und Y als abzdhlbare Vereinigung von
messbaren Mengen von endlichem Maf schreiben ldsst, kann man X x Y
als die Vereinigung der Produkte aller (abzdhlbar vielen) Paare dieser Men-
gen schreiben, also als eine abzdhlbare Vereinigung von Rechtecken endlichen
Mafes beziiglich A. Deshalb ist A o-endlich.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage und zum Beweis der Beziehung (0.50) be-
nutzen wir den gleichen Trick, wie im Beweis von Satz 0.55 fiir den Nachweis
der Existenz und Gleichheit der Doppelintegrale in den beiden Integrations-
reihenfolgen.

Sei

w:R*xS — RU{o0}
ein Mak, so dass w(M x N) = u(M)v(N) fir jedes Rechteck M x N. Wir
wollen zeigen, dass A = w und wir wollen zeigen, dass Integrale beziiglich w
oder A sich als Doppelintegrale berechnen lassen.

Sei f: X xY — R U{o0} eine nichtnegative messbare Funktion und
sei K € R xS. In diesem Beweis sagen wir, f sei E-gut, wenn

[ rao= [[ savan (0.52)
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Wir setzen

F={f: XxY —RU{c0} | f >0 ist messbar und
E-gut fiir jedes Rechteck £ € R xS }.

Nach Voraussetzung gehort die konstante Funktion 1 zu F, weil fiir jedes
Rechteck = M x N gilt

/Eldw = w(E) = y(M)W(N) = A(E) = //E L dv dp.

Sei
G:={geF|fge Ffiralle feF}.

Aus der Definition ist klar, dass endliche Produkte von Funktionen aus
G wieder zu G gehoren.
Wir betrachten jetzt die Familie

T:={CceR*S|xcecG}.

Seien C' und F € R xS und sei f eine nichtnegative messbare Funktion
XxY —RU{c0}.

Wie wir schon im Beweis von Satz 0.55 auf Seite 53 begriindet und in
(0.48) festgehalten haben, folgt aus den Eigenschaften von Schnitten und
aus Satz 0.41 b), dass

// chdl/d,u:/ fdvdpu.
E CNE

Aus Satz 0.41 b) schlieflen wir ferner, dass

/ Yo dw = / vivef do = / vepfdo= [ fdo.
FE XxY XxY CNE

Ein Vergleich der linken Seiten beider Gleichungen und ein Vergleich der
rechten Seiten zeigt, dass xcf genau dann E-gut ist, wenn f (C'N E)-gut ist.

Wir zeigen jetzt wieder, dass 7 = R * S, indem wir zeigen, dass 7 eine
o-Algebra ist, die jedes Rechteck enthalt.

Wenn D und E Rechtecke sind, so ist auch D N E ein Rechteck. Jedes
f € F ist nach Definition dieser Familie (D N E)-gut, und somit ist xpf
nach der eben gemachten Bemerkung F-gut fiir jedes Rechteck E. Also ist
xpf € F. Das gilt auch fiir f = 1, so dass yp selber zu F gehort.

Also ist xp € G fiir jedes Rechteck D, und deshalb gehoren alle Rechtecke
zu7T.
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Weil ganz X x Y ein Rechteck ist, ist X xY € 7.

Das Integral und das Doppelintegral in Gleichung (0.52) sind linear in
f (beziiglich Linearkombinationen mit positiven Koeffizienten, oder Diffe-
renzen, die eine nichtnegative Funktion ergeben) und sind vertrdglich mit
monotoner und dominierter Konvergenz, und deshalb ist klar, dass 7 und G
unter diesen Operationen abgeschlossen sind.

Wenn C' € T, so ist auch (X xY)\ C € T, weil x(xxypnec=1—xc €9
als nichtnegative Differenz von zwei Funktionen aus G.

Fiir je zwei Mengen C' und D aus 7 ist CND € T, weil xcnp = XoXp € G
als Produkt von zwei Funktionen aus G.

Also ist auch C\D=CnN((X xY)\ D) e 7.

Weil xcup = (x¢ + Xp) — Xcrp € G, haben wir CUD € 7.

Also ist 7 abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen, und fiir eine ab-
zihlbare Vereinigung C' := [ J;°, C; von Mengen aus G ist y¢ das Supremum
der aufsteigenden Folge der (in G liegenden) charakteristischen Funktionen
der Mengen D; := ULO C; € 7 und gehort als Konsequenz des Satzes von
Beppo Levi zu G.

Folglich gehort jede abzéhlbare Vereinigung aus 7 wieder zu 7.

T ist also eine o-Algebra, die alle Rechtecke enthélt, womit 7 =R x S.

In anderen Worten, F enthélt jede messbare charakteristische Funkti-
on; damit auch jede positive Linearkombination von solchen Funktionen, das
heift jede nichtnegative messbare Treppenfunktion; und schlieklich das Su-
premum jeder monoton aufsteigenden Folge von nichtnegativen messbaren
Treppenfunktionen, nach Lemma 0.43 also jede nichtnegative messbare Funk-
tion.

Jede nichtnegative messbare Funktion f ist also E-gut fiir jedes Rechteck
E, insbesondere auch fiir das Rechteck X x Y.

Wenn nun F € R %S kein Rechteck ist, dann ist f trotzdem E-gut, denn
xef ist messbar und nichtnegativ und somit X x Y-gut, und das ist, wie wir
gesehen haben, gleichbedeutend damit, dass f selber EN (X x Y) = E-gut
ist.

Das zeigt, dass Gleichung (0.52) fiir jede messbare Funktion f und jede
messbare Menge E gilt.

Fiir f = 1 ist die linke Seite w(£) und die rechte Seite ist nach Definition
A(E). Also ist w = A und X ist somit eindeutig.

Jetzt konnen wir auf der linken Seite der allgemeinen Gleichung (0.52) das
Mafs w durch A ersetzen und erhalten so die Gleichheit der beiden dufteren
Terme in Integrationsformel (0.50); die Gleichheit der beiden Doppelintegrale
wurde ja schon als Gleichung (0.46) in Satz 0.55 bewiesen. [

Die letzten beiden Sitze haben das Produktmaf definiert und gezeigt,



60 KAPITEL 0. DAS LEBESGUE INTEGRAL

dass man Integrale nichtnegativer Funktionen beziiglich dieses Mafes als
Doppelintegrale ausrechnen kann. Jetzt ist es nicht mehr weit bis zum be-
riihmten und grundlegenden Satz von Fubini iiber integrierbare Funktionen
auf Produktriaumen.

Er wird sich bequemer formulieren lassen nach einer kurzen Bemerkung
iiber die Behandlung nur fast iberall definierter Funktionen.

Bemerkung und Konvention 0.58 Wir haben bisher an mehreren Stel-
len gesehen, dass die maftheoretischen Eigenschaften einer Funktion (z.B.,
Messbarkeit und Integrierbarkeit) Invarianten von der ~-Aquivalenzklasse
der Funktion sind, d.h., ihr Zustand &ndert sich nicht, wenn man die Funkti-
on auf einer Nullmenge abéndert. Das Gleiche gilt nach Satz 0.41 1) fiir das
Integral der Funktion, falls es existiert.

Die wirklichen Gegensténde der Integrationstheorie sind also nicht mess-
bare Funktionen, sondern Aquivalenzklassen von messbaren Funktionen, und
alle nur von den Aquivalenzklassen abhingenden Begriffe und Operationen
lassen sich sinnvoll definieren und anwenden auch fiir Funktionen, die nur
fast diberall definiert sind.

Ist (X, R, u) ein Makraum und N C X eine Nullmenge, und ist

f: X\N—RU{o0}U{—-00}

eine Funktion, die nur auf dem Komplement von N definiert ist, so kénnen
wir f zu ganz X erweitern, indem wir ihr auf NV einen beliebigen konstanten
Wert zuordnen. Diese Erweiterung ist genau dann auf X messbar, wenn die
urspriingliche Funktion auf X \ N messbar war.

Insbesondere, wenn f auf X \ N messbar ist, ldsst sie sich zu einer mess-
baren Funktion auf ganz X erweitern. In diesem Fall hat jede messbare Er-
weiterung von f (und nicht nur die konstant erweiterten) die Eigenschaft,
genau dann auf X integrierbar zu sein, wenn f auf X \ N integrierbar ist;
auch hidngt der Wert des Integrals nicht von der Wahl der Erweiterung ab,
solange sie messbar ist.

Aus diesem Grund fiihren wir ab sofort die Sprachkonvention ein, dass
wenn wir von Funktionen f: X — R U {00} U{—o00} sprechen, wir auch
Funktionen meinen, die nur fast iiberall definiert sind.

Es ist trotzdem sinnvoll zu fragen, ob eine solche Funktion auf X messhar
oder auf einer messbaren Teilmenge F C X integrierbar ist — wir verstehen
das dann in obigem wohldefinierten Sinn als die Messbarkeit einer beliebigen
konstanten Erweiterung oder die Integrierbarkeit iiber E einer beliebigen
messbaren Erweiterung von f zu einer Funktion definiert auf dem ganzen
Raum.
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Auch haben fast iiberall definierten Funktionen ein wohldefiniertes Inte-
gral auf E/, wenn sie dort integrierbar sind — wir berechnen es als das Integral
einer beliebigen messbaren Erweiterung von f.

Fiir die Integrale fast iiberall definierter Funktionen gelten auch alle bis-
her bewiesenen Sitze, wenn man Relationen als fast iiberall geltend versteht
und algebraische Operationen oder Grenzwertiibergénge nur dort ausfiihrt,
wo alle beteiligten Funktionen definiert sind. Da in jedem Fall hochstens ab-
zahlbar viele fast iiberall definierte Funktionen beteiligt sind, ist die Menge,
wo mindestens eine nicht definiert ist, schlimmstenfalls eine abzéhlbare Ver-
einigung von Nullmengen, also selber eine Nullmenge, und das Ergebnis der
Operation ist wieder eine fast {iberall definierte Funktion.

Wir kénnen immer ohne Schaden die beteiligten Funktionen jeweils auf
einer Nullmenge so abdndern, dass die Operationen global ausfiihrbar sind
und die Relationen global stimmen, und die Ergebnisse unterscheiden sich
nicht von denen, die man mit den nur fast iiberall definierten Operanden
erzielt.

In Zukunft werden wir die Moglichkeit, dass Funktionen auf einer Null-
menge nicht definiert sein konnten, meistens nicht explizit erwidhnen, aber
sie ist immer hinzuzudenken, auch wenn wir die Aussagen so formulieren, als
waren alle zur Rede stehenden Funktionen an allen Stellen definiert.

Satz 0.59 (Fubini) Seien (X, R, u) und (Y,S,v) zwei o-endliche Makréu-
me und sei A = pu X v das Produktmafs auf R x S.
Sei £ € R xS eine messbare Teilmenge von X x Y und sei

f: XxY —RU{0}U{—-x}

eine messbare Funktion, die auf E integrierbar ist.

Dann ist f, integrierbar auf E, fiir fast alle v € X und fY ist integrierbar
auf EY fiir fast alley € Y.

Die fast tiberall definierte Funktion ap: X — R mit

ap(r) = fzdv  (wenn f, integrierbar ist auf E,)
Ey
ist integrierbar auf X, die fast iiberall definierte Funktion fg: Y — R mit
Be(y) = fYdu  (wenn fY integrierbar ist auf EY)
Ev

ist integrierbar auf'Y’, und es gilt

/Efd)\:/XaEduzfyﬂgdu. (0.53)
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Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass f > 0.

Dann wissen wir aus Satz 0.55 und Lemma 0.57, dass alle Schnitte f, und
fY messbar und nichtnegativ sind, dass wir ag und G durch die Integration
der Schnitte {iberall definieren kénnen und das wir auf diese Weise messbare
Funktionen erhalten (die aber unendliche Werte annehmen kénnen), und dass
Gleichung (0.53) gilt.

Weil f auf E integrierbar ist, ist [ » fdX endlich, und deshalb bilden
die Unendlichkeitsstellen von ap und (g jeweils eine messbare Nullmenge
(denn wenn zum Beispiel ag auf einer Menge U positiven Makes den Wert
oo annimmt, so ist fiir jedes n € N die Funktion nyy eine messbare Trep-
penfunktion < ag, und die Integrale nu(U) dieser Treppenfunktionen sind
unbeschrankt, ihr Supremum ist also oo, und fXfod)\ = fX apdp kann
nicht endlich sein; entsprechend argumentiert man fiir Gg).

Also nehmen ag(z) = [, fodv und Bp(y) = [, fYdp fast iiberall end-
liche Werte an. Aber ein endlicher Wert ist gleichbedeutend damit, dass der
entsprechende Schnitt integrierbar ist—dieses gilt somit fast {iberall.

Die Funktionen ap und fg sind integrierbar weil sie nichtnegativ sind
und weil ihre Integrale, nach Gleichung (0.53) gleich [, fd\, endlich sind.
Damit sind alle Behauptungen bewiesen im Fall f > 0.

Wenn f nicht nur positive Werte annimmt, so kénnen wir den schon
bewiesenen Fall anwenden auf die positiven und negativen Anteile f, und f_
von f (man erinnere sich, dass f = f, — f_).

Die Funktion f ist genau dann auf F integrierbar, wenn f, und f_ auf
E integrierbar sind, und in diesem Fall sind o} und 5 messbare, fast
iiberall endliche integrierbare Funktionen, deren Integrale iiber X bzw. Y
das Integral fE f+ dX\ ergeben.

Offenbar ist
! f+ f-

O = Qp — Qg
und weil die Terme auf der rechten Seite fast iiberall endlich sind, ist o, fast
iiberall definiert und endlich, und das bedeutet, dass f, fiir fast alle v € X
auf E, integrierbar ist.
Weil aé* und aé‘ auf X integrierbar sind, ist auch aé auf X integrierbar,
und wie behauptet ist

/agdu:/agdu—/agdu:/f+dA—/f_dA::/fdA.
X X X E E E

Die Aussage fiir die Schnitte f¥ und S folgt auf dhnliche Weise. |
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Notation 0.60 Auch die beiden Integrale [, apdy und [, fpdv in Glei-
chung (0.53) im Satz von Fubini schreibt man in der Regel als Doppelintegra—
le ffEfdl/d,u oder ffE x,y) dy dx bzw. ffEfd,udl/ oder ffE x,y) dx dy,
ohne sich viel darum zu kiimmern, wie der Integrand der dufseren Integration
definiert ist, wenn das innere Integral nicht existiert.

Diese Freiheit gibt uns Konvention 0.58.

Der Satz von Fubini besagt, dass man das Integral einer Funktion beziig-
lich eines Produktmafies als ein Doppelintegral ausrechnen kann, wenn man
weifS, dass die Funktion beziiglich des Produktmafes tatsdchlich integrier-
bar ist. Hier ist eine Falle verborgen, denn um den Satz anzuwenden, reicht
es zunichst nicht, die Doppelintegrale auszurechnen und auf Endlichkeit zu
priiffen—wenn der Integrand nicht auf dem Produktmafraum integrierbar ist,
sagt der Satz von Fubini gar nichts aus.

In dieser Hinsicht erginzt der folgende Satz den Satz von Fubini und
rdumt die erwdhnten Bedenken aus, denn er besagt, dass man doch an Hand
der Doppelintegrale nicht nur den Wert des Produktraumintegrals bestimmen
kann, falls er existiert, sondern auch priifen kann, ob er existiert.

Satz 0.61 (Tonelli) Seien (X, R, n) und (Y,S,v) zwei o-endliche Malfsréu-
me und sei A = u X v das Produktmaf auf R x S.
Sei £ € R xS eine messbare Teilmenge von X X Y und sei

[ X xY —RU{o0}U{-0}

eine messbare Funktion, so dass die (iiberall auf X definierte) Funktion

(o) = [ 1] dv
Ey
auf X integrierbar ist.
Dann ist f auf E integrierbar beziiglich des Produktmafkes.
Natiirlich gilt diese Aussage auch mit vertauschten Rollen fiir die Faktoren
X undY.

Beweis. Nach Definition der Integrierbarkeit ist zu zeigen, dass f, und f_
auf F integrierbar sind, also dass ihr Integral endlich ist.

ve(z), gegeben durch das Integral fEL |fe| dv, ist fiir jedes z € X als
Wert in R U { oo} definiert, weil der Integrand eine nichtnegative messbare
Funktion ist.

Aus dem gleichen Grund sind auch die Funktionen
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tiberall auf X definiert, und weil 0 < fi < |f|, ist offensichtlich
0 < aff (z) < yp(x)
fiir jedes x € X.

Weil vg nach Voraussetzung auf X integrierbar ist, sind es a3~ auch.
Nach Lemma 0.57 erfiillen die nichtnegativen messbaren Funktionen fy

die Beziehung
/f:l:d/\: // Jrdvdp = / ol dp < oo.
E E X

Also sind f, und f_ auf F integrierbar und wir sind fertig. |

f+
E

Bisher haben wir eine sehr standardméfige, man kann fast sagen ,,gutbiir-
gerliche Lebesguesche Integrationstheorie prasentiert, in der alle Funktionen
reellwertig sind und alle Mengen nichtnegative Mafse haben.

Die einzige Forschheit, die wir uns bisher erlaubt haben, war die Inte-
gration von Funktionen mit variablem Vorzeichen, und schon dazu war ein
Zwischenschritt notwendig, denn ohne Komplikationen lasst sich das Integral
nur fiir nichtnegative Funktionen definieren. Fiir den allgemeinen Fall muss-
ten wir den Integranden in seine positiven und negativen Anteile zerlegen.

Aber dieser Schritt zeigt vor, wie man die Integration leicht auch auf
andere, allgemeinere Situationen erweitern kann.

Eine Erweiterung, die sofort gelingt, ist die Integration komplexwertiger
Funktionen. Die Definitionen sind sehr einfach.

Definition 0.62 Sei (X, R, u) ein Mafraum und sei
f: X—C

eine Funktion.

Wir nennen f eine messbare komplexwertige Funktion auf X, wenn ihr
Realteil Re f und ihr Imaginérteil Im f messbare reellwertige Funktionen
sind.

Wir nennen f integrierbar auf einer messbaren Teilmenge £ C X, wenn
Re f und Im f auf E integrierbar sind, und in diesem Fall definieren wir

/Efdu::/ERefd,ujLi/EImfdg. (0.54)

Diese Erweiterung betraf die Funktionswerte, aber wir kénnen uns auch
eine grokere Freiheit bei den Werten der Mafe erlauben. Obwohl es zuerst
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etwas ,naturwidrig“ anmutet, gibt es durchaus Verwendungen fiir signier-
te Majfie, die manchen Mengen einen negativen Inhalt zuordnen. Und es
gibt eine enge Beziehung zwischen dieser Idee und dem Integral signierter
Funktionen, die uns vorzeigt, wie man es machen kann.

Diese enge Beziehung besteht in einer uns eigentlich schon bekannten
fast treuen Ubersetzung zwischen Mafen und Funktionen, die wir jetzt als
Abschluss zu dieser Einfiithrung iiber die Lebesgue Integration untersuchen
wollen und deren einfachere Richtung durch folgende Bemerkung beschrieben
wird:

Bemerkung 0.63 Sei (X, R, u) ein Makraum und sei f: X — RU{ o0}
eine nichtnegative messbare Funktion.
Fiir jede Menge E € R setzen wir

v(E) ::/Efdu. (0.55)

Die Aussagen von Satz 0.41 f), ¢) und d) fiir F = () besagen, dass v ein Maf
auf R ist.

Diese einfache Bemerkung suggeriert eine Methode, um Mafe zu erhalten,
die auch negative Werte annehmen—man lasse in Bemerkung 0.63 einfach
die Einschrankung f > 0 weg.

Das wiirde sofort viele Beispiele von signierten Mafen liefern, aber es liefte
noch die Frage offen, wie allgemein diese Beispiele wiren. Diese Frage wird
noch versténdlicher, wenn wir sie fiir die nichtnegativen Mafe stellen: welche
Mafe v auf R kann man durch eine Anwendung von Formel (0.55) aus p
gewinnen? Gibt es welche, die man so nicht erhalten kann?

Teil d) von Satz 0.41 liefert zumindest eine Einschrankung, der v unter-
liegt: wenn E eine p-Nullmenge ist, dann ist || » [ dp auch 0 und deshalb sind
p-Nullmengen auch v-Nullmengen.

Wir werden aber sehen, dass dies die einzige wesentliche Einschrankung
auf die durch (0.55) definierten Mafe ist.

Um diese Fragen auch fiir Integrale von Funktionen mit Werten beliebigen
Vorzeichens behandeln zu konnen, wollen wir uns als Nachstes ein bisschen
detaillierter mit der Struktur signierter Mafte befassen.

Definition 0.64 Sei (X, R) ein messbarer Raum. Ein signiertes Maf$ auf
R ist eine o-additive Funktion

v:R— RU{o0}U{—-0},

die hochstens einen der Werte oo und —oco annimmt, und die nicht nur un-
endliche Werte annimmt.
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v heilst endlich, wenn v weder den Wert oo noch den Wert —oo annimmt.

v heillt positiv, wenn v keine negativen Werte annimmt. Das ist gleich-
bedeutend damit, dass v ein Maf (im herkémmlichen Sinn) ist.

Ein signierter Mafraum ist ein Tripel (X, R,v), wo X eine Menge ist,
R eine o-Algebra auf X ist und v ein signiertes Maf auf R ist.

Definition 0.65 Sei (X,R,v), ein signierter Makraum und sei F € R. Die
Menge E heift

positiv >0
etne Nullmenge ; , wenn v(B){ =0 fiir jede messbare Menge B C F.
negativ <0

Eine messhare Menge E, die eine dieser drei Eigenschaften besitzt, nennen
wir eine signierte Menge mit Vorzeichen +, 0 oder —, je nachdem welche
der Eigenschaften fiir sie gilt.

Man beachte, dass Nullmengen auch positiv und negativ sind, und dass
es bei signierten Mafen nicht ausreicht, dass v(E) = 0, damit eine Menge
E eine Nullmenge ist. Auch jede (messbare) Teilmenge von E muss Maf 0
haben!

Bemerkung 0.66 Sei (X, R,v), ein signierter Mafkraum.

a) Die positiven Teilmengen von X, die negativen Teilmengen von X und
die Nullmengen bilden jeweils einen o-Ring (das ist eine nichtleere
Familie von Teilmengen, die abgeschlossen ist unter Mengendifferen-
zen und abzdhlbaren Vereinigungen—sie unterscheidet sich von einer
o-Algebra nur dadurch, dass sie nicht den ganzen Raum X enthalten
muss).

Diese Behauptung ist klar, denn jede messbare Teilmenge einer signier-
ten Menge ist signiert mit dem gleichen Vorzeichen.

Deshalb hat eine Differenz £\ D von signierten Mengen mit gleichem
Vorzeichen als Teilmenge von E auch dieses Vorzeichen.

Eine abzédhlbare Vereinigung von Mengen FE; mit gleichem Vorzeichen
lasst sich durch Differenzenbildung umschreiben als eine Vereinigung
von disjunkten Mengen E!, die Teilmengen der F; sind und somit auch
dieses Vorzeichen haben. Aus der o-Additivitidt von v folgt leicht, dass
auch die Vereinigung F der E; (oder E!) das gleiche Vorzeichen hat
(denn jede Teilmenge B C F ist die disjunkte Vereinigung der Mengen
BN E! CE)).
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b) Die leere Menge ist eine Nullmenge, denn nach Definition 0.64 gibt es
eine messbhare Menge A mit v(A) endlich, und weil A = AUQUQPU - --
folgt aus der o-Additivitét von v, dass v()) = 0 (natiirlich gilt das auch
fiir jede Teilmenge von (!).

¢) v ist nicht nur o-additiv, sondern auch additiv, denn wir kénnen jedes
Paar von disjunkten messbaren Mengen M und N durch leere Mengen
zu einer abzdhlbaren disjunkten Familie ergdnzen. Weil v o-additiv ist
und weil v(0) = 0, folgt dann v(M U N) = v(M) + v(N), weil alle
anderen Summanden in der Reihe fiir v(MUNUQUQPU---) Null sind.
Man vergleiche den Beweis von Lemma 0.8 d).

Satz 0.67 (Hahn Zerlegung) Sei X eine Menge, sei R eine o-Algebra auf
X und sei v ein signiertes Mak auf R. Dann ldsst sich X zerlegen als die
disjunkte Vereinigung

D
X=FUF

von zwei messbaren Mengen, so dass E positiv ist und F' negativ ist.
Fine solche Zerlegung nennt man eine Hahn Zerlegung von X.

Beweis. Nach Definition eines signierten Mafes nimmt v nicht beide Werte
+00 und —oo an. Wir nehmen an, der Wert 400 wird nicht angenommen
(andernfalls ersetze v durch —v; dadurch vertauschen sich zwar die Eigen-
schaften positiv und negativ, aber signierte Mengen bleiben signiert und eine
Hahn Zerlegung bleibt eine Hahn Zerlegung, nur mit anderen Vorzeichen).

Es gibt immer positive Teilmengen von X, denn nach Bemerkung 0.66 b)
ist () eine Nullmenge, also auch positiv. Sei

A:=sup{v(A)| A€ R ist positiv } .

Dann gibt es eine Folge { E, }, . von positiven Mengen mit lim v(E,) = .

E .= U E,.
n=0

Dann ist F positiv, weil die positiven Mengen einen o-Ring bilden.
Auf diesem o-Ring ist v positiv und o-additiv und deshalb auch monoton,
und da E,, C F fiir jedes n, haben wir
A= lim v(E,) <v(E) <A\
Also ist v(E) = A.
Insbesondere, da v nie den Wert co annimmt ist A endlich.
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Wir wissen schon, dass E eine positive Menge ist, und wir behaupten,
dass F':= X \ E eine negative Menge ist (damit wére der Satz bewiesen).

F kann keine positive Menge P enthalten mit v(P) > 0, weil sonst EU P
positiv ware und wir hatten

vV(EUP)=v(E)+v(P)>v(E)=A\,

in Widerspruch zur Wahl von A (man beachte, dass P und E disjunkt sind,
weil P C F).

Um zu zeigen, dass F' negativ ist, miissen wir zeigen, dass es tuberhaupt
keine messbare Menge A C F gibt mit v(A) > 0. Angenommen, es gibe doch
eine solche Menge A.

Durch Induktion iiber n konstruieren wir jetzt parallel eine absteigende
Folge { A, | n € N} von messbaren Teilmengen von A C F' und eine Fol-
ge { B, | n € N} von disjunkten messbaren Teilmengen B, C A,, so dass
v(Ay,) > 0 und v(B,) < 0 fiir jedes n.

Um die Induktion zu beginnen setzen wir Ag := A.

Wenn A, C F schon definiert ist und v(A,) > 0, dann kann A, nicht
positiv sein, also gibt es messbare Mengen B C A, mit v(B) < 0.

Sei

ap :=inf{v(B)|BEeRund BC A,} <0

und sei 4
b, = max(;n, —1) < 0.

Man wéhle nun eine messbare Menge B, C A, mit v(B,) < b,; wir haben
v(B,) < 0, wie gewiinscht.
Um die Induktion fortzusetzen, setze

An+1 = An \ BTL

Weil v additiv ist, folgt aus den Induktionsvoraussetzungen v(A,) > 0 und
v(B,) < 0, dass
v(Ans1) = v(A,) —v(B,) >0,

so dass die Induktion mit A, ,; tatsdchlich fortgesetzt werden kann.

Es ist klar aus dieser Konstruktion, dass die A, eine absteigende Folge
bilden und dass B, C A, aber B, N A,;1 = 0, woraus folgt, dass jedes B,
zu allen seinen Nachfolgern disjunkt ist und somit die Mengen B,, insgesamt

paarweise disjunkt sind.
Sei

B = GB" C A.
n=0
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Aus der Konstruktion sieht man leicht durch Induktion, dass

n—1

An=A—JBs

k=0

fiir jedes n, und daraus folgt sofort, dass

A\B:ﬁAn.

n=0

Weil die B,, disjunkt sind, ist

v(B) = i v(B,) < ibn <0, (0.56)

n=0 n=0

und aus der Additivitat von v folgt ferner
v(A) =v(A\ B) + v(B).

Da die linke Seite nach Annahme positiv ist, kann die rechte Seite keinen
Summanden —oo haben, und deshalb ist insbesondere

v(B) > —o0.

Also konvergieren die Reihen in Gleichung (0.56) (die nur negative Summan-
den haben). Daraus folgt, dass lim,,_., b, = 0.
Fiir groke n ist also b, > —1 und deshalb b, = a,/2. Also konvergieren
auch die a,, gegen 0.
Wir haben
v(A\ B)=v(A) —v(B) > r(A) > 0.

Ferner, weil fiir jedes n die Menge A,, keine messbaren Teilmengen C' besitzt
mit v(C) < ap, kann auch A\ B keine solche Teilmengen enthalten. Weil
dies fiir jedes n gilt und weil die a, negative Zahlen sind mit lim,, .., a, = 0,
kann A\ B keine Teilmengen C' enthalten mit v(C) < 0. Das besagt, dass
A\ B eine positive Menge ist.

Dies widerspricht der Feststellung, dass F' keine positiven Teilmengen
positiven Malfses enthalten kann.

Also war die Annahme falsch, dass F' eine Teilmenge A positiven Mafses
besitzt, und wir haben damit gezeigt, dass F' = X \ F eine negative Menge
ist. &/ und F' bilden die gesuchte Hahn Zerlegung von X. |
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Bemerkung 0.68 Sei X eine Menge, sei R eine o-Algebra auf X und sei v
ein signiertes Mak auf R.

Die Hahn Zerlegung von X ist eindeutig ,bis auf Nullmengen“. Das be-
deutet genauer, dass wenn

D D
X=FEUF=FUF

zwei verschiedene Hahn Zerlegungen von v sind, dann sind die symmetrischen
Differenzen £ A E' und F' /A F’ Nullmengen.

Denn E\ E' = FENF =F \Fund EFF\E=FENF = F\ F'. Diese
Mengendifferenzen lassen sich also als einen Durchschnitt einer positiven mit
einer negativen Menge schreiben.

Jeder solche Durchschnitt D ist automatisch eine Nullmenge, weil jedes
C C D gleichzeitig Teilmenge einer positiven und einer negativen Menge ist
und deshalb gleichzeitig gilt v(C) > 0 und v(C) < 0.

Definition 0.69 (Jordan Zerlegung) Sei X eine Menge, sei R eine
o-Algebra auf X und sei v ein signiertes Mafs auf R. Sei

D
X=FUF

eine Hahn Zerlegung fiir v.
Wir definieren zwei Malfe v auf R durch die Vorschrift

vi(A)=v(ANE)

v_(A) = —v(ANF) (0.57)

fiir jedes A € R.
Man priift leicht nach, dass v, und v_ positive Mafe sind und dass

V=vy —U_. (0.58)

Die Zerlegung (0.58) nennt man die Jordan Zerlegung von v.

Die Jordan Zerlegung ist eindeutig und ist unabhingig von der Wahl der
Hahn Zerlegung fiir v, denn fiir eine andere Hahn Zerlegung dndern sich die
Mengen AN E und AN F in (0.57) nur durch Nullmengen, die Werte von v
und somit von vy bleiben also bestehen.

Lemma und Definition 0.70 Sei X eine Menge, sei R eine o-Algebra auf
X und sei v ein signiertes Mafs auf R. Wir sagen, dass ein positives Mafs
das signierte Malk v domanzert, wenn fiir jede Menge A € R gilt

p(A) = [p(A)]. (0.59)
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Mit Hilfe der Jordan Zerlegung konstruieren wir aus v ein positives Maf
V| :==vy +v_, (0.60)

das wir die Gesamtschwankung von v nennen.
Dieses Mafs dominiert v und ist dadurch charakterisiert, dass es das kleins-
te v dominierende positive Mal ist.

Beweis. Dass v von |v| dominiert wird, sieht man sofort aus der Dreiecksun-
gleichung, denn fiir jedes A € R gilt

(A = v (A) = v (A < [ (A + [ (A)] = vi.(A) + v (A) = [v[(A).
Wir miissen noch zeigen, dass |v| das kleinste Mak ist, das v dominiert.

Sei X = ELDJF eine Hahn Zerlegung fiir v. Aus der definierenden Glei-
chung (0.57) fiir vy ist klar, dass E eine v_ Nullmenge ist und dass F' eine
vy Nullmenge ist. Folglich ist |v| = v = v, auf Teilmengen von E und
|v| = —v = v_ auf Teilmengen von F.

Hieraus ist klar, dass fiir messbare Teilmengen C von E oder F gilt
0 < |v|(C) = £v(C) und somit

v[(C) = [v(C)]. (0.61)

Wenn g ein beliebiges v dominierendes Maf ist und A eine messbare
Menge, so erhalten wir auf Grund von (0.61), dass

p(A) = p(ANE) + u(ANF)
> (AN E)[ + [v(ANF)
= [[(ANE) + V[ (ANF) = [v][(A).

In anderen Worten, p > |v|, wie behauptet. [ |

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir jetzt zu der Frage zuriick, welche
Mafse man als Integrale von geeigneten Funktionen beziiglich eines vorge-
gebenen Mafkes erhalten kann. Aber wir kdnnen die Frage jetzt allgemein
behandeln und miissen uns nicht auf nichtnegative Funktionen beschrénken.

Eine Eigenschaft, die ein durch das Integral definiertes Mafs erfiillen muss,
haben wir schon auf Seite 65 in Anschluss an Bemerkung 0.63 erwihnt:

Definition 0.71 Sei (X, R, ) ein Mafraum und sei v ein signiertes Maf
auf R.

Wir sagen v ist absolut stetig beziiglich u, oder kiirzer p-stetig, wenn
jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist. Wir schreiben in diesem Fall

v M.
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Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass fiir jede messbare Menge
E mit p(F) =0 auch gilt v(E£) = 0.

Die Aquivalenz beider Formulierungen ist nicht tautologisch, denn damit
E eine Nullmenge beziiglich des signierten Mafses v ist, reicht es nicht, dass
nur v(E) = 0; auch alle messbaren Teilmengen C' von E miissen v-Mafs 0
haben.

Das tun sie aber, wenn F eine pu-Nullmenge ist und die einfachere For-
mulierung gilt, denn p ist als positives Maft monoton, und somit hat jede
messbare Teilmenge C' C E automatisch p(C') = 0 und somit v(C) = 0.

Bemerkung 0.72 Sei (X, R, p1) ein Mafkraum, sei A ein Maf auf R und sei
v ein signiertes Mafs auf R.

a) Wenn A < pund wenn v < A, dann ist v < p; der Nachweis ist trivial.

b) v, v, und v_ sind alle |v|-stetig.

Denn sei A € R. Wenn |v| (A) = v (A)+v_(A) =0, dann ist v, (A) =
v_(A) = 0 weil vy und v_ positive Make sind, und daraus folgt auch

v(A) =vi(A) —v_(A) =0.

¢) v < u genau dann, wenn |v| < p.

Die Richtung ,,<=* folgt sofort aus b) und a) mit A = |v|. Fiir die andere
Richtung sei v < pu, und sei X = E' U F eine Hahn Zerlegung fiir v.
Wenn A eine p-Nullmenge ist, dann ist A eine v-Nullmenge und daraus
folgt, dass

vi(A)=v(ANE)=0 und v_(A)=—-v(ANF)=0.
Also ist || (A) = v (A) +v_(A) = 0.

Satz 0.73 (Radon-Nikodym) Sei (X, R, u) ein o-endlicher Mafraum und
sei v ein positives Mak auf R mit v < pu.

Dann existiert eine nichtnegative messbare Funktion f: X — RU{ o0},
eindeutig bestimmt bis auf Aquivalenz ~, so dass fiir jedes A € R gilt

V(A) = /A fdu. (0.62)

Beweis. Bevor wir mit dem Kern des Beweises beginnen, wollen wir uns
iiberzeugen, dass es reicht, den Satz zu beweisen im Fall wo p ein endliches
Mafs ist.

Denn schreibe X = (J;°, X; als abzdhlbare Vereinigung von messbaren
Teilmengen mit p(X;) < oo. Auf die iibliche Weise kann man erreichen,
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dass die X; disjunkt sind (wenn das nicht von vornherein so ist, ersetze man
jedes X; durch X\ Uj<i X, und die neuen Mengen sind disjunkt und haben
kleineres und inshesondere immer noch endliches Ma#).

Wenn der Satz von Radon-Nikodym fiir endliche Mafraume gilt, so gibt
es fiir jedes 7 € N eine Funktion f;: X; — R, so dass

w&>=/;ﬂwt

fiir jede messbare Teilmenge A; C X;.

Definiere f: X — R durch die Vorschrift f(z) := f;(x) fiir das nach
Annahme eindeutig bestimmte ¢ mit z € X.

Aus der o-Additivitdt von v und vom Integral als Funktion des Integra-
tionsbereiches folgt, dass fiir jede Menge A € R gilt

A=Y uAnX) = -y = — [ fan,
v(A) = v(An X)) ;/Amfdu ;/Mfdu [ ra

=0

wie gewiinscht.

Auch die Eindeutigkeitsaussage gilt fiir jeden o-endlichen Mafraum, wenn
sie fiir endliche Mafrdume gilt. Denn sei g eine zweite nichtnegative messbare
Funktion X — R U {00}, so dass fiir jedes A € R gilt v(A) = [, gdpu.

Sei

Ni={zeX|fz)#g)}.

Wenn die Eindeutigkeitsaussage fiir endliche Mafkrdume gilt, dann ist
w(N N X;) = 0 fiir jedes i € N (da v(A) = [, fdu = [, gdp fir jede
messbare Teilmenge A von X;), und weil u o-additiv ist haben wir

pN) =D p(N N X;) =0,

d.h., f = g fast iiberall auf X.
Wir kénnen also jetzt annehmen, dass pu(X) < oo.
Fiir jede reelle Zahl o > 0 betrachten wir das signierte Maf

Vo 1=V — Q.

Man beachte, dass v, zwar den Wert co annehmen kann, aber weil v positiv
und g endlich ist, kann es nie den Wert —oo annehmen. v, ist also tatséchlich
ein signiertes Mafs auf X.

Wir suchen eine Funktion f, die (0.62) erfiillt. Zwar stehen uns die Werte
von f nicht direkt zur Verfiigung, aber wir konnen zumindest mit Hilfe der
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v, weitgehend einschréanken, wie eine solche Funktion aussehen kann, denn
fiir jede solche Funktion f und fiir jede messbare Menge A gilt

) = [ fin= [ adu= [ r—ady

und dieses Integral ist immer < 0, wenn f < « auf A, und ist immer > 0,
wenn f > « auf A.

In anderen Worten, auch wenn wir f noch nicht kennen, kénnen wir aus
der Hahn Zerlegung von v, ablesen, wo f < a und wo f > «. Diese Idee
fiihrt dann direkt zur Konstruktion einer geeigneten Funktion f.

Fiir jedes a > 0 sei

D
X=E,UF,

eine Hahn Zerlegung fiir das signierte Maf v,. Man beachte, dass 1y = v ein
positives Maf ist, und fiir diesen speziellen Wert von a wollen wir Ey = X
und Fy = () wahlen.

Wir definieren f: X — R U{ o0} durch

f(z) =sup{a>0€Q|ze€E,}. (0.63)

Offensichtlich ist f > 0.
Hier ist eine andere niitzliche Beschreibung von f. Fiir jedes rationale
a > 0 setze
Sq = QXE,;
dies ist eine messbare Treppenfunktion und hat den Wert a auf £, und den
Wert 0 auferhalb F,. Daraus ist sofort klar, dass

f= sup s,.
a>0eQ
Als das Supremum einer abzéhlbaren Familie von messbaren Funktionen ist
f also messbar.
Um das Integral von f zu berechnen ersetzen wir die Familie { s, } durch
eine monoton steigende Folge. Dazu sei 0 = «y, a1, g, ... eine mit der Zahl
0 beginnende Abziahlung von Q N [0, 00), und fiir jedes i € N setze

t; :=max{Sg,S1,..-,8; }-

Die t; bilden eine monoton steigende Folge von messbaren Treppenfunktionen
mit f = lim ¢;, und nach dem Satz von Beppo Levi ist

1—00

/ fdu=1lim [ t;du
A A
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fiir jede messbare Menge A.

Nach Definition, und weil wir 0 als oy gewédhlt haben, nimmt ¢; hochstens
die endlich vielen Werte «; fiir 0 < 5 < ¢ an, jeweils auf einer Teilmenge D);
von E, ., und es gilt

X = O D;.
j=0

Sei A € R. Fiir jedes einzelne j ist D; C F,, und deshalb ist

tidu:V(AﬂDj)—/ a;jdp

= I/(A N Dj) — Oéj,u(A N Dj) = Vozj (A N D]) Z 0,

V(AN D)) _/

AND;

denn FE,, war ja positiv fiir v, .
Wenn wir diese Ungleichungen fiir j von 0 bis ¢ summieren finden wir

v(A) — [, tidp > 0 oder
A

fiir jedes ¢ € N, und daraus folgt

v(A) Z/Afdu (0.64)

fiir jede messbare Menge A.

Wir miissen zeigen, dass in (0.64) immer die Gleichheit gilt.

Sie gilt auf jeden Fall, wenn [ 4 dip =00, denn dann muss auch die linke
Seite unendlich sein. Wenn also die Gleichheit nicht immer gilt, dann versagt
sie fiir eine Menge P, fiir die [}, f dp endlich ist.

Wir werden unsere weiteren Betrachtungen auf P einschrinken.

Aus der Endlichkeit von [, f du folgt, dass auch

/ fdp < oo (0.65)
A

fiir jede messbare Teilmenge A C P.
Deshalb ist

AMA) =v(A) — /Afd,u
definiert (da nicht von der Form oo — oo) fiir jedes A in der o-Algebra

RP:{AGR’AQP},
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und diese Zuordnung bildet eine o-additive und wegen (0.64) positive Men-
genfunktion, fiir die offensichtlich gilt A\(()) = 0. In anderen Worten, A ist ein
(vielleicht unendliches) Maf auf Rp.

Nach Annahme ist A(P) > 0 und weil f > 0 ist auch v(P) > 0 und
deshalb p(P) # 0 (da v < p).

Sei
_AP)
b= u(P) ~ !

und sei 7 eine rationale Zahl mit 0 < v < .
Sei k das auf Rp definierte signierte Mak A —yu und sei P = Q U R eine
Hahn Zerlegung dafiir. Wir haben

0=A(P) = Bu(P) < AM(P) —yu(P) = r(P) = £(Q) + r(R),

und weil k(R) < 0 ist k(Q) > 0, somit auch v(Q) > 0, und wegen der
p-Stetigkeit von v dann auch p(Q) > 0.

Wir werden jetzt einen Widerspruch herleiten, indem wir zeigen, dass f
fast iiberall auf ) den Wert oo annimmt, sodaf fQ fdp = oo entgegen der
Feststellung (0.65).

Dazu zeigen wir durch Induktion iiber n, dass fiir jedes n € N die Menge

Q, ={re@|flx) <nv}

eine pu-Nullmenge ist.

Man beachte, dass nach Definition von f genau dann f(z) < nvy, wenn
es eine rationale Zahl o mit 0 < o < n7y gibt, so dass x € E,, oder gleichbe-
deutend, so dass x € F,,. Wir kénnen also schreiben

Q. =@n U r= U @nF.

acQ acQ
0<a<ny 0<a<ny

Fir n =0 ist Qg = 0 weil f > 0. Das liefert den Induktionsanfang.
Fiir den Induktionsschritt sei n € N beliebig, so dass ,u(Q:L) =0.
Wir setzen

ni=Q\Q, ={z Q] f(z) Zny}
und fiir jede nichtnegative rationale Zahl o < ny betrachten wir die Menge
Sa = Q;’; N Fa+»\/.

Weil dies eine Teilmenge von F, ., ist, ist v(S,) — (o +7)u(Ss) < 0.
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Wenn 1(S,) > 0, dann ist
() = v(Sw) = [ fdu=u(Sa)
< v(Sa) — /S ny dp — y11(Sa)

= v(Sa) — (ny +7)1(Sa)
< V(Sa) - (& + 'V)M(Sa) <0

in Widerspruch zur Tatsache, dass () O S, eine positive Menge fiir x war.
Also ist p(Sy) = 0.
Damit ist auch die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen

QU |J Sa
aceQ
0<a<ny

eine p-Nullmenge.
Wir kénnen diese Menge auch schreiben als

Q;U U Sa:Qr_LU U (szFa-‘rV)

acQ aeQ
0<a<ny 0<a<ny
=@, v U (@NFu) (weil Q\ Q;; € Q;)
acQ
0<a<ny
= J @nE)u |J @NFu)
aeQ acQ
0<a<ny 0<a<ny
= U (Q n Fa)
acQ
0<a<(n+1)y
= Q;H-

Also ist p(@,,,,) = 0 und das beweist den Induktionsschritt.
Weil jedes @) eine p-Nullmenge ist, ist die Menge

Q =Jan
n=0

insgesamt eine p-Nullmenge, und auf dem Komplement Q1 := Q \ Q~ ist
f > ny fiir jedes n € N, also f = oo.
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Wir haben u(Q*) = u(Q) > 0. Folglich ist fQ+ f dp = oo, in Widerspruch
zu (0.65).

Also gilt doch die Gleichheit in (0.64).

Wir miissen noch die Eindeutigkeitsaussage beweisen. Sei g eine zweite
nichtnegative messbare Funktion X — R U {00}, so dass fiir jedes A € R
gilt v(A) = [, gdp.

Auf der Menge

K:={zeX]|f(x) <g(z)}

kann f keine unendlichen Werte annehmen, und deshalb ist g— f dort iiberall
definiert und > 0.

Die Idee, die sich jetzt aufdringt, ist aus der Gleichheit der Integrale von
f und g zu schliefsen, dass fK g— fdu =0, woraus die Aquivalenz von f und
g auf K folgen wiirde.

Leider muss man hier etwas aufpassen, denn obwohl f auf K nur endliche
Werte annimmt und obwohl p(K) endlich ist, kann es trotzdem vorkommen,
dass v(K) = [, fdu = oo, und dann konnte man aus der Tatsache, dass
[ [dp = [, gdp = oo iiberhaupt keine Schliisse iiber den Wert von [, g —
f du ziehen.

Wir miissen also dafiir sorgen, dass nicht nur die Funktion f sondern auch
die vorkommenden Integrale endlich sind, und das verkompliziert den Beweis
geringfiigig. Wir gehen wie folgt vor.

Fiir jedes n € N sei

K, ={zeK|f(zr)<n}.
Weil f dort beschriankt ist, ist
oK) = [ faus [ ndu=nn(,) < oc
Kn n

und weil aus diesemm Grund f und somit auch ¢ integrierbar auf K, sind
kénnen wir nun schlieffen, dass

0=V(Kn)—V(Kn)=/ gdp — deu=/ g— fdpu.

Teil f) von Satz 0.41 besagt, dass {zx € K,, | (9 — f)(z) >0} eine pu-
Nullmenge ist. Diese Menge ist aber ganz K,, (nach Definition von K) und
somit ist p(K,) = 0.

Weil f auf K endlich ist, ist K die Vereinigung der K, und weil dies
abzahlbar viele messbare Mengen sind haben wir

p(K) <> p(K,) = 0.
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Entsprechend ist G :={x € X | g(z) < f(x) } eine Nullmenge.
f und g sind genau auf K U G verschieden; dies ist eine Nullmenge und
somit ist f ~ g. |

Der gerade bewiesene Satz bezieht sich auf nichtnegative messbare Funk-
tionen, deren Integral immer definiert ist aber unendlich sein kann. Wie bei
vielen Sdtzen iiber die Lebesgue Integration gibt es noch eine Variante des
Satzes, die sich auf signierte aber integrierbare Funktionen bezieht (und ent-
sprechend auf signierte aber endliche Mafse).

Satz 0.74 (Radon-Nikodym) Sei (X, R, 1) ein o-endlicher Mafraum und
sei v ein endliches signiertes Mafs auf R mit v < p.

Dann existiert eine integrierbare Funktion f: X — RU{ o0 }U{ -0},
eindeutig bestimmt bis auf Aquivalenz ~, so dass fiir jedes A € R gilt

v(A) = /Afd,u. (0.66)

Beweis. Sei X = E U F eine Hahn Zerlegung von X. Auf messbaren Teil-
mengen von F ist v > 0 und auf messbaren Teilmengen von F' ist —v > 0.
Nach Satz 0.73 gibt es messbare nichtnegative Funktionen

fri E— RU{0} und fm: F— RU{o0},

eindeutig bestimmt bis auf Aquivalenz, so dass
v(A) = /Afp dp  fiir jedes messbare A C E
und
—v(B) = /Bfm dp  fiir jedes messbare B C F.

Da v endlich ist, sind f, und f,, integrierbar.

Weil £/ und F' disjunkt sind und ihre Vereinigung X ist, haben f, und
— fm eine eindeutig bestimmte gemeinsame Erweiterung zu einer Funktion f
auf X mit f|E = f, und f|F = —f,,.

Da f, > 0 und —f,,, <0 ist es klar, dass f. = f, auf £ und f, =0 auf
F,und dass f_ =0 auf F und f_ = f,, auf F. Insbesondere sind f, und f_
integrierbar auf X und somit ist f integrierbar.

Wie verlangt geben die Integrale von f das signierte Mall v wieder, denn

/fduz Fap+ [ fdu=
A ANE ANF

fpdp — fmdp=v(ANE)+v(ANF)=v(A)

ANE ANF
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fiir jede messbare Teilmenge A von X.

Angenommen, g ist eine weitere Funktion X — RU{ oo }U{ —0o0 } mit
v(A) = [, gdu fiir jede messbare Menge A.

Insbesondere gilt v(A) = fA gdyp = fA fp dp fiir jede messbare Teilmenge
A von F, und aus der Eindeutigkeitsaussage von Satz 0.73 folgt, dass

glEpr:f’E-

Die gleiche Betrachtung fiir Teilmengen A von F zeigt, dass

glF ~ —fm = fIF.

Die Funktionen g und f unterscheiden sich also nur auf der Vereinigung einer
pu-Nullmenge C E mit einer u-Nullmenge C F, d.h. insgesamt nur auf einer
p-Nullmenge in X, und wir haben f ~ g.

Die Funktion f ist also eindeutig bis auf Aquivalenz. [ ]

Definition 0.75 Sei (X, R, u) ein o-endlicher Makraum und sei v ein posi-
tives oder ein endliches signiertes Mak auf R mit v < p.

Die Funktion f, als dessen Integral v darstellbar ist, und dessen fast
eindeutige Existenz von den Radon-Nikodym Sétzen garantiert wird, nennt
man die Radon-Nikodymsche Ableitung von v beziiglich p, und man

notiert sie oft mit
dv

@.
Die Motivation fiir diese Notation liegt in der Tatsache, dass fiir jede
messbare Teilmenge A von X gilt

/Aldz/:/Adz/:/Afdu,

so dass man rein formal schreiben kann dv = f du; beide Seiten haben das
»gleiche Integral®.

Mit Hilfe der Radon-Nikodymschen Ableitung kann man eine Version des
Substitutionssatzes fiir die Lebesguesche Integration formulieren. Darauf wol-
len wir jetzt nicht ndher eingehen.



Kapitel 1

Normierte Vektorraume

In diesem Abschnitt wollen wir mit der eigentlichen Funktionalanalysis be-
ginnen und die Gegenstinde einfiihren, die das Hauptuntersuchungsobjekt
dieser Theorie bilden—wie in der Einleitung erklart, handelt es sich dabei
um gewisse Vektorrdume von Funktionen, und diese Funktionenrdume tragen
neben der algebraischen Struktur auch eine mit ihr harmonisierende topolo-
gische Struktur.

Die Funktionalanalysis interessiert sich fiir beide Strukturen gleichzeitig
und stiitzt sich in ihren Methoden auf die Wechselwirkung zwischen diesen
Strukturen. Gerade das macht das Wesen und die enorme Leistungsfahigkeit
funktionalanalytischer Betrachtungen aus.

Die Gegenstidnde der Funktionalanalysis sind also topologische Vektor-
raume. Aber die Topologien, die auftreten, sind meistens von einer ganz spe-
ziellen Art—fast immer sind es so genannte metrische Topologien, bestimmt
durch eine Entfernungsfunktion, und diese Entfernungsfunktion stammt in
der Regel von einer Norm, also von einer Langenfunktion fiir Vektoren.

Oft verlangt man zusétzliche Eigenschaften, die die Funktionenrdume,
die man im Sinn hat, auch erfiillen, und die in der Folge angenehme und
niitzliche Konsequenzen haben.

Eine solche Eigenschaft, die man haufig voraussetzt, ist dass die Norm
vollstindig ist, d.h., dass Cauchyfolgen konvergieren, so dass der Vektor-
raum keine ,Liicken hat. Normierte Vektorrdume mit dieser Eigenschaft
nennt man Banachrdume nach dem polnischen Mathematiker Stefan Ba-
nach (1892-1945), der sie eingefiihrt hat und der einer der wichtigsten Begriin-
der der modernen Funktionalanalysis war. Es lohnt sich, Banachs Lebensge-
schichte zu lesen—er war ein brillianter aber sehr exzentrischer Mensch, der
nie eine Priifung abgelegt hat (weil er eine sehr starke Abneigung dagegen
hatte) und der den Grofteil seiner Arbeitszeit im Café verbrachte.

Wichtig ist auch die spezielle Klasse der Banachrdume, in der die Norm
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von einem inneren Produkt stammt—Banachrdume von dieser Gestalt nennt
man HilbertrGume.

Im jetzigen Kapitel 1 werden wir diese und weitere wichtige Klassen
von topologischen Vektorrdaumen einfithren und ihre Grundeigenschaften und
Grundstruktur erldutern, wobei wir neben den Vektorraumen unser Augen-
merk auch auf die stetigen linearen Abbildungen zwischen ihnen richten wer-
den.

In der Regel werden diese Betrachtungen sich auf die oben genannten
normierten Vektorrdume beziehen, und nicht auf abstrakte und ,anonyme*
topologische Vektorrdume. Trotzdem beginnen wur unsere Untersuchung mit
dem allgemeinen Fall, um einige einfache Grundséitze zu besprechen, die in
allen topologischen Vektorrdumen gelten.

An die wichtigen Begriffe und Definitionen aus der Topologie erinnern wir
als Vorbereitung nur ganz kurz.

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie
7T von Teilmengen von X, genannt die offenen Mengen der Topologie, so
dass folgende Axiome erfiillt sind:

a) Die Mengen () und X sind offen (also gehoren zu 7);
b) jede Vereinigung von offenen Mengen ist offen;
¢) jeder endliche Durchschnitt von offenen Mengen ist offen.

Ein topologischer Raum ist eine Paar (X,7), wo X eine Menge ist
und wo 7 eine Topologie auf X ist. (Aus Bequemlichkeitsgriinden spricht
man oft nur von dem ,topologischen Raum X*“ und erwédhnt die Topologie
7T nicht explizit, wenn es klar ist oder nicht spezifiziert werden muss, mit
welcher Topologie X versehen ist.)

Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei f: X — Y eine
Abbildung.

Sei x € X. Wir sagen, f ist stetig ber x, wenn es fiir jede offene Menge
V €S um f(x) eine offene Menge U € 7 um z gibt, so dass

fuycv (1.1)

oder gleichbedeutend, so dass U C f~1(V).

Wir nennen f stetig auf X oder schlicht stetig, wenn f stetig bei z ist
fiir jedes x € X.

Die erste Stetigkeitsbedingung nennt man manchmal lokale Stetigkeit
ber x und die zweite nennt man zur Unterscheidung globale Stetigkeit.
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Bemerkung 1.2 Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Rédume und sei
f: X — Y eine Abbildung.
f ist genau dann stetig auf X, wenn fiir jedes V € S gilt f~1(V) € 7.
Diese Bedingung ist einfacher und eleganter als die Bedingung fiir globale
Stetigkeit aus Definition 1.1 und sie ist die iibliche Definition der Stetigkeit in
Lehrbiichern iiber Topologie. Aber sie verschleiert die Beziehung zur lokalen
Stetigkeit ein wenig.

Beweis. Wenn alle Urbilder offener Mengen unter f wieder offen sind, dann
ist die Bedingung fiir Stetigkeit bei x aus Definition 1.1 fiir jedes x € X und
fiir jedes V offen um f(z) erfiillt, wenn wir U = f~!(V') wihlen.

Umgekehrt, wenn die Bedingung fiir lokale Stetigkeit aus Definition 1.1
iiberall auf X erfiillt ist, und wenn V offen ist in Y, so gibt es zu jedem
x € f71(V) eine offene Menge U, um x mit U, C f~1(V).

Die Vereinigung dieser Mengen U, fiir alle x € f~1(V) ist offensichtlich
gleich f~%(V) und ist offen in X nach Axiom 1.1 b) [ ]

Bemerkung 1.3 Seien (X,7), (Y,S) und (Z,R) topologische Rdume und
seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen.

Sei z € X. Wenn f stetig ist bei z und wenn g stetig ist bei f(z), dann
ist go f stetig bei x. Das priift man sehr leicht aus der Definition der lokalen
Stetigkeit nach.

Eine andere wichtige und noch einfachere Tatsache, ist dass die Identi-
tatsabbildung idy eines jeden topologischen Raumes X stetig ist (global).

Manchmal ist es bequemer, in einem topologischen Raum mit den Komple-
menten der offenen Mengen zu arbeiten:

Definition 1.4 Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heifst abgeschlossen genau dann, wenn X \ A offen ist.

Die Bedingungen 1.1 a)—c) iibersetzen sich in entsprechende Bedingungen fiir
die abgeschlossenen Mengen, die wir hier nicht extra auffiihren wollen, aber
die wir bei Bedarf ohne weitere Erklarung anwenden werden.

Weil das Urbildnehmen unter einer Abbildung mit der Komplementen-
bildung vertauschbar ist, konnen wir in der Bedingung fiir Stetigkeit aus
Bemerkung 1.2 das Wort ,offen” {iberall durch ,abgeschlossen“ ersetzen (das
erweist sich manchmal als niitzlich):

Bemerkung 1.5 Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Rdume und sei
f+ X — Y eine Abbildung.
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f ist genau dann stetig, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C Y
gilt, dass f~!(A) abgeschlossen ist in X.

Wir brauchen noch den Begriff eines ,Isomorphismus® der topologischen
Struktur. Die Definition ist klar:

Definition 1.6 Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Rédume und sei
f: X — Y eine Abbildung.

Wir nennen f einen Homdéomorphismus, wenn f bijektiv ist, und wenn
sowohl f wie auch die Umkehrabbildung f~!: Y — X stetig sind.

Es ist wichtig zu bemerken, dass anders als in der Algebra, die Umkehr-
abbildung einer bijektiven stetigen Abbildung nicht automatisch stetig sein
muss; deshalb wird das in Definition 1.6 extra gefordert.

Definition 1.1 des topologischen Raumes ist sehr abstrakt und man ver-
steht zunéchst ihre Intention und ihren Sinn nicht so recht. Topologie ist in
Wirklichkeit nicht die Theorie der topologischen Raume, sondern die Theorie
der stetigen Abbildungen, und die Begriffe einer Topologie und eines topolo-
gischen Raumes sind das, was sich herauskristallisiert, wenn man versucht,
die Stetigkeit in ,reiner Form“ ohne weiter Hilfsstrukturen wie Entfernungen
und dergleichen mathematisch zu erfassen.

Auch dann kommt man nicht sofort auf die heute gebrauchliche Definition
einer Topologie, sondern diese erhélt man als besonders elegante Formulie-
rung erst durch Aufpolieren einer zwar abstrakten aber naiveren, direkteren
aber viel komplizierteren Variante, die es erlaubt ohne Entfernungsmessung
von Nachbarschaftsverhaltnissen und Umgebungen zu sprechen, so dass man
den Begriff der Stetigkeit in seinem Ursinn, dass ,benachbarte Punkte be-
nachbarte Bilder haben, mathematisch exakt formulieren kann.

Um die abstrakte Definition zu erhellen und ,schluckbarer zu machen,
wollen wir die Beziehung zwischen der Stetigkeit auf abstrakten topologischen
Raumen und der klassischen -0 Version der Stetigkeit fiir Funktionen auf
dem R verdeutlichen durch Betrachtung eines wichtigen Spezialfalls, der
zudem in der Funktionalanalysis fast der Normalfall ist, und in dem die
Stetigkeit sich noch auf klassische Weise formulieren lasst.

Was man dazu braucht, ist eine Entfernungsfunktion:

Definition 1.7 Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Funktion
d: X x X —R,
so dass folgendes gilt:

a) Fiir alle x und y € X ist d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn
r=y.
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b) (Symmetrie) Fiir alle z und y € X ist d(z,y) = d(y, ).
c¢) (Die Dreiecksungleichung) Fiir alle z, y und z € X ist

d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wo X eine Menge ist und wo
d eine Metrik auf X ist.

In der Funktionalanalysis kommt auch oft folgende Abschwichung dieses
Begriffs vor: wenn d alle genannten Eigenschaften hat, aufer dass in der
»genau dann“ Aussage in Bedingung a) nur die Richtung ,,<* gilt, d.h., wenn
zwar d(z,z) = 0 fiir jedes z, aber es auch erlaubt ist, dass d(x,y) = 0 fiir
verschiedene Punkte x und y, dann nennen wir d eine Pseudometrik und
das Paar (X, d) nennen wir einen pseudometrischen Raum.

Beispiele 1.8 a) Aus den Eigenschaften des Absolutbetrags auf R folgert
man sehr leicht, dass

eine Metrik auf der reellen Geraden R ist. Dies ist ein sehr bekanntes
und gelaufiges Beispiel.

b) Ein wichtiges Beispiel einer Pseudometrik, die keine Metrik ist, erhélt
man mit Hilfe der Lebesgue Integration.

Sei (X, R, 1) ein Makraum und sei £*(X) die Menge der integrierbaren
reellwertigen Funktionen auf X. Fiir f und g € £'(X) definiere man

d(f,g) :Z/X|g—f| dju.

Man priift mit den Eigenschaften des Integrals und des Absolutbetrags
sehr einfach nach, dass diese Funktion eine Pseudometrik auf £'(X)
ist, aber sie ist keine Metrik, weil aus [, |g — f| dp = 0 nur folgt, dass
lg — f| = 0 fast dberall, also dass f und g fast {iberall gleich sind aber
nicht unbedingt an jeder Stelle den gleichen Wert annehmen.

Man kann leicht zeigen, dass die genannte Funktion d eine wohldefinier-
te richtige Metrik induziert auf der Menge der ~-Aquivalenzklassen in-
tegrierbarer Funktionen. Diese Aquivalenzklassen sind ja die wirklichen
,Funktionen®“ der Maf- und Integrationstheorie.

Wir werden zur rechten Zeit noch viele weitere niitzliche Beispiele von
Metriken kennen lernen, aber im Moment wollen wir einfach einmal sehen,
wie man aus einer Metrik eine Topologie konstruieren kann.
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Definition 1.9 Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum, sei € X und sei
€ > 0. Die Menge
B.(z):={y € X |d(z,y) <e}

nennen wir den offenen Ball von Radius € oder den offenen c-Ball um
den Punkt z.

Wenn in einer Betrachtung mehrere Metriken gleichzeitig vorkommen,
dann benutzen wir auch manchmal die genauere Notation B¢(x), um zu
prézisieren, beziiglich welcher Metrik der e-Ball gebildet wird.

Wir nennen eine Teilmenge U C X offen, wenn es zu jedem x € U eine
reelle Zahl € > 0 gibt, so dass B.(z) C U.

Es ist nicht sehr schwer nachzupriifen, dass die Familie der so definierten
offenen Mengen in X eine Topologie 7¢ bildet, genannt die metrische To-
pologie auf X induziert durch die Pseudometrik d. (Auch wenn d nur eine
Pseudometrik ist, nennen wir 7% eine metrische und nicht eine pseudometri-
sche Topologie.)

Aus der Dreiecksungleichung folgt leicht, dass jeder offene Ball B.(x)
tatsichlich eine offene Menge ist in der Topologie 7¢.

Lemma 1.10 Seien (X,d) und (Y, e) pseudometrische Riaume, sei v € X
und sei f: X — Y eine Abbildung.

Genau dann ist f stetig bei x, wenn es zu jedem £ > 0 ein d > 0 gibt, so
dass

1 (Bi(z)) € BE(f(x).
(Diese Bedingung kann man auch so formulieren: wenn y € X und wenn

d(z,y) < 6, dann ist e(f(x), f(y)) < e. Das ist die klassische Definition der
Stetigkeit!)

Beweis. ,=: Sei f stetig bei x und sei € > 0. Dann ist B¢ (f(x)) eine offene
Menge um f(z) und es gibt nach der Definition der lokalen Stetigkeit eine
offene Menge U 2 z mit f(U) C B¢(f(z)).

Weil U offen ist, gibt es eine Zahl § > 0, so dass Bg(x) C U. Das ist die
gesuchte Zahl ¢.

,<=" f erfiille bei x die genannte ,,e-6“ Bedingung. Sei V' offen in Y um
f(z). Dann gibt es eine Zahl & > 0 mit B¢(f(z)) C V und es gibt zu dieser
Zahl ¢ eine Zahl 6 > 0, so dass f(Bg(z)) C BS(f(z)) C V.

Die Menge Bé¢(z) ist eine offene Menge um z und hat die von Definiti-
on 1.1 der lokalen Stetigkeit verlangte Figenschaft, dass ihr Bild unter f in
V' enthalten ist. [ |

Aus diesem Lemma sieht man, dass die abstrakt-topologische Definiti-
on der Stetigkeit tatsdchlich in klassischen Situationen den herkémmlichen
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Begriff verkorpert.

Definition 1.11 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir nennen den Raum
(X, T) einen Hausdorffraum oder sagen, X oder die Topologie 7 ist Haus-
dorffsch, wenn fiir je zwei verschiedene Punkte x # y aus X es disjunkte
offene Mengen U und V € 7 gibt mit x € U und y € V.

Diese Bedingung besagt, dass man jedes Punktepaar durch offene Men-
gen trennen kann. Die Hausdorff Eigenschaft wird aus diesem Grund ein
Trennungsaxriom genannt.

Bemerkung 1.12 Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum. Die metrische To-
pologie 7% auf X ist genau dann Hausdorffsch, wenn d eine Metrik ist.

Denn wenn d keine Metrik ist, dann findet man Punkte z # y in X mit
d(x,y) = 0, und es folgt, dass y € B.(x) fiir jedes € > 0. Deshalb liegt y
in jeder offenen Menge um x und man kann x und y nicht durch disjunkte
offene Mengen trennen.

Wenn aber d eine Metrik ist und wenn z # y € X, so ist d(x,y) > 0.
Wenn ¢ = id(z,y), so folgt aus der Dreiecksungleichung, dass B.(z) und
B.(y) keine gemeinsame Punkte haben kénnen und deshalb disjunkte offene
Mengen um x und y sind.

Bemerkung und Definition 1.13 Sei X eine Menge. Man kann sofort aus
Definition 1.1 nachpriifen, dass jeder Durchschnitt von Topologien auf X
wieder eine Topologie ist.

Sei nun B C P(X) eine beliebige Familie von Teilmengen von X. Es gibt
sicher Topologien, in denen jede Menge aus B offen ist, denn offensichtlich
ist P(X) selber eine Topologie (genannt die diskrete Topologie auf X).

Wir setzen
(By= () T. (1.2)

7 Topologie
mit BCT

Dies ist die kleinste Topologie auf X, in der alle Mengen aus B offen sind.

Bemerkung und Definition 1.14 Angenommen, wir haben nicht nur ei-
ne, sondern eine ganze Familie D von Pseudometriken auf X. Dann konnen
wir die Topologie

TP :=({T'|deD}) (1.3)

bilden.

Diese Moglichkeit, eine Topologie durch mehr als eine Metrik oder Pseu-
dometrik bestimmen zu lassen, wird in der Funktionalanalysis manchmal
genutzt. Man beachte, dass in diesem Fall 77 Hausdorffsch sein kann, auch
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wenn alle d € D Pseudometriken sind (es reicht, dass es fiir jedes Paar
x # y € X mindestens eine Pseudometrik d € D gibt mit d(x,y) > 0).

Ein topologischer Begriff, den Sie aus der Anfingervorlesung Analysis
gut kennen und der auch fiir die Funktionalanalysis von Bedeutung ist, ist
die Folgenkonvergenz. Dieser Begriff spielt in der allgemeinen Topologie
nicht so eine wichtige Rolle, weil er zu schwach ist, um beliebige Topologien
charakterisieren zu kénnen.! Trotzdem erinnern wir an die Definition in der
Sprache der Topologie:

Definition 1.15 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei a € X. Wir
sagen, eine Folge { z, }, . aus X konvergiert gegen a, und wir schreiben

lim z, = a,

n—oo

wenn es fiir jede offene Menge U > a eine Zahl N € N gibt, so dass x,, € U
fir alle n > N.

Auch dieser Begriff sieht ,klassisch® aus in metrischen Rdumen:

Bemerkung 1.16 Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum, sei { x,, }, . eine
Folge aus X und sei @ € X. Genau dann ist lim,, .., x,, = a in der metrischen
Topologie 7%, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl N € N gibt, so dass
d(zn,a) < ¢ fiir alle n € N.

Beweis. Wenn die Folge { z,, }, . gegen a konvergiert, und wenn € > 0, dann
ist B-(a) offen um a und es gibt eine Zahl N € N, so dass fiir jedes n > N
gilt z,, € B.(a) oder in anderen Worten d(z,,a) < €.

Umgekehrt, wenn d(z,,a) — 0 wie hier als Bedingung angegeben und
wenn U offen ist um a, so existiert eine Zahl € > 0 mit B.(a) C U und fiir
diese Zahl ¢ gibt es ein N € N, so dass d(z,,a) < ¢ fiir alle n > N. Damit
ist x, € B:(a) und somit auch z,, € U fiir alle n > N. |

Bemerkung 1.17 In einem Hausdorffraum, und somit in jedem metrischen
Raum, kann eine Folge { z, },, . nicht gegen zwei verschiedene Punkte a # b
konvergieren.

Denn es gibt disjunkte offene Mengen U und V um a und b, und weil
sie disjunkt sind, kann hochstens eine von ihnen alle bis auf endlich viele
Folgenglieder enthalten.

In der mengentheoretischen Topologie betrachtet man Verallgemeinerungen der Fol-
genkonvergenz, ndmlich die Konvergenz von Netzen oder von Filtern. Diese Konver-
genzbegriffe sind komplizierter als die Folgenkonvergenz, aber sind dafiir in der Lage, die
topologische Struktur genau zu erfassen. Es wiirde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen,
diese verallgemeinerten Konvergenzbegriffe hier behandeln zu wollen.
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Definition 1.18 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge { z, }, . aus
X heifit eine Cauchyfolge (oder man sagt salopp, die Folge ist Cauchy),
wenn fiir jedes € > 0 eine Zahl N € N existiert, so dass d(z,, z,) < ¢ fir
alle m und n > N.

Bemerkung 1.19 Wie in R gilt auch in metrischen Rdumen, dass jede kon-
vergente Folge Cauchy ist.

Der sehr einfache Beweis ist der gleiche, wie in R, und muss hier nicht
wiederholt werden; er ist eine simple Anwendung der Dreiecksungleichung.

Wir brauchen noch eine wichtige Konstruktion aus der Topologie, die Produk-
triume mit einer kanonischen Topologie ausstattet. Das wird uns erlauben,
stetige Abbildungen von zwei (oder mehr) Variablen zu betrachten.

Lemma und Definition 1.20 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Réu-
me.

Die Teilmengen von X XY von der Form U xV, woU € T undV € S,
nennen wir offene Rechtecke.

Diese Mengen bilden selber keine Topologie auf X x Y, wie man leicht
einsieht, aber die Familie aller Vereinigungen von offenen Rechtecken bildet
eine Topologie, die wir die Produkttopologie auf X x Y nennen, und die
wir etwas ungenau mit 7 X S notieren wollen.

Beweis. Der Durchschnitt von zwei offenen Rechtecken ist wieder ein offenes
Rechteck, wie man leicht sieht, aber die Vereinigung von zwei Rechtecken
muss nicht selber ein Rechteck sein, so dass die Familie der offenen Rechtecke
keine Topologie bildet.

Wohl aber die Familie 7 x S. Die leere Menge ist die Vereinigung der
leeren Familie von Rechtecken, und X xY ist selber ein offenes Rechteck. Die
Familie 7 x S ist offensichtlich unter Vereinigung abgeschlossen. Wir miissen
nur noch zeigen, dass sie unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen ist,

und dazu reicht es zu zeigen, dass der Durchschnitt von zwei Mengen aus
T x S wieder zu 7 x S gehort.

Seien
U=JrR uwd V=[]
iel jeds
Vereinigungen von offenen Rechtecken. Dann ist
vnv= |J Rns
(i.J)€IxJ

und dies ist wieder eine Vereinigung von offenen Rechtecken, gehort also zu
T x §. Also bildet diese Familie eine Topologie. |
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Nach dieser schnellen Erinnerung an topologische Grundbegriffe sind wir
jetzt in der Lage, die Studienobjekte der Funktionalanalysis einzufiihren.
Wir werden iibrigens im Folgenden einfache Grundséitze aus der Topologie,
die jedermann kennt aber die wir hier nicht immer explizit erwdhnt oder
bewiesen haben, ohne weitere Begriindung frei verwenden.

Definition 1.21 Sei K der Kérper R oder C versehen mit der iiblichen
Topologie, die Sie aus der Analysis kennen (im Falle von C ist es die Topo-
logie von R?). Es handelt sich um die metrische Topologie der euklidischen
Entfernung.

Ein topologischer Vektorraum iiber K ist ein K-Vektorraum V' verse-
hen mit einer Topologie 7, so dass die algebraischen Operationen

+:VxV —V d S KxV —V
n
(v,w) — v 4w ! (a,w) — aw

stetig sind beziiglich der Produkttopologie auf dem Definitionsbereich dieser
bindren Operationen, also am linken Ende der Pfeile, und der Topologie 7T
im Zielraum V.

Wenn wir nur von einem ,topologischen Vektorraum® sprechen und den
Korper K nicht erwahnen, so sind stillschweigend beide Moglichkeiten K = R
oder C gemeint (aber keine anderen Korper).

Beispiele 1.22 Bekanntlich sind die Addition und die Multiplikation der
Korper R und C stetige Abbildungen von zwei Variablen, und deshalb sind
R und C topologische Vektorrdume iiber sich selber.

Allgemeiner, fiir K = R oder C sind die endlichdimensionalen Vektorréu-
me K" fiir n € N topologische Vektorrdume, wenn man sie mit der iiblichen,
metrischen Topologie der euklidischen Riume R™ oder R?" versieht.

Dass die algebraischen Operationen dieser Vektorrdume stetig sind, wis-
sen Sie ja aus den Anfangervorlesungen, aber da es sich hier um normazerte
Vektorrdume handelt, die wir bald genauer besprechen werden, werden wir
ohnehin bald einen Beweis der Stetigkeit nachliefern.

Beispiele von unendlichdimensionalen topologischen Vektorrdumen kon-
nen wir nicht ganz so einfach mit den Mitteln der Anfingervorlesungen ange-
ben, und statt hierzu jetzt schon einzelne sehr spezielle Beispiele ,herauszu-
picken®, wollen wir ein bisschen warten, bis wir (bald) die geeigneten Mittel
besitzen, sie in einen allgemeineren Rahmen zu setzen.

Es sollte aber erwéhnt sein, dass endlichdimensionale Vektorrdume, die ja
alle isomorph zu einem K" sind und auf diese Weise eine natiirliche Topologie
erben, fiir die Funktionalanalysis den Trivialfall darstellen.
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Alle interessanten topologischen Vektorrdume der Funktionalanalysis sind
unendlichdimensional und erst die Topologie macht es moglich, diese alge-
braisch undurchsichtigen Vektorrdume besser zu verstehen.

Die Kombination aus Topologie und Algebra stattet beide Strukturen
auf einem topologischen Vektorraum mit schonen Eigenschaften aus. Sehr
angenehm ist folgender Homogenitatssatz, der es erlaubt, die globale Stetig-
keit einer linearen Abbildung an nur einem (beliebigen) Punkt nachzupriifen.
Meistens nimmt man als diesen Punkt den Ursprung 0.

Satz 1.23 Seien V und W topologische Vektorrdaume und sei f: V — W
eine lineare Abbildung. Sei vy ein beliebiger Vektor aus V.
Genau dann ist f global stetig, wenn f am Punkt v, stetig ist.

Beweis. Nur die Richtung ,,<=“ muss bewiesen werden. Wir nehmen an, f ist
stetig bei vy.

Weil die Addition von V als Funktion von zwei Variablen stetig ist, ist fiir
jeden Festen Vektor u € V die Addition mit u, also die Funktion c,,: V — V
mit a,(v) = u + v fiir jedes v € V, stetig (wie man aus der Definition der
Produkttopologie leicht sieht).

Ferner ist «a,, bijektiv, denn man rechnet sofort nach, dass

QU O Uy, = Qi_y O Oy, = idy/ .

Da die Umkehrabbildung von der gleichen Form ist, nur mit —u anstelle von
u, ist auch sie stetig, und deshalb ist «a,, fiir jedes u ein Homdomorphismus.
Die gleichen Aussagen gelten fiir die entsprechenden Additionsabbildun-
gen auf W, fiir die wir die gleiche Notation verwenden, da man anhand des
Vektors u erkennen kann, welcher Vektorraum gemeint ist.
Weil f linear ist, gilt fiir jedes u € V, dass

foau=aguof.

Sei nun v € V beliebig und sei u = vg—v. Wir haben dann o, (v) = vy und
weil «, iiberall stetig ist, insbesondere bei v, und f stetig ist bei v, (v) = vy,
ist die Verkniipfung f o a, = ap(y) o f stetig bei v.

Somit ist auch a_y) o a0 f = f stetig bei v, was wir zeigen wollten.
Die lineare Abbildung f ist also global stetig. |

Die wichtigen ,strukturtreuen* Abbildungen zwischen zwei topologischen
Vektorrdumen sind nicht die linearen Abbildungen, sondern die stetigen li-
nearen Abbildungen, da sie beide Strukturen respektieren. Und stetige lineare
Abbildungen konnen wir jetzt sehr leicht erkennen.
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Die stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei topologischen Vektor-
raumen bilden selber einen Vektorraum (und wir werden spéter sehen, dass
in den Spezialfillen, die man mit Vorliebe in der Funktionalanalysis betrach-
tet, dieser Vektorraum sogar ein topologischer Vektorraum ist).

Definition 1.24 Seien V und W topologische Vektorraume. Wir bezeichnen
mit L(V, W) die Menge

L(V,W):={f:V — W | f linear und stetig } .

Weil die algebraischen Operationen von W stetig sind, ist es klar, dass jede
Summe von zwei stetigen linearen Abbildungen und jedes skalare Vielfache
einer stetigen linearen Abbildung wieder stetig und natiirlich auch linear ist.
Also ist L(V, W) selber ein Vektorraum iiber K.

Ein wichtiger Spezialfall ist gegeben, wenn W der topologische Vektor-
raum K ist. In diesem Fall nennen wir L(V,K) den Dualraum von V und
wir benutzen dafiir die spezielle Notation

V* = L(V,K).

Sie sind dem Dualraum eines Vektorraums auch in der Anféngervorle-
sung Lineare Algebra begegnet, aber dort kam die Stetigkeit nicht ins Spiel.
Wir werden sehen, dass fiir die endlich-dimensionalen Vektorrdume, die dort
die Regel waren, es keinen wesentlichen Unterschied zwischen der jetzigen
und der damaligen Definition gibt, aber im unendlichdimensionalen Fall ist
der jetzt eingefiihrte Dualraum nicht der Gleiche, wie der rein algebraisch
definierte.

Sowie die Algebra eines topologischen Vektorraums die Topologie wie in
Satz 1.23 vereinfacht, so wirkt sich die Topologie auch auf die algebraische
Struktur aus. Bevor wir das illustrieren kdnnen, miissen wir an einen wichti-
gen Begriff aus der Topologie erinnern:

Bemerkung und Definition 1.25 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und
sei A C X. Die ,komplementire Bedingung* zu Axiom 1.1 b) besagt, dass
jeder Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen von X wieder abgeschlossen
ist.

Wir setzen

A= m C.

CDA
C' abgeschlossen

Diese Menge ist abgeschlossen und ist die kleinste abgeschlossene Obermenge
von A. Wir nennen sie die abgeschlossene Hiille von A oder manchmal
einfach den Abschluss von A.
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Ein Punkt # € X gehort genau dann zu A, wenn er zu jeder abgeschlos-
senen Menge um A gehort, oder gleichbedeutend, wenn er zu keinem Kom-
plement einer abgeschlossenen Menge um A gehort, in anderen Worten, zu
keiner offenen Menge, die A nicht schneidet. Diese Uberlegung liefert sofort
folgendes einfaches Kriterium fiir die Zugehorigkeit zu A:

Ein Punkt x € X gehért genau dann zu A, wenn jede offene Menge U > x
die Menge A schneidet.

Bemerkung 1.26  a) Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sei A C X.
Dann ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn A = A.

Denn genau dann ist A selber die kleinste abgeschlossene Obermenge
von A, wenn A abgeschlossen ist.

b) Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei A C X. Dann ist A die Menge
aller » € X, so dass es eine Folge { a, }, . von Elementen aus A gibt
mit lim,,_,. a, = .

Denn wenn x € A, so enthiilt jede offene Menge um z einen Punkt
aus A. Insbesondere finden wir zu jedem n > 1 € N einen Punkt
anp € A mit a, € Byn(z), also so dass d(a,,r) < 1/n. Um auch ein
0-tes Glied in der Folge zu haben setzen wir ap := a;. Offensichtlich
gilt lim,, . a,, = .

Umgekehrt, wenn es eine gegen x konvergierende Folge aus A gibt, so
enthilt jede offene Menge um X alle bis auf endlich viele Glieder der
Folge und enthilt deshalb mindestens ein Element aus A. Das ist die
Bedingung dafiir, dass = € A.

¢) Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei A C X. Aus a) und b) folgt,
dass A genau dann abgeschlossen ist, wenn der Grenzwert jeder in X
konvergenten Folge aus A noch zu A gehort.

Lemma 1.27 Sei V' ein topologischer Vektorraum und sei W C V' ein Un-
tervektorraum von V. Dann ist auch W ein Untervektorraum von V.

Beweis. Seien v und w € W, und sei U eine offene Menge um v + w.

Weil die Addition von V stetig ist, ist das Urbild von U unter der Additi-
onsabbildung +: V x V' — V eine offene Menge im Produktraum, also eine
Vereinigung von offenen Rechtecken, und es gibt deshalb ein offenes Rechteck
E x F > (v,w), so dass

v +w' €U fiirallev € Eund w' € F. (1.4)



94 KAPITEL 1. NORMIERTE VEKTORRAUME

Weil v und w zu W gehéren und weil £ und F offen sind, sind £ N W
und F'N W nicht leer. Sei o' € ENW und sei w’ € FNW.

Der Vektor v' +w’ gehort zu W, weil W ein Untervektorraum ist, und er
gehort zu U wegen (1.4).

Also ist UNW # (). Das gilt fiir jede offene Menge U um v + w. Also ist
v+weW.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass jedes skalare Vielfache av von v zu W
gehort. Die Multiplikation mit a ist stetig, deshalb gibt es zu jeder offenen
Menge U > av eine offene Menge £ > v mit aF C U, und weil v € W ist
ENW # () und somit

UNW=UnaW 2aENaW 2 a(ENW) # (.

Folglich ist av € w.
Da W unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen ist,
ist es ein Untervektorraum. |

Die meisten topologischen Vektorrdume der Funktionalanalysis haben ei-
ne metrische Topologie, und in der Regel stammt die Metrik aus einer alge-
braischen Ldingenfunktion fiir Vektoren, d.h., aus einer Norm, die in vielen
Fillen die Norm eines tnneren Produkts ist. Wir erinnern kurz an die De-
finitionen:

Definition 1.28 Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Norm
auf V' ist eine Abbildung
|:V—R,

so dass folgende Eigenschaften gelten:
a) Fir jedes v € V ist ||v|| > 0 und ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.
b) Fiir jedes v € v und fiir jedes a € K ist ||av|| = |al ||v]| .

¢) (Die Dreiecksungleichung) Fiir je zwei Vektoren v und w € V ist
[o 4wl < ol + [w]-

Eine Funktion || ||, die alle diese Eigenschaften hat, bis darauf, dass es
auch fiir v # 0 moglich ist, dass ||v|| = 0, nennt man eine Halbnorm.

Man beachte, dass fiir Normen und Halbnormen die Werte von ||v|| immer
reell sind, auch wenn K = C.

Ein normierter Vektorraum ist ein Vektorraum versehen mit einer
Norm, oder etwas formaler, ein Paar (V|| ||), wo V ein Vektorraum ist und
|| || eine Norm auf V' ist.
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Ein Paar (V|| ||), wo V ein Vektorraum ist und || || nur eine Halbnorm
auf V' ist, nennen wir einen halbnormaerten Vektorraum.

Im Falle, wo auf einem Vektorraum mehrere Normen (oder Halbnormen)
gleichzeitig im Spiel sind, schreiben wir ein Index an das Zeichen || ||, um
die Normen zu unterscheiden. Wo eine Unterscheidung nicht unbedingt nétig
ist, benutzen wir immer die Notation || ||; dies ist die Standardnotation fiir
Normen.

Wenn mehrere normierte Vektorrdume gleichzeitig betrachtet werden,
sind ihre Normen natiirlich verschieden, aber um die Notation einfach und
lesbar zu belassen verzichten wir in der Regel auf eine Kennzeichnung des
Vektorraums in den Bezeichnungen fiir die Normen, sondern benutzen fiir alle
die gleiche Standardnotation || ||; die Vektoren, die zwischen den Doppelstri-
chen stehen, besagen ja schon, in welchem Vektorraum wir uns befinden, so
dass es zu keiner Verwechslung kommen kann.

Beispiele 1.29  a) Der Betrag | | ist eine Norm auf R oder auf C, be-
trachtet als ein Vektorraum iiber sich selber.

b) Auf R™ ist, wie Sie wissen, die Funktion

(21, 2o, .. 20)|| == \/x%+x§+-..+xg

eine Norm, genannt die euklidische Norm. Die erforderlichen Eigen-
schaften weisen wir hier nicht nach, da sie aus den Anfiangervorlesungen
wohl bekannt sind.

¢) Als reeller Vektorraum ist C" ~ R?" und wir kénnen deshalb C™ mit
der in Teil b) definierten euklidischen Norm von R?" versehen. Diese
lasst sich auch in komplexen Koordinaten hinschreiben, als

n _ n 2
||(Z1,227---72n)|’ = Z ZiZi = Z |Z1|
=1 i=1

und an dem letzten Ausdruck sieht man sofort, dass die euklidische
Norm auf C™ auch eine kompleze Norm ist (d.h., Bedingung 1.28 b)
gilt auch fiir komplexe Skalare a).

d) Sei (X,R,u) ein Makraum und sei V' die Menge der K-wertigen inte-
grierbaren Funktionen auf X (wo K = R oder C). Aus den bekannten
Eigenschaften des Lebesgue Integrals ist klar, dass V' ein K-Vektorraum
ist.
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Man beachte, dass auch komplexwertige Funktionen genau dann in-
tegrierbar sind, wenn ihr Betrag integrierbar ist, wie man sehr leicht
einsieht.

Fiir jedes f € V definieren wir

1l = /X f1 du.

Es ist sehr einfach nachzupriifen, dass dies eine Halbnorm ist, denn | |
ist ja eine Norm auf K und das Integral hingt monoton und linear vom
Integranden ab, weshalb die Halbnormeigenschaften des Betrages sich
direkt auf || || iibertragen.

Aber || || ist keine Norm, denn || f|] = 0 auch wenn f nur fast dberall 0
ist, aber nicht gleich der Nullfunktion ist.

Die euklidische Norm ist nicht die einzige gebriduchliche Norm auf den
Raumen R™ und C”, aber die Alternativen wollen wir hier nicht ndher be-
sprechen, denn wir werden in Korollar 1.45 ¢) und d) sehen, dass alle Normen
auf endlichdimensionalen Vektorrdumen fiir die Zwecke der Funktionalana-
lysis gleich aussehen.

Beispiel d) kann man zu einer ganzen Schar von Beispielen von halbnor-
mierten Rdumen erweitern. Diese Verallgemeinerungen sind so wichtig, dass
wir ihnen spéter ein eigenes Kapitel widmen werden (Kapitel 4).

Normierte Vektorrdume sind topologische Vektorrdume, denn eine Norm be-
stimmt immer eine Metrik und diese eine geeignete metrische Topologie:

Lemma und Definition 1.30 Sei (V|| ||) ein normierter oder ein halbnor-
mierter Vektorraum. Wir definieren eine Funktion d: V xV — R durch die
Vorschrift

d(v,w) = ||lv —w]|. (1.5)
Dann ist d eine Metrik auf V', wenn || || eine Norm ist, oder eine Pseudo-
metrik, wenn || || nur eine Halbnorm ist, und mit der metrischen Topologie
T (die wir auch die Normtopologie von || || nennen) wird V zu einem
topologischen Vektorraum.

Beweis. Es ist sehr leicht nachzupriifen, dass d eine (Pseudo)Metrik ist.
Bedingung 1.7 a) {ibersetzt sich vermoge Gleichung (1.5) direkt in Bedin-
gung 1.28 a), und Bedingung 1.7 c¢) folgt unmittelbar aus Bedingung 1.28 a),
da

d(u, w) = [Ju —w|| = flu = v+ v —w]|
< flu =l + lv = wl| = d(u, v) + d(v, w)
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fiir alle Vektoren u, v und w.
Die Symmetriebedingung 1.7 b) erhélt man aus Bedingung 1.28 b) durch

d(v,w) = [Jv —w|| = [[(=1) - (w = V)[| = |1 lw = ]| = [[w = v]| = d(w, v).

Es ist noch zu zeigen, dass die metrische Topologie V' zu einem topologi-
schen Vektorraum macht.
Wir betrachten zuerst die Addition. Seien v und w € V, sei U eine offene
Menge um v + w und sei € > 0, so dass B.(v+w) C U.
Sei
E = B, )5(v) und F := B, j5(w).

Wenn v' € FE und w' € F, dann ist

dlv+w, v +w") =lv+w—1v" —u|

< o =o' + |w— || = d(v,v') + d(w,w) < % + g —c,
also ist v' + w' € B:(v + w) C U fiir jedes Vektorenpaar (v',w’) aus der
offenen Menge F x F' um (v, w). Dies zeigt, dass die Addition stetig ist.

Auch die Skalarenmultiplikation ist stetig, wenn wir K mit der Standard-
topologie versehen (die Standardtopologie von R und C ist nichts anderes
als die Normtopologie des Betrages).

Dazu sei a € K und sei v € V', und wieder sei U eine offene Menge um
av und sei € > 0 eine Zahl, so dass B.(av) C U.

Fiir jedes b € K und w € V ist

d(av,bw) = |lav — bw|| = ||av — aw + aw — bw|

(1.6)

< [lav —awl| + [law = bw|[ = [a] v = w]| + |a = b} [Jw]]

Sei M = max(|a|+1, |v]|+1) > 0 und sei § = min(55;,1). Wenn |jv — w|| <4,
dann ist

ol o —wl < e _€
oM 2
wnd ool < [lol] + llw — o]l < o]l + 8 < o]l + 1< M.

Wenn aufserdem |a — b| < d, dann ist
ja =8l ] < 6M < 2.

Einsetzen dieser Ungleichungen rechts in (1.6) liefert d(av,bw) < 5+ 5 = ¢
und somit bw € U, wann immer (b,w) € Bs(a) x Bs(v). Daran sieht man,
dass die Multiplikation mit Skalaren stetig ist.

Also ist (V,7?) ein topologischer Vektorraum. [ |
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Bemerkung 1.31 Sei (V]| ||) ein (halb)normierter Vektorraum. Die Funk-
tion || || : V' — R ist stetig in der Normtopologie, denn fiir je zwei Vektoren
v und w € V gilt die Ungleichung

ol = llwll] < flv —wl|. (1.7)
Beweis. Diese Ungleichung folgt sofort aus
[0l = flw+ (v —w)|| < lwl| + [l — w]
(nach der Dreiecksungleichung), woraus wir erhalten, dass
[o]l = [lw]| < [l —w]|.

Hier konnen wir die Rollen von v und w vertauschen, ohne dass die rechte
Seite sich dndert.

Also haben wir £(||v|| — ||w]|) < ||[v — w]|| und fiir eine Wahl des Vorzei-
chens ist die linke Seite positiv und gleich |HU|| — ||lwl||. Das liefert Unglei-
chung (1.7). |

Definition 1.32 Seien V und W halbnormierte Vektorraume und sei

TV —W

eine lineare Abbildung (in der Funktionalanalysis werden lineare Abbildun-
gen auch oft lineare Operatoren genannt).
Eine reelle Zahl C' > 0 heifst eine Schranke fiir T', wenn fiir jeden Vektor
v eV gilt
I7)] < C o] (1.8)

Wir nennen T beschrdnkt, wenn T eine Schranke besitzt, und in diesem
Fall definieren wir

|T|| :==inf {C >0 € R | C Schranke fiir T" } . (1.9)
Wir nennen ||T'|| die Operatornorm oder schlicht einfach die Norm von T
Lemma 1.33 Seien V, W und Z halbnormierte Vektorraume und seien
TV —W und SW —Z

lineare Abbildungen. Dann gilt:
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a) T ist beschrinkt genau dann, wenn {||T'(v)|| |v eV, ||v|]| <1} eine
beschriankte Menge ist, und in diesem Fall ist

1T} = sup { [[T(v)]| | v € V und [jo] <1}
=sup{|T(v)[| [v eV und [lvf| =1}
(letzteres, falls V' normiert und # {0} ist.)
b) Wenn T beschréinkt ist, dann ist | Tv|| < ||T|| ||v| fiir jedes v € V.

¢) Wenn S und T beschréinkt sind, dann ist S o T' beschrinkt und

1S oT|| < IS ITl-

Beweis. a): Wenn V' = {0}, dann ist jede Zahl C' > 0 eine Schranke fiir
T und ||T||=0. Der einzige Wert von ||Tv|| ist auch 0 und somit gilt die

Behauptung in diesem Fall. Wir kénnen nun annehmen, dass V' # {0 }.
Sei

A={||T@)|||veVund |v]| <1}
und sei
B:={||T(v)|||veV und |v]|=1}.

Jede Schranke C von T ist eine obere Schranke zu A und zu B, denn fiir
jedes v € V mit ||| <1 gilt

T <Clv<C-1=C.

Wir wollen zeigen, dass auch die Umkehrung gilt (unter den genannten
Voraussetzungen, wenn es um die Menge B geht).

Jede obere Schranke zu A ist auch eine obere Schranke zu B C A.

Wenn || || auf V' # {0} eine Norm ist, ist B nicht leer, und jede obere
Schranke C' zu B ist auch eine obere Schranke zu A, denn weil B # () ist

C >0=|T(0)

’

und fiir jedes v # 0 mit ||v]| < 1 ist ||v|| # 0, der Vektor w := v/||v|| hat
offensichtlich Norm 1 und gehért zu B, und somit ist auch hier

|7 @) = |7 (el w)|| = 1ol T = ol | T)| < 1-€ = C:



100 KAPITEL 1. NORMIERTE VEKTORRAUME

In anderen Worten, wenn die Voraussetzung fiir den Bezug auf B erfiillt
ist, haben A und B die gleichen oberen Schranken, und es reicht jetzt zu
zeigen, dass jede obere Schranke C' von A eine Schranke von 7T ist.

SeiveV.

Wenn ||v|| = 0, so ist fiir jede reelle Zahl r auch [|rv| = 0 und somit
rv € A, und weil

7o) = ) <

fiir jedes € R, kann ||T(v)|| nur 0 sein und insbesondere ist
7@ =0<clel

wie gewiinscht.
Wenn ||v]| # 0, dann hat der Vektor w := v/||v|| Halbnorm 1 und somit
ist ||7'(w)|| € A und || T(w)|| < C. Wir rechnen jetzt nach, dass

IT@)|| = |7 (l[ollw) || = Il T(w)]|
= [|[o]l] 1T (w)|| = [Jv]| 1T (w)|| < |Jo]| - C.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass C' eine Schranke fiir 7T ist.

Jede Schranke fiir T ist also eine obere Schranke zu A und zu B und
umgekehrt (unter den genannten Voraussetzungen fiir B). Das Supremum
von A oder von B ist die kleinste obere Schranke von A oder B und somit auch
die kleinste Schranke von T, damit gleichzeitig das Infimum der Schranken
von T, also gleich |||

Wir haben hier auch gesehen, dass, wenn 7' beschrankt ist, || 7’| selber
eine Schranke fiir 7" ist. Daraus folgt sofort Teil b).

c) liasst sich mit b) direkt nachrechnen. Seien S und 7" beschriankt. Fiir
jedes v € V ist

1S o T@) < ISIHIT @) < ST o]l
also ist ||S|| ||T|| eine Schranke fiir S o T und ||SoT| < |IS|| T - |

Satz 1.34 Seien V und W halbnormierte Vektorrdume und seiT:V — W
eine lineare Abbildung.

T ist genau dann stetig, wenn 1" beschrankt ist.

Insbesondere ist die Operatornorm fiir jedes Element von L(V,W) de-
finiert. Sie ist eine Halbnorm auf L(V, W) und L(V,W) ist somit auch ein
halbnormierter Vektorraum.

Wenn W normiert ist, d.h., wenn die Halbnorm || || auf W eine Norm
ist, dann ist die Operatornorm eine Norm und nicht nur eine Halbnorm, und
L(V,W) ist ein normierter Vektorraum.



Stand vom 14. September 2007 101

Beweis. Wenn T stetig ist, so ist T stetig bei 0 und es gibt eine Zahl § > 0,
so dass ||T'(v)|| < 1 fiir alle v € V mit ||v]| < 6.

Sei C:=2/§ > 0.

Wenn |[|v|| < 1, dann ist ||$v]| < 0 und deshalb ist | T(3v)|| < 1.

Also ist

IT@)l = 730 = [eTGo)| = ¢ TG < ¢

Somit ist 7" beschrankt (und C' ist eine Schranke fiir T').
Umgekehrt, wenn T beschrénkt ist, sei € > 0 gegeben und sei ¢ eine Zahl
mit -

0<d < —
17|

(wenn ||T'|| = 0 muss § nur positiv sein). Wenn ||v|| < J, dann ist
1T < ATl < |76 <e

(die letzte Ungleichung ist klar aus der Wahl von 6 wenn ||T'|| > 0, aber ist
auch richtig wenn ||T']| =0, da £ > 0).

Das zeigt, dass T stetig ist bei 0. Nach Satz 1.23 ist 7" dann global stetig.

Da jedes Element von L(V, W) beschrinkt ist, ist || || auf ganz L(V, W)
definiert. Es ist einfach, nachzupriifen, dass || || die Eigenschaften einer Halb-
norm erfiillt:

Aus Lemma 1.33 a) ist klar, dass ||T'|| > 0 fiir jede lineare Abbildung 7',
und man sieht auch sofort, dass fiir die Nullabbildung 7" = 0 gilt || T'|| = 0.

Sei T' € L(V,W) und a € R. Da fiir jeden Vektor v € V gilt ||(aT)(v)|| =
la| || T(v)]|, ist es klar aus Lemma 1.33 a) oder direkt aus der Definition der
Operatornorm, dass ||aT|| = |a| || T .

Die Dreiecksungleichung beweist sich genau so einfach mit Lemma 1.33 a).
Wenn S und T' € L(V, W) und wenn v € V mit ||v|| < 1, dann ist

1S+ T)(W)[I = 15(@) + T@) I < 1S@)I+ T @) < 15T+ 171,

also ist ||S+ T < ||S]| + |7 -

Wenn W ein normierter Vektorraum ist und wenn 7' € L(V,W) mit
||| = 0, dann besagt Lemma 1.33 b), dass fiir jeden Vektor v € V gilt
|7(v)|| = 0 und somit T'(v) = 0.

In diesem Fall muss 7" also die Nullabbildung sein, und die Operatorhalb-
norm ist eine Norm und L(V, W) ist ein normierter Vektorraum. |
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Definition 1.35 Seien V und W halbnormierte Vektorrdume. Eine lineare
Abbildung T: V' — W heifit eine Isometrie, wenn fiir jedes v € V gilt

|T@)[| = Ilvll -

Fiir eine Isometrie gilt offensichtlich ||T’|| < 1 und ||T]] = 1, falls es
Vektoren v € V gibt mit ||v]| # 0. Aus Satz 1.34 folgt, dass jede Isometrie
stetig ist.

Die Theorie der normierten Vektorrdiume und der Raume L(V, W) wird erst
wirklich interessant, wenn die Rdume unendlichdimensional sind, denn fiir
endlichdimensionale Rdume bringt die Topologie keine wesentliche Bereiche-
rung der schon vorhandenen Struktur. Um zu zeigen, wie einfach endlichdi-
mensionale Rdume sind, miissen wir an einen weiteren wichtigen Begriff aus
der Topologie erinnern (der sich ohnehin in der Funktionalanalysis als sehr
niitzlich erweisen wird).

Definition 1.36 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X.
Eine Familie ¢/ von Teilmengen von X heift eine Uberdeckung von A,
wenn

AclJu

veu

und sie heifit eine offene Uberdeckung, wenn sie eine Uberdeckung ist und
wenn jede Menge aus U offen ist.

Eine Teiliiberdeckung einer Uberdeckung U von A ist eine Teilfamilie
V C U, die auch (oder immer noch) eine Uberdeckung von A ist.

Die Teilmenge A heift kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Durch Komplementenbildung ldsst sich eine dquivalente Bedingung fiir
Kompaktheit gewinnen, die manchmal bequemer zu verwenden ist. Eine Fa-
milie ¢/ ist genau dann eine Uberdeckung von A, wenn sie, insgesamt, keinen
Punkt von A ,auslisst”, also wenn kein Punkt von A zum Komplement aller
Mengen aus U gehort.

Mit diesem Gedanken, und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass
eine Menge genau dann offen ist, wenn ihr Komplement abgeschlossen ist,
kénnen wir die Eigenschaft  kompakt® auch so charakterisieren:

Eine Menge A C X ist genau dann kompakt, wenn es fiir jede Familie C
von abgeschlossenen Teilmengen von X mit

An(C =0

ceC
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schon endlich viele Mengen C4, Cy, ..., C, aus C gibt mit
ANCiNnCyn---NC, =0.

Wieder anders gesagt: A ist genau dann kompakt, wenn fiir jede Familie
von abgeschlossenen Mengen D, so dass jeder endliche Durchschnitt aus D
die Menge A schneidet, auch der Durchschnitt aller Mengen aus D die Menge
A noch schneidet.

Was wir hier in einigen Varianten angegeben haben, ist eine Definition
der Kompaktheit, die in der abstrakten Sprache der Topologie formuliert
ist und die deshalb in jedem topologischen Raum anwendbar ist. Den Begriff
der Kompaktheit kennen Sie sicher aus der Anfangervorlesung Analysis, aber
eventuell nur mit anderen, nur in R™ oder in metrischen Rdumen geltenden
Definitionen, die nicht immer anwendbar sind aber deren Bedeutung oder
Tragweite leichter zu verstehen ist.

Wir erinnern kurz daran und an andere wichtige Tatsachen iiber kompak-
te Mengen, aber wir geben die Beweise nur teilweise wieder, da einige von
ihnen sehr langwierig sind und wir uns nicht zu lange mit Topologie authalten
wollen.

Satz 1.37 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X ist ge-
nau dann kompakt, wenn jede Folge { a, }, . aus A eine in A konvergente
Teilfolge besitzt.

Beweis. Wir beweisen nur die Richtung ,,=“ (der Beweis der anderen Rich-
tung ist sehr aufwindig aber nicht besonders interessant).

Sei A kompakt und sei { a, },.n €ine Folge aus A. Wir miissen eine kon-
vergente Teilfolge von { a,, } finden.

Fiir jedes n € N sei E,, die abgeschlossene Hiille der Menge { a,,, | m > n }

und sei
E = ﬂ E,.

neN

Jeder endliche Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen FE,, enthélt alle bis
auf endlich viele Glieder der Folge { a,, },, . und trifft also die Menge A. Weil
A kompakt ist, ist auch £ N A # (). Sei a ein Element von E N A.

Jede offene Menge um a, insbesondere jede Menge By i (a) fiir k > 1 € N,
trifft jede der Mengen { a,, | m > n} fiir n € N, weil @ im Durchschnitt der
abgeschlossenen Hiillen dieser Mengen liegt.

Wir konstruieren durch Induktion {iber k£ eine monoton steigende Folge
{7k }ren von Indizes, so dass die Teilfolge {an, } o von {a,} gegen a
konvergiert.
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Wir setzen ng = 0, und wenn ng, ny, ..., ng schon definiert sind, wihlen
Wir ngy1 > ny so, dass an,,, € Bij(a). Die nach dieser Vorschrift durch
Induktion konstruierte Folge von Indizes und die entsprechende Teilfolge von
{ an },en haben offenbar die gewiinschte Eigenschaft. |

Lemma 1.38 In einem Hausdorffraum (und insbesondere in jedem metri-
schen Raum) sind kompakte Teilmengen immer abgeschlossen.

Beweis. Sei (X,7) ein Hausdorffraum und sei A C X eine kompakte Teil-
menge. Sei x ¢ A.

Weil X Hausdorffsch ist, finden wir zu jedem a € A offene Mengen U, 3 a
und V, 3 z mit U, NV, = 0.

Die Mengen U, bilden eine offene Uberdeckung von A (denn jedes a €
A gehort zur eigenen Menge U,) und diese Uberdeckung hat eine endliche
Teiliiberdeckung aus Mengen U,,, U,,, ..., U,,, weil A kompakt ist.

Sei V' der Durchschnitt der entsprechenden Mengen V,,; als endlicher
Durchschnitt von offenen Mengen ist V offen um x, und V ist enthalten in
jedem V. und somit disjunkt von der Vereinigung der U,,, also auch von A,
da ACU,, UU, U---UU,,.

Das bedeutet, dass = nicht zu A gehort. Also enthilt A keine Punkte
auferhalb von A, d.h., A = A und A ist abgeschlossen. [ |

Definition 1.39 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heift beschrdinkt, wenn die Menge von Zahlen

{d(a,b) |a,be A}

beschréinkt ist (die kleinste obere Schranke dieser Menge heift der Durch-
messer 0(A) von A).

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort, dass A genau dann beschrinkt
ist, wenn fiir einen festen Punkt x € X (den man beliebig wihlen kann) die
Menge der Zahlen d(x,a) fiir a € A beschrénkt ist.

Man beachte, dass die Eigenschaft einer Menge, beschrankt zu sein, von
der Metrik abhdngl und nicht von der Topologie. Es handelt sich nicht um
einen wohldefinierten topologischen Begriff, denn zu jeder Metrik d gibt es
eine insgesamt beschrinkte Metrik

7 L d(l’,y)
d(r,y) = Hd—(ﬂc,y)

mit der gleichen metrischen Topologie.
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Lemma 1.40 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Jede kompakte Teilmenge
von X ist beschrankt.

Beweis. Wenn x leer ist, gilt die Behauptung. Wir konnen also annehmen
X #0. Seixz € X.

Sei A C X kompakt. Die aufsteigende Folge von offenen Béllen B, (z)
fiir n > 1 € N bildet eine offene Uberdeckung von X und somit von A, und
diese Uberdeckung hat, weil A kompakt ist, eine endliche Teiliiberdeckung.

Sei By (z) die grofte der endlich vielen ineinander verschachtelten Mengen
dieser Teiliiberdeckung. Dann ist A C By(x) und somit ist d(z,a) < N fiir
alle a € A. Die Menge A ist deshalb beschrénkt. |

In den euklidischen Riumen R"™ und C™ = R?" benutzt man gerne fol-
gende Bedingung fiir Kompaktheit.

Satz 1.41 (Heine-Borel) FEine Teilmenge A von R"™ oder C" ist genau
dann kompakt, wenn A beschrankt und abgeschlossen ist (beziiglich der eu-
klidischen Norm).

Beweis. Die Richtung ,= gilt in jedem metrischen Raum, wie wir in Lem-
mata 1.38 und 1.40 gesehen haben.

Die Richtung ,,<=“ ist wesentlich komplizierter und wir verzichten auf die
Angabe des Beweises. |

Wir sammeln noch zwei wichtige Tatsachen iiber kompakte Mengen:

Bemerkung 1.42 Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Der Durchschnitt ei-
ner abgeschlossenen Menge mit einer kompakten Menge in X ist immer kom-
pakt.

Beweis. Sei A C X abgeschlossen und K C X kompakt, und sei U/ eine offene
Uberdeckung von A N K. Wenn wir sie durch die zusétzliche offene Menge
X \ A ergiinzen, erhalten wir eine offene Uberdeckung von K, die wegen der
Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung enthlt.

Aus dieser entfernen wir die Menge X\ A (falls sie dazu gehért), die keine
Punkte von AN K enthilt.

Die restlichen endlich vielen Mengen gehoren alle zu U und sie iiberdecken
noch AN K, so dass AN K eine endliche Teiliiberdeckung aus U besitzt.

Ein Hauptgrund fiir die grofse Bedeutung und Niitzlichkeit des Kompakt-
heitsbegriffs ist die Tatsache, dass diese Eigenschaft unter stetigen Abbildun-
gen erhalten bleibt.
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Satz 1.43 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und sei f: X — Y
eine stetige Abbildung.
Wenn A C X kompakt ist, dann ist die Bildmenge f(A) kompakt in Y.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von f(A). Dann ist
V= {0 | Ueu)

eine offene Uberdeckung von f~! (f(A)) D A und weil A kompakt ist, enthélt
sie eine endliche Teiliiberdeckung von A durch Mengen f~(Uy), ..., f~1(Uy).
Jeder Punkt von A gehort also zum Urbild einer der endlich vielen Mengen
Ui, und deshalb gehort jeder Punkt von f(A) zu einer der Mengen U; selber.
D.h., Uy, ..., U bilden eine endliche Teiliiberdeckung der offenen Uber-
deckung U von f(A), und f(A) ist kompakt. |

Lemma 1.44 Seien V und W normierte Vektorrdume und V' sei endlichdi-
mensional. Dann ist jede lineare Abbildung T: V — W stetig.

Beweis. Sei { v, vy, ...,v, } eine Basis von V und fiir jedes i, 1 < i < n, sei
w; =T (v;) € W.

Weil V' und W topologische Vektorrdume sind, sind die linearen Abbil-
dungen

a: K" —V

n
(ala cee 7an) = Zaivi
i=1

und

stetig (diese Abbildungen sind Verkniipfungen von Ausfithrungen der stetigen
Addition und skalaren Multiplikation der Vektorrdume; die Basisvektoren in
diesen Ausdriicken sind Konstanten und somit stetig).

Da T'(v;) = w; und T linear ist, gilt fiir jedes a € K", dass
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Sei
S:={(ay,...,a,) € K" | |(a1,...,a,)|| =1}

die Einheitssphére in K" (hier ist || || die euklidische Norm).

Diese Menge ist beschrinkt und abgeschlossen in K" (sie ist abgeschlos-
sen als Urbild der abgeschlossenen Teilmenge {1} C R unter der stetigen
Abbildung || ||). Also ist S kompakt.

Der Koordinatenursprung (0, ..., 0) gehort nicht zu S, und weil die Vek-
toren vy, vy, ..., v, linear unabhéingig sind, ist 0 ¢ «(S). Weil « stetig
ist, ist die Menge «(S) kompakt und deshalb abgeschlossen (denn V' ist
ein metrischer Raum und somit Hausdorffsch). Weil 0 im (offenen) Kom-
plement von «(S) liegt, gibt es eine Zahl ¢ > 0 so dass der offene Ball
B.(0) ={v eV ||v] <e} die Menge «(S) nicht trifft. Fiir jedes v € a(95)
ist also ||v]| > e.

Auch die Menge ((S) ist kompakt (in W) und deshalb beschriankt. Es
gibt also eine Zahl M € R mit ||w|| < M fiir jedes w € 3(5).

Nun sei v # 0 ein beliebiger nichtverschwindender Vektor aus V. Man
kann v als a(z) schreiben fiir einen eindeutig bestimmten Punkt x # 0 € K".

Weil z # 0 gibt es eine positive reelle Zahl ¢ mit cx = (ay,...,a,) € S
(man nehme ¢ =1/ ||z|]).

Wir haben nun cv = a(cz) € aS) und somit ist ||cv|| > ¢, also ||v|| > ¢/c.

Es ist ¢T'(v) = T(cv) = B(cx) € S(S) und deshalb ist ||cT'(v)|| < M, also
IT@Il < Mje.

Aus beiden Abschidtzungen haben wir

T < .2 <
Tl < === <

Das gilt fiir jedes v # 0 € V und natiirlich auch fiir v = 0. Also ist M /e eine
Schranke fiir 7" und 7' ist beschrinkt, also stetig. |

Korollar 1.45 a) Je zwei endlichdimensionale normierte Vektorrdume
gleicher Dimension sind isomorph als topologische Vektorraume, genau-
er, sie sind algebraisch isomorph und jeder algebraische Isomorphismus
zwischen ihnen ist auch ein Homéomorphismus.

b) Insbesondere, wenn n € N, dann ist jeder n-dimensionale normierte
Vektorraum isomorph und homéomorph zum normierten Vektorraum
K" mit der euklidischen Norm.

c¢) Je zwei Normen || ||; und || ||, auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum bestimmen die gleiche Topologie.
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d) Je zwei Normen || ||, und | ||, auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum sind dquivalent in dem Sinne, dass es Zahlen C'y und Cy > 0
gibt mit

[oll, <Cilloll,  undlufly, < Colv]]

fiir jedes v € V (auch hieraus folgt, dass beide Normen die gleiche
Topologie auf V' bestimmen).

Beweis. a): Seien V' und W normierte Vektorrdume der gleichen endlichen
Dimension n. Dann gibt es einen algebraischen Isomorphismus 7: V' — W.
Nach Lemma 1.44 sind T und T71: W — V stetig, also ist T' ein Homdo-
morphismus.

b) folgt sofort aus a).

c) folgt aus der Tatsache, dass idy: (V| |[,) — (V.|| |l5) ein algebrai-
scher Isomorphismus und somit ein Homéomorphismus ist (egal wie die Nor-
men aussehen).

Da idy in beiden Richtungen stetig ist, ist es auch in jeder Richtung
beschrankt, und das liefert d). [

Endlichdimensionale normierte Vektorrdume haben viele andere schone
Eigenschaften, die nicht auf den unendlichdimensionalen Fall iibertragbar
sind, wie wir gleich sehen werden. Zum Beispiel:

Satz 1.46 Sei V' ein normierter Vektorraum, sei r > 0 € R und sei
Dy :={veV||v]|<r;

der abgeschlossene Ball von Radius r um den Ursprung, und
Sri={veVl||v]|=r}

die Sphére von Radius r um den Ursprung.
Wenn V' endlichdimensional ist, dann sind D, und S, kompakt in der
Normtopologie.

Beweis. S, und D, sind abgeschlossen, da sie die Urbilder der abgeschlossenen
Teilmengen {r } bzw. [0,r] von R sind unter der stetigen Abbildung || ||.

Sei n die Dimension von V' sei T: V' — K" ein Isomorphismus und sei
U=T"1K'—1V.

Sei A die Menge S, oder D, und setze C := T(A) = U"'(A). Wir haben
dann A =U(C).

T ist stetig und somit beschrankt, und es folgt, dass fiir jedes v € A gilt
IT()|| < |T|||vll < 7||T||. Deshalb ist C' = T'(A) beschriankt in K", und
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als Urbild der abgeschlossenen Menge A unter der stetigen Abbildung U ist
C auch abgeschlossen.

Also ist C' kompakt. Aber A ist das Bild von C unter der stetigen Abbil-
dung U, und somit ist A kompakt. [ |

Lemma 1.47 Sei V' ein normierter Vektorraum. Jeder endlichdimensionale
Untervektorraum von V ist abgeschlossen.

Beweis. Sei W ein endlichdimensionaler Untervektorraum von V und sei
v € V der Grenzwert einer Folge { wy, }, . aus W.

Aus der Konvergenz folgt leicht, dass { w, } beschrénkt ist (denn alle bis
auf endlich viele Folgenglieder haben Abstand hochstens 1 zu v und bilden
eine beschrankte Menge, und sie bleibt beschrinkt, wenn man die restlichen
endlich vielen Folgenglieder noch hinzufiigt).

Sei r > 0 eine Zahl, so dass ||w,|| < r fiir alle n € N. Dann ist {w, }, .
eine Folge im Ball D, (W) :={w e W | |Jw|| <}, der kompakt ist, weil W
endlichdimensional ist.

Nach Satz 1.37 besitzt { w,, },, . eine Teilfolge, die in D, (W) und somit in
W konvergiert. Aber schon die ganze Folge, und deshalb auch jede Teilfolge,
konvergiert gegen v, und in einem metrischen Raum sind Grenzwerte von
Folgen nach Bemerkung 1.17 eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dass v € W.

Wir haben gezeigt, dass der Grenzwert jeder in V' konvergenten Folge aus
W noch zu W gehort. Bemerkung 1.26 ¢) besagt, dass W dann abgeschlossen
ist. |

Satz 1.48 Sei V' ein unendlichdimensionaler normierter Vektorraum. Dann
sind fiir r > 0 € R die abgeschlossenen Bille

D, :={veV||v]<r}

und die Sphéren
S,={veV||v|=r}

nicht kompakt in der Normtopologie.

Beweis. Da Dy das Bild von D, unter der stetigen skalaren Multiplikation
mit 1/r ist, und da S; das Bild von S, unter dieser stetigen Abbildung ist,
reicht es zu zeigen, dass D, und S; nicht kompakt sind.

Dazu konstruieren wir durch Induktion eine Folge { v, }, . von Vektoren
aus S1 C Dy, so dass ||v, — v, > % fiir je zwei Vektoren v,, und v, aus der
Folge (mit m # n).
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Als vy wéhlen wir einen beliebigen Vektor aus S;. Wenn n > 1 und
wenn vy, vi, ..., Up—1 € 51 schon gewihlt wurden (mit [jv; — vj|| > 3 fiir
alle i # j), so sei W,, der von diesen Vektoren aufgespannte n-dimensionale
Untervektorraum von V. Nach Lemma 1.47 ist WW,, abgeschlossen in V.

Weil V' unendlichdimensional ist, ist W,, # V. Sei z ein Vektor von V,
der nicht zu W, gehort. Da W, abgeschlossen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit
B.(xz) N W,, = (. Es folgt, dass

d:=inf{||lz —w|| |[weW,}>e>0.

Man wihle ein Vektor u € W,, mit ¢ := ||z — u|| < 2d und man setze
z:=x—u# 0 und
z z
Up = 7— = — € 51.
E1 e
Fiir jeden Vektor w € W, ist
2 — cwl = llz = u—cwl] > d
(weil u + cw € W,,).
Also ist
Jor —wll = 2 flz —ewf] > $ > =2
vy —wl|==llz—cw|| >->—==
& c 2d 2

wie gewiinscht, fiir jedes w € W, und insbesondere fiir w gleich einem der
Vektoren v; fiir i < n. Das erweitert die Induktionskonstruktion um einen
Schritt.

Durch Induktion erhalten wir Vektoren v, fiir alle n € N, die eine Folge
in S; € D; bilden, in der je zwei Folgenglieder den Abstand mindestens
1/2 zueinander haben. So eine Folge kann keine konvergente Teilfolge haben,
denn keine Teilfolge von ihr ist Cauchy. Also sind S; und D; nicht kompakt.
|

Zwei wichtige algebraische Operationen sind die Bildung von Unterrdu-
men und von Quotientenraumen. Diese Operationen lassen sich auch fiir
halbnormierte und fiir normierte Vektorrdume ausfiihren (mit dem kleinen
Wermutstropfen, dass der Quotient manchmal nur halbnormiert ist, auch
wenn der Hauptraum eine Norm trégt).

Lemma und Definition 1.49 Sei (V,|| ||) ein halbnormierter Vektorraum
und sei W C V ein Untervektorraum.

a) Die Finschrinkung von || || auf W ist eine Halbnorm auf W, so dass
auch W ein halbnormierter Vektorraum ist. Wenn || || auf V' eine Norm
ist, dann ist auch die Finschrankung eine Norm.
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b)

Die Inklusion i: W —— V ist eine Isometrie und insbesondere haben
wir ||i|| = 1 (wenn W # {0 }) und i ist stetig.

Wir definieren eine Funktion
I3 — R

durch folgende Vorschrift: sei a € V/W und man schreibe « als die
Restklasse [v] = v+ W eines Vektors v € V. Wir setzen

= inf = inf . 1.10
ol = inf o+l = inf Ju] (1.10)

|| || ist eine wohldefinierte Halbnorm auf V /W, und ist genau dann eine
Norm, wenn W abgeschlossen ist in V.
Die kanonische Projektion
Vv
TV — —

w

ist stetig und offen (d.h., wenn U C V offen ist, dann ist w(U) offen
in V/W).
Wenn || || eine Norm ist und V/W # {0}, dann gilt ||r| = 1.

Beweis. a) ist trivial.

b): Fiir eine Restklasse o = [v] € V/W ist ||a|| definiert als das Infimum
der Werte der Halbnorm von V' auf dieser Restklasse, und es ist klar, dass
dieses Infimum nur von der Restklasse o abhiingt und nicht von der Wahl
des Vektors v € a, der in der definierenden Formel (1.10) erscheint. D.h., || ||
ist eine wohldefinierte Funktion auf V/W.

Da die Halbnorm auf V' nichtnegativ ist, gilt auch ||| > 0 fiir jedes
a € V/W. Und da die Nullrestklasse 0 + W den Vektor 0 mit ||0] = 0
enthélt, ist es klar, dass |0+ W| = 0.

Die skalare Multiplikation auf V/W hat die Eigenschaft, dass fiir jedes
ce Kund v eV gilt

clo+ W) =cp] :==[cv]=co+ W
={cow+z|zeW}
={ow+tcw|weWW}
={culuev]},

und aus den Eigenschaften von der Halbnorm auf V' folgt

[efell] = inf llll = inf lewll = inf el ol = Ie inf full = el ||
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Auch die Dreiecksungleichung ist leicht nachzupriifen. Seien o und (§ €
V/W, und sei u € a und v € f3.

Weil u + v € a+ 3, haben wir [|a + 8| < ||lu+v| < [Jul| + [|v]| .

Da dies fiir jedes u € a und fiir jedes v € [ gilt, ist

< inf inf ||v]| = .
llor+ BII < inf [lufl + inf Jlo] = ol +[|5]

Wir haben damit gezeigt, dass || || eine Halbnorm auf V /W ist.

Nun sei a = v + W eine Restklasse ungleich der Nullrestklasse W (d.h.,
v € W). Genau dann ist ||| = 0, wenn es eine Folge { wy, }, . aus W gibt,
mit lim, ., [|[v +wy| = 0. Diese Bedingung ist aber dquivalent dazu, dass
lim,, o0 Wy, = —0.

Also ist ||[v + W|| = 0 genau dann, wenn —v € W. Da aber W ein Unter-
vektorraum ist, ist das gleichbedeutend damit, dass v € W.

Der Quotientenraum V/W enthélt also genau dann nichtverschwindende
Vektoren mit Halbnorm 0, wenn in V' gilt W\ W # 0.

In anderen Worten, || || ist keine Norm genau dann, wenn W nicht ab-
geschlossen ist, und ist somit genau dann eine Norm, wenn W abgeschlossen
ist.

Als n#chstes zeigen wir, dass 7 eine offene Abbildung ist. Dazu sei U offen
in V und sei @ € 7(U). Wir wéhlen ein v € U mit o = w(u) und eine Zahl
e >0, so dass B.(u) C U.

Sei 5 € B.(a), d.h., es sei || — a| < e. Nach der Definition von |8 — «f|
gibt es einen Vektor v € f — a mit

18 = ol <lvll <,

und wir haben u+v € B.(u) CU und n(u+v) =a+ 5 —a = (.

Folglich ist B.(a) € w(U). Da es fiir jedes a € 7(U) eine Zahl ¢ > 0
gibt mit dieser Eigenschaft ist 7(U) offen in V/W. Also ist 7 eine offene
Abbildung.

Nun zur Stetigkeit von 7. Aus der Definition (1.10) von || || auf V/W ist
klar, dass fiir jeden Vektor v € V gilt

7| =[] < ol

und daraus folgt, dass ||7|| < 1 und 7 somit stetig ist.

Wenn V/W # {0} und || || auf V/W eine Norm ist, so finden wir einen
Vektor v € V mit ||7r(v)H # 0. Nach Definition von H?T(U)H gibt es in der
Restklasse 7(v) fiir jedes € > 0 einen Vektor u mit

0 < ||r@)]| = 7@ < llull < (1 +&)[|x@)]| = (1 +&)|J(w)|
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(die Gleichheiten gelten, weil ja m(u) = 7(v)).
Hieraus folgt aber

—1”1”5 < ()| < fll ]l

Weil ||u|| > 0 kénnen wir daraus schliefen

Il >
9

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt ist ||7|| > 1; also gilt ||7| = 1. |

Folgendes Korollar besagt, dass man durch Quotientenbildung nach den
Vektoren von Lange 0 jeden halbnormierten Vektorraum zu einem normierten
Vektorraum machen kann, ohne Verdnderung der Werte der Norm.

Korollar 1.50 Sei (V.|| ||) ein halbnormierter Vektorraum. Sei
W:={veV||v|=0}.

W ist ein abgeschlossener Untervektorraum von V und es gibt eine wohlde-
finierte Norm auf dem Quotientenvektorraum V /W, so dass die kanonische
Projektion m: V. — V /W eine Isometrie ist.

Beweis. Wenn v und w € W, dann ist fiir jedes a € K auch av € W weil
|lav]] = |a| ||v]| = |a| - 0 = 0, und aus der Dreiecksungleichung folgt

[o 4+ w]| < [lo]] + [w] = 0+ 0 =0,

so dass auch ||v +w|| = 0 und v +w € W. Das zeigt, dass W ein Untervek-
torraum ist; er ist abgeschlossen als Urbild der abgeschlossenen Menge {0 }
unter der stetigen Funktion || || : V' — R.

Seia € V/W und seien v und v € a. Nach Formel (1.7) in Bemerkung 1.31
ist

ol = llull] < [lv—wull =0

weil v —u € W. Also ist || || konstant auf jeder Restklasse a.

Die Halbnorm von V' bestimmt nach Lemma 1.49 b) eine Norm auf V/W
(da W abgeschlossen ist) mit

Iiell} = inf llul

fiir jedes v € V. Weil die Halbnorm von V auf jeder Restklasse konstant
ist, ist das Infimum in dieser Formel gleich der Halbnorm jedes Elements der
Restklasse.
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Also st ||7(v)|| = ||[v]|| = Ilv]| und 7 ist eine Isometrie. |

Eine wichtige metrische Eigenschaft haben wir noch nicht besprochen.
Wir wissen, dass in einem metrischen Raum jede konvergente Folge eine
Cauchyfolge ist. Die Analysis in R und in R™ ernéhrt sich wesentlich von der
dort geltenden Umkehrung dieser Implikation, und das ist so niitzlich, dass
wir diese Eigenschaft, die Vollstindigkeit, wo immer mdoglich in den von
uns betrachteten metrischen Vektorrdumen verlangen wollen.

Wir erinnern kurz an die Definition, an die Grundeigenschaften und an
einige wichtige Konstruktionen.

Definition 1.51 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Metrik d heift voll-
stindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Eine Teilmenge A C X heifit vollstdndig, wenn die Einschriankung der
Metrik d auf A eine vollstindige Metrik auf A ist.

Eine Norm || || auf einem Vektorraum V heift vollstdndig, wenn die
Normmetrik vollstandig ist; in diesem Fall nennt man den normierten Vek-
torraum (V|| ||) einen Banachraum.

Beispiel 1.52 Bekanntlich ist die euklidische Metrik auf den euklidischen
Raumen R™ (und entsprechend auch C") eine vollstdndige Metrik.

In anderen Worten, die normierten Vektorrdume K" (fiir K = R oder C)
sind Banachraume.

Bemerkung 1.53 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Jede vollsténdige Teil-
menge von X ist abgeschlossen.

Wenn (X, d) vollstiandig ist, dann ist jede abgeschlossene Teilmenge von
X vollstandig.

Beweis. Sei A C X vollstindig und sei # € A. Dann gibt es eine Folge aus A,
die gegen = konvergiert. Weil sie konvergiert, ist sie eine Cauchyfolge. Weil
A vollstindig ist, konvergiert diese Folge in A, aber da sie in X nur einen
Grenzwert haben kann, ist x € A. Damit ist gezeigt, dass A abgeschlossen
ist.

Umgekehrt, wenn (X, d) vollstandig ist und wenn A C X abgeschlossen
ist, so konvergiert jede Cauchyfolge in A gegen einen Grenzwert x € X,
da d auf X vollstindig ist, aber der Grenzwert muss in A liegen, weil A
abgeschlossen ist.

Also konvergiert jede Cauchyfolge aus A in A und A ist vollstindig. M
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Bemerkung 1.54 Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei {z, }, . eine
Cauchyfolge in X. Sie konvergiert genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge hat.

Denn angenommen, die Teilfolge { z,, }, . konvergiert gegen einen Limes
a.

Sei € > 0. Es gibt eine Zahl N € N, so dass d(x,,, z,,) < €/2 fiir alle n und
m > N, und es gibt eine Zahl M € N mit ny > N, so dass d(x,,,a) < €/2
fir alle k£ > M.

Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir

d(zp,a) < d(xp, Tn,,) + d(Tn,,,a) < % + g =c

fiir alle n > N. Also konvergiert { z,, }
Die anderer Richtung ist klar.

neN"

Lemma 1.55 a) Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist ein
Banachraum.

b) Jeder abgeschlossene Untervektorraum eines Banachraums ist wieder
ein Banachraum.

¢) Sei V ein Banachraum und W ein abgeschlossener Unterraum. Dann
ist V//W mit der Quotientennorm ein Banachraum.

d) SeiV ein normierter Vektorraum und sei W ein Banachraum iiber dem
gleichen Kérper K = R oder C. Dann ist L(V, W) mit der Operator-
norm ein Banachraum.

e) Der Dualraum eines beliebigen normierten Vektorraums ist immer ein
Banachraum.

Beweis. a): Sei V' ein n-dimensionaler normierter Vektorraum (wo n < oo)
und sei T: V — K" ein linearer Isomorphismus. 7' und 77! sind dann
automatisch stetig.

Sei { vy, },,cn €ine Cauchyfolge in V. Fiir alle m und n € N gilt

HT(Un) - T(vm)H = ||T(Un - Um)H < ||T|| an - Um”

und daraus sieht man, dass auch die Folge { T'(v,) }, .n eine Cauchyfolge in
K" ist.

Diese Folge konvergiert, weil K™ vollstindig ist. Sei x € K" der Grenz-
wert.
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Weil T~1 stetig ist, konvergiert die Folge { T (T'(vn)) }, . = {¥n }ren
gegen T~ !(z), d.h., die urspriingliche Cauchyfolge konvergiert in V, was zu
zeigen war.

(Die bekannte und in jedem topologischen Raum geltende Tatsache, dass
eine stetige Abbildung Grenzwerte von konvergenten Folgen in Grenzwerte
der Bildfolgen abbilden, ist sehr einfach zu beweisen.)

b) folgt sofort aus Bemerkung 1.53.

c): Sei { ay, },cn eine Cauchyfolge in V/WW. Wir miissen zeigen, dass sie
konvergiert; nach Bemerkung 1.54 reicht es, eine konvergente Teilfolge zu
préasentieren. Diese konstruieren wir jetzt durch Induktion, gleichzeitig mit
einer Urbildfolge unter 7.

Sei k € N, und fiir alle j < k seien n; € N und ein Vektor v; € a,,, schon
gewihlt, so dass drei Bedingungen erfiillt sind:

o fiir alle m > n, ist ||Oém — Qp, H < 2—(j+2);
e wenn j > 01ist n; > nj_
e wenn j > 0 ist ||v; — v 4| < 277.

(wenn k = 0 wird nichts vorausgesetzt und dieser Fall ist der Induktionsan-
fang).

Fiir den k-ten Schritt der Induktion wéahlen wir zunéchst n, so dass die
erste der drei Bedingungen erfiillt ist, und wenn £ > 0 wihlen wir es grofer
als ng_1 (was wegen der Cauchy Eigenschaft ja moglich ist).

Wenn £ = 0 wihlen wir einen beliebigen Vektor vy € a,.

Wenn k > 0, dann garantiert die erste Bedingung fiir j = k — 1 und
die Wahl von nj > nj_y, dass Hoznk — Qi H < 2=+ Nach der Definition
der Norm auf V/W kénnen wir einen Vektor uy, € o, — oy, , finden mit
|lug|| < 27%. Wir setzen vy := vz_; + u; und haben dann wie gewiinscht
lvk = vkl = JJuxll < 27,

Aus der dritten Bedingung bei der Wahl der Folge { v },.n und aus
der Dreiecksungleichung folgt, dass die Norm der Differenz zweier Glieder
dieser Folge durch die Differenz der entsprechenden Partialsummen der geo-
metrischen Reihe Y 7 27% majorisiert wird. Weil diese Reihe konvergiert,
bilden ihre Partialsummen eine Cauchyfolge und somit bilden die vy auch ei-
ne Cauchyfolge, die in V' gegen einen Vektor v konvergiert weil V' vollstandig
ist.

Aus der Stetigkeit von 7 folgt nun

(o) = Jim (o) = Jim o,

und wir haben eine konvergente Teilfolge der Folge { v, },,cn gefunden.
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d): Sei {7}, },cn eine Cauchyfolge in L(V,W). Fiir jedes v € V und fiir
je zwei Zahlen m und n € N ist

| T (v) = Ta() || = (T = Ta) ()| < 1T = Tl Il

und daran sieht man, dass die Folge { T},(v) },.n eine Cauchyfolge in W ist
und somit konvergiert.
Wir definieren eine Funktion 7': V' — W durch die Vorschrift

T(v) = nh—{go T (v)

fiir jedes v € V.

Die algebraischen Operationen von W sind stetig und sind deshalb ver-
tauschbar mit Grenzwertbildung. Daraus folgt, da jedes 7T,, linear ist, dass
auch T eine lineare Abbildung ist.

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Zahl N € N, so dass fiir alle m und n > N
gilt || T, — T < g/2.

Sei n > N und sei v € V mit ||v|| < 1. Wir haben dann

|7(0) = Tu@)] < .

Nach der Definition von T ist lim,, .. T, (v) = T(v), und es gibt eine
Zahl m > N (die von v abhingen kann, aber das schadet nicht), so dass

HTm(U) — T(v)” < 3"

Aus der Dreiecksungleichung folgt dann ||7(v) — T,,(v)|| < e fiir jedes
v €V mit ||v|| < 1. In anderen Worten,

|T —T,|| <e fiir jedes n > N. (1.11)

Hieraus konnen wir zunéchst schliefsen, dass T stetig ist, denn Ty ist
nach Voraussetzung stetig, T" — T ist beschrinkt und deshalb stetig, und
weil L(V, W) ein Vektorraum ist gehort auch T'= (T'— Ty )+ Ty zu L(V, W).

Nun folgt aus (1.11) fiir beliebige ¢ > 0, dass lim,, .7, = T in der
Normtopologie von L(V, W), d.h., die Cauchyfolge { T}, }, . konvergiert und
L(V, W) ist vollstandig.

e) ist eine Spezialfall von d) mit W = K. Wir wissen schon, dass K ein
Banachraum ist, und deshalb ist d) anwendbar. [ |

Definition 1.56 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X.
A heifit dicht in X, wenn A = X.

A heift nirgends dicht in X, wenn A keine nichtleere offene Menge von
X enthalt.
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Lemma 1.57 Seien V ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum
und sei U C V ein dichter Untervektorraum. Sei T' € L(U, W ).
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige lineare Abbildung

T:V—W
mit T|U = T, und es gilt |T|| = ||T].

Beweis. Wenn V' = {0} ist nichts zu beweisen. Also kénnen wir annehmen,
dass V' # {0} und somit auch U # {0} (da U dicht ist).

Fiir jedes v € V = U finden wir eine Folge { u, }nen aus U, die gegen v
konvergiert. Diese Folge ist eine Cauchyfolge, und weil T" beschrankt ist, ist
auch die Bildfolge { T'(uy) },cn eine Cauchyfolge und konvergiert in 1 weil
W vollsténdig ist. Wir setzen

T(v) == nh_}r{)lo T(uy).
Man beachte, dass dies die einzige Moglichkeit ist, eine stetige Erweiterung
von T zu konstruieren, und dies bedeutet, dass T auf jeden Fall eindeutig
bestimmt ist, falls es die gewiinschten Eigenschaften hat.
Wenn {u;, }, . eine andere gegen v konvergierende Folge aus U ist, so
konvergiert die Folge { u, — u;, }, . gegen 0, und weil T stetig ist, konvergiert
auch

{T(un —u,) Fen = {T(un) = T(uy) }ren
gegen T(0) = 0. Also ist

tim 7(0,) = Jim T,
und 7 ist wohldefiniert.
Wenn v € U konnen wir u,, := v nehmen fiir jedes n € N und wir sehen
daran, dass in diesem Fall T'(v) = T'(v), d.h., T ist eine Erweiterung von 7.
Seien v und v" € V, seien a und b € K, sei {u, }, . eine Folge in U,
die gegen v konvergiert, und sei {u], }, . eine Folge aus U, die gegen v/
konvergiert. Dann ist lim,,_., au, + bu), = av + bv’ und nach Definition ist

T(av+bv') = lim T(au, + b)) = lim aT(u,) + bT(u!) = aT(v) + bT (V).
Also ist T linear.
Sei v € V mit ||v|| = 1, und sei { u, }, N €ine gegen v konvergente Folge

aus U. Weil die Norm stetig ist, ist lim,, . ||u,|| = 1 und fiir jedes € > 0 gibt
eine Zahl N € N so dass fiir n > N gilt |ju,|| < 1+e.
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Daraus folgt wieder
1T (un) || < TN Nl < (1 +€) T
fiir alle n > N, und somit ist

|T()]| = lim || T(un)|| < (1+2) [T

n—oo

Also ist HTH < (14 ¢)||T] fiir jedes € > 0 und damit gilt HTH < |7 -
Insbesondere ist T stetig. )
Die Inklusion i: U — V ist eine Isometrie und 7' = T o ¢, woraus folgt

171 < 1| - il = 7] - 1 = (1)
Mit der anderen Ungleichung haben wir HTH = ||T'|| wie behauptet. [

Ein normierter Vektorraum, der nicht vollstandig ist, ldsst sich immer als
dichten Unterraum in einen Banachraum einbetten oder zu einem Banach-
raum erweitern. Dies gilt sogar fiir metrische Rdume allgemein, wenn man
die algebraische Struktur und die Normstruktur aufer Acht lasst.

Wir wollen hier aber nur die algebraische Version beweisen, weil der Be-
weis sich effizienter aufschreiben lasst, weil wir ohnehin zeigen miissen, dass
die algebraische und Normstruktur, wenn vorhanden, sich auf die Vervoll-
standigung vererben, und weil wir auch hauptséichlich diesen Fall spéiter be-
notigen.

Satz 1.58 Sei V' ein normierter Vektorraum. Dann gibt es einen Banach-
raum V' und eine lineare Isometrie i: V. — V, eindeutig bestimmt bis auf
isometrische Isomorphismen, so dass i(V') dicht ist in V.
__ Die Isometrie i erlaubt es, V' als einen normierten Untervektorraum von
V' aufzufassen; da V' normiert ist, ist jede Isometrie auf V injektiv.

Der Banachraum V heifit die Vervollstaindigung oder die Komplettie-
rung von V.

Beweis. Folgen in einem Vektorraum kann man gliedweise miteinander ad-
dieren oder mit Skalaren multiplizieren, und so erhilt man aus V' zunéchst
den K-Vektorraum F(V) aller Folgen { v, }, . aus V.

Mit der Dreiecksungleichung und den Eigenschaften der Norm beziiglich
Multiplikation von Vektoren mit Skalaren priift man leicht nach, dass eine
Linearkombination von Cauchyfolgen wieder eine Cauchyfolge ist. D.h., die
Cauchyfolgen in V' bilden einen Untervektorraum CF(V) C F(V).
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Auf diesem Vektorraum ist es einfach, zumindest eine Halbnorm einzu-
fithren. Denn wenn { v, }, . eine Cauchyfolge ist, dann folgt sofort aus Glei-
chung (1.7) in Bemerkung 1.31, dass auch die Folge { ||[v,|| },,cn eine Cauchy-
folge ist und in R konvergiert, weil R vollstandig ist.

Wir setzen

o3| = lim o] € R,

Diese Zahl ist nichtnegativ, weil alle Glieder der Folge auf der rechten Seite
nichtnegativ sind. Die Norm der konstanten Folge 0 ist offensichtlich 0. Fiir
a € Kist ||a{v, }|| = la| |[{vn }||, weil das entsprechende fiir jedes Folgen-
glied auf der rechten Seite gilt. Auch die Dreiecksungleichung folgt sofort
aus der Tatsache, dass sie fiir die einzelnen Folgenglieder rechts gilt. Die-
se Eigenschaften zeigen, dass || | eine Halbnorm auf dem Vektorraum der
Cauchyfolgen ist.

Diese Halbnorm ist keine Norm, aber wir kénnen sie mit Korollar 1.50
zu einer Norm machen. Genau dann ist ||[{v, }|| = 0 fiir eine Cauchyfolge
{vn }ens wenn lim, . [[v,|| = 0, und das ist gleichbedeutend damit, dass
limy, . v, = 0, also dass { vy, }, .n €ine Nullfolge ist.

Nach Korollar 1.50 bilden die Nullfolgen einen abgeschlossenen Untervek-
torraum N F'(V') des Cauchyfolgenraumes.

Wir definieren V' als den normierten Vektorraum CF(V)/NF(V), verse-
hen mit der Quotientennorm. Die Norm einer Klasse in V ist die Norm jeder
Cauchyfolge in der Klasse, also der Limes der Norme der Cauchyfolgenglie-
der.

Wir miissen zeigen, dass V vollstindig ist. Da die Projektion 7 von CF(V)
nach V eine Isometrie ist (Korollar 1.50), kénnen wir Restklassen in V durch
Représentanten in C'F (V') ersetzen, und es reicht zu zeigen, dass jede Cauchy-
folge in C'F (V') konvergiert, oder was nach Bemerkung 1.54 auf das Gleiche
hinauslauft, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

Sei also { ¢ },,cn eine Cauchyfolge in CF(V). Nach Ubergang zu einer
Teilfolge kénnen wir annehmen, dass fiir jedes k € N fiir alle m > k gilt

lom — nll < 27572
(Da in der urspriinglichen Folge schlieflich je zwei Glieder diesen Abstand
zueinander haben, wihlt man das k-te Glied der Teilfolge mit einem so grofen
Index in der urspriinglichen Folge, dass ab diesem Index héchstens der ge-
nannte Abstand zwischen Folgengliedern herrscht.)

Jedes einzelne ¢,, ist selber eine Cauchyfolge { vpmp },cp i V.

Wir fiigen jetzt eine neue Folge {uy, },.n aus Abschnitten zusammen,
die wir hintereinander den Folgen ¢,, entnehmen und in gleicher Lage in die
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neue Folge einfiigen. Diese Folge { u,, } hat dann die Gestalt
Up = Um,n

fiir eine monoton steigende Folge {m,, },.n von Indizes, die angeben, aus
welchem ¢,,, wir das n-te Glied der neuen Folge abschreiben.

Das soll nach folgender Regel geschehen. Fiir jedes m gibt es eine Zahl
N,, € N, so dass fiir alle n und » > N,, gilt

||Umr - Umn” S 2im717 (]_]_2)

und weil ¢,, nur endlich viele Vorgénger ¢, in der Folge { ¢; },.n hat und
fiir diese nach Annahme gilt ||, — @&|| < 2772, kénnen wir, wenn wir N,,
geniigend grofs wihlen, zuséitzlich erreichen, dass

van - Ukn” S 27]671 (113)

fiir alle £ < m (natiirlich auch fiir & = m) und fiir n > N,,; diese Ungleichung
gilt fiir geniigend grofe Indizes n weil wir ja angenommen haben

lom = @ull = 1 fJom — val] < 2757
n—oo

Wir setzen
m, :=max({m <n|m=0odern> N, }).

Offensichtlich ist das eine monoton steigende Folge und sie ist unbeschrinkt,
denn fiir jedes M € N wird m,, > M sobald n > max(M, Ny;).

Nach der Definition ist allerdings m,, < n fiir jedes n, und auferdem
Np, < n.

Wir schreiben in Zukunft ¢ fiir die Folge { uy },cn-

Diese Folge ist Cauchy. Denn sei & € N. Wenn n < r so grob sind, dass
m,, > k, dann haben wir

||Umn7’ - un” S 2—mn—1 S 2_k_1
nach Bedingung (1.12), da r > n > N, , sowie
Hur - UmnrH S 27mn71 S 27k717

nach Bedingung (1.13), da m,, < m, und r > N,,,. Nach der Dreiecksunglei-
chung ist also
up — up|| < 27F 142751 < o7k
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Das zeigt, dass { u, },,.n Cauchy ist, d.h., ¢ € CF(V).

Wir zeigen jetzt, dass lim,, .. ¢m = @. Wieder sei k € N gegeben. Wenn
m > k und wenn n > max(m, N,,), dann ist m, > m und nach Bedin-
gung (1.13) gilt

Hun - vmn” = vann - Umn” < 2im71 < 27]4:71-
Folglich ist fiir m > k auch
I = @mll = lim |y — V|| <277
n—oo

Das beweist die Konvergenzaussage.

Weil jede Cauchyfolge in C'F (V') konvergiert, gilt das Gleiche auch im
Quotienten V = CF(V)/NF(V) und V ist vollstiindig.

Wir miissen noch eine Isometrie i: V' — v konstruieren, deren Bild
dicht ist in V.

Die Abbildung ¢: V. — CF(V), die jedem Vektor v die konstante Folge
{vp },en mit allen v, = v zuordnet, ist offensichtlich wohldefiniert (die kon-
stante Folge ist tatsdchlich eine Cauchyfolge), linear und eine Isometrie. Wir
setzen

1:=moc.

Als Verkniipfung von zwei [sometrien ist dies eine Isometrie.

Um zu zeigen, dass Bilds dicht ist in V, reicht es, weil 7 stetig und
surjektiv ist, zu zeigen, dass Bild ¢ dicht ist in CF(V).

Aber das ist klar, denn sei ¢ = { v, }, . eine Cauchyfolge in V', betrachtet
als Element von C'F (V). Fiir jedes n € N sei ¢, := ¢(vy,).

Es ist lim, .o ¢, = ¢, denn fiir jedes £ > 0 gibt es eine Zahl N € N, so
dass fiir alle n > N und fiir alle m > N gilt ||v,,, — v,,|| < €/2. Daraus folgt

. . €
I = @ull = 1 fJum = ()]l = lim_lom —vall < 5 <2

fiir alle n > N. Also konvergiert { ¢, },.n gegen ¢. Das zeigt, dass jedes
¢ € CF(V) in der abgeschlossenen Hiille von Bild ¢ liegt. Also ist Bild ¢
dicht. R R R

Zum Schluss ist noch die Eindeutigkeit von V' zu zeigen. Seien V1 und V3
zwei beliebige Komplettierungen von V und seien ¢;: V — V; (fiir j = 1, 2)
Isometrien mit dichtem Bild U; :=4;(V).

Die Isometrie R

T :=iy0i;t: U — V;
hat nach Lemma 1.57 eine eindeutig bestimmte Erweiterung zu einer stetigen
linearen Abbildung R N
TV — W,
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T ist cine Isometrie, denn fiir jedes w € Vj existiert eine Folge { wy, }ren
aus i1 (V) mit lim,, ., w, = w. Aus Stetigkeitsgriinden gilt

ol = Tim fl,],

T(w) = lim T(w,) = lim T"(w,),

n—oo n—oo

und schlieRlich

|7 =t [[77(w,) | = Tim [, ]| = o]
wie behauptet. R
T ist surjektiv, denn fiir jedes u € V; existiert eine Folge {u, }, . aus
io(V) = Uy mit lim,,_,, u,, = u. Diese Folge ist natiirlich eine Cauchyfolge.
Offensichtlich ist Bild 7" = Bild i, = Uy und wir finden deshalb Vektoren
w, € U; mit
T(wy) =T (wy) = uy.

Weil T eine Isometrie ist, ist auch { w, }, . €ine Cauchyfolge und konvergiert
gegen einen Vektor w € V. Weil T stetig ist, ist

T(w) = lim T(w,) = lim u, =u

n—oo n—oo

und das zeigt, dass T" surjektiv ist. R
Als Isometrie auf dem normierten Vektorraum V; ist T" auch injektiv, also
ein Isomorphismus. Da auch

Toiy=T oi; =iy0i;' 0iy =iy,

fiithrt der isometrische lsomorphismus T die Einbettung i;: V — 171 in die
Einbettung i5: V' — V5 {iber. Damit ist alles bewiesen. [ |

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem niitzlichen Satz iiber abzéhlbare
Vereinigungen von nirgends dichten Mengen in einem vollstdndigen metri-
schen Raum.

Satz 1.59 (Baire) Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei
{ A; | i € N} eine abzdhlbare Familie von nirgends dichten Teilmengen. Dann
enthélt die Menge
A=A
i=0

keine nichtleere offene Menge.
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Beweis. Wir kdnnen annehmen, die Mengen A; sind alle abgeschlossen, denn
auch ihre abgeschlossenen Hiillen sind nirgends dicht und wenn [ J;°, A; keine
nichtleere offene Menge enthélt, kann | J;°, A; auch keine enthalten.
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es einen Punkt x € X
und eine Zahl ¢ > 0 mit B.(z) C A.
Wir konstruieren jetzt durch Induktion iiber 7 € N eine Folge { z; },  in
X und eine Folge { &; },.n von positiven Zahlen, so dass fiir jedes 7 gilt

&

Eir1 < 5 (114&)
B5i+1 (Ii—i-l) N Az = @ (114C)

Wir beginnen die Induktion mit &g := & und xy := x. Keine Bedingung (1.14)
bezieht sich nur auf xy und ¢y und deshalb miissen wir diese Bedingungen
bei der Wahl von xy und €y noch nicht beriicksichtigen.

Nun nehmen wir an, ¢ > 0 und z; und ¢; sind fiir alle j < 4 schon gew&hlt
worden, so dass die obigen Bedingungen erfiillt sind.

Weil A; nirgends dicht ist und somit keine offene Menge enthalt, finden
wir in dem offenen Ball B, /5(x;) einen Punkt x;,1, der nicht in A; liegt.
Dieser Punkt erfiillt (1.14b).

Nach Annahme ist A; abgeschlossen, und weil z;,1 ¢ A; finden wir eine
Zahl ;41 > 0, so dass (1.14c) gilt. Diese Zahl kénnen wir beliebig klein
wihlen, und wir wihlen sie < ¢;/2 um (1.14a) zu erfiillen.

Damit ist der Induktionsschritt erledigt und wir erhalten durch Induktion
eine gesamte Folge { x; },., so dass die Bedingungen (1.14) gelten.

Sei i < j € N. Aus Bedingung (1.14a) folgt durch Induktion, dass

€
Mit ¢ = 0 finden wir insbesondere ¢; < £/27 fiir jedes j.

Aus der Dreiecksungleichung und (1.14b) sehen wir, dass d(z;, z;) kleiner
ist als &; mal die Summe der geometrischen Reihe > > 27" = 1. D.h,, fiir
j > 1 haben wir

d(l’i,ﬁj) <g < %

Das zeigt, dass { z; },. eine Cauchyfolge ist. Da X vollsténdig ist, kon-

vergiert sie gegen einen Grenzwert a.
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Die gleiche Abschitzung wie eben zeigt fiir jedes ¢ € N, dass auch

j—1
d(wi;a) = Jim d(z;, 2;) < lim, > d(wn, 2ng1)

as (L14b) X ¢,
= Zd(:ﬁn, Tpi1) < Z on = Ei
n=t n=1

Fiir i = 0 besagt dies, dass d(x,a) < € und deshalb a € A.

Aber fiir jedes i > 0 folgt mit (1.14c), dass a ¢ A;_1. Also gehort a zu
keiner der Mengen A;, obwohl es in ihrer Vereinigung liegt.

Das ist ein Widerspruch und es gibt, anders als angenommen, keine nicht-
leere offene Teilmenge von A. |
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Kapitel 2

Dre1 Grundprinzipien der
Funktionalanalysis

In Kapitel 1 haben wir eine erste Bekanntschaft gemacht mit den Gegenstéan-
den, mit denen sich die Funktionalanalysis hauptsichlich beschéftigt, namlich
mit topologischen Vektorrdumen, normierten Vektorrdumen, Banachriumen.
Wir haben einige niitzliche allgemeine Eigenschaften dieser Rdume kennen
gelernt, Grundkonstruktionen wie Quotientenbildung und Komplettierung
mit ihnen durchgefiihrt, und auch etwas dariiber erfahren, wie stetige lineare
Abbildungen zwischen diesen Radumen aussehen miissen.

Aber diese erste Bekanntschaft war auch eine dufserst fliichtige. Im Grunde
genommen wissen wir praktisch gar nichts iiber stetige lineare Abbildungen,
denn die Vektorrdume, die wir aus Erfahrung kennen, sind alle endlichdi-
mensional, und wir haben gesehen, dass endlichdimensionale Raume fiir die
Funktionalanalysis eine fast triviale Struktur haben—sie besitzen zwar eine
Topologie, aber im endlichdimensionalen Fall ist sie eindeutig bestimmt und
unterscheidet nur Vektorrdume, die auch algebraisch schon verschieden sind.

Uber die funktionalanalytisch interessanten unendlichdimensionalen Riu-
me sind wir im Moment noch véllig im Dunkeln. Das Wenige, das wir speziell
tiber diese Ridume erfahren haben (zum Beispiel die Tatsache, das in ihnen
der abgeschlossene Einheitsball nicht kompakt ist) ldsst uns nicht viel Hoff-
nung, dass sie eine ,angenehme” mathematische Struktur haben oder dass
diese Struktur zugénglicher sein konnte, als die undurchsichtige algebraische
Struktur unendlichdimensionaler Vektorraume.

Sogar das wichtigste Merkmal jeder mathematischen Theorie, ndmlich das
Vorhandensein strukturerhaltender Abbildungen, kénnte hier fehlen. Fiir un-
endlichdimensionale normierte Vektorrdume garantiert keines der bisher be-
wiesenen Ergebnisse die Existenz von stetigen linearen Abbildungen aufer
solchen von einer speziellen trivialen Art (Nullabbildungen, Inklusionen von
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Unterrdumen, Projektionen auf Quotienten). Das gilt sogar wenn der Ziel-
raum ganz einfach ist, etwa gleich dem Koeffizientenkdrper K. Da die Ste-
tigkeit die algebraischen Eigenschaften stark einschrinkt, kann es gut sein,
dass es zumindest manchmal nur die genannten trivialen stetigen linearen
Abbildungen gibt, und in diesem Fall hétten wir es mit einer leeren Theorie
zu tun—wie soll man eine Struktur untersuchen, wenn man sie mit anderen
Instanzen dieser Struktur nicht vergleichen kann?

In diesem Kapitel werden wir diese Bedenken ausrdumen und zeigen, dass
die Theorie der stetigen linearen Abbildungen auf normierten Vektorraumen
eine reichhaltige und aufserdem eine sehr angenehme, und wegen giinstiger
Basiseigenschaften leistungsfihige Theorie ist.

Wir beweisen drei wichtige Grundprinzipien der Funktionalanalysis. Das
erste Prinzip findet seinen Ausdruck im Satz von Hahn-Banach iiber die
Fortsetzbarkeit linearer Funktionale, ein Satz mit vielen Anwendungen, die
wir teils hier, teils in eigenen Abschnitten besprechen werden. Die ande-
ren beiden Prinzipien gelten in Banachrdumen und sind Konsequenzen der
Vollstéandigkeit. Es handelt sich um das Prinzip der gleichmdjfiigen Be-
schrinktheit von Familien stetiger linearer Abbildungen, deren Werte an
jedem einzelnen Punkt beschrénkt sind (Satz von Banach-Steinhaus), und
um das Prinzip der offenen Abbildung, welches besagt, dass surjektive
stetige lineare Abbildungen offene Mengen wieder in offene Mengen abbilden.

Wir beginnen mit dem Satz von Hahn-Banach, zu dessen Vorbereitung
wir einige Begriffe definieren méchten.

Definition 2.1 Sei V' ein topologischer Vektorraum iiber dem Korper K =
R oder C. Die Elemente des Dualraumes

V.= L(V,K),

also die stetigen linearen Abbildungen von V' in den durch den Betrag nor-
mierten Vektorraum K, nennen wir stetige lineare Funktionale oder ste-
tige Linearformen auf V.

Wir wollen zeigen, dass V* nicht {0 } ist, wenn V' ein normierter Vektor-
raum # 0 ist, in anderen Worten, dass es auf jedem nichttrivialen normierten
Vektorraum nichttriviale stetige lineare Funktionale gibt.

Definition 2.2 Sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K = R oder C (hier
muss V' keine Topologie tragen—es geht nur um die algebraische Struktur).
Ein sublineares Funktional auf V ist eine Abbildung

p:V—R

(reellwertig, auch wenn K = C), so dass
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a) p(Av) = Ap(v) fiir alle v € V und fiir alle A > 0 € R;
b) p(v+ w) < p(v) + p(w) fiir alle v und w € V.

Sublineare Funktionale nennen wir manchmal auch sublineare Abbildun-
gen oder wir sagen von einer solchen Abbildung einfach ,,p ist sublinear*.

Beispiele 2.3 Sei V' ein Vektorraum.
a) Jede R-lineare Abbildung p: V' — R ist ein sublineares Funktional.
b) Jede Halbnorm auf V' ist ein sublineares Funktional.

Unsere erste Version des Satzes von Hahn-Banach ist ein rein algebraischer
Satz, in dem es nicht um Normen oder Topologien geht. Wegen Beispiel 2.3 b)
hat er aber topologische Anwendungen!

Satz 2.4 (Satz von Hahn-Banach, algebraisch) Sei V' ein reeller Vek-
torraum und sei p: V — R ein sublineares Funktional auf V.

Sei W C V ein R-Vektorraum und sei f: W — R eine R-lineare Abbil-
dung, so dass fiir jedes w € W gilt

f(w) < p(w).

Dann lésst sich f zu einer R-linearen Abbildung F': V — R erweitern
mit der Eigenschaft, dass

—p(—v) < F(v) < p(v) (2.1)
fiir jedes v € V.

Beweis. Der Beweis verwendet das Zornsche Lemma—wir konstruieren da-
mit eine maximale Erweiterung von f, die die Abschédtzung (2.1) auf ihrem
Definitionsbereich erfiillt, und zeigen, dass sie auf ganz V' definiert ist.

Sei

E:={(U,g) | U Untervektorraum von V mit W C U,
g: U — R linear mit g|W = f,
—p(—u) < g(u) < p(u) fir allew e U }

die Familie aller ,p-dominierten® linearen Erweiterungen von f.
Wir ordnen &£ durch die Relation

(U1, 91) < (Uz, 92) : <= Uy C Uy und g5|U; = g1.
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Offensichtlich ist dies eine partielle Ordnung, und jede total geordnete Teil-
familie

U={(Ung)|AeA}
von & hat eine obere Schranke (U, g) gegeben durch

UZ:UU)\

AEA

und
g(u) := gx(u) fiir ein beliebiges A € A mit u € U,.

Weil U total geordnet ist unter der angegebenen Relation < sieht man
leicht, dass der Wert von g(u) nicht davon abhéngt, mit welchem mdglichen
A wir gy(u) bestimmen, und g ist eine wohldefinierte Abbildung U — R.

Wiederum weil U total geordnet ist, liegen je zwei Vektoren aus U in einem
gemeinsamen Untervektorraum Uy, und weil das entsprechende g, linear ist
verhilt sich g linear auf Linearkombinationen dieser beiden Vektoren. Folglich
ist ¢ linear.

Weil jedes gy in der Rolle von F' die Abschitzung (2.1) auf Uy, erfiillt und
weil g als gemeinsame Erweiterung aller g, definiert ist, erfiillt auch g diese
Ungleichung auf jedem U,, also auf ganz U.

Nach Konstruktion ist U ein Obervektorraum jedes Uy und g ist so defi-
niert, dass g|Uy = gx. Also gilt

(Ux,90) < (U, 9)

fiir jedes A € A, und (U, g) ist eine obere Schranke zu ¢/ in &.

Damit erfiillt £ mit der partiellen Ordnung < die Voraussetzungen fiir das
Zornsche Lemma, und das Zornsche Lemma besagt, dass £ ein maximales
Element (U, g) besitzt.

Wir werden zeigen, dass U = V; dann ist g die gesuchte Erweiterung F'
von f.

Wenn U # V, sei z € V \ U und sei

Z=U+ Rz ?t U.
Jedes Element v € Z hat eine eindeutige Darstellung
v=u-+az

mit v € U und a € R.
Fiir je zwei Vektoren x und y € U gilt wegen der Linearitdt von g und
der Sublinearitit von p, dass

g@)+g9(y) =glx+y) <plx+y)=plr—2z+z+y) <plx—2)+plz+y)
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und deshalb ist
g(x) —ple —z) < —g(y) +ply + 2). (2.2)

Sei
C:=sup{g(z)—plr—2)|zeU}.

Fiir jedes u € U gilt dann
g(u) —p(u—2) < C < —g(u) + plu + 2). (2.3)

Die linke Ungleichung folgt aus der Definition von C' und die rechte Unglei-
chung folgt aus (2.2) mit w in der Rolle von y und mit der linken Seite ersetzt
durch ihr Supremum iiber alle z.

Wir definieren jetzt eine Funktion h: Z — R durch

h(u+ az) == g(u) + aC

fiir alle w € U und a € R. Weil jedes Element von Z sich auf eindeutige Weise
in der Form u+ az schreiben lésst ist A wohldefiniert, und h ist offensichtlich
R-linear, da g linear ist. Fiir Vektoren u € U ist

h(u)=h(u+0-2)=g(u)+0-C = g(u),

d.h., h erweitert g.
Wir behaupten, dass

—p(—v) < h(v) < p(v) (2.4)

fiir jedes v € Z. Das gilt wenn v € U, weil g diese Ungleichung erfiillt und
hlU = g.

Wenn v € U, so schreibt sich v als u 4 az fiir ein eindeutiges v € U und
ein eindeutiges a # 0 € R.. Sei

u = ° eU.
|a|

Aus Ungleichung (2.3) folgt, dass
g(u') —pu' —2) < C < —g(u') + p(u' + 2)

und wenn wir dies mit |a| > 0 multiplizieren und die Linearitdt von g und
Bedingung 2.2 a) fiir p ausnutzen, finden wir

9(u) = p(u — la] 2) < [a] € < —g(u) + p(u+1a] 2). (2.5)
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Wenn a > 0, so ist |a| = a und aus der rechten Ungleichung erhalten wir
h(v) = g(u) + aC < p(u +aC) = p(v);
wenn a < 0, so ist — |a| = a und aus der linken Ungleichung in (2.5) folgt
h(v) = g(u) + aC = g(u) — |a| C < p(u — |a| C) = p(u + aC) = p(v).

Also, unabhingig von dem Vorzeichen von a haben wir fiir jedes v € Z
zumindest die rechte Ungleichung h(v) < p(v) in (2.4).

Die linke Ungleichung erhalten wir sofort, wenn wir v durch —v ersetzen
(dieser Vektor liegt ja auch in Z). Weil —h(v) = h(—v) < p(—v), ist auch
—p(—v) < h(v).

Damit ist aber gezeigt, dass (Z, h) € £ und natiirlich ist (Z,h) > (U, g).
Somit war (U, g) doch nicht maximal in £.

Diesen Widerspruch erhalten wir nur dann nicht, wenn U = V. Also gibt
es auf ganz V eine Erweiterung F von f, die Bedingung (2.1) erfiillt, und der
Satz ist bewiesen. |

Wenn wir diesen wohlbemerkt rein algebraischen Satz spezialisieren auf
den Fall, wo das sublineare Funktional eine Halbnorm ist, so konnen wir
daraus duferst niitzliche topologische und somit funktionalanalytische Kon-
sequenzen ziehen. Wir beginnen mit einem Hilfssatz, der uns unter anderem
erlaubt, auch komplexe Vektorrdume und komplexwertige lineare Funktiona-
le zu behandeln.

Lemma 2.5 Sei K = R oder C, sei V ein K-Vektorraum und seip: V — R
eine Halbnorm aufV'.
Sei W ein Untervektorraum von V und sei f: W — K eine K-lineare

Abbildung, so dass

|f(w)] < p(w)
fiir alle w € W. Dann besitzt [ eine K-lineare Erweiterung F': V — K, so
dass

|[F'(v)] < p(v)
fiir allev e V.

Beweis. Wenn K = R, so folgt die Behauptung direkt aus Satz 2.4, denn aus
der Voraussetzung fiir f folgt, dass fiir jedes w € W gilt

f(w) < [f(w)| < p(w)

und Satz 2.4 besagt, dass f eine lineare Erweiterung F': V' — R besitzt, so
dass

—p(=v) < F(v) < p(v)
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fir allev e V.

Weil p eine Halbnorm ist, ist p(—v) = p(v), und nun besagt die linke
Ungleichung, dass —F(v) < p(—v) = p(v), wihrend die rechte besagt, dass
F(v) < p(v). Die Kombination dieser Ungleichungen liefert

|F(v)] < p(v)

fiir alle v € V.

Wenn K = C, so wenden wir den reellen Fall an auf die R-lineare Abbil-
dung Re f; sie erfiillt die Voraussetzungen, weil |Re f(v)| < |f(v)| < p(v) fiir
jedes v € V., und es gibt deshalb eine R-lineare Erweiterung F,.: V — R
von Re f mit

| F2(v)] < p(v) (2.6)
fiir jedes v € V.
Wir definieren eine komplexwertige Abbildung F': V' — C durch

F(v) == F.(v) —iF.(iv).

Da F, nur reelle Werte annimmt und somit —iF, nur imaginire Werte an-
nimmt, ist Re F' = F,.
Die Abbildung F' ist offensichtlich R-linear, und weil

F(iv) = F.(iv) — iF,(i*v) = —iF.(iv) — iF,(—v)
= —*F,(iv) + iF,.(v) = i(—iF,(iv) + F.(v)) = iF(v)

ist F' sogar C-linear.

Nach Konstruktion stimmt Re F' = F, auf W mit Re f {iberein. Aber
fiir eine C-lineare komplexwertige Funktion ¢ folgt aus der Linearitit be-
ziiglich i, dass Im g(v) = Re(—ig(v)) = Reg(—iv) fiir jeden Vektor v, und
deshalb haben C-lineare Funktionale mit gleichem Realteil auch den gleichen
Imaginérteil und stimmen ganz iiberein.

Es folgt, dass F'|W = f.

Fiir jeden Vektor v € V finden wir eine komplexe Zahl z mit |z| = 1, so
dass zF(v) = F(zv) € R und deshalb

2F(v) = F(2v) = Re F(zv) = F,.(2v).

Fiir jedes v € V gilt auf Grund von (2.6) und weil p eine Halbnorm ist,
dass

[ ()] = [2] [F(v)] = [2F (v)| = | (20)] < p(zv) = [2|p(v) = p(v).

F ist die gesuchte C-lineare Erweiterung von f, und wir sind fertig. W
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Satz 2.6 (Satz von Hahn-Banach, funktionalanalytisch) Sei K = R
oder C und sei V' ein halbnormierter K-Vektorraum. Sei W ein Untervektor-
raum von V' (mit der Halbnorm von V).

Sei f € W*. Dann besitzt f eine Erweiterung F' € V*, sodass ||F|| = || f] -

Beweis. Dieser bedeutende Satz ist ein einfaches Korollar des algebraischen
Satzes von Hahn-Banach, oder genauer von dessen Korollar Lemma 2.5.
Wir wenden dieses Lemma an auf die Funktion p: V' — R gegeben
durch
p(v) == |[f|l||v] fiir jedes v € V.

Als konstantes Vielfaches von || || ist p offensichtlich eine Halbnorm auf V|
und nach Lemma 1.33 b) ist

[fw)] < IfHllw] = p(w)  fir jedes w € W.

Nach Lemma 2.5 gibt es eine K-lineare Abbildung F: V — K mit
F|W = f, so dass

|F()| <plo) = £l vl fir jedes v e V.

Daraus folgt schon, dass F' beschrankt und somit stetig ist, also dass
F e V* und ||F| < ||f]] weil || f| eine Schranke fiir F ist.

Aber die Inklusion i: W — V ist eine Isometrie und weil f = F o
haben wir

LAF < E Il = 1] -1 =
Also ist ||F|| = || f|| wie behauptet. |

Korollar 2.7 Sei V' ein normierter Vektorraum und sei vy # 0 € V. Dann
existiert ein stetiges lineares Funktional f € V* mit Operatornorm | f|| = 1,
so dass f(vo) = [lvo] -

Insbesondere: wenn V' # 0, dann ist V* # 0.

Beweis. Sei W der von v, aufgespannte eindimensionale Untervektorraum
von V und sei fo: W — K die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
fo(ve) = ||vg]] # 0. Dann ist fy(ave) = a||vel| fiir jedes a € K. Daraus folgt

| folavo)| = lal [|vol| = [lavo]

fiir jeden Vektor avg € W. D.h., fy ist eine Isometrie und || fy|| = 1.

Nach Satz 2.6 hat f; eine stetige lineare Erweiterung f € V* mit der
gleichen Operatornorm, also || f|| = 1, und weil f eine Erweiterung von fy
ist, ist f(vo) = fo(vo) = [lvol|- u
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Dieses Korollar zeigt, dass Dualrdume von normierten Vektorrdumen ,,ge-
niigend viele* lineare Funktionale enthalten, und in der Tat sind die Dualriu-
me ein ausgezeichnetes Hilfsmittel zur Erforschung normierter Vektorrdume,
weil sie die Struktur der urspriinglichen Vektorrdume wiederspiegeln aber
selber sogar eine reichhaltigere Struktur haben. Dazu gehéren, wie wir in
einem spiteren Kapitel sehen werden, dre: Topologien, statt nur einer, und
insbesondere welche, die ,zahmer” sind als die Normtopologie und nicht ihre
unendlichdimensionalen Pathologien aufweisen (wie in Satz 1.48).

Der in seiner Urform algebraische Satz von Hahn-Banach war genau dar-
auf zugeschnitten, den Existenzsatz 2.6 fiir Erweiterungen von stetigen li-
nearen Funktionalen zu beweisen, indem man die Halbnorm in der Rolle des
sublinearen Funktionals einsetzt. Es gibt aber noch andere interessante An-
wendungen des Satzes von Hahn-Banach, zum Beispiel in der auch fiir die
Funktionalanalysis wichtigen Theorie der konvexen Mengen. Auf diese An-
wendungen kommen wir in einem spéateren Kapitel zuriick, um nicht vom
Hauptthema des jetzigen Kapitels abgelenkt zu werden, wichtige Grundsétze
der Funktionalanalysis an einem Ort zu sammeln.

Das néchste wichtige und anwendungsreiche Prinzip, das wir besprechen
mochten, erlaubt es, aus der Beschranktheit der Werte einer Familie von steti-
gen linearen Operatoren an einzelnen Punkten auf die globale Beschrénktheit
dieser Familie in L(V, W) zu schliefen.

Definition 2.8 Sei V' ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge B von V
heifst beschrdnkt, wenn die Menge { ||v]| | v € B} eine beschrénkte Teilmen-
ge von R ist, oder in anderen Worten, wenn

sup [|v]| < oo.
veB
Man beachte, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass B beschriankt ist
in der Normmetrik im Sinne von Definition 1.39 (beide Richtungen dieser
Aquivalenz folgen sehr einfach aus der Dreiecksungleichung, wie eigentlich
schon im zweiten Absatz der damaligen Definition bemerkt wurde).

Satz 2.9 (Prinzip der gleichmifiigen Beschrinktheit) Sei V' ein Ba-
nachraum und W ein normierter Vektorraum und sei F C L(V,W) eine
Familie von stetigen linearen Operatoren, so dass fiir jedes v € V' die Menge

{IT@[17er}

in K beschrinkt ist.
Dann ist F eine beschréankte Teilmenge von L(V, W) (beziiglich der Ope-
ratornorm).
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Beweis. Fiir jedes n € N sei
Ay ={veV||Tw)| <nfiraleT e F}.

Fiir jedes T' € F ist T' und somit auch || || o T" stetig und weil

Av= (Yl eT)([0,n])

TeF

ist A,, als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen.
Fiir je zwei Vektoren v und w € A, und je zwei Zahlen s und ¢ € R mit
|s| + [t| =1 ist auch sv + tw € A,,, weil fiir jedes T" € F gilt

| T (sv + tw)]|| = ||sT(v) + tT(w)]|
< |lsT)|| + [[ET ()| = IsHIT@)]| + 18] [ T (w)]
<ls|n+[t|n=(|s| +[t])n = n.

Mit s = —1 und t = 0 schliefen wir daraus, dass fiir jedes v € A,, auch
—v € A,, d.h., A ist symmetrisch um 0.

Mit s =t = % erhalten wir, dass fiir je zwei Vektoren v und w € V' auch
der Mittelwert (v 4 w)/2 € A,.

Die Voraussetzung des Satzes besagt, dass

UAn:V.

Insbesondere enthilt diese Vereinigung eine nichtleere offene Menge, und aus
Satz 1.59 (dem Satz von Baire) folgt, dass mindestens eine der A, nicht
nirgends dicht ist, und (da abgeschlossen) eine nichtleere offene Menge und
somit einen offenen Ball von positivem Radius enthélt.
In anderen Worten, es gibt eine Zahl m € N, einen Vektor x € V und
eine Zahl £ > 0, so dass
B.(z) C A,,.

Weil A, symmetrisch ist, ist auch B.(—x) = —B.(x) C Ap,.
Nun sei u € B.(0). Dann ist

u+x € Bo(x) C A, und u—1x € B.(—x) C A,
und folglich ist auch

Y ((u+az)—2k(u—ac)) c A
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Insbesondere gilt: fiir jeden Vektor u mit [|ul < /2 ist ||T(u)|| < m fiir
jedes T' € F.

Daraus folgt durch Skalierung, dass fiir jeden Vektor v mit |lu|| <1 und
fiir jedes T' € F gilt || T(u)|| < 2m/e. Nach Lemma 1.33 a) ist

2m
1T < —
€
fiir alle T' € F. Das zeigt, dass F beschrankt ist. ]

Korollar 2.10 Sei V' ein Banachraum und W ein normierter Raum und
sei { T, },,cn eine Folge aus L(V,W), die punktweise gegen eine Abbildung
T:V — W konvergiert.

Dann ist T stetig und linear, d.h., T € L(V,W).

Beweis. Dass T linear ist folgt sofort aus der Stetigkeit der Addition und der
skalaren Multiplikation in W. Wir miissen nur zeigen, dass 7' stetig ist.

Konvergente Folgen in einem metrischen Raum bilden immer eine be-
schrinkte Menge. Deshalb ist fiir jedes v € V die Menge {7, (v) | n € N}
beschriankt.

Aus Satz 2.9 folgt, dass die Familie {7}, | n € N } in L(V, W) beschrinkt
ist und es gibt somit eine Zahl C' > 0 € R, so dass ||7,,|| < C fiir jedes n € N.

Daraus folgt fiir jedes v € V, dass ||T,,(v)|| < C'[|v|| und wir haben somit
auch

7@ = Jim [T < ol

Also ist ||T']] < C und T ist beschrankt und folglich stetig. [ |

Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit konnen wir weitere
niitzliche Konsequenzen ziehen, wenn wir es auf den Dualraum eines gege-
benen normierten Vektorraumes anwenden. Zu diesem Zweck erinnern wir
an eine schon aus der Anfingervorlesung Lineare Algebra bekannte Tatsache
iiber Dualrdume, allerdings in einer leicht verstirkten funktionalanalytischen
Fassung.

Lemma und Definition 2.11 Sei V ein normierter Vektorraum. Den
Dualraum (V*)* des Dualraums von V nennen wir den Bidualraum von
V' und bezeichnen ihn mit V**.

Es gibt eine lineare Abbildung i: V — V** genannt die kanonische
Abbildung, die definiert wird durch die Vorschrift

(i(v))(a) :== a(v) (2.7)
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fiir jedes v € V und jedes o € V'*.

Wenn es nétig ist, um die kanonischen Abbildungen mehrerer normier-
ter Vektorrdume zu unterscheiden, schreiben wir iy als prézisere Notation
anstelle von 1.

Die kanonische Abbildung ist eine Isometrie und insbesondere stetig und
injektiv (weil V' normiert ist).

Beweis. Es ist nachzupriifen, dass ¢ nicht nur linear ist, sondern dass fiir jedes
v € V das Funktional i(v) tatsichlich linear und stetig auf V* ist und somit
wirklich ein Element von V** ist. Und wir miissen natiirlich zeigen, dass ¢
eine Isometrie ist.

Die rechte Seite von (2.7) ist offenbar bilinear in o und v. Da sie in «
linear ist, ist i(v) tatséichlich ein lineares Funktional auf V', und da sie in v
linear ist, ist ¢ zumindest eine lineare Abbildung von V' in den algebraischen
Dualraum von V*.

Betrachten wir jetzt die topologischen Eigenschaften. Fiir jedes oo € V*

und jedes v € V ist
|G@)@]| = lla)ll < llali o]

woraus folgt, dass ||v|| eine Schranke fiir das lineare Funktional i(v) ist und
somit HZ(U)H < vl .
Insbesondere ist i(v) beschrinkt und somit ein stetiges lineares Funktio-
nal, also ein Element des funktionalanalytischen Dualraums V** von V*.
Korollar 2.7 des Satzes von Hahn-Banach besagt, dass es fiir jeden Vektor
v # 0 € V ein stetiges lineares Funktional o € V* gibt mit ||| = 1 und mit

a(v) = (i(v)) (@) = [lv] = [lv] ol

Es kann also keine kleinere Schranke fiir i(v) geben als |Jv]|. Folglich ist
[i()|| = llv]] -

Die gleiche Beziehung gilt natiirlich auch fiir v = 0, weil dann wegen
Linearitit auch i(v) = 0 und beide Vektoren Norm 0 haben.

Also ist ¢ eine Isometrie. [

Korollar 2.12 Sei V' ein normierter Vektorraum und sei B C V eine Teil-
menge, so dass «(B) beschrinkt ist in K fiir jedes a € V*. Dann ist B
beschrinkt.

Beweis. Wir wenden das Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit (Satz 2.9)
auf die Familie ¢(B) C V** an. Man beachte, dass dieser Satz iiber ste-
tige lineare Abbildungen definiert auf einem Banachraum hier angewendet
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werden darf, weil der Definitionsbereich V* der Funktionale in i(B) nach
Lemma 1.55 e) tatséchlich ein Banachraum ist, auch wenn V' nicht diese
Eigenschaft hat.

Die Voraussetzung des jetzigen Korollars besagt (nach Definition der ka-
nonischen Abbildung ), dass die Familie ¢(B) von linearen Funktionalen auf
V* an jeder Stelle in V* eine beschréankte Menge von Werten annimmt. Aus
Satz 2.9 kénnen wir schlieffen, dass die Familie i(B) beschrénkt ist, und weil
1 eine Isometrie ist bedeutet das, dass B beschrankt ist in V. |

Bemerkung und Definition 2.13 Sei V' ein normierter Vektorraum. Eine
Teilmenge B C V, so dass a(B) beschrinkt ist in K fiir jedes o € V*, nennen
wir schwach beschrankt.

Korollar 2.12 besagt also, dass in einem normierten Raum jede schwach
beschriankte Teilmenge beschrankt ist.

Korollar 2.14 Sei V' ein Banachraum und W ein normierter Vektorraum
und sei F C L(V, W) eine Familie von stetigen linearen Operatoren, so dass
fiir jedes v € V' und fiir jedes « € W* die Menge

{|a(T(v))‘ |T€}"}

in K beschrankt ist.
Dann ist F eine beschrédnkte Teilmenge von L(V,W).

Beweis. Fiir jedes feste v € V wenden wir zunachst Korollar 2.12 auf die Men-
ge B, :={T(v) | T € F} an. Nach der Voraussetzung nimmt jedes linearen
Funktional in W* auf dieser Menge eine beschrinkte Menge von Werten an,
und wir kénnen daraus schliefsen, dass B, eine beschrinkte Teilmenge von
W ist fiir jedes v € V.

Daraus folgt direkt mit Satz 2.9, dass F beschrinkt ist. ]

Das dritte Grundprinzip der Funktionalanalysis befasst sich mit den topo-
logischen Eigenschaften surjektiver stetiger Abbildungen zwischen Banach-
rdumen und ist auch eine Konsequenz des Satzes von Baire.

Satz 2.15 (Prinzip der offenen Abbildung) Seien V und W Banach-
rdume und sei T': V. — W eine surjektive stetige lineare Abbildung.

Dann ist T eine offene Abbildung (d.h., T bildet offene Mengen in offene
Bilder ab).

Beweis. Um wahrend des Beweises klar zu stellen, in welchem Raum wir uns
gerade befinden, notieren wir den Nullvektor mit einem Index, der den Raum
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angibt, d.h., wir schreiben 0y fiir die Null in V und Oy fiir den Nullvektor
in W.

Die im Beweis vorkommenden offenen Bille in V und W werden nicht fiir
die beiden Rdume verschieden notiert, da am Mittelpunkt erkennbar ist, in
welchem Raum der Ball zu verstehen ist.

Wir fiihren den Beweis in vier Schritten. Die ersten drei Schritte beweisen
immer stirker werdende Aussagen iiber die Bilder von offenen Mengen um
Oy, und erst der letzte Schritt schliefst die allgemeine Aussage aus der lokalen
Situation um Null.

Schritt I. Sei U C V offen mit 0y € U. Dann enthélt 7(U) eine nichtleere
offene Menge.

Denn es gibt ein € > 0 mit B.(0y) C U, und weil jeder Vektor v € V' in
nB:(0y) = By:(0y) liegt sobald ne > ||v]|, ist

V C GnU.

n=1

Weil T' linear und surjektiv ist haben wir

W=T({V)C G T(nU) = [OJ nT(U).

Da dies eine nichtleere offene Menge im vollstdndigen Raum W ist, besagt
der Satz von Baire, dass die Mengen nT'(U) nicht alle nirgends dicht sein
kénnen. Es gibt also ein n > 1 € N so dass n7'(U) eine nichtleere offene
Menge enthélt.

Die skalare Multiplikation mit 1/n ist ein Homéomorphismus und es folgt,
dass

1—
T(U) = —(nT(U))
eine nichtleere offene Menge enthélt.
Schritt II. Sei U C V offen mit Oy € U. Dann enthélt T'(U) eine nichtleere
offene Menge um Oy .
Dazu betrachten wir die stetige Abbildung

0:VxV—5V
(u,v) — u — .
Es ist §(0y,0y) = 0y € U und weil ¢ stetig ist, gibt es offene Mengen F und

F um Oy mit

E—F:=5§ExF)CU.
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Wenn wir F und F' durch E'N F ersetzen (welches ja immer noch eine offene
Menge um 0y ist), kénnen wir sogar annehmen, £ = F.

Nach Schritt I enthilt die Menge T(E) eine offene Menge um einen ihrer
Punkte w. Diese offene Menge trifft auf jeden Fall die Menge T'(E) selber
und somit kénnen wir w so wihlen, dass w € T'(F).

Die Addition mit —w ist ein Hom6éomorphismus von W in sich, und weil

T(E) eine offene Menge um w enthélt, enthélt

T(E)—w=T(FE)—w

eine offene Menge um w — w = Oy

Aber
T(E) —w C T(E) - T(E) = T(E — E) C T(U)

und deshalb ist

T(E) —w C T(0).

Folglich enhélt T'(U) eine offene Menge um Oyy.
Schritt ITI. Sei U C V offen mit Oy € U. Dann enthélt 7'(U) eine nichtleere
offene Menge um Oy .

Dazu sei € > 0 mit B.(0y) C U. Fiir jedes n € N setzen wir

€
En = Gt

Nach Schritt 1T gibt es fiir jedes n € N eine Zahl p, > 0, so dass in W
gilt
Bpn (OW) g T(BEn (Ov))

Weil T' beschrankt ist und lim,, ., €, = 0, ist auch lim, ., p, = 0.
Sei w € B,,(0w). Wir konstruieren jetzt durch Induktion eine Folge
{¥n }en in W und eine Folge { z,, },on in V, so dass

a) |[w—y,| < pn fiir jedes n € N;

b) T(x,) = y, fir jedes n,

¢) xg =0y und ||z, — x,—1] < % fiir jedes n > 1.

Wir beginnen die Induktion mit den Festlegungen
Yo := Ow und g := Oy.

Die Definition von y, erfiillt Bedingung a) oben, weil w € B, (0w ), und die
Definition von z erfiillt offensichtlich Bedingungen b) und c).
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Wenn n > 0 und wenn y; und xj schon fiir alle £ < n im Einklang mit
Bedingungen a)—c) gewéhlt wurden, so ist

W~ Yo € By, (Ow) € T(B-,(0v))
und es gibt also einen Vektor z, € B;, (0y), so dass
Hw —Yn — T(Zn)” < Pn+1-
Wir setzen
Unt1 = Yn +T(zn) = T(wn) + T(z0) = T(n + 20)
und das erfiillt Bedingung a); mit
Tptl = Ty + 2n

sind nach der Wahl von z, und der Definition von ¢,, Bedingungen b) und c)
erfiillt.

Die Induktion kénnen wir fortsetzen, um die ganzen Folgen { y, }, . und
{ @y },en 2u erhalten.

Aus der ersten der drei Bedingungen ist klar, dass lim,, ., y, = w.

Weil die ||2,1+1 — x,|| durch die Glieder einer absolut konvergenten Reihe
majorisiert werden, ist aus der Dreiecksungelichung klar, dass { z, }, . eine
Cauchyfolge ist, die gegen einen Grenzwert x konvergiert, so dass

o o) c
[l = flz = Ol = llz = woll <D s —anll <Y i = €
n=0 n=0

Es ist

T(z)= lim T(x,) = lim y, =w

n—oo

(denn T ist stetig), und x € B.(0y) C U.
Also ist B,,(Ow) C T(U) und das beweist Schritt III.

Schritt IV. Sei U C V offen. Dann ist 7(U) offen in W.

Die Addition mit einem festen Element eines topologischen Vektorraumes
ist immer ein Hombomorphismus (da stetig und stetig umkehrbar). Fiir jedes
v € U ist also die Menge U — v eine offene Menge um 0Oy, und nach Schritt 111
enthilt T'(U —v) = T(U) — T'(v) eine offene Menge E um Oy . Somit enthélt
T(U) die offene Menge F + T'(v) um T'(v).

Da dies fiir jedes v € U gilt, enthélt T'(U) eine offene Menge um jedes
seiner Punkte. Als Vereinigung dieser offenen Mengen ist T'(U) offen. n
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Korollar 2.16 (Isomorphiesatz von Banach) Seien V und W Banach-
rdume und sei T: V. — W eine bijektive stetige lineare Abbildung. Dann
ist T ein Banachraumisomorphismus, d.h., auch T~! ist eine stetige lineare
Abbildung.

Beweis. T hat auf jeden Fall eine lineare Umkehrabbildung 7! und die
Stetigkeit von T'~! ist dquivalent zur Bedingung, dass T offen ist. Aber diese
Eigenschaft wird von Satz 2.15 garantiert, da T  surjektiv ist. |

Korollar 2.17 Seien V und W Banachrdume und sei T:V — W eine
stetige lineare Abbildung. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

a) T ist injektiv und T'(V') ist abgeschlossen;
b) Es gibt eine Zahl ¢ > 0 in R mit ||T'(v)|| > ¢||v|| fiir alle v € V.

Beweis. a) = b): Wenn T'(V') abgeschlossen ist im Banachraum W, dann
ist T'(V) selber ein Banachraum, und als bijektive stetige lineare Abbildung
V — T(V) hat T' nach dem Banachschen Isomorphiesatz eine stetige Um-
kehrabbildung 7!,

Weil T—! stetig ist, ist es beschrinkt, und wenn C eine Schranke fiir 7!
ist, dann gilt fiir jeden Vektor v € V, dass

ol = |77 (xw) | < ¢lrw)

Also ist .
IT)] > 5 el

und b) gilt mit ¢ =1/C.

b) = a) : Aus der Abschiitzung folgt auf jeden Fall, dass ||T(v)|| # 0
wenn v # 0, und deshalb ist KerT' = {0} und T ist injektiv.

T ist somit ein algebraischer Isomorphismus auf T'(V').

Sei { wy, },,cn eine Cauchyfolge in T'(V') und sei {v, }, . die eindeutig
bestimmte Folge in V' mit T'(v,,) = w, fiir jedes n € N.

Aus der Abschitzung ist klar, dass auch { v, }, . eine Cauchyfolge sein
muss, und weil V' ein Banachraum ist, konvergiert sie gegen einen Grenzwert
a. Weil T stetig ist, ist lim,, .. w, = T'(a); insbesondere konvergiert { wy, }, .
in T(V).

Wir haben damit gezeigt, dass T'(V') vollstidndig ist. Aber eine vollstin-
dige Teilmenge eines metrischen Raumes ist nach Bemerkung 1.53 immer
abgeschlossen. [ |



144 KAPITEL 2. DREI GRUNDPRINZIPIEN

Es gibt noch eine wichtige Anwendung des Banachschen Isomorphiesat-
zes und somit des Prinzips der offenen Abbildung, eine Anwendung, die die
Stetigkeit einer Abbildung durch die Abgeschlossenheit ihres Graphen cha-
rakterisiert.

Definition 2.18 Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
Der Graph von f ist die Menge

D(f):={(zf(z)) |z€e X} CXxY.

Man beachte: wenn X und Y Vektorrdume sind und wenn f linear ist,
dann ist I'(f) ein Untervektorraum von X @Y, wie man leicht nachpriift.

Wenn X und Y topologische Raume sind, so nennen wir die Abbildung
f abgeschlossen, wenn ihr Graph ['(f) eine abgeschlossene Teilmenge des
Produktraumes X x Y ist.

Bemerkung 2.19 Seien (V.|| ||;) und (W, || ||,) zwei normierte Vektorrdu-
me.
Die auf dem Vektorraum V' @ W definierte unktion

(0, W)l := flvlly + [lwll,

ist offensichtlich wieder eine Norm und es ist nicht schwer nachzupriifen, dass
sie die Produkttopologie der Normtopologien von || ||, und || ||, induziert.

Ebenso leicht sieht man ein, dass eine Folge { (v, wy) },cn in V& W ge-
nau dann Cauchy ist beziiglich || ||, wenn die Folgen { v, }, . und {w, }
Cauchy sind beziiglich der Normen || ||; und || ||,.

Entsprechend konvergiert { (v,, wn) },cn genau dann gegen einen Vektor
(v, w), wenn lim,, o v, = v in V und lim,_ w, = w in W.

Daraus ldsst sich sofort schliefsen, dass die direkte Summe V & W von
zweil Banachriumen wieder ein Banachraum ist.

neN

Satz 2.20 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien V' und W Ba-
nachraume und sei T': V. — W eine lineare Abbildung.
T ist genau dann stetig, wenn T" abgeschlossen ist.

Beweis. ,=" Sei { (vn,T(vy) },en €ine Folge in ['(T'), die in V' x W gegen
einen Punkt (v, w) konvergiert.

Aus Bemerkung 2.19 folgt, dass lim,, ., v, = v und lim,,_,o, T'(v,) = w.

Wenn T stetig ist, muss aber w = lim,, . T'(v,) = T'(v) sein und deshalb
(v,w) € I(T).

Das zeigt, dass ['(T') eine abgeschlossene Menge ist oder in anderen Wor-
ten, dass 1" eine abgeschlossene Abbildung ist.
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<" Nach Bemerkung 2.19 ist V& W ein Banachraum und nach Defini-
tion 2.18 ist ['(T") ein Untervektorraum von V & W.

Wenn T" abgeschlossen ist, ist I'(T") abgeschlossen im Banachraum V & W
und deshalb vollstdndig, also selber ein Banachraum.

Die Projektionen py: V& W — V und py: V& W — W sind linear,
und sie sind stetig, was sich sehr leicht nachpriifen lasst. Also sind auch ihre
Einschrankungen auf T'(T) linear und stetig.

Die Abbildung

S:V—VaeW=VxW
v— (v,T(v))
bildet V' ab auf I'(7), und man sieht unmittelbar, dass S eine Umkehrabbil-
dung zu py |I'(T) ist.
Insbesondere ist py|I'(T) eine bijektive stetige lineare Abbildung zwischen

Banachrdumen. Aus dem Banachschen Isomorphiesatz Korollar 2.16 folgt,
dass ihre Umkehrabbildung S stetig ist, und das impliziert, dass auch

I'=pwols

stetig ist. |
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Kapitel 3

Konvexe Mengen

In diesem sehr kurzen Kapitel wollen wir ein Thema betrachten, das zwar
algebraischer Natur und somit beim ersten Blick nicht ,funktionalanalytisch*
ist, das aber doch in einigen Fragen der Funktionalanalysis eine bedeutende
Rolle spielt, weil es in die Definition einer wichtigen Klasse von Topologien
auf Vektorrdumen eingeht. Es handelt sich um den Begriff der konvexen
Menge.

Neben der Anwendbarkeit dieses Begriffs in der Funktionalanalysis gibt
es einen anderen Grund, warum es sich lohnt, wenigstens Grundziige dieser
Theorie zu behandeln. Sie ist ndmlich neben dem Problem der Erweiterung
von linearen Funktionalen eines der wichtigen Anwendungsfelder fiir den Satz
von Hahn-Banach.

Die Séatze iiber konvexe Mengen, die man aus dem Satz von Hahn-Banach
herleiten kann, heiften Trennungssdtze, weil es darum geht, konvexe Men-
gen durch die Werte linearer Funktionale von auferhalb liegenden Punkten
zu trennen; man spricht in diesem Zusammenhang von ,geometrischen An-
wendungen des Satzes von Hahn-Banach.

Definition 3.1 Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Teilmenge
A C V heikt konvex, wenn fiir je zwei Punkte z und y aus A und fiir jedes
t € [0,1] € R der Vektor

(1—-t)x+ty € A

In anderen Worten, A ist konvex wenn fiir je zwei Punkte von A die gerade
Verbindungsstrecke in V' zwischen diesen Punkten ganz in A enthalten ist.

147
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N

|

(a) konvex (b) nicht konvex

Abbildung 3.1: Konvexitit in R2.

Definition 3.2 Sei (X, R) ein topologischer Raum und sei A eine Teilmenge
von X. Wir setzen
A= U U.

U offen
UCA

Diese Menge heifst das Innere von A.

Sie ist eine Vereinigung von offenen Mengen und somit selber offen und
ist eine Teilmenge von A, und aus der Definition ist klar, dass das Innere von
A die grifste offene Teilmenge von A ist.

Aus den Regeln fiir mengentheoretische Operationen mit Komplementen
und einem Vergleich der Definitionen des Innern und Definition 1.25 der
abgeschlossenen Hiille einer Menge ist klar, dass fiir jede Menge A gilt

o JE—

A=X\(X\A), oderanders gesagt X \ A=X \ A. (3.1)

Die Punkte von A heifen die inneren Punkte von A, und aus der De-
finition ist klar, dass ein Punkt a genau dann ein innerer Punkt von A ist,
wenn es eine offene Menge U von X gibt mit a € U C A.

Lemma 3.3 Sei V ein Vektorraum.
a) Ganz V und () sind immer konvex.
b) Jede Einpunktmenge in V' ist konvex.
c¢) Jeder Untervektorraum von V' ist konvex.

d) Sei K eine Familie von konvexen Teilmengen von V. Dann ist (4o A
konvex.
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e) Seien A und B konvexe Teilmengen von V. Dann sind
A+B:={v+w|ve Aundwe B} und cA:={cw|veA}
konvex.

f) Sei V ein topologischer Vektorraum und sei A eine konvexe Teilmenge

von V. Dann ist A konvex.

g) Sei V ein topologischer Vektorraum und sei A eine konvexe Teilmenge
von V. Dann ist A konvex.

Beweis. a), b) und ¢) sind klar.

d) ist eine sehr leicht nachzupriifende Standardaussage, die immer gilt,
wenn eine Eigenschaft durch Abgeschlossenheit einer Menge unter gewissen
Operationen (hier die Bildung von Verbindungsstrecken) charakterisiert ist.

e) lasst sich durch eine einfache algebraische Berechnung nachpriifen. Die-
se Regeln sind eine direkte Konsequenz der Vektorraumaxiome.

f): Seien v und w € A. Dann gibt es offene Mengen um v und w, die in A
enthalten sind, und weil die Addition mit v oder mit w ein Hom&omorphismus
von V ist, gibt es offene Mengen U; und U; um 0, so dass

v+U; CA und w+ Uy C A.
Nun sei ¢ € [0,1]. Fiir jedes u € U := U; N Uy haben wir
(I-tyw+tw+u=(1-thv+tw+(1—t)uttu = (1—t)(v+u)+t(w+u) € A,

da v +u und w + u zu A gehoren und A konvex ist.
Folglich ist (1 —¢)v + tw + U C A und somit

(1— ) +tw e A.

Das zeigt, dass A konvex ist.
g): Seien v und w € A. Dann gibt es Folgen { v, }, . und {w, }, . in
A mit
lim v, =v und lim w,, = w.

n—oo n—oo

Fiir jedes t € [0, 1] haben wir aus Stetigkeitsgriinden

(1 —t)v+tw = lim (1 — t)v, + tw,.

n—oo
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Da A konvex ist, ist (1 — t)v,, + tw, € A fiir jedes n € N. Also ist
(1—t)v+tw € A,
Das zeigt, dass A konvex ist. |

Wie iiblich kénnen wir Eigenschaft 3.3 d) ausnutzen, um die von einer
beliebigen vorgegebenen Punktmenge aufgespannte konvexe Menge zu defi-
nieren.

Definition 3.4 Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder C und sei M C V
eine beliebige Teilmenge. Wir setzen

KH(M):= () A (3.2)

MCACV
A konvex

Nach Lemma 3.3 d) ist dies eine konvexe Menge und aus der Definition (3.2)
ist auch klar, dass KH(M) die kleinste M umfassende konvexe Teilmenge
von V ist; sie heiltt die konvexe Hiille von M.

.\

\

\o

Abbildung 3.2: Die konvexe Hiille von sechs Punkten in der Ebene.

Definition 3.5 Sei V ein Vektorraum. Eine konvexe Linearkombination
oder, kiirzer, eine konvexe Kombination von Vektoren vy, vo, ..., vy aus
V' ist eine reelle Linearkombination

k
tivy +tovy + o+ fv, mit ¢ > 0 fiir alle § und mit Y ¢ = 1.
=1

Es gibt eine einfache explizite Beschreibung der konvexen Hiille einer Menge:

Bemerkung 3.6 a) Sei V' ein Vektorraum und A C V konvex. Dann
gehort jede konvexe Kombination aus A wieder zu A.
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b) Sei V' ein Vektorraum und M C V. Dann ist KH(M) die Menge al-
ler konvexen Linearkombinationen von Vektoren aus M (in beliebiger
endlicher Anzahl).

Beweis. a): Fiir konvexe Kombinationen von k = 2 Vektoren aus A ist die
Behauptung einfach die Definition des Begriffes ,konvex“, und die Aussage
ist auch klar fiir £ = 1, denn die einzige konvexe Kombination eines einzelnen
Vektors v ist 1 - v.

Fiir beliebige konvexe Kombinationen folgt die Aussage durch eine einfa-
che Induktion iiber die Anzahl k der Koeffizienten t; # 0, denn wenn diese
Anzahl grofer als eins ist, ist t :=t9 + -+ 4+, # 0, es ist t; = 1 — ¢ und wir
kénnen schreiben

k
t;

tl’Ul + t2v2 4+ -4 tkvk = (1 — t)vl + t<§ ?%’)7

wo der zweite Summand eine konvexe Kombination von k — 1 Vektoren aus A

ist. Dieser Summand gehort zu A nach der Induktionsannahme und der ganze

Ausdruck gehort zu A nach der definierenden Bedingung fiir Konvexitét.

b): Man priift sehr leicht nach, dass jede konvexe Kombination von kon-
vexen Kombinationen aus M selber wieder eine konvexe Kombination aus M
ist, d.h., die Menge M aller konvexen Kombinationen aus M ist abgeschlos-
sen unter konvexen Linearkombinationen. Insbesondere gehort jede konvexe
Kombination von zwei Vektoren aus M wieder zu M und das bedeutet nach
Definition, dass M konvex ist.

Jedes Element v € M ist gleich der konvexen Kombination 1-v und somit
ist M C M.

Und schlieflich folgt aus a), dass jede M enthaltende konvexe Menge al-
le konvexen Kombinationen aus sich und somit insbesondere alle konvexen
Kombinationen aus M enthalten muss. M ist deshalb die kleinste M umfas-
sende konvexe Menge und ist also gleich KH(M). [

Korollar 3.7 SeiV ein topologischer Vektorraum und sei U C V eine offene
Teilmenge. Dann ist KH(U) offen.

Beweis. Sei A := KH(U). Die Menge U ist eine offene Teilmenge von A und
somit ist

UC A

Weil A konvex ist, ist nach Lemma 3.3 f) auch A konvex. Da aber KH(U)
die kleinste konvexe Obermenge von U ist, muss

[e)

KH(U) = A
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sein und insbesondere ist KH(U) offen. |

Wir wollen jetzt die relative Lage konvexer Teilmengen in einem Vektor-
raum mit Hilfe linearer Funktionale beschreiben. Der Clou zur Gewinnung
solcher linearer Funktionale ist die Konstruktion geeigneter sublinearer Funk-
tionale im Einklang mit folgender Beobachtung (Lemma 3.10 unten).

Definition 3.8 Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge A C V heifst absor-
bierend, wenn es fiir jedes v € V eine reelle Zahl r, > 0 gibt, so dass

vetA firallet>r,.

Man beachte, dass absorbierende Mengen immer den Vektor 0 enthalten,
denn sonst versagt die definierende Bedingung fiir v = 0.

Ferner gibt es fiir jedes v € V auch eine Zahl 7/, > 0, so dass v € tA (fir
t reell) wann immer [¢t| > 7/; dazu reicht es, r] := max(r,,r_,) zu nehmen.

Aus diesen Bemerkungen sieht man, dass folgende Alternativdefinition
zur urspriinglichen Definition offenbar dquivalent ist: A ist absorbierend
genau dann, wenn es fiir jedes v € V eine Zahl ¢, > 0 gibt, so dass tv € A
fiir alle ¢ € R mit |t < &,.

Bemerkung 3.9 In einem topologischen Vektorraum V' ist jede Teilmenge
A mit 0 als inneren Punkt absorbierend.

Das folgt sofort aus der Alternativdefinition in 3.8, denn eine solche Menge
A enthélt eine offene Menge U um 0, und fiir jedes v in V ist die Abbildung
t — to stetig mit Wert in U bei t = 0. Weil U offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit
tv € U C A fiir alle reelle ¢ mit |t| < e.

Lemma 3.10 Sei V ein Vektorraum und sei p ein sublineares Funktional auf
V. Dann sind die Mengen

A={veV|pkw) <1} und B:={veV|pw) <1}
konvex und absorbierend.

Beweis. Diese Mengen sind konvex, weil fiir je zwei Punkte v und w von A
oder von B und fiir jedes t € [0, 1] gilt nach Definition 2.2, dass

p((1—tv+tw) <p((1—t)v) +pltw) = (1 —t)p(v) +tp(w) < (1—t)+t = 1.

Das zeigt, dass B konvex ist, aber da ¢ und 1 — ¢ nicht beide 0 sein kénnen
ist die Ungleichung < wenn v und w € A und somit ist auch A konvex.
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Aus Eigenschaft 2.2 a) in der Definition von sublinear ist klar, dass fiir
jedes t > 0 gilt

tA={veV|plh) <t} und tB={veV|pw) <t}.

Somit gilt fiir jeden Vektor v, dass v € tA C ¢B fiir alle ¢t > max (0, p(v)),
und somit sind A und B absorbierend. |

Dieses Lemma konnen wir ,umkehren”, um sublineare Funktionale aus
konvexen absorbierenden Mengen zu konstruieren.

Lemma und Definition 3.11 Sei V ein Vektorraum und A C V eine kon-
vexe absorbierende Teilmenge. Fiir jedes v € V' setzen wir

pa(v):=inf{t>0€R|vetA}. (3.3)

Weil A absorbierend ist, ist dies eine nichtnegative endliche Funktion auf V.
Wir nennen p, das Minkowski-Funktional oder Eichfunktional von
A.
Das Minkowski-Funktional einer konvexen absorbierenden Menge ist ein
nichtnegatives sublineares Funktional.

Beweis. Aus der definierenden Bedingung (3.3) ist klar, dass pa(v) > 0 fiir
jedes v und dass pa(Av) = Apa(v) fiir jedes v € V und jedes A > 0 (fiir
A = 0ist pa(0) = 0 weil der Vektor 0, der gleich all seiner Vielfache ist, zu
A gehort).

Wir miissen nur noch Bedingung 2.2 a) nachpriifen, die Subadditivitét
von p4. Seien v und w € V.

Seien s und ¢t > 0 mit v € sA und w € tA. Dann haben wir v/s € A und
w/t € A. Weil A konvex ist und weil s/(s +t) +t/(s +t) = 1, gehort die
konvexe Kombination

S v t w v w v+ w

=+
s+t s

sttt stt s+t s+t

zu A, oder anders gesagt, v +w € (s +t)A.

Folglich ist pa(v + w) < s+ t, und das gilt fiir jedes s > 0 mit v € sA
und jedes t > 0 mit w € tA.

Da pa(v) das Infimum aller solcher s und p(w) das Infimum aller solcher
t ist, haben wir wie gewiinscht

pa(v+w) < pa(v) + pa(w).
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Lemma 3.12 Sei V ein Vektorraum und A C V eine konvexe absorbierende
Teilmenge. Fiir jedes v € A ist

pa(v) < 1.

Wenn V' ein topologischer Vektorraum ist und wenn w ein innerer Punkt
von A ist, dann ist

pa(w) < 1.

Wenn V' ein topologischer Vektorraum ist und wenn 0 ein innerer Punkt
von A ist, gilt die Umkehrung dieser Aussage, d.h., dann ist jeder Punkt w
von V mit pa(w) < 1 ein innerer Punkt von A.

Beweis. Die erste Aussage ist sofort klar aus der Definition von p4.

Nun sei V' ein topologischer Vektorraum.

Wenn w ein innerer Punkt von A ist und wenn U eine offene Menge ist
mit w € U C A, dann folgt aus der Stetigkeit von ¢t +— tw und der Tatsache,
dass 1-w = w € U, dass es auch Zahlen s > 1 gibt mit sw € U C A, also
w € (1/s)A. Das impliziert

pa(w) < - < 1.

1
s
Umgekehrt, sei 0 € ;1, sei w € V und es sei pa(w) < 1. Dann gibt es eine
positive Zahl ¢ < 1 und einen Vektor x € A, so dass w = tx. Sei f: V — V
die Abbildung
f) = (1 —t)v+ta.

Es gilt f(0) = w.
Diese Abbildung ist stetig, weil die Vektorraumoperationen stetig sind,
und sie hat eine stetige Umkehrabbildung

1

g(u) :== - t(u —tz).

Die Abbildung f ist also ein Homéomorphismus. Ferner, weil A konvex ist
sieht man an der Form von f, dass f(A4) C A.

WEeil 0 ein innerer Punkt von A ist und weil f ein HomGomorphismus ist,
ist f(0) = w ein innerer Punkt von f(A), also auch von der gréferen Menge

AD f(A). [ ]

Lemma 3.13 (Hyperebenen-Trennungssatz) Sei V ein reeller topologi-
scher Vektorraum und sei E/ eine konvexe Teilmenge von V', die mindestens
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einen inneren Punkt hat. Sei x € V' \ E. Dann gibt es ein stetiges lineares
Funktional a # 0 € V*, so dass

a(v) < az) fiir alle v € E. (3.4)
Wenn E offen und nichtleer ist, dann gilt die strenge Ungleichung
a(v) < afz) fiir alle v € E. (3.5)

Dies ist eine geometrische Aussage! Sei ¢ = «(x). Dann besagt Un-
gleichung (3.5), dass die ganze Menge E auf einer Seite der Hyperebene

at({c}) liegt.

Beweis. Sei w ein innerer Punkt von E. Dann ist die Menge
A=F—w

eine konvexe Menge mit 0 als inneren Punkt und ist nach Bemerkung 3.9
absorbierend.

Ferner, nach Lemma 3.12 ist das Eichfunktional p4 < 1 auf A und ist < 1
genau an den inneren Punkten von A.

Sei y :=x —w. Weil z ¢ E ist y # 0 und y ist kein Punkt von A, also
auch kein innerer Punkt von A, weshalb pa(y) > 1.

Wir definieren auf dem eindimensionalen Untervektorraum Ry von V' ein
stetiges lineares Funktional f durch

flay) :=a fiir jedes a € R.

Fiir jedes a > 0 ist pa(ay) = apa(y) > a = f(ay) weil p4 sublinear ist,
aber weil py > 0 ist, gilt auch fiir a < 0, dass f(ay) = a < 0 < pa(ay). In
anderen Worten,

f(u) < pa(u) fiir alle Vektoren u € Ry.

Nach dem algebraischen Satz von Hahn-Banach (Satz 2.4) erweitert sich f
zu einem linearen Funktional o, definiert auf ganz V' und mit der Eigenschaft,
dass

—pa(—v) < a(v) < pa(v) fiir jeden Vektor v.

Daraus folgt, dass « stetig ist, denn fiir jedes € > 0 ist

(o]

U:=cAn (—5;1) — AN e(—A)

eine offene Menge um 0 € V, auf der gilt pa(£v) < e-1 = ¢ (weil v im
Innern von A liegt fiir jedes v € U).



156 KAPITEL 3. KONVEXE MENGEN

Somit gilt fiir v € U die Abschétzung
—& < —pa(—v) < a(v) < pa(v) < e.

D.h., a(U) C (—¢,¢).
Daraus sieht man, dass « stetig ist bei 0 und deshalb auch auf ganz V.
Fiir jedes v € A haben wir

a(v) <pa(v) < 1= f(y) = a(y).

Wenn wir A und y durch die Translation mit w verschieben, erhalten wir fiir
jedes v € E wie behauptet, dass

av) =a(v —w)+ a(w) < a(y) + alw) = aly +w) = a(x).

Wenn E offen ist, gilt hier sogar < und es kann kein z € E geben mit
a(z) = a(x).

Denn weil o # 0, gibt es Vektoren u mit «o(u) # 0, und durch Negation
von u wenn notwendig kann man erreichen, dass a(u) > 0.

Weil jede offene Menge um 0 absorbierend ist, gibt es wegen der Linearitat
von « solche Vektoren u auch in jeder offenen Menge um 0, insbesondere in
der offenen Menge F — z. Dann wire aber u + z € F aber

afu+z) = a(u) + a(z) > a(z) = a(z)

in Widerspruch zur schon bewiesenen Ungleichung (3.4). |

Lemma 3.14 (Erweiterte Hyperebenen-Trennungssatz) Sei V' ein re-
eller topologischer Vektorraum und seien E und F' disjunkte nichtleere kon-
vexe Teilmengen von V', von denen mindestens eine einen inneren Punkt hat.

Dann gibt es eine Zahl ¢ € R und es gibt ein stetiges lineares Funktional
a# 0 e V* so dass

a(v) <c < a(w) fiir allev € E und w € F. (3.6)

Wenn E oder F offen ist, dann ist die Ungleichung auf der entsprechenden
Seite von (3.6) streng.

Beweis. Aus Lemma 3.3 e) folgt, dass
EFE-F={v-w|veEweF}

konvex ist, und weil F oder F' eine nichtleere offene Menge enthilt und die
Addition oder Subtraktion mit einzelnen Vektoren ein Homdomorphismus
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Abbildung 3.3: Trennung von konvexen Mengen durch Hyperebenen.

ist, enthdlt auch £ — F eine nichtleere offene Menge und somit einen inneren
Punkt.

Weil ENF =), ist 0 ¢ F — F und nach Lemma 3.13 existiert ein stetiges
lineares Funktional o # 0 € V* mit

a(u) < a(0) =0

fiir alle w € £ — F.
Das bedeutet, dass a(v) —a(w) < 0 oder a(v) < a(w) fiir alle v € E und
w € F. Insbesondere ist dann auch
= < inf =:b
a ilelg alv) < inf a(w)
und fiir jedes ¢ € [a, b] gilt (3.6).

Das gleiche Argument wie im Beweis von Lemma 3.13 zeigt, dass die
Gleichheit in (3.6) nicht gelten kann, wenn die beteiligte konvexe Menge offen
ist—das folgt ganz unabhéngig von der Wahl von ¢, solange die entsprechende
schwache Ungleichung auf ganz E oder F' gilt. |

In den vergangenen Sitzen spielten konvexe Mengen mit inneren Punkten
und insbesondere konvexe Mengen mit 0 als inneren Punkt eine besondere
Rolle, unter anderem weil Mengen mit O als inneren Punkt absorbierend
sind. Deshalb sind diese Sdtze besonders gut anzuwenden auf topologische
Vektorraume mit ,geniigend vielen“ konvexen Mengen der genannten Art.
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Definition 3.15 Sei V' ein topologischer Vektorraum. Wir nennen V' lokal-
konvex, wenn es zu jeder offenen Menge U und zu jedem Punkt v € U eine
konvexe offene Menge E gibt mit u € E C U.

WEeil die Translation mit einem festen Vektor immer ein Hom6éomorphis-
mus ist, der die Konvexitat erhélt, ist V' schon lokalkonvex, wenn jede offene
Menge um 0 eine konvexe offene Menge um 0 enthilt.

Beispiel 3.16 Jeder halbnormierte Vektorraum V ist lokalkonvex.

Das sieht man leicht, denn da Halbnormen (und reelle Vielfache von ih-
nen) sublinear sind, folgt aus Lemma 3.10, dass jeder offene Ball in V eine
konvexe offene Menge ist.

Lemma 3.17 Sei V' ein lokalkonvexer reeller topologischer Vektorraum. Sei
A eine abgeschlossene konvexe Teilmenge und B eine kompakte konvexe Teil-
menge von V mit AN B = 0.
Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional o € V*, so dass
sup a(v) < inf a(w). (3.7)
vEA weB
Beweis. Sei x € B. Dann ist V '\ A eine offene Menge um B und somit um z.

Weil die Addition in V stetig ist und weil z = x +0 € V' \ A, gibt es eine
offene Menge U, > = und eine offene Menge W, > 0, so dass

U +W,={u+w|ueU,weW,} CV\A.

Weil V' lokalkonvex ist, konnen wir die W, wenn noétig ein bisschen kleiner
machen und sie als konvex wéhlen.

B wird von den Mengen U, fiir alle x € X iiberdeckt, und weil B kompakt
ist, wird B schon von endlich vielen der U, iiberdeckt.

Wir setzen W gleich dem Durchschnitt der entsprechenden endlich vielen
Mengen W,. Dies ist eine konvexe offene Menge um 0 und nach Konstruktion
gilt

B+W CV\A

Die Menge B+ W ist konvex nach Lemma 3.3 e) und ist offen, da sie eine
Vereinigung von Translaten von W ist und diese alle offen sind.

Nach Lemma 3.14 und weil B + W offen ist, gibt es ein stetiges lineares
Funktional o« € V* und eine Zahl ¢, so dass

a(v) <c < az) fir alle v € A und alle x € B+ W. (3.8)

Da B kompakt ist, nimmt a auf B ein Minimum an (weil a(B) eine kompakte
und somit beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge von R ist).
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Sagen wir, dieses Minimum wird an der Stelle zy angenommen. Aus (3.8)
folgt, dass
sup a(v) < ¢ < azg) = inf a(w)
vEA weB

und wir sind fertig. |

Korollar 3.18 SeiV ein lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer Vektor-
raum tiber R.

Dann trennt V* Punkte in V', d.h., fiir je zwei verschiedene Vektoren
x #y €V gibt es ein stetiges lineares Funktional o € V* mit a(x) # a(y).

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 3.17, denn {x } ist abgeschlossen und
{y } ist kompakt, beide Mengen sind konvex und sie sind disjunkt. [ |

Lemma 3.19 Sei V ein normierter oder halbnormierter reeller Vektorraum
und seien A und B konvexe Teilmengen von V', so dass
d(A,B) :==inf{|lv—w| |ve A,we B} > 0.
Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional o € V*, so dass

sup a(v) < inf a(w). (3.9)

vEA weB

Beweis. Sei ¢ := d(A,B) > 0. Die Menge A—B={v—w|veAweB}
ist konvex nach Lemma 3.3 e), und nach Voraussetzung ist ||z|| > ¢ fiir alle
r € A — B und deshalb ist

(A— B)n B.(0) = 0.

Der offene Ball B.(0) ist eine offene konvexe Menge um 0.
Nach Lemma 3.14 gibt es ein stetiges lineares Funktional a € V* und
eine Zahl ¢ mit

alz) < e < aly) fir alle z € A — B und alle y € B.(0).
Weil 0 € B.(0) und «(0) = 0 (denn « ist linear), ist ¢ < 0, und weil
alv—w)=a) —aw) <c<0
fiir alle v € A und w € B, ist auch

sup a(v) — inf a(w) <ec<0
vEA weB
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und folglich
ig‘)a(v) < irelfBa(w).

Neben diesen Trennungssitzen gibt es einen weiteren interessanten Satz
der Funktionalanalysis, der beschreibt, wie man eine konvexe Menge als kon-
vexe Hiille einer minimalen Erzeugendenmenge erhalten kann.

Definition 3.20 Sei V ein Vektorraum und sei A eine konvexe Teilmenge
von V.

Eine nichtleere konvexe Teilmenge S C V' heifst eine Extremalmenge
von A, wenn fiir jedes x € S und je zwei Punkte v und w € A und jede reelle
Zahl t mit 0 <t < 1 gilt: wenn

r=(1-1tv+tw, (3.10)

dann sind v und w € S.

In anderen Worten, alle geraden Strecken in A durch Punkte von S ver-
laufen ganz in S, und Punkte von S kdnnen nicht zwischen zwei Punkten
von A liegen, die nicht beide zu S gehoren.

Ein Punkt z € A heifst ein Extremalpunkt von A, wenn die Menge { x }
eine Extremalmenge ist, d.h., wenn keine nichtkonstante Strecke in A durch
x verlduft (es sei denn, z ist ein Endpunkt der Strecke).

Das ist gleichbedeutend damit, dass x keine nichttriviale konvexe Kombi-
nation (1 —¢)v +tw (mit 0 < ¢ < 1) von zwei verschiedenen Vektoren aus A
ist, denn wenn v # w, dann kénnen nicht beide Vektoren v und w aus {x }
sein (x kann ohnehin keine konvexe Kombination von zwei gleichen Vektoren
# x sein).

Punkte von A, die nicht Extremalpunkte sind, heifen interne Punkte
von A.

Lemma 3.21 Sei V ein Vektorraum und sei A eine nichtleere konvexe Teil-
menge von V.
a) Ganz A ist eine Extremalmenge von A.

b) Jeder nichtleere Durchschnitt von Extremalmengen von A ist wieder
eine Extremalmenge von A.

c¢) Ist S eine Extremalmenge von A und E eine Extremalmenge von S, so
ist E/ eine Extremalmenge von A.
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Abbildung 3.4: Extremalpunkte.

d) Sei f:V — R eine R-lineare Abbildung, die auf A ein Maximum
(oder ein Minimum) ¢ annimmt. Dann ist f~'({c}) N A eine Extre-
malmenge von A.

A

Abbildung 3.5: Maximale und minimale Niveaus eines linearen Funktionals
sind Extremalmengen.

Beweis. a) ist trivial.

b): Sei F eine Familie von Extremalmengen von A und sei E := gz S
nichtleer. Als Durchschnitt von konvexen Mengen ist £ konvex. Wenn ein
Vektor x € E eine Darstellung (3.10) als nichttriviale konvexe Kombination
von zwei Vektoren aus A hat, so miissen diese Vektoren zu jedem S aus F
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gehoren (und deshalb zu E), weil z zu jedem S aus F gehort und dieses S
eine Extremalmenge ist. Also ist E eine Extremalmenge von A.

¢): E ist nichtleer und konvex, weil es eine Extremalmenge von S ist.

Sei # € E und x habe eine Darstellung (3.10) mit v und w aus A und
t € (0,1). Dann sind zunéchst v und w € S, weil z € S O F und weil S eine
Extremalmenge von A ist.

Weil E eine Extremalmenge von S ist, miissen v und w dann aus E sein.
Also ist E eine Extremalmenge von A.

d): Wir behandeln den Fall eines Maximums; der andere Fall unterscheidet
sich nur in der Orientierung der Ungleichheitsrelationen.

Da f ein Maximum ¢ annimmt, ist f~'({c}) # 0.

Sei # € A und seien v und w Vektoren aus A und t € [0, 1] eine Zahl, so
dass x = (1 — t)v + tw. Dann ist

fla) = (1 =t)f(v) +tf(w)

und alle Werte von f in dieser Gleichung sind < c.

Wenn f(v) = f(w) = ¢, dann ist auch f(z) = ¢, d.h., f7({c}) ist
konvex.

Wenn 0 < t < 1 und wenn f(v) < ¢ oder f(w) < ¢, dann ist auch
f(x) < ¢, weil 1 — ¢ und ¢ beide > 0 sind.

Folglich, wenn f(x) = ¢, dann sind auch f(v) = f(w) = ¢, und das zeigt,
dass f'({c}) eine Extremalmenge von A ist. |

Beispiele 3.22  a) Eine konvexe offene Menge U in einem topologischen
Vektorraum V' # {0} hat keine Extremalpunkte.

Denn fiir jedes z € U ist U — x eine konvexe offene Menge um 0 und
somit absorbierend. Sei v # 0 € V. Fiir geniigend kleine ¢ > 0 in R
sind tv und —tv € U — x. Folglich sind x 4+ tv und x —tv € U und sind
# . Weil 2 = £(x + tv) 4+ 3(z — tv), ist « kein Extremalpunkt von U.

b) Sei V = R"™ und sei r > 0. Die Extremalpunkte vom abgeschlossenen
Ball D, von Radius 7 in der euklidischen Norm sind genau die Punkte
von der Sphére S, von Radius r.

Denn wenn z € S, und wenn v # w € D, und es ein ¢ € (0, 1) gibt mit
r=(1—1t)v+tw, so ist

r=|z| = H(l —t) +th <1 =t) || +tlw|]| <A =t)r+tr=r.

Dies kann nur stimmen, wenn iiberall die Gleichheit herrscht und ins-
besondere hochstens dann, wenn ||v|| = ||w|| = 7.
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Aber dann hat die Gleichung [|(1 — t)v + tw|| = ||v + t(w —v)|| = r
oder gleichbedeutend

Hv +t(w — v)H2 =72,

nach der Definition der euklidischen Norm eine quadratische Gleichung
in ¢, schon zwei Losungen ¢ = 0 und ¢ = 1. Diese Gleichung ist nicht-
ausgeartet (also wirklich von Grad 2), weil w —v # 0. Sie kann deshalb
keine weiteren Losungen haben und x ist tatsdchlich ein Extremal-
punkt.

Die Punkte von D, \ S, = B,(0) koénnen nicht Extremalpunkte sein,
weil sie sonst auch Extremalpunkte von B,.(0) wéren, in Widerspruch
zu Teil a).

Wir betrachten auf V' = R" die so genannte Maximumsnorm

= max || .

H(x1,$2>-~vx")Hoo 1<i<n

Man sieht leicht, dass dies wirklich eine Norm ist.

Sei r > 0. Die Extremalpunkte vom abgeschlossenen Ball D, = [—r,7]"
von Radius r in der Norm || || sind genau die Eckpunkte der Gestalt

(£r,£r, ..., £r)

fiir alle 2" moglichen Kombinationen von Vorzeichen.

Wenn n = 1 ist das klar, denn dann ist die Maximumsnorm gleich der
euklidischen Norm und die Extremalpunkte von D, = [—r, 7] sind nach
Teil b) die beiden Punkte +r von S,.

Wenn n > 1, so gehort « := (z1,...,x,) zu D, genau dann, wenn jede
Koordinate x; zum eindimensionalen Ball D, = [—r,r] gehort, und x
ist genau dann eine nichttriviale konvexe Kombination (1 — t)v + tw
von zwei verschiedenen Vektoren von D,, wenn mindestens eines der x;
eine nichttriviale konvexe Kombination von zwei verschiedenen Zahlen
v; # w; € [—r, 7] ist.

Anders gesagt, x ist genau dann ein Extremalpunkt, wenn jedes x; ein
Extremalpunkt des eindimensionalen D, ist. Das beweist die Behaup-
tung.

Lemma 3.23 Sei V ein Hausdorffscher lokalkonvexer topologischer Vektor-
raum und sei A # () eine kompakte konvexe Teilmenge von V. Dann besitzt
A Extremalpunkte.
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Beweis. Wir betrachten die Familie £ aller abgeschlossenen Extremalmengen
von A. Weil A kompakt und V' Hausdorffsch ist, ist A abgeschlossen, und A
ist eine Extremalmenge von A nach Lemma 3.21. Also ist A € £ und & ist
nicht leer.

Wir ordnen &£ durch die Teilmengenrelation C. Ist F C &£ eine nichtleere
total geordnete Teilfamilie, so ist

F::mS

SeF

nichtleer weil A kompakt ist, weil die Mengen S aus F abgeschlossen sind,
und weil kein endlicher Durchschnitt aus der total geordneten Familie F leer
ist (denn kein Element von F ist leer). Also ist F' eine Extremalmenge von A
nach Lemma 3.21 b). Und F ist abgeschlossen weil es ein Durchschnitt von
abgeschlossenen Mengen ist.

Deshalb gehort F' zu £ und ist eine untere Schranke von F.

Weil jede total geordnete Teilfamilie von £ eine untere Schranke hat, be-
sagt das Zornsche Lemma, dass £ ein minimales Element S enthélt. (Formal
wendet man das Zornsche Lemma auf die umgekehrte Ordnung O an und
findet beziiglich dieser Ordnung ein maximales Element.)

Wir miissen nun zeigen, dass S nur aus einem Punkt besteht—dann haben
wir einen Extremalpunkt gefunden.

Wenn S zwei verschiedene Punkte x # y enthélt, so finden wir nach
Korollar 3.18 ein stetiges lineares Funktional o € V* mit o(z) # a(y). Ins-
besondere ist o nicht konstant auf .S.

S ist abgeschlossen und somit als abgeschlossene Teilmenge der kompak-
ten Menge A selber kompakt, und o nimmt aus diesem Grund ein Minimum
c auf S an.

Nach Lemma 3.21 d) ist

S:={veX|al) =c}

eine Extremalmenge von S, und somit auch von A unter Berufung auf Lem-
ma 3.21 c).

Als Urbild unter o der abgeschlossenen Menge { ¢} C R ist S abgeschlos-
sen.

Aber S ist eine echte Teilmenge von S, weil a auf S nicht konstant ist,
und S war eine minimale abgeschlossene Extremalmenge von A. Diesen Wi-
derspruch haben wir hergeleitet aus der Annahme, es gibe zwei verschiedene
Punkte in S.

Da S nicht leer ist, besteht S nur aus einem einzigen Punkt, und dieser
ist ein Extremalpunkt von A. [
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Satz 3.24 (Satz von Krein-Milman) Sei V' ein lokalkonvexer Hausdorff-
scher topologischer Vektorraum und sei A eine nichtleere kompakte konvexe
Teilmenge von V. Sei E die Menge der Extremalpunkte von A. Dann ist

A =KH(E). (3.11)

Beweis. Weil A eine abgeschlossene konvexe Obermenge von F ist, gilt sicher
die Inklusion D in (3.11), und wir miissen nur die Richtung ,,C* beweisen.
Gilt diese Inklusion nicht, so gibt es einen Punkt x € A\ KH(E).
Wir wenden Lemma 3.17 an mit der abgeschlossenen konvexen Menge
KH(E) in der Rolle von A und mit {z} in der Rolle der zu A disjunkten
kompakten konvexen Teilmenge B, und schlieken aus diesem Lemma die

Existenz eines stetigen linearen Funktionals o € V*, so dass

sup  a(v) < afz). (3.12)

veKH(E)
Weil A kompakt ist, nimmt « auf A ein Maximum C' an, und wir setzen
Mi=a'({C})NA

Dies ist eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge A
und ist deshalb selber kompakt. Nach Lemma 3.21 d) ist M eine Extremal-
menge von A und ist insbesondere konvex.

Nach Lemma 3.23 besitzt M Extremalpunkte, und diese sind nach Lem-
ma 3.21 ¢) auch Extremalpunkte von A, d.h., Elemente von E. Aber (3.12)
impliziert, dass EN M = (), weil

av) < a(zx) <C

fiir jedes v € F.
Das ist ein Widerspruch und A C KH(FE), was zu zeigen war. [ |
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Kapitel 4

Die LP-Raume

Inzwischen wissen wir eine ganze Menge {iber Banachrdume, aber es fehlt uns
noch an interessanten Beispielen. Zwar ist jeder endlichdimensionale normier-
te Vektorraum automatisch ein Banachraum, aber diese Rdume sind, wie wir
wissen, sehr einfach und nicht wirklich lohnenswerte Untersuchungsgegen-
stande fiir die Funktionalanalysis.

Mo6gen unendlichdimensionale Banachrdume noch so schone und inzwi-
schen uns auch einigermafen bekannte Eigenschaften haben, das niitzt nicht
viel, wenn solche RAume nur ,in freier Wildbahn vorkommen und die Be-
trachtung einzelner Exemplare aus der Ndhe nicht mdoglich ist, um festzu-
stellen, welche bisher nicht erahnten Eigenschaften sie vielleicht noch haben
konnten und welche vermuteten Merkmale wir im Gegensatz nicht generell
erwarten diirfen.

Im jetzigen Kapitel wollen wir das erste Gehege in unserem funktionalana-
lytischen Zoo einrichten und eine niitzliche Familie von klassischen Beispielen
von unendlichdimensionalen Banachraumen ndher untersuchen. Es handelt
sich um die so genannten LP-Raume, eine ganze Schar von Banachrdumen,
die gebildet werden durch Aquivalenzklassen von integrierbaren Funktionen
auf einem Mafsraum, wobei die jeweils angewendete Integrabilitdtsbedingung
vom positiven Index p abhéngt. Der Buchstabe L im Namen steht, natiirlich,
fiir Lebesque.

Diese Rédume, deren Konstruktion sich auf das Lebesgue-Integral und so-
mit, auf eine analytische Operation mit einer engen Beziehung zu Kernfragen
der Funktionalanalysis stiitzt, sind auch deshalb von besonderem Interes-
se, weil ihre Struktur sich als niitzlich fiir die Gewinnung und Beschreibung
von Erweiterungen des Funktionenbegriffs eignet, mit deren Hilfe man einige
wichtige Anwendungsprobleme angehen und l6sen kann.

Hier sind diese Rdume:

167
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Definition 4.1 Sei (X, R, 1) ein Makraum und sei p > 0 eine positive reelle
Zahl. Sei f: X — RU{ 00 }U{ —o0 } eine messbare Funktion. Wir definieren

i1, = (. )’ (112)

und wir nennen || f||, die p-Norm von f.

Da die p-Norm durch ein Integral definiert ist, hingt sie nur von der
Aquivalenzklasse von f ab, d.h., Funktionen die fast iiberall gleich sind haben
die gleiche p-Norm.

Wir lassen auch oo als Wert von p zu, aber in diesem Fall kénnen wir die
p-Norm natiirlich nicht durch Formel (4.1a) definieren. Stattdessen setzen
wir

Ifllo:= inf  sup [f(z)]. (4.1b)
#J(VNE)EO 2€X\N

| f]l., heifit wie fiir andere Werte von p die co-Norm von f, aber auch das
wesentliche (absolute) Supremum von f.

Die oo-Norm ist so konstruiert, dass auch || f||_. nur von der Aquivalenz-
klasse von f abhéngt.

Weil |f(z)| immer nichtnegativ ist, ist 1 £]l,, fiir jedes p mit 0 < p < o0
definiert, aber der Wert kann natiirlich unendlich sein. Wir nennen eine auf
X definierte Funktion f p-integrabel oder p-summierbar, wenn f messbar
ist und wenn [ f[|, < co. Wenn p = oo benutzt man auch diese Sprache, oder
man sagt alternativ, f ist wesentlich beschrankt.

Bemerkung 4.2 Sei (X, R, i) ein Mafraum und sei f: X — RU{+o0}
eine messhare Funktion. Dann gibt es eine u-Nullmenge N, so dass

1fllo = sup [f(=)]. (4.2)

zeX\N

Beweis. Wenn || f]|, = oo gilt die Aussage fiir jede Nullmenge N (sonst wére
das Infimum der rechten Seite iiber alle N nicht o).

Wenn || f]|,, = C < oo, so gibt es fiir jede natiirliche Zahl & > 1 eine
Nullmenge Ny, so dass

1Fl < s |£@)] < IF+ -

$EX\Nk
Sei

k=1
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Dies ist immer noch eine Nullmenge, und weil X \ N C X \ N, haben wir

1 .
£l < sup |F@)] < swp [F@)] < Iflot b frjedes k> 1
CEGX\N CEGX\Nk

Daraus folgt, wenn k& — oo, dass

Il < sup |7()] < 111

und (4.2) gilt fiir diese Nullmenge N. |

Der Name p-Norm und die Notation || ||, sind sehr suggestiv, und na-
tiirlich kommen sie auch nicht von ungefahr, aber wir sind den Beweis noch
schuldig, dass || ||, tatsichlich die Eigenschaften einer Norm (in Wirklichkeit
einer Halbnorm) hat. Dieser Beweis erfordert ein bisschen Vorbereitung.

Dabei und an vielen anderen Stellen in der Untersuchung von || ||, erweist
es sich als niitzlich, den Index p, sofern er > 1 ist, nicht fiir sich zu betrachten,
sondern immer in Verbindung mit einem ,dualen* Index ¢, der von p abhéngt
und eindeutig bestimmt ist durch die Bedingung, dass

S — (4.3)

Offensichtlich l4sst sich diese Gleichung fiir jedes p mit 1 < p < oo (was
gleichbedeutend ist mit 0 < 1/p < 1) eindeutig l6sen durch eine Zahl ¢ fiir
die ebenfalls gilt 1 < ¢ < oc.

In manchen Betrachtungen erlauben wir auch p = 1 (und nehmen dann
q = o0) oder p = 0o (und nehmen dann g = 1).

Hilfssatz 4.3 Secien a und b reelle Zahlen > 0. Seien p und q positive reelle
Zahlen mit

1 1

e 1

p q

(woraus folgt, dass p und ¢ > 1 sind).
Dann gilt
P bq
ab< =+ = (4.4)

p q

und die Gleichheit gilt genau dann, wenn a? = b9.
Man beachte, dass im Falle der Gleichheit sogar gilt a? = b? = ab, was
aus (4.4) unter Anwendung von (4.3) sofort folgt.
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_ g1

Beweis. Die Bezichung %—i—% = 1 kann man auch schreiben als % =1-
oder

q—1= g
p
Wir betrachten den Ausdruck
P e
< +——ab
p q

fiir festes a als eine differenzierbare Funktion ¢(b) von b € [0, 00], und wir
suchen ihren minimalen Wert.
Thre Ableitung ist gegeben durch

O b) =0T ~a

und weil ¢ — 1 > 0, ist dies eine streng monoton steigende Funktion von b,
die genau dann 0 ist, wenn

a =01t =pi/P (4.5)

oder gleichbedeutend, wenn a? = 9.

Fiir kleinere Werte von b ist ¢/(b) < 0 und fiir grokere Werte von b ist
©'(b) > 0. Also ist das gefundene Extremum von ¢ wo a? = b? ein isoliertes
Minimum.

An dieser Minimalstelle von ¢ haben wir unter Verwendung von (4.5),
dass aP bq bq bq

— 4+ —=—+—=0=b""b=ab
p q p q
und folglich ¢(b) = 0.

Dieser minimale Wert von ¢ wird nur an dieser einzigen Stelle angenom-
men; fiir alle anderen Werte von b ist ¢(b) > 0. Also gilt die Gleichheit in
(4.4) genau dann, wenn a? = b?, und fiir alle anderen Werte von b gilt in
(4.4) die strenge Relation <.

Die Bemerkung iiber die Gleichheit von o, b? und ab am Ende der Aussa-

ge ist klar, und im Ubrigen haben wir sie im vorletzten Absatz mitbewiesen.
[

Satz 4.4 (Holder Ungleichung) Sei (X, R, u) ein Makraum und seien f
und g: X — R U{ o0} U{—o0} messbare Funktionen.
Seien p und q € [1,00] mit
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(insbesondere erfiillen die Paare p = 1, ¢ = oo und p = o0, ¢ = 1 diese
Gleichung).
Dann gilt

1Fglly < 171, [lgll, - (4.6)

Beweis. Wenn f oder g = 0 fast iiberall, dann gilt das Gleiche fiir fg und
beide Seiten von (4.6) sind 0. In diesem Fall ist nichts weiter zu beweisen.

Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass f und g nicht fast {iberall
verschwinden, und dass in Konsequenz beide Faktoren auf der rechten Seite
von (4.6) nicht 0 sind.

Wir konnen ferner annehmen, dass beide Faktoren endlich sind, denn
sonst ist die rechte Seite von (4.6) unendlich und die Ungleichung gilt.

Es sind aber trotzdem noch die Félle zu unterscheiden, wo p und ¢ beide
endlich sind, oder wo eines den Wert oo hat (und das andere den Wert 1).

Fall I: 1 < p,q < 0.

Sei )
p/q
e
lgll,
und setze
h:=cg.

Der Sinn dieser Skalierung von g besteht darin, bei einer Anwendung von
Hilfssatz 4.3 die Gleichheit in (4.4) zu erhalten, denn wir haben es mit der
Skalierung so eingerichtet, dass

7 = e gt = oy o gy (07
a = 19la = gpe 19l = 11l '
q

Wir finden nun durch zweimalige Anwendung von Hilfssatz 4.3, dass

1
7ol = - £,

1

— - [ 18] d
¢Jx
1 1 1 .

< —/ —|fI" 4+ = |h|?* du nach Hilfssatz 4.3
¢cJx P q
11, 1

— (= 2 n q)
S 1A+ WAl
1

= —[|fIl, 7], nach Hilfssatz 4.3, Gleichheit wegen (4.7)
¢

= [I£1l, llgll,
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wie behauptet.

Fall IT: p und ¢ haben die Werte 1 und oo.

Wegen der Symmetrie der Aussage kénnen wir annehmen, dass p = oo
und ¢ = 1.

Ferner konnen wir f und ¢ durch dquivalente Funktionen ersetzen, ohne
die Giiltigkeit der Aussage zu verdndern, und in Anbetracht von Bemer-
kung 4.2 kénnen wir somit erreichen, dass

11l = sup [ f(2)].
zeX

Diesen Wert haben wir als endlich vorausgesetzt.
Es gilt jetzt

1f9lly Z/legl duS/XIIfHoolgl dp = Hf||oo/X!g! dpe= [ fll llglly

wie behauptet. [ |

Satz 4.5 Sei (X, R, u) ein Makraum und seien f und g: X — RU{ o0}
messbare Funktionen.
Sei 0 < p < o0.

a) Wenn f ~ g, dann ist || f||, = [|g]], -
b) Hpr > 0 und die Gleichheit gilt genau dann, wenn f ~ 0.
c¢) Fiir jedes a € R ist Hapr = |a Hf”p-

d) Wenn p > 1, dann ist

LF+gll, < A1, + llgll, - (4.8)

Diese Dreiecksungleichung fiir die p-Norm nennt sich die Minkowskz
Ungleichung.

Beweis. a) ist klar aus den Details der Definition von || ||, und weil || ||, fiir
alle p < oo durch ein Integral definiert wird. Diese Tatsache wurde iibrigens
schon in Definition 4.1 bemerkt.

b): Aus der Definition von [ || ist klar, dass [|f||, > 0, und wenn f ~ 0,
dann ist |||, = [|0[[, = 0 nach Teil a).

Das wesentliche Supremum einer Funktion kann auf Grund von Bemer-
kung 4.2 nur 0 sein, wenn die Menge {2 € X | f(z) # 0} eine Nullmenge ist,
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und das Integral einer positiven Potenz von | f| kann auch nur in diesem Fall
Null werden. Also ist || f[|,, fiir ein beliebiges p > 0 nur dann 0, wenn f ~ 0.

¢) ist trivial und lésst sich direkt aus der Definition von [| ||, nachrechnen.
d)Wir unterscheiden im Beweis drei Fille.

Wenn p = 1, so folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir den Abso-
lutbetrag, dass

Hf+gH1=/X|f+g| duS/XIf\+|g| dy
= [ 1t du+ [ lol du =151, + Dol
X X

Wenn p = oo, seien M und N beliebige Nullmengen in X. Dann ist

If+9le < sup  |(f+9)(@)]
2€X\(MUN)

< sup |f(2)] + |g(2)]
z€X\(MUN)

< sup |f(@)|+ sup |g(y)]
z€X\(MUN) yeX\(MUN)

< sup }f(x)‘—l— sup ‘g(yﬂ
reX\M yeX\N

und weil dies fiir jede Wahl einer Nullmenge M C X und einer Nullmenge
N C X gilt, bleibt die Ungleichung richtig, wenn wir die Terme auf der
rechten Seite durch ihr Infimum iiber alle Nullmengen ersetzen. Wir erhalten
dann

1+ 9l < 1 lle + 1191l -

Zum Schluss betrachten wir den Fall 1 < p < oo, und wir wéhlen zu p
die ,duale” Zahl

p . 1 1
q = —- mit -+ -=1
p—1 P q
Wir setzen
hi=(f+9)"" = (f +g)"/"

und haben

(f+9)P=(f+gh
und

P Y p/a p-1
Il = ([ 1 + b die) "= 1F + gl = 1 + gl
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Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag und der Holder
Ungleichung erhalten wir die Abschitzung

I+l = [ 15+ o du= [ | +o)hld

h| d h| d

S/X\f\ u+/X\g\ "

<|I£1l, 11, + llgl, 11, = (11, + llal,) el
= (111, + lloll,) 117 +glly "

Wenn || f + g||, = 0 ist ohnehin nichts zu beweisen, und sonst kénnen wir die
letzte Ungleichung durch || f + g||§_1 teilen und erhalten wie gewiinscht

17+ gll, < [I£1, + llg]l,.
m

Mit diesem Satz haben wir bewiesen, dass fiir p > 1 die p-Norm || ||,
die Eigenschaften einer Halbnorm besitzt, wenn wir sie einschranken auf die
Funktionen, fiir die sie endlich ist. Wegen Satz 4.5 b) ist || ||, zwar keine rich-
tige Norm, aber das stort nur wenig, denn mit Hilfe von Korollar 1.50 kénnen
wir trotzdem einen normierten Vektorraum erhalten mit || ||, als Norm (aller-
dings haben die Elemente der so gewonnenen normierten Vektorrdume eine
nicht ganz einfache Struktur und sie wirken deshalb etwas unnatiirlich. Da-
mit meine ich aber nur die psychologische Wirkung—mathematisch sind sie
einwandfrei!).

Definition 4.6 Sei (X, R, x) ein Mafraum und sei 1 < p < co. Wir setzen
LP(X) = {f: X — RU{+oo} | f messbar und |[|f]|, < oo } (4.9)

Offensichtlich ist 0 € £P(X) und aus Satz 4.5 ¢) und aus der Minkowski
Ungleichung Satz 4.5 d) ist klar, dass £P(X) ein Vektorraum ist. Ferner,
Satz 4.5 besagt, dass || ||, auf diesem Vektorraum eine Halbnorm ist.

Wir nennen £P(X) den halbnormierten Vektorraum der p-integrablen
Funktionen auf X.

Sei

Ni={ e ) [Ifl,=0}={feLr(x)| f~0}.
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Nach Korollar 1.50 induziert || [|, eine wohldefinierte Norm (die wir auch mit
| Il bezeichnen) auf
iy . LX)

L7(X) = S (4.10)
Man beachte, dass zwei Funktionen aus £°(X) genau dann die gleiche Rest-
klasse in L”(X) haben, wenn ihre Differenz Null ist aufserhalb einer Nullmen-
ge, d.h., wenn die Funktionen fast iiberall gleich sind. Somit ist LP(X) die
Menge der ~-Aquivalenzklassen [f] von messbaren Funktionen f auf X mit

endlicher p-Norm, d.h.,

LX) = A{f]] fe LX)},

Man nennt LP(X) schlicht den L-p Raum des Mafraumes (X, R, u).
Wenn es notig ist, das verwendete Maf auf X genau zu kennzeichnen,
schreiben wir auch £P(X, p) statt £P(X) und LP(X, u) statt LP(X).

Bemerkung und Definition 4.7 Es ist ein bisschen drgerlich, dass || [/, im
Allgemeinen auf £P(X) nur eine Halbnorm ist und dass wir, um einen nor-
mierten Vektorraum zu haben, zum komplizierteren Raum LP(X) iibergehen
miissen, dessen Elemente keine richtigen Funktionen auf X sind, sondern nur
,fast iiberall* bestimmte Funktionen, also Aquivalenzklassen von Funktionen.
Das liegt natiirlich daran, dass die p-Halbnorm durch ein Integral definiert
ist, und dass auch bei der Definition von | ||, in der keine Integrale invol-
viert sind, trotzdem Nullmengen ignoriert werden und nur das wesentliche
Supremum gebildet wird.

Aber diese Probleme treten nicht immer auf, denn die genaue Bedeu-
tung des Lebesgue-Integrals hingt von der Struktur des Mafkraums ab und
in manchen elementaren aber wichtigen Beispielen gibt es keine nichtleeren
Nullmengen. In diesem Fall ist Aquivalenz dasselbe wie die Gleichheit, die
Réiume £P(X) und LP(X) stimmen iiberein, und || ||, ist schon auf £P(X)
eine Norm.

Das ist insbesondere bei diskreten Mafraumen der Fall, in denen X ei-
ne abzahlbare Menge ist und jeder Punkt von X positives Maf hat. Dann ist
das Integral einer Funktion iiber X nichts anderes als eine gewichtete Summe
(oder wenn X unendlich ist eine gewichtete Reihensumme) der Funktions-
werte, wo die Gewichtung durch die Mafe der einzelnen Stellen in X gegeben
ist.

Besonders einfach sieht das aus wenn alle Einzelpunkte Mafs 1 haben
und somit alle Summanden der Integrale Einheitsgewicht haben. X kann
eine endliche Menge sein oder abzédhlbar unendlich. Der letztgenannte Fall
ist so niitzlich, dass man hierfiir eine Standardrealisierung wéahlt und eine
besondere Notation fiir die L-p-Rédume dieser Realisierung.
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Wir nehmen X := N, R := P(N), und fiir 4 nehmen wir das Abzéhlmaf:
fiir A C N ist pu(A) die Anzahl (eventuell co) der Elemente von A.
Fiir jedes p mit 1 < p < oo setzen wir

P = LP(N) (mit dem genannten Mafk.)

Man nennt diesen Raum ,,klein l-p*.

Wir wollen kurz wiederholen, wie dieser spezielle Raum und wie seine
Norm aussehen. Eine Funktion N — R U { 0o } U{ —oc0 } ist nichts anderes
als eine Folge in R, wobei einige Glieder zunéchst auch £oo sein diirfen.
Aber wir interessieren uns nur fiir die p-integrablen Folgen, und weil eine
integrable Funktion nur auf einer Nullmenge unendliche Werte annehmen
darf und es in N mit dem Abz&hlmall keine nichtleeren Nullmengen gibt,
konnen p-integrable Folgen doch keine unendlichen Glieder haben.

Das Integral einer nichtnegativen Funktion auf N, also einer nichtnega-
tiven Folge, ist die Summe der Reihe, deren Summanden die Folgenglieder
sind. Folglich, wenn 1 < p < oo ist

0 ={{an}en

a, € R, Z la, |’ < oo }, (4.11)
n=0

wahrend (> der Raum der beschrinkten Folgen in R ist.
Fiir eine Folge ¢ = { a, }, o € ¢ ist

o » 1/p .
lell, = (Tolanl’) 7 wemn 1<p < ox (4.12)
SUDpeN |@nl 5 wenn p = oo.

Man sieht, dass [|¢l|, tatséchlich nur dann 0 ist, wenn alle a,, = 0. Also
ist || Hp tatsichlich eine Norm auf /# und % = LP(IN).

Die wichtigsten oder zumindest am hédufigsten betrachteten ¢F sind ne-
ben dem Raum ¢°° der beschrinkten Folgen in R der Raum ¢* der absolut
konvergenten Reihen in R und der Raum ¢? der quadrat-summablen
Folgen.

Wir wollen als nichstes zeigen, dass die normierten Vektorraume LP(X)
Banachrédume sind. Dazu erinnern wir an die Aussage aus Ubungsaufgabe 7—
3.

Definition 4.8 Sei V ein halbnormierter Vektorraum. Wir nennen eine Rei-
he Y~ v; in V' absolut konvergent, wenn die Reihe > .7 [|v;]| in R kon-
vergiert.
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Hilfssatz 4.9 Ein normierter Vektorraum V ist genau dann ein Banach-
raum, wenn in V jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. ,,= Sei > . v; eine absolut konvergente Reihe in einem Banach-
raum V', und fiir jedes n € N sei

n
Sp = E Vi
i=0

die n-te Partialsumme der Reihe )"° v; und sei

n
by = Z Il
1=0

die n-te Partialsumme der konvergenten Reihe Y22 |Jv;]].
Fiir jedes m < n gilt wegen der Dreiecksungleichung

n n
lsw = smll = || D2 vl < 32 il = It~ tu

i=m-+1 =m-+1

und weil die Partialsummen ¢, der in R konvergenten Reihe > .7 [|v;]| eine
Cauchyfolge in R bilden, bilden auch die Partialsummen s,, eine Cauchyfolge
in V.

Diese Cauchyfolge konvergiert weil V' ein Banachraum ist. In anderen
Worten, die Reihe .~ v; konvergiert in V.

»<" Sei { vy, },on eine Cauchyfolge in einem normierten Vektorraum V,
in dem jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Wir wollen zeigen, dass
die Cauchyfolge { v, } konvergiert—nach Bemerkung 1.54 reicht es zu zeigen,
dass sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

Dazu miissen wir die Teilfolge einfach so wihlen, dass die zu ihr dquiva-
lente Reihe absolut konvergiert. Eine solche Teilfolge finden wir leicht:

Weil { v, },,cn eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes k € N eine Zahl Ny,
so dass fiir alle m und n > Nj gilt

”Um, - Un“ S W

Wir wéhlen eine monoton steigende Indexfolge {7y }, oy, so dass ny > Ny
fiir jedes k, und wir definieren eine Reihe 77wy, indem wir

Wo 1= Up, und Wk 1= Uy, — Up,_, firallek>1

setzen.
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Die k-te Partialsumme dieser Reihe ist v,, und die Reihe konvergiert
deshalb genau dann, wenn die Folge { vy, }, . konvergiert (und mit ihr die
urspriingliche Folge { v, }, )

Aber weil nj, > ny_; > Njp_; haben wir ||w| < 27F fiir jedes & > 1. Da
zumindest die Reihe > ° | |lwi|| durch die geometrische Reihe majorisiert
wird, konvergiert sie in R und mit ihr auch die volle Reihe

o0 oo
D lwll = llwoll + Y ekl
k=0 k=1

D.h., die Reihe )%, wy konvergiert absolut, und nach den vorausgesetz-
ten Eigenschaften von V' konvergiert sie in V. Das bedeutet, wie wir schon

gesehen haben, dass die Cauchyfolge { v, }, . konvergiert. [

Satz 4.10 (Satz von Riesz-Fischer) Sei (X, R, u) ein Makraum und sei
1 <p < oo. Dann ist LP(X) ein Banachraum, d.h., || ||, ist vollstindig.

Beweis. Wir werden Hilfssatz 4.9 ausnutzen und die Behauptung beweisen,
indem wir zeigen, dass jede absolut konvergente Reihe in LP(X) konvergiert.

Weil aber die Projektion 7: £P(X) — LP(X) eine surjektive Isometrie
ist (nach Korollar 1.50) und natiirlich auch stetig ist, reicht es, wenn wir
diese Aussage in L£P(X) beweisen, also fiir Funktionenreihen statt fiir Reihen
aus Funktionendquivalenzklassen. Denn die absolut konvergenten oder kon-
vergenten Reihen in LP(X) sind wegen der genannten Eigenschaften von 7
genau die Bilder unter 7 der absolut konvergenten bzw. konvergenten Reihen
in £P(X).

Fall 1 < p < oo: Sei ) 2, f, eine absolut konvergente Reihe in £P(X)
und sei

M=) | fall, < oo.
n=0

Um zu zeigen, dass die Reihe ) > f,, in £7(X) konvergiert, betrachten
wir zunéchst die (eventuell gegen oo divergierende) Reihe

9= _Ifal,

n=0

und wir zeigen, dass sie punktweise fast {iberall konvergiert.

Fiir jedes n € N sei g, := >0 _o|ful € L£P(X) die n-te Partialsumme
dieser Reihe. Die g,, bilden eine monoton steigende Folge von nichtnegativen
messbaren Funktionen mit Supremum g (und das entsprechende gilt auch fiir
ihre p-ten Potenzen).
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Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

lgnll, < DI, = D IAell, < DN, =
k=0 k=0 k=0

und aus diesem Grund ist

/ ghdp = / gnl” dpe = || gull;, < MP.
X X

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass

/gpduzsup/ gbdp < MP < oo
X neN J X

und deshalb ist ¢g” und somit auch ¢ fast iiberall endlich.

Sei N die Nullmenge, auf der g unendlich ist. Dann konvergiert die Reihe
Yo | fnl punktweise iiberall auf X \ N.

In anderen Worten, die Reihe ) 7  f, konvergiert absolut und somit
auch punktweise an jedem Punkt von X \ N, gegen eine (somit fast tiberall
definierte und endlichwertige) messbare Funktion f.

Fiir jedes n € N sei

ni=f— ka— Z fre-

k=n+1

Die Folge { h,, },, .y und somit auch die Folge { |h,|" },cn konvergieren fast
iiberall punktweise gegen 0, und eine standardméfige Abschéitzung mit der
Dreiecksungleichung zeigt, dass

|hn‘ < Z |fk‘ <y

k=n-+1

und somit |k, |” < gP.

Weil ¢? integrierbar ist, schliefen wir zunichst daraus, dass hg eine p-
integrable Funktion ist, und deshalb ist auch f = ho + fy € LP.

Ferner konnen wir den Lebesgue Satz iiber dominierte Konvergenz auf
die Folge { |h,|" },,cn anwenden und folgern, dass

lime kaH Tim [|h,],

n—oo

. 1/p ) 1/p
- hm al? du) - (/ lim |f,]” du> — 0,
X Xn—>OO

TL—>OO
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d.h., >0 fn konvergiert gegen f in der p-Halbnorm von £P(X).

Fall p = co: Sei )7 fn eine absolut konvergente Reihe in £(X). Dann
konvergiert die Reihe Y >° || f.]l, in R.

Nach Bemerkung 4.2 gibt es fiir jedes n € N eine Nullmenge N,, C X, so
dass

Ifallo = sup [ ful=)],

und dies bleibt wahr, wenn wir jedes N,, durch die gréfsere Nullmenge

N = QNn

ersetzen, denn

[fallw < sup [ful@)| < sup [ fu(2)] = [ fall -
z€X\N z€X\Np

Das bedeutet, dass fiir jedes € X \ N die Reihe > (| f.(2)| von der
konvergenten Reihe Y >° | f,||., majorisiert wird und somit auch konver-
giert.

D.h., > fu(z) konvergiert absolut fiir jedes z € X \ N, und weil in
R absolut konvergente Reihen konvergieren, konvergiert > f,, punktweise
auf X \ NV gegen eine messbare Funktion f.

Diese Funktion erginzt sich zu einer auf ganz X definierten messbaren
Funktion, die wir auch f nennen, und die Reihe konvergiert sogar in der
oo-Halbnorm von £°(X) gegen f.

Denn wieder haben wir fiir jedes = € X \ N die Abschétzung

10 -3 a0 =] 3 s < X 1AwI< 3 Il

k=n+1 k=n+1 k=n+1

(die rechte Ungleichung weil N so gewéhlt ist, dass || fx ||, = sup,ex\n ’fk(x)|
fiir jedes k).
Daraus folgt, dass

IS DTN
k=0 k

=n-+1

und die rechte Seite, somit auch die linke, geht gegen 0 fiir n — oo weil die
ganze Reihe > 7 || full., konvergiert. D.h., > f, konvergiert gegen f in
der oo-Halbnorm von £>(X). [
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Wir haben schon mehrmals, zum Beispiel bei der Hélder Ungleichung,
Zahlenpaare p und ¢ mit Il) + % = 1 als ,dual* zueinander bezeichnet. Wir
werden jetzt sehen, dass dieser Name berechtigt ist, denn ,duale” Zahlenpaare
haben tatsichlich etwas mit den Dualrdumen der LP-Raume zu tun.

Um diese Beziehung né&her beschreiben zu konnen, fiihren wir zunéchst
eine bilineare Paarung zwischen den Rdumen L? und L? fiir duale Zahlen p
und ¢ ein.

Definition 4.11 Sei (X, R, u) ein Makraum und seien p und ¢ € [1, co] mit

1 1
S
p q
Wir definieren zunichst eine Paarung ( , ): LP(X) x L9(X) — R
durch die Vorschrift

<f,g>:=:jéffgch¢ (4.13a)

fir jedes f € LP(X) und jedes g € L9(X).

Da das Integral auf der rechten Seite nur von der Aquivalenzklasse von
fg¢ und somit nur von den Aquivalenzklassen von f und g abhingt, induziert
diese Paarung auch eine wohldefinierte Paarung LP(X) x LY(X) — R, die
wir mit der gleichen Notation bezeichnen und die gegeben ist durch

(U Lol F=<f,9>==]£,fgdu (4.13b)

Aus den kanonischen Integralabschitzungen und der Hélder Ungleichung
folgt fiir jedes f € LP(X) und jedes g € L1(X), dass

MmmﬂémwkﬂymWﬂwmgmwm<m.<m®

Insbesondere ist (f, g) tatséchlich definiert und endlich (denn fg ist integrier-
bar weil |fg| nach dieser Abschédtzung integrierbar ist), die Paarung ( , ) ist
offensichtlich bilinear, und aus der Abschétzung folgt, dass ( , ) stetig ist,
nicht nur in jeder Variablen einzeln sondern als Funktion von zwei Variablen
zumindest bei (0,0). Aus der Bilinearitit folgt dann aber leicht die Stetigkeit
an jeder beliebigen Stelle.

Natiirlich gelten die gleichen Aussagen und die gleiche Abschéitzung auch
fir die Paarung zwischen LP(X) und L9(X).

Mit Hilfe der Paarung erhalten wir eine Beziehung zwischen L?(X) und
dem Dualraum von LP(X).
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Lemma und Definition 4.12 Sei (X, R, 1) ein Makraum und seien p und

q € [1, 00| mit
11

p q

Wenn p = 1 und ¢ = oo nehmen wir an, dass p o-endlich ist.
Fiir jedes 0 € L1(X) definieren wir eine Abbildung

p(B): L(X) — R

durch die Vorschrift
e(B)(a) = (o, ). (4.15)

Fiir jedes € L9(X) ist die Abbildung () stetig und linear und somit
ein Element des Dualraums (LP(X))" (dessen Namen wir in Zukunft mit
LP*(X) abkiirzen wollen).

Die so konstruierte Abbildung

p: LX) — LP*(X) = (I"(X))
ist eine lineare Isometrie.

Beweis. Fiir jedes € LI(X) ist ¢(0) linear weil ( , ) bilinear ist, und stetig
weil aus der Abschitzung (4.14) folgt, dass

le@®] <18l (4.16)

Also gehort p(5) zu LP*(X) und ¢ bildet LI(X) nach LP*(X) ab.

Die Abbildung ¢ selber ist linear, wieder weil ( , ) bilinear ist, und (4.16)
zeigt, dass ||¢]| < 1 und ¢ somit stetig ist. Wir miissen aber noch zeigen,
dass ¢ tatsdchlich eine Isometrie ist.

Die Isometrieeigenschaft miissen wir nur fiir § # 0 € L9(X) nachpriifen,
denn wegen der Linearitéit ist ¢(0) = 0 und hat in LP*(X) die gleiche Norm
wie das Element 0 € L(X).

Sei also § # 0 € LX) und sei g € £9(X) mit 5 = [g]. Wir wollen zeigen,
dass ||¢(8)| = 18]I, = llgll,- Wir haben in (4.16) schon gesehen, dass ,<*
gilt.

Wir definieren eine messbare Funktion sgn g auf X durch die Vorschrift
+1, wenn g(z) > 0;

(sgng)(z) == {

—1, wenn g(z) <0.

Offensichtlich gilt (sgng)g = |g| und (sgng) |g| = g.
Wir unterscheiden im Beweis die Falle ¢ =1, 1 < ¢ < oo und ¢ = oo.
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Wenn ¢ = 1, dann ist p = co. Sei f := sgng und o = [f]. Offensichtlich
ist Jlall. = ||l = 1 und

o)) = [

(sgng)gdp =/ 9| dp = |lgll; ,
X X

woraus folgt, dass ||¢(8)|| = llgll, = [|8]]; - Also gilt die Gleichheit.
Wenn 1 < g < o0, ist

1
q—1=q<1——)=q-
q

SEE
SRS

Setze
-1
f = (sgng) g™ = (seng)[g]"".
Wir haben dann |f|” = |g|?, und wenn man dies iiber X integriert erhal-
ten wir ||| = [lg]? oder

—1
A1, = Hlgll2 = flglli™"

Ferner ist fg = (sgng)|g|” 'g = (sgng)glgl"" = lg/lg|" " = |g|* und

somit ist

#(8)(0) = (0, B) = (f, g) = /X fody - /X ol? dy

-1
= llgllg = llgllg " llglly = N£1l, lglly = e, 151,

Hieraus folgt ||¢(8)]| > 18], und mit der friiheren Abschitzung (4.16)
gilt die Gleichheit.

Wenn ¢ = oo, dann ist p = 1 und nach Annahme ist u ein o-endliches
Mak. Sei M = ||f]l. = llgll, < oo. Nach Bemerkung 4.2 gibt es eine
Nullmenge N, so dass

M = |lgll = sup |g(z)].

zeX\N

Fiir jedes € > 0 hat die Menge
A= {xeX\N’ l9(x)| 2]\/[—5}

positives Mafs, denn sonst wire das wesentliche Supremum von g hoéchstens
M — ¢, also kleiner als M.

Weil p als o-endlich vorausgesetzt ist, ist auch A. eine abzdhlbare Ver-
einigung von Mengen endlichen Mafes, von denen mindestens eine positives
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Maifs haben muss, weil sonst auch A. eine Nullmenge wire. Wir finden also
eine Menge B. von positivem endlichen Maf, so dass |g| > M — ¢ iiberall auf
B..

Sei f. := (sgn g)xp.. Diese messbare Funktion gehort zu £'(X) und

||faH1:/X|f| dM:/XXBEdMZM(Bg)>O.

Es gilt

e(8)([f]) =/Xfegduz/X(Sgng)xBEgduZ/X(Sgng)ngg dp
:=/(%nwgﬁwiéImdMZQW—€MG%%=M4—QMﬁNP

woraus folgt, dass ||¢(8)|| > M —e.

Da das fiir jedes ¢ > 0 gilt, ist Hcp(ﬁ)” > M = ||B||, - Mit der fritheren
Abschétzung haben wir die Gleichheit.

Wir haben also fiir jedes ¢q € [1, o00] gezeigt, dass ¢ eine Isometrie ist. W

Weil die Rdume L?(X) normierte Vektorrdume sind, ist jede auf ihnen
definierte Isometrie automatisch injektiv, und aus Lemma 4.12 folgt somit,
dass jeder Raum L7(X) ein abgeschlossener (da vollstandiger) Unterraum
von LP*(X) ist, fiir die zu ¢ duale Zahl p.

Wir werden aber gleich zeigen, dass in den meisten Féllen ¢ nicht nur
injektiv, sondern sogar ein Isomorphismus ist; d.h., die Dualrdume der LP-
Raume sind auch LP-Riaume, nur fiir ein anderes, namlich fiir das duale p.

Satz 4.13 (Darstellungssatz von Riesz) Sei (X, R, u) ein Makraum und
sei 1 < p < oo und sei q € (1,00] so, dass

1 1

o=

p q

Wenn p = 1 nehmen wir an, dass p ein o-endliches Mak ist.
Dann ist die in Lemma und Definition 4.12 definierte Isometrie

o LX) — IP*(X)
surjektiv und somit ein isometrischer [somorphismus.

Beweis. Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, wollen wir ein paar
Fakten sammeln, die an verschiedenen Stellen im Beweis eingesetzt werden
kénnen.
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Sei g: X — RU{o0}U{—0c0} eine messbare Funktion.
Fir A € R ist

loxallz = / agl? du = / Valgl? du = / valgl? du = / 19" dy
X X X A
(4.17)

eine o-additive Funktion von A.

Wenn g € LP(X) oder allgemeiner wenn gxa € L£P(X), dann sind in
(4.17) alle Terme endlich.

Sei { E,, | n € N} eine abzéhlbare Familie disjunkter messbarer Mengen

und sei
E = U E,
n=0

ihre Vereinigung. Wenn gxg € £P(X), dann behaupten wir, dass
gxe = _gxp, € L7(X) (4.18)
n=0

(dass die Reihe punktweise gegen gx g konvergiert, ist klar und gilt auch ohne
einschrankende Annahmen iiber g—wichtig ist hier, dass unter der genannten
Voraussetzung sogar Konvergenz in der p-Halbnorm besteht).
Fiir jedes n € N sei
F,=EU---UE,.

Weil die Ej disjunkt sind und weil [[gxall; eine o-additive Funktion von A
ist, haben wir

lgxr.lly = lgxell, + - - + llgxe.ll,

und

lgxel? =" llgxs,
n=0

pp ELII) gXl n pp )

lim [lgxe — gxrlly = lim [[gxen|, = lim lgxel) = loxe, [} =0

und somit
Tim [lgxe = gxr. [, = 0.
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Das zeigt, wenn g € LP(X) oder wenn auch nur gxg € LP(X), dass wie
behauptet

gxe = lim gxp, = > gxe, in L7(X).
n=0

Wegen der p-Norm Konvergenz gilt eine dhnliche Reihensummenformel
auch nach Anwendung von stetigen linearen Funktionalen.

Dazu sei w: LP(X) — LP(X) die Projektion, die bekanntlich eine Iso-
morphie ist.

Sei a € LP*(X) und sei g: X — R U{oc}U{—o0} eine messbare
Funktion.

Weil o und 7 stetig und linear sind, kénnen wir aus (4.18) folgern, wenn
gxE € LP(X), dass

aflgxel) =Y a(lgxe.]) in LP(X). (4.19)

n=0

Nach dieser kurzen vorbereitenden Diskussion beginnen wir mit dem
Hauptbeweis.

Wir fiihren ihn in zwei Schritten durch. Beim ersten Schritt machen wir
die zusitzliche Annahme (fiir alle p), dass (X, R, i) ein endlicher Mafraum
ist; beim zweiten Schritt zeigen wir dann, dass der Satz fiir alle Mafsraume
gilt (wenn p = 1 aber nur fiir alle o-endlichen Makrédume).

Nehmen wir also zunéchst an, dass p(X) < oo.

Sei a € LP*(X). Wir assoziieren zu « wie folgt ein endliches u-stetiges
signiertes Mafl v auf R.

Fiir jede messbare Menge £ € R ist xg integrierbar, da u(E) < oo, und
weil

IX&[" = xE (4.20)

ist xg € LP(X) und

Ixzll, = (/X Ixzl" dﬂ) h = (/X XE du) 1/19 = {/u(E). (4.21)

Wir setzen
V(E) = (aom)(xe) = a([xs]) € R. (4.22)

Die konstante Funktion 1 gehort zu £P(X) weil p(X) < oo, und (4.19)
mit g = 1 besagt, dass v g-additiv ist. Es ist klar, dass v nur endliche Werte
annimmt, denn « nimmt ja nur endliche Werte an. Also ist v ein endliches
signiertes Mak.
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Wenn p(E) = 0, dann ist xg ~ 0 und somit v(E) = «(0) = 0. Also ist
v .

Nach dem Satz von Radon-Nikodym, Satz 0.74, gibt es eine integrierbare
Funktion f: X — R U {oo}U{—00}, so dass fiir jede Menge E € R gilt

a([xsl) =v(E) = /Efdu = /XXEf du, (4.23)

und diese Funktion kénnen wir so wihlen, dass sie nur endliche Werte an-
nimmt. Denn weil die Integrale in (4.23) fiir alle £ endlich sind, kann f héchs-
tens auf einer pu-Nullmenge unendliche Werte annehmen, und diese konnen
wir durch einen endlichen Wert ersetzen, ohne die Integrale zu verdndern.

Wir wollen Aussage (4.23) dahingehend erweitern, dass sie noch gilt,
wenn wir die charakteristische Funktion yg durch eine beliebige Funktion
aus LP(X) ersetzen. Dazu werden wir die Konvergenzsitze der Lebesgue In-
tegration anwenden, darunter auch den Satz {iber dominierte Konvergenz,
dessen Voraussetzungen aber nur erfiillt sind, wenn wir gewisse Abschét-
zungen machen koénnen, die auf ganz X leider nicht gelten miissen. Deshalb
sind wir zu einer gewissen beweistechnischen Akrobatik gezwungen, bei der
wir unsere Betrachtungen zunéchst auf approximierenden Teilmengen von X
durchfiihren, um sie anschliefend auf ganz X zu iibertragen.

Sei g € LP(X) und sei Y € R. Wir sagen, g mag Y (und schreiben
g QY), wenn

allow]) = [ fadu= [ foxvdn (1.24)

Gleichung (4.23) besagt, dass xg © X und 1 O FE fiir jede messbare
Menge E.

Ferner ist aus der Definition klar, dass g O Y genau dann, wenn gyy © X.

Fiir jede feste Menge Y € R ist die Menge

Oy ={gel’(X)|gQOY}

ein Untervektorraum von LP(X), da beide Seiten von (4.24) linear von g
abhédngen, und da offensichtlich 0 € Qy..
Sei £ € R. Weil xgxy = Xeny und weil xgny O X, gilt xg O Y und
somit
Xe € Oy.

Wenn f € L9(Y) (was insbesondere gilt wenn f beschrinkt ist auf Y,
da p endlich ist) dann behaupten wir, dass Oy sogar ein abgeschlossener
Untervektorraum von £P(X) ist.

Um das zu beweisen, zeigen wir, dass fir f € £9(Y) beide Seiten von
(4.24) stetig in g sind beziiglich der p-Norm. (Die Behauptung folgt dann
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aus der Tatsache, dass Oy die Nullstellenmenge der Differenz beider Seiten
von (4.24) ist; wenn diese Differenz stetig ist in der p-Norm, ist ihre Nullstel-
lenmenge abgeschlossen in der p-Norm.)

Fiir g € £P(X) gilt offensichtlich

und somit ist die Abbildung g — gxy stetig in der p-Norm.

Die linke Seite von (4.24) ist nun stetig weil o und 7 stetig sind. Die
rechte Seite von (4.24) ist stetig auf Grund der Holder Ungleichung, oder
anders gesagt, weil die Paarung zwischen £P(X) und £9(X) in der ersten
Variablen stetig ist.

Wir nehmen nun einmal an, dass f € L£9(Y). Dann ist Oy ein abge-
schlossener Untervektorraum von L£P(X), der alle messbaren charakteristi-
schen Funktionen und somit alle messbaren Treppenfunktionen enthélt.

Sei nun g > 0 € £P(X). Dann gibt es nach Lemma 0.43 eine monoton
steigende Folge { s, },.n von messbaren nichtnegativen Treppenfunktionen
mit g = Sup,eN Sn-

Es gilt lim,, .o, g — s, = 0 und deshalb auch

lim (g — s,)? =0 punktweise,

n—oo

und die g — s,, sind messbare Funktionen mit 0 < g — s, < g und deshalb
0<(9—s0)" < g"

Weil |g|” = ¢? integrierbar ist, folgt aus dem Satz {iber dominierte Konvergenz
Satz 0.46, dass die Funktionen (g — s,,)? integrierbar sind (also gehoren g— s,
und deshalb auch s,, zu £7(X)) und dass

0= lim [ (g—s,)Pdu= lim/ g — sl du = lim [lg — s, |17,
n—oo X n—oo

n—oo X

weshalb
nlLI{.lO ||g - San = 0
und
g = lim s, € £P(X).
Weil s, € Oy und weil Oy ein abgeschlossener Untervektorraum von £P(X)
ist, ist g € Oy fiir jede nichtnegative Funktion g € L£P(X).
Wenn ¢ eine beliebige Funktion in L£P(X) ist, so ist offensichtlich auch

lg| € £P(X) und deshalb auch g, und g_, weil 0 < g+ < |g|. Da wir schon
gesehen haben, dass g1 € Oy ist auch

g=g+ —9g- €Oy
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fiir jede Funktion g € £7(X) und jede messbare Teilmenge Y mit f € L4(Y).
In anderen Worten, wenn f € £4(Y'), dann ist Oy = LP(X).
Wir miissen jetzt zeigen, dass f € L£4(X). Wir unterscheiden die Fille
p=1und p > 1.
In beiden Fillen nutzen wir aus, dass « stetig ist. Sei C' := ||«||. Weil die
Projektion 7: £P(X) — LP(X) eine Isometrie ist, ist auch ||r o af| = C.
Wenn p = 1, dann ist ¢ = oo. Aus der Definition von v folgt, dass fiir
jede messbare Menge E € R gilt

(B = |a(bxel)| < € lixal, = Cu(B). (4.25)
Insbesondere miissen fiir jedes € > 0 die Mengen
A:z{l’EX!f(x)zC—{—s} und B={zeX|flz)<-C-¢}

u-Nullmengen sein, weil sonst ist
o) = [ Pz (C+ o) > Cula)
oder

v(B) = /B fdu < —(C+e)u(B) < —Cu(B),

in Widerspruch zu (4.25).
Das heifst, || f||., < C und f € L2(X).
Wenn 1 < p < oo, dann ist 1 < ¢ < oo, und ¢ — 1 = ¢/p (wie man sieht,
wenn man die Gleichung 1/p+ 1/¢ = 1 mit ¢ durchmultipliziert).
Multipliziert man sie noch mit p durch, findet man pg — p = ¢ oder
p=pg—q=qlp—1).
Wir setzen g = (sen f) | /[~ = (sen /) |1 und haben |g]” = |f|" = fg.
Fiir jede messbare Menge E ist also nach (4.17)

loxell” = / gl” dyu = / Fodu = / I dpe = [ fxel
E E E

und wenn £ so gewéhlt ist, dass fxp € L£9(X), dann sind alle Terme hier
endlich, gxp € LP(X), und (4.24) besagt, dass der mittlere und somit alle
Terme gleich a([gxg]) sind.

Fiir jede Menge E, auf der f beschrinkt ist, ist fyg € £9(X) und wir
haben die Abschéitzung

Ifxelll = loxelll = algxe]) < Cllgxell,,
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woraus folgt
||9XE||§_1 <C.

Also finden wir

1 xel? = lgxel’ = lgxe|i¥ " <

wann immer f auf E beschrankt ist.
Fiir jedes n € N sei

En::{a:EX‘ ‘f(a:)|§n}

Diese Mengen bilden eine monoton steigende Folge von messbaren Mengen,
und weil f nach Wahl nur endliche Werte annimmt ist

GEn:X.

n=0

Weil f auf E,, beschrinkt ist, ist

1 xez.llg < C

fiir jedes n. Weil || fxell; = llgxzll, nach (4.17) eine nichtnegative o-additive
Funktion von E ist, haben wir

171 = ey = sup e,y < €

und f € L9(X).

Wir haben jetzt in beiden Situationen p = 1 und p > 1 bewiesen, dass
f € L£9(X), und folglich ist Ox = LP(X). Das heifst, (4.24) gilt mit ¥ = X
und wir haben

a(lg]) = /X fadu={g.) = o)) (19))

fiir jedes g € LP(X).
Also ist a = ¢([f]) und ¢ ist surjektiv, wohlbemerkt unter der Voraus-
setzung, dass p endlich ist.

Wir beweisen jetzt den allgemeinen Fall. Wir beginnen mit einer niitzli-
chen Bemerkung.

Sei E € R eine messbare Teilmenge von X. Wir erweitern jedes g € LP(F)
zu ganz X indem wir aufterhalb £ Nullwerte setzen, d.h., wir definieren

g(z), wenn x € F;
g~ (z) = (@) (4.26)
0, wenn x ¢ F,
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und erhalten so eine messbare Erweiterung ¢ von ¢ zu ganz X, die offen-
sichtlich die gleiche p-Norm hat wie g und insbesondere in £P(X) liegt.
Wir bezeichnen mit jg die offensichtlich lineare Abbildung

Jje: LP(E) — LP(X)
g9,
die nach der Bemerkung iiber die p-Norm eine Isometrie ist.

Fiir jede messbare Menge F und fiir beliebige Funktionen ¢ und h aus
LP(E) gilt offensichtlich

o g¥|E =g;

° g% =g xp;

o (gh)™ = g*n’;

e g* ~ h¥X genau dann, wenn g ~ h.

Wegen der letzten Eigenschaft induziert jr eine wohldefinierte lineare
Isometrie

die wir auch mit jg bezeichnen werden.

Die Verkniipfung mit jp erlaubt uns, fiir jedes E € R eine Einschrdin-
kungsabbildung LP*(X) — LP*(E) zu definieren, die jedem stetigen linea-
ren Funktional o € LP*(X) das stetige lineare Funktional

ag = o jg € LP*(F)

zuordnet.
Wenn p(E) < oo, dann kénnen wir auf ag den Schluss des ersten Beweis-
teils anwenden und wir finden eine Funktion fr € L4(FE), so dass

ap = o([fe]). (4.27)

Man beachte: fiir jede Menge E (auch nicht von endlichem Maf), fiir die
es eine Funktion fz € L9(E) gibt, die (4.27) erfiillt, ist fg bis auf Aquivalenz
eindeutig bestimmt, da ¢ als Isometrie injektiv ist.

Weil jg eine Isometrie ist, ist ||ag| < ||a, und weil ¢ eine Isometrie ist,
muss

1felly = lloell < flof (4.28)
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sein fiir jede messbare Menge F, fiir die (4.27) erfiillbar ist.
Wenn man hinschreibt, was (4.27) bedeutet und die Definition und Ge-
stalt von jg beriicksichtigt, erhilt man fiir jedes g € LP(FE), dass

a([gx])zaE([g])Z/EngdMZ/ frg)™ dp = /ngXdu

und die hierin enthaltene Gleichung
) = [ Jegdu (4.29)
E

fiir jedes g € LP(FE) ist dquivalent zu der Aussage, dass ap = gp([fE])

Die Aussage (4.29) konnen wir weiter vereinfachen wenn wir beriich-
sichtigen, dass die Elemente von LP(FE) genau die Funktionen der Gestalt
h := (gxg)|E fiir Funktionen g € £P(X) sind. Jede Funktion von der ge-
nannten Gestalt gehort tatséchlich zu £P(F), und jede Funktion h € LP(E)
ist gleich (hXxg)|FE mit hX € LP(X).

Fiir h := (gxg)|E (mit g € LP(X)) ist aber h* = gxg. Deshalb kénnen
wir (4.29) in folgender bequemeren Form ausdriicken: fiir jedes g € LP(X)
ist

O‘([QXE]) :/EfEQXEd,UZ/Engd,LL. (4.30)

Auch dies ist dquivalent zu der Aussage, dass ap = gp([fE])

Eine Funktion fp € LI(F), die (4.30) erfiillt, gibt es, wie gesagt, wenn
u(E) < oo.

Sei nun F nicht unbedingt selber von endlichem Maf, aber eine abzahl-
bare Vereinigung einer Familie { £, | n € N} von messbaren Mengen mit
w(E,) < .

Wenn wir von jeder Menge FE,, die Vereinigung ihrer Vorganger in der
Folge { £, }, cn abziehen, kénnen wir erreichen, dass die Mengen £, disjunkt
sind, und natiirlich wird ihr Maf durch das Disjunktmachen nicht grofer und
bleibt somit endlich.

Fiir jedes n € N gibt es eine Funktion fg, € LY(E,), so dass (4.30) gilt
(mit F, in der Rolle von E) fiir jedes g € LP(X).

Weil die E,, disjunkt sind, erhalten wir auf £ eine wohldefinierte Funktion
f, gegeben durch

f(z) :== fg,(z) fiir das eindeutige n € N mit z € F,,.

Diese Funktion konnen wir auch schreiben als

F=Y fe. (4.31)
n=0
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Diese Reihe hat an jeder Stelle hochstens einen Summanden # 0 und kon-
vergiert deshalb auf F, und diese Darstellung zeigt, dass f messbar ist.

Natiirlich gilt f|E, = fg, fiir jedes n.

Wir wollen zeigen, dass f € LI(F).

Wenn p =1 und ¢ = oo ist das klar, denn nach (4.28) ist || fz, ||, < [«
fiir jedes n € N, und deshalb gibt es eine Nullmenge N,, C FE,,, so dass

|fe, ()| < o]

fir alle x € E,, \ N,,.
Die Vereinigung N der abzéhlbar vielen N, ist eine Nullmenge in F und

()] < el

fiir alle z € '\ N, also ist auch || f]|, < ||| und f € L>®(E).
Im Falle 1 < p < 0o betrachten wir fiir jedes n € N die Menge

E, =EU---UE,.

Sei f, := f|Fy.
Fiir jedes g € £P(X) haben wir

9XF. = Y _ 9XE,
k=0
und fiir jedes k ist
a(lgxe)) = | fegdp= [ fgdp. (4.32)
By Ep

Wenn wir die dufseren Terme dieser Gleichungen fiir £ von 0 bis n summieren,
erhalten wir

n

a(lgxr.]) = Za([mk])(ﬁg)Z/ fodu= | fodu= [ fugdp.
k=0 " Er Fn

k=0 Fy

Weil p(F),) < oo folgt daraus f,, ~ fr, und wir haben nach (4.28)

17 du = / 1l dp = £l = 1217 <l

F’IL

fiir jedes n.
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Aber die F;, bilden eine monoton steigende Folge von Mengen mit Ver-
einigung E, und weil [, |f|? du eine o-additive Funktion von A ist, haben
wir

[ 1817 dp=sup [ 1117 du <
E neN JE,
und f € LYE) mit || f[[, < [laf
Nun sei g eine beliebige Funktion aus £P(X). Dann kénnen wir schreiben

a(lgxe)) =S alloxe)) 0S| fgdu = / fgdp.
n=0 n=0 " En E

Das besagt, dass ag = ¢([f]) in LP*(E).

Der Satz gilt also auf jeder Menge, die eine abzdhlbare Vereinigung von
Mengen von endlichem Mafs ist, und er gilt auf dem ganzen Raum X wenn
dieser o-endlich ist. Das beendet den Beweis im Fall p = 1, weil wir in diesem
Fall die Voraussetzung der o-Endlichkeit gemacht haben.

Im Falle 1 < p < oo haben wir aber keine solche Voraussetzung gemacht
und wir sind noch nicht fertig. Wir wissen aber jetzt, dass es zu jeder o-
endlichen Menge F € R eine Funktion fr € LI(FE) gibt, so dass

ap = ¢([fe]) € L"(E),

was dquivalent dazu ist, dass Gleichung (4.30) fiir jedes g € L£P(X) gilt. Wir
haben schon gesehen, dass fz bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist, und
dass || full, < llall.

Wenn F' eine andere o-endliche Menge ist mit F' C E, dann folgt aus der
Integraldarstellung (4.30), dass fiir jedes g € LP(X) gilt

/F frgdp = a(lgxr]) = a(lgxrxe]) = /E fegxrdp = /F fegdu,

und fg|F erfiillt also die gleiche Integraleigenschaft (4.30) wie fr. Wegen der
Eindeutigkeit ist fr ~ fg|F und daraus folgt

HfFH;’=/FrfFr" duz/FVE!q dus/EvE!q d = ||z,

Wir setzen

M := sup{ 1f&ll, | E messbar und o-endlich } < ||a
und wir wéhlen eine Folge { A, }, . von o-endlichen Mengen, so dass

Tim £, l, = M.
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Die Menge
A=A,
n=0

ist auch o-endlich. Also gibt es auch auf ihr eine Funktion f4 € L9(A), so
dass

oy = gO([fA]) S Lp*(A)

Weil 4, C A haben wir | fa, |, < [|fall, fiir jedes n, und daraus folgt

d.h.,
[ fall, = M. (4.33)

Nun sei g € £LP(X), und sei
B = {xGX\A‘ 9()] >0}.
Fir jedes n > 1 € N sei
1
B, = {xEX\A‘ g9(z)| > ﬁ}
Die Mengen B, haben endliches Maf, weil

1(Bn)

npkP

< / 9" dp < (gl < o0,
Bn

und B ist die Vereinigung der B,, und somit o-endlich.
Sei

h:=gxg=9—9xa

(auferhalb BU A ist g ja 0).
Wir behaupten, dass «([h]) = 0. Gilt das nicht, so ist

/Bfghdméo

(denn dieses Integral ist gleich «([hxp]) und hxg = h).
Aber dann ist wegen der Holder Ungleichung || fz][, > 0.
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Die Menge D := AU B ist immer noch o-endlich, und weil AN B = 0,
haben wir fiir jedes v € £P(X) die Darstellung

/ Jpudp = a(“XD)
=of

uxaA +uxs )
UXA ) UXBD

=af]
/fAudu+/fBudu

=AnwmﬁémmM

aﬂﬁ+£mm
D

woraus folgt
fo~ 2+ 15
Wieder weil A und B disjunkt sind, erhalten wir daraus die Abschitzung

q __ q q 9 _
Ifpllg = fallg + 11f5llg > [[fally = M*

ein Widerspruch zur Definition von M.
Damit gilt aber unsere Behauptung a([h]) = 0. Also ist

a(lg]) = a([h+ gxal) = a(lgxa]) = /Ang dp = /Xfffgdu-

Da dies fiir jedes g € £P(X) gilt, ist @ = ¢([f1]) und ¢ ist surjektiv. W

Korollar 4.14 Fiir jeden o-endlichen Mafraum (X, R, u) und fiir jedes q
mit 1 < g < oo ist LX) der Dualraum eines Banachraums.

Fiir endliche ¢ kann man sogar auf die Voraussetzung der o-Endlichkeit
verzichten.



Kapitel 5

Dre1 Topologien auf Dualraumen

In diesem Kapitel wollen wir die Dualrdume von normierten Vektorrdumen
naher untersuchen. Es gibt einige sehr gute Griinde, das zu tun, Griinde, die
wir schon kennen (zum Beispiel, dass Dualrdume V* immer Banachraume
sind, auch wenn V' selber kein Banachraum ist) und einige, die wir erst im
Laufe dieses Abschnitts kennen lernen werden.

Der wichtigste Grund besteht darin, dass auf Dualrdumen einige der
Schwierigkeiten, die normierte Vektorrdume haben, sich abmildern lassen.

Zunéachst iiberrascht das Wort ,Schwierigkeit” in diesem Kontext, denn
Normen sind eine schéne und angenehme Struktur und normierte Vektorriu-
me sind demgemaéfs sehr bequem zu untersuchen und werden eigentlich gut
verstanden. Allgemeinere topologische Vektorrdume kénnen viel exotischer
sein und man versucht wo immer moglich durch zuséatzliche Vorraussetzun-
gen wie Lokalkonvexitdt ihre Struktur der Normstruktur anzugleichen oder
durch dhnliche Strukturen (z.B., durch Punkte trennende Familien von Halb-
normen) zu beschreiben.

Aber wir haben auch gesehen, dass niitzliche klassische Eigenschaften
wie etwa die Kompaktheit des abgeschlossenen Einheitsballes in unendlich-
dimensionalen normierten Vektorrdumen nicht gelten miissen oder nicht gel-
ten kénnen. Auf Dualrdumen ldsst sich diese Schwierigkeit zumindest umge-
hen, indem man neben der Normtopologie andere Topologien anwendet, in
denen die klassischen Eigenschaften wieder richtig sind.

Es gibt drei Standardtopologien auf Dualrdumen, die man in Verbin-
dung miteinander verwenden kann und die das Hauptthema von Kapitel 5
bilden werden: die Normtopologie der Operatornorm fiir stetige lineare
Funktionale, die schwache Topologie und die schwach-x-Topologie. Die
ersten beiden auf dieser Liste lassen sich auf jedem topologischen Vektor-
raum einfithren, aber die schwach-x-Topologie gibt es nur auf Dualrdumen
und gerade in dieser Topologie, nicht unbedingt in der schwachen Topologie,
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sind abgeschlossene Einheitsbélle wieder kompakt. Die Aussage gilt in der
schwachen Topologie nur dann, wenn sie gleich der schwach-*-Topologie ist.

Die Kosten fiir diesen Vorteil sind sehr gering, das heifst, die Fixierung
unserer Aufmerksamkeit auf Dualrdume ist keine wesentliche Einschrankung,
weil jeder normierter Vektorraum V' durch die in Lemma und Definition 2.11
eingefiihrte kanonische Abbildung mit einem Unterraum seines Bidual-
raums V** identifiziert werden kann.

Dualrdume sehen ,psychologisch” etwas komplizierter aus als ,einfache”
normierte Vektorrdume, aber diese Kompliziertheit ist zum grofen Teil eine
IMusion. Und bei den Beispielen von Banachrdumen, die wir bisher kennen
gelernt haben, etwa bei den LP-Raumen, sind fast alle Riume, wie der Riesz-
sche Darstellungssatz zeigt, Dualrdume von anderen L9-R&umen, so dass wir
auch in Bezug auf Beispielen schon eine grofse Liste von Dualrdumen kennen,
auf denen wir die in diesem Kapitel gewonnenen neuen Erkenntnisse werden
anwenden konnen. Ein weiterer guter Grund, Dualrdume besser kennen zu
lernen.

Wir wollen also mit der Konstruktion der oben erwidhnten niitzlichen
Topologien beginnen. Dazu erinnern wir als erstes an eine sehr leistungsfihige
und bequeme Methode, eine Topologie auf einer Menge so zu bestimmen, dass
vorgegebene Abbildungen stetig werden.

Definition 5.1 Sei X eine Menge und seien § und 7 zwei Topologien auf
X. Wir nennen S gréber als 7, und 7 feiner als S, wenn die Inklusion

SCT

gilt, d.h., wenn jede S-offene Menge auch 7 -offen ist, oder wenn 7 ,mehr
offene Mengen hat als S.

Statt gréber sagt man auch schwdcher, und statt feiner sagt man oft
starker.

(In diesem Sinn sind die ,schwachen“ Topologien zu verstehen, die wir
spéter definieren wollen—sie sind grober als die Normtopologie.)

Wir wollen gleich zwei Methoden vorstellen, um Topologien auf einer
Menge X durch die Vorgabe zu definieren, dass gewisse Abbildungen zwi-
schen X und bestimmten anderen topologischen Rdumen stetig sein sollen.

Man beachte, dass die genaue Kenntnis aller stetigen Abbildungen nach
X hinein oder aus X hinaus die Topologie von X eindeutig festlegt:

Bemerkung 5.2 Sei X eine Menge und seien S und 7 zwei Topologien auf
X.

a) Genau dann ist S C 7, wenn idx: (X,7) — (X,S) stetig ist.
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b) Wenn fiir jeden topologischen Raum Z genau die gleichen Abbildungen
g: Z — X stetig sind beziiglich S wie beziiglich 7, dann ist S = 7.

¢) Wenn fiir jeden topologischen Raum Y genau die gleichen Abbildungen
h: X — Y stetig sind beziiglich § wie beziiglich 7, dann ist § = 7.

Beweis. a) ist klar.

b) und c): Wenn wir in b) Z = X und in ¢) Y = X nehmen, mit einer
der Topologien S oder 7, so ist idx stetig, wenn wir in beiden Kopien von
X die gleiche Topologie S oder 7 wihlen.

Aus der Voraussetzung in b) oder ¢) folgt dann, dass idx auch stetig ist,
wenn die Topologien S oder 7 im Quell- und Zielraum verschieden sind, und
zwar fiir beide Moglichkeiten, S und 7 auf Quelle und Ziel zu verteilen. Nach
Teil a) ist also jede der Topologien S und 7 grober als die andere, d.h., sie
sind gleich. |

Definition 5.3 Sei X eine Menge, sei (Y,7) ein topologischer Raum und
sei f: X — Y eine (mengentheoretische) Abbildung.
Wir setzen

T ={'wu)|veT}. (5.1)

Weil f71(0) = 0 und f~'(Y) = X, und weil Urbildnehmen mit Vereinigung
und Durchschnitt vertriiglich ist, priift man sofort nach, dass f~1(7) eine
Topologie auf X ist, und da sie genau aus den Teilmengen von X besteht,
die offen sein miissen, wenn f stetig werden soll, ist f tatsichlich stetig
beziiglich dieser Topologie, und f~1(7) ist die grobste Topologie auf X mit
dieser Eigenschaft.

Wir nennen f~1(7) die unter f zuriickgeholte Topologie von T, oder
etwas vornehmer die Initialtopologie von f.

Diese Konstruktion kénnen wir leicht verallgemeinern.

Definition 5.4 Sei X eine Menge, sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A
sei ein topologischer Raum (Y),7,) und eine mengentheoretische Abbildung
fri X — Y, gegeben.

Nach Bemerkung und Definition 1.13 gibt es eine grobste Topologie T auf
X, die alle Topologien f; (7)) fiir A € A enthiilt, also eine grobste Topologie
T, in der alle Abbildungen f, stetig sind.

Man nennt diese Topologie 7 die Initialtopologie der Familie von
Abbildungen F :={fy | e A}

Manchmal schreiben wir fiir diese Topologie auch 7z, um die Familie von
Abbildungen zu kennzeichnen, deren Initialtopologie sie ist.



200 KAPITEL 5. DREI TOPOLOGIEN AUF DUALRAUMEN

Man beachte, dass in Definition 5.4 nicht verlangt wird, dass die topo-
logischen Réume (Y),7,) alle verschieden sein miissen. Oft werden wir die
Definition anwenden fiir eine Familie von Abbildungen von X in einen festen
zweiten topologischen Raum (Y, S).

Bemerkung 5.5 Sei X eine Menge und fiir jedes X in einer Indexmenge A
sei fy eine Abbildung von X in einen topologischen Raum (Y), 7)), und sei
7 die Initialtopologie der Familie von Abbildungen { f\ }.

Sei B die Familie aller endlichen Durchschnitte von Mengen der Form
1 (Uy) mit Uy € 7,. Dann ist eine Menge U C X genau dann offen in 7T,
wenn sie eine Vereinigung von Mengen aus B ist.

Man iiberlegt nidmlich sehr leicht, dass die Mengen dieser Gestalt tat-
siichlich eine Topologie auf X bilden, und jede Topologie, die alle f;'(7})
enthélt, muss auch alle Mengen aus B und alle ihre Vereinigungen enthalten,
also alle Mengen der genannten Gestalt.

Es gibt eine ,duale” Konstruktion zur Initialtopologie, die fiir unsere Zwe-
cke weniger wichtig ist, aber die wir trotzdem erwéhnen sollten (denn ganz
unwichtig ist sie auch nicht).

Definition 5.6 Sei Y eine Menge, sei (X,S) ein topologischer Raum und
sei f: X — Y eine (mengentheoretische) Abbildung.
Wir setzen

f(S)={UcCYy|f'U)eS}. (5.2)

Weil f~1(0) = 0 und f~1(Y) = X, und weil Urbildnehmen mit Vereini-
gung und Durchschnitt vertriglich ist, sieht man auch hier, dass f(S) eine
Topologie auf Y ist, und da sie genau aus den Teilmengen von Y besteht,
deren Urbilder offen sind und die somit nicht ,yermasseln, dass f stetig wird,
ist f tatsdchlich stetig beziiglich dieser Topologie, und f(S) ist die feinste
Topologie auf Y mit dieser Eigenschaft.

Wir nennen f(S) die Bildtopologie von S unter f , oder etwas geho-
bener die Finaltopologie von f.

Ist 7 eine beliebige Topologie auf Y, so ist f genau dann stetig beziiglich
7, wenn 7 C f(S).

Lemma 5.7 Sei X eine Menge und fiir jedes \ in einer Indexmenge A sei
fx eine Abbildung von X in einen topologischen Raum (Yy,7,). Sei T die
Initialtopologie der Familie von Abbildungen { fy | A € A }.

a) Sei S eine Topologie auf X. Genau dann sind alle f fiir A € A stetig
beziiglich S, wenn T C S.
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b) Sei (Z,S) ein topologischer Raum und g: Z — X eine Abbildung.
Dann ist g genau dann stetig beziiglich T, wenn die Abbildungen

frog: Z —Y,

fiir alle A € A stetig sind.

Man beachte, dass nach Bemerkung 5.2 b) diese Bedingung die Topo-
logie T eindeutig charakterisiert.

c) Sei {w, }, N eine Folge in X und sei a € X. Genau dann ist

lim z, =a in X beziiglich T,

n—oo

wenn fiir jedes A € A\ gilt

lim fy(z,) = fala) in Y\ beziiglich 7T,.

d) Wir sagen, die Familie { fy | A € A} trennt Punkte in X, wenn es
fiir je zwei verschiedene Elemente x # z € X ein A\ € A gibt, so dass

@) # fi(2).
Wenn die Familie { fy | A € A } Punkte trennt und alle 7T, Hausdorffsch
sind, dann ist 7 Hausdorffsch.

Beweis. a): Genau dann sind alle fy beziiglich S stetig, wenn S alle f;'(75)
enthélt, und mit ihnen die grobste sie enthaltende Topologie 7.

b): Wenn g stetig ist beziiglich 7, dann sind alle f) o g stetig, da die fy
stetig sind beziiglich 7.

Umgekehrt, wenn alle f, o g stetig sind, dann ist f; '(73) C g(S) fiir jedes
A € A, und somit ist 7 C ¢(S) und g ist stetig beziiglich 7.

¢): Wenn lim,, o z, = a in X, dann gilt lim,,_.. fy(z,) = fi(a) in jedem
Y, weil die f) stetig sind.

Umgekehrt, sei { 7, }, . €ine Folge in X und sei a € X, so dass

Tim fi(z,) = fi(a)
in Y, fiir jedes \ € A.

Wir wollen zeigen, dass lim,, .. x, = a in X mit der Topologie 7, d.h.,
dass jede Menge U € 7, die a enthélt, auch alle bis auf endlich viele z,
enthalt.

Nach Bemerkung 5.5 sind die offenen Mengen von 7 genau die Vereini-
gungen von endlichen Durchschnitten von Mengen aus den f; '(7}).
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Fiir jedes A € A und fiir jedes Uy € 7, mit a € f;'(U,), in anderen
Worten mit fy(a) € Uy, gibt es nur endlich viele Indizes n mit fy(z,) & U,
und somit nur endlich viele Indizes n mit z,, ¢ f, ' (Uy).

Fiir einen endlichen Durchschnitt £ von solchen Mengen gibt es immer
noch insgesamt nur endlich viele n, so dass x, in mindestens einer der am
Durchschnitt beteiligten Mengen fehlt, also mit z, € F.

Und in einer Vereinigung von solchen endlichen Durchschnitten fehlen
hochstens so viele Folgenglieder, wie in einem einzelnen Durchschnitt.

D.h., jede T-offene Menge um a enthélt x,, fiir alle bis auf endlich viele
n, und somit gilt lim,, .. x, = a.

d): Seien x # z € X. Weil die Familie der { f\ | A € A} Punkte trennt,
gibt es ein p € A, so dass f,(x) # f.(2), und weil 7, Hausdorffsch ist, gibt
es disjunkte offene Mengen U und V' € 7, mit f,(x) € U und f,(2) € V.

Dann sind f,'(U) und f;'(V) disjunkte T-offene Mengen um z bzw. z.
Also ist 7 Hausdorffsch. |

Korollar 5.8 Sei X eine Menge und fiir jedes A in einer Indexmenge A sei
fx eine Abbildung von X in einen topologischen Raum (Y\,7,). Sei T die
Initialtopologie der Familie von Abbildungen { fy | A € A }.
Sei Z eine Menge und sei h: Z — X eine mengentheoretische Abbildung.
Sei S die Initialtopologie von h (induziert von der Topologie T auf X).
Dann ist S auch die Initialtopologie der Familie von Abbildungen

{f)\OhIZ—>Y)\|)\EA}.

Beweis. Sei W ein topologischer Raum und sei g: W — Z eine Abbildung.
Nach Lemma 5.7 b) ist g stetig beziiglich S genau dann, wenn ho g stetig
ist beziiglich 7, und das ist genau dann der Fall, wenn fiir jedes A € A die
Abbildung fyohog: Z — Y, stetig ist.
Aber das ist auch die Bedingung dafiir, dass g stetig ist beziiglich der
Initialtopologie der Familie { fyoh: Z — Y, | A € A}. Nach der Eindeu-
tigkeitsaussage in Lemma 5.7 b) ist diese Topologie also gleich S. |

Die in den letzten Definitionen vorgestellten Hilfsmitteln zur Erzeugung
neuer Topologien kénnen wir jetzt in topologischen Vektorrdumen anwenden.

Definition 5.9 Sei V mit der Topologie 7 ein topologischer Vektorraum
iiber dem Korper K = R oder C.

Die schwache Topologie T, auf V ist definiert als die Initialtopologie
Ty« der Familie V* von Abbildungen V — K.
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Der Buchstabe w steht fiir ,weak topology“, und wir verwenden die eng-
lische Bezeichnung nur, weil im Deutschen s auch ,stark® abkiirzt und somit
verwechselbar wire.

Weil jedes Element von V* auch beziiglich der gegebenen ,starken” Topo-
logie 7T stetig ist, ist 7,, C 7 nach Lemma 5.7 a) und die schwache Topologie
ist also tatsdchlich schwicher als die gegebenen Topologie 7 (oder ihr gleich).

Lemma 5.10 Seien V und W topologische Vektorrdume iiber dem Korper
K.

Jede stetige lineare Abbildung T € L(V, W) ist auch stetig beziiglich der
schwachen Topologien auf V und W.

Beweis. Fiir jedes a € W*ist aoT': V — K stetig beziiglich der gegebenen
Topologie auf V, da o und 7' stetig sind in den gegebenen Topologien.

Also gehort aoT zu V* und ist stetig beziiglich der schwachen Topologie
auf V, weil diese die Initialtopologie von V* ist (und nach Definition der
Initialtopologie jedes Element von V* in ihr stetig ist).

Da fiir jedes a € W* die Verkniipfung « o T' stetig ist in der schwachen
Topologie auf V', und da die schwache Topologie auf W die Initialtopologie
von W™ ist, ist T' stetig beziiglich der schwachen Topologie auf V' und auf W
nach Lemma 5.7 b). [ |

Definition 5.11 Sei V ein topologischer Vektorraum. Sei { z, }, . €ine Fol-
ge aus V und sei a € V.

Wir nennen {z, },.n schwach konvergent gegen a, oder sagen, die
Folge { z,, },..n konvergiert schwach gegen a, wenn

lim z, = a
in der schwachen Topologie auf V.
Nach Lemma 5.7 c) konvergiert {z, }, . genau dann schwach gegen a,
wenn fiir jedes o € V* gilt

nh_}rgo a(z,) = ala) € K.

Entsprechend konnen wir fiir alle anderen topologischen Begriffe eine
schwache Version definieren—sie ist in jedem Fall der gegebene Begriff be-
zogen auf die schwache Topologie. So ist eine Teilmenge von V' schwach
kompakt, wenn sie kompakt ist in der schwachen Topologie, eine Abbildung
aus V heraus oder nach V hinein ist schwach stetig, wenn sie beziiglich der
schwachen Topologie stetig ist, usw.
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Korollar 5.12 Jeder lokal konvexe Hausdorffsche topologische Vektorraum
V' (insbesondere jeder normierte Vektorraum V') ist auch schwach Haus-
dorffsch (also Hausdorffsch in der schwachen Topologie).

Beweis. Die Korper R und C sind Hausdorffsche topologische Raume, und
nach Korollar 3.18 trennt V* Punkte. Die Behauptung folgt jetzt sofort aus
Lemma 5.7 d). |

Folgendes Beispiel zeigt, dass die schwache Topologie nicht etwa immer
gleich der gegebenen Topologie ist, und das (Gegenbeispiel ist noch nicht
einmal besonders exotisch.

Beispiel 5.13 Sei V der Banachraum ¢? aller quadratsummierbaren Folgen
aus R.

Die Zahl p = 2 ist ,selbstdual®, d.h., % —|—% = 1, und nach dem Rieszschen
Darstellungssatz Satz 4.13 ist die Abbildung ¢: /2 — 2" mit

90({ n }neN) ({ Tn }neN) = Z apTy

ein isometrischer Isomorphismus.

Fiir jedes m € N sei v, € £? die Folge {zy, }neN mit z,, = 1 und z,, =0
fiir alle n # m.

Diese Folge ist offensichtlich quadratsummierbar, und man rechnet sofort
nach, dass fiir j # k gilt ||y, — 7], = V2, so dass die Folge {7V },.en
in der 2-Norm nicht Cauchy ist und deshalb in der Normtopologie nicht
konvergieren kann.

Aber sie konvergiert schwach gegen 0, denn ¢ ist surjektiv und fiir jedes
Element « := {a, },n € (7 ist

90({ n }neN) (Ym) = @ — 0= 90({ an }nGN) (0) fir m — oo,

da die Reihe > a?, konvergiert und die Glieder deshalb eine Nullfolge bilden.
Da schwache Konvergenz nicht das gleiche wie Normkonvergenz ist, ist
die schwache Topologie auf ¢? nicht gleich der Normtopologie.

Vollig unabhéangig voneinander sind die schwache und die Normtopologie
natiirlich auch nicht.

Lemma 5.14 Sei V' ein normierter Vektorraum und sei {x,}, N eine
schwach konvergente Folge aus V.
Dann ist { z,, | n € N} beschrinkt beziiglich der Norm von V.
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Beweis. Sei i: V' — V** die kanonische Abbildung (Definition 2.11).
Fiir jedes o € V* konvergiert die Folge { a(x,,) }, so dass die Menge

{a(mn)|n€N}:{i(:ﬂn)(a)‘nEN}

in K beschréankt ist.

Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit, Satz 2.9, folgt, dass
die Familie { i(x,) ! n € N } beschrénkt ist in V**, und weil i eine Isometrie
ist, ist { z,, | » € N} beschriankt in der Norm von V. [ |

Der letzte Beweis erinnert daran, dass manchmal der Bidualraum und die
kanonische Abbildung ganz niitzlich sein kénnen. Wir wollen sie deshalb fiir
die Konstruktion von Topologien heranziehen, und wir werden bald sehen,
dass das eine sehr lohnende Idee ist.

Definition 5.15 Sei V' ein normierter Vektorraum iiber den Korper K = R
oder C.
Auf dem Banachraum V* haben wir drei wichtige Topologien:

a) die Normtopologie des Operatornorms || ||, die wir auch die starke
Topologie von V* nennen wollen;

b) die schwache Topologie im Sinne von Definition 5.9, d.h., die Initi-
altopologie von V** auf V*;

¢) als noch schwéchere Topologie die Initialtopologie nicht des vollen Bi-
dualraums, sondern der Teilfamilie i(V)) C V**.

Diese Topologie 7;y nennt man die schwach-*-Topologie auf V*.

Dies ist die Topologie der punktweisen Konvergenz, d.h., eine Folge
{a}, von Funktionalen in V* konvergiert in der schwach-*-Topologie
gegen einen Funktional 8 genau dann, wenn { « }, punktweise gegen (3
konvergiert.

Eine Menge U von Funktionalen ist schwach-x offen in V*, wenn die
Funktionale aus ¢ an jeder Stelle in V' eine offene Menge von Werten
in K annehmen.

Lemma 5.16 Fiir jeden normierten Vektorraum V' ist der Dualraum V*
schwach-x-Hausdorffsch.

Beweis. Die Korper R und C sind Hausdorffsche topologische Rdume, und
i(V) C V** trennt Punkte in V*, weil zwei Funktionale o und # € V* genau
dann verschieden sind, wenn es ein v € V gibt mit a(v) # ((v), also mit

i(w)(e) # i(v)(5)-



206 KAPITEL 5. DREI TOPOLOGIEN AUF DUALRAUMEN

Die Behauptung folgt jetzt wieder sofort aus Lemma 5.7 d). |

Die schwach-*-Topologie auf dem Dualraum eines normierten Vektor-
raums ist geniigend schwach, damit in ihr der Einheitsball der Norm wieder
kompakt ist (obwohl das in der Normtopologie nie passieren kann, auker im
endlichdimensionalen Fall). Diese schone Eigenschaft ist eine der wichtigsten
Merkmale der schwach-*-Topologie und unterstreicht ihre Bedeutung.

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, miissen wir unsere Kenntnisse iiber
Produktrdume in der Topologie etwas vertiefen.

Definition 5.17 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7,) ein
nichtleerer topologischer Raum.
Die Produkttopologie oder Tychonofftopologie

T:HTA

AEA

auf dem kartesischen Produkt
X = H X

ist definiert als die Initialtopologie der Familie der Projektionen

{WM:X:HXA—>XM ,UGA}
AEA

(wo 7, die Projektion auf die p-te Koordinate ist).

Fiir eine offene Menge U, € X, hat 7;'(U,) die Form [],., Vi, wo V, =
U, und V) = X, fiir jedes A # p.

Ein endlicher Durchschnitt von solchen Mengen ist einfach ein Produkt
H,\eA Vi, wo jedes V) offen in X, ist, aber nur endlich viele V) # X,.

Nach Bemerkung 5.5 sind die offenen Mengen von der Tychonofftopologie
alle Vereinigungen von solchen endlichen Durchschnitten, also alle Vereini-
gungen von Produkten von offenen Mengen der Faktorrdume, in denen jeweils
nur endlich viele Faktoren sich vom ganzen Raum X, unterscheiden.

In der Tychonofftopologie sind nicht alle Produkte von offenen Mengen
der Faktorraume offen, wie man es naiverweise erwarten wiirde. Die Menge
aller Vereinigungen von beliebigen Produkten von offenen Mengen ist zwar
auch eine Topologie (die so genannte starke Topologie) auf [],_, X, und
erfiillt diese naive Erwartung, aber die Tychonofftopologie ist trotzdem die
yrichtige Topologie auf einem kartesischen Produkt, weil ihre Struktur allein
durch die einzelnen Projektionen auf die Faktoren bestimmt ist und das ein
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allgemeines Merkmal von Produktobjekten in allen Gebieten der Mathematik
ist.

Die Produktstruktur auf einem Produktobjekt X soll die Eigenschaft ha-
ben, dass eine Abbildung nach X genau dann Struktur erhaltend ist, wenn
ihre Verkniipfungen mit den Projektionen Struktur erhaltend sind.

Die Tychonofftopologie erfiillt diese Forderung nach Lemma 5.7 b). Die
feinere starke Topologie verarbeitet gleichzeitig alle beteiligten Faktortopolo-
gien und lasst sich deshalb nicht auf die Stetigkeit der einzelnen Projektionen
zuriickfiihren.

Die Konsequenz ist, dass im Gegensatz zur starken Topologie die Tycho-
nofftopologie alle wesentlichen topologischen Eigenschaften der Faktorraume
auf den Produktraum iibertrégt, und insbesondere gilt folgender wichtiger
und schwieriger Satz.

Satz 5.18 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein nicht-
leerer kompakter topologischer Raum.
In der Tychonofftopologie ist X := ], ., Xx kompakt.

Beweis. Sei A C P(X) eine Familie von Teilmengen von X. Wir sagen, A
hat die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn kein endlicher Durch-
schnitt von Mengen aus A leer ist, und wir sagen, A hat insgesamt nicht-
leeren Durchschnitt, wenn (was sonst?)

(N A#0.

AeA

Um zu zeigen, dass X kompakt ist, beweisen wir, dass jede Familie C von
abgeschlossenen Teilmengen von X, die die endliche Durchschnittseigenschaft
hat, insgesamt nichtleeren Durchschnitt hat.

Sei also C C P(X) eine Familie von abgeschlossenen Mengen mit der
endlichen Durchschnittseigenschaft.

Erstaunlicherweise bekommen wir diese Familie viel besser in den Griff,
wenn wir sie soweit wie moglich vergrofern. Wir werden deshalb als erstes
zeigen, dass sich C zu einer mazimalen Familie D mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft erweitern lasst.

Die Existenz dieser maximalen Familie beweisen wir mit dem Zornschen
Lemma. Sei

E = {B C P(X) ‘ B D C hat die endliche Durchschnittseigenschaft },

geordnet durch Inklusion.
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Wenn F' eine nichtleere total geordnete Teilmenge von E ist, dann gehort

auch
F = U B

BeF

zu F, denn C C F und weil F' total geordnet ist findet man fiir je endlich
viele Mengen aus F eine gemeinsame Familie B € F, die sie alle enthilt,
weshalb ihr Durchschnitt nichtleer ist. D.h., F hat auch die endliche Durch-
schnittseigenschaft.

Die Familie F ist eine obere Schranke zu F'in E. Weil jede total geordnete
Teilfamilie von E eine obere Schranke hat, besagt das Zornsche Lemma, dass
E eine maximale Familie D enthilt.

Wenn eine Menge A nichtleeren Durchschnitt mit jedem endlichen Durch-
schnitt aus D hat, dann ist A € D, weil wir sonst A zu D hinzufiigen kénnten,
ohne die endliche Durchschnittseigenschaft zu zerstéren, und D wéire nicht
maximal in E.

Daraus kénnen wir leicht folgende Abschlusseigenschaften folgern:

e Jeder endliche Durchschnitt C' von Mengen aus D gehért zu D, denn
der Durchschnitt von C' mit endlich vielen Mengen aus D ist immer
noch ein endlicher Durchschnitt aus D und somit nicht leer.

e Jede Menge A, so dass AN D # () fiir jedes D € D, gehort zu D. Denn
weil, wie wir gerade gesehen haben, jeder endliche Durchschnitt aus
D zu D gehért, hat A nichtleeren Durchschnitt mit jedem endlichen
Durchschnitt aus D und gehort folglich zu D.

e Wenn D € D und wenn A O D, dann gehort A zu D, weil D und
deshalb erst recht A nichtleeren Durchschnitt mit jeder Menge aus D
hat.

Fiir jedes A\ € A sei
Dy:={m(D)|DeD}.

Die Elemente von D, sind abgeschlossene Teilmengen von X, und weil D die
endliche Durchschnittseigenschaft hat, hat die Familie D, sie offensichtlich
auch.

Aber X, ist kompakt, und der Durchschnitt jeder Familie von abgeschlos-
senen Teilmengen mit der endlichen Durchschnittseigenschaft ist nicht leer.
Also gibt es fiir jedes A € A ein Element x) € X, so dass

x) € mA(D) fiir jedes D € D.
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Sel z das Element von X mit den Koordinaten z.

Sei A € A und sei U, eine offene Menge um z) in X,. Fiir jedes D € D
ist ) € m\(D) und deshalb trifft jede offene Menge um x, die Menge 7, (D).

Also ist Uy Nx(D) # 0 und folglich ist

(U ND#D  fiir jedes D € D.

Aus diesem Grund ist 7 '(Uy) € D. Weil D die endliche Durchschnittsei-
genschaft hat, gehort auch jeder endliche Durchschnitt von solchen Mengen
zu D, und auch jede Obermenge eines solchen endlichen Durchschnitts, ins-
besondere jede Vereinigung von solchen endlichen Durchschnitten.

In anderen Worten, jede Tychonoff-offene Menge um z gehort zu D.

Daraus folgt, dass jede Tychonoff-offene Menge um x mit jeder Menge
aus D nichtleeren Durchschnitt hat. Also gehort x zur abgeschlossenen Hiille
jeder Menge aus D.

Insbesondere gehért « zu C fiir jedes C € C C D, aber weil die Mengen
in C abgeschlossen sind heifst das, dass x € C fiir jedes C' € C. Somit ist

() C#0.

ceC

Das war zu zeigen, und X ist kompakt. |

Wir erinnern kurz an die Unterraumtopologie einer Teilmenge eines
topologischen Raumes.

Definition 5.19 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X eine
Teilmenge von X.

Die Topologie 7 von X induziert auf A eine Topologie 7,4, genannt
die Relativtopologie oder die Unterraumtopologie oder die Spurtopo-
logie von 7 auf A, definiert als die Initialtopologie der Inklusionsabbildung
j: A — X, also als die Topologie j~1(7).

Weil j7}(B) = BN A fiir jede Teilmenge B von X, besteht 74 nach
Formel (5.1) in Definition 5.3 genau aus den Mengen U N A fiir U offen in X.

(UNA kann man auffassen als die ,Spur®, die U auf A hinterldsst—deshalb
der Name Spurtopologie.)

Hier nun der bedeutende Satz iiber kompakte Bélle.

Satz 5.20 (Satz von Alaoglu) Sei V' ein normierter Vektorraum iiber
dem Korper K = R oder C.
Der abgeschlossene Einheitsball

Di:={aecV*

lafl <1}
in V* ist kompakt in der schwach-x-Topologie.
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Beweis. Wir konnen V* als eine Teilmenge von
X=K"={f:V—K}

(die Menge der mengentheoretischen Abbildungen V' — K) betrachten. Sei
j: V* — X die Inklusion.
Die Menge X der K-wertigen Funktionen auf V' ist nichts anderes als das
kartesische Produkt
1%

veV

wo fiir eine Funktion f € X der Wert f(v) fiir jedes v € V' die v-te Koordinate
von f als Element des Produkts ist. In anderen Worten, fiir die Projektion
m, von X auf den v-ten Faktor K gilt

Wir topologisieren X mit der Tychonofftopologie 7 des Produkts, indu-
ziert von der Standardtopologie auf den Faktoren K.

Man beachte, dass eine Folge { f, },,.n von Funktionen in X genau dann
in 7 gegen eine Funktion f € X konvergiert, wenn fiir jedes v € V gilt

lim 7, (f) = m(f)

n—oo

oder gleichbedeutend, wenn fiir jedes v € V' gilt

Tim £, (v) = £ ()
Die Tychonofftopologie auf dem Funktionenraum X ist also die Topologie
der punktweisen Konvergenz.

Die Tychonofftopologie induziert eine Unterraumtopologie & auf der Teil-
menge V* C X. Diese Topologie ist die Initialtopologie von j beziiglich der
Tychonofftopologie auf X, und weil diese die Initialtopologie der Projek-
tionen auf die einzelnen Koordinaten ist, folgt aus Korollar 5.8, dass die
Unterraumtopologie die Initialtopologie der Familie

{my0jlveV}

1st.
Aber fiir o € V* ist

(700 §)(a) = my(a € X) = a(v) = (i(v))(a),

wo ¢ die kanonische Abbildung V' — V** ist.
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Also ist die Unterraumtopologie S auf V* die Initialtopologie der Familie
i(V) C V** und ist somit gleich der schwach-*-Topologie.

Neben dem topologischen Dualraum V* von V kénnen wir auch den al-
gebraischen Dualraum V' betrachten, der Raum aller K-linearen aber nicht
unbedingt stetigen Abbildungen V' — K.

Auch V' ist eine Teilmenge von X, und es ist leicht zu zeigen, dass V'
abgeschlossen ist in X.

Denn sei f € V’. Dann ist f der Limes einer Folge von linearen Funk-
tionalen «,, € V'. Konvergenz in der Tychonofftopologie ist punktweise Kon-
vergenz, und weil die algebraischen Operationen in K stetig sind kann man
die Linearitat von f = lim,,_ . «,, sofort aus der Linearitit der «,, schliefen.
Also gehort f zu V/ und V' ist abgeschlossen.

Wir konstruieren jetzt eine kompakte Menge in X, deren Durchschnitt
mit V* und mit V' der zu untersuchende Ball D7 ist.

Fiir jedes v € V sei

D,:={acK| |a| <|v] }.

Dies ist fiir jedes v eine abgeschlossene Scheibe in K und ist kompakt (da K
ja endlichdimensional ist).
Nach dem Satz von Tychonoff ist

D::HDU

veV

eine kompakte Teilmenge von X.
Ein Element f € X gehort genau dann zu D, wenn

[f@)] < ol

fiir jedes v € V. Fiir lineare f ist diese Bedingung gleichbedeutend damit,
dass 1 eine Schranke fiir f ist, also dass [|f|| < 1. Dann ist f stetig und
gehort auch zu V™.

In anderen Worten, es ist

V'ND=V*"ND=D;

Aber V' ist abgeschlossen in der Topologie 7 von X und D ist kompakt
in 7, und nach Bemerkung 1.42 ist der Durchschnitt D] deshalb kompakt.

Aus der Uberdeckungsdefinition der Kompaktheit ist klar, dass die Kom-
paktheit einer Menge A nur von der Unterraumtopologie auf A abhéngt. Also
ist D} auch kompakt in jedem Unterraum von X, der Dj enthilt, insbeson-
dere in dem Unterraum V*.
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Die Unterraumtopologie auf V* ist gleich der schwach-x-Topologie. Damit
gilt der Satz. |

Der Preis, den wir fiir den Satz von Alaoglu bezahlen, ist die Verwendung
einer etwas exotischen Topologie, namlich der schwach-x-Topologie. In der
Normtopologie kann der Satz nicht gelten wenn die Dimension unendlich ist,
aber manchmal gilt er schon in der schwachen Topologie, insbesondere wenn
folgende Bedingung erfiillt ist.

Definition 5.21 Sei V' ein normierter Vektorraum. Wir nennen V' refleziv,
wenn die kanonische Abbildung

iV —V*

ein Isomorphismus ist.
Da die kanonische Abbildung immer eine Isometrie und somit injektiv ist,
ist V genau dann reflexiv, wenn ¢ surjektiv ist.

Bemerkung 5.22 a) Wenn V ein reflexiver normierter Vektorraum ist,
dann stimmen die schwache und die schwach-x-Topologie auf V* iiber-
ein (da (V) = V™).

b) Jeder reflexive normierte Vektorraum ist ein Banachraum, denn er ist
isometrisch isomorph zu einem Dualraum und alle Dualrdume sind Ba-
nach.

Um mehr als Trivialitdten iiber reflexive Banachrdume beweisen zu kon-
nen, miissen wir ein paar einfache Betrachtungen iiber Dualrdume und die
Dualisierung von stetigen linearen Abbildungen machen.

Lemma und Definition 5.23 Seien V und W normierte Vektorraume und
sei T € L(V,W).

a) T induziert einen wohldefinierten stetigen linearen Operator

™ w*'— V*

8 +——(BoT (5.3)

und es gilt |T*]| = || T .

Wir nennen T* die Dualisierung von T oder den dualen Operator zu
T oder den transponierten Operator zu T oder den adjungierten
Operator zu T.
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b) Die Dualisierung aus Teil a) kann man auch auf T* anwenden, um den
stetigen linearen Operator

zu erhalten, und das Diagramm

V—Lw

|

V** T**; W**
kommutiert, d.h., es gilt

iW oT =T o iv. (54)

Die doppelte Dualisierung ist also vertraglich mit den kanonischen Ab-
bildungen.

Beweis. a): Weil T stetig und linear ist, ist fiir jedes § € W* die Verkniipfung
(o T tatsiichlich eine stetige lineare Abbildung V' — K, also ein Element
von V*.
Ferner ist
|T*(B)|| = 18Tl < ITIBIl-

Also ist T™* stetig mit
1| < [T (5.5)

Die Gleichheit in (5.5) werden wir aus Teil b) herleiten, und stellen den
Beweis deshalb zuriick.

b): Sei v € V. Fiir jedes € W* ist

(iw 0 T)(©))(3) = (i (T()) ) (3)
= B(T(v)) = (BoT)(v) = (T"(8)) (v) = (iv () (T"(9))
= (iv() o T*)(8) = (T (iv(+)) ) (8) = (T 0 iv)(©)) (8)

Also sind (iy o T')(v) und (T oiy )(v) die gleiche Funktion auf W*, d.h.,
sie stimmen als Elemente von W** {iberein.
Das gilt fiir jedes v € V. Also ist iy o T = T** o iy

Wir miissen noch den Beweis von Teil a) zu Ende fiithren und die Gleich-
heit in (5.5) beweisen.
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Weil iy eine Isometrie ist, ist | T|| = ||iw o T'||. Weil iy eine Isometrie
ist, ist ||7]|,, < 1. Unter Verwendung der schon bewiesenen Ungleichung (5.5)
finden wir nun

1T = Nliw o Tl = T o av || < T lav | < T < (177 < 17 -

Weil die dufteren Terme gleich sind, sind hier alle Terme gleich, und wir
sind fertig. [

Bemerkung 5.24 Seien U, V und W normierte Vektorrdume und seien
Se LU V)und T € L(V,W).
Man rechnet sofort nach oder priift sehr leicht nach, dass

b) Wenn W =V und T* = idy~, dann ist 7' = id.

Denn sonst gibt es ein v € V mit T'(v) # v, und dann gibt es nach dem
Satz von Hahn-Banach oder nach Korollar 3.18 ein Funktional oo € V'*,

so dass
a(v) # a(T(v)) = (T*(a)) (v).
Also ist T*(«v) # a und T* war doch nicht die Identitét.
¢) (ToS) =8*oT*.

d) Wenn T ein Isomorphismus ist, d.h., wenn T bijektiv ist und wenn 7!
stetig ist, dann ist auch 7™ ein Isomorphismus mit

(T = ()"

Das folgt direkt aus a) und aus c¢) angewendet auf die Verkniipfung von
T und T in beiden Reihenfolgen.

Lemma 5.25 Sei V' ein reflexiver normierter Vektorraum und sei W C 'V
ein abgeschlossener Untervektorraum. Dann ist W reflexiv.

Beweis. Sei g € W**. Sei j: W — V die Inklusion. Sie ist eine Isometrie
und deshalb stetig, und sie induziert nach Lemma 5.23 a) eine stetige lineare
Abbildung j*: V* — W™,

Sei f das stetige lineare Funktional g o 7* € V**. Weil V reflexiv ist, gibt
es einen Vektor v € V mit f =iy (v), also so dass

a(v) = fla) = (goj")(a) = glaoj)



Stand vom 14. September 2007 215

fiir jedes v € V'*.

Wir zeigen, dass v € W. Dazu sei 7: V. — V/W die kanonische Pro-
jektion. Weil W ein abgeschlossener Untervektorraum von V' ist, ist V/W
normiert. Man beachte, dass m o 5 = 0.

Wenn v ¢ W, dann ist (v) # 0 und somit ||z(v)|| # 0.

Der Satz von Hahn-Banach in der Version von Korollar 2.7 besagt, dass es
ein stetiges lineares Funktional v € (V/W)" gibt mit y(w(v)) = ||7(v)|| # 0.

Nun ist yom € V* aber yomoj = 0, und wir haben jetzt den Widerspruch

0# (yom)(v) = f(yom)=g(yomoyj)=g(0)=0.

Also gilt doch v € W.

Wir behaupten g = iy (v). Sei § € W*. Nach dem Satz von Hahn-Banach
(diesmal in der Version von Satz 2.6) lisst sich 5 zu einem stetigen linearen
Funktional o € V* erweitern, d.h., so dass aoj = f3.

Nun ist

(weil v € W)

Damit ist ¢ = iy (v) und wir haben gezeigt, dass iy surjektiv ist. Nach
Definition ist W reflexiv. |

Lemma 5.26 Seien V und W normierte Vektorraume, die als topologische
Vektorrdume isomorph sind.
Wenn V reflexiv ist, dann ist auch W reflexiv.

Beweis. SeiT: V — W ein Isomorphismus von topologischen Vektorraumen
(also stetig, linear und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung).
Nach Lemma 5.23 b) haben wir

iWOT:T**Oiv.

Aus Bemerkung 5.24 d) folgt, dass auch T** ein Isomorphismus und somit
bijektiv ist.

Wenn iy surjektiv ist, dann ist also auch 7™* o iy surjektiv, somit ist
1w o T surjektiv, also auch .

D.h., W ist reflexiv. |
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Satz 5.27 Sei V' ein Banachraum. Dann ist V reflexiv genau dann, wenn V'*
reflexiv ist.

Beweis. ,,=“ Weil V reflexiv ist, ist iy,: V' — V** ein Isomorphismus, und
nach Bemerkung 5.24 d) ist auch

iy VT — VT

ein Isomorphismus.

Wir behaupten, dass die kanonische Abbildung iy«: V* — V** die
Umbkehrabbildung von ¢}, ist (und deshalb ein Isomorphismus ist).

Fiir jedes v € V und fiir jedes av € V* ist

(@ 0 iv-)(@) (0) = (i (iv-(@)) ) () = (iv+ (@) 0 i) (v) =
(iv+(a)) (iv(v)) = (iv(v))(a) = a(v).

Also ist (i}, o iy+)(a) = a, d.h., i}, 0 iy« = idy~. Weil 4}, und idy~ Isomor-
phismen sind, ist auch iy« ein Isomorphismus und V* ist reflexiv.

,<="“ Wenn V* reflexiv ist, dann ist auch V** reflexiv nach dem ersten
Teil des Beweises.

Die kanonische Abbildung iy : V' — V** ist ein isometrischer Isomor-
phismus auf ihr Bild und weil V ein Banachraum ist, ist auch iy (V) ein
Banachraum und somit ein abgeschlossener Unterraum des reflexiven Ba-
nachraums V**.

Nach Lemma 5.25 ist iy (V) reflexiv, aber dieser Raum ist vermoge iy
isometrisch isomorph zu V. Also ist V reflexiv nach Lemma 5.26. |

Lemma 5.28 Sei V ein reflexiver normierter Vektorraum und sei W C V
ein abgeschlossener Untervektorraum. Dann ist V /W reflexiv.

Beweis. Sei wm: V. — V/W die kanonische Projektion. Weil W ein abge-
schlossener Untervektorraum von V' ist, ist V /W ein Banachraum, und 7 hat

eine stetige Dualisierung
v *
= V*.
" (w) —

16} — fom

Sei 8 € (V/W)" und sei u € V/W mit |jul < 1.
Nach der Definition der Quotientennorm gibt es ein v € V mit 7(v) = u
und mit ||v|| < 2. Wir haben

(7 (8))(v/2) = B(m(v/2)) = B(u/2) = B(u)/2
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und weil [|v/2| <1, ist

Ersetzen wir die rechte Seite durch ihr Supremum tiber alle v € V/W mit
||lu|| <1, so finden wir

N IE Hﬂ(;)H _ Hﬁ(Qu)H.

. 1
()] = 5191

fiir jedes 8 € (V/W)".

Aus Korollar 2.17 folgt nun, dass 7* eine injektive Abbildung ist und dass
Bild 7* ein abgeschlossener Untervektorraum von V* ist, somit ein Banach-
raum.

Als Abbildung nach Bild 7* ist 7* bijektiv, und aus dem Banachschen
Isomorphiesatz (Korollar 2.16) folgt, dass 7* ein Isomorphismus von (V/W)*
auf den Bildraum ist.

Weil V reflexiv ist, ist VV* reflexiv nach Satz 5.27, damit auch der abge-
schlossene Unterraum Bild 7* nach Lemma 5.25, damit auch der isomorphe
Raum (V/W)* nach Lemma 5.26, und deshalb auch V/W selber, wieder nach
Satz 5.27. ]

Beispiel 5.29 Sei (X, R, u) ein Mafraum und sei 1 < p < oo. Dann ist
LP(X) reflexiv.

Beweis. Sei q € (1,00) die eindeutig bestimmte Zahl mit (1/p) + (1/q) = 1.

In Definition 4.12 haben wir Isometrien ¢: LY(X) — LP*(X) und (zur
Unterscheidung dndern wir den Namen) ¢: LP(X) — L9"(X) definiert, so
dass fiir jedes f € L£9(X) und jedes g € LP(X) gilt

(o) (D) = [ sadn= (w(1a) ) (). (56)

Sei i die kanonische Abbildung LP(X) — LP**(X). Fiir jedes f € L9(X)
und jedes g € LP(X) gilt

(om0 (1a) ) (51) = (ila) ) (£(15D)) = (o(050)) (1)) = (1) ) (1))

und folglich ist
p*oi =1 (5.7)
Weil p und ¢ beide endlich und > 1 sind, sind ¢ und ¢ Isomorphismen
nach Satz 4.13 (dem Darstellungssatz von Riesz). Nach Bemerkung 5.24 d) ist

auch ¢* ein Isomorphismus, und folglich ist i = (¢*) ™' 04} ein Isomorphismus
und LP(X) ist reflexiv. [



218 KAPITEL 5. DREI TOPOLOGIEN AUF DUALRAUMEN

Bemerkung 5.30 Beispiel 5.29 lasst sich nicht auf die Falle p = 1 oder
p = o0 erweitern.

In den Ubungen werden Beispiele von o-endlichen Mafriumen (X, R, p)
vorgestellt, die zeigen, dass wenn ¢ = oo die Isometrie ¢: L'(X) — L®*(X)
nicht surjektiv sein muss, wihrend die Isometrie p: L>°(X) — LY (X) fiir
diese Beispiele wegen der o-Endlichkeit doch ein Isomorphismus ist und mit
ihr auch ¢*.

Gleichung (5.7) gilt auch fiir p = 1 (wie es hier der Fall ist), denn bis
zu dieser Stelle im Beweis von Beispiel 5.29 werden keine Eigenschaften der
Rieszschen Isometrien benutzt, die nicht fiir alle p € [1, co] gelten.

Weil ¢* ein Isomorphismus ist aber ¢ nicht, kann in diesen Beispielen
auch 4 fiir p = 1 kein Isomorphismus sein und L'(X) ist nicht reflexiv.

Da L>(X) = LY(X), kann wegen Satz 5.27 auch L>°(X) nicht reflexiv
sein.

Wir suchen noch einige schone Kriterien fiir Reflexivitit, oder Konse-
quenzen davon, die wir aus dem Satz von Alaoglu gewinnen kénnen. Wir
beginnen mit einem

Hilfssatz 5.31 Sei V ein normierter Vektorraum, sei f € V** mit || f|| <1,
und seien oy, ..., oy beliebige endlich viele Funktionale aus V*.
Fiir jedes v € V setze

h(v) =" | flos) — en(v)]". (5.8)

Dann ist
inf h(v) =0.

[vll<1

Beweis. Seien x und y € K und sei t eine reelle Variable. K ist ein Unterkorper
von C und wir erinnern uns daran, dass

|z + ty|]” = (z + ty)(x + ty).
Dies ist eine differenzierbare Funktion von ¢ mit Ableitung
d 2 —_— —
pn |z + ty|” = y(z + ty) + §(z + ty) = 2Re(y(z + ty)). (5.9)

Bei t = 0 ist dies 2 Re(zy).
Sei Dy der abgeschlossene Einheitsball

Di={veV||v|<1}.
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Sei a das tatsdchliche Infimum der Werte von h(v) fir |[v|| < 1 und sei
{vn },.en eine Folge von Vektoren aus Dy mit lim, . h(v,) = a.

Dann ist die Folge { h(v,)} beschrankt und mit ihr sind es auch alle
Folgen { a;(vn) },en in K.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge, wenn nétig, konnen wir annehmen,
dass jede Folge { a;(v,) },,cn gegen einen Grenzwert ¢; € K konvergiert.

Wir haben dann

k k
a = lim h(v,) = Z|f(ozi) — Ci}Q = Z \di|?,
i=1 i=1

n—oo

wo d; = f(oy) — ¢; fiir jedes i.

Fiir beliebiges v mit ||v]| < 1 betrachten wir die Verbindungsgerade von
v, nach v, die ganz in D, liegt, weil D; konvex ist.

Nach der Definition von a stellen wir fest, dass fiir jedes ¢ € [0, 1] und
jedes n € N gilt

a < h((1=1t)v, +tv)

= Z‘ﬂ%) — o (1 = t)v, + tv)

i=1

_ Z\ Flew) = ai(vn) + t(ei(v,) — ()

=1

2

:

Wenn n — oo erhalten wir daraus

9 k

-3

i=1

2

Y

di +t(c; — a;(v))

a < E‘f(ai) — ¢+ t(c; — au(v))

wobei die rechte Seite im Intervall [0, 1] ein Minimum am Endpunkt ¢t = 0
hat, weil fiir diesen Wert von ¢ die Gleichheit gilt.

Folglich ist die Ableitung der rechten Seite nichtnegativ bei t = 0, und
aus (5.9) erhalten wir

2Reiz(@ — a;(v)) > 0. (5.10)

Wir setzen



220 KAPITEL 5. DREI TOPOLOGIEN AUF DUALRAUMEN

und finden aus (5.10), dass
k
Rea(v) < Rezzq
i=1

fiir jedes v mit |jv]| < 1.
Da fiir jedes v ein z € C existiert mit |z|] = 1 (und z reell wenn K = R),

so dass
la(v)| = za(v) = Re(za(v)) = Rea(zv),

ist i
lafl < Re ) dic;.
i=1
Andrerseits, fiir die Glieder der Folge { v, }, . in D; haben wir

k

> do(w)

i=1

= |a(va)| < la]
fiir jedes n € N, und wenn wir n — oo gehen lassen, finden wir

k k
‘ E dici E dici .
i=1 i=1

Das kann nur gelten, wenn iiberall die Gleichheit herrscht und wenn auferdem
SO dic; reell > 0 ist, und das ergibt

k
ol =) dics.
=1

k
< el <Re) dic; <
1=1

Wir haben
k k
0<a=> |d|*=> did,

i=1 i=1

k —_—
= Zdz (f(az) Cz)

=1
k k

— fl) = flall. (5.11)
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Insbesondere ist f(a) = a + ||a|| reell > 0 und somit gleich |f(«)].
Weil [|f]] < 1,ist f(a) = |f(a)] < [|a| und mit (5.11) zeigt das, dass
a <0, also a = 0 wie zu zeigen war. |

Satz 5.32 Sei V' ein Banachraum, sei Dy der abgeschlossene Einheitsball
Dlz{v€V| ||v||§1}
in V und sei D}* der abgeschlossene Finheitsball

Dir={fev=|Ifl<1}

in V**,

Dann ist i(D;) schwach-x-dicht in D7*.
Beweis. Sei f € V** mit || f|| < 1. Wir miissen zeigen, dass f in der schwach-
« abgeschlossenen Hiille von iy (Dy) liegt, also dass jede schwach-x offene
Menge um f die Menge iy (Dy) trifft.

Nach Bemerkung 5.5 sind alle schwach-* offenen Mengen Vereinigungen
von endlichen Durchschnitten von Mengen der Form

(iv-() @) = {g eV | (iv-() @ eU } = {g eV | gla) €U}

fiir « € V* und U offen in K.
Wenn eine solche Menge f enthélt, dann ist f(a) € U und weil U offen
ist in K gibt es ein € > 0, so dass U alle Zahlen c enthilt mit | f(a) —¢| < e.

Zu den Elementen von (iy+(a))  (U)Niy(D;) gehoren insbesondere alle
Funktionale iy (v) mit ||v|| < 1, so dass

|f(@) = a(v)| = |f(a) = (iv(v))(@)| <e.

Das passende ¢ héingt natiirlich von o und U ab, und deshalb notieren
wir es besser mit (U, «), aber fiir einen endlichen Durchschnitt

E= m(iv*(aj))_l(Uj)

von Mengen der genannten Art bietet

e = min £(Uj, ;)

die Voraussetzung dafiir, dass die Funktionale iy (v) mit |jv]| < 1, so dass

|flo) —a;(v)] <e  fiiralle j mit 1 < j <k, (5.12)
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in allen (z’v*(aj))_l(Uj) und somit in E liegt.
Nach Hilfssatz 5.31 gibt es aber einen Vektor v € Dy, so dass

D | o) = as(0)] <€

denn das Infimum dieses Ausdrucks iiber alle v € D; ist 0. Ein solches v
erfiillt natiirlich auch (5.12) und liegt somit in E.

Jede schwach-x offene Menge A um f umfasst einen solchen endlichen
Durchschnitt E, der f enthélt, und trifft 4y, (D7), weil schon E das tut. Also
ist f € iy (D;) und wir sind fertig. |

Korollar 5.33 FEin normierter Vektorraum V ist genau dann reflexiv, wenn
D, schwach kompakt ist.

Beweis. ,,=“ Wenn V reflexiv ist, dann ist auch V* reflexiv und auf V** ist
deshalb die schwach-+-Topologie das Gleiche, wie die schwache Topologie. Es
ist D7* schwach-* kompakt, also auch schwach kompakt.

Die kanonische Abbildung i: V' — V** ist bijektiv und eine Isometrie,
weshalb i71(D3*) = D;. Weil i7! stetig in der Normtopologie ist, ist i~
auch stetig in der schwachen Topologie nach Lemma 5.10, und folglich ist
Dy =i~ (D}*) kompakt in der schwachen Topologie auf V.

“«<=" Die kanonische Abbildung i ist stetig in der Normtopologie und aus
Lemma 5.10 folgt, dass ¢ auch stetig ist in den schwachen Topologien auf V/
und V**.

Wenn D; schwach kompakt in V' ist, dann ist sein schwach-stetiges Bild
i(D1) schwach kompakt in V** und deshalb auch schwach-x kompakt, denn
weil die schwach-x-Topologie gréber ist als die schwache Topologie, ist jede
schwach-* offene Uberdeckung von i(D;) auch eine schwach offene Uberde-
ckung und enthélt somit eine endliche Teiliiberdeckung.

Daraus folgt, dass i(D;) schwach-x abgeschlossen ist, denn nach Lem-
ma 5.16 ist V** schwach-x Hausdorffsch und nach Lemma, 1.38 sind kompakte
Teilmengen eines Hausdorf{fschen Raumes abgeschlossen.

Da aber i(D;) schwach-# dicht in D}* ist nach Satz 5.32, muss D* = i(D;)
sein.

Daraus folgt offensichtlich, dass ¢ surjektiv ist, also dass V' reflexiv ist. B

Korollar 5.34 Fin Banachraum V ist genau dann reflexiv, wenn auf V* die
schwache und schwach-+-Topologien iibereinstimmen.
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Beweis. Wenn V reflexiv ist, dann ist (V) = V**, und da die schwache Topo-
logie auf V* die Initialtopologie von ganz V** ist und die schwach-*-Topologie
die Initialtopologie von (V) ist, sind diese Topologien gleich.

Umgekehrt, wenn die schwache und schwach-*-Topologien auf V* gleich
sind, dann ist der Einheitsball in V* schwach kompakt, weil er nach dem Satz
von Alaoglu schwach-x kompakt ist. Daraus folgt nach Korollar 5.33, dass V*
reflexiv ist, und weil V' ein Banachraum ist, impliziert das nach Satz 5.27,
dass V reflexiv ist. |

In manchen Féllen ldasst sich Kompaktheit durch eine Folgenbedingung
beschreiben.

Definition 5.35 Sei X ein topologischer Raum und sei A eine Teilmenge
von X. Wir nennen A folgenkompakt, wenn jede Folge aus A eine in A
konvergente Teilfolge besitzt.

Wie wir in Satz 1.37 gesehen haben, kann man in metrischen Raumen die
Kompaktheit durch diese Bedingung charakterisieren: eine Teilmenge A eines
metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn A folgenkompakt ist.

Obwohl die schwache Topologie auf einem Banachraum im Gegensatz zur
Normtopologie in der Regel keine metrische Topologie ist, ist die (schwach
kompakte) Einheitskugel in einem reflexiven Banachraum folgenkompakt,
wie wir jetzt beweisen wollen.

Definition 5.36 Ein topologischer Raum X heiftt separabel, wenn X eine
abzahlbare dichte Teilmenge besitzt.

Beispiel 5.37 Fiir jede natiirliche Zahl n ist R™ separabel, denn Q" ist eine
abzéihlbare dichte Teilmenge.
Aus diesem Grund sind auch die Riume C" = R?" separabel.

Bemerkung 5.38 Sei (X,7) ein separabler topologischer Raum. Dann ist
X auch separabel in jeder groberen Topologie S C 7.

Denn eine Teilmenge A C X ist dicht genau dann, wenn jede offene Menge
A trifft.

Gilt dies in der Topologie 7, dann erst recht in jeder in 7 enthaltenen,
also groberen Topologie. Insbesondere, wenn es in 7 eine abzdhlbare dichte
Teilmenge gibt, dann ist sie auch dicht in S.

Lemma 5.39 Sei V' ein topologischer Vektorraum iiber K = R oder C.
Wenn V' einen dichten Untervektorraum von abzahlbarer algebraischer
Dimension besitzt, dann ist V' separabel.
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Beweis. Sei W ein Untervektorraum von V' mit einer abzdhlbaren Erzeugen-
denmenge {w, | n € N}, und so dass W = V.

Der Korper K ist separabel und die abzahlbar vielen Elemente von K mit
rationalem Real- und Imaginéarteil bilden eine dichte Teilmenge von K.

Weil in jeder einzelnen Linearkombination nur endlich viele Vektoren vor-
kommen, gibt es insgesamt nur abzihlbar viele Linearkombinationen der w,
mit Koeffizienten aus Q (wenn K = R) oder aus Q + Qv/—1 (wenn K = C),
und diese abzéhlbare Menge L von ,rationalen Linearkombinationen“ der w,
ist dicht in W weil die algebraischen Operationen von W stetig sind, und
deshalb auch dicht in V = W.

Also ist V' separabel. [ |

Lemma 5.40 Sei V' ein normierter Vektorraum. Wenn V* in der Normto-
pologie separabel ist, dann ist auch V' in der Normtopologie separabel.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass V' # {0}, denn {0} ist endlich und
daher sicher separabel.

Sei { a,, | n € N }eine abzéhlbare dichte Teilmenge von V* und fiir jedes
n € N wihle einen Vektor w,, € V mit |Jwl||, = 1, so dass

| (wn)| > = [l

N | —

Sei W die abgeschlossene Hiille des von den w,, aufgespannten Untervek-
torraumes.

Wir behaupten, dass W = V.

Wenn das nicht der Fall ist, dann gibt es in V* ein lineares Funktional
B # 0, so dass S(w,) = 0 fiir jedes n.

Denn weil W # V ein abgeschlossener Untervektorraum von V' ist, ist
V/W # {0} ein normierter Vektorraum. Nach dem Satz von Hahn-Banach,
Korollar 2.7, gibt es in (V/W)" ein nichtverschwindendes lineares Funktional
v, und =y o7 (wo 7 die kanonische Projektion V' — V/W ist) hat die
gewiinschten Eigenschaften.

Weil || 8| > 0 und weil die «, in V* dicht sind, gibt es ein n € N, so dass

Hﬁl!

18 = anll < ==

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass [|as,|| > 3||8]| > 0.
Aber wir haben dann den Widerspruch

Do < 1% )] = e )] < o — 1 < L1

3 1
3 18] = 5
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Folglich ist W = V und alle K-Linearkombinationen der abzéhlbar vielen
Vektoren w,, bilden einen dichten Untervektorraum von V.
Nach Lemma 5.39 ist V' separabel. |

Definition 5.41 Sei (X,7) ein topologischer Raum.

Wir sagen, 7 erfiillt das erste Abzdahlbarkeitsaxiom, wenn es zu jedem
Punkt z € X eine abzéhlbare Familie £ von offenen Mengen um x gibt, so
dass fiir jede offene Menge U > x eine Menge E € £ existiert mit £ C U.

Lemma 5.42 Sei (X,7) ein topologischer Raum und 7 erfiille das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom. Dann ist jede kompakte Teilmenge von X folgenkom-
pakt.

Beweis. Sei A C X kompakt und sei { z, }, . €ine Folge in A. Wir suchen
eine Teilfolge, die in A konvergiert.
Fiir jedes m € N sei

Co ={xn|n>m}.
Offensichtlich enthélt jeder endliche Durchschnitt
Cry NCpy NN Cypy,

dieser Mengen alle Folgenglieder z,, mit n > max{m4,...,my} und hat
somit nichtleeren Durchschnitt mit A. Weil A kompakt ist, ist

C:=An ﬂCm%@.

meN

Sei a € C, und sei { £, |n € N} eine abzéhlbare Familie von offenen
Mengen um a, so dass jede offene Menge um a eine der Mengen F,, enthélt.
Fiir jedes n € N sei

Un:EoﬂElﬂmEn,

so dass
Uy2U, 20U, 2 - > a.

Weil a in der abgeschlossenen Hiille von {x, | n > m} liegt fiir jedes
m € N, enthélt jede offene Menge um a Folgenglieder z,, fiir beliebig grofe
Werte von n. Deshalb kénnen wir durch Induktion iiber £ leicht eine Teilfolge
{Zn, }ren Wéhlen, so dass x,, € Uy fiir jedes k.

Jede offene Menge U um a enthélt eine der Ej und enthalt somit alle U,
fiir m > k, damit auch alle z,, , fiir m > k.
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Damit ist gezeigt, dass

lim z,, =a
k—o0

und { z, }, .y hat eine konvergente Teilfolge mit Limes in A. |

Hilfssatz 5.43 Sei V' ein normierter Vektorraum, der in der Normtopologie
separabel ist. Sei r > 0 und sei

Di={acV"| |af<r}

die abgeschlossene Scheibe von Radius r um den Ursprung in V'*.
Dann erfiillt D} als Unterraum von V* mit der schwach-x-Topologie das
erste Abzédhlbarkeitsaxiom.

Beweis. Sei A eine abzihlbare dichte Teilmenge von V' in der Normtopologie.
Sei a € Dy
Die offenen Mengen der schwach-x-Topologie auf D} sind Vereinigungen
von endlichen Durchschnitten von Mengen der Gestalt

@ﬂ@fﬂﬂﬂﬂﬁ{ﬁeD:@M@N&eU}:{Bem\mweU}

fiir v € V und U offen in K.
Wenn eine solche Menge « enthilt, dann ist a(v) € U und weil U offen
ist in K gibt es ein £ > 0, so dass U alle Zahlen ¢ enthélt mit |a(v) —¢| < e.

Somit enthilt (z’v(v))fl(U) alle Funktionale § € D* mit

|a(v) = B)| = |(a = B)(v)| <.

Fiir jeden endlichen Durchschnitt

k
. —1
S = n(zv(vj)) (Uj) 2 « (5.13)
j=1
von Urbildmengen der genannten Art gibt es also positive Zahlen ¢4, ... | &,

so dass jedes Funktional § € D} mit
(o= B)(vy)| <eg;  fiiralle jmit1<j <k (5.14)

zu S gehort.
Wir konstruieren jetzt eine abzéhlbare Familie von speziellen offenen
Mengen um «. Fiir jedes n € N und jede endliche Teilmenge E C A setze

Ung = {ﬁ e D; ‘(a—ﬁ)(w)} < 27" fiir alle w € E}
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Weil £ endlich ist, ist U, g tatsichlich ein endlicher Durchschnitt der Gestalt
(5.13) (mit v; = w und U; = By-n(a(w)), wo w die endliche Menge E
durchlduft) und somit ist U, g eine schwach-* offene Menge um a. Sei U die
abzdhlbare Familie aller Mengen U, g.

Jede offene Menge um « in der schwach-x-Topologie ist eine Vereinigung
von endlichen Durchschnitten von Mengen (iv(v))fl(U) N D} und enthalt
somit eine Menge S der Gestalt (5.13) um a.

Wir werden jetzt zeigen, dass jede solche Menge S eine geeignete Menge
U, r aus U enthidlt. Damit enthilt jede schwach-* offene Menge um « eine
Menge aus der abzidhlbaren Familie &/ und das beweist den Satz.

Sei S wie in (5.13), seien ¢; die in (5.14) vorkommenden Zahlen und sei
n so grok, dass 27" < ¢;/3 fiir jedes j.

Die Familie A ist norm-dicht in V' und wir kdbnnen zu jedem j einen Vektor
w; € A finden mit

£j
by —wyll < 35
Sei B :={wy,...,wg}.
Wenn 3 € U, g, dann gilt fiir jedes 7 mit 1 < j <k, dass

[(a = B3)(v)| < [(a=B)(v; —w))| + |( = B)(w;)]

1
< llac= Bl o = wyll + 55

€,  E;
7“3T + 3 €;
und deshalb ist 3 € S.
Also ist U, g C S, wie wir zeigen wollten. [ |

Satz 5.44 Sei V ein reflexiver Banachraum. Dann ist D; schwach folgen-
kompakt.

In Konsequenz dessen hat jede in der Norm beschrinkte Folge aus V eine
schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass V' separabel ist in der Normtopologie.
Weil V' reflexiv ist, ist die kanonische Abbildung i: V' — V** ein isometri-
scher Isomorphismus und deshalb ist auch V** separabel in der Normtopolo-
gie.

Nach Lemma 5.40 ist auch V* separabel in der Normtopologie und Hilfs-
satz 5.43 besagt, dass die abgeschlossene Einheitsscheibe Di* in V** in der
schwach-x-Topologie des Bidualraums das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.
Ferner, D7* ist nach dem Satz von Alaoglu kompakt in dieser Topologie.
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Aus Lemma 5.42 schliefen wir, dass D7* in der schwach-*-Topologie fol-
genkompakt ist.

Das bedeutet, dass jede Folge { f, },cn aus Di* eine Teilfolge { f,, }.cn
besitzt, die in der schwach-*-Topologie gegen einen Grenzwert g € D" kon-
vergiert.

Wir haben in Definition 5.15 ¢) gesehen, dass die schwach-*-Topologie die
Topologie der punktweisen Konvergenz ist, d.h., die Folge { f,, }, betrachtet
als eine Folge von Funktionen auf V*, konvergiert punktweise gegen g.

Um es noch genauer auszudriicken: fiir jedes Funktional o € V* ist

lim f,, (0) = g(0). (5.15)
Nun sei { vy, }, o €ine Folge in D; und fiir jedes n € N setze

fo i=i(vy).

Die Folge { f, },cn liegt in D7* (da ¢ eine Isometrie ist) und sie hat eine
Teilfolge { fn, }yen > die im Sinne von Gleichung (5.15) gegen ein Element
g € D7* konvergiert.
Weil V' reflexiv und ¢ eine surjektive Isometrie ist, gibt es einen Vektor
a € D1, so dass
i(a) = g.
Gleichung (5.15) mit f,, = i(v,) und g = i(a) besagt, dass

lim (z(vnk))(a) = (i(a))(oz)

k—oo

fiir jedes o in V'*, oder wenn man die Definition von ¢ beriicksichtigt, dass

klim a(v,,) = ala)
fiir jedes v in V™.
Das bedeutet aber gerade, dass
fim v, =
in der schwachen Topologie auf V.

Damit ist gezeigt, dass D; schwach folgenkompakt ist, wenn V in der
Normtopologie separabel ist.

Der Satz gilt aber auch, wenn V' nicht separabel ist.

Denn sei { v, }, . eine Folge in Dy und sei W beziiglich der Normtopolo-
gie die abgeschlossene Hiille des von den v,, aufgespannten Untervektorraums
von V.
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Da W einen dichten Untervektorraum von abzdhlbarer algebraischer Di-
mension besitzt, ist W separabel in der Normtopologie nach Lemma 5.39, und
weil W ein abgeschlossener Untervektorraum des reflexiven Banachraums V'
ist, ist W reflexiv nach Lemma 5.25.

Aus dem ersten Teil des Beweises (fiir den separablen Fall) folgt, dass
{vn },en eine Teilfolge {wy, },on besitzt, die in der schwachen Topologie
von W gegen einen Grenzwert a mit ||a|| < 1 konvergiert. Das bedeutet, dass

lim B(v,,) = B(a)
fiir jedes 8 in W™,
Aber dann konvergiert { vy, }, . auch in der schwachen Topologie von V'
gegen a, denn fiir jedes a € V* ist «|W € W* und somit ist

lim a(vy,) = lim (@|W)(v,,) = (a|W)(a) = a(a).

k—o0

Also ist D; schwach folgenkompakt.

Weil die Multiplikation mit einer positiven reellen Konstante ein steti-
ger linearer Automorphismus von V ist, ist auch jedes D, = rD; fiir r > 0
schwach folgenkompakt, und da jede normbeschrinkte Folge in einem ge-
eigneten D, enthalten ist, hat sie, wie behauptet, eine schwach konvergente
Teilfolge. |
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Kapitel 6

Hilbertraume

In diesem Kapitel wollen wir eine sehr wichtige und angenehme spezielle
Klasse von Banachrdumen kennen lernen, in der die Norm nicht einfach als
unauflosbares ,Atom" der Struktur vorgegeben ist, sondern sich auf eine noch
fundamentalere Struktur zuriickfiihren lasst, ndmlich auf ein inneres Produkt,
eine Sesquilinearform auf dem Vektorraum.

Banachriaume, die diese zuséitzliche Struktur besitzen, heifsen Hilbert-
rGgume, nach dem berithmten Mathematiker David Hilbert (1862-1943). Al-
lerdings war der einzige von Hilbert selber untersuchte Hilbertraum der Raum
¢* (und dann auch nur die Einheitskugel in ¢?). Hilbert soll Hermann Weyl
sogar einmal nach einem Vortrag gefragt haben:

Weyl, eine Sache miissen Sie mir erkldaren: Was ist das, ein Hil-
bertscher Raum? Das habe ich nicht verstanden.

Die Grundeigenschaften eines inneren Produkts und somit vieles von der
Struktur eines ,Hilbertschen Raumes* kennen Sie (im Gegensatz zu Hilbert?)
sehr gut aus den Anfingervorlesungen Lineare Algebra. Neu ist hier haupt-
sichlich die Tatsache, dass die von uns betrachteten Innenproduktriume
meist unendlichdimensional sind, und dass wir gewissermafen als Ausgleich
dafiir verlangen, dass ihre vom inneren Produkt induzierte Norm wvollstindig
sein muss. Wir werden sehen, dass uns das erlaubt, topologische Basen fiir
Hilbertrdume einzufiihren, die praktisch die gleiche Rolle spielen konnen, wie
algebraische Basen in der rein algebraischen Vektorraumtheorie.

Die Voraussetzung einer zusitzlichen Struktur auf einem bekannten ma-
thematischen Objekt ist einerseits eine Einschrinkung (nicht jeder Banach-
raum ist ein Hilbertraum), aber andrerseits eine Gelegenheit, Sdtze zu be-
weisen, die nur durch die zusdtzliche Struktur ihre Giiltigkeit erlangen und
in allgemeineren Rdumen nicht immer richtig sind.

231
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Es gibt aber noch einen sehr iiberzeugenden Grund, dieser neuen Struk-
tur viel Aufmerksamkeit zu widmen: Hilbertrdume und Operatoren auf Hil-
bertrdumen kommen auf natiirliche Weise in der modernen Physik und spe-
ziell in der Quantenmechanik vor, wo die Hilbertrdume als Zustandsrdiu-
me quantenmechanischer Systeme auftreten, und die physikalischen Grofen
(Observable genannt) durch gewisse stetige Endomorphismen dargestellt
werden.

Die Spektren dieser Operatoren (eine auf den unendlichdimensionalen
Fall passende Verallgemeinerung des Eigenwertbegriffs), die wir in den fol-
genden Kapiteln untersuchen werden, beschreiben welche Werte mit wel-
chen Wahrscheinlichkeiten fiir die quantenmechanischen Observablen gemes-
sen werden.

Somit ist die Hilbertraumtheorie ein auferordentlich bedeutungsvolles
Teilgebiet der Funktionalanalysis.

Konvention 6.1 In diesem Kapitel werden wir es mit Vektorrdumen iiber
K = R oder C zu tun haben, auf denen ,symmetrische Bilinearformen*
definiert sind, die nur iiber R tatsdchlich bilinear und symmetrisch sind,
wahrend iiber C zwar dhnliche Eigenschaften gelten, die aber die komplexe
Konjugation involvieren.

Um nicht stindig zwei getrennte und verschiedene Fille ansprechen zu
miissen, gehen wir in der Notation grundsétzlich vom komplexen Fall aus,
auch wenn der Korper R ist, es sei denn, eine Aussage gilt tatséchlich nur
im reellen Fall. Dann werden wir das aber ausdriicklich sagen.

Insbesondere schreiben wir komplexe Konjugierte dort, wo wir sie bei K =
C schreiben miissen, aber wir verstehen dabei, dass der Korper womoglich
doch R ist und dass die Konjugation dann einfach die Identitét ist, also keine
Wirkung hat.

Definition 6.2 Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C.
Eine hermitesche Form auf V ist eine Abbildung

(,V:VxV K,
so dass folgende Figenschaften gelten:
a) (, ) ist reell bilinear.
b) Fiir v und w € V und fiir jedes a € K ist
(av,w) = a(v,w) = (v, aw).

Eine Form ( , ), die a) und b) erfiillt, nennt man eine Sesquiline-
arform (also eine ,eineinhalblineare* Form). Im reellen Fall ist sie
natiirlich einfach eine Bilinearform.
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¢) Fiir v und w € V ist (w,v) = (v, w).

Eine Form mit dieser Eigenschaft nennt man schiefsymmetrisch. Im
reellen Fall ist sie einfach symmetrisch.

Man beachte, dass wenn ( , ) eine hermitesche Form ist, dann ist

(v,v) €eR (6.1)

fiir jedes v € V, denn aus ¢) folgt, dass (v,v) = (v,v) fiir jedes v € V.

Definition 6.3 Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C, und sei ( , )
eine hermitesche Form auf V.
Wir nennen ( , ) positiv definit, wenn

(v,v) >0  firjedesv#0eV (6.2)

(wenn hier nur > 0 gilt, nennen wir die Form positiv semidefinit).

Ein inneres Produkt oder ein Skalarprodukt auf V ist eine positiv
definite hermitesche Form.

Ein Innenproduktraum ist ein Paar (V, (, )), wo V' ein K-Vektorraum
ist fiir K = R oder C, und wo (, ) ein inneres Produkt auf V ist.

Auf die bekannte Weise kann man aus einem inneren Produkt eine Norm
gewinnen. Wir erinnern kurz an die Details.

Hilfssatz 6.4 Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C und sei ( , ) eine
hermitesche Form auf V.
Seien v und w € V und sei A € K. Dann ist

(v+ Aw, v+ Aw) = (v,v) + 2Re(/\w> + [\ (w, w). (6.3)

Beweis. Unter Anwendung der Sesquilinearitdt und der Schiefsymmetrie der
hermiteschen Form rechnet man sofort aus

(v + Aw, v+ Aw) = (v,v) + (v, \w) + (Aw, v) + (Aw, Aw)
= (v,0) + Mv,w) + Av, w) + A\ (w, w)
= (v,v) + 2Re(Mv,w)) + IA]? (w, w)
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Satz 6.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Vektorraum
iiber K = R oder C und sei { , ) eine positiv semidefinite hermitesche
Form auf'V.

Dann gilt fiir je zwei Vektoren v und w € v die Ungleichung

(v, w)|* < (v, v)(w, w). (6.4)

Beweis. Weil ( , ) positiv semidefinit ist, folgt aus Hilfssatz 6.4, dass
0 < (u+ dw, v+ dw) = (v,0) + 2Re(A(v, w)) + |A]* (w, w) (6.5)

fiir jeden Skalar \ € K.

Wir beachten, dass wenn A ein reelles Vielfaches von (v, w) ist (und das
wird in den folgenden Schritten der Fall sein), dann ist der Ausdruck A{v, w)
reell und wir kénnen im mittleren Term von (6.5) das ,,Re“ einfach weglassen.

Wenn (v,v) = (w,w) = 0, setzen wir A = —(v, w) in (6.5) und erhalten

0 < —2(v, w){v, w) = —2}(1},10)‘2 <0,

woraus folgt, dass alle Ausdriicke in (6.4) verschwinden und die ,,Unglei-
chung“ gilt.

Wenn (v,v) und (w,w) nicht beide 0 sind, konnen wir annehmen, dass
(w,w) # 0, denn die zu beweisende Ungleichung (6.4) ist symmetrisch in v
und w (Vertauschung konjugiert zwar den Ausdruck in den Betragszeichen
auf der linken Seite, aber das dndert den Betrag nicht).

Wir setzen in (6.5) dann

_ w)
A= {(w, w)
ein und erhalten
v.v) — <U>w> v w |<U,U)>|2 w,w) = (v,V) — ‘ U’w>’2
0=y I P T T

Multiplikation mit (w,w) > 0 liefert
0 < (v,v){w,w) — }(v,w)f,

dquivalent zur zu beweisenden Ungleichung (6.4). |
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Satz und Definition 6.6 Sei (V, (, )) ein Innenproduktraum iiber R oder
C.

Fiir jedes v € V definiere man
lv|| :== v/{(v,v) >0 € R. (6.6)
Wir erhalten so eine wohldefinierte Funktion
vV —R

und diese Funktion ist eine Norm auf V', genannt die Norm des inneren
Produkts ( , ).

(Wenn ( , ) nicht positiv definit, sondern nur semidefinit ist, aber alle
anderen Eigenschaften eines inneren Produkts hat, kann man || || immer noch
definieren und man erhélt dann eine Halbnorm.)

Beweis. Weil (, ) reell bilinear ist, ist (0,0) = 0, und weil das innere Produkt
positiv definit ist, ist (v,v) > 0 fiir jedes v # 0.

Also hat (v,v) fiir jedes v € V eine eindeutig bestimmte nichtnegative
Quadratwurzel und ||v|| ist wohldefiniert, ist nach Definition immer > 0, und
ist gleich 0 nur fiir v = 0.

Damit ist auch Eigenschaft 1.28 a) in der Definition einer Norm bewiesen.

Wegen der Sesquilinearitét gilt fiir jedes a € K und jedes v € V, dass

lav]|* = (av, av) = aa(v,v) = la|* |lv]*,
und wenn wir Quadratwurzeln ziehen erhalten wir Eigenschaft 1.28 b):
lav]] = fal o]

Eigenschaft 1.28 ¢), die Dreiecksungleichung, folgt aus Hilfssatz 6.4 wenn
wir in Gleichung (6.3) A = 1 setzen und den mittleren Term auf der rechten
Seite mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung abschétzen. Fiir v und
w € V erhalten wir

o+ wl* = o+ w,v+w) = (v,0) + 2Re({o,w)) + (w, w)
— J[v]]* + 2Re((v,w) ) + |ju]?
< ol + 2| (v, w)] + Jlw]?
< [[oll* +2 o] fw] + Jwl®  (Cauchy-Sehwarz)
2
= (Il + lleo]).
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Durch Ziehen von Quadratwurzeln auf beiden Seiten ergibt sich die Dreiecks-
ungleichung.

Damit ist bewiesen, dass || || alle erforderlichen Eigenschaften besitzt und
eine Norm auf V ist.

Die einzige Stelle, wo im Beweis tatséchlich verwendet wurde, dass ( , )
positiv definit ist, war im Nachweis, dass ||v]| > 0 fiir alle v # 0.

Ohne die Definitheit erhalten wir aber immer noch ||v]| > 0 fiir alle v € V'
und || || ist zumindest eine Halbnorm. [

Fiir spatere Verwendung lohnt es sich, einige der schon bewiesenen Gleich-
heiten und Ungleichungen und einfache Konsequenzen daraus in ,Normge-
stalt” hinzuschreiben.

Korollar 6.7 Sei (V, (, >) ein Innenproduktraum iiber K = R oder C.

a) Fiir je zwei Vektoren v und w € V und fiir jedes \ € K gilt
o+ Xel® = [lo]* + 2Re(Afo, w}) + AP Jw]*. (6.7)

b) Fiir je zwei Vektoren v und w € V gilt die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung
| (v, w)| < [Jv]| [Jw]|. (6.8)

¢) Die zweistellige Funktion ( , ) ist stetig beziiglich der Norm von V.
d) Sei V- #{0}. Fiir jedes v € V ist

o] = max{ (v, w)] ] w eV mit ]| =1 } (6.9)

e) Fiir je zwei Vektoren v und w € V gilt die Parallelogrammgleichung
lv+ wlf* + o = w||* = 2[jv]|* + 2 [Jw]*. (6.10)

Diese Gleichung wird so genannt, weil sie besagt, dass die Quadrat-
summe der Langen der Diagonalen eines Parallelogramms gleich der
Quadratsumme der Lidngen der vier Seiten ist.

Beweis. a): Gleichung (6.7) ist einfach Gleichung (6.3), in der alle innere
Produkte von zwei gleichen Vektoren als Quadrate der Norm umgeschrieben
wurden.

b) ergibt sich auf die gleiche Weise aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung (6.4), wenn man anschliefsend beide Seiten der Ungleichung durch ihre
Quadratwurzel ersetzt.
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¢): Die Stetigkeit folgt sofort aus Ungleichung (6.8).
d): Wenn v = 0, dann ist (v,w) = 0 fiir jedes w auf Grund der reellen
Bilinearitét des inneren Produkts, und beide Seiten von (6.9) sind 0.
Wenn v # 0, dann folgt sofort aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(6.8), dass
[(v,w)[ < [lv]  wenn [w] <1,

und fiir den speziellen Vektor w = v/||v|| erhalten wir

0, " >H_ (v,0) __Jloff”

v = =
vl loll ol

| (v, w)| = = [l

so dass das Maximum auf der rechten Seite von (6.9) tatséchlich ||v]| ist.

e): Wir erhalten (6.10) sofort, wenn wir in (6.7) einmal A = 1 und einmal
A = —1 einsetzen und die beiden resultierenden Gleichungen addieren. W

Die Parallelogrammgleichung (6.10) ist nicht nur eine schone und einfache
Konsequenz der Berechnungen mit dem inneren Produkt, sondern charakte-
risiert die von einem inneren Produkt stammenden Normen, wie Johann von
Neumann zuerst bemerkte.

Satz 6.8 Sei V' ein normierter Vektorraum iiber K = R oder C.
Genau dann erfiillt die Norm die Parallelogrammgleichung (6.10), wenn
es ein inneres Produkt ( , ) auf'V gibt, so dass

2
(v,0) = [|v]]
fiir jedes v € V. Ferner, || || bestimmt ( , ) eindeutig.

Beweis. Die Richtung ,,<* ist Korollar 6.7 e), und wir miissen hier nur die
Richtung ,,=“ und die Eindeutigkeit des inneren Produkts beweisen.

Dazu nehmen wir zur Einfachheit zunéichst an, der Koérper sei R (das heifst
aber nur, dass wir uns um die komplexen Figenschaften des inneren Produkts
vorerst nicht kilmmern wollen—das werden wir spéter noch nachholen).

Um ein zur Norm passendes inneres Produkt zu finden, wollen wir einmal
schauen, was denn wére, wenn wir das innere Produkt schon hétten. Das
innere Produkt miisste dann fiir je zwei Vektoren v und w Gleichung (6.7)
mit A = 1 erfiillen, aber diese Gleichung enthélt bis auf den mittleren Term
auf der rechten Seite, in dem das innere Produkt unmittelbar vorkommt,
nur Norm Terme, deren Wert wir schon kennen. Wir konnen diese Gleichung
deshalb zur Bestimmung des inneren Produkts verwenden.

Die gemachte Annahme dass K = R rettet uns vor der Schwierigkeit,
dass in Gleichung (6.7) nur der Realteil des inneren Produkts steht, denn
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das innere Produkt nimmt unter dieser Annahme ohnehin nur reelle Werte
an.
Wir definieren also zunéchst nur eine reelle zweistellige Funktion

<, >RZVXV—>R

durch Auflésung von Gleichung (6.7). D.h., wir setzen

(v, w)r = %(HUerHQ— loll* — llwll®). (6.11)

Diese Form ist offensichtlich symmetrisch.
Ferner, weil die Norm stetig ist auf V, ist klar, dass (, )r stetig ist in
beiden Variablen.
Nach der Parallelogrammgleichung kann man den Ausdruck in Klammern
in (6.11) auch als
loll* + flwl® = [l — w]

schreiben, und wenn wir beide Ausdriicke fiir (v, w)g mitteln finden wir
1
(v wir = (v +wl” = flv = wlf), (6.12)
Hieraus ist klar, dass
(v, —w)r = —(v,W)r = (—v,W)R (6.13)

Die Form (v, w)g ist additiv in v (und wegen der Symmetrie dann auch
in w), denn aus (6.11) haben wir

A{u, w)r + 4{v, w)r
2 2 2 2 2 2
=2[|u+w|” =2 lul]” = 2[Jw]]" + 2[[v + w[|" = 2 []v[|” = 2 [w]|
2 2 2 2 2
=2[Ju+w|[” +2[v + wl|” = 2 [Jul” = 2|jv[|" — 4 [|w]]".

Nach der Parallelogrammgleichung fiir das Paar von Vektoren u + w und
v 4+ w konnen wir auf der rechten Seite

2 ||u+wl|® + 2 ||v + w|? durch u+ v+ 2w|® + ||u — v
ersetzen und wir erhalten
Au, w)r + 4v, whr = [Ju+ v+ 2w]* + [Ju — 0| = 2 [Ju]|* — 2|Jv]|* = 4 [|w]*.

Nach der Parallelogrammgleichung fiir das Paar von Vektoren « und v kénnen
wir
lu—ol* = 2f[ull* = 2o|*  durch  —lu+o]’
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ersetzen, und anschliefsend konnen wir nach der Parallelogrammgleichung fiir
das Paar von Vektoren u + v + w und w die Summe

Ju + v 4 2w]? durch  2|u+v+w|” +2|w|® — [|u+v|
ersetzen und wir erhalten
Au, w)r + 4w, w)r =2 lu+ v+ w||* = 2 u+o|* = 2[Jw|* = 4u + v, w)g.

Wir kommen jetzt zur Linearitét von ( , )gr beziiglich der Multiplikation
mit Skalaren. Sei

F:={aecR| (aw,w)r = a{v,w)g fiir alle v und w € V' }.

Natiirlich ist 1 € F', wir haben gesehen, dass —1 € F, und aus der Additivitat
von ( , )r in jeder Variablen folgt, dass F' unter Addition abgeschlossen ist.

Trivialerweise ist F' unter Multiplikation abgeschlossen, und wenn a #
0 € F, dann ist auch 1/a € F, wie man leicht feststellen kann, indem man v
durch v/a ersetzt. Man findet zunéchst

(v, w)r = (a2, w)r = a(?, w)Rr,

und Division durch a # 0 liefert daraus

v 1
<a7w>R - CL<U’ w>R'

Alle diese Abschlussregeln zusammen besagen, dass F' ein Unterkorper
von R ist. Somit ist Q C F', denn Q ist der Primkorper (also der kleinste
Unterkorper) von R.

Aber Q ist dicht in R, und weil ( , g stetig ist bleibt die definierende
Gleichung fiir F richtig fiir alle Skalare aus Q = R.

Das heift, ( , )gr ist R-linear in der ersten Variablen, und wegen Symme-
trie auch in der zweiten.

Fiir v = w erhalten wir aus (6.12), dass
1 2 2
(v, v)r = 7 [[20]" = |lo]”.

Dies ist > 0 und ist > 0 wenn v # 0, und folglich ist ( , g positiv definit.

Das beweist, dass ( , )gr ein inneres Produkt ist, und wir haben gerade
