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Was 1st Topologie?

Diese Vorlesung will eine Einfiihrung in die Topologie geben, aber bevor wir
richtig damit beginnen und die fundamentalen (sich als ziemlich abstrakt
erweisenden) Definitionen hinschreiben, sollten wir schon eine Vorstellung
davon haben, mit welchen Fragen und Gegenstinden sich die Topologie be-
schiftigt und welche intuitiven Ideen durch die in diesen Definitionen erschei-
nenden Begriffe mathematisch erfassbar gemacht werden sollen.

Diese kleine Vordiskussion wird sich schon deshalb lohnen, weil die ,intui-
tiven Grundgedanken“ der Topologie viel abstrakter und nebuldser sind, als
die anderer Gebiete der Mathematik. Trotzdem kommen Sie iiberall in der
Mathematik vor, vielleicht gerade weil sie ein verdecktes Substrat unserer
Erfahrungswelt erfassen, das nicht primér mit speziellen Situationen verbun-
den ist, die nur in isolierten Gebieten der Mathematik vorkommen und diese
Teilgebiete besonders priagen.

Der hohe Abstraktionsgrad des topologischen Grundgedankens ist aber
zum Gliick kein dauerhaftes Hindernis fiir das Verstehen topologischer Inhal-
te, denn die topologische Welt ist geometrisch und ldsst sich deshalb bildhaft
und sehr einprigsam vorstellen; man muss aber wissen, welche Merkmale
der Bilder topologisch relevant sind und welche nicht, und das wollen wir in
diesem einleitenden Abschnitt aufkliren.

Ohne diese kleine Vordiskussion scheinen schon die ersten Definitionen
der Topologie nicht viel Sinn zu machen. Wenn man aber weiss, welcher
Gedanke in diesen Definitionen angepeilt ist und wie dieser Gedanke in der
Definition festgehalten wird, dann sind die Dinge, die daraus folgen, nicht
schwerer zu begreifen, als in anderen Teilen der Mathematik.

Die moderne Division der Mathematik in Teilgebiete ist eine relativ jun-
ge Erscheinung; viele der Grundvorstellungen, die aus der heutigen Mathe-
matik nicht mehr wegzudenken sind, haben erst in der Mitte des vorigen
Jahrhunderts ihre heutige Ausprigung erfahren. Fiir den groften Teil seiner
Geschichte hat die Mathematik sich ohne ein einheitliches Strukturgebilde
mit speziellen Problemen und Fragen befasst, die manchmal von der Natur
oder den Naturwissenschaften gestellt wurden und manchmal aus der spiele-
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rischen Neugierde der Menschen stammten, aber immer waren die Bemiihun-
gen der Mathematiker auf das Losen spezieller Aufgaben gerichtet, und neue
Mathematik wurde oft zweckbestimmt entwickelt, um diese Fragen anzuge-
hen. Die philosophischen Grundlagen der neu eingefiihrten Begriffe waren
oft sehr unklar und fiihrten zu essentiellen Diskussionen iiber die Zulassig-
keit gewisser Konstrukte oder Methoden. Hier spielten oft vage Begriffe wie
,Offensichtlichkeit oder ,Natiirlichkeit“ eine Rolle, die heute als irrelevant
und problematisch angesehen werden.

Erst im 19. Jahrhundert entwickelten sich erfolgreiche Ansétze zur gene-
rellen Losung des immer wiederkehrenden ontologischen Problems (,Existie-
ren die von uns verwendeten mathematischen Objekte wirklich?”), und Ma-
thematiker begannen langsam, ihre Wissenschaft als eine Finheit zu sehen,
in der es um die Untersuchung von ,mathematischen Strukturen“ verschiede-
ner Arten im Wesentlichen geht. Cantors Mengenlehre lieferte am Ende das
Werkzeug, um solche Strukturen einheitlich zu beschreiben und zu erfassen,
und fiihrte zum schlieklichen Siegeszug dieser modernen Denkweise.

Weas sind die wichtigen mathematischen Strukturen? Die sich ausbreiten-
de Mathematik, die sich in der Lage sah, immer neue Fragen und Probleme
anzugehen und zu 16sen, lieferte viele Beispiele, die zwar verschieden waren
aber auch viele Gemeinsamkeiten hatten.

So haben die Zahlen im Laufe der Geschichte immer neue Gestalten ange-
nommen: zuerst nur natiirliche und positive rationale Zahlen, spéter (schon
bei den alten Griechen) ,geometrische* Zahlen, die auch irrational sein konn-
ten, im beginnenden Mittelalter negative Zahlen, dann reelle Zahlen und
schlieklich die komplexen Zahlen, die erst durch die ,Erfindung” der Gauf-
schen Zahlenebene allgemeine Akzeptanz erfuhren. Im 19. Jahrhundert ge-
sellten sich noch die Quaternionen und die Cayley-Zahlen hinzu, sowie ge-
wisse Zahlkoérper zwischen Q und C. Fiir alle diese Zahlenmengen gab es
Grundrechenarten, die den iiblichen Gesetzen der Arithmetik gehorchten,
oder in manchen Fillen auch nicht. Allm&hlich wurde klar, dass auch ande-
re Gebilde (wie Bewegungen oder Permutationen oder Polynome) dhnliche
Rechenoperationen zuliessen, und so entwickelte sich allmé&hlich der Begriff
einer algebraischen Struktur sowie der Objekte, wie Gruppen, Korper, Rin-
ge, die diese Struktur in verschiedenen Ausprigungen tragen. Der Begriff
der ,algebraischen Struktur® hat sich also aus vielen, jedermann bekannten
Beispielen herauskristallisiert.

Die Beschéftigung mit Strukturen hat sich als lohnend erwiesen, weil diese
Denkart die Gemeinsamkeiten von vielen Situationen organisiert zusammen-
fasst und so die gleichzeitige Behandlung von vielen Einzelproblemen auf
effiziente Weise ermoglicht.

Die topologische Struktur hat sich auf eine dhnliche Art als , kleinster
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gemeinsamer Nenner® aus bekannten Situationen und Merkmalen herausge-
schélt, aber sie ist in ihrer Natur viel schwerer zu sehen, als die algebraische
Struktur, weshalb sich die Grundbegriffe der Topologie auch etwas spéter
entwickelt haben. Trotzdem sind topologische Gedanken viel dlter als die To-
pologie an sich (aus diesem Grund taucht der Name Fuler, zum Beispiel, oft
in der Topologie auf). Um zu verstehen, was Topologie ist, wollen wir also
sehen, welche Beispiele und Fragestellungen zur Entwicklung dieser Struktur
gefiihrt haben.

Die topologische Struktur ist eine geometrische Struktur, aber es handelt
sich nicht um den vordergriindigen und sichtbaren Teil der Geometrie, bei
der es um feste ,bemalbare” Grofen wie Langen und Winkel und um Begriffe
wie Gerade und Kreis geht, in deren Definition Langen und Winkel eingehen;
diese sind die Grundbegriffe der klassischen Geometrie, aber sie spielen keine
grolse Rolle in der Topologie.

Diese klassischen geometrischen Merkmale fanden schon vor langer Zeit
Einzug in unsere Begriffs- und Vorstellungswelt. In ihrer Verkorperung in der
euklidischen Geometrie haben sie etwa 2000 Jahre lang einen wesentlichen
und beherrschenden Teil der Mathematik ausgemacht. Sie bestimmen in die-
ser Auspriagung eine eindeutige und deshalb sehr steife Struktur, die bis ins
19. Jahrhundert hinein iiberhaupt keine Variationen zulies.

Entfernt man aus der euklidischen Geometrie die tragenden Balken Lén-
ge und Winkel, bleibt trotzdem etwas iiber, eine ,weichere* Struktur, deren
Vorhandensein man daran erkennen kann, dass es interessante geometrische
Aussagen gibt, die auch ohne die rigiden Merkmale ausdriickbar und richtig
sind.

Einige wichtige frithe Aussagen topologischer Natur stammen von Euler.
Dazu gehort die Losung des Kdnigsberger Briickenproblems. Abbildung 1
auf Seite viii, entnommen aus der MacTutor History of Mathematics,
einem sehr interessanten Internetangebot! der School of Mathematics and
Statistics an der University of St. Andrews in Schottland, zeigt die steben
Briicken von Konigsberg zu Eulers Zeiten. Das Briickenproblem bestand
darin, einen Spazierweg zu finden, der iiber alle sieben Briicken fiihrt aber
jede Briicke nur einmal kreuzt. Euler hat mit einem Argument, den man
heute der Graphentheorie zuordnen wiirde, gezeigt, dass kein solcher Weg
moglich ist.

Eulers Arbeit iiber das Briickenproblem hatte den Titel Solutio proble-
matis ad geometriam situs pertinentis, also ,,Die Ldsung eines Problems be-
ziiglich der Geometrie der Lage”. Es handelte sich fiir Euler also schon um

'http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/
Topology_in_mathematics.html
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Abbildung 1: Die Briicken von Konigsberg

ein geometrisches Problem, bei dem aber nur die Lage der Briicken und
Stadtgebiete und Inseln zueinander eine Rolle spielte, nicht ihre Entfernun-
gen zueinander oder irgendwelche sonstigen genauen Abmessungen.

Praktisch die gleiche Terminologie, ndmlich Analysis situs, war eine frii-
he Bezeichnung fiir die Topologie, und das Wort Topologie selber besagt
eigentlich das Gleiche auf Griechisch: die Lehre der Lage.

Ein weiteres topologisches Ergebnis aus Eulers Schaffen ist die bekannte
Polyederformel

E—-K+F =2,

eine immer geltende Beziehung zwischen der Anzahl E der Ecken, der Anzahl
K der Kanten und der Anzahl F' der Fléchen eines beliebigen konvexen
Polyeders. Fiir andere Flichen (zum Beispiel fiir den Torus aus Abbildung 2
auf Seite ix, der nicht konvex ist und ein Loch umschlieft) oder fiir Polyeder
hoherer Dimensionen gelten dhnliche Formeln, in denen die Anzahlen der
Ecken, Flachen usw. beliebiger Zwischendimensionen eingehen, und in denen
eine andere Zahl anstelle der 2 auf der rechten Seite der Formel stehen kann.

Diese Zahl heift die Euler-Charakteristik des entsprechenden Gebildes
und héngt von der ,topologischen® Struktur des Korpers ab, aber nicht von
der detaillierten Realisierung des Korpers als Polyeder.

Die Euler-Charakteristik des Torus ist iibrigens 0 und von der zweidi-
mensionalen Sphire S2, die sich als die Oberfléiche eines konvexen Polyeders
darstellen lasst, ist sie 2, wie Eulers Formel aus dem 18. Jahrhundert besagt.

Die hier genannten Beispiele deuten auf die Existenz einer irgendwie ge-
arteten Struktur hin, in der sich der Torus von der Sphire unterscheidet,
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Abbildung 2: Ein Torus

und in der sich die Stadt Konigsberg mit ihren Briicken zu Eulers Zeiten von
der jetzigen Stadt Kaliningrad mit ihren Briicken unterscheidet (heute ist
in Kaliningrad, dem friiheren Konigsberg, ein Weg moglich, der einmal iiber
jede Briicke fiihrt).

Diese Struktur muss sehr abstrakt und nebulds sein, denn kleine Ver-
dnderungen oder Verschiebungen oder Deformationen der genannten Gebil-
de verdndern die relevante Eigenschaft nicht. Beim Briickenproblem ist nur
wichtig, welche Stadtteile und Inseln mit wievielen Briicken verbunden sind,
aber nicht, wo die Briicken genau liegen, geschweige denn, wie lang sie sind
oder in welche Richtung sie fithren. Bei der Euler-Charakteristik von Torus
und Sphére spielt es keine Rolle, ob die Flichen schén glatt und symme-
trisch sind oder ob sie verzerrt und verbeult sind; deshalb kann man die
Sphére auch ruhig durch etwas kantiges wie ein Tetraeder ersetzen, ohne die
Euler-Charakteristik zu verdndern.

Was man aber nicht machen darf, ist die Gebilde zu zerschneiden oder
aufzureifen, oder Locher in sie zu bohren. Diirfte man das tun, so koénn-
te man Briickenverbindungen in K6nigsberg trennen und zwischen anderen
Stadtteilen aufbauen, oder man kénnte die geschichtlich stattgefundenen Zer-
storungen und Neubauten nachmachen und das Briickensystem des 18. Jahr-
hunderts in das heutige verwandeln, oder man konnte zwei Locher in die
Sphére schneiden und die Rander miteinander verkleben, so dass ein Torus
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entsteht.

Die zulédssigen Verdnderungen, die die (uns noch nicht bekannte) ,topo-
logische® Struktur nicht verindern, sind also allméhliche ,kontinuierliche“
Verzerrungen ohne Risse, etwa so, als wiren die untersuchten Gebilde nicht
rigide, sondern aus Gummi gebaut, das sich stauchen und dehnen kann. In
der Tat wird Topologie im Englischen oft popularisierend als rubber sheet
geometry beschrieben.

Aus dieser Beschreibung kann man erahnen, auf was es wirklich ankommt.
Die topologische Struktur betrifft die Art, wie die einzelnen Punkte des Ge-
bildes mit thren Nachbarn verklebt sind; sie betrifft gewissermafen den Kitt,
der den ,,Punktestaub“ des Objekts zu einer Gesamtheit verbindet, die zwar
dehnbar und verzerrbar ist, aber nicht auseinander reifst.

Hier spielt wirklich die lokale Struktur eine sehr grofse Rolle, und topo-
logische Begriffe und Aussagen nehmen oft Bezug auf ,benachbarte Punkte®,
ohne dass das ,benachbart sein“ auf einer tatséchlichen Entfernungsmessung
beruhen kann. Aus diesem Grund macht es keinen Sinn, von zwei parti-
kuldren Punkten zu behaupten, sie seien benachbart oder nicht. Der Begriff
sbenachbart* macht nur in quantisierten® Aussagen Sinn, die fiir einen Punkt
x behaupten, dass alle zu x geniigend nahe Punkte eine gewisse Eigenschaft
haben, oder dass es beliebig nahe zu x Punkte mit einer gewissen Eigenschaft
gibt.

Ein typisches Beispiel einer solchen Aussage ist die Definition der Stetig-
keit, losgel6st von der rigiden Struktur, die von der euklidischen Entfernung
im R" gegeben ist. Ohne genaue Entfernungsangaben kann man Stetigkeit
wie folgt definieren:

Eine Funktion f: X — Y heift stetig bei a € X, wenn
die Bilder f(z) der Punkte von X beliebig nahe bei f(a) liegen
(d. h., egal wie nahe man voraussetzt), wenn x gentgend nahe bei
a liegt.

Natiirlich ist das noch keine richtige Definition, weil wir nicht gesagt haben,
was ,beliebig nahe” und ,,geniigend nahe“ heifen soll oder wie man eine be-
stimmte N#he voraussetzen oder nachpriifen kann, aber wir werden, wenn wir
richtig mit der Vorlesung beginnen, eine Prazisierung dieser Begriffe geben,
und dann werden wir eine echte Definition der Stetigkeit haben, die ohne die
aus der Analysis I bekannten € und 0 auskommt.

Auf dhnliche Weise kann man mit der topologischen Struktur verwand-
te Begriffe wie Folgenkonvergenz definieren. Wir sehen also, dass auch die

2 Quantisierte Aussagen sind solche, in denen die Quantoren ,es gibt* oder ,fiir alle*
vorkommen.
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Grundbegriffe der Analysis, wie Cauchy sie begriindet hat, eigentlich topolo-
gische Begriffe sind, weshalb Sie auch in den Anfingervorlesungen Analysis
I-11I schon mit etwas Topologie Bekanntschaft gemacht haben.

Betrachtet man die Topologie aus einem anderen Blickwinkel, so stellt
man fest, dass die genannten aus der Cauchyschen Analysis stammenden
Ideen geradezu charakteristisch fiir die Topologie sind.

In der Mathematik untersuchen wir gewisse mathematische Objekte ver-
sehen mit einer bestimmten mathematischen Struktur, sowie die Abbildun-
gen, die diese Strukturen respektieren oder unter denen die Strukturmerk-
male erhalten bleiben.

Aus psychologischen Griinden neigen wir sehr stark dazu, die Objekte ma-
thematischer Theorien (Gruppen, Korper, Vektorrdume, topologische Réau-
me, Flachen, Kurven, Wahrscheinlichkeitsrdume usw.) als den eigentlichen
Gegenstand der Mathematik zu betrachten, und die strukturerhaltenden Ab-
bildungen als eine Beigabe zu sehen, die nur den Zweck hat, den Vergleich
verschiedener Objekte zu ermoglichen.

Aber es gibt auch die entgegengesetzte und zwar ungewohntere, aber ele-
gantere und oft ergiebigere Sichtweise, die die strukturerhaltenden Abbil-
dungen in den Vordergrund riickt und sie zu den eigentlichen Trigern der
Struktur macht. Oft liefert diese Auffassung wesentliche Einsichten, die die
Objekte nicht so klar zur Schau tragen.

Ein friihes Beispiel dafiir ist Felix Kleins Erlanger Programm. Klein
schlug in seiner Antrittsvorlesung in Erlangen 1872 vor, Geometrien dadurch
erfassbar und klassifizierbar zu machen, dass man anstelle der wichtigen Ge-
genstinde der Geometrie (wie Geraden, Kreise usw.) die Gruppen der Trans-
formationen betrachtet, unter denen fiir eine bestimmte Geometrie diese Be-
griffe invariant bleiben. Fiir die euklidische Geometrie der Ebene oder des
Raumes ist die entsprechende charakteristische Transformationsgruppe die
Gruppe der Bewegungen, also der Verkniipfungen von Drehungen, Spiege-
lungen und Translationen.

Diese moderne Idee von Klein, Lie und anderen war sehr produktiv und
hat zu einer rasanten Entwicklung in der Geometrie gefiihrt.

Wenn man die Topologie auf die gleiche Weise beschreiben will, so sind
die charakteristischen Abbildungen eines topologischen Raumes die stetigen
Abbildungen des Raumes in sich. In dieser Sichtweise ist Topologie also die
Theorie der Stetigkeit (was ihre Wichtigkeit in der gesamten Mathematik
unterstreicht).

In letzter Instanz reicht aber keiner der beiden Zuginge zu einer neuen
mathematischen Theorie alleine aus, um die Theorie addquat zu beschreiben
oder verstandlich zu machen. Die strukturerhaltenden Abbildungen festzule-
gen, ohne zu sagen, welche Struktur von ihnen eigentlich erhalten wird, kann
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tatsdchlich formal ausreichen, um die Merkmale der Struktur eindeutig zu
bestimmen, aber es ist keine groke Hilfe fiir den Lernenden, um zu verste-
hen, worin genau die Struktur besteht. Die Angabe der Bewegungsgruppe
eines euklidischen Raumes kann benutzt werden, um festzulegen, was Gera-
den, Kreise usw. sind, aber warum diese Begriffe wichtig sind und wie man
sie ,verinnerlichen“ kann wird durch diese Beschreibung nicht klar.

Deshalb ist eine ,Hybridstrategie* die beste: man definiert die wichti-
gen Objekte und gibt eine objektbezogene Beschreibung der Struktur, um
die es gehen soll; man definiert anhand der Objekte, welche Abbildungen
als strukturerhaltend gelten; aber anschliefend, wenn man die Grundlagen
der Theorie schon verstanden hat, kann es tatsédchlich produktiver sein, neue
Instanzen der Struktur durch die direkte Angabe der dafiir relevanten struk-
turerhaltenden Abbildungen festzulegen.

So werden wir auch in der Topologie vorgehen: wir definieren in Kapitel 1
zuerst, was ein topologischer Raum ist, anschliefend, was die strukturerhal-
tenden Abbildungen sind (in der Topologie heifien die strukturerhaltenden
Abbildungen stetig), und spiter kénnen wir weitere topologische Réume
durch die Angabe der auf ihnen definierten oder in sie abbildenden stetigen
Funktionen eindeutig bestimmen.

Ich hoffe, dass Sie jetzt eine kleine Vorstellung davon haben, woriiber
es in der Topologie geht. Natiirlich gehort viel mehr zur Topologie, als in
diesem kurzen Blick durch die Eingangstiir sichtbar wurde, oder als man in
einer einsemestrigen Vorlesung behandeln kann. Deshalb mochte ich noch
ein bisschen mehr dazu sagen, welche weiterfiihrenden Themen es in der
Topologie gibt und was genau der Gegenstand dieser Vorlesung sein wird.

Die Struktur, die wir oben als die topologische Struktur beschrieben ha-
ben, ist ziemlich abstrakt und sehr einfach. Man muss zwar mit den Grund-
lagen beginnen, aber wenn man nur auf die Grundstruktur Bezug nimmt,
lassen sich nur ziemlich allgemeine Aussagen herleiten; erst eine Speziali-
sierung durch Hinzunahme weiterer Strukturmerkmale erlaubt tiefergehende
und interessantere Ergebnisse.

Es gibt also zunéchst ein elementares Grundgebiet in der Topologie, das
sich direkt aus den Grunddefinitionen heraus herleitet. Weil die hier einge-
hende Struktur im Wesentlichen nur durch gewisse Familien von Mengen be-
stimmt ist (deren Elemente man aus dem geometrischen Verstindnis heraus
Punkte nennt), heifst dieser Zweig der Topologie die mengentheoretische
Topologie (auf englisch point set topology). Es gibt tatsichlich einige
sehr wichtige Begriffe, die schon in diesem einfachen und allgemeinen Rah-
men erscheinen, aber diese Theorie tritt trotzdem schnell an ihre Grenzen,
in dem Sinne, dass die fiir die gesamte Mathematik wichtigsten Ergebnisse
der mengentheoretischen Topologie klassisch und schon ldnger bekannt sind,
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so dass dieses Gebiet nicht mehr zu den Brennpunkten der mathematischen
Forschung gehort.

Heute noch von sehr groffem Interesse sind eher die Spezialgebiete der
Topologie. Sie kann man in zwei Gruppen einteilen.

Die mengentheoretische Topologie bezieht sich auf die reinste und sparta-
nischste topologische Struktur, die es gibt: im Wesentlichen (bis auf wichtige
Beispielsklassen) nur die ,Nachbarschaftsstruktur und sonst nichts. Die Ein-
fachheit der Struktur kann es sehr schwierig machen, interessante neue Sétze
zu beweisen.

Ein produktiver Gedanke, um die Theorie lebendiger und fiir wichtige
Probleme auch in den Naturwissenschaften relevanter zu machen, besteht
darin, die topologische Struktur mit weiteren Strukturmerkmalen zu ergin-
zen, was im Wesentlichen auch bewirkt, dass man sich auf eine Klasse spe-
zieller aber weitverbreiteter toplogischer Rdume einschrankt. Diese kénnen
durch ihr Erscheinen in einer wichtigen Anwendung der Topologie vorgege-
ben sein (das ist der Fall, zum Beispiel, fiir die Differentialtopologie, in der
die Rdume eine differenzierbare Struktur haben und Anwendungen auch in
der Physik haben, oder fiir die Theorie der Funktionenrdume oder der topolo-
gischen Vektorrdume, die wichtige Gegensténde der Funktionalanalysis sind)
oder sie konnen einfach als eine Klasse ,alltdglicher Raume gewidhlt werden,
um gewisse Pathologien auszuschliefen und somit Sétze leichter beweisbar zu
machen (das gilt unter anderem fiir die Theorie der CW-Komplexe, Rédume,
die aus Scheiben des R" zusammengeklebt sind, oder fiir die PL-Topologie,
deren Gegensténde eine lokale affine Struktur haben). Solche Spezialisierun-
gen bilden wichtige eigenstindige Gebiete der Mathematik.

Es gibt aber auch eine andere Art der Spezialisierung, die darin besteht,
dass man Hilfsmittel aus anderen Gebieten der Mathematik hinzuzieht, um
rein topologische Probleme zu l6sen. Eines der wichtigsten topologischen
Probleme ist das Klassifikationsproblem, ndmlich das Problem festzustellen,
wann zwei topologische Riume (die oberflichlich betrachtet sehr verschie-
den aussehen kénnen) die gleiche topologische Struktur haben. Die intuitive
HFlexibilitat® der topologischen Struktur macht dieses Problem schwer 16sbar.

Die mengentheoretische Topologie bietet einige Mittel (die wir auch be-
sprechen werden) an, um dieses Problem anzugehen, aber sie reichen nur in
wenigen, einfachen Fillen aus. So kann man mit ,hauseigenen” topologischen
Mitteln etwa ein Intervall in R von einem Kreis unterscheiden, aber schon
beim Vergleich einer Kreisscheibe mit einer Sphire wird es viel schwerer, bei
Sphére und Torus schwieriger noch und mit rein topologischen Mitteln kaum
noch zu bewiéltigen.

Eine erstaunliche Idee (entlichen aus der Analysis) leistet hier Abhilfe:
genauso wie man aus der linearen (und deshalb leicht rechnerisch zu hand-
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habenden) totalen Ableitung einer differenzierbaren Abbildung sehr viel In-
formation iiber die differenzierbare Abbildung selber gewinnen kann, die mit
analytischen Methoden schwer zuginglich ist, kann man, sogar auf mehre-
re verschiedene Weisen, topologischen Raumen algebraische Objekte (Grup-
pen oder Ringe) zuordnen, die die topologische Struktur zwar nur ungenau
wiederspiegeln, aber dafiir ermoglichen, topologische Fragen in vielen Fallen
durch eine einfache algebraische Berechnung zu entscheiden.

Diese auferst produktive und erfolgreiche Idee ist der Gegenstand der
algebraischen Topologie; auch dieses Gebiet hat Anwendungen in vielen
anderen Teilen der Mathematik.

Die jetztige Vorlesung behandelt zunichst die wichtigsten allgegenwér-
tigen Grundbegriffe der mengentheoretischen Topologie, aber verzichtet auf
eine weiterfithrende Darstellung einiger speziellerer Themen. Dadurch bleibt
Zeit iibrig fiir einen kurzen Einblick in den am leichtesten zugénglichen Teil
der algebraischen Topologie, ndmlich in die Homotopietheorie. Auch sie
tritt aulserhalb der Topologie in Erscheinung; zum Beispiel ist die Umlauf-
zahl einer Kurve um einen Punkt in der komplexen Ebene, die in der komple-
xen Integration eine wichtige Rolle spielt, ein homotopietheoretischer Begriff.

Im kommenden Wintersemester schlieftt sich als Topologie II eine detail-
liertere Vorlesung iiber algebraische Topologie an die jetzige Einfiihrung in
die Topologie an. In dieser Fortsetzung wird es um den zweiten wichten Zweig
der algebraischen Topologie gehen, ndmlich um die Homologietheorie.

Dieses Skriptum bietet Thnen eine genaue Vorlage zum Verstidndnis der
Vorlesung, aber wenn Sie spiter oder schon wihrend der Vorlesung Thre
Kenntnisse vertiefen wollen und ein bisschen weiter blicken wollen, als es in
der beschrankten Zeit einer Vorlesung moglich ist, mégen Ihnen die folgenden
Empfehlungen eine Hilfe sein bei der Suche nach passender Erginzungslite-
ratur:
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Kapitel 1

Topologische Raume

Die Objekte, die man in der Topologie untersucht, heifen topologische Rdu-
me, und wie wir in der Einleitung gewarnt haben ist ihre heutzutage iibliche
(und einfachste) Definition etwas abstrakt; ihre intuitive Bedeutung ist nicht
ganz leicht zu erfassen. Wir wollen uns deshalb langsam an diese Definition
heranarbeiten, ausgehend von dem Grundverstindnis der Topologie als die
,Lehre der Nahe“, wie wir sie in der Einleitung charakterisiert haben.

Viele Autoren erleichtern den Einstieg in die Topologie, indem sie mit
einer einfach verstdndlichen Version beginnen, die auf Entfernungsmessung
beruht. Die topologischen Raume, die man auf diese Weise erhilt, werden
uns als wichtige Beispiele dienen, aber die Stirke der topologischen Sicht-
weise liegt ja gerade darin begriindet, dass sie Geometrie ohne Entfernungs-
messung erfassbar macht, und deshalb werden wir es vorziehen, schon bei
der Einfiihrung der Grundstruktur ,topologisch“ zu denken und Mittel zu
suchen, um den Begriff der Nihe vollig ohne Messung auszudriicken.

Wir hatten in der Einleitung erldutert, dass eine exakte Messung von
Entfernungen nicht nétig ist, wenn wir nur quantisierte Aussagen iiber Nihe
bendétigen und nicht iiber Ndhe in Verbindung mit einzelnen Punktpaaren
sprechen wollen. Aus diesem Gedanken heraus lasst sich schnell die Definition
einer zu unserem Zweck genau passenden Struktur gewinnen.

Wir formulieren diese Definition zunéchst intuitiv. Wenn wir eine Menge
von Punkten mit einer Struktur versehen wollen, die es erlaubt, iiber alle
Punkte zu sprechen, die gentigend nahe zu einem gegebenen Punkt x sind,
oder zu sagen, dass fiir Punkte beliebig nahe zu x etwas gilt, dann kénnen
wir das tun, wenn wir durch geeignete Mengen beschreiben, welche Punkte
ngenligend nahe” zu x sind.

Da es bei jeder Aufgabe verschieden strenge Auffassungen dafiir geben
kann, was ,,geniigend nahe“ ist, wovon keine gegeniiber den anderen bevorzugt
sein soll, und da aus diesem Grund sinnvolle wahre topologische Aussagen fiir
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alle solche Auffassungen gelten sollen, reicht eine einzige Menge nicht aus, um
ygeniigend nahe zu x“ zu beschreiben, sondern wir miissen den Begriff durch
eine Familie von Mengen ausdriicken, die alle solche giiltigen Auffassungen
erfasst.

Unser Modell fiir diesen Begriff wird etwas einfacher, wenn wir nicht den
Anspruch haben, fiir eine bestimmte Auffassung von Nihe genau angeben
zu wollen, welche Punkte in dieser Auffassung nahe zu z liegen und wel-
che nicht. Die Bedeutung der anzugebenden Mengen A ist weniger streng
zu sehen; jede dieser Mengen soll nur die Eigenschaft haben, dass fiir eine
akzeptierte Fassung des Kriteriums alle Punkte geniigend nahe bei x zu A
gehoren. Die ;nahen” Punkte miissen aber A nicht ausfiillen — A darf noch
weitere, ,iiberfliissige“ Punkte enthalten.

Mathematisch erfassen wir den intendierten Begriff der Nihe durch die
Familie aller Mengen A, die die obige Eigenschaft haben. Was fiir uns eine
erlaubte Auffassung von ,geniigend nahe bei x“ ist, wird durch diese Men-
genfamilie genau umrissen.

Die Mengen in dieser Familie sind als ,Nachbarschaften® von x zu verste-
hen, und weil sie verschieden grofs sein kénnen und es verschiedene Auffas-
sungen von ,geniigend nahe* gibt, gibt es auch engere und breitere Nachbar-
schaften, sozusagen.

Diese Erkldarung ist schon die Definition von topologischer Struktur, die
wir suchen, bis auf die unwichtige sprachliche Tatsache, dass die betreffen-
den Mengen auf deutsch nicht ,Nachbarschaften, sondern Umgebungen
genannt werden. Auf Englisch heiffen sie aber tatsidchlich neighborhoods.

Definition 1.1 Sei X eine Menge.

a) Sei z € X. Ein Umgebungssystem fiir = ist eine nichtleere Familie
N, von Teilmengen von X, so dass
i) fiir jede Menge A € N, gilt x € A4;

i) fiir jede Menge A € N, und fiir jede Menge B mit A C B C X
gilt B € Ny;

iii) wenn A und B € N, dann ist auch AN B € N,.
Die Mengen A aus N, heiken Umgebungen von z.
b) Sei
N={N,|zeX}

eine durch die Punkte von X indizierte Familie von Teilmengen der
Potenzmenge P(X), so dass fiir jedes x € X die zu = gehorige Familie
N, aus N ein Umgebungssystem fiir x ist.



Stand vom 18. Oktober 2007 3

Die Familie N heikt kohdrent, wenn

iv) fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung A € N, es eine Umgebung
B € N, gibt, so dass

AeN, firjedesy € B.

Wir sagen dazu auch, dass die Umgebungssysteme N, aus N ko-
hdrent sind.

Eine kohérente Familie AV von Umgebungssystemen N, der Punkte von
X nennt man ein (globales) Umgebungssystem auf X.

Definition 1.2 (vorldufig) Ein topologischer Raum ist eine Menge X
versehen mit einem globalen Umgebungssystem N

Hier sind noch einige Erlduterungen erforderlich. In Bedingungen 1.1 i)-iv)
werden einige wichtige intuitive Vorstellungen iiber das Verhalten von Umge-
bungen und iiber die Bedeutung des Begriffs , geniigend nahe* festgehalten,
die vielleicht nicht unmittelbar klar sind.

Bedingung 1.1 a) i) ist einleuchtend; eine Umgebung von einem Punkt
soll den Punkt selber auch enthalten, denn er ist sicher immer geniigend
nahe zu sich.

Bedingung ii) driickt nur aus, dass eine Umgebung alle ,geniigend na-
hen Punkte zu = enthalten muss, aber auch weitere Punkte enthalten darf.
Macht man die Menge noch grofer, d.h., fiigt man noch weitere Punkte
hinzu, enthélt sie immer noch die alten Punkte und somit immer noch im
bisherigen Sinn alle Punkte geniigend nahe zu z. Deshalb sind Obermengen
von Umgebungen von x wieder Umgebungen von x.

Bedingung iii) spiegelt die Vorstellung wider, dass die Konjunktion (also
das Und) von zwei akzeptierten Auffassungen von ,geniigend nahe“ auch
eine giiltige Auffassung davon ist. Wenn A alle Punkte enthilt, die in einer
Auffassung geniigend nahe bei x liegen, und wenn B alle Punkte enthélt, die
in einer anderen Auffassung geniigend nahe bei x liegen, dann gehoren die
Punkte, die in beiden Sinnen ,geniigend nahe* bei z sind, zu beiden Mengen
A und B, also auch zum Durchschnitt.

Die Kohédrenzbedingung iv) will sagen, dass Punkte nahe zu einem Punkt
nahe ber x auch nahe zu x sind. Genauer: wenn eine Menge A alle Punkte
enthélt, die in einer gewissen Ndhe zu x liegen, dann gilt fiir alle Punkte y
nahe genug bei x und fiir alle Punkte 2z geniigend nahe zu y, dass z immer
noch in der gewissen Nédhe zu x liegt und deshalb zu A gehort.



4 KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME

Also: A enthélt alle Punkte geniigend nahe zu Punkten geniigend nahe
bei x und ist deshalb eine Umgebung nicht nur von x, sondern auch von allen
Punkten geniigend nahe bei x.

s,Nahe zu 2 betrifft zundchst nur den einen Punkt x und bestimmt eine
lokale Struktur um z. Diese konnte von Punkt zu Punkt stark variieren, so
dass die lokalen Strukturen keine sinnvolle Struktur auf dem ganzen Raum
ergiben. Aber die Kohirenzbedingung gleicht die lokalen Strukturen benach-
barter Punkte aneinander an und macht sie miteinander vertréiglich. Erst auf
Grund der Kohédrenzbedingung fiigen sich die lokalen Strukturen zu einer glo-
balen Struktur zusammen.

Umgebungssysteme beschreiben genau das, was wir unter einer ,topolo-
gischen” Struktur verstehen wollten, und mit ihrer Hilfe kénnen wir wie in
Definition 1.2 definieren, was ein ,topologischer Raum® ist.

Aber obwohl sie unsere Intention genau wiedergibt, ist diese Definition
nicht sehr befriedigend und wir werden sie nur provisorisch benutzen, bis wir
etwas Besseres haben. Umgebungssysteme sind sehr klobig und unhandlich,
die sie charakterisierenden Eigenschaften 1.1 i)—iv) sind kompliziert und der
Umgang mit ihnen ist nicht ganz einfach.

Schon ware es, wenn wir die gleiche Struktur anders und einfacher erfas-
sen konnten. Und das geht tatséchlich! Es gibt eine elegante Umformulierung
dieser Ideen, die zu einer einheitlichen und kurzen Definition fithrt (ohne Zer-
gliederung in lokale punktbezogene und globale Bedingungen), mit der es sich
wesentlich bequemer und unkomplizierter weiterarbeiten lasst, als mit Um-
gebungssystemen. Diese elegantere Fassung ist heute die Standarddefinition
der topologischen Struktur und wird auch unsere Grunddefinition sein.

Dabei dndern wir nichts an unserer Auffassung dessen, was ein topologi-
scher Raum ist. Nur die Beschreibung wird verbessert; die neue Definition
wird, wie wir in Satz 1.13 zeigen werden, dquivalent zur alten sein. Und es
wird sogar Situationen geben, fiir die die alte Definition besser und bequemer
ist, so dass wir sie nicht ganz aus den Augen verlieren wollen.

Der Ubergang von Definition 1.1 zu der einfacheren Version wird begiins-
tigt durch die Kohérenzbedingung. In Definition 1.1 wird eine Beziehung
zwischen Mengen A und Punkten z beschrieben, ndmlich die Beziehung,
dass A eine Umgebung von z ist, wobei in unserer Vorstellung (wie auch im
Aufbau der Definition) der Punkt die fithrende Rolle hat — wir fixieren uns
auf einen Punkt z, und interessieren uns dafiir, welche Mengen Umgebungen
dieses Punktes sind.

Wir machen aber eine interessante Entdeckung, wenn wir die Rollen ver-
tauschen und zu einer vorgegebenen Menge A fragen, welche Punkte diese
Menge als Umgebung haben, d. h., wenn wir die Umgebungsrelation umkeh-
ren.
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Definition 1.3 Sei X ein topologischer Raum mit dem Umgebungssystem
N, und sei A C X eine Teilmenge von X und z € X.

Wir nennen z einen inneren Punkt von A, wenn A eine Umgebung von
x ist. Die Menge

A=A ={zeX|AeN,} (1.1)
der inneren Punkte von A heiflst schlicht das Innere von A.

Das Innere einer Menge ist in einem gewissen Sinne die Dualisierung des
Umgebungssystems eines Punktes. So wie die Umgebungssysteme aller Punk-
te zusammengenommen eine topologische Struktur beschreiben, tun es auch
die Inneren aller Mengen zusammengenommen. Das ist einfach die ,duale®
Beschreibung der selben Struktur, aber sie erweist sich als viel einfacher als
die urspriingliche Beschreibung.

Um das besser zu verstehen untersuchen wir die Grundeigenschaften der
Inneren von Mengen und der Familie der Inneren aller Mengen.

Bemerkung 1.4 Sei X ein topologischer Raum mit Umgebungssystem N

a) Fiir jede Menge A C X gilt A° C A, denn wenn z € A°, dann ist
A € N, woraus aus Bedingung 1.1 a) i) folgt, dass z € A.

b) Es ist nicht gesagt, dass eine gegebene Menge A iiberhaupt Umgebung
irgendeines Punktes sein muss. In anderen Worten, das Innere einer
Menge kann leer sein.

Das Innere der leeren Menge ist wegen Teil a) sogar sicher leer.

Wegen der Koharenzbedingung hat das Innere einer Menge eine schone, sym-
metrische Eigenschaft:

Lemma 1.5 Sei X ein topologischer Raum mit dem Umgebungssystem N,
und sei A C X eine Teilmenge von X. Dann ist A° eine Umgebung jedes
seiner Punkte.

In anderen Worten, es gilt immer

(A°)° = A°. (1.2)

Beweis. Sei x € A°. Dann ist A eine Umgebung von x, und die Kohérenzbe-
dingung 1.1 b) iv) besagt, dass es eine Umgebung B von z gibt, so dass A
eine Umgebung jedes Punktes von B ist.

Nach Definition des Inneren bedeutet das, dass B C A°. Weil aber B
eine Umgebung von z ist, folgt aus Bedingung 1.1 a) ii), dass auch A° eine
Umgebung von x ist, was wir zeigen wollten. |
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Lemma 1.5 zeigt, dass es Mengen U gibt, die Umgebungen jedes ihrer
Punkte sind (und die somit ihr eigenes Inneres sind). Ferner, weil das Innere
einer Menge immer diese Eigenschaft hat, und weil die Relation innerer Punkt
zu sein die Umkehrung der Umgebungsrelation ist, bestimmen die Mengen
mit der gerade genannten Figenschaft die Umgebungsrelation eindeutig.

Das prézisieren wir in den néchsten Definitionen und Satzen, die gleich-
zeitig die gesuchte einfachere Charakterisierung topologischer Struktur bein-
halten.

Definition 1.6 Sei X ein topologischer Raum mit dem Umgebungssystem
N. Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn

U="0, (1.3)

in anderen Worten, wenn die Menge U eine Umgebung jedes ihrer Punkte
ist.

Bemerkung 1.7 Aus den Beziehungen (1.3) und (1.2) sieht man sofort, dass
eine Menge U genau dann offen ist, wenn es eine Menge gibt, deren Inneres
U ist.

Die Familie der offenen Mengen (oder gleichbedeutend, die Familie der Inne-
ren aller Mengen) hat folgende wichtige Grundeigenschaften.

Lemma 1.8 Sei X ein topologischer Raum mit dem Umgebungssystem N
und sei T die Familie aller offenen Teilmengen von X. Dann gilt folgendes:

a) 0eT und X € T.

b) Sei A C T eine beliebige Familie von offenen Mengen. Dann ist

Uver

UeA

c) Seien U €T undV € T. Dann ist UNV € 7.

Beweis. Zu a): Wie in Bemerkung 1.4 b) schon erwéhnt ist (1° = () (also
DeT).

Nach Definition 1.1 a) ist das Umgebungssystem N, eines Punktes x im-
mer eine nichtleere Familie von Umgebungen, d.h., jeder Punkt x besitzt
mindestens eine Umgebung A C X. Wegen Bedingung 1.1 a) ii) ist dann
auch X eine Umgebung von x.

In anderen Worten, X ist eine Umgebung jedes Punktes x € X und somit
ist X eT.
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Zu b): Sei A C 7 eine beliebige Familie von offenen Mengen und sei

reV = U U.
UeA
Dann gibt es eine Menge Uy € A mit x € Uy. Weil Uy offen ist, ist Uy eine
Umgebung von z. Nach Bedingung 1.1 a) ii) ist auch die grokere Menge V
eine Umgebung von z.
In anderen Worten, V ist eine Umgebung jedes seiner Punkte und ist
somit offen.

Zu c): Seien U und V offen und sei x € UN V. Weil U und V offene
Mengen um z sind, sind sie Umgebungen von z. Nach Bedingung 1.1 a) iii)
ist auch U NV eine Umgebung von z.

Also ist U NV eine Umgebung jedes seiner Punkte, und somit offen. W

Die Eigenschaften aus Lemma 1.8 a)-c) charakterisieren die Familien
der offenen Mengen von topologischen Raumen genauso, wie die Bedingun-
gen 1.1 1)-iv) die Umgebungssysteme charakterisieren; in anderen Worten,
wir konnten die topologische Struktur auch mit Hilfe dieser Eigenschaften
definieren, und das werden wir jetzt tun.

Definition 1.9 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie
7T von Teilmengen von X, mit den Eigenschaften

a) 0 €7 und X € 7.

b) Sei A C 7 eine beliebige Familie von offenen Mengen. Dann ist

Jver.

UcA

c) Seien U €7 und V €T7.Dannist UNV € 7.

Die Elemente U von 7 werden die offenen Mengen der Topologie 7 ge-
nannt.
Die drei Bedingungen a)—c) nennt man oft die ,,Aziome der Topologie*.

Bemerkung 1.10 In Definition 1.9 ¢) wird nur verlangt, dass in einer To-
pologie der Durchschnitt von zwe: offenen Mengen wieder offen ist.

Daraus folgt aber sehr einfach durch mathematische Induktion, dass jeder
endliche Durchschnitt von offenen Mengen wieder offen ist (auch wenn mehr
als zwei Mengen daran beteiligt sind).

Man kontrastiere das mit Bedingung 1.9 b): beliebige, auch unendliche
Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen.

Fiir Durchschnitte gilt das nicht, wie wir bald an Beispielen sehen werden.
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Wir haben in Definition 1.6 gesehen, wie man aus einem Umgebungssys-
tem eine Topologie gewinnen kann. Das geht auch umgekehrt:

Lemma und Definition 1.11 Sei X eine Menge und sei T eine Topologie
auf X. Sei x € X und sei A C X eine Teilmenge von X.
Wir nennen A eine Umgebung von x (in der Topologie T ), wenn es eine
Menge U € T gibt mit
reUCA. (1.4)

Die Familie N, aller Umgebungen von x bildet im Sinne von Definiti-
on 1.1 a) ein Umgebungssystem fiir x. Die Familie

N={N,|zeX}

dieser Umgebungssysteme ist kohdrent und bildet somit im Sinne von Defi-
nition 1.1 b) ein globales Umgebungssystem auf X.

Wir nennen dieses Umgebungssystem das Umgebungssystem der To-
pologie T.

Beweis. Wir miissen zuerst fiir die Familie A, der Umgebungen von x im Sin-
ne von Lemma und Definition 1.11 die Eigenschaften 1.1 a) i)-iii) nachweisen
und anschliefend die Kohédrenz der Familie der lokalen Umgebungssysteme
beweisen.

Aber noch bevor wir das tun, miissen wir sicherstellen, dass, wie in Defi-
nition 1.1 a) gefordert, die Familien N, alle nichtleer sind! Das stimmt aber,
weil X € 7 und deshalb X nach (1.4) eine Umgebung von jedem Punkt ist.
Das heifit, fiir jedes z € X gilt

X e N, #0.

Bedingung 1.1 a) i) (dass x ein Element jeder seiner Umgebungen ist)
ist sofort klar aus der definierenden Eigenschaft (1.4), und auch Bedin-
gung 1.1 a) ii) folgt sofort aus dieser Formel, denn wenn A eine Umgebung
von z ist und B D A, dann gibt es eine offene Menge U mit

relUCACDB,

so dass auch B eine Umgebung von z ist.
Fiir Bedingung 1.1 a) iii), seien A und B Umgebungen von x. Dann gibt
es offene Mengen U und V € 7T mit

relUCA und reV CB.
Wegen Bedingung 1.9 ¢) ist auch U NV € 7 und wir haben
relUNV CANB,
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was besagt, dass auch AN B eine Umgebung von x ist.
Nun zum Beweis von Bedingung 1.1 b) iv): Sei 2 € X und sei A eine
Umgebung von x. Dann gibt es eine offene Menge U mit

r e U C A.

Nach Definition ist U selber eine Umgebung von z, und weil U offen ist, ist
A eine Umgebung von jedem Punkt von U.

Das ist aber gerade die Koharenzbedingung, mit U in der Rolle der Um-
gebung B in Bedingung 1.1 b) iv). [ |

Bemerkung 1.12 Aus der definierenden Eigenschaft (1.4) fiir die Umge-
bungen einer Topologie ist sofort klar, dass eine offene Menge U eine Um-
gebung jedes ihrer Punkte ist, im Sinne von Lemma und Definition 1.11.

Dass Topologien wirklich die gleiche Struktur beschreiben, wie Umge-
bungssysteme, ist der Inhalt des folgenden, jetzt sehr einfach zu beweisenden
Satzes.

Satz 1.13 Sei X eine Menge.

a) Sei N ein globales Umgebungssystem auf X. Dann bilden die offenen
Mengen von N (im Sinne von Definition 1.6) eine Topologie auf X, die
wir die Topologie des Umgebungssystems N nennen.

b) Sei T eine Topologie auf X. Dann bilden die in Lemma und Defini-
tion 1.11 definierten Familien von Umgebungen der Punkte von x ein
globales Umgebungssystem auf X.

¢) Die in Teilen a) und b) definierten Zuordnungen von Topologien zu
Umgebungssystemen und von Umgebungssystemen zu Topologien sind
Umkehrabbildungen zueinander (und somit Bijektionen).

In anderen Worten, das Umgebungssystem, dass von der Topologie ei-
nes globalen Umgebungssystems N bestimmt wird, ist wieder gleich N/,
und die Topologie des Umgebungssystems einer Topologie T ist wieder
gleich T .

Beweis. Die Behauptung von a) wurde schon in Lemma 1.8 bewiesen. Die
Behauptung von b) wurde schon in Lemma und Definition 1.11 bewiesen.
Wir miissen hier also nur noch Teil ¢) nachpriifen.

Sei NV ein globales Umgebungssystem auf X und sei 7 die von N be-
stimmte Topologie, bestehend aus den Teilmengen von X, die Umgebungen
jedes ihrer Punkt sind. Sei N/ das von 7 bestimmte Umgebungssystem auf
X.
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Seiz € X. Ist A € N, d.h., ist A eine Umgebung von X im urspriing-
lichen Umgebungssystem N auf X, so gehort o per Definition zu A°. Nach
Bemerkung 1.7 ist A° eine offene Menge in der Topologie 7', und weil

z € A°C A,

ist A nach Definition auch eine Umgebung von z im Umgebungssystem der
Topologie 7. Wir haben also gezeigt, dass

N, C N

Fiir die andere Inklusion, sei A € N/. Dann gibt es nach Definition von
N’ eine Menge U € T mit
relUCA.

Weil U offen in der Topologie von N ist, ist U nach Definition 1.6 eine
N-Umgebung jedes seiner Punkte, insbesondere auch von x, woraus aus De-
finition 1.1 a) ii) dann folgt, dass A auch eine N-Umgebung von z ist.

In anderen Worten, es gilt auch

N, C N,

und damit haben wir die Gleichheit.

Wir miissen noch zeigen, dass der Ubergang von einer Topologie zu ih-
rem Umgebungssystem und weiter zur Topologie dieses Umgebungssystems
auch die Identitét ist, also wieder genau die Topologie liefert, mit der man
angefangen hat.

Sei T eine Topologie, sei N das von dieser Topologie bestimmte Umge-
bungssystem und sei 7" seine Topologie.

Fiir U € 7T besagt schon Bemerkung 1.12, dass U eine N-Umgebung jedes
seiner Punkte ist und deshalb nach Definition 1.6 auch eine offene Menge von
7" ist. Also T C 7.

Umgekehrt, wenn V' € 77, dann ist V eine N-Umgebung jedes seiner
Punkte, was nach der Definition von N bedeutet, dass es fiir jeden Punkt
y € V eine offene Menge V,, € 7 gibt mit

yeV,CcV.

Daraus ist klar, dass

szv;,,

yev

und weil jedes V, € 7, gilt nach Bedingung 1.9 b), dass auch V € 7.
Damit ist gezeigt, dass 7' C 7 und es gilt die Gleichheit. |
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Die wesentliche Bedeutung von Satz 1.13 ist, dass Umgebungssysteme und
Topologien vdllig dquivalente Beschreibungen der gleichen Art von Struktur
sind, d. h., man kann sie gegeneinander austauschen.

Weil aber die Grundeigenschaften 1.9 a)—c) einer Topologie viel einfacher
sind, als die Grundeigenschaften 1.1 i)-iv) eines globalen Umgebungssyste-
mes, bevorzugt man es in der Regel, Definition 1.9 zur Standardefinition einer
topologischen Struktur zu erheben.

Das wollen wir auch tun und wir revidieren daher unsere schon gemachte
Definition eines topologischen Raumes:

Definition 1.14 (endgiiltig) Ein topologischer Raum ist eine Menge X
versehen mit einer Topologie 7, oder etwas formaler, ein geordnetes Paar

(X, 7),
wo X eine Menge und 7 eine Topologie auf X ist.

Im Laufe der Vorlesung werden wir viele Beispiele von topologischen Réu-
men und von Topologien kennen lernen, und einige Beispiele kennen wir ei-
gentlich schon aus den Anfangervorlesungen Analysis, denn alle Begriffe dort,
in denen ,,¢ und 0“ vorkommen, sind eigentlich topologische Begriffe.

Um iiberhaupt Beispiele zur Hand zu haben, beginnen wir unsere Be-
kanntmachung mit der Topologie anhand von drei sehr einfachen Ridumen.

Beispiele 1.15  a) Sei X eine Menge. Die Potenzmenge P(X) von X,
also die Familie aller Teilmengen von x, ist eine Topologie auf X.

In dieser Topologie ist jede Teilmenge offen.

Die Klauseln von Definition 1.9 sind alle Abschlussbedingungen, d. h.,
sie verlangen, dass gewisse Mengen zu einer Topologie gehoren miis-
sen, aber sie schliefsen keine Mengen aus. Weil jede Teilmenge zu P(X)
gehort, sind diese Abschlussbedingungen alle erfiillt und P(X) ist tat-
sichlich eine Topologie.

Die Topologie P(X) heift die diskrete Topologie auf X.

Dieser Name stammt daher, dass jeder einzelne Punkt fiir sich schon
eine offene Menge bildet und die Familie der offenen Mengen somit den
Raum in einzelne, ,diskrete” Punkte zergliedert.

b) Sei X eine Menge. Die Familie
7 ={0,X}

ist eine Topologie auf X, genannt die indiskrete Topologie.
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Sie heifst so, weil alle Punkte nur zu einer einzigen offenen Menge,
ndmlich X, zusammengefasst sind, und die Topologie iiberhaupt nicht
zwischen verschiedenen Punkten des Raumes unterscheidet.

Es ist sehr leicht, anhand von Definition 1.9 nachzupriifen, dass 7 eine
Topologie ist. Axiom 1.9 a) verlangt, dass genau die beiden 7 gestal-
tenden Mengen () und X zu jeder Topologie gehoren miissen. Dieses
Axiom ist also erfiillt.

Die anderen beiden Axiome verlangen, dass gewisse Vereinigungen und
Durchschnitte von offenen Mengen wieder offen sein miissen. Die einzi-
gen Vereinigungen und Durchschnitte, die man mit den beiden Mengen
) und X bilden kann, sind wieder () oder X und gehoren deshalb zu 7.
Also ist 7 eine Topologie.

¢) Sei X eine Menge. Eine Teilmenge U C X heilt koendlich oder ko-
finit, wenn ihr Komplement X \ U endlich ist. (Man sagt dazu auch,
dass U fast alle Punkte von X enthilt.)

Die Familie
K:={UCX |U=0 oder U koendlich } (1.5)

ist eine Topologie auf X, genannt die koendliche Topologie oder die
kofinite Topologie.

Davon kann man sich leicht iiberzeugen. Die Menge X ist koendlich
und die leere Menge wird in (1.5) explizit als offen vorausgesetzt. Je-
de Obermenge einer koendlichen Menge ist auch koendlich, und jede
Vereinigung von koendlichen Mengen ist eine Obermenge von jeder von
ihnen und deshalb auch koendlich; deshalb ist eine beliebige Vereini-
gung von offenen Mengen offen.

Das Komplement eines endlichen Durchschnitts von koendlichen Men-
gen ist nach den de Morganschen Regeln die Vereinigung der Kom-
plemente der einzelnen Mengen; wenn diese Komplemente alle endlich
sind, dann ist ihre (endliche) Vereinigung immer noch endlich, der end-
liche Durchschnitt von koendlichen Mengen also wieder koendlich.

Damit gelten fiir die koendliche Topologie tatséchlich alle drei Axiome
der Topologie.

Diese paar Beispiele sind noch nicht sehr aufregend, und vor allem kommen
hier etwas ,exotische” Topologien vor, Beispiele, die noch nicht dazu geeignet
sind, das Gefiihl zu erwecken, dass Topologie etwas Wesentliches ist oder
dass die topologische Sichtweise tiefe und sinnvolle Einblicke gewdhrt. In
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dieser Liste fehlen auch Topologien, die wir in Prinzip schon kennen, wie die
Topologie der euklidischen Raume R".

Keine Angst! Wir werden sehr bald weitere und interessantere Beispiele
geben, aber schon an der kleinen Liste in Beispiel 1.15 lassen sich einige
niitzliche Grundbegriffe erkliaren. Es lohnt sich auch, die nichsten Beispiele
(darunter auch die Topologie von R™) ein bisschen vorzubereiten, um sie
einfacher oder in groferer Allgemeinheit einfithren zu kénnen. Die Griinde
werden wir in Bemerkung 1.17 gleich erkliren.

Schon an unseren ersten beiden Beispielen 1.15 a) und b) sieht man, dass
eine Menge mehrere verschiedene Topologien tragen kann. Deshalb hatte man
gerne eine wenn auch grobe Methode, verschiedene Topologien zu vergleichen.

Definition 1.16 Sei X eine Menge und seien S und 7 Topologien auf X.
Wir sagen, dass 7 feiner ist als S, oder gleichbedeutend, dass S grober
ist als 7, wenn
SCT,

in anderen Worten, wenn jede Menge, die in S offen ist, auch in 7 offen ist
(aber 7 vielleicht zusétzliche offene Mengen hat).

Wenn man die (etwas ungenaue) Vorstellung hat, dass eine Topologie
einen Raum in kleine Bereiche ,unterteilt® oder ,zergliedert”, dann ist diese
Aufteilung bei einer feineren Topologie tatsichlich etwas ,feinmaschiger, als
bei einer groberen.

Statt feiner sagt man manchmal auch stdrker, und statt gréber sagt
man manchmal auch schwdédcher. Eine Topologie wird also ,stark®, indem
sie viele offene Mengen hat.

Bemerkung 1.17  a) Sei X eine Menge. Die Relationen feiner und gré-
ber sind partielle Ordnungen auf der Familie aller Topologien auf X
(denn sie sind mit Hilfe der Relation C definiert, die eine partielle Ord-
nung ist), aber sie sind im allgemeinen keine totalen Ordnungen.

Zwei Topologien auf X miissen also nicht unbedingt vergleichbar sein.
Beispiele dafiir kénnen Sie sich als Ubung leicht iiberlegen.

b) Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie ist die feinste Topologie, die
es auf X geben kann; sie ist vergleichbar mit und feiner als jede andere
Topologie. Das ist klar, denn sie enthilt jede Teilmenge von X als offene
Menge.

Die indiskrete Topologie ist die grobste Topologie, die es auf X geben
kann, und sie ist vergleichbar mit und gréber als jede andere Topologie.
Das ist klar, weil jede Topologie nach Bedingung 1.9 a) sowohl () wie
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auch X als offene Mengen enthalten muss, und dies sind die einzigen
offenen Mengen der indiskreten Topologie.

c¢) Die drei Beispiele 1.15 wurden nicht wegen ihrer Wichtigkeit ausge-
wahlt, sondern weil die Topologien in diesen Beispielen sich ohne Miihe
direkt angeben lassen. Nur wenige Topologien sind so einfach, wie die-
se, und in der Regel ist die unmittelbare und ausfiihrliche Angabe aller
offenen Mengen einer Topologie umstindlich und miihsam.

Aber es gibt eine Reihe von Moglichkeiten, Topologien auf vereinfachte
Weise zu bestimmen, ohne dass man jede einzelne offene Menge ex-
plizit angeben muss. Die meisten und die interessantesten Topologien
werden mit Hilfe solcher Methoden definiert, die wir jetzt nach und
nach einfithren werden.

In manchen Féllen wére es sogar einfacher, die zur Topologie gehdren-
den Umgebungssysteme anzugeben, als die Topologien selber. Dass ist
unter anderem der Fall fiir die ,Standardtopologie” auf den euklidischen
Raumen R™, die in der Analysis benutzt wird. Der Hauptgrund, warum
wir diese Topologie noch nicht angegeben haben, ist aber nicht, dass sie
schwer zu beschreiben ist, sondern hingt damit zusammen, dass in die
Definition dieser Topologie der Absolutbetrag oder in héheren Dimen-
sionen die euklidische Vektorlange eingeht, und die ,Nahe* in diesem
Fall somit tatsichlich durch eine mit Zahlen messbare Entfernung de-
finiert wird.

Das erweist sich als ein sehr produktives und viel allgemeineres Prinzip,
das eine wichtige grofse Klasse von topologischen Rdumen erzeugt, die
so genannten metrischen Rdume. Aus Effizienzgriinden wollen wir
lieber in Bélde die ganze Klasse einheitlich beschreiben und besprechen,
als nur ihren wichtigsten Vertreter vorweg zu behandeln, mit genau
den gleichen Uberlegungen und Begriindungen, die dann spéter fiir den
allgemeinen Fall wiederholt werden miissten.

Schon eine kleine Anderung des Blickwinkels kann die Beschreibung oder
den Umgang mit einer Topologie in manchen Fillen vereinfachen. Ein Bei-
spiel fiir einen solchen Fall ist die Definition der koendlichen Topologie, in
der diejenigen Mengen offen sind, deren Komplemente endlich sind.

Da Teilmengen einer Menge und ihre Komplemente in dieser Menge sich
gegenseitig eindeutig bestimmen, kann man jede Familie von Teilmengen (wie
die offenen Mengen einer Topologie) durch die Familie der Komplemente die-
ser Teilmengen ersetzen, und die neue Familie hat den gleichen ,Informati-
onsinhalt”, weil sie die alte eindeutig beschreibt.
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Im Falle der koendlichen Topologie bringt diese Blickwinkeldnderung tat-
sichlich eine Vereinfachung und eine Ersparnis: die Komplemente von koend-
lich offenen Mengen sind (bis auf den ganzen Raum X selber) endlich, und
das ist tatsdchlich eine leichter zu nennende Klasse, als die offenen Mengen
es sind.

Diese spezielle Blickwinkeldnderung ist auch in vielen anderen Situationen
von Vorteil, so dass wir dieser Klasse von Komplementen von offenen Mengen
einen eigenen Namen geben wollen:

Definition 1.18 Sei (X, 7) ein topologischer Raum (in anderen Worten, sei
X eine Menge und sei 7 eine Topologie auf X).

Eine Teilmenge A C X heilst abgeschlossen, wenn X \ A € T, also,
wenn X \ A offen ist.

Bemerkung 1.19 Nach den de Morganschen Regeln ist Komplementierung
mit der Bildung von Vereinigungen und Durchschnitten ,antivertauschbar®,
d.h., man kann die Operationen vertauschen, aber dabei kehren sich Verei-
nigung und Durchschnitt ineinander um.

Sei (X,7) ein topologischer Raum. Durch Anwendung der de Morgan-
schen Regeln erhilt man sofort, dass die abgeschlossenen Mengen dieser To-
pologie folgende Regeln erfiillen.

a) X und () sind immer abgeschlossen (weil sie Komplemente der offenen
Mengen () und X sind).

b) Sei A eine beliebige Familie von abgeschlossenen Mengen. Dann ist

A
AeA

wieder abgeschlossen (d.h., beliebige Durchschnitte von abgeschlosse-
nen Mengen sind abgeschlossen).

c¢) Seien By, By, ..., B, endlich viele abgeschlossene Mengen. Dann ist
BiUB,U---UB,

wieder abgeschlossen (d.h., endliche Vereinigungen von abgeschlosse-
nen Mengen sind abgeschlossen).

Ferner, wieder auf Grund der de Morganschen Regeln ist klar, dass jede
Familie A von Teilmengen von X, die den Regeln a)-c) gentigt, die Familie
der abgeschlossenen Mengen einer Topologie ist (die offenen Mengen dieser
Topologie sind natiirlich die Komplemente der Mengen aus A).

Dies hitte man also als alternative Definition von ,topologischer Struktur®
benutzen kénnen.
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Wie wir schon erwihnt haben, hidtte man mit dieser alternativen Defi-
nition die koendliche Topologie auf einer Menge X sehr einfach definieren
konnen als die Topologie, deren abgeschlossenen Mengen (neben X) die end-
lichen Teilmengen sind.

Das System der abgeschlossenen Mengen einer Topologie ist nur eine
Ubersetzung des Systems der offenen Mengen, dass in manchen Fillen gerade
zufillig einfacher aussehen kann, als die Topologie selber.

Es gibt aber auch eine Methode, die Angabe einer Topologie erheblich
abzukiirzen. Sie basiert auf der Tatsache, dass die Definition einer Topologie
auf drei Abschlussregeln basiert, die vorschreiben, dass wenn gewisse Men-
gen offen sind, dann auch andere daraus konstruierbare Mengen (némlich
Vereinigungen und endliche Durchschnitte) offen sein miissen. Die Existenz
mancher offenen Mengen impliziert also die Existenz weiterer offener Mengen
nach festen Regeln.

Wegen dieser Regeln kann man eine Topologie beschreiben, ohne dass man
alle offenen Mengen nennen muss. Es reicht, ein System von offenen Mengen
anzugeben, aus denen alle anderen nach den bekannten Regeln erzeugbar
sind. Es geniigt also die Angabe eines Erzeugendensystems von offenen
Mengen, und dieser Gedanke bringt in der Topologie dhnliche Gewinne, wie
die Einfiihrung von Basen von Vektorrdumen in der linearen Algebra bringt.

Die Anwendung dieses Gedankens ist noch nicht einmal besonderen An-
forderungen unterworfen — zu jeder Familie von Mengen gibt es eine ein-
deutig bestimmte kleinste Topologie, in der die angegebenen Mengen offen
sind.

Lemma und Definition 1.20 Sei X eine Menge, sei A eine Indexmenge
und fiir jedes A € A sei 7, eine Topologie auf X.

Tzzﬂﬂ

AEA

a) Dann ist

eine Topologie auf X. Sie ist gréber als jedes T, und sie ist die feinste
Topologie auf X mit dieser Figenschaft.

b) Sei O C P(X) eine beliebige Familie von Teilmengen von X. Dann ist
(0):=T(0) := N T

T Topologie auf X
oCcT

eine Topologie auf X, in der jede Menge aus O offen ist. Sie ist die
grobste Topologie mit dieser Figenschaft.

(O) heifst die von O erzeugte Topologie auf X.
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¢) Die Topologie

S::</\L6JATA>

ist feiner als jede der Topologien 7, und ist die grobste Topologie auf
X mit dieser Figenschaft.

Beweis. Zu a): Wir miissen fiir 7 die drei Axiome der Topologie nachpriifen.
Axiom 1.9 a) ist erfiillt, weil die Mengen () und X zu jeder der Topologien
7T\ gehoren, also auch zu ihrem Durchschnitt.

Entsprechend, wenn A eine Familie von offenen Mengen von 7 ist, dann
gehort jede Menge U € A zu jedem 7,. Weil die 7, Topologien sind, gehort
auch (J, U zu jedem 7, und somit zu 7. Das Gleiche gilt fiir (), U, falls A
endlich ist. Das beweist die Axiome 1.9 b) und 1.9 ¢).

Da
T = ﬂ T,
AEA

schon mengentheoretisch, also beziiglich der Mengeninklusion, das Infimum
(oder ,grofte untere Schranke“) der 7, ist, ist sie grober als jedes 7, und
feinst mit dieser Eigenschaft.

Zu b): Dass (O) eine Topologie ist, folgt aus Teil a).

Aus der Definition ist klar, dass O C (O ), und da (O ) der Durchschnitt
aller O enthaltenden Topologien ist, ist sie die kleinste (in anderen Worten
die grobste) solche Topologie.

Zu c): Nach Teil b) ist S die grébste Topologie, die eine Obermenge von
U,ea 7 ist, oder gleichbedeutend, die eine Obermenge von jeder 7, ist. Das
heifst, sie ist die grobste Topologie, die feiner ist als jede 7. |

Ein Teil der Aussage von Lemma und Definition 1.20 ist, dass jede Familie
von Topologien auf einer Menge ein Infimum und ein Supremum beziiglich
der ,feiner“-Relation hat, aber der wichtigste Teil von diesem Lemma ist
Teil b), weil er erlaubt, Topologien eindeutig zu definieren, in dem man nur
einige ihrer offenen Mengen angibt.

Allerdings wird die volle Starke dieser Moglichkeit, Topologien abgekiirzt
zu definieren, selten genutzt, weil es etwas umstandlich ist, alle offenen Men-
gen aus den Erzeugenden zu konstruieren. Als guter und sehr héufig verwen-
deter Kompromiss erweist sich eine Zwischenstufe zwischen der expliziten
Angabe aller offenen Mengen und der Angabe einer moglichst kleinen Erzeu-
gendenmenge.

Definition 1.21 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
Eine Familie B von Teilmengen von X heifst eine Basis fiir 7, wenn
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a) BC T, d.h., jede Menge aus B ist offen, und

b) jede offene Menge aus 7 schreibt sich als eine Vereinigung von Mengen
aus B.

Es ist trivial und klar, dass die Angabe einer Basis die Topologie eindeutig
bestimmt (als die Familie aller Vereinigungen von Basismengen).

Bemerkung 1.22 Die Bedingungen a) und b) aus Definition 1.21 kann man
zu der folgenden &dquivalenten Einzelbedingung kombinieren:

Die Familie B ist eine Basis fiir die Topologie T genau dann,
wenn T die Familie aller Vereinigungen von Mengen aus B ist.

Man sieht leicht, dass das dquivalent ist zu den beiden Bedingungen 1.21 a)
und b). Denn wenn diese beiden Bedingungen gelten, dann ist wegen Be-
dingung 1.21 b) jede offene Menge eine Vereinigung von Basismengen, und
umgekehrt wegen Bedingung 1.21 a) ist jede Basismenge, und somit auch
jede Vereinigung von Basismengen, offen.

Anders herum, wenn die kombinierte Bedingung gilt, dann ist einer-
seits jede offene Menge in 7 eine Vereinigung aus Basismengen (was Bedin-
gung 1.21 b) beweist) und jede Vereinigung aus Basismengen, insbesondere
jede einzelne Basismenge, ist offen, was 1.21 a) beweist.

Beispiele 1.23  a) Das trivialste (und uninteressanteste) Beispiel fiir eine
Basis erhilt man, wenn man bemerkt, dass jede Topologie 7 eine Basis
fiir sich selber ist.

b) Sei X eine Menge. Die Familie
E={{z}|reX}
aller Einpunktteilmengen von X bildet eine Basis fiir die diskrete To-

pologie auf X.

Jede Teilmenge von X ist offen in dieser Topologie, also auch die Ein-
punktmengen, so dass Bedingung 1.21 a) erfiillt ist.

Und jede Teilmenge ist die Vereinigung der Einpunktmengen ihrer Ele-
mente, so dass Bedingung 1.21 b) gilt. Ubrigens, auch die leere Menge
ist eine Vereinigung von Einpunktmengen, ndmlich die Vereinigung der
leeren Familie von Einpunktmengen.
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Da wir noch kaum topologische Raume kennen, kénnen wir im Moment kei-
ne sinnvollen weiteren Beispiele angeben. Aber das Finden von Basen von
bekannten Topologien ist auch nicht der Zweck dieser Einrichtung; vielmehr
wollen wir Basen benutzen, um neue Topologien zu definieren.
Dazu miissen wir aber erst einmal wissen, welche Mengenfamilien {iber-
haupt als Basen fiir eine Topologie taugen — leider sind es nicht alle!
Auskunft dariiber gibt folgendes Lemma.

Lemma 1.24 Sei X eine Menge und sei B C P(X) eine Familie von Teil-
mengen von X.

Genau dann gibt es eine Topologie T auf X, die B als Basis hat, wenn
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

a)
UB:X

b) Fiir je zwei Mengen A € B und B € B und fiir jeden Punkt xt € AN B
gibt es eine Menge C' € B mit

zrcCCANB.

Die erste Bedingung besagt, dass jeder Punkt zu einer Basismenge gehdren
muss. Was die zweite Bedingung betrifft, so muss der Durchschnitt von zwei
Basismengen zwar nicht selber wieder eine Basismenge sein, aber er muss
sich als eine Vereinigung von Basismengen schreiben lassen.

Beweis. Wir miissen beide Richtungen des ,,genau dann® beweisen.

»,=" Sei die Familie B Basis einer Topologie 7. Das bedeutet nach Be-
merkung 1.22, dass 7 die Familie aller Vereinigungen von Mengen aus B
ist.

Da der ganze Raum X offen ist, ist er eine Vereinigung aus Basismengen,
und da die Vereinigung aller Basismengen nicht noch grofer als X werden
kann, ist auch diese Vereinigung gleich X, was a) beweist.

Fiir b): als Basismengen sind A und B offen, also ist auch A N B offen
(nach dem dritten Axiom der Topologie). Deshalb ist AN B eine Vereinigung
von Basismengen, und das ist die Aussage von b).

»<="1 es gelten die Bedingungen a) und b). Sei

T:{UQXW%QMAgBmﬁU:UB} (1.6)
A
die Familie aller Vereinigungen von Mengen aus B. Wenn wir zeigen, dass 7

eine Topologie ist, dann ist B nach Bemerkung 1.22 eine Basis fiir 7 und wir
sind fertig.
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Die drei Bedingungen 1.9 a)—c) miissen nachgepriift werden.

Die leere Menge hat die Gestalt der Menge U auf der rechten Seite von
(1.6) mit A = (. Und X ist die Vereinigung aller Elemente von B wegen
Bedingung a). Also gilt 1.9 a).

Jede Vereinigung von Vereinigungen von Mengen aus B ist wieder eine
Vereinigung von Mengen aus B. Deshalb gilt 1.9 b).

Fiir 1.9 ¢), seien U und V € 7.

Seix €e UNV. Dann ist x € U und = € V und es gibt Mengen A und
B € B mit

rcAcCU und reBCYV,

weil U und V' Vereinigungen aus B sind.
Nach Bedingung 1.24 b) gibt es eine Menge C' € B mit

reCCANBCUNV.

Weil fiir jedes © € U NV eine solche Inklusion gilt, ist auch U NV eine
Vereinigung von Mengen aus B und gehort deshalb zu 7.

Damit haben wir gezeigt, dass 7 eine Topologie auf X ist, und wir wissen
schon, dass in diesem Fall B eine Basis fiir 7 ist. [ |

Der Begriff einer Basis einer Topologie ist ein Werkzeug, das uns helfen
wird, viele weitere und interessante Beispiele von Topologien zu konstruieren.

Bevor wir erste Anwendungen von dieser Konstruktionsmethode geben,
wollen wir zur Vollstdndigkeit noch eine Verallgemeinerung des Basisbegriffs
erwahnen, die wie sich herausstellt genau dem Begriff einer Erzeugenden-
menge entspricht.

Definition 1.25 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
Eine Familie C von Teilmengen von X heift eine Subbasis fiir 7, wenn
die Familie
D::{ClﬂC’gﬂ---ﬂCn|nEN, ClGC}

aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus C eine Basis fiir 7 ist.
Man beachte, dass auch X € D, da X nach Konvention der Durchschnitt
von keinen Mengen aus D ist.

Bemerkung 1.26 Sei (X,7) ein topologischer Raum und C eine Familie
von Teilmengen von X.

a) Wenn C eine Subbasis fiir 7 ist, dann ist C C 7, d. h., jede Menge aus
der Subbasis ist offen.
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Das ist klar, denn jede Menge U € C ist auch ein endlicher Durchschnitt
aus C (ndmlich der Durchschnitt nur dieser einzigen Menge), und die
endlichen Durchschnitte aus C sind Basismengen und somit offen.

b) Genau dann ist C eine Subbasis fiir 7, wenn 7 = (C).

Der Beweis ist nicht schwer und wird dem Leser als Ubung iiberlassen.

Obwohl man im Allgemeinen topologische Strukturen mit Hilfe von To-
pologien angibt (wegen ihrer klaren und einfachen charakterisierenden Ei-
genschaften), gibt es doch Situationen, in denen man topologische Begriffe
bequemer mit Umgebungssystemen beschreiben kann. Wir wollen deshalb
nicht unerwihnt lassen, dass es auch hierfiir einen Basisbegriff gibt, insbe-
sondere fiir die lokalen Umgebungssystemen.

Definition 1.27 Sei X eine Menge, sei x € X und sei NV, ein lokales Umge-
bungssystem bei x.

Eine Familie U, C N, heifit eine Umgebungsbasis fiir N,, wenn es fiir
jede Umgebung A € N, eine Umgebung U € U, gibt mit

U C A,

d. h., wenn das Umgebungssystem aus allen Obermengen von Mengen aus U,
besteht.

Beachten Sie, dass jede Menge aus der Umgebungsbasis selber auch eine
Umgebung von x sein muss!

Auch hier ist es sehr leicht zu charakterisieren, welche Mengenfamilien Um-
gebungsbasis eines lokalen Umgebunssystems sein konnen.

Lemma 1.28 Sei X eine Menge und sei x € X. Seild eine nichtleere Familie
von Teilmengen von X.

Genau dann ist U die Umgebungsbasis eines lokalen Umgebungssystems
N, bei x, wenn gilt:

a) Fiir jedesU e U ist x € U.

b) Fiir je zwei Mengen U € U und V' € U gibt es eine Menge W € U mit

wcunv.

Wenn U Umgebungsbasis eines lokalen Umgebungssystems N, bei x ist,
so ist dieses Umgebungssystem eindeutig bestimmt und besteht aus allen
Obermengen der Mengen aus U.



22 KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME

Beweis. Wenn U Umgebungsbasis eines lokalen Umgebungssystems bei z ist,
so ist dieses Umgebungssystem nach Definition 1.27 eindeutig bestimmt als
die Familie NV, der Obermengen der Mengen aus U.

Wir miissen also nur zeigen, dass diese Familie genau dann ein lokales
Umgebungssystem bei x ist, wenn die beiden Bedingungen 1.28 a) und b)
erfiillt sind.

,=" Da jede Menge aus U/ Obermenge von sich ist, muss sie eine Umge-
bung von x sein und deshalb nach Definition 1.1 a) i) den Punkt = enthalten.
Das beweist Bedingung a).

Ferner ist nach Definition 1.1 a) iii) der Durchschnitt von zwei Umge-
bungen (und insbesondere auch der Durchschnitt von zwei Mengen aus der
Umgebungsbasis U) wieder eine Umgebung, und ist somit Obermenge einer
Basismenge. Das beweist Bedingung b).

»,<"“ Wir nehmen an, das U # () die Bedingungen a) und b) erfiillt. Sei
N, die Familie aller Obermengen von Mengen aus /. Wir miissen zeigen,
dass N, ein lokales Umgebungssystem bei x ist.

Da U nicht leer ist, ist auf jeden Fall N, # 0.

Da nach a) jede Menge aus U den Punkt x enthilt, tut das auch jede
Obermenge einer Menge aus U, und das beweist Bedingung 1.1 a) i).

Die Bedingung 1.1 a) ii) gilt, weil jede Obermenge einer Obermenge einer
Menge aus U selber Obermenge einer Menge aus U ist.

Und wenn A und B aus N, sind, dann gibt es Mengen U und V' € U mit

UCA und V C B.
Nach b) gibt es eine Menge W € U mit
WCcUnV CANB,

weshalb auch A N B € N, und Bedingung 1.1 a) iii) erfiillt ist.
N ist also nach Definition 1.1 a) tatséchlich ein lokales Umgebungssystem
bei x. |

Hier jetzt ein wichtiges Beispiel fiir die Definition einer Topologie mit
Hilfe einer Basis.

Definition 1.29 Sei X eine Menge und sei < eine totale Ordnung auf X.

Um die folgende klassische Definition effizient und einheitlich formulieren
zu konnen, fiigen wir zwei zusétzliche Hilfselemente —oo und oo zu X hinzu
und erweitern die Ordnung < zu der erweiterten Menge

X :=XU{-00,00}
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durch die Vorschrift
-0 <a< oo fiir alle a € X.

Aus Bequemlichkeit oder zur Verdeutlichung schreiben wir oft auch +oo fiir
das Hilfselement oo. _
Fiir je zwei Elemente a und b € X definieren wir (wie iiblich)

(a,b) : ={zeX|a<z<b}. (1.7)

Wir nennen diese Menge das von a und b bestimmte offene Intervall in
der geordneten Menge (X, <), und wir nennen a den linken Endpunkt und
b den rechten Endpunkt dieses Intervalls.

Wir erlauben, diese Notation auch fiir a > b zu verwenden, aber bemer-
ken, dass in diesem Fall (a,b) = ().

Wenn a < b und wenn beide Elemente aus X stammen (also nicht +oo
sind), nennen wir das Intervall (a,b) ein eigentliches Intervall.

Wenn a = —oo oder b = +00 (oder beides), dann nennen wir (a,b) einen
Strahl oder ein uneigentliches Intervall.

In seltenen Fillen werden wir, wie wir es auf R gewohnt sind, auch halb-
offene oder abgeschlossene Intervalle betrachten, die einen oder beide End-
punkte mit enthalten. Wir definieren und notieren sie wie iiblich:

[a,0) :={zeX|a<z<Db} (rechts halboffenes Intervall)
(a,b] ={rzeX|a<z<b} (links halboffenes Intervall)
[a,b] ={xeX|a<z<Db} (abgeschlossenes Intervall)

An den Enden mit der eckigen Klammer darf nur ein Element aus X stehen,
also nicht £00. An dem Ende mit einer runden Klammer darf oo stehen;
in diesem Fall nennen wir das Intervall einen abgeschlossenen Strahl.

Lemma und Definition 1.30 Sei (X, <) eine total geordnete Menge.

Die offenen Intervalle von X (einschlieklich der uneigentlichen!) bilden
die Basis einer Topologie T auf X.

Diese Topologie heikt die Ordnungstopologie der totalen Ordnung <.

Beweis. Um die Behauptung zu beweisen, dass die offenen Intervalle die Basis
einer Topologie bilden, miissen wir die Bedingungen 1.24 a) und b) nachprii-
fen.

Bedingung 1.24 a) gilt, weil X = (—o00, 00) selber ein uneigentliches offe-
nes Intervall ist.
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Fiir Bedingung 1.24 b), seien A = (a,b) und B = (¢, d) zwei offene In-
tervalle in X. Weil die Ordnung < (auch erweitert zu X) total ist, hat jedes
Paar von (nicht unbedingt verschiedenen) Elementen ein groferes Element
und ein kleineres (die eventuell gleich sind).

Sei u das Grofere von a und ¢ und sei v das Kleinere von b und d.

Offensichtlich ist
(a,) O\ (¢, d) = (1,)

wieder ein offenes Intervall, und damit auf jeden Fall eine Vereinigung von
offenen Intervallen. Daraus folgt sofort Bedingung 1.24 b). |

Definition 1.31 Die Standardtopologie auf den reellen Zahlen R ist die
Ordnungstopologie der iiblichen Ordnung.

Die offenen Mengen dieser Topologie sind alle Vereinigungen von offenen
Intervallen und offenen Strahlen.

Die offenen Strahlen kann man aus der Basis weglassen, denn jeder offene
Strahl ist eine Vereinigung von offenen Intervallen:

(a,00) = J(@,b)  und  (—o00,b) = | J(a,b).

b>a a<b

Die gerade beschriebene Topologie ist tatsdchlich die iibliche Topologie
auf R, aber die Definition ist nicht unbedingt die iibliche Definition, denn in
den Anféngervorlesungen Analysis definiert man die Topologie auf R meis-
tens mit Hilfe von e-Intervallen, also von ,kleinen“ Intervallen beziiglich einer
Messung.

Es handelt sich trotzdem um die gleiche Topologie, aber die Definition
aus der Analysis hat den Vorteil, dass sie sich auch auf héherdimensionalen
euklidischen Riumen anwenden lisst, die keine Ordnung (oder zumindest
keine zur Topologie passende Ordnung) tragen und auf denen zur Definition
einer Topologie die Intervalle durch etwas anderes ersetzt werden miissen,
vielleicht durch eine geeignete Verallgemeinerung.

Das ist noch nicht alles. Die ,kleine” Zahl e, die in die analytische Defi-
nition der Topologie auf R™ eingeht, ist ein Entfernungsmaf, und diese De-
finition kann man entsprechend auch auf anderen Rdumen anwenden, die in
keinem direkten Bezug zu den euklidischen Rdumen stehen miissen, solange
es auf diesen Raumen ein ,yerniinftiges Entfernungsmafl gibt. Wir haben die
Topologie ja als einen Versuch eingefiihrt, den Begriff der Nahe und der Nach-
barschaft auch ohne die Moglichkeit einer direkten Messung auszudriicken,
aber wo man doch messen kann, muss dies doch viel leichter gehen.

In der Tat geht es leichter, und wir werden jetzt erkliren, wie. Das ist fiir
uns ein guter Testfall, denn wenn wir die topologischer Struktur richtig und
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zu unserem Vorhaben passend beschrieben haben, dann muss sich die durch
Entfernungsmessung beschriebene Struktur ganz einfach als eine Instanz der
allgemeinen topologischen Struktur erweisen und sich als topologischen Raum
ohne Miihe beschreiben oder implementieren lassen.

Ein ,yerniinftiges” Entfernungsmaf hat folgende leicht nachzuvollziehende
Eigenschaften.

Definition 1.32 Sei X eine Menge. Eine Metrik oder Entfernungsfunk-
tion auf X ist eine Funktion

d: X x X —R

mit den Eigenschaften:

a) Fiir je zwei Punkte 2 und y € X ist

d(x,y) >0 und d(z,y) =0 < x=y. (positiv definit)

b) Fiir je zwei Punkte x und y € X ist

d(z,y) =d(y,x). (Symmetrie)

c¢) Fiir je drei Punkte x, y und z € X ist

d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2). (Dreiecksungleichung)

Man nennt d(z,y) die Entfernung von = zu y.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wo X eine Menge ist und d
eine Metrik auf X ist.

Die drei Eigenschaften einer Metrik haben folgende sinnvolle intuitive
Bedeutung.

Eigenschaft a) besagt, dass Entfernungen zwischen verschiedenen Punk-
ten immer positiv sind, aber dass die Entfernung von einem Punkt zu sich
selber immer 0 ist. Die erste Bedingung schwicht man gelegentlich ein biss-
chen ab, und erlaubt, dass auch verschiedene Punkte die Entfernung 0 zu-
einander haben konnen. Eine Funktion d, fiir die dies gilt, aber die sonst
alle Eigenschaften einer Metrik hat, nennt man eine Pseudometrik. Ent-
sprechend nennt man eine Menge versehen mit einer Pseudometrik einen
pseudometrischen Raum.

Eigenschaft b), die Symmetrie, besagt, dass die Entfernung nicht gerich-
tet ist, d. h., die Entfernung von = zu y ist immer gleich der Entfernung von
y zu z. Fiir eine statische geometrische Struktur wie die Topologie ist das
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genau das erwartete Verhalten, aber man kann sich auch Entfernungsvorstel-
lungen denken, die nicht symmetrisch sind (und so etwas kommt durchaus
im Alltagsleben vor, zum Beispiel im Verkehrswesen).

Die Dreiecksungleichung, Bedingung c), heifit so, weil sie im Wesent-
lichen aussagt, dass jede Seite des von x, y und z gebildeten Dreicks kiirzer
ist als die Summe der Lingen der anderen beiden Seiten. Diese bekannte
Eigenschaft aus der euklidischen Geometrie will man allgemein fiir Entfer-
nungsmessungen beibehalten.

Bevor wir Beispiele angeben (die sehr leicht zu finden sind), wollen wir,
weil es so einfach ist, noch schnell sagen, wie eine Metrik zu einer Topologie
fiihrt.

Bei der Einfiihrung der Topologie in diesem Kapitel hatten wir auf Seite 2
beschlossen, die topologische Struktur mit Mengen zu beschreiben, die alle
Punkte enthalten, die gentigend nahe zu einem gegebenen Punkt z sind; diese
Mengen wurden Umgebungen des Punktes x genannt, und so kamen wir
zu unserer ersten Definition.

In einem metrischen Raum kann man direkt mit Hilfe der Metrik sagen,
was ,,geniigend nahe“ bedeuten soll, und wenn man das tut, findet man so-
fort die richtige und sehr natiirliche Definition fiir die Umgebungen in der
metrischen Topologie.

Zunichst eine wichtige vorbereitende Definition:

Definition 1.33 Sei (X, d) ein metrischer (oder pseudometrischer) Raum,
sei x € X und sei r > 0 € R. Die Menge

By(z):={ye X |d(z,y) <r}

besteht aus allen Punkten, deren Entfernung zu x beziiglich der Metrik oder
Pseudometrik kleiner als r ist. Wir nennen diese Menge den offenen Ball
von Radius r um x.

Lemma und Definition 1.34 Sei (X, d) ein metrischer oder pseudometri-
scher Raum. Sei x € X. Die offenen Bille B,.(x) bilden eine Umgebungsbasis
B, um x.

Das von dieser Umgebungsbasis bestimmte lokale Umgebungssystem bei
x wollen wir mit M, bezeichnen; es heikt das von der Metrik (oder Pseudo-
metrik) d bestimmte lokale metrische Umgebungssystem bei x. '

!Beachten Sie, dass die Umgebungen in diesem Umgebungssystem genau die Mengen
sind, die fiir ein gewisses r > 0 alle Punkte enthalten, deren mit d gemessene Entfernung
zu x kleiner als r ist, und die in diesem Sinne ,geniigend nahe* zu x sind!
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Die Familie der lokalen metrischen Umgebungssysteme bei den Punkten
von X ist kohdrent und definiert deshalb eine Topologie T; auf X, die wir
die metrische Topologie der Metrik (oder Pseudometrik) d nennen.

Die Familie C aller offenen Bélle in X (um alle Punkte von X ) ist eine
Basis fiir die metrische Topologie.?

Auch wenn d nur eine Pseudometrik ist, sprechen wir von den metri-
schen Umgebungssystemen und der metrischen Topologie.

Beweis. Die hier gegebene Definition hangt von einigen Behauptungen ab,
die wir noch beweisen miissen.

Wir miissen zeigen, dass die offenen Bélle B,(z) um einen Punkt x tat-
sdachlich eine Umgebungsbasis bei x bilden.

Zunichst sind die Bélle B,.(x) fiir jedes r > 0 € R definiert, so dass die
Familie der offenen Bélle um x nicht leer ist.

Weil d(z,z) =0 < r, ist x € B,(z), so dass Bedingung 1.28 a) erfiillt ist.
Bedingung 1.28 b) gilt, weil wir fiir je zwei Radien r und s haben, dass

B, (x) N By(x) = Buin(r,s) ().

Der Durchschnitt von zwei Basismengen ist sogar selber eine Basismenge
(und nicht nur Obermenge einer Basismenge, was gereicht hétte).

Damit sind die Voraussetzungen aus Lemma 1.28 erfiillt und die offenen
Bélle um x bilden eine lokale Umgebungsbasis.

Wir miissen zeigen, dass die von diesen Umgebungsbasen erzeugten loka-
len Umgebungsysteme M, kohérent sind.

Dazu zeigen wir zuerst, dass jeder offene Ball B,(x) eine Umgebung jedes
seiner Punkte ist.

Sei y € B,(x) und sei s := d(z,y) und t := r — s. Aus der Dreiecksunglei-
chung folgt fiir jedes z € B,(y), dass

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) =s+d(y,z) <s+t=s+r—s=r.

In anderen Worten, B;(y) C B,(x). Daraus folgt, dass B,(z) € M,, und das
gilt, wie behauptet, fiir alle y € B,.(x).

Nun zum Nachweis der Kohérenz. Sei x € X und sei A € M,. Dann gibt
es ein Radius r > 0, so dass B,(z) C A. Natiirlich ist B,(z) eine Umgebung
von z, und wir haben gerade gesehen, dass B,(x) sogar eine Umgebung jedes
y € B,(x) ist.

Weil A D B,(z), ist auch A € M, fiir jedes y € B,(x). Das ist die

Kohéarenzbedingung, die wir nachweisen wollten.

2Normalerweise wird die metrische Topologie mit dieser Basis definiert und nicht iiber
die metrischen Umgebungssysteme.
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Weil die M, kohérent sind, bestimmen sie wirklich eine Topologie 7y
auf X. Wir haben oben gezeigt, dass jeder offene Ball eine Umgebung je-
des seiner Punkte ist; deshalb sind die offenen Bélle auch wirklich offen in
der metrischen Topologie. Als letzter nachzuweisender Punkt miissen wir
zeigen, dass sie eine Basis dieser Topologie bilden, und dazu ist nur noch
Bedingung 1.21 b) nachzupriifen (jede offene Menge ist eine Vereinigung von
Basismengen).

Sei U € 71, eine beliebige offene Menge in der metrischen Topologie. Da
sie offen ist, ist sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte, und weil die offenen
Balle um jeden Punkt eine Umgebungsbasis bilden, gibt es fiir jedes x € U
einen offenen Ball B(z) um z mit z € B(z) C U.

Hieraus folgt, dass U die Vereinigung dieser offenen Biille B(z) ist und
damit eine Vereinigung von Basismengen.

Beachten Sie, dass nirgendswo im Beweis benutzt wurde, dass verschiede-
ne Punkte eine echt positive Entfernung zueinander haben miissen. Deshalb
gelten alle Behauptungen auch dann, wenn d nur eine Pseudometrik ist. W

Wir wollen jetzt einige Beispiele von Metriken und von den von ihnen
induzierten Topologien betrachten. Wir werden auf diese Weise viele topo-
logische Raume konstruieren kénnen, aber wir sollten bemerken, dass wir
manchmal nach dieser Methode Ridume konstruieren werden, die wir vorher
schon kannten, und das wir manchmal auch verschiedene Metriken finden
werden, die trotzdem die gleiche Topologie erzeugen.

Beispiele 1.35 Sei X eine Menge.

a) Fiir x und y € X setzen wir

d(z,y) 0, wenn x =y;
x,y) =
Y 1, wenn x #y.

Diese Funktion d: X x X — R ist eine Metrik, und ihre metrische
Topologie auf X ist die diskrete Topologie.

Die Funktion d ist offensichtlich positiv definit und symmetrisch. Was
die Dreiecksungleichung betrifft, so ist in der nachzuweisenden Unglei-
chung

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

die linke Seite hochstens 1 und die rechte Seite mindestens 1, aufer
wenn x = y = z; dann sind aber alle Terme in der Ungleichung 0 und
sie gilt auch in diesem Fall.
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Fiir jeden Punkt x ist

By(x) ={y[d(z,y) <1} ={y|d(x,y) =0} ={z},

so dass alle Einpunktmengen offene Bille und somit offen in der metri-
schen Topologie sind.

Da jede Menge eine Vereinigung von Einpunktmengen ist, ist jede Teil-
menge von X offen und die metrische Topologie ist diskret.

b) Wenn X mehr als ein Element hat, kann die indiskrete Topologie nicht
die Topologie einer echten Metrik sein.

Denn sei d eine Metrik auf X und seien x # y € X. Sei r := d(z,y) > 0.
Dann ist y € B,(x) und B,(x) ist eine offene Menge, die nichtleer ist,
weil sie x enthélt, aber die nicht X ist, weil sie y nicht enthélt.

Also gibt es mehr offene Mengen als nur () und X und die Topologie ist
nicht indiskret.

Aber die Pseudometrik
p(z,y) =0 fiir alle x, y € X

induziert offensichtlich die indiskrete Topologie, denn X ist ihr einziger
offener Ball. Und natiirlich ist klar, dass p tatsédchlich eine Pseudome-
trik ist.

Wir sehen schon an diesem einfachen Beispiel, dass manche Topologien
sich durch Metriken definieren lassen und andere nicht.

Definition 1.36 Ein topologischer Raum (X, 7) heifst metrisierbar, wenn
es auf X eine Metrik d gibt, so dass 7 = 7;.

Wir haben gesehen, dass die diskrete Topologie immer metrisierbar ist, aber
die indiskrete Topologie auf einem mehrelementigen Raum nicht.

Die wichtigsten, weil wohl auch am hé&ufigsten in der Mathematik benutz-
ten topologischen Rdume sind die euklidischen Raume R”, und ihre Stan-
dardtopologie ist eine metrische.

Sie werden sicher eine Idee haben, welche Metrik diese Topologie definiert:
bestimmt handelt es sich um die euklidische Entfernung, die auch benutzt
wird, um die Liange von Vektoren zu messen, und die man aus den Koor-
dinaten von zwei Punkten mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnen
kann. Diese Entfernungsmessung ist auch diejenige, mit der man im Alltag
die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten in der Ebene oder im Raum
bestimmt.
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Es wird Sie iiberraschen, dass es auch andere, ,naiver” aufgebaute und des-
halb leichter fiir Berechnungen zu benutzende Metriken auf R™ gibt, die alle
die gleiche Topologie liefern und deshalb fiir Topologen, zumindest, gleich-
wertig sind.

Lemma und Definition 1.37 (Metriken auf R") Folgende Funktionen
R" — R sind Metriken:

a) Die Funktion d.: R" — R definiert durch

de((l‘ly s 71:71)7 (yla s >yn)) = \/($1 - 3/1)2 + -+ (xn - yn)2
heiflst die euklidische Metrik auf R™.
b) Die Funktion d;: R — R definiert durch

de((z1, - wn), (U1 ) = |z — ] + o2 — gol + -+ + |20 — ¥nl
heifit die Tazi-Metrik auf R™.

(Hinter dem Namen steckt der Gedanke, dass Taxifahrer mit dem Ta-
xameter nicht die Luftlinienentfernung zwischen zwei Punkten messen,
sondern die mit dem Taxi im Strakenraster gefahrene Entfernung. Ame-
rikanische Stiadte haben oft eine rechteckiges Strakenraster und dann
ist die zuriickgelegte Entfernung die Summe der Lédngen der in jeder
Himmelsrichtung zuriickgelegten Strecken, wie in dieser Formel.)

¢) Die Funktion dy, = d,,,: R" — R definiert durch

dm((ajl, R I €, P ,yn)) = max(|;1:1 — 1|y |0 — yn\)

heifit die Mazimumsmetrik oder die Unendlichmetrik auf R".

Der Name Unendlichmetrik hat nichts mit den Entfernungswerten zu
tun, sondern riihrt daher, dass man die euklidische Metrik aus Teil a)
zu einer ganzen Familie von Metriken erweitern kann, indem man den
Exponenten 2 in den Quadraten und sein Kehrwert in der Quadratwur-
zel durch andere Zahlen p und ihre Kehrwerte ersetzen kann. Mit p = 1
erhélt man die Taxi-Metrik. Man kann auch p = oo nehmen, und dann
dominiert der grofste Summand so stark, dass nur er im Endergebnis
noch sichtbar ist — das liefert genau die Maximumsmetrik.

Beweis. Aus den Formeln ist klar, dass alle drei Funktionen d., d; und d,,
positiv definit und symmetrisch sind. Um zu zeigen, dass sie Metriken sind,
muss nur noch die Dreiecksungleichung nachgepriift werden.
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Fiir die euklidische Metrik folgt die Dreiecksungleichung aus der
Minkowski-Ungleichung

(i(ai + 171-)2)1/2 < <zn: a?)m + (Xn: bf)m, (1.8)

i=1 =1 i=1

wenn man fiir drei Punkte (z1,...,2,), (y1,...,9,) und (z1,...,2,) € R”
die a; in der Minkowski-Ungleichung durch z; — y; und die b; durch y; — z;
ersetzt.

Obwohl die Minkowski-Ungleichung sehr bekannt ist und meistens in der
Anfangervorlesung Lineare Algebra bewiesen wird, wiederholen wir den Be-
weis hier kurz fiir Leser, denen er nicht geldufig ist. Dieser Beweis wird nicht
in der Vorlesung vorgetragen.

Die Minkowski-Ungleichung vergleicht zwei nichtnegative Grofen, so dass
man eine dquivalente Ungleichung erhélt, wenn man beide Seiten quadriert.
Diese hat die Gestalt

n n

Z(a? + 2a;b; + b7) = Z(ai + b;)* = (linke Seite von (1.8))2 <

i=1 =1

(rechte Seite von (1.8))2 = z”: a; + Q(i a?) v (z”: b?)l/z + Zn: b2,
i=1 ; i=1

i=1 =1

Wenn man jetzt von den dufseren Ausdriicken in dieser Kette von Glei-
chungen und Ungleichungen die gemeinsamen Beitrage

S a1 38
=1 =1

wegkiirzt und den Rest durch 2 dividiert, erhdlt man die wieder zu (1.8)
dquivalente Ungleichung

n n 1/2 /2 1/2
;%@S(;Cﬁ) (Zb?) .

1= =1

Um diese Ungleichung zu beweisen, reicht es, wenn wir die strengere Unglei-

chung
‘ Z a; bl
i=1

beweisen, wo wir die linke (kleinere) Seite durch ihren Betrag ersetzt haben.

n

< (X)) (19)

=1 1=
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Wieder sind jetzt beide Seiten nichtnegativ, und quadrieren liefert die zu
(1.9) dquivalente Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(i CLibz’>2 < (i a?) <i bf) : (1.10)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist etwas trickreich zu beweisen und
wir erinnern kurz an die Methode.

Wenn alle b; = 0, dann ist (1.10) offenbar richtig, weil beide Seiten 0 sind.

Wir nehmen deshalb an, dass nicht alle b; Null sind, das heifst, dass
S b7 >0, und wir bilden den Quotienten

)\._ Zz lab
o Zz 1612 '

Fiir diese Zahl gilt

n

0<Z . — Ab;) Z(a?—Q/\aibi+/\2b?)
=1
2
n Zz b ZZn A Z? sz
;a“(z:?b3> +<z:f,) Za‘( lelbz)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (1.10) ergibt sich, wenn wir hier den
negativen Term auf die anderer Seite bringen (mit gedndertem Vorzeichen,
natiirlich) und die Ungleichung mit der positiven Zahl Y 7 | b? durchmulti-
plizieren.

Die Dreiecksungleichung fiir die Taxi-Metrik folgt sofort aus der be-
kannten und auf jeden Fall mit einer Fallunterscheidung leicht nachzupriifen-
den Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag:

la+b] < |a| +|b].

Die Dreiecksungleichung fiir die Maximumsmetrik ist nicht schwer
herzuleiten, aber man muss den Beweis richtig einfiadeln.

Seien x := (x1,...,2n),y := (Y1, .., Yn) und z := (21, ..., z,) drei Punkte
in R", und sei

a:= glg!wz Yil = dp(z,y)  und  b:= gjagjlly] zi| = dmn(y, 2).

Fiir jedes k zwischen 1 und n gilt nun

[zr — 21 < o — ye| + lyr — 2] < a+ b,
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so dass auch

d(z,2) = ax [z — 2| <a+b=d,(z,y) + dpn(x, 2).

Bemerkung 1.38 Um deutlich zu machen, dass die drei Metriken aus Lem-
ma und Definition 1.37 wirklich verschiedene Metriken auf R" sind, zeigen
wir zur Illustration in jeder dieser Metriken auf R? den Ball von Radius 1
um den Koordinatenursprung.

(a) Einheitsball in der (b) Einheitsball in der (c) Einheitsball in der
euklidischen Metrik Taxi-Metrik Maximumsmetrik

Abbildung 1.1: Einheitsbélle in den drei Metriken auf R2.

Alle drei Zeichnungen haben die gleiche Breite und die gleiche Hohe,
namlich 2 im Mafkstab der Bilder.

Aber obwohl die Metriken verschieden sind, bestimmen sie alle die gleiche
metrische Topologie. Um zu verstehen warum, miissen wir kurz untersuchen,
wann zwei Metriken die gleiche Topologie bestimmen oder allgemeiner, wann
eine Metrik eine feinere oder grébere Topologie bestimmt, als eine andere.

Am besten erlautert man das zuerst mit Umgebungsbasen.

Lemma 1.39 Sei X eine Menge und seien M (mit zugehériger Topologie
S) und N (mit zugehdériger Topologie T ) globale Umgebungssysteme auf X .

Wenn es fiir die lokalen Umgebungssysteme M, Umgebungsbasen A, gibt
und fiir die lokalen Umgebungssysteme N, Umgebungsbasen C, gibt mit der
Figenschaft, dass

es fiir jedes z € X und fiir jedes C' € C, eine Menge A € A, gibt
mit A C C,

dann ist die Topologie S feiner als die Topologie T .
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Beweis. Die Bedingung impliziert, dass jede Basisumgebung aus C, auch zu
M, gehort. Daraus folgt, dass auch alle Obermengen von Mengen aus C, zu
M, gehoren, d. h., dass

fiir jedes .

Die offenen Mengen der beiden Topologien sind die Mengen, die Umge-
bungen jedes ihrer Punkte sind, im Sinne der jeweiligen lokalen Umgebungs-
systeme. Insbesondere, wenn U € 7, dann gilt fiir jeden Punkt x € U, dass

UeN, CM,,

und somit, dass U auch offen in der zu M zugehorigen Topologie S ist.
In anderen Worten, 7 C § und S ist feiner. [ |

Korollar 1.40 Sei X eine Menge und seien p und v Metriken auf X.
Wenn es eine Konstante C' > 0 € R gibt, so dass fiir je zwei Punkte x
und y € X gilt
px,y) < Cv(z,y) (1.11)

(wir sagen dazu: v dominiert 1), dann ist die metrische Topologie von v
feiner als die metrische Topologie von fi.

Wenn jede der Metriken p1 und v die andere dominiert (was méglich sein
kann mit verschiedenen Konstanten C'), dann bestimmen diese Metriken die
gleiche metrische Topologie auf X.

Beweis. Fiir jede der beiden metrischen Topologien bilden die Bélle mit re-
ellen Radien um jeden Punkt eine Umgebungsbasis an diesem Punkt fiir das
lokale Umgebungssystem der zugehorigen metrischen Topologie.

Aus der Ungleichung (1.11) folgt fiir jeden Punkt 2 und fiir jeden Radius
r > 0, dass

ro(x) € Bl (x),

wo wir mit dem Exponenten kennzeichnen, nach welcher Metrik die Balle
bestimmt werden.

Aus Lemma 1.39 kénnen wir nun direkt schliefsen, dass die metrische
Topologie von v feiner ist als die metrische Topologie von pu. |

Lemma und Definition 1.41 Fiir die drei Metriken auf R" aus Lemma
und Definition 1.37 gelten fiir je zwei Punkte

ri=(x1,...,2,) und y:=(Y1,...,yn) €R"
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die Beziehungen
A (z,y) < do(x,y) < di(z,y) < ndy(x,y). (1.12)

Daraus folgt, dass alle drei Metriken die gleiche metrische Topologie auf R"
definieren. Diese Topologie heifst die Standardtopologie von R".

Beweis. Die linke Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass

dm(,Y) _g%};lxz Yil max (z; — y;)

= Jmes e < [ 3 e u) =)

1<i<n
1<i<n

Die mittlere Ungleichung wird klar, wenn man beide Seiten quadriert. Das
Quadrat von d(x,y) ist

Z (i — 1), (1.13)

und das Quadrat von
di(,y) = Z |z — vl (1.14)
i=1

enthélt alle Summanden aus (1.13) und noch weitere nichtnegative Mischter-
me, ist also mindestens so grok.

Die rechte Ungleichung in (1.12) ist klar, weil die Summe in der For-
mel (1.14) fiir die Taxi-Metrik n Summanden hat, von denen jeder hochstens
so grof ist, wie d,,(z,y).

Aus (1.12) sehen wir sowohl, dass die Maximumsmetrik die euklidische
und die Taxi-Metrik dominiert, wie auch, dass sie von ihnen dominiert wird.
Also bestimmt sie die gleiche Topologie, wie die anderen beiden Metriken,
und diese drei metrische Topologien auf R" sind gleich. |

Bemerkung 1.42 Mit Lemma und Definition 1.41 haben wir jetzt endlich
die Standardopologie auf den euklidischen Rdumen R"™ definieren kénnen.
Aber wir haben uns auch einen potentiellen Konflikt eingehandelt, denn fiir
n = 1 hatten wir schon in Definition 1.31 die Standardtopologie auf R als
die Ordnungstopologie definiert.

In Wirklichkeit gibt es aber kein Problem: wenn n = 1 sind die drei Me-
triken d., d; und d,, schon als Metriken gleich (wie man sofort anhand ihrer
Definition sieht), und ihre metrische Topologie ist gleich der Ordnungstopo-
logie der iiblichen Ordnung.
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Denn die metrische Topologie hat nach Lemma und Definition 1.34 alle
offenen Bille als Basis, und nach einer Bemerkung in Definition 1.31 bilden
schon die eigentlichen offenen Intervalle (a,b) mit a und b € R eine Basis fiir
die Ordnungstopologie auf R.

Es handelt sich hierbei um genau die gleichen Basismengen, denn auf R
gilt immer

B (z)=(z —r,x+7) und (a,b):Bb?<a+b>.

Beide Topologien sind also gleich, weil sie die gleiche Basis haben!

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit ein paar weiteren Beispielen, die eine
kleine und sehr unvollstindige Vorstellung davon geben kénnen, welch kom-
plizierte und interessante Rdume man mit metrischen Topologien ausstatten
kann.

Beispiele 1.43  a) Sei X eine Menge. Eine Funktion f: X — R heifst
beschrdinkt, wenn es eine Zahl M > 0 € R gibt, so dass

|f(x)| <M  fiiralle z € X. (1.15)
Wir setzen
B(X,R):={f: X — R| f beschrinkt } .

Fiir je zwei Funktionen f und g € B(X,R) gibt es Zahlen M und
N >0 € R mit

|f(@)] <M und  |g(z)| <N fiiralle z € X,
woraus nach der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag folgt

|f(z)—g(z)| <M+ N fir alle z € X.

Wir konnen deshalb eine wohldefinierte Funktion
d: B(X,R) x B(X,R) — R
durch die Vorschrift

d(f,g) == sup|f(z) — g(z)| < o0

rzeX

definieren.
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Diese Funktion ist eine Metrik auf B(X, R). Sie ist offensichtlich positiv
definit und symmetrisch, und die Dreiecksungleichung beweist man wie
fiir die Maximumsmetrik auf R".

Néamlich, seien f, g und h drei beschrédnkte Funktionen X — R. Fiir
jedes x € X ist

| f(x) = h(z)| = | f(z) — g(x) + g(x) — h(z)|
< | f(x) = g(@)]| + |g(x) — h(z)| < d(f,9) + d(g, h).

Bildet man jetzt das Supremum iiber alle x € X, so findet man
d(f,h) < d(f.g) +d(g, h).

Diese Metrik macht B(X,R) zu einem metrischen Raum und mit der
metrischen Topologie zu einem topologischen Raum.

Diese Konstruktion verallgemeinert die Maximumsmetrik auf R”, die
wir erhalten, wenn wir X = {1,2,...,n} nehmen und den Punkt
(z1,...,2,) € R" mit der Funktion f: X — R identifizieren, fiir die
f(i) = x; fiir jedes ¢ € {1,...,n} (weil hier X endlich ist, ist diese
Funktion automatisch beschrinkt).

Sei A die Menge der absolut konvergenten Reihen
>
n=1

mit reellen Summanden a,, also genauer, sei A die Menge der Folgen
{an },en reeller Zahlen, so dass

%)
D> lal
n=1

konvergiert.

Aus der Analysis bekannt, aber auch sehr leicht zu beweisen, ist die
Tatsache, dass die Summe und die Differenz zweier absolut konvergen-
ter Reihen wieder absolut konvergent ist.

Das erlaubt die Definition einer Metrik d: A — A durch die Vorschrift

d({an}en {0n then) = Z la, — b,| < 0.
n=1
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Auch diese Funktion ist offensichtlich positiv definit und symmetrisch,
und mit den iiblichen Eigenschaften der Reihenkonvergenz iibertragt
sich die Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag sofort auf die Funk-
tion d, so dass d tatsdchlich eine Metrik ist.

Diese Metrik macht den Raum der absolut konvergenten reellen Reihen
zu einem metrischen Raum und damit zu einem topologischen Raum
mit der metrischen Topologie.

¢) Sei a < be R und sei

I(a,b) = {f: [a,b] — R | f und |f]| sind integrierbar auf [a, b] }

Fiir die Gestaltung dieses Beispiels spielt es keine wesentliche Rolle, ob
Riemann- oder Lebesgue-Integrabilitit zu verstehen ist (obwohl es sich
natiirlich nicht in beiden Varianten um den gleichen Funktionenraum

handelt).
Auf I(a,b) x I(a,b) ist die Funktion

b
d(f,g) = / £(@) — g(a)| (1.16)

wohldefiniert, nichtnegativ und endlich. Wegen der Eigenschaften des
Absolutbetrags und der Integration ist d symmetrisch und erfiillt die
Dreiecksungleichung.

Aber ist d keine Metrik, sondern nur eine Pseudometrik, denn fiir beide
Integralbegriffe kann das Integral in (1.16) Null werden, auch wenn der
Integrand nicht iiberall 0 ist, also auch wenn die Funktionen f und g
nicht genau gleich sind.

Trotzdem bestimmt d eine metrische Topologie auf der Menge der inte-
grierbaren Funktionen und macht aus dieser Menge einen topologischen
Raum.

Diese wenigen Beispiele geben nur einen Vorgeschmack auf die Vielfalt an
topologischen Rdumen, die méglich sind und auch in Anwendungen aufserhalb
der Topologie hiaufig vorkommen.

In den kommenden Kapiteln werden wir weitere Konstruktionsmethoden
fiir topologische Rdume kennen lernen und vielen weiteren Beispielen von
wichtigen Rdumen begegnen.



Kapitel 2

Stetige Abbildungen und
topologische Konstruktionen

Wie wir in der Einleitung erkldrt haben, besteht die produktivste Methode,
eine Struktur zu beschreiben oder zu verstehen, sehr oft in der Untersuchung
der Abbildungen, die diese Struktur erhalten.

Wir interessieren uns fiir topologische Rédume, also fiir geometrische Gebil-
de, deren Struktur durch eine Topologie im Sinne von Definition 1.9 bestimmt
wird. Die strukturtreuen Abbildungen fiir diese Struktur heiffen stetige Ab-
bildungen.

Diese Beschreibung von ,stetigen Abbildungen® ist aber noch viel zu unge-
nau, um uns zu einer verniinftigen mathematischen Definition dieses Begriffs
zu fithren. Wie kann eine Abbildung zwischen zwei topologischen Réumen
die Topologien der Rdume ,erhalten, oder anders gesagt, was muss die Ab-
bildung tun, um als strukturtreu fiir diese Struktur zu gelten?

Ein naiver Vorschlag ware zu verlangen, dass die Bilder der offenen Men-
gen der ersten Topologie die offenen Mengen der zweiten Topologie sein miis-
sen oder zumindest offen in der zweiten Topologie sein miissen, aber das ist
iiberraschenderweise die falsche Idee, wie wir gleich sehen werden.

Wir finden die richtige (und vollsténdige, d.h., globale und lokale) Defi-
nition, wenn wir uns auf unsere intuitive Vorstellung von Stetigkeit berufen
und die im Vorwort auf Seite x vorgeschlagene Formulierung aufgreifen und
in die jetzt zur Verfiigung stehende genaue Sprache der Topologie iibersetzen.

Im Vorwort stand, dass eine Funktion f: X — Y bei a € X stetig
heifsen soll, wenn die Bilder f(x) von Punkten aus X in jedem verlangten
Sinne geniigend nahe bei f(a) liegen, sobald die Punkte z selber geniigend
nahe bei a liegen.

Die ,,Sinne* von ,geniigender Nahe zu einem Punkt y“ werden in unserer
mathematischen Sprache durch die Umgebungen des Punktes dargestellt.

39
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Welche Nihe zu f(a) wir fiir die Bilder von Punkten aus X verlangen wollen
wird also durch eine Umgebung von f(a) anzugeben sein. Wenn wir sagen,
dass Punkte ,geniigend nahe bei a“ in diese Umgebung abgebildet werden,
konnen wir das auch damit ausdriicken, dass die Urbildmenge unter f der
vorgegebenen Umgebung alle Punkte enthélt, die ,,geniigend nahe bei a* sind.
Das fiihrt direkt zu folgender

Definition 2.1 Seien (X,7) und (Y, S) topologische Rdume und sei
f: X —Y

eine Abbildung.
Sei a € X. Die Abbildung f heifst stetig bei a, wenn fiir jede Umgebung
A von f(a) (beziiglich der Topologie S) die Urbildmenge

f7H(A)

eine Umgebung von « ist in der Topologie 7.
Die Abbildung f heifit (global) stetig, wenn f bei jedem Punkt a € X
stetig ist.

Die Stetigkeit hat also eine lokale Version (Stetigkeit bei einem Punkt) und
eine globale Version (Stetigkeit als Abbildung X — Y).

Fiir den lokalen Stetigkeitsbegriff ist die Verwendung des lokalen Um-
gebungssystems sehr natiirlich und bequem, aber den globalen Begriff wiir-
de man lieber ohne Umgebungssysteme und direkt mit der Topologie aus-
driicken.

Lemma 2.2 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und sei
f: X —Y

eine Abbildung.

Die Abbildung f ist (global) stetig genau dann, wenn fiir jede offene
Teilmenge U C Y, also fiir jedes U € S gilt, dass f~'(U) € T, also dass
J7YU) offen ist in X.

Beweis. ,,= Sei f stetig und sei U eine offene Menge der Topologie & auf
Y. Sei
Vi.=f1U)CX.

Fiir jedes a € V haben wir f(a) € U, und als offene Menge ist U eine
Umgebung jedes seiner Punkte, also auch eine Umgebung von f(a). Weil f
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stetig ist bei a, ist nach Definition 2.1 das Urbild V' eine Umgebung von a.
Dies gilt fiir jedes a € V, und deshalb ist V = f~1(U) offen in 7.

»<=" Die Urbilder aller offenen Teilmengen von Y seien offen in X. Sei
a € X und sei A eine Umgebung von f(a).

Nach der Definition 1.11 der Umgebungen einer Topologie bedeutet das,
dass es eine offene Menge U € S gibt mit

fla) e U C A.

Daraus folgt
ac fH(U) C f(4),

und wiederum nach der Definition der Umgebungen einer Topologie und nach
unserer Annahme, dass Urbilder offener Mengen offen sind und somit speziell
f7HU) offen ist, konnen wir schliefen, dass f~!(A) eine Umgebung von a
ist.

Nach Definition 2.1 ist f stetig bei a. Das gilt fiir jedes a € X. Also ist f
global stetig. |

Die Bedingung aus Lemma 2.2 wird meistens als die Definition der Ste-
tigkeit verwendet, solange man sich nur fiir die globale Stetigkeit interessiert.

Ubrigens, hier sieht man, in welcher Hinsicht unsere erste naive Vorstel-
lung auf Seite 39, welche Art von Abbildung die topologische Struktur erhilt,
falsch war. Dort hatten wir zuerst vorgeschlagen, dass die Bilder von offenen
Mengen unter der Abbildung offen bleiben sollten. Aber bei der richtigen
Definition sind es nicht die Bildmengen von offenen Mengen des Quellraums,
sondern die Urbildmengen von offenen Mengen des Zielraums, die wieder
offen sein mdiissen.

Obwohl die Bildmenge der psychologisch ,direktere” Begriff ist, ist das
Urbildnehmen eine verniinftigere Wahl fiir die wesentliche strukturiibertra-
gende Mengenoperation, schon deshalb, weil im Gegensatz zur Bildmengen-
operation das Urbildnehmen mit allen mengentheoretischen Grundoperatio-
nen (Komplement, Vereinigung und Durchschnitt) vertriglich ist, was fiir
Bildmengen nicht gilt — es ist nicht immer so, dass f(ANB) = f(A)N f(B).

Deshalb werden auch in anderen Bereichen der Mathematik Urbilder hau-
fig benutzt, um eine Struktur von einem Objekt auf ein anderes zu iibertra-
gen.

Hier nun ein paar triviale aber wichtige Grundeigenschaften der Stetig-
keit.

Lemma 2.3 Seien (X,S), (Y,7) und (Z,O) topologische Riume.
a) Jede konstante Abbildung f: X — Y ist stetig.
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b) Die Identitdtsabbildung idx: (X,S) — (X, S) ist stetig.

¢) Seia € X und sei f: X — Y stetig bei a und g: Y — Z stetig bei
f(a). Dann ist go f: X — Z stetig bei a.

Daraus folgt, dass wenn f und g global stetig sind, dann ist auch go f
global stetig.

Beweis. Zu a): Sei y € Y der konstante Wert von f, den f an jeder Stelle
von X annimmt. Sei U C Y offen.

Die Urbildmenge f~'(U) ist entweder leer, wenn y ¢ U, oder ganz X,
wenn y € U. Da beide Moglichkeiten immer offen sind, ist f stetig.

Zu b): Hier geht es um die Identitdtsabbildung von X mit der glei-
chen Topologie im Quell- und Zielraum. Fiir jede offene Menge U C X ist
idy'(U) = U und deshalb wieder offen; also ist idx stetig.

Zu ¢): Der Bildpunkt von a unter go f ist g(f(a)). Sei A eine Umgebung
dieses Punktes in Z. Es gilt

(go f)"(A) = f(g7"(A)).

Weil g stetig ist bei f(a), ist g~ '(A) eine Umgebung von f(a), und weil f
stetig ist bei a, ist (g7 (A)) = (go f)"'(A) eine Umgebung von a.

Das zeigt, dass g o f stetig ist bei a.

Wenn f und g global stetig sind, dann kénnen wir dieses Argument fiir
jedes a € X anwenden, und es folgt, dass auch g o f global stetig ist. [

Weil das Urbildnehmen unter einer Abbildung mit der Komplementenbil-
dung vertauschbar ist, konnen wir in der Bedingung fiir die globale Stetigkeit
aus Lemma 2.2 das Wort ,offen” iiberall durch ,abgeschlossen“ ersetzen (das
kann sich manchmal als niitzlich erweisen):

Bemerkung 2.4 Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Réume und sei
f: X — Y eine Abbildung.

f ist genau dann stetig, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C Y
gilt, dass f~!(A) abgeschlossen ist in X.

Bevor wir uns in die Theorie der stetigen Abbildungen weiter vertiefen,
ware es niitzlich, Kriterien zu haben, mit denen wir anhand von Basen oder
Umgebungsbasen erkennen konnen, ob eine Abbildung stetig ist. (Auf diesem
Weg werden wir auch die bekannte Definition der Stetigkeit aus der Analysis
wiederfinden!)

Fiir die Diskussion dariiber halten wir zwei offensichtliche und triviale
Aussagen iiber Basen und Umgebungshasen fest:
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Bemerkung 2.5 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
a) Fiir jedes x € X ist
U, ={UecT|zecU}

eine Umgebungsbasis fiir das Umgebungssystem N, der Topologie 7.

Denn diese Behauptung ist nur eine Umformung der Definition 1.11 des
Umgebungssystems der Topologie 7: die Umgebungen von x sind nach
Definition die Obermengen der offenen Mengen um z, also der Mengen
aus U,.

b) Allgemeiner, sei B eine Basis fiir die Topologie 7.

Dann ist fiir jedes x € X die Familie

V., ={BeB|zeB}
schon eine Umgebungsbasis fiir das Umgebungssystem N, der Topolo-
gie 7.

Das ist leicht zu begriinden, denn jede Basismenge um z ist offen und
deshalb selber eine Umgebung von x. Und jede Umgebung von x enthélt
wie gesagt eine offene Menge U um z, die eine Vereinigung von Mengen
aus der Basis B ist und deshalb eine Basismenge B um x enthélt, also
eine Menge B € V,.

Lemma 2.6 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei
f: X —Y
eine Abbildung.

a) Sei a € X, sei U, eine Umgebungshasis fiir das lokale Umgebungs-
system von T bei a und sei Vy(, eine Umgebungsbasis fiir das lokale
Umgebungssystem von S bei f(a).

Folgende drei Bedingungen sind dquivalent:

i) Die Abbildung f ist stetig bei a.
ii) Fiir jede Menge C' € Vy(, ist f~1(C) eine Umgebung von a.
iii) Fiir jede Menge C' € Vy(,) gibt es eine Menge A € U, mit

AC fFHO), oder gleichbedeutend mit f(A) CC.
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b) Sei B eine Basis fiir die Topologie T und sei C eine Basis fiir die Topo-
logie S.

Die Abbildung f ist stetig bei a € X genau dann, wenn es fiir jede
Menge C' € C mit f(a) € C eine Menge B € B mit a € B gibt mit

B C f10), oder gleichbedeutend mit f(B) CC.

Die Abbildung f ist global stetig genau dann, wenn fiir jede Menge
C € C gilt, dass f~1(C) eine Vereinigung von Mengen aus B ist, oder
gleichbedeutend, wenn fiir jede Menge C' € C gilt, dass f~}(C) € T.

Beweis. Zu a): Die Bedingungen ii) und iii) sind &quivalent, weil U, eine
Umgebungsbasis fiir das lokale Umgebungssystem bei a ist. Bedingung ii)
folgt aus i) nach der Definition der Stetigkeit, weil jede Menge C' € Vy,) eine
Umgebung von f(a) ist.

Wir miissen nur noch zeigen, dass i) aus ii) folgt. Dazu sei V' eine Um-
gebung von f(a). Weil Vy(,) eine Umgebungsbasis bei f(a) ist, gibt es eine
Menge C € Vy(,) mit C C V.

Daraus folgt f~1(C) C f~'(V), und da f~(C) nach Bedingung ii) eine
Umgebung von a ist, ist auch f~!(V) eine Umgebung von a und f ist stetig
bei a.

Zu b): Die erste Aussage in Teil b) folgt sofort aus der Aquivalenz der
Bedingungen a) i) und a) iii), wenn man Bemerkung 2.5 b) beriicksichtigt
(dass die Basismengen, die einen bestimmten Punkt enthalten, eine Umge-
bungsbasis bei diesem Punkt bilden).

Die Abbildung f ist global stetig genau dann, wenn f bei jedem Punkt
von X stetig ist. Nach der ersten Aussage in Teil b) gilt das genau dann,
wenn fiir jedes C' € C es um jeden Punkt von f~1(C') eine Menge B € B gibt
mit B C f~1(C), oder gleichbedeutend, wenn f~1(C) eine Vereinigung von
Mengen aus B ist.

Das beweist die zweite Aussage. ]

Eine naheliegende Anwendung fiir diese Kriterien ist die Stetigkeit von
Abbildungen zwischen (pseudo)metrischen Rédumen.

Korollar 2.7 Seien (X, d) und (Y,d') metrische oder pseudometrische Réu-
me, sei a € X und sei f: X — Y eine Abbildung.

Genau dann ist f stetig bei a, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass

f(Bs(a)) € B.(f(a)). (2.1)
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Hier haben wir die gleiche Notation fiir die Bille beziiglich der Metrik d und
die Bille beziiglich der Metrik d' benutzt, da diese Bélle in verschiedenen
Réaumen und um Punkte von verschiedenen Rdumen liegen und deshalb kein
Missverstédndnis aufkommen kann.

Die Bedingung kann man auch so formulieren: f ist genau dann stetig bei
a € X, wenn es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € X mit
d(z,a) < 6 gilt d'(f(z), f(a)) <e.

Das ist die klassische Definition der Stetigkeit, die jeder Studienanfénger
in der ersten Analysisvorlesung lernt!

Beweis. Da in den metrischen Topologien die Béalle um einen Punkt eine Um-
gebungsbasis fiir das metrische Umgebungssystem an diesem Punkt bilden,
folgt die Behauptung direkt aus der Aquivalenz der Bedingungen i) und iii)
in Lemma 2.6 a). [

In jeder mathematischen Theorie ist es wichtig zu wissen, welche Abbil-
dungen die zu Grunde liegende Struktur respektieren, aber auch iiber diesen
allgemeinen Aspekt hinaus haben die stetigen Abbildungen viele wichtige
Anwendungen in der Topologie.

Man kann mit ihrer Hilfe Topologien vergleichen, wofiir Lemma 2.8 auf
der néchsten Seite ein Beispiel gibt.

Zu diesem Fragekreis gehort auch das wichtige Grundproblem, wann zwei
verschiedene topologische Raume gleich aussehende, also strukturell gleiche,
sisomorphe” Topologien haben. Die Frage nach Isomorphismen tritt in jedem
mathematischen Gebiet auf, weil eine gegebene Struktur sich immer auf viele
Weisen realisieren lasst, mit Instanzen, die sich zwar unterscheiden, aber nur
durch unwesentliche, nicht die eigentliche Struktur betreffende Merkmale.

In der Topologie ist die Isomorphiefrage sehr schwierig, aber fiir steti-
ge Abbildungen gelten generell einige ,topologische Erhaltungsgesetze®, die
manchmal ausreichen, um zu erkennen, dass zwei Topologien wesentlich ver-
schieden sind. Zwei Merkmale, die erhalten bleiben, sind so wichtig, dass wir
ihnen spéter eigene Kapitel widmen werden.

Aber nicht nur sagen uns die stetigen Abbildungen zwischen zwei bekann-
ten topologischen Rdumen viel iiber die topologische Struktur dieser Rdume
und ihre Beziehung zueinander. Man kann auch, wie schon im Vorwort auf
Seite xi angedeutet, die stetigen Abbildungen zum eigentlichen Tréger und
Definiens der Struktur machen und durch eine Vorgabe der stetigen Abbil-
dungen eine neue topologische Struktur erklidren und festlegen. Mit dieser
Methode erhélt man eine elegante einheitliche Formulierung vieler wichtiger
kanonischer Konstruktionen mit topologischen Raumen; dazu gehéren Sum-
men, kartesische Produkte und Quotienten topologischer Raume.
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Wir beginnen diese Diskussion mit einer einfachen aber wichtigen Be-
merkung tiber die enge Beziehung zwischen stetigen Abbildungen und den
Topologien, die die Abbildungen verbinden. Diese enge Beziehung dufsert sich
darin, dass die genaue Kenntnis aller stetigen Abbildungen in einen Raum
hinein oder aus einem Raum heraus die Topologie des Raumes eindeutig
festlegt.

Lemma 2.8 Sei X eine Menge und seien S und T zwei Topologien auf X.
a) Genau dann ist S C T, wenn idx: (X,7) — (X, S) stetig ist.

b) Wenn fiir jeden topologischen Raum Z genau die gleichen Abbildungen
g: Z — X stetig sind beziiglich S wie beziiglich T, dann ist S = T .

¢) Wenn fiir jeden topologischen Raum Y genau die gleichen Abbildungen
h: X — Y stetig sind beziiglich S wie beziiglich T, dann ist S = T .

Beweis. a) ist klar, denn fiir jede Teilmenge U C X ist idy' (U) = U. Die
Identitatsabbildung zwischen den genannten Topologien auf X ist also genau
dann stetig, wenn jede Menge aus S auch in 7 offen ist.

Zu b) und c¢): Wir wéhlen in b) Z = X und in ¢) Y = X, versehen mit
einer der Topologien S oder 7. Die Identitatsabbildung idx ist sicher stetig,
wenn wir im ,urspriinglichen” X die gleiche Topologie S oder 7 wihlen, wie
im urspriinglichen Y oder Z.

Die Voraussetzung impliziert, dass idy auch stetig sein muss, wenn wir
im jurspriinglichen X die jeweils andere Topologie S oder 7 wéihlen als auf
Y oder Z. Weil das fiir beide Wahlen S und 7 fiir die Topologie auf Y oder
Z der Fall sein muss, haben wir in b) und in ¢), dass

idy: (X,7) — (X,S) und auch idy: (X,8) — (X, 7)

stetig sind.
Aus Teil a) folgt sofort, dass S €7 und 7 C S, also dass beide Topolo-
gien gleich sind. |

Korollar 2.9 Aus Lemma 2.8 a) ist klar, dass die Identitidtsabbildung einer
Menge, die zwei verschiedene Topologien trdgt, nicht immer stetig sein muss,
was kein Widerspruch zu Lemma 2.3 b) ist.

Insbesondere, wenn wir auf einer Menge X zwei Topologien S ; T haben,
von denen T echt feiner ist als S (zum Beispiel, wenn T die diskrete und S
die indiskrete Topologie auf einer Menge mit mehr als einem Element ist),
dann ist

idy: (X,7) — (X,S)
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stetig, aber die Umkehrfunktion idy: (X,S8) — (X, 7T) ist nicht stetig!

Um nicht verschiedene Topologien auf einer Menge, sondern Topologi-
en auf verschiedenen Mengen vergleichen zu kénnen brauchen wir noch den
Begriff eines ,Isomorphismus“ der topologischen Struktur (der aber dummer-
weise nicht Isomorphismus genannt wird). Die Definition dieses Begriffs ist
standardmafig und klar:

Definition 2.10 Seien (X,7) und (Y, S) zwei topologische Radume und sei
f: X — Y eine Abbildung.

Wir nennen f einen Homdéomorphismus, wenn f bijektiv ist, und wenn
sowohl f wie auch die Umkehrabbildung f~': Y — X stetig sind.

Der Name ist also ,,Hom6éomorphismus® und nicht Isomorphismus. Anders
als bei algebraischen Isomorphismen muss man hier explizit verlangen, dass
auch die Umkehrabbildung stetig ist. Korollar 2.9 zeigt, warum man das extra
fordern muss.

Fiir Homdomorphismen gelten die {iblichen Standardaussagen {iber Iso-
morphismen.

Bemerkung 2.11  a) Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Die Identitéts-
abbildung
dy: (X,7) — (X,7)

(zwischen den gleichen Topologien!) ist offensichtlich ein Homéomor-
phismus.

b) Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und sei
f+(X,T) — (Y.5)

ein Hom6omorphismus. Dann ist f invertierbar und
[ 8) — (X,T)

ist auch ein Homéomorphismus (da stetig, selber bijektiv und mit ste-
tiger Umkehrabbildung f).

¢) Seien (X,7), (Y,S) und (Z, O) topologische Ridume und seien
(X, 7)) — (Y,S) und g: (Y,S) — (Z,0)
Homo6omorphismen. Dann ist

gof: (X, T)— (Z,0)
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auch ein Homo6omorphismus.

Denn eine Verkniipfung von zwei bijektiven Abbildungen ist bijektiv,
g o f ist stetig nach Lemma 2.3 ¢), und (go f)~" = f~'og ! ist stetig
nach Lemma 2.3 ¢), da f~! und g~! stetig sind als Umkehrabbildungen
von Hom6omorphismen.

Mit Hom6omorphismen kann man verschiedene topologische Raume auf , glei-
che Struktur® vergleichen und klassifizieren.

Definition 2.12 Seien (X,7) und (Y, S) zwei topologische Raume. Sie hei-
fsen homdéomorph, wenn es einen Homoomorphismus f: X — Y beziiglich
der genannten Topologien gibt.

Wir schreiben dann

(X, 7)=(Y,S) oder kiirzer X =Y.

Aus Bemerkung 2.11 ist klar, dass HomSomorphie 22 eine Aquivalenzrelation
auf der Klasse aller topologischen Raume ist.

Wenn eine Menge X mit einer Topologie 7 versehen ist, dann haben wir in
Lemma 2.8 gesehen, dass die beziiglich dieser Topologie stetigen Abbildungen
zwischen X und anderen Riumen die Topologie eindeutig charakterisieren,
d. h., nicht nur bestimmt die Topologie die stetigen Abbildungen, sondern
die stetigen Abbildungen halten auch die Topologie eindeutig fest.

Es gilt aber noch mehr! Auch wenn wir noch keine Topologie auf X ha-
ben, aber eine irgendwo herriihrende Vorstellung, welche mengentheoreti-
schen Abbildungen zwischen X und gewissen topologischen Raumen stetig
sein sollten, so bestimmt schon diese Vorstellung eine ,effizienteste Topologie
auf X, mit der sie in Erfiillung geht. Und dies liefert eine bequeme, einfache
und leistungsfihige Konstruktionsmethode fiir neue Topologien, die fiir viele
mathematische Standardkonstruktionen sehr geeignet ist.

Wir beschreiben zuerst, wie vorgegebene Abbildungen Topologien aus
ihren Zielrdumen in ihren Quellraum, oder umgekehrt aus ihren Quellriumen
in ihren Zielraum, so iibertragen konnen, dass die Abbildungen beziiglich der
schon vorhandenen und der neu erschaffenen Topologie stetig werden. Das
geht, wie gesagt, in jeder der beiden Richtungen entlang des Abbildungspfeils.

Definition 2.13 Sei X eine Menge, sei (Y, 7) ein topologischer Raum und
sei f: X — Y eine (mengentheoretische) Abbildung.
Wir setzen

U ={r'wu)|veT}. (2.2)
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Weil f~1(0) = 0 und f~*(Y) = X, und weil Urbildnehmen mit Vereinigung
und Durchschnitt vertriglich ist, priift man sofort nach, dass f~1(7) eine
Topologie auf X ist, und da sie genau aus den Teilmengen von X besteht,
die offen sein miissen, wenn f stetig werden soll, ist f tatsdchlich stetig
beziiglich dieser Topologie, und f~1(7) ist die grobste Topologie auf X mit
dieser Eigenschaft.

Wir nennen f~1(7) die unter f zuriickgeholte Topologie von T, oder
etwas vornehmer die Initialtopologie von f.

Der Name ,Initialtopologie” gibt kund, dass die neue Topologie dort ent-
steht, wo f beginnt.

Bemerkung 2.14 Seien (X,S) und (Y, 7) topologische Rdume und sei
f: X —Y

eine Abbildung.
Dann ist f genau dann stetig, wenn f~1(7) C S.

Hier ist nichts zu beweisen; dies ist einfach eine Umformulierung der Aus-
sage in Definition 2.13, dass f~!(7") die grobste Topologie auf X ist, in der
f stetig ist!

Die Konstruktion in Definition 2.13 kénnen wir leicht verallgemeinern. Es
kénnen mehrere Abbildungen von einer Menge in verschiedene topologische
Raume eine Topologie auf der gemeinsamen Quellmenge bestimmen, in der
sie alle stetig werden.

Definition 2.15 Sei X eine Menge, sei A eine Indexmenge und fiir jedes
A € A sei ein topologischer Raum (Y}, 7)) und eine mengentheoretische Ab-
bildung f\: X — Y, gegeben.

Nach Lemma und Definition 1.20 ¢) gibt es eine grobste Topologie 7 auf
X, die feiner als alle Topologien f,'(7,) fiir A € A ist, also eine grobste
Topologie 7, in der alle Abbildungen f) stetig sind.

Man nennt diese Topologie 7 die Initialtopologie der Familie von
Abbildungen F :={ fy | e A}

Oft schreiben wir fiir diese Topologie auch 77, um die Familie von Ab-
bildungen zu kennzeichnen, deren Initialtopologie sie ist.

Man beachte, dass in Definition 2.15 nicht verlangt wird, dass die topolo-
gischen Rédume (Y), 7)) alle verschieden sein miissen. Manchmal werden wir
die Definition anwenden fiir eine Familie von Abbildungen von X in einen
festen zweiten topologischen Raum (Y, S).

Es gibt eine ,duale” Konstruktion zur Initialtopologie, bei der die Rollen
von Quell- und Zielraum vertauscht werden.
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Definition 2.16  a) Sei X eine Menge, sei (Z,S) ein topologischer Raum
und sei g: Z — X eine (mengentheoretische) Abbildung. Wir setzen

98) ={UcCX|g'(U)eS}. (2.3)

Weil g7 (@) = 0 und g~ (X) = Z, und weil Urbildnehmen mit Vereini-
gung und Durchschnitt vertriglich ist, sieht man auch hier, dass ¢g(S)
eine Topologie auf X ist, und da sie genau aus den Teilmengen von X
besteht, deren Urbilder offen sind und die somit der Stetigkeit von g
nicht widersprechen, ist g tatsachlich stetig beziiglich dieser Topologie,
und ¢(S§) ist die feinste Topologie auf X mit dieser Eigenschaft.

Wir nennen ¢(S) die Bildtopologie von S unter g, oder etwas ge-
hobener die Finaltopologie von g. Der Name ,Finaltopologie” ist da-
durch motiviert, dass die neue Topologie dort entsteht, wo g endet.

Ist 7 eine beliebige Topologie auf X, so ist g genau dann stetig beziig-
lich 7, wenn 7 C ¢(S).

b) Sei X eine Menge, sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei ein
topologischer Raum (Z,,S,) und eine mengentheoretische Abbildung
gr: 4y — X gegeben.

Nach Lemma und Definition 1.20 a) gibt es eine feinste Topologie S
auf X, die grober als alle Topologien ¢,(Sy) fiir A € A ist, also eine
feinste Topologie &, in der alle Abbildungen g, stetig sind.

Man nennt diese Topologie S die Finaltopologie der Familie von
Abbildungen F :={g\ | A€ A}

Sie ist gegeben durch

S:=) 98y ={UCX|g,'(U) € Sy fiir jedes A € A }.
AEA

Wir haben gerade gesehen, dass eine Familie von Abbildungen zwischen einer
Menge und diversen topologischen Raumen eine kanonische Topologie auf
der Menge bestimmt, in der die Abbildungen stetig werden. Dariiber hinaus
haben wir eine genaue Beschreibung dieser Topologie.

Sehr oft muss man auch wissen, welche weiteren Abbildungen zwischen
dem gerade konstruierten topologischen Raum und anderen topologischen
Raumen stetig sind. Sicher kann man das immer anhand der erzeugten To-
pologie entscheiden, deren Details man ja kennt, aber in vielen Féllen ist
es zweckméifiger und bequemer, diese Frage direkt anhand der Familie von
Abbildungen zu priifen, aus denen wir die neue Topologie als Initial- oder
Finaltopologie gewonnen haben.
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Wie das geht, sagt Lemma 2.18. Wir bereiten dieses Lemma mit einer
kleinen Hilfsaussage vor.

Hilfssatz 2.17 Sei X eine Menge und seien (Z,S) und (Y, 7T) topologische
Raume.

Seien g: Z — X und f: X — Y mengentheoretische Abbildungen.
(Die Verkniipfung f o g: Z — Y ist aber eine Abbildung zwischen topolo-
gischen Rdumen mit den angegebenen Topologien.)

Folgende Bedingungen sind dquivalent:

a) f o g ist stetig.

b) FU(T) C 9(S)

¢) f ist stetig beziiglich der Topologie g(S) auf X.
d) g ist stetig beziiglich der Topologie f~'(T) auf X.

Beweis. a) <= b): Die Verkniipfung f o g ist genau dann stetig, wenn fiir
jede offene Menge U € T gilt

(fog) ' (U) =g (f7'(U)) €8,
oder nach der Definition der Bildtopologie ¢(S), wenn fiir jedes U € T gilt

FHU) € g(S). (2.4)
Aber f~1(T) besteht gerade aus den Mengen f~1(U) fiir U € 7, so dass
das Gelten von (2.4) fiir alle U € 7 genau der Bedingung b) entspricht.

b) <= c): Diese Aquivalenz ist die Aussage von Bemerkung 2.14 (mit
g(S) anstelle von S).

b) <= d): Diese Aquivalenz ist die Aussage der letzten Zeile von Defini-
tion 2.16 a) (mit f~(7) an der Stelle von 7). [ ]

Lemma 2.18 a) Sei X eine Menge und fiir jedes )\ in einer Indexmenge
A sei f\ eine Abbildung von X in einen topologischen Raum (Y),7)).
Sei T die Initialtopologie der Familie von Abbildungen { fy | A € A }.

Sei (Z,8) ein topologischer Raum und ¢g: Z — X eine Abbildung.
Genau dann ist g stetig beziiglich T, wenn die Abbildungen

frog:Z — Y,
fiir alle A € A stetig sind.

Man beachte, dass nach Lemma 2.8 b) diese Bedingung die Topologie
T eindeutig charakterisiert.
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b) Sei X eine Menge und fiir jedes \ in einer Indexmenge A sei g, eine
Abbildung von einem topologischen Raum (Zy,S\) nach X. Sei S die
Finaltopologie der Familie von Abbildungen { g\ | A € A }.

Sei (Y,T) ein topologischer Raum und h: X — Y eine Abbildung.
Genau dann ist h stetig beziiglich S, wenn die Abbildungen

hogy: Zy — Y

fiir alle A € A stetig sind.

Man beachte, dass nach Lemma 2.8 ¢) diese Bedingung die Topologie
S eindeutig charakterisiert.

Beweis. Zu a): Wenn ¢ stetig ist beziiglich 7, dann sind alle f) o g stetig, da
die f) immer stetig sind beziiglich ihrer Initialtopologie 7.

Umgekehrt, wenn alle f, o g stetig sind, dann ist jedes f) stetig beziiglich
der Topologie g(S) nach Hilfssatz 2.17 ¢). Weil 7 die grobste Topologie auf
X ist, beziiglich der die f) alle stetig sind, gilt

T C g(S),

was nach Definition 2.16 a) bedeutet, dass g stetig ist beziiglich der Topologie
7.

Zu b): Wenn h stetig ist beziiglich S, dann sind alle h o gy stetig, da die
g automatisch stetig sind beziiglich ihrer Finaltopologie S.

Umgekehrt, wenn alle h o gy stetig sind, dann ist jedes g, stetig beziiglich
der Topologie h~*(7) nach Hilfssatz 2.17 d). Weil S die feinste Topologie auf
X ist, beziiglich der die g, alle stetig sind, gilt

hH(T)C S,

was nach Bemerkung 2.14 bedeutet, dass h stetig ist beziiglich der Topologie
S. |

Korollar 2.19  a) Sei X eine Menge und fiir jedes A in einer Indexmenge
A sei fy eine Abbildung von X in einen topologischen Raum (Y, 7).
Sei T die Initialtopologie der Familie von Abbildungen { fx | A € A }.

Sei Z eine Menge und sei h: Z — X eine mengentheoretische Abbil-
dung. Sei S := h™(T) die Initialtopologie von h beziiglich der Topo-
logie T auf X.

Dann ist S auch die Initialtopologie der Familie von Abbildungen
F={froh: Z—Y\ | NeA}.
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b) Sei X eine Menge und fiir jedes X\ in einer Indexmenge A sei g, eine
Abbildung von einem topologischen Raum (Z),S,) nach X. Sei § die
Finaltopologie der Familie von Abbildungen { g\ | A € A }.

Sei Y eine Menge und sei h: X — Y eine mengentheoretische Abbil-
dung. Sei T := h(S) die Finaltopologie von h beziiglich der Topologie
S auf X.

Dann ist T auch die Finaltopologie der Familie von Abbildungen
G:={hog\: Zy— Y |AeA}.

Beweis. Fiir die (sehr einfachen) Beweise dieser Aussagen hat man die Wahl
zwischen zwei Methoden. Da die Beweise der beiden Teile einander sehr dhn-
lich sind, wollen wir uns nicht auf eine Methode fiir beide Teile festlegen,
sondern nutzen die Gelegenheit, beide Methoden vorzufiihren, indem wir ei-
ne Methode fiir Teil a) anwenden und die andere fiir Teil b). Man versteht
sofort, wie man die jeweilige Methode auch im anderen Teil hdtte anwenden
kénnen.

Zu a): Die Initialtopologie von F ist die grobste Topologie auf Z, in der
alle fy o h stetig sind beziiglich der Topologien 7, auf Y).

Aber nach Lemma 2.18 a) sind alle f) o h stetig genau dann, wenn h
stetig ist beziiglich 7. Also ist die Initialtopologie von F auch die grobste
Topologie auf Z, in der h stetig ist beziiglich 7', und dies ist wiederum nach
Definition die Initialtopologie von h beziiglich 7, also die Topologie S.

Zub): Sei W ein topologischer Raum und sei p: Y — W eine Abbildung,.

Nach Lemma 2.18 b) ist ¢ stetig beziiglich 7 = h(S) genau dann, wenn
@ o h stetig ist beziiglich §, und das ist genau dann der Fall, wenn fiir jedes
A € A die Abbildung ¢ o ho g\: Z, — W stetig ist beziiglich S,.

Aber das ist nach Lemma 2.18 b) auch die Bedingung dafiir, dass ¢ stetig
ist beziiglich der Finaltopologie der Familie G. Nach der Eindeutigkeitsaus-
sage in Lemma 2.8 ¢) ist diese Topologie also gleich 7. |

In der Mathematik gibt es einige wichtige Standardkonstruktionen, die in
fast allen Theorien vorkommen und in allen Theorien (in denen sie vorkom-
men) gleiche oder dhnliche allgemeine Eigenschaften haben. Diese Konstruk-
tionen bauen aus Objekten der Theorie neue Objekte mit einem bestimmten
Verhéltnis zu den Objekten, aus denen sie konstruiert wurden.

Zu den wichtigen Konstruktionen gehéren Unterobjekte (die ihre Struktur
in einem gewissen Sinne als ,Einschrinkung® der Struktur des Oberobjekts
erhalten), Summen von Objekten (die aus den Summanden so zusammen-
gebaut werden, dass die Summanden sich ohne gegenseitige Beeintrachti-
gung als Unterobjekte in der Summe wiederfinden), Quotienten eines Objekts
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nach einem geeigneten Unterobjekt (in denen der urspriingliche ,Nenner des
Quotienten zu einem trivialen, moglichst einfachen Bestandteil zusammen-
schrumpft), und Produkte von Objekten (die aus den Faktoren so zusam-
mengebaut werden, dass die Faktoren sich ohne gegenseitige Beeintréchti-
gung als Quotienten des Produkts wiederfinden). Alle diese Konstruktionen
kennen Sie vielleicht schon aus der Algebra, zum Beispiel.

In der Topologie lassen sich diese Konstruktionen am elegantesten und
bequemsten mit Hilfe von Initial- und Finaltopologien beschreiben. Dieser
Zugang hat die Vorteile, dass er die Systematik der Konstruktionen erkenn-
bar macht (und klar macht, warum dies auch gesamtmathematisch und ge-
bietsiibergreifend gesehen die richtigen Konstruktionen sind) und dass er sich
auch in Anbetracht der gerade bewiesenen Sétze als sehr hilfreich beim spé-
teren Umgang mit den Konstrukten erweist.

Trotz der Abstraktheit dieser Definitionen ist es nicht schwer, aus ihnen
eine direkte Beschreibung der konstruierten Topologien zu gewinnen, so dass
man diese Konstruktionen auch informal gut verstehen kann (viel besser, als
die Erfinder der modernen Topologie am Anfang des letzten Jahrhunderts sie
verstanden haben).

Wir beginnen mit dem einfachsten und naheliegendsten Begriff, den eines
Unterraums eines topologischen Raumes. Den konnen wir (anders als in
der Algebra) auf jeder Teilmenge eines topologischen Raumes realisieren.

Definition 2.20 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X eine
Teilmenge. Sei i: A — X die Inklusion von A in X.

Die von 7 induzierte Unterraumtopologie auf A ist definiert als die
Initialtopologie der Inklusion i. Wir bezeichnen diese Topologie mit 7 |A.

Ein topologischer Raum (Y, S) heifst ein topologischer Unterraum oder
schlicht ein Unterraum von (X, 7 ), wenn Y eine Teilmenge von X ist und
wenn S =T1Y.

Da die Unterraumtopologie auf einer Teilmenge ¥ C X eindeutig be-
stimmt ist durch die Topologie 7 von X, sprechen wir meistens nur vom
sUunterraum Y statt vom ,Unterraum (Y, 7|Y)“

Die Unterraumtopologie kann man auch direkt angeben und sie hat eine sehr
einfache Beschreibung.

Bemerkung 2.21 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X eine
Teilmenge.

Eine Teilmenge V' C A ist offen in der Unterraumtopologie auf A genau
dann, wenn es eine offene Teilmenge U von X gibt mit V = U N A.
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In anderen Worten,
TIA={UnNnA|UeT}.

Beweis. Sei i: A — X die Inklusion. Fiir jede Teilmenge B C X gilt offen-
sichtlich i~!(B) = BN A.
Also ist

TIA=iNT)={i'U)|UeT}={UNA|UET}.
u

Hier noch einige einfache aber niitzliche Fakten iiber die Unterraumtopo-
logie.

Lemma 2.22 Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei A C X und sei
i: A — X die Inklusion. Auf A nehmen wir die Unterraumtopologie.

a) Sei (Y,8S) ein topologischer Raum und f: Y —— A eine Abbildung.
Dann ist f stetig beziiglich T|A genau dann, wenn i o f stetig ist.

b) Sei (Y,S) ein topologischer Raum und f:Y — A eine Abbildung.

Dann kann man f auch als eine Abbildung Y — X betrachten, und f
ist genau dann stetig als Abbildung nach X, wenn f stetig ist als eine
Abbildung nach A.

c¢) Sei Z ein topologischer Raum und g: X — Z eine stetige Abbildung.
Dann ist auch g|A: A — Z stetig.

d) Eine Teilmenge B C A ist genau dann abgeschlossen in der Unter-
raumtopologie, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge C' von X gibt
mit

B=CnA.

e) Sei BC A C X. Dann tragt B eine Unterraumtopologie als Unterraum
von X und eine Unterraumtopologie als Unterraum von A (wobei A die
Unterraumtopologie von X trigt). Beide dieser Unterraumtopologien
auf B sind gleich.

Das kann man auch so sagen:

(T|A)| B=T|B.
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f) Wenn A eine offene Teilmenge von X ist, dann ist eine Teilmenge U
von A genau dann offen in A, wenn U offen in X ist.

In anderen Worten, wenn A € T, dann ist

TIA={UCA|UeT}=TnP(A).

g) Wenn A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, dann ist eine Teil-
menge B C A genau dann abgeschlossen in A, wenn B abgeschlossen
in X ist.

Beweis. a) ist die Aussage von Lemma 2.18 a), bezogen auf die Initialtopo-
logie von i (die ja gleich der Unterraumtopologie ist).

b) besagt genau das Gleiche, wie a), aber driickt es nur in Worten statt
Formeln aus.

Zu ¢): g|A = goi und ist somit als Verkniipfung von zwei stetigen Abbil-
dungen stetig.

Zu d): Eine Teilmenge B von A ist genau dann abgeschlossen in der
Unterraumtopologie, wenn A \ B offen ist in der Unterraumtopologie.

Nach Bemerkung 2.21 ist das genau dann der Fall, wenn es eine offene
Teilmenge U von X gibt, mit

A\B=ANT,

oder dquivalent, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge C' (= X \ U) gibt,
mit

A\B=AN((X\C).
Diese Gleichheit gilt genau dann, wenn auch die Komplemente beziiglich A
gleich sind, also wenn

B=A\(X\C)=ANC.

Zu e): Dies ist einfach die Aussage von Korollar 2.19 a): Wenn j die
Inklusion B — A bezeichnet, dann ist

(o) NT)=4""("(T))
oder in anderen Worten

T|B= (T|A)|B.

Zu f): Wenn U C A offen in X ist, dann ist U offen in A, weil fiir U als
Teilmenge von A gilt
U=UnNA.
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Umgekehrt, wenn U offen in A ist, dann gibt es eine offene Teilmenge V'
von X mit U =V N A, aber weil auch A offen in X ist, folgt daraus, dass U
als Durchschnitt zweier offener Mengen auch offen in X ist.

Zu g): In Anbetracht von Teil d) kann man das gleiche Argument ver-
wenden, wie fiir Teil f); man muss nur jedes Vorkommnis von ,offen” durch
sabgeschlossen® ersetzen. [ |

Wir haben gerade gesehen, dass jede Teilmenge eines topologischen
Raumes X eine kanonische Topologie triagt, ndmlich die Unterraumtopologie.
Hier ist auf dem grofen Raum X die Topologie schon vorgegeben, und sie
vererbt sich auf die Unterrdume, fiir die wir vor dieser Konstruktion keine
eigene Topologie kannten.

Wir wollen uns jetzt dem umgekehrten Problem widmen, vorgegebene
topologische Rdume (mit bekannten und ebenfalls vorgegebenen Topologien)
zu einem neuen Oberraum ,zusammenzukleben®, in dem die vorgebenen Rau-
me alle als Unterrdume auftreten. Da keine besonderen Anforderungen an die
bekannten Rdume gestellt werden sollen, diirfen sie sich in dem grofen Raum
nicht schneiden (sonst miisste sich auf dem Schnitt eine gemeinsame Unter-
raumtopologie ergeben), aber der grofse Raum soll auch keinen iiberfliissigen
Umfang haben, also keinen Punkte enthalten, die nicht aus den vorgegebenen
Unterrdumen stammen.

Als Menge ist das leicht zu erreichen: wir fiigen die vorgegebenen Riaume
einfach als disjunkte Vereinigung zusammen. Und die Topologie des grofien
Raumes wird dadurch bestimmt, dass die Unterraumtopologie auf jedem der
vorgegebenen Raumen zu seiner vorgegebenen Topologie passt.

Definition 2.23 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein
topologischer Raum.
Wir setzen

D
X::UXA.

Hier handelt es sich um die disjunkte Vereinigung der X, (auch wenn sie
urspriinglich nicht disjunkt waren).

Die formale Definition der disjunkten Vereinigung ersetzt die X, durch
Kopien, die durch einen Trick disjunkt gemacht wurden, und bildet die Ver-
einigung dieser Kopien. Der Standardtrick besteht darin, X, durch X, x{ A }
zu ersetzen, und definiert die disjunkte Vereinigung als

OXA = U x01),

AEA AEA
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aber wir wollen die Details der Realisierung aufser Acht lassen und wie die
meisten Mathematiker einfach so tun, als hitten wir irgendwie disjunkte
Kopien von den X, erstellt und vereinigt.

Jedes X ist eine (Kopie einer) Teilmenge der disjunkten Vereinigung und
wir haben fiir jedes A € A eine kanonische Inklusion

D
i)\l X)\ — U XM'
BEA
Wir definieren die Summentopologie 7 auf X als die Finaltopologie

der Familie von Inklusionen i,. Den topologischen Raum (X, 7) nennen wir
die Summe der Réume (X,,7,) und wir schreiben dafiir

(X, 7) =[]0 7).
AeA

Die Summe von topologischen Rdumen wird manchmal auch ihr Koprodukt
genannt.

Bemerkung 2.24 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7))
ein topologischer Raum. Sei

(X, 7T) = [](X 7o)

AEA

a) Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen in X, wenn fiir jedes A € A
gilt, dass U N X, offen ist in X,.

b) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn fiir
jedes A € A gilt, dass AN X, abgeschlossen ist in X,.

¢) Jeder Summand X von X ist sowohl offen wie auch abgeschlossen in
X.

d) Sei (Y,S) ein topologischer Raum. Eine Abbildung f: X — Y ist
genau dann stetig, wenn fiir jedes A € A die Abbildung

f‘X)\Z X/\ —Y
stetig ist.

Beweis. Wir bezeichnen mit 7, die Inklusion X, — X.

Zu a): Nach Definition 2.16 b) ist die Finaltopologie der Familie der i,
gleich dem Durchschnitt (), ix(75); also ist U € X genau dann offen in der
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Summentopologie 7, wenn fiir jedes A € A gilt, dass i, (U) = U N X, offen
ist in der Topologie 7,.
Zu b): Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn
X \ A offen ist in X, und nach Teil a) gilt das genau dann, wenn fiir jedes
A € A die Menge
(X\A)NXy=X\\ (AN X))

offen ist in X, oder gleichbedeutend, wenn fiir jedes A € A die Menge AN X,
abgeschlossen ist in X.

Zu ¢): Fiir jedes X, C X und fiir jedes p € A gilt
XHnX, = o 1 =2, . . o

0, wenn u # A (weil die X, disjunkt sind in X).

In beiden Fillen ist der Durchschnitt sowohl offen wie auch abgeschlossen in

X,,. Die Behauptung folgt dann aus Teilen a) und b).

Zu d): Weil f| X, = foiy,, ist dies einfach die Aussage von Lemma 2.18 b),
die die Finaltopologie einer Familie von Abbildungen durch die stetigen Ab-
bildungen in beliebige andere Rdume charakterisiert. |

Dieses Lemma zeigt, dass ein einer Summe von topologischen Riumen
die Summanden ,lose“ und mehr oder weniger unabhingig voneinander zu
einem Gesamtraum zusammengefasst sind, aber die Topologie jedes Sum-
manden beeinflusst nur ihn selber in der Gesamtheit, und keinen anderen
Summanden. Trotzdem ist diese Konstruktion in manchen Situationen niitz-
lich.

Die Summenkonstruktion gibt es auch in anderen Gebieten der Mathema-
tik; sie wird allgemein charakterisiert durch folgende so genannte universelle
Eigenschaft.

Satz 2.25 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes \ € A sei (X, 7)) ein topo-
logischer Raum. Sei
(X, 7) =[]0 7).
AEA
Fiir jedes A\ € A sei iy die kanonische Inklusion X, — X.

Der Summenraum (X, 7T) (zusammen mit den Inklusionen iy: X, — X)
besitzt die ,universelle Eigenschaft®, dass es zu jedem topologischen Raum
(Y,S) und zu jeder Familie von stetigen Abbildungen fy: X, — Y eine
eindeutig bestimmte stetige Abbildung F': X — Y gibt mit

fr=Foiy fiir jedes \ € A.
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Ferner bestimmt diese Eigenschaft die Summe bis auf Homdéomorphie,
d. h., ist X' mit stetigen Abbildungen i\ : X, — X' ein anderer topologi-
scher Raum und eine andere Familie von kanonischen Abbildungen, die auch
die genannte universelle Figenschaft hat, so gibt es einen eindeutig bestimm-
ten HomGéomorphismus ¢: X — X' so dass

i\ =poiy  fiir jedes A\ € A

(woraus durch Verkniipfung mit ¢! eine entsprechende Behauptung mit dem
Homdoomorphismus ¢~ ' folgt, bei der die Rollen von X und X' und von iy
und 7 vertauscht sind).

Beweis. Der Beweis wird dem Leser als (umfangreiche aber nicht schwierige)
Ubung {iberlassen. Als Muster und Hilfe dabei diene der dhnliche Beweis der
entsprechenden Behauptung fiir Produktraume in Satz 2.49 weiter unten. B

Die bisherigen Konstruktionen von topologischen Unterrdumen und von
topologischen Summenrdumen haben ,Dualisierungen®, bei denen die Abbil-
dungspfeile in die andere Richtung zeigen.

Fiir die Konstruktion eines topologischen Unterraums brauchten wir einen
topologischen Raum X und eine Teilmenge A von X, die charakterisiert wird
durch eine injektive Abbildung i: A — X (nédmlich durch die Inklusion).

Die duale Konstruktion ist uns mengentheoretisch nicht so geldufig, aber
wir brauchen wieder einen topologischen Raum X, eine Menge Y, und wegen
der Umkehrung der Pfeile diesmal eine surjektive Abbildung p: X — Y.
Diese Abbildung bestimmt dann wieder eine Topologie auf der Menge.

Definition 2.26 Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei Y eine Menge und
sei p: X — Y eine surjektive Abbildung.

Wir nennen die Finaltopologie p(7) von p die von p induzierte Quoti-
ententopologie auf Y.

Allgemein heifst ein topologischer Raum (Y,S) ein Quotientenraum
oder einfach ein Quotient von (X,7), wenn es eine surjektive Abbildung
p: X — Y gibt, deren Quotiententopologie 7 ist. Die Abbildung p heifst
die Projektion des Quotientenraumes Y von X. Die Topologie auf dem
Quotienten Y ist durch die Projektion eindeutig bestimmt.

Eine andere hiufig benutzte Sprechweise fiir (Quotienten ist die folgende:

Definition 2.27 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Raume. Eine Abbil-
dung
f: X —Y
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heift identifizierend, wenn f surjektiv ist und wenn S die von f aus 7
induzierte Quotiententopologie auf Y ist, d. h., wenn & = f(7).

Bemerkung 2.28 Um zu verstehen, was es mit Quotienten und identifi-
zierenden Abbildungen auf sich hat, sollte man iiberlegen, wie surjektive
Abbildungen zustande kommen.

Wenn wir auf einer Menge X eine Aquivalenzrelation ~ einfiihren, kénnen
wir die Menge X/~ der Aquivalenzklassen dieser Relation bilden. Wir nennen
diese Menge auch den Quotienten von X nach der Aquivalenzrelation ~

Fiir jedes € X bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von x mit [z]. Wir
erhalten automatisch aus der Aquivalenzrelation eine surjektive Abbildung

T X — X/~

die wir die Projektion von X auf X/~ nennen.
Umgekehrt bestimmt jede Abbildung p: X — Y eine Aquivalenzrelation
~ auf X durch die Vorschrift

z o~y = plx) =py),
und p induziert eine Abbildung

p:X/~—Y
[2] — p(x)

von der Menge der Aquivalenzklassen X/ ~ nach Y, mit der Eigenschaft,
dass
por=p.

Wenn man bedenkt, wie die Aquivalenzrelation definiert wurde, ist es
klar, dass p wohldefiniert und injektiv ist.

Wenn p surjektiv war, dann ist p sogar bijektiv, und das ist der Grund,
warum wir die Surjektivitdt der Abbildung in der Definition des Quotien-
tenraums verlangt haben. Bis auf Verkniipfung mit der Bijektion p ist eine
surjektive Abbildung von X in eine andere Menge nichts anderes als die
Projektion von X auf den Quotienten nach einer Aquivalenzrelation!

Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation sind die Urbildmengen
p~'({y}) der einzelnen Punkte y € Y. (Diese Urbildmengen heifen auch die
Fasern von p.)

Umgekehrt kann man aus einer beliebigen Vorgabe einer Zerlegung von
X in Aquivalenzklassen eine surjektive Abbildung p konstruieren, die diese



62 KAPITEL 2. STETIGE ABBILDUNGEN

Klassen als Fasern hat. Dazu betrachte man die Aquivalenzrelation definiert
durch die Zugehdrigkeit zur gleichen vorgegebenen Aquivalenzklasse und man
nehme als p die Projektion von X auf den Quotienten nach dieser Aquiva-
lenzrelation.

Das Bilden von Quotienten nach einer Aquivalenzrelation hat eine wichti-
ge geometrische Anwendung, denn in dem Quotienten werden die Punkte je-
der Aquivalenzklasse zu einem einzigen Punkt identifiziert (deshalb sprechen
wir von identifizierenden Abbildungen) oder zusammengeschmolzen, als
ob man sie alle ,zusammengeklebt” hitte. Die Quotiententopologie erlaubt,
dies nicht nur mengentheoretisch, sondern auch topologisch zu machen, und
dies ist ein wesentliches , Bastelwerkzeug” der Topologie.

Das Wort Basteln kénnen Sie wortlich nehmen, denn man kann tatséch-
lich, als wiirde man es mit Papier oder Gummi und einem Kleber oder Garn
machen, aus bekannten topologischen Rdumen neue Raume ,zusammenkle-
ben“ oder ,zusammennihen®.

Dazu muss man nur die einzelnen Bauteile, die man benétigt, sammeln
(indem man sie zu einem Summenraum zusammenfasst) und dann tiberlegen,
welche Stellen in den verschiedenen Bauteilen mit welchen Stellen in ande-
ren Bauteilen verklebt werden sollen. Die Verklebungsvorschrift bestimmt
eine Zerlegung in Punkteklassen und somit eine Aquivalenzrelation, und der
Quotient des Summenraums nach dieser Aquivalenzrelation ergibt das zu-
sammengeklebte Objekt.

Beispiele werden wir spater in der Vorlesung in Fiille kennen lernen, und
dann auch iiber ausreichende topologische Mittel verfiigen, um zu verstehen,
warum eine gewisse Verklebung tatsdchlich das gewollte Ergebnis liefert. Im
Moment verzichten wir, auch aus Zeitgriinden, auf die Angabe unvollstandi-
ger Beispiele.

Die Diskussion in Bemerkung 2.28 kénnen wir gleich anwenden, um einen
einfachen aber hiufig anzutreffenden Spezialfall von Quotientenraum zu de-
finieren.

Beispiel und Definition 2.29 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sei
A C X eine Teilmenge (oder ein Unterraum) von X.

Wir definieren auf X eine Aquivalenzrelation ~ durch die Vorschrift, dass
x ~ y genau dann, wenn x und y beide zu A gehoren, oder wenn x = y.

Man priift sehr schnell nach, dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation
ist.

Ganz A bildet eine Aquivalenzklasse von ~, und die anderen Aquivalenz-
klassen bestehen alle jeweils nur aus einem Punkt von X \ A.

Der Quotient von X nach ~, versehen mit der Quotiententopologie indu-
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ziert durch die Projektion, heift der Quotient von X nach dem Unter-
raum A und wird mit X /A bezeichnet.

In diesem Quotienten wird ganz A zu einem einzigen Punkt identifiziert,
und alle Punkte auferhalb von A werden so belassen, wie sie waren.

Hier einige einfache Fakten iiber Quotienten und identifizierende Abbil-
dungen.

Lemma 2.30 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und sei
p: X —Y
eine identifizierende Abbildung.

a) Die Abbildung p ist immer stetig, in anderen Worten, jede identifizie-
rende Abbildung ist stetig.

b) Sei (Z,0) ein topologischer Raum. Eine Abbildung
[ (Y,8) —(%,0)
ist stetig genau dann, wenn f o p stetig ist.

¢) Eine Teilmenge C' C Y ist offen in Y genau dann, wenn p~'(C) of-
fen ist in X, und C ist abgeschlossen in Y genau dann, wenn p~'(C)
abgeschlossen ist in X.

d) Sei (Z,0) ein weiterer topologischer Raum und sei q: Y — Z eine
identifizierende Abbildung. Dann ist die Verkniipfung qop: X — Z
auch identifizierend.

Beweis. Zu a): Wenn p identifizierend ist, dann ist die Topologie S auf Y die
Finaltopologie von p, und beziiglich dieser ist p immer stetig.

Zu b): Dies ist die Aussage von Lemma 2.18 b) fiir die Familie von Ab-
bildungen, die nur aus p besteht.

Zu ¢): Die Aussage tiber offene Mengen ist nichts anderes als die Definition
der Finaltopologie von p, und die Aussage iiber abgeschlossene Abbildungen
ist Aquivalent zur Aussage iiber offene Mengen durch Komplementenbildung.

Denn C' C Y ist abgeschlossen genau dann, wenn Y \ C offen ist in Y.
Und fiir jede Menge C' C Y ist

pHY\C) =X \pH(C),

woraus folgt, dass das Urbild einer Menge C' C Y genau dann abgeschlossen
ist in X, wenn das Urbild von Y\ C offen ist.
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Daraus schlieft man sofort, dass die Aussage in Teil ¢) tiber offene Mengen
genau dann gilt, wenn die Aussage iiber abgeschlossene Mengen gilt, oder in
anderen Worten, dass die Topologie auf Y genau dann die Finaltopologie
von p ist, wenn gilt: C C Y ist abgeschlossen genau dann, wenn p~1(C)
abgeschlossen ist in X.

Diese letzte Bedingung ist einfach die Definition der Finaltopologie, mit
,offen” durchgehend durch ,abgeschlossen” ersetzt.

Zu d): Die Verkniipfung der surjektiven Abbildungen p und ¢ ist wieder
surjektiv, und weil p und ¢ identifizierend sind, ist

0 =q(8) =q(p(T)) = (qop)(T)
(nach Korollar 2.19 b)), und das besagt dann, dass g op identifizierend ist. B

Der Beweis von Lemma 2.30 ¢) beinhaltet eine triviale aber doch oft hilf-
reiche Bemerkung, die identifizierende Abbildungen durch ihr Verhalten auf
abgeschlossenen Mengen charakterisiert.

Bemerkung 2.31 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Raume. Eine Ab-
bildung p: X — Y ist genau dann identifizierend, wenn p surjektiv ist und
wenn eine Teilmenge C' C Y genau dann abgeschlossen ist in Y, wenn p~!(C')
abgeschlossen ist in X.

Beweis. Die Abbildung p ist genau dann identifizierend, wenn p surjektiv ist
und wenn die Topologie auf Y die Finaltopologie von p ist, und die zweite
Bedingung ldsst sich durch die angegebene Bedingung fiir abgeschlossene
Mengen charakterisieren, wie im Beweis von Lemma 2.30 ¢) erldutert wurde.

Wir wollen noch ein Kriterium angeben, das haufig benutzt werden kann,
um zu zeigen, dass eine Abbildung identifizierend ist. Zu dessen Formulie-
rung brauchen wir noch einen einfachen Begriff — die am Anfang dieses
Kapitels zuerst vorgeschlagene naive Definition der Stetigkeit war zwar nicht
die richtige Definition der Stetigkeit, aber sie hat doch eine Verwendung.

Definition 2.32 Seien (X,7) und (Y, S) topologische Réume.

Eine Abbildung f: X — Y heift offen, wenn das Bild f(U) jeder
offenen Teilmenge U C X wieder offen ist in Y.

Eine Abbildung g: X — Y heift abgeschlossen, wenn das Bild g(A)
jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X wieder abgeschlossen ist in Y.

Bemerkung 2.33 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei B
eine Basis fiir die Topologie 7.
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Dann ist eine Abbildung f: X — Y genau dann offen, wenn fiir jede
Basismenge B € B gilt, dass f(B) € S.

Beweis. Basismengen sind immer offen und haben deshalb offene Bilder unter
offenen Abbildungen.
Umgekehrt ist jede offene Menge U eine Vereinigung

v=|J B

BeCCB

von Basismengen, und weil

ry=r(UB)=U rm).

BeC BeC

ist f(U) eine Vereinigung von offenen Mengen und somit offen, wenn die
Bilder von Basismengen unter f offen sind. Also reicht diese abgeschwichte
Voraussetzung dafiir aus, dass f eine offene Abbildung ist. |

Lemma 2.34 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und die Abbil-
dung f: X — Ysei surjektiv, stetig und offen.
Dann ist f identifizierend.

Beweis. Damit f identifizierend ist, miissen zwei Dinge erfiillt sein: f muss
surjektiv sein, was nach Voraussetzung der Fall ist, und die Topologie & auf
Y muss die Finaltopologie von f sein, d.h., eine Menge V' C Y muss genau
dann offen sein, wenn f~4(V) € 7.

Wenn V C Y offen ist, dann ist f~*(V) offen, weil f stetig ist.

Weil f surjektiv ist, gilt fiir jede Teilmenge V C Y, dass

Fv) =v

(ohne die Surjektivitét konnte die linke Seite eine echte Teilmenge von V
sein), und weil f eine offene Abbildung ist, ist V offen, wenn f~!(V) offen
ist.

Damit ist gezeigt, dass S tatséchlich die Finaltopologie von f ist, und f
ist identifizierend. ]

Bemerkung 2.35 Nicht jede identifizierende Abbildung ist offen.

Zum Beispiel sei X ein topologischer Raum und sei A eine nichtoffene
Teilmenge, die nichtleeres Inneres hat (ein Beispiel einer solchen Teilmenge
wire die abgeschlossene Einheitsscheibe im R™).
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Die Projektion p: X — X/A aus Beispiel und Definition 2.29 ist nach
Definition der Quotiententopologie identifizierend, aber sie ist nicht offen.

Denn sei U = A° # 0, und sei P := { p(A) } die Einpunktmenge in X/A,
zu der A im Quotienten zusammengeschmolzen wird.

P ist nicht offen, weil A = p~!(P) nicht offen ist, aber P = p(U) weil U
nicht leer ist. Also ist p keine offene Abbildung, obwohl sie identifizierend ist.

Sehr niitzlich in Bezug auf identifizierende Abbildungen ist folgende eigent-
lich schon bewiesene Tatsache, die im Wesentlichen auch eine universelle
Eigenschaft des Quotienten ausdriickt.

Korollar 2.36 Seip: (X,7) — (Y. S) eine identifizierende Abbildung zwi-
schen topologischen Rdumen. Sei (Z, Q) ein weiterer topologischer Raum und
sei f: X — Z eine stetige Abbildung, die als mengentheoretische Abbil-
dung durch p faktorisiert, d. h., es gebe eine mengentheoretische Abbildung
f:Y — Z, so dass

fop=F. (2.5)

Dann ist f eindeutig bestimmt und stetig.

Beweis. Die Abbildung f, wenn sie existiert, ist eindeutig bestimmt durch
die Werte von f, weil p surjektiv ist und an jeder Stelle p(x) € Y der Wert
f(p(z)) durch (2.5) festgelegt ist.

Und f ist stetig nach Lemma 2.30 b), weil f = f o p stetig ist. [

In der Topologie kommt es hdufig vor, dass stetige Funktionen auf kompli-
zierten Rdumen sich nicht einheitlich oder durch eine einzige Formel definie-
ren lassen, sondern nur durch eine Vielzahl von Formeln oder Bedingungen,
die jeweils nur auf Teilrdumen des gesamten Raumes anwendbar sind und
deshalb Fallunterscheidungen in der Definition erforderlich machen. Es wird
dann entsprechend kompliziert, die Stetigkeit einer solchen ,aus Teilstiicken
zusammengesetzten” Funktion nachzuweisen.

Dabei ist das Kriterium im unten stehenden Satz 2.39 sehr hilfreich, den
wir mit Hilfe der jetzt zur Verfiigung stehenden Mitteln sehr einfach beweisen
kénnen. Wir brauchen vorher lediglich ein paar Definitionen, um den Satz
formulieren zu kénnen.

Definition 2.37 Sei X eine Menge und sei A eine Familie von Teilmengen
von X.

a) Wir nennen A eine Uberdeckung von X, wenn

xX=JA

AeA
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b) Die Menge X trage eine Topologie 7. Eine Uberdeckung A von X
heifst offen (bzw. abgeschlossen), wenn jede Menge A € A in der
Topologie 7 offen (bzw. abgeschlossen) ist.

Entsprechend verfihrt man mit anderen topologischen Figenschaften,
die wir spéter kennen lernen werden.

Definition 2.38 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A eine Familie
von Teilmengen von X.

Die Familie A heiftt lokal endlich, wenn jeder Punkt x € X eine Um-
gebung U hat, die nur endlich viele A € A trifft, also so dass U N A = () fiir
alle bis auf endlich viele A € A.

Weil jede Umgebung eines Punktes eine offene Menge um den Punkt
enthélt, kénnen wir ohne Weiteres davon ausgehen, dass jeder Punkt eine
offene Umgebung mit der genannten Eigenschaft hat.

Natiirlich ist jede endliche Uberdeckung automatisch lokal endlich. Dann
kann man sogar U = X nehmen.

Satz 2.39 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei f: X — Y
eine Abbildung.

Sei A eine Iokal endliche abgeschlossene Uberdeckung von X. Dann ist f
genau dann stetig, wenn f|A stetig ist fiir jedes A € A.

Beweis. Wenn f stetig ist, dann sind alle f|A fiir A € A automatisch stetig.
Wir miissen also nur die Richtung ,,<=* beweisen.
Wir betrachten zunéchst die Summe

Z:=]]A= LDJA. (2.6)

AcA AcA

Fiir jedes A € A sei i4 die kanonische Inklusion A — Z, und sei j4 die
Inklusion A — X. Diese Inklusionen sind alle stetig.
Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung

p: Z — X
mit
pPois=ja fiir jedes a € A. (2.7)
Sie ist einfach definiert als j4 auf dem Summanden A der disjunkten Verei-
nigung in (2.6), und p ist surjektiv, weil A eine Uberdeckung von X ist.

Wir behaupten, dass p identifizierend ist, und miissen dazu nur noch
zeigen, dass X die Finaltopologie beziiglich p tragt.
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Sei C' C X. Genau dann ist p~*(C) abgeschlossen in Z, wenn
pH(C)NA=CNA

abgeschlossen ist in A fiir jedes A € A. Weil die Mengen A selber abge-
schlossen sind in X, ist C'N A abgeschlossen in A genau dann, wenn C'N A
abgeschlossen ist in X, nach Lemma 2.22 g).

Also ist p71(C') genau dann abgeschlossen in Z, wenn C'N A abgeschlossen
ist in X fiir jedes A € A. Wir miissen zeigen, dass das dquivalent dazu ist,
dass C' abgeschlossen ist in X. Genau wenn diese Aquivalenz gilt, trigt X
die Finaltopologie von p.

Wenn C' in X abgeschlossen ist, dann sind natiirlich auch alle C' N A
abgeschlossen. Wir miissen also nur die andere Richtung zeigen. Sie ist trivial,
falls A eine endliche Uberdeckung ist, aber dass die Aussage auch allgemeiner
gilt, liegt an der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung, also daran, dass man in
der Nihe jedes Punktes von X nur endlich viele Mengen aus der Uberdeckung
sieht.

Wir betrachten neben C' auch dessen Komplement V := X \ C.

Weil die Familie A lokal endlich ist, gibt es zu jedem x € X eine offene
Menge U, um x und eine endliche Teilfamilie B C A, so dass U, nur die
Mengen aus B trifft, aber leeren Durchschnitt mit allen anderen Mengen aus
A hat. Die Mengen U, fiir alle z € X bilden wegen der Beziehung x € U,
eine (offene) Uberdeckung von X.

Wir setzen

D,:=|JcnB
BeB
Dies ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen und somit
abgeschlossen.
Weil U, keine Mengen aus A \ B trifft, aber A ganz X {iberdeckt, ist

cnNnU, =D, NU,

und somit abgeschlossen in U,. Sein Komplement U, \ C ist offen in U,, und
weil U, offen in X ist, auch offen in X.
Da die U, eine Uberdeckung von X bilden ist

V=X\C=J@\C)

zeX

eine Vereinigung von offenen Mengen von X und somit selber offen. Das
zeigt, dass C' abgeschlossen ist.

Damit haben wir laut Bemerkung 2.31 nachgewiesen, dass X die Final-
topologie von p tragt, und weil p surjektiv war, dass p identifizierend ist.
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Sei nun f: X — Y eine Abbildung, so dass f|A = f o j4 stetig ist fiir
jedes A € A.

Dann ist f opoiy stetig fiir jedes A € A wegen Gleichung (2.7). Daraus
folgt nach Definition der Summentopologie, dass f o p stetig ist, aber weil
p identifizierend ist, ist das genau dann der Fall, wenn f stetig ist, was wir
eigentlich zeigen wollten.

Beachten Sie, dass der Begriff der Finaltopologie uns hier geholfen hat,
den eigentlichen Kernpunkt des Beweises, die Beschaffenheit der Topologie
von X in Bezug auf die Uberdeckung, von der Stetigkeitsfrage zu trennen.
Diese erscheint nur am Ende, weil sie unsere Hauptanwendung der Erkennt-
nisse iiber die Topologie darstellt.

Wie haben hier gesehen, dass ein Raum, der eine lokal endliche Vereini-
gung von abgeschlossenen Teilmengen ist, sich betrachten lidsst als ,zusam-
mengeklebt® aus diesen Unterrdumen. |

Korollar 2.40 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Ridume und seien A
und B abgeschlossene Teilmengen von X mit AU B = X.
Seien f: A— Y und g: B — Y stetige Abbildungen mit

fIANB =g|ANB. (2.8)

Definiere eine Abbildung h: X — Y durch die Vorschrift

fall A;
W) = f(z), fallsz € A;
g(x), fallszx € B.

Wegen der Bedingung (2.8) ist h wohldefiniert, und h ist stetig auf X.

Beweis. Es ist klar, dass h wohldefiniert ist. Die Familie A = { A, B } ist eine
endliche, und somit lokal endliche, abgeschlossene Uberdeckung von X (sie
ist eine Uberdeckung, weil AU B = X). Nach Voraussetzung sind

hl|A = f und h|B =g
stetig. Aus Satz 2.39 folgt, dass h stetig ist. |
Beispiel 2.41 Hier ist ein einfaches aber typisches Anwendungsbeispiel.
Sei (X, 7) ein topologischer Raum und seien v und w stetige Abbildungen

[0,1] — X, so dass v(1) = w(0) (hier ist |0,1] als abgeschlossenes Intervall
in R zu verstehen).
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Definiere eine neue Abbildung v % w: [0,1] — X durch die Vorschrift

v(2t), falls 0 <'t

<1
— 29
w(2t —1), falls 3 <t <1

(vkw)(t) == {
Dann ist auch v % w stetig.
Dazu priift man sehr leicht direkt nach, dass die Abbildungen ¢ +— 2t und
s +— s — 1 von R nach R stetig sind. Die Verkniipfung dieser Abbildungen
ist t — 2t — 1 und ist auch stetig.
Wenn man diese Abbildungen mit v oder w verkniipft und auf die richtige
Hilfte von [0,1] einschrénkt, erhdlt man stetige Abbildungen
f:0,3] — X

)9 g:[l 1]—)X

d 2
t — v(2t) un t— w(2t —1)

die auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle, also bei t = %, iibereinstim-
men, weil

f(3)=02-3)=v(1) =w(0) =w(2- 5 —1) = g(3).

Die Intervalle [0, 3] und [3, 1] sind abgeschlossen in R und somit in [0, 1],
und ihre Vereinigung ist [0, 1].

Aus Korollar 2.40 folgt, dass v * w stetig ist.

Auch die Konstruktion der Summentopologie ikt sich dualisieren. Wie-
der ist eine Familie von topologischen Rdumen (X, 7)) gegeben, aber jetzt
suchen wir nicht mehr einen Raum, der alle X, als Unterrdume enthalt, son-
dern in der dualen Version einen Raum, der alle X, als Quotienten hat (und
moglichst effizient gebaut ist fiir diesen Zweck).

Es gibt eine bekannte Konstruktion in der Mathematik, die diesen Zweck
erfiillt, ndmlich das kartesische Produkt, das sich auf jeden Faktor surjek-
tiv projiziern lasst, wobei die Werte aller Projektionen unabhéngig vonein-
ander beliebig vorgeschrieben werden koénnen (in den entsprechenden Fak-
tormengen).

Das einzige Problem, diese Konstruktion topologisch durchzufiihren, ist
die Bestimmung der richtigen Topologie auf dem Produktraum, aber fiir uns
ist das doch kein Problem, weil wir dafiir eine leistungsfihige und der Aufgabe
genau angepasste Standardmethode haben (wir nehmen einfach die Initialto-
pologie der Familie von Projektionen, ,dual* zur Konstruktion der Summen-
topologie, wo wir die Finaltopologie aller Inklusionen genommen haben).

Historisch war dieses Problem iibrigens nicht so leicht zu losen, und es
hat in den Anféngen der Topologie einige Unsicherheit iiber die richtige Pro-
dukttopologie gegeben. Dariiber werden wir spater noch kurz sprechen.
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Wir beginnen, fiir diejenigen Leser, die eine solche Konstruktion noch nie
gesehen haben, mit einer Erinnerung iiber das mengentheoretische kartesische
Produkt von unendlich vielen (oder gar iiberabzihlbar vielen) Faktormengen.

Definition 2.42 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A\ € A sei X, eine
Menge. Ein A-Tupel von Elementen der X, ist definiert als eine Funktion

T: AN — UX)"
AEA

so dass fiir jedes p € A gilt
T(p) € X,.

Fiir jedes u € A nennen wir 7(u) die u-te Koordinate des A-Tupels T,
und wir schreiben dafiir 7, statt 7(1u).
Eine andere {ibliche bequeme Notation ist die Schreibweise

(“.,TAP..)

fiir das A-Tupel 7, die an die iibliche Schreibweise fiir endliche Produkte
erinnert.

Das kartesische Produkt der X, ist definiert als die Menge aller A-
Tupel aus den X, und es wird mit

H X (oder wenn A = {\q,..., A\, } endlich ist, mit X, x --- x X )

AEA

bezeichnet. Wir haben also
HXA = {7’: A — UX)‘ ) T(pn) € X, fiirjedes,ue./\}.
AEA A€A

Fiir jedes p € A gibt es eine kanonische Abbildung
Tyt H X\ — X,
AEA

definiert durch die Vorschrift

die jedem A-Tupel 7 seine u-te Koordinate zuordnet.

Diese Abbildung 7, heift die Projektion von [[, ., X» auf den u-ten
Faktor.

Wenn ],y Xa # 0, dann sind alle 7, surjektiv.
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Denn sei 7 ein beliebiges Element von [],., X, und sei a ein beliebiges
Element von X,,. Die Vorschrift

o)) = {T()\)a wenn \ # ju;

a, wenn A\ = [i.
definiert ein neues Element von [],., Xy, fiir das gilt 7,(0) = a.

Bemerkung 2.43 In Definition 2.42 wurde gesagt, dass die Projektionen
auf die Faktoren eines kartesischen Produktes surjektiv sind, wenn das Pro-
dukt nichtleer ist.

Das wirft natiirlich die Frage auf, wann ist ein kartesisches Produkt von
Mengen leer?

Falls die Indexmenge A = () ist, dann ist das Produkt einelementig und
nicht leer! Denn es gibt immer eine leere Funktion von der leeren Men-
ge in jede andere Menge; sie hat keine Werte und muss auch keine Werte
haben, aber sie existiert und erfiillt jede verniinftige Definition des Begriffs
Funktion.

Wenn A aber nichtleer ist und es somit Faktoren X, gibt, und wenn einer
dieser Faktoren X, leer ist, dann ist [],., X» = 0, denn jedes A-Tupel 7
muss so sein, dass 7(p) € X, und das ist unmdoglich wenn X, leer ist.

Was ist die Situation, wenn A # () und alle X, # (7 Da mochte man
meinen, dass dann das Produkt nichtleer ist, denn schlieflich findet man fiir
jedes A € A ein Element von X, das man einem A-Tupel als Wert zuweisen
kann.

So einfach ist die Situation aber nicht, denn das Problem besteht in der
gleichzeitigen Auswahl von Werten fiir alle A € A, wenn A eine sehr grofe
Menge ist. Die Aussage, dass [],., X # 0, wenn A # () und alle X # 0, ist
das beriihmte Auswahlaziom der Mengenlehre.

Das Auswahlaxiom ist problematisch, weil es einige sehr kontraintuitive
Konsequenzen hat, aber es hat auch so viele wichtige angenehme Konsequen-
zen, auch in der Topologie, dass es kaum Mathematiker gibt, die bereit wéren,
auf dieses Axiom zu verzichten.

Zum Gliick ist auch seit 1962 durch die Arbeit des (gerade am 23. Mérz
2007 verstorbenen) Mathematikers Paul Cohen bekannt, dass das Auswahl-
axiom wunabhdngig von den anderen Axiomen der Mengenlehre ist, d.h.,
dieses Axiom kann nicht bewiesen werden, aber die Annahme seiner Richtig-
keit fiihrt auch zu keinen Widerspriichen, die nicht auch sonst da wiren.

Insofern werden wir das Auswahlaxiom frei benutzen und davon ausgehen,
dass ein beliebiges Produkt von nichtleeren Mengen nichtleer ist.
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Definition 2.42 erinnert an die Produktkonstruktion in der Mengenlehre.
Es ist sehr leicht die Details fiir die Konstruktion von Produkten in der
Topologie zu erginzen.

Definition 2.44 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein
nichtleerer topologischer Raum.
Die Produkttopologie oder Tychonoff-Topologie T auf

1%

AEA

ist die Initialtopologie der Familie von Projektionen

Ty H Xy — (X, 7,) (neAn)
AEA

Die Produktmenge [],., Xx versehen mit der Tychonoff-Topologie nen-
nen wir den Produktraum der topologischen Réume (X, 7)).

Bemerkung 2.45 Das Produkt von topologischen Rdumen, von denen eins
leer ist, ist die leere Menge, die nur eine Topologie zulésst.

Wir werden das leere Produkt nicht generell ausschliefsen, aber wir wollten
es in der allgemeinen Definition der Produkttopologie nicht als Sonderfall
erwahnen.

Obwohl wir auf einer ganz natiirlichen Weise zu der Produkttopologie
als Initialtopologie der Familie von Projektionen gelangt sind, ist dies nicht
die einzige erdenkbare Topologie auf der Produktmenge, und historisch gese-
hen war sie auch nicht die erste Topologie, die fiir die Produktmenge vorge-
schlagen wurde. Thre Einfithrung durch Tychonoff 1926 (als Tychonoff noch
Student war!) war sehr kontrovers, weil, wie wir gleich sehen werden, die
Tychonoft-Topologie erstaunlich grob ist.

Trotzdem ist sie die ,richtige” Topologie, nicht nur weil sie nach einer
Standardmethode, vergleichbar zu den Produkten in anderen (Gebieten der
Mathematik, konstruiert wurde, sondern auch weil sie viele sehr angenehme
Eigenschaften hat, die fiir die selten benutzte feinere Topologie auf Produkten
nicht gelten. Beide Topologien unterscheiden sich iibrigens nur fiir unendliche
Produkte; wenn die Anzahl der Faktoren endlich ist, sind beide Topologien
gleich.

Wir wollen einige Grundeigenschaften der Produkttopologie angeben, und
filhren zuerst etwas Terminologie ein, die in der Formulierung hilfreich sein
wird.



74 KAPITEL 2. STETIGE ABBILDUNGEN

Definition 2.46 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7,) ein
topologischer Raum. Sei (X, 7) = [[,c2 (X, 7h).
Ein Quader oder eine Box in X ist eine Teilmenge @) der Gestalt

Q=] A (2.9)

AEA

wo jedes Ay C X). Wir nennen A, die \-te Seite des Quaders Q).
Ein offener Quader ist ein Quader

U=]]0. (2.10)

A€A

dessen Seiten U, alle offen sind, d. h., wo fiir jedes A € A gilt U, € 7,.
Wir nennen einen Quader
Q=1]4

A€A

grof3, wenn fiir alle bis auf endlich viele A € A gilt Ay = X, d.h., wenn nur
endlich viele Seiten des Quaders echte Teilmengen des Faktors sind, in dem
sie liegen.

Ein Quader heikt klein, wenn er nicht grofl ist.

Wenn es nur endlich viele Faktoren gibt, dann sind alle Quader grof.

Der ganze Raum X ist immer ein grofer offener Quader.

Lemma 2.47 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein
nichtleerer topologischer Raum. Sei

(x,7) = [[ (X 70).

AEA

a) Die Familie der grofen offenen Quader ist eine Basis fiir die Tychonoft-
Topologie T auf [[,., Xa.

b) Sei (Z,S) ein topologischer Raum. Eine Abbildung g: 7 — X ist
genau dann stetig in der Tychonoff-Topologie, wenn fiir jedes A € A
die Abbildung

mog: 4 — X,
stetig ist.
In anderen Worten, da die Projektionen my jedem A-Tupel seine \-te
Koordinate zuordnen, steht hier, dass eine Abbildung in einen Produkt-

raum genau dann stetig ist, wenn jede Koordinate von der Abbildung
stetig ist.
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¢) Jede Projektion m, von X ist offen und somit auch identifizierend.
Deshalb ist jeder Faktor X, ein Quotient des Produkts H/\eA X,

Beweis. Zu a): Zunéchst bilden die grofen offenen Quader die Basis B einer
Topologie nach Lemma 1.24, denn ganz X ist selber ein grofer offener Quader
und deshalb eine Vereinigung von groften offenen Quadern, und offensichtlich
ist der Durchschnitt von zwei grofsen offenen Quadern

U:HUA und vszA

AEA AEA

wieder ein offener Quader

vnv=[J[wnw),

AEA

der grof ist, weil Uy NV, # X, nur fiir die insgesamt endlich vielen A, fiir die
Uy # X, oder V) # X,. Das heifst, auch Bedingung 1.24 b) ist erfiillt.
Wir behaupten, dass die von B erzeugte Topologie S gleich der Tychonoft-
Topologie 7 ist.
Die Topologie 7 ist die grobste Topologie feiner als alle Initialtopologien
-1

7, (7,) fiir p € A, oder die grobste Topologie, in der alle 7, stetig sind. Fiir

jedes einzelne p und fiir jede offene Menge U € X, ist
=, (U) =[] U

wo Uy = X, falls A # p, und U, = U.

Dies ist ein grofer offener Quader, so dass alle 7, stetig sind beziiglich S,
weshalb gilt 7 C S.

Andererseits ist jeder grofe offene Quader

U=1[ux= ) ='W,

AEA 1 mit
Up# Xy
wo der Durchschnitt auf der rechten Seite endlich ist, weil U ein grofier
Quader war.
Da die Mengen 7r;1(U ,.) alle offen in 7 sind, ist ihr endlicher Durchschnitt
U auch offen in 7. In anderen Worten, B C 7, woraus folgt S C 7.
Also sind beide Topologien gleich.

Teil b) folgt nach Lemma 2.18 a) aus der Tatsache, dass die Tychonoff-
Topologie die Initialtopologie der 7y ist.
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Zu c): Fiir jeden offenen Quader U = [],., U und jede Projektion 7,
ist 7,(U) = U, die p-te Seite von U und ist offen in X,. (Das gilt {ibrigens
auch fiir kleine offene Quader.)

Da die grofen offenen Quader nach Teil a) eine Basis fiir die Produktto-
pologie bilden und und ihre Bilder unter den Projektionen offen sind, folgt
aus Bemerkung 2.33, dass jede Projektion 7, offen ist.

Da die Projektionen aufserdem surjektiv und stetig sind, sind sie identi-
fizierend nach Lemma 2.34. Ihre Bilder, die Faktorrdume X, sind also alle
Quotienten des Produktraums. [ |

Uberraschend an der Tychonoff-Topologie ist, dass kleine offene Quader
nicht offen sind. Weil die grofen offenen Quader eine Basis der Topologie
bilden, nehmen auf jeder offenen Menge fast alle Koordinaten alle méglichen
Werte an, und die Produkttopologie sieht sehr grob aus. Gerade deshalb
wurde diese Topologie von fithrenden Topologen am Anfang des zwanzigsten
Jahrhunderts nicht akzeptiert.

Aber in der Folge hat die Tychonoft-Topologie grofse Vorteile, denn gerade
wegen dieser Grobheit sehen unendliche Tychonoff Produkte fast wie endliche
aus. Insbesondere gelten wichtige topologische Eigenschaften, die fiir endliche
Produkte leicht zu beweisen sind, in der Regel auch fiir unendliche Produkte,
auch wenn die Beweise dann nicht mehr einfach sind.

Aus diesem Grund ist die Tychonoff-Topologie jetzt die Standardtopolo-
gie fiir Produktraume. Es gibt aber auch eine andere gelegentlich verwendete
Topologie.

Definition 2.48 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein
topologischer Raum.

Die Familie C aller offener Quader in X := [[,., X, ist die Basis einer
Topologie O, die man die Boz-Topologie oder die starke Produkttopologie
nennt.

Sie ist immer mindestens so fein, wie die Tychonoff-Topologie, und ist
echt feiner, wenn die Anzahl der Faktoren X, mit einer nicht-indiskreten
Topologie unendlich ist, aber sie ist gleich der Tychonoff-Topologie auf einem
endlichen Produkt.

Beweis. Der gleiche Beweis, wie fiir Lemma 2.47 a) zeigt, dass die Familie
aller offener Quader eine Basis fiir eine Topologie O bildet; ganz X ist ein
offener Quader, und jeder Durchschnitt von zwei offenen Quadern ist wieder
ein offener Quader, so dass Lemma 1.24 sich anwenden l&sst.
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Da jede Basismenge fiir die Tychonoff-Topologie auch eine Basismenge
fiir die Box-Topologie ist, ist diese mindestens so fein wie die Tychonoff-
Topologie.

Wenn es in unendlich vielen Faktoren X, nichtleere offene Mengen U, #
X gibt (das heifst, wenn unendlich viele Faktoren eine andere als die indiskre-
te Topologie tragen), dann gibt es nichtleere kleine offene Quader, und weil
ein nichtleerer kleiner offener Quader keinen grofen offenen Quader enthal-
ten kann (die eine Basis der Tychonoff-Topologie bilden), sind diese kleinen
offenen Quader nicht offen in der Tychonoff-Topologie. In diesem Fall ist die
Box-Topologie also echt feiner.

Wenn es nur endlich viele Faktorrdume gibt, dann sind alle offenen Quader
grof und die Box-Topologie und die Tychonoff-Topologie haben die gleiche
Basis und sind somit gleich. |

Wie auch die Summentopologie in Satz 2.25, wird die Tychonoff-Topologie
auf einem Produkt durch eine universelle Eigenschaft charakterisiert, die ,,du-
al“ zu der fiir die Summentopologie ist.

Satz 2.49 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes \ € A sei (X, 7,) ein topo-
logischer Raum. Sei
(X, 7) =[x\ T0)
AEA
(mit der Tychonoff-Topologie T ).

Fiir jedes A € A sei w) die kanonische Projektion X — X,.

Der Produktraum (X,7) (zusammen mit den Projektionen 7)) besitzt
die ,universelle Eigenschaft®, dass es zu jedem topologischen Raum (Z,S)
und zu jeder Familie von stetigen Abbildungen g): Z — X, eine eindeutig
bestimmte stetige Abbildung G': Z — X gibt mit

gr=mr0 G fiir jedes A € A. (2.11)

Ferner bestimmt diese FEigenschaft das Produkt bis auf Homéomorphie,
d. h., ist X' mit stetigen Abbildungen 7} : X' — X, ein anderer topologi-
scher Raum und eine andere Familie von kanonischen Abbildungen (in der
Rolle der Projektionen), die auch die genannte universelle Figenschaft hat,
so gibt es einen eindeutig bestimmten Homéomorphismus p: X' — X, so
dass
T\ =m oy  fiir jedes A € A

(woraus durch Verkniipfung mit ¢! eine entsprechende Behauptung mit dem
Homéomorphismus ¢ =1 folgt, bei der die Rollen von X und X' und von )
und 7} vertauscht sind).
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Beweis. Sei ein Raum Z und stetige Abbildungen g): Z — X, gegeben.
Wir definieren eine Abbildung G: Z — X durch die Vorschrift

G(z) = (...,gk(z),...),

oder etwas formaler:

G(z):=71¢€ H X, wo T(A) :=ga(2) fiir jedes A € A.

Die Abbildung G ist wohldefiniert, da wir fiir jedes z € Z alle Koordinaten
des A-Tupels G(z) eindeutig angegeben haben, und G ist offensichtlich so
definiert, dass fiir jedes z € Z und jedes A € A gilt

m(G(2)) = 9a(2),

was der Gleichung (2.11) entspricht.

Ferner kann G nicht anders definiert werden, wenn diese Gleichung fiir
alle A gelten soll. G ist also eindeutig bestimmt.

G ist stetig nach Lemma 2.47 b), weil Bedingung (2.11) gilt und weil nach
Voraussetzung alle g, stetig sind.

Das alles zeigt, dass die universelle Eigenschaft erfiillt ist.

Aus der universellen Eigenschaft selber folgt, dass sie den Produktraum
eindeutig bestimmt.

Denn ist (X', 7’) mit 7}: X’ — X, ein anderer topologischer Raum
und eine andere Schar von stetigen Abbildungen, die die genannte universelle
Eigenschaft besitzt, so folgt aus der universellen Eigenschaft des Tychonoft-
Produkts und des Systems X' mit den 7, wenn man jeweils den anderen
Raum mit seiner Abbildungsschar als den Raum Z mit den Abbildungen g,
wahlt, dass es eindeutig bestimmte stetige Abbildungen

p: X' — X und v X — X'
gibt mit
my=mo¢ und m,=myot  fiir jedes A € A. (2.12)
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass ¢ und ¢y Homéomorphismen und Um-
kehrabbildungen zueinander sind. Dazu bilden wir die Verkniipfung beider

Abbildungen in beiden Reihenfolgen und erhalten Abbildungen

Yoyp: X — X und potp: X' — X'
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mit

T =mop=motop  und (2.13)
Ty =Ty 0 =m\0por fiir jedes \ € A, .

durch zweimaliges Anwenden der Gleichungen (2.12).

Aber auch die Identitdtsabbildungen der Rdume X’ und X sind Abbil-
dungen X’ — X’ bzw. X — X, die anstelle der Verkniipfungen v o ¢ und
¢ o1 die Gleichungen (2.13) (ohne den mittleren Term) erfiillen.

Weil die universelle Eigenschaft aber verlangt, dass es jeweils eine eindeu-
tige Abbildung mit Eigenschaft (2.11) gibt, miissen die beiden Abbildungen,
die jede der Gleichungen (2.13) erfiillen, tatsichliche die gleiche Abbildung
sein, d. h., es gilt

Yo =idy und pot) =idy.

Das zeigt, dass ¢ und @ Umkehrabbildungen zueinander sind. Somit sind
beide bijektiv, stetig und haben eine stetige Umkehrabbildung, in anderen
Worten, sie sind Hom&omorphismen. [ |

Um diesen Abschnitt abzuschliefsen, zeigen wir noch, dass ein endliches
Produkt von metrischen Rdumen wieder eine metrische Topologie hat. Fiir
iiberabzéihlbare Produkte mit der Tychonoff-Topologie kann das nicht gelten,
es sei denn, alle bis auf abzdhlbar viele Faktoren haben hoéchstens einen
Punkt (Korollar 3.9 in Kapitel 3, insbesondere die Bemerkung am Ende des
Beweises).

Lemma 2.50 Seien (Xi,d;), (X2,ds),..., (X,,d,) metrische Riume. Dann
ist die Funktion d mit

d(($17$2, s @)y (Y1, Y2, - 7,%)) = max{ di(i, ys) ‘ 1< < n} (2.14)

wieder eine Metrik auf

X::X1><X2><~~-><Xn:HXi
=1

und die metrische Topologie dieser Metrik ist gleich der Produkttopologie.

Beweis. Offensichtlich ist d positiv definit und symmetrisch, und die Drei-
ecksungleichung kann man wie fiir die Maximumsmetrik in Lemma und De-
finition 1.37 ¢) beweisen:
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Seien x := (x1,...,2,), ¥y := (Y1, .-, Yn) und z := (21, ..., 2,) drei Punkte
in X und sel

¢ 1= max di(zi,y:) = d(z,y) und b= max di(yi, z;) = d(y, 2).

Fiir jedes k zwischen 1 und n gilt nun
di(r, 2) < de(Tr, Yr) + die(Yr, 21) < a+ 0,
so dass auch

d(x,z) = Jnax dip(Tg, 21) < a+b=d(z,y) + d(z, 2).

Damit ist gezeigt, dass d eine Metrik ist.

Wir miissen zeigen, dass die metrische Topologie gleich der Produktto-
pologie ist (da wir hier ein endliches Produkt haben, ist in diesem Fall die
Tychonoft-Topologie gleich der Boxtopologie).

Fiir jedes ¢ mit 1 < ¢ < n und fiir jeden Punkt x; € X; und jedes r > 0
bezeichnen wir mit B(z;) den d;-Ball von Radius r um z; in X;.

Den Ball von Radius r beziiglich der Metrik d um einen Punkt x im
Produktraum bezeichnen wir wie immer mit B,(x). Dann gilt auf Grund der
Definition von d offensichtlich fiir jeden Punkt z = (z1,...,2,) € X, dass

B.(z) = HB,%(;UZ-).

Jeder Ball in dieser Metrik auf dem Produktraum ist also ein offener Qua-
der und deshalb offen in der Produkttopologie, und die metrische Topologie
ist grober als die Produkttopologie.

Umgekehrt, wenn U offen in der Produkttopologie ist und wenn x =
(x1,...,2,) € X, dann gibt es fiir jedes i eine offene Menge U; in X; mit
x; € U;, so dass

relU xUyx---xU, CU,

und weil die Topologie von jedem X; die metrische Topologie von d; ist, gibt
es fiir jedes ¢ eine Zahl ¢; > 0, so dass

Wenn wir ¢ :=min{e; | 1 <7 < n} setzen, ist offensichtlich

r € B.(x) = ﬁBé(xZ) C ﬁB;(:r:l) C ﬁUi cvu.
i=1 i=1 i=1
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Daraus sieht man, dass U eine Vereinigung von offenen Béllen beziiglich
d ist und somit offen in der metrischen Topologie ist.

Die metrische Topologie ist also feiner als die Produkt-Topologie, aber
wir haben vorhin gesehen, dass sie auch grober ist. In anderen Worten, beide
Topologien sind gleich. |

Korollar 2.51 Seien ny, no, ..., ng natiirliche Zahlen und sei
mi=mny+ng+ -+ ng.

Dann ist
R"=2R" xR™ x.---x R™ (2.15)

(wo jeder der hier erwéhnten euklidischen Rdume mit der Standardtopologie
versehen ist).

Insbesondere ist R™ mit der Standardtopologie das Produkt von n Kopien
von R mit der Standardtopologie.

Beweis. Die Standardtopologie auf einem euklidischen Raum R™ ist, unter
anderem, die metrische Topologie der Maximumsmetrik, nach Lemma und
Definition 1.41.

Wenn wir mit d; die Maximumsmetrik auf R™ bezeichnen, dann ist klar,
dass die durch (2.14) definierte Metrik auf R™* % = R™ auch die Maxi-
mumsmetrik ist.

Deren Topologie ist einerseits die Standardtopologie auf R™, aber nach
Lemma 2.50 ist sie auch die Produkttopologie von R™ x R™ x --- x R™.
Also sind diese Topologien gleich.

Die letzte Aussage des Korollars ist einfach der Spezialfall, in dem k& =n
und alle n; = 1. [ |



82

KAPITEL 2. STETIGE ABBILDUNGEN



Kapitel 3

Konvergenz, Haufung und Filter

Einer der wichtigsten topologischen Begriffe in der Analysis ist die Folgenkon-
vergenz, mit deren Hilfe nicht nur die Stetigkeit von Abbildungen zwischen
euklidischen Raumen charakterisiert werden kann, sondern auch andere wich-
tige Konstruktionen der Analysis wie die Ableitung einer differenzierbaren
Funktion definiert werden konnen.

Wir werden gleich sehen, dass diese bekannten Sitze der Analysis von
speziellen Eigenschaften der euklidischen (und anderer metrischer) Raume
abhingen, und dass die Folgenkonvergenz zur allgemeinen Beschreibung von
topologischen Eigenschaften nicht geeignet ist, aufer in ,kleinen“ und scho-
nen topologischen Rdumen.

Von den vielen anderen Konvergenzbegriffen, die Topologen erfunden ha-
ben, um dieses Problem zu beheben, wollen wir nur auf einen eingehen, der
zwar die abstrakteste Umsetzung der Konvergenzidee darstellt, dafiir aber
sehr leistungsfihig und angenehm in der Anwendung ist — es handelt sich
um den Begriff eines Filters.

Diesen Begriff wollen wir bereit halten, um mit seiner Hilfe spéiter einen
iiberraschend kurzen Beweis eines schwierigen aber zentralen Satzes von Ty-
chonoff zu geben.

Aber zuerst schauen wir uns die klassische Folgenkonvergenz an. Die be-
kannte Definition aus der Analysis lautet:

Eine Folge {x, },.n von Punkten aus R* konvergiert gegen
einen Punkt a € R¥, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine Zahl N € N

existiert, so dass fiir alle n > N gilt

|z, —al| < e.

Diese Definition ldsst sich sehr leicht ,topologisieren“. Die Ungleichung

83
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am Schluss kann man in der Sprache der metrischen Raume umschreiben als
x, € B:(a),

und wenn man dann bedenkt, dass die offenen Bélle um a eine Umgebungs-
basis von a bilden, kann man die Bille durch beliebige Umgebungen von a
ersetzen und ist dann nicht mehr an metrische Raume gebunden.

Eine akzeptable topologische Definition der Folgenkonvergenz ist also

Definition 3.1 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
Eine Folge in X ist eine Abbildung

x: N — X,

und die Werte dieser Funktion heifen die Glieder der Folge, aber wie iiblich
schreiben wir fiir die Glieder z, statt x(n) und wir bezeichnen die ganze
Folge als

{z, }neN

und nicht mit dem Funktionennamen x.
Sei @ € X. Wir sagen, dass die Folge { z, },.n gegen a konvergiert,
und wir schreiben dafiir
lim z, = a,

n—oo

wenn es fiir jede Umgebung A von a eine Zahl N € N gibt, so dass
T, €A fiir alle n > N.

Die Folge {x, }, . heilit konvergent, wenn es (mindestens ein) a € X
gibt, gegen das sie konvergiert. Jedes a, gegen das sie konvergiert, nennen
wir einen Grenzwert der Folge.

Bemerkung 3.2  a) Sei (X, 7) ein topologischer Raum, sei { z,, }, . €ine
Folge in X und sei a € X und U eine Umgebungsbasis bei a.

Schon wenn es fiir jedes U € U eine Zahl N € N gibt, so dass z,, € U
fiir alle n > NN, dann konvergiert die Folge { z, },.n gegen a.

Denn fiir jede Umgebung A von a existiert eine Basisumgebung U € U
mit

acUCA,

und wenn z,, € U fiir n > N, dann gilt auch z, € A fiir n > N.
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b) Der Grenzwert einer konvergenten Folge muss nicht eindeutig sein!

Zum Beispiel, wenn X die indiskrete Topologie tragt, dann ist X die
einzige Umgebung jedes Punktes, und es ist klar, dass jede Folge gleich-
zeitig gegen jeden Punkt von X konvergiert.

Hier ist ein bekannter Satz aus der Analysis, der auch in beliebigen topo-
logischen Raumen gilt.

Satz 3.3 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei f: X — Y
eine Abbildung, die stetig ist an der Stelle a € X.
Wenn { x, }, . eine Folge in X ist mit lim, .. ¥, = a, dann ist

lim f(x,) = f(a).

n—od

Beweis. Sei A eine Umgebung von f(a) in Y. Weil f stetig ist bei a, ist
f7'(A) eine Umgebung von a in X, und weil { z, }, . gegen a konvergiert,
gibt es eine Zahl N € N, so dass fiir jedes n > N gilt

z, € fTHA) oder gleichbedeutend f(zn) € A.

Die zweite Bedingung zeigt, dass

lim f(z,) = f(a).

n—oo

In den euklidischen Raumen gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: wenn
f jede gegen a konvergente Folge in eine gegen f(a) konvergente Folge abbil-
det, dann ist f stetig bei a.

In allgemeinen topologischen Riumen kann das aber falsch sein!

Beispiel 3.4 Sei X := {0,1} mit der diskreten Topologie, sei A eine tber-
abzdhlbare Indexmenge und sei

y=][X

AEA

Wir definieren eine Funktion f: Y — X durch die Vorschrift

£ {o, falls fiir unendlich viele A € A gilt m(y) = 0;
y) =

1, sonst.

Sei 0 das A-Tupel mit allen Koordinaten 0.
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Es gilt f(0) = 0, aber f ist nicht stetig bei 0, denn jede Umgebung von
0 in Y enthilt eine Basisumgebung

U=[Jus>0,
AEA
wo die U, offen sind in X aber nur endlich viele U, # X.
Das A-Tupel  mit

1, falls 1 € Uy;
Ty =
0, sonst

liegt nach Definition in U (denn weil 0 € U kann kein U, leer sein), aber nur
endlich viele ) sind 0 und deshalb gilt f(z) = 1.

In anderen Worten, obwohl {0} offen ist und deshalb eine Umgebung
von 0 in X ist, ist f~*({0}) keine Umgebung von 0, weil f, wie wir gesehen
haben, auf jeder Umgebung von 0 auch den Wert 1 annimmt. Deshalb ist f
nicht stetig bei 0.

Trotzdem bildet f gegen O konvergente Folgen in Y immer in gegen 0
konvergente Folgen in X ab.

Man beachte dazu, dass wenn { z, }, . eine in X gegen 0 konvergierende
Folge ist, dann folgt aus der Tatsache, dass {0} eine Umgebung von 0 in
X ist, dass es ein N € N gibt, so dass z,, = 0 fiir alle n > N; das will
sagen, dass die gegen 0 konvergenten Folgen in X genau die Folgen sind, die
schliefslich konstant 0 werden.

Sei { yn },en €ine Folge in Y, die dort gegen 0 konvergiert. Weil die Pro-
jektionen auf die Faktoren von Y stetig sind, folgt aus Satz 3.3, dass fiir jedes
A€ A gilt

lim 7T)\(yn) = O,

woraus wir schliefsen konnen, dass es zu jedem X\ € A eine Zahl Ny € N gibt
mit m\(yn) = 0 fiir alle n > Ny. Um eine eindeutige Wahl zu haben, nehmen
wir als V) immer die kleinste Zahl mit der genannten Figenschaft.

Es gibt iiberabzédhlbar viele A € A aber nur abzéhlbar viele mogliche Wer-
te von Ny € N. Deshalb muss es eine Zahl M € N geben, die fiir iiberab-
ziahlbar viele Werte von A als IV, auftritt. Daraus folgt, dass fiir jedes n > M
iiberabzahlbar viele und somit auf jeden Fall unendlich viele Koordinaten
von y,, gleich 0 sind, woraus folgt, dass f(y,) = 0 fiir alle n > M.

Damit ist gezeigt, dass

lim f(y,) =0

fiir jede Folge { y, },cn in Y, die gegen O konvergiert. Und trotzdem ist f
bei 0 nicht stetig!



Stand vom 18. Oktober 2007 87

Woran liegt es, dass die Erhaltung der Folgenkonvergenz in diesem Bei-
spiel nicht ausreicht, um die Stetigkeit von f zu garantieren? Und warum
reicht Folgenkonvergenz in den euklidischen Rdumen aus, um Stetigkeit zu
charakterisieren? Was ist hier anders als dort?

Der wesentliche Unterschied ist leicht zu finden; er liegt versteckt in ei-
nem Schliisselwort, das im Beispiel sogar durch Hervorhebung betont wurde.
Die Begriindung des Beispiels klappt, weil der Raum Y diberabzihlbar viele
Faktoren hat und weil wir auf Y die Tychonoff-Topologie genommen haben,
deren Umgebungen nur endlich viele Faktoren einschrianken und deshalb auch
in abzdhlbaren Kombinationen, wie sie bei Folgen vorkommen, niemals alle
Faktoren einschrianken konnen. In der Boxtopologie klappt dieses Beispiel
offensichtlich nicht, weil die Boxtopologie auf Y die diskrete ist.

Einer der wichtigen Gedanken in der Konstruktion von Beispiel 3.4 ist
die Tatsache, dass der Punkt 0 € Y ,zu viele” Umgebungen hat, ndmlich so
eine grofse Anzahl, dass abzahlbare Folgen sich ihren Einfluss nicht entziehen
kénnen und von ihnen so stark eingeschriankt werden, dass die Konvergenz
der Bildfolge auch unter einer nichtstetigen Funktion garantiert wird.

Aus diesem Grund sind folgende ,Abzdhlbarkeitseigenschaften” von Be-
deutung in der Topologie.

Definition 3.5 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

Wir sagen, dass (X,7) oder 7 das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt,
wenn an jedem Punkt x € X das Umgebungssystem von 7 eine abzdhlbare
Umgebungsbasis U, besitzt.

Wir sagen, dass (X, 7)) oder 7 das zweite Abzdhlbarkeitsaxziom erfiillt,
wenn die Topologie 7 eine abzéhlbare Basis B besitzt.

Bemerkung 3.6  a) Das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom impliziert das erste.

Denn wenn B eine abzdhlbare Basis fiir die Topologie 7 eines topolo-
gischen Raumes X ist, dann bilden nach Bemerkung 2.5 b) fiir jeden
Punkt x € X die (abzdhlbar vielen) Basismengen aus B, die = enthal-
ten, eine abzdhlbare Umgebungsbasis bei z.

b) Ein diskreter topologischer Raum (X, 7) erfiillt immer das erste Ab-
zahlbarkeitsaxiom, aber er erfiillt das zweite genau dann, wenn X ab-
zdahlbar ist.

Denn die Einpunktmengen { z } bilden offensichtlich eine Basis fiir die
diskrete Topologie, und jede Basis muss diese Mengen enthalten, weil
sie minimale nichtleere offene Mengen sind. Die diskrete Topologie 7
auf X hat also genau dann eine abzahlbare Basis, wenn X abzdhlbar
viele Punkte hat.



88 KAPITEL 3. KONVERGENZ, HAUFUNG UND FILTER

An jedem Punkt z € X bildet aber schon die einzelne Menge { z } eine
Umgebungsbasis bei z, so dass das erste Abzdhlbarkeitsaxiom immer
erfiillt ist.

¢) Jeder metrische Raum (X, d) erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

Denn nach Lemma und Definition 1.34 bilden die offenen Bille B, (x)
mit reellen Radien um x eine Umgebungsbasis bei z. Aber jeder offene
Ball B,(x) enthélt einen offenen Ball B, (z) mit rationalem Radius (da-
zu muss man nur 0 < g < r wéhlen). Deshalb bilden die offenen Bille
B,(z) mit ¢ > 0 € Q schon eine Umgebungsbasis bei z, die wegen der
Abzéhlbarkeit von Q sogar abzéhlbar ist.

Metrische Rdume miissen nicht das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom er-
filllen! Zum Beispiel ist jeder diskrete Raum metrisch nach Bei-
spiel 1.35 a), aber er erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom nur, wenn
er selber abzahlbar ist.

Fiir den Umgang mit dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom ist folgender Hilfs-
satz manchmal niitzlich.

Hilfssatz 3.7 Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei € X und die Topo-
logie T besitze bei x eine abzdhlbare Umgebungsbasis U.
Dann gibt es bei x sogar eine ,monoton absteigende® abzahlbare Umge-

bungsbasis
V={V,|neN}
mit
Vo2 VioV, 2., (3.1)

also mit V,, C V,, wann immer m > n.

Beweis. Sei U eine abzdhlbare Umgebungsbasis bei x. Wir zdhlen die Ele-
mente von U mit den natiirlichen Zahlen ab, so dass wir schreiben kénnen

U={U,|neN}.

Wir definieren dann
Vn = UoﬂUgm"'mUn

fiir jedes n, und setzen
Vi={V,|neN}.

Aus der Definition der V,, ist klar, dass sie die Monotonizitétseigenschaft (3.1)
erfiillen. Jedes V,, ist ein endlicher Durchschnitt von Umgebungen von z und
somit selber eine Umgebung von x, und jede Umgebung A von x enthilt eine
der Basismengen Uy und deshalb auch die entsprechende Menge V), C Uy.
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Also bilden die V,, nach Definition 1.27 eine Umgebungsbasis bei z, mit
der gewiinschten Monotonizititseigenschaft. |

Das Problem mit der Umkehrung der Aussage von Satz 3.3, das in Bei-
spiel 3.4 sichtbar wird, hat in der Tat mit den Abzihlbarkeitsaxiomen und
genauer mit dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom zu tun. In Rdumen, die das ers-
te Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillen, beschreibt die klassische Folgenkonvergenz
die Topologie genau. Zum Beispiel gilt dort immer:

Satz 3.8 Sei (X,7) ein topologischer Raum, in dem das erste Abzéihlbar-
keitsaxiom gilt.

(Zum Beispiel, sei X = R"™ mit der Standardtopologie oder sei X ein
anderer metrischer Raum.)

Sei (Y,S) ein zweiter topologischer Raum und sei f: X — Y eine Ab-
bildung.

Sei a € X. Fiir jede gegen a konvergente Folge { x, }, . in X gelte

lim f(z,) = f(a).

n—oo

Dann ist f stetig bei a.

Beweis. Weil T das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, gibt es nach Hilfs-
satz 3.7 eine abzdhlbare Umgebungsbasis V = {V,, | n € N } bei x mit

2ViDVD--. (3.2)

Wenn f nicht stetig ist bei a, dann gibt es eine Umgebung A von f(a), so
dass f71(A) keine Umgebung von a ist und deshalb keine der Basismengen
V., enthélt.

Also kénnen wir fiir jedes n € N ein Element z,, € V;, \ f~*(A) wihlen.
Wegen der Bedingung (3.2) gilt fiir jedes n € N, dass x,, € V,, fiir alle m > n,
und weil jede Umgebung U von a einer der Basisumgebungen V,, enthélt, folgt
daraus, dass xz,, € U fiir alle m > n.

Das zeigt, dass die Folge { z,, },.n gegen a konvergiert.

Nach Voraussetzung muss die Folge { f(z,) }neN gegen f(a) konvergieren,
aber A ist eine Umgebung von f(a), die nach Konstruktion keine der Werte
f(z,) enthélt (weil z,, nie zu f~1(A) gehort).

Das ist ein Widerspruch, und deshalb kann es doch nicht zutreffen, dass
f nicht stetig bei a ist. Also ist f dort stetig, wie behauptet. |

Korollar 3.9 Der Produktraum in Beispiel 3.4 (ein iiberabzihlbares Pro-
dukt von zweielementigen diskreten Rdumen) erfiillt nicht das erste Abzahl-
barkeitsaxiom.
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Aus diesem Grund ist er auch nicht metrisierbar, obwohl alle Faktoren
als diskrete Raume eine metrische Topologie haben.

Beweis. Die Schlussaussage von Satz 3.8 gilt nicht in diesem Raum, also kann
er nicht das erste Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen.

Wegen Bemerkung 3.6 ¢) kann die Topologie dieses Raumes nicht me-
trisch sein.

Man kann sich iibrigens sehr leicht (als Ubung) direkt iiberlegen, dass kein
Produktraum mit iiberabzéhlbar vielen nicht indiskreten Faktoren das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillt. Deshalb ist kein solcher Raum metrisierbar. W

Beispiel 3.4 zeigt, dass Folgenkonvergenz doch nicht geeignet ist, topolo-
gische Eigenschaften zu beschreiben, aber Satz 3.8 zeigt, dass sie dafiir auch
nicht véllig ungeeignet ist.

Es liegt deshalb nahe, die Folgenkonvergenz zu einem verwandten Be-
griff zu verallgemeinern, mit dem man topologische Eigenschaften dann doch
genau erfassen kann. Wir wollen zunéchst auf ein Merkmal aufmerksam ma-
chen, dass bei der Folgenkonvergenz eine entscheidende Rolle innehat und
deshalb bei den Verallgemeinerungen auch ins Spiel kommen sollte.

Definition 3.10 Sei X eine Menge und sei { z, }, . eine Folge in X. Ein
Endstiick oder ein finales Stiick der Folge ist eine Teilmenge

EC{z,|neN},

so dass es eine Zahl N € N gibt mit z,, € FE fiir alle n > N.
Offensichtlich ist der Durchschnitt von zwei Endstiicken wieder ein End-
stiick.

Man beachte: wenn X ein topologischer Raum ist, dann konvergiert eine
Folge in X gegen einen Punkt a genau dann, wenn jede Umgebung von A
ein Endstiick der Folge enthalt. So ist Folgenkonvergenz definiert.

Wenn das oben beobachtete Problem mit der Folgenkonvergenz an Ab-
zahlbarkeitseigenschaften liegt, wie wir gesehen haben, dann kénnte eine ver-
niinftige Verallgemeinerung so aussehen, dass man die abzidhlbare Indexmen-
ge N durch etwas anderes ersetzt, dass dem vorhandenen topologischen Raum
besser angepasst ist. Diese andere Struktur miisste aber etwas Ahnliches wie
Endstiicke zulassen.

Es gibt tatséchlich eine folgenidhnliche Verallgemeinerung von dieser Art,
die Moore-Smith Folgen oder Netze, die so aussehen, wie klassische Fol-
gen aber von einer beliebigen so genannten gerichteten Menge indiziert
werden. Gerichtete Mengen tragen eine Relation <, die fast eine partielle
Ordnung ist (aufer dass aus a < b und b < a nicht folgen muss a = b), und
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in dieser Relation haben je zwei Elemente eine gemeinsame obere Schranke.
Die letzte Eigenschaft macht es méglich, Endstiicke so zu definieren, wie bei
klassischen Folgen, wobei garantiert ist, dass der Durchschnitt von je zwei
Endstiicken wieder ein Endstiick enthilt.

Aus Zeitgriinden wollen wir aber nicht weiter auf die Moore-Smith Folgen
eingehen, denn inzwischen gibt es einen moderneren (das bedeutet wie meis-
tens auch: etwas abstrakteren, dafiir aber leichter zu handhabenden) Begriff,
der die gleiche Arbeit leistet und noch etwas mehr. Dieser Begriff ist der
Begriff eines Fulters.

Fiir die Folgenkonvergenz (auch fiir Moore-Smith Folgen) definiert man
zuerst, was Folgen und ihre Endstiicke sind, und dann sagt man, dass eine
Folge gegen einen Punkt konvergiert, wenn jede Umgebung des Punktes ein
Endstiick der Folge enthéalt. Die Richtung, in der die Gedanken laufen, be-
ginnt also bei den Folgen und Endstiicken, und daraus wird eine Bedingung
fiir Konvergenz hergeleitet, die jede Umgebung erfiillen muss.

Der Weg zu den Filtern kehrt einfach diesen Gedankenweg” um. Wir
definieren nicht Folgen, sondern ,Mengen, die einen Endstiick der Folge ent-
halten“, aber diese Mengen geben wir direkt an, ohne die Folge zu beschreiben
oder iiberhaupt uns auf eine wirklich existente Folge zu beziehen. Dann de-
finieren wir Konvergenz gegen einen Punkt a durch die Bedingung, dass das
angegebene Mengensystem alle Umgebungen von a enthélt.

Aus unserer bisherigen Diskussion von Endstiicken einer Folge ist klar,
dass die Familie der Mengen, die ein Endstiick einer bestimmten Folge ent-
halten, die Eigenschaften in folgender Definition besitzt.

Definition 3.11 Sei X eine Menge. Ein Filter auf X ist eine nichtleere
Familie F von Teilmengen von X, so dass folgende Eigenschaften gelten:

a) 0 ¢ F;

b) Wenn A € F und B eine Teilmenge von X ist mit A C B, dann ist
B e F;

c) Wenn A€ Fund B € F, dann ist AN B € F.

Diese Eigenschaften kommen einem sehr bekannt vor, und zwar aus unse-
rer ersten Definition 1.1 a), der Definition eines lokalen Umgebungssystems.
Ein lokales Umgebungssystem ist auch ein typisches Beispiel fiir einen Filter;
hier eine kleine Sammlung weiterer Beispiele:

Beispiele 3.12  a) Sei X eine Menge und sei x € X. Jedes lokale Umge-
bungssystem N, bei x ist ein Filter auf X.
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Stammt dieses lokale Umgebungssystem von einer Topologie 7, so heifst
es der Umgebungsfilter von T bei x.

Sei X eine Menge und sei { x, }, . eine Folge in X. Sei
F = {A CX ’ es gibt ein Endstiick £ von {x, }, . mit £ C A }
Dies ist ein Filter. Da X alle Glieder der Folge enthélt, enthilt X ein

Endstiick und deshalb ist X € F. Also ist F nicht leer.

Die leere Menge kann kein Endstiick der Folge enthalten und gehort
somit nicht zu F.

Bedingung 3.11 b) ist trivial nachzupriifen, und Bedingung 3.11 ¢) gilt,
weil ein Durchschnitt von zwei Endstiicken der Folge wieder ein End-
stiick ist; deshalb enthélt der Durchschnitt von zwei Mengen, die jede
ein Endstiick enthalten, wieder ein Endstiick, und gehort wieder zu F.

Sei X eine Menge und sei ) £ C C X. Setze
For={ACX|CCA}. (3.3)

Dies ist ein Filter, genannt der Hauptfilter der Menge C.

Da C € Fg ist F¢ nicht leer, und weil C' # () enthalt F¢ die leere
Menge nicht. Bedingungen 3.11 b) und ¢) sind trivial nachzupriifen.

Sei X eine Menge und sei © € X. Setze
F.={ACX|ze€A}. (3.4)

F. ist ein Filter, genannt der Hauptfilter von x.

Dies ist nur ein Spezialfall von ¢) mit C' = {z }.

Sei X eine unendliche Menge. Die Familie D aller koendlichen Teilmen-
gen von X ist ein Filter.

Natiirlich gibt es immer koendliche Teilmengen von X (zum Beispiel
X selber), so dass F # (). Weil X unendlich ist, ist die leere Menge
nicht koendlich und gehort nicht zu F. Jede Obermenge einer koend-
lichen Menge ist wieder koendlich, und jeder Durchschnitt von zwei
koendlichen Mengen ist koendlich, wie wir schon bei der Diskussion
der koendlichen Topologie in Beispiel 1.15 ¢) gesehen haben.

Also sind Eigenschaften 3.11 a)—c) alle erfiillt und D ist ein Filter.
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Bemerkung 3.13 Sei X eine Menge. Jeder Filter F auf X enthilt die Men-

ge X.

Denn F ist nicht leer und enthélt deshalb irgendeine Teilmenge A C X;
wegen Bedingung 3.11 b) gilt auch X € F.

Hier weitere Begriffe in Verbindung mit Filtern.

Definition 3.14  a) Sei X eine Menge und sei F ein Filter auf X. Eine

b)

Familie B heifst eine Filterbasts fiir F, wenn gilt
F={AC X |esgibt B€ Bmit BC A}. (3.5)

Man beachte, dass eine Filterbasis nicht leer sein kann (sonst gibt es
keine Mengen, die die Bedingung in (3.5) erfiillen), und dass jede Fil-
terbasis B fiir F eine Teilfamilie von F ist, weil jede Menge B € B die
Bedingung aus (3.5) erfiillt.

Als Beispiel: die Familie { C'} ist eine Filterbasis fiir den Filter F¢ aus
Beispiel 3.12 ¢).

Sei X eine Menge und seien F und G Filter auf X. Wir nennen F
feiner als G (und G gréber als F), wenn

gerF.

Sei X eine Menge und sei F ein Filter auf X.
Wir nennen F einen freiten Filter, wenn

(N A=0.

AeF

Wenn dieser Durchschnitt nicht leer ist, nennen wir F fiziert.

Der Filter F, aus Beispiel 3.12 d) ist natiirlich fixiert; der Durchschnitt
oben ist offensichtlich { z } # 0.

Der Filter D aus Beispiel 3.12 e) ist hingegen frei. Weil fiir jedes x € X
die Menge X \ {z} zu D gehort, gehort kein Punkt z € X zu allen
Mengen aus dem Filter, also zu dem Durchschnitt oben.

Ein Ultrafilter auf einer Menge X ist ein maximaler Filter (im Sinne
der Relation C), also ein Filter ¢/ auf X, der sich nicht echt verfeinern
lasst.
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Ultrafilter sind ein niitzliches Werkzeug, um Argumente mit dem Aus-
wahlaxiom oder dem dazu dquivalenten Zornschen Lemma bequem auf to-
pologische Gegenstinde anzuwenden. Diese Féhigkeit wird ihnen durch fol-
genden Satz verliehen.

Satz 3.15 Sei X eine Menge.

a) Jeder Filter F auf X lasst sich zu einem Ultrafilter U verfeinern. (Dieser
Ultrafilter ist aber nicht eindeutig bestimmt).

b) FEin Filter F auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fiir jede Teil-
menge A C X gilt, dass entweder A € F oder X \ A € F (beide
Fille konnen natiirlich nie gleichzeitig vorkommen, weil sonst der leere
Durchschnitt dieser beiden Menge zum Filter gehoren wiirde).

Beweis. Zu a): Sei F ein Filter auf X. Wir betrachten die Familie § aller
Filter G D F auf X.

Die Familie § ist partiell geordnet durch die ,feiner Relation, die ja nichts
anderes als die Mengeninklusion C ist. Wenn ¥ # () eine beziiglich dieser
Ordnung total geordnete Teilfamilie von § ist, so siecht man leicht, dass

H = U g
gex
wieder ein Filter ist.

Denn H # () (weil T # 0). Die leere Menge gehort nicht zu H, weil sie zu
keinem G € ¥ gehort. Wenn A € 'H und B O A, dann gibt es einen Filter
G € Tmit A € G und somit auch B € G C 'H. Wenn A und B zu ‘H gehoren,
dann gibt es Filter G; und G, € T mit A € G; und B € G5, und weil ¥ total
geordnet ist, ist einer der Filter G; oder G, feiner als der andere und enthélt
A und B beide, und somit auch A N B; daraus folgt, dass AN B € H.

Also: H ist ein Filter, offensichtlich gilt H 2 F (weil T # () und fiir jedes
G € T gilt G D F), deshalb ist H € §, und nach Konstruktion ist H eine
obere Schranke zu T in §.

Damit ist gezeigt, dass jede total geordnete Teilfamilie von § eine obere
Schranke in § hat (auch die leere Familie hat eine, weil § # 0). Aus dem
Zornschen Lemma konnen wir schliefsen, dass § ein maximales Element U/
besitzt.

Dieser Filter ist ein Ultrafilter, weil jede Verfeinerung davon automatisch
auch F verfeinert und deshalb zu § gehort. Dass U maximal in § ist impliziert
also, dass U auch in der Familie aller Filter maximal ist.

Zu b): Wenn ein Filter F fiir jede Teilmenge A C X entweder A oder
X'\ A enthilt, muss er ein Ultrafilter sein, denn wére G 2 F ein echt feinerer
Filter, so gibe es eine Menge A € G\ F.
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Weil A ¢ F, ist nach Voraussetzung X \ A € F C G. Dann wire aber
auch AN (X \ A) =0 € G, ein Widerspruch zu Bedingung 3.11 a) in der
Definition eines Filters.

Es bleibt also nur noch die andere Richtung der Aquivalenz zu zeigen,
namlich dass wenn U ein Ultrafilter ist, dann ist fiir jede Teilmenge A C X
entweder A oder X \ A € U.

Sei U ein Ultrafilter auf X, und wir nehmen an, es gibe eine Menge
A C X, so dass weder A noch X \ A zu U gehoren.

Sei

F={BCX|esgibt Cedmit BNA=CNA}.

Offensichtlich ist Y C F, und A € F weil ANA=A=XnNA, wobei
X € U nach Bemerkung 3.13.

Wir behaupten, dass F ein Filter ist. Wir haben schon gesehen, dass F
nicht leer ist.

Die leere Menge gehort nicht zu F, denn sonst gibt es eine Menge C' € U,
so dass C' N A = (. Das wiirde bedeuten, dass C' C X \ A, woraus folgen
wiirde X \ A € U, entgegen unserer Annahme.

Sei B € Fund D O B. Es gibt eine Menge C' € U mit BN A =CnN A,
und fiir C' := CU D (mit C" € U weil C’ D C) gilt

C'NA=(CNAUDNA) =(BNAUMDNA) =DnNA,

so dass auch D € F. Das zeigt, dass Bedingung 3.11 b) erfiillt ist.
Als letztes seien B; und B, € F. Es gibt C'; und Cs € U mit

BlﬂA:C’lﬂA und BQﬂA:CQQA
Daraus folgt
(BiNB)NA=(BiNA)N(BsNA)=(CiNA)N(CaNnA)=(CiNCy)NA.

Also ist By N By € F (weil C; N Cy € U) und Bedingung 3.11 ¢) ist erfiillt.
Wir haben gezeigt, dass F ein Filter ist, feiner als U ist und sogar echt
feiner als U ist, weil A € F aber A € U.
Das widerspricht der Tatsache, dass U ein Ultrafilter ist. Also gibt es doch
keine Menge A, fiir die weder A noch X \ A zu U gehort. [ |

Korollar 3.16 Sei X eine Menge.
Jeder fixierte Ultrafilter auf X hat die Gestalt

F.={ACX|zec A}
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fiir einen Punkt v € X, ist also der Hauptfilter eines Punktes. Und jeder
Hauptfilter F, ist ein Ultrafilter.
Jeder freie Ultrafilter U enthélt den Filter D aus Beispiel 3.12 e).

Beweis. Jeder Filter F, ist ein Ultrafilter, denn fiir jede Menge A C X gehort
x zu genau einer der Mengen A oder X \ A, so dass genau eine dieser beiden
Mengen zu F, gehort. Das ist nach Satz 3.15 b) ein Kriterium dafiir, ein
Ultrafilter zu sein.

Sei U ein Ultrafilter auf X. Wenn

x € ﬂA,

dann gehort insbesondere die Menge X \ { z } nicht zu U, weshalb wir nach
Satz 3.15 b) haben, dass {z } € U. Aber wegen Bedingung 3.11 b) ist dann
F. CU. Weil F, schon ein Ultrafilter ist, gilt in dieser Inklusion die Gleich-
heit.

Wenn auf der anderen Seite

Na-o

AeU

dann gibt es fiir jedes x € X eine Menge A, € U mit z ¢ A,.

Die Menge X \ {z }, die dann eine Obermenge von A, ist, gehort somit
fiir jedes x € X auch zu U.

Daraus folgt, dass jede koendliche Menge A zu U gehort, denn

A=((X\{z})

€A

und dies ist ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus U, wenn nur endlich
viele Elemente von X nicht in A liegen. |

Filter lassen sich mit Abbildungen von einer Menge zu einer anderen
iibertragen.

Definition 3.17 Seien X und Y Mengen, sei f: X — Y eine Abbildung
und sei F ein Filter auf X.
Dann induziert die Abbildung f einen Filter f(F) auf Y durch die Vor-
schrift
f(F)={ACY |f Y A)eF} (3.6)

Der Filter f(F) heift der Bildfilter von F unter f.
Die Bedingung (3.6) definiert tatsichlich einen Filter. Denn f(F) # 0,
da nach Bemerkung 3.13 X = f~1(Y) € F und somit Y € f(F). Die leere
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Menge gehort nicht zu f(F), weil f~1(@) = @ nicht zu F gehort. Die Be-
dingungen 3.11 b) und c¢) gelten, weil Urbildnehmen mit Mengeninklusion
vertriglich ist und mit dem Durchschnittoperator kommutiert.

Hier ein paar einfache Eigenschaften von Bildfiltern:

Bemerkung 3.18 Seien X und Y Mengen und sei f: X — Y eine Abbil-
dung.

a) Sei {w, }, . eine Folge auf X und sei F der Filter aus Beispiel 3.12 b),
bestehend aus allen Mengen, die ein Endstiick der Folge enthalten.
Dann ist f(F) der entsprechende Filter fiir die Bildfolge { f(z,) }

neN’

Denn genau dann gehort eine Menge A zu f(F), wenn z, € f1(A)
fiir alle bis auf endlich viele n, und das ist genau dann der Fall, wenn
f(z,) € A fiir alle bis auf endlich viele n € N.

b) Der Bildfilter eines Hauptfilters ist wieder ein Hauptfilter. Genauer: fiir
jede Teilmenge C' C X ist

f(Fo) = Fro)-

Denn fiir jede Teilmenge A C Y gilt

Ac f(Fe) <= (A e Fe
— O C f (A
— f(C)c A
<— Afo(C).

¢) Sind F und G Filter auf X mit F C G, dann ist f(F) C f(G).

Dies ist klar aus der Definition.

d) Der Bildfilter eines fixierten Filters ist wieder fixiert.

Denn wenn der Punkt x € X zu jeder Menge des Filters F auf X
gehort, so ist f(z) ein Element von jeder Menge in f(F).

e) Der Bildfilter eines Ultrafilters ist wieder ein Ultrafilter.

Denn sei U ein Ultrafilter auf X. Fiir jede Teilmenge A C Y gehort
entweder f~1(A) oder X \ f71(A) = f~1(Y \ A) zu U, woraus folgt,
dass entweder A oder Y \ A zu f(U) gehort. Das zeigt, dass f(U) ein
Ultrafilter ist.
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f) Sei Z eine weitere Menge und g: Y — Z eine Abbildung. Sei F ein
Filter auf X.

Dann ist
idy(F)=F und g(f(F)) = (go NHH(F).

Die erste Behauptung ist trivial. Die zweite ist klar aus der Feststellung,
dass fiir eine Menge A C Z gilt

A€ g(f(F)) <= g (A € f(F)
= [HgHA) =(go /) (A eF.

Nachdem wir jetzt etwas Grundwissen iiber Filter gesammelt haben, wol-
len wir sie nun topologisch anwenden.

Definition 3.19 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sei F ein Filter auf
X.

Wir sagen, F konvergiert gegen einen Punkt a € X, und wir schreiben
limF =a oder F —a,
wenn N, C F, also wenn F den Umgebungsfilter von a verfeinert.

Bemerkung 3.20 Sei (X,7) ein topologischer Raum.

Eine Folge { x, },.n in X konvergiert gegen a € X genau dann, wenn
der in Beispiel 3.12 b) konstruierte Filter F aller Mengen, die ein Endstiick
der Folge enthalten, gegen a konvergiert.

Denn die Aussage F — a ist dquivalent dazu, dass jede Umgebung von a
zu F gehort, in diesem Fall also dquivalent dazu, dass jede Umgebung von
a ein Endstiick der Folge enthalt. Das ist aber die Definition davon, dass die
Folge gegen a konvergiert.

Satz 3.21 Seien (X,7) und (Y, S) topologische Raume und sei f: X — Y
eine Abbildung. Sei a € X.

Die Abbildung f ist stetig bei a genau dann, wenn fiir jeden Filter F auf
X gilt: wenn lim F = a, dann ist lim f(F) = f(a).

Beweis. Richtung ,,=“: Sei f stetig bei a, und sei F ein Filter auf X mit
lim F = a.

Sei V' € Ny, eine Umgebung von f(a) € Y. Weil f stetig ist bei a, ist
f71(V) eine Umgebung von a in X, und f~1(V) gehort zu F weil F gegen a
konvergiert. Also gehoért V' nach Definition zu f(F).
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Weil dies fiir jede Umgebung V' von f(a) der Fall ist, konvergiert f(F)
gegen f(a), was zu zeigen war.

Richtung ,,<=*: Die genannte Bedingung iiber konvergente Filter gelte. Der
Umgebungsfilter NV, des Punktes a konvergiert immer gegen a (das ist trivial
nach Definition 3.19), so dass nach der Voraussetzung auch gelten muss

lim f(No) = f(a).

Das bedeutet, dass jede Umgebung V von f(a) zu f(N,) gehort, oder in
anderen Worten, dass fiir jede Umgebung V von f(a) gilt f~*(V) € N,. Also
ist das Urbild jeder Umgebung von f(a) eine Umgebung von a in X; das
besagt, dass f bei a stetig ist. |

Wir wollen in diesem Kapitel noch einige wichtige topologische Begrif-
fe einfiihren oder intensiver als bisher behandeln, die gewisserweise durch
Konvergenzgedanken motiviert sind oder in ihrer Entstehung so motiviert
wurden, auch wenn man sie heute in der Regel anders definiert.

Wir erinnern zuerst an zwei wichtige Operatoren, die uns in der Vorlesung
und den Ubungen schon begegnet sind, ohne dass wir damals ihre Bedeutung
klar herausstellen konnten.

Der erste dieser Operatoren ist der Operator des Inneren, und der zweite
ist eine Dualisierung davon.

Aus diesen beiden Operatoren gewinnt man noch eine dritte wichtige
topologische Operation.

Lemma und Definition 3.22 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei
A eine Teilmenge von X.
a) Das Innere A° von A ist die gréfste in A enthaltene offene Menge.

Es gilt die Darstellung

A= U (3.7)
UCA
U offen

b) Die abgeschlossene Hiille A von A ist definiert als

A= [)C (3.8)

CDA
C' abgeschlossen

Diese Menge ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von A.
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¢) Der Rand von A ist definiert als die Menge

0A =4\ A. (3.9)

Dies ist immer eine abgeschlossene Menge. Warum sie ,Rand“ heift
wird in der anschlieenden Bemerkung 3.23 erklart.

Beweis. Zu a): Genau dann gehort ein Punkt = zu A° nach Definition 1.3,
wenn A eine Umgebung von z ist, und das ist nach Lemma und Definition 1.11
genau dann der Fall, wenn es eine offene Menge U gibt mit a € U C A.

Daraus sind zwei Dinge zu schliefen: jeder innere Punkt von A liegt in
einer in A enthaltenen offenen Menge und deshalb in der Vereinigung auf
der rechten Seite von (3.7). Umgekehrt ist A eine Umgebung von jedem
Punkt, der in einer in A enthaltenen offenen Menge liegt, und deshalb eine
Umgebung von jedem Punkt in der rechten Seite von (3.7); alle Punkte in
dieser Vereinigung sind also innere Punkte von A.

Das beweist zunéchst die Gleichheit in (3.7).

Die rechte Seite dieser Gleichung enthéilt nach Konstruktion jede offene
Teilmenge von A, aber als Vereinigung von offenen Teilmengen von A ist sie
selber offen und eine Teilmenge von A, und ist deshalb die Grofte unter den
offenen Teilmengen von A.

Zu b): Die rechte Seite von (3.8) ist ein Durchschnitt von abgeschlossenen
Obermengen von A und deshalb abgeschlossen und eine Obermenge von A.
Nach Konstruktion ist sie in jeder abgeschlossenen Obermenge von A ent-
halten und deshalb die Kleinste unter den abgeschlossenen Obermengen von
A.

Zu ¢): Der Rand von A ist der Durchschnitt von zwei abgeschlossenen
Mengen und deshalb abgeschlossen. Wir haben némlich

DA=A\A=AnN(X\ A).
m

Bemerkung 3.23 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A eine Teil-
menge von X. Sei x € X.
Fiir x trifft genau einer der folgenden Fille zu:

a) Es gibt eine offene Menge U um x mit U C A.
b) Es gibt eine offene Menge U um x mit U C X \ A.

¢) Keine offene Menge U um z liegt ganz in A oder ganz in X \ A, d.h.,
jede offene Menge U um =z trifft sowohl X \ A wie auch A.
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Statt ,offene Menge* kann man hier auch ,,Umgebung” schreiben, ohne
den Wahrheitsgehalt der drei Félle zu verdndern, da jede offene Menge um
x eine Umgebung von x ist und da jede Umgebung von x eine offene Menge
um x enthélt.

Genau dann, wenn Fall a) zutrifft, ist = € A°.

Genau dann, wenn Fall b) zutrifft, gibt es (als Komplement von U) eine
abgeschlossene Menge um A, die x nicht enthélt, und genau dann ist z ¢ A.

Genau dann, wenn Fall ¢) zutrifft, gilt weder die Situation aus Fall a)
noch die Situation aus Fall b), d.h., genau dann gilt weder = € A° noch
r ¢ A.

Dies ist genau dann der Fall, wenn x € A\ A° = JA.

Die Randpunkte von A sind also genau die Punkte, von denen jede Um-
gebung sowohl A wie auch X \ A trifft, die Punkte, die also ,zwischen* A und
seinem Komplement liegen und in diesem Sinne ,am Rande von A liegen.

Man beachte, dass es nicht festgelegt ist, ob ein Randpunkt von A zu der
Menge A gehort oder nicht; beide Fille sind méglich.

Hier einige niitzliche aber sehr einfache Fakten iiber diese Operatoren:

Lemma 3.24 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X.

a) A ist offen genau dann, wenn A° = A.

A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.

b) Es gilt
= A.

8N

(A°)° = A° und
c) X\A=X\A" und (X\A)°=X\A4
d) OA=ANX\A=0(X\A4)

Beweis. Zu a): Die Richtung ,, = folgt aus der Tatsache, dass wenn A offen
(oder abgeschlossen) ist, A selber die grofite in A enthaltene offene Menge
(oder die kleinste A umfassende abgeschlossene Menge) ist.

Die Richtung ,,<* folgt aus der Tatsache, dass A° offen und A abgeschlos-
sen ist.

b) folgt sofort aus a) und der Tatsache, dass A° offen und A abgeschlossen
ist.

Zu c): Genau dann ist U offen und eine Teilmenge von A, wenn C' = X \U
abgeschlossen ist und eine Obermenge von X \ A ist. Deshalb haben wir, nach
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den de Morganschen Regeln, dass

X\N:X\(UUy:(MXWUZ Nc =xX\4

UCA UCA CDOX\A
U offen U offen C abgeschlossen

Die andere Gleichung folgt aus dieser, wenn wir A durch X \ A ersetzen
und die ganze Gleichung komplementieren (oder man kann sie auf die gleiche
Weise wie diese direkt beweisen).

Zu d): Nach Definition ist 04 = A\ A° = AN (X \ 4°), und X \ 4°
kénnen wir nach Teil ¢) durch X \ A ersetzen.

Wegen der Symmetrie des so entstehenden Ausdrucks fiir 0A in A und
X\ 4, ist sein Wert auch gleich (X \ A). |

Bisher haben wir beim Hantieren mit A° ,A und A immer nur mit offenen
und abgeschlossenen Mengen gearbeitet, aber die geometrische Vorstellung
von diesen Operatoren hat auch viel mit Konvergenz und ,Hiufung“ zu tun.
Wir wollen unter diesem Aspekt eine andere Beschreibung dieser Operatoren
geben.

Definition 3.25 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sei A eine Teilmen-
ge von X.

Ein Punkt z € X heilst ein Hdufungspunkt von A, wenn fiir jede Um-
gebung U von z gilt:

Un(A\{z}) #0.

Man beachte, dass jede Umgebung eines Haufungspunktes von A nicht
nur A treffen muss, sondern sie muss A treffen in einem anderen Punkt
von A als der Haufungspunkt selber; A muss also nicht nur in der Néahe
des Haufungspunktes vertreten sein (das kénnte der Haufungspunkt selber
bewirken, falls er in A liegt), sondern A muss sich dort mit anderen Punkten
hdufen.

Die Menge der Hiaufungspunkte von A bezeichnen wir mit HP(A).

Ein Punkt a € A, der kein Haufungspunkt von A ist, heifst ein ¢solierter
Punkt von A.

Ein isolierter Punkt von A liegt zwar selber in A, aber in seiner Nihe
liegen keine anderen Punkte von A. Wenn a ein isolierter Punkt von A ist,
dann ist { a } offen in der Unterraumtopologie von A, da es eine Umgebung
und somit eine offene Menge um a gibt, die A nur in diesem einen Punkt
trifft.

Hier der Bezug zu den Operatoren °, und 0:
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Lemma 3.26 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A eine Teilmenge
von X.

a) A= AUHP(A) = AUOA.
b) A° = A\ HP(X\A) = A\ 0A.

¢) A ist abgeschlossen <— 0ACA <<= HPA)CA
Aistoffen <= AN0A=0 <= ANHPX\A)=0.

Beweis. Wir beginnen mit b).

A° ist auf jeden Fall eine Teilmenge von A, und ein Punkt a € A ist genau
dann kein innerer Punkt von A, wenn er keine Umgebung hat, die ganz in
A liegt, also wenn jede Umgebung von a die Menge X \ A = (X \ A)\{a}
trifft.

Das ist genau dann der Fall erstens, wenn a € HP(X\ A), und zweitens
(da jede Umgebung von a € A die Menge A automatisch trifft), wenn jede
Umgebung von a sowohl A wie auch X \ A trifft, also wenn a € 9A, nach
Bemerkung 3.23 c).

Diese Bedingungen charakterisierten die Punkte von A, die nicht zu A°
gehoren. Das Innere von A ist also jeweils die Mengendifferenz A ohne die
nicht zu A° gehorenden Punkte:

A° = A\ HP(X\A) = A\ 9A.

a) folgt aus b), wenn man iiberall A durch X \ A ersetzt (der Rand &n-
dert sich dadurch nicht, wie wir in Lemma 3.24 d) gesehen haben) und wenn
man anschliefend die entstehende Gleichung komplementiert (also aus der
Gleichheit der dort stehenden Ausdriicke auf die Gleichheit ihrer Komple-
mente schliefst) und Lemma 3.24 ¢) anwendet.

¢) folgt sofort aus Lemma 3.24 a) und den Formeln 3.26 b) und a) fiir das
Innere und die abgeschlossene Hiille von A. |

Bemerkung 3.27 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A eine Teil-
menge von X.

Ein Haufungspunkt von A kann, aber muss nicht zu A gehoren.

Ein isolierter Punkt von A muss ein Punkt von A sein, und ein Punkt
a € A ist genau dann ein isolierter Punkt, wenn { a } offen ist in A.

(Denn a ist isoliert in A genau dann, wenn es eine offene Menge U C X
gibt, die A nur in dem Punkt a schneidet.)

In Lemma 3.26 a) haben wir gesehen, dass A aus den Hiufungspunkten
von A und aus weiteren Punkten von A besteht.
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Die Differenz A\ HP(A) C A besteht also genau aus den Punkten von A,
die keine Haufungspunkte sind, also aus den isolierten Punkten von A. Damit
haben wir als ,Verfeinerung“ von der linken Gleichheit in Lemma 3.26 a) die
Gleichheit

A={acA|aisoliert } UHP(A).

Beispiel 3.28 Um ein Gefiihl fiir die Begriffe ,Inneres”, ,abgeschlossene Hiil-
le¥, ,Rand“, , Hiufungspunkt“ und ,jisolierter Punkt“ zu bekommen betrachten
wir eine fiir die Illustration dieser Konzepte geeignete Teilmenge von R.

Wir nehmen als den Raum X also die reelle Gerade R mit der Standard-
topologie, und als den Unterraum A C X die Menge

A={reQ|r<0}ulo,1]u (32 UN.
Wir betrachten aullerdem

B:=R\A={reR\Q|r<0}u (L3 u|Jnn+1)
neN
n>2

Die natiirlichen Zahlen > 3 sind isolierte Punkte von A.

Alle anderen Punkte von A sind Haufungspunkte von A, und zusétzlich
sind die irrationalen negativen Zahlen sowie der nicht zu A gehérende Punkt
% Haufungspunkte von A, denn jede Umgebung von diesen Punkten enthélt
entweder negative rationale Punkte oder, im Falle von %, Punkte aus dem
Intervall (%,2}.

Somit ist
HP(A) = (—o0,1JU [2,2] und A= (-o0,1JU[2,2]U{neN|n>3}.

Man sieht auch sehr leicht, dass die inneren Punkte von A genau die
beiden Intervalle

A=(0,1)U (22
ausmachen.
Die Menge B hat keine isolierten Punkte. Also besteht
B=R\A=(—00,0]U[1,3] U[2,00)

2

nur aus Haufungspunkten von B.
Das Innere von B erkennt man direkt oder durch Komplementierung der
abgeschlossenen Hiille von A als

B=x\A= 13U Jmn+1).

neN
n>2



Stand vom 18. Oktober 2007 105

Die Mengen A und B haben den gleichen Rand, bestehend aus dem
Durchschnitt ihrer abgeschlossenen Hiillen.

OA=0B=ANB=(—o00,0]U{2}UN.

Die gerade eingefiihrten Operatoren und Begriffe konnen auch benutzt wer-
den, um stetige Abbildungen zu charakterisieren, was manchmal niitzlich und
bequem sein kann.

Lemma 3.29 Seien (X,7T) und (Y, S) topologische Riume. Sei f: X — Y
eine Abbildung.
Folgende Bedingungen sind édquivalent:

a) f ist stetig.

b) Fiir jede Menge A C X ist f(A) C f(A).

¢) Fiir jede Menge B CY ist f~1(B°

B))"

c (7
d) Fiir jede Menge A C X ist f(HP(A )) C f(A).
e) Fiir jede Menge A C X ist f(OA) C f(A).

Beweis. a)= b): Wenn f stetig ist, dann gilt fiir die abgeschlossene Menge
f(A), dass f~1(f(A)) wieder abgeschlossen ist. Und natiirlich ist A in dieser
Menge enthalten.

Weil A die kleinste A enthaltende abgeschlossene Teilmenge von X ist,
haben wir A C f~1(f(A)) oder

F(A) € f(A).
b)= ¢): Sei BC Y und sei A:= X\ f~'(B) = f"1(Y \ B). Es gilt
A= X\ (F(B))° (3.10)

und es gilt f(A) CY \ B, so dass

(A)CY\B=Y\B". (3.11)
Wenn b) gilt, dann ist f(A) C f(A) und in Kombination mit (3.11) finden
wir f(A) CY \ B°. Nach Ur blldnehmen wird mit (3.10) daraus

X\ (f71(B)) =AC (Y \B) =X\ f(B).
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Komplementierung kehrt die Inklusionsrichtung um und liefert

[e)

f7H(B°) < (f74(B)) .

c)= a): Sei U C Y eine offene Menge.

Wir nehmen U in der Rolle von B in ¢); dann ist U° = U, weil U offen
ist.

Die Aussage von ¢) besagt dann, dass

o

f7HU) < (FHU)

Weil natiirlich auch gilt (f~1(U))" C f~1(U), haben wir die Gleichheit.
Also ist fiir jede offene Menge U C Y die Menge f~(U) gleich ihrem
Inneren und deshalb offen. Das besagt, dass f stetig ist.

Die Aquivalenz von b), d) und e) ist leicht zu sehen und folgt sofort aus
Lemma 3.26 a). Denn es gilt immer, dass f(A4) C f(A), und somit ist das
Bild unter f von der ganzen abgeschlossenen Hiille von A genau dann in f(A)
enthalten, wenn das Bild des ,Restteils“ HP(A) oder 0A darin enthalten ist.
|

Zum Schluss dieses Kapitels definieren wir noch zwei wichtige Begriffe,
die iiber die Operatoren und ° definiert werden.

Definition 3.30 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei A C X.
a) Wir sagen, A sei dicht in X, wenn gilt A = X.

b) Wir sagen, A sei nirgends dicht in X, wenn A keine nichtleere offene
Menge enthilt, in anderen Worten, wenn (A)O = 0.

Beispiele 3.31  a) Qist dicht in R, da jede reelle Zahl ein Haufungspunkt
von Q ist.

b) Auch die irrationalen Zahlen R\ Q sind dicht in R.
¢) Die Menge der ganzen Zahlen Z ist nirgends dicht in R.
d) Sogar die Menge

1
{m+—‘m€Z,n>OEN}
n

ist nirgends dicht in R.



Kapitel 4

Kompakte und lokalkompakte
Raume

In der Topologie gibt es zwei besondere Eigenschaften, die neben ihren sons-
tigen angenehmen Konsequenzen fiir die sie tragenden Rdume gerade deshalb
eine herausragende Rolle spielen, weil sie unter stetigen Abbildungen erhalten
bleiben.

Das macht diese Eigenschaften fiir die Klassifizierung von Réumen niitz-
lich — zwei Rdume kénnen nicht homdomorph sein, wenn sie sich in Bezug
auf diese Eigenschaften unterscheiden oder wenn sie das nach leichten Ma-
nipulationen tun (die sich unter stetigen Abbildungen verniinftig verhalten),
zum Beispiel, nach dem Entfernen einer kleinen endlichen Anzahl von Punk-
ten.

Die erste dieser Eigenschaften, die wir betrachten wollen, ist die Kom-
paktheit. Das Wort kompakt kennen Sie sicher aus der Anfingervorlesung,
wo dieser Begriff aber meistens durch Konvergenzbedingungen oder durch
Eigenschaften wie ,beschrinkt und abgeschlossen” charakterisiert wird, die
nur im R™ und &hnlichen Rdumen zur eigentlichen Kompaktheit dquivalent
sind. Wir werden hier natiirlich eine allgemeinere topologische Definition da-
fiir prasentieren.

Der Name ,kompakt®, den wir diesen Mengen geben, sagt schon aus, wie
wir uns kompakte Mengen intuitiv vorstellen wollen, ndmlich als in einem
gewissen Sinne ,klein und gedrungen®. Es bleibt nur festzulegen, in welchem
Sinn kompakte Mengen sich wie ,kleine Mengen“ verhalten sollen.

Was gewollt ist, ist dass kompakte Mengen sich in topologischer Hinsicht
so verhalten wie endliche Mengen, auch wenn sie in Wirklichkeit unendlich
und sogar iiberabzdhlbar sein konnen. Diese ,topologische Endlichkeit® errei-
chen wir mit folgender Definition.

107
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Definition 4.1 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

Wir nennen X kompakt, wenn jede offene Uberdeckung U von X eine
endliche Teiliiberdeckung &€ hat, d. h., wenn es eine endliche Teilfamilie £ C U
gibt, die auch eine Uberdeckung von X ist.

Eine Teilmenge A C X heift kompakt, wenn A in der Unterraumtopo-
logie induziert von 7 ein kompakter topologischer Raum ist. Das kann man
wie folgt auch direkt in der Topologie 7 ausdriicken:

Eine Teilmenge A C X ist kompakt, wenn es fiir jede Familie &/ von
offenen Mengen von 7, so dass

Ac (4.1)
veud

eine endliche Teilfamilie £ C U gibt, so dass
AC U U.

Eine Familie von offenen Mengen des groken Raumes X, fiir die (4.1) gilt,
wollen wir in Zukunft auch eine offene Uberdeckung von A nennen; die
Durchschnitte dieser offenen Mengen mit A sind offen in der Unterraumto-
pologie und bilden eine offene Uberdeckung des topologischen Raumes A im
Sinne von Definition 2.37.

Oft niitzlich ist folgende duale Version dieser Definition:

Lemma 4.2 Sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Genau dann ist X kompakt,
wenn fiir jede Familie C von abgeschlossenen Teilmengen von X, so dass kein
endlicher Durchschnitt von Mengen aus C leer ist, gilt, dass

() C#0. (4.2)

ceC

Beweis. Sei U eine Familie von Teilmengen von X und sei
C={X\U|UelU}.

Genau dann ist jede Menge aus U offen, wenn jede Menge aus C abge-
schlossen ist.
Genau dann ist U eine Uberdeckung von X, wenn

Ac=Nx\)=x\{JU=x\X=0

ceC veu veu
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Auf diese Weise iibersetzt sich die Bedingung ,jede offene Uberdeckung
von X hat eine endliche Teiliiberdeckung” in die dquivalente ,duale” Be-
dingung: jede Familie von abgeschlossenen Mengen mit leerem Durchschnitt
hat eine endliche Teilfamilie, deren Durchschnitt leer ist, oder als (wiederum
dquivalentes) Kontrapositiv:

,Jede Familie von abgeschlossenen Mengen, in der keine endliche Teilfa-
milie leeren Durchschnitt hat, hat insgesamt nichtleeren Durchschnitt.” W

Bei manchen Autoren gehort noch eine weitere Eigenschaft zur Definition
von Kompaktheit, eine Eigenschaft, die nach dem jiidischen Mathematiker
Felix Hausdorff benannt ist, der Begriinder der modernen mengentheoreti-
schen Topologie, der 1942 in Bonn Selbstmord beging, um der drohenden
Deportation in ein Konzentrationslager zu entgehen.

Hausdorff hat in seinem 1914 erschienenen Buch Grundziige der Mengen-
lehre zum ersten Mal eine Theorie von topologischen Raumen entwickelt, die
er wie in unserer ersten Definition 1.2 mit Hilfe von Umgebungssystemen
definierte, aufer dass er noch folgende zusétzliche Eigenschaft verlangte:

Definition 4.3 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir nennen die Topolo-
gie 7 Hausdorffsch und den Raum (X,7) einen Hausdorffraum, wenn
es fiir je zwei verschiedene Punkte z # y € X disjunkte offene Mengen U
und V € 7 gibt mit € U und y € V.

Wie gesagt, bei manchen Autoren ist die Kompaktheit das, was wir , kom-
pakt und Hausdorffsch nennen wiirden, und die Kompaktheit in unserem
Sinne wird ,Quasikompaktheit genannt.

Auch wenn wir sie nicht standardméfig verlangen, hat die Hausdorff-
Eigenschaft schone Konsequenzen in Verbindung mit Kompaktheit.

Wir beginnen mit einem Hilfssatz, der die Hausdorffsche Eigenschaft in
Bezug auf kompakte Mengen erweitert.

Hilfssatz 4.4 Sei (X,7T) ein Hausdorffscher topologischer Raum und sei A
eine kompakte Teilmenge von X.

Fiir jeden Punkt x aus X mit © ¢ A existieren disjunkte offene Mengen
UundV €T mitzeU und ACV.

Beweis. Sei A eine kompakte Teilmenge von X und sei z € X \ A.

Fiir jedes y € A ist x # y, da x ¢ A. Weil 7 Hausdorffsch ist, gibt es
disjunkte offene Mengen U, > x und V,, 5 y. Die Familie der offenen Mengen
V, ist eine Uberdeckung von A, weil jedes y € A zu einer dieser Mengen
gehort.

Da A kompakt ist, hat diese offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung, sagen wir durch V,,, V,,, ..., V.
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Wir setzen
U=U,n0,N---N0U, und V=V, uV,u---uvV,.

U ist eine offene Menge um x, weil diese Menge ein endlicher Durchschnitt
von offenen Mengen ist, und V ist natiirlich eine offene Menge um A.

Weil fiir jedes i gilt Uy, NV, = 0, ist U disjunkt von V' (denn ein Punkt,
der zu allen U,, gehort, liegt in keiner V). n

Der ,/Trick” im Beweis von Hilfssatz 4.4, der die Kompaktheit von A
ausnutzt, um Durchschnitte von offenen Mengen auflerhalb A zu endlichen
Durchschnitten zu reduzieren, die dann offen bleiben, wird so oder in dhnli-
cher Form sehr oft verwendet, und kann als ein wichtiges Werkzeug in Ver-
bindung mit Kompaktheit gelten.

Lemma 4.5 Sei (X,7) ein topologischer Raum.

a) Wenn X kompakt ist, dann ist jede abgeschlossene Teilmenge von X
auch kompakt.

b) Wenn X Hausdorffsch ist, dann ist jede kompakte Teilmenge von X
abgeschlossen.

Beweis. Zu a): Sei A C X abgeschlossen und sei C eine Familie von Teilmen-
gen C' C A, die in der Unterraumtopologie von A abgeschlossen sind, und es
sei kein endlicher Durchschnitt von Mengen aus C leer.

Da A selber abgeschlossen ist, sind die Mengen aus C nach Lemma 2.22 g)
auch in X abgeschlossen, und da X kompakt ist und kein endlicher Durch-
schnitt von Mengen aus C leer ist, ist auch (.. C # 0.

Das zeigt nach Lemma 4.2, dass A kompakt ist.

Zu b): Sei X Hausdorffsch und sei A C X kompakt.
Nach Hilfssatz 4.4 gibt es fiir jedes z ¢ A ein Paar von disjunkten offenen
Menge U, > x und V,, O A. Aus der Disjunktheit von U, und V, folgt auch

U,NA=0.

Die Vereinigung aller U, fiir x ¢ A ist also eine Teilmenge, aber auch eine
Obermenge von X \ A, und ist somit gleich X \ A.

Das zeigt, dass X \ A als Vereinigung von offenen Mengen offen ist, oder
gleichbedeutend, dass A abgeschlossen ist. [ |

Bevor wir den allgemeinen Eigenschaften der Kompaktheit weiter nach-
gehen, wollen wir ein paar Beispiele fiir die bisher in diesem Kapitel einge-
fithrten Eigenschaften geben, und dabei auch einige Félle behandeln, die fiir
die spatere Untersuchung des Kompaktheitsbegriffs niitzlich sein werden.
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Beispiele 4.6  a) Jeder endliche topologische Raum X ist kompakt.

Denn aus einer beliebigen offenen Uberdeckung von X muss man nur
zu jedem der endlich vielen Punkten von X eine Menge heraussuchen,
die diesen Punkt enthalt, und die endlich vielen so herausgesuchten
Mengen bilden schon eine Teiliiberdeckung von X.

Jeder indiskrete topologische Raum X ist kompakt, da jede offene Uber-
deckung von X die Menge X und somit eine einelementige Teiliiberde-
ckung enthalten muss — X ist die einzige nichtleere offene Menge.

Ein indiskreter Raum ist nur dann Hausdorffsch, wenn er nur aus einem
Punkt besteht.
Jeder diskrete topologische Raum X ist Hausdorffsch.

Er ist kompakt genau dann, wenn er endlich ist. Denn die Einpunkt-
mengen bilden eine offene Uberdeckung von X, die keine echte Teil-
iiberdeckung hat und somit auch keine endliche, wenn die Anzahl der
Punkte in X nicht endlich ist.

Wenn X ein topologischer Raum ist und wenn A;, A, ..., A, endlich
viele kompakte Teilmengen von X sind, dann ist ihre Vereinigung

AIA1UA2UUAn

auch kompakt.

Denn jede offene Uberdeckung U von A ist auch eine offene Uberde-
ckung jeder der Mengen A; und enthilt eine endliche Teiliiberdeckung
U; von A;, weil A; kompakt ist.

Die Vereinigung
V::Z/ﬁ UZ/{QU"'UZ/{n

ist immer noch eine endliche Teilfamilie von & und iiberdeckt ganz A.

Das zeigt, dass A kompakt ist.

Jeder metrische Raum (X, d) ist Hausdorffsch.
Denn seien = # y € X. Dann ist d(z,y) # 0. Sei r := %d(x,y).

Wegen der Dreiecksungleichung sind die offenen Bélle B,.(z) und B, (y)
disjunkt, und einer enthélt x, der andere y. Das beweist die Hausdorft-
sche Eigenschaft.

Es ist etwas schwerer zu sagen, wann eine Teilmenge von einem me-
trischen Raum kompakt ist, aber zumindest kann man schnell zwei
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notwendige Bedingungen dafiir herausschélen, und wir werden spéter
zeigen, dass im R" diese Bedingungen auch hinreichend sind.

Weil jeder metrische Raum Hausdorffsch ist, muss jede kompakte Teil-
menge abgeschlossen sein, nach Lemma 4.5 b).

Die zweite notwendige Eigenschaft ist nicht direkt eine topologische
Eigenschaft, sondern eine Eigenschaft der Metrik d. Eine Teilmenge
A C X heilkt beschrdnkt beziiglich d, wenn fiir jedes x € X die Zah-
lenmenge

{d(z,a) |[ac A}

beschriankt ist, also wenn es eine Zahl M gibt, so dass
d(z,a) < M fiir alle a € A.

Die Schranke M hingt natiirlich von der Wahl des Punktes x ab, aber
auf Grund der Dreiecksgleichung ist es klar, dass wenn diese Bedingung
fir ein xy € X erfiillt ist, dann gilt sie auch (mit einem anderen M)
fiir jeden anderen Punkt x. Deshalb reicht es auch, die Bedingung nur
fiir einen Punkt x nachzupriifen.

Kompakte Mengen sind immer beschrankt.

Denn man nehme irgendeinen Punkt z € X und man betrachte die
offenen Mengen
U, = B,(x)

fiir n € N. Weil jeder Punkt eine endliche Entfernung zu x hat, bilden
die U,, eine Uberdeckung von X und somit von A.

Wenn A kompakt ist, hat diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberde-
ckung mit Mengen U,,, fiir endlich viele n;. Offensichtlich bilden die U,
eine monotone Folge von Mengen, so dass wenn m das grofite der n;
ist, dann sind alle U,,, C U, und schon U, alleine iiberdeckt A.

Das bedeutet, dass d(z,a) < m fiir jedes a € A, und A ist somit
beschrankt.

Das Interessante an dieser Bedingung ist, dass wir aus den Ubungen
wissen, dass jede metrische Topologie durch eine beschriankte Metrik
erzeugt werden kann. In einer solchen Metrik ist jede Teilmenge von X
beschrankt.

Das ist aber trotzdem keine Abschwichung der entdeckten notwendigen
Bedingung fiir Kompaktheit, denn diese Bedingung verlangt, dass jede
Metrik auf A beschrénkt ist, und nicht nur die ohnehin beschréankten
Metriken.



Stand vom 18. Oktober 2007 113

Notwendig fiir Kompaktheit in einem metrischen Raum sind also die
Bedingungen, dass jede kompakte Menge beschrinkt und abgeschlossen
ist.

Sei (X, <) eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie O.

Diese Topologie ist immer Hausdorffsch. Denn seien x # y zwei ver-
schiedene Punkte von X, und wir nehmen ohne Beschriankung der All-
gemeinheit an, dass z < y.

Wenn es ein Element z zwischen x und y gibt, also ein Element z € X
mit
r<z<y,

dann sind (—o0,z) und (z,00) disjunkte offene Mengen und es gilt
x € (—00,2) und y € (z,00).

Wenn es kein Element zwischen z und y gibt, dann sind die offenen
Mengen (—o0,y) und (z,00) disjunkt, wobei die erste x enthélt und
die zweite y.

Auf jeden Fall ist die Hausdorffsche Bedingung erfiillt.

Weil (X, O) Hausdorffsch ist, muss jede kompakte Teilmenge K C X
abgeschlossen sein.

K muss auch beschrdinkt sein, in dem Sinne, dass es in X Elemente
a < b gibt mit
K Ca,b].

Es gilt sogar die noch stirkere Bedingung, dass K sowohl ein grifites
wie auch ein kleinstes Element hat.

Denn wenn K kein grofstes Element hat, dann gibt es zu jedem Element
b € K ein Element d > b mit d € K.

Die Mengen (—oo,d) fiir d € K bilden aus diesem Grund eine offene
Uberdeckung von K. Diese Uberdeckung hat keine endliche Teiliiber-
deckung, weil jede endliche Teilmenge von X ein maximales Element
hat (da X total geordnet ist). Die Vereinigung einer endlichen Familie
von offenen linken Strahlen mit rechtem Endpunkt in K ist deshalb
wieder ein offener linker Strahl (—oo,b) mit b € K, und weil b selber
nicht zu diesem Strahl gehdrt, kann er K nicht enthalten.

Das widerspricht der Kompaktheit von K; also hat K doch ein gréfstes
Element b.

Entsprechend zeigt man, dass K ein kleinstes Element a hat. K ist
dann auch enthalten in dem abgeschlossenen Intervall [a, b].
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Das wirft jetzt die Frage auf, wann ein abgeschlossenes Intervall in O
kompakt ist. Diese Frage beantworten wir in Lemma 4.8.

Definition 4.7 Sei (X, <) eine total geordnete Menge. Wir nennen eine Teil-
menge A C X nach oben beschrdinkt, wenn es ein Element b € X gibt, so
dass a < b fiir alle a € A. Jedes solche Element b heilst eine obere Schranke
zu A.

A heiflt nach unten beschrdankt, wenn es ein Element ¢ € X gibt mit
¢ < a fiir jedes a € A. Jedes solche Element c¢ heifst eine untere Schranke
von A.

Wir sagen, dass X die Supremumseigenschaft hat, wenn jede nicht-
leere nach oben beschriankte Teilmenge von X eine kleinste obere Schranke
hat. Diese kleinste obere Schranke nennt man auch das Supremum von A
und schreibt dafiir sup A.

Lemma 4.8 Sei (X, <) eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopo-
logie O.

Genau dann ist jedes abgeschlossene Intervall [a,b] von X kompakt in der
Topologie O, wenn (X, <) die Supremumseigenschaft hat.

Beweis. ,,=*: Sei A eine nichtleere nach oben beschrinkte Menge. Sei a € A
und sei b eine obere Schranke von A; dann ist @ < b und das Intervall [a, b|
ist nach Annahme kompakt.

Sei C die Familie aller abgeschlossenen Intervalle [¢, d] mit a < ¢ € A und
d < b eine obere Schranke zu A. Diese Intervalle sind alle abgeschlossen in
X und somit in [a, b], und jeder endliche Durchschnitt

[c1,di] N [ea,do] M-+ N [ep, dy] = [maX ¢;, Min di]
1<i<m  1<i<n
ist nichtleer, weil das linke Ende in A liegt und somit kleiner oder gleich dem
rechten Ende ist, welches eine obere Schranke zu A ist.

Weil [a, b] kompakt ist, ist der Durchschnitt D aller Intervalle aus C nach
Lemma 4.2 nichtleer.

Sei x € D. Dann ist  nach Definition von D grofer oder gleich jedem
linken Ende der Intervalle aus C, also jedem Element von A (natiirlich auch
grofer oder gleich den Elementen, die kleiner sind als a). Das heifst, z ist eine
obere Schranke von A.

Andererseits ist x kleiner oder gleich jedem rechten Ende der Intervalle
aus C, also kleiner oder gleich jeder oberen Schranke von A (natiirlich auch
der oberen Schranken, die grofer sind als b). Das heifit, x ist eine kleinste
obere Schranke von A, und wir haben die Supremumseigenschaft bewiesen.
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»<=" X habe die Supremumseigenschaft. Sei [a,b] C X ein abgeschlosse-
nes Intervall und sei I/ eine offene Uberdeckung von [a, b]. Natiirlich iiberdeckt
U auch jedes Teilintervall [a,z] (a <z < b) von [a, b].

Sei

A:={x € [a,b] | U enthilt eine endliche Teiliiberdeckung von [a, z] }.

Diese Menge ist nichtleer, weil offensichtlich a € A, und sie ist beschrankt,
weil b eine obere Schranke ist.

Sei ¢ die nach Annahme existierende kleinste obere Schranke von A. Na-
tiirlich gilt a < ¢ < b (weil @ € A und b eine obere Schranke von A ist).

Es gibt eine offene Menge U € U mit ¢ € U, und weil O die Ordnungsto-
pologie ist, gibt es ein offenes Intervall (p,q) C U mit ¢ € (p,q) C U.

Wenn (p,c] N A = (), dann wire auch p eine obere Schranke zu A und ¢
wire nicht die kleinste. Also ist (p,c] N A # 0.

Insbesondere gibt es ein Element  mit p < = < ¢, so dass [a, x| durch
endlich viele offene Mengen aus U iiberdeckt wird. Fiigt man noch U als
weiter offene Menge hinzu, erhédlt man eine immer noch endliche Teilfamilie
V von U, die [a,z] U (p,q) 2 [a, q) liberdeckt.

Wenn ¢ < b, dann gébe es eine offene Menge V € U mit ¢ € V, und
YV U{V } wire eine endliche Teilfamilie von U, die [a, ¢] iiberdeckt. Damit
wire ¢ € A und ¢ doch keine obere Schranke zu A, in Widerspruch zu seiner
Wahl.

Also ist ¢ > b, woraus folgt, dass die endliche Familie V das ganze Intervall
[a, b] iberdeckt. Das beweist die Kompaktheit von [a, b]. [

Korollar 4.9 FEine Teilmenge A C R ist genau dann kompakt, wenn A
beschrinkt' und abgeschlossen ist.

Beweis. Wir haben wahlweise in Beispiel 4.6 ) oder in Beispiel 4.6 f) ge-
sehen, dass kompakte Teilmengen des metrischen oder Ordnungsraums R
beschrinkt und abgeschlossen sein miissen.

Umgekehrt, wenn A eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von
R ist, dann gibt es, weil A beschrinkt ist, ein abgeschlossenes Intervall [a, b],
das A umfasst. Bekanntlich erfiillt R die Supremumseigenschaft, so dass nach
Lemma 4.8 das abgeschlossene Intervall [a, b] kompakt ist.

'Weil die Standardtopologie von R gleichzeitig eine Ordnungstopologie und eine me-
trische Topologie ist, haben wir zwei Definitionen von beschrdinkt auf R: die metrische
Definition aus Beispiel 4.6 €¢) und die Ordnungsdefinition aus Beispiel 4.6 f), dass A Teil-
menge eines abgeschlossenen Intervalls ist. Aber weil auf R alle drei Metriken d(z, y) gleich
der Linge des Intervalls [z,y] sind, ist es klar oder sehr leicht nachzuweisen, dass beide
Definitionen der Beschrianktheit einer Teilmenge von R &dquivalent sind.
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Aus Lemma 4.5 a) folgt, dass die (auch in der Unterraumtopologie) ab-
geschlossene Teilmenge A C [a, b] kompakt ist. |

Die gleiche Behauptung, wie in Korollar 4.9, gilt auch in R", aber wir
miissen ein bisschen warten, bis wir das bequem beweisen kénnen.

Hier ist noch eine Charakterisierung von Kompaktheit in der Sprache der
Filter.

Lemma 4.10 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
X ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter auf X gegen einen
Punkt von X konvergiert.

Beweis. ,,=*: Sei X kompakt. Angenommen, U ist ein Ultrafilter auf X, der
gegen keinen Punkt konvergiert.

Dann gibt es zu jedem Punkt z € X eine Umgebung A, von z, die nicht
zu U gehort. Die Umgebung A, enthélt eine offene Menge U, > z, die auch
nicht zu U gehoren kann, weil sonst A, dazu gehoren wiirde.

Weil U ein Ultrafilter ist, gehort dann fiir jedes x € X die abgeschlossene
Menge C,, := X \ U, zu U, und = & C,.

Die C, bilden somit eine Familie von abgeschlossenen Mengen, deren
Durchschnitt leer ist (weil die Familie zu jedem Punkt eine Menge enthilt,
in der dieser Punkt nicht liegt).

Aber jeder endliche Durchschnitt von Mengen C. gehort wieder zu dem
Filter & und kann deshalb nicht leer sein. Das widerspricht der Bedingung
fiir Kompaktheit aus Lemma 4.2, und da X kompakt ist, kann es doch keinen
nichtkonvergenten Ultrafilter geben.

,<=" Jeder Ultrafilter auf X konvergiere. Sei C eine Familie von abhge-
schlossenen Teilmengen von X, so dass kein endlicher Durchschnitt von Men-
gen aus C leer ist. Nach Lemma 4.2 miissen wir zeigen, dass der Durchschnitt
aller Mengen aus C nichtleer ist.

Wenn C die leere Familie ist, dann ist der Durchschnitt aller Mengen aus
C gleich X, und dies ist gleichzeitig ein endlicher Durchschnitt aus C und
deshalb nichtleer.

Wir kénnen also jetzt annehmen, die Familie C ist nichtleer. Sei F die Fa-
milie aller Teilmengen von X, die einen endlichen Durchschnitt von Mengen
aus C enthalten.

Weil C nichtleer ist, ist auch F nichtleer. Weil jeder endliche Durchschnitt
aus C nichtleer ist, ist ) € F. Offensichtlich gehort jede Obermenge einer
Menge aus F wieder zu F, und jeder endliche Durchschnitt D von Mengen
aus F enthilt einen endlichen Durchschnitt von endlichen Durchschnitten
aus C, der ja selber wieder ein endlicher Durchschnitt aus C ist, und somit
gehort D wieder zu F.
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Damit ist gezeigt, dass F ein Filter ist. Nach Satz 3.15 a) lisst sich F zu
einem Ultrafilter U verfeinern.

Nach Annahme gibt es einen Punkt ¢ € X mit U — a.

Sei C' € C. Nach Konstruktion gehért C' zu F und somit zu U. Also
gehort die offene Menge X \ C' nicht zu U. Weil U — a, kann X \ C keine
Umgebung von a sein, aber X \ C'ist offen und deshalb eine Umgebung jedes
ihrer Punkte.

Es folgt also, dass a ¢ X \ C, oder in anderen Worten, dass a € C.

Das gilt fiir jedes C' € C. Also ist a € (e C und (e C # 0, was zu
zeigen war. ]

Eine der wichtigsten Tatsachen iiber die Kompaktheit ist, dass sie unter
stetigen Abbildungen erhalten bleibt.

Satz 4.11 Seien (X, 7) und (Y,S) topologische Riume und sei
f: X —Y

eine stetige Abbildung.
Wenn A eine kompakte Teilmenge von X ist, dann ist f(A) eine kompakte
Teilmenge von Y.

Beweis. Sei V eine offene Uberdeckung von f(A). Dann ist

acrry@ycr(Uv)=Urm.

Vey Vey

so dass
U={r'(v)|vev}

eine Uberdeckung von A ist.

Weil f stetig ist, besteht diese Uberdeckung aus offenen Mengen.

Weil A kompakt ist, enthélt ¢ eine endliche Teiliiberdeckung von A beste-
hend aus Mengen f~1(V1), f~1(Va), ..., f~*(V,). Die endlich vielen Mengen
Vi, Va, ..., V, bilden eine offene Uberdeckung von f(A), die eine Teiliiber-
deckung von V ist.

Das zeigt, dass f(A) kompakt ist. [ |
Dieser sehr leicht zu beweisende Satz hat einige schone Konsequenzen.

Korollar 4.12 (Maximumsatz fiir stetige reellwertige Funktionen)
Sei (X,7T) ein topologischer Raum und sei f: X —— R eine stetige
reellwertige Funktion.

Dann nimmt f auf jeder kompakten Teilmenge A C X ein Maximum und
ein Minimum an.
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Beweis. Sei A C X kompakt. Nach Satz 4.11 ist f(A) eine kompakte Teil-
menge von R. Nach Beispiel 4.6 f) enthélt f(A) ein groftes und ein kleinstes
Element, und das sind die maximalen und minimalen Werte von f auf A. B

Lemma 4.13 Sei (X,7) ein kompakter topologischer Raum und sei (Y,S)
ein Hausdorffscher Raum.

Dann ist jede stetige bijektive Abbildung f: X — Y schon ein Homdo-
morphismus.

Beweis. Man muss nur zeigen, dass unter den genannten Voraussetzungen
auch f~1: Y — X stetig ist.

Sei g := f~1. Sei C eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Nach Lemma 4.5 a) ist C' kompakt, da X kompakt ist. Nach Satz 4.11 ist
f(C) eine kompakte Teilmenge von Y, und weil Y Hausdorffsch ist bedeutet
das nach Lemma 4.5 b), dass f(C) = ¢g~*(C) abgeschlossen ist.

Das zeigt, dass g = f~! stetig ist. |

Wir haben in Lemma 4.5 schon einen Satz bewiesen, der Auskunft gibt
tiber kompakte Unterraume von kompakten RAumen, und Beispiel 4.6 d)
klart auf, wann eine Summe von kompakten Ridumen kompakt ist: eine end-
liche Summe von kompakten Radumen ist immer kompakt, und eine unendli-
che Summe von kompakten (oder nichtkompakten) nichtleeren Rdumen kann
nicht kompakt sein, weil die Summanden eine offene Uberdeckung bilden, die
keine echte Verfeinerung (und somit keine endliche Verfeinerung) zulésst.

Wir wollen jetzt ermitteln, wie die anderen Konstruktionen aus Kapitel 2
sich in Bezug auf Kompaktheit verhalten.

Lemma 4.14 Jeder Quotient eines kompakten topologischen Raumes ist
kompakt.

Beweis. Sei (X,7) ein kompakter topologischer Raum, und sei (Y,S) ein
Quotient von (X, 7). Dann gibt es eine identifizierende Abbildung 7: X —
Y.

Weil 7 surjektiv ist, ist 7(X) = Y, und weil 7 stetig ist, ist Y = 7(X)
auch kompakt, nach Satz 4.11. [ |

Der folgende von Tychonoff zuerst bewiesene Satz iiber Produkte liefert
einen der {iberzeugendsten Argumente dafiir, dass die Tychonofftopologie die
wrichtige Topologie auf Produktriaumen ist (denn der Satz gilt nicht in der
Boxtopologie).
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Satz 4.15 (Tychonoff) Sei A eine Indexmenge und fiir jedes \ € A sei
(X, 7)) ein nichtleerer topologischer Raum. Sei

(x.7) = [[(X.75)

AEA
(X, T) ist genau dann kompakt, wenn alle (X, 7)) kompakt sind.

Beweis. Die Richtung ,,=“ folgt aus Lemma 4.14, da nach Lemma 2.47 ¢)
jedes X, ein Quotient von X ist.

»<=" Es seien alle X, kompakt. Sei U/ ein Ultrafilter auf X.

Nach Bemerkung 3.18 e) ist fiir jedes A € A der Bildfilter my (i) wieder
ein Ultrafilter auf X, und weil X, kompakt ist, konvergiert dieser Ultrafilter
gegen ein Element a) € X, nach Lemma 4.10.

Sei a:=(...,ay,...) € X. Wir behaupten, dass limi/ = a.

Wir miissen dazu zeigen, dass jede Umgebung von a zu U gehort, aber es
reicht offenbar zu zeigen, dass U eine Umgebungsbasis bei a umfasst, denn
jede Umgebung ist eine Obermenge einer Basisumgebung und wiirde dann
auch zu U gehoren.

In Lemma 2.47 a) wurde gezeigt, dass eine Basis der Tychonofftopologie
gebildet wird durch die groken offenen Quader

U::HUA

AEA

mit U, offen in X und mit U, = X, aufer fiir endlich viele .
Die groken offenen Quader U mit a € U bilden nach Bemerkung 2.5 b)
eine Umgebungsbasis bei a. Jede Basisumgebung kann man schreiben als

v=1]ts= () ="'

AEA AEA
Uxr#Xx

Fiir jedes A € A mit Uy # X, ist a) € U, weil a € U. Ferner, U, ist eine
offene Umgebung von a) und gehort somit zu my(U), da m\(U) — a,.

Das bedeutet, dass m, ' (Uy) € U, und weil dies fiir jedes der endlich
vielen \ gilt, fiir die U, # X,, gehort auch U, der endliche Durchschnitt
dieser Mengen, zu U.

Das zeigt, dass U eine Umgebungsbasis bei a enthilt und somit den Um-
gebungsfilter bei a verfeinert. In anderen Worten, U — a.

Weil U ein beliebiger Ultrafilter auf X war, haben wir gezeigt, dass jeder
Ultrafilter auf X konvergiert. Aus Lemma 4.10 folgt, dass X kompakt ist. B
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Der ,klassische” Beweis des Tychonoffsatzes ist wesentlich langer als dieser
und involviert komplizierte Konstruktionen und einen Appell an das Zorn-
sche Lemma. Es wire aber nicht ganz fair zu behaupten, unser Beweis sei
wesentlich kiirzer (aber schon, dass er effizienter und eleganter ist); wir ha-
ben die gleichen komplizierten Schritte ausgefiihrt, aber haben sie sinnvoller
untergebracht — némlich, in den Beweisen der Ultrafiltersitze Satz 3.15 a)
(jeder Filter ldsst sich zu einem Ultrafilter verfeinern: dort kommt das Zorn-
sche Lemma vor) und Lemma 4.10 ,<=* (ein Raum, in dem jeder Ultrafilter
konvergiert, ist kompakt: dort kommt eine ,komplizierte Konstruktion® mit
endlichen Durchschnitten einer Familie von abgeschlossenen Mengen vor).

Diese Einteilung liefert uns niitzliche Sétze, die man auch an anderer
Stelle einbringen kann, als nur im Beweis des Tychonoffsatzes.

Wie schon gesagt, gilt der Tychonoffsatz nicht in der Boxtopologie.

Beispiel 4.16 Sei A eine unendliche Indexmenge und fiir jedes A € A sei X,
eine endliche Menge mit mehr als einem Element, versehen mit der diskreten
Topologie. Jedes X ist kompakt, da endlich.

In der Boxtopologie hat J],., X auch die diskrete Topologie und kann
nicht kompakt sein, da es unter den genannten Voraussetzungen unendlich
viele Punkte hat.

Mit Hilfe des Tychonoffsatzes konnen wir jetzt endlich einen der klassi-
schen Séitze iiber Kompaktheit im R™ beweisen.

Satz 4.17 (Heine-Borel) Eine Teilmenge A von R" ist genau dann kom-
pakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Die Richtung ,,=* wurde schon in Beispiel 4.6 e) bewiesen.

»,<" Sei A beschrankt und abgeschlossen in R". Hier ist ,beschrankt“
im Sinne der Metrik zu verstehen, aber wegen der Relationen (1.12) ist klar,
dass der Beschrianktheitsbegriff in allen drei Standardmetriken d., d; und d,,
auf R™ der Gleiche ist.

Wenn A also beschriankt ist, dann ist A insbesondere in der Maximums-
metrik beschrankt, woraus folgt, dass es eine Zahl M < 0 gibt, so dass

A C [-M, M]".

Weil R die Supremumseigenschaft besitzt, ist das reelle Intervall [—M, M|
nach Lemma 4.8 kompakt. Aus dem Tychonoffsatz folgt, dass [— M, M]™ kom-
pakt ist, und als abgeschlossene Teilmenge von dieser kompakten Menge ist
A selber kompakt nach Lemma 4.5 a). |
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Neben dem Satz von Heine-Borel wird die Kompaktheit im R™ auch oft
durch Konvergenzbedingungen beschrieben.

Eine Teilmenge A von einem topologischen Raum X heift folgenkom-
pakt, wenn jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

In metrischen Rdumen (und somit fiir Teilmengen von R™) sind Folgen-
kompaktheit und Kompaktheit fquivalent (aber der Beweis ist langwierig);
in allgemeinen topologischen Rédumen gilt das nicht. Da Folgenkonvergenz
in vielen topologischen Rdumen, wie wir gesehen haben, kein sehr niitzlicher
Begriff ist, wollen wir diese Fragen, auch aus Zeitgriinden, hier nicht weiter
untersuchen und verweisen auf die Literatur.

Wenn wir aber Folgenkompaktheit® durch ,Filterkompaktheit* ersetzen,
dann gilt die Aquivalenz zur Kompaktheit in jedem Raum. Das haben wir
sogar schon bewiesen! Wir erklidren ganz kurz, wieso.

Den Filterbegriff haben wir aus der Vorstellung entwickelt, dass ein typi-
scher Filter sich verhalten sollte wie die Familie aller Mengen, die ein End-
stiick einer gegebenen Folge enthalten. Wenn man dann diese Folge durch
eine Teilfolge ersetzt, so wird der entsprechende Filter feiner; er behélt die
Mengen, die einen Endstiick der urspriinglichen vollen Folge enthielten, und
gewinnt neue Mengen hinzu.

In Filtersprache wird also aus der Bedingung ,jede Folge enthalt eine
konvergente Teilfolge* die neue Bedingung ,,jeder Filter hat eine konvergente
Verfeinerung®.

Wenn ein Filter F gegen einen Punkt a konvergiert, dann konvergiert auch
jede Verfeinerung gegen a, denn schon F, und mit ihm auch die Verfeinerung,
enthilt jede Umgebung von a.

Eine einmal erreichte Konvergenz geht also nicht kaputt, wenn man den
konvergierenden Filter weiter verfeinert, und deshalb schadet es nicht, wenn
man ihn mazimal verfeinert, d. h., wenn man ihn zu einem Ultrafilter verfei-
nert.

Die Bedingung ,,jeder Filter hat eine konvergente Verfeinerung” kann man
deshalb vereinfachen zu der dquivalenten Bedingung: ,jeder Ultrafilter kon-
vergiert“. Dass dies zur Kompaktheit dquivalent ist war die Aussage von
Lemma 4.10.

Beispiele 4.18 Sei n eine natiirliche Zahl.
a) Wenn n > 1, dann ist R"” nicht kompakt (da nicht beschrinkt).
b) Die n-dimensionale abgeschlossene Einheitsscheibe
D":={zeR"| |z| :=d.(z,0) <1}

ist kompakt.
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Denn aus der Dreiecksungleichung folgt leicht, dass die Betragsfunktion
| | : R" — R stetig ist. Deshalb ist D" = | | ! ([0,1]) abgeschlossen,
und nach Definition ist D" beschrénkt. Nach dem Satz von Heine-Borel
ist D™ kompakt.

Der n-dimensionale offene Einheitsball
B":={zeR"| |z :=dc(2,0) <1}
ist nicht kompakt, denn R™ ist Hausdorffsch und B" ist nicht abge-
schlossen (man sieht leicht, dass B = HP(B") = D" 2 B").
Die n-dimensionale Einheitssphdre

S"i={zeR"| |z| =1}

ist kompakt, denn {1} ist abgeschlossen in R, und S = | | ({1})
ist deshalb eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge D",

Auf S” definiere man eine Aquivalenzrelation ~ durch die Bedingung:
x ~ y genau dann, wenn x = y oder x = —y. Der Quotientenraum
S™ [~ nennt sich der n-dimensionale projektive Raum P".

Er ist kompakt als Quotient des kompakten Raumes S™.
Der n-dimensionale Torus ist definiert als das Produkt

" =S"x ... x St
~—_—

n

von n Kreisen oder 1-Sphiren S!. Nach dem Satz von Tychonoff ist 7™
kompakt.

In metrischen Riéumen ist die Feinheit einer offenen Uberdeckung einer
kompakten Menge ,yon 0 weg beschrinkt“, wie das folgende beriihmte Lem-
ma von Lebesgue aussagt. Diese Tatsache ist oft von grofsem Nutzen beim
Umgang mit kompakten Mengen in metrischen Rdumen.

Lemma 4.19 (Lebesgue) Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei A eine
kompakte Teilmenge von X.

Fiir jede offene Uberdeckung U von A existiert eine Zahl ¢ > 0 (genannt
eine Lebesgue-Zahl der Uberdeckung U), so dass jeder e-Ball um einen
Punkt von A ganz in einer der Uberdeckungsmengen enthalten ist.

In anderen Worten, fiir jedes a € A gibt es eine Menge U € U, so dass

B.(a) CU.
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Beweis. Sei A C X kompakt und sei U/ eine offene Uberdeckung von A.

Fiir jedes © € A existiert eine Menge U, € U mit x € U, (weil U eine
Uberdeckung von A ist), und weil U, offen ist gibt es eine Zahl 7, > 0 mit
By, () C U, (beachten Sie die Verdoppelung im Radius dieser Bille!).

Die halb so grofien offenen Bille B, (z) bilden eine Uberdeckung von A,
weil jeder Punkt von A als Mittelpunkt eines dieser Béille auftritt. Weil A
kompakt ist, hat diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung, d.h., es
gibt endlich viele Punkte x1, o, ..., z, in A, so dass

ACB,, (x1)UB,, (z2)U---UDB,, (1,).

Tz

Sei € := min(ry,, Ty, - -+ Ty )-
Fiir jedes a € A gibt es eine Zahl i zwischen 1 und n, so dass a € B,, ()
(weil diese Bélle A {iberdecken), und auf Grund der Dreiecksungleichung ist

B.(a) C B,, te(xi) C Bay, (7:) C Uy, €U.

Wir haben also gezeigt, dass fiir jeden Punkt a € A eine Menge U € U
existiert, die den e-Ball um a umfasst. |

Es gibt auch eine ,lokale* Version der Kompaktheit.

Definition 4.20 Ein topologischer Raum (X, 7") heifst lokalkompakt, wenn
jeder Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt.

Beispiel 4.21  a) Jeder kompakte topologische Raum ist lokalkompakt.

b) Die euklidischen Rédume R" sind lokalkompakt.

Fiir jedes x € R" ist zum Beispiel
D*z):={yeR" | de(z,y) <1}

eine kompakte Umgebung von z. Sie ist kompakt, weil sie offensichtlich
durch eine Translation homoéomorph zur kompakten Einheitsscheibe
D™ ist.

Lemma 4.22 Sei (X,7) ein lokalkompakter Hausdorffscher topologischer
Raum. Dann gibt es zu jedem Punkt x € X und zu jeder offenen Menge
U > x eine offene Menge V', so dass

reVCVCU (4.3)

und so dass V kompakt ist.
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Beweis. Jeder Punkt x hat eine kompakte Umgebung K, und weil K eine
Umgebung ist, ist x € K°.

Sei U eine offene Menge um x. Sei W := U N K°. Dies ist eine offene
Menge um z, und weil x € W° = W, gehdrt x nach der definierenden Formel
(3.9) fiir den Rand nicht zu OW.

Weil X Hausdorffsch ist, ist & abgeschlossen nach Lemma 4.5 b). Weil
W C K, ist auch OW C W C K. Als abgeschlossene Teilmenge der kompak-
ten Menge K ist OW nach Lemma 4.5 a) auch kompakt, und = gehort nicht
zu dieser Menge.

Nach Hilfssatz 4.4 gibt es disjunkte offene Mengen E und F mit x € E
und OW C F.SeiV.=WnNE.

Dies ist eine offene Menge um x und V CW C K. Aus diesem Grund ist
V kompakt.

Wir haben auch V C E C X \ F und weil F offen ist gilt

VCX\FCX\oW.

Also ist o
VCW\oW CWwe=WCU,

wie wir es haben wollten. [ |

Fiir kompakte und lokalkompakte Hausdorffriume gelten Verallgemeine-
rungen der Hausdorffschen Trennungseigenschaft. Das haben wir schon in
Hilfssatz 4.4 gesehen, aber dieses einfache Ergebnis kann man noch verstér-
ken.

Definition 4.23 Sei (X, 7) ein Hausdorffscher topologischer Raum.

a) X oder die Topologie 7 heifst reguldr, wenn es zu jedem Punkt x aus
X und zu jeder x nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge A C X
disjunkte offene Mengen U und V' gibt mit x € U und A C V.

b) X oder die Topologie 7 heifit normal, wenn es zu je zwei disjunkten
abgeschlossenen Mengen A und B C X disjunkte offene Mengen U und
V gibt mit ACU und BC V.

Wichtig! Es reicht nicht, nur die Eigenschaften unter a) oder b) zu ver-
langen; diese Eigenschaften bestimmen die Regularitdt oder Normalitdt nur
in Verbindung mit der hier allgemein vorausgesetzten Hausdorffschen Figen-
schaft.

Die Hausdorff-Eigenschaft folgt nicht automatisch aus den anderen Eigen-
schaften, weil in einem nicht-Hausdorffschen Raum Einpunktmengen nicht
abgeschlossen sein miissen.
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Satz 4.24  a) Jeder lokalkompakte Hausdorffraum ist regulir.

b) Jeder kompakte Hausdorffraum ist normal.

Beweis. Zu a): Sei (X,7) ein lokalkompakter Hausdorffscher Raum und sei
x € X und A eine abgeschlossene Menge, die = nicht enthélt.

Sei W := X \ A. Dies ist eine offene Menge um z, und nach Lemma 4.22
existiert eine offene Menge U um z mit

reUCUCW=X\A.

Daraus folgt, dass die offene Menge V := X \ U die Menge A umfasst und
natiirlich disjunkt ist zu U, das den Punkt x enthilt.
Das beweist, dass X regulér ist.

Zu b): Wenn X kompakt ist, dann ist X auch lokalkompakt und somit
reguldr.

Seien A und B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X. Kein Punkt
aus A gehort dann zu B. Weil X regulér ist, gibt es zu jedem a € A disjunkte
offene Mengen U, > a und V, O B.

Die Mengen U, fiir a € A bilden eine offene Uberdeckung von A. Weil
A abgeschlossen ist in dem kompakten Raum X, ist auch A kompakt, und
deshalb hat diese offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung durch
Mengen U,,, Us,, ..., U,,.

Sei U die Vereinigung dieser endlich vielen offenen Mengen und sei V' der
Durchschnitt der entsprechenden Mengen V,,. Als endlicher Durchschnitt von
offenen Mengen ist auch V offen.

Da B in jeder Menge V,, enthalten ist, ist B C V, und nach Definition ist
A C U. Weil die Paare U,, und V,, immer disjunkt sind, gilt auch UNV = ().

Dies beweist, dass X normal ist.

Man beachte, dass der Beweis die Idee des Beweises von Hilfssatz 4.4
genau nachmacht; wir hatten darauf hingewiesen, dass dieser Trick ein haufig
verwendetes Werkzeug ist. |

lokalkompakte Rdume sind fast kompakte Raume. Durch Hinzufiigung
eines einzigen Punktes kann man sie kompakt machen.

Lemma und Definition 4.25 a) Sei (X,7) ein kompakter Hausdorfi-
scher topologischer Raum. Fiir jedes x € X ist X \ {x } ein lokalkom-
pakter Hausdorffscher Raum.

b) Sei (Y,S) ein lokalkompakter Hausdorffscher topologischer Raum.
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Wir fiigen dem Raum Y einen Punkt hinzu, den wir oo nennen, und
der nicht zu Y gehort, und wir versehen X :=Y U { oo } mit folgender
Topologie O.

Eine Menge U C X soll genau dann offen in O sein, wenn oo ¢ U und
U €S, oder wenn co € U und X \ U eine kompakte Teilmenge von Y
ist.

Dies ist tatsachlich eine Topologie auf X, und X ist kompakt und
Hausdorftsch in dieser Topologie.

Der topologische Raum (X, O) heifst die Einpunktkompaktifizierung
von (Y, S).

Beweis. Zu a): Sei y € X \ {x }. Weil 7 Hausdorffsch ist, gibt es disjunkte
offene Mengen U und V € 7T mit x € V und y € U.

Die Menge X \ V C X \ {z } ist abgeschlossen im kompakten Raum X
und somit auch kompakt; natiirlich ist diese Menge dann auch kompakt in
der Unterraumtopologie auf X \ {x}. Undye U C X \ V.

Weil U offen ist, ist X \ V' eine Umgebung von ¥, und sie ist kompakt.

Das zeigt, dass X'\ { z } lokalkompakt ist. Als Unterraum von X ist dieser
Raum auch Hausdorffsch.

Zu b): Wir miissen zeigen, dass O eine Topologie auf X ist.

Eine niitzliche Bemerkung vorweg: fiir jede Menge U € O ist U NY offen
in Y (gehort also zu S). Wenn oo ¢ U gilt das nach Definition von O. Wenn
oo € U, dann ist K := X \ U eine kompakte Teilmenge von Y, und weil
Y Hausdorffsch ist, ist & auch abgeschlossen nach Lemma 4.5 b). Also ist
UNY =Y\ K offen in Y.

Jetzt wollen wir nachpriifen, dass O eine Topologie ist.

Die leere Menge enthilt oo nicht und ist offen in §; also gehort sie nach
Definition zu O.

Ganz X enthélt oo und X \ X = 0 ist kompakt in Y. Also ist X nach
Definition offen in O.

Sei U eine Familie von Mengen aus O und sei W ihre Vereinigung. Wenn
oo ¢ W, dann gehort oo zu keiner Menge aus U, und somit ist 4 C S. Als
Vereinigung von Mengen aus S ist auch W € §, woraus nach Definition folgt,
dass W € O.

Wenn oo € W, dann gibt es eine Menge U € U mit co € U. Dann ist

XAW=X\U\ [JVvi=x\0)\ Jwvny),

veu veu
VAU VAU

und dies ist das Komplement einer offenen Menge (der Vereinigung) in der
kompakten Menge X \ U C Y.
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Das bedeutet, dass X \ W eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten
Menge X \ U ist, und somit selber kompakt ist. Nach Definition von O ist
auch in diesem Fall W € O.

Seien U und V € O. Wenn oo € U NV, dann ist

Unv=Uny)nvny). (4.4)

Wir haben schon gesehen, dass U NY und V NY offen in S sind. Also ist ihr
Durchschnitt offen in S. Das zeigt in diesem Fall, dass U NV zu O gehort.

Wenn co € U NV, dann gibt es kompakte Mengen K und L C Y mit
U=X\Kund V =X\ L. Folglich ist

UNnV=X\(KUL),

und weil K U L kompakt ist in Y, ist auch in diesem Fall UNV € O.

Wir haben fiir O alle Abschlussregeln fiir eine Topologie nachgepriift und
bestitigt, dass O eine Topologie auf X ist.

Wir zeigen, dass X kompakt ist in der Topologie O.

Sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es mindestens eine
Menge U € U mit co € U. Die Menge K = X \ U ist nach Definition der
Topologie O kompakt in Y und sie wird iiberdeckt von der offenen Familie
U\{U}.

Weil K kompakt ist, gibt es endlich viele offene Mengen aus dieser Fa-
milie, die K schon iiberdecken, und wenn wir diesen endlich vielen offenen
Mengen die Menge U noch hinzufiigen, erhalten wir eine immer noch endliche
Uberdeckung des ganzen Raumes X durch eine Teilfamilie von U.

Das zeigt, dass X tatsdchlich kompakt ist.

Wir zeigen, dass O Hausdorffsch ist. Seien x # y € X. Wenn beide Punkte
ungleich oo sind, dann gibt es um diese Punkte disjunkte offene Teilmengen
von Y (weil Y Hausdorffsch war), und diese Mengen sind auch offen in X,
weil sie co nicht enthalten.

Wenn einer der Punkte gleich co ist (sagen wir, y = o00), dann besagt
Lemma 4.22, dass es um z eine offene Menge U C Y gibt (die auch offen in
X ist, da sie oo nicht enthilt) mit U kompakt (denn Y war als lokalkompakt
Hausdorffsch vorausgesetzt).

Die Menge V := X \ U enthilt y = oo und ist offen in O. Ferner ist sie
disjunkt von U. Das beweist die Hausdorffsche Eigenschaft fiir dieses Paar
von Punkten x # y = oc. |
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Kapitel 5

Zusammenhangende und
wegwelse zusammenhangende
Raume

Am Anfang des letzten Kapitels war die Rede von zwei besonderen topologi-
schen Eigenschaften, die neben ihren anderen Vorziigen niitzliche Werkzeuge
fiir die Klassifizierung von topologischen Rdumen sind, weil sie unter stetigen
Abbildungen erhalten bleiben.

Die erste dieser Eigenschaften, die Kompaktheit, haben wir in Kapitel 4
ausfiihrlich behandelt; die zweite betrachten wir jetzt.

Bei dieser Eigenschaft geht es im Wesentlichen um die Frage, ob ein Raum
sich als eine Summe von zwei kleineren (und nichtleeren) Raumen zerlegen
lasst. Die (leider nicht ganz erfiillte) Erwartung ist, dass allgemeine Riume
sich als eine Summe von nicht weiter zerlegbaren Bestandteilen auftrennen
lassen, und dass man topologische Fragen auf diese Bestandteile zuriickfiihren
kann, wo sie einfacher zu beantworten sind, weil die Ridume eine einfachere
und einheitlichere Struktur haben.

Auch wenn es nicht richtig ist, dass jeder Raum eine topologische Summe
von ,nicht als Summe zerlegbaren® Bestandteilen ist, kann man die unzerleg-
baren Bestandteile bestimmen, und ihre Betrachtung bringt tatsachlich Ver-
einfachungsvorteile, die sich auf den ganzen Raum iibertragen lassen (aber
nicht unbedingt durch Summenbildung).

Raume, die in dem genannten Sinne unzerlegbar sind, nennt man zusam-
menhdngend, eben weil sie nicht in zwei Teile zerfallen. In einem zusam-
menhidngenden Raum verbindet die Topologie, also das System von offenen
Mengen, alle Punkte miteinander, so dass der Raum nicht zerfallt.

Es gibt auch eine Verstirkung dieses Begriffs, bei dem nicht die offenen
Mengen, sondern stetige Pfade in dem Raum Punkte miteinander verbinden.

129
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Wenn je zwei Punkte eines Raumes durch einen stetigen Pfad miteinander
verbunden werden kénnen, dann nennt man den Raum wegweise zusam-
menhdngend. Es stellt sich heraus, dass jeder wegweise zusammenhéngen-
der Raum auch im einfacheren Sinne zusammenhéngend ist.

Beide Begriffe spielen in allen Zweigen der Topologie und auch in vielen
Anwendungen eine wichtige Rolle.

Die obige Beschreibung nennt eine mogliche Art, wie man den Begriff
des Zusammenhangs verstehen kann, und zwar auf eine sehr einleuchtende
Weise, die sofort verdeutlicht, warum dieser Begriff sinnvoll und interessant
ist.

Aber den gleichen Gedanken kann man auf viele verschiedene Arten for-
mulieren, von denen wir unten in Lemma 5.4 einige auflisten. Wir beginnen
unsere Diskussion mit nur einer Formulierung, und zwar mit derjenigen, die
am haufigsten als Definition des Begriffs benutzt wird:

Definition 5.1 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
Der Raum X heifst zusammenhdngend, wenn es kein Paar von nicht-
leeren offenen Mengen U und V' € 7 gibt mit

UuV=X uwd UNV=0 (5.1)

(Beachten Sie, dass es wichtig ist, dass U und V nichtleer sein sollen, denn
eine Zerlegung der genannten Art mit U = () und V = X, oder umgekehrt,
gibt es immer.)

Eine Teilmenge A C X heift zusammenhingend, wenn sie in der Unter-
raumtopologie 7| A zusammenhéngend ist.

Beispiel 5.2 Jeder einelementige topologische Raum {x } ist zusammen-
héngend (offensichtlich). Auch () ist zusammenhéngend.

Bemerkung 5.3 Die Bedeutung von Definition 5.1 dndert sich nicht, wenn
wir in der Definition das Wort ,offen durch ,abgeschlossen* ersetzen, d.h.,
wenn die Mengen U und V als disjunkte abgeschlossene Mengen vorausge-
setzt werden, deren Vereinigung X ist.

Denn zwei Mengen U und V, die (5.1) erfiillen, sind Komplemente zu-
einander, und aus diesem Grund sind beide offen genau dann, wenn beide
abgeschlossen sind.

Wie schon erwahnt, lasst sich Definition 5.1 auf viele andere Weisen umfor-
mulieren.

Lemma 5.4 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Folgende Bedingungen sind
dquivalent.
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a)
b)

d)

e)

f)

g)

X ist zusammenhéngend.

Es gibt keine Zerlegung von X in der Form

X=JU
wo A eine Indexmenge ist und die Uy offene disjunkte echte Teilmengen
von X sind (also Uy & X).

Es gibt keine Zerlegung von X in der Form

wo Ch, Cs, ..., C, endlich viele disjunkte abgeschlossene echte Teil-
mengen von X sind.

Es gibt keine Zerlegung von X in der Form
X =] X
A€A

wo A eine mindestens zweielementige Indexmenge ist und wo die X
nichtleere topologische Rdume sind.

() und X sind die einzigen Teilmengen von X, die sowohl offen wie auch
abgeschlossen sind.

Wenn X = W U Z eine Zerlegung von X in zwei nichtleere aber dis-
junkte Teilmengen ist, dann gilt

WNZ#0 oder WNZ#).

Wenn 0 G W $ X, dann ist OW # ().

Beweis. a) <= b): Weil in Bedingung b) die Mengen U, echte Teilmengen
von X sein sollen, kann es eine Zerlegung von X von der in b) genannten Art
nur geben, wenn in A mindestens zwei Indizes \ existieren, fiir die Uy # 0.

Wenn es eine solche Zerlegung gibt, kdnnen wir also ein Element \g € A
wihlen mit Uy, # ), und es wird nicht das einzige solche Element von A sein.
Wir setzen dann

Uw=U,, ud V=],

AEA
Ao
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und fiir diese Mengen gilt U # 0, V # 0, U NV = () (weil alle der urspriing-
lichen Mengen U, disjunkt waren) und UUV = X.

Die Existenz einer Zerlegung von X wie in b) impliziert also, dass X nicht
zusammenhingend sein kann.

Umgekehrt, wenn es disjunkte nichtleere offene Mengen U und V' gibt mit
UUV = X, so ist jede dieser Mengen eine echte Teilmenge von X (weil die
jeweils andere Menge nichtleer ist), und U und V' bilden eine Zerlegung von X
wie in b) mit zwei Summanden (also mit einer zweielementigen Indexmenge
A). Das heifit, wenn X nicht zusammenhéngend ist, ist trivialerweise auch
Bedingung b) verletzt.

a) <= ¢): Weil in Bedingung ¢) die Mengen C; echte Teilmengen von X
sein sollen, miissen mindestens zwei von ihnen nichtleer sein. Wir kénnen ohne
Beschrankung der Allgemeinheit verlangen, dass in einer solchen Zerlegung
L # 0.

Wenn wir

D:=Cu---UC,

setzen, so ist auch D # (). Als endliche Vereinigung von abgeschlossenen Men-
gen ist D abgeschlossen. Ferner ist C; N D = () (weil alle der urspriinglichen
Mengen C; disjunkt waren) und C; U D = X.

Die Existenz einer Zerlegung von X wie in ¢) impliziert also nach Bemer-
kung 5.3, dass X nicht zusammenhéngend sein kann.

Umgekehrt, wenn sich X als Vereinigung von zwei disjunkten nichtleeren
offenen Mengen schreiben lasst, sind diese Mengen auch abgeschlossen nach
Bemerkung 5.3 und wir erhalten eine Zerlegung wie in Bedingung c), mit
n = 2. Wenn X nicht zusammenhéngend ist, ist also auch Bedingung c)
verletzt.

b) <= d): Jeder Summenraum ist die disjunkte Vereinigung der Sum-
manden, so dass die nicht zu verletzenden Bedingungen sowohl in b) wie auch
in d) beinhalten, dass X sich als eine disjunkte Vereinigung von Teilrdumen
U, oder X, schreiben lésst.

In b) miissen diese Teilrdume echte Teilmengen von X sein und sie miis-
sen offen sein. In d) miissen mindestens zwei Teilrdume nichtleer sein und X
muss die Summentopologie tragen. Wir zeigen, dass diese ,Nebenbedingun-
gen® dquivalent sind.

In einer disjunkten Vereinigung ist genau dann ein Summand gleich X,
wenn alle anderen Summanden leer sind. Die Existenz von zwei nichtleeren
Summanden ist also dquivalent dazu, dass alle Summanden echte Teilrdume
sind.

Die Summanden eines Koprodukts [ [, ., X sind nach Bemerkung 2.24 c)
immer offen. Umgekehrt trigt ein Raum X, der eine disjunkte Vereinigung



Stand vom 18. Oktober 2007 133

von offenen Teilmengen U, ist, immer deren Summentopologie.

Denn nach Bemerkung 2.24 a) ist eine Teilmenge V' C X genau dann
offen in der Summentopologie, wenn V N U, offen ist in U, fiir jedes .
Jede offene Teilmenge V' € 7 hat diese Eigenschaft, nach Definition der
Unterraumtopologie. Jede Menge V' mit dieser Eigenschaft ist auch offen in
7T, denn wenn V N U, offen in der offenen Menge U, ist, ist es auch offen in
7T, und V ist die Vereinigung dieser offenen Durchschnitte und somit selber
offen.

Also wenn X als die disjunkte Vereinigung von Teilmengen geschrieben
wird, ist X genau dann die Summe dieser Unterrdume, wenn die Unterrdume
alle offen in X sind.

Kombiniert man die beiden Nebenbedingungen, so sieht man, dass Be-
dingung b) genau dann verletzt wird, wenn Bedingung d) verletzt wird. Das
beweist die behauptete Aquivalenz.

a) <= e): Fiir jeden Unterraum W C X gibt es eine eindeutige Darstel-
lung X = U UV mit U =W und mit UNV = 0; dazu muss V = X \ W
sein.

In dieser Darstellung sind beide Summanden U und V' genau dann offen,
wenn W und X \ W offen sind, oder gleichbedeutend, wenn W offen und
abgeschlossen ist.

Beide Summanden sind genau dann nichtleer, wenn W und X \ W beide
nichtleer sind, oder gleichbedeutend, wenn W weder () noch X ist.

Ein Vergleich dieser Eigenschaften mit den Bedingungen in Definition 5.1
zeigt sofort, dass X genau dann zusammenhingend ist, wenn () und X die
einzigen offen-und-abgeschlossenen Teilmengen von X sind.

a) <= f): Wenn X = W U Z eine Zerlegung von X in zwei nichtleere
aber disjunkte Teilmengen ist, dann sind W und Z Komplementidrmengen
zueinander.

Der Summand W ist genau dann abgeschlossen, wenn W = W, und ist
genau dann nicht abgeschlossen, wenn W ; W, was wiederum genau dann
der Fall ist, wenn W N (X \ W) =W nNZ #0.

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir Z.

X ist nach Bemerkung 5.3 genau dann zusammenhéngend, wenn in jeder
Zerlegung X = W UZ mit W und Z nichtleer und disjunkt einer der Mengen
W oder Z nicht abgeschlossen ist, d. h., wenn in jeder solchen Zerlegung die
abgeschlossene Hiille einer der Mengen W oder Z die andere Menge schneidet.

e) <= g): Sei W eine Teilmenge von X mit 0 S W & X.
Genau dann ist OW = ), wenn W und X \ W disjunkt sind, nach Lem-

ma 3.24 d). Aber diese abgeschlossenen Hiillen sind genau dann disjunkt,
wenn sie nicht grofer sind als ihre Grundmengen W und X \ W (weil die
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Grundmengen schon komplementér und deshalb ,maximale disjunkte Men-
gen® sind). Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn W und X \ W beide
abgeschlossen sind, oder gleichbedeutend, wenn W abgeschlossen und offen
ist. [

Eine der wichtigsten Begebenheiten in Bezug auf Zusammenhang ist die
Tatsache, dass jeder Punkt eines topologischen Raumes in einem eindeutig
bestimmten mazimalen zusammenhidngenden Unterraum liegt.

Folgender Hilfssatz wird fiir den Beweis dieser Aussage benotigt.

Hilfssatz 5.5 Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei A eine Indexmenge
und fiir jedes A € A sei Ay eine zusammenhédngende Teilmenge von X.
Wenn

ﬂ A/\ 7é @7
AEA
dann ist
A=A
AEA
zusammenhangend.

Beweis. Sei a € (¢, Ax. Angenommen U und V sind disjunkte in A offene
Teilmengen von A mit A=UUV.
In einer dieser beiden Mengen muss a liegen; wir nehmen an, die a ent-
haltende Teilmenge ist diejenige, die wir U genannt haben.
Fiir jedes A € A sind U N Ay und V N A, offen in A, und disjunkt, und
es gilt
Ay=(UnNA)U(VNA,).

Weil A, zusammenhéngend ist, muss einer der beiden genannten offenen
Teilmengen von A, leer sein, und die andere ist gleich A,.

Aber der Punkt a liegt nach seiner Wahl in allen A, und er liegt in U.
Deshalb ist fiir jedes A der Durchschnitt U N A, nichtleer, also gleich Ay, und
V N A, ist immer leer.

Bildet man nun die Vereinigung iiber alle A, so folgt daraus, dass

U=JwunA)=JA =4 wd V=_JVn4a)=0.
AEA AEA AEA

Es gibt also keine Zerlegung von A als Vereinigung von zwei nichtleeren
disjunkten offenen Teilmengen. Das zeigt, dass A zusammenhéngend ist. W
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Satz und Definition 5.6 Sei (X,7) ein topologischer Raum.
Fiir jeden Punkt x € X setze

Z,= |J A (5.2)
reACX

A zusam-
menhdngend

Diese Menge heifst die Zusammenhangskomponente von x in X. Oft kiirzt
man den Namen zu ,, Komponente“ ab.
Die Komponenten haben folgende Eigenschaften.

a) Fiir jedes v € X ist x € Z, und Z, ist zusammenhdngend und ist
die grofkte zusammenhédngende Teilmenge von X, die x enthélt, in dem
Sinne, dass fiir jede zusammenhingende Teilmenge A mit x € A gilt
ACZ,.

Diese Eigenschaft bestimmt Z, eindeutig (das heiit, es gibt keine an-
dere ,gréfste zusammenhédngende Teilmenge® um ).

b) Wenn x # y € X, dann gilt entweder

Z, = 7, oder Zy N Zy=10.

¢) Auf X definiere man eine Relation ~ durch die Bedingung, dass x ~ y
genau dann, wenn es eine zusammenhéngende Teilmenge A von X gibt
mit {z,y} C A.

i) Es gilt x ~ y genau dann, wenn y € Z,, und genau dann, wenn
T € Zy.

ii) Es gilt © ~ y genau dann, wenn Z, = Z,,.
iii) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

iv) Die ~-Aquivalenzklasse jedes Punktes x ist seine Zusammenhangs-
komponente Z,.

d) X ist genau dann zusammenhingend, wenn X nur eine Komponente
hat. Diese Komponente muss X sein.

Beweis. Zu a): Fiir jedes © € X ist x € Z,, weil nach Beispiel 5.2 die Menge
{z } eine zusammenhéngende Menge um =z ist.

Z, ist zusammenhéingend nach der Aussage von Hilfssatz 5.5 und ist die
grofste zusammenhingende Teilmenge um x, weil jede zusammenhéngende
Teilmenge A 3 x in der Vereinigung in Formel (5.2) vorkommt.



136 KAPITEL 5. ZUSAMMENHANGENDE RAUME

Die Eigenschaft, die grofite zusammenhéngende Menge um x zu sein, be-
stimmt Z, eindeutig, denn wenn es zwei ,,grofste zusammenhéngende Teilmen-
gen“ um x gibe, so wire jede (weil sie zusammenhéngend ist) eine Teilmenge
der anderen (weil diese die grifite ist). Also wiren die Mengen gleich.

Zub): Seizx £y e X.

Wenn Z,NZ, # 0, dann folgt aus Hilfssatz 5.5, dass auch Z, U Z, zusam-
menhingend ist. Weil Z, und Z, nach Teil a) maximal zusammenh&ngend
sind, gilt

Zy =2, UZy=Zy,
das heift, die Komponenten sind gleich.

Zu c): Wir beweisen i). Genau dann gibt es eine zusammenhéingende
Menge A D {x,y }, wenn in der Vereinigung in (5.2) eine Menge vorkommt,
die y enthdlt, und das ist genau dann der Fall, wenn y € Z,.

Man kann die Rollen von = und y vertauschen; dann erhélt man die andere
Aquivalenz in i).

Jeder Punkt liegt in der eigenen Komponente. Daraus folgt, wenn y € Z,,
dass y € Z, N Z,, und dieser Durchschnitt ist nicht leer. Nach Teil b) ist
Zy = Zy. Also, wenn x ~ y, dann haben z und y die gleiche Komponente.

Umgekehrt, wenn zwei Punkte x und y die gleiche Komponente haben,
dann ist diese Komponente eine zusammenhéngende Menge, die beide Punkte
enthélt, und nach Definition ist x ~ y. Damit ist ii) bewiesen.

Nun folgt iii) sofort aus der offensichtlichen Tatsache, dass Gleichheit
der Zusammenhangskomponenten eine Aquivalenzrelation ist. Und iv) folgt
sofort aus 1).

Zu d): Wenn X nur eine Komponente hat, muss sie X sein, weil die Verei-
nigung aller Komponenten X ergibt. Umgekehrt, wenn X eine Komponente
ist, ist sie die einzige, denn es gibt keinen Platz fiir weitere (dazu disjunkte)
Komponenten.

Weil X eine maximale Teilmenge von sich ist, ist X genau dann zusam-
menhédngend, wenn X eine maximale zusammenhéngende Teilmenge von sich
ist, also eine Komponente. Und wir haben gesehen, dass X genau dann eine
Komponente ist, wenn es nur eine Komponente gibt. |

Wenn man eine Komponente vergroffert, indem man einen einzigen zu-
sitzlichen Punkt hinzufiigt, dann bleibt sie nicht mehr zusammenhéngend,
und aus diesem Grund existieren dann die verschiedenen Zerlegungen, die in
Lemma 5.4 aufgelistet sind. Das kann man ausnutzen, um Eigenschaften der
Komponente zu untersuchen. Insbesondere gilt:

Lemma 5.7 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Jede Zusammenhangskom-
ponente von X ist abgeschlossen.
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Beweis. Sei Z eine Komponente von X. Fiir jedes x € X \ Z ist ZU {x}
nicht mehr zusammenhingend, denn Komponenten sind maximale zusam-
menhéngende Teilmengen. Also gibt es in ZU{ x } disjunkte nichtleere offene
Teilmengen U und V mit ZU{z} =UUYV.

Eine von diesen beiden Mengen muss x enthalten; um die Bezeichnungen
festzulegen nehmen wir an, x € V. Dann ist x € U.

Die disjunkten Mengen U N Z und V N Z sind offen in Z und

Z=UnZ)u(Vn2z).

Weil Z zusammenhingend ist, muss eine der beiden Summanden in dieser
Vereinigung leer sein. Aber weil z € U ist U N Z = U und ist deshalb nach
Annahme nicht leer.

Alsoist VN Z =0 und V = {x }. Weil dies offen ist in Z U { z }, gibt es
eine in X offene Menge W, so dass W, N (ZU{x}) = {« } und insbesondere

xe W, und W,NZ=0.

Eine solche Menge W, gibt es fiir jeden Punkt x ¢ Z. Also ist

X\z=|J m

zeX\Z

offen (da sie sich als eine Vereinigung von offenen Mengen schreibt), und Z,
als Komplement dieser offenen Menge, ist abgeschlossen. |

Ein topologischer Raum heiftt unzusammenhdngend, einfach wenn er
nicht zusammenhéngend ist. Mit Hilfe von Komponenten kénnen wir eine
Verstarkung dieses Begriffs definieren.

Definition 5.8 Ein topologischer Raum (X, 7) heikt total unzusammen-
hdangend oder vollstindig unzusammenhdngend, wenn jede Zusammen-
hangskomponente von X nur aus einem Punkt besteht.

Wir wollen wieder einen Katalog von Grundbeispielen aufbauen.

Beispiele 5.9 a) Sei X eine Menge und 7 die diskrete Topologie auf X.

Ein diskreter Raum mit mehr als einem Punkt ist nie zusammenhén-
gend, weil die einzelnen Punkte offen sind und somit, wenn ihre Anzahl
groker als 1 ist, immer eine Zerlegung wie in Lemma 5.4 b) bilden. Ein
einpunktiger Raum ist nach Beispiel 5.2 immer zusammenhingend.

Die Komponenten von X in der diskreten Topologie sind die einzelnen
Punkte von X (priiziser: die einelementigen Teilmengen von X).
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Sei X eine Menge und sei S die indiskrete Topologie auf X.

In dieser Topologie sind () und X die einzigen offenen Mengen und so-
mit auch die einzigen offenen und abgeschlossenen Mengen. Nach Lem-
ma 5.4 e) ist X in der indiskreten Topologie immer zusammenhéngend
(und somit auch die einzige Zusammenhangskomponente).

Sei X eine unendliche Menge versehen mit der koendlichen Topologie.

Da der Durchschnitt von zwei koendlichen Teilmengen wieder eine
koendliche Teilmenge der unendlichen Menge X ist, und somit nicht-
leer ist, kann es keine Darstellung von X als disjunkte Vereinigung von
nichtleeren offenen, also koendlichen, Teilmengen geben.

Das heiftt, dass X in der koendlichen Topologie zusammenhéngend ist.

Sei (X, <) eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie, und
sei A C X zusammenhéngend.

Dann gilt fiir je zwei Elemente a < b € A, dass ganz [a,b] C A.

Denn wenn das nicht der Fall ist, dann gibt es ein Element r € [a, b]\ A.
Weil aber die Endpunkte des Intervalls zu A gehoren, ist a < r < b.
Die Mengen

U:=(—o0,r)NA und V= (r,oo)NA

sind disjunkt, offen in A, nichtleer (weil @ € U und b € V') und ihre Ver-
einigung ist ganz A, weil r € A. Also kann A nicht zusammenhéngend
gewesen sein.

Q ist total unzusammenhéngend in der Standardtopologie (die Unter-
raumtopologie der Standardtopologie von R. Diese Topologie ist gleich
der Ordnungstopologie auf Q).

Denn sei A C Q eine Teilmenge mit mehr als einem Element und seien
a <be A. Wenn A als Teilmenge von Q zusammenhingend ist, ist A
auch als Teilmenge von R zusammenhéngend (denn diese Eigenschaft
hangt nur von der Topologie auf A ab, und die Unterraumtopologie auf
A ist in beiden Féllen die gleiche).

Nach Teil d) ist dazu erforderlich, dass das ganze reelle Intervall [a, b]
in A enthalten ist. Das ist nicht moglich, weil A eine Teilmenge von Q
ist und das reelle Intervall [a,b] auch irrationale Punkte enthilt. Also
ist A nicht zusammenhéngend.

Weil keine Teilmenge von Q mit mehr als einem Element zusammen-
hingend ist, kann jede Komponente nur aus einem Punkt bestehen.
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f) Sei (X, <) eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie, und
sei A C X zusammenhéngend.

Dann gilt fiir je zwei Elemente a < b € A, dass (a,b) N A nichtleer ist.
Denn wenn (a,b) N A = (), dann ist

((=00,b) N A) N ((a,00) N A) = (a,b) N A =10

und die Vereinigung dieser beiden Mengen ist A, weil schon in X gilt
(—00,b) U (a,0) = X.

Weil a € (—o00,b) und b € (a,00), sind die Durchschnitte der beiden
offenen Strahlen mit A nichtleer, und natiirlich auch offen in A.

Das zeigt, dass A unter der gemachten Annahme nicht zusammenhén-
gend sein kann.

g) Z ist total unzusammenhéngend in der Ordnungstopologie.

Denn sei A C Z eine Teilmenge mit mehr als einem Element und seien
a <be A Seic<bdas kleinste Element von A, das grofer als a ist;
weil zwischen a und b nur endlich viele Elemente von Z und somit von
A liegen, gibt es ein Element ¢ € A mit dieser Eigenschaft.

Nach Wahl von ¢ ist (a,¢) N A = ). Nach Teil f) kann A nicht zusam-
menhédngend sein.

Weil keine Teilmenge von Z mit mehr als einem Element zusammen-
héngend ist, besteht jede Komponente von Z nur aus einem Punkt.

Wie im Falle der Kompaktheit konnten wir durch einfache Uberlegun-
gen hier einige notwendige Bedingungen dafur ausarbeiten, dass eine Menge
in einer Ordnungstopologie zusammenhéngend ist, aber hinreichende Bedin-
gungen fehlen uns noch.

Allerdings suggerieren die Bedingungen aus Beispielen 5.9 d) und f), dass
es flir eine Menge in einer Ordnungstopologie zumindest ,zusammenhangs-
fordernd“ sein konnte, ein ,dicht gefiilltes” Intervall zu sein. Das wollen wir
jetzt genauer untersuchen.

Hilfssatz 5.10 Sei (X, <) eine total geordnete Menge.

Wenn diese Ordnung die Supremumseigenschaft besitzt, dann besitzt sie
auch die Infimumseigenschaft: jede nichtleere nach unten beschrinkte
Teilmenge A C X hat eine grokte untere Schranke c, die wir das Infimum
von A nennen und mit inf A bezeichnen.
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Beweis. Sei A eine nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von X, und
sei B die (nach Annahme nichtleere) Menge aller unteren Schranken von A.

Jedes Element von A ist eine obere Schranke zu B, und weil A nichtleer
ist, hat B also obere Schranken und ist nach oben beschrankt. Weil (X, <)
die Supremumseigenschaft hat, besitzt B eine kleinste obere Schranke c.

Weil jedes Element von A eine obere Schranke zu B ist und ¢ die kleinste
obere Schranke von B ist, ist ¢ < a fiir jedes a € A, und c ist somit eine
untere Schranke von A.

Weil aber ¢ eine obere Schranke zu der Menge aller unteren Schranken von
A ist, ist ¢ die grdfite der unteren Schranken von A und somit das Infimum
von A.

(Es ist tibrigens klar, dass das Infimum von A, wenn es existiert, eindeutig
sein muss.) |

Definition 5.11 Eine total geordnete Menge (X, <) heilt ein lineares
Kontinuum, wenn folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind:

a) < hat die Supremumseigenschaft;

b) fiir je zwei Elemente z < y von X gibt es ein Element z € X mit
x < z <y (in anderen Worten: wenn x < y, dann ist (x,y) nicht leer).

Beispiele 5.12  a) R ist ein lineares Kontinuum.
b) Q ist kein lineares Kontinuum, weil Bedingung 5.11 a) verletzt ist.

¢) Z ist kein lineares Kontinuum, weil Bedingung 5.11 b) verletzt ist.

Wir haben in Beispielen 5.9 e) und g) schon gesehen, dass die Eigenschaf-
ten 5.11 a) und b) etwas damit zu tun haben koénnen, dass Intervalle in einer
Ordnungstopologie zusammenhédngend sind oder nicht. Diese Erfahrung wol-
len wir jetzt durch einen Satz konkretisieren.

Satz 5.13 Sei (X, <) eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie
und < habe die Supremumseigenschaft.

a) Wenn A C X zusammenhingend ist, dann ist A ein (eigentliches oder
uneigentliches, offenes, halboffenes oder abgeschlossenes) Intervall.

Das heifst, es gibt Elemente a € X U{ —oo } und b € X U{ o0}, so dass
A= (a,b) oder A=]la,b) oder A= (a,b oder A=la,b

(wobei die Endpunkte an den abgeschlossenen Enden aus X stammen
miissen und nicht unendlich sein diirfen).
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b) Wenn (X, <) ein lineares Kontinuum ist, dann gilt die Umkehrung:
jedes Intervall von den genannten Sorten ist zusammenhangend.

Beweis. a): Die leere Menge ist immer zusammenhéingend, aber sie ist auch
ein Intervall, und zwar das Intervall (—oo,00), wenn X leer ist, oder das
Intervall (a,a), wenn X ein Element a besitzt.

Wir konnen also im Rest des Beweises dieses Teils davon ausgehen, dass
A eine nichtleere zusammenhingende Teilmenge von X ist.

Weil < die Supremumseigenschaft besitzt, hat A ein Infimum, wenn es
nach unten beschrinkt ist, und ein Supremum, wenn A nach oben beschrinkt
ist. Wir setzen a := inf A, wenn A nach unten beschrinkt ist, und a := —oo
sonst (in diesem Fall schreiben wir auch wie {iblich inf A = —o00). Wir setzen
b :=sup A, wenn A nach oben beschréinkt ist, und b := oo sonst (in diesem
Fall schreiben wir auch wie iiblich sup A = 00).

Wir behaupten, dass (a,b) C A.

Denn wenn a < ¢ < b, so ist ¢ keine untere Schranke zu A (sonst wire A
nach unten beschrinkt und a wére die grofte untere Schranke zu A und somit
> ¢) und auch keine obere Schranke zu A (aus dhnlichen Griinden). Also gibt
es fiir jedes Element ¢ € (a,b) Elemente ¢’ und b von A mit ' < ¢ < V.
Nach Beispiel 5.9 d) ist [a,b'] C A und insbesondere ¢ € A.

Wenn a € X, dann ist a nach seiner Definition eine untere Schranke zu
A und deshalb kann kein kleineres Element als a zu A gehoren. Wenn b € X
kann aus entsprechenden Griinden kein grifieres Element als b zu A gehoren.

In anderen Worten, es gilt

(a,b) CAC (a,b)U{a,b}.

Das heiftt, A muss eines der oben genannten Intervalle sein.

b): Sei A ein Intervall von einer der genannten Gestalten und sei a sein
linkes Ende und b sein rechtes Ende.
Wenn A = (), dann ist A zusammenhéngend. Wir kénnen also annehmen,
dass A nichtleer ist. Sei ¢ € A.
Offensichtlich ist
A= U [r, s].

rcA, scA
r<c<s

Denn jedes Element x von A gehort entweder zu [x,c], wenn z < ¢, oder
zu [c,z], wenn x > ¢, und somit auf jeden Fall zu der Vereinigung auf der
rechten Seite. Das beweist die Inklusion ,,C*.

Umgekehrt, fiir jedes Paar » und s von Elementen von A mit r < ¢ <'s
ist a <7 und s < b (weil r und s zu einem Intervall mit Endpunkten a und b
gehoren) und somit ist (r,s) C (a,b) C A. Die Punkte r und s selber gehdren
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nach Wahl auch zu A. Also gilt fiir jedes solche Paar, das sogar [r,s] C A.
Damit ist die Inklusion ,,C* gezeigt.

Die Intervalle [r, s| in der Vereinigung haben alle den Punkt ¢ gemeinsam.
Um zu zeigen, dass ihre Vereinigung A zusammenhéngend ist, reicht es nach
Hilfssatz 5.5 zu zeigen, dass jedes abgeschlossene Intervall zusammenhéngend
ist.

Wir kénnen also annehmen, dass A die Gestalt [a, b] hat, und ferner, dass
a < b (denn einelementige Mengen sind immer zusammenhéngend). Wenn A
nicht zusammenhéngend ist, dann gibt es in A offene, nichtleere und disjunkte
Mengen U und V mit [a,b] = U U V.

In einer dieser Mengen muss a liegen; wir nehmen an, diese ist die Menge
Uundaé¢gV.

Wir betrachten die Teilmenge

B:={z€lab]|[a,z] CU}.

Offensichtlich ist B C U und somit V N B = (). Aukerdem gehort a zu B und
B ist nichtleer. Wenn z € B und a < y < z, dann ist natiirlich auch y € B.
Hieraus folgt, dass jedes Element von [a, b] \ B eine obere Schranke zu B ist;
insbesondere gilt dies fiir jedes Element von V' # ().

Also ist B nach oben beschrinkt. Sei d = sup B. Weil jedes Element von
V' eine obere Schranke von B ist und d die kleinste obere Schranke ist, ist d
auch eine untere Schranke zu V. Insbesondere ist [a,d) C U.

Wir wissen nicht, ob d selber zu U oder zu V' gehort.

Weil U und V offen sind, gibt es ein offenes Intervall (p, ¢) um d, dessen
Durchschnitt mit [a, b] in der gleichen Menge U oder V' enthalten ist, in der
d selber liegt.

Dieses Intervall konnen wir nach Wunsch kleiner machen, solange wir d
nicht entfernen. Inbesondere, wenn p < a und d # a kénnen wir p durch a
ersetzen und so erreichen, dass p > a. Entsprechend, wenn ¢ > b und d # b
konnen wir ¢ durch b ersetzen und so erreichen, dass ¢ < .

Wenn d = a, dann ist d € U. Wenn d = b, dann muss d € V sein, denn
in diesem Fall ist [a,d) = [a,b) C U und V # ().

Jetzt sind folgende Félle moglich.

Wenn d € U, dann ist d # b und nach einer eventuellen Anpassung
des Intervalls (p,q) kénnen wir davon ausgehen, dass d < ¢ < b. Nach der
Eigenschaft 5.11 b) des linearen Kontinuums X gibt es ein Element r mit
d<r<q<b,und weil

la,q) = [a,d) U [d,q) C [a,d) U ((p,q) NA) C U,

gilt auch [a,r] C U. Somit ist € B und d doch keine obere Schranke zu B.
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Also muss d € V sein, und dann ist d # a. Jetzt konnen wir das Intervall
(p, q) so anpassen, dass a < p < d, und weil d € V' haben wir

(p,d) € (p,g)NACV.

Nach der Eigenschaft 5.11 b) des linearen Kontinuums X gibt es ein Ele-
ment s mit p < s < d, und dieses Element s muss zu V' gehoren, in Wider-
spruch zu der Tatsache, dass d eine untere Schranke zu V' ist.

Beide Moglichkeiten d € U und d € V fiihren also zu einem Widerspruch.
Also muss die Annahme, dass A nicht zusammenhéngend ist, falsch gewesen
sein. Damit sind wir fertig. |

Korollar 5.14 Die zusammenhéidngenden Teilmengen von R in der Stan-
dardtopologie sind genau die Intervalle (einschlieflich der Strahlen und ganz
R.

Beweis. Die Standardtopologie auf R ist die Ordnungstopologie der Ord-
nung von R, und R mit dieser Ordnung ist ein lineares Kontinuum, nach
Beispiel 5.12 a). Nach Satz 5.13 sind die zusammenhéngenden Teilmengen
von R genau die (eigentlichen und uneigentlichen) Intervalle. |

Wir wollen jetzt einige Situationen untersuchen, in denen man aus be-
kannten zusammenhéingenden Mengen neue gewinnen kann.

Das wichtigste und folgenreichste Ergebnis dieser Art ist die Tatsache,
dass Zusammenhang (wie Kompaktheit) unter stetigen Abbildungen erhalten
bleibt.

Satz 5.15 Seien (X,7) und (Y, S) topologische Rdume und sei f: X — Y
eine stetige Abbildung.

Wenn X zusammenhéngend ist, dann ist f(X) eine zusammenhéngende
Teilmenge von Y.

Beweis. Wie bei der Kompaktheit ist der Beweis sehr einfach. Wir setzen
Z := f(X) und betrachten f als eine surjektive stetige Abbildung X — Z.

Wenn Z nicht zusammenhéngend ist, dann gibt es disjunkte nichtleere in
Z offene Teilmengen U und V von Z mit Z =U U V.

Die Urbildmengen f~!(U) und f~(V) sind disjunkt, sie sind offen in X
weil f stetig ist, und sie sind nichtleer weil f surjektiv ist (auf 7). Aukerdem
gilt

X=[2)=f(UuV)=fU)ufV).
Das widerspricht der Tatsache, dass X zusammenhdngend ist.
Also ist Z doch zusammmenhéngend. |
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Eine Instanz dieses Satzes ist der berithmte Zwischenwertsatz aus der
reellen Analysis.

Korollar 5.16 (Zwischenwertsatz) Seien a < b reelle Zahlen und sei
fila, b)) — R

eine stetige reellwertige Funktion.
Dann nimmt f auf [a, b] alle reellen Werte an, die zwischen f(a) und f(b)
(einschlielich) liegen.

Beweis. Das Intervall [a, b] ist zusammenhiingend in R. Also ist f([a, b]) auch
zusammenhéngend, und enthélt die Werte f(a) und f(b).

Nach Beispiel 5.9 d) gehort das ganze abgeschlossene Intervall mit End-
punkten f(a) und f(b) zu f([a,b]). Das heift, alle Zwischenwerte werden
angenormien. [

Korollar 5.17 Sei (X,7) ein zusammenhéngender topologischer Raum.
Dann ist jeder Quotient von X zusammenhangend.

Beweis. Sei (Y, S) ein Quotient von (X, 7). Dann gibt es eine identifizierende
Abbildung f: X — Y. Diese Abbildung ist stetig und surjektiv, und nach
Satz 5.15 ist Y = f(X) zusammenhéngend. |

Eine weitere niitzliche Tatsache ist die, dass eine zusammenhingende
Menge durch das Hinzufiigen von Haufungspunkten nicht unzusammenhén-
gend werden kann.

Lemma 5.18 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sei A eine zusammen-
héngende Teilmenge von X.
Sei B eine Teilmenge von X, so dass

AC B C A.

Dann ist B zusammenhéngend.
Insbesondere ist A zusammenhédngend.

Beweis. Wenn die Behauptung fiir eine gewisse Menge B mit A C B C A
nicht stimmt, dann gibt es eine nichtleere in B offene und abgeschlossene
Teilmenge W ; B.

Weil W offen ist in B, gibt es eine in X offene Menge U mit

0£W=UNBCUNA.
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Eine offene Menge, die A nicht schneidet, schneidet auch A nicht. Also ist
UNA=WnNA#Q.

W N A ist offen und abgeschlossen in A und ist nichtleer. Weil A zusam-
menhéngend ist, muss W N A= A seinund A CW.

Weil W in B abgeschlossen ist, gibt es eine in X abgeschlossene Menge
C mit W = C N B. Daraus folgt insbesondere, dass A C C.

Aber A ist die kleinste in X abgeschlossene Obermenge von X, und des-
halb ist BC A C C.

Folglich ist W = C'N B = B und doch keine echte Teilmenge von B, in
Widerspruch zu unserer Annahme.

Das zeigt, dass B doch zusammenhdngend ist. |

Wie die Kompaktheit, bleibt Zusammenhang unter Produktbildung er-
halten.

Satz 5.19 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A € A sei (X, 7)) ein nicht-
leerer topologischer Raum. Sei

(x,7) = [[(X0 T3)

AEA

(X, 7) ist genau dann zusammenhéangend, wenn alle (X, 7)) zusammen-
héngend sind.

Beweis. Wenn X zusammenhéngend ist, dann ist jeder Faktor X, nach
Satz 5.15 zusammenhingend, denn die Projektionen m): X — X, sind
stetig und surjektiv und haben zusammenhingende Bilder.

Wir miissen noch die andere Richtung zeigen: wenn alle X, zusammen-
hingend sind, dann ist X zusammenhéngend.

Dazu sei a € X und sei Z, die Zusammenhangskomponente von a.

Fir jedes p € A sei ¢,: X, — X die Abbildung gegeben durch die

Vorschrift
. . ay, wenn \# u;
(Zﬂ(x)))\ - WA(ZN(x)) = {x wenn A = j

Diese Abbildung ist stetig, weil offensichtlich 7y o, fiir jedes A € A stetig ist
(diese Verkniipfung ist entweder konstant oder die Identitdtsabbildung von
X,).

Weil X,, immer zusammenhéngend ist, ist auch

i,(X,) ={be X |by=a, auker fir \=pu}

zusammenhdngend und deshalb in Z, enthalten.
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Damit ist gezeigt, dass zwei Punkte von X, die sich nur in einer Koordi-
nate unterscheiden, in der gleichen Zusammenhangskomponente liegen.

Anders gesagt: wenn wir einen Punkt in X betrachten und eine Koordina-
te dieses Punktes abindern, erhalten wir einen neuen Punkt in der gleichen
Zusammenhangskomponente. Andern wir eine weitere Koordinate ab, dann
bleiben wir immer noch in der gleichen Komponente, und auch wenn wir
endlich viele Koordinaten eine nach der anderen abandern, verlassen wir die
urspriingliche Zusammenhangskomponente nicht.

Wir haben also gezeigt, dass die Menge

Y :={be X | by = a, auker fiir endlich viele A} C Z,.

Sei U eine beliebige nichtleere offene Menge in X. Dann enthélt U einen
nichtleeren grofen offenen Quader @ := [][,., Uy, in dem fiir alle bis auf
endlich viele A gilt U, = X,.

Fiir jedes der endlich vielen A € A mit U, # X, wihlen wir einen Punkt
xy € Uy. Wir definieren einen Punkt b = (...,by,...) € X durch die Vor-
schrift

{aA, wenn Uy = X;
by =

xy, wenn Uy, # X,.

Dieser Punkt b liegt in () und somit in U. Aber er unterscheidet sich nur in
endlich vielen Koordinaten von a und liegt deshalb in Y C Z,.

Wir haben damit gezeigt, dass jede nichtleere offene Menge in X die
Komponente Z, schneidet. Damit ist

(X\Z,)°=0  undsomit Z,=X.

Weil Z, abgeschlossen ist, folgt, dass Z, = X und X ist somit zusammen-
héngend. ]

Beispiel 5.20 Die Aussage von Satz 5.19 gilt nicht in der Boxtopologie. Hier
ist ein Beispiel.

Sei

X = H R
neN

in der Boxtopologie. Jeder Faktor dieses Produkts ist R und ist zusammen-
hangend. Die Elemente von X sind N-Tupel von reellen Zahlen oder anders
betrachtet, Folgen {ay },.n in R.

Wir definieren eine Relation ~ auf X durch die Vorschrift, dass fiir zwei
Folgen { a, },cn ~ {0n },en genau dann, wenn die Folge { a,, — by },,c €ine
Nullfolge ist, also gegen 0 konvergiert.
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Es ist sehr leicht einzusehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Ferner
haben ~-dquivalente Folgen das gleiche Divergenz- oder Konvergenzverhalten
und den gleichen Grenzwert, wenn sie konvergieren. Daraus folgt, dass es
{iberabzéhlbar viele Aquivalenzklassen gibt, und auf jeden Fall mehr als eine.

In der Boxtopologie ist jede ~-Aquivalenzklasse offen, denn fiir jedes Ele-
ment { a, },.n € X ist

[T (o0~ oo+ 55)

neN

eine offene Menge um {a, }, . in der Boxtopologie, die ganz in der Aqui-
valenzklasse von { a, },.n enthalten ist. Die Elemente dieses Produkts von
immer kleiner werdenden offenen Intervallen unterscheiden sich automatisch
von{ ay, },n nur durch eine Nullfolge.

Die ~-Aquivalenzklassen bilden also eine disjunkte offene Zerlegung von
X, wie sie laut der Bedingung in Lemma 5.4 b) in einem zusammenhén-
genden Raum nicht vorkommen kann. Das zeigt, dass dieses Produkt von
zusammenhéingenden Rdumen in der Boxtopologie nicht zusammenhéangend
ist.

Zusammenhang ist ein sehr leistungsfihiger Begriff, der aber den Nachteil
hat, etwas abstrakt zu sein, so dass der Nachweis, dass ein gewisser Raum
rzusammenhéngend ist, sich manchmal als schwierig erweist. Zum Gliick gibt
es eine konkretere und ,bildlichere” Variante des Zusammenhangbegriffs, die
ein wenig stirker ist als der bishere untersuchte Begriff aber mit diesem eng
verwandt ist.

Bei dieser Abwandlung untersuchen wir nicht direkt, ob die Topologie die
Punkte eines Raumes so verklebt und verbindet, dass sie miteinander ,zu-
sammenhéingen®, sondern wir ,ndhen” die Punkte, bildlich gesehen, mit einem
Faden zusammen, d.h., wir fragen, ob wir von jedem Punkt des Raumes zu
jedem anderen einen verbindenden Faden legen konnten.

Um die Definition zu préazisieren, sind ein Paar Vorbereitungen nétig.

Definition 5.21 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine
stetige Abbildung
w: [0,1] — X

Hier ist [0,1] das so notierte abgeschlossene Intervall in R, das wir das Stan-
dardeinheitsintervall in R nennen, und das wir in Zukunft mit I notieren
werden, um eine kiirzere und bequemere Notation zu haben.

Der Punkt w(0) € X heit der Anfangspunkt des Weges w und der
Punkt w(1) heifst sein Schlusspunkt. Diese beiden Punkte heifen kollektiv
die Endpunkte des Weges.
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Einen Weg w mit Anfangspunkt a und mit Endpunkt b nennen wir auch
einen Weg von a nach b. Oder wir sagen: w verbindet a mit b.

Fiir den Umgang mit Wegen brauchen wir einige Grundkonstruktionen.

Lemma und Definition 5.22 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und seien
x,y und z € X. Sei I das Standardeinheitsintervall in R.

a)

b)

Die konstante Funktion

Cp: I — X
t— x (fiir jedes t € 1)

ist ein Weg in X von z zu x, der den Punkt = nie verldsst. Er ist
automatisch stetig, weil er konstant ist.

Dieser Weg heilt der konstante Weg bei x.
Sei w ein Weg von x nach y. Die Formel
w(t) = w(l—t) fiirtel

definiert einen Weg in X von w™(0) = w(l — 0) = w(l) = y nach
w= (1) =w(l —1) =w(0) = x. Er ist stetig, da er die Verkniipfung der
stetigen Funktionen w und t — 1 —t ist.

Dieser Weg heilit die Umkehrung des Weges w.

Sei v ein Weg in X von x nach y, und sei w ein Weg von y nach z. Wir
definieren einen Weg v x w durch die Vorschrift

v(2t), falls 0 <t <

1.
27
w(2t — 1), falls § <t <1.

(vxw)(t) = {
In Beispiel 2.41 wurde gezeigt, dass so tatséchlich eine wohldefinierte
stetige Abbildung I — X bestimmt wird. Die dort gemachte Voraus-
setzung, dass v(1) = w(0), ist hier erfiillt, denn beide Werte ergeben
Y.

Der Weg v « w verbindet x mit z, denn
(vxw)(0) =v(2:0) = v(0) = z und (vxw)(l) =w(2-1-1) = w(l) = 2.
Wir nennen v x w die Verkettung oder die Hintereinanderrethung

von v mit w. Sie ist nur definiert, wenn der Schlusspunkt von v mit
dem Anfangspunkt von w iibereinstimmt.
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d) Seiw ein Weg in X, der bei x beginnt (also mit w(0) = z). Sei s € [0, 1].
Die Abbildung s -w: I — X definiert durch die Vorschrift

(s-w)(t) :== w(st)

ist stetig, da sie die Verkniipfung von w und der offensichtlich stetigen
Abbildung t — st ist.

Also ist s-w ein Weg in X von w(s-0) = w(0) = x nach w(s-1) = w(s).

e) Sei (Y,8) ein weiterer topologischer Raum und sei f: X — Y eine
stetige Abbildung.

Sei w: I — X ein Weg in X von x nach y. Dann ist
fow: I —Y

stetig und somit ein Weg in'Y von f(w(0)) = f(z) nach f(w(1)) =
f(y)-

Wir bezeichnen diesen Weg in Y mit f;(w) und nennen ihn das Bild
des Weges w unter f.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt unseren neuen Zusammen-
hangsbegriff definieren und seine Eigenschaften ermitteln.

Definition 5.23 Ein topologischer Raum (X, 7) heift wegweise zusam-
menhdngend oder kiirzer wegzusammenhdngend, wenn je zwei Punkte
xz und y € X durch einen stetigen Weg in X verbunden werden kénnen (also
wenn es immer einen Weg von z nach y gibt).

Auch fiir diese Art von Zusammenhang gibt es eine Partition von X in
disjunkte maximale wegzusammenhédngende Teilmengen, die man Wegkom-
ponenten nennt. Die Eigenschaften sind ganz dhnlich zu denen der norma-
len Zusammenhangskomponenten, und wir konnten sogar die Herleitung fast
wortlich aus der Herleitung fiir die normalen Zusammenhangskomponenten
abschreiben. Trotzdem wahlen wir diesmal eine andere ,Einstiegstelle”, die
hier etwas natiirlicher und einfacher ist.

Definition 5.24 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir definieren auf X
eine Relation ~ durch die Vorschrift: fiir zwei Punkte x und y € X ist v ~ gy
genau dann, wenn es einen Weg w in X von x nach y gibt.

Man sieht sofort aus Lemma und Definition 5.22, dass ~ eine Aquivalenz-
relation ist. Diese Relation ist reflexiv, weil fiir jeden Punkt x der Weg c,
ein Weg von z nach x ist. Sie ist symmetrisch, denn wenn w ein Weg von x
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nach y ist, so ist w~ ein Weg von y nach x. Und ~ ist transitiv, denn wenn
es einen Weg v von x nach y und einen Weg w von y nach z gibt, so ist v w
ein Weg von x nach z.

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ heiffen die Wegkompo-
nenten von X.

Fiir jedes x € X bezeichnen wir mit W, die Wegkomponente, in der x
liegt, also die ~-Aquivalenzklasse von .

Die Grundeigenschaften fiir ,,gewohnlich zusammenhidngende* Mengen
und fiir die ,gewohnlichen” Zusammenhangskomponenten aus Hilfssatz 5.5
und aus Satz und Definition 5.6 lassen sich sehr leicht auch auf Wegkompo-
nenten iibertragen. Hier ist es aber einfacher, die Beweise anders zu fiihren,
und aus diesem Grund iibernehmen wir nur die Aussagen, die wir wirklich
spater anwenden wollen und die unter diesem Gesichtspunkt hier noch einen
Sinn ergeben.

Lemma 5.25 Die Wegkomponenten eines topologischen Raumes (X, 7)) und
wegzusammenhangende Mengen haben folgende Figenschaften.

a) Fiir jedes © € X ist x € W, und W, ist wegzusammenhéingend und
ist die gréfite wegzusammenhéngende Teilmenge von X, die x enthalt,
in dem Sinne, dass fiir jede wegzusammenhéingende Teilmenge A mit
reAgilt ACW,.

Diese Eigenschaft bestimmt W, eindeutig (das heifit, es gibt keine an-
dere , gréfste wegzusammenhédngende Teilmenge* um x).

b) Wenn z # y € X, dann gilt entweder

W, =W, oder W, NW, = 0.

¢) X ist genau dann wegzusammenhéingend, wenn X nur eine Wegkom-
ponente hat. Diese Wegkomponente muss X sein.

d) Sei A eine Indexmenge und fiir jedes \ € A sei A, eine wegzusammen-
hingende Teilmenge von X.

Wenn (., Ax # 0, dann ist A :=|J,., A\ wegzusammenhéangend.

Beweis. Zu a): Fir x € X gilt « € W, weil W, definiert ist als die Wegkom-
ponente, die x enthalt.

Dass W, zusammenhéngend ist, ist nicht so trivial, wie es zunéchst aus-
sieht. Denn nach der Definition der Wegkomponenten ist x mit jedem Punkt
in seiner Wegkomponente W, durch einen Weg w in X verbindbar. Damit
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die Teilmenge W, selber wegzusammenhéngend ist, miissen diese Wege aber
in W, verlaufen!

Zum Gliick ist das aber der Fall, denn fiir jedes s € I ist der in Lemma
und Definition 5.22 d) definierte Weg s - w ein Weg in X von z nach w(s),
woraus folgt, dass © ~ w(s) und dass w(s) immer in W, liegt.

Die Wege, die bei x beginnen, verlaufen also automatisch in W,, und
deshalb ist W, tatsdchlich wegzusammenhingend.

Sei A eine wegzusammenhangende Menge mit x € A. Fiir jedes a € A
gilt © ~ a, denn weil A wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg (der
sogar innerhalb A verlduft) von x nach a. Also ist A C W,.

Das zeigt, dass W, die grofste wegzusammenhéngende Menge um z ist.

Dass dies W, eindeutig charakterisiert, folgt wie in Satz und Definiti-
on 5.6 a); jede von zwei ,groften wegzusammenhidngenden Mengen um z*
miisste in der anderen enthalten sein, weshalb sie gleich sein miissten.

b) folgt sofort aus der Tatsache, dass die Wegkomponenten W, die Aqui-
valenzklassen einer Aquivalenzrelation sind. Fiir dquivalente Punkte x und
y gilt W, = W,. Nichtdquivalente Punkte konnen auch nicht zu einem ge-
meinsamen dritten Punkt dquivalent sein, und ihre Aquivalenzklassen sind
disjunkt.

Zu c): X hat genau dann nur eine Wegkomponente, wenn X selber eine
Wegkomponente ist. Und X ist genau dann wegweise zusammenhéngend,
wenn je zwei Punkte durch einen Weg verbunden werden kénnen, also wenn
die Wegkomponente jedes Punktes gleich ganz X ist.

Zu d): Es wird vorausgesetzt, dass [),., Ax # 0. Sei a ein Element dieses
Durchschnitts. Dieser Punkt liegt in jedem A,.

Seien z und y € A. Dann gibt es Indizes p und v € A mit x € A, und
mit y € A,. Auch a liegt in diesen Mengen und weil A, und A, wegzusam-
menhéngend sind, gibt es einen Weg v in A, € A von z nach a und einen
Weg w in A, C A von a nach y.

Die Verkettung v*w ist ein Weg in A von x nach y. Weil es einen solchen
Weg fiir jedes Paar von Punkten z und y € A gibt, ist A wegzusammenhén-
gend. |

Auch die Eigenschaft, wegzusammenhingend zu sein, bleibt unter stetigen
Abbildungen erhalten.

Satz 5.26 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume und sei f: X — Y
eine stetige Abbildung.

Wenn X wegweise zusammenhéangend ist, dann ist f(X) eine wegweise
zusammenhingende Teilmenge von Y .
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Beweis. Seien y; und y, € f(X). Dann gibt es Punkte z; und s € X mit
f(x1) = y1 und f(x2) = 1.

Weil X wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg w in X von x; nach
xg. Der in Lemma und Definition 5.22 e) definierte Weg fy(w) verlduft in
f(X) und verbindet f(x1) = y; mit f(z2) = yo.

Also ist f(X) wegzusammenhéngend. |

Korollar 5.27 Sei (X, 7) ein wegzusammenhéngender topologischer Raum.
Dann ist jeder Quotient von X wegzusammenhéangend.

Beweis. Sei (Y, S) ein Quotient von (X, 7). Dann gibt es eine identifizierende
Abbildung f: X — Y. Diese Abbildung ist stetig und surjektiv, und nach
Satz 5.26 ist Y = f(X) wegweise zusammenhéngend. [ |

Satz 5.28 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes A\ € A sei (X, 7)) ein nicht-
leerer topologischer Raum. Sei

(X, 7) = [[(X\T)

(X,7T) ist genau dann wegweise zusammenhédngend, wenn alle (X, 7))
wegweise zusammenhangend sind.

Beweis. Wenn X wegweise zusammenhéngend ist, dann ist jeder der Fakto-
ren X, nach Satz 5.26 wegweise zusammenhéngend, denn die Projektionen
my: X — X, sind stetig und surjektiv und haben wegzusammenhéngende
Bilder.

Wir miissen noch die andere Richtung zeigen: wenn alle X, wegzusam-
menhéngend sind, dann ist X wegzusammenhéangend.

Seien v = (..., xy,...)und y = (..., yx,...) € X.

Weil jedes X, wegzusammenhingend ist, gibt es fiir jedes A € A einen
Weg w, in X, von x) nach y,.

Die wy bilden eine Familie von stetigen Abbildungen I — X, und be-
stimmen nach der universellen Eigenschaft des Produktes (Satz 2.49) eine
eindeutige stetige Abbildung w: I — X mit 7, o w = w,, fiir jedes .

Insbesondere ist w(0) der eindeutige Punkt in X mit my (w(0)) = wy(0) =
x fiir jedes A, und dieser Punkt ist x. Auf die gleiche Weise sieht man, dass
w(l) =v.

Man kann also einen Weg in X von x nach y ,koordinatenweise* definieren.
Auf jeden Fall existiert ein solcher Weg und X ist wegzusammenhéngend. Bl
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Wegzusammenhang und Zusammenhang sind nicht unabhéngig vonein-
ander (und das hilft manchmal, Fragen iiber einen dieser Begriffe mit Hilfe
von bekannten Tatsachen iiber den anderen Begriff zu beantworten).

Satz 5.29 Sie (X,7) ein topologischer Raum.

a) Wenn X wegzusammenhéngend ist, dann ist X auch zusammenhén-
gend.

b) Jede Wegkomponente von X ist ganz in einer Zusammenhangskom-
ponente enthalten. Jede Zusammenhangskomponente von X ist eine
disjunkte Vereinigung von Wegkomponenten.

Beweis. Fiir den leeren Raum ist nichts nachzupriifen. Wir kénnen also an-
nehmen, dass X # (.

a): Sei x € X. Fiir jedes y € X gibt es einen Weg in X von z nach y, weil
X wegzusammenhédngend ist.

Als Intervall in R ist I zusammenhéngend. Also ist nach Satz 5.15 das
Bild w([l) des Weges w zusammenhéngend, und liegt aus diesem Grund ganz
in Z,.

Insbesondere ist y = w(1) € Z,. Das gilt fiir jeden Punkt y, und folglich
ist Z, = X und X ist zusammenhéngend.

b): Weil jede Wegkomponente von X nichtleer und zusammenhéngend
ist, liegt sie nach Satz und Definition 5.6 a) ganz in der Zusammenhangs-
komponente jedes ihrer Punkte.

Verschiedene Wegkomponenten sind nach Lemma 5.25 b) disjunkt, und
weil jede Wegkomponente ganz in einer Komponente liegt, ist jede Kom-

ponente die disjunkte Vereinigung der Wegkomponenten, die sie schneiden.
|

Bisher wissen wir schon einiges iiber wegzusammenhidngende Mengen,
aber unser Wissen wirft auch viele Fragen auf (zum Beispiel, ob vielleicht
die Umkehrung zu Satz 5.29 a) gilt oder nicht). Auferdem ist unser Wissen
bisher nur allgemein und theoretisch — wir kennen noch keine Beispiele. Dem
wollen wir jetzt Abhilfe verschaffen.

Beispiele 5.30 a) Ein diskreter topologischer Raum mit mehr als einem
Punkt ist nie wegzusammenhingend, weil er nicht zusammenhangend
ist.

b) Wenn (X, 7) ein indiskreter topologischer Raum ist, so ist jede Abbil-
dung f von einem topologischen Raum Y nach X stetig, da die einzigen
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offenen Mengen in X die leere Menge (mit Urbild @) und ganz X (mit
Urbild V') sind. Diese Urbilder sind immer offen in Y.

Also koénnen auch je zwei Punkte x und y € X durch einen Weg w
verbunden werden, zum Beispiel indem man definiert w(0) := x und
w(t) ;= y fiir alle t > 0 € I. Da jede Abbildung nach X stetig ist, ist
auch diese Abbildung ein stetiger Weg.

Das zeigt, dass jeder indiskrete Raum wegzusammenhéngend ist.

In R koénnen nur eigentliche oder uneigentliche Intervalle wegweise zu-
sammenhingend sein, da nur Intervalle zusammenhéngend sind.

Tatséchlich ist auch jedes Intervall J wegzusammenhingend, denn
wenn x und y € J sind, so ist [z,y] € J. Die Abbildung w mit
w(t) := (1 — t)x + ty ist ein Weg in [x,y] von x nach y, und dieser
Weg verlauft natiirlich auch in J. Das zeigt, dass J wegzusammenhén-
gend ist.

Insbesondere ist ganz R wegweise zusammenhéngend.
Aus Satz 5.28 folgt jetzt, dass R" wegzusammenhéngend ist.

Die Einheitsscheibe D™ C R”™ ist wegweise zusammenhingend, denn
fiir jedes x € D" ist die Abbildung w mit w(t) := tz ein Weg vom
Ursprung 0 nach z. Jeder Punkt liegt also in der Wegkomponente von
0, und deshalb gibt es nur eine Wegkomponente und D" ist wegzusam-
menhdngend.

Der gleiche Beweis wie in e) zeigt, dass jeder euklidische offene Ball
B,(z) in R™ wegzusammenhéngend ist. Fiir jedes y € B,(x) verbindet
der Weg w, der definiert wird durch w(t) := ty+(1—t)x = z+t(y — x),
den Mittelpunkt x des Balls mit y.

Die Abbildung ¢ — (cost,sint) ist eine surjektive stetige Abbildung
R — S' C R% Weil R wegweise zusammenhiingend ist, folgt aus
Satz 5.26, dass S' wegweise zusammenhingend (und deshalb auch zu-
sammenhéngend) ist.

Sei n > 1 und seien x und y zwei Punkte der n-dimensionalen Sphére
S C R™. Wenn x # —y spannen diese Punkte, als Vektoren betrach-
tet, eine 2-dimensionale Ebene E durch den Ursprung in R"™! auf, und
x und y liegen in dieser Ebene.

Der Durchschnitt FNS™ ist ein Kreis in E, also homéomorph zu S!, und
ist deshalb wegzusammenhingend. Also liegen x und y in der gleichen
Wegkomponente von S, und das gilt fiir je zwei Punkte xz # +y € S™.
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Wenn =z = +y, so findet man immer einen dritten Punkt z € S, fiir
den automatisch gilt x # £z und y # £z, so dass alle in der gleichen
Wegkomponente liegen. Also ist S™ wegzusammenhéngend (fiir n > 1).

i) Fiir jedes n > 1 ist der n-dimensionale Torus T™ als Produkt von
Kopien von S! wegzusammenhéngend.

j) Der Raum

x:=]][R

neN

ist wegzusammenh#ngend in der Tychonoff-Topologie, da er ein Pro-
dukt von Kopien von R ist, aber er ist nicht wegzusammenhangend in
der Boxtopologie, da er, wie wir in Beispiel 5.20 gesehen haben, in der
Boxtopologie nicht zusammenhingend ist.

Die Eigenschaften kompakt und zusammenhdngend kénnen verwen-
det werden, um topologische Rdume auf HomSomorphismus ,abzuklopfen®.
Die Leistungsfihigkeit dieser Idee wird gesteigert, wenn man nicht nur die
interessierenden Réume direkt vergleicht, sondern vielleicht auch leichte Ab-
wandlungen von ihnen.

Wir geben aus Zeitgriinden nur ein einfaches aber typisches Beispiel an.

Lemma 5.31 Der Einheitskreis S' ist zu keinem Teilraum von R homdo-
morph (man sagt, er ist nicht in R einbettbar).

Beweis. Jeder zu S* homéomorphe Raum muss kompakt und zusammenhin-
gend sein, und die kompakten zusammenhingenden Teilmengen von R sind,
neben der leeren Menge, genau die abgeschlossenen Intervalle [a, b)].

Wire ein solches Intervall homdomorph zu S*, so miisste es mehr als einen
Punkt haben, und deshalb miisste a < b sein.

Wenn man aus S! einen Punkt z entfernt, ist der Rest, wie man leicht
sieht, immer noch wegweise zusammenhangend und deshalb zusammenhéan-
gend. Aber wenn man aus [a, b] einen inneren Punkt ¢ mit a < ¢ < b entfernt,
zerfillt der Rest in zwei Komponenten.

Da ein Homdomorphismus ¢: [a,b] — S auch einen Homdomorphis-
mus [a,b] \ {¢} — S*\ {¢(c) } induzieren wiirde, kann es keinen solchen
Homdomorphismus geben. |

Neben der sehr natiirlichen Beispiele 5.30 wollen wir noch ein exotischeres
Beispiel préasentieren, mit dessen Hilfe wir einige offene Fragen beantworten
kénnen.
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Beispiel 5.32 (Kammraum) In R? sei
A:=[0,1] x{0}
(das Standardeinheitsintervall auf der z-Achse), sei
B:={0} x[0,1]
(das Standardeinheitsintervall auf der y-Achse), und sei
C’::G{l}x[o,l]
N

(eine Vereinigung von senkrechten Stacheln oder ,Zinken“, die sich in der
Ndhe von B verdichten).

Die in Abbildung 5.1 gezeigte Vereinigung X := A U B U C dieser drei
Bestandteile heifst der Kammraum.

A

Abbildung 5.1: Der Kammraum X.

Man sieht leicht, dass X eine abgeschlossene Teilmenge von R? ist, denn
wenn (z,y) € X, soist y & [0,1] oder x ¢ [0,1] oder y # 0 und =z ist
weder 0 noch ein Kehrwert einer natiirlichen Zahl und liegt zwischen zwei
aufeinanderfolgenden solchen Kehrwerten; in jedem dieser Fille findet man
leicht eine offene Umgebung von (z,y), die X nicht schneidet.
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A, der ,Griff des Kamms, ist ein Intervall in R C R? und deshalb weg-
zusammenhéngend. Sowohl B wie auch jede Zinke { <} x [0,1] von C ist
homdomorph zu einem Intervall und deshalb wegzusammenhingend, und
diese Mengen treffen alle A.

Die Wegkomponente eines Punktes von A beinhaltet A und jede wegzu-
sammenhingende Menge, die A trifft, also unter anderem B und alle Zinken
von C'. Somit ist diese Wegkomponente der ganze Raum X.

Das zeigt, dass X wegzusammenhéngend ist und somit auch zusammen-
hangend ist.

Sei

Y :=X\{(0,0)} und Z =X\ B.

Der Raum Z ist die Vereinigung des Intervalls (0,1] x {0} (das wegzusam-
menhéngend ist) mit den Zinken von C' (die dieses Intervall treffen und alle
wegzusammenhéingend sind). Daraus folgt auf die gleiche Weise wie fiir X,
dass auch Z wegzusammenhingend und somit zusammenhéngend ist.

Fiir jeden Punkt (0,y) € B ist

{<%vy) }nEN

eine Folge aus C' C Z, die gegen (0,y) konvergiert. Folglich enthélt jede
Umgebung von (0, y) Punkte aus dieser Folge, also Punkte aus Z. Das heifst,
dass jeder Punkt von B ein Haufungspunkt von Z ist.

Damit ist gezeigt, dass

X=ZUBCZ.

Weil X abgeschlossen ist, gilt die Gleichheit. Das heifst, dass X die abge-
schlossene Hiille von Z ist, und Y liegt dazwischen.
Aus Lemma 5.18 kénnen wir schliefsen, dass Y zusammenhéngend ist.
Aber Y ist nicht wegzusammenhéingend. Den Raum Y erkennt man in
Abbildung 5.1 leicht wieder — er enthilt alle Punkte von X bis auf den
etwas dicker gezeichneten Koordinatenursprung an der unteren linken Ecke.
Jeder Weg w in X von (1,0) € A nach (0,1) € B muss durch diesen (in Y
entfernten) Punkt gehen, wie man an der Zeichnung sofort erkennt, und aus
diesem Grund sind (1,0) und (0,1) in Y nicht durch einen Weg verbindbar.
Natiirlich sollen Sie das nicht nur anhand der Zeichnung glauben. Sei «
eine irrationale Zahl zwischen 0 und 1. Weil die Projektion 7; auf die erste
Koordinate stetig ist, muss fiir jeden Weg w in X von (1,0) nach (0,1) die
erste Koordinate 7, o w auf Grund des Zwischenwertsatzes alle reellen Werte
zwischen 1 und 0 annehmen, insbesondere auch die Werte o/n fiirn > 1 € N.
Weil diese Werte irrational sind, entsprechen sie nicht der Lage irgend-
eines der Zinken des Kammes und somit ist (%,0) € A der einzige Punkt
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aus X, der diese erste Koordinate hat. Diese Punkte aus A miissen also alle
Werte von w sein.

Das Bild von w ist kompakt und deshalb abgeschlossen in R?, und die
genannten Werte hiufen sich bei (0,0). Deshalb muss der Weg w auch durch
(0,0) gehen; wie wir behauptet haben, kann er nicht ganz in Y verlaufen,
und Y ist nicht wegweise zusammenhéngend.

Wegweiser Zusammenhang ist also nicht gleichbedeutend mit Zusammen-
hang.

Die Wegkomponenten von Y sind leicht zu ermitteln, denn Y ist die
disjunkte Vereinigung der wegweise zusammenhingenden Teilmenge Z mit
der Menge B\ { (0,0) } = {0} x(0,1], die auch wegweise zusammenhéngend
ist.

Wiren diese Bestandteile nicht maximal wegzusammenhéngend, so wiirde
jede Wegkomponente beide dieser Teilmengen treffen und somit beide umfas-
sen; dann wire ganz Y wegzusammenhédngend, und wir wissen, das ist nicht
der Fall.

Es folgt, dass Z und B\ { (0,0) } die Wegkomponenten von Y sind. Wir
haben schon gesehen, dass X = Z in R?, woraus folgt, dass Y = Z in Y.

Insbesondere ist die Wegkomponente Z nicht abgeschlossen in Y. Lem-
ma 5.7 gilt also nicht entsprechend fiir Wegzusammenhang.

Von den Zusammenhangsbegriffen gibt es auch eine lokale Version, die al-
lerdings ein bisschen vorsichtiger und umstandlicher formuliert werden muss,
als es bei der lokalen Kompaktheit der Fall war (weil, anders als bei der
Kompaktheit in Hausdorffraumen, die Existenz einer grofen zusammenhén-
genden Umgebung eines Punktes nicht automatisch impliziert, dass es auch
beliebig kleine zusammenhingende Umgebungen gibt).

Definition 5.33 Sei (X,7) ein topologischer Raum.

Der Raum X heifst lokal zusammenhdngend, wenn es fiir jeden Punkt
x € X und fiir jede Umgebung U von z eine zusammenhdingende Umgebung
V von x gibt mit x € V C U.

Der Raum X heifst lokal wegweise zusammenhdngend, wenn es fiir
jeden Punkt z € X und fiir jede Umgebung U von x eine wegweise zusam-
menhdngende Umgebung V von x gibt mit x € V C U.

Bemerkung 5.34 Jeder lokal wegzusammenhangende Raum ist auch lokal
zusammenhéngend.

Das folgt leicht aus Satz 5.29 a), denn jede wegweise zusammenhéingende
Umgebung ist auf Grund dieses Satzes auch zusammenhangend.
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Beispiele 5.35  a) Jeder euklidische Raum R™ ist lokal wegweise zusam-
menhidngend und somit lokal zusammenhingend, denn jede Umgebung
U eines Punktes z enthélt einen offenen Ball um x, der nach Bei-
spiel 5.30 f) wegzusammenhingend ist.

b) Der Raum R\ {0} ist nicht zusammenhéingend und nicht wegweise
zusammenhingend, da er kein Intervall ist, aber er ist lokal wegweise
zusammenhéngend und lokal zusammenhingend, da jede Umgebung
eines Punktes z von R\ 0 ein offenes Intervall um x enthélt, und offene
Interville sind wegweise zusammenhéngend.

¢) Der Kammraum X aus Beispiel 5.32 ist wegweise zusammenhéngend
und zusammenhéngend, aber er ist nicht lokal wegweise zusammenhén-
gend oder lokal zusammenhéngend.

Keine Umgebung V' von (0,1) (dem fett gezeichneten Punkt in der
oberen linken Ecke von Abbildung 5.1), die in X\ A = XN (R x (0, 00))
enthalten ist, kann zusammenhéngend sein, denn jede solche Umgebung
V trifft C' und somit Punkte von X mit positiver erster Koordinate.

Die Projektion (V') von V unter der stetigen Abbildung m; enthélt
nur rationale Punkte von R, aber enthilt sowohl 0 wie auch positive
Werte. Diese Bildmenge kann deshalb kein Intervall sein und kann somit
nicht zusammenhéngend sein; also kann V' es auch nicht sein.

Die lokalen Zusammenhangseigenschaften mildern einige der moglichen
,Pathologien der globalen Eigenschaften.

Lemma 5.36 Sei (X,7) ein topologischer Raum.

Wenn X lokal zusammenhédngend ist, dann ist jede Zusammenhangskom-
ponente von X offen und abgeschlossen.

Wenn X lokal wegweise zusammenhangend ist, dann ist jede Wegkompo-
nente von X offen und abgeschlossen.

Beweis. Wir beweisen die zweite Behauptung, fiir die wegweisen Zusammen-
hangsbegriffe.

Sei x € X und sei y € W,. Nach Voraussetzung enthélt jede Umgebung
von y, insbesondere auch die Umgebung X, eine wegweise zusammenhéngen-
de Umgebung A, die wiederum, weil sie eine Umgebung von y ist, eine offene
Menge U, um y enthélt.

Weil A wegweise zusammenhéngend ist, ist A C W, = W,. Folglich gilt
auch

yelU, CACW,.
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Weil wir eine solche offene Menge um jeden Punkt von W, finden kénnen,

ist
w.=J U,
yeEWs

und somit offen.
Das gilt fiir jedes x € X. Insbesondere ist auch das Komplement jeder
Wegkomponente
xX\w,= J w,
yEWz
offen, und W, somit auch abgeschlossen.

Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir die erste Aussage und den nor-
malen Zusammenhangsbegriff, wenn man die W, und W, tiberall durch Z,
und Z, ersetzt, das Wort ,wegweise® weglésst, und ,Wegkomponente* durch
,2Komponente” ersetzt. [

Korollar 5.37 Sei (X,7) ein zusammenhéangender und lokal wegweise zu-
sammenhéngender topologischer Raum.
Dann ist X global wegweise zusammenhangend.

Beweis. Wenn nicht, dann ist X die disjunkte Vereinigung von seinen Weg-
komponenten, und jede ist eine echte Teilmenge von X.

Weil X lokal wegzusammenhingend ist, ist nach Lemma 5.36 jede Weg-
komponente offen. Die Zerlegung von X in die Wegkomponenten verstofst
dann gegen Bedingung 5.4 b) und X kann, entgegen der Voraussetzung, nicht
zusammenhéingend sein. |



Kapitel 6

Homotopie und die
Fundamentalgruppe

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass man mit Hilfe der Eigenschaf-
ten der Kompaktheit, des Zusammenhangs und des wegweisen Zusammen-
hangs oft entscheiden kann, ob es zwischen zwei topologischen Raumen eine
surjektive oder injektive stetige Abbildung geben kann oder spezieller, ob die
Raume homoomorph sein kénnen.

Leider gibt es auch viele Félle, in denen diese Eigenschaften keine wesent-
liche Hilfe bieten und in denen man neue Methoden und Gedanken braucht.
Die ziindende Idee der algebraischen Topologie besteht in der Konstruk-
tion von sich wohl verhaltenden Zuordnungen, die topologischen Objekten
wie Rdumen oder Rdumen mit ausgezeichneten Punkten algebraische Ob-
jekte wie Gruppen und Ringe zuordnen. Diese algebraischen Objekte kann
man berechnen, und mit ihnen kann man generell leichter rechnen, als mit
topologischen Merkmalen. Unterscheiden sich die algebraischen Objekte, so
unterscheiden sich auch die topologischen Objekte, denen sie zugeordnet sind.

Fiir die Vereinfachung, die die Algebraisierung der Topologie bietet, ist
allerdings ein Preis zu zahlen, denn sie gewinnt man auf Kosten der Detail-
treue; die Dinge sehen einfacher aus teilweise, weil man nicht mehr so scharf
sehen kann.

Diese Unschirfe stammt daher, dass die algebraischen Konstruktionen
es in ihrer Natur haben, dass sie invariant gegen stetigen Verdnderungen
der Strukturmerkmale eines Raumes oder einer Abbildung zwischen Ré&u-
men sind; solche Verdnderungen dndern wohl die Topologie, aber nicht die
zugeordneten Gruppen und Ringe.

Der genaue Begriff, die diese Art von Verdnderung beschreibt, nennt sich
Homotopie. Neben der prinzipiellen ,Sehstorung®, die er in der gesamten al-
gebraischen Topologie verursacht, ist er aber auch deshalb fiir uns im Moment
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wichtig, weil er in die Definition der einfachsten algebraischen Zuordnung, die
Konstruktion der Homotopiegruppen, direkt eingeht.

Die Grundeigenschaften des Homotopiebegriffs und die ihn verwendende
Gruppenkonstruktion sind die Themen dieses Abschnitts.

Wir erinnern an etwas Standardnotation.

Notation 6.1 Mit [ werden wir das Einheitsintervall [0, 1] C R bezeichnen,
dass wir stdandig benutzen werden.

Wir bezeichnen mit 01 die Menge {0,1} der beiden Endpunkte oder
Randpunkte des Intervalls.

Definition 6.2 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume. Eine Homo-
topie von X nach Y ist eine stetige Abbildung

H: X xI—Y.

Fiir jedes t € I erhalten wir eine Abbildung Hy;: X — Y durch die Festle-
gung
Hy(x) := H(x,t) fiir jedes x € X.

Wir nennen H; den Zustand von H zur Zeit t. Die H; konnen wir auffas-
sen als Stadien einer mit der Zeit sich stetig verandernden Schar von stetigen
Abbildungen X — Y, und die Homotopie H selber kénnen wir somit in-
terpretieren als eine stetige Schar von Abbildungen, oder als einen stetigen
Weg im Raum der stetigen Abbildungen X — Y.

Speziell bezeichnen wir Hy als den Anfangszustand von H und H; als
den Endzustand von H; wir sagen dann, H ist eine Homotopie von H, zu
Hi.

Sind f und ¢ zwei stetige Abbildungen X — Y, so sagen wir, f ist
homotop zu g, wenn es eine Homotopie H von X nach Y gibt, mit

Hy=f und Hy =g

Wir schreiben als Notation dafiir f ~ ¢, oder wenn es auf die Nennung der
Homotopie H ankommt, f ~py g.

Homotopien haben sehr viel Ahnlichkeit mit Wegen, und sie verhalten sich
in vielerlei Hinsicht wie Wege in dem Raum der stetigen Abbildungen von X
nach Y. Oder man kann eine Homotopie von X nach Y als eine durch X pa-
rametrisierte Schar von Wegen in Y betrachten. Beide Betrachtungsweisen
legen nahe, auch zur Untersuchung von Homotopien Grundkonstruktionen
wie die aus Lemma und Definition 5.22 einzufiihren, die bei der Untersu-
chung des Wegzusammenhangs und der Aquivalenzrelation, durch einen Weg
verbindbar zu sein, eine groke Hilfe waren.
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Allerdings sind Homotopien strukturreicher als einfache Wege, und es
kann deshalb Sinn machen, ihnen auf Teilen ihres Definitionsbereiches X
Einschrinkungen aufzulegen; bei der Konstruktion der Homotopiegruppen
maissen wir das sogar tun.

Wir wollen kurz zwei wichtige solche ,Nebenbedingungen® beschreiben
und anschliefsend die erwdhnten Grundkonstruktionen definieren und auch
in Bezug auf die wichtigsten Nebenbedingungen charakterisieren.

Definition 6.3 a) Seien X und Y topologische Rdume und sei A C X.
Wir nennen eine Homotopie H: X x [ — Y eine Homotopie rela-
tiv zu A, oder eine Homotopie mit A fest, wenn H auf A nichts
verdndert, d.h., wenn fiir jedes a € A gilt, dass H(a,t) nicht von ¢
abhéngt.

Dann ist H(a,t) in Bezug auf ¢ konstant, wenn a in A liegt, aber dieser
in ¢ konstante Wert kann fiir verschiedene a € A natiirlich verschieden
sein.

Homotopie relativ zu A kann man auch so charakterisieren, dass die
Einschriankungen H,|A fiir alle ¢ € I gleich sind.

Sind f und g stetige Abbildungen X — Y, so nennen wir f und
g homotop relativ zu A oder homotop mit A fest, wenn es eine
Homotopie H relativ zu A gibt, mit f >~y g. Wir schreiben dann

f~grel A oder spezifischer f ~pg grel A.

Natiirlich ist das nur moglich, wenn f|A = g|A.

b) Sehr oft werden wir Homotopien betrachten, wo [ nicht nur die
,Zeitachse* der Homotopie darstellt, sondern auch die ,rdumliche Ach-
se“, d. h., wo auch X = I.

Eine solche Homotopie I x I — Y kann man als eine stetige Schar
von Wegen in Y auffassen.

In diesem Sinne nennen wir eine Homotopie I xI — Y eine Homotopie
mait festen Endpunkten, wenn sie eine Homotopie rel { 0,1} C [ ist.

Definition 6.4 Im Folgenden seien (X,7), (Y,S), und (Z, O) topologische
Réaume.

a) Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Wir definieren eine Abbildung
Cy: X x I — Y durch die Vorschrift

Cy(x,t) == f(z) fiir alle ¢t € I und jedes = € X.
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Cy = f om ist stetig und ist eine Homotopie von f zu f; wir nennen
sie die konstante Homotopie bei f, da (Cf), = f ist fiir jedes t € I.

Sie ist offensichtlich eine Homotopie rel X (und deshalb auch eine Ho-
motopie rel A fiir jedes A C X).

Seien f und g stetige Abbildungen X — Y. Sei H: X x [ — Y eine
Homotopie von f zu g. Definiere eine Homotopie H~ durch

H™ (z,t) .= H(x,1—1) fir alle z € X und ¢ € I.

H~ ist stetig als Verkniipfung von H mit der offensichtlich stetigen
Abbildung (z,t) — (z,1 — t). Offenbar ist H~ eine Homotopie von ¢
zu f, denn

H()_:Hl—():leg und Hl_:Hl_le():f.

Wir nennen H~ die umgekehrte oder rickwdrts verlaufende Ho-
motopie zu H.

Wenn H eine Homotopie rel A C X ist, so ist offensichtlich auch H~
eine Homotopie rel A (da bei der Umformung von H zu H~ nur die
wLeitkoordinate® t verdndert wird).

Seien f, g und h stetige Abbildungen X — Y undsei H: X xI — Y
eine Homotopie von f zu g und K: X x I — Y eine Homotopie von
g zu h.

Wir definieren eine Abbildung H « K: X x I — Y durch

(H K)( 9 H(z,2t), wenn 0 <t < %; (6.1)
* x,t) = :
K(z,2t —1), wenn i <t<1

firze Xund ¢t e 1.

Man beachte, dass fiir (H * K) (z, %) beide Félle anwendbar sind, aber
da
H2~% = Hl :g —= KO = KZ'%—]J

stimmen beide Werte iiberein, so dass Hx K auch fiir t = % wohldefiniert
ist.

Und Hx*K ist offensichtlich stetig auf den abgeschlossenen Unterrdumen
X x[0,1] (wo der erste Fall in (6.1) anwendbar ist) und X x [1, 1] (wo
der zweite Fall in (6.1) anwendbar ist). Nach Satz 2.39 ist H % K auf
ganz X X [ stetig und somit eine Homotopie.
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Wir nennen H x K die Verkettung von H und K.
Offenbar ist H * K eine Homotopie von f zu h, denn

(H*K)OIHQ.OIHOIf und (H*K)lzKQ.lflzKlzh.

Wenn A C X und wenn H und K Homotopien rel A sind, so ist
flA=g|A=hl]A
und man sieht sofort aus der Definition in Formel (6.1), dass auch H* K

eine Homotopie rel A ist.

Es ist denkbar bei dieser Operation %, dass auch X ein kartesisches
Produkt sein kann, in dem der Faktor I auftaucht, und dann koénnte
es sinnvoll sein, die Operation * beziiglich verschiedener Koordinaten-
richtungen auszufiihren. In diesem Fall erlauben wir uns, durch einen
Index am Zeichen * den richtigen Faktor / zu kennzeichnen, so dass
wir zum Beispiel fiir Abbildungen auf I? zwei Verkettungsoperationen
x1 und % haben, die auf die erste bzw. auf die zweite Richtung wirken.

Seien f und g stetige Abbildungen X — Y und seien h und k stetige
Abbildungen Y — Z. Sei H: X x I — Y eine Homotopie von f zu
g und sei K:Y x I — Z eine Homotopie von h zu k.

Definiere eine Abbildung K () H: X x [ — Z durch die Vorschrift
(KO H)(z,t) = K(H(z,1),t) fiir alle x € X und ¢t € I.

Offenbar ist K () H stetig und somit eine Homotopie von X nach Z.

Wir nennen K () H die Verkniipfung der Homotopien H und K.
Obwohl K () H nicht die Verkniipfung der Abbildungen H und K ist,
ist dieser Name gerechtfertigt, denn es gilt fiir jedes ¢ € I, dass

(KQH)t = Kt OHt-

Insbesondere ist K () H eine Homotopie von Ky o Hy = h o f nach
KioH,=kog.
Sei A C X. Wenn H eine Homotopie rel A ist, und wenn K eine
Homotopie rel f(A) ist, dann ist K () H eine Homotopie rel A, denn

o fiir a € A hingt H(a,t) nicht von ¢ ab,

e H(a,t) ist also fiir alle t € I gleich f(a) € f(A),

e also hiingt K (H(a,t),t) = K(f(a),t) nicht von t ab.
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Lemma und Definition 6.5 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Réume.
Sei A C X.

Wir bezeichnen mit C'(X,Y") die Menge der stetigen Abbildungen von X
nach Y.

a)

b)

Sowohl die Homotopie-Relation ~ wie auch ~ rel A sind Aquivalenz-
relationen auf C(X,Y).

Die ~-Aquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f: A — B heifst die
Homotopieklasse von f; wir bezeichnen sie mit [f]. Die Aquivalenz-
klasse von f beziiglich Homotopie rel A heifst die Homotopieklasse
von f relativ zu A und wir bezeichnen sie mit [f] 4.

Die Menge aller Homotopieklassen von stetigen Abbildungen X — Y
(also der Quotient C'(X,Y)/ ~) heikt die Homotopiemenge von X
nach Y und wird mit [X,Y] bezeichnet.

Entsprechend bezeichnen wir die Homotopiemenge von X nach Y
relativ zu A, also die Menge aller Homotopieklassen relativ zu A von
stetigen Abbildungen X — Y, mit [X,Y]a4.

Die Relation ~ ist mit Verkniipfung von stetigen Abbildungen vertrag-
lich. Das heifst, wenn (Z, Q) ein dritter topologischer Raum ist, wenn
f =~ g stetige Abbildungen aus C(X,Y’) sind und wenn h ~ k stetige
Abbildungen aus C(Y, Z) sind, so ist

hof~kogeC(X,Z). (6.2)

Aus diesem Grund bestimmt die Verkniipfung von stetigen Abbildun-
gen eine wohldefinierte Verknipfung von Homotopieklassen

o: [V, Z] x [X,Y] — [X, Z]
(A, [£1) = [R] o [f] := [l o f].

Entsprechend, wenn f ~ g rel A und wenn h ~ k rel f(A), dann ist

hof=~kogrel A (6.3)

Fiir die Relativklassen ist die Verkniipfung der Klassen allerdings nicht
definiert, da der linke Faktor nicht als Element einer festen relativen
Homotopiemenge gewéhlt werden kénnte; fiir ihn spielt nicht die Ho-
motopie rel A eine Rolle, sondern Homotopie relativ zum variierenden
Bild von A unter den Abbildungen der rechten Homotopieklasse.
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Beweis. Zu a): Wir beweisen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf C'(X,Y)
ist.

Die Relation ist reflexiv, denn fiir jede stetige Abbildung f € C(X,Y)
gilt f ~¢, f nach Konstruktion 6.4 a).

Die Relation ~ ist symmetrisch, denn wenn f ~p g, so ist ¢ ~y- f nach
Konstruktion 6.4 b).

Und schlieflich ist die Relation transitiv. Wenn f ~y ¢ und g ~y £,
dann ist f ~p.x h nach Konstruktion 6.4 c).

Auf Grund der Aussagen in Lemma und Definition 6.5 gelten diese Be-
hauptungen auch fiir Homotopie relativ zu A.

Zub): Wenn f ~y g und h ~k k, dann ist K O H nach Definition 6.4 d)
eine Homotopie von h o f nach k o g. Das beweist Gleichung (6.2).

Die Aussage iiber Homotopie rel A und Gleichung (6.3) folgen entspre-
chend aus der Bemerkung zu Homotopie rel A in Definition 6.4 d). |

Wir présentieren ein paar einfache aber oft benutzte Beispiele fiir Homo-
topien.

Beispiele 6.6 a) Sei X ein topologischer Raum und sei n eine natiirli-
che Zahl. Jede Abbildung f: X — R" ist homotop zur konstanten
Abbildung 0, denn

H(z,t) =t f(x)
ist eine Homotopie von 0 nach f.

b) Allgemeiner, sei Y eine konvexe Teilmenge von R" (zur Erinnerung: das
heifst, dass fiir je zwei Punkte y und z von Y die gerade Verbindungs-
strecke { (1 —t)y+tz |t € 1} ganz in Y enthalten ist). Dann sind je
zwei stetige Abbildungen f und g: X — Y zueinander homotop.

Fir z € X und ¢ € I setze man
H(z,t) :=tg(z)+ (1 —t)f(z).

Dann ist H eine Homotopie von Hy = f zu H; = g.

Man beachte ferner: wenn A C X eine Teilmenge ist, so dass f|A = g|A,
dann ist H sogar eine Homotopie rel A.

c¢) Sei D™ die abgeschlossene Einheitsscheibe in R™ und sei X := D™"\{0},
die gelochte Scheibe.

Die Sphire S"~! ist ein Unterraum von X, und wir haben eine Art Pro-
jektion p von X auf S"~! (genannt eine Retraktion), gegeben durch

T

p(x) = ol
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Die Identitat von X, oder die Inklusion von X nach D™ (beide Abbil-
dungen nehmen ja die gleichen Werte an) sind homotop zu p vermdoge
einer der Homotopien

H(z,t) == ((1—t>\|x||+t>i oder  K(z,t) = —

| el

Abbildung 6.1: Eine Homotopie auf D™\ {0}

Man beachte, dass diese Homotopien relativ zu S"~! sind, d.h., die
Punkte von S™ ! werden wihrend der ganzen Homotopie nicht bewegt
(und werden identisch abgebildet).

Auf ganz D" gibt es keine stetigen Abbildungen nach S"~!, die auf
S™=1 die Identitit sind. Und idp» ist rel S"~! zu keiner Abbildung
homotop, deren Bild nicht ganz D™ ist. Das zu beweisen ist aber (noch)
nicht leicht; es wird erst moglich mit den Hilfsmitteln der algebraischen
Topologie, die wir dabei sind, zu entwickeln.

d) Sei X = {«} ein Einpunktraum und sei Y ein beliebiger topologischer
Raum. Eine Homotopie H: X x I — Y ist nichts anderes, als ein Weg
win Y (mit w(t) = H(x,1)).

Beispiel 6.6 d) macht uns darauf aufmerksam, dass Wege und Wegzusam-
menhang wichtige Rollen in der Homotopietheorie spielen.

Bemerkung 6.7 Seien X und Y topologische Rdume und sei
H: XxI—Y

eine Homotopie. Das Bild, wihrend der Homotopie, eines Punktes z € X ist
eine wegzusammenhingende Teilmenge H ({x } x I) von Y. Folglich kann
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wahrend der Homotopie kein Punkt die Wegkomponente von Y verlassen, in
der er angefangen hat.

Homotopie ist eine Aquivalenzrelation unter stetigen Abbildungen zwi-
schen zwei Rdumen, aber mit ihrer Hilfe kénnen wir auch topologische Ob-
jekte vergleichen (mit teils erstaunlichen Ergebnissen):

Definition 6.8 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und sei
f: X — Y eine stetige Abbildung.

Wir nennen f eine Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbil-
dung g: Y — X gibt mit

go f ~idy und fog~idy. (6.4)

Jede solche Abbildung g heift ein Homotopieinverses zu f.

Wir sagen, dass zwei topologische Rdume X und Y den gleichen Ho-
motopietyp haben, wenn es eine Homotopiedquivalenz von X nach Y gibt.
Dafiir werden wir schreiben X ~ Y oder

Homotopiedquivalenzen sind die ,Jsomorphismen® der Homotopietheorie,
und Raume des gleichen Homotopietyps sehen homotopietheoretisch gleich
aus, auch wenn sie topologisch sehr verschieden sein konnen, wie wir an den
spateren Beispielen sehen werden.

Hier ein paar einfache Figenschaften von Homotopiedquivalenz.

Lemma 6.9 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume. Sei f: X — Y
eine stetige Abbildung.

a) Wenn es stetige Abbildungen g und h: Y — X gibt, so dass
go f~idx und foh~idy

(in anderen Worten, wenn g ein Homotopielinksinverses zu f ist und
h ein Homotopierechtsinverses, aber sie sind nicht unbedingt gleich),
dann ist f trotzdem eine Homotopiedquivalenz, es gilt g ~ h und beide
sind tatsachlich ,volle* Homotopieinverse zu f.

b) Wenn f eine Homotopiedquivalenz ist und g ein Homotopieinverses zu
f ist, dann ist auch g: Y — X eine Homotopiedquivalenz und f ist
ein Homotopieinverses zu g.
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¢) Wenn [ eine Homotopiedquivalenz ist und g ein Homotopieinverses zu
f, dann ist jede zu f homotope Abbildung ' ~ f: X — Y eine Homo-
topiedquivalenz und jede zu g homotope Abbildung ¢’ ~ g: Y — X
ein Homotopieinverses zu f.

d) Wenn f eine Homotopiedquivalenz ist, und wenn (Z, O) ein weiterer to-
pologischer Raum ist und h: Y — Z eine Homotopiedquivalenz, dann
ist ho f eine Homotopiedquivalenz X — Z. Ferner, wenn g: ¥ — X
ein Homotopieinverses zu f ist und k: Z — Y ein Homotopieinverses
zu h ist, dann ist g o k ein Homotopieinverses zu h o f.

e) Jeder Hom6omorphismus ist auch eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. Zu a): Es gilt
g=goidy ~go(foh)=(go f)oh~idxoh=h,
und weil dann gilt
fog~ foh~idy und hof~gof~idy,

sind g und h Homotopieinverse zu f und f ist eine Homotopiedquivalenz.

b) ist klar nach der Definition von Homotopiedquivalenz und Homotopie-
inverse.

c) folgt sofort aus der Tatsache, dass die Homotopierelation ~ mit Ver-
kniipfung vertriglich ist, wie in Lemma und Definition 6.5 b).

d) ist trivial, denn
(gok)o(hof)=go(koh)o f~goidyof =go f~idy,

und man zeigt auf die gleiche Weise, dass die Verkniipfung in der anderen
Reihenfolge zu idz homotop ist.

e) ist offensichtlich; man kann sogar alle ~ in den definierenden Gleichun-
gen als Gleichheiten realisieren. [

Beispiele 6.10 a) Sei X = R" oder D™ oder allgemeiner, eine nichtlee-
re konvexe Teilmenge von R™. Dann hat X den Homotopietyp eines
Einpunktraumes. Ferner, fiir jeden Punkt x € X sind die Inklusion
i: {x} — X und die konstante Abbildung ¢: X — {2 } Homoto-
piedquivalenzen und Homotopieinverse zueinander.

Denn coi = id{,) und i o ¢ ~ idx, da wir in Beispiel 6.6 b) gesehen
haben, dass je zwei stetige Abbildungen in eine konvexe Teilmenge von
R" zueinander homotop sind. Die Homotopie zwischen 7o c und idx ist
sogar rel {z }, weil (ioc)(z) = z.
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b)

Die Inklusion j: D™ — R" ist fiir jedes n € N eine Homotopiedqui-
valenz.

Dazu sei 7: R™ — D" die Abbildung

x, wenn [|z] < 1;
r(x) =4 -
e wenn [z > 1.

Offenbar ist 7 o j = idpn, und j o r ~ idr», wieder weil je zwei Ab-
bildungen in die konvexe Menge R™ homotop sind. Da aber j o r auf
D™ mit der Identitét {ibereinstimmt, sind sie nach Beispiel 6.6 b) sogar
homotop rel D".

Fiir jedes n > 1 ist die Inklusion i: S"! — D"\ {0} eine Ho-
motopiedquivalenz, und ein Homotopieinverses dazu ist gegeben durch
die in Beispiel 6.6 ¢) definierte Abbildung p: D"\ {0} — S™! mit
p(x) = x/|x]].

Denn offensichtlich ist p o i = idgn—1 und in Beispiel 6.6 ¢) haben wir
schon gesehen, dass i o p ~ idpn\{0}-

In R? sei X der Kreis von Radius 1 um den Punkt (—1,0), und sei
Y =1x{0}.Sei Z:= XUY (siche Abbildung 6.2). Dann ist die Inklu-

Abbildung 6.2: Ein Kreis mit angeheftetem Intervall

sion j: X — Z eine Homotopiedquivalenz; die Abbildung r, die den
Kreis identisch auf sich und das Intervall auf seinen linken Endpunkt
abbildet ist ein Homotopieinverses zu j, denn durch stetiges Stauchen
des ,Stachels” Y, unter Festhaltung des Kreises, erhélt man offensicht-
lich eine Homotopie von idz zu j or, und r o j ist sogar gleich idx.

In R? sei V die Vereinigung des Intervalls 7 x {0} mit dem Kreis von
Radius 1 um (—1,0) und dem Kreis von Radius 1 um (2,0). Sei W die
Vereinigung des Kreises von Radius 1 um (—1,0) mit dem Kreis von
Radius 1 um (1,0) (diese beiden Kreise beriihren sich am Koordina-
tenursprung). Diese Rdume haben den gleichen Homotopietyp.
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Das Beispiel sieht dhnlich aus wie der Kreis mit Stachel in Teil d), aber
es ist wesentlich komplizierter, weil der zweite Kreis am rechten Ende
des Intervalls verhindert, dass man das Intervall einfach zusammen-
staucht; anders als in Teil d) kann sich das rechte Ende des Intervalls
wéahrend der Homotopie nicht mehr frei bewegen, ohne dass man dem
angehingten Kreis Rechnung tragt.

Um die Behauptung V' ~ W zu beweisen, miissen wir zundchst Abbil-
dungen zwischen V und W finden und dann hoffen, dass die Abbildun-
gen, die wir gewdhlt haben, Homotopiedquivalenzen sind.

Eine Abbildung p: V' — W ist leicht zu konstruieren: man bilde den
linken Kreis identisch ab, bilde das ganze Intervall auf seinen linken
Endpunkt ab und verschiebe den rechten Kreis von V' um eine Einheit
nach links, so dass er auf dem rechten Kreis von W zu stehen kommt.

Fiir die Abbildung ¢ in die andere Richtung muss man sich ein bisschen
mehr einfallen lassen: man bilde den linken Kreis wieder identisch ab,
man projiziere die linke Hélfte des rechten Kreises senkrecht auf die x-
Achse, oder genauer auf I x {0}, und man dehne die rechte Hélfte des
rechten Kreises in W auf den ganzen Kreis aus (durch die Abbildung,
die fiir den Einheitskreis um 0 in C die Gestalt z — 2% hat), und
verschiebe das Ergebnis um eine Einheit nach rechts auf den rechten
Kreis von V.

Abbildung 6.3 auf der ndchsten Seite zeigt in der mittleren ,Spalte”
die Rdume V und W und die Abbildungen p und ¢, wobei p zweimal
dargestellt wird, damit man sich sowohl die Verkniipfung qop wie auch
die Verkniipfung p o ¢ vorstellen kann. Mit Hilfe der Farbgebung kann
man gut sehen, welche Teile der Rdume wohin abgebildet werden, aber
sie hat auch den Zweck, die Homotopien zwischen den dargestellten
Verkiipfungen und den Identitdtsabbildungen begreifbar zu machen.

Die gestrichten Pfeilbogen auf der rechten und linken Seite der Abbil-
dung stellen Homotopien H von idy zu g o p und K von idy zu po g
dar; die Bogen sind unterbrochen durch eine farbliche Zeichnung eines
Zwischenstadiums der jeweiligen Homotopie.

Die Homotopie H staucht das Intervall vom rechten Ende her zusam-
men und zieht die linke Hélfte des rechten Kreises mit und ldsst sie
in das Intervall ,nachflieflen (wobei der obere und untere Halbkreis
auf der z-Achse miteinander verschmelzen); gleichzeitig dehnt sich die
rechte Halfte des rechten Kreises aus, um den ,weggeflossenen® Teil des
Kreises auszufiillen. Es ist noch nicht einmal schwer, eine Formel fiir
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/4

Abbildung 6.3: Das mittlere Intervall kann zusammengezogen werden.

diese Homotopie hinzuschreiben, aber ich glaube, man versteht auch
anhand des Bildes sehr gut (oder sogar besser), was hier passiert.

Die Homotopie K auf der linken Seite der Zeichnung staucht die linke
Hilfte des rechten Kreises von W einfach zum Schnittpunkt der bei-
den Kreise zusammen, wiahrend die rechte Halfte des rechten Kreises
mitfliefst und sich ausdehnt, um den Kreis auszufiillen.

Die Inklusion i: S*~! — D" ist fiir kein n eine Homotopiedquiva-
lenz und das hangt mit der Tatsache zusammen, dass es keine stetige
Abbildung D" — S™~! geben kann, die auf S"! die Identitét ist.

Wo solche stetigen Abbildungen existieren, ist es auch nicht schwer, sie
zu finden. Wo zwei Rdume vom gleichen Homotopietyp sind, ist es meis-
tens auch nicht schwer, eine Homotopiedquivalenz anzugeben und die
geforderten Homotopien zu konstruieren. Wo diese Eigenschaften aber
nicht gelten, ist es oft aulerordentlich schwierig, ihre Unmoglichkeit zu
beweisen. Auch in diesem Fall werden wir erst spater mit Mitteln aus
der algebraischen Topologie dazu in der Lage sein.
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Wenn wir diese Beispiele betrachten, sehen wir, dass die einfachsten Zu-
stande, die es beziiglich Homotopie und Homotopiedquivalenzen geben kann,
die folgenden sind, die aus diesem Grund auch einen besonderen Namen ver-
dienen:

Definition 6.11 a) Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen to-
pologischen Rdumen. Wir nennen f nullhomotop, wenn f homotop
zu einer konstanten Abbildung ist.

b) Ein topologischer Raum X heift zusammenziehbar, wenn X den
gleichen Homotopietyp hat, wie ein Einpunktraum { x }.

Lemma 6.12 Sei X # () ein topologischer Raum. Folgende Bedingungen
sind dquivalent:

a) X ist zusammenziehbar.

b) idy ist nullhomotop.

c) Jede stetige Abbildung f:Y — X mit Zielraum X ist nullhomotop.
d) Jede stetige Abbildung g: X — Z mit Quellraum X ist nullhomotop.

Der Beweis ist sehr einfach und wird als Ubungsaufgabe dem Leser iiberlas-
sen.

Beispiel 6.13 Jede stetige Abbildung nach R™ oder in eine konvexe Teil-
menge von R™ hinein ist nullhomotop (Beispiele 6.6 a) und b)). Mit Lem-
ma 6.12 folgt daraus, dass jede nichtleere konvexe Teilmenge von R" zusam-
menziehbar ist (das wurde aber auch schon in Beispiel 6.10 a) gezeigt).

Mit Hilfe der Homotopiebegriffe und der zugehorigen Konstruktionen sind
wir jetzt in der Lage, mit wenig Arbeit fiir jeden topologischen Raum! eine
Gruppe zu konstruieren, die ein algebraisches Abbild der Topologie darstellt
und eine grofse Hilfe bei der Beantwortung topologischer Fragen sein kann.

Wir behandeln aus Zeitgriinden nur die einfachste Variante dieser Grup-
penzuordnung, die so genannte erste Homotopiegruppe oder Fundamen-
talgruppe, die sich aber leicht verallgemeinern lasst zu einer unendlichen
Folge von dhnlich aufgebauten Gruppen, den Homotopiegruppen beliebi-
ger Dimension (wobei die Fundamentalgruppe der Dimension 1 entspricht).

Die Fundamentalgruppe erhélt man aus der Betrachtung von Wegen in
einem topologischen Raum und der Untersuchung, welche Wege zueinander

Irichtiger gesagt, fiir jeden punktierten Raum, also fiir jeden Raum mit einem ausge-
zeichneten Punkt.
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homotop sind, wenn man ihre Endpunkte festhalt; nur der Pfad dazwischen
darf bei der Homotopie bewegt werden.

Weil diese Einschrénkung jetzt eine Standardsituation darstellen wird,
erinnern wir kurz an die Definition, die urspriinglich in Definition 6.3 b)
gegeben wurde, und fiihren eine Kurzschrift dafiir ein.

Notation 6.14 Sei X ein topologischer Raum.
Wir nennen zwei Wege v und w in X homotop mit festen Endpunk-
ten, wenn v ~ w rel 01, und in diesem Fall schreiben wir dazu auch

v ~ w mfE,

so wie wir generell die Abkiirzung mfE fiir ,mit festen Endpunkten® zulas-
sen wollen. Natiirlich konnen zwei Wege nur dann mit festen Endpunkten
homotop sein, wenn sie den gleichen Anfangspunkt haben und den gleichen
Schlusspunkt haben.

Abbildung 6.4: Homotopie mit festen Endpunkten

Die Homotopieklasse mit festen Endpunkten eines Weges w bezeichnen
wir mit [w]; da es sich in diesem Kontext immer um Homotopie mit festen
Endpunkten handeln wird, kennzeichnen wir das nicht extra in der Notation.

Seien x und y zwei fest gewéhlte Punkte in X. Die Menge aller Wege von
x nach y in X bezeichnen wir mit )(x, y). Die Menge aller Homotopieklassen
mit festen Endpunkten von Wegen von x nach y bezeichnen wir mit 7(z,y).
Dies ist der Quotient von Q(x, i) nach der Aquivalenzrelation ~ rel 9I (gleich
~ mfE).

Eine erhebliche Erleichterung beim Umgang mit Homotopie von Wegen
mit, festen Endpunkten wird gegeben durch die Tatsache, dass eine Umpa-
rametrisierung eines Weges dessen Homotopieklasse nicht verandert.
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Lemma 6.15 Seien f und g stetige Abbildungen I — I. Dann ist
f~greldl
genau dann, wenn f und g auf 01 iibereinstimmen.

Beweis. Die genannte Bedingung ist notwendig wegen der Bemerkung in De-
finition 6.3 a). Sie ist hinreichend nach Beispiel 6.6 b), da I konvex ist. W

Definition 6.16 Sei X ein topologischer Raum und seien v und w Wege in
X.

Wir nennen w eine Umparametrisierung von v, wenn es eine stetige
Abbildung ¢: I — I gibt, so dass ¢(01) C 0I und so dass

w=1voe.

Um diese Situation etwas genauer zu beschreiben, sagen wir auch, w ist
eine Umparametrisierung von v vermdage .

Korollar 6.17 Sei X ein topologischer Raum und seiv: [ — X ein Weg in
X undw: I — X eine Umparametrisierung von v vermége einer Abbildung

p.
a) Wenn ¢(0) =0 und ¢(1) = 1, dann ist w ~ v mfE.
b) Wenn ¢(0) =1 und ¢(1) =0, dann ist w ~ v~ mfE.
c) Wenn ¢(0) = ¢(1), dann ist w nullhomotop mfE.

Beweis. Aus Lemma 6.15 folgt in Fall a), dass ¢ ~ id; mfE, in Fall b) ist
e~ (t—1-1t)=id; mfE, und in Fall ¢) ist ¢ ~ c, ) mfE.
Also ist

void; =w in Fall a),
w=vop~cvo(t—1—t)=ov" in Fallb),

V O Cp(0) = Cu(p(0)) in Fall C)

(denn nach Lemma und Definition 6.5 b) bleibt die Relation ~ unter Ver-
kniipfung erhalten). |

Die Elemente der zu konstruierenden Fundamentalgruppe werden Ho-
motopieklassen von Wegen mit festen Endpunkten sein. Die in Lemma und
Definition 5.22 ¢) definierte Verkettung von Wegen wird die Gruppenmulti-
plikation darstellen und in ihre Definition eingehen, und zum Nachweis der
Gruppenaxiome werden folgende Tatsachen iiber Verkettungen sehr niitzlich
sein.
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Lemma 6.18 Sei X ein topologischer Raum und seien p, x, y und z Punkte
von X. Sei u ein Weg in X von p nach z, sei v ein Weg von x nach y und sei
w ein Weg von y nach z.

a) ux (vxw) >~ (ux*xv)*w mfE.
b) Cp % U v 0% ¢, mfE.
c) v*v ~c, mfE und v xv~c, mfE.

d) Wenn v': I — X ein anderer Weg von z nach y ist mit v ~ v’ mfE,
und wenn w': I — X ein anderer Weg von y nach z ist, so dass
w ~ w' mfE, dann ist

vxw ~ v xw mfE.

e) Wenn v': I — X ein anderer Weg von x nach y ist mit v ~ v' mfE,
dann ist auch
v™ =~ (V)" mfE.

Beweis. Zu a): Wie aus der Definition des Verkettungsoperators * klar ist,
durchlaufen beide geklammerten Verkettungen auf drei aufeinanderfolgen-
den Teilintervallen von [ zunichst den Weg u, dann den Weg v und dann
den Weg w. Die Verkettungen unterscheiden sich nicht in den insgesamt an-
genommenen Werten und ihrer Reihenfolge, sondern nur in der Grofe der
Teilintervalle und der linearen Geschwindigkeit, mit der sie durchschritten
werden.

Daraus folgt sofort, dass man die rechte Klammerung als Umparametri-
sierung der linken gewinnen kann, vermoge der stetigen stiickweise linearen
Abbildung ¢, die [0, 1] auf [0, 3], [3, 1] auf [3, 3] und [1, 1] auf [2,1] abbildet.

Da ¢ die Randpunkte 0 nach 0 und 1 nach 1 abbildet, folgt aus Korol-
lar 6.17 a), dass ux(v*w) und (uxv)*w homotop sind mit festen Endpunkten.

(Fiir diejenigen, die es ganz genau wissen wollen:

2t, vvenn()gtg%L
p(t)=qt+3 wenn ; <t < g,
Bl wenn il <t<1.

Dass diese Abbildung I — I die Verkettung u * (v % w) nach (u * v) * w
umparametrisiert, kann man anhand von der Definition von % direkt nach-
rechnen.)
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Zu b): Fiir t € T sei

und sei
1
t) = 2
p(t) .

2t, wenn 0 <t <
1, WGHH%StS

Offensichtlich ist ¢, * v = vo A und v xc, = v o p, und da A und p stetige
Abbildungen I — [ sind, die die Endpunkte 0 und 1 festlassen, folgt wieder
aus Korollar 6.17 a), dass ¢, * v ~ v mfE und v % ¢, >~ v mfE.

Zu c): Definiere ¢: I — I durch

2, wenn 0 <t < l,
U(t) = . 2
2 — 2t, Wenn§§t§1.

Es gilt ¢(0) = ¢ (1) = 0.

Man priift sofort nach, dass v * v~ = v o ¢b. Nach Korollar 6.17 ¢) ist
V* VT Cyo) = ¢ miE.

Die Aussage fiir die andere Reihenfolge der Verkettung beweist man ge-
nauso, oder man ersetzt in der schon bewiesenen Aussage v durch v~. Da
(v7)” =v und da v~ (0) = v(1) = y erhélt man v~ * v =~ ¢, mfE.

Zu d): Sei H eine Homotopie mit festen Endpunkten von v nach v" und
sei K eine Homotopie mit festen Endpunkten von w nach w’. Es sind H und
K Abbildungen I x I — I, und wir verketten sie nun nicht als Homotopien,
sondern (wie in Definition 6.4 ¢) mit beriicksichtigt) beziiglich der ersten
Koordinate, also mit der Verkettung x:

H(2s,t), wenn 0 < s <

1
2
K(2s—1,t), wenn i <s<1.

(H *1 K)(S,t) = {

Dann gilt fiir jedes t € I, dass (H *; K); = H; * K; und insbesondere ist

H %1 K eine Homotopie von (H *; K)q = v+ w nach (H %; K); = v xw'. Da

(H #1 K)(0,t) = H(0,t) = x fiir alle t und (H *; K)(1,t) = K(1,t) = z fiir
alle ¢, ist H %; K eine Homotopie mit festen Endpunkten, wie behauptet.

Zu e): Sei H eine Homotopie mit festen Endpunkten von v nach w. Wir

kehren diese Homotopie beziiglich der ersten Koordinate aus I um und defi-
nieren eine Homotopie K: I x I — X durch

K(s,t) :== H(1 —s,t).
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Natiirlich ist K stetig, und weil 1 —0 = 1 und 1 — 1 = 0 ist auch K
eine Homotopie mit festen Endpunkten. Offensichtlich ist K; = H; fiir jedes
t € 1, so dass K insbesondere eine Homotopie mfE von v~ nach (v)” ist. B

Die ersten drei Aussagen des Lemmas erinnern ganz deutlich an die Grup-
penaxiome, und wir werden das Lemma auch dazu benutzen, die Grup-
penaxiome fiir die Fundamentalgruppe nachzuweisen. Die Aussagen von Tei-
len d) und e) zeigen, dass die Verkettung von Wegen und die Umkehrung
von Wegen sich auf wohldefinierte Weise auf die Homotopieklassen mit fes-
ten Endpunkten ,vererben®:

Definition 6.19 Sei X ein topologischer Raum und seien x und y € X. Wir
betrachten fiir je zwei Punkte x und y € X die Homotopiemenge

m(z,y) = Uz, y) [~ mfE),

die Menge der Homotopieklassen mit festen Endpunkten von Wegen in X
von x nach y.

a) Da zwei Wege nur dann homotop sein konnen mit festen Endpunkten,
wenn beide Wege den gleichen Anfangspunkt und den gleichen Schluss-
punkt haben, sind der Anfangspunkt und der Schlusspunkt auch eine
wohldefinierte Eigenschaft einer Homotopieklasse mfE.

Wir erlauben uns deshalb, fiir eine Klasse o = [v] € 7(z,y) die Notation
a(0) = [v](0) :=v(0)  und (1) =[v](1) :=v(1) (6.5)

einzufithren; diese Punkte hingen tatsdchlich nur von der Klasse «
ab und nicht von dem Weg v, den wir als Reprisentant der Klasse «
wahlen.

b) Die Verkettung von Wegen induziert eine Verkettung von Homotopie-
klassen mit festen Endpunkten, indem wir fiir Klassen o = [v] € 7(z,y)
und § = [w] € 7(y, z) definieren:

ax* 8= [v]*[w] = [v*w). (6.6)

Die Aussage von Lemma 6.18 d) ist, dass diese Verkettung von Homo-
topieklassen wohldefiniert ist und nur von den Homotopieklassen mit
festen Endpunkten o und 3 abhéngt, nicht von den Wegen v und w, die
wir als Reprisentanten dieser Klassen gewéhlt haben und die in (6.6)
erscheinen.
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Wir wollen die Konvention einfiihren, dass fiir einen Punkt aus X die
Homotopieklasse des konstanten Weges bei diesem Punkt mit dem glei-
chen Namen bezeichnet wird, wie der Punkt, aber in Fettdruck. Zum
Beispiel, fiir einen Punkt x € X setzen wir

X = [¢,;] mfE. (6.7)

Die Umkehrung von Wegen induziert eine entsprechende ,,Umkehrung"
von Homotopieklassen mit festen Endpunkten, indem wir fiir eine Klas-
se a = [v] € m(x,y) definieren:

a =[] = [v7]. (6.8)

Die Aussage von Lemma 6.18 e) ist, dass dies wohldefiniert ist und dass
a~ nur von der Homotopieklassen mit festen Endpunkten o abhéngt,
nicht von dem Weg v, den wir als Reprisentant dieser Klasse gewéhlt
haben und der in (6.8) erscheint.

Sei Y ein zweiter topologischer Raum und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Dann induziert f eine Abbildung

form(wy) — 7 (f(x), f (),
die bei einer Klasse o = [v] € 7(x,y) den Wert

fula) == [fs(v)] = [f o] (6.9)

annimmt. Die Abbildung f, ist nach Lemma und Definition 6.5 b) und
Gleichung (6.3) wohldefiniert und héngt nur von der Homotopieklasse
von frel {x,y} ab.

Bemerkung 6.20 Sei X ein topologischer Raum und seien z, y und z € X.
Sei v € Q(z,y) und w € Q(y, 2).

a)

Wir haben fiir ¢ € I, dass

(vxw)™(t) = (v*w)(1 1)
w1 =) —1) =w(l - 2t) = w (20), falls 0 < ¢ < &
v -1) =v(1 - (2t —~ 1)) =v (2t —1), fallsI<t<1

Daran sieht man, dass (v * w)” = w™ * v~. Natiirlich vererbt sich
diese Beziehung auch auf Homotopieklassen. Wenn o € 7(z,y) und
B € m(y, z), dann ist

(a*xB)" =5 *xa . (6.10)
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b) Sei Y ein zweiter topologischer Raum und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Aus der Definition von * priift man sofort nach, dass

fo(vxw)=(fov)x*(fow),

also

fivxw) = fy(v) * fr(w) € Q(f (), [(2)).

Auch diese Beziehung vererbt sich auf Homotopieklassen, d.h., wenn
a € n(z,y) und B € m(y, 2), dann ist

folax B) = fula) = £.(B) € 7(f (=), (2)). (6.11)

c¢) Sei Y ein zweiter topologischer Raum und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Offensichtlich ist

fov = (fouv), also filv™) = (fi(v)) .

Diese vererbt sich auf Homotopieklassen und wenn a € 7(z,y), dann
ist

fula™) = (fule)) (6.12)

Die ,Gruppenaxiomeigenschaften“ aus Lemma 6.18 lassen sich sofort auf
die Verkettung von Homotopieklassen von Wegen iibertragen.

Korollar 6.21 Sei X ein topologischer Raum und seien p, x, y und z Punkte
von X. Seien a € 7(p,z), § € w(x,y) und v € 7(y, z) Homotopieklassen mit
festen Endpunkten von miteinander verkettbaren Wegen in X. Dann gilt:

a) Die Verkettung von Homotopieklassen mit der Operation * aus Defi-
nition 6.19 b) ist assoziativ, d. h., fiir die oben genannten Klassen gilt
immer

ax(B*xy)=(axf)*.

b) Die Verkettungsoperation hat ein linksneutrales und ein rechtsneutrales
Element, jeweils gegeben durch die Klasse des konstanten Wegs am ent-
sprechenden (wohldefinierten) Ende der Homotopieklasse von Wegen.
Hier bedeutet das, dass

x+f=p=0*y.
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¢) In Bezug auf die in Teil b) genannten neutralen Elementen hat je-
de Homotopieklasse mfE von Wegen sowohl ein Rechts- wie auch ein
Linksinverses. Es gilt namlich fiir die oben genannten Klassen, dass

X=0x*p[" und y =0 x0.

Beweis. Diese Behauptungen folgen sofort aus den Definitionen 6.19 und aus
Lemma 6.18 a)—c). |

Es besteht noch ein kleines Hindernis auf dem Weg zur Konstruktion ei-
ner Gruppe, deren Multiplikation durch die Verkettung von Wegen dargestellt
wird. Die Gruppenmultiplikation muss ja fiir jedes Paar von Elementen defi-
niert sein, aber Wege sind nur verkettbar, wenn der Schlusspunkt des ersten
Weges mit dem Anfangspunkt des zweiten Weges zusammenfillt.

Um dieses Problem zu umgehen, schreiben wir fest vor, an welchem Punkt
unsere Wege beginnen miissen, und wir verlangen, dass sie auch dort enden,
damit je zwei ,zuldssige” Wege immer verkettbar sind.

Definition 6.22 Sei X ein topologischer Raum und sei x € X. Einen Weg
w in X von x zuriick zum gleichen Punkt x nennen wir eine Schleife bei x.
Die Menge aller Schleifen in X bei 2 bezeichnen wir mit Q(X, x), und wir
nennen dies den Schleifenraum in X bei x.
Wir setzen
m (X, x) = 7(x, z),

die Menge aller Homotopieklassen mit festen Endpunkten von Schleifen bei
x.

Da alle Schleifen bei x an diesem Punkt beginnen und enden, ist die
Verkettung von zwei Schleifen bei x immer definiert, und somit ist auch auf
m (X, ) die Operation * wie in Gleichung (6.6) fiir je zwei Elemente definiert.

Korollar 6.21 besagt, dass die Operation * auf 71 (X, z) die Gruppenaxio-
me erfiillt, mit x als das neutrale Element der Gruppe und w™ als das inverse
Element zu w € m (X, x).

Wir erhalten so eine Gruppe, die aber leider nicht nur von dem topolo-
gischen Raum X abhéngt, sondern auch von der Wahl eines so genannten
Basispunktes x € X, an dem die Schleifen beginnen und enden. Es sind also
zwet Daten, die die Gruppe festlegen, und diese fassen wir als Paar zu einem
Objekt zusammen, das wir mit (X, x) notieren und das wir einen punktier-
ten Raum nennen: ein Paar bestehend aus einem topologischen Raum und
einem besonderen, also ,ausgezeichneten Punkt (wie man in diesem Sinne
sagt) in dem Raum.

Die Gruppe (X, x) heikt die Fundamentalgruppe oder die erste Ho-
motopiegruppe des punktierten Raumes (X, z).
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Natiirlich wird jetzt die Frage interessant, inwiefern die Fundamental-
gruppe von der Wahl des Basispunktes abhingt. Wir werden in Lemma 6.27
auf Seite 185 sehen, dass eine Anderung des Basispunktes innerhalb einer
Wegkomponente des Raumes die Fundamentalgruppe nicht wesentlich an-
dert; innerhalb einer Wegkomponente sind alle Fundamentalgruppen iso-
morph.

Nur die Zuordnung einer Gruppe zu einem punktierten Raum bringt noch
nicht viel und erlaubt auch noch keine richtigen Schliisse iiber die Topologie
des Raumes. Wichtig ist, dass jede stetige Abbildung einen Homomorphismus
zwischen Fundamentalgruppen induziert; erst dadurch werden verschiedene
Réaume iiber ihre Fundamentalgruppen vergleichbar.

Definition 6.23 Seien (X, x) und (Y, y) punktierte topologische Rdume und
sei f: X — Y eine stetige Abbildung, so dass f(z) = y.

Wir nennen eine solche den Basispunkt erhaltende stetige Abbildung von
X nach Y eine stetige Abbildung von punktierten Rdumen und fiithren
fiir diese Situation die sinnvolle Kurznotation f: (X,z) — (Y, y) ein.

Fiir Abbildungen von punktierten Rdumen sind meistens (aber nicht im-
mer) Homotopien relativ zum Basispunkt wesentlich und sinnvoll; eine solche
Homotopie nennen wir eine Homotopie von Abbildungen von punktier-
ten Raumen.

Nach Definition 6.19 e) induziert f eine wohldefinierte Abbildung

feorm(X,x) — m(Yy),

die nur von [f] rel {z} abhingt. (Zur Erinnerung: f,([w]) := [fs(w)] =
[f o w] fiir jede Schleife w bei x).
Fiir f. schreiben wir auch m(f).

Lemma 6.24 Seien (X, ) und (Y,y) punktierte Ridume.
Wenn f: (X,z) — (Y,y) eine stetige Abbildung von punktierten Réu-
men ist, dann ist

m(f) = for m(X,z) — m(Y,y)

ein Gruppenhomomorphismus, und er hingt nur von der Homotopieklasse
[f] von f als Abbildung von punktierten Ridumen ab.

Beweis. Die Aussage von Bemerkung 6.20 b) und speziell Gleichung (6.11)
besagt, dass f, ein Gruppenhomomorphismus ist.

In Definition 6.23 wurde schon bemerkt, dass m1(f) nur von der Homo-
topieklasse von f rel { z } abhéngt. [ |
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Lemma 6.25 Die Zuordnung des Gruppenhomomorphismus f, = m(f) zu
jeder stetigen Abbildung f: X — Y hat folgende niitzliche Standardeigen-
schaften:

a) Fiir jeden punktierten Raum (X, x) ist
m(idx) = idy (x,0): m(X,2) — m (X, 2)
(oder kurz gesagt: id, = id).
b) Seien (X,x), (Y,y) und (Z, z) punktierte Riume und seien
fr: (X)) — (Yiy)  und g (Yy) — (Z,2)

stetige Abbildungen zwischen punktierten Rdumen.

Dann ist
(go f)s=guo for m(X, 1) — m(Z, 2),

das heikt, die x-Zuordnung ist vertrdglich mit Verkniipfungen.

Beweis. Beide Behauptungen sind sofort klar aus der Definition von f,.
Wenn w € Q(X, x) eine Schleife bei x ist, so ist

(idy)« ([w]) = [idx ow] = [w]

und

(90 /). ([w]) = g0 f o] = g.(If o w]) = g (. ([w]) ).

Lemma 6.26 Seien (X,x) und (Y,y) punktierte topologische Rdume und
sei f: (X,z) — (Y,y) eine Homotopiedquivalenz von punktierten Réu-
men. Das heikt, dass es eine stetige Abbildung von punktierten Rdumen
g: (Y,y) — (X, z) geben muss, so dass

go f~idy rel {z} und  fog~idy rel{y}. (6.13)

Dann ist
mi(f) = for m(X,z) — m(Y,y)

ein Gruppenisomorphismus, und fiir jede Abbildung g mit den oben genann-
ten Figenschaften ist m(f)™" = m(g).
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Beweis. Dies folgt sofort aus den Homotopiegleichungen (6.13), aus den Ei-
genschaften der m-Zuordnung laut Lemma 6.25 und aus der Tatsache, dass
m1(go f) nur von [go f] rel {x } und 71(f og) nur von [fog| rel {y } abhéingt.
|

Lemma 6.26 besagt in einem gewissen aber nicht sehr befriedigenden Sinn,
dass die Fundamentalgruppe eine Homotopietnvariante ist und nur vom
Homotopietyp des punktierten Raumes abhiangt. Das Lemma ist sehr einfach
und folgt direkt aus der Definition der 7-Zuordnung, aber die Voraussetzung,
dass f eine Homotopiedquivalenz von punktierten RAumen sein muss, ist
unnatiirlich, sehr einschrankend und wie wir bald sehen werden unnotig stark.

Uberhaupt stort es bei der Zuordnung 7, dass sie nur fiir punktierte
Raume und nicht fiir topologische Radume ohne Basispunkt erklart ist, aber
obwohl man auch ,freie Homotopie von Schleifen betrachten kann, bei der
die Wege wihrend der Homotopie geschlossene Kurven sind, aber nicht durch
einen festen Basispunkt gehen, ist es dann sehr umstéandlich, die Gruppen-
struktur zu definieren, weil man verschiedene Schleifen nicht unmittelbar
verketten kann.

Deshalb nehmen wir es hin, dass die Fundamentalgruppe nur fiir punktier-
te Rdume erklart ist. Man ist aber trotzdem berechtigt zu fragen, inwieweit
m(X,z) von der Wahl des Basispunktes x abhingt. Antwort darauf gibt
folgendes Lemma:

Lemma und Definition 6.27 Sei X ein topologischer Raum und seien x
und x, Punkte von X. Sei u ein Weg in X von xy nach x,. Wir definieren
eine Abbildung

u: X, 1) — QX )

durch die Vorschrift 4(w) := (u % w) * u~ fiir jede Schleife w bei ;.

Diese Abbildung klebt die Strecke u an Schleifen bei x1, um sie zu Schlei-
fen bei xy zu machen.

Die Verkettung von Wegen und ihren Umkehrungen induziert die in De-
finition 6.19 erklirte wohldefinierte entsprechende Verkettung von Homoto-
pieklassen mit festen Endpunkten.

Sei v := [u] die Homotopieklasse mit festen Endpunkten von u. Sie be-
stimmt eine wohldefinierte Abbildung

a:m(X,z) — m(X, o)
wr— (axw)*a”
(wobei nach Korollar 6.21 a) die Klammerung hier eigentlich keine Rolle

spielt).
Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:
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X1

Zo

Abbildung 6.5: @(w), die Schleife w zuriickgeholt von x; nach z entlang w.

a) & ist ein Gruppenhomomorphismus w1 (X, x1) — m (X, x9);

b) Wenn zy ein weiterer Punkt von X ist und 3 € m(xy,x2), dann ist

—

ax 3= (doﬁA): m (X, 29) — m (X, 20);

¢) X ist die Identitit von w1 (X, zo);
d) & ist ein Gruppenisomorphismus;

e) Wenn Y ein zweiter topologischer Raum ist und f: X — Y eine
stetige Abbildung ist mit f(xo) = yo und f(x1) = y; € Y, und wenn
B = fia) € m(yo,y1), S0 kommutiert das Diagramm

(X, 2) —L m (Y, )

g |

m1(X, 20) f—> (Y, %o)
(das heift, es gilt Bo f« = fiod&, in anderen Worten, die Verkniipfungen
itber beide Pfeilwege entlang den Seiten des Quadrats sind gleich).

Beweis. Zu a): Seien v und w € (X, z1). Dann ist

auvrw) = ax(Vrw)xa”

:ba*v*xl*w*a’
1) . - : .
= axvka xaxwkxa = (axvxa )k (kxwxa)

= a(v)*xa(w)
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Zu b): Wenn w € (X, z2) so ist

axBw) = (axp)rws(axf)
6-202) (axB)xwx* (" *xa ) =a*x(Bxwx[7)xa”
= a*xfw)xa = d(ﬁ(w))
Zu c¢): Fiir jede Homotopieklasse w € (X, xg) ist

iﬁ(w) =Xg*w* (Xg)T =Xg*wW*Xg=w

wegen Lemma 6.21 b) (offensichtlich ist (xo)~ = Xo).
Zu d): Aus den vorangegangenen Teilen dieses Lemmas und aus Korol-
lar 6.21 ¢) finden wir

. y ——  62lc) _~— ¢

Qo = a*xa” = Xo = idg(xa0) -

Wendet man diese Gleichung auf o~ an, so folgt auch a-od = idz, (x,21)-
Also hat der Gruppenhomomorphismus & ein Inverses und ist daher ein Iso-
morphismus.

Zu e): Sei w € (X, x1). Dann ist f.(w) € m(Y,y1) und fi(a) = 8 €
7(yo,y1). Unter Verwendung der Aussagen von Bemerkung 6.20 b) und c¢)
und speziell von Gleichungen (6.11) und (6.12) finden wir wie behauptet,
dass

(@) = fulaxwxa) = f(a)x fu(w)x fulaT) = Br fulw)x07 = B(f.(w)).
|

Mit Hilfe von & kénnen wir, fiir eine stetige Abbildung f: X — Y/, die
in Definition 6.23 erwdhnte Homotopieinvarianz von f, sinnvoll verallgemei-
nern zu einer Invarianzaussage beziiglich Homotopien von Abbildungen von
unpunktierten topologischen Réumen:

Lemma 6.28 Sei (X, ) ein punktierter topologischer Raum, sei Y ein to-
pologischer Raum und seien f und g stetige Abbildungen X — Y die
homotop sind als unpunktierte Abbildungen (also homotop vermdge einer
Homotopie, die nicht rel { x } sein muss). Sei yo = f(z) und y; = g(x) und
sei H: X x I — Y eine Homotopie von f nach g.

Definiere einen Weg u: I — Y von yy nach y; durch

u(t) == H(x,t),
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und sei
a = [u] € (Yo, y1)-

Dann kommutiert das Diagramm

m (X, 7) L 7 (Y, o)

T

7T1(Y7?/1)

Das heifst, es gilt & o g, = f,.

Beweis. u ist tatsdchlich ein Weg von H(z,0) = Hy(z) = f(z) = yo nach
H(z,1) = Hi(z) = g(z) = y1.
Fiir jedes t € I definieren wir einen Weg w; in Y von yo nach H(z,t)
durch die Vorschrift
u(s) := H(x, st)

fir alle s € 1. Wir haben uy = ¢, und u; = u. Fiir jedes ¢ bezeichnen wir
mit oy € w(yo, H(x, t)) die Homotopieklasse mit festen Endpunkten von wuy;
dann ist ag = yp und a1 = a.

u gow (.
Yo U U Yo
Uu Uu
t H, 0w t
Yo fow Yo

Abbildung 6.6: Die Homotopie K von Schleifen bei .

Sei w € Q(X, z). Die Schar von Wegen u,(H; o w) bildet eine Homotopie
mit festen Endpunkten K von Schleifen bei 3, in Y, wie man an der genauen
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Definition von K sofort nachpriifen kann:

H(x,4st), wenn 0 < s < 4
K(s,t) :== ¢ H(w(4s —1),t), wenn i <s<4i:
H(z,(2-25)t), wemnl<s<1

Bei s = § ist H(z,4st) = H(z,t) = H(w(0),t) = H(w(4s — 1),t) und
bei s = 1 ist H(w(4s —1),t) = H(w(1),t) = H(z,t) = H(z,(2 — 2s)t),
so dass die obige Fallunterscheidung eine wohldefinierte stetige Abbildung
I'xI — Y bestimmt. Das bedeutet auch, dass 4, (Hyow) tatséchlich definiert
ist fiir jedes t € 1.

K(0,t) = H(z,0) = f(x) = yo und auch K(1,t) = H(z,0) = yo, so dass
K tatsiachlich eine Homotopie mfE von Schleifen bei yg € Y ist.

Nach Konstruktion ist Ko = @y(f ow) = &, (fy(w)) und K7 = a(gow) =
a(gﬁ(w)), also gilt auf der Ebene der Homotopieklassen, dass

fe =Yoo fi=dog..

Hieraus folgt sofort folgende Verallgemeinerung von Lemma 6.26.

Korollar 6.29 Seien X undY topologische Rdume und sei f: X — Y eine
Homotopiedquivalenz von unpunktierten topologischen Rdumen. Sei v € X
und sei y = f(x) € Y. Dann ist

f*: Wl(Xa .Z') - 7Tl(va y)
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g: Y — X ein Homotopieinverses zu f und sei z = ¢g(y) € X. Sei

H eine Homotopie von idx zu go f, und definiere einen Weg v in X von x nach

z durch die Vorschrift u(t) := H(x,t) fir alle t € I. Sei a := [u] € 7(z, 2).
Nach Lemma 6.28 gilt

idr, (x2) = (dx)s =@ o (go f). = o (g0 fo).

Da & ein Isomorphismus ist, ist auch g, o fi: m(X,2) — m(X,2)
ein Isomorphismus und somit ist f.: m(X,2) — m(Y,y) injektiv und
gx: m(Y,y) — m (X, 2) ist surjektiv.

Wenn wir die Rollen von f und g vertauschen, folgt auf gleiche Weise,
dass g, injektiv ist (und f.: m (X, z) — 7r1(Y, f(z)) surjektiv — man be-
achte die geinderten Basispunkte, weshalb diese Information uns unmittelbar
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nicht viel bringt!). Auf jeden Fall ist aber g,: m(Y,y) — m (X, 2) ein Iso-
morphismus, und da auch g, o f, einer ist, konnen wir nun daraus schliefsen,
dass f.: m(X,z) — 7 (Y, y) ein Isomorphismus ist. [

Der Unterschied zu Lemma 6.26 besteht darin, dass jetzt die Homoto-
piedquivalenz und die Homotopie zur Identitit die Basispunkte nicht mehr
respektieren miissen, und trotzdem gilt ein Schluss, bei dem punktierte Rau-
me eine wesentliche Rolle spielen.

Korollar 6.30 Sei X ein zusammenziehbarer topologischer Raum und sei
x € X. Dann ist m(X,x) = {1}, die triviale Gruppe.

Beweis. Sei Y = {x} ein Einpunktraum. Dann ist ¢, die einzige Schleife
bei % und da Q(Y,*) nur ein Element hat, kann auch (Y, %) nicht mehr
als ein Element haben und ist trivial. Wenn X zusammenziehbar ist, so gibt
es eine Homotopiedquivalenz f von X zu einem Einpunktraum Y und nach
Korollar 6.29 ist f, ein Isomorphismus und somit 71 (X, ) auch trivial. W

Beispiele 6.31 a) m(R™, x) = {1} fiir jedes z € R";
b) m (D" x) = {1} fiir jedes z € D™;

¢) allgemeiner, 7 (K, z) = {1} fiir jede konvexe Teilmenge K von R".

Das folgt aus Korollar 6.30, denn die genannten RiAume sind nach Bei-
spiel 6.10 a) zusammenziehbar.

Wir hoffen, dass nicht jede Fundamentalgruppe trivial ist, aber diese ein-
fache Situation ist trotzdem wichtig, da sich manche Sitze nur unter dieser
Annahme (in Kombination mit Wegzusammenhang) beweisen lassen.

Definition 6.32 Ein topologischer Raum X heift einfach zusammen-
hangend, wenn X wegweise zusammenhéangend ist und wenn fiir jedes x € X
gilt
m(X,z)={1}.
Wenn diese Bedingung an einem Punkt z € X erfiillt ist, dann ist sie an
jedem Punkt erfiillt, weil in einem wegweise zusammenhingenden Raum die
Fundamentalgruppen an allen Basispunkten isomorph sind.

Wir sind in diesem Kapitel nun ziemlich weit fortgeschritten und haben
bisher nur einen sehr diirftigen Vorrat an Beispielen. Das liegt daran, dass
die Berechnung auch von einfachen nichttrivialen Homotopiegruppen wie die
von S* erstaunlich schwierig ist und wir im néchsten Kapitel erst Werkzeug
dafiir entwickeln miissen.



Kapitel 7

Uberlagerungen

Obwohl die Berechnung von Homotopiegruppen im Allgemeinen sehr schwie-
rig ist, gibt es einige gingige Hilfsmittel dafiir, mit denen man fiir manche
wichtige Rdume die Homotopiegruppen oder zumindest die Fundamental-
gruppe berechnen kann. In diesem Kapitel werden wir eines dieser Hilfsmit-
tel entwickeln, das zwar einfach aber relativ leistungsfahig ist, und das Ideen
verwendet, die sich als weit tragend herausstellen und auch an vielen an-
deren Stellen in der Mathematik benutzt werden kénnen, um komplizierte
geometrische Situationen zu untersuchen und etwas zu vereinfachen.

Der Grundgedanke dahinter ldsst sich leicht erkldren, wenn wir unsere
Intuition ein bisschen bemiihen. Ein Raum, von dem man sicher das Gefiihl
hat, dass er eine nichttriviale Fundamentalgruppe haben muss, ist der Kreis
St (oder die gelochte Ebene, die ja den gleichen Homotopietyp hat). Eine
Schleife, die einmal den Kreis umlduft (oder die in der Ebene einmal das
Loch umléuft), kann nicht durch eine Homotopie zusammengezogen werden
zu einer konstanten Schleife, weil das Loch (oder das ,Innere” des Kreises)
im Wege ist und man die Schleife, ohne sie zu zerreifsen, nicht iiber diesen
Leerraum hinwegziehen kann.

Entsprechendes gilt auch, wenn eine Schleife mehrmals um den Kreis oder
um das Loch lduft; die Nettoanzahl der Umlédufe 14t sich durch Homotopie
nicht verédndern, weil man sonst zumindest eine Schlaufe des Gesamtweges
iiber das Loch ziehen miisste. Im Fall der gelochten Ebene, die man als die
komplexe Zahlenebene C auffassen kann, aus der ein Punkt zy entfernt wurde,
konnen die komplexen Analytiker diese Umlaufszahl durch ein komplexes In-
tegral berechnen, das nur ganzzahlige Werte annimmt und deshalb sich unter
Homotopie auch nicht veréindert. Daraus folgt, dass die Fundamentalgruppe
der gelochten komplexen Zahlenebene mindestens so viele Elemente hat, wie
es mogliche Umlaufszahlen gibt (also mindestens abzihlbar unendlich viele).

Natiirlich konnen wir komplexe Integrale in der Topologie nicht iiberall

191



192 KAPITEL 7. UBERLAGERUNGEN

anwenden, also miissen wir einen anderen Weg suchen, die ,,Umlaufszahl®
einer Schleife in einem allgemeinen topologischen Raum zu erfassen. Hier ist
eine Idee dazu:

Man stelle sich etwa eine Schleife am Punkt (1,0) im Kreis S* vor, die
sich um den Kreis hin- und herwindet aber netto den Kreis ein paarmal
umwindet, und man stelle sich vor, dass man diese Schleife in Form eines Fa-
dens auf den Kreis gelegt hat. An jeder Stelle des Kreises liegen einige Lagen
des Fadens, aber diese verschmelzen miteinander in der Betrachtung, so dass
man nicht erkennen kann, wie oft der Kreis umlaufen wird. Um das sehen
und ,mitzdhlen* zu kénnen, muss man den Faden an einer Stelle aufschnei-
den und irgendwie abwickeln, um die verschiedenen Durchginge des Fadens
voneinander zu trennen und sichtbar zu machen.

Es gibt eine ganz geniale Methode, um die ,Fiden“ automatisch abzu-
wickeln und so zu présentieren, dass man sofort sieht, wie viele Umlaufe sie
gemacht haben: man wickelt nicht die Schleifen ab, sondern den Raum, in
dem sie liegen, in dem man ihn wie Blatterteig in mehrere Lagen aufschneidet
und diese zu einer Art Wendeltreppe auseinanderzieht (wer einmal gesehen
hat, wie in Bayern Rettiche zu einer Spirale aufgeschnitten werden, weiss
genau, was hier gemeint ist).

Der Faden liegt jetzt nicht mehr in einer ebenen Lage, sondern auf dieser
Wendeltreppe, und wihrend er sich windet, laiift er auch auf und ab. Egal
wie kompliziert seine Hin- und Herbewegungen sind, die Nettoanzahl der
Uml&ufe ist sofort an dem Hohenunterschied zwischen den beiden Enden des
Fadens zu erkennen. Eine Vorstellung davon, wie das aussehen konnte, erhélt
man aus Abbildung 7.1(b) auf Seite 194.

Die Uberlagerungstheorie, die wir in diesem Kapitel behandeln, ist die
mathematische Realisierung dieses Gedankens zur Berechnung von Funda-
mentalgruppen.

Definition 7.1 Seien X und X topologische Rdume und sei p: X — X
eine stetige Abbildung.

a) Sei U C X offen. Wir sagen, U wird gleichmdfSig iberlagert durch
p, wenn

p ' (U) = U (7.1)

wo A eine Indexmenge ist und die Uy fiir A € A disjunkte offene Teil-
mengen von X sind, so dass fiir jedes A € A gilt:

pa=plUx: Uy — U

ist ein Homdomorphismus.
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b) Die Abbildung p heift eine Uberlagerung, wenn p surjektiv ist und
wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U besitzt, die durch p
gleichméfig iiberlagert wird.

Wenn p: X — X eine Uberlagerung ist, nennt man X den Totalraum
oder den Uberlagerungsraum der Uberlagerung und X heifit ihr Basis-
rawm. Man nennt p die Projektion oder die Uberlagerungsabbildung.

Fiir einen Punkt x € X nennt man

p({z}) ={aa [ XA}

die Faser iiber x.

Fiir eine gleichmifig iiberlagerte offene Menge U C X nennt man die Teil-
mengen Uy C X aus (7.1) die Blédtter iiber U. Die Anzahl der Blitter, also
die Michtigkeit der Indexmenge A, heift die Bldtterzahl der Uberlagerung
iiber U; diese Zahl kann endlich oder unendlich sein. Ist n die Blatterzahl der
Uberlagerung p iiber U, so sagen wir auch, p ist eine n-fache Uberlagerung
iiber U.

Die Blitterzahl einer Uberlagerung kann an verschiedenen Stellen va-
riieren, aber nur zwischen verschiedenen Zusammenhangskomponenten des
Basisraums; ist der Basisraum zusammenhdngend, so ist die Blatterzahl ein-
deutig bestimmt (siche dazu Bemerkung 7.2 d) und e) unten).

Abbildung 7.1 auf der niichsten Seite zeigt zwei Uberlagerungen (die wir
in Beispiel 7.3 ndher beschreiben werden); in Abbildung 7.1(a) ist auch eine
gleichméfig iiberlagerte Umgebung gekennzeichnet.

Bemerkung 7.2  a) Es ist iiblich (aber natiirlich nicht zwingend), den
Totalraum einer Uberlagerung mit dem gleichen Buchstaben zu be-
zeichnen, mit dem der Basisraum benannt wird, aber mit Schlange (°)
versehen als Unterscheidungsmerkmal fiir den Totalraum; diese Kon-
vention haben wir auch in Definition 7.1 befolgt.

b) Jede Uberlagerung p: X — X ist ein lokaler Homdomorphismus.
Denn wenn # € X, so hat p(z) eine offene Umgebung U in X, die
gleichméfig iiberlagert wird, und & € p~'(U) = U, Un, wo die Uy
offen und disjunkt sind und jedes Uy durch p homéomorph auf U abge-
bildet wird. Da z zu einem der Mengen U, gehort, ist Uy, eine offene
Umgebung von z, auf der p ein Homdomorphismus auf eine offenes Bild
ist.

c) Wenn p: X — X eine Uberlagerung ist, dann trigt jede Faser

F, ::pil({x})
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X & 3
Cﬁ '
—
X b Y
(a) Eine gleichméfig tiberlagerte (b) Eine Uberlagerung von S*

Umgebung

Abbildung 7.1: Uberlagerungen.

von p als Unterraum von X die diskrete Topologie. Denn weil p ein
lokaler Hom6omorphismus ist, hat jeder Punkt € F), eine offene Um-
gebung Uy, die keinen anderen Punkt der gleichen Faser enthélt, so
dass {z } = Uy N F, offen in F, ist.

Sei p: X — X eine Uberlagerung und U eine offene Umgebung in X,
die gleichmifig iiberlagert wird. Dann ist p~'(U) = [y, Ua, wo die
U, offen und disjunkt sind und jedes U, durch p homéomorph auf U
abgebildet wird. Das bedeutet, dass jedes x € U in jeder der Mengen
Uy genau ein Urbildpunkt unter p hat, so dass die Faser p~! ({ x }) die
gleiche Machtigkeit hat, wie A. In anderen Worten, die Faser von p
iiber jeden Punkt von U hat so viele Punkte, wie die Blatterzahl iiber
U. Insbesondere ist die Anzahl der Elemente der Fasern von p lokal
konstant.

Hieraus folgt, dass wenn der Basisraum X einer Uberlagerung zusam-
menhédngend ist, dann ist die Méchtigkeit der Fasern global konstant
und alle Fasern haben gleich viele Elemente (denn wenn es Fasern ver-
schiedener Machtigkeit gabe, wire X die Vereinigung mehrerer disjunk-
ter nichtleerer offener Teilmengen, namlich der Teilmengen von X, wo
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die Faser eine bestimmte der moglichen Méchtigkeiten hat).

Das impliziert mit d) auch, dass die Blitterzahl einer Uberlagerung
mit zusammenhidngendem Basisraum konstant ist, und wir nennen die-
se wohldefinierte Zahl die Blédtterzahl der Uberlagerung. Ist diese
Zahl n, so nennen wir die Uberlagerung insgesamt eine n-fache Uber-
lagerung oder sagen, X wird n-fach iberlagert von X (oder von

).

Damit wir uns eine Vorstellung von Uberlagerungen machen kénnen, zu-
nichst zwei einfache Beispiele:

Beispiele 7.3  a) Sei X ein topologischer Raum und A eine beliebige

nichtleere Menge. Wir versehen A mit der diskreten Topologie und ma-
chen so daraus einen topologischen Raum, und wir setzen X := X x A
und nehmen als p: X — X die Projektion auf den ersten Faktor, die
ja stetig und surjektiv ist (da A # 0).

Die Mengen
X/\ =X X {)\}

fiir A € A sind offen in X (da { A} offen in A ist) und sie sind disjunkt,
und py: X, — X ist offensichtlich ein Homdomorphismus fiir jedes
A € A, so dass ganz X von p gleichmifig iiberlagert wird und p eine
|A|-blittrige Uberlagerung von X ist.

Eine solche Uberlagerung ist in Abbildung 7.1(a) zu sehen. Sie ist nicht
besonders interessant, weil sie eigentlich keine neue geometrische Infor-
mation iiber X liefert.

Definiere p: R — S* durch p(t) := (cos 2t sin 27t) fiir jedes ¢ € R.
Diese Abbildung ist stetig und surjektiv.

Auf jedem Intervall W := (&, @) C R (fiir k € Z) ist entwe-
der die Cosinusfunktion (wenn k gerade ist) oder die Sinusfunktion
(wenn k ungerade ist) streng monoton und differenzierbar mit nicht-
verschwindender Ableitung, und somit ein Diffeomorphismus auf das
offene Intervall (—1,1), so dass eine differenzierbare Umkehrfunktion
arccos oder arcsin: (—1,1) — W, existiert. Die andere der beiden
Funktionen sin und cos nimmt auf W, nur positive oder nur negative

Werte an.

Da eine Koordinate von p dort eine differenzierbare Umkehrfunktion

hat, ist p auf jedem Intervall V}, := %Wk = (%, %) C R ein Diffeomor-

phismus (also auch ein Homéomorphismus) auf eine offene Teilmenge
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U von S*, die je nach der Restklasse von k mod 4 entweder der obere,
der linke, der untere oder der rechte offene Halbkreis ist.

Die Abbildung p ist bekanntlich 1-periodisch, d.h., p(s) = p(t) genau
dann, wenn s — ¢ eine ganze Zahl ist. Somit ist

p ' (U) = U Vitals

leZ

und die Mengen Vj4 (fiir festes k) sind disjunkte offene Teilmengen
von R, die von p hom&omorph auf U abgebildet werden. D.h., jede
der genannten offenen Halbkreise wird gleichméfbig iiberlagert von p.
Da jeder Punkt von S! in mindestens einem der genannten Halbkreise
liegt, ist p eine Uberlagerung.

Abbildung 7.1(b) zeigt diese Uberlagerung, und man sieht auch in dem
Bild, dass die genannten Halbkreise (oder eigentlich alle offene echte
Teilmengen von S1) gleichmiifig {iberlagert werden. Die Schraubenlinie
Y in dem Bild ist offensichtlich hom&omorph zu R (die Projektion auf
die senkrechte Achse ist ein Homdomorphismus, oder man denke sich
die Schraubenlinie einfach gerade gezogen).

Diese Uberlagerung ist im Gegensatz zu a) nicht trivial, denn R ist zu-
sammenhdngend aber nicht kompakt, und ist somit auch kein Produkt
von S! mit einem diskreten Raum (auch nicht mit einem einelementigen
diskreten Raum, da dann das Produkt kompakt wére).

Wir wollen jetzt damit beginnen, die Eigenschaften von Uberlagerungen

zu entwickeln, die sie fiir uns so niitzlich machen werden. Diese Eigenschaften
beziehen sich hauptsichlich auf das Problem, eine stetige Abbildung von
einem anderen Raum in den Basisraum einer Uberlagerung ,hochzuheben®
in den Totalraum, in folgendem Sinne:

Definition 7.4 Seien £ und B topologische Rdume und sei p: £ — B eine
surjektive stetige Abbildung (z.B. eine Uberlagerung).

Sei Y ein topologischer Raum und f: Y — B eine stetige Abbildung.

Eine Hochhebung oder Liftung von f beziiglich p ist eine stetige Abbildung
g: Y — FE sodass pog = f,in anderen Worten, so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

E

g /1
s p
7

Y?B
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Wir werden bald solche Hochhebungen konstruieren lernen, aber viel ein-
facher ist es, Sitze zu gewinnen iiber die Eindeutigkeit solcher Liftungen:

Lemma 7.5 Sei p: X — X eine Uberlagerung. Sei Y ein zusammenhén-
gender topologischer Raum und sei f: Y — X eine stetige Abbildung. Seien
g1 und go: Y — X zwei Hochhebungen von f.

Wenn es ein yo € Y gibt mit g1(yo) = 92(yo), dann ist g; = go.

(In anderen Worten, eine Hochhebung einer stetigen Abbildung von einem
zusammenhidngenden Raum nach X ist durch die Festlegung eines seiner
Werte schon eindeutig bestimmt.)

Beweis. Sei y € Y beliebig und sei z = f(y) € X. Sei U eine gleichméfig
iiberlagerte offene Umgebung von x und schreibe

p (V)= U

wo die U, disjunkte offene Teilmengen von X sind, die von py = p|Ux ho-
moomorph auf U abgebildet werden.

Dann gibt es A\; und Ay € A mit ¢1(y) € Uy, und go(y) € U,,. Da die g;
stetig sind, gibt es eine offene Umgebung V' von y, so dass ¢;(V) C U,, fiir
=1 und 2, und somit ist

gV = p;il o f. (7.2)

Wenn ¢;(y) = ¢2(y), so ist A} = Ay, da die U, disjunkt sind, und somit
ist g1 = g2 auf ganz V nach (7.2). Wenn ¢1(y) # g2(y), so ist Ay # Ay, und
dann ist ¢1(2) # ga(2) fiir jedes z € V, da ganz U,, und U,, disjunkt sind.

Sowohl {y €Y | g1(y) = ¢g2(y) } wie auch {y €Y | g1(y) # g2(y) } sind
somit offen in Y (ein Punkt, der zu einer dieser Mengen gehort, hat eine offene
Umgebung, die in der gleichen Menge enthalten ist). Da Y zusammenhéngend
ist, ist eine dieser offenen Mengen leer und die andere ist ganz Y.

Wenn ¢; und go auch nur an einem Punkt {ibereinstimmen, ist die erste
Menge oben nichtleer, also gleich ganz Y, und ¢; und g5 sind iiberall gleich.

[ |

Korollar 7.6 Sei p: X — X eine Uberlagerung, sei Y ein zusammenhén-
gender topologischer Raum und sei ¢: Y — X eine konstante Abbildung.
Dann ist jede Hochhebung ¢ von ¢ auch konstant.

Beweis. Der Fall Y = () ist trivial, so dass wir annehmen konnen, Y # (). Sei
Yo € Y und sei z = c(yo) € X. Sei T = &(yo) € X; weil ¢ eine Hochhebung
von c ist, gilt insbesondere p(Z) = ¢(yo) = x.
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Offensichtlich ist die konstante Abbildung ¢;: Y — X, die iiberall den
Wert ¥ annimmt, eine Hochhebung der konstanten Abbildung ¢: Y — X,
die iiberall den Wert x annimmt. Aber auch ¢ ist eine Hochhebung von ¢,
und nach Konstruktion haben beide Hochhebungen den gleichen Wert bei .
Aus Lemma 7.5 folgt, dass beide Hochhebungen gleich sind, und somit ist ¢
konstant. |

Um die Existenz von Hochhebungen unter geeigneten Voraussetzungen
nachweisen zu koénnen, brauchen wir einen Hilfssatz, der zunichst nur den
Spezialfall von Abbildungen definiert auf I? behandelt. Warum reicht es,
ausgerechnet diesen Raum zu betrachten? Weil 12 der Definitionsbereich einer
Homotopie von Wegen ist!

Lemma 7.7 Sei p: X — X eine Uberlagerung und sei f: I2 — X eine
stetige Abbildung.

Sei o = f(0,0) und sei &g € p~*({zo}). Dann gibt es eine eindeutige
Hochhebung g: I* — X von f mit g(0,0) = &,.

Beweis. Da p eine Uberlagerung ist, gibt es eine Uberdeckung U von X
durch offene Mengen U, die durch p gleichmékig iiberlagert werden. Wegen
der Stetigkeit von f ist

[l ={r'oveu}

eine offene Uberdeckung von I2.

I? C R? ist ein metrischer Raum mit der Maximumsmetrik und ist kom-
pakt. Also hat die offene Uberdeckung f~'(i) eine Lebesgue-Zahl ¢ (Lem-
ma 4.19) beziiglich der Maximumsmetrik.

Sei N eine natiirliche Zahl so grof, dass 7 < . Wir zerlegen I? in die
N? kleinen Quadrate

Jig= % B x [, 53] fir0<i<N,0<j <N,

von denen jedes Seitenlidnge % hat. In der Maximumsmetrik sind diese Qua-
drate Scheiben von Radius < € und deshalb liegt jedes dieser kleinen Qua-
drate ganz in einer Menge aus f~!(U). In Abbildung 7.2(a) ist eine solche
Unterteilung mit N = 6 zu sehen.

Sei Iy := {(0,0)} und fiir 1 < k < N? sei I}, die Vereinigung der ersten
k kleinen Quadrate J;; in der Reihenfolge der lexikographischen Ordnung
der Indexpaare (i,7) (bei der Abzidhlung beginnen wir links unten, zéhlen in
jeder Spalte von unten nach oben, und am Ende der Spalte setzen wir die
Zahlung am unteren Ende der néchsten Spalte nach rechts fort).
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Jos| 1,525 35| a5 |55 Iia:
13:
Joa|J1,a| 24| 34| Jaa|T5a hier
schon
Joa|J1,3| 23|33 Ja3| 53 defi-
Joa| 12| Ja2| 32| Jaz| 5 niert
Joi| 1|21 |30 | Jan|I50 DlJ2n
Joo| Jro| 2| J30| Jao| Js0 rD
(a) Die Zerlegung von I? in kleine (b) Wie g von Ij nach Iy er-
Quadrate. weitert wird.

Abbildung 7.2: Schrittweise Konstruktion einer Hochhebung.

Wir konstruieren durch Induktion iiber k auf jedem I, eine Hochhebung
gr von f mit gi(0,0) = Zo.

Auf I definieren wir ¢o(0,0) := Zo; das ist der Induktionsanfang. Wir
haben gy so definiert, dass es den gewiinschten Wert bei (0,0) annimmt.

Wenn k < N? und wenn g, schon definiert ist, so sei J;,j das k+1-te kleine
Quadrat, und sei U eine Menge aus der Uberdeckung U mit J;; C f~1(U),
oder in anderen Worten mit f(J; ;) C U. Schreibe

p ' (U) = U Uy,

wo die Uy disjunkte offene Teilmengen von X sind, die von p, = p|Ux ho-
moomorph auf U abgebildet werden.

Sei r = (4, £) der Punkt an der linken unteren Ecke von J; ;. Der Durch-
schnitt

D = J@j N Ik

besteht aus dem Punkt (0,0), wenn k& = 0, aus der unteren Seite von .J; ,
wenn ¢ = 0 aber j > 0, aus der linken Seite von J; ;, wenn ¢ > 0 und j = 0,
und aus der Vereinigung der linken und unteren Seite von J; ;, wenn ¢ > 0
und j > 0 (siehe Abbildung 7.2(b), wo der Fall N = 6, k = 13, ¢ = 2 und
| = 1 gezeigt wird).

Auf jeden Fall ist » € D und D ist eine wegzusammenhéngende und somit
zusammenhéingende Menge.

Da r € Iy, ist gi(r) definiert, und es gibt somit einen Index p aus A mit
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gr(r) € U,. Auf Ijq = I}, U J; j definieren wir g1 durch

9k(y), wenn y € Iy;
() = 7.3
G+ (y) {p;l(f(y)), wenn y c Jz’,j ( )

(der Ausdruck im zweiten Fall ist tatséchlich definiert weil f(J; ;) C U).

Beide Fille liefern auf ihrem Definitionsbereich eine Hochhebung von
f, im zweiten Fall offensichtlich nach Konstruktion, und im ersten Fall auf
Grund der Induktionsannahme. Nach Definition ist D die Menge der Stel-
len in I, wo beide Fille anwendbar sind, und damit g, wohldefiniert ist
miissen beide Fille auf D die gleiche Abbildung liefern.

Der Index p wurde so gewéhlt, dass beide Félle in (7.3) an der Stelle r
iibereinstimmen. Auf D liefern beide Fille also zwei Hochhebungen von f,
die an der Stelle r den gleichen Wert annehmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz
Lemma 7.5 sind diese Hochhebungen iiberall auf D gleich und somit definiert
(7.3) eine wohldefinierte Abbildung auf I 1, die stetig ist, weil jeder einzelne
Fall eine stetige Abbildung bestimmt und weil ;; und J; ; als Vereinigungen
von endlich vielen abgeschlossenen Quadraten abgeschlossen in [, sind.
Wir haben schon gesehen, dass gx.1 iiberall auf I, eine Hochhebung von f
ist. Und gp41 nimmt bei (0,0) den gewiinschten Wert o an, weil (0,0) in
liegt und nach Induktionsannahme g (0,0) = Zo.

Damit ist der Induktionsschritt bewiesen. Die Induktion ist fortsetzbar bis
k = N? und dann erhalten wir eine Hochhebung g = gn2 von f auf In2 = I2,
mit dem gewiinschten Wert bei (0,0). Die Eindeutigkeit der Liftung folgt
sofort aus Lemma 7.5, denn I? ist ja zusammenhingend. [

Korollar 7.8 Sei p: X — X eine Uberlagerung und sei w: I — X ein
Weg in X, der bei xy beginnt (also w(0) = x).
Sei Ty € p~* ({ X }) Dann gibt es eine eindeutige Hochhebung
w: [ — X
von w mit w(0) = Zo.

Beweis. Sei Cy,: I* = I x [ — X die konstante Homotopie C,(s,t) := w(s)
fiir alle s, t € I. Nach Lemma 7.7 besitzt C,, beziiglich p eine eindeutige
Hochhebung H mit H(0,0) = &,. Definiere

w(s) := H(s,0).

Dies ist eine Hochhebung von (Cy)o = w mit @w(0) = H(0,0) = Zy. Die
Eindeutigkeit folgt aus Lemma 7.5. |
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Bemerkung 7.9 Sei p: X — X eine Uberlagerung und sei z, € X und
Fo € X mit p(Zo) = wp.

Sei H: I x I — X eine Homotopie mit festen Endpunkten, so dass
H(0,0) = .

Nach Lemma 7.7 besitzt H eine eindeutige Hochhebung

H:Ix]I—X

mit H(0,0) = .

Auch H ist eine Homotopie mit festen Endpunkten.

Beweis. Die Wege t +— H(0,t) und t — H(1,t) sind Hochhebungen der
konstanten Wege t — H(0,t) und ¢t — H(1,t), und sind deshalb nach Korol-
lar 7.6 selber konstant. |

Aus diesen einfachen Spezialfillen werden wir bald einen allgemeinen Satz
iiber die Existenz von Hochhebungen herleiten.
Wir brauchen noch einen kleinen Hilfssatz.

Lemma 7.10 Sei p: X — X eine Uberlagerung. Sei xo € X, und sei
Zo € X ein Punkt mit p(Zo) = .
Sei w € Q(X, xo) eine Schleife in X bei xg. Nach Korollar 7.8 besitzt der
Weg w eine eindeutige Hochhebung zu einem Weg w in X mit w(0) = .
Vorsicht! Im Allgemeinen ist @ nur ein Weg in X, aber nicht unbedingt
ein geschlossener Weg, also eine Schleife! Es gilt ndmlich:

Genau dann ist w € Q(X, &), wenn
[w] € p*(ﬁl(Xafo)) C m (X, z0).

In anderen Worten, w ist genau dann eine Schleife, wenn die Homotopieklasse
von w, die ein Element der Fundamentalgruppe von X bei x ist, im Bild der
Fundamentalgruppe von X bei xy unter dem Homomorphismus p, liegt.

Beweis. Wir haben w = p o w. Wenn w € Q(f(,ﬁ:o), S0 ist
[w] = [pe(@)] = p. ([0]) € po (w1 (X, ) € ma(X, 0).

Umgekehrt, wenn [w] € p. (7?1(5(,330)), so finden wir eine Schleife ¥ €
Q(X, 7o) mit [w] = p«([0]) = [po 0], also, so dass w homotop ist (aber nicht
unbedingt gleich ist) zur Schleife v := p o ©.

Sei H: I x I — X eine Homotopie mit festen Endpunkten von Hy = v
zu Hy = w; dann ist insbesondere H(0,0) = xy. Nach Lemma 7.7 besitzt H
eine eindeutige stetige Hochhebung H: I x I — X mit ﬁ(O, 0) = Zo.
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Abbildung 7.3: Warum @ eine Schleife ist.

Bisher kennen wir nur diesen einen Wert von H, aber mit Hilfe der Ein-
deutigkeitsaussage aus Korollar 7.8 kénnen wir nach und nach die Werte von
H auf 9I? bestimmen, um schlieRlich festzustellen, dass an allen Ecken des
Quadrats der Wert Ty angenommen wird, so dass w tatséchlich eine Schleife
bei Zg ist. Die einzelnen Schritte kann man leicht in Abbildung 7.3 verfolgen.

Sowohl Hy wie auch ¢ sind Hochhebungen von Hy = v, die beim gleichen
Punkt xy beginnen. Nach der Eindeutigkeitsaussage von Korollar 7.8 sind sie
gleich, und insbesondere ist H(1,0) = &(1) = &.

Da H eine Homotopie mit festen Endpunkten ist, ist nach Bemerkung 7.9
auch die Hochhebung H eine Homotopie mit festen Endpunkten, und daraus
folgt, weil f[o = v eine Schleife bei Z( ist, dass auch F[l eine Schleife bei Z
ist.

Aber H, ist eine Hochhebung von H; = w, und @ ist eine andere. Beide
beginnen bei Zy, also sind sie gleich, wieder auf Grund der Eindeutigkeitss-
aussage in Korollar 7.8. Insbesondere ist w eine Schleife bei x4, was zu zeigen
war. |

Wir sind jetzt vorbereitet fiir die Formulierung und den Beweis des Haupt-
satzes iiber Hochhebungen von Abbildungen beziiglich Uberlagerungen.

Satz 7.11 Seip: X — X eine Uberlagerung.

Sei Y ein wegweise zusammenhéidngender und lokal wegweise zusammen-
héngender topologischer Raum und sei f: Y — X eine stetige Abbildung.
Seiyy €Y, sei ¢ = f(yo) € X, und sei &y € X ein Punkt mit p(Zy) = xo.

Genau dann besitzt f eine stetige Hochhebung f mit f(yo) = &o, wenn

Je(m (Y, 1)) Qp*(m(j(,fo))- (7.4)

(Beide Gruppen in (7.4) sind natiirlich Untergruppen von (X, x).)
Wenn es eine solche Hochhebung gibt, dann ist sie eindeutig.

Beweis. Da Y wegweise zusammenhangend und somit zusammenhéangend ist,
folgt die Eindeutigkeit der Liftung sofort aus Lemma 7.5.
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Die Bedingung (7.4) ist offensichtlich notwendig fiir die Existenz einer
stetigen Hochhebung f, denn aus po f = f und dem Wert f(yo) = o folgt
sofort f. (m1(Y,y0)) € m1(X,Zo) und somit

[ (71‘1(Y, yO)) =(po f)*(ﬂl(ya yO)) = D« (f* (Wl(Ya yO))) C ps (71'1()27 570))

Wir miissen also nur noch zeigen, dass (7.4) hinreichend ist fiir die Exis-
tenz einer stetigen Hochhebung f von f mit f(yo) = Zo.

Abbildung 7.4: Die Konstruktion von f.

Wir konstruieren eine solche Hochhebung wie folgt. Sei y € Y. Da Y
wegzusammenhingend ist, existiert ein Weg w: I — Y von y, nach y, und
fi(w) = fow ist ein Weg in X, der bei zy beginnt. Nach Korollar 7.8 hat
fi(w) eine eindeutige stetige Hochhebung zu einem Weg @ in X, der bei &
beginnt. Wir setzen

fly) ==w(1)
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Abbildung 7.5: Ist f wohldefiniert?

und stellen sofort fest, dass

p(f(®) =p(a(1)) = (fi(w))(1) = f(w(1)) = f(y),

wie gewiinscht fiir eine Hochhebung. Abbildung 7.4 zeigt diese Konstruktion.

Aber es gibt noch zwei Probleme: wir miissen zeigen, dass f(y) wohlde-
finiert ist und nicht von der Wahl des Weges w von g, nach y abhéngt, und
wir miissen zeigen, dass f wirklich eine stetige Abbildung ist.

Zunichst zur Wohldefiniertheit: Angenommen, v ist ein anderer Weg in Y’
von 7o nach y, und sei v die eindeutige bei £ beginnende stetige Hochhebung
des Weges fowv in X. Da v und w beide bei gy, beginnen und bei y enden,
ist u := v * w~ eine Schleife bei yy und [u] € m (Y, y). Die Wege f o v und
fow in X beginnen bei x5 und enden beide bei f(y), so dass

fou=(fov)x(fow™)=(fov)*(fow)

eine Schleife in X bei x ist. Sei @ die eindeutige Hochhebung von fowu nach
X, die bei £y beginnt.
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Wir haben

[fou] = f*([u]) < f*(ﬂ'l(Ya yO)) C p*<71(X7j0))

und deshalb folgt aus Lemma 7.10, dass die Hochhebung @ eine Schleife bei
To ist. Wir gewinnen aus @ zwei Wege v und w in X mit @ = v (w)~ durch
die Formel

u(t) = u(t) und w(t) = u(%h) fiir alle t € 1.
Wie man sofort nachpriift ist pov = fowv und pow = fow. Da auch gilt
0(0) = a(0) = 9(0) = w(0) = Zo = (1) = w(0),

ist ¥ = ¥ und w = w, denn nach Lemma 7.5 sind zwei Hochhebungen einer
stetigen Abbildungen auf einem zusammenhéngenden Raum, die an irgend-
einer Stelle den gleichen Wert annehmen, {iberall gleich. Insbesondere ist

o(1) = 0(1) = a(3) = w(1) = w(1),

N[ =

so dass unsere Konstruktion fiir f(y) = @(1) = 9(1) doch nicht von der Wahl
des Weges von yg nach y abhingt.

Jetzt, wo wir wissen, dass die beschriebene Konstruktion eine wohldefi-
nierte Abbildung liefert, ist auch klar, dass f(yo) = #o. Denn Cy, ist ein Weg
in Y von yo nach yo und f o ¢y, = cy(y,) = Czo- Nach Korollar 7.6 ist ¢z, die
bei 7y beginnende Hochhebung von ¢,,, und somit ist nach Konstruktion

(o) = ez (1) = To,

wie gewiinscht. .
Zum Schluss wollen wir noch zeigen, dass f stetig ist. Dazu sei y € Y und
sei U eine offene Umgebung von f(y) € X, die von p gleichmiRig iiberlagert

wird. Da p(f(y)) = f(y) € U, gibt es eine offene Menge U um f(y) € X, die
von p homoéomorph auf U abgebildet wird. Sei ¢q: U — U die Umkehrabbil-
dung des Homéomorphismus p|U.

Da f stetig ist, ist f~1(U) offen in Y, und weil Y lokal wegweise zusam-
menhédngend ist, gibt es eine wegweise zusammenhéngende Umgebung V' von
yin Y mit V C f7!U, oder anders gesagt, mit f(V) C U.

Sei w ein Weg in Y von yg nach y und sei w die eindeutige Hochhebung des
Weges fow in X, die bei Zy beginnt. Nach Definition und Wohldefiniertheit
von [ ist w(1) = f(y).

Fiir jeden Punkt z € V wahle einen Weg v, in V' von y nach z. Der Weg
fow, ist ein Weg von f(y) nach f(z) € X, der ganz in f(V') C U verliuft,
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Abbildung 7.6: Warum [ stetig ist.
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so dass wir darauf ¢ anwenden konnen. Sei v, := g o f ov,; dies ist ein Weg
in U. All diese Daten sehen Sie in Abbi}dung 7.6.
Weil ¢ die Umkehrabbildung von p|U ist, ist po 9, = f ov,. Insbesondere
ist
p(#:(0) = f(v=(0)) = f(y) = p(F(v)),

und weil p auf U injektiv ist, gilt ©.(0) = f(y), d.h., . ist ein Weg, der bei

f(y) beginnt, und deshalb ist @ * v, definiert.
Die Verkettung w * v, ist ein Weg in Y von g, nach z und

fo(w*v,)=(fow)*(fov,) =(pow)*(pod,) =po (x0,).

Nach Definition von f ist also

~
—~
I\
S~—
I
—~
2
*
=t
N
N—"
—~
—
N~—
Il

5.(1) = (£ (e:(1)) = 9(£(2)):

Dies gilt fiir ein beliebiges z € V, so dass f]V = qo f und dies ist eine stetige
Abbildung. Da f auf der Umgebung V von y stetig ist, ist f insbesondere
auf einer offenen Menge um y stetig. Da y ein beliebiger Punkt von Y war,
ist f auf ganz Y stetig, wie behauptet. |

Korollar 7.12 Seip: X — X eine Uberlagerung und Y ein einfach zusam-
menhangender und lokal wegweise zusammenhéngender topologischer Raum.
Sei f: Y — X eine stetige Abbildung. Sei yy € Y, sei x9 = f(yo) € X, und
sei 7o € X ein Punkt mit p(&y) = xo.

Dann besitzt f eine eindeutige Hochhebung f: Y — X mit f(yg) = To.

Beweis. Weil Y einfach zusammenhingend ist, ist es auch wegweise zusam-
menhéngend, und die Voraussetzung (7.4) in Satz 7.11 ist automatisch erfiillt,
weil m1 (Y, y0) = {1}. Somit ist auch f.(m(Y,y)) = {1} und in jeder Un-
tergruppe von (X, zg), insbesondere auch in p, (7T1(X, 5:0)), enthalten. Also
ist Satz 7.11 anwendbar und liefert sofort den gewiinschten Schluss. |

Korollar 7.13 Sei p: X — X eine Uberlagerung. Sei # € X und sei z :=
p(Z) € X. Dann ist

pe =m(p): m(X,7) — m (X, x)

injektiv.
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Abbildung 7.7: Warum p, injektiv ist.

Beweis. Seien v und w € Q(X, #) Schleifen, so dass p.([v]) = p.([w]). Dann
ist pov~powmfE . Sei H: I x I — X eine Homotopie mfE von powv
nach p o w (insbesondere gilt dann H(0,0) = p(v(0)) = p(Z) = =) und sei H
die eindeutige Hochhebung von H mit H(0,0) = Z.

H, ist eine Hochhebung von powv und nimmt bei 0 € I den gleichen Wert
Z an, wie v, welches ja auch eine Hochhebung von p o v ist. Aus der Eindeu-
tigkeitsaussage in Korollar 7.8 folgt, dass Hy = v und somit insbesondere,
dass ﬁo eine Schleife bei T ist.

Nach Bemerkung 7.9 ist H eine Homotopie mit festen Endpunkten. Ins-
besondere nimmt [ iiberall auf {0} x I und auf {1} x I den konstanten
Wert 7 an, und somit ist auch H, wie w, eine Schleife bei # und eine Hoch-
hebung von pow = H;. Wegen des gemeinsamen Wertes bei 0 folgt wieder
aus der Eindeutigkeit der Liftung von Wegen, dass H; = w.

Wir haben also gezeigt, dass H eine Homotopie mit festen Endpunkten
von v nach w ist. Also ist [v] = [w] € 7 (X, &), wann immer p,([v]) = p. ([w]).
In anderen Worten, p, ist injektiv. [ |

Bemerkung 7.14 Man kann die Aussage von Korollar 7.13 auch so ver-
stehen, dass fiir eine Uberlagerung p: X — X die Fundamentalgruppe an
jeder Stelle # € X eine Untergruppe der Fundamentalgruppe von X bei p()
ist.

Das ist aber erstaunlicherweise keine grofse Hilfe bei der Berechnung von
Fundamentalgruppen, und es wird nicht unser Ziel sein, Uberlagerungen zu
finden, die im Totalraum bekannte Fundamentalgruppen haben, um {iber die
Fundamentalgruppe unten etwas zu erfahren (oder umgekehrt). Eher ist diese
Tatsache eine Behinderung fiir die Berechnung und verkompliziert sie, wenn
die obere Fundamentalgruppe nichttrivial ist.

Es wiirde auch nicht viel niitzen, wenn p, ein Isomorphismus und nicht
nur injektiv wire, weil die Uberlagerung dann im Wesentlichen einblittrig
und somit im Wesentlichen ein Homéomorphismus wére (um es genauer zu
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sagen, jede Wegkomponente des Totalraums wire eine 1-blittrige Uberlage-
rung, und Schleifen kénnen eine Wegkomponente bekanntlich nicht verlas-
sen). Solche Uberlagerungen liefern iiberhaupt keine neue topologische Infor-
mation und bieten somit auch keine Erleichterung bei der Berechnung der
Fundamentalgruppe.

Wir werden, wie Sie gleich sehen werden, genau das Gegenteil zu er-
reichen versuchen und stattdessen Uberlagerungen finden wollen, bei denen
moglichst wenig von der Fundamentalgruppe des Basisraumes im Totalraum
noch vorhanden ist, denn die Fundamentalgruppe oben ist ein Hindernis fiir
die Existenz anderer geometrischer Merkmale, an denen wir die Fundamen-
talgruppe des Basisraumes sofort ablesen kénnen. Diese Merkmale werden
sichtbar, wenn die Hochhebungen von Schleifen im unteren Raum im obe-
ren Raum keine Schleifen mehr sind; die verschiedenen Schlusspunkte, die
wir dann erreichen kénnen, unterscheiden Homotopieklassen von Schleifen im
unteren Raum und helfen, sie zu zéhlen.

Folglich, desto kleiner die Fundamentalgruppe oben ist, desto grofser der
Anteil von der Fundamentalgruppe des Basisraums, der in anderer und deut-
licherer Form in der Geometrie des Totalraumes in Erscheinung tritt.

Definition 7.15 Eine Uberlagerung p: X — X heibt eine universelle
Uberlagerung, wenn der Totalraum X einfach zusammenhdngend und lokal
wegweise zusammenhéngend ist.

In diesem Fall ist auch der Basisraum X automatisch wegweise zusam-
menhéngend und lokal wegweise zusammenhingend (aber nicht unbedingt
einfach zusammenhéngend!).

Bemerkung 7.16 Warum heiken solche Uberlagerungen ,universell“? Sei
p: X — X eine universelle Uberlagerung, und sei ¢: Y — X eine an-

dere Uberlagerung von X. Sei # € X und seien # € X und y € Y Punkte
mit p(Z) = q(y) =

Korollar 7.12 besagt, dass p eine eindeutige ,Hochhebung® r: X — Y
beziiglich ¢ hat, so dass (%) = y und mit p = qor.

Wenn Y zusammenhingend ist kann man zeigen, dass 7 selber eine Uber-
lagerung ist, so dass jede zusammenhingende Uberlagerung von X von der
universellen Uberlagerung iiberlagert wird und sozusagen auf einer ,Zwi-
schenstufe* zwischen dem Totalraum der universellen Uberlagerung und dem
Basisraum positioniert ist. Deshalb der Name universell.

Auf die Details dieser Theorie wollen wir nicht naher eingehen.
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Beispiel 7.17 Die Uberlagerung

p: R — S*

t 627th

aus Beispiel 7.3 b) ist eine universelle Uberlagerung.

Hier sind nun die ,,geometrischen Merkmale® einer Uberlagerung, an denen
wir die Fundamentalgruppe des Basisraums ablesen werden:

Definition 7.18 Sei p: X — X eine Uber}agerqu. Eine Decktransfor-
mation von p ist ein Homoéomorphismus 7: X — X, so dass das Diagramm

kommutiert, d.h., so dass po 7 = p.

Eine Decktransformation ist also eine Hochebung von p beziiglich p, die
ein Hom6omorphismus des Totalraums ist.

Die Decktransformationen der Uberlagerung p bilden immer eine Gruppe
unter Verkniipfung, denn offensichtlich ist die Verkniipfung ¢ o 7 von zwei
Decktransformationen 7 und o wieder eine Decktransformation, die Identitét
id ¢ von X ist eine Decktransformation, und wenn 7 eine Decktransformation
ist, dann ist auch die Umkehrabbildung 7! eine, denn

por t=(por)ort=po(ror!)=p.

Diese Gruppe heift die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung

p, und wir bezeichnen sie mit 7'(p).

Wie viele Decktransformationen hat denn eine Uberlagerung?

Lemma 7.19 Sei p: X — X eine Uberlagerung, wobei X wegweise zu-
sammenhidngend und lokal wegweise zusammenhangend ist. Sei x € X und
seien 71 und &, € X mit p(&,) = p(is) = .

Genau dann gibt es eine Decktransformation T mit 7(Z1) = 2, wenn

p*(m(f(,il)) :p*(m(f(,fg)), (7.5)

und wenn es eine solche Decktransformation gibt, dann gibt es genau eine.
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Beweis. Da X wegweise zusammenhingend ist, und da eine Decktransforma-
tion auch eine Hochhebung von p ist, kann es nach dem Eindeutigkeitssatz
fiir Hochhebungen Lemma 7.5 hochstens eine Decktransformation 7 geben
mit 7(Z) = Zo.

X ist nach Voraussetzung wegweise zusammenhingend und lokal wegwei-
se zusammenhéngend und Satz 7.11 besagt unter diesen Voraussetzungen,
dass eine Hochhebung 7 von p mit 7(Z1) = Zo genau dann existiert, wenn die
linke Seite von Gleichung (7.5) in der rechten Seite enthalten ist.

Wenn es aber eine Decktransformation 7 gibt mit 7(Z;) = %, dann ist
auch 771 eine Decktransformation und somit eine Hochhebung mit 771(#,) =
71, und deshalb ist auch die rechte Seite von Gleichung (7.5) in der linken
Seite enthalten, d.h., in (7.5) gilt die Gleichheit.

Umgekehrt, wenn Bedingung (7.5) gilt, so gibt es zumindest Hochhe-
bungen 7 und ¢ von p mit 7(Z;) = T2 und mit o(Zy) = Z;. Es ist trivial
nachzupriifen, dass auch ¢ o 7 und 7 o ¢ Hochhebungen von p sind, und es
gilt

(co7)(Z1) =14 und (1 00)(Z2) = To. (7.6)

Aber auch idy ist eine Hochhebung von p, die die Punkte z; und 7,
festlasst. Da es nach dem Eindeutigkeitssatz hochstens eine Hochhebung gibt,
die an einer bestimmten Stelle einen bestimmten Wert annimmt, sind beide
Verkniipfungen in (7.6) die Identitdt und somit ist 7 ein Homéomorphismus
und o ist seine Umkehrabbildung. Da 7 auferdem eine Hochhebung von p
ist, ist 7 eine Decktransformation und wir haben die Existenz bewiesen. W

Die Bedingung in Lemma 7.19 wirft fiir eine Uberlagerung p: X — X
und einen Punkt x € X sofort die Frage auf, welche Beziehung zwischen den
Fundamentalgruppen an verschiedenen Stellen in p‘l({x}) besteht, wenn
ihre Bilder in 7 (X, z) nicht gleich sind, und wie viele solche Untergruppen
von m1(X,z) es gibt; diese Frage betrifft auch die qualitativen Eigenschaf-
ten der Wirkung der Decktransformationsgruppe auf den Totalraum. Es gibt
eine ausgedehnte und sehr interessante Theorie, die darauf Antwort gibt,
und die auch die Beziehung zwischen der Decktransformationsgruppe, der
Fundamentalgruppe an verschiedenen Stellen in X, und der Fundamental-
gruppe von X beschreibt. Schon aus Zeitgriinden kénnen wir diese Theorie
nicht in Detail behandeln; in der allgemeinen Situation liefert sie auch nur
unvollstindige Information iiber die Fundamentalgruppe von X.

Wir werden nur den allereinfachsten Spezialfall dieser Theorie betrachten,
nimlich den Fall einer universellen Uberlagerung. Er hat den Vorteil, dass in
diesem Fall alle Hindernisse zur Konstruktion von Decktransformationen ver-
schwinden und dass die Decktransformationsgruppe die Fundamentalgruppe
des Basisraums vollig beschreibt.
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Korollar 7.20 Sei p: X — X eine universelle Uberlagerung und sei z €
X. Dann gibt es zu je zwei Punkten Ty und #; € p~'({z}) genau eine
Decktransformation T von p, die Ty nach Z, abbildet.

Insbesondere hat die Uberlagerung p genau so viele Decktransformatio-
nen, wie ihre Bléitterzahl.

Beweis. Die Behauptung iiber die Existenz von Decktransformationen trifft
zu nach Lemma 7.19, weil X einfach zusammenhéngend ist und die Gruppen
in Bedingung (7.5) deshalb beide trivial und somit gleich sind.

Sei 7y € X fest gewiihlt mit p(Zo) = x. Jede Decktransformation bildet Z
in einen Punkt von p~' ({2 }) ab, und zu jedem Punkt 7, € p~'({z }) gibt
es tatséchlich genau eine Decktransformation, die Ty nach z; abbildet, also
gibt es so viele Decktransformationen, wie Punkte in p~! ({a"}), und diese
Anzahl ist die Blatterzahl. |

Satz 7.21 Sei p: X — X eine universelle Uberlagerung und sei xz € X.
Dann ist

m(X,2) = T(p).

Sei & € X mit p(#) = x. Bin Isomorphismus o: m (X, z) — T(p) ldsst
sich wie folgt konstruieren: Sei ¢ € m (X, z) und sei w € (X, x) eine 1-
Schleife mit ¢ = [w]. Sei w: I — X die eindeutige Hochhebung von w mit
w(0) = Z, und sei § = w(1); es gilt auch p(§) = z, da w eine Schleife ist. Wir
definieren ¢(() als die eindeutige Decktransformation T von p, die ¥ nach y
abbildet.

Diese Decktransformation hdngt nur von ¢ ab und nicht von der Wahl der
Schleife w € (, so dass ¢ wohldefiniert ist. Ferner, ¢ ist ein Isomorphismus
(X, ) = T(p).

Beweis. Als Erstes zeigen wir, dass ¢ wohldefiniert ist. Seien v und w zwei
Schleifen in Q (X, z) mit [v] = [w] = ¢ und seien ¥ und @ ihre bei T begin-
nenden Hochhebungen.

Wir haben v ~ w mfE; sei H eine Homotopie mit festen Endpunkten von
v nach w und sei H die Hochhebung von H mit H(0,0) = #. Nach Bemer-
kung 7.9 ist auch H eine Homotopie mit festen Endpunkten. Daraus folgt als
Erstes, dass auch H(0,1) = Z und somit sind Hy und H; bei & beginnende
Hochhebungen von v bzw. w, d.h., Hy = ¢ und H; = w. Weil H eine Homoto-
pie mit festen Endpunkten ist, ist auch H(1,0) = H(1,1), d.h., 5(1) = @(1)
und somit erhalten wir in der Konstruktion von ¢ mit der Schleife v den
gleichen Punkt gy, wie mit w, also auch die gleiche Decktransformation 7 in
beiden Fillen. Das zeigt, dass ¢ wohldefiniert ist.
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Abbildung 7.8: ¢ ist ein Homomorphismus.

@ ist ein Gruppenhomomorphismus, denn seien v und w zwei beliebige
Schleifen in (X, z). Seien ¥ und @ ihre bei ¥ beginnenden Hochhebungen
und o = ¢([v]) und 7 = ¢([w]) die Decktransformationen mit o(Z) = (1)
und 7(Z) = w(1).

Da o eine Decktransformation ist, ist auch o o w eine Hochhebung von
w, aber eine, die bei o(w(0)) = (&) = 0(1) beginnt. Aus diesem Grund
ist in X die Verkettung @ * (0 o @) definiert, und sie ist offensichtlich eine
Hochhebung von v * w, die bei 9(0) = & beginnt und bei z := (oo w)(1) =
o(w(1)) = o(7(Z)) endet.

Nach Definition ist ¢([v] * [w]) = ¢([v * w]) die eindeutig bestimmte
Decktransformation, die  nach Z abbildet; o o7 ist eine Decktransformation,
die dies tut, also ist ¢([v] * [w]) = o o 7 und ¢ ist ein Homomorphismus.

Um zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist, konstruieren wir die Um-
kehrabbildung 1: T(p) — m (X, z). Sei 7 € T(p) und sei § := 7(z) € X.
Nach Voraussetzung ist X wegweise zusammenhingend. Sei @ ein beliebi-
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ger Weg in X von Z nach §. Weil 7 eine Decktransformation ist, ist p(§) =
p(T(%)) = p(&) = z, so dass der Weg w := p o w eine Schleife bei z € X ist.
Wir setzen ¢(7) 1= [w] € m (X, x).

Wir miissen zeigen, dass dies eine Wohldefinition ist. Sei v eine ande-
rer Weg in X von # nach §. Weil X einfach zusammenhingend ist, ist
[W* 9] =1 = [¢z] € m(X,#) und nach Lemma 6.18 gilt in 7(%,7) die
Homotopierelation mit festen Endpunkten

D0 (W0 )0 W (07 %0) W *cy 0.
Also gilt auch p o ® ~ pow mfE und ¢(7) héngt nicht von der Wahl des
Weges w ab.

Aus den Konstruktionen ist sofort klar, dass ¢ und ¢ Umkehrabbildungen
zueinander sind, so dass ¢ bijektiv und somit ein Gruppenisomorphismus ist
(wie auch die Umkehrabbildung .) |
Korollar 7.22 Sei x € S'. Dann ist

m (St ) 2 Z.
Genauer, fiir jedes n € Z sei w,, € Q,(S*, z) die Schleife
wy(t) =™y e ST C C.

Dann ist die Abbildung

V: Z — 7 (St )
n— [wy]
ein Gruppenisomorphismus.

Insbesondere ist [w] mit w(t) :=
Gruppe m (S, z).

e?™ty ein Erzeugendes der zyklischen

Beweis. Sei p: R — S* die universelle Uberlagerung von S* durch R aus
Beispiel 7.17; wir haben p(t) = €™ fiir jedes t € R.
Fiir jedes n € Z ist die Translation durch n, also die Abbildung

.. R — R,
t—1t4+n

offensichtlich eine Decktransformation von p. Da p~*({0}) = Z und da fiir
jedes n € Z gilt 7,(0) = n, sind dies alle Decktransformationen, die p besitzt,
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denn nach Lemma 7.19 oder Korollar 7.20 kann es fiir jedes n € Z nur eine
Decktransformation geben, die 0 nach n abbildet.
Folglich ist
m(Sh ) =T(p)={m|n€Z}

und da 7, o T, = Tpam, ist diese Gruppe offenbar isomorph zu Z.

Sei a € R ein Element mit p(a) = €*™ = z. Unter dem Isomorphismus
aus Satz 7.21 entspricht die Decktransformation 7,, der Homotopieklasse einer
Schleife bei z, deren bei a beginnende Hochhebung bei 7,,(a) = a + n endet.
Eine solche Schleife erhalten wir, wenn wir einen beliebigen Weg in R von
a nach a +n mit p in den Kreis herunterprojizieren. Das einfachste Beispiel
eines solchen Weges ist der Weg w,, gegeben durch w,(t) := a+nt fir t € I.
Wenn man diesen Weg nach S* projiziert, erhilt man die Schleife w,, mit

wy(t) = p(@n(t)) _ p2milatnt) _ S2mia | 2mint _ . 2mint

Wir haben also einen Isomorphismus Z — T(p), der n auf 7, abbildet,
und aus Satz 7.21 einen Isomorphismus T'(p) — (S, x), der 7, auf [w,]
abbildet. Die Verkniipfung ist ein Isomorphismus ¢: Z — m(S!, x) mit
(n) = [w,], wie behauptet.

Und weil dies ein Isomorphismus ist, wird m(S*, z) erzeugt von (1)
[w:] = [w].

Bemerkung 7.23 Wir haben nur Rudimente der Uberlagerungstheorie be-
sprochen, die auch ausreichen, um einige interessante Spezialfille von Homo-
topiegruppen zu berechnen. Diese Theorie ldsst sich erheblich weiter entwi-
ckeln, und es gibt eine Vielzahl natiirlicher und wichtiger Fragen, auf die wir
leider nicht eingehen konnten.

Zum Beispiel haben wir gesehen, dass universelle Uberlagerungen sehr
niitzlich sind, um Homotopiegruppen zu berechnen, so dass die Frage auf-
kommt, wann sie iiberhaupt existieren. In Beispielen in der Vorlesung und in
den Ubungen kénnen wir eine universelle Uberlagerung immer direkt ange-
ben, so dass es kein grofes Problem ist, dass wir die Frage ihrer allgemeinen
Existenz nicht behandelt haben, aber fiir andere Anwendungen ist dies doch
eine wichtige Frage, wie auch die breitere Frage nach der Klassifikation aller
Uberlagerungen eines gegebenen topologischen Raumes.

Mit wenigen Voraussetzungen iiber die Beschaffenheit des Basisraumes
X kann man diese Frage vollstindig beantworten — dazu miissen wir nur
verlangen, dass X wegweise zusammenhingend und lokal wegweise zusam-
menhdngend ist, und noch eine weitere Eigenschaft besitzt, die fast alle uns
interessierenden Raume erfiillen, eine Eigenschaft mit dem exotischen Namen
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semzi-lokal einfach zusammenhdangend. Das bedeutet nur, dass jeder
Punkt eine Umgebung besitzt, die zwar selber nicht einfach zusammenhén-
gend sein muss (deshalb nur ,semi-lokal), aber so dass jede Schleife in der
Umgebung im grofien Raum X nullhomotop ist.

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so besitzt X nicht nur eine universelle
Uberlagerung, sondern es gibt sogar fiir jedes € X und fiir jede Untergruppe
G C m(X, z) eine Uberlagerung p: X — X und ein # € X mit p(&) = z,
so dass p, (7T1(X, 7)) =G.

Man kann auch fragen, wie viele wesentlich verschiedene Uberlagerungen
von X es bis auf Isomorphie gibt. Die Antwort ist: zu jeder Konjugations-
klasse von Untergruppen von 71 (X, z) gibt es bis auf Isomorphie genau eine
Uberlagerung X, so dass das Bild der Fundamentalgruppe von X als Un-
tergruppe von (X, z) zu dieser Konjugationsklasse gehort. Da es nur eine
triviale Untergruppe von 7 (X, z) gibt und somit auch nur eine Konjugati-
onsklasse von trivialen Untergruppen, ist die universelle Uberlagerung sogar
eindeutig bestimmt.

Auch die Aussage von Satz 7.21, dass die Fundamentalgruppe von X
gleich der Decktransformationsgruppe einer universellen Uberlagerung ist,
liisst sich verallgemeinern zu einer Aussage fiir beliebige Uberlagerungen,
aber wenn 71 (X, %) # {1}, und wenn p(#) = z, dann beschreibt die Deck-
transformationsgruppe nicht genau 7 (X, x), sondern nur einen Quotienten
einer Untergruppe von 7 (X, ) nach dem Bild von m (X, #) unter p,.

Zum Schluss sei noch erwdhnt, dass es elegante Anwendungen der Ho-
motopietheorie in der Gruppentheorie und speziell in der algebraisch sehr
komplizierten Theorie der freien Gruppen gibt, ausnahmsweise eine Situati-
on, in der die Topologie der Algebra eine Erleichterung verschafft und nicht
umgekehrt. So kann man, z.B., sehr einfach mit Hilfe der Uberlagerungstheo-
rie fiir Bouquets' von Kreisen beweisen, dass jede Untergruppe einer freien
Gruppe auch frei ist, ein Satz, der zuerst algebraisch bewiesen wurde, aber
auf sehr viel umstandlichere Weise.

Leider wird es uns zumindest in der Vorlesung nicht méglich sein, auf
irgendeine dieser Fragen niher einzugehen.

Wir schliefen dieses Kapitel noch mit einem sehr niitzlichen Satz ab, der
zwar nichts mit Uberlagerungen zu tun hat, aber dhnlich niitzlich sein kann
bei der Berechnung von Fundamentalgruppen:

'Ein Bouquet von Kreisen besteht aus einer beliebigen Anzahl von Kreisen, die an
einem Punkt miteinander befestigt sind. Man erhilt einen solchen Raum formal als der
Quotient einer disjunkten Vereinigung von Kopien von S' nach der Menge der 1-Elemente
in allen Kopien.
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Satz 7.24 (Seifert-van Kampen) Sei X ein topologischer Raum und sei-
en U und V offene Teilmengen von X, so dass U NV nichtleer und wegzu-
sammenhingend ist. Seien i: U — X und j: V — X die Inklusionen.

Sei x € UNV. Dann wird (X, x) von den Untergruppen i, (’/Tl(U,.I))
und j,(m(V,z)) erzeugt.

Insbesondere, wenn U einfach zusammenhédngend ist, dann ist j, surjektiv.
Wenn U und V einfach zusammenhéngend sind, dann ist auch X einfach
zusammenhédngend.

Beweis. Sei w: I — X eine 1-Schleife bei z. Diese Schleife schlingelt sich
durch X und wechselt dabei, im Allgemeinen, mehrmals von U nach V und
zuriick. Die Idee des Beweises besteht darin, w zu zerlegen als eine Verkettung
von Teilwegen, die abwechselnd ganz in U und ganz in V verlaufen. Diese
Teilwege sind zwar keine Schleifen, aber der Ubergangspunkt zwischen einem
Teilweg und dem néchsten liegt immer in U NV (da er zu beiden aufeinander
folgenden Teilwegen gehort) und man kann ihn durch einen Weg in U NV
mit = verbinden (siehe Abbildung 7.9). Diese Verbindungen mit = ergénzen
die Teilwege zu Schleifen bei x und erlauben somit, w bis auf Homotopie zu
schreiben als eine Verkettung von Schleifen ganz in U oder ganz in V.

Abbildung 7.9: Der Beweis des Satzes von Seifert-van Kampen.

Die in der Beweisskizze angedeuteten Schritte fiilhren wir jetzt aus. Das
Intervall I ist ein kompakter metrischer Raum, und da U und V eine offene
Uberdeckung von X bilden und w stetig ist, bilden w=!(U) und w=(V) eine
offene Uberdeckung von I. Sei ¢ eine Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung und
seiNENsogrofS,dassﬁ<E. Fiir 0 < j < N sei t; ::%undﬁirj21
sei I; das Intervall [t;_y,t;] C I. Da der Radius von I; gleich 55 < € ist, gilt
fiir jedes j entweder w(I;) C U oder w(l;) C V oder beides.

Fiir manche j ist [;_; U I; ganz in einer der beiden Mengen w™*(U) oder

w™ (V) enthalten. Seien jy, ..., j,_1 in aufsteigender Reihenfolge diejenigen
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J zwischen 1 und N — 1, fiir die das nicht der Fall ist, und sei s, = ¢,
fir k=0,...,n—1.Sei sg =ty = 0 und s, = ty = 1. Fiir jedes k sei
Y = w(sk) € X. Es gilt yo = y,, = x.

Fir 1 < k < n sei J; das Intervall [s;_1,s,] € I. Nach Wahl der s;
ist jede Menge w(Jy) ganz in U oder ganz in V' enthalten, aber keine zwei
aufeinander folgenden w(Jy) sind in der gleichen Menge U oder V' enthalten.
Aus diesem Grund ist

yr = w(sg) € w(Jy) Nw(Jypr) CUNV

fiir jedes k mit 1 <k <n —1.

Da UNV nach Voraussetzung wegweise zusammenhéngend ist, finden wir
fiir jedes £k mit 1 < k < n — 1 einen Weg a in U NV von x nach y; wie in
Abbildung 7.9. Sei ¢y eine streng monoton steigende stetige Abbildung von
I auf Jy (da I und J; Intervalle sind, gibt es sogar eine eindeutig bestimmte
affine Abbildung mit diesen Eigenschaften) und sei wy der Weg w o ¢y, der
ganz in U oder ganz in V' liegt und von y,_; nach y; verlauft.

Offensichtlich ist w eine Umparametrisierung von wy xwq*- - -xw, (beliebig
geklammert) und somit sind beide Wege homotop mit festen Endpunkten.
Da aber o * aj ~ ¢, fiir jedes k mit 1 < k < n — 1, kénnen wir auch
schreiben

[w] = [wy * wg * - -+ % w,]
= Wy * Qp % * Wy k Qg * -+ %,y % Wy (7.7)
= [wy * a7 ] * [ag * wy x g ] x -+ % [, 1 *wy)

und dies ist ein Produkt von Homotopieklassen von Schleifen bei x. Ferner,
da jedes wy ganz in U oder V verlduft, und da jedes o) ganz in U und
ganz in V' verlduft, verlduft jede dieser Schleifen ganz in U oder ganz in V,
d.h., die Homotopieklassen im Produkt in der letzten Zeile von (7.7) gehéren
entweder zu i, (71 (U, z)) oder zu j.(m (V,z)). Das beweist die Hauptaussage
des Satzes.

Wenn U einfach zusammenhéngend ist, dann ist

in(m(Uz)) =i ({1}) = {1} C ju(m(V.2)),

so dass schon die Untergruppe j, (Wl(V, x)) alleine die Gruppe (X, z) er-
zeugt, d.h., sie sind gleich.

Und wenn auch V' einfach zusammenhéngend ist, dann wird (X, z) von
{1} erzeugt, ist also gleich { 1 }, und X ist die Vereinigung von zwei wegweise
zusammenhéingenden Unterrdumen mit nichtleerem Durchschnitt (da =z €
U N V) und somit selber wegweise zusammenhingend. Beides zusammen
bedeutet, X ist einfach zusammenhéngend. |
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Bemerkung 7.25 Die Aussage von Satz 7.24 ist eigentlich eine deutlich ab-
geschwéchte Version des richtigen Satzes von Seifert-van Kampen, der genau
angibt, wie m (X, z) von m (U, z) und m(V,x) erzeugt wird. Sowohl der Be-
weis wie auch die genaue Aussage des Satzes sind relativ kompliziert, so dass
wir hier nicht weiter darauf eingehen wollen.

Die einfache Version des Satzes von Seifert-van Kampen reicht aber aus fiir
die Berechnung der Fundamentalgruppen der Sphéren:

Korollar 7.26 Fiir jedes n > 2 ist S™ einfach zusammenhiangend.

Beweis. Sei zunédchst n > 1 und sei N := (0,...,0,1) der ,Nordpol“ und
S:=(0,...,0,—1) der ,Siidpol“ von S™. Die bekannte stereographische Pro-
jektion zeigt, dass U := S™\ { S} und V := 5™\ { N } hom6éomorph zu R"
und somit einfach zusammenhéngend und insbesondere wegweise zusammen-
héngend sind. Diese Mengen sind auch offen in S™. Ferner ist U NV # (), so
dass auch S™ = UUV wegweise zusammenhingend ist, sogar, wie gesagt, fiir
jedes n > 1.

Daraus folgt, dass wenn n > 2 auch UNV = 5" x (—1,1) wegweise
zusammenhéngend ist, als Produkt von zwei wegweise zusammenhéngenden
Réumen.

Zusammenfassend, S™ ist die Vereinigung von zwei offenen einfach zusam-
menhdngenden Mengen mit wegweise zusammenhidngendem Durchschnitt.
Nach Satz 7.24 ist S™ einfach zusammenhéngend. |
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Kapitel 8

Anwendungen der
Fundamentalgruppe

Um das Thema Homotopie zu einem angenehmen Abschluss zu bringen, wol-
len wir in diesem sehr kurzen Kapitel ein paar schone Anwendungen der
Fundamentalgruppe (und speziell der Nichttrivialitdt der Fundamentalgrup-
pe des Kreises) présentieren.

Die erste Anwendung befasst sich mit der auf Seite 168 gemachten Be-
merkung, dass es keine stetigen Abbildungen D™ — S™~! gibt, die auf S*!
die Identitat sind. Fiir Abbildungen dieser Art gibt es einen gebrauchlichen
Namen:

Definition 8.1 Sei X ein topologischer Raum und sei A C X ein Unterraum
von X und i: A — X die Inklusion.

Eine Retraktion von X auf A ist eine stetige Abbildung r: X — A, so
dass r|A = id4, oder anders gesagt, so dass

rot=1idy

(daraus folgt automatisch, dass r surjektiv ist).
Man nennt den Unterraum A einen Retrakt von X, wenn es eine Retrak-
tion r: X — A gibt.

Lemma 8.2 Sei X ein nichtleerer topologischer Raum, sei A C X ein Re-
trakt von X und sei r: X — A eine Retraktion. Sei i: A — X die Inklu-
sion. Sei a € A. Dann gilt:

re: m(X,a) — m (A, a) ist surjektiv
und

iv: m(A a) — m (X, a) ist injektiv.

221
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Beweis. Nach der Definition einer Retraktion ist r o ¢ = id 4, also ist
T4 Oly = <1dA)* = id7r1(A,a,) .

Die Verkniipfung ist injektiv und surjektiv, also muss r, surjektiv und i,
injektiv sein. [

Korollar 8.3 Sei X ein topologischer Raum und sei A C X ein Retrakt
von X. Wenn X einfach zusammenhédngend ist, dann ist auch A einfach
zusammenhéngend.

Beweis. Sei i: A — X die Inklusion und r: X — A eine Retraktion. Weil
X wegweise zusammenhdngend ist und r stetig und surjektiv ist, muss sein
Bild, also A, auch wegweise zusammenhéngend sein.

Weil r,: m(X,a) — m1(A,a) surjektiv ist fiir jedes a € A und weil
m(X,a) = {1} ist fiir jedes a € X, ist auch m(A,a) = {1} fiir jedes a € A.
|

Korollar 8.4 S! ist kein Retrakt von D?.

Beweis. D? ist einfach zusammenhéngend nach Beispiel 6.31 b) (und weil D?
wegzusammenhiingend ist), aber S ist nicht einfach zusammenhéngend, da
m1(S*, 1) 2 Z nach Korollar 7.22. |

Diese Tatsache kann man anwenden, um einige sehr interessante Aussagen
zu beweisen.

Satz 8.5 (Brouwerscher Fixpunktsatz) Jede stetige Abbildung
f: D?* — D?
hat einen Fixpunkt. (Das heifit, es gibt einen Punkt x € D* mit f(x) = z.)

Beweis. Angenommen, es gibt eine stetige Abbildung f: D?> — D? ohne
Fixpunkte. Wir kénnen dann wie folgt eine Retraktion r: D? — S! kon-
struieren.

Sei z € D% Danach Annahme f(z) # x, gibt es eine eindeutig bestimmte
gerichtete Gerade in R? von f(z) nach z, und wenn wir diese Gerade in der
gleichen Richtung fortsetzen, schneidet sie S* in einem eindeutig bestimmten
Punkt r(z) (siche Abbildung 8.1 auf der néchsten Seite).

Falls x € S1, so braucht man die Gerade von f(z) durch z gar nicht
weiter fortzusetzen, um in S* zu landen, also ist in diesem Fall r(z) = x.
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Abbildung 8.1: Eine Retraktion von D? auf S?.

Man ,sieht* an dem Bild, dass diese Abbildung stetig ist (wenn man z
wenig verdndert, verdndert sich auch f(x) wenig, weil f stetig ist, und somit
dndern sich die Verbindungsgerade und damit ihr Schnittpunkt mit dem
Kreis nur wenig).

Aber man kann auch leicht einen richtigen Beweis fiir die Stetigkeit von
r geben. Fiir jedes x € D? ist

r(z) = f(z) +t(z - f(2)), (8.1)

wo t > 1 die grokere (und eindeutige positive) Losung der quadratischen
Gleichung

1f(x) +t(z — f@)|]* =1 (8.2)

ist. (Hier verwenden wir die normale euklidische Norm auf R?2.)

Die iibliche p-g-Formel fiir die Losung quadratischer Gleichungen zeigt,
dass die grokere der beiden Losungen (in ¢) von der Gleichung (8.2) ste-
tig von = und f(z) abhéngt. Deshalb, und weil f stetig ist, héngt r nach
Gleichung (8.1) stetig von z ab.

Da ferner r(z) = x fiir x € S1, ist r eine Retraktion von D? auf S, in
Widerspruch zu Korollar 8.4. Also hat f einen Fixpunkt. |

Einer der beriihmtesten und historisch wichtigsten Sdtze aus der Algebra
(das Thema von Gaufens Dissertation) l4sst sich, neben unzihligen anderen
Beweisen aus verschiedenen Gebieten der Mathematik, auch mit Hilfe der
Homotopietheorie leicht beweisen:

Definition 8.6 Wir wollen jeder stetigen Abbildung f: S — S! eine gan-
ze Zahl zuordnen, die im Wesentlichen beschreibt, wie oft die Abbildung die
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Quell-ST um die ,.Ziel“-S! wickelt. Um die Definition formulieren zu kénnen,
fliihren wir erst eine bequeme Notation ein.

Fiir z € S! bezeichnen wir mit I', die Schleife ¢t — e*™2 an der Stelle
z und mit v, die Homotopieklasse dieser Schleife in m;(S!, z). Laut Korol-
lar 7.22 ist 7, ein Erzeugendes von m;(S', z) & Z. Weil 7, (S', z) = Z, werden
wir 7 (S?, ) fortan additiv schreiben.

Sei f: 8! — S? eine stetige Abbildung. Dann induziert f einen Grup-
penhomomorphismus

2mit

form(Sh 1) — m (ST f(1)),

und weil beide Gruppen Z sind mit einem (oben angegebenen) wohldefinier-
ten erzeugenden Element, ist dieser Homomorphismus die Multiplikation mit
einer wohldefinierten ganzen Zahl n, bestimmt durch die Gleichung

f«(n) = nyra).- (8.3)

Diese wohldefinierte Zahl n heitt der Grad oder der Abbildungsgrad
Grad f von der stetigen Abbildung f.

Hilfssatz 8.7 a) Seiz € S, sei w € Q(S?, 2) und sei w eine Hochhebung
von w beziiglich p.

Dann ist n ;= w(1) —w(0) € Z und
[w] = ny, € m(Sh 2). (8.4)

b) Sei f: S' — S! eine stetige Abbildung und sei
w:= f;(T1) € Q(S", f(1)).

Sei w eine Hochhebung von w beziiglich p.
Dann ist Grad f = w(1) — w(0) € Z.

Beweis. Zu a): Weil m(S!,2) = Z gibt es eine eindeutige Zahl n € Z mit
[w] =ny, € m (S 2).

Die Decktransformation von p, die w(0) nach w(1) abbildet, ist die Trans-
lation um n, oder in anderen Worten die Abbildung s — s + n.

Folglich ist

n=w(l) —w(0). (8.5)

Das zeigt insbesondere, dass die Differenz auf der rechten Seite eine ganze
Zahl ist. Die Herleitung zeigt, dass diese ganze Zahl die Eigenschaft (8.4)
hat.

Teil b) folgt aus Teil a), weil die Zahl n mit f.(y1) = nvys@) nach Definition
der Grad von f ist. [ |
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Lemma 8.8 Homotope Abbildungen S* — S* haben den gleichen Grad.

Beweis. Seien f ~ g homotope Abbildungen S — S*. Sei H: S'xI — S!
eine Homotopie von f nach g. Definiere K: I x I — S* durch

K(s,t) = H(e*™* t). (8.6)
Dann ist
Ko = f(T1) € (", f(1))  und Ky =g() € QS g(1)).

Sei K eine beliebige Hochhebung von K beziiglich der universellen Uberla-
gerung p: R — S1 aus Beispiel 7.17; sie existiert nach Lemma 7.7. Dann
ist Ky eine Hochhebung von fy(T';) und K, ist eine Hochhebung von g4(T;).

Nach der Definition (8.6) von K ist K; fiir jedes t € I eine Schleife in S*
an der Stelle H(1,t), und somit ist K, die Hochhebung einer Schleife.

Aus Hilfssatz 8.7 a) folgt, dass m; := K;(1) — K;(0) fiir jedes t € I eine
ganze Zahl ist. Andrerseits hingt m, stetig von ¢ ab. Weil I zusammenhén-
gend ist, ist das nur moglich, wenn m; konstant und fiir alle ¢ gleich ist.

Insbesondere ist

Grad f = mo = m; = Grad g.

Beispiele 8.9  a) Die Abbildung f(z) := 2" von S' C C nach S' hat
Grad n.

Denn f(1) =1 und fiir jedes t € I ist

(fe(T0)) (1) = (e2™)" = e*m™.

Nach Korollar 7.22 ist die Homotopieklasse der Schleife t s 2™ ge-
rade nwy;.

b) Jede nullhomotope stetige Abbildung g: S* — S! hat Grad 0, denn
g ist homotop zur konstanten Abbildung f mit f(z) = 1 = 2° fiir alle
z € S und f hat Grad 0 nach Teil a).

Satz 8.10 (Der so genannte ,Hauptsatz der Algebra®“) Jedes Poly-
nom
p(X) = ap X" +ap X" a X+ ag

mit Koeffizienten a; € C, won > 1 und a,, # 0, besitzt eine Nullstelle in C.
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Beweis. Wir kénnen annehmen, dass a,, = 1, denn sonst ersetzen wir p durch
das Polynom p/a,, das genau dann eine Nullstelle besitzt, wenn p eine hat,
und das normiert ist, also fithrenden Koeffizienten 1 hat. (Wir diirfen durch
a, dividieren, weil a, # 0.)

Angenommen, p hat keine Nullstelle. Dann kdnnen wir p als eine stetige
Abbildung C — C\ {0} auffassen.

Wir skizzieren zunachst die Beweisidee. Sei M eine reelle Zahl mit

n—1
M > max(l,z |ai|>.
i=0

Dann ist M so grofs gewihlt, dass auf dem Kreis von Radius M um 0 der
X" Term von p grofier ist als der Gesamtbeitrag aller anderen Terme, so dass
sich p dort ,im Wesentlichen* verhélt wie die Abbildung z — 2", die nicht
nullhomotop ist. Aber andererseits ist der Kreis von Radius M nullhomotop
in C, und das fiihrt zu einem Widerspruch.

Hier nun die Details, die diese Beweisskizze zu einem Beweis ergénzen:

Sei r: C\ 0 — S* die Retraktion r(z) := z/|z| aus Beispiel 6.10 ¢). Sei
j: S' — C die stetige Abbildung j(z) := Mz, und sei f: S? — S! die
Verkniipfung f :=ropoj.

Weil C zusammenziehbar ist, ist 7 nullhomotop und f somit auch.

Wir definieren eine Homotopie P: C x I — C durch

n—1
P(z,t) :=2"+t Z a;z'.
i=0

Py = p und F, ist die Abbildung z +— 2™. Wenn |z| = M, so ist

n—1 n—1 n—1
a;z'| < ‘aizi‘ = Z || }zl‘
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1
= |a;| M* < |a;| M1 (weil M > 1)
i=0 i=0
n—1 n—1
= M"Y ol < MM (weil M > " |ai])
i=0 i=0
— MTL — |Z'!L|

und aus diesem Grund ist P,(z) fiir |z] = M nie 0. In anderen Worten, die
Verkniipfung P o (j x id;) ist eine Homotopie S* x I — C\ 0.
Sei H: S' x I — S die Homotopie r o P o (j x id;). Wir haben

Hy=roFRoj
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und dies ist offensichtlich die Selbstabbildung des Kreises
g(z) ==r(M"z") = 2"

mit Grad n nach Beispiel 8.9 a).

Aber H; = f und ist nullhomotop und hat Grad 0. Dies widerspricht
Lemma 8.8.

Also war die Annahme falsch, dass p keine Nullstelle in C hat. [ |

Es gibt weitere schone Anwendungen des Abbildungsgrades von Selbst-
abbildungen des Kreises.

Lemma 8.11 Sei f: S' — S! eine stetige Abbildung, so dass

f(=2) =—f(2)
fiir jedes z € S'. Dann ist Grad f ungerade (und insbesondere # 0).

Beweis. Sei p: R — S die universelle Uberlagerung aus Beispiel 7.17, mit
p(t) — 2mit

Seiw = fy(I'1) € (S, f(1)) und sei @ eine Hochhebung von w beziiglich
p. Nach Hilfssatz 8.7 b) ist Grad f = w(1) — w(0).

Die Bedingung f(—z) = —f(z) impliziert, wenn man sich die Definition
von p ansieht und die Beziehung p o w = w beriicksichtigt, dass fiir jedes
t € [0,3] die Differenz w(t + ) — w(t) ein ungerades Vielfaches 2 von 1
ist. Weil diese Differenz aber stetig von ¢ abhéngt, ist sie konstant auf dem
zusammenhéngenden Intervall [0, 1].

Jetzt folgt, dass

Grad f = w(1) — @(0) = @(1) — w(3) +d(3) — w(0) =

N | —

eine ungerade Zahl. |

Korollar 8.12 Es gibt keine stetige Abbildung f: S* — S, so dass

fiir jedes x € S2.

Beweis. Wenn es eine solche Abbildung f gibt, sei g := f|S': ST — S
Offensichtlich erfiillt g die Voraussetzung g(—z) = —g(z) von Lemma 8.11
und hat somit ungeraden Grad und ist nicht nullhomotop.
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Die obere Halbsphére
Di = {(a:o,xl,mg) € 5% | x> O}

ist homdomorph zu D?. Genauer, die Projektion auf die (x¢, z1)-Ebene ist ein
Homéomorphismus D} — D?, der S' sogar punktweise festlisst. Folglich
liefert f|D? eine Erweiterung von g nach D?, und weil D? zusammenziehbar
ist, ist f |Di nullhomotop nach Lemma 6.12 d) und somit ihre Einschrénkung
g auch.

Das ist ein Widerspruch und es gibt somit keine stetige Abbildung f mit
der genannten Eigenschaft. [

Satz 8.13 (Satz von Borsuk-Ulam) Sei f: S? — R? eine stetige Ab-
bildung. Dann gibt es eine Stelle x € S? so dass f(—z) = f(z).

In anderen Worten, es gibt mindestens ein Antipodenpaar { x,—x } auf
der Sphére, auf dem f gleiche Werte annimmt.

Beweis. Wenn nicht, dann gilt fiir jedes x € S?, dass f(x) — f(—z) # 0. Wir
erhalten dann eine wohldefinierte stetige Abbildung g: S? — S* durch die

Vorschrift
sy o @) =)
1f (@) = f(==)|
denn der Nenner ist ja nach Annahme nie 0.
Aus der Definition ist klar, dass g(—z) = —g(z) fiir jedes z € S?. Nach
Korollar 8.12 kann es keine solche stetige Abbildung S? — S* geben. Also
gilt doch an mindestens einer Stelle f(—z) = f(z). |

Der Satz von Borsuk-Ulam sieht etwas interessanter aus, wenn man sich
klar macht, was die Aussage fiir die wirkliche Welt bedeutet. Zum Beispiel
besagt dieser Satz, dass es zu jeder Zeit zwei diametral entgegengesetzte
Punkte auf der Erdoberfliche geben muss, die genau die gleiche Temperatur
und den gleichen Luftdruck haben.

Korollar 8.14 Es gibt keine injektive stetige Abbildung S* — R? und
insbesondere keine Einbettung von S? in R2.

Der néchste Satz betrifft die kulinarische Gerechtigkeit. Stellen Sie sich
vor, Sie haben ein Schinkenbrot bestehend aus einer Scheibe Weifbrot, etwas
Schinken und einer Scheibe Graubrot, und sie wollen dieses Brot gerecht mit
Ihrem Freund oder Ihrer Freundin teilen, so dass jeder genau die Hélfte des
Weilibrots, genau die Hilfte des Schinkens und genau die Halfte des Grau-
brots bekommt. Der folgende Satz besagt, dass sie mit einem Schnitt mit
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einem flachen und in einer Ebene sich bewegenden Messer alle drei Bestand-
teile des Sandwichs genau halbieren kénnen (auch wenn Sie sich vorher um
das Brot gestritten haben und alle Zutaten zerfleddert im ganzen Raum ver-
teilt sind oder sogar zertreten und zusammengepresst wurden und teilweise
den gleichen Ort einnehmen — sie miissen nur noch jeweils eine messbare
Menge bilden).

Satz 8.15 (Der Schinkenbrotsatz) Seien A, B und C drei beschrénkte
Lebesgue-messbare Teilmengen vom R3. (Sie miissen nicht so ganz genau
wissen, was ,Lebesgue-messbar” bedeutet — es impliziert nur, dass die Teil-
mengen einen wohldefinierten Inhalt oder Volumen haben.)

Es gibt eine Ebene E C R?, so dass genau die Hilfte jeder der drei
Teilmengen auf jeder Seite der Ebene liegt.

Beweis. Da alle drei Mengen beschrinkt sind, kénnen wir Mafeinheiten so

wahlen, dass A, B und C in der Kugel von Radius 1 um den Ursprung

enthalten sind. Fiir eine Lebesgue-messbare Teilmenge X C R3 sei u(X) ihr

Volumen. Natiirlich sind p(A), u(B) und p(C) alle endlich.
Fiirx € S CR3?und t € R sei

By i=te+ xt

die Ebene durch den Punkt ¢z, die orthogonal zum Vektor z ist (oder in
anderen Worten, senkrecht zur Geraden durch den Urspung und dem Punkt
x € 5%).

Diese Ebene teilt den Raum in zwei Halbrdume, und ein Punkt y liegt
im positiven oder negativen Halbraum E;, bzw. E,, je nachdem, ob das
innere Produkt (y — tz, ) > 0 oder < 0 ist. Als Teilmenge von R? sind die
Ebenen E,; und E_, _; gleich, aber es ist klar, dass Negation von z und ¢

die Halbraume vertauscht, also
Ea—:i:t - E:J:,—t

und umgekehrt.
Sei
vale.t) == p(EL, N A)

das Volumen des Teils von A, das auf der positiven Seite von E, ; liegt, und
entsprechend definiere man vg(z,t) und vo(x,t). Man iiberlegt sich, dass
eine kleine Parallelverschiebung oder eine kleine Drehung der Ebene E, ; das
Volumen vom positiven Anteil von A, B und C' nur wenig verandert, so dass
diese drei Funktionen stetig sind.
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Wenn man x durch —z und ¢ durch —t ersetzt, vertauschen sich wie gesagt
die positiven und negativen Halbrdume der Ebene E, ;, ohne dass die Ebene
selber sich verdndert, und deshalb ist der positive Anteil von A beziiglich
E_, _; einfach der negative Anteil von A beziiglich E,,, also der Rest, der
nach Abzug des positiven Anteils (und des Anteils in der Ebene) von der
ganzen Menge iibrig bleibt. Da der Anteil von A, der in der Ebene E, ; liegt,
immer Volumen 0 hat, konnen wir also schreiben

va(—z, —t) = p(A) — va(z,t), (8.7)

und eine entsprechende Beziehung gilt auch fiir die Mengen B und C.

Wir gucken uns aber zundchst nur die Menge A an. Da A innerhalb
des Einheitsballs liegt, ist klar, dass va(z,—1) = u(A) und va(z,1) = 0
und dazwischen ist v4(z,t) fiir festes x eine stetige und monoton fallende
Funktion von ¢ (aber nicht unbedingt streng monoton fallend). Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es Werte t € [—1, 1], fiir die

valz.t) = Su(A). (8.5)

Es gibt einen kleinsten solchen Wert ¢_ und einen groften solchen Wert ¢,
und wegen der Monotonizitit haben auch alle Werte ¢ € [t_, ¢, ] die gleiche
Eigenschaft (8.8). Wir setzen 7(z) gleich dem Mittelwert 2(¢_ +¢;) von ¢_
und £

Wenn man x ein wenig veriindert in S2, so bewegen sich die Punkte tz fiir
t € [-1,1] ein wenig und die Ebenen E,; drehen sich alle ein wenig, so dass
auch die Anteile von A, die auf der positiven Seite und auf der negativen Seite
liegen, sich verandern, aber nur ein wenig. Das heift, eine kleine Verdnderung
in = dndert alle Werte der Funktion v4 fiir ¢ im kompakten Intervall [—1, 1]
nur wenig, so dass auch die Werte ¢_ und ¢, und somit auch ihr Mittelwert
sich nur geringfiigig verindern, wenn man z nicht zu stark verindert. In
anderen Worten, 7 ist eine stetige Funktion von z € S2.

Wenn v4(z,t) = 1u(A), dann ist auch va(—z, —t) = $p(A) (und umge-
kehrt), wegen der Beziehung (8.7). Also wenn man z durch —x ersetzt, dann
negiert sich das ganze Intervall der Werte von t € [—1, 1], fiir die (8.8) gilt,
und somit negiert sich auch der Mittelpunkt dieses Intervalls, d.h.; es gilt
7(—z) = —7(x) fiir alle z € S2.

Betrachten wir nun die Abbildung f: S? — R? gegeben durch

f(z) = (VB (z,7(2)),ve(z, 7'(1;)))

Weil 7, v und v¢ stetig sind, ist auch f stetig, und nach dem Satz von
Borsuk-Ulam muss es einen Punkt z € S? geben mit f(—z) = f(z). Aber
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weil 7(—z) = —7(z) und wegen der Eigenschaft (8.7) der Funktionen vz und
vo folgt dann

VB (z, T(z)) = I/B(—z, T(—z)) =vp (—z, —T(z)) =u(B) —vp (z, T(z))

oder vp(z,7(2)) = 3u(B), und entsprechend auch fiir C. Die gleiche Bezie-
hung gilt ohnehin fiir A weil 7(z) nach Definition so gew#hlt wurde.
Wir haben gezeigt, dass ein Schnitt mit der Ebene £, ;. alle drei Mengen

A, B und C halbiert. |

Geniessen Sie also Ihr halbes Schinkenbrot!

Es wird Thnen aufgefallen sein, dass in fast allen Anwendungen in die-
sem Kapitel nur Kreise, zweidimensionale Scheiben und Ebenen und zwei-
dimensionale Sphéren vorkamen; nur im Schinkenbrotsatz erschienen noch
dreidimensionale Mengen, obwohl der Beweis im Wesentlichen von den Ei-
genschaften der 2-Sphére ausgeht.

Dass hier nur kleine Dimensionen vorkamen, liegt daran, dass unser Werk-
zeugschrank praktisch nur aus der Fundamentalgruppe von S! und einigen
zusammenziehbaren Rdumen besteht. Vor allem kennen wir die héherdimen-
sionalen Homotopiegruppen nicht und kénnen deshalb auch nicht die hier
vorgestellten Methoden in héherdimensionalen Beispielen anwenden.

Es gibt noch viele weitere schéne und interessante Anwendungen der Fun-
damentalgruppe, aber wir heben sie fiir spiter auf; die Homologiegruppen,
die in der Vorlesung Algebraische Topologie des kommenden Wintersemesters
behandelt werden, sind auch in héheren Dimensionen oft leicht zu berechnen
und haben dhnliche und dhnlich schone Anwendungen, wie die hier vorge-
stellten.

Also freuen Sie sich schon auf Thren gerechten Anteil eines sechsdimen-
sionalen Bacon, Lettuce and Tomato Sandwiches mit Mayonnaise und zwei
Sorten Brot!



