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Was ist Algebraische Topologie?

Bis auf elementare Grundkenntnisse und Grunddefinitionen aus der Anfén-
gervorlesung Analysis machen Studenten meistens den ersten ndheren Kon-
takt mit der Topologie in einer Vorlesung Topologie I oder Einfiihrung in die
Topologie wie die, die ich im Sommersemester 2007 gelesen habe. Dort lernt
man die Blickweise der Topologie kennen und die Gegenstinde, mit denen
sie sich beschéftigt, ndmlich topologische Rdume und stetige Abbildungen
zwischen ihnen, und man erhélt eine Einfiihrung in die so genannte mengen-
theoretische Topologie, wo es um Grundkonstruktionen mit topologischen
Riumen geht und um wichtige Grundeigenschaften, wie Kompaktheit und
Zusammenhang, die sich alleine mit topologischen Mitteln und mit Bezug-
nahme auf die Familie der offenen (oder gleichwertig, der abgeschlossenen)
Mengen der topologischen Struktur definieren lassen.

Man erfahrt aber auch sehr schnell, dass Beweise innerhalb dieser Struk-
tur sehr schwierig und knifflig werden koénnen. Auch grundlegende Fragen
wie die Existenz von stetigen Abbildungen zwischen bestimmten R&umen
oder mit gegebenen Eigenschaften, oder die Frage, ob zwei topologische Rau-
me die gleiche Struktur haben (also homdomorph sind), lassen sich kaum
mit ,hauseigenen“ Mitteln behandeln, auch wenn topologische” Begriffe wie
Kompaktheit und Zusammenhang einen gewissen Beitrag dazu leisten kon-
nen. Man sehnt sich nach besseren und leistungsfihigeren Werkzeugen, als
die, die die ,reine Topologie selber bieten kann.

Die Homotopie ist ein solches Werkzeug, und ihre Definition ist nicht
zu abstrakt und lasst sich auf sehr einleuchtende und natiirliche Weise aus
dem Begriff eines Weges entwickeln, der sich ohnehin bei der Untersuchung
von Zusammenhangseigenschaften aufdrangt. Deshalb wird die Homotopie
meist schon in der einfithrenden Vorlesung kurz behandelt (wie es in meiner
Vorlesung Topologie I auch der Fall war), und auch wenn das nicht geschieht,
ist sie im Allgemeinen der erste Begriff aus der algebraischen Topologie, dem
der angehende Topologe begegnet.

Als Werkzeug fiir die Klassifikation von topologischen Rdumen erweist
sich die Homotopie sofort als niitzlich, denn die sehr naheliegende Betrach-
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tung von Homotopien von Wegen (oder genauer, von Schleifen, also von
JRundwegen“ mit einem festen Start- und Endpunkt) charakterisiert geo-
metrische Eigenschaften eines topologischen Raumes (,Locher und dhnliche
Gebilde), die sonst sehr schwer sind, geometrisch genau zu beschreiben.

Die Operation der ,Verkettung* oder Hintereinanderreihung von Wegen
definiert sogar mit wenig zuséitzlichem Aufwand eine Gruppenstruktur auf
der Menge der Homotopieklassen von Schleifen und man erhilt so die Fun-
damentalgruppe. Auch diese Konstruktion ist einfach genug, dass man sie
in einer ersten Vorlesung iiber Topologie behandeln kann.

Mit Hilfe der Fundamentalgruppe kann man Klassifikationsfragen und
Fragen nach der Existenz von stetigen Abbildungen algebraisch angehen,
denn homéomorphe Ridume haben isomorphe Fundamentalgruppen und ste-
tige Abbildungen bestimmen Homomorphismen der Fundamentalgruppen,
die sich (beziiglich Verkniipfung, Identitdt usw.) dhnlich verhalten, wie die
urspriinglichen topologischen Abbildungen. Auch einige andere interessan-
te, aber mit Mitteln aus der mengentheoretischen Topologie praktisch uner-
reichbare Sétze wie der Brouwersche Fixpunktsatz (fiir die zweidimensionale
Scheibe) oder der so genannten Fundamentalsatz der Algebra iiber die
Existenz von komplexen Wurzeln eines beliebigen nichtkonstanten komplexen
Polynoms, um nur zwei Beispiele zu nennen, lassen sich schon mit der Fun-
damentalgruppe beweisen. So erfihrt man schnell, wie niitzlich eine solche
Ubersetzung von Topologie in Algebra sein kann.

Die Fundamentalgruppe kann man als ein erstes , Testmuster fiir die
Grundideen der algebraischen Topologie betrachten. Darauf aufbauend gibt
es auch hohere Homotopiegruppen (die Fundamentalgruppe wird deshalb oft
die erste Homotopiegruppe genannt) und Homotopiegruppen fiir Paare
aus einem Raum und einem Unterraum, die eine feinere Unterscheidung er-
moglichen und die in gewissen niitzlichen Beziehungen zueinander stehen.
Leider konnen diese Homotopiegruppen aber oft sehr schwer zu berechnen
sein.

Zum Gliick haben Topologen auch andere Konstruktionen erfunden, die
Ahnliches leisten, wie die Homotopiegruppen, aber oft viel leichter zu be-
rechnen sind. Inzwischen gibt es ein riesiges Arsenal solcher Hilfsmittel und
Konstruktionen und sehr geeignete (allerdings auch sehr abstrakte) mathe-
matische Werkzeuge, um diese Konstruktionen zu beschreiben, zu vereinheit-
lichen, und zu verallgemeinern.

Der Ausgangspunkt dieser Entwicklung ist die allgemeine Idee, Topologie
zu vereinfachen und handhabbarer zu machen, indem man sie durch Alge-
bra ersetzt; dies ist ein klassischer Gedanke, fiir die schon die Zuordnung
der Jacobimatrix zu einer differenzierbaren Abbildung Pate gestanden ha-
ben kdnnte.
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Auch die anderen Konstruktionen der algebraischen Topologie liefern al-
gebraische Objekte (Gruppen und Ringe), die aus der topologischen Struktur
gewonnen werden konnen und sie (mit ein wenig Detailverlust) beschreiben
und charakterisieren. Zu stetigen Abbildungen zwischen topologischen Rau-
men gehoren entsprechende Homomorphismen dieser algebraischen Objekte,
zu Homomorphismen gehoren algebraische Isomorphismen. Wenn man die al-
gebraischen Objekte einmal berechnet hat (und das ist der schwierigste Teil
der Anwendung, wenngleich es dafiir gute Methoden und Hilfsmittel gibt),
ist es ein Kinderspiel, durch einen algebraischen und somit oft sehr einfa-
chen Vergleich zum Beispiel zu zeigen, dass zwei Rdume nicht homdomorph
sein konnen oder dass es zwischen ihnen stetige Abbildungen mit gewissen
Eigenschaften nicht geben kann.

Der vordergriindige Inhalt und die Intention der algebraischen Topologie
sind also, dass sie topologische Fragen auf einfache und einheitliche Weise
16st, indem sie sie in algebraische Fragen verwandelt, die viel einfacher sind,
als die urspriinglichen topologischen (wie diese Verwandlung vorgenommen
wird, werde ich gleich kurz skizzieren).

Dies ist aber nur eine oberflichliche Beschreibung der algebraischen Topo-
logie und trifft noch nicht den Kern, denn sie unterstreicht nicht die sonstige
groke Bedeutung der algebraischen Topologie fiir die Mathematik, ihre Fas-
zination und ihre Schonheit.

Neben der Tatsache, dass sie fiir viele wichtige topologische Grundfragen
das einzig vorhandene effektive Werkzeug bildet, lassen sich ihre Methoden
und Grundgedanken auch in anderen Gebieten der Mathematik sehr pro-
duktiv anwenden. So sind die anderen Spezialgebiete der Topologie gar nicht
erforschbar ohne algebraisch topologische Methoden, und dort, wo die Topo-
logie in anderen Gebieten der Mathematik in Erscheinung tritt, trigt dieses
Erscheinungsbild fast immer algebraisch topologische Ziige oder man benutzt
in diesen Gebieten Strukturen, die von denen der algebraischen Topologie in-
spiriert wurden, mit ihnen nahe verwandt sind, dhnliche Eigenschaften haben
und nach &hnlichen Ideen aufgebaut sind.

Grundkenntnisse iiber allgemeine Topologie braucht zwar jeder Mathema-
tiker, aber Grundkenntnisse zumindest iiber Teile der algebraischen Topolo-
gie sind noch wichtiger, wenn man in irgendein Gebiet der Mathematik tiefer
eindringen will, denn an vielen Stellen erscheinen Argumente, die Mittel aus
der algebraischen Topologie verwenden oder zumindest nachmachen.

Dariiber hinaus besteht die algebraische Topologie auch aus sehr scho-
ner Mathematik, deren Faszination gerade darin liegt, dass in ihr Strukturen
und Methoden aus verschiedenen in ihren Grundziigen einander vollig frem-
den Gebieten der Mathematik ein elegantes Zusammenspiel eingehen, das
nicht nur sehr fruchtbar ist, sondern auch die erstaunliche und immer wie-
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der an den unerwartetsten Stellen zu Tage tretende Einheit der Mathematik
unterstreicht.

Die moderne algebraische Topologie (aukerhalb des Rahmens dieser Vor-
lesung) geht noch weiter, indem sie es ermoglicht, fast jede mathematische
Theorie mit algebraisch-topologischen Methoden und Ideen auszustatten.
Unsere vordergriindige Unterteilung der Mathematik in vielfaltige scheinbar
kaum verwandte Einzelgebiete wie Algebra, Geometrie, Analysis, Kombina-
torik ist eigentlich eine Fiktion und die Mathematik fiihrt uns das immer
wieder vor Augen — insbesondere auch in der algebraischen Topologie in
ihrer modernen Ausprigung.

Die jetzige Vorlesung ist eine einsemestrige Finfihrungsvorlesung in die
algebraische Topologie und kann deshalb leider nicht alle Aspekte beriih-
ren, die oben erwidhnt wurden. Es geht vielmehr darum, die verstéindlichsten
Grundideen und Konstruktionen kennen zu lernen, auf die die heutige alge-
braische Topologie aufbaut. Das ist schon wichtig, denn moderne algebraische
Topologie ist dufserst abstrakt geworden (gerade daraus bezieht sie ihre Leis-
tungsfihigkeit). Aus diesem Grund kann sie kaum verstanden werden, wenn
man nicht die konkreten klassischen Konstruktionen kennt, von denen sie
ausgegangen ist und auf die man die Vorstellung stiitzen kann, wenn man
die abstrakteren Auspriagungen spéiter lernt.

Wie sehen die klassischen Strukturen und Konstruktionen der algebrai-
schen Topologie aus? Wie funktionieren sie? Sie bestehen, wie gesagt, aus
einer Ubersetzung von Geometrie in Algebra, aber wie spiegelt sich die to-
pologische Struktur in ihnen wieder?

Sehr vereinfachend formuliert versucht die algebraische Topologie ,.1.6-
cher in topologischen Raumen sichtbar zu machen und sie versucht durch
Hnvarianten® zu charakterisieren, wann und wo in einem Raum ein Loch vor-
handen ist (z.B., in dem Raum, der entsteht, wenn man aus R" einige Punkte
entfernt, die Stellen, wo Punkte herausgenommen wurden — weil diese Stel-
len gar nicht zu dem betrachteten Raum gehoren, sind sie nicht unmittelbar
erkennbar), oder wann der Raum gewissermafien ein aufser sich liegendes Ge-
biet irgendwie umschlieftt, wie das beim Kreis oder der Sphére, aber auch
beim Torus (Reifenschlauch) der Fall ist. Urspriinglich, im 19. Jahrhundert,
waren diese Invarianten einfach Zahlen, die aus einer Betrachtung der Geo-
metrie gewonnen wurden, aber die geometrischen Konstruktionen, die diese
Zahlen lieferten, liefsen sich leicht zur Definition von Gruppen verwenden
und diese geben wegen ihrer komplizierteren Struktur eine detailliertere und
genauere Charakterisierung der Geometrie.

Die ,einfachste” dieser Konstruktionen ist die der Homotopiegruppen,
iiber die wir ja einleitend schon gesprochen haben. Wegen der allgemeinen
grofsen Schwierigkeit, die Homotopiegruppen zu berechnen, wollen wir in die-
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ser Vorlesung die sehr mageren Kenntnisse dariiber aus der Topologie I nicht
weiter ausbauen, sondern die begrenzte Zeit fiir andere Themen verwenden.

Wer sich aber fiir algebraische Topologie iiber das hinaus interessiert, was
in einer einsemestrigen Einfilhrungsvorlesung untergebracht werden kann,
muss sein Wissen iiber Homotopietheorie erweitern. Der Homotopiebegriff
ist sicher der wichtigste Begriff in der algebraischen Topologie iiberhaupt,
aus mehreren Griinden.

Auch die nicht direkt durch Homotopie definierten Gruppen- und Ring-
zuordnungen der algebraischen Topologie sind nicht ganz losgelost vom Ho-
motopiebegriff. Diese Zuordnungen bringen eine wesentliche Erleichterung
bei der Behandlung von topologischen Fragen, aber dafiir muss man etwas
bezahlen. Man erreicht sie letztendlich dadurch, dass feine geometrische De-
tails verwischt werden, dass man also die topologische Struktur verschwom-
men sieht, was sie viel einfacher aussehen ldsst. Und diese Verwischung ge-
schieht durch Homotopie — alle Konstruktionen der algebraischen Topologie
sind Homotopieinvarianten, und kénnen weder homotope Abbildungen noch
Raume vom gleichen Homotopietyp voneinander unterscheiden.

Deshalb wird der Homotopiebegriff und Uberlegungen, in denen er eine
Rolle spielt, uns weiterhin beschéftigen — nur die Homotopiegruppen wollen
wir nicht weiter verfolgen.

Ein nicht ganz so offensichtlicher zweiter Grund, warum die Homoto-
pie und speziell Homotopiemengen von Abbildungen zwischen Raumen (und
somit auch die Homotopiegruppen) doch eine zentrale Rolle in der algebrai-
schen Topologie spielen, ist die Tatsache, dass auch die anderen Konstruktio-
nen der algebraischen Topologie sich doch, auch wenn sie so nicht entstanden
sind, mit Konstruktionen der Homotopietheorie erzeugen lassen. Die Kon-
struktionen, von denen hier die Rede ist, lassen sich sehr allgemein gestalten,
so dass man viele Fragestellungen und Theorien, die beim ersten Blick mit
algebraischer Topologie nichts zu tun haben scheinen, auf einheitliche Weise
algebraisch topologisch beschreiben und behandeln kann.

Mit Homotopiegruppen erfasst man Locher, in dem man versucht, sie in
einer sich zusammenziehenden Schlinge zu ,fangen“. Eine anderer Konstruk-
tionsart fiir algebraische Zuordnungen, die sich Homologietheorie nennt,
ist viel abstrakter, als die der Homotopiegruppen.

Hier geht es darum, den Raum auszufiillen mit einfachen Bausteinen.
Beim Wort ,Baustein“ denkt man zuerst an einen Quader, oder in zwei
Dimensionen entsprechend an ein Rechteck, und in héheren Dimensionen
an ahnliche Gebilde, aber die mathematische Beschreibung wird wesent-
lich einfacher, wenn wir wirklich maglichst simple Bausteine verwenden, also
Dreiecke statt Vierecke, als einfachste dreidimensionale Bausteine Tetraeder
statt Quader, und so weiter. Bausteine dieser einfachen Form heifsen sinn-
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vollerweise Simplizes (und einer davon wird ein Stmplex genannt). Ein
n-dimensionaler Simplex ist einfach die komplexe Hiille von n + 1 affin un-
abhéngiger Punkte im euklidischen Raum, und er hat eine Oberfliche oder
einen Rand, der aus den konvexen Hiillen von jeweils n dieser n+ 1 Eckpunk-
te besteht, also einen Rand, der aus gewissen n — 1-dimensionalen Simplizes
zusammengesetzt ist. Dieser Rand sieht insgesamt aus wie eine Sphére und
ist selber ,randlos®.

Wie werden Locher in der Homologietheorie erkannt? Dort wo kein Loch
ist, kann man einen Simplex hinstellen, und der Rand dieses Simplexes ist
ein Konglomerat von Simplizes, das selber keinen Rand hat (so etwas nennt
man einen Zykel). Wenn ein Loch vorhanden ist, so kann man sich einen
Simplex denken, der mit seinem Innern das Loch iiberdeckt, und der selber
(wegen des Lochs, das er beriihrt) nicht ganz im Raum enthalten ist, dessen
Rand aber im Raum liegt, da nur das Innere des gedachten Simplexes das
Loch abdeckt.

In dem Raum gibt es diesen Simplex natiirlich nicht, aber er hinterlédsst
trotzdem eine Spur, die man in dem Raum sehen kann, ndmlich seinen Rand,
der wie jeder andere Rand ein Zykel ist. Dieser Zykel unterscheidet sich aber
von anderen Zykeln im Raum dadurch, dass man innerhalb des Raumes nichts
finden kann, dessen Rand er ist; er ist mehr oder weniger Rand des Lochs.

Auf dieses Skelett einer Konstruktion packen wir nun ein bisschen Fleisch,
um daraus einen gut funktionierenden Mechanismus zu machen. Da der Rand
eines Simplexes aus mehreren Simplizes besteht, reicht die Betrachtung ein-
zelner Simplizes ohnehin nicht aus, und wir betrachten deshalb allgemein
Kombinationen aus Simplizes. Irgendwie miissen wir beschreiben, wie die-
se zueinander liegen und wie sie miteinander verklebt sind, aber statt dies
auf geometrische Art umsténdlich zu beschreiben, lassen wir uns von unse-
rer Faulheit zu einem faulen aber sehr wirkungsvollen Trick verleiten: wir
addieren sie rein formal miteinander, betrachten also formale Summen oder
formale Linearkombinationen von Simplizes (diese nennen wir Ketten). Auf
diese Weise erhalten wir automatisch eine algebraische Struktur geschenkt;
die Ketten bilden per Definition eine additive abelsche Gruppe. Die Vor-
zeichen in den Summen beschreiben, mit welchem Drehsinn die einzelnen
Simplizes miteinander verklebt sind, und der Rand eines Simplexes ldsst sich
schreiben als eine alternierende Summe der in ihm enthaltenen niederdimen-
sionalen Simplizes, die die Seiten des urspriinglichen Simplexes sind. Diese
Zuordnung erweitert sich linear zu einem Gruppenhomomorphismus, dem
Randoperator, der jeder Kette ihren Rand zuordnet. Randlose Ketten, d.h.,
Ketten, deren Rand 0 ist, heifen Zykeln und jeder Rand ist insbesondere ein
Zykel, aber nicht jeder Zykel ist ein Rand.

Die Zykeln einer gewissen Dimension n, als Kern des Randoperators, und
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die Rander der Dimension n, als Bild des Randoperators, bilden jeweils ei-
ne Untergruppe der n-dimensionalen Kettengruppe, wobei die Randgruppe
selber eine Untergruppe der Zykelngruppe ist, weil jeder Rand automatisch
ein Zykel ist. Der Quotient der Zykelngruppe nach der Randgruppe heifst
die n-te Homologiegruppe des Raumes, und ihre nichttrivialen Elemente
entsprechen nicht berandenden Zykeln und somit ,nicht auffiillbare Locher®
im topologischen Raum.

Es gibt verschiedene Varianten dieser Konstruktion, je nachdem ob man
den Raum vorher auf starre Weise in Simplizes zerlegt hat, die auf eine fes-
te Art miteinander verklebt sind (stmpliziale Homologie), oder ob man
ohne weitere Einschrankungen nur stetige aber womoglich ausgeartete Bil-
der von Simplizes in dem Raum betrachtet (singuldre Homologie), oder
ob man andere spezielle Zerlegungen der Rdume vornimmt (z.B., die zellu-
laren Kettengruppen, die eine vereinfachte Berechnung der Homologie fiir
eine spezielle aber sehr weit verbreitete Klasse von Raumen erlauben, die
man CW-Komplezxe nennt). Je nachdem erhélt man andere Kettengrup-
pen, Zyklengruppen und Randgruppen, aber die Homologiegruppen als Quo-
tienten der Zykelngruppen nach den Randgruppen sind immer gleich. Sie
hangen nicht von diesen Details ab und beschreiben wirklich die Topologie
des Raumes und nicht nur Eigenheiten der Konstruktion.

In der Vorlesung werden wir iibrigens der singuldren Homologie den Vor-
zug geben. Zwar hat die simpliziale Homologie den Vorteil, intuitiv zugéngli-
cher und auf eine greifbarere und direktere Art berechenbar zu sein, aber sie
ist nicht fiir alle RAume definiert und sie erfordert zur Anwendung eine Vor-
arbeit, namlich die Anbringung eines simplizialen Gitters in dem Raum, aus
dem die Gruppen gewonnen werden. Der Nachweis, dass die Gruppen nicht
von der Wahl dieses Gitters abhéngen, ist sehr technisch, deshalb auch nicht
sonderlich interessant, und kostet unnétig Zeit. Alle Varianten der Homo-
logie haben einen gewissen Katalog von gemeinsamen Grundeigenschaften,
die wir auf jeden Fall behandeln miissen, und diese konnen als Werkzeuge
eingesetzt werden, um die singuldren Homologiegruppen mit kaum mehr Auf-
wand zu berechnen, als im simplizialen Fall. Und die singuldre Homologie ist
fiir alle topologischen Raume unmittelbar erklirt und erfordert keine spé-
ter behindernde Hilfsstruktur, die aus der fertigen Konstruktion durch einen
Invarianzbeweis miithsam wieder ,herausgespiilt® werden muss.

So viel zu dieser Art von Gruppenkonstruktion in der algebraischen Topo-
logie. Die wichtigen Merkmale der Homologiegruppen sind: Erfassung von L&-
chern durch das Scheitern eines Versuchs, sie mit Simplizes auszufiillen; rela-
tiv komplizierte und umsténdliche Konstruktion der Homologiegruppen aber
dafiir relativ einfache Gruppen, die nach Konstruktion automatisch abelsch
sind; Existenz einer Reihe von leistungsfihigen Standardmethoden fiir die
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Berechnung und deshalb relativ problemlose Berechenbarkeit der Homolo-
giegruppen.

Obwohl sich die singulire Homologie mit Hilfe der ,,Axiome* der Homo-
logietheorie, also einiger allgemeiner Beziehungen zwischen den Homologie-
gruppen verwandter Riume, mit etwas Ubung gut berechnen lisst, sind die
Kettengruppen, aus denen sie gewonnen wird, fiir alle bis auf die einfachsten
Riume riesig und der Umgang mit ihnen deshalb manchmal unangenehm.
Fiir eine grofse und sehr hiufig anzutreffende Klasse von Raumen, die fast al-
le im Alltagsleben vorkommende topologische Raume umschliefft, ldsst sich
die Homologie auf eine vereinfachte Art mit kleinen, bei kompakten Rau-
men sogar endlich erzeugten Kettengruppen gewinnen. Diese Rdume werden
aus euklidischen Scheiben oder Béllen D™ verschiedener Dimensionen zusam-
mengeklebt und heiften CW-Komplexe. Die Scheiben, aus denen sie zusam-
mengebaut sind, werden Zellen genannt und erzeugen formal die zelluldren
Kettengruppen, aus denen man die (ganz normalen) Homologiegruppen be-
rechnen kann. Hier handelt es sich nicht um eine neue Art von Homologie,
sondern nur um eine neue Art, die singuldre Homologie zu berechnen!

Die CW-Komplexe spielen auch wegen ihrer homotopietheoretischen Ei-
genschaften eine wichtige Rolle in der algebraischen Topologie. Sie und die
aus ihnen gewonnene zellulire Homologie behandeln wir am FEnde des Se-
mesters.

Leider reicht die Zeit im Semester nicht fiir weitere Themen. Zu diesen
héitten unter anderem gehort die Homologie mit nichtganzzahligen Koeffi-
zienten, bei der, grob gesagt, die singuldren Kettengruppen nicht aus Z-
Linearkombinationen von Simplizes bestehen, wie es in diesem Skriptum
gemacht wird, sondern aus Linearkombinationen mit Koeffizienten in einer
anderen abelschen Gruppe G. Die eleganteste und einfachste Konstruktion
dieser Kettengruppen besteht darin, das Tensorprodukt der ,normalen“ Ket-
tengruppen mit G zu bilden. Die Homologie mit anderen Koeffizienten liefert
manchmal Information in Féllen, wo die Z-Homologie verschwindet.

Zu dem genannten Thema gehoéren auch universelle Koeffizientensdt-
ze, die eine einfache Beziehung zwischen den normalen Homologiegruppen
und den Homologiegruppen mit Koeffizienten in einer Gruppe G aufstel-
len. Schon zu deren Formulierung wére eine umfangreiche Vorbereitung mit
Grundkenntnissen aus der so genannten homologischen Algebra erforder-
lich gewesen.

Einen weiteren wichtigen Themenkomplex, auf den nicht eingegangen
werden kann, bildet die duale Version der Homologietheorie, d. h., die Koho-
mologie. Ein Raum hat in jeder nichtnegativen Dimension eine Homologie-
gruppe, und das Gleiche gilt fiir die Kohomologie. Die Kohomologiegruppen
lassen sich auch einfach (wieder mit einem ,universellen Koeffizientensatz")
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aus den Homologiegruppen berechnen. Sie liefern aber trotzdem eine wesent-
lich neue Struktur, denn anders als bei der Homologie bildet die Gesamtheit
der Kohomologiegruppen eines Raumes (iiber alle Dimensionen) einen Ring,
d. h., die Kohomologie hat auch eine multiplikative Struktur und ist deshalb
leistungsfihiger als die Homologie alleine.

Zu diesen hier nicht behandelten Fragestellungen kann der interessierte
Leser sich im Skriptum zu meiner zweisemestrigen Vorlesung Algebraische
Topologie aus dem Jahr 2002/03 informieren.

Da die algebraische Topologie zwei Gebiete der Mathematik beriihrt (To-
pologie und Algebra) und eine Zuordnung von algebraischen Objekten zu
topologischen Objekten beinhaltet, ist es sinnvoll, eine eigene Sprache zu
entwickeln, um iiber solche Zuordnungen zwischen verschiedenartigen Gebie-
ten der Mathematik prézise und einfach reden zu konnen. Diese Sprache gibt
es seit einiger Zeit — sie nennt sich Kategorientheorie und bringt fiir Ma-
thematik, die die Grenzen zwischen Fachgebieten sprengt, einen dhnlichen
Nutzen wie die Sprache der Mengenlehre fiir die Mathematik insgesamt.

Sie ist mehr als nur ein Hilfsmittel; auch die oben umrissenen sehr geo-
metrischen Konstruktionen der ,klassischen” algebraischen Topologie wer-
den heute oft mit kategorientheoretischen Konstruktionen beschrieben, weil
sie sich dann sofort fiir alle moglichen mathematischen Strukturen verallge-
meinern lassen. Die Kategorientheorie hat sich praktisch zur Muttersprache
algebraischer Topologen entwickelt — ohne sie ist moderne algebraische To-
pologie nicht machbar.

Da wir nun ,professionell“ algebraische Topologie lernen und beschreiben
wollen (auch wenn wir thematisch bei den klassischen Konstruktionen blei-
ben) ist es sinnvoll, wenn wir uns die Mithe machen, vorher diese niitzliche
Sprache zu lernen, und das werden wir im ersten thematischen Abschnitt die-
ses Skriptums tun. Danach folgt die Konstruktion der singuldren Homologie-
gruppen, die Beschreibung ihrer Eigenschaften und die Erliuterung der ers-
ten und einfachsten Berechnungsmethoden fiir sie. Anschliefsend besprechen
wir kurz einige einfache Anwendungen (damit Sie sehen, dass es tatséchlich
welche gibt). Das Semester schlieft, wie schon erw&hnt, mit CW-Komplexen
und zelluldrer Homologie.

Zum Schluss fiihre ich noch eine kurze Literaturliste auf; fiir das Verstéind-
nis der Vorlesung und der Ubungen reicht aber die Vorlesungsmitschrift voll
aus!
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Kapitel 1

Kategorien und Funktoren

In der algebraischen Topologie geht es darum, topologische Fragen zu be-
antworten, in dem man sie in algebraische Fragen verwandelt, die wesent-
lich leichter durch Berechnungen zu entscheiden sind, als die urspriinglichen
geometrischen Fragen. Diese Erleichterung erhdlt man nicht ganz kostenlos,
denn bei dieser Umwandlung geht ein Teil der geometrischen Information
verloren — die Algebra erfasst nur die sehr groben Merkmale, die durch Ho-
motopien nicht verédndert werden. Aber es lohnt sich auf jeden Fall, diesen
Preis zu zahlen, denn die Fragen, um die es geht, sind mit rein topologischen
Methoden oft iiberhaupt nicht 16sbar.

Dies bedeutet, dass wir in dieser Vorlesung stdndig dabei sein werden,
topologischen Dingen (Rdumen, stetigen Abbildungen) entsprechendende al-
gebraische Dinge (Gruppen oder Ringe, Homomomorphismen) zuzuordnen
und aus dieser Zuordnung Riickschliisse zu ziehen; das geht aber nur, wenn
die Zuordnung nicht ganz willkiirlich ist und das Wort entsprechend auch
mit einem gewissen Inhalt gefiillt ist, dahingehend, dass topologische Eigen-
schaften oder Besonderheiten sich in &hnlichen algebraischen Eigenschaften
oder Besonderheiten widerspiegeln.

Wir werden nicht nur eine solche Ubersetzung Topologie — Algebra
anwenden, sondern mehrere verschiedene und mehrere Varianten von jeder
Sorte. Auch anderswo in der Mathematik kann es niitzlich sein, eine Struktur
in eine andere und eventuell ganz andersartige Struktur zu verwandeln, um
damit Fragen leichter beantworten zu kénnen oder um eine bekannte Kon-
struktion auf neue Gebiete zu verallgemeinern (etwas, was gerade mit den
Ideen und Begriffen der algebraischen Topologie sehr oft gemacht wird!), und
auch da sollen Riickschliisse aus dieser Ubersetzung méglich sein, so dass die
Art der Ubersetzung gewisse allgemeine Regeln erfiillen sollte und erfiillen
wird.

Weil wir diese Methode nicht nur einmal fiir einen bestimmten Zweck,
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sondern intensiv und stdndig und in allen moglichen Varianten anwenden
werden, wobei immer die gleichen Grundeigenschaften gelten, die es erst er-
moglichen, aus der Ubersetzung Riickschliisse fiir die urspriingliche Situation
zu ziehen, bedeutet es eine wesentliche Hilfe, wenn wir dafiir eine eigene Spra-
che einfiihren (in die diese immer gleichen Grundeigenschaften gewissermafien
schon eingebaut sind).

Weil es in der Natur der gerade beschriebenen Sache liegt, dass diese
Sprache sehr allgemein anwendbar sein muss, ist sie auch sehr abstrakt und
deshalb nicht fiir jeden leicht zu verstehen und zu erlernen. Trotzdem lohnt
sich die Miihe, sie sich anzueignen, und das gleich zu Beginn der Vorlesung,
denn es ldsst sich mit ihr sehr effizient iiber die komplizierten Konstruktio-
nen der algebraischen Topologie und ihre Wechselbeziehungen reden. Defi-
nitionsgeméf kann man mit dieser Sprache iiber jedes beliebige Gebiet der
Mathematik gut reden, aber ihre Heimat, auch historisch, ist die algebraische
Topologie.

Die Fachsprache, die man braucht, um iiber Ubertragungen zwischen ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik oder verschiedenen Arten von mathe-
matischer Struktur zu reden, ist die Sprache der Kategorien und Funk-
toren. In diesem ersten Abschnitt der Vorlesung wollen wir nicht Experten
dariiber werden, sondern nur das unerldssliche Basiswissen iiber Kategori-
entheorie lernen, das wir im weiteren Verlauf der Vorlesung bendtigen. Es
handelt sich um die wichtigsten Grunddefinitionen und nur ganz wenige all-
gemeine Eigenschaften.

Zum besseren Verstindnis des abstrakten Stoffes werden wir es durch viele
Beispiele aus verschiedenen Gebieten der Mathematik illustrieren, darunter
natiirlich aus dem winzigen Teil der algebraischen Topologie, den wir schon
kennen, der Homotopietheorie mit der Konstruktion der Fundamentalgruppe.

Eine Kategorie ist ein mathematischer Begriff, der eine mathematische
Struktur modellieren soll. Damit ist gemeint eine bestimmte Art mathema-
tischer Struktur mitsamt den Struktur erhaltenden Abbildungen (wie etwa
Gruppen oder abelsche Gruppen und Homomomorphismen, oder topologi-
sche Raume und stetige Abbildungen, usw.) und nicht eine bestimmte Instanz
dieser Art. Allerdings ist diese Intention zwar die Motivation fiir folgende De-
finition, was sich leicht nachvollziehen lisst, aber sie wird in der Definition
nicht offen genannt; die Definition ist bewusst so formuliert, dass auch ,exo-
tische und sehr abstrakte Anwendungen moglich sind und durchaus ihren
Nutzen haben.

Definition 1.1 (Kategorie) Eine Kategorie I besteht aus folgenden Be-
standteilen:

a) Eine Klasse Ob(K), deren Elemente die Objekte von K heifsen;
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b) fiir je zwei Elemente von Ob(K), also fiir je zwei Objekte A und B von
KC eine (eventuell auch leere) Menge Mor(A, B), deren Elemente die

Morphismen von A nach B heifen. A heift das Quellobjekt und
B das Zielobjekt eines solchen Morphismus.

Es soll ferner gelten, dass die Morphismenmengen Mor(A, B) fiir ver-
schiedene Objektpaare (A, B) zueinander disjunkt sind, d. h., dass das
Quell- und das Zielobjekt eines Morphismus eindeutig bestimmt sind;

¢) fiir je drei Objekte A, B und C von K eine Abbildung
o: Mor(B, () x Mor(A, B) — Mor(A, C),

genannt die Verknipfungsabbildung oder die Verkniipfung, so dass
folgende Eigenschaften erfiillt sind (hier schreiben wir die Verkniipfung
in Infix-Notation, wie man es iiblicherweise tut, also statt o(g, f) schrei-
ben wir g o f):

i) o ist assoziativ, d.h., wenn A, B, C' und D € Ob(K) und wenn
f € Mor(A, B), g € Mor(B,C) und h € Mor(C, D), dann ist
ho(gof)=(hog)of;

ii) fiir jedes Objekt A € Ob(K) existiert ein Morphismus idy €
Mor(A, A), genannt der Identitdtsmorphismus von A oder die
Identitdt von A, so dass fiir jedes Objekt B € Ob(K) und fiir
jeden Morphismus g € Mor(A, B) gilt g oid4 = g, und fiir jedes
Objekt C' € Ob(K) und fiir jeden Morphismus h € Mor(C, A) gilt
idg oh = h.

Bemerkung 1.2 Der Identitdtsmorphismus eines Objektes A ist offenbar
eindeutig bestimmt, denn wenn ¢ und ¢ zwei Morphismen in Mor(A, A) sind,
die die Eigenschaft 1.1 ¢ ii) der Identitdt haben, so gilt i =i o4’ (weil ¢’ eine
Identitét ist) und i o ¢/ =4’ (weil i eine Identitét ist), also i = 7'.

Bemerkung 1.3  a) Dieser Begriff wurde erfunden, um eine mathema-
tische Theorie oder eine mathematische Struktur zu modellieren und
somit selber fiir mathematische Untersuchungen zugénglich zu machen,
und es ist nicht sehr schwer zu verstehen, welche Bestandteile des Kate-
gorienbegriffs welchen Merkmalen einer mathematischen Struktur ent-
sprechen, hier einmal am Beispiel der Gruppentheorie erldutert: die Ob-
jekte der Kategorie sind normalerweise die Struktur tragenden Mengen,
die in der Theorie vorkommen (in der Gruppentheorie also die Grup-
pen) und wenn A und B zwei Objekte der Kategorie sind, dann sind
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die Morphismen von A nach B normalerweise die Struktur erhaltenden
Abbildungen zwischen diesen Mengen, also im Falle der Gruppentheo-
rie die Gruppenhomomorphismen von der Gruppe A in die Gruppe B.
Die Verkniipfung der Kategorie ist normalerweise auch nichts anderes
als die {ibliche Verkniipfung von Abbildungen und erfiillt deshalb au-
tomatisch die Eigenschaften aus Definition 1.1 Teil ¢).

Wichtig ist es, das Wort normalerweise in Teil a) nicht zu iibersehen.
Nirgendwo in der Definition von Kategorie wird verlangt, dass Objekte
wirklich Mengen sein miissen und dass Morphismen Abbildungen zwi-
schen diesen Mengen sein miissen. Die Objekte konnen irgendwelche
mathematischen Gegensténde sein und miissen nicht unbedingt Men-
gen, geschweige denn Mengen mit Struktur sein (auber in dem Sinne,
dass alle mathematischen Gegensténde sich als Mengen definieren las-
sen). Die Morphismen miissen, sogar wenn die Objekte Mengen sind,
nicht Abbildungen zwischen diesen Mengen oder iiberhaupt Abbildun-
gen sein. Und die Verkniipfungsabbildung muss nicht identisch mit der
Verkniipfung von Abbildungen sein. Nicht nur sind solche ,exotische”
Kategorien durchaus erlaubt, sie haben sogar niitzliche Anwendungen
und kommen gar nicht so selten vor. Beispiele werden wir gleich pra-
sentieren.

Die ,normale“ Situation aus Teil a) ist dennoch die haufigste, und da
jede Struktur auf Mengen sich als isomorphes Abbild auf jede ande-
re Menge der gleichen Machtigkeit iibertragen lasst, gibt es in solchen
Kategorien mindest so viele verschiedene Objekte, wie es Mengen einer
gegebenen Michtigkeit gibt. Ausser im Falle der leeren Menge ist diese
Anzahl so grofs, dass ohne Widerspriiche in der Mengenlehre herauf-
zubeschworen die Gesamtheit der Objekte einer solchen Kategorie gar
nicht selber eine Menge sein darf, sondern nur eine Klasse (also eine An-
sammlung von Mengen, die aber nicht selber als Element einer anderen
Menge in Erscheinung treten darf). Deshalb wird in Definition 1.1 a)
Ob(K) auch explizit als Klasse und nicht als Menge vorausgesetzt. Die
Morphismen zwischen zwei Objekten bilden aber tatsdchlich immer ei-
ne Menge, und nicht nur eine Klasse.

Es kann aber durchaus vorkommen, dass die Objekte einer Katego-
rie wirklich eine Menge bilden. Solche Kategorien nennt man kleine
Kategorien.

Es mag ein bisschen pedantisch klingen, in 1.1 b) zu verlangen, dass die
Morphismenmengen alle disjunkt sein miissen, aber es wird in unseren
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Anwendungen in der Tat so sein, dass die Eigenschaften von stetigen
Abbildungen (wichtige Morphismen fiir uns) in Bezug auf die alge-
braische Topologie sehr stark davon abhidngen, welchen Quellraum und
insbesondere auch welchen Zielraum sie haben.

Wir werden in den Beispielen, die wir unten bringen, aber nicht immer
streng auf Erfiillung dieser Bedingung achten, weil sonst die Defini-
tionen einiger Beispiele durch technische und nicht wesentlich inhalt-
liche Einzelheiten sehr unverstdndlich werden. Da wo die Bedingung
aber scheinbar verletzt ist, muss man nur die angegebenen Morphis-
menmengen Mor(A, B) ersetzen durch Mor(A4, B) x { A} x { B}, um
sie disjunkt zu machen (und natiirlich muss man die Definition der
Verkniipfung entsprechend anpassen, was aber die anderen verlangten
Eigenschaften nicht zerstort).

Notation 1.4  a) Weil die Situation in Bemerkung 1.3 a) so hiufig vor-

d)

kommt, benutzt man oft einen gewohnteren Namen fiir die Morphis-
menmengen, nidmlich Hom(A, B) statt Mor(A, B).

Statt A € Ob(K) schreibt man oft einfach A € K.

Statt f € Mor(A, B) schreibt man oft f: A — B. Wichtig ist es, in
Erinnerung zu halten, dass f trotzdem nicht eine Abbildung sein muss!

Wir werden es sehr oft mit mehreren Kategorien gleichzeitig zu tun
haben, manchmal auch in Situationen, wo gewisse Objekte sowohl zu
der einen als auch zu einer anderen Kategorie gehoren konnen. In diesen
Fallen schreiben wir Mory (A, B) statt einfach Mor(A, B), um genau zu
kennzeichnen, in welcher Kategorie wir die Morphismen betrachten.

Eine manchmal verwendete noch einfachere Notation fiir die Morphis-
menmengen, die automatisch den Namen der Kategorie in sich tragt,
besteht darin, (A, B) fiir Morx (A, B) zu schreiben.

Um ein Gefiihl fiir den Begriff der Kategorie zu bekommen und auch die
(niitzlichen und weniger niitzlichen) exotischen Varianten kennen zu lernen,
betrachten wir folgende

Beispiele 1.5  a) Die Kategorie Meng der Mengen und Mengenabbil-

dungen. Ob(Meng) ist die Klasse aller Mengen, und fiir je zwei Men-
gen A und B ist Moryeng(A, B) die Menge aller mengentheoretischen
Abbildungen A — B.
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Die Kategorie Gp der Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Die
Objekte von Gp sind alle Gruppen und fiir je zwei Gruppen A und B
ist Morgp(A, B) die Menge aller Gruppenhomomorphismen A — B.

Die Kategorie AbGp der abelschen Gruppen und Gruppenhomomor-
phismen. Die Objekte von AbGp sind alle abelschen Gruppen und fiir
je zwei abelsche Gruppen A und B ist Morapgp(A, B) die Menge aller
Gruppenhomomorphismen A — B. Man beachte, dass A und B auch
Objekte der Kategorie Gp sind, und Mor(A, B) ist in beiden Kate-
gorien die gleiche Menge; nur die Klassen der Objekte unterscheiden
sich.

Die Kategorie Top der topologischen Rdume und stetigen Abbildungen.
Die Objekte von Top sind alle topologischen Raume und fiir je zwei
Réume A und B ist Mormep (A, B) die Menge aller stetigen Abbildungen
A— B.

Wer die vorangegangenen Beispiele verstanden hat, braucht keine ex-
plizite Definition mehr der dhnlich aufgebauten Kategorie Ring aller
Ringe, der Kategorie KR1 aller kommutativen Ringe mit 1, der Kate-
gorie Korp aller Korper, der Kategorie K-VR aller Vektorrdume iiber
einen gegebenen Korper K, der Kategorie DMY aller differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten, usw.

Wir definieren eine nicht ganz so klassische Kategorie A, die einige
Anwendungen in der algebraischen Topologie hat (allerdings fithren
diese Anwendungen aus dem Themenbereich dieser Vorlesung heraus).

Fiir jede natiirliche Zahl n € N hat diese Kategorie ein Objekt
n:={0,1,... ,n},

die Menge der natiirlichen Zahlen < n, die wir als eine geordnete Menge
mit, der {iblichen Ordnung von N betrachten.

Fiir je zwei Objekte m und n € Ob(A) setzen wir Mora (m, n) gleich
der Menge aller ordnungserhaltenden, also (nicht unbedingt streng) mo-
noton steigenden Abbildungen m — n.

Die Verkniipfung von Morphismen ist die normale Verkniipfung von
Abbildungen, wobei die Eigenschaft monoton steigend zu sein offen-
sichtlich erhalten bleibt (so dass diese Verkniipfung tatséchlich Mor-
phismen der Kategorie A liefert). Als Identitdtsmorphismen kénnen
wir die Identitdtsabbildungen der Mengen n nehmen, die ja ordnungs-
erhaltend sind.
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Bisher haben wir nur ganz normale Beispiele genannt, der Sorte wie
in Bemerkung 1.3 a) (Objekte sind Mengen, Morphismen sind Abbil-
dungen), auch wenn das letzte Beispiel ein bisschen ungewohnlich war.
Hier nun einige andersartige:

Wir definieren wie folgt eine Kategorie Teil, die das Teilerverhéltnis
zwischen den natiirlichen Zahlen gewissermafsen modelliert. Wir setzen
Ob(Teil) als die Menge N der positiven natiirlichen Zahlen, und fiir
je zwei Elemente a und b von Ob(Teil) setzen wir

Morpeii(a,b) == {p € N4 | ap teilt b }.

(Diese Morphismenmenge ist natiirlich nichtleer genau dann, wenn a
ein Teiler von b ist.) Die Verkniipfungsabbildung definieren wir einfach
als das Produkt, d. h., wenn a, b und ¢ Objekte von Teil sind und wenn
p € Mor(a,b) (d. h., ap teilt b) und ¢ € Mor(b, c¢) (d. h., bq teilt ¢), so
setzen wir g o p := pq € Mor(a,c) und stellen sofort fest, dass dies
tatsiichlich ein Morphismus von a nach ¢ ist, denn ap | b und deshalb
gilt apq | bq | ¢, also a(pq) | ¢ (wir benutzen hier die iibliche Notation
S | Y fir e teilt y).

Die Eigenschaften i) und ii) aus Teil ¢) von Definition 1.1 sind offen-
sichtlich erfiillt: i) gilt, weil die Multiplikation von Zahlen assoziativ ist,
und ii) gilt offenbar mit id, := 1 € Mor(a, a) fiir jedes Objekt a von
Teil.

Vielleicht ist Thnen aufgefallen, dass die hier definierten Morphismen-
mengen entgegen Bedingung 1.1 b) nicht disjunkt sind, aber das ist kein
wesentliches Problem, denn sie lassen sich wie in Bemerkung 1.3 e)
erlautert leicht disjunkt machen, ohne die anderen wichtigen Eigen-
schaften zu zerstéren (aber dennoch zum Schaden der Klarheit der
Definition, weshalb wir auf die Ausfithrung verzichtet haben).

Sei GG eine fest gewdhlte Gruppe. Wir definieren eine Kategorie G mit
genau einem Objekt *, so dass Morg(*,*) = G ist und die Verkniip-
fung die Gruppenmultiplikation ist; sie ist assoziativ und das neutrale
Element e € GG ist der Identitdtsmorphismus.

Sei K eine beliebige Klasse. Wir definieren eine Kategorie K, indem wir
Ob(K) = K setzen und fiir je zwei Objekte A und B von K die Morphis-
menmenge Mory(A, B) als eine einelementige Menge wihlen, dessen
Element wir mit f4p bezeichnen; diese Elemente wihlen wir alle ver-
schieden, damit die Morphismenmengen disjunkt werden. Die Verkniip-
fung lédsst sich nur auf eine Weise definieren, namlich fpco fap = fac.
Dies erfiillt offensichtlich die Bedingungen aus Definition 1.1 c).
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Als Beispiel einer niitzlichen exotischen Kategorie betrachten wir
Kob,,, die Kobordismuskategorie in einer gegebenen Dimension n. Die
Objekte von Kob,, sind n-dimensionale kompakte unberandete diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeiten. Ein Morphismus zwischen zwei solcher
Mannigfaltigkeiten M und N ist eine HomGomorphieklasse (bei festem
Rand) von n + 1-dimensionalen kompakten berandeten Mannigfaltig-

keiten P, deren Rand aus M [[ N := M B N, der topologischen Summe
von M und N, besteht (auch hier berufen wir uns auf Bemerkung 1.3 e)
um nicht auf die Frage eingehen zu miissen, ob diese Morphismenmen-
gen disjunkt sind).

Die Verkniipfung zweier Morphismen P: M — N und Q: N — K
wird erhalten durch Zusammenkleben von P und () entlang der ge-
meinsamen Randkomponente N (wodurch N nicht mehr zum Rand
des Ergebnisses gehort, sondern jetzt nur M U K'). Der Identitétsmor-
phismus von M ist die Homéomorphieklasse von M x I (wo I das
Intervall [0, 1] ist). Ein Satz der Differentialtopologie besagt, dass eine
Randkomponente M einer Mannigfaltigkeit P eine sogenannte Kragen-
umgebung in P besitzt, eine Umgebung, die homéomorph ist zu M x [.
Deshalb fungiert M x I tatsichlich als Identitdtselement — wenn man
in P eine zu M x I hom6éomorphe Umgebung von M findet, heifst das,
dass Ankleben von M x I an die Randkomponente M von P eine zu P
homéomorphe Mannigfaltigkeit ergibt, also die Verkniipfung mit dem
Morphismus M x I &ndert den Hom6omorphietyp der Mannigfaltigkeit
P nicht.

Die Kobordismuskategorie hat Anwendungen in der Differentialtopolo-
gie.

Hier noch einige zumindest zu einem gewissen Grad ,exotische* Kate-
gorien, die fiir uns in dieser Vorlesung sehr wichtig sein werden. Es
handelt sich um kleine Abwandlungen der topologischen Kategorie,
die auf die Konstruktion und die Eigenschaften der Homotopiegrup-
pen und der Homologiegruppen angepasst sind. In allen Fallen muss
Bemerkung 1.3 e) angewendet werden, um die Disjunktheit der Mor-
phismenmengen einzurichten; wir gehen bei den einzelnen Beispielen
nicht mehr explizit darauf ein.

Die Kategorie Top, der punktierten topologischen Rdume. Die
Objekte von Top, sind Paare (X, p), wo X ein topologischer Raum ist
und p ein Punkt von X (man nennt ihn den ausgezeichneten Punkt
oder den Basispunkt des punktierten Raumes (X, p)). Die Morphis-
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men (X,p) — (Y,q) sind die stetigen Abbildungen f: X — Y,
so dass f(p) = ¢. Die Verkniipfung ist die normale Verkniipfung von
Abbildungen und respektiert automatisch die ausgezeichneten Punk-
te. Der Identitdtsmorphismus von (X, p) ist die normale Identitét von
X (die p ja nach p abbildet). Offensichtlich erfiillt diese Struktur alle
Eigenschaften von Definition 1.1. Da der ausgezeichnete Punkt in die
Struktur eingebaut ist, ist diese Kategorie geeignet fiir Konstruktionen,
die von einem vorher ausgewéhlten Punkt ausgehen, wie es fiir die Fun-
damentalgruppe und die anderen Homotopiegruppen der Fall ist. Eine
feste Wahl eines Grundpunktes wird in Top, automatisch mitgeliefert.

Weil in Anwendungen dieser Kategorie der ausgezeichnete Punkt tat-
sdchlich eine besondere Rolle spielt, ist es iiblich, ihn mit % zu bezeich-
nen, und man kann die ausgezeichneten Punkte verschiedener Objekte
der Kategorie durch einen Index unterscheiden, der den topologischen
Raum nennt, oder auf eine sonstige Art die Zeichen unterscheiden:
(X, xx) und (Y, *y), oder (X, *) und (X', +"), zum Beispiel.

Die Kategorie Top? der topologischen Raumpaare. Die Objekte von
Top? sind Paare (X, A), wo X ein topologischer Raum ist und A C X
ein Unterraum von X ist. Die Morphismen (X, A) — (Y, B) sind die
stetigen Abbildungen f: X — Y, so dass f(A) C B, die Verkniipfung
ist wieder die normale Verkniipfung von Abbildungen und der Identi-
tatsmorphismus von (X, A) ist wieder die normale Identitét von X, die
automatisch A in sich abbildet. Die Eigenschaften von Definition 1.1
sind wieder trivialerweise erfiillt.

Auch fiir die Objekte dieser Kategorie lassen sich Homologie- und Ko-
homologiegruppen definieren, und es gibt eine niitzliche Beziehung zwi-
schen diesen Gruppen und den Homologiegruppen oder Kohomologie-
gruppen der einzelnen Riume X und A im Paar (X, A), die fiir die
Berechnung dieser Gruppen eingesetzt werden kann.

Beispiel 1) lisst sich verallgemeinern zu einer Kategorie Top™ fiir belie-
biges n > 1 € N. Die Objekte von Top" sind n-Tupel (X7, Xs,..., X},)
von topologischen Réumen, so dass X; O Xy DO --- DO X, und ein
Morphismus f: (X, Xo,..., X,) — (Y1,Y2,...,Y,) ist einfach eine
stetige Abbildung f: X; — Y7, so dass fiir jedes k mit 1 < k < n gilt
f(Xk) C Y. Tatséchlich benutzen werden wir diese Verallgemeinerung
nur ganz selten und nur noch fiir den Fall n = 3; die entsprechende Ka-
tegorie Top® nennt sich die Kategorie der topologischen Raumtripel.



Stand vom 20. Februar 2008 11

n) Beispiel m) hat eine Variante Top™, die sich auch fiir jedes n defi-
nieren lisst aber praktisch nur fiir den Fall n = 3 tatséchlich benutzt
wird. Hier sind die Objekte zwar auch n-Tupel (X, Ay, A, ..., Ayq)
von topologischen Raumen, wo die A; alle Unterrdume von X sind, aber
diesmal miissen die A; nicht ineinander verschachtelt sein, sondern es
wird stattdessen verlangt, dass sie X tberdecken, d. h., die A; sind be-
liebige Unterrdume von X, so dass X = A;U---UA,,. Die Morphismen
(X, A1, As, ..., Ap1) — (Y, By, By, ..., B,_1) sind wieder stetige Ab-
bildungen f: (X, A,...,A,) — (Y, By,...,B,), so dass f(A;) C B;
fiir alle 7.

Im einzig wichtigen Fall n = 3 nennt man die Objekte dieser Kategorie
Triaden, und um in der Notation gleich zu kennzeichnen, dass es sich
um eine Triade handelt, ersetzt man das erste Komma in der Auflis-
tung durch ein Semikolon, d.h., man notiert Triaden als (X; A;, As)
oder (X; A, B). Auch die Triaden kommen eigentlich nur an einer be-
stimmten Stelle in der Homologietheorie vor.

Durch &hnliche Konstruktionen kann man noch ganz viele andere Vari-
anten der Kategorie Top konstruieren, zum Beispiel die Kategorie Top?
der punktierten Raumpaare, die in der Homotopietheorie benutzt wird
und bei der Konstruktion der Homotopiegruppen von Raumpaaren ver-
wendet wird. Wir wollen nicht ndher darauf eingehen, denn die oben
genannten Beispiele reichen schon fiir die Zwecke dieser Vorlesung. Aber
auch die hier nur fliichtig erwéhnten und nicht ausfiihrlich behandelten
Fille sind keine Spielereien und werden tatséichlich intensiv verwendet
in der algebraischen Topologie.

Wegen ihrer Wichtigkeit fiir unsere Zwecke werden wir uns oft auf die
oben genannten Varianten der Kategorie Top berufen, und besonders
in diesem Abschnitt werden wir uns manchmal auf alle genannten Va-
rianten von Top auf einmal beziehen wollen. Dazu werden wir sie dann
einfach die topologischen Kategorien nennen.

In den Beispielen 1.5 k)-n) haben wir gesehen, dass man aus bekannten
Kategorien durch Abwandlungen leicht neue niitzliche Kategorien gewinnen
kann. Hier sind noch weitere und nicht so spezielle, sondern ganz allgemein
anwendbare Konstruktionen.

Definition 1.6 Sei K eine Kategorie.

a) Wir konstruieren eine neue Kategorie K~, genannt die duale Kate-
gorie zu K, wie folgt: Wir setzen Ob(K ™) := Ob(K), aber fiir je zwei
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Objekte A und B setzen wir
Mor- (A, B) := Morg (B, A)

und wir kehren entsprechend die Reihenfolge der Verkniipfung um. Das
heift, fir f € Mork- (A, B) = Morg(B, A) und fiir g € Morg- (B, C) =
Morx (C, B) definieren wir

gox- f:=foxyg.

Die Verkniipfung auf der rechten Seite ist in K tatsdchlich definiert und
alle gewiinschten Eigenschaften der Verkniipfung in X~ folgen sofort
aus den entsprechenden Eigenschaften in /C.

Fiir jedes Objekt A € Ob(K~) = Ob(K) ist Mor(A, A) die gleiche
Menge in K~ wie in I, und id4 ist der gleiche Morphismus in beiden
Kategorien.

Diese Konstruktion behélt das Grundgeriist der alten Kategorie bei
und macht im Wesentlichen nichts anderes, als die ,,Pfeilrichtung” der
Morphismen umzukehren.

Fiir K~ wird manchmal auch K°P geschrieben (op fiir ,opposite").

Eine Kongruenz auf K ist eine Klasse ~ von Aquivalenzrelationen,
die fiir je zwei Objekte A und B von K genau eine Aquivalenzrelation
auf Mor(A, B) enthélt (die wir auch mit ~ bezeichnen), so dass wenn
A, B, und C' € Ob(K) und wenn f ~ f' € Mor(A,B) und g ~ ¢’ €
Mor(B, C'), dann gilt auch

gof~gof eMor(AOCQC). (1.1)

Die ~-Aquivalenzklasse eines Morphismus f bezeichnen wir mit [f] und
wir nennen sie die Kongruenzklasse von f. Wenn ~ eine Kongruenz
ist, dann konnen wir eine wohldefinierte Verkniipfung o fiir Kongruenz-
klassen von Morphismen definieren durch die Vorschrift

lg] o [f] :=[g 0o f]. (1.2)

Dies erlaubt die Konstruktion einer neuen Kategorie X' := K/~ durch
folgende Festlegungen. Wir setzen Ob(K') := Ob(K). Fiir je zwei Ob-
jekte A und B dieser Kategorien setzen wir Morg: (A, B) gleich der
Menge Mor(A, B)/ ~ der ~-Aquivalenzklassen auf Mor(A, B). Die Ver-
kniipfung von solchen Aquivalenzklassen definieren wir wie in Glei-
chung (1.2) und man priift sofort nach, dass diese Verkniipfung as-
soziativ ist und dass fiir jedes Objekt A die Klasse [id4] ein Identitéts-
morphismus fiir die Kategorie K’ ist.
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Diese neue Kategorie K' := IC/ ~ heifit die Quotientenkategorie von
K nach der Kongruenz ~. Die Morphismenmengen von einer (Quotien-
tenkategorie notiert man oft mit [A, B] statt Mor(A, B).

Eine schone und sehr wichtige Instanz dieser Konstruktion besprechen
wir gleich in Definition 1.8 unten.

c¢) Sei L eine weitere Kategorie. Wir konnen die Produktkategorie K x L
von K und £ wie folgt definieren. Die Objekte von K x L sind Paa-
re (A,B), wo A € Ob(K) und B € Ob(L). Sind (4, B) und (C, D)
Objekte von K x L, so setzen wir

Morkxz((A, B), (C, D)) := Morg (A, C) x Morz(B, D),

d. h., die Morphismen der Produktkategorie sind Paare von Morphis-
men der einzelnen Kategorien. Die Verkniipfung wird ,koordinatenwei-
se” erklart:

(h7 k) OKxL (fa g) = (h oK f7 k °c g)

Man priift sehr leicht nach, dass alle erforderlichen Eigenschaften erfiillt
sind.

d) Die verschiedenen Abwandlungen der Kategorie Top, die wir in Bei-
spiele 1.5 eingefiihrt haben, kann man auf entsprechende Weise auf jede
Kategorie K anwenden, deren Objekte Mengen sind und deren Morphis-
men Abbildungen sind. Da fiir uns aber nur die auf Top basierenden
Varianten von Bedeutung sind, wollen wir nicht ndher darauf eingehen.

Beispiel 1.7 Sei K ein Kérper und sei V := VR, die Kategorie der endlich-
dimensionalen Vektorrdume {iber K und der K-linearen Abbildungen.

Die duale Kategorie V™ hat die gleichen Vektorrdume als Objekte, aber im
Wesentlichen die Morphismen der dualen Vektorrdume, denn es gibt wegen
der Voraussetzung der endlichen Dimension eine bijektive Beziehung zwi-
schen linearen Abbildungen und den zu ihnen dualen linearen Abbildungen
der Dualrdume. (Natiirlich verstecken die Worter ,im Wesentlichen* die De-
tails dieser Bijektion.)

Fiir die Bildung von Quotienten nach einer Kongruenz gibt es ein sehr
passendes Beispiel. Wie wir in der Einleitung gesagt haben, und wie wir es
am Beispiel der Fundamentalgruppe schon kennen, hingen die meisten Kon-
struktionen der algebraischen Topologie eigentlich nicht von den Objekten
und Morphismen der oben genannten Varianten von Top ab, sondern nur
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von ihren Homotopieklassen. Das kénnen wir mit Kongruenz und der kate-
gorientheoretischen Konstruktion des Quotienten nach einer Kongruenz sehr
schon festhalten.

Definition 1.8 Wir erinnern kurz an die Definition einer Homotopie in
der Kategorie Top.

Seien X und Y topologische Rdume und seien f und g: X — Y stetige
Abbildungen. Eine Homotopie von f nach g ist eine stetige Abbildung

H: XxI—Y
(wo I = |0, 1] das Einheitsintervall in R ist), so dass fiir jedes x € X gilt
H(z,0) = f(z) und H(z,1) = g(x). (1.3)

Wenn es eine Homotopie von f nach g gibt, so schreiben wir f ~ g. Diese Re-
lation ist eine Aquivalenzrelation, wie wir aus der Einfihrung in die Topologie
wissen (siche Lemma und Definition 6.5 im Skriptum zu jener Vorlesung).

In Teil b) des genannten Lemmas wird die Aussage von unserer Glei-
chung (1.1) bewiesen. In anderen Worten, es wird gezeigt, dass die Homoto-
pierelation ~ eine Kongruenz ist.

Es ist nicht schwer, den Begriff einer Homotopie zu den anderen in Bei-
spiel 1.5 definierten topologischen Kategorien IC zu erweitern, deren Objekte
in allen Fillen im Prinzip topologische Rdume mit einer Folge von ausge-
zeichneten Unterrdumen oder Punkten sind. Homotopien auf solchen Objek-
ten werden definiert als Homotopien auf den topologischen (Ober)rdumen,
die fiir alle Werte t € I die ausgezeichneten Unterrdume oder Punkte im
Quellobjekt in die entsprechenden ausgezeichneten Unterrdume oder Punkte
des Zielobjekts abbilden. Dies ist nicht das Gleiche, wie ,Homotopie relativ
zu einem Unterraum®, wo die einzelnen Punkte des Unterraums wahrend der
ganzen Homotopie fest bleiben miissen.

Zum Beispiel, in Top? ist eine Homotopie von einem Objekt (X, A) zu
einem Objekt (Y, B) eine stetige Abbildung

H: XxI—Y

Y

so dass H(A x I) C B. Wir notieren diese Situation mit
H: (X,A)xI— (Y,B).

Fiir jedes t € I erhalten wir einen Top*-Morphismus H;: (X, A) — (Y, B)
durch die Festlegung
Hi(z) :== H(x,t).
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Wir nennen zwei Top?-Morphismen f und g: (X, A) — (Y, B) homotop
und schreiben f ~ g, wenn es eine Homotopie H: (X, A) x [ — (Y, B) gibt
mit Hy = f und H, = g.

In den anderen topologischen Kategorien ist die Definition einer Homo-
topie und der Relation ~ dhnlich.

Mit den gleichen Beweisen wie in Top ist es leicht zu zeigen, dass auch in
den anderen oben genannten topologischen Kategorien K die Relation ~ eine
Aquivalenzrelation auf jeder Morphismenmenge und sogar eine Kongruenz
ist.

Deshalb kénnen wir in all diesen Kategorien wie in Definition 1.6 b) die
Quotientenkategorie bilden.

Die Quotientenkategorie K/~ heifst die Homotopiekategorie zu K und
wird mit HK bezeichnet.

Die ~-Aquivalenzklasse eines Morphismus f in K nennen wir ihre Ho-
motopieklasse und wir bezeichnen sie, wie in Definition 1.6 b), mit [f].

Die Menge aller Homotopieklassen von K-Morphismen P — @ (wo P
und @ Objekte von K sind, d. h., topologische Rdume oder Raumpaare oder
punktierte Rdume, je nachdem welche Kategorie K ist) bezeichnen wir mit
[P,Q] (in Top? zum Beispiel mit [(X, A), (Y, B)]), und entsprechend fiir die
anderen Kategorien).

Wir haben jetzt insbesondere drei neue Kategorien HTop, HTop? und
HTop,, und es wird sich spater herausstellen, dass dies die eigentlichen Quell-
kategorien der algebraischen Topologie sind und nicht die topologischen Ka-
tegorien selber.

Kategorien konnen viele Gestalten haben, aber manche sind eng mitein-
ander verwandt. Folgende mogliche Beziehung ist dabei von Bedeutung:

Definition 1.9 Seien K und £ Kategorien. Wir nennen L eine Unterkate-
gorie von K, wenn gilt:

a) Ob(L) C Ob(K).
b) Fiir je zwei Objekte A und B der kleineren” Kategorie L ist

Mor,(A, B) C Mork (A, B).

c¢) Fiir je drei Objekte A, B und C von £ und fiir je zwei Morphismen
f € Morz(A, B) und g € Mor,(B,C) ist g o f der gleiche Morphismus
A— Cin L, wie in K.
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d) Fiir jedes Objekt A € Ob(L) ist id4 der gleiche Morphismus in £, wie
in K.

Wenn fiir je zwei Objekte A und B von L es in b) sogar der Fall ist, dass
Mor,(A, B) = Mork(A, B), so nennen wir L eine volle Unterkategorie von
IC.

Eine volle Unterkategorie unterscheidet sich von ihrer Oberkategorie nur
durch die Objekte, nicht durch die Morphismenmengen der Objektpaare.

Beispiele 1.10  a) Die Kategorie AbGp ist eine volle Unterkategorie der
Kategorie Gp.

b) Top, ist eine volle Unterkategorie von Top?, wenn man den ausge-
zeichneten Punkt * eines punktierten topologischen Raumes mit dem
topologischen Unterraum { = } identifiziert.

¢) Top ist eine volle Unterkategorie der Kategorie Top?, wenn man einen
topologischen Raum X mit dem Raumpaar (X, ()) identifiziert (was wir
spéter auch generell tun werden und als Konvention einfiihren wollen).

d) Top? wird zu einer Unterkategorie von Top x Top, wenn man je-
den Morphismus f: (X, A) — (Y, B) von Top® mit dem Morphismus
(f, flA): (X, A) — (Y, B) der Kategorie Top x Top identifiziert.

Fiir die Objekte (X, A) von Top® muss gelten A C X, so dass
Ob(Top®) S Ob(Top x Top),
und wenn (X, A) und (Y, B) Objekte von Top? sind, so gilt auch
Mot (X, A), (¥, B)) G Mo apzon (X, A), (Y, B)).

(im Allgemeinen) denn ein Top x Top-Morphismus (f,g): (X, A) —
(Y, B) ist nur dann auch ein Top?-Morphismus, wenn g = f|A. Deshalb
ist insbesondere Top? keine wolle Unterkategorie von Top x Top.

e) Aufdie gleiche Weise kann man Top, als eine Unterkategorie von Top x
Top auffassen (schlieklich ist Top, nach b) eine Unterkategorie von
Top?).

f) Sei Inj die Kategorie, die beliebige Mengen als ihre Objekte hat, aber
deren Morphismen nur die injektiven mengentheoretischen Abbildun-
gen zwischen zwei Mengen sind (da Identitdtsabbildungen und Ver-
kniipfungen von injektiven Abbildungen injektiv sind, ist dies tatséch-
lich eine Kategorie). Dann ist Inj eine Unterkategorie von Meng, aber
keine volle Unterkategorie.
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g) Korp ist eine volle Unterkategorie von KR1, und KR1 ist eine Un-
terkategorie von Ring, aber keine volle Unterkategorie, weil die Mor-
phismen von KR1 Einselemente in Einselemente abbilden miissen; all-
gemeine Ringhomomorphismen, auch zwischen Ringen mit 1, miissen
das nicht.

Wenn man nur eine Kategorie auf einmal betrachten will, braucht man
den Begriff Kategorie gar nicht erst einzufiihren. Sie haben ja jahrelang Vek-
torraumtheorie, Gruppentheorie, Topologie und andere Gebiete der Mathe-
matik mit den ihnen inne liegenden mathematischen Strukturen kennen ge-
lernt und ausgiebig untersucht, ohne von Kategorien etwas zu wissen. Aber in
der algebraischen Topologie wollen wir ja gerade mit verschiedenen Struktu-
ren gleichzeitig arbeiten und somit mehrere Kategorien miteinander in Ver-
bindung bringen. Das ist iiberhaupt der Grund, warum wir Kategorientheorie
eingefiithrt haben, und uns geht es ganz besonders um ,Struktur erhaltende”
Abbildungen zwischen verschiedenen Kategorien.

Solche Abbildungen heifsen Funktoren, und es gibt sie in zwei Auspra-
gungen, je nachdem ob sie die Pfeilrichtung von Morphismen erhalten oder
umkehren:

Definition 1.11 (Funktor) Seien K und £ Kategorien.

[. Ein kovarianter Funktor F': K — L ist eine Zuordnung, die

a) jedem Objekt A von K ein Objekt F'(A) von L zuordnet, und
b) fiir jedes Paar von Objekten A, B € Ob(K) jedem Morphismus
g € Mory(A, B) einen Morphismus F(g) € Mor.(F(A), F(B))
zuordnet, so dass
i) F(hog)=F(h)o F(g), wenn A, B, C' € K, g € Morx(A, B)
und h € Morg (B, C);
ii) F(ids) = idp(a) fiir jedes A € K.

I1. Ein kontravarianter Funktor F: K — L ist eine Zuordnung, die

a) jedem Objekt A von K ein Objekt F'(A) von £ zuordnet, und
b) fiir jedes Paar von Objekten A, B € Ob(K) jedem Morphismus
g € Mory(A, B) einen Morphismus F(g) € Mor.(F(B), F(A))
zuordnet, so dass
i) F(hog)=F(g)o F(h), wenn A, B, C' € K, g € Morx(A, B)
und h € Morg (B, C);
ii) F(ida) = idp(a) fiir jedes A € K.
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Ko- und kontravariante Funktoren haben die gleichen Eigenschaften, bis auf
die Tatsache, dass ein kontravarianter Funktor, angewendet auf Morphismen,
die Reihenfolge von Quell- und Zielraum vertauscht und entsprechend auch
die Reihenfolge der Faktoren in einer Verkniipfung vertauscht. Bei kovarian-
ten Funktoren bleibt diese Reihenfolge in der Bildkategorie £ so, wie sie in
der Quellkategorie war.

Der Sammelbegriff fiir kovariante und kontravariante Funktoren ist ein-
fach Funktor, und wir sprechen schlicht von einem Funktor in Situationen,
wo wir uns nicht festlegen wollen oder wo es momentan irrelevant ist, ob der
Funktor ko- oder kontravariant ist; er muss aber trotzdem eine dieser beiden
Eigenschaften haben (aber siehe die Einschrinkung in Bemerkung 1.12 c)
unten).

Bemerkung 1.12  a) Sind K, £ und M Kategorien und sind F': K — L
und G: L — M Funktoren, so konnen wir die Verknipfung G o F
von F' und G auf die naheliegende Art bilden, und G o F' ist ein
Funktor K — M; hierbei verhilt sich die Unterscheidung kovariant—
kontravariant wie ein Vorzeichen (wo Kontravarianz dem negativen Vor-
zeichen entspricht), d.h., G o F' ist genau dann kontravariant, wenn
genau einer von F' und G ein kontravarianter Funktor ist. Das priift
man sehr leicht nach.

Diese Regel erweitert sich entsprechend auf Verkniipfungen von mehr
als zwei Funktoren — eine solche Verkniipfung ist kovariant genau
dann, wenn die Anzahl der kontravarianten Faktoren gerade ist.

b) Sei K eine Kategorie. Wenn man die Definition 1.6 a) der dualen Ka-
tegorie I~ betrachtet, sieht man, dass die identische Zuordnung ein
kontravarianter Funktor Di: K — K~ (oder D: K= — K) ist,
und Dx und Dy sind Umkehrungen zueinander. Diese Funktoren sind
in gewissem Sinne universelle oder atomare kontravariante Funktoren,
wegen folgender Betrachtungen.

Wenn F': K — L ein beliebiger Funktor zwischen zwei Kategorien ist,
so sind

F=FoDc.: K — L
und
F.:=D;oF: K — L~

Funktoren der umgekehrten Varianz zu F. Auf diese Weise kann man
jeden kovarianten Funktor mit Hilfe der Funktoren D oder D~ ganz
einfach zu einem kontravarianten Funktor umwandeln und umgekehrt.
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Ferner
F=_FoDx=D;oF_,

so dass man jeden kontravarianten Funktor zerlegen kann als eine Ver-
kniipfung von einem kovarianten Funktor mit einem dieser kontravari-
anten Grundfunktoren D oder D~. Deshalb wiirde es an manchen Stel-
len in der Theorie der Funktoren eigentlich reichen, als Vereinfachung
nur kovariante Funktoren zu betrachten. Eine Anwendung dieser Idee
sehen wir in:

Seien K, £ und M Kategorien. In Definition 1.6 ¢) wurde die Produkt-
kategorie IC x L definiert. Einen Funktor F': K x £ — M nennen wir
einen Funktor von zwei Variablen, und solche Funktoren konnen
wie jeder andere Funktor ko- oder kontravariant sein.

Hier wollen wir aber auch die Moglichkeit zulassen, dass ein Funktor
von zwel Variablen nur beziiglich einer dieser Variablen kovariant und
beziiglich der anderen kontravariant ist. In Definition 1.11 ist diese
Moéglichkeit gar nicht vorgesehen, denn ein Funktor F' gemischter Vari-
anz in zwei Variablen miisste einen Morphismus f: (A, B) — (C, D)
iiberfithren in einen Morphismus F(f): F(A,D) — F(C,B) oder
F(C,B) — F(A,D), und nicht in einen Morphismus zwischen den
eigentlichen Bildobjekten F(A, B) und F(C, D), in welcher Richtung
auch immer. Natiirlich versteht jeder sofort, was gewollt ist, wenn man
von einem Funktor gemischter Varianz spricht, aber die bisherige Defi-
nition von Funktor passt fiir diesen Fall nicht genau.

Der einfachste und eleganteste Ausweg aus diesem Dilemma besteht in
der Anwendung der Idee aus Teil b), und das klappt auch fiir Funktoren
von beliebig vielen, also eventuell mehr als zwei, Variablen:

Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und seien Ky, ..., K, und £ Kategori-
en. Einen Funktor F' von n Variablen von K; X --- x K, nach £, der
in den Variablen iy, ..., i; kontravariant und in den anderen Varia-

blen kovariant ist, definieren wir als die Verkniipfung eines kovarianten
Funktors

wenn i € {iy,...,0 };

F:Kix-xK,— L, vvol@z{lci7
K;  sonst
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WO
5 Dy,, wenni € {iy,... i };
i =9.
idg,  sonst.

Dies beschreibt korrekt genau die Wirkung von F'; und ansonsten ver-
stehen wir ja sehr wohl, wie F' wirken soll, so dass wir uns nie auf die
grausamen Details dieser Definition berufen werden miissen.

Beispiele 1.13  a) Sei K eine Kategorie. Dann ist idy, die Identitéit von

b)

IC, ein kovarianter Funktor L — .

Sei K eine Kategorie und L eine Unterkategorie von K. Aus Definiti-
on 1.9 ¢) und d) folgt, dass die Inklusion i: £ — K ein kovarianter
Funktor ist.

Sei IC eine Kategorie und sei ~ eine Kongruenz auf K. Wir haben eine
Projektion P: K — K/ ~, die jedem Objekt A von K das gleiche
Objekt A von K/~ zuordnet, und jedem Morphismus f € Mory (A, B)
seine Kongruenzklasse [f] € [A, B]. Aus den Eigenschaften 1.6 b) einer
Kongruenz folgt leicht, dass diese Projektion ein kovarianter Funktor
ist.

Fiir uns sehr naheliegend ist folgende Instanz von Beispiel 1.13 c). Sei
K = Top oder eine andere unserer topologischen Kategorien. Wir er-
halten dann mit der Projektion einen kovarianten Homotopiefunktor
[ ]: K — HK, der jedem Objekt A von K das gleiche Objekt A von
H/C zuordnet, und jedem Morphismus f € Morx (A, B) seine Homoto-
pieklasse [f] € [A, B] zuordnet.

Seien I und £ zwei Kategorien. Sowohl die Objekte wie auch die Mor-
phismen der Produktkategorie U x £ sind Paare von Objekten bzw. von
Morphismen der Kategorien K und £, und wenn wir jedem solchen Paar
sein erstes Element zuordnen (oder jedem Paar sein zweites Element)
so erhalten wir Projektionen Py: K x L — K bzw. Po: K X L — L.
Offensichtlich sind diese Projektionen kovariante Funktoren.

Sei K eine Kategorie wie Gp oder Top, deren Objekte Mengen sind und
deren Morphismen Abbildungen zwischen diesen Mengen sind. Dann
kénnen wir einen kovarianten Funktor F': L — Meng definieren, der
jedem Objekt A von K die Menge A zuordnet, und jedem Morphismus
f € Morg(A, B) die Abbildung f als mengentheoretische Abbildung
A — B zuordnet.
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Dieser Funktor ,vergisst* einfach die zusitliche Struktur der Objekte
von K; man nennt ihn deshalb den vergesslichen Funktor.

Es gibt viele andere Paare K und £ von Kategorien, die sich dadurch
unterscheiden, dass alle Objekte von K auch Objekte von £ sind, aber
zusitzliche Struktur tragen, und auch in diesen Féllen gibt es einen ko-
varianten vergesslichen Funktor K — L. Zum Beispiel gibt es einen
vergesslichen Funktor F': Top, — Top, der jedem punktierten Raum
(X, z) den zugehorigen topologischen Raum X zuordnet, und jeder ba-
sispunkttreuen stetigen Abbildung f: (X, z) — (Y,y) die Abbildung
f als Abbildung X — Y.

Entsprechend gibt es einen vergesslichen Funktor G: Top> — Top,
der den Unterraum vergisst und jedem topologischen Raumpaar (X, A)
den ,grofsen” Raum X zuordnet, und so dass fiir jede stetige Abbildung
f: (X, A) — (Y, B) gilt: G(f) = f als Abbildung X — Y.

Man erinnere sich daran, dass nach den Beispielen 1.10 d) und e) die
Kategorien Top? und Top, Unterkategorien von Top x Top sind. Die
hier erwéhnten vergesslichen Funktoren sind nichts anderes, als die Ver-
kniipfung der Inklusionen dieser Unterkategorien in Top x Top mit der
Projektion P;: Top x Top — Top (in anderen Worten, sie sind die
Einschrinkung von P; auf die Unterkategorien Top® und Top,).

Sei K ein fest gewdhlter Koérper und VR die Kategorie der Vektorraume
iber K (um die Notation zu vereinfachen erwihnen wir K nicht mehr
explizit im Namen der Kategorie). Ahnlich wie in Beispiel 1.5 1) kénnen
wir die Kategorie VR? der Paare (V,WW) von K-Vektorriumen und
Unterrdumen definieren (also bei einem Objekt (V, W) von VR? ist V
ein Vektorraum iiber K und W ein Untervektorraum von V).

Wir kénnen dann einen Funktor Q: VR? — VR definieren durch
die Zuordnungen Q(V, W) := V/W (der Quotientenvektorraum), und
wenn f: (VW) — (U,T) eine lineare Abbildung von Vektorraum-
paaren ist (d.h., f ist eine lineare Abbildung V' — U mit f(W) C 7)),
dann ist Q(f) die von f induzierte lineare Abbildung f: V/W — U/T.
Dies ist ein kovarianter Funktor.

Sei K ein fest gewéhlter Kérper und VR die Kategorie der Vektorraume
iiber K. Die Zuordnung *, die jedem K-Vektorraum V' den Dualraum
V* := Hom(V, K) zuordnet, und jeder linearen Abbildung f: V — W
die von f induzierte duale Abbildung f*: W* — V* mit f*(a) := aof
zuordnet, ist ein kontravarianter Funktor VR — VR, wie man aus
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den Eigenschaften der Dualrdume und dualen linearen Abbildungen f*
leicht sieht.

Wenn V' und W Vektorraume iiber K sind, so ist auch Hom(V, W), die
Menge der K-linearen Abbildungen V' — W, ein Vektorraum iiber K.
Wenn 7" und U zwei weitere Vektorrdume sind und f: 7" — V und
g: W — U lineare Abbildungen sind, so ist fiir « € Hom(V, W) die
Verkniipfung g o a o f eine lineare Abbildung 7" — U, und sie hingt
K-linear von « ab, d.h., die Zuordnung o — g o a o f ist eine lineare
Abbildung Hom(V, W) — Hom(T, U).

Wenn wir diese Zuordnung mit Hom( f, g) bezeichnen, so wird
Hom: VR x VR — VR

zu einem Funktor in zwei Variablen, der kontravariant ist in der ersten
Variablen und kovariant in der zweiten. Die erforderlichen Eigenschaf-
ten sind leicht nachzupriifen.

Eigentlich interessieren wir uns fiir ,topologisch niitzliche® Funktoren
von Topologie zu Algebra. Eine der Standardkonstruktionen kennen
wir schon aus der Finfihrung in die Topologie.

Die Fundamentalgruppe bildet einen kovarianten Funktor

m: Top, — Gp.

Dieser Funktor ordnet jedem punktierten Raum (X, x) die Fundamen-
talgruppe m1 (X, x) von X bei x zu, und einer stetigen Abbildung

f: (X,ZL‘) - (Y7y)
von punktierten Rdumen ordnet er den induzierten Homomorphismus

m(f) = fio m(X,2) — m(Y,y)
der Fundamentalgruppen zu.

Die funktoriellen Eigenschaften 1.11 b) i) und ii) (fiir den kovarianten
Fall) wurden in Lemma 6.25 im Skriptum zur Einfihrung in die Topo-
logie bewiesen, so dass m; tatsichlich ein kovarianter Funktor ist.

Da fiir eine stetige Abbildung f: (X,z) — (Y,y) von punktierten
Raumen der induzierte Homomorphismus f, der Fundamentalgruppen
nur von der Homotopieklasse von f rel { z } abhingt, und da Homoto-
pie rel { z } das gleiche wie Homotopie von Abbildungen von punktier-
ten Rdumen ist, induziert m; auch einen wohldefinierten Funktor (den
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wir auch 7 nennen koénnen) auf der Homotopiekategorie, also einen
wohldefinierten kovarianten Funktor

m: HTop, — Gp.

In dieser Vorlesung werden wir noch viele weitere und wesentlich kompli-
ziertere Funktoren kennen lernen, insbesondere Funktoren von den Kategori-
en Top und Top? in algebraische Kategorien: in AbGp, in eine Abwandlung
GAG von AbGp (die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen)
und in Ring.

Die Funktoren spielen in der Kategorientheorie die gleiche Rolle, die die
Morphismen in einer einzelnen Kategorie spielen. In anderen Worten, mit
dem Funktorbegriff wird die Kategorientheorie praktisch zu ihrem eigenen
Objekt; bis auf die Problematik, dass eine Kategorie im allgemeinen keine
Menge ist und somit nicht Element einer Klasse sein kann (die Klasse der
,Objekte der Kategorientheorie), bildet die Kategorientheorie selber eine Art
Kategorie, deren Morphismen die Funktoren sind.

Es gibt aber dennoch einen wichtigen qualitativen Unterschied zwischen
den Funktoren und den Morphismen einer einzelnen Kategorie: Morphismen
sind im Wesentlichen mathematische Atome und haben keine Unterstruk-
tur, wahrend Funktoren einen zweilagigen Aufbau haben, in dem sie sowohl
eine Zuordnung von Objekten wie eine Zuordnung von Morphismen beinhal-
ten. Die Tatsache, dass ein Funktor unter anderem Objekte der Zielkategorie
als Werte annimmt, ermoglicht es, verschiedene Funktoren mit der gleichen
Zielkategorie durch Morphismen dieser Kategorie zu vergleichen oder zu ver-
binden.

Dieser Gedanke wird uns zu dem dritten wichtigen Grundbegriff der Kate-
gorientheorie fithren, aber damit wir diesen Begriff moglichst klar und einfach
beschreiben kénnen, lohnt sich vorher ein kleiner Abstecher zu einer Struk-
tur, die ohnehin in der algebraischen Topologie eine allgegenwértige Rolle
spielt. Es handelt sich bei dieser Struktur um den Begriff eines Diagramms
in (oder iiber) einer Kategorie.

Salopp gesagt ist ein Diagramm nichts anderes als eine ,rdumliche An-
ordnung® von Objekten und Morphismen einer Kategorie. Wir werden sie
in dieser Vorlesung stdndig benutzen und ganze Tafeln damit fiillen. Es ist
namlich so, dass die Funktoren der algebraischen Topologie nur mit einigem
Aufwand zu berechnen sind, und diese Berechnung lisst sich fast nie direkt
ausfithren, sondern erfordert eine ganze Menge Detektivarbeit und eine Art
Spurensuche” in vielen anderen Objekten, als den gerade zu berechnenden.
Man bettet ein zu untersuchendes Objekt ein in ein kompliziertes Netz von
bekannten Objekten und Morphismen und schliefst aus den Beziehungen der
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vielen Bildobjekte und Bildmorphismen zueinander und zum Bild des unter-
suchten Objekts, wie der Funktor darauf wirkt.

Diese Art von Untersuchung kann leicht sehr uniibersichtlich werden,
wenn man sich nicht eine Moglichkeit verschafft, alle beteiligten Objekte
und Morphismen auf einmal zu iiberblicken und die Beziehungen zwischen
ihnen sich klar und deutlich vor Augen zu fiihren. Das geschieht am Besten
durch eine graphische und bildliche Erfassung dieser Beziehungen, also durch
eine klar gegliederte, gedachte oder auf einem Blatt Papier oder auf der Tafel
hingeschriebene rdumliche Anordnung, und dazu dienen die Diagramme.

Ein Diagramm tragt zwei Informationsschichten, die sich von einander
trennen lassen. Eine dieser Schichten besteht aus den Angaben der genau-
en Objekte und Morphismen, die am Diagramm beteiligt sind und deren
Beziehung zueinander sie aufzeigt.

Die zweite Schicht, die die eigentliche Diagrammstruktur in sich trégt,
besteht nur aus der Angabe der raumlichen Anordnung, in der diese Objekte
und Morphismen zueinander stehen, ganz unabhéngig davon, um welche spe-
ziellen Objekte und Morphismen es sich handelt. Diese zweite Schicht nennen
wir die Gestalt oder das Muster des Diagramms und man kann sie hinzeich-
nen oder modellieren, in dem man im Diagramm alle Objekte durch Punkte
und alle Morphismen durch Pfeile oder gerichtete Strecken vom Punkt am
Quellort zum Punkt am Zielort ersetzt; diese Punkte und Pfeile kann man
sich als Platzhalter fiir die eigentlichen Objekte und Morphismen denken, die
deren logische Anordnung zueinander beschreiben.

Die Trennung dieser beiden Schichten wird es spéter erlauben, mehrere
Diagramme mit dem gleichen Muster zu vergleichen und Abbildungen zwi-
schen ihnen zu definieren. Dadurch werden wir zu jeder festen Gestalt eine
entsprechende Kategorie der Diagramme dieser Gestalt erhalten.

Das mathematische Modell fiir ein solches System von Punkten und Pfei-
len, das die Gestalt eines Diagramms beschreibt, ist ein gerichteter Graph.
Wir wihlen eine geringfiigig eingeschréankte Definition des gerichteten Gra-
phen, bei der es nicht erlaubt ist, dass mehrere Pfeile ein Punktpaar ver-
binden. Diese Definition ist einfacher zu formulieren, vermeidet technischen
Ballast, und ist vollig ausreichend fiir unsere Zwecke:

Definition 1.14 Ein gerichteter Graph G ist ein Paar (£, K), wo E ei-
ne Menge ist und K C FE x E. Die Elemente von E heifsen Knoten oder
Eckpunkte des Graphen G, und die Elemente von K heifsen seine (gerich-
teten) Kanten. Speziell nennen wir ein Element (z,y) € K (wo z, y € E)
eine Kante von x nach y, und wir nennen x den Anfangspunkt oder
Ausgangspunkt der Kante und y ihr Endpunkt oder Zielpunkt.
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Bildlich kann man sich die Knoten als Punkte in der Ebene oder im Raum
vorstellen, und eine Kante (z,y) als einen Pfeil vom Punkte x zum Punkte
y, und man zeichnet Graphen auch genau so hin.

Es ist bequem, K als eine Teilmenge von E x E zu wahlen, aber der
Preis dafiir ist, dass zwischen zwei Punkten in einer gegebenen Richtung
hochstens eine gerichtete Kante liegen kann; will man mehrere Kanten mit
gleichen Endpunkten zulassen, so muss man K unabhéingig von FE wihlen
und die Kanten durch eine Abbildung K — FE x E darstellen, was den
Umgang mit Graphen verkomplizieren wiirde.

Definition 1.15 Sei G := (£, K) ein gerichteter Graph. Ein Pfad in G ist
eine endliche Folge ky = (x,21), K2 := (T1,22),. .., kn = (Tp_1,2,) VoD
Kanten von G, so dass, wie hier angegeben, der Endpunkt jeder Kante x; in
der Folge, bis auf die letzte, gleich dem Anfangspunkt der darauffolgenden
Kante x;41 ist. (Wir sagen dazu, die Kanten stoflen aneinander an.) Wir nen-
nen den Anfangspunkt zy der ersten Kante x; im Pfad den Anfangspunkt
oder Ausgangspunkt des Pfades und wir nennen den Endpunkt z, der
letzten Kante k,, im Pfad den Endpunkt oder Zielpunkt des Pfades.

Graphen interessieren uns in dieser Vorlesung in erster Linie als Muster
fur Systeme aus Objekten und Morphismen einer Kategorie:

Definition 1.16 Sei K eine Kategorie und sei G := (E, K) ein gerichteter
Graph. Ein auf ¢ modelliertes Diagramm oder ein Diagramm von

Gestalt G (oder kurz: ein G-Diagramm) in K besteht aus einer Abbildung
P: E — Ob(K) und einer weiteren Abbildung

p: K — U Mor(A, B),

(A,B)e
Bild PxBild P

so dass fiir jede Kante (z,y) von G gilt: p(z,y) ist ein Morphismus P(z) —
P(y). Wir nennen G das Muster oder die Gestalt des Diagramms (P, p).

Die Abbildung P in dieser Definition ist nichts anderes als eine Belegung
der Knoten von G mit Objekten aus K, und p ist nichts anderes als eine
Belegung der gerichteten Kanten von G mit Morphismen vom Anfangsob-
jekt zum Zielobjekt der Kante (beziiglich der Belegung P). So wie in dieser
Beschreibung schreibt man Diagramme auch hin:

Beispiel 1.17 Hier ist ein einfaches Beispiel aus der Kategorie AbGp:
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X6

e —— o 7 —— 7
Der Graph l l modelliert das Diagramm Jx5 WJ(
e —— o Z — Z/3Z

Bemerkung 1.18 Man beachte, dass Pfade in Graphen so definiert wurden,
dass in einem G-Diagramm iiber einer Kategorie IC die Morphismen entlang
eines Pfades in G in der Kategorie verkniipft werden kénnen. Genau dann,
sogar, ist eine Folge von Kanten im Muster eines Diagramms ein Pfad, wenn
die Verkniipfung der Morphismen, mit denen die Kanten belegt sind, in der
Kategorie definiert ist.

Die verschiedenen Morphismen in einem Diagramm sind an und fiir sich
ganz unabhingig voneinander und konnen beliebig gewahlt werden. Aber
Diagramme sind ja eigentlich ein Werkzeug, um Information iiber die darin
enthaltenen Morphismen zu gewinnen, und zu diesem Zweck besteht in den
praktischen Anwendungen von Diagrammen meistens doch folgende schéne
Beziehung zwischen den Morphismen (oder man versucht sie einzurichten):

Definition 1.19 Sei K eine Kategorie und sei D := (P, p) ein auf den Gra-
phen G modelliertes Diagramm iiber . Wir sagen, dass das Diagramm D
kommautiert, oder wir nennen D ein kommutatives Diagramm, wenn
fiir je zwei Pfade in G, die den gleichen Anfangspunkt und den gleichen End-
punkt haben, die Verkniipfung der Morphismen in D entlang dieser Pfade
gleich ist.

Auch wenn ein Diagramm als Ganzes nicht kommutiert, konnen Teile da-
von oder bestimmte Pfade in G kommutieren. Als Notation dafiir ist es iiblich,
wenn die beiden Pfade im aufgezeichneten Diagramm ein Quadrat, Dreieck
oder anderes ,zusammenhéngendes” Gebiet umranden, in dieses Gebiet einen
kreisformigen Pfeil O zu schreiben.

Beispiel. Das Diagramm

7z X% 7z
XSl O lw
Z — Z/3Z

aus Beispiel 1.17 ist offensichtlich kommutativ, wie man leicht nachrechnet.

Obwohl wir manchmal sehr komplizierte Diagramme verwenden werden,
gibt es gewisse einfache Gestalten, die am héaufigsten vorkommen und die
deshalb eigene Namen haben:
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Definition 1.20 Sei IC eine Kategorie. Ein Diagramm D iiber K heift

a)

eine Folge, wenn D eine der Gestalten

L 0 — 0 — 0 —

oder
e — 0 — 0 —— .

oder
L— 0 — 0 —— 0

oder

hat. Dies ist einfach eine lineare Anordnung von Objekten und Mor-
phismen.

In den ersten drei Fillen ist die Folge auf beiden Seiten oder nur nach
einer Seite hin unendlich, und diese Diagramme nennen wir lange Fol-
gen. Eine Folge kann aber auch wie im letzen Fall nur aus endlich vielen
Objekten und Morphismen bestehen (die Bezeichnung kurze Folge wird
aber fiir einen Speziallfall reserviert und wird nicht fiir alle endlichen
Folgen verwendet);

e — O
ein Quadrat, wenn D die Gestalt l l aus Beispiel 1.17 hat;
e — O

ein Dreteck, wenn D eine der Gestalten

e — O e — 0

NS oder NS

oder eine dazu dquivalente Gestalt hat (dquivalent in Bezug auf die
Reihenfolge der Objekte und Morphismen).
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Diagramme sind mehr als nur zuféllig auftretende und fiir manche Zwe-
cke niitzliche Werkzeuge, oder schéne und leicht zu verstehende Darstellun-
gen von Zusammenhéngen innerhalb einer Kategorie. Wenn man die Gestalt
festlegt, dann bilden die Diagramme dieser Gestalt selber die Objekte einer
Kategorie (so dass wir spéter in der Lage sein werden, auch mit diagramm-
wertigen Funktoren zu arbeiten):

Definition 1.21 Sei K eine Kategorie und sei G := (F, K) ein gerichteter
Graph. Wir gewinnen aus K wie folgt eine neue Kategorie G-DK, die Kate-
gorie der G-Diagramme diber K.

Die Objekte dieser Kategorie sind alle Diagramme D := (P, p) von Gestalt
G iiber K.

Wenn D := (P,p) und C := (Q,q) zwei solche Diagramme sind (P und
@ belegen die Knoten von G mit Objekten aus K und p und ¢ belegen die
Kanten zwischen den Knoten mit Morphismen zwischen den entsprechenden

Objekten), so definieren wir einen Morphismus D — C in G-DIC als eine
Abbildung
p: B — U Mor (P(z), Q(z)),
el
so dass fiir jeden Knoten x € F gilt, dass p(z) ein K-Morphismus P(z) —
Q(z) ist, und so dass fiir jede Kante (x,y) € K das Quadrat

Pla) " P(y)
n(z) O iu(y) (1.4)

kommutiert.

In anderen Worten, die Morphismen zwischen zwei Diagrammen in der
Diagrammkategorie bestehen aus einer Familie von Morphismen der einfa-
chen Kategorie jeweils zwischen den Objekten an gleicher Stelle in den bei-
den Diagrammen, so dass alle durch diese Morphismen und den Morphismen
in den beiden Diagrammen gebildeten kleinen Quadrate kommutieren.

Sind B := (R,7), C := (Q,q) und D := (P,p) drei Diagramme mit
Gestalt G und sind pu: D — C und v: C — B Morphismen von G-DK, so
definieren wir auf naheliegende Weise v o u: D — B als die Zuordnung,
die jedem Knoten z € E den K-Morphismus v(x) o u(z): P(x) — R(x)
zuordnet.

Fiir ein Diagramm D := (P, p) definieren wir den Identitdtsmorphismus
idp in G-DK als die Zuordnung, die jedem Knoten x € E die K-Identitit
idp(y) zuordnet.
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Die so definierte Verkniipfung und die Identitdtsmorphismen erfiillen of-
fenbar die Bedingungen aus Definition 1.1 ¢) (die Kommutativitit der durch
die verkniipften Morphismen gebildeten kleinen Quadrate ist sehr leicht nach-
zupriifen).

Gerade die durch einen Morphismus der Diagrammkategorie entstehenden
kommutierenden Quadrate machen diagrammwertige Funktoren so niitzlich,
denn sie liefern sehr viel Information iiber die verschiedenen Morphismen,
die in den Diagrammen und als Funktorwerte auftreten.

Eine weitere schone Eigenschaft ist, dass jeder Funktor auf der Grund-
kategorie automatisch einen Funktor auf den entsprechenden Diagrammka-
tegorien liefert:

Definition 1.22 Sei G := (E, K) ein gerichteter Graph. Sei

K== {(y,2) | (z,9) e K}.

Wir nennen G~ := (E,K~) den umgekehrten oder umgerichteten
Graph zu G (denn K~ besteht aus den Kanten von G mit Anfangs- und
Endpunkt vertauscht, also aus den ,umgerichteten* Kanten von G).

Bemerkung und Definition 1.23 Seien K und £ Kategorien und sei G =
(E,K) ein gerichteter Graph. Sei F' ein kovarianter oder kontravarianter
Funktor K — L.

Dann induziert F' wie unten in a) beschrieben einen Diagrammfunktor

GF: g-DK — G-DL  wenn F kovariant ist;
" | G-DK — G-DL wenn F kontravariant ist,

und GF hat die gleiche Varianz, wie F.

a) Wenn D := (P, p) ein auf den Graphen G modelliertes Diagramm iiber
K ist, so erhalten wir das Bilddiagramm GF(D) =: (P',p’), in dem wir
die Knoten von D und die Kanten von D (die ja Objekte bzw. Mor-
phismen von K sind) durch ihre Bilder unter F' ersetzen. Das heift,

i) fiir jeden Knoten x € F von G oder von G~ (sie haben die gleichen
Knoten) ist
P'(z) := F(P(x))

ii) wenn F' kovariant ist, dann ist fiir jede Kante (z,y) von G

Pz, y) == F(p(z,y))
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und dies ist tatséichlich ein £-Morphismus F(P(z)) — F(P(y)).

Wenn F' kontravariant ist, dann ist fiir jede Kante (x,y) von G~
die Umkehrung (y,z) eine Kante von G und p(y,z) ist ein K-
Morphismus P(y) — P(x). Wir setzen

P(z,y) = F(p(y.x))

und dies ist tatséchlich ein £-Morphismus F(P(x)) — F(P(y)),
da F' kontravariant ist.

Wenn D ein kommutatives Diagramm ist, dann ist auch GF(D) kom-
mutativ (und wenn nur Teile von D kommutieren, dann kommutiert
zumindest das Bild dieses Teils unter GF'), denn die Kommutativitéts-
bedingung besagt nur, dass zwei verschiedene Verkniipfungen von Mor-
phismen iibereinstimmen. Wendet man F' auf diese Verkniipfungen an,
so gehen sie iiber in die Verkniipfungen der Bildmorphismen, in glei-
cher Reihenfolge wenn F’ kovariant ist, oder in umgekehrter Reihenfolge
wenn F' kontravariant ist.

Die Verkniipfungen waren vor der Abbildung mit F' gleich, und glei-
che Morphismen gehen unter F' wieder in gleiche iiber, also gilt nach
der Abbildung mit F’ wieder die Gleichheit der Verkniipfungen der Bild-
morphismen, d. h., das Bilddiagramm (oder Teildiagramm) kommutiert
auch.

Hieraus folgt schlieflich, dass GF tatsdchlich ein Funktor ist. In a)
haben wir nur beschrieben, wie GF auf Diagramme wirkt, also auf die
Objekte der Diagrammkategorie.

Wenn D := (P,p) und C := (Q, q) zwei solche Objekte sind, so ist ein
Morphismus p: D — C' eine Abbildung, die jedem Knoten z € E
ein JC-Morphismus p(z): P(x) — Q(z) zuordnet, und wir definie-
ren GF(u) als die Abbildung v auf E, die jedem Knoten = den L-
Morphismus

| F(P(z)) — F(Q(x)) im kovarianten Fall,
Fulx)): {F(Q(m)) — F(P(z)) im kontravarianten Fall

zuordnet.

Damit v ein Morphismus von Diagrammen ist, muss es mit den Pfeilen
vom Diagramm kommutieren, wie im Quadrat (1.4) in Definition 1.21
verlangt. Aber die Morphismen der Zuordnung p kommutieren mit den
Morphismen entlang den Kanten des Diagramms D wie in (1.4), und
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diese Kommutativitdt bleibt erhalten, wie wir gerade in b) gesehen
haben, wenn wir alle Morphismen mit F’ abbilden, wie in der Definition
von GF festgelegt. Aus diesem Grund ist v tatsichlich ein Morphismus
von Diagrammen, so dass GF zumindest aus der richtigen Art von
Zuordnungen besteht.

Man muss jetzt nur noch zeigen, dass GF' Verkniipfung von Diagramm-
morphismen respektiert und Identitdtsmorphismen wieder in Identi-
tdtsmorphismen abbildet, aber das ist aus der Definition klar.

Notation 1.24 In Definition 1.23 haben wir den von F' induzierten Dia-
grammfunktor GF genannt, um eine Verwechslung mit F' zu vermeiden, weil
sonst die Definition kaum zu verstehen gewesen ware. Diese Definition ha-
ben wir jetzt hoffentlich verstanden, und deshalb wollen wir uns in Zukunft
die Bequemlichkeit erlauben, den Diagrammfunktor genauso zu benennen,
wie der einfache Funktor, der ihn induziert. Aus dem Kontext wird immer
klar sein, welche Variante des Funktors gemeint ist, so dass dies kaum zu
Verwirrung fithren kann.

Der Gedanke, der in der Definition der Morphismen einer Diagrammka-
tegorie steckt, kann auf sehr dhnliche Weise und mit &hnlich niitzlichen Aus-
wirkungen benutzt werden, um so etwas wie einen ,Morphismus zwischen
Funktoren“ zu definieren. Diese ,Morphismen zwischen Funktoren“ nennt
man natirliche Transformationen, und sie bilden neben den Kategorien
selber und den Funktoren den dritten wichtigen Grundbegriff der Kategorien-
theorie, den Begriff, den wir auf Seite 23 vor der Einfiihrung der Diagramme
angekiindigt haben.

Definition 1.25 (natiirliche Transformation) Seien K und £ Kategori-
en und seien F' und G zwei Funktoren K — L von gleicher Varianz (also
beide kovariant oder beide kontravariant).

Eine natiirliche Transformation T: ' — G zwischen F und G ist
eine auf Ob(K) definierte Abbildung, die jedem Objekt A von K einen Mor-
phismus T'(A): F(A) — G(A) der Kategorie £ zuordnet, so dass fiir jedes
Paar A, B von Objekten von K und fiir jeden Morphismus f € Morg (A, B)
das der Varianz entsprechende folgende Diagramm kommutiert:

FA) 2 p(B)
T(A)l lT(B) (F und G kovariant),
G(A) o0 G(B)
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T(A)l 7(B) (F und G kontravariant).

Nur aus technischen Griinden ist es nicht wirklich méglich, zu zwei gegebe-
nen Kategorien C und £ eine Funktorkategorie zu definieren, deren Objekte
die Funktoren K — L sind. Da Funktoren auf der ganzen Objektklasse von
KC definiert sind, sind sie im Allgemeinen Unmengen (also keine Mengen),
und konnen daher nicht selber zu einer Klasse zusammengefasst werden, die
die Objektklasse einer Kategorie wire, mit den natiirlichen Transformationen
als Morphismen. Das ist nicht weiter schlimm, denn wir kdnnen zumindest
festhalten, dass die natiirlichen Transformationen, so wie sie in 1.25 definiert
werden, die Figenschaften 1.1 ¢) besitzen, die man von Morphismen verlangt:

Lemma 1.26 Seien K und L zwei Kategorien und seien F', G und H drei
Funktoren gleicher Varianz K — L. Seien S: FF — G und T: G — H
natiirliche Transformationen.

a) Sei U die auf Ob(K) definierte Abbildung, die jedem Objekt A von K
den Morphismus T(A) o S(A): F(A) — H(A) in L zuordnet. Dann
ist U eine natiirliche Transformation I' — H; wir nennen U die Ver-

kntipfung der natiirlichen Transformationen S und T und wir schrei-
ben dafiir U =T o S.

Die Verkniipfung von natiirlichen Transformationen erfiillt das Asso-
ziativgesetz.

b) Die Abbildung auf Ob(K), die jedem Objekt A von K den Morphismus
idgeay in L zuordnet, ist eine natiirliche Transformation G — G,
die wir die tdentische Transformation von G nennen und mit idg
bezeichnen. Fiir sie gilt

idGOS:S und TOldG:T

fiir jede Wahl der natiirlichen Transformationen S und T (idg benimmt
sich also wie eine Identitét).

Beweis. a) Nachzupriifen ist nur die Kommutativitit des fiir U und den
Funktoren F' und H passenden Diagramms aus Definition 1.25.
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Im kovarianten Fall ist also zu zeigen, dass U(B) o F(f) = G(f) o U(A).
Wir haben

S(B) o F(f) = G(f) o 5(A), (1.5)

weil S eine natiirliche Transformation ist, und

T(B)oG(f) = H(f)oT(A), (1.6)
weil T eine natiirliche Transformation ist. Also ist
U(B)o F(f) = T(B)oS(B)oF(f)
:6 T(B) o G(f) o S(4) o
(L6 H(f)oT(A)oS(A)
= H(f)oU(A)

Den Beweis fiir den kontravarianten Fall erhélt man wortlich, wenn man
in den Gleichungen A und B vertauscht. (Im Diagramm hat das die Wir-
kung, das Diagramm zu spiegeln und die waagerechten Pfeile umzukehren.
Die Spiegelung wirkt sich nur optisch aus; inhaltlich d&ndert sich nur durch
die Umkehrung der Pfeile etwas, und zwar wie verlangt die Varianz der Funk-
toren. Der Morphismus f geht nach wie vor von A nach B.)

Dass die Verkniipfung von natiirlichen Transformationen assoziativ ist,
ist sofort klar, denn es werden dabei nur die Morphismen verkniipft, die die
natiirliche Transformation jedem Objekt zuordnet, und die Verkniipfung von
Morphismen ist nach Definition 1.1 ¢) i) assoziativ.

b) ist trivial. [ |

Wenn I eine kleine Kategorie ist, dann kann man tatséchlich eine Katego-
rie Funkt(/C, £) definieren, deren Objekte die Funktoren X — £ sind und
deren Morphismen die natiirlichen Transformationen zwischen diesen Funk-
toren sind; die erforderlichen Eigenschaften folgen sofort aus dem Lemma.
Darauf wollen wir nicht weiter eingehen.

Beispiel 1.27 Sei K ein Korper und sei K := VR? die Kategorie der Paare
von K-Vektorrdumen und Untervektorrdumen; d. h., wenn (V, W) ein Objekt
von K ist, dann ist V' ein Vektorraum iiber K und W ist ein Untervektorraum
von V. Sei L := VR die Kategorie der Vektorrdume iiber K.

Wir haben den vergesslichen Funktor P;: VR? — VR, der jedem Vek-
torraumpaar (V, W) den oberen Vektorraum V zuordnet und jedem Mor-
phismus f von Vektorraumpaaren den gleichen Morphismus zuordnet, aber
aufgefasst als eine lineare Abbildung der oberen Vektorrdume.
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In Beispiel 1.13 h) hatten wir den Quotientenfunktor Q: VR? — VR
definiert, der jedem Vektorraumpaar (V, W) den Quotientenraum V/W zu-
ordnet und jedem Morphismus f: (V,W) — (V',W’) von Vektorraumpaa-
ren die induzierte lineare Abbildung f: V/W — V'/W’ zuordnet.

Fiir jedes Vektorraumpaar (V, W) ist die Projektion w: V' — V/W eine
skanonisch definierte* lineare Abbildung (was immer das heissen mag; siehe
dazu Bemerkung 1.28 unten). Diese Projektion ist eine natiirliche Transfor-
mation m: P, — @, denn fiir jede lineare Abbildung von Vektorraumpaaren
f: (VW) — (V' W') kommutiert das Diagramm

v L. v

Wl lw

VIW —— VW
f

Bemerkung 1.28 (,,natiirlich®) Eine sehr geldufige Redewendung in der
Mathematik behauptet, dass es eine natirlich definierte Struktur einer ge-
wissen Art gibt, oder eine natirliche Konstruktion eines gewissen Objekts,
oder zu gewissen Daten eine natirliche Abbildung mit gewissen Eigenschaf-
ten, oder man spricht auch von kanonischen oder kanonisch definierten Ob-
jekten oder Abbildungen, die man aus gewissen Angaben gewinnt. Zunéchst
interpretiert man diese Ausdriicke ganz naiv, etwa in dem Sinne, dass diese
Konstruktionen sich ,wie von selbst” anbieten, oder dass sie geradlinig defi-
niert sind, oder dass einem einfach keine andere Moglichkeit einfallen kann,
wie die vorgegebene, so etwas zu konstruieren oder zu definieren.

Vorsicht! Sie miissten eigentlich bis jetzt bemerkt haben, dass Mathe-
matiker im Allgemeinen nicht schwétzen und sich immer moglichst prézise
ausdriicken, und das ist auch hier der Fall (nur konnten Sie bisher die Bedeu-
tung dieses Sprachgebrauchs noch nicht wiirdigen). Die Worter natirlich
und kanomnisch (wortlich: gesetzmdffig) haben in diesen Ausdriicken eine
genaue technische Bedeutung, ndmlich die, dass es sich bei der angegebenen
Konstruktion je nach den Gegebenheiten entweder um einen Funktor han-
delt (wenn Objekte, oder Morphismen und Objekte konstruiert werden) oder
um eine natirliche Transformation (wenn zwischen vorher schon bekannten
Objekten einer bestimmten Art nur ein Morphismus konstruiert wird).

Das ,kanonische” daran ist eben die Einhaltung der Gesetze, denen Funk-
toren und natiirliche Transformationen unterliegen, die Vertraglichkeit mit
Verkniipfungen bzw. die Kommutativitdt mit den als Funktorwerte auftre-
tenden Morphismen der Zielkategorie.

So gibt es zu jedem Paar bestehend aus einem Vektorraum V und ei-
nem Untervektorraum W die natirliche Konstruktion des Quotientenrau-
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mes, mit der Angabe, dass lineare Abbildungen von Vektorraumpaaren eine
kanonische lineare Abbildung zwischen den Quotientenrdumen induzieren;
hier handelt es sich um den in Beispiel 1.27 erwidhnten Quotientenfunktor
VR? — VR. Und es gibt fiir jedes Vektorraumpaar (V, W) eine natirliche
lineare Projektion 7: V' — V/W; hier wird nur ein Morphismus konstruiert
und es handelt sich um die natiirliche Transformation, die in Beispiel 1.27
prasentiert wird.

Wann immer wir in Zunkunft von ,natiirlichen“ Objekten oder Morphis-
men reden, werden wir das mit der hier erklérten technischen Bedeutung mei-
nen, und daraus konnen Sie selbstverstindlich Riickschliisse ziehen, die man
auch in Beweisen verwenden kann, denn Funktoren und natiirliche Transfor-
mationen erfiillen ja gewisse feste niitzliche Eigenschaften.

Mit einem Funktor kann man eine natiirliche Transformation in eine neue
Kategorie iibertragen:

Lemma 1.29 Seien K, £ und M Kategorien, seien F' und G gleichvariante
Funktoren K — L und sei T": F' — G eine natiirliche Transformation.

Sei H ein Funktor beliebiger Varianz £ — M. Wir definieren auf Ob(K)
eine Zuordnung S, die jedem Objekt A von KC den Morphismus

H(T(4)): H(F(A)) — H(G(4))

von M zuordnet (bzw. H(G(A)) — H(F(A)), wenn H kontravariant ist).
Dann ist S eine natiirliche Transformation H o ' — H o G, wenn H
kovariant ist, oder H o G — H o F, wenn H kontravariant ist.
Wir nennen S die Verkniipfung des Funktors H mit der natiirlichen
Transformation T, und schreiben dafiir H o T'.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir S und den Funktoren H o F' und H o GG das
der Varianz dieser Funktoren entsprechende Diagramm aus Definition 1.25
kommutiert. Aber fiir die natiirliche Transformation 7" und den urspriingli-
chen Funktoren F' und G kommutiert dieses Diagramm fiir jedes Paar von
Objekten von I, und das neue Diagramm entsteht daraus durch Anwendung
des Funktors H, also kommutiert es auch nach Bemerkung 1.23 b). |

Jede natiirliche Transformation zwischen zwei Funktoren lidsst sich auf
einfache Weise erweitern zu einer natiirlichen Transformation zwischen den
entsprechenden Diagrammfunktoren fiir Diagramme einer festen Gestalt, de-
finiert in Definition 1.23:

Lemma 1.30 Seien K und £ Kategorien und sei G = (E, K) ein gerichteter
Graph. Seien F' und G gleichvariante Funktoren K — L undseiT: FF — G
eine natiirliche Transformation.
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Die Funktoren F und G induzieren Funktoren GF und GG zwischen den
Diagrammkategorien G-DK — G-DL.

Wir definieren eine Zuordnung GT', die jedem Diagramm D := (P, p) von
Gestalt G iiber K den Diagrammmorphismus p von G-DL zuordnet, der an
jedem Knoten x € E gegeben ist durch

w(z) =T (P(z)): F(P(z)) — G(P(z)).
Das so definierte GT ist eine natiirliche Transformation GF — GG.

Beweis. Zuniachst ist p tatsdchlich ein Diagrammmorphismus, denn fiir jede
Kante (z,y) von G kommutiert (im kovarianten Fall) das Diagramm

F(p(z,y))

F(P(x)) F(P(y))
T(P(w))u(m)l O iu(y)T(P(y))
G(P(@) —gom ~ G (PW))

weil T' eine natiirliche Transformation ist (im kontravarianten Fall gilt der
gleiche Schluss; der einzige Unterschied besteht darin, dass die waagerechten
Pfeile im Diagramm von rechts nach links gehen).

Wir miissen noch zeigen, dass GT' wie in Definition 1.25 mit den Bildern
eines Diagrammmorphismus unter /' und G kommutiert. Sei also C' := (Q, q)
ein weiteres G-Diagramm und v: D — C ein Diagrammmorphismus. Wir
gehen wieder vom kovarianten Fall aus, aber der Beweis im kontravarianten
Fall geht genauso. Zu zeigen ist, dass das Diagramm

FD) 22 peo)

gT(D)l lgT(C)

G(D) —— G(O)

von Diagrammmorphismen kommutiert, und dazu reicht es, fiir jeden Knoten
x von G die Kommutativitit des entsprechenden Diagramms nachzuweisen,
das zwischen den an diesem Knoten sitzenden Objekten entsteht:

F(P(z)) Y p(Q())
T(P(fﬂ))l J{T(Q(x))
G(P()) o G(Q)
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Dies aber folgt wieder sofort aus der Tatsache, dass T eine natiirliche Trans-
formation F' — G ist. |

Wir beenden diese Einfiithrung in die Kategorientheorie mit der kategori-
entheoretischen Beschreibung, wann verschiedene Objekte einer Kategorie,
oder wann verschiedene Funktoren von einer Kategorie in eine andere ,,gleich
aussehen® oder die ,gleiche Struktur* haben.

Der Begriff, den wir brauchen, ist Thnen ja in vielen speziellen Kategorien
schon bekannt, unter Namen wie ,Jsomorphismus®, ,Homéomorphismus* und
SO weiter.

Definition 1.31 Sei K eine Kategorie und seien A und B Objekte von K
und f: A — B ein Morphismus. Durch Verkniipfung mit f erhalten wir
mengentheoretische Abbildungen
A Mor(C, A) — Mor(C, B)
h+—— foh

fiir jedes Objekt C' von K und

ps: Mor(B, D) — Mor(A, D)
k—kof

fiir jedes Objekt D von K. (Der Name A benennt die Verkniipfung mit f von
links, der Name p die Verkniipfung mit f von rechts.)

Wir nennen f einen

Monomorphismus, wenn Ay fiir jede Wahl des Objekts C' injektiv ist;
Epimorphismus, wenn p; fiir jede Wahl des Objekts D injektiv ist;
Isomorphismus, wenn es einen Morphismus g: B — A gibt, so dass

go f=1idy und fog=idp. (1.8)

Einen solchen Morphismus g nennen wir einen Umkehrmorphismus
oder einen tnversen Morphismus zu f, und wir notieren ihn oft mit

f
Wichtig ist fiir uns hauptsichlich der Begriff des Isomorphismus in einer
beliebigen Kategorie, dessen Definition Thnen bekannt vorkommen sollte, da
die Isomorphismen, die Sie schon kennen, in der Regel genau so definiert wur-
den. Die Definitionen von Monomorphismus und Epimorphismus sehen etwas
seltsam aus, aber von Injektivitat oder Surjektivitdt der Morphismen diirfen
wir ja gar nicht sprechen, da Morphismen nicht unbedingt Abbildungen sind!
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Bemerkung 1.32 a) Wenn f: A — B ein Morphismus ist, der ein

Linksinverses g: B — A und ein (vielleicht von ¢ verschiedenes)
Rechtsinverses ¢': B — A besitzt (also go f =id4 und fo ¢ =idg),
dann ist tatsichlich ¢ = ¢’ und f ist somit ein Isomorphismus mit dem
Umkehrmorphismus g (= ¢’). Denn es gilt

g=goidg=go(fog)=(gof)og =idsog =g

Wenn f: A — B ein Isomorphismus ist, dann ist der Umkehrmor-
phismus ¢ eindeutig bestimmt, denn zwei verschiedene Umkehrmor-
phismen waren insbesondere ein Linksinverses und ein Rechtsinverses
wie in Teil a). Diese Tatsache rechtfertigt die Verwendung einer festen
Notation f~! fiir den (ja eindeutigen) Umkehrmorphismus zu f.

Fiir jedes Objekt A ist die Identitdt id4 offenbar ein Isomorphismus
mit sich selber als Umkehrmorphismus.

Wenn f ein Isomorphismus ist mit Umkehrmorphismus g, dann folgt
aus Gleichung (1.8) auch, dass g ein Isomorphismus ist mit Umkehr-
morphismus f.

Seien f: A — B und h: B — C Morphismen. Wenn f und A Iso-
morphismen sind, dann ist auch Ao f ein Isomorphismus mit Umkehr-
morphismus f~! o h~!, wie man sofort nachrechnen kann.

Seien f: A — B und h: B — C Morphismen, so dass h o f ein
Isomorphismus ist, und so dass h oder f ein Isomorphismus ist. Dann
sind A und f beide Isomorphismen.

Denn wenn f ein Isomorphismus ist, ist f~! nach Teil d) ein Isomor-
phismus, also ist nach Teil e) auch (ho f)o f~! = h ein Isomorphismus.
Und wenn A ein Isomorphismus ist, ist A~! nach Teil d) ein Isomorphis-
mus, also nach Teil e) auch h™' o (ho f) = f.

Jeder Isomorphismus f ist immer ein Monomorphismus und ein Epi-
morphismus, denn

Ap-10Af = Nia, = idnior(a,4),
also ist Ay injektiv, und
Pf-1 0P = pPidgy = idmor(B,B)

also ist py injektiv.
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Definition 1.33 Sei K eine Kategorie und seien A und B Objekte von K.
Wir sagen A ist tsomorph zu B in der Kategorie IC, und wir schreiben
A = B oder wo notig zur Deutlichkeit A = B, wenn es einen Isomorphismus
f € Mor(A, B) gibt.

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse Ob(K), denn Be-
merkung 1.32 ¢) zeigt, dass die Relation = reflexiv ist, 1.32 d) zeigt, dass sie
symmetrisch ist, und 1.32 e) zeigt, dass sie transitiv ist.

Lemma 1.34 Seien KC und £ Kategorien und sei F': K — L ein kovarianter
oder kontravarianter Funktor. Seien A und B Objekte von IC und f: A — B
ein Isomorphismus von K. Dann ist F(f) ein Isomorphismus mit F(f~') als
seinen Umkehrmorphismus.

Insbesondere gehen isomorphe Objekte unter jedem Funktor wieder in
isomorphe Objekte iiber, und Isomorphie bleibt unter der Anwendung von
Funktoren erhalten.

Beweis. Wenn F' kovariant ist haben wir
F(f o F(f)=F(f'of)=F(ida) = idpa
und

F(f)oF(f™')=F(fof)=F(idp) = idp, -
Wenn F' kontravariant ist haben wir
F(f)oF(f1)=F(f "o f) = F(ida) = idpa)

und

F(f)oF(f)=F(fof™")=F(idp) = idp(p) -
|

Isomorphie haben Sie schon in vielen Situationen kennengelernt, in der
Vektorraumtheorie, in der Gruppentheorie, in der Topologie (unter dem Na-
men Homoomorphie), und so ziemlich in jedem anderen Gebiet der Mathe-
matik. In der Kategorientheorie kann man eine einzige Definition davon ange-
ben, die fiir alle Kategorien passt und die das Wiederholen dieser Definition
fiir jede neue Struktur, die man kennen lernt, iiberfliissig macht.

Ahnliches gilt fiir viele andere bekannte strukturelle Begriffe der Mathe-
matik, fiir den Begriff eines Unterobjekts, eines Quotienten, eines Produkts
oder einer Summe von Objekten. Diese Begriffe lassen sich charakterisieren
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durch allgemeine kategorientheoretische Eigenschaften, die oft die Gestalt ha-
ben, dass es Morphismen mit gewissen Eigenschaften gibt, oder Morphismen
gibt, die sich immer durch weitere zu einem kommutativen Diagramm er-
gianzen lassen. Allerdings wiirde es uns zu weit vom Thema abbringen, wenn
wir in die Details dieser Konstruktionen eingingen. Wir benotigen zwar diese
Begriffe, aber nur in Kategorien, in denen wir sie schon kennen, nimlich in
den algebraischen und topologischen Kategorien. In neuen Varianten dieser
Kategorien (z.B., in Top® oder in Top,) werden wir die nétigen Anpas-
sungen dieser Begriffe direkt definieren, weil das einfacher sein wird, als die
Auswirkung der recht abstrakten kategorietheoretischen Definitionen in der
jeweiligen Situation zu verstehen.

Der Isomorphiebegriff aber ist so wichtig, dass wir ihn hier noch in Ver-
bindung mit natiirlichen Transformationen betrachten wollen:

Definition 1.35 Seien K und £ Kategorien und seien F' und G gleich-
variante Funktoren ' — L. Wir nennen eine natiirliche Transformation
T: F — G eine natiirliche Aquivalenz, wenn fiir jedes Objekt A von K
gilt, dass T(A): F(A) — G(A) ein Isomorphismus in £ ist.

In diesem Fall kann man auf Ob(K) eine Abbildung S definieren, die
jedem Objekt A von K den Morphismus T(A)": G(A) — F(A) zuordnet.

Man kann sehr leicht nachpriifen, dass auch S eine natiirliche Transfor-
mation (und wegen Bemerkung 1.32 d) sogar eine natiirliche Aquivalenz)
ist:

Sei f: A — B ein Morphismus von K. Im kovarianten Fall folgt aus
T(B)o F(f)=G(f)oT(A), dass

S(B) o T(B) o F(f) o S(A) = S(B) o G(f) o T(A) o S(A),
d.h,
T(B) ' oT(B)o F(f)oS(A)=S(B)oG(f)oT(A)oT(A)™,
woraus folgt
F(f) e S(A) = S(B) o G(f),

was zu zeigen ist.

Der Beweis im kontravarianten Fall geht genauso.

Fiir die natiirliche Transformation S gilt offensichtlich S oT" = idp und
T o S =idg. Wir nennen S die Umkehrtransformation oder die tnverse
Transformation zu T und schreiben dafiir 7.
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So wie die natiirlichen Transformationen die ,Morphismen“ der gedachten
Funktorkategorie sind, sind die natiirlichen Aquivalenzen ihre ,Isomorphis-
men“. Natiirlich dquivalente Funktoren haben im wesentlichen die gleiche
Struktur, auch wenn sie nicht im Detail gleich sind, und sie bilden jedes Ob-
jekt ihrer Quellkategorie immer in zueinander isomorphe Objekte der Zielka-
tegorie ab.

Lemma 1.36 Seien IC, £ und M Kategorien, seien F' und G gleichvariante
Funktoren K — L und sei T: F — G eine natiirliche Aquivalenz mit
Umkehrtransformation S: G — F'.

Sei H ein Funktor beliebiger Varianz L — M. Dann ist die natiirli-
che Transformation H o T (definiert in Lemma 1.29) auch eine natiirliche
Aquivalenz, mit H o S als Umkehrtransformation.

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 1.34 und der Definition von Ho 7. N
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Kapitel 2

Singulare Homologie

In der Sprache von Kapitel 1 besteht die algebraische Topologie aus der
Konstruktion und Untersuchung von Funktoren von Top, Top® oder Top,
in eine algebraische Kategorie wie Gp, AbGp oder Ring. Dafiir kennen
wir bisher aus dem vergangenen Semester nur ein einfaches Beispiel, namlich
die Fundamentalgruppe eines punktierten Raumes, also den Funktor 7;. Aus
Zeitgriinden haben wir auch beschlossen, die weiteren ,héheren“ Homotopie-
gruppen nicht mehr zu behandeln.

In diesem Kapitel wollen wir eine neue Art von algebraischen Funktoren
fiir topologische Rdume einfiithren, die Homologiegruppen, die nach ganz
anderen Ideen und auf ganz andere Weise aufgebaut werden, als die Homo-
topiegruppen.

Die Konstruktion der Homologie geschieht in zwei Stufen, mit einem Zwi-
schenstadium gegeben durch strukturreiche algebraische Objekte, die Ket-
tenkomplexe heifen. Die erste Stufe der Konstruktion iibersetzt die Geo-
metrie auf recht geradlinige Weise in Kettenkomplexe (hierfiir gibt es sowohl
innerhalb der Topologie wie auch in anderen Gebieten der Mathematik ein
grokes Arsenal an Moglichkeiten), wihrend die zweite Stufe auf eine einheit-
liche Weise aus den Kettenkomplexen die Homologiegruppen gewinnt.

Man koénnte naiv fragen, wenn sowohl die Kettenkomplexe wie auch die
Homologiegruppen die Geometrie algebraisch erfassen, warum die zweite Stu-
fe {iberhaupt noétig ist, d.h., warum man nicht einfach auf der Stufe der
Kettenkomplexe bleibt und dort weiterarbeitet. Abgesehen davon, dass die
Homologie eine etwas einfachere Struktur hat als die Kettenkomplexe, liegt
der entscheidende Grund in der Tatsache, dass die Homologiegruppen wohl-
definierte Invarianten der topologischen Struktur und noch genauer, des Ho-
motopietyps sind, was fiir die Kettenkomplexe keinesfalls zutrifft.

Die Kettenkomplexe haben eher die Rolle eines Baugeriists fiir die Errich-
tung der Homologie. Als mathematische ,Architekten der Homologie haben
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wir den Entwurf des fertigen Gebdudes im Sinn, schreiben aber nicht unbe-
dingt vor, welches passende Baugeriist der Konstrukteur verwenden oder fiir
zweckmébig halten soll, um die Konstruktion moglichst bequem ausfiihren
zu konnen. So werden wir spéter verschiedene giinstige und der Situation an-
gepasste Moglichkeiten besprechen, um aus der Geometrie Kettenkomplexe
Zu gewinnen.

Obwohl wir unsere detaillierte Konstruktion der Homologie mit jeder der
beiden Stufen beginnen kénnten, und es wegen ihres einheitlichen Aufbaus
vielleicht sogar eleganter wire, die zweite Stufe zuerst zu besprechen, ldsst
die Untersuchung von Kettenkomplexen sich leichter motivieren, wenn man
schon ein Beispiel parat hat. Wir beginnen deshalb doch mit der ersten Stufe
und mit einer Kettenkomplexkonstruktion, die den Vorteil hat, ohne spe-
zielle Voraussetzungen oder Hilfsstrukturen auf den topologischen Rdumen
auszukommen.

Es handelt sich um den so genannten singuldaren Kettenkomplex eines
topologischen Raumes, und wir wollen zunéchst beschreiben und motivieren,
welche Gedanken hinter dieser Konstruktion stecken, bevor wir die Details
nennen.

Wihrend die Homotopiegruppen geometrische Merkmale eines Raumes
als Hindernisse zur Homotopie von Schleifen sichtbar machen (die nichttrivia-
len Elemente der Homotopiegruppen sind gerade die Homotopieklassen von
nicht nullhomotopen Schleifen), und wihrend sie somit geometrische Beson-
derheiten praktisch mit einem Lasso einfangen, versucht die Homologie, den
Raum ,auszukacheln mit einfachen Standardbausteinen, und geometrische
Besonderheiten daran sichtbar zu machen, dass es in dem Raum geschlossene
Hiillen gibt, die nicht mit den Standardbausteinen aufgefiillt oder ausgeka-
chelt werden konnen, weil keine endliche Kachelung diese Hiille als ihr Rand
hat.

Das ist, erst einmal sehr vague und schemenhaft beschrieben, die Grundi-
dee der Homologietheorie, und es gibt, wie schon erwahnt, viele verschiedene
Moéglichkeiten, diese Idee auszufiihren, ganz dhnlich zu der Tatsache, dass es
viele verschiedene Moglichkeiten gibt, einen Fulboden auszulegen.

Man kann dabei sehr prizise geformte moglichst einfache Standardbau-
steine passgenau aneinander fiigen, wie das bei einem Parkettboden der Fall
ist. Der Vorteil ist eine regelmifsige und leicht erfassbare Struktur, die aber
sehr starr ist, so dass der Bodenbelag sich nicht immer gut an die Raumform
anschmiegt und diese Methode nicht geeignet ist fiir sehr exotisch geformte
Riume. Wenn man nicht allzu groflen Wert auf saubere Handwerksarbeit
legt, kann man auch kleine Teppiche und Strohmatten und dergleichen iiber-
all in den Raum streuen, bis der ganze Fufboden bedeckt ist. Obwohl sich
dann kein sehr iibersichtliches Muster ergibt, passt sich diese Methode leicht
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an jede Raumform an. Und schliefslich, wenn man sich méglichst wenig Arbeit
machen will, kann man auch Fertigparkett oder gemustertes Linoleum legen,
bei dem kleine Bausteine schon zu groferen vorgefertigten Platten zusam-
mengefiigt sind, von denen man nur wenige braucht, um den Raum schnell
und miihelos auszulegen.

Auch die Homologietheorie versucht mdéglichst einfache Bausteine zu ver-
wenden, die deshalb Simplizes genannt werden. Die Simplizes, die in den
topologischen Raum gelegt werden, sind Kopien eines Musterstiicks, des so
genannten Standardsimplexes in jeder Dimension, aber es gibt verschiede-
ne Forderungen, die man an die Genauigkeit der Kopien und die Genauigkeit
der Auslegung stellen kann.

In einer Variante der Homologietheorie werden (wie bei einem Parkettbo-
den) sehr genaue Bausteine verwendet, ndmlich affine Kopien des Standard-
simplexes, und sie werden sehr prizise aneinander gefiigt, ndmlich so, dass die
sich beriihrenden Seiten zweier aneinander grenzender Simplizes genau de-
ckungsgleich sind. Die so entstehenden Gebilde heifen Simplizialkomplexe
und die mit ihnen konstruierte Homologie heift die stmpliziale Homologie.
Der prazise Aufbau fiihrt zu kleinen und iiberschaubaren Kettenkomplexen
und ermoglicht deshalb eine sehr einfache Berechnung der Homologiegruppen
unter effizienter Verwendung algebraischer Erzeugenden. Dafiir muss man
aber einen Preis bezahlen, denn die genaue simpliziale Struktur geht wesent-
lich in die Berechnung ein, und diese simpliziale Struktur ist ein kiinstlicher
Zusatz zur topologischen Struktur, die man eigentlich untersuchen will. Man
muss also miithsam zeigen, dass die simplizialen Homologiegruppen nur von
der topologischen Struktur und nicht von der Wahl der simplizialen Zerlegung
des Raumes abhingen. Auflerdem ist die simpliziale Homologie nur definiert
fiir Raume, die eine simpliziale Zerlegung besitzen, und das sind leider nicht
alle (die Ausnahmen sind allerdings exotisch).

Die von uns bevorzugte Methode, die Homologiegruppen zu konstruieren,
stellt im Gegensatz zur simplizialen Methode nur minimale Anforderung an
die verwendeten Kopien des Standardsimplexes und an die Art, wie diese Ko-
pien zusammengefiigt werden. In der Analogie oben entspricht sie der unor-
dentlichen Ausstreuung von sich iiberlappenden Teppichen und Strohmatten.
Als Bausteine werden Bilder des Standardsimplexes unter beliebigen stetigen
Abbildungen zugelassen, und sie diirfen beliebig im Raum verteilt sein. Nicht
nur diirfen die Bildsimplizes sich iiberlappen oder ganz krumm zueinander
liegen, es miissen die stetigen Abbildungen des Standardsimplexes, die die
Bausteine ergeben, noch nicht einmal injektiv sein, sie kénnen sogar vollig
ausarten und konstant werden. Deshalb heifst diese Variante der Homologie-
theorie die singuldre Homologie. Weil man relativ frei geformte Bausteine
frei zusammenbauen darf, ist die Ausgangssituation der singuldren Homologie
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unhandlicher und komplizierter als bei den anderen Versionen, aber das ist
der einzige, leicht zu verschmerzende Nachteil, denn weil dem topologischen
Raum keine zusétzliche Struktur aufgeprigt werden muss als Fundament fiir
die singuldre Homologie, liefert sie direkt und unmittelbar einen Funktor auf
Top, der fiir alle topologische Raume definiert ist und schon in seiner Defi-
nition nur von der topologischen Struktur abhingt. Die verloren gegangene
direkte und einfache Berechenbarkeit der Homologiegruppen, die die sim-
pliziale Theorie bietet, wird kompensiert durch leistungsfihige algebraische
Werkzeuge, mit denen man die Homologie immer noch bequem berechnen
kann.

Und schlieflich kann man, nach der Entwicklung der Grundziige der Ho-
mologietheorie, fiir geeignete Rdume noch eine dritte und vereinfachte Va-
riante, dhnlich dem Fertigparkett, herleiten, bei der von einer Aufteilung
des Raumes in geeignet zusammengeklebte Bélle verschiedener Dimensionen
ausgegangen wird (die man Zellen nennt), und bei der man die Homologie-
gruppen direkt aus dieser Zellenzerlegung ohne die Betrachtung von einzelnen
Simplizes oft direkt hinschreiben kann. Der Vorteil dieser zelluldren Ho-
mologie liegt darin, dass in die Konstruktion eine sehr viel kleinere Anzahl
von Grundbausteinen eingeht, als bei der simplizialen oder singuldren Ho-
mologie, so dass man es auch in der Zwischenstufe der Kettenkomplexe mit
kleinen und iiberschaubaren Gruppen zu tun hat, wihrend in der singuldren
Homologie die in den Kettenkomplexen auftretenden Gruppen noch nicht
einmal endlich erzeugt sind (abgesehen von wenigen trivialen Ausnahmen).

Wegen der genannten mit ihr verbundenen technischen Schwierigkeiten
werden wir in dieser Vorlesung die simpliziale Homologie {iberhaupt nicht
behandeln, sondern von vornherein uns auf die singuldre Homologie konzen-
trieren. Aber wir werden spéter auch die zellulire Homologie erldutern, weil
ihre Anwendung in vielen Fillen sehr angenehm ist. Die Entwicklung der
zelluliren Homologie setzt aber schon einige Kenntnisse iiber die singulire
Homologie voraus, so dass wir zundchst nur diese Variante besprechen wer-
den.

Zum Schluss erwdhnen wir noch, dass die moderne algebraische Topologie
als allgemeinste Beschreibung die Homologie und Kohomologie gerne mittels
einer homotopietheoretischen Konstruktion und kategorietheoretischen Me-
thoden erzeugt, weil man so am besten die gemeinsamen Eigenschaften al-
ler Homologie- und Kohomologietheorien erfasst und diese Theorien auch in
ganz anderen Situationen und Gebieten verwenden kann, als in der Topolo-
gie. Aber diese sehr abstrakte Konstruktion ist kaum versténdlich, wenn man
sie nicht an einem illustrativen bekannten klassischen Beispiel wie der singu-
laren Homologie ausprobieren kann. In dieser Vorlesung haben wir leider nur
Zeit fiir die klassische Konstruktion, mit der wir jetzt beginnen wollen.
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Wir haben schon gesagt, dass die Homologiegruppen in jeder Dimensi-
on aus moglichst einfachen Bausteinen zusammengebaut werden, die Kopien
eines Standardstiicks sind. Wie kann dieser ,mdoglichst einfache Standard-
baustein aussehen?

In Dimension 0 haben wir keine grofe Auswahl — das einfachste nulldi-
mensionale Gebilde ist ein einzelner Punkt, und so sieht auch jeder 0-Simplex
aus. Auch in Dimension 1 gibt es einen kanonischen Kandidaten fiir die Rol-
le des einfachsten Bausteins, ndmlich eine Strecke und als Standardbeispiel
dafiir das Intervall I = [0, 1].

Wenn man an den physikalischen Alltag, an Parkettbretter und Backstei-
ne denkt, wére eine natiirliche Wahl fiir die Standardrdume in den néchstho-
heren Dimensionen dann das Quadrat, der Wiirfel usw., also die Raume ™.
Doch es gibt noch einfachere aber trotzdem regelméfbige und starr geformte
Gebilde, in Dimension 2 zum Beispiel ein Dreieck, in Dimension 3 anstelle
des Quaders ein Tetraeder, und so weiter. Das Dreieck ist einfacher als ein
Quadrat oder ein Rechteck, weil letzteres vier Ecken und vier Kanten hat, das
Dreieck aber nur drei. Enstprechend haben dreidimensionale Quader schon
23 = 8 Ecken und 6 Seiten, das Tetraeder jeweils nur 4.

Das sollte deutlich machen, dass eine sinnvolle Wahl des einfachsten Stan-
dardbausteins in jeder Dimension in der konvexen Hiille einer fiir diese Di-
mension minimalen Anzahl von Punkten eines geeigneten affinen Raumes
besteht. Die konvexe Hiille von einer Menge von Punkten hat die gleiche Di-
mension wie ihre affine Hiille, und diese Dimension ist moglichst groft (und
somit die Anzahl der benétigten aufspannenden Punkte moglichst klein),
wenn die Punkte affin unabhingig, oder wie man sagt, in allgemeiner Lage
sind. (Das ist gleichbedeutend damit, dass die Abstandsvektoren von einem
der Punkte zu den anderen linear unabhéngig sind.) In diesem Fall ist die
erzielte Dimension um Eins kleiner, als die Anzahl der auspannenden Punkte.

Um eine konvexe Hiille von Dimension n zu erhalten, braucht man also
n + 1 Punkte in allgemeiner Lage. Dafiir gibt es im R" eine kanonische
Auswahl, die uns unseren Standardsimplex der Dimension n liefert.

Definition 2.1 Sei n eine natiirliche Zahl und fiir 1 < i < n sei

der i-te Standardbasisvektor vom R™. Sei ey := (0, ...,0) der Koordinatenur-
sprung.

Wir definieren den n-dimensionalen Standardsimplex A, C R" als die
konvexe Hiille der Punkte e, ey, ..., e,.
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Die konvexe Hiille dieser Punkte ist die Menge aller Punkte

=0

wo 0 <t; <1lund > ,t; = 1. Die Koeffizienten ¢; in der Darstellung (2.1)
heiffen die baryzentrischen Koordinaten des Punktes x € A,,.
Weil eg = 0 bedeutet die Darstellung (2.1) der Punkte von A, dass

An = {(tl,tg,‘..,tn) ER”H@ZOfur alle 7 und thg 1}
=0

(a) Ag (b) Ay (c) As (d) As
Abbildung 2.1: Die ersten vier Standardsimplizes.

Wie schon angekiindigt, werden unsere eigentlichen Bausteine stetige Bil-
der des Standardsimplexes sein.

Definition 2.2 Sei X ein topologischer Raum. Sei n € N. Ein singuldrer
n-Sitmplex o in X ist eine stetige Abbildung

o: A, — X.
Die Punkte z; := o(e;) fiir i =0, ..., n nennen wir die Eckpunkte von

Die Menge aller singuliren n-Simplizes in X bezeichnen wir mit S,,(X).

Weil man die singuliren Simplizes auf diese Weise erhélt, ist es auch moglich,
einige Operationen, die wir mit ihnen durchfiihren werden, musterhaft auf
dem Standardsimplex zu definieren und die Definition dann automatisch auf
alle singuldren Simplizes zu {ibertragen.

Deshalb ist es sinnvoll, gleich eine Sonderklasse von besonders schonen
singuliren Simplizes auszuzeichnen, zu der auch der Standardsimplex gehort,
und fiir diese Klasse eine Notation einzufiihren, die fiir die Erlauterung der
Grundoperationen besonders geeignet ist.
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Definition 2.3 Sei V' ein Vektorraum oder allgemeiner ein affiner Raum
iiber R. Einen singuliren n-Simplex o in V' nennen wir einen linearen oder
einen affinen n-Simplex, wenn die stetige Abbildung o: A, — V die
Einschrankung einer affinen Abbildung R" — V ist.

In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt durch seine Eckpunkte v; :=
o(e;) fiir i = 0, ..., n, denn in baryzentrischen Koordinaten (to,%y,...,%,
auf A, (mit to+t; +---+t, =1, alsoty=1—1t; —--- —t,) gilt die Formel

oty ... ty) = 0<i tiel-> = itm(ei) = itivi. (2.2)

In dieser Formel ist das Argument (¢q,...,t,) des ganz linken Terms ein
gewOhnliches kartesisches Koordinatentupel im R"™, das wir in den anderen
Termen zu einem n+ 1-Tupel (tg, t1,. .., t,) von baryzentrischen Koordinaten
erweitern mit ¢y wie in der Zeile vor der Formel.

Zu jeder Auswahl von n + 1 Punkten vy, ..., v, € V gibt es tatsichlich
einen eindeutigen linearen Simplex ¢ mit diesen Punkten als Eckpunkte,
definiert durch die Formel (2.2). Diese Formel bestimmt offensichtlich eine
stetige Abbildung, die die Einschrankung einer affinen Abbildung auf ganz
R" ist.

Wir notieren durch [vg,vq,...,v,] den eindeutigen affinen Simplex mit
Eckpunkten vy, ..., v,.

Bemerkung 2.4 Man beachte, dass ein singuldrer Simplex ¢ nicht injektiv
sein muss, und keine besonderen Voraussetzungen aufer Stetigkeit erfiillen
muss.

Das gilt auch fiir affine Simplizes: ihre Eckpunkte miissen nicht affin un-
abhingig sein; sie miissen noch nicht einmal verschieden sein.

Beispiel 2.5 Unser wichtigstes Beispiel eines affinen Simplexes wird der
Standardsimplex selber sein, oder genauer, der singulidre Simplex ida,, wel-
cher in der Notation von Definition 2.3 der affine Simplex

[eo, €1, ... e, € R™

ist.

Denn viele Operationen auf Simplizes brauchen wir nur auf diesem Mus-
terbeispiel zu erkliren, um sie sofort fiir alle singuldren Simplizes o verfiighar
zu haben, in dem wir das Muster mit der stetigen Abbildung ¢ auf den Sim-
plex o iibertragen.
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In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde gesagt, dass die Definition der
Homologiegruppen zwei Stufen involviert. In der ersten Stufe bauen wir aus
den geometrischen Bausteinen, die in unserem Fall die singuldren Simplizes
sind, auf einfache Weise ein algebraisches Objekt, dass sich ein Kettenkom-
plex nennt, und erst in der zweiten Stufe wird auf rein algebraischem Wege
aus dem Kettenkomplex die Homologie gewonnen.

Wie kann man schnell aus singuliren Simplizes algebraische Objekte, zum
Beispiel Gruppen und Gruppenhomomorphismen, erzeugen? Es gibt dazu
eine sehr einfache Methode.

Anders als bei der Fundamentalgruppe werden wir nicht versuchen, eine
Gruppenoperation irgendwie aus der geometrischen Struktur der singuldren
Simplizes herzuleiten, wie das bei der Verkettung von Schleifen der Fall war,
sondern wir werden sie ganz billig als eine formale Addition von Simplizes
gewinnen — wir schreiben einfach Summen (und Differenzen) von Simplizes
hin, und rechnen mit ihnen nach den iiblichen Gesetzen fiir additive abelsche
Gruppen, als ob wir das diirften.

Und wir diirfen das tatsachlich, wie Sie aus der genaueren Definition wei-
ter unten sehen werden. Zu diesem Zweck machen wir ein paar algebraische
Vorbereitungen.

Bemerkung 2.6 Sei A eine additive abelsche Gruppe. Dann kénnen wir eine
Art ,skalare Multiplikation“ zwischen ganzen Zahlen und Elementen von A
definieren, wenn wir wie iiblich fira € Aund n>0€ Z

na:=a+---+a (2.3)
————

setzen, 0-a:= 0 € A setzen und fiir n < 0 das Produkt na als (—n)(—a) im
Sinne von (2.3) definieren.

Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass diese Operation die gleichen Ei-
genschaften erfiillt, wie die skalare Multiplikation in einem Vektorraum; man
muss dazu nur eine lastige Fallunterscheidung beziiglich des Vorzeichens der
ganzen Zahlen durcharbeiten, weshalb wir den Nachweis auch nicht vorfiih-
ren.

Diese ,zusétzliche” algebraische Struktur ist eine kostenlose Beigabe zu
jeder additiven abelschen Gruppe — sie hat automatisch diese skalare Mul-
tiplikation mit Elementen von Z, die unmittelbar aus der Gruppenaddition
herleitbar ist.

Wir wollen jetzt versuchen, moglichst effizient zu beschreiben, was fiir
eine Gruppe wir erhalten, wenn wir ,formale Summen® von singulidren Sim-
plizes, oder allgemeiner von Elementen einer beliebigen Menge bilden. Die
»Z-Modul“-Struktur aus Bemerkung 2.6 weist uns da einen giinstigen Weg.
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Eine formale Summe von Elementen einer Menge X kénnen wir auf Grund
der Bemerkung auch auffassen als eine formale Z-Linearkombination, in der
nur endlich viele Summanden erscheinen (weil wir auch in einer formalen
Summe nur endlich viele Summanden beteiligt sind). Weil es sich um ,forma-
le Summen handelt, gibt es hierbei keine Relationen oder andere Rechen-
regeln aufber der normalen Rechenregeln, die in jeder additiven abelschen
Gruppe gelten. Das heifst, dass die Reihenfolge der Summanden und der
Additionen oder Subtraktionen keine Rolle spielt, aber dass aufter auf die-
se Weise keine Gleichheiten zwischen verschiedenen Summationen auftreten.
Als Konsequenz sind zwei Z-Linearkombinationen in der formalen Summe ge-
nau dann gleich, wenn jedes Element von X in beiden Linearkombinationen
den gleichen Z-Koeffizienten tragt.

Sowohl dieser Begriff der Gleichheit, wie auch die Addition von zwei Li-
nearkombinationen miteinander, kann man genau erfassen, wenn man eine
Linearkombination durch die Funktion X — Z beschreibt, die jedem Ele-
ment von X seinen Koeffizienten in der Linearkombination zuordnet. Weil die
Linearkombinationen endlich sind, sind auch nur endlich viele Koeffizienten
ungleich 0, was man bei der Definition der entstehenden Gruppe beriicksich-
tigen muss.

Definition 2.7 Sei X eine Menge.

Wir bezeichnen mit Z* die Menge aller mengentheoretischen Funktio-
nen f: X — Z, und wir erinnern daran, dass diese Funktionenmenge zu
einer additiven abelschen Gruppe wird, wenn wir zwei Funktionen f und g
addieren, indem wir ihre Werte an jeder Stelle addieren.

Die Addition von zwei Funktionen wird also erklirt durch die Formel:

(f +9)(x) := f(z) + g(x) fiir jedes x € X. (2.4)
Wir setzen
F(X):={f€Z"| f(x) # 0 nur fiir endlich viele z € X }.

Offensichtlich ist dies eine Untergruppe von Z%X, denn die Summe von zwei
Funktionen, die nur an endlich vielen Stellen Werte ungleich 0 annehmen,
nimmt nur dort Werte ungleich 0 an, wo einer der Summanden dies tut, und
das sind immer noch insgesamt nur endlich viele Stellen.

Also ist F'(X) eine additive abelsche Gruppe. Sie heift die freie abelsche
Gruppe erzeugt durch die Menge X.

Fiir die Elemente von F'(X) fithren wir eine alternative suggestive Schreib-
weise ein: das Element f € F(X) notieren wir auch mit

> fla) - (2.5)

zeX
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Zunéchst diirfen wir dies nicht wirklich als eine Summe verstehen (was
soll da eigentlich addiert werden?), sondern nur als eine alternative Notation
fiir die Funktion f, in der alle Werte der Funktion als die Koeffizienten der
formalen Summe auftreten.

Bemerkung 2.8 Definition 2.7 ist auch anwendbar, wenn X die leere Men-
ge ist. In diesem Fall sind Z? und F(()) additive abelsche Gruppen, deren
Elemente Funktionen von der leeren Menge nach Z sind.

Wenn man sich die Definition einer Funktion genau ansieht, erkennt man,
dass es nicht keine Funktionen, sondern genau eine Funktion von der leeren
Menge in jede beliebige Menge, also insbesondere auch nach Z, gibt. Das
bedeutet, dass Z? eine additive abelsche Gruppe mit genau einem Element
ist, und die einzige solche Gruppe ist die triviale Gruppe {0 }.

Die ,leere” Funktion hat iiberhaupt keine Werte # 0 und erfiillt deshalb
die Bedingung fiir die Zugehorigkeit zu F'(0). In anderen Worten, es gilt auch

F@)={0}. (2.6)

Auch die Summendarstellung (2.5) kann hier angewendet werden. Das
einzige Element von F(()) ist die ,leere Summe oder die Summe ohne Sum-
manden, und diese hat nach Konvention den Wert 0.

Bemerkung 2.9 Wir koénnen jede Menge X als eine Teilmenge von F(X)
auffassen, wenn wir jedes x € X mit seiner charakteristischen Funktion
X. identifizieren, die gegeben ist durch

() = 1, wenn y = z;
Xalll) - 0, wenn y # x,

und die nur einen Wert ungleich 0 annimmt und somit tatséchlich zu F(X)
gehort.

Fiir solche Elemente x € F(X) hat die Darstellung (2.5) den Koeffizien-
ten 1 bei x und 0 bei allen anderen Summanden. Fiir ein beliebiges Element
f € F(X) sind in (2.5) nur endlich viele der Koeffizienten ungleich 0, und
aus diesem Grund kann man (2.5) nun doch auch als eine endliche Linear-
kombination der Elemente aus X C F'(X) lesen.

Hierbei iiberzeugt man sich leicht anhand der Einbettung von X in F'(X),
dass diese Lesart das gleiche Element liefert, wie die Lesart als formale No-
tation fiir die Funktion f. Namlich, fiir jedes einzelne zy € X ist f(xo) - zo
die Funktion, die bei zq den Wert f(zg) - 1 = f(z() annimmt, und iiberall
sonst den Wert 0. Addiert man diese Funktionen fiir die endlich vielen x,
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bei denen f einen nichtverschwindenden Wert annimmt, erhélt man genau
die Funktion f.

Man stellt ferner leicht anhand der Definition fest, dass man mit den
formalen Summen (2.5) wie gewohnt rechnen kann. D.h., die Addition und
die skalare Multiplikation formaler Summen, ausgefiihrt in der Untergrup-
penstruktur von F(X) C Z*, verhalten sich nach den iiblichen Regeln der
Theorie der additiven abelschen Gruppen.

Lemma 2.10 Sei X eine Menge. Wir betrachten X als eine Teilmenge der
freie abelschen Gruppe F(X).

a) Jedes Element von F(X) hat eine eindeutige Darstellung

Z Ny T (2.7)

zeX

als endliche Z-Linearkombination von Elementen von X (wo ,endlich
heifst, dass n, # 0 nur fiir endlich viele x), und jeder Ausdruck (2.7),
in der nur endlich viele Koeffizienten ungleich 0 sind, bestimmt ein
eindeutiges Element von F(X).

b) Sei A eine beliebige additive abelsche Gruppe. Jede mengentheoretische
Abbildung ¢p: X — A bestimmt einen eindeutigen Gruppenhomomor-
phismus

go: F(X) — A,

so dass g,|X = ¢. Er ist gegeben durch die Formel

9o (Do maw) = 3 napla) (28)

zeX zeX
(hier sind die n, € Z und nur endlich viele von ihnen sind # 0).

Die Aussagen dieses Lemmas gelten trivialerweise auch wenn X = (). In
diesem Fall ist (2.7) fiir das einzige Element von F(() die leere Summe, und
fiir die einzige Funktion ¢: ) — A ist g, der Nullhomomorphismus, der
einzige Homomorphismus F(0) = {0} — A.

Beweis. Zu a): Jedes f € F(X) hat eine eindeutige Darstellung (2.5), weil
die Koeffizienten in dieser Darstellung alle Werte von f auflisten. Wir haben
schon gesehen, dass man die Darstellung (2.5) tatsdchlich als eine endliche
Linearkombination in F'(X) lesen darf, und man erhilt die Darstellung (2.7),
wenn man einfach n, anstelle von f(x) schreibt.
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Umgekehrt kann jede endliche Z-Linearkombination (2.7) auch in der
Gestalt (2.5) geschrieben werden, indem man die Werte der in (2.5) vorkom-
menden Funktion f aus den Koeffizienten n, abliest; diese Funktion gehort
automatisch zu F'(X), weil alle bis auf endlich viele n, = 0 sind, und sie ist
der Wert der Linearkombination (2.7), wenn man die Elemente z € X wie in
Bemerkung 2.9 mit Funktionen in F'(X) identifiziert.

Zu b): Wegen der Aussage von Teil a) bestimmt Formel (2.8) auf jeden
Fall eine wohldefinierte und eindeutig bestimmte mengentheoretische Funk-
tion g,: F'(X) — A. Weil in den additiven abelschen Gruppen F(X) und A
Z-Linearkombinationen wie in der Formel sich ,koeffizientenweise” miteinan-
der addieren, ist es klar, dass g, ein Gruppenhomomorphismus ist. Anhand
der Darstellung der Elemente x € X als Linearkombinationen mit nur einem
nichtverschwindenden Koeffizienten, der den Wert 1 hat, priift man mit For-
mel (2.8) direkt nach, dass g,(z) = () fiir jedes x € X, also dass g,| X = ¢.
Das beweist die Existenz eines Homomorphismus mit den gewiinschten Ei-
genschaften.

Umgekehrt erfiillt jeder Gruppenhomomorphismus g,: F'(X) — X die

Beziehung
9o (Z nﬂ) =) nagy(x),

zeX zeX

und wenn g,|X = ¢, dann kénnen wir die Werte g,,(x) auf der rechten Seite
durch ¢(z) ersetzen und erhalten (2.8), die die Funktion g, eindeutig festlegt.
Das zeigt die Eindeutigkeit. [ ]

Wir haben jetzt das algebraische Werkzeug fiir die Konstruktion des sin-
gulidren Kettenkomplexes.

Definition 2.11 Sei X ein topologischer Raum und sei n € N.

a) Die n-te singuldre Kettengruppe von X ist die freie abelsche Grup-
pe, die von allen singuldren n-Simplizes in X erzeugt wird, also die
Gruppe

C(X) := F(Sn(X)).

Sie besteht aus allen formalen endlichen Z-Linearkombinationen von
singuldren n-Simplizes. Die Elemente von C,,(X) heifen singuldre n-
Ketten in X.

Wir konnen auch fiir negative ganze Zahlen n die n-te singuliare Ket-
tengruppe definieren; da es in negativen Dimensionen keine singuldren
Simplizes gibt, gilt fiir n < 0 € Z, dass

Co(X) = F(0) = {0} (2.9)
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b) Sei Y ein topologischer Raum und sei f: X — Y eine stetige Abbil-
dung. Sei 0 € S,(X); dann ist o eine stetige Abbildung A, — X.
Setze

filo) = foo: A, — Y. (2.10)
Dies ist ein singuldrer n-Simplex in Y. Also induziert f eine mengen-

theoretische Abbildung f;: S,(X) — S,(Y).

Nach Lemma 2.10 b) gibt es eine eindeutige Erweiterung von dieser
Abbildung zu einem Gruppenhomomorphismus f;: C,,(X) — C,(Y)
(den wir auch f; oder formaler und genauer C,(f) nennen), gegeben

durch
B mo)= X walfoo), )

0€SH(X) o€SR(X)
wobel die Summe auf der rechten Seite eine endliche Linearkombination
von singuléren Simplizes in Y ist.

Den Homomorphismus f; kénnen wir auch in negativen Dimensionen
definieren; dort ist er erzwungenermafsen der Nullhomomorphismus.

Bemerkung 2.12 Seien X ein topologischer Raum und sei n € N. Aus
(2.10) und (2.11) ist klar, dass

Culidy) = (id,); = ide, (x).

Entsprechend, wenn Y und Z weitere topologische Rdume sind und wenn
f: X =Y und g: Y — Z stetige Abbildungen sind, dann folgt sofort aus
(2.10) und (2.11), dass

Culgo f)= (g0 fli=gso fi = Culg) o Cu(f).

Das heifit, die Zuordnung X — C,(X) und f — f; = C,(f) bildet fiir
jedes n € N einen kovarianten Funktor C),: Top — AbGp.

Diese Behauptung gilt trivialerweise auch fiir n < 0 € Z, wie man sofort
iiberlegt.

Neben den einzelnen Kettengruppen ist auch eine bestimmte Abbildung
Ch(X) — C,,_1(X) wichtig, die wir nun definieren wollen. Dazu betrachten
wir zunédchst den Standardsimplex von Dimension n:

Definition 2.13 Sein>1€ N und sei 0 <7 <mn.

a) Die i-te Seite AP von A, ist der affine n—1 Simplex in A,, C R"”, der
als Ecken alle Ecken von A, hat, bis auf die i-te e;. In anderen Worten,

A(l) = [607-"76i7176i+17'- .,en]. (212)

n
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Abbildung 2.2 zeigt die Seiten der eins- und zweidimensionalen Stan-
dardsimplizes.

2
(a) Al (b) Ag

Abbildung 2.2: Die Seiten der Standardsimplizes.

Man sieht, dass die i-te Seite die Seite ist, die der i-ten Ecke gegenidiber-
liegt.

Man beachte, dass der Standardnullsimplex A, gar keine Seiten besitzt,
da es keine (—1)-Simplizes gibt.

b) Sei X ein topologischer Raum und sei o € S, (X) ein singuldrer n-
Simplex in X. Wir definieren die i-te Seite o) von o als

o= oy (AD) =00 AD. (2.13)

Dies ist ein singuldrer (n — 1)-Simplex in X.

Wieder ist es der Fall, dass ein singuldrer 0-Simplex keine Seiten besitzt.

Notation 2.14 Wir werden es in Zukunft oft mit Ausdriicken wie die rechte
Seite von (2.12) zu tun haben, in denen aus einer Liste von Koordinaten oder
dergleichen ein oder zwei Elemente weggelassen werden.

In diesen Fillen ist die Schreibweise von (2.12) sehr unhandlich. Ublich
ist es deshalb, solche ,Listen mit Auslassungen“ zu notieren, indem man
alle Elemente der vollen Liste hinschreibt, aber ein Dachakzent ~ iiber die
Elemente setzt, die auszulassen oder zu iiberspringen sind.

In dieser Notation, die wir fortan verwenden werden, ist

AY = Teg,....E, ... e
Bemerkung 2.15 Sei V ein reeller affiner Raum und seien vg, vy, ..., v,
Punkte von V' (wobei n > 1). Dann folgt sofort aus (2.13) und der Definition
des affinen Simplexes [vy, ..., v,], dass

[Wos - -, va]D = [vg, ..., 5, ..., vn). (2.14)
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Bemerkung 2.16 Sei X ein topologischer Raum, sei n > 2 € N und sei o
ein singuldrer n-Simplex in X. Sei 0 <1 < 57 < n.
Dann ist

(e = (g1 = os(eo, . Gy Gy en]). (2.15)

Denn nach Definition der Seiten eines singuldren Simplexes o reicht es,
diese Operationen auf dem Standardsimplex A, auszufiihren und das Ergeb-
nis mit oy nach X zu iibertragen, und nach Bemerkung 2.15 erhélt man die
k-te Seite eines affinen Simplexes, in dem man aus der Liste der Ecken die
k-te Ecke entfernt.

Wir haben i < j, und wenn man im Simplex ida, = [eo,...,e,] zuerst
die j-te Ecke entfernt, ist die i-te Ecke des neuen Simplexes immer noch die
urspriingliche i-te Ecke e;, so dass

([60,...,6,1]' S [ P Y R

Entfernt man aber zuerst die i-te Ecke, so ist die urspriingliche j-te Ecke
jetzt die j — 1-te, und somit erhélt man das gleiche Ergebnis in der anderen
Reihenfolge der Eckenentfernung als ([eo, . . ., e,]”) 0.

Man beachte, dass Gleichung (2.15) alle Fille der Bildung einer Seite von
einer Seite eines Simplexes abdeckt, denn wenn i £ j, so ist j < i und (2.15)
kann dann gelesen werden (mit j in der Rolle von ¢ und i + 1 in der Rolle
von j) als

(TN = (6N = 6y([eg, .-, €y vy Biptse- s €n))- (2.16)

Definition 2.17 Sei X ein topologischer Raum. Sei n € N und sei 0 €
Sn(X) ein singuldrer n-Simplex in X.

Wir definieren den Rand 0,0 von ¢ als die (n — 1)-Kette gegeben durch
die alternierende Summe der Seiten von o, also:

n

Ono =Y (=1)'0". (2.17)

1=0

Diese Definition gilt, wenn man sie richtig versteht, auch fiir n = 0, aber da
ein 0-Simplex o keine Seiten hat, haben wir auf der rechten Seite von (2.17)
dann die leere Summe, d.h., eine Summe iiber keine Summanden, die nach
Konvention den Wert 0 hat.

Nach Lemma 2.10 b) erweitert sich die Funktion 9, auf S,(X) zu ei-
nem wohldefinierten Gruppenhomomorphismus 9,,: Cy,(X) — C,,_1(X), ge-
nannt der Randoperator.
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Der Randoperator dy ist auch in Dimension 0 erklart und ist da der Null-
homomorphismus. Man kann den Randoperator auch in allen negativen Di-
mensionen erkldren, aber da muss er auch der Nullhomomorphismus sein, da
die negativdimensionalen Kettengruppen alle {0 } sind.

Meistens vereinfachen wir die Notation fiir den Randoperator zu 0, so-
lange klar ist, in welcher Dimension wir gerade arbeiten.

Bemerkung und Definition 2.18 Sei n > 1 € N. Wir definieren den
Rand des Standard n-Simplexes als

n n

OnlNy 1= Onida, =D (—1)'AD =Y (=1)'[eo, ..., &, .., ).

i=0 =0

Der Rand des Standard 0-Simplexes wird als 0 definiert.
Sei X ein topologischer Raum und sei o € S,,(X) ein singulérer n-Simplex
in X. Weil die Seiten o? von ¢ nach Definition 2.13 b) die Bilder unter oy

der entsprechenden Seiten AY des Standardsimplexes sind, ist klar, dass
Ono = 0y4(0,A,,). (2.18)

Mit den eingefithrten Konventionen fiir Rdnder von Nullsimplizes gilt
diese Formel auch fiir n = 0.

Hier zwei sehr wichtige Grundeigenschaften des Randoperators:
Lemma 2.19 Sei X ein topologischer Raum und sei n € Z.

a) SeiY ein weiterer topologischer Raum und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Dann kommutiert fiir jedes n € Z das Diagramm

Iy

Cu(Y)

anl lan (2.19)

Cn—l (X) T n—1 (Y)

oder in anderen Worten: fiir jede Kette ¢ € C,,(X) ist
anfﬁ(c) = fﬁ(ﬁnc) (2'20)

b)
Op1 00, =01 Cop(X) — Crus(X), (2.21)

d. h., der Rand eines Randes ist immer 0.
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Beweis. Beide Behauptungen sind trivial wenn n < 0, da dann alle auftre-
tenden Abbildungen Nullhomomorphismen sind. Wir kdnnen also annehmen,
dass n € N.

Zu a): Es reicht, (2.20) fiir einzelne Simplizes ¢ als ¢ nachzupriifen. Aber
nach (2.18) und der Definition von f; haben wir wie behauptet

On(f2(0)) = Ou(f 0 0) = (f ©0),(0ulAn) = fi(0:(0nn)) = f2(Ono).

Zu b): Nach (2.18) und Teil a) reicht es, die Behauptung fiir ida, nachzu-
weisen, also zu zeigen, dass 0,,_1 (8H(An)) = 0.

Fiir n < 1ist dies trivial, so dass wir nur noch den Fall betrachten miissen,
wo n > 2.

Wir haben

7=0

" — (2.22)
GBI

7=0 =0

n n—1
SDIPBCIRSENDR

7=0 =0

Dies ist eine Linearkombination von Seiten von Seiten von A,,, und nach
Bemerkung 2.16 erscheint jede zweifache Seite [eg, ..., €, ..., €y, ..., €,] vOn
A, (mit 0 < p < ¢ < n) zweimal in der Summation (2.22): einmal mit
Vorzeichen (—1)P™? im Summanden fiir ¢ = p und j = ¢, und einmal mit
Vorzeichen (—1)P*9~! im Summanden fiir i = ¢ — 1 und j = p.

Diese beiden Beitrage heben sich wegen des verschiedenen Vorzeichens
weg. Also ist die Gesamtsumme (2.22) gleich 0. |

An dieser Stelle haben wir die angekiindigte Zwischenstufe der Homo-
logiekonstruktion erreicht. Aus den singuldren Simplizes in einem topologi-
schen Raum X haben wir folgende einfache algebraische Struktur gebaut:
in jeder Dimension n € N (oder sogar in Z) eine so genannte singuld-
re Kettengruppe C,(X), und fiir jede Dimension einen Homomorphismus
Op: Cp(X) — C,_1(X), den Randoperator, mit der Eigenschaft, dass
zweimal hintereinander Rand nehmen den Nulloperator ergibt: 9, 100, = 0.
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Weil der Randoperator wie in Lemma 2.19 a) mit den von einer stetigen Ab-
bildung induzierten Homomorphismen kommutiert, ist diese Struktur auch
natirlich.

Die jetzige Struktur ist die eines Kettenkomplezxes, und wir wollen zu-
néchst die Struktur ein bisschen genauer beschreiben und zeigen, dass sie eine
Kategorie bestimmt. Danach werden wir die zweite Stufe der Homologiekon-
struktion durchfiihren, in der wir die Homologiegruppen aus dem singuliren
Kettenkomplex gewinnen. Anschlieftend wollen wir diese Strukturen in eine
etwas elegantere Verpackung einkleiden, mit der wir effizienter dariiber reden
konnen; diese ,elegante” Variante, formuliert in der Sprache der graduierten
abelschen Gruppen, wird uns dann fiir den Rest der Vorlesung begleiten.

Definition 2.20 a) Ein Kettenkomplex C = (C,0) ist eine Folge
C={C, }nGZ

von additiven abelschen Gruppen C, (genannt die Kettengruppen
von C, wobei C), die n-te Kettengruppe oder die Kettengruppe in
Dimension n genannt wird) zusammen mit einer Folge

=10, }nEZ
von Gruppenhomomorphismen
On: C,, — Ch_1,
so dass fiir jedes n € Z gilt
Op00ny1=0:Chyy — Cp_1. (2.23)

Wir nennen 0, den n-ten Randoperator oder die n-te Randabbil-
dung des Kettenkomplexes C.

b) Seien C = (C,0) und D = (D,d") zwei Kettenkomplexe. Eine Ket-

tenabbildung
f:C—D
ist eine Folge f = { fy },cz von Gruppenhomomorphismen
fn: Cn — Dm

so dass fiir jedes n € Z das Diagramm

In
Cp ——> Dnt1

o m

Cn—l — Dn—l
fn—l
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kommutiert, d. h., so dass

0l o fo = fn100n. (2.24)

In anderen Worten, Kettenabbildungen sind Folgen von Gruppenho-
momorphismen zwischen den Kettengruppen gleicher Dimension der
beiden Kettenkomplexe, die mit dem Randoperator vertréiglich sind,
indem sie mit ihm kommutieren.

Bemerkung und Definition 2.21 Die Kettenkomplexe und die Kettenab-
bildungen zwischen ihnen bilden die Objekte und Morphismen einer neuen
Kategorie KK, der Kategorie der Kettenkomplexe und Kettenabbil-
dungen.

Ein Kettenkomplez ist nichts anderes als ein Diagramm iiber AbGp mo-
delliert auf dem beiderseits unendlichen Graphen

g=...—e—e— 0 — ...,

mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass die Verkniipfung je zwei aufeinander-
folgender Pfeile in dem Diagramm der Nullhomomorphismus ist. Eine Ket-
tenabbildung ist einfach ein Diagrammmorphismus solcher Diagramme.

Insofern ist KK eine volle Unterkategorie der Kategorie G-DAbGp der
beiderseits unendlich langen Folgen von abelschen Gruppen und Homomor-
phismen.

Damit wissen wir automatisch, dass Kettenkomplexe und Kettenabbil-
dungen alle Eigenschaften aus Definition 1.1 erfiillen, einschlieklich der Ei-
genschaften iiber die Verkniipfung und den Identitdtsmorphismen. Kettenab-
bildungen werden wie Diagrammmorphismen verkniipft, und das bedeutet,
dass fiir Kettenkomplexe C, D und £ und fiir Kettenabbildungen f: C — D
und g: D — &£ die Verkniipfung g o f gegeben wird durch

(go fln=gno fn fiir jedes n.

Entsprechend sind die Identitdtskettenabbildungen einfach die Identitét
auf jeder Kettengruppe.

Beispiel und Definition 2.22 Wir haben in Lemma 2.19 gesehen, dass die
singuldren Kettengruppen eines topologischen Raumes X, zusammen mit
dem singuldren Randoperator, einen Kettenkomplex bilden. Diesen Ketten-
komplex wollen wir mit (C,(X),dx) bezeichnen; der Index , ¢ ist zu ver-
stehen als ein Platzhalter fiir die verschiedenen Dimensionen n der einzelnen
Kettengruppen C,,(X) oder als ein Zeichen, der alle Dimensionen zusammen-
fasst und gleichzeitig darstellt.
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In Lemma 2.19 haben wir auerdem gesehen, dass fiir jede stetige Ab-
bildung f: X — Y zwischen zwei topologischen Riumen die induzierten
Abbildungen f; zwischen den entsprechenden singuldren Kettengruppen der
beiden Rdume eine Kettenabbildung

C*(f) = fti: (O*(X)vaX) - (C*(Y)’ay)

bilden.

Der Kettenkomplex (C.(X),0x) heift der singuldire Kettenkomplex
des topologischen Raumes X. Die Kettenabbildung C,(f) := f;, die eine ste-
tige Abbildung zwischen den singuldren Kettenkomplexen ihres Quell- und
Zielraumes induziert, nennen wir die singuldre Kettenabbildung der ste-
tigen Abbildung f.

Weil nach Bemerkung 2.12 schon die einzelnen Kettengruppen C,,(X)
und die einzelnen Homomorphismen C,(f) einen Funktor Top — AbGp
bilden, erfiillt auch die Zuordnung der gesamten singulidren Kettenabbildung
C.(f) zu einer stetigen Abbildung die funktoriellen Eigenschaften aus Defi-
nition 1.11 b).

In anderen Worten, die Zuordnung C,, die jedem topologischen Raum X
seinen singuldren Kettenkomplex (C,(X),0x) und jeder stetigen Abbildung
f ihre singulire Kettenabbildung C.,(f) zuordnet, ist ein kovarianter Funktor
Top — KK.

Wir werden spéter viele weitere Beispiele fiir Kettenkomplexe und ket-
tenkomplexwertige Funktoren kennenlernen, aber im Moment wollen wir uns
mit diesem einen Beispiel begniigen und zunéchst die Homologiekonstruktion
zu Ende fiihren.

Die jetzt folgende zweite Stufe der Konstruktion geht von einem Ketten-
komplex aus und benutzt die spezielle Struktur, die Kettenkomplexe aus-
zeichnet, um eine Familie von Funktoren

H,: KK — AbGp

zu erzeugen, die man die Homologiegruppen des Kettenkomplexes nennt.

Definition 2.23  a) Sei C = (C,0) ein Kettenkomplex. Fiir jedes n € Z
setze
Zn(C) :==Kero, C C,
und setze
Bn(C) = Bild (9n+1 == 8n+1(0n+1) g On

Zn(C) heifst die n-te Zyklengruppe des Kettenkomplexes C, und seine
Elemente heifen n-Zyklen. B, (C) heifst die n-te Rdndergruppe des
Kettenkomplexes C, und seine Elemente heifsen n-Rédnder.
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Wegen (2.23) ist jeder Rand automatisch ein Zyklus, d.h., wir haben
B,(C) C Z,(C) fiir jedes n.
Die Quotientengruppe
Z,(C)
H,QC) =
NG

heifst die n-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes C.

Jede Homologieklasse in H,,(C) ist eine Aquivalenzklasse von n-Zyklen
im Quotienten nach der Réndergruppe. Dabei sind zwei Zyklen z und
z' genau dann aquivalent, wenn ihre Differenz z — 2’ ein Rand ist.
Diese Aquivalenzrelation auf der Zyklengruppe heifst auch Homologie,
und wir sagen im Falle der Aquivalenz, z ist homolog zu 2’, und wir
schreiben dafiir z ~ 2/,

Genau dann ist ein Zyklus z selber ein Rand, wenn z ~ 0. In diesem
Fall sagen wir auch, z ist nullhomolog.

Seien C = (C,9) und D = (D, ') zwei Kettenkomplexe. Sei f: C — D
eine Kettenabbildung. Da f mit den Randoperatoren kommutiert wie
in (2.24) und auBerdem als Homomorphismus 0 in 0 abbildet, bildet f
Zyklen wieder in Zyklen ab und Rander wieder in Rénder, d.h.,

fa(Za(C)) € Z4(D) (2.25)
und
fa(Ba(C)) C B,(D). (2.26)
Folglich induziert f, auch einen Homomorphismus
fe = Ho(f): Hn(C) — Hn(D),
so dass fiir jeden n-Zyklus z € Z,(C) gilt f.([2]) = [fu(2)].

Bemerkung 2.24 Seien C = (C,0), D = (D,d'), und € = (E,0") Ketten-
komplexe und seien f: C — D und g: D — & Kettenabbildungen. Da in
jeder Dimension n nach Definition gilt

(90 f)n=Ggno fa,

gilt diese Beziehung auch fiir die Einschrdnkungen von g, und f, auf die
Réander- und Zyklengruppen und somit auch fiir die induzierten Homomor-
phismen in Homologie. Wir haben also

H,(go f)= Hn(g) o Ha(f).
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Und da fiir jeden Kettenkomplex C die identische Kettenabbildung ide auf
jeder Kettengruppe die Identitét ist und somit auch auf den Zyklengruppen
und Réndergruppen, induziert sie in Homologie die Identitét:

H,(ide) = idg, ) -
Folglich ist H, fiir jedes n € Z ein kovarianter Funktor KK — AbGp.

Definition 2.25 Der singuldre n-te Homologiefunktor
H,: Top — AbGp

ist definiert als die Verkniipfung des in Beispiel und Definition 2.22 definier-
ten singuldren Kettenkomplexfunktors C,: Top — KK mit dem Homologie-
funktor H,: KK — AbGp aus Definition 2.23 und Bemerkung 2.24.

In anderen Worten, der singulére n-te Homologiefunktor

H,: Top — AbGp
ist gegeben durch die Zuordnungen
H,(X) = H,(C.(X))

fiir jeden topologischen Raum X, und

H,(f) == Hu(Cu(f)) = Hu(f2)
fiir jede stetige Abbildung f.

Wir werden bald neben dem singuldren Kettenkomplex eines topologi-
schen Raumes weitere Beispiele von kettenkomplexwertigen Funktoren ken-
nen lernen, die uns dann, verkniipft mit dem Homologiefunktor auf Ketten-
komplexen, weitere Homologiegruppen liefern werden.

Vorher wollen wir uns aber das Leben ein bisschen bequemer machen.
Kettenkomplexe sind, wie wir gesehen haben, wesentliche Grundobjekte der
Homologietheorie, aber schon jetzt konnen Sie sehen, dass sie unhandlich
sind, weil sie aus unendlich vielen Gruppen und Randhomomorphismen be-
stehen. Aus diesem Grund werden wir sie in eine Art Kapsel packen, ndmlich
in eine einzelne Gruppe, die die Kettengruppen in allen Dimensionen gleich-
zeitig in sich birgt und somit ermdglicht, sie alle auf einmal und einheitlich
zu behandeln.

Der Trick (der nicht nur fiir Kettengruppen funktioniert, sondern fiir be-
liebige Folgen von abelschen Gruppen) ist ganz einfach: wir machen im We-
sentlichen aus einer Folge von Gruppen die entsprechende Reihe, d.h., wir
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bilden als Kodierung fiir die Gruppenfolge die direkte Summe der beteiligter
Gruppen. Wir lassen nur solche Homomorphismen zu, die diese Summen-
struktur respektieren. Wir kénnen dann die einzelnen Gruppen der Folge
und die einzelnen Homomorphismen einer Homomorphismenfolge zwischen
ihnen jederzeit aus dem Kapsel wieder herausholen.

Definition 2.26 Eine graduierte abelsche Gruppe ist eine abelsche
Gruppe G zusammen mit einer direkten Summenzerlegung

G=a.. (2.27)

neZ

Jede einzelne Gruppe G, in dieser Summenzerlegung heift die n-te Stufe
oder der n-te homogene Antezl der graduierten abelschen Gruppe G. Diese
Gruppen sind alle auch Untergruppen von G.

Seien G = ,,., G und H = @, ., H, graduierte abelsche Gruppen und
sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen f graduzert von
Grad k € Z oder eine Grad-k Abbildung, wenn fiir jedes n € Z gilt

f(Gn) - Hn+k-

In diesem Fall und genau in diesem Fall ist f, := f|G,, ein Gruppenhomo-
morphismus

fn: Gn — Hn+k7

den wir die n-te Stufe oder den n-ten homogenen Anteil von f nennen.

Man beachte, dass die Verkniipfung eines graduierten Homomorphismus
von Grad k mit einem graduierten Homomorphismus von Grad [ offensichtlich
wieder ein graduierter Homomorphismus ist, und zwar von Grad k + [. Und
die Identitdt idg einer graduierten abelschen Gruppe G ist graduiert von
Grad 0.

Somit bilden die graduierten abelschen Gruppen und die graduierten Ho-
momorphismen die Objekte und Morphismen einer Kategorie GAG, der Ka-
tegorie der graduierten abelschen Gruppen und graduierten Homo-
morphismen.

Da die Verkniipfung von zwei Grad-0 Abbildungen wieder Grad 0 hat,
und da die Identitit idg eine Grad-0 Abbildung ist, erhalten wir eine Unter-
kategorie GAG( von GAG, die die gleichen Objekte wie GAG hat, aber
die nur die Grad-0 Abbildungen (und nicht alle graduierten Homomorphis-
men) als Morphismen zuldsst. Wir nennen diese Kategorie die Kategorie
der graduierten abelschen Gruppen und Grad-0 Abbildungen.
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Bemerkung und Definition 2.27 Sei G = ,,., G, eine graduierte abel-
sche Gruppe und sei a € G. Dann schreibt sich a auf eindeutige Weise als
eine (im Wesentlichen endliche) Summe

o0

a= Y a, (2.28)

wo jedes a, € G, und nur endlich viele a, # 0. Wir nennen a,, die n-te
Stufe oder den n-ten homogenen Antezl von a.

Die Niitzlichkeit von graduierten abelschen Gruppen riihrt daher, dass die
tiblichen Operationen, die man mit Gruppen macht (Bildung von Untergrup-
pen, von Quotienten, von Kern und Bild eines Homomorphismus, usw.) bei
graduierten abelschen Gruppen ,stufenweise” wirken, so dass man sie gleich-
zeitig auf alle Einzelstufen einer graduierten abelschen Gruppe ausfiihren
kann, indem man sie auf die ganze Gruppe anwendet; das Ergebnis fiir die
einzelnen Stufen ist trotzdem aus dem Gesamtergebnis wieder auslesbar. Das
gibt uns eine sehr effiziente und knappe Notation fiir die Anwendung solcher
Operationen auf alle Glieder einer Folge von Gruppen.

Bemerkung und Notation 2.28 Seien G =@, ., G, und H =P, ., H,
graduierte abelsche Gruppen und sei f: G — H ein graduierter Homomor-
phismus von Grad k. Fiir jedes

oo
a = Z a, € G

ist
fla) = z fla,) = Z fulan) € @Hn-i—k = H, (2.29)

denn die Darstellung (2.28) fiir a ist eine endliche Summe (nur endlich viele
Summanden auf der rechten Seite sind # 0) und f ist ein Gruppenhomomor-
phismus.

In anderen Worten,

(f(a)), = fa-r(an_r) (2.30)

fiir jedes n € Z.

Aus (2.29) und (2.30) ist klar, dass die homogenen Anteile f, eines gra-
duierten Homomorphismus f diesen eindeutig bestimmen. Andrerseits kann
man fiir jede Folge { f, },., von Homomorphismen

fn: Gn B HnJrk:
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(fiir ein fest gewéhltes k) mit Formel (2.29) einen wohldefinierten Gruppenho-
momorphismus f: G — H definieren, dessen Einschrinkung auf G,, gleich
fn ist und der durch diese Bedingung eindeutig bestimmt ist. Das gilt auch
wenn unendlich viele der f,, # 0 sind, denn fiir jedes einzelne a € G sind
alle bis auf endlich viele a, = 0, und somit sind alle bis auf endlich viele
fn(a,) =0, da die f,, Homomorphismen sind. Die rechte Seite von (2.29) ist
also immer eine endliche Summe.

Diese Abbildung f ist offensichtlich ein graduierter Homomorphismus von
Grad k mit den vorgegebenen f,, als seine homogenen Anteile.

Es gibt also eine Bijektion zwischen den Grad-k Abbildungen G — H
und den Folgen von Homomorphismen f,,: G, — H, .

Den eindeutigen graduierten Homomorphismus f mit den homogenen An-
teilen { f, },,cz Werden wir in Zukunft mit

@ fn oder i fn

neZ n=-—00

notieren.

Definition 2.29 Sei

G=EG,

neZz

eine graduierte abelsche Gruppe und sei A C G eine Untergruppe von G.
Wir nennen A eine graduierte Untergruppe von G genau dann, wenn

A=ANG,).

nez

In diesem Fall ist A selber eine graduierte abelsche Gruppe mit Stufen

A, =ANG, CG,

¢ =G,

neZ

Lemma 2.30 Sei

eine graduierte abelsche Gruppe.

a) Sei A = @, ., Ay eine graduierte abelsche Gruppe, so dass fiir jedes
n € Z gilt A,, C G,,. Dann ist A,, = ANG, fiir jedes n € N, und somit
ist A eine graduierte Untergruppe von G.

In anderen Worten, die graduierten Untergruppen von G sind genau die
graduierten abelschen Gruppen, deren samtliche Stufen Untergruppen
der entsprechenden Stufen von GG sind.
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b) Sei A = @, ., An eine graduierte Untergruppe von G und sei g € G
mit homogenen Anteilen g, € G, fiir n € Z. Dann ist g € A genau
dann, wenn g, € A, fiir jedes n € Z.

c) Sei H = @,,.4 H, eine weitere graduierte abelsche Gruppe und sei
f: G — H ein graduierter Homomorphismus von Grad k.

i) Ker f ist eine graduierte Untergruppe von G und der n-te homo-
gene Anteil von Ker f ist Ker f,, C G, fiir jedes n.

ii) Bild f ist eine graduierte Untergruppe von H mit n-tem homoge-
nen Anteil Bild f,,_, C H, fiir jedes n.

d) Sei G = @, ., G, eine graduierte abelsche Gruppe und H = @, ., Hy,
eine graduierte Untergruppe von G (so dass H, C G, fiir jedesn € Z).
Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

G G
7 = 5 T (2.31)

nez

so dass wir G /H als eine graduierte abelsche Gruppe behandeln kénnen
mit Stufen G, /H,.

e) Seien G und K graduierte abelsche Gruppen und sei f: G — K ein
graduierter Homomorphismus von Grad k, mit homogenen Anteilen f,,.

Sei H eine graduierte Untergruppe von G und sei L eine graduierte
Untergruppe von K, so dass f(H) C L.

Dann gilt:

i) Die Abbildung f|H: H — L ist ein graduierter Homomorphis-
mus von Grad k mit n-tem homogenen Anteil f,|H, .

ii) Die von f induzierte Abbildung der Quotienten f: G/H — K/L
ist vermdge der Isomorphismen (2.31) ein graduierter Homomor-
phismus von Grad k und sein n-ter homogener Anteil ist der von
fn induzierter Homomorphismus f,,: Gy, /H, — Ky /Lnsk-
Dies zeigt iibrigens, dass der Isomorphismus aus Teil d) tatsédchlich
kanonisch ist, im Sinne einer natirlichen Aquivalenz.

Beweis. a): Sei a € A. Dann hat a eine eindeutige Darstellung

azgan

n=—oo

als eine Summe von Elementen a,, der einzelnen homogenen Anteile A, von
A, und weil fiir jedes n gilt A, C G, ist dies auch die eindeutige Darstel-
lung (2.28) von a als Summe von Elementen der G,,.
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a € G, genau dann, wenn alle homogenen Anteile von a aufer der n-ten
gleich 0 sind, also wenn a = a, € A,. Somit ist, wie behauptet, AN G, =
ANA,=A,.

b): Da g, die homogenen Anteile von ¢ sind, hat g die eindeutige Dar-
stellung

9= Gn (2.32)
als eine endliche Summe von Elementen der homogenen Anteile GG,, von G.
Wenn alle g, € A, dann ist g eine endliche Summe von Elementen von
A und somit selber in A.
Fiir die andere Richtung, wenn g € A, dann hat g auch eine Darstellung

o0

9= an

n=—oo

als endliche Summe von homogenen Anteilen a,, € A, C G,,, und wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung (2.32) ist g, = a, fiir alle n und somit sind
alle g, € A,.

¢): Sei

oo
a= Z a, € G,

n=—oo

wo die a, die homogenen Anteile von a sind. Nach (2.29) und (2.30) bilden
die f,(a,) die homogenen Anteile von f(a) und

flay=">" falan) € H (2.33)

a € Ker f genau dann, wenn f(a) = 0, und dies gilt genau dann, wenn
alle homogenen Anteile f,(a,) von f(a) Null sind, also genau dann, wenn
a, € Ker f, fiir alle n. Nach Teil b) ist das gleichbedeutend damit, dass
a € @, 5 Ker f,, also ist

Ker f = @Ker fn-
neZz

Nach Teil a) ist Ker f eine graduierte Untergruppe von G mit homogenen
Anteilen Ker f,, C G,,. Das beweist i).

Aus Gleichung (2.33) ist klar, dass f(G) C @,,cz fn(Gr). Fiir die Inklu-
sion in der anderen Richtung, sei

b= Z bm S @f?L(Gn) g H.

meZ nez
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Nach Teil b) ist dann jedes by, in der m-ten Stufe von @, 4 fn(Gy), und
diese ist f,—x(Gm—k), da f Grad k hat. Insbesondere kénnen wir fiir jedes
m € Z ein Element a,, € G, finden, so dass f,,_r(am_r) = by,. Falls
by, = 0 wihlen wir speziell a,,_r = 0. Da nur endlich viele b,, # 0, sind
somit nur endlich viele a,,_; # 0, und a := > > a, ist ein wohldefiniertes
Element von G, fiir das f(a) = b nach (2.33) und der Wahl der a,,.

Wir haben also die Gleichheit f(G) = €D, .4 fn(Gr) gezeigt, und nach
Teil a) ist f(G) eine graduierte Untergruppe von H mit f,(G,) C H, als
n + k-te Stufe fiir jedes n. Das beweist ii).

d): Fiir jedes n sei 7, : G,, — G, /H,, die kanonische Projektion auf den

Quotienten und sei
Gy,
= ’I’l: G - .
p-Yom G — B

nez neZ

Dies ist eine graduierter Homomorphismus von Grad 0 mit homogenen An-
teilen m,.
Da jedes 7, surjektiv ist, folgt aus Teil ¢) ii), dass p surjektiv ist. Nach

Teil ¢) 1) ist
Kerp = @Kerwn = @Hn
nezZ neZz
und aus dem ersten Isomorphiesatz fiir Quotienten induziert p einen Isomor-
phismus

P —

gegeben durch

p([ > g]) (X )= Y o 230

n—=—oo n=—oo n=-—00

Zu e) i): Sei h, € H, C H. Weil f graduiert ist, ist f(h,) = fu.(h,) €
K,k Weil f(H) C L, gehort f,(h,) nach Teil b) sogar zu Ly, .

Also ist f(Hy) C Ly fiir jedes n und somit ist f|H: H — L graduiert
von Grad k.

Zu e) ii): Aus Teil i) folgt f,(H,) C L,y fiir jedes n, und somit induziert
jedes f,, einen Homomorphismus

fn: Gn/Hn - Kn+k/Ln+k-

Sei

g :ZEE:S%LEEC;

nez
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Vermége des Isomorphismus (2.34) und nach der Definition von f kénnen
wir schreiben

o

(3 ) = 7)) = [£(6)]
. [f} Fuloe)

n=—oo

[e.9]

n=—oo n=—oo

Beziiglich der Graduierung von G'/H aus Teil d) hat f die gleiche Formel,
wie die Grad-k Abbildung " _, fa.

Das heifit, f ist diese Abbildung und ist somit eine graduierte Abbildung
von Grad k mit homogenen Anteilen f,,. [ |

Mit Hilfe der graduierten abelschen Gruppen kénnen wir Kettenkomplexe
und ihre Homologie viel prignanter und einfacher definieren, als wir es oben
getan haben (die neue Definition ist aber dquivalent zur alten und iibersetzt
sie nur in eine andere Sprache).

Definition 2.31 (Kettenkomplex und Homologie, graduiert)

a) Ein Kettenkomplex C = (C,0) besteht aus einer graduierten abel-
schen Gruppe C und einem graduierten Homomorphismus 0: C' — C
von Grad —1, genannt der Randoperator, so dass

dod=0 (2.35)
(oder 9% = 0, wie wir oft schreiben werden).

b) Seien C = (C,0) und D = (D, d") zwei Kettenkomplexe. Eine Ket-
tenabbildung
f:C—"D

ist ein graduierter Homomorphismus C' — D von Grad 0, so dass

dof=foo. (2.36)

¢) Die Kettenkomplexe bilden, wie man leicht nachpriift, die Objekte einer
Kategorie KK, deren Morphismen die Kettenabbildungen sind.

d) Sei C = (C,0) ein Kettenkomplex. Wir nennen die graduierte abelsche
Gruppe
Z =2Z(C):=Kero
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die graduierte Zyklengruppe von C und wir nennen die graduierte
abelsche Gruppe
B = B(C) :=Bildo

die graduierte Rindergruppe von C.
Wegen (2.35) ist B C Z. Die graduierte abelsche Gruppe
H(C):=—= (2.37)
heifst die graduierte Homologiegruppe von C.
Seien C = (C,0) und D = (D, ') zwei Kettenkomplexe und sei
f:C—D
eine Kettenabbildung. Aus (2.36) folgt
f(2(0)) < Z(D)
und
f(B(C)) < B(D).
Deshalb induziert f einen wohldefinierten Homomorphismus

Z(€) _ Z(D)

H(f):=f:HC) = B(C) — B(D)

= H(D),

der nach Lemma 2.30 ¢) ii) auch ein graduierter Homomorphismus von
Grad 0 ist. Wir nennen H(f) die graduierte Homologieabbildung
oder den graduierten Homologiehomomorphismus, der von der Ket-
tenabbildung f induziert wird.

Die graduierte Homologie ist ein Funktor
H: KK — GAG.

Der Nachweis der erforderlichen Eigenschaften ist trivial.

Der Vorteil dieser neuen Definition der Kettenkomplexe und ihrer Ho-
mologie ist, dass wir nun die gesamte Homologie eines Kettenkomplexes als
eine einzelne graduierte abelsche Gruppe erhalten, statt einer Folge von ganz
vielen Homologiegruppen H,(C) in allen einzelnen Dimensionen. Damit ist
sehr viel einfacher und effizienter umzugehen.

Wir werden in Zukunft beide Versionen verwenden, je nachdem, welche
Version fiir die jeweilige Betrachtung angebrachter erscheint, aber in der Re-
gel wird die bevorzugte Version die graduierte sein.
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Beispiele 2.32  a) Sei G eine beliebige additive abelsche Gruppe. Wir

kénnen aus G eine offensichtlich zu G isomorphe und deshalb auch G
benannte graduierte abelsche Gruppe

G=a.

neZ

machen, indem wir Gy = G setzen und G,, = {0} setzen fiir alle
m # 0.

Entsprechend wird jeder Gruppenhomomorphismus f: G — H von
additiven abelschen Gruppen zu einem Grad-0 Homomorphismus

f:an

n=—oo

der graduierten abelschen Gruppen G — H, wenn wir fy = f setzen
und f,, = 0 setzen fiir alle m # 0 (was bleibt uns anderes iibrig?).
Natiirlich nimmt f als Grad-0 Abbildung der graduierten abelschen
Gruppen genau die gleichen Werte an, wie der urspriingliche Homo-
morphismus f der urspriinglichen abelschen Gruppen.

Auf diese Weise wird AbGp zu einer (sogar vollen) Unterkategorie der
Kategorie GAGy.

Seien X, X, ..., X,, endlich viele Unbekannte. Ein Monom X° in
X1, ..., X,, ist ein Ausdruck der Form

o o, a1 a9 [0}
X . Xl X2 “‘Xm"L’

wo a = (ag,...,q,) € N™ ein m-Tupel von natiirlichen Zahlen ist.
Der Grad des Monoms X ist definiert als die natiirliche Zahl

lal =1+ + - + ap,.

Sei n € N. Die additive abelsche Gruppe (Z[Xl, e ,Xm])n, definiert

als die freie abelsche Gruppe erzeugt von allen Monomen in Xy, ..., X,
von Grad n, heift die additive Gruppe der homogenen Polynome
m Xy, ..., X,, von Grad n, und
Z[X1,.. ., Xo) =P (Z][X1,.... Xu)),
n=0

heiktt die additive Gruppe der ganzzahligen Polynome in den
Variablen Xy, ..., X,,.
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Z[X,...,X,,] ist ein Beispiel einer graduierten abelschen Gruppe, aber
noch besser, die formale Multiplikation

Xo. XP.— xoth

(wo oo+ 3 in N™ C Z™ zu verstehen ist) erweitert sich eindeutig zu
einer bilinearen Abbildung

ZIX1, . Xn] X Z[X1, .. Xn] — Z[X1, .., X,

die eine Ringmultiplikation ist und Z[ X}, ..., X,,] zu einem graduierten
Ring macht, genannt der Polynomring iber Z in den Unbekann-
ten Xy, ..., X,

Fiir jedes Monom X¢ ist die Multiplikation mit X“ ein graduierter
Homomorphismus

ZIX1, . X — Z[X0, . X
von Grad |al.

Sei X ein topologischer Raum. Fiir n € N sei C,(X) die singu-
lire Kettengruppe von X wie in Definition 2.11 und fiir jedes n
sei Op: Cp(X) — C,_1(X) der singulire Randoperator aus Defi-
nition 2.17. Fir n < 0 sei Cp(X) := {0} und fir n < 0 setze
Op = 0: Cp(X) — Cpq1(X).

Wir definieren C,(X) als die graduierte abelsche Gruppe

C.(X) = P Cu(X)

neZ

und 0: Cy(X) — C,(X) als den graduierten Homomomorphismus

0= i O

n=—oo

von Grad —1.

Weil die Verkniipfung von graduierten Homomorphismen offenbar stu-
fenweise ausgerechnet werden kann (wende Gleichung (2.29) an) folgt
aus Lemma 2.19 b), dass 9% = 0.

Also ist C(X) := (C.(X),9) ein Kettenkomplex im Sinne von Definiti-
on 2.31. Wir nennen diesen Kettenkomplex den singuldaren Ketten-
komplex des topologischen Raumes X.
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Dies ist kein Widerspruch zur fritheren Definition 2.22 des singulédren
Kettenkomplexes eines topologischen Raumes oder zur Verwendung der
in Definition 2.22 schon eingefiihrten Notation C,(X). Es stellt ledig-
lich die Ubersetzung dieser Begriffe in die graduierte Version von Ket-
tenkomplexen dar, wie in Definition 2.31. Beide Versionen sind nur
verschiedene Schreibweisen fiir die letztendlich gleiche Struktur.

Wenn f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rau-
men ist, so ist

C.(f)=fi = _Culf)

eine Grad-0 Abbildung und wegen Lemma 2.19 a) ist sie eine Kettenab-
bildung im Sinne von Definition 2.31, was sich leicht nachrechnen lasst
unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass Verkniipfungen von gradu-
ierten Homomorphismen sich stufenweise berechnen lassen.

Wir bezeichnen die graduierte Zyklengruppe Ker 0 des Kettenkomple-
xes C,(X) fortan mit Z,(X) und die graduierte Rindergruppe Bild 0
des Kettenkomplexes C.(X) mit B.(X). Die graduierte Homologie-
gruppe dieses Kettenkomplexes bezeichen wir mit H,(X) und nennen
sie die graduterte singuldre Homologiegruppe des Raumes X.

Alle diese graduierten Gruppen haben als ihre homogenen Anteile in
den verschiedenen Dimensionen die in Definition 2.23 a) eingefiihrten
Zyklen-, Rénder-, bzw. Homologiegruppen fiir den singulidren Ketten-
komplex von X. Das folgt sofort aus Lemma 2.30 c¢) und d), und wenn
f: X — Y eine stetige Abbildung ist, dann folgt aus Lemma 2.30 e),
dass die homogenen Anteile des von der Kettenabbildung C.(f) indu-
zierten Grad-0 Homomorphismus

H.(f) = fo:=H(C:(f)): H(X) — H.(Y)
die in den einzelnen Dimensionen induzierten Homomorphismen

aus Definition 2.23 b) sind.

Der graduierte Kettenkomplex (C,(X),0) und die graduierte Homo-
logiegruppe H,(X) bringen also nichts Neues, sondern sind nur eine
bequeme und niitzliche Zusammenfassung der bisherigen Folgen der
singuldren Kettengruppen und der Homologiegruppen H,(X) jeweils
zu einer einzigen Gesamtgruppe, ohne dass Details verloren gehen.
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Wir haben mit den graduierten abelschen Gruppen eine sehr knappe und
effiziente Formulierung der Definition der singuliren Homologie eines topolo-
gischen Raumes gefunden. Wir werden gleich darangehen, Methoden zur Be-
rechnung der Homologie zu entwickeln, und wir werden diese Berechnungen
systematisch im néchsten Kapitel durchfithren. Auch ganz einfache Beispiele
werden wir deshalb auf den néchsten Abschnitt vertagen, mit einer trivialen
Ausnahme:

Beispiel 2.33 Sei X := () der leere topologische Raum. Dann gibt es iiber-
haupt keine singuldren Simplizes in X und somit auch keine Erzeugenden
der Kettengruppe. Es folgt

C.0)={0}y und  H.(0)={0}.

Das jetzige Kapitel wollen wir mit einem wichtigen weiteren Beispiel von
einem Kettenkomplex beenden, der den Homologiebegriff auf die Kategorie
Top? iibertriigt, eine Verallgemeinerung, die auch fiir die Berechnung der
Homologie in Top erforderlich ist.

Definition 2.34 Sei (X, A) ein topologisches Raumpaar, also ein Objekt der
Kategorie Top? (das bedeutet, dass X ein topologischer Raum ist und A ein
Unterraum von X). Sei i: A — X die Inklusion.

Sei n € N. Offensichtlich kann man S,,(A) als eine Teilmenge von S, (X)
betrachten (die Inklusion S, (A) < S, (X) ist gegeben durch i;). Somit wird
auch C,(A) zu einer Untergruppe von C,(X) fiir jedes n; wir fassen dabei
jede Kette auf A als eine Kette auf X auf, deren Koeffizienten auf Simplizes,
die nicht in A enthalten sind, alle 0 sind.

Also ist C,(A) eine graduierte Untergruppe von C.(X); die Grad-0 Ab-
bildung iy = C,(7) ist die Inklusion C,(A) — C.(X) .

Dies ist aber eine Kettenabbildung, und wenn man die Bedingung dafiir,
Joiy = iy 0 0, richtig liest, besagt sie einfach, dass 04 = 0x|C\(A) und somit

dx (C.(A)) C C.(A4) (2.38)

Folglich induziert dx einen graduierten Homomorphismus

von Grad -1, und weil 0% = 0, gilt auch 9% = 0.
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Wir bezeichnen die graduierte abelsche Gruppe C.(X)/C,(A) fortan mit
C.(X, A). Wir haben soeben gesehen, dass das Paar

C(X, A) = (C.(X, A),D)

ein Kettenkomplex ist. Wir nennen ihn den relativen singuldren Ketten-
komplex des Raumpaares (X, A).

Seine Zyklengruppe bezeichnen wir mit Z, (X, A) und seine Réndergruppe
mit B.(X, A).

Die Homologiegruppe von C(X, A) wird mit H,(X, A) notiert und heifit
die relative graduierte Homologiegruppe des Raumpaares (X, A). Thre
homogenen Anteile H, (X, A) heifen die relativen Homologiegruppen des
Paares (X, A).

Bemerkung 2.35 Hier ein paar Gedanken, die vielleicht helfen, die relati-
ven Kettengruppen und die relative Homologie zu verstehen.

Der Nenner von C, (X, A) ist Ci(A) und besteht aus allen endlichen Sum-
men und Differenzen von singuldren Simplizes in A. Eine Kette ¢ € C.(X, A)
ist zwar eigentlich nur eine Aquivalenzklasse oder Restklasse von Ketten in
X, aber da man bei der Quotientenbildung im Wesentlichen nur alle singula-
ren Simplizes in A gleich 0 setzt, hat jede relative Kette ¢ einen eindeutigen
Reprisentanten ¢’ € C,(X), der eine endliche Z-Linearkombination von sin-
guldaren Simplizes ist, die nicht ganz in A enthalten sind.

Wenn ¢’ € C,(X) irgendein Reprisentant von c¢ ist, dann ist ¢ genau dann
ein relativer Zyklus, nicht wenn d¢ = 0, sondern wenn Jc’ eine Kette in A
ist, also nur Simplizes enthilt, die ganz in A liegen.

Und ¢ ist genau dann ein Rand im relativen Kettenkomplex, wenn ¢’ zu
einem Rand von C,(X) gemacht werden kann durch Addition einer geeigne-
ten Kette ganz in A, wenn sich also ¢’ von einem Rand in C,(X) nur durch
eine Kette in A unterscheidet (¢’ muss aber nicht selber ein Rand in C,(X)
sein).

Bemerkung und Definition 2.36 Seien (X, A) und (Y, B) topologische
Raumpaare und sei
f: (X7A) - (YvB)

eine stetige Abbildung von Raumpaaren.
Weil f(A) C B ist
f(C.(4)) € C.(B)

und f; = C,(f) induziert somit einen wohldefinierte graduierten Homomor-
phismus

- LX) )
fy: C(X 4) = C.(A)  C.(B)

— C.(Y, B),
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der eine Kettenabbildung ist (d.h., mit 0 kommutiert), weil schon f; mit 9
kommutiert.

Diese Kettenabbildung der relativen Kettenkomplexe bezeichnen wir auch
mit C,(f), da aus dem Kontext immer hervorgeht, welche der so bezeichneten
Abbildungen gemeint ist.

C.(f) induziert natiirlich auch in Homologie einen Grad-0 Homomorphis-
mus

HL(f) = f. 1= H(C.(£)): H.(X, A) — H.(Y, B).

Lemma 2.37 C, (wie in Definition 2.34 fiir Raumpaare definiert) ist ein
Funktor Top2 —— KK. Somit ist auch H, ein Funktor Top2 — GAG.

Beweis. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, und fiir die erste Be-
hauptung miissen nur die funktoriellen Eigenschaften der Zuordnung von
Morphismen zu Morphismen nachgepriift werden, namlich, dass

idy = C.(id(x,4)) = ide, (x,a)

und dass
Ci(go f) = Ci(g) o Ci(f),

wenn f eine stetige Abbildung von Raumpaaren (X, A) — (Y, B) ist und g
eine stetige Abbildung (Y, B) — (Z,C).
Beides ist aber trivial. |

Bemerkung 2.38 In Beispiel 1.10 ¢) hatten wir gesehen, dass man Top
als eine Unterkategorie von Top? auffassen kann, wenn man jeden topolo-
gischen Raum X mit dem Raumpaar (X, () identifiziert, und die Inklusion
J: Top — Top? ist ein Funktor nach Beispiel 1.13 b).

Weil C,(0) = {0} (Beispiel 2.33) ist C.(X,0) = C.(X) oder in anderen
Worten H, o J = H, auf Top.

Umgekehrt haben wir nach Beispiel 1.13 g) auf Top® die vergesslichen
Funktoren P;(X,A) := X und Py(X, A) = A.

Fiir jedes topologische Raumpaar (X, A) gibt es Inklusionen i: A — X
und j: X = (X,0) — (X, A), und nach der Definition der Morphismen von
Top2 ist ¢ eine natiirliche Transformation P, — P; und j eine natiirliche
Transformation P, — idp,,2; die genannten Inklusionen sind also natirliche
Inklusionen.

Wenn wir Lemma 1.29 anwenden, sehen wir dass iy = C, o4 salopp gesagt
eine natiirliche Transformation C,(A) — C.(X) ist, und j; = C, 0 ist eine
natiirliche Transformation C,(X) — C.(X, A). Entsprechend ist i, = H, oty
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eine natiirliche Transformation H,(A) — H.(X) und j, = H, o j; eine
natiirliche Transformation H,(X) — H.(X, A).

(Korrekter ausgedriickt miisste man sagen: 4 ist eine natiirliche Trans-
formation C, o P, — C, o P, und j; ist eine natiirliche Transformation
Cyo P, — C,; ferner ist i, eine natiirliche Transformation H,oP, — H,oP;
und j, ist eine natiirliche Transformation H, o P, — H,. Aber auch die sa-
loppe Formulierung versteht man nicht falsch und man ,verinnerlicht” sie
etwas besser.)

Im folgenden Kapitel werden wir noch eine dritte natiirliche Transfor-
mation zwischen diesen Homologiefunktoren konstruieren, diesmal eine von
Grad -1, aber das ist schon Teil der Berechnung der Homologie, womit wir
sofort beginnen wollen.



80

KAPITEL 2. SINGULARE HOMOLOGIE



Kapitel 3

Die Eilenberg-Steenrod Axiome

In diesem Kapitel wollen wir Methoden entwickeln zur Berechnung der Ho-
mologiegruppen von topologischen Rdumen und Raumpaaren. Zum Gliick ist
das einfacher, als im Falle der Homotopie.

Natiirlich wiirden wir auch gerne ein bisschen mehr iiber das Verhalten
des Homologiefunktors und seiner Grundeigenschaften wissen, als wir in Ka-
pitel 2 herleiten konnten (genauer gesagt haben wir in Kapitel 2 noch nicht
einmal den Versuch unternommen, viel dariiber herauszubekommen). Aber
dieses Ziel widerspricht sich nicht mit dem erstgenannten. Im Gegenteil, beide
ergdnzen sich hervorragend, und wir konnten genauso gut sagen, in diesem
Kapitel wollen wir die wichtigsten Eigenschaften der Homologie im Detail
erforschen.

Deshalb heift das Kapitel auch nicht ,Berechnung der Homologie* oder
so dhnlich, sondern in der Kapiteliiberschrift ist von gewissen ,,Axiomen* die
Rede. Das hat folgendes Bewandnis.

Es gibt im Wesentlichen nur einen topologischen Raum (oder etwas pré-
ziser, nur eine sehr kleine Klasse von topologischen Riumen), deren singulére
Homologiegruppen man direkt anhand der Definition ausrechnet, in dem man
die singuldren Kettengruppen und die singuldren Randoperatoren genau an-
gibt. Fiir andere Varianten der Homologie, etwa die simpliziale, ist das nicht
so — da berechnet man fast alle Homologiegruppen direkt iiber die dort sehr
viel kleineren Kettengruppen (das erfordert allerdings die Vorarbeit, den to-
pologischen Raum zu triangulieren, d. h., ihn zu einem Simplizialkomplex zu
machen).

Bei der singuldren Homologie ist die direkte Berechnung nur fiir wenige
Réaume iiberhaupt moglich, weil fast alle Raume sehr grofte Kettengruppen
haben, in denen man schwer rechnen kann. Die einzige wesentliche nichtleere
Ausnahme, bei der eine direkte Berechnung sogar die einzige Moglichkeit ist,
ist der Einpunktraum oder etwas allgemeiner, total unzusammenhéngende to-
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pologische Rdume, also Rdume, die eine spezielle und nicht sehr interessante
topologische Struktur haben.

Bei allen anderen Rdumen benutzt man die Figenschaften der singuldren
Homologie, um die Homologiegruppen des gegebenen Raumes mit der Ho-
mologie von einfacheren Rdumen in Verbindung zu bringen, deren Homologie
man vorher schon ausgerechnet hat. Stellt man die richtigen Verbindungen
her, so kann man aus der schon bekannten Homologie der einfacheren Rdume
die Homologie des neuen Raumes genau bestimmen.

Der Ausgangspunkt fiir diese Methodik ist natiirlich die Homologie des
Einpunktraumes. Fiir alles andere wird eine Werkzeugkiste eingesetzt, die aus
einer kleinen Liste von Standardsitzen besteht, iiber die Homologie eben des
Einpunktraumes und iiber die Bezichungen zwischen den Homologiegruppen
verschiedener verwandter Raumpaare.

Diese Standardsatze oder Standardeigenschaften der Homologie sind aber
typisch fiir alle iiblichen Varianten der Homologie und sind so wichtig, dass
sie von Eilenberg und Steenrod 1952 aufgezihlt wurden in Form einer Liste
von Axiomen der Homologie. Es handelt sich allerdings nicht wirklich um
Axiome, sondern um grundlegende Sétze, die wir fiir die singulére Homologie
auch beweisen werden.

Die eigentliche Aussage des Satzes von Eilenberg und Steenrod war, dass
diese grundlegenden Sitze {iber Homologie in einer ganzen Reihe von topolo-
gischen Kategorien gelten (genannt ,zuliissige Kategorien“), und dass sie fiir
die Kategorie der kompakten Polyederpaare (in anderen Worten, der Paa-
re von kompakten Simplizialkomplexen) die Homologie bis auf Isomorphie
eindeutig charakterisieren. Sie gelten aber in weit mehr als dieser einen Ka-
tegorie und konnen dort anstelle der eigentlichen, womoglich komplizierten
Konstruktion der Homologie als wéren sie Axiome benutzt werden, um alle
wichtigen Eigenschaften der Homologietheorie herzuleiten. Zu diesen ,wich-
tigen Eigenschaften” gehort auch die Berechnung der Homologiegruppen be-
liebiger Raume.

Diese axiomatische Vorgehensweise hat mehrere Vorteile: sie ist in der
Regel einfacher als ein unmittelbares Hantieren mit der jeweiligen Homolo-
giekonstruktion; sie ist dufserst leistungsfihig, wenn man in der Anwendung
ein bisschen Ubung hat (insbesondere leistungsfihig genug, um die Vortei-
le der simplizialen iiber die singulire Homologie véllig wettzumachen); sie
ist universell, in dem Sinne, dass man mit einem Beweis den gleichen Satz
fiir viele verschiedene Homologietheorien herleiten kann, ohne sich auf die
Details und Unterschiede dieser Theorien zu beziehen (vor der Einfithrung
dieser Axiome gab es chaotische Zustinde, weil mehrere verschiedene Homo-
logietheorien auf dem Markt waren, mit denen man sich einzeln beschéaftigen
musste); und schlieflich machen sie ganz klar und deutlich, worauf es in der
Homologie ankommt, d. h., welche Eigenschaften fiir Homologietheorien ty-
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pisch sind und welche Eigenschaften eine Theorie haben sollte, um als eine
Homologietheorie zu gelten.

Der letzte Punkt soll nicht unterschéitzt werden, denn er bietet einen Priif-
stein fiir Ideen zur Entwicklung neuer Varianten der Homologie, die vielleicht
Fragen 16sen konnen, die die klassischen Homologievarianten nicht beantwor-
ten konnen. Seit dem Erscheinen von Eilenberg und Steenrods Buch sind
eine ganze Anzahl von ,yverallgemeinerten Homologietheorien* und ,verallge-
meinerten Kohomologietheorien entwickelt worden, die auf ganz andersarti-
ge Merkmale aufgebaut sind, z.B. auf Vektorbiindel, auf Kobordismen usw.,
und die zwar nicht alle Eilenberg-Steenrod Eigenschaften erfiillen, aber nur
geringfiigig und in einzelnen Punkten davon abweichen und somit insgesamt
eine einheitliche Theorie bilden.

Fiir diese verallgemeinerten Theorien gibt es heute modernere und all-
gemeinere Konstruktionsmoglichkeiten, die starke Beziehungen zur Homoto-
pietheorie haben und die in vielen Kategorien anwendbar sind, und die die
Einzelkonstruktionen der verschiedenen Homologie- und Kohomologietheo-
rien zusammenfassen und ersetzen konnen. Was bei diesen Konstruktionen
passiert, kann man aber am besten verstehen, wenn man eine wichtige Ho-
mologietheorie schon kennt. Aus diesem Grund werden wir die klassische
Untersuchung der singuldaren Homologie weiterfithren und miissen leider aus
Zeitgriinden und Mangel an den nétigen Grundlagen darauf verzichten, viel
zum modernen Zugang zu sagen.

Fiir die singuldre Homologie bieten die Eilenberg-Steenrod Axiome fast
den einzigen praktikablen Weg, in die Theorie einzudringen und darin weiter
zu kommen. Unser erstes Ziel wird deshalb sein, diese Axiome zu beweisen,
damit wir sie anwenden konnen.

Es gibt vier Axiome in der Eilenberg-Steenrod Liste, und eines ist ganz
einfach und beschreibt nur die Homologie des Einpunktraumes (die wir direkt
ausrechnen werden). Ein anderes besagt, dass die Homologie homotopiein-
variant ist, d.h., Rdume mit dem gleichen Homotopietyp haben die gleiche
Homologie und homotope Abbildungen induzieren die gleichen Homomor-
phismen in Homologie.

Die verbleibenden beiden Axiome beschreiben die Beziehung zwischen
der Homologie eines Raumpaares (X, A) und der Homologie der einzelnen
Raume X und A, oder zwischen der Homologie eines Raumes und der Ho-
mologie zweier offener Mengen, die den Raum iiberdecken, sowie von ihrem
Durchschnitt. Diese Beziehung wird aber nicht direkt und eindeutig ausge-
driickt, etwa durch Isomorphismen, sondern durch eine gewisse algebraische
Konstruktion, genannt eine exakte Folge von Gruppen und Homomorphis-
men, aus der man in speziellen Fillen genaue Informationen herleiten kann,
aber in ungiinstigen Féllen eben nicht sehr viel {iber die einzelnen Gruppen
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und Homomorphismen herausbekommt. Die ganze Kunst der Anwendung
besteht darin, eine Berechnungsaufgabe so zu zerlegen, dass die giinstigen
Fille auftreten und man am Ende klare Ergebnisse erhélt.

Wegen der Wichtigkeit dieser algebraischen Konstruktion in der gan-
zen Homologietheorie beginnen wir dieses Kapitel mit einem kurzen Ab-
schnitt iiber exakte Folgen, auch als Vorbereitung fiir die Formulierung der
Eilenberg-Steenrod Axiome.

Definition 3.1 Sei F eine Folge von Gruppen und Homomorphismen (also
ein linear angeordnetes Diagramm wie in Definition 1.20 a)) und in F komme
die Teilfolge

vor. Hier konnen die Punkte leer sein oder fiir weitere Homomomorphismen
und Gruppen stehen.
Wir sagen (3.1) oder F ist exakt an der Stelle B, wenn

Bild f = Ker g. (3.2)

Wir nennen die ganze Folge F eine exakte Folge, wenn sie an jeder
Stelle, wo es Sinn macht, d.h., an jeder Stelle der Gestalt von B in (3.1),
exakt ist.

(Wenn die Folge F eine erste oder eine letzte Gruppe hat, d.h., wenn
sie irgendwo beginnt oder irgendwo endet, dann lasst sich die Definition na-
tiirlich nicht auf diese erste oder letzte Stelle anwenden, weil dort entweder

der eingehende Homomorphismus f oder der abgehende Homomorphismus g
fehlt.)

Bemerkung 3.2 Die Exaktheitsbedingung (3.2) impliziert, dass in einer ex-
akten Folge (oder an jeder exakten Stelle in einer nicht tiberall exakten Folge)
die Verkniipfung zweier aufeinanderfolgender Homomorphismen der triviale
Homomorphismus 0 ist (im nichtabelschen Fall entsprechend der triviale Ho-
momorphismus mit konstantem Wert 1).

Insbesondere ist eine exakte Folge von abelschen Gruppen immer auch
ein Kettenkomplex, allerdings kein sehr interessanter Kettenkomplex, denn
Bedingung (3.2) besagt gerade, dass alle Réandergruppen gleich den Zyklen-
gruppen der gleichen Dimension sind, also dass die Homologie in jeder Di-
mension { 0} ist.

Man kann das so verstehen, dass die Homologie eines Kettenkomplexes
ein Mals fiir seine Nichtexaktheit ist!

Folgende Beispiele werden ein bisschen deutlicher machen, was Exaktheit
bedeutet oder bedeuten kann. Wir beschrianken uns dabei bewusst auf den
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Fall von additiven abelschen Gruppen, weil wir diesen vorrangig betrachten
werden, aber die Aussagen gelten auch (wenn man 1 statt 0 schreibt) fiir den
nichtabelschen Fall.

Lemma 3.3 a) Wenn f = 0, dann ist (3.1) genau dann exakt, wenn g
injektiv ist.
Inshesondere, {0} — B—2>( ist genau dann exakt, wenn g in-
jektiv ist.

b) Wenn g =0, dann ist (3.1) genau dann exakt, wenn f surjektiv ist.

Insbesondere, A . p— {0} ist genau dann exakt, wenn f sur-
jektiv ist.

¢) {0}—=A——={0} ist genau dann exakt, wenn A = {0}.

d) {0} A-1-pB {0} ist genau dann exakt, wenn f ein Iso-
morphismus ist.

Beweis. a): Wenn f = 0, so ist Bild f = {0} und (3.1) ist genau dann exakt,
wenn dies Ker g ist, also, wenn ¢ injektiv ist.

b): Wenn g = 0, so ist Kerg = B und (3.1) ist genau dann exakt, wenn
dies Bild f ist, also, wenn f surjektiv ist.

¢): Das Bild der linken Abbildung ist {0} C A; der Kern der rechten
Abbildung ist ganz A; das Diagramm ist genau dann exakt, wenn sie gleich
sind, also wenn A = {0 }.

d) folgt sofort aus a) und b). [ |

Fiir kompliziertere (insbesondere langere) Folgen als diese beinhaltet die
Exaktheit aufer in Spezialfillen nicht so eine klare Aussage wie in diesen
ganz einfachen Beispielen, aber sie liefert trotzdem viel Information. Der
néchstkompliziertere Fall sieht so aus wie 3.3 d), aber ist in der Mitte um
eine nichttriviale Gruppe linger. Dieser Fall ist so wichtig, dass er einen
eigenen Namen hat:

Definition 3.4 Eine kurze exakte Folge von abelschen Gruppen und Ho-
momorphismen ist eine exakte Folge der speziellen Gestalt

(0} —=A-—t>p-—2oc—={0} (3.3)

Auch hier kénnen wir etwas sagen iiber die Gruppen, die in der Folge
vorkommen:
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Definition 3.5 Seien G und H abelsche Gruppen und sei f: G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Die Quotientengruppe

H
Bild f

heifst der Cokern von f und wird mit Coker f bezeichnet.

Lemma 3.6 Sei

(0} —=A-—t-p-2toc—>{0}

eine kurze exakte Folge von abelschen Gruppen und Homomorphismen. Dann
ist
fiA— f(A)=KergC B

ein Isomorphismus, und g induziert einen Isomorphismus

B
g: Coker f = —— — C.
f(4)
Beweis. Nach Lemma 3.3 a) ist f injektiv, also ein Isomorphismus auf sein
Bild, und dieses ist gleich Ker g wegen der Exaktheit der Folge bei B. Nach
Lemma 3.3 b) ist g surjektiv und nach dem ,Ersten Isomorphiesatz* fiir
Gruppen induziert g einen Isomorphismus

g: B/Kerg — ¢g(B) =C.

Wegen der Exaktheit der Folge bei B ist aber Ker g = Bild f, also ist g ein
Isomorphismus B/f(A) = Coker f — C. |

Man kann das etwas salopp so ausdriicken, dass in einer kurzen exakten
Folge (3.3) im Wesentlichen gilt C' = B/A.

Bemerkung 3.7 Exakte Folgen von Gruppen und Homomorphismen sind
insbesondere Folgen, also Diagramme von einer bestimmten Gestalt, und fiir
jede mogliche Gestalt G eines Folgendiagramms bilden die exakten Folgen
dieser Gestalt die Objekte einer vollen Unterkategorie der Diagrammkatego-
rie G-DGp oder in unserem Fall eher G-DAbGp (siche Definition 1.21).
Das bedeutet insbesondere, dass wir iiber Funktoren sprechen konnen, die
auf exakten Folgen definiert sind oder die exakte Folgen als Werte annehmen.
Es macht deshalb auch Sinn zu behaupten, eine in einer gewissen Situa-
tion auftretende exakte Folge sei natiirlich — das bedeutet nichts anderes,
als dass diese Folge die Objektzuordnung eines Funktors ist, der exakte Fol-
gen als Objektwerte und Morphismen im Sinne der Diagrammkategorie als
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Morphismenwerte annimmt. Zur Erinnerung, ein Morphismus in der Dia-
grammbkategorie zwischen zwei Gruppenfolgen gleicher Gestalt besteht aus
einer Familie von Gruppenhomomorphismen zwischen entsprechenden Stel-
len in den beiden Folgen, so dass alle kleinen Quadrate, die diese Homo-
morphismen mit den Homomorphismen innerhalb der beiden Folgen bilden,
kommutieren.

Kurze exakte Folgen sind aus verschiedenen Griinden besonders wichtig. Fi-
ner dieser Griinde besteht in der Tatsache, dass man jede lingere exakte
Folge in kurze exakte Folgen zerlegen kann:

Bemerkung 3.8 Seien G und H abelsche Gruppen und sei f: G — H ein
Homomorphismus. Dann gibt es natiirliche kurze exakte Folgen

{0} —=Kerf —>G—L=Bildf —={0} (3.4)
und

{0} —=Bildf L~ gL~ Coker f —= {0}, (3.5)

wo ¢ und j die Inklusionen sind und p die Projektion auf den Quotienten
ist, als den der Cokern definiert ist. Als Abbildung auf ihr Bild ist f ja auch
surjektiv, so dass die Exaktheit bei den duferen Gruppen in jeder Folge von
vornherein gegeben ist, und die Exaktheit bei den mittleren Gruppen G und
H ist fiir diese Folgen auch trivial.

Die Natiirlichkeit bezieht sich, wie in Bemerkung 3.7 erklirt, auf die Dia-
grammkategorien, d.h., die hier genannten kurzen exakten Folgen hangen

funktoriell von dem Diagramm G—L~H ab. Davon kann man sich leicht
iiberzeugen; wir fiihren es nicht vor.

Eine exakte Folge, egal welcher Lange, ist eine Hintereinanderreihung
von Gruppenhomomorphismen, und die Exaktheit bewirkt, dass die kurzen
exakten Folgen (3.4) fiir diese Gruppenhomomorphismen sich ineinander ver-
zahnen und somit die gesamte gegebene lingere exakte Folge in viele kurze
exakte Folgen zerlegen:

Bemerkung 3.9 Sei

. fn72 An_l f’nfl A fn An+1 fn+1 An+2 fn+2 .

n

eine exakte Folge von Gruppen und Homomorphismen beliebiger Lange.
Dann zerlegt sich diese Folge wie in folgendem Diagramm in lauter kurze
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exakte Folgen des Typs (3.4):

.. fnfl An fn An+1 fn+1 L
N NG N S
Bild f,,_1 Bild f, Bild f,, 41
= Ker f, = Ker f,11 = Ker f,10

N NN

{0} {0} {0} {0}

Die kurzen exakten Folgen bestehen jeweils aus zwei schrig steigenden und
den anschliessenden zwei schrig fallenden Pfeilen

./.\.
7 N
{0} {0}

Wegen dieser Bemerkung kann man jede noch so komplizierte Situation
mit exakten Folgen auf kurze exakte Folgen zuriickfiihren. In einem gewissen
Sinne sind sie also die kompliziertesten exakten Folgen, die man betrachten
muss.

Ein anderer Grund fiir die Bedeutung der kurzen exakten Folgen ist,
dass sie Quotienten G/H von abelschen Gruppen genau beschreiben durch

die entsprechende kurze exakte Folge {0} H—~G—>~G/H {0}.
Weitere Griinde werden spéter ganz deutlich werden.

Bisher haben wir nur danach gefragt, welche Bedeutung die Exaktheit
einer Folge hat fiir die Gruppen und Homomorphismen innerhalb der Folge.
Sie wirkt sich aber auch auf sehr angenehme Weise aus auf Eigenschaften von
Homomorphismen (also Diagrammmorphismen) zwischen zwei verschiedenen
exakten Folgen:

Lemma 3.10 (Das 5-er Lemma) Sei

Atep oo .p i

R

Al B s s s py

ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphismen, in dem
die waagerechten Reihen exakt sind. Die vier dukeren (also die ersten beiden
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und die letzten beiden) der fiinf senkrechten Abbildungen seien Isomorphis-
men. Dann ist auch der mittlere senkrechte Homomorphismus v ein Isomor-
phismus.

Die Voraussetzung iiber die senkrechten Homomorphismen wurde so for-
muliert, weil sie homogen ist und sich deshalb so am leichtesten einprégen
ldsst, aber man kann sie geringtiigig abschwéichen — der gleiche Schluss gilt,
wenn die erste Abbildung « nur surjektiv und die letzte Abbildung € nur
injektiv ist (und [ und § nach wie vor Isomorphismen sind).

Beweis. Der Beweis erfolgt nach einer in der algebraischen Topologie Au-
fserst beliebten Vorgehensweise, die man Diagrammgjagd nennt. Diese Me-
thode besteht darin, einzelne Elemente (hier der Gruppen C und C') mit
den vorhandenen Abbildungen auf Pfade durch das Diagramm zu schicken,
bis man Nullwerte erhélt. Die Kommutativitit der einzelnen Quadrate wird
ausgenutzt, um Pfade um zwei Seiten eines Quadrats iiber die anderen bei-
den Seiten umzuleiten, und die Exaktheit der waagerechten Folgen und die
vorausgesetzten Eigenschaften der senkrechten Abbildungen werden ausge-
nutzt, um zu zeigen, dass gewisse Elemente 0 sind, oder um Elemente entlang
der Pfeile ,zuriickzuholen®, also um Urbilder unter den Homomorphismen zu
finden — fiir die waagerechten Abbildungen existieren solche Urbilder, auf
Grund der Exaktheit, genau dann, wenn der folgende Pfeil das Element auf
0 schickt.

Wir fiihren jetzt einen solchen Beweis durch, wobei wir die Kommutati-
vitdt des Diagramms immer stillschweigend einsetzen werden, um Verkniip-
fungen umzuschreiben. Auf die Verwendung der anderen Voraussetzungen
wird immer explizit hingewiesen. Wenn man sich den Beweis auf dem Pa-
pier ansieht, erscheint er sehr undurchsichtig, aber wenn man die einzelnen
Schritte mit dem Finger im Diagramm nachfihrt, wird alles ganz einfach.
Deshalb heifit diese Beweismethode auch so — im Wesentlichen besteht sie
darin, Elemente mit dem Finger auf dem Blatt oder an der Tafel durch das
Diagramm zu ,,jagen*.

Wir zeigen nun zuerst, dass v injektiv ist. Sei ¢ € C' mit y¢ = 0. Dann
ist h'ye = dhe = 0. Weil § injektiv ist, ist hc = 0. Weil die obere Reihe exakt
ist, gibt es ein b € B mit gb = c.

Fiir dieses b gilt nun 0 = y¢ = ygb = ¢'#b. Weil die untere Reihe exakt
ist, gibt es ein Element o’ € A’ mit f'a’ = (b, und weil « surjektiv ist, gibt
es ein a € A mit ca = d’.

Wir haben dann b = f'a’ = f'aa = [ffa und weil 3 injektiv ist folgt
daraus b = fa. Also ist ¢ = gb = gfa = 0, denn die Exaktheit der oberen
Reihe impliziert gf = 0 (Bemerkung 3.2). Also ist ¢ = 0 und 7y ist injektiv.

Jetzt zeigen wir, dass v surjektiv ist. Sei ¢ € C’. Weil ¢ surjektiv ist,
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gibt es ein Element d € D mit dd = h'c’. Weil die untere Reihe exakt ist, ist
i'h'd =0, also auch i'0d = eid = 0, und weil ¢ injektiv ist, ist id = 0. Weil
die obere Reihe exakt ist, gibt es ein Element ¢ € C' mit hc = d.

Leider muss nicht unbedingt gelten, dass ¢ = ¢/, aber wir haben zumin-
dest W'~y¢ = 0hc = dd = h'd, woraus folgt h'(¢’ — v¢) = 0. Weil die untere
Reihe exakt ist, gibt es ein Element ¥’ € B’ mit ¢'t/ = ¢ — ~¢, und weil
surjektiv ist, gibt es ein Element b € B mit b =1'.

Sei ¢ = ¢+ gb € C. Wir haben y¢ = y¢ + vgb = yé¢ + ¢'6b = ve + ¢’V =
ve+ ¢ —~e = . Also ist y¢ = ¢’ und 7 ist surjektiv.

Also ist 7 ein Isomorphismus.

Wenn man den Beweis noch einmal durchliest nach den verwendeten Ei-
genschaften der senkrechten Abbildungen, sieht man, dass im ersten Teil die
Injektivitdt von [ und § verwendet wird, sowie die Surjektivitdt von a. Im
zweiten Teil wird die Surjektivitdt von 3 und 6 verwendet und die Injektivi-
tdt von €. Deshalb muss verlangt werden, dass # und ¢ Isomorphismen sind,
aber es reicht, wenn « surjektiv und ¢ injektiv ist. ]

Bemerkung 3.11 Das ,5-er Lemma®“ heifst natiirlich wegen der fiinf Grup-
pen in jeder Reihe und der fiinf senkrechten Abbildungen so.

Es ist wichtig anzumerken, dass die Folgerung die Existenz des gesamten
kommutativen Diagramms mit den fiinf senkrechten Abbildungen voraus-
setzt. Die Aussage besagt namlich nicht: "Wenn man zwei exakte Folgen
Atoptoctop o und ALY Y B hat mit
A2 A B2 B, D=D und E = E', dann ist auch C = C".“ Diese naive
Vereinfachung kann durchaus falsch sein.

Wenn man keine mittlere Abbildung ~v: C' — C’ vorweisen kann, die das
Diagramm kommutativ macht (und die dann wegen des 5-er Lemmas tatsich-
lich ein Isomorphismus ist), ist es sogar moglich, dass die duferen vier Ab-
bildungen Identititen sind, ohne dass die mittleren Gruppen isomorph sind.
Natiirlich existiert dann auch kein Homomorphismus der mittleren Gruppen,
der das Diagramm kommutativ macht.

Wir wissen jetzt genug iiber exakte Folgen, um sie in einfachen Féllen
anwenden zu konnen. Fiir die algebraische Topologie brauchen wir diesen
Begriff aber auch fiir andere Kategorien, die in der Homologietheorie eine
Rolle spielen.

Bemerkung 3.12 Wir haben die Exaktheit bisher nur definiert fiir Folgen
von Gruppen und Homomorphismen. Den gleichen Begriff mit den gleichen
Konsequenzen kann man aber problemlos erweitern auf jede Kategorie, die
aus Gruppen aufgebaut ist oder deren Objekte eine Gruppenstruktur tragen.



Stand vom 20. Februar 2008 91

Neben der offensichtlichen Verallgemeinerung auf die Kategorie der Mo-
duln iiber einen Ring konnen wir Exaktheit ohne weitere Vorbereitung auf
jede Diagrammkategorie iiber den Kategorien Gp oder AbGp anwenden,
und auf Unterkategorien solcher Kategorien, sowie auf die Kategorie GAG
der graduierten abelschen Gruppen und der graduierten Homomorphismen
und auf ihre Unterkategorien.

Sei G ein gerichteter Graph und sei K = G-DAbGp die Kategorie der
G-Diagramme von abelschen Gruppen und Homomorphismen (man kann die
Einschriankung ,abelsch aber auch weglassen). Eine Folge

Dt p—Espr... (3.6)

von G-Diagrammen und Diagrammmorphismen heifst dann exakt beim Dia-
gramm D', wenn die Bedingung (3.2) fiir die Gruppenhomomorphismen und
Gruppen an jeder einzelnen, in den drei Diagrammen sich entsprechenden,
Stelle in den Diagrammen erfiillt ist.

Das heifst etwas ausfiihrlicher: wenn D = (P, p) in der Notation von Defi-
nition 1.16, wenn D’ = (@, ¢) und wenn D" = (R, r), dann ist die Folge (3.6)
exakt bei D’ genau dann, wenn fiir jeden einzelnen Knoten x von G die Folge

P(z) % Q(a) - R(x)

von Gruppen und Homomorphismen bei Q(z) exakt ist.

Die Exaktheit fiir Folgen von graduierten abelschen Gruppen und gra-
duierten Homomorphismen braucht man gar nicht extra zu definieren, weil
Definition 3.1 hier direkt anwendbar ist — graduierte abelsche Gruppen sind
ja schlieflich auch Gruppen und graduierte Homomorphismen sind insbeson-
dere auch Gruppenhomomorphismen; sie erfiillen nur zusdtzliche Eigenschaf-
ten. Aber auch in diesem Fall ist es eine Konsequenz von Lemma 2.30 c),
dass eine Folge von graduierten abelschen Gruppen und graduierten Homo-
morphismen genau dann exakt ist, wenn dies fiir jede Stufe einzeln gilt.

Natiirlich iibertragt sich der Exaktheitsbegriff automatisch auch auf Un-
terkategorien. Insbesondere wird es sinnvoll sein, von exakten Folgen von
Kettenkomplexen zu sprechen, weil die Kategorie KK der Kettenkomplexe
je nach der bevorzugten Variante der Definition eine Unterkategorie einer
Diagrammkategorie von Gruppen und Homomorphismen ist, oder eine Un-
terkategorie einer Diagrammkategorie von graduierten abelschen Gruppen,

modelliert auf dem Graphen O mit einem Knoten (der ein Platzhalter fiir
°

die direkte Summe der Kettengruppen ist) und einem Pfeil von diesem Kno-
ten zuriick zu sich (als Platzhalter fiir den Randoperator).
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Der erste grundlegende Satz der Homologietheorie, den wir beweisen,
héngt nicht von den Einzelheiten der jeweiligen Homologietheorie ab, son-
dern ist im Wesentlichen eine Eigenschaft von Kettenkomplezen.

Definition 3.13 Eine lange exakte Folge von Gruppen und Homomor-
phismen ist eine exakte Folge, die unendliche Lange hat, also die an mindes-
tens einem Ende unbegrenzt ist (vergleiche Definition 1.20 a)).

Satz 3.14 Sei
{0} —(C,0) L~ (D,0) 2~ (E,0") — {0} (3.7)

eine kurze exakte Folge von Kettenkomplexen und Kettenabbildungen.
Dann gibt es eine natiirliche lange exakte Folge

Hy(f)

671 1 Hn() B'n
> Hy1 (B) = H, (C) = H, (D) ==

() L H oy (C)
(3.8)

zwischen den Homologiegruppen der drei Kettenkomplexe, oder effizienter in

der Kategorie GAG ausgedriickt, es gibt ein natiirliches exaktes Dreieck

Grax % (3.9)

zwischen den graduierten Homologiegruppen der drei Kettenkomplexe, mit
den von den Kettenabbildungen induzierten Grad 0 Homomorphismen f, =
H(f) und g, = H(g) und mit einem Grad —1 Homomorphismus

B: HE)— H(C),

den wir den verbindenden Homomorphismus des exakten Homologie-
dreiecks nennen wollen, und der wie folgt erklart wird:

Das unten stehende Diagramm von graduierten abelschen Gruppen hat
die Randoperatoren der Kettenkomplexe als senkrechte Abbildungen und
kommutiert, weil die waagerechten Abbildungen Kettenabbildungen sind:

(0} —=c-1-p-—2-g—~{0}

% @/l aul (3.10)
(0} —Cc—-L-D2-p—{0}
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Eine Homologieklasse € in H(F) ist die Restklasse eines Zyklus z € Z(E) =
Ker 0”. Man stelle sich z vor in der Gruppe E in der oberen Reihe des Dia-
gramms (beide Reihen sind eigentlich die gleiche Folge, zweimal hingeschrie-
ben um die Randoperatoren sichtbar zu machen).

Weil g surjektiv ist, gibt es ein Element d € D mit gd = z. Weil z ein
Zyklus ist und das rechte Quadrat im Diagramm kommutiert, gilt g0'd =
0"gd = 9"z = 0, und weil die untere Reihe exakt ist gibt es ein Element
c € C mit fc = 0'd. Dieses Element ist ein Zyklus und ((v) = [c].

Beweis. Im Beweis sind viele Einzelschritte zu tun: wir miissen zeigen, dass
das Dreieck (3.9) an allen drei Stellen exakt ist; wir miissen auferdem zei-
gen, dass das Dreieck natiirlich ist, also dass alle drei Homomorphismen im
Dreieck mit den Homomorphismen kommutieren, die von einem Morphismus
zwischen zwei kurzen exakten Folgen von Kettenkomplexen induziert werden;
aber bevor wir mit diesen Aufgaben iiberhaupt beginnen koénnen, miissen wir
nachpriifen, dass wir tatséichlich ein wohldefiniertes Dreieck von graduierten
Homomorphismen vor uns haben und speziell, dass die Angaben in der Aus-
sage des Satzes die Abbildung # wohl und eindeutig definieren und dass (3
wirklich ein Homomorphismus ist. Das machen wir als Erstes.

Die einzelnen Beweisschritte lassen sich am einfachsten verfolgen in einer
erweiterten Version von Diagramm (3.10) mit drei Zeilen (die aber wieder
alle die gleiche kurze exakte Folge darstellen):

{0} cl-p-t-p [0}
ai fa’l ga”l
{0} C D E {0} (3.11)
0 0
% f l g l
{0} C D E {0}

Wohldefiniertheit von 3: Die Vorschrift zur Konstruktion von § war: zu
einer Homologieklasse ¢ in H(F) wéhle man einen Zyklus z € Z(E) C E mit
£ = [2], man wihle ein Urbild d € D von z mit gd = z, und man findet dann
aus schon erlduterten Griinden eine Kette ¢ € C' mit fc = d'd. Diese Kette ¢
ist sogar eindeutig bestimmt, weil f wegen der Exaktheit der Folge injektiv
ist.

Es wurde behauptet, dass c ein Zyklus ist. Das gilt wegen der Injektivitat
von f und weil die linken Quadrate in (3.11) kommutieren, denn fdc =
J'fe=00d=0, also ist dc = 0.

Folglich représentiert ¢ eine Homologieklasse [¢] € H(C') und diese neh-
men wir als den Wert (e).
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Es gibt zwei Stellen in dieser Konstruktion, wo eine nichteindeutige Wahl
getroffen wird, und wir miissen zeigen, dass das Ergebnis ((¢) nicht von
diesen Wahlen abhingt, ndmlich nicht von der Wahl des Zyklus z € E mit
e = [z], und nicht von der Wahl des Elementes d € D mit gd = z.

Stellen wir uns also vor, wir hitten statt z einen vielleicht anderen Zyklus
z' € E gewahlt mit der gleichen Homologieklasse, und wir hétten statt d € D
ein anderes Element d' € D gewéhlt mit gd' = 2’ (da 2z’ auch gleich z sein
darf, decken wir hiermit auch die Moglichkeit ab, verschiedene Urbilder des
gleichen Zyklus z € E zu wihlen). Wir stellen uns diese Elemente vor in der
mittleren Reihe von Diagramm (3.11).

Sei ¢ das eindeutige Element von C' mit fc = 9’z und sei ¢ das eindeutige
Element von C' mit f¢’ = 9'z. Wir miissen zeigen, dass [c] = [¢/], also dass
¢ — ¢ ein Rand ist.

Weil [z] = [2/] ist z — 2/ ein Rand und es gibt ein Element y € E mit
z — 2/ = 0"y. Weil g surjektiv ist finden wir ein Element € D mit gz = .
Wir stellen uns diese Elemente vor in der oberen Reihe von Diagramm (3.11).

Weil das obere rechte Quadrat kommutiert, gilt

gd—gd =z— 72 =0"gr = g0'x
und somit ist d — d’' — 0'x € Ker g = Bild f. Wahle ein Element w € C' mit
d—d —Jz = f(w).

Weil das linke untere Quadrat in Diagramm (3.11) kommutiert, haben
wir
fow =0 fw
= d—d —-92)=0d-0d —Pr=3d—-93d -0
=Jd-09d
= fe— fd,

und weil f injektiv ist gilt Ow = ¢— ¢ und c¢— ¢ ist ein Rand, wie behauptet.
Das heikt, G(¢) hingt nicht von den wihrend der Konstruktion getroffenen
Wahlen ab und ( ist wohldefiniert.

Aus der Konstruktion ist klar, dass § die Dimension eines homogenen
Elementes von H(E) um 1 erniedrigt, aber wir miissen noch zeigen, dass (3
ein Homomorphismus ist.

Das ist ganz einfach einzusehen, denn wenn ¢ und ¢’ zwei Elemente von
H(E) sind, so seien z und 2’ Zyklen in E mit € = [z] und ¢’ = [¢/], man wéhle
Elemente d und d’ € D mit gd = z und gd’ = 2/, und man finde die Elemente
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cund ¢ € C mit fc = 9’z und fd = 07, fiir die dann gilt 5() = [¢] und
ple) = 1]

Dann ist z 4 2’ ein Zyklus in F, dessen Homologieklasse ¢ + &’ ist, d + d’
ist ein Element von D mit g(d + d') = z + 2/, und ¢ + ¢ ist ein Element von

C mit f(c+d)=0d+dd =0 (d+d). Also ist
Ble+e) = le+c] = Be) + B,

und [ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Exaktheit bei H(C): Nach der Definition von [ hat jede Homologieklasse
in Bild 8 die Form [c] fiir einen Zyklus ¢ € C so dass fc = 0'd fiir ein
geeignetes Element d € D. Insbesondere ist f.[c] = [fc] = 0, weil fc ein
Rand ist. Also ist Bild g C Ker f,.

Fiir die andere Inklusion, sei v € H(C) mit f.(y) = 0 und sei ¢ ein
Zyklus in C' mit v = [¢]. Da f.[c] = [fc] =0, ist fc ein Rand und es gibt ein
Element d € D mit d'd = fc. Sei z := gd € E. Wegen der Kommutativitét
der rechten Quadrate und der Exaktheit der Zeilen von (3.11) ist 0"z =
0"gd = g0'd = gfc =0 und z ist somit ein Zyklus. Nach der Definition von
B gilt 3([z]) = [c] =~. Also ist Ker f. C Bild 3 und die Exaktheit bei H(C)

ist bewiesen.

Exaktheit bei H(D): g, o f. = 0, weil schon go f = 0 in der exakten Folge
(3.7). Also ist Bild f, C Ker g,.

Fiir die andere Inklusion, sei 6 € H(D) mit g.(d) = 0 und sei d ein Zyklus
in D mit § = [d]. Wir stellen uns diese Elemente vor in der mittleren Zeile
von (3.11).

Weil g.[d] = [gd] = 0, ist gd ein Rand und es gibt ein Element e € E mit
0"e = gd. Weil g surjektiv ist gibt es ein Element a € D mit ga = e. Sei
d = d — Ja; dies ist ein Zyklus weil d und &'a Zyklen sind, und [d'] = [d],
weil d und d' sich nur um einen Rand unterscheiden. Wir haben also auch
6 = [d'].

Wegen der Kommutativitét der rechten Quadrate von (3.11) ist

gd = gd — gd'a=gd—3"ga=gd—9"e =0

und weil die Zeilen des Diagramms exakt sind gibt es ein ¢ € C' mit fc = d'.
c ist ein Zyklus, denn weil d' ein Zyklus ist, ist 0 = 0'd = &' fc = fOc,
und aus der Injektivitit von f folgt, dass dc = 0.
Wir haben also

6 =[d]=[fd = f([d),
und somit ist Ker g. C Bild f, und die Exaktheit bei H (D) ist bewiesen.
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Exaktheit bei H(E): Sei ¢ € H(E); diese Homologieklasse ist eine Aqui-
valenzklasse von Zyklen von E. Nach der Definition von 3 gibt es fiir jeden
Zyklus z € ¢ ein Element d € D mit gd = z und zu jedem solchen Element
d € D gibt es einen Zyklus ¢ € C' mit fc = J'd, der wegen der Injektivitat
von f eindeutig ist, und es gilt G(g) = [c]. Weil 8 wohldefiniert ist hangt [c]
weder von der Wahl von z € ¢ noch von der Wahl von d ab.

Wenn ¢ € Bild g, so gibt es einen Zyklus d € D mit e = g,([d]) = [gd],
d.h., wir kénnen in der Konstruktion von (¢) den Zyklus z als gd wihlen
und den gegebenen Zyklus d als sein Urbild in D. Weil d ein Zyklus ist, haben
wir 0'd = 0, also wir kénnen ¢ = 0 wihlen und ((¢) = [0] = 0. Damit haben
wir gezeigt, dass Bild g, C Ker 3.

Fiir die andere Inklusion, sei ¢ € Ker 3. Dann ist der Zyklus c in obiger
Konstruktion von 3(¢) ein Rand, d.h., es gibt ein Element a € C' mit ¢ = da.

Wir haben dann

dd= fc= foa =0 fa,

so dass d' := d — fa ein Zyklus ist. Ferner gilt wegen der Exaktheit der
waagerechten Folgen in (3.11)

9. ([d]) = [9d] = [9d — gfa] = [gd — 0] = [z] =,

so dass ¢ € Bild g..
Damit haben wir gezeigt, dass Ker # C Bild g, und das Dreieck (3.9) ist
auch bei H(FE) exakt. Es ist also tatséchlich an jeder Stelle exakt.

Natiirlichkeit des exakten Dreiecks (3.9):
Sei die Familie der senkrechten Abbildungen in

{0} —(C,0) —"~ (D,9) "~ (B,9") —~ {0}
pl qi l (3.12)
{0} —(C,8)—~(D,8) = (B,0") —~{0}
ein Diagrammmorphismus zwischen zwei kurzen exakten Folgen von Ket-
tenkomplexen und Kettenabbildungen (das bedeutet, dass das Diagramm
kommutiert).

Die Kettenabbildungen p, ¢ und r induzieren Grad-0 Homomorphismen
D«, ¢« und r, zwischen den Homologiegruppen an entsprechenden Stellen in
den exakten Homologiedreiecken der beiden kurzen exakten Folgen. Wir miis-
sen zeigen, dass das exakte Homologiedreieck natiirlich ist, und das bedeutet,
dass die Zuordnung des exakten Homologiedreiecks zu einer kurzen exakten
Folge von Kettenkomplexen und die Zuordnung der Homologiechomomorphis-
men p,, ¢, und r, zu einem Morphismus (3.12) von kurzen exakten Folgen
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von Kettenkomplexen einen Funktor von der Kategorie der kurzen exakten
Folgen von Kettenkomplexen zu der Kategorie der exakten Dreiecke von gra-
duierten abelschen Gruppen bildet.

Funktoren miissen zwar den Identitdtsmorphismus und Verkniipfungen
von Morphismen richtig iibertragen, aber damit miissen wir uns nicht grof
auseinandersetzen, weil die entsprechenden Eigenschaften in unserer Situati-
on offensichtlich und trivial sind.

Es geht vielmehr darum, zu zeigen, dass die zugeordneten Abbildungen
D«, Gs und 7, dberhaupt einen Morphismus der Kategorie der exakten Drei-
ecke bilden, also einen Diagrammmorphismus zwischen den Objekten dieser
Kategorie. Dazu miissen wir zeigen, dass p., ¢. und r, mit den exakten Homo-
logiedreiecken der beiden kurzen exakten Folgen ein kommutatives Diagramm
bilden, und das lauft darauf hinaus, zu zeigen, dass sie mit den Homomor-
phismen in diesen exakten Homologiedreiecken drei kommutative Quadrate
bilden.

Zwei Seiten des exakten Homologiedreiecks der beiden kurzen exakten
Folgen werden jeweils durch die Abbildungen f, und g, bzw. f. und g, ge-
bildet und sie kommutieren mit den Homomorphismen p,, ¢, und r, wegen
Bemerkung 1.23 b), weil die Quadrate, um die es hier geht, durch Anwendung
des Homologiefunktors auf die kommutativen Quadrate in (3.12) entstehen.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass das Quadrat

r*l J{p* (3.13)
H(E) —~ H(C)
kommutiert, das r, und p, mit den dritten Seiten der exakten Homologiedrei-
ecke (also mit den verbindenden Homomorphismen) bilden.

Sei e € H(E) und sei z € E ein Zyklus mit € = [z]. Wihle ein Element
d € D mit gd = z und sei ¢ € C der Zyklus mit fc = 0’d. Nach der Definition
von 3 ist B(e) = [¢] und somit p.5(e) = [pc].

Sei Z :=rz € E, seid := qd € D und sei ¢ := pc € C. Da r eine
Kettenabbildung ist, ist z ein Zyklus und r.(e) = [rz] = [Z].

Weil (3.12) kommutiert und weil die Abbildungen in dem Diagramm Ket-
tenabbildungen sind, {ibertrigt sich die gesamte Konstruktion von (&) mit-
tels p, ¢ und 7 in die andere kurze exakte Folge und wir haben (([z]) = [c].

Oder wenn Sie diese Schlussfolgerung etwas langsamer und detaillierter
erkldrt haben wollen: Weil (3.12) kommutiert haben wir

Z=rz=rgd= ggd = gd
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und weil ¢ eine Kettenabbildung ist und (3.12) kommutiert haben wir
0'd=d'qd=qd'd = qfc= fpc = fe.

Das bedeutet, nach der Konstruktion des exakten Homologiedreiecks, dass
B([z]) = lel-

Nach den Definitionen von z und ¢ gilt nun

pr.(e) = B([2]) = [e] = [pd] = p.S(e).

In anderen Worten fr, = p,3 und (3.13) kommutiert. Das exakte Homolo-
giedreieck ist also natiirlich. ]

Hiermit haben wir zunéchst nur einen schénen Satz iiber Kettenkomple-
xe gewonnen, aber daraus gewinnen wir leicht eine Grundaussage iiber die
singulidre Homologie.

Bemerkung 3.15 Sei (X, A) ein topologisches Raumpaar und seien
1 A— X

und

ji X = (X,0) — (X, 4)
die Inklusionen. Dann bilden die singuliren Kettenkomplexe von X, A und
(X, A) eine natiirliche kurze exakte Folge

(0} — C(4) 5 ou(x) T8 oux,4) — {0} (314)

von Kettenkomplexen und Kettenabbildungen.

Man erinnere sich aus Definition 2.34 daran, dass C.(A) eine graduierte
Untergruppe von C,(X) ist und dass 44 die Inklusion dieser Untergruppe ist.
Der dritte Pfeil in der Folge (3.14) ist die Projektion 7 von C.(X) auf den
Quotienten C,(X)/C.(A) = C.(X, A).

Gleichzeitig ist diese Abbildung auch die Kettenabbildung j;, die von der
Inklusion von Raumpaaren j: (X,0) — (X, A) induziert wird, denn C,(X)
kénnen wir nach Bemerkung 2.38 als den Quotienten

C.(X)  Cu(X)
{0} C.0)

auffassen und j; ist dann die Projektion

= C.(X,0)
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Beweis. Die Folge (3.14) ist exakt bei C,(A), weil ¢4 die Inklusion einer Un-
tergruppe ist und deshalb injektiv ist, und sie ist exakt bei C\(X, A) und bei
C.(X), weil m die Projektion auf den Quotienten nach dem Bild von 4y ist
und deshalb surjektiv ist und das Bild von 44 als Kern hat.

Diese Folge ist eine Instanz von der exakten Folge (3.5) mit 4 in der Rolle
von f.

Sie ist natiirlich, weil die Kettenabbildungen iy = C, (i) und j; = C.(j)
nach Bemerkung 2.38 natiirliche Transformationen sind und somit mit den
Kettenabbildungen kommutieren, die von Top?-Morphismen und den dazu-
gehorigen stetigen Abbildungen der einzelnen Raume induziert werden. W

Korollar 3.16 Sei (X, A) ein topologisches Raumpaar und seien i: A — X
und j: X = (X,0) — (X, A) die Inklusionen. Dann gibt es ein natiirliches
exaktes Dreieck

H.(A) H.(X)

Gm / (3.15)

H.(X,A)

zwischen den graduierten Homologiegruppen von A, X und (X, A), mit den
von den Inklusionen induzierten Grad 0 Homomorphismen i, = H,(i) und
J« = H.(j) und mit einem Grad —1 Homomorphismus

B: Ho(X,A) — H,(A),

den wir den verbindenden Homomorphismus des exakten Homologie-
dreiecks nennen und der wie folgt leicht zu konstruieren ist:

Sei v € Ho (X, A) und sei z € C,(X,A) = C.(X)/C.(A) ein beliebiger
Zyklus mit Homologieklasse . Nach der Definition von C,(X, A) ist z die
Restklasse ¢ + C,(A) einer Kette ¢ € C,(X). Dass z ein relativer Zyklus ist
bedeutet, dass Oc ein Element des Nenners C,(A) C C.(X) des Quotienten
Cy(X, A) ist. Als Rand in C.(X) ist Oc auch in C,(A) ein Zyklus und

By) = [0 € Ho(A).

Das exakte Dreieck (3.15) heist das ezakte Homologiedreieck des Paa-
res (X, A) von topologischen Riumen.

Beweis. Die Existenz und Natiirlichkeit des exakten Homologiedreiecks (3.15)
folgt sofort durch Anwendung von Satz 3.14 auf die natiirliche kurze exakte
Folge von singulidren Kettenkomplexen (3.14) aus Bemerkung 3.15.
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Die Vorschrift fiir die Konstruktion des verbindenden Homomorphismus
(3 spezialisiert sich wie folgt fiir die kurze exakte Folge (3.14): Zu einer Homo-
logieklasse v € H,(X, A) wihle man einen Zyklus z € C,(X, A) mit v = [2]
und man bestimme ein Urbild von z unter 7, also eine Kette ¢ € C,(X) mit
z = ¢+ C4(A). Dann ist ((y) die Homologieklasse der eindeutigen Kette
in C,(A), die unter i; auf dc abgebildet wird, in anderen Worten, 3(7) ist
die Homologieklasse von Oc aufgefasst als Kette auf A. Das ist genau die
Konstruktion, die in der Aussage oben beschrieben wird. [

Bemerkung 3.17 Wenn man die einzelnen Homologiegruppen H,, ausrech-
nen will, kann man das exakte Dreieck (3.15) ,abwickeln“ und man erhélt
eine natiirliche lange exakte Folge

(3.16)
zwischen den Homologiegruppen in den einzelnen Dimensionen, genannt die
lange exakte Homologiefolge des Raumpaares (X, A).

Die néchste wichtige Eigenschaft der singuldren Homologie, die wir be-
weisen wollen, ist die Homotopieinvarianz. Wir beginnen wieder mit einem
(ganz einfachen) Satz fiir Kettenkomplexe.

Definition 3.18 Seien C = (C,0) und D = (D, d") Kettenkomplexe und
seien f und g: C — D zwei Kettenabbildungen.
Eine Kettenhomotopie von f nach g ist ein Grad +1 Homomorphismus
®:. C — D, so dass
g—f=00d+do0. (3.17)

Wenn es eine solche Kettehomotopie ® gibt, so sagen wir, f und g sind
kettenhomotop vermoge ® und wir schreiben f ~g g¢.

Beachten Sie, dass die rechte Seite von (3.17) eine Grad-0 Abbildung ist,
wie die linke Seite.

Lemma 3.19 Seien C = (C,0) und D = (D, ") Kettenkomplexe und seien
f und g: C — D zwei Kettenabbildungen.

a) Wenn f ~ g, dann ist H(f) = H(g): H(C) — H(D).

b) Kettenhomotopie ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Kettenabbildungen C — D.

c) Sei & = (F,0") ein dritter Kettenkomplex und seien h und k Kettenab-
bildungen D — &£. Wenn f ~ g und h ~ k, dann ist ho f ~ ko g.
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(Teile b) und c) besagen, dass Kettenhomotopie eine Kongruenz auf der Kate-
gorie KK ist. Das ist eine passende Eigenschaft fiir einen ,Homotopiebegriff,*
da auch die normale Homotopie von stetigen Abbildungen eine Kongruenz
auf Top ist.)

Beweis. Teil a): Sei v € H(C) und sei z € C' ein Zyklus mit v = [z]. Dann ist
gz — fz2=0P2+PIz =Pz +0 =9z,
weil z ein Zyklus ist. Also ist gz — fz ein Rand und somit ist

9:(7) = () = gz] = [f2] = [92 — f2] = [0'®2] =0

und g, = f,.

Teil b): Fiir jede Kettenabbildung f ist offensichtlich die konstante Ab-
bildung 0 eine Kettenhomotopie von f nach f; also ist ~ reflexiv.

Wenn [ ~g g, so ist —® eine Kettenhomotopie von g nach f und =~ ist
symmetrisch.

Und schlieklich, wenn f ~¢ g und g ~¢ h, wo f, g und h Kettenabbil-
dungen C — D sind, so ist

h—f=(h—9)+(g—f) =0T +V9+ID+P0 =0 o(V+P)+(V+P)00

(weil 0" ein Gruppenhomomorphismus ist). Also ist ¥ + @ eine Kettenhomo-
topie von f nach h und ~ ist transitiv.

Teil ¢): Sei ® eine Kettenhomotopie von f nach g und sei ¥ eine Ketten-
homotopie von A nach k. Wir haben

kg—hf=kg—hg+hg—hf
=(k—h)og+ho(g—[)
=(0"V+ V) og+ho (P + 9)
=0"Vg+ V' g+ hd'® + hdd
=0"Wg+ Vg0 + 3" h® + hdd
=90"0 (Vg + hd)+ (Vg + hd)od

—hg + hg =0)

h ist Homomorphismus)
h ~g kund f ~g g)

h ist Homomorphismus)
g, h Kettenabbildungen)

9" ist Homomorphismus.)

AN TN N N TN N

Also ist g + h® eine Kettenhomotopie von ho f zu ko g. ]

Definition 3.20 Seien C = (C,0) und D = (D, d') Kettenkomplexe.

Eine Kettenabbildung f: C — D heift eine Kettenhomotopiediquiva-
lenz, wenn es eine Kettenabbildung g: D — C gibt (genannt eine Ketten-
homotopieinverse zu f), so dass

go f~ide
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und

fog~idp.

Wenn es eine Kettenhomotopiedquivalenz C — D gibt, sagen wir, dass
C und D kettenhomotopiedquivalent oder vom gleichen Kettenhomo-
topietyp sind und wir schreiben C ~ D.

Bemerkung 3.21 Aus Lemma 3.19 a) folgt sofort, dass Kettenhomoto-
piedquivalenzen Isomorphismen der Homologiegruppen induzieren und dass
Kettenkomplexe vom gleichen Kettenhomotopietyp isomorphe graduierte Ho-
mologiegruppen haben.

Unser Ziel ist es, Aussagen wie Lemma 3.19 a) oder Bemerkung 3.21
fiir die topologische Homotopie zwischen stetigen Abbildungen zu gewinnen,
aber die topologischen Aussagen lassen sich am bequemsten und effektivs-
ten erhalten, wenn man den Umweg iiber die Kettenhomotopie nimmt oder
die Kettenhomotopie als Zwischenstufe verwendet. Wir wollen also aus einer
topologischen Homotopie zwischen zwei stetigen Abbildungen eine Ketten-
homotopie zwischen den induzierten Kettenabbildungen konstruieren.

Wie bei fast allen Konstruktionen in der singuldren Homologie lésst sich
auch diese Konstruktion am einfachsten zunichst auf dem Standardsimplex
oder genauer fiir die konstante Homotopie des singuliren Simplexes ida,
erkliren und dann mit einer beliebigen topologischen Homotopie in den ei-
gentlich interessierenden topologischen Raum iibertragen.

Da aber auch Randoperatoren und somit Seiten des Standardsimplexes
ins Spiel kommen, fassen wir die Grunddefinitionen und die Anfinge dieser
Konstruktion ein bisschen allgemeiner.

Definition 3.22 a) Wir konstruieren einen Funktor Z: Top — Top
durch die Zuordnungen

Z(X)=Xx1I
fiir jeden topologischen Raum X und
Z(f)=fxid;: Z(X)=XxI —Y xI=2(Y)
fiir jede stetige Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen

Raumen. Wir haben hier den Namen Z gewahlt als Abkiirzung fiir
Zylinder.
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b)

Neben dem Funktor Z haben wir auch den Identitdtsfunktor idep von
Top nach sich. Wir konstruieren zwei natiirliche Transformationen A
(fiir ,linkes Ende®) und p (fiir ,rechtes Ende“) von idypep, — Z, indem
wir fiir jeden topologischen Raum X stetige Abbildungen

A(X) und p(X): idpep(X) = X — X x [ = Z(X)
definieren durch die Vorschriften
AMX)(2):=(2,00€ X xI und  p(X)(z):=(z,1) e X xI
fiir jedes x € X.

Fiir jede stetige Abbildung f: X — Y kommutieren A(X) und p(X)
offensichtlich mit f und Z(f) = f x id;, so dass diese Zuordnungen
tatsdchlich natiirliche Transformationen definieren.

Die Abbildungen A(X) und p(X) sind fiir jeden Raum X sogar Ein-
bettungen X — X x [I.

Um die Notation zu vereinfachen, werden wir bei der Anwendung die-
ser natiirlicher Transformationen A und p auch die jedem topologischen
Raum X zugeordneten stetigen Abbildungen A\(X) und p(X) schlicht
A und p nennen, obwohl dann eigentlich verschiedene Abbildungen den
gleichen Namen erhalten. Der Raum X wird sowieso bei jeder Anwen-
dung aus den jeweiligen Umstidnden hervorgehen.

Definition 3.23 Sei n € N.

a)

Das n-te Standardprisma ist die n + 1-dimensionale affine Kette P,
auf A, x I C R"™! gegeben durch die Formel

n

P, = Z(—l)i[)\eo, ey A€ PCy e Py (3.18)

1=0

Sei X ein topologischer Raum und sei o € S,,(X). Wir definieren das
Prisma auf o als die n + 1-dimensionale Kette

P, = (0 xid;)3(Py) € Cpya (X x I). (3.19)
Nach Lemma 2.10 b) und Bemerkung 2.28 erweitert sich die Zuordnung
aus Teil b) zu einem eindeutigen graduierten Homomorphismus
P:Cu(X)— Cu(X x I),

von Grad +1, so dass P(0) = P, fiir jeden singulédren Simplex o in X.

Wir nennen P den Prismenoperator oder die Prismenabbildung
auf X.
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Die Summanden von P, zerlegen A, x I in n+ 1 schon zusammengefiigte
n + l-dimensionale affine Simplizes, die fiir n = 1 und n = 2 in Abbildun-
gen 3.1 und 3.2 zu sehen sind.

)\Al ) pAl

Abbildung 3.2: Die drei Summanden im Prisma P,.

Bemerkung 3.24 Sei V ein affiner Raum und sei o := [v, . .., v,] ein affiner
n-Simplex in V. Dann ist V' x R auch ein affiner Raum und o x id; ist die
Einschréinkung einer affinen Abbildung R"™! — V x R auf A, x I, so dass
(0 xidy)y affine Simplizes in A,, x I (und insbesondere die Summanden von
P,) wieder in affine Simplizes iiberfiihrt, deren Ecken die Bilder der Ecken
der Summanden von P, unter o X id; sind.

Also ist das Prisma auf einem affinen Simplex o := [vy, ..., v,] gegeben
durch die Formel

n

Py =Py, = Z(—l)i[)\vo, ey AU PUG e pUR]. (3.20)

1=0

Notation 3.25 Wir wollen jetzt den Rand von P, oder allgemeiner von
P, fiir einen affinen Simplex ¢ in einem affinen Raum V' ausrechnen, und
um dariiber einfacher reden zu konnen fiihren wir kurze Namen ein fiir die
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Summanden von P, und fiir die affinen Simplizes, die in den Randern dieser
Summanden auftreten.

All diese Simplizes haben gemeinsam, dass ihre Ecken aus den Ecken eines
affinen Simplexes 7 = [vg, ..., v,] in V gewonnen werden (dieser ist entweder
o selber oder eine Seite von o), indem die ersten paar Ecken mit A nach
V x {0} versetzt werden und die letzten Ecken mit p nach V' x {1} versetzt
werden. Trotzdem kommen zwei verschiedene Situationen vor.

Die meisten dieser Simplizes v haben eine Gestalt wie in (3.20), wo eine
Ecke v;, von 7 zweimal unter den Ecken von v vertreten ist, als Avy und direkt
anschliefend als puvy.

Bilden wir aber eine Seite eines solchen Simplexes v, was bei der Berech-
nung des Randoperators passiert, so kann diese Verdoppelung aufgehoben
werden und wir haben es deshalb auch mit Simplizes zu tun, unter deren
Ecken jede Ecke von 7 genau einmal vorkommt.

Wir fiihren fiir diese beiden Situationen bequeme Kiirzel ein, die nur
7 nennen und den Index, ab dem die Ecken von V' x {0} nach V x {1}
iibersiedeln.

Ist 7 = [vo, ..., v,] ein affiner Simplex in V und 0 < k < n, so bezeichnen
wir mit dx(7) den affinen n 4 1-Simplex

ok(T) = 5k([vo, . 7vn]) = [Avg, -+ oy AUR, PUE, - -, pUR],
und fiir 0 < k < n + 1 bezeichnen wir mit £,(7) den affinen n-Simplex
ep(T) = 6k([1}0, . ,vn]) = [Avg, .+, AUR_1, PUK, - -+, PUR]

in V' x I. (Hier soll § an ,doppelt* und € an ,einfach“ erinnern.)
Man beachte: fiir k =n + 1 ist

ua () = M) (3.21)
und ist ganz in V' x {0} enthalten; fiir £ = 0 ist
eo(T) = py(7) (3.22)
und ist ganz in V' x {1} enthalten.
Bemerkung 3.26 Sei V ein affiner Raum und o = [vg,...,v,] ein affiner
Simplex in V. Im é-ten Summanden von P, in (3.19) erscheint in der Notation

von 3.25 der affine Simplex

di(0) = [Avg, ..., Avg, pus, . .., pUL].
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Wir erhalten die j-te Seite dieses Simplexes durch Entfernung der j-ten
Ecke innerhalb der Klammern | |. Diese Ecke ist Av; fitr j < und pv,_; fiir
i < j <n+1. Umgekehrt ist v; die i — 1-te Ecke von ¢\¥) wenn j < i und die
i-te Ecke von o) fiir j > 1.

Somit erhalten wir fiir 0 < j <n+1

[)\UO,...,)@,...,Avi,pvi,...,pvn] wenn j < i;
4) [Avo, .y AVi_1, pUs, .« .o, pU] wenn j = i;
(5i(‘7)) Y= . ]
[Avo, ..y Avg, PV, - - o, UL wenn j =i+ 1;
(Mg, .« oo, Mg, UG, oo PO, - U] Wenn i+ 1 <
(3.23)
oder mit den in Notation 3.25 eingefiihrten Abkiirzungen
Si—1(cW))  wenn j < i;
(o)) = {1) e = 624
gir1(0) wenn j =1+ 1;
§i(cV=1) wenni+1 < j.
Lemma 3.27 SeiV ein affiner Raum und o = vy, . . ., v,| ein affiner Simplex
in V. Dann ist
OP(0) + P(0o) = ps(0) — M(0) € Cp(V x I). (3.25)

Beweis. Aus Gleichung (3.20) fiir P,, aus der Definition des Randoperators
und aus Gleichung (3.24) fiir die Seiten der Summanden von P, erhalten wir

OP(0) = OP, = 0(2(—1)@(0)) - 2( 1)°0(5:(0))
=§;<—1>1§<—1V(@<a>>”)— < 1) (8i(0)) "
= nolz_;( 1)™8;1(0V) + no( 1)2i€i(0)+§;( 1)**ei1(0)
+ Y ni( 1)H6;(a=1) (3.26a)
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n—1 n+l
+3 0 (=) 5(eUY) (3.26D)
i=0 j=i+2
n—1 ¢ n n+1
= (_1)z"+j+15i/(0(j)) + Z ei(o) — Z ev(0)
71—=0 j=0 i=0 i'=1
n—1 n
D D DN C SRR TCER) (3.26¢)
i=0 j'=i+1
n—1 n
= (=1)"H15, (0D + g(0) — £pp1 (). (3.26d)
i=0 j=0

Hier erhalten wir zunéchst (3.26a) durch Einsetzen aus den verschiedenen
Fillen in (3.24), und wir vereinfachen diese Zeile zu (3.26b) durch Ausrechnen
der Vorzeichen der mittleren Summanden und durch die Beobachtung, dass
es zu ¢ = 0 in der ersten Summation kein j < ¢ — 1 und zu ¢« = n in der
letzten Summation kein j > ¢ + 2 geben kann.

In (3.26¢) ,glatten wir die nicht in einfacher Form in den Summanden
stehenden Indizes durch die Einfiihrung neuer, um eins verschobener Indizes
gleich den Ausdriicken in den Summanden (dabei werden die Summationen
unabhéngig voneinander behandelt, so dass die neuen Indizes in verschiede-
nen Summationen verschiedene Bedeutungen haben); wir schreiben nur in
dieser Zeile die neuen Indizes mit einem Strich, um sie von den alten zu un-
terscheiden, und wir passen alle Vorkommnisse der alten Indizes entsprechend
an.

Anschliefsend schreiben wir die Striche nicht mehr und es wird dann er-
sichtlich, dass man nun die erste und letzte Summe zu einer einzigen Sum-
mation fiir j von 0 bis n zusammenfassen kann, und dass in den mittleren
Summen die Terme fiir Indexwerte 1 bis n sich wegheben und nur der Sum-
mand fiir ¢ = 0 in der zweiten Summe und der Summand fiir i = n+1 in der
dritten Summe {ibrig bleiben. Diese Vereinfachung ergibt schlieklich (3.26d).

Jetzt berechnen wir den zweiten Summanden auf der linken Seite von
(3.25). Da P ein Homomorphismus ist, folgt direkt aus der Definition des
Randoperators und aus Formel 3.20 fiir das Prisma eines affinen Simplexes,
dass

n n n

P(90) = P(Z(_l)jo-(j)) _ Z(_l)jp(a(j)) _ Z(_l)jpgm

n dim o) n n—1
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Der letzte Ausdruck ist die erste Summe in (3.26d), aber mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen. Also heben sich diese Beitrige weg, wenn wir die Summe
von (3.26d) und (3.27) bilden, und wir erhalten

OP(0) + P(90) = £0(0) — £011(0) = py(0) — Ms(0)

nach (3.22) und (3.21). |

Korollar 3.28 Der Prismenoperator P: C.(X) — C.(X x I) ist eine na-
tiirliche Kettenhomotopie zwischen den natiirlichen Kettenabbildungen Mg
und py.

Beweis. Ay und py sind natiirliche Kettenabbildungen C,(X) — C.(X x I),
weil A und p natiirliche Transformationen idpop — Z sind und somit nach
Lemma 1.29 die Anwendung von C, auf A und p natiirliche Transformationen
C, — C, o Z liefert.

Die Definition von P bewirkt, dass P automatisch eine natiirliche Trans-
formation C, — C, o Z ist, denn wenn f: X — Y eine stetige Abbil-

dung zwischen topologischen Rdumen ist, so gilt fiir jeden singuldren Simplex
o€ S,(X), dass

P(C.(f)(0)) = P(fi(0)) = P(f 0 0) = Pros
foo)x 1d1) (Py)

= ((
(( f X ld[ O X ld[)) (Pn) (328)

fxidy) ( o xidp)4( )
= (f xidp)y(B,) = (f x id)y(P(0))
= C.Z(f)(P(0)).

Bisher haben wir in der Notation fiir den Prismenoperator aus Bequemlich-
keit den Namen des topologischen Raumes, auf den er wirkt, nicht erwéhnt,
aber wenn wir das der Genauigkeit halber jetzt einmal tun, so haben wir ge-
rade gezeigt, dass P(Y)oC.(f) = C.(Z(f)) o P(X) zumindest auf singuliren
Simplizes in X. Da diese aber C,(X) frei erzeugen, gilt diese Beziehung auf
ganz C,(X) und P ist eine natiirliche Transformation C, — C, 0 Z.

Nach Definition ist P fiir jeden Raum X ein Grad +1 Homomorphis-
mus, und fiir jeden singuldren Simplex o gilt, weil P, p; und )\ natiirliche
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Transformationen und oy und (o x id;)y Kettenabbildungen sind, dass:

== 8((0 X ld])ﬁ(P(ldAn))> + P(O’ﬁ (8(1dAn))>
o X 1d1)ﬁ(8P(idAn)) + (O‘ X id[)ﬁ(Pa(idAn))
o X ld[)u( 8P—|—P8 1dA ))
o X 1d])ﬁ( )\ﬁ ldA ))
)ﬁ(pﬁ 1dAn ) O' X ld[) (/\ﬁ(ldAn))
pe(03(ida,)) — Ae(0x(ida,))

= pi(0) — Ns(0).

(3.29)

Da dies fiir singuldre Simplizes gilt, gilt es auch fiir jede Kette in C,(X)
und P ist eine Kettenhomotopie von p; nach oy. ]

Satz 3.29 a) Seien X und Y topologische Ridume und seien f und g
stetige Abbildungen X — Y. Wenn f ~ g, dann ist

fi =gy Cu(X) — C(Y)

und somit ist

fe =g« HJ(X) — H.(Y).
b) Die gleiche Aussage gilt auch in Top® statt Top und fiir die relative
Homologie, namlich:

Seien (X, A) und (Y, B) topologische Raumpaare und seien f und g
stetige Abbildungen (X, A) — (Y, B).

Wenn f homotop ist zu g als Abbildungen von Raumpaaren, dann sind
auch fy und gy: C(X, A) — C.(Y, B) kettenhomotop. Folglich ist

fe=g«: H(X,A) — H.(Y,B).

Beweis. Es reicht, Teil b) zu beweisen, da Teil a) den Spezialfall A = B =
0 darstellt. Trotzdem erhalten wir als Zwischenschritt auch einen direkten
Beweis von Teil a).
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Sei K: (X, A) x I — (Y, B) eine Homotopie in Top® von f nach g. Sei
1: A — X die Inklusion. Und schliefslich, sei P der Prismenoperator aus
Definition 3.23 ¢).

Damit klar ist, auf welchen Kettengruppen wir im folgenden die Rand-
und Prismenoperatoren betrachten, werden wir sie nicht wie sonst aus Be-
quemlichkeit mit einem einfachen Buchstaben notieren, sondern den jeweili-
gen topologischen Raum als Index an das Symbol 0 oder P heften.

Nach Korollar 3.28 ist

Oxx1Px + PxOx = py — Ay
als Abbildungen C,(X) — C,(X x I), und weil Ky: C.(X x I) — C.(Y)

eine Kettenabbildung ist, haben wir
8yKﬁPX + KnPX8X = KﬁaXXIPX + Kﬁanx
= Kﬁ ¢ (aXX[PX + anx)

= Kyo(ps— M) = Kyp; — Ky (3.30)
= (Kop)y— (Ko
=g/

als Abbildungen C,(X) — C.(Y).

(Insbesondere ist K;Px eine Kettenhomotopie von f; nach g; und f und ¢
induzieren den gleichen Homologiehomomorphismus H,(X) — H,.(Y); wir
haben an dieser Stelle also schon Teil a) bewiesen.)

Weil P eine natiirliche Transformation ist, ist (¢ X id[)ﬁ o Py = Px o1y
oder anders gesagt, P4 = Px|C.(A). Insbesondere bildet Px den Unter-
kettenkomplex C,(A) C Ci(X) nach C.(A x I) ab (weil P, dies tut) und
induziert somit nach Lemma 2.30 e) ii) auf dem Quotienten einen Grad +1
Homomorphismus

Px: Co(X,A) — Cu(X x I, A x I).

Weil die Randoperatoren und die Kettenabbildungen der relativen Ket-
tengruppen von den entsprechenden Randoperatoren und Kettenabbildungen
der Oberrdume der Paare induziert werden, folgt sofort aus (3.30), dass

Ov.p) KiPx + Ky PxOpx ) = 6 — f
als Abbildungen C,(X, A) — C.(Y, B).

Das heifit, K;Px ist eine Kettenhomotopie von fﬁ nach g; und diese rela-
tiven Kettenabbildungen induzieren somit die gleiche Abbildung

fe =9« HJ(X,A) — H.(Y,B)

in der relativen Homologie. |
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Lemma 3.30 a) Seien X undY topologische Riume und sei f: X — Y
eine Homotopiedquivalenz. Dann ist

foi Ho(X) — H.(Y)
ein Isomorphismus.

b) Seien (X, A) und (Y, B) topologische Raumpaare und sei f: (X, A) —
(Y, B) eine stetige Abbildung, so dass f: X — Y und f|A: A — B
Homotopiedquivalenzen sind. Dann ist

fo: Ho(X,A) — H.(Y,B)

ein Isomorphismus.

(Man beachte, dass man nicht verlangen muss, dass f eine Homotopie-
dquivalenz in Top? ist, sondern nur dass f fiir die Oberrdume und fiir
die Unterrdume jeweils Homotopieinversen hat, die nichts miteinander
zu tun haben miissen. Ebenfalls kénnen die Homotopien fiir die Ober-
und Unterrdume unabhingig voneinander existieren und miissen keine
besondere Beziehung zueinander einhalten.)

Beweis. Zu a): Sei g: Y — X ein Homotopieinverses zu f. Aus go f ~ idx
und fog =~ idy folgt mit Satz 3.29 a), dass gy und f; Kettenhomotopieinverse
zueinander sind und somit Kettenhomotopiedquivalenzen sind, und weiter,
dass f. und g, Umkehrabbildungen zueinander sind und somit Isomorphis-
men der Homologiegruppen.

Zu b): In dem von f induzierten Diagrammmorphismus

Ho(A) = H,(X) —2 Ho (X, A) 22 H,, 4 (A) =2 H, 1(X)

b e

H,(B) === H,(Y) —2> H,(Y, B) > H, 1(B) —~ H, ,(Y)

14

des gezeigten Abschnitts der langen exakten Homologiefolgen von (X, A)
und (Y, B) sind in jeder Dimension nach Teil a) und den Voraussetzungen
die vier duferen Homomorphismen f, [somorphismen. Aus dem 5-er Lemma
folgt, dass auch der mittlere Homomorphismus

fo: Hy(X, A) — H,(Y, B)

fiir jedes n ein Isomorphismus ist. |
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An dieser Stelle konnen wir schon, analog zu Korollar 6.30 fiir die Funda-
mentalgruppe im Skriptum der Einfihrung in die Topologie, ein erstes ein-
faches Ergebnis {iber die Homologiegruppen zusammenziehbarer Rdume er-
halten, sobald wir die einfachste Grundeigenschaft in der Eilenberg-Steenrod
Liste behandelt haben, ndmlich die Bestimmung der Homologie eines Ein-
punktraumes. Wir miissen das ohnehin jetzt tun, weil wir ohne dieses Er-
gebnis die letzte schwierige Grundeigenschaft des Homologiefunktors nicht
herleiten kénnen.

Satz 3.31 Sei X = {p} ein topologischer Raum, der nur aus einem Punkt
besteht. Dann ist

Z, wenn n = 0;

{0}, wennn #0. (3:31)

H?L(X) = {

Beweis. Da X nur aus einem Punkt besteht, ist jede stetige Abbildung nach
X konstant und insbesondere gibt es in jeder Dimension n > 0 genau einen
singuldren n-Simplex in X, ndmlich die konstante Abbildung A, — {p}.
Wir nennen diesen eindeutigen n-Simplex s,,. Es folgt, dass C,,(X) = Z fiir
jedes n > 0.

Weil C_;(X) = {0}, ist 5o automatisch ein Zyklus. Wenn n > 1, so gibt
es auch in Dimension n — 1 nur einen singulidren Simplex in X, d.h., jede

Seite s\ von Sp ist gleich s, 1, und wir haben

n n

Onsn = (—1)'s = "(=1)'s,1

=0 i=0

_ ; 0, wenn n ungerade ist;
= (D)=

— Sn—1, wenn n gerade ist.

(3.32)

In anderen Worten, 0, ist ein Isomorphismus Z — Z fiir n gerade > 2,
und 9, ist 0, wenn n ungerade oder wenn n < 0 ist.

Wann immer in einem Kettenkomplex 0, ein Isomorphismus ist, ist 7,
und somit auch B, = {0}, und B,,_; und somit auch Z,,_; ist ganz C,,_1, so
dass H, = H, 1 ={0}.

Weil dies im singuldren Kettenkomplex C,(X) fiir alle geraden n > 2 der
Fall ist, ist H,,(X) = {0} fiir alle n > 1, und natiirlich auch fiir n < 0, weil
dann C,, schon {0} ist.

Es verbleibt nur der Fall n = 0. Wir haben 0, = 9y = {0}. Also ist
Zy(X) = Z aber By(X) = {0}, und deshalb ist Hy(X) = Z. |
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Definition 3.32 Ein topologischer Raum X heiftt azyklisch, wenn die Ho-
mologie von X wie in (3.31) ist, d. h., wenn H, (X) = {0} fiir alle n # 0 und
wenn Hy(X) =Z.

X ist also azyklisch genau dann, wenn X die Homologie eines Punktes
hat.

Korollar 3.33 Jeder zusammenziehbare topologische Raum X ist azyklisch.

Beweis. Wenn X zusammenziehbar ist, hat X den Homotopietyp eines Ein-
punktraumes, und aus Lemma 3.30 a) folgt, dass X dann auch die Homologie
(3.31) eines Einpunktraumes hat. [ |

Beispiele 3.34 Die Raume R", D", und jede konvexe Teilmenge von R"
(insbesondere auch A,!) sind alle azyklisch und haben die durch (3.31) ge-
gebene Homologie.

Wir brauchen noch eine wichtige Eigenschaft der singuliren Homologie, um
die Homologiegruppen interessanter Raume tatséchlich berechnen zu kénnen.
Diese Eigenschaft erlaubt es, Raume X auf gewisse zuléssige Weisen in zwei
tiberlappende Teile A und B zu zerlegen und aus der (hoffentlich einfache-
ren) Homologie der Teile und ihres Durchschnitts die Homologie des ganzen
Raumes zusammenzubauen.

Dabei tritt ein technisches Problem auf, fiir dessen Lésung wir zuerst sor-
gen miissen: wir wollen aus den Kettengruppen von A und B die Homologie
von X berechnen, aber leider gibt es singuldre Simplizes in X, die weder in
A noch in B enthalten sind, und deshalb erzeugen C,(A) und C,.(B) nicht
die volle Kettengruppe von X, sondern nur eine Untergruppe. Dieses Pro-
blem ldsst sich letztendlich doch {iberwinden, weil diese echte Untergruppe
Ci(A) + Ci(B) der singuliren Kettengruppe trotzdem die volle Homologie-
gruppe von X erzeugt und ohne Verzerrung berechnet.

Der Clou, um das zu zeigen, besteht darin, zu grofte Simplizes in X in
kleinere zu unterteilen, die ganz in A oder ganz in B liegen. Hier die wichtigen
Grundbegriffe fiir die Zerlegung von groften Simplizes in ,kleine.

Definition 3.35 Sei X ein topologischer Raum und sei f = {Uy | A € A}
eine Uberdeckung von X. In anderen Worten, sei

X:UUA.

Wir nennen einen singuldren Simplex o € S,(X) klein oder genauer
U-Eklein, wenn es ein A € A gibt mit Bildo C U,.
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Wir bezeichnen mit S,,(U) die Menge aller U-kleinen n-Simplizes in X
und mit

Co(Ul) = F(S,(U))

die freie abelsche Gruppe erzeugt von den kleinen n-Simplizes in X; sie ist
eine Untergruppe von C,(X) und offensichtlich wird sie erzeugt von den
Untergruppen C,,(U,) fiir A € A, d.h., wir haben

Cod) =) Cu(Uy) (3.33)

AEA

fiir jedes n € N. Die Elemente von C,,(U) nennen wir U-kleine n-Ketten
auf X.
Wir setzen

C.U) =P c.u). (3.34)

nez

Dies ist eine graduierte Untergruppe von C,(X) und wegen (3.33) gilt auch

hier
C.U) = C.(Uy). (3.35)
A€A

Die Elemente von C,(U) nennen wir U-kleine Ketten auf X.

Offensichtlich ist jede Seite eines kleinen Simplexes wieder klein und des-
halb ist der Rand einer kleinen Kette wieder klein. Das heifst, der Randope-
rator 0 von C,(X) bildet C,(U) wieder in sich ab und C,(U) ist ein Unter-
kettenkomplex von C,(X). (Das ist auch klar aus (3.35), denn jedes C.(U,)
ist ein Unterkettenkomplex von C,(X) und unter 0 abgeschlossen.)

Wir bezeichnen mit j die Inklusion

j: CuU) — Cu(X);

sie ist eine Kettenabbildung.
Wir schreiben H,(U) als bequeme Kurznotation fiir die graduierte Homo-
logiegruppe H (C,(U)) des Kettenkomplexes C.(U).

Unser Ziel wird es sein, zu zeigen, dass der Unterkettenkomplex C\(U)
die gleiche Homologie hat, wie ganz C,(X), und zu diesem Zweck werden wir
zeigen, dass unter geeigneten leicht zu erfiillenden Voraussetzungen fiir die
Uberdeckung U die Kettenabbildung j einen Isomorphismus in Homologie
induziert.

Um das zeigen zu konnen, miissen wir grofe Simplizes o auf geeignete
Weise zerkleinern. Die Methode, die wir dafiir wihlen, heifst baryzentrische
Unterteilung, und wir bereiten ihre Definition vor durch einige Betrachtun-
gen iiber affine Simplizes.
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Definition 3.36 Sei V ein affiner Raum und sei v € V. Fiir jeden affinen
n-Simplex o := [vg,...,v,] in V bezeichnen wir mit v - o den affinen n + 1-
Simplex

Vo= (0,00, V1, ..., Uyl (3.36)

Diese Definition setzen wir linear fort auf die von den affinen Simplizes
erzeugte Untergruppe von C,(V), d. h., fiir eine affine Kette

c= 5 MO

o€SH(X)
o affin

setzen wir

veci= Z me(v- o) € Crir (V).

0€Sn(X)
o affin

Dies ist wieder eine affine Kette. Die Abbildung v- ist nach Definition ein
Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 3.37 Sei V ein affiner Raum. Sei v € V und o := [vy, ..., v,]
ein affiner n-Simplex in V.

Der 0-te Eckpunkt von v- o ist v, und fiir jedes i mit 1 <7 < n+1 ist der
i-te Eckpunkt von v - o gleich dem ¢ — 1-ten Eckpunkt v;_; von o. Folglich
ist

(v-0)Y =[vg,...,v0] =0
und
(v- O’)(i) = .ol fiir jedes i > 1.

Hieraus folgt sofort

dv-0)=0—v-00,

wie man sofort nachrechnet.
Diese Beziehung iibertrégt sich auf jede affine Kette, d.h., wir haben

dv-c)=c—wv-0c (3.37)
fiir jede affine Kette ¢ auf V.

Definition 3.38 Das Baryzentrum des n-dimensionalen Standardsimple-
xes A,, ist der Punkt

b= (=, ..., 1) € Ay, (3.38)

n+17 P n+1
—_————

n
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dessen baryzentrische Koordinaten alle gleich sind und somit gleich 1/(n+1)
sind, da ihre Summe 1 sein muss. Die kartesischen Koordinaten in (3.38) sind
einfach die letzten n baryzentrischen Koordinaten. Das Baryzentrum ist, wie
der Name sagt, der Schwerpunkt von A,,.

Definition 3.39 Durch Induktion {iber n definieren wir fiir jedes n € N und
jeden topologischen Raum X eine natiirliche Kettenabbildung

B,: Ch(X) — C,(X),

genannt die baryzentrische Unterteilung, wie folgt:
Fiir n = 0 setzen wir

BO = ich(X) (339)

und fiir n < 0 setzen wir B,, = 0, da wir ohnehin keine andere Wahl haben.
Offensichtlich ist dies natiirlich und offensichtlich gilt dyBy = B_10;.

Nun sei n» > 0 und es sei B, schon als natiirliche Kettenabbildung
B,: C(X) — C,(X) definiert, und insbesondere gelte

OBy, = Bp_10,. (3.40)

Wir nennen

B;:+1 = bn+]_ . Bn(aAn+1> (341)

die baryzentrische Unterteilung des Standard n—+ 1-Simplezes; sie ist
eine affine Kette in C,,11(An41).

(a) Bf (b) B3

Abbildung 3.3: Die baryzentrische Unterteilung des Standardsimplexes.
Fiir jeden singuldren n + 1-Simplex o in X definieren wir
Bpi1(0) = 0y(B;11) (3.42)
und setzen dies linear fort zu einem Homomorphismus

Bpyi: Cn+1(X) I n+1(X>-
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Dies ist nach Definition eine natiirliche Transformation, denn fiir jede
stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen gilt fiir jeden
singuldren n 4+ 1-Simplex ¢ in X, dass

fi(Buia(0)) = fro:(Bray) = (0 0)(Bis) = Bun(f 00) = Buya (fi(0)).
und diese Beziehung setzt sich auf beliebige Ketten fort, so dass
fy 0 Bny1 = Brji0 fy

auf ganz C,(X).
B,,+1 hat beziiglich 0,1 die Eigenschaft einer Kettenabbildung, denn fiir
jeden singuléren n + 1-Simplex o in X gilt:

On+1 (Bn-i-l (‘7>) = Opt1 (Uﬁ(B;—kH-l)) (3.43a)
= 04(0n1B, 1) (3.43b)
= Oy (an+1 (bn+1 . Bn(an+1An+1>)> (343C)
= O‘ﬁ (Bn(an+1An+1) — bn+1 . 8an(0n+1An+1)) (343d)
- Oti (Bn(an—i-lAn-i—l) - bn+1 : Bn—18n6n+1An+1) (3436)
== O'ﬁBn(an_i_lAn_‘_l) (343f)
- Bn (Uﬁ<aTL+1An+1)) (343g)
= B, (0n41(0)). (3.43h)

Dabei folgt (3.43a) durch Einsetzen aus der Definition (3.42) von B, ; wir
erhalten (3.43b), weil oy eine Kettenabbildung ist; in (3.43c) haben wir die
rechte Seite von Gleichung (3.41) fiir B}, eingesetzt; wir erhalten (3.43d)
aus (3.37); fiir (3.43e) nutzen wir die Induktionsannahme (3.40) aus, dass B,
mit B,_; und 0, die Eigenschaft einer Kettenabbildung erfiillt; (3.43f) folgt,
weil 0,0,4+1 = 0 ist; in (3.43g) nutzen wir die Induktionsvoraussetzung aus,
dass B, natiirlich ist; und wir erhalten (3.43h) aus der Beziehung (2.18) fiir
den Randoperator 0.
Die Beziehung (3.43) setzt sich auf beliebige Ketten fort, so dass

an—‘,—l-Bn—i-l = Bn6n+1

auf ganz C,1(X) und B,.; in Bezug auf B, und 0, die Eigenschaften
einer Kettenabbildung hat.

Damit ist der Induktionsschritt bewiesen und wir erhalten durch Indukti-
on eine Familie von Abbildungen B, fiir jedes n € N, die mit den B,, = 0 fiir
n < 0 die homogenen Anteile einer natiirlichen graduierten Kettenabbildung

B: C(X) — C.(X)
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sind, die wir die (erste) baryzentrische Unterteilung nennen.

Wir werden gleich sehen, dass fiir eine Kette ¢ € C.(X) die Simplizes
in Bc tatsichlich kleiner sind als die Simplizes in ¢, aber nur ein bisschen
kleiner, so dass die einmalige baryzentrische Unterteilung fiir die meisten
Anwendungen nicht ,fein genug“ ist. Da aber B eine Selbstabbildung von
C,(X) ist, kann man es mehrmals anwenden um ,beliebig feine* Unterteilun-
gen zu erhalten.

Wir benutzen deshalb neben B selber auch die Potenzen

B*—=Bo...0RB
k

von B und nennen B¥ die k-te baryzentrische Unterteilung auf C,(X).
Auch die B* sind natiirliche Kettenabbildungen.

Wir werden gleich zeigen, dass fiir eine vorgegebene offene Uberdeckung U
geniigend oft baryzentrisch unterteilte Simplizes (/-klein werden, aber damit
uns das etwas niitzt, darf die baryzentrische Unterteilung die homologischen
Eigenschaften der Ketten, also ihre Bedeutung fiir die Homologiegruppen
des Raumes, nicht verdndern. Das wollen wir zuerst sicherstellen, in dem wir
zeigen, dass die baryzentrische Unterteilung kettenhomotop zur Identitat ist.

Aber die Konstruktion der Kettenhomotopie ist nicht so schén geome-
trisch wie bei der Konstruktion des Prismenoperators weiter oben. Zum Gliick
brauchen wir uns nicht um die geometrischen Details zu kiimmern—sie wiir-
den uns ohnehin nur verwirren. Die eigentliche Konstruktion ist ,nichtkon-
struktiv und ein wenig abstrakt, und gibt die Bildketten der Kettenhomo-
topie gar nicht explizit an.

Wir werden in diesem Geiste handeln und die Einzelheiten der Konstruk-
tion in einem allgemeinen, von dem speziellen Falle der baryzentrischen Un-
terteilung losgeldsten Satz erldutern, der dann fiir viele andere Fille auch an-
wendbar ist. Das hat auch den Vorteil, dass dadurch das Wesentliche heraus-
gekehrt wird und die Konstruktion im Endeffekt leichter verstandlich wird.

Lemma 3.40 Seien f und g zwei natiirliche Transformationen C, — C\
(natiirliche Transformationen der Kategorie KK, also natiirliche Kettenab-
bildungen), so dass fo = go. Dann gibt es eine natiirliche Kettenhomotopie
® von f nach g, d. h., ein natiirlicher Grad +1 Homomorphismus C, — C,,
so dass

g—f=00P+Po0.

Beweis. Damit die Notation nicht ganz unhandlich wird, werden wir fiir jeden
einzelnen topologischen Raum X die von den natiirlichen Transformationen
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f, g und ® gegebenen graduierten Homomorphismen C,(X) — C,(X) auch
mit f, g und ® bezeichnen (anstatt mit f(X), g(X), ®(X), wie es richtiger
wiére); nur an einer Stelle wird zur Genauigkeit die volle Notation doch ver-
wendet.

Wir beginnen mit der Konstruktion einer solchen natiirlichen Kettenho-
motopie ®. Fiir n < 0 miissen wir ®,, = 0 setzen, da die Kettengruppen in
negativen Dimensionen {0} sind. Wir brauchen also nur die ®,, fiir n € N
zu konstruieren, und das tun wir durch Induktion tiber n. Dabei muss ®,, fiir
jedes n € N die Bedingung

9n — fn = 0Op+4+1 © CI)n + (I)n_l o 871 (344)n

erfiillen (und eine natiirliche Transformation sein).

Um die Induktion zu beginnen setzen wir ®, := 0. Bedingung (3.44), ist
erfiillt, weil fo = go.

Wir nehmen jetzt an, dass n > 0 und dass wir schon fiir alle £k < n
natiirliche Transformationen ®;: Cy — Cjyq definiert haben, die (3.44),
fiir jedes k < n erfiillen.

Um &,, zu definieren, konstruieren wir erst einen ,,Prototypen”, aus dem
wir die Werte fiir alle Ketten erhalten konnen. Dazu betrachten wir die Kette

¢ = golida,) — fulida,) — Br1(Fnida, ) € Cu(Ay), (3.45)

wobei mit f,, g, und ®,,_; die Abbildungen gemeint sind, die diese natiirliche
Transformationen dem topologischen Raum A,, zuordnen.

Weil g und f natiirliche Kettenabbildungen sind und weil (3.44) | erfiillt
ist, haben wir

anc = angn(ldAn) - 8nfn(ldAn) - an(I)n—1<an 1dAn)
- gn—l(an 1dAn) - fn—l(an 1dAn) - anq)n—l(an 1dAn>
= CI)7172(87171871 1dAn>
= 0.

Die Kette c ist also ein Zyklus.

Aber A,, ist zusammenziehbar und somit azyklisch. Weil n > 0 haben wir
H,(A,) = 0 und jeder n-Zyklus ist auch ein n-Rand. Wir kénnen also eine
Kette d € C,,11(4,,) finden mit 9, 1d = c.

Fiir einen beliebigen topologischen Raum X und einen beliebigen singu-
laren n-Simplex o in X setzen wir

D, (0) == 0y(d) € Cpy1(X), (3.46)

und wir erweitern ®,, linear zu einem Homomorphismus C,,(X) — C,,11(X).
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Erstens liefert dies automatisch eine natiirliche Transformation, denn
wenn h: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen
ist, so gilt fiir jeden singuléren n-Simplex o in X, dass

hﬁ(q)n(a)) = hyoy(d) = (hoo)y(d) = ®,(hoo) =9, (hﬂ(a)).

Weil diese Beziehung fiir die Erzeugenden o von C,,(X) gilt, gilt sie auch fiir
jede Kette und wir haben

hyo ®n(X) = ®,(Y) o hy.

Die so definierte natiirliche Transformation ®,, erfiillt auch (3.44) _, denn
fiir jeden singuldren n-Simplex o in einem topologischen Raum X haben wir

On19(0) + ©,-10,,(0) = Opy103(d) + @,,—10,04(1dA,,) (3.47a)
= 040p+1(d) + ®,,_10:0,(idx,,) (3.47Db)
= oy(c) + 03 P,,—10,(1da,,) (3.47¢)
= 0y(c+ Pn_10,(ida,)) (3.47d)
= 04(gn(ida,) — fa(ida,)) (3.47e)
= 0ygn(ida,) — oy fu(ida,) (3.47f)
= gnop(ida,) — faoy(ida,) (3.47g)

= 9n<0) - fn(a)'

Hier setzen wir aus (3.46) ein, um die rechte Seite von (3.47a) zu erhalten,
(3.47b) folgt, weil o4 eine Kettenabbildung ist, wir erhalten den ersten Term
von (3.47c¢) weil dd = ¢ und den zweiten Term weil ®,,_; natiirlich ist, und
(3.47d) folgt, weil oy ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir erhalten (3.47e),
indem wir fiir ¢ die rechte Seite von seiner definierenden Gleichung (3.45)
einsetzen. (3.47f) folgt wieder, weil oy ein Gruppenhomomorphismus ist, und
wir konnen es zu (3.47g) umschreiben, weil f und ¢ als natiirliche Transfor-
mationen vorausgesetzt wurden.

Die Gleichung (3.47) beweist, dass (3.44) fiir einzelne singuldre Simplizes
gilt, aber dann gilt es auch fiir beliebige Ketten in C,,(X).

Den gesamten Beweis von (3.44), kann man wie folgt kurz zusammenfas-
sen: die Eigenschaft, dass hy fiir jede stetige Abbildung h eine Kettenabbil-
dung ist, bedeutet anders ausgedriickt, dass der singuldre Randoperator eine
natiirliche Transformation ist, und dann folgt alles aus der Tatsache, dass
d gerade so gewihlt wurde, dass (3.44) fiir den singuliren Simplex ida,
gilt. Wegen der Natiirlichkeit aller Abbildungen in (3.44), gilt diese Glei-
chung dann auch fiir beliebige singuldre Simplizes, und durch Linearitat fiir
beliebige Ketten.
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Damit haben wir den Induktionsschritt zu Ende gefiihrt, denn wir ha-
ben eine natiirliche Transformation @, definiert, die (3.44)  erfiillt. Durch
Induktion erhalten wir nun alle homogenen Anteile einer natiirlichen Trans-
formation ®: C, — C\, die eine Kettenhomotopie von f nach g ist. [ |

Ahnliche Gedanken und Methoden, wie in diesem Beweis, kommen im-
mer wieder zur Anwendung in der algebraischen Topologie, und es gibt viele
Situationen, wo ein direkter oder ,geometrischer Beweis gar nicht moglich
oder kaum zu verstehen ware.

Das wichtige Merkmal, das diesen Beweis ermoglicht, ist die Tatsache,
dass die spezielle Kette ida,,, die auf einem azyklischen Raum lebt, als Mo-
dell fiir alle singuldren Ketten dient, in dem Sinne, dass jede singuldre Ket-
tengruppe von Bildern oder Kopien dieser speziellen Kette frei erzeugt wird.

Korollar 3.41 Fiir jedes k € N ist die k-te baryzentrische Unterteilung B*
natiirlich kettenhomotop zur Identitét als Kettenabbildungen von C.(X) in
sich.

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 3.40, denn B* und idc, (x) sind natiirliche
Kettenabbildungen, die in Dimension 0 gleich sind nach Bestimmung (3.39)
in Definition 3.39. |

Die Tragweite dieses Korollars liegt darin, dass wir die singuldre Homo-
logie eines Raumes genauso gut mit singularen Ketten berechnen kénnen,
die beliebig oft baryzentrisch unterteilt wurden. Uns bleibt nur noch zu zei-
gen, dass wir dadurch die Ketten ,klein“ bekommen kénnen beziiglich einer
vorgegebenen offenen Uberdeckung.

Dazu miissen wir die Grofe eines baryzentrisch unterteilten Simplexes
messen konnen, und dass tun wir am einfachsten mit einer Metrik in einem
metrischen Raum. Da der Standardsimplex im metrischen Raum R” liegt und
als Muster fiir alle singuliren Simplizes fungiert, reicht es, diese Messung fiir
den Standardsimplex oder ohne Mehraufwand fiir beliebige affine Simplizes
in einem normierten Vektorraum vorzunehmen.

Definition 3.42 Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei A C X. Wir defi-
nieren den Durchmesser 6(A) von A als

5(A) = sup d(x,y).
T,yeA
A heifst beschrdnkt, wenn 6(A) < oo.
Wenn o: A, — X ein singuldrer Simplex in X ist, nennen wir den

Durchmesser der Bildmenge o(A,,) vereinfachend den Durchmesser von o
und schreiben dafiir §(c).
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Weil ihr Bild kompakt ist, sind singuldre Simplizes immer beschrankt.

Lemma 3.43 SeiV ein Vektorraum tiber R, sei || || eine Norm auf' V' und sei
d die Metrik dieser Norm. Seien vy, vy, ..., v, € V und sei 0 = [vg, ..., 0y,
Beziiglich der Metrik d ist dann

d(o) = X d(vi, v;),

d. h., die maximale Entfernung zwischen zwei Punkten in einem affinen Sim-
plex wird zwischen zwei Eckpunkten angenommen.

Beweis. Zunichst sei x ein beliebiger Punkt von V' und sei a € Bild o. Dann
gibt es reelle Zahlen ¢, ¢y, ..., ¢, > 0mit " ;¢; = L und mit > t;v; = a.
Wir haben

d(z,a) = [lz — o =

itil‘ — itivi itz(x - Ui)
i=0 i ‘
thiH(x H<Ztogla<>;!\x—%)|!

=1 max [|(z —v;)|

= max || (@ = ;)]

In anderen Worten, die maximale Entfernung von irgendeinem Punkt
x zu einem Punkt in einem affinen Simplex ist die Entfernung von z zum
entferntesten Eckpunkt des Simplexes.

Nun seien a und b beliebige Punkte von o. Dann gibt es nach dieser
Feststellung einen Eckpunkt v; mit d(a,b) < d(a, v;) und es gibt anschliekend
einen Eckpunkt v; mit d(a,v;) < d(v;,v;).

Also gibt es zu je zwei Punkten a und b von o Eckpunkte v; und v; mit
d(a,b) < d(v;,v;), und deshalb wird die maximale Entfernung zwischen zwei
Punkten von o zwischen zwei Eckpunkten angenommen. [

Korollar 3.44 Sei V' ein Vektorraum tiber R, sei || || eine Norm auf V' und
sei d die Metrik dieser Norm. Sei o = [vg, ..., v,] ein affiner n-Simplex in V
und sei Bo seine erste baryzentrische Unterteilung.

Fiir jeden Simplex 7 in der Kette Bo gilt

i(r) <

5(0). (3.48)
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n. Sie gilt auto-
matisch fiir n = 0, weil jeder Nullsimplex aus einem einzigen Punkt besteht
und Durchmesser 0 hat.

Nun sei n > 0 und die Behauptung sei richtig fiir alle £ < n. Sei

"1
S::;n+1vi

der Schwerpunkt oder das Baryzentrum von o.
Die Definition von B in Gleichungen (3.41) und (3.42) besagt (fir Di-
mension n statt n + 1), dass

Bo(0) = 04(B2) = 03(bn - Bt (9,))
= 0(by) - 01 (Bn-1(0A,)) (o affin)
=o0(b,) - Bn1 (aﬁ((?An)) (B,,—1 natiirlich)
=s-B, 1(0c

Die Eckpunkte der Simplizes in dieser Kette sind s und Eckpunkte der
Simplizes in B,,_1(00).

Die Simplizes in do sind Seiten von ¢ und haben somit hdchstens den
Durchmesser von o. Nach Induktionsannahme haben zwei Eckpunkte eines
Simplexes in B,,_1(do) hochstens die Entfernung

n—1 n

zueinander.
Der Punkt s hat zu den Eckpunkten v; von ¢ die Entfernung

S| S|
dls,0) = s = vl = |30 —= v = (30— v
izon—l—l i:0n+1
1 n
= (vi — ;)

n+1 —

n

1
<X oy Il
n

n+1

<

6(a),

weil ||v; —v;]| = 0 und jedes der n anderen ||v; —v,|| < d(c). Nach Lem-
ma 3.43 hat s zu jedem beliebigen Punkt von Bild ¢ und insbesondere zu
den Eckpunkten der Simplizes in B,_1(0c) hichstens diese Entfernung.
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Also haben je zwei Eckpunkte eines Simplexes in B,,(c) hochstens Entfer-
nung -5 6(o) zueinander und die Behauptung folgt sofort aus Lemma 3.43.
|

Satz 3.45 (Satz iiber kleine Simplizes) Sei X ein topologischer Raum
und seild = { Uy | A € A} eine Familie von Teilmengen von X, so dass

X =]

(Das gilt zum Beispiel, wenn U eine offene Uberdeckung von X ist.)
Dann induziert die Inklusion j: C,(U) — C.(X) einen Isomorphismus
in Homologie, d. h.,
H(j): H.(U) — H.(X)

ist ein Isomorphismus von graduierten abelschen Gruppen.

Beweis. Zunichst sei o: A,, — X ein singuldrer Simplex in X (und insbe-
sondere eine stetige Abbildung). Fiir jedes A € A sei

(e}

V=0 1 (Uy).

Weil o stetig ist bilden die Vy eine offene Uberdeckung von A, und weil
A,, kompakt ist besitzt diese Uberdeckung beziiglich der Maximumsmetrik
auf R" eine Lebesgue-Zahl ¢, so dass jede Scheibe von Radius < ¢ und somit
auch jede Teilmenge von Durchmesser < ¢ ganz in einer der Mengen V)
enthalten ist.

Weil n/(n+ 1) < 1 gibt es eine Zahl k, € N, so dass (n/(n + 1))k” <e,
und das gilt natiirlich immer noch, wenn man k, durch eine grokere Zahl
ersetzt. Der Standardsimplex A,, hat offenbar Durchmesser 1, und aus Ko-
rollar 3.44 folgt deshalb, dass fiir jedes k > k, die Simplizes in der affinen
Kette B¥ida, alle Durchmesser < ¢ haben und somit jeweils in einer der
Uberdeckungsmengen V) liegen.

Nach Anwendung der stetigen Abbildung o bedeutet das, dass das Bild
jedes singuléren Simplexes in der Kette B¥o = 0y B*ida, ganz enthalten ist
in einer der Mengen

a(V) C &/\ C Uy,
d.h., die Kette B*o ist U-klein wenn k > k,.

Eine singuldre Kette ¢ € C,(X) ist eine lineare Kombination von endlich
vielen singuldren Simplizes o, und wenn wir k. als das Maximum der k, fiir
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die Simplizes o in ¢ definieren, so gilt offensichtlich, dass B*c eine U-kleine
Kette ist fiir jedes k > k..

In anderen Worten, wenn man eine singulire Kette in X geniigend
oft baryzentrisch unterteilt, wird sie U-klein.

Wir zeigen nun, dass H(j) ein Isomorphismus ist.

Zur Klarheit bezeichnen wir den Randoperator von C,(U) mit 0y und
den Randoperator von C,(X) mit Jx.

Zunéchst zur Surjektivitét: sei v € H.(X) und sei z € C,(X) ein Zyklus
mit [z] = 7. Dann gibt es ein k € N, so dass B*z € j(C,(U)) und es gibt
2 € C.(U) mit B¥z = jz/. Da j und B* Kettenabbildungen sind, haben wir

jOu? = 0xj2 = 0xB*z = B¥0x2 = B*(0) =0

und weil j injektiv ist, ist J 2’ = 0, d. h., 2’ ist ein Zyklus.
Weil BF ~ ide, (x), gibt es eine Kettenhomotopie @, so dass

2z =Bz 4 0x Pz + POy 2
= B2 + 0x Pz +0 (da z ein Zyklus ist)
= B*2 + 0x Pz,

und somit ist
v =[z] = [B*z + 0x®z] = [B*2] = [j¢] € Bild H(j).

Zur Injektivitiat von H(j): Seiw € Ker H(j) C H.(U) und sei z ein Zyklus
in C.(U) mit w = [2].
Weil
H(5)([:]) = li2] = 0 € H.(X)

ist jz ein Rand in C,(X). Sei ¢ eine Kette in C,(X) mit jz = dxc.
Nach dem ersten Teil des Beweises gibt es eine Zahl k und eine Kette
d € C.(U), so dass B¥c = jd, und weil B* und j Kettenabbildungen sind, ist

B*jz = B*0xc = 0xB*c = 0xjd = joyd € C.(X). (3.49)

Nun ist B* eine natiirliche Kettenabbildung und kettenhomotop zur Iden-
titdt vermoge einer natiirlichen Kettenhomotopie ®, die auf dem singuldren
Kettenkomplex jedes topologischen Raumes definiert ist.

Diese Kettenhomotopie ist insbesondere auf den Kettenkomplexen C,(U,)
und auf C,(X) definiert, aber leider nicht direkt auf dem Kettenkomplex
C.(U), weil dieser Kettenkomplex nicht der Wert des Funktors C, auf einem
Objekt von Top ist! Aus diesem Grund miissen wir einen etwas umstandli-
chen Weg gehen und Ketten in C, (i) in ihre Bestandteile auf den einzelnen
Unterrdumen U) zerlegen, bevor wir die Kettenhomotopie anwenden kénnen.
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Es gilt
C.(U) = C.(Uy), (3.50)
AEA
und fiir z existiert eine (nichteindeutige) Zerlegung

Z:EZ/\

AEA

mit z, € C,(U,) und mit nur endlich vielen z, # 0.

Auf den einzelnen Summanden C,(U,) in (3.50) ist j = (i)y, wo iy die
Inklusion U, — X ist.

Wir schreiben @, fiir die Kettenhomotopie ®(U,), die die natiirliche
Transformation ® dem Raum U, zuordnet, und ®x fiir die Kettenhomo-
topie ®(X), die die natiirliche Transformation ® dem Raum X zuordnet.
Die natiirliche Transformation B* notieren wir auf U, entsprechend mit BY,
aber auf X einfach wie bisher mit B*. Den Randoperator von C,(U,) notie-
ren wir zur Klarheit mit d,, bemerken aber, dass er die Einschrankung des
Randoperators 0, von C,(U) ist und dass wir deshalb iiberall wo J) steht ge-
nauso gut auch dy schreiben kénnen; den Randoperator von C.(X) notieren
wir, wie schon gesagt, mit Ox.

Wir haben
jZ = j(Z Z,\) == ](Z(BI;Z)\ + a)\q))\Z)\ —+ (I))\a)\Z)\)) (351&)
AEA AEA

= J(Z B§ZA> +J (Z 814‘1),\2,\> +J (Z (I),\c?,\z,\)
AeA AeA AeA
= J(BYz) + jou (Z CI),\Z,\> + ) (®r0h2)

NeA AeA XeA
=D (0):(BY2n) + 0y (Z ‘DAZA> + ) (1)4(220r2n)

AeA AeA XeA
= Z Bk(@'/\)ﬁz/\) + jau (Z (I),\Z)\> —+ Z CI)X((Z')\Ma)\Z)\) (351b)

NeA NeA NeA
= Z Bja\ + joy <Z q’ﬂx) + Z P x jOuzx

NeA AeA AeA
= B¥j (Z ZA) + 70y (Z ‘I)AZ,\> + ®xj0y (Z Z>\>

XeA NeA AeA
= B"jz + joy (Z CI)AZ)\> + ®xjoyz
AEA

_ BYjx 4 jdy (Z <I>m> 40 (3.51¢)

AEA
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= Bij + jau <Z CI))\Z)\>
AEA

= jOud + jOu <Z @A2A>~ (3.51d)

A€A

Hier erhalten wir die Summanden auf der rechten Seite von (3.51a) aus der
Tatsache, dass @, eine Kettenhomotopie von B zu ide,(p,) ist. In (3.51b)
wird ausgenutzt, dass B* und @ natiirlich sind. Wir erhalten (3.51c) weil 2
ein Zyklus von C,(U) ist. Schlieflich folgt (3.51d) aus (3.49).

Weil j aber injektiv ist, gilt

z = Oyd + Oy (Z (ID,\zA>

AEA

und somit ist z ein Rand in C.(U), also w = [z] = 0 und H(j) ist injektiv.
Damit sind wir fertig. |

Wir wollen den Satz iiber kleine Simplizes gleich verwenden, um eine wei-
tere sehr niitzliche exakte Homologiefolge zu gewinnen. Wir erhalten diese
Folge wieder als das exakte Homologiedreieck oder die lange exakte Homo-
logiefolge einer kurzen exakten Folge von Kettenkomplexen, aber ohne den
Satz iiber kleine Simplizes wére diese Homologiefolge nicht sehr hilfreich, wie
Sie gleich sehen werden.

Lemma und Definition 3.46 Sei (X; A, B) eine topologische Raumtriade
(d. h., X ist ein topologischer Raum und A und B sind Unterrdume von X
mit X = AUB).
Sei i" die Inklusion AN B — A und sei i" die Inklusion AN B — B.
Die direkte Summe C,(A) @ C.(B) ist ein Kettenkomplex mit Randope-
rator 04 @ O, und die Abbildung

t: CL(ANB) — C.(A) ® C.(B)
¢ — (ijc, iyc)

(3.52)

ist offensichtlich eine Kettenabbildung.
Sei j' die Inklusion A — X und sei j” die Inklusion B — X.
Die Bilder der Kettenabbildungen j; und j; sind enthalten in

C.({AB}) = ji(C.(A) +4(C.(B)) € Cu(X)
und wir haben eine offensichtliche Kettenabbildung

k: Ci(A)® C(B) — C’*({ A, B})

(c1,c0) — jécl - jé/02-

(3.53)
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Man erhiélt aus diesen Kettenkomplexen und Kettenabbildungen eine of-
fensichtlich natiirliche kurze exakte Folge

{0} — C.(ANB) — C.(A) ® C.(B) = C.({A,B}) — {0} (3.54)
und wir nennen diese Folge die Kettenkomplexfolge der Triade (X; A, B).

Beweis. Die Kettenabbildung ¢ ist injektiv, weil schon die Komponenten 4
und i injektiv sind, da sie jeweils von einer Inklusion induziert werden.
Fiir eine Kette (c1,c2) € Ci(A) @ Cu(B) ist

K(c1, ) = Jyer — Jica =0

genau dann, wenn jic; = ji'co, oder in anderen Worten, wenn ¢; und ¢y in
C.({A,B}) C C.(X) die gleiche eindeutige Linearkombination von singuli-
ren Simplizes in X sind.

Da aber alle Simplizes in ¢; ihr Bild in A haben und alle Simplizes in ¢y
ihr Bild in B haben, folgt aus der Gleichheit, dass alle Simplizes in ¢; oder in
o ihr Bild sowohl in A wie auch in B, sprich in AN B haben miissen. Somit
ist jyc1 = jj'co genau dann, wenn ¢; und ¢y die gleiche Kette in X sind und
diese Kette eine Kette auf A N B ist, also genau dann, wenn es eine Kette
¢ € C,(AN B) gibt mit ¢; = iyc und ¢, = djc.

Das ist aber genau dann der Fall, wenn (c1,c2) = ve. Wir haben somit
gezeigt, dass Ker k = Bild ¢, und die Folge (3.54) ist an der mittleren Stelle
exakt.

Und schliesslich, k ist surjektiv weil

k(C.(A) & Cu(B)) = ,f((o*(A) e{0})+({0}e C*(B)))
K(Cu(A)®{0}) +r({0} @ C.(B))
H(C(4)) + 32 (C.(B))
C.({A B}).

(In der vorletzten Zeile beachte man, dass obwohl k = —ji" auf { 0 } © C.(B),
wir hier + schreiben kénnen, weil +j;' und —ji die gleiche Bildgruppe haben.)
Also ist die Folge (3.54) an allen Stellen exakt. |

In diesem Beweis sind wir, um absolute Klarheit zu erreichen, sehr genau
mit den Bezeichnungen fiir die von den Rauminklusionen induzierten Ket-

tenabbildungen umgegangen, aber man kann das auch etwas lockerer hand-
haben:
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Bemerkung 3.47 Die Kettenabbildungen 4}, 4}, j; und jy, die in Definiti-
on 3.46 eingefiihrt wurden, sind alle injektiv, weil sie von Inklusionen von
topologischen Raumen induziert werden und diese naturgeméf injektiv sind.

Deshalb kénnen wir vermoge dieser Abbildungen, wie wir es schon oft
getan haben, C.(A N B) als eine Untergruppe von C,(A) und von C,(B)
auffassen (mit 7, und 4} als die Inklusionen), und wir kénnen C.(A) und
C.(B) und ihre gemeinsame Untergruppe C.(A N B) als Untergruppen von
C.({A,B}) oder von C,(X) auffassen.

Betrachten wir diese Kettengruppen als Untergruppen von C\ ({ A B })
oder von C,(X), so gilt

C.(ANB) = C.(A) N C.(B), (3.55)

da, wie im Beweis von Lemma 3.46 schon erklirt, eine Kette ¢ € C,(X)
genau dann zu C,(A) und zu C,(B) gehort, wenn jeder singuldre Simplex
mit nichtverschwindendem Koeffizienten in ¢ in A enthalten ist und auch in
B, und somit in AN B enthalten ist. Das ist genau die Bedingung dafiir, dass
ce C.,(ANDB).

Diese Bedingung wurde ja im Beweis von Lemma 3.46 schon ausgenutzt,
um die Exaktheit der Folge (3.54) bei C,(A)©C.(B) zu zeigen: jicy —ji'ca = 0
genau dann, wenn ¢; = ¢o in C(X), woraus aber auch automatisch folgt, dass
c1 =03 € Cu(A)NCu(B) = C.(AN B) und somit (¢q,¢y) € Bild .

Die lange exakte Homologiefolge oder das exakte Homologiedreieck der kurz-
en exakten Folge (3.54) kann ein sehr leistungsfihiges Berechnungsinstrument
bieten, sofern wir die Homologie der in dieser kurzen Folge vorkommenden
Kettenkomplexen mit topologischen Rdumen in Verbindung bringen konnen.
Fiir den mittleren Komplex ist das kein Problem:

Bemerkung 3.48 Sind C = (C,0) und D = (D, ') zwei beliebige Ketten-
komplexe, so bildet ihre direkte Summe C'@® D mit dem Randoperator 0 ® 0’
wieder einen Kettenkomplex C ¢ D, und man sieht sehr leicht ein, dhnlich
aber einfacher als im Beweis von Lemma 2.30 ¢) und d), dass

Z(C®D) = Z(C) & Z(D)
B(C @ D) = B(C) @ B(D)

und deshalb auch
H(C®D)= H(C)® H(D). (3.56)

_ Entsprechend, und wieder &hnlich beweisbar wie Lemma 2.30 e), wenn
C =(C,0) und D = (D, ') zwei weitere Kettenkomplexe sind und wenn
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f:C — Cund f: D — @_Kettenabbildungen sind, so ist f & ¢ eine
Kettenabbildung C D — C @& D und vermdoge des Isomorphismus (3.56) gilt

H(f@g)=H(f)® H(G): H(C)® H(D) — H(C) ® H(D).

Diese Bemerkung erlaubt uns, die Homologie des mittleren Kettenkom-
plexes in der kurzen exakten Folge (3.54) zu berechnen. Nur der rechte Ket-
tenkomplex ist manchmal problematisch, aber wir kennen schon viele Fille,
in denen das nicht der Fall ist, und bevor wir darauf zuriickkommen, l6sen
wir den gordischen Knoten einfach durch eine Verfiigung.

Definition 3.49 Eine Triade (X; A, B) von topologischen Radumen wird eine
Mayer-Vietoris Triade genannt, wenn die Inklusion

j: Ci({A,B}) — C.(X)
einen Isomorphismus in Homologie induziert, d. h., wenn
H(j): H*({A,B}) — H.(X)
ein Isomorphismus ist.

Beispiel 3.50 Jede Triade (X; A, B) von topologischen Rédumen fiir die gilt

o

X=AUB (3.57)

ist eine Mayer-Vietoris Triade.
Das ist die Aussage des Satzes iiber kleine Simplizes 3.45 fiir die Uberde-
ckung Y = { A, B } von X.

Satz 3.51 (Mayer-Vietoris) Sei (X; A, B) eine Mayer-Vietoris Triade von
topologischen Rdumen. Dann gibt es ein natiirliches exaktes Dreieck von
graduierten Gruppen

H.(AN B) 0e2) H.(A) @ H.(B)

%1 / (3.58)
) jromi—jioms

H.(X)

woi: ANB — A, i": ANB — B, j: A— X, und j”: B — X die
Inklusionen sind, die w; die Projektionen von H,(A) & H.(B) auf den i-ten
Summanden sind, und wo der verbindende Homomorphismus ¢ von Grad —1
wie folgt erklért wird.
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Sei v € H.(X). Dann gibt es Ketten ¢ € C,(A) und d € C,(B) so dass
¢+ d ein Zyklus in C,(X) ist und v = [c + d]. Weil ¢+ d ein Zyklus ist, ist
Oc = —0d und muss eine Kette auf AN B sein, da Oc eine Kette auf A ist
und Od eine Kette auf B ist.

Jc ist sogar ein Zyklus in C,(AN B) (da 00c = 0, egal in welchem Raum
wir den Randoperator beim zweiten Mal anwenden). Es gilt

5(7) = [0 € H.(AN B). (3.59)

Das exakte Dreieck (3.58) heifit das Mayer- Vietoris Homologiedrei-
eck der Triade (X; A, B).

Beweis. Die natiirliche kurze exakte Kettenkomplexfolge (3.54) der Triade
(X; A, B) hat nach Satz 3.14 ein ebenfalls natiirliches exaktes Homologiedrei-
eck, das wir wie im folgenden Diagramm (3.60) durch den Isomorphismus
H(j) ergénzen, um das Mayer-Vietoris Homologiedreieck (3.58), bestehend
aus dem waagerechten Pfeil H(¢) und den beiden gestrichelten Pfeilen, zu
erhalten:

H(u)

H.(ANB) H.(A)® H.(B)
AN /
AN B H (k) e
\ //
AN
/
g\\H*({A,B}) L Hgon) (3.60)
AN //
\ ng(j)/
N\ /
\ ¥
H.(X)

Auch j und somit H(j) sind offenbar natiirliche Transformationen, so dass
das ganze Diagramm (3.60) einschlieklich des Mayer-Vietoris Dreiecks natiir-
lich ist.

Das Mayer-Vietoris Dreieck ist in diesem Diagramm das dufsere Dreieck.
Die Abbildung ¢ ist 3 o (H(j))_1 und die andere gestrichelte Seite ist die
Abbildung H(j) o H(k) = H(j o k).

Weil der Pfeil H(j) ein Isomorphismus ist, ist Bildd = Bild # und es
ist Kerd = H(j)(Ker ). Entsprechend ist Ker H(j o k) = Ker H(x) und
Bild H(jor) = H(j)(Bild H(k)). Weil das innere Dreieck in (3.60) exakt ist,
ist somit auch das dufere, also das Mayer-Vietoris Dreieck, exakt.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Abbildungen im Mayer-Vietoris
Dreieck die in der Satzaussage genannte Gestalt haben.

Wegen der in Gleichung (3.52) angegebenen Definition von ¢ ist offen-
sichtlich H(¢) = (i.,1") wie behauptet.
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Fiir Ketten ¢; € Cu(A) und ¢y € Ci(B) ist k(c1,c2) = jye1 — jy'ca nach
(3.53), und (j o k)(c1, c2) ist die gleiche Kette, nur betrachtet als Kette in
C.(X) und nicht in C, ({ A, B}). Es folgt, dass fiir je zwei Homologieklassen
a; € H.(A) und oy € H.(B) gilt

H(j o k)(ar, o) = joon — jlon = (jum — jime) (o, o).

Und schlieRlich, sei v € H.(X). Wir haben 6(v) = 8((H(j)) ™' (7)). Sei
z ein Zyklus in C, ({4, B}) mit [2] = (H(j))_l(y) oder, was das Gleiche
bedeutet, mit v = H(j)([z]) = [jz].

Die Kette z € C,({ A, B}) lésst sich zerlegen als eine Summe von einer
Kette ¢ € C,(A) und einer Kette d € C,(B) (wenn man diese Kettengruppen
gemif Bemerkung 3.47 als Untergruppen von C, ({ A, B }) auffasst).

Also z = ¢+ d, und jz ist die gleiche Kette, aber betrachtet als Kette in
Ci(X). Wir haben also v = [c + d], wie es in der Satzaussage steht.

Nach Definition ist §(v) = 3([z]).

Um diesen Wert des verbindenden Homomorphismus 3 zu konstruieren,
miissen wir zuerst ein Urbild von der Kette z € C,({ A, B}) unter x finden.
Die Kette (¢, —d) € C.(A) ® C.(B) ist offensichtlich ein solches Urbild.

Wir haben dann den Rand von diesem Urbild zu bilden, also 0(c, —d) =
(Oc, —0d). Dieser liegt automatisch im Bild von ¢ und aus der Definition von
¢ ist klar, dass Oc die einzige Kette w in C,(A N B) sein kann, fiir die gilt
v(w) = (dc¢, —d). Folglich ist 3([z]) = [c], wie in (3.59) behauptet wurde.

Man beachte, dass wir uns hier im Beweis gar nicht darum kiimmern
miissen, warum Jc tatséchlich ein Zyklus in C.(A N B) ist, denn das ist ein
Teil der Aussage von Satz 3.14 und muss hier nicht noch einmal bewiesen
werden. Der Grund wird aber in der Aussage des jetzigen Satzes ohnehin
kurz erldutert.

Worum wir uns aber doch kurz kiimmern miissen ist die Frage, ob das
Funktionieren dieser Vorschrift irgendwie von der Wahl des Zyklus z und
der Zerlegung z = ¢ + d abhingen kann. Das tut es nicht, denn die Homo-
logieklasse von z in H,({ A, B}) ist durch ~ eindeutig bestimmt, weil H ()
ein Isomorphismus ist, und alles andere hat keinen Einfluss auf das Ergeb-
nis, weil der verbindende Homomorphismus 3 wohldefiniert ist. Insbesondere
hingt 3([2]) nicht von der Wahl des Zyklus z in dieser Homologieklasse ab,
und auch nicht von der Wahl des Urbilds (¢, —d) von z unter x. Diese Wahlen
entsprechen aber der Wahl von z und seiner Zerlegung 2z = ¢+ d; diese beein-
flussen also nicht den Wert () und ¢ ist durch die angegebene Konstruktion
wohldefiniert. [ ]

Der Satz von Mayer-Vietoris wird sich als das wichtigste Hilfsmittel er-
weisen, wenn wir bald mit der Berechnung von Homologiegruppen beginnen.
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Zuerst wollen wir aber noch einen anderen wichtigen Satz prisentieren, der
aber keine neuen Beweismittel erfordert, weil er dquivalent zum Satz von
Mayer-Vietoris ist.

Dieser neue Satz besagt im Wesentlichen, dass eine relative Homologie-
gruppe H,(X, A) nicht davon abhéngt, was tief im Innern des Unterraumes A
passiert; das wird sozusagen ,,geschluckt” durch die Relativierung modulo A.
Die Aussage ist, dass sich H,(X, A) nicht verdndert, wenn man einen ,genii-
gend kleinen* Unterraum B von A aus X und A entfernt oder ,ausschneidet’.
Deshalb heiftt dieser Satz der Ausschneidungssatz.

Definition 3.52 Sei (X, A, B) ein topologisches Raumtripel, also ein Objekt
von Top?® (X ist ein topologischer Raum und B C A C X).
Wir nennen (X, A, B) ein Ausschneidungstripel, wenn die natiirliche

Inklusion
i: (X\B,A\B) — (X,A)

einen Isomorphismus in Homologie induziert, d. h., wenn
iv: H(X \ B,A\ B) — H.(X,A)
ein Isomorphismus von graduierten abelschen Gruppen ist.

Bemerkung 3.53 Sei X ein topologischer Raum und seien A und B zwei
Unterrdume von X.

Die Komplementierung von B verwandelt topologische Raumtripel in ent-
sprechende Raumtriaden und umgekehrt.

In anderen Worten,wenn (X, A, B) ein Raumtripel ist (das heifst, wenn
B C A), dann ist (X; A, X \ B) eine Raumtriade (d.h., X = AU (X \ B)).

Umgekehrt, wenn (X; A, B) eine Raumtriade ist (also wenn X = AU B),
dann ist (X, A, X \ B) ein Raumtripel (d.h., X \ B C A).

Die Komplementierung von B liefert somit eine Bijektion zwischen der
Menge aller Raumtripel mit X als Oberraum und der Menge aller Raumtria-
den mit X als Oberraum, eine Bijektion, die ihre eigene Umkehroperation
ist.

Lemma 3.54 Ein topologisches Raumtripel (X, A, B) ist genau dann ein
Ausschneidungstripel, wenn die entsprechende Raumtriade (X; A, X\ B) eine
Mayer-Vietoris Triade ist.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir D fiir X \ B.
Wir bemerken zuerst, dass es einen natiirlichen Isomorphismus

e CX\B.A\B)
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gibt, denn nach dem zweiten Isomorphiesatz fiir additive abelsche Gruppen
ist

C.({A,D}) C.(A)+C.(D) C.(D)
C.(A) C.(A) ~ C.(A)nC.(D)

wobei der Isomorphismus fiir a € C,(A4) und d € C,(D) die Restklasse

C.(A) + C.(D)

a+d+C.(A)=d+ C.(A) € A

auf die wohldefinierte Restklasse

d+ (C.(A)NC.(D)) €

abbildet. Weil D = X \ B, ist aber

C.(D) 355)  C.(D)

C.ANC.D) ~ C(anD)  GPAND) = C(XA\ B A\ B).

Aus dieser Beschreibung ist klar, dass ¢ eine Kettenabbildung ist.
Nun betrachte man folgendes Diagramm von Kettenkomplexen, in denen
die Zeilen kurze exakte Folgen sind:

it . C.({A,D})
{0} —C(A) —=C.({A, D}) HTH{O}
id|= J C*(X\B,A\B) (361)
{0} —C,(A) Cu(X) Ci(X, A) {0}

7 ™
Das linke Quadrat kommutiert offensichtlich (alle Pfeile sind Inklusionen von
Untergruppen).

Auch das rechte Quadrat kommutiert. Sei a +d € C.({A,D}), wobei
a € Ci.(A) und d € C,(D). Die waagerechten Abbildungen 7 und 7’ sind
kanonischen Projektionen auf Quotienten, und nach der Beschreibung oben
des Isomorphismus ¢ haben wir

irpr(a+d) = izp(a+ d+ C.(A))

—i,(d+ C.(A\ B))
= d+ C.(A) € C.(X, A),
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wihrend
mjla+d)=7"(a+d) =a+d+ C.(A) =d+ C.(A)

das Gleiche ist.

Die senkrechten Pfeile in (3.61) bilden also einen Morphismus von kurzen
exakten Folgen von Kettenabbildungen, und nach Ubergang zu Homologie-
gruppen induzieren sie einen Morphismus der langen exakten Homologiefol-
gen dieser kurzen exakten Folgen.

Dieser Morphismus der langen Folgen enthélt an jeder dritten Stelle die
Identitét von H,,(A), also einen Isomorphismus, an den Stellen daneben (auch
jede dritte Stelle insgesamt) H,,(j), und an den Stellen daneben (das restliche
Drittel der Stellen) H, (i) o H,(p).

Das 5-er Lemma impliziert sofort, dass genau dann alle H,(j) Isomor-
phismen sind, wenn alle H,,(i) o H, () Isomorphismen sind, oder dquivalent,
wenn alle H, (i) Isomorphismen sind (denn H,(y) ist immer ein Isomorphis-
mus, weil schon ¢ einer ist).

In anderen Worten, (X; A, D) ist eine Mayer-Vietoris Triade genau dann,
wenn (X, A, B) ein Ausschneidungstripel ist. [ |

Satz 3.55 (Ausschneidungssatz) Sei (X, A, B) ein topologisches Raum-
tripel, so dass B C A°. Dann ist (X, A, B) ein Ausschneidungstripel.

Beweis. Aus B C A° folgt X = A°U (X \ B) = A°U (X \ B)°. Also ist
(X; A, X \ B) nach Beispiel 3.50 eine Mayer-Vietoris Triade und (X, A, B)
nach Lemma 3.54 ein Ausschneidungstripel. |

Man kann vermuten, und die Vermutung ist auch richtig, dass der Satz
von Mayer-Vietoris oder die Ausschneidung sehr niitzliche Hilfsmittel sein
werden zur Berechnung der Homologie von topologischen Raumen, so dass
diese gerade entwickelten Methoden sehr laut nach einem Anwendungsbei-
spiel schreien. Solche Beispiele werden wir auch bald geben (im néchsten Ka-
pitel), aber vorher wollen wir die Gesamtergebnisse dieses Abschnitts kurz
Revue passieren lassen und zusammenfassen, was wir erreicht haben und
welche Werkzeuge wir nun besitzen. Danach kénnen wir die Werkzeuge ein
bisschen verfeinern, was die Berechnung von Beispielen erleichtern wird.

Es gibt eine ,Standardzusammenfassung” der wichtigen Ergebnisse dieses
Kapitels in der Gestalt von folgender Definition von Eilenberg und Steenrod,
die die Grundeigenschaften der Homologie als Axiome festhilt, aus denen
man Beweise und vor allem auch Berechnungen herleiten kann, die in allen
Homologietheorien (und nicht nur in der singuldren Homologie) zutreffen.
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Definition 3.56 (Eilenberg-Steenrod Axiome) Sei K eine ,geeignete®
Kategorie von topologischen Raumpaaren und stetigen Abbildungen von
Raumpaaren (die Objekte und Morphismen konnen aber zusitzliche Struk-
tur haben und der vergessliche Funktor X — Top? muss nicht surjektiv
sein, d.h., nicht jedes topologisches Raumpaar muss ein Objekt von K bil-
den). Die geeigneten Kategorien nennt man zuldssige Kategorien und wir
wollen gar nicht so genau sagen, was das beinhaltet, aufser zu betonen, dass
Top? auf jeden Fall eine zulissige Kategorie ist.

Eine Homologietheorie auf K ist ein Funktor H: X — GAG, zusam-
men mit einer Grad —1 natiirlichen Transformation 5: H(X, A) — H(A,0),
die folgende Eigenschaften erfiillen (wenn wir wie iiblich jeden topologischen
Raum X mit dem Raumpaar (X, ) gleichsetzen):

Homotopieaxiom: Sind f und g: (X, A) — (Y, B) homotope Morphis-
men von K, so ist H(f) = H(g): H(X,A) — H(Y, B).

Exaktheitsaxiom: Zu jedem Objekt (X, A) von K seien i: A — X und
j: X = (X,0) — (X, A) die Inklusionen. Dann ist das natiirliche

Homologiedreieck
H(A) 0 H(X)
W_l
8 H(j)
H(X,A)
exakt.

Ausschneidungsaxiom: Sei (X, A) ein Objekt von K und sei U ein offener
Unterraum von A mit U C A°, und so dass (X \ U, A\ U) € K. Dann
induziert die Inklusion k: (X \ U, A\ U) — (X, A) einen Isomorphis-
mus in Homologie, d.h., H(k): H(X \ U,A\U) — H(X, A) ist ein
Isomorphismus.

Dimensionsaxiom: Wenn P ein Einpunktraum ist, dann ist H,(P) = {0}
fiir alle n # 0. Die Gruppe Hy(P) heifst die Koeffizientengruppe der
Homologietheorie.

Satz 3.57 Die singulire Homologie H, ist eine Homologietheorie im Sinne
von Definition 3.56 auf der Kategorie KK = Top®.

Beweis. Das Homotopieaxiom ist Satz 3.29, das Exaktheitsaxiom gilt nach
Korollar 3.16, das Ausschneidungsaxiom ist erfiillt (sogar ohne die Vorausset-
zung U offen) wegen Satz 3.55, und Satz 3.31 ist das Dimensionsaxiom. Die
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Koeffizientengruppe der singulédren Homologie, wie wir sie prasentiert haben,
ist Z. |

Bevor wir diesen Abschnitt beenden, wollen wir mit Hilfe des Homoto-
pieaxioms eine Verbesserung des Mayer-Vietoris Satzes und des Ausschnei-
dungssatzes erzielen, die es erlaubt, die Voraussetzungen fiir ihre Anwendung
etwas abzuschwéchen.

Definition 3.58 Sei X ein topologischer Raum und sei A C X ein Unter-
raum von X und i: A — X die Inklusion.

a) Eine Retraktion von X auf A ist eine stetige Abbildung r: X — A,
so dass
rfA=roi=idy.

Wir nennen A einen Retrakt von X, wenn es eine Retraktion von X
nach A gibt.

b) Eine Deformationsretraktion von X auf A ist eine Retraktion
r: X — A mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass

ior~idy. (3.62)

Wenn sogar gilt 7 or ~ idx rel A, so nennen wir r eine starke Defor-
mationsretraktion.

Wir nennen A einen (starken) Deformationsretrakt von X, wenn
es eine (starke) Deformationsretraktion von X nach A gibt.

Lemma 3.59 Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Retrakt von X.
Seir: X — A eine Rektraktion und seii: A — X die Inklusion. Folgende
Bedingungen sind dquivalent:

a) A ist ein Deformationsretrakt von X.

b) Die Inklusion i ist eine Homotopiedquivalenz.

c¢) Die Retraktion r ist eine Homotopiedquivalenz.
d) Die Retraktion r ist eine Deformationsretraktion.

Beweis. a) = b): Wenn A ein Deformationsretrakt von X ist, dann existiert
eine Deformationsretraktion 7: X — A, die nach Definition 3.58 b) und For-
mel (3.62) ein Homotopierechtsinverses zu i ist, und als einfache Retraktion
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ein Linksinverses zu ¢ ist. Da ¢ auf jeder Seite ein einseitiges Homotopiein-
verses besitzt, folgt aus Lemma 6.9 a) aus dem Skriptum zur Einfiihrung in
die Topologie, dass ¢ eine Homotopiedquivalenz ist.

b) = ¢): Wenn 7 eine Homotopiedquivalenz ist, dann besagt Lemma 6.9 a)
aus dem Skriptum zur Einfiihrung in die Topologie, dass jedes einseitige Ho-
motopieinverse zu ¢ ein beidseitiges Homotopieinverses ist, und somit nach
Teil b) des gleichen Lemmas selber auch eine Homotopiedquivalenz ist. Ins-
besondere gilt dies fiir die Abbildung r, die als Retraktion auf jeden Fall ein
Linksinverses zu 17 ist.

¢) = d): Wenn r eine Homotopiedquivalenz ist, dann ist nach dem glei-
chen Lemma 6.9 a) die Inklusion 4, die ein Rechtsinverses zur Retraktion r
ist, auch ein Homotopielinksinverses, so dass r Gleichung (3.62) erfiillt und
deshalb nach Definition eine Deformationsretraktion ist.

d) = a) ist trivial. |

Lemma 3.60 a) Sei (X, A, B) ein topologisches Raumtripel und sei C' ei-
ne Teilmenge von B, so dass X \ B ein Deformationsretrakt von X \ C
und A\ B ein Deformationsretrakt von A\ C' ist. Dann ist (X, A, B)
ein Ausschneidungstripel genau dann, wenn (X, A, C) ein Ausschnei-
dungstripel ist.

Insbesondere ist (X, A, B) ein Ausschneidungstripel, wenn C' C A°.

b) Sei (X; A, B) eine Raumtriade und seien A’ O A und B’ O B Teilmen-
gen von X, so dass A ein Deformationsretrakt von A’, B ein Defor-
mationsretrakt von B’ und AN B ein Deformationsretrakt von A’ N B’

ist. Dann ist (X; A, B) eine Mayer-Vietoris Triade genau dann, wenn

(X; A’ B") eine Mayer-Vietoris Triade ist.

Insbesondere ist (X; A, B) Mayer-Vietoris, wenn X = A’° U B’°.
Beweis. Zu a): Sei j: (X\B, A\B) — (X\C, A\C) die Inklusion. Weil X\ B
ein Deformationsretrakt von X \ C'ist und A\ B ein Deformationsretrakt von
A\ C ist, sind die Inklusionen j: X \ B — X \ C und die Einschrinkung

Jj: [(A\ B): A\ B— A\ C Homotopiedquivalenzen, nach Lemma 3.59.
Aus Lemma 3.30 b) folgt, dass auch in der relativen Homologie

Js: H( X\ B,A\B) — H. (X \C,A\C)
ein Isomorphismus ist.

Sei i die Inklusion (X \ C, A\ C) — (X, A), so dass i o j die Inklusion
(X\B,A\ B) — (X, A) ist. Da j, ein Isomorphismus ist, ist i, genau dann
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ein Isomorphismus, wenn i, 0 j, = (i07j), einer ist. Das ist genau die Aussage
von Teil a).

snsbesondere* ist klar aus Satz 3.55.

Zu b): Seien k: AnNB — ANB,kK:A— Aud k": B — B
die Inklusionen. Wegen der Voraussetzungen und Lemma 3.59 sind diese
Inklusionen Homotopiedquivalenzen und induzieren deshalb Isomorphismen
in Homologie.

Wir haben eine natiirliche Inklusion ~v: C,.({A,B}) — C.({ 4, B'}),
die man auch schreiben kann als v = ki + &}’ und die eine injektive Kettenab-
bildung ist, und die Kettenabbildungen ky, ki © ki und v sind offensichtlich
die Bestandteile eines Morphismus zwischen den kurzen exakten Kettenkom-
plexfolgen der Triaden (X; A, B) und (X; A’, B’). Das heift, das Diagramm

{0} —=C.(AN B) ——C.(A) ® C.(B) ——~C.({A,B}) — {0}

kui ka@ké’l VJ/

{0} —=CL(A'N B') == Co(A) & C.(B) = C.({ A, B'}) —= {0}

kommutiert, weil alle senkrechten Homomorphismen von den Inklusionen der
ineinander verschachtelten Unterrdume induziert werden.

Die senkrechten Abbildungen induzieren einen Morphismus zwischen den
exakten Homologiedreiecken der beiden kurzen exakten Folgen, wobei die
linken beiden senkrechten Pfeile Isomorphismen k, und k., & k” induzieren,
die, wenn man die exakten Dreiecke zu langen exakten Homologiefolgen ab-
wickelt, die Abbildungen H,(7y) von beiden Seiten einrahmen. In anderen
Worten, in jeder auf H,(v) zentrierten Gruppe von fiinf Abbildungen im
Morphismus zwischen den langen exakten Folgen sind die dufseren vier Ab-
bildungen Isomorphismen. Das 5-er Lemma besagt, dass auch H () ein Iso-
morphismus ist.

Wenn j die Inklusion C, ({ Al B }) — C,(X) ist, so ist jory die Inklusion
C.({A,B}) — C.(X). Weil H(y) ein Isomorphismus ist, ist H(j) genau
dann ein Isomorphismus (und (X; A’, B') genau dann Mayer-Vietoris), wenn
H(jo~) = H(j)o H(v) ein Isomorphismus ist und (X; A, B) Mayer-Vietoris
ist.

Der Zusatz ,insbesondere” folgt sofort aus Beispiel 3.50. |

Beispiel und Definition 3.61 In den Sphéren

S" = {(2o,..., ) €R"| Zx?zl}
i=0
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fiir n € N finden wir schone Beispiele zur Anwendung von Mayer-Vietoris
Triaden und Ausschneidungstripeln, wo auch die Verbesserungen aus Lem-
ma 3.60 sich als sehr hilfreich erweisen.
Wir fithren dazu ein paar Namen ein fiir wichtige Teilrdume von S™.
Zunichst enthilt jede Sphére einen Nordpol

und einen Stidpol
p_:=(0,...,0,—-1),

und die Komplemente S7 := 5™\ {p_} und S” := S™\ {p4 } dieser Po-
le sind offene Teilmengen, die zu R™ oder zu der offenen n-dimensionalen
Einheitsscheibe homéomorph sind (und somit zusammenziehbar sind).

Fiir jedes n kénnen wir S"~! in S™ einbetten als seinen Aquator

Sn_l :{(xOM'-’xn) e*S’n|xn:0}
Man findet leicht einen Homoomorphismus
StNST=5"\{ps} = S (—1,1). (3.63)

Wir kénnen S™ auch in zwei Halbsphdaren zerlegen: die obere Halb-
sphare
DY ={(xo,...,2,) €S" |2, >0}

und die untere Halbsphdre
D" ={(zgy...,x,) €5S" |2, <0}.

Indem man einfach die letzte Koordinate nicht hinschreibt, erhélt man einen
Homoomorphismus von den Halbsphéren D? und D” zur abgeschlossenen
n-dimensionalen Einheitsscheibe D". Dieser Homéomorphismus ist die Iden-
titidt auf S"1.

Man beachte, dass S = D'} U D™ und dass D' N D" = "1,

Wir kénnen auch das Innere dieser Halbsphéren betrachten. Diese Unter-
raume sind die offene obere Halbsphdre

E? ={(x0,...,20) €S" |2, >0}
und die offene untere Halbsphdre

E" ={(z0,...,xn) € S" |z, <0}.
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Sie sind jeweils homdomorph zur offenen n-dimensionalen Scheibe D) oder
zu R™. Die offenen Halbsphéren sind jeweils das Komplement der entgegen-
gesetzten abgeschlossenen Halbsphére, d. h.,

S"\ D = E™.

Als Instanz von Beispiel 3.50 sehen wir, dass (S™;S%,S™) eine Mayer-
Vietoris Triade ist. Das gilt auch, wenn wir S durch beliebige Umgebungen
von D' ersetzen.

Wenn B eine beliebige in S™ abgeschlossene Teilmenge von E™ ist, so
ist (S™, D", B) ein Ausschneidungstripel nach dem Ausschneidungssatz 3.55.
Insbesondere ist (S”, D™ {p_ }) ein Ausschneidungstripel.

Natiirlich gilt diese Aussage auch, wenn wir in ihr die unteren offenen und
abgeschlossenen Halbsphiren und den unteren Pol durch die oberen ersetzen.

Mit Hilfe von Lemma 3.60 konnen wir aus diesen Instanzen von Mayer-
Vietoris Folgen und Ausschneidungstripeln weitere gewinnen, die angeneh-
mer anzuwenden sind.

Fiir jedes n € N ist (S™, D", E") ein Ausschneidungstripel, denn man
sieht leicht, dass D = S™\ E” ein Deformationsretrakt von St = S™\ {p_}
ist und S"7! = D" \ E" ein Deformationsretrakt von D" \ {p_} ist. Eine
jeweilige Homotopie H von der Identitiat zu einer Retraktion ldsst die Punkte
in der oberen Halbsphére unveridndert, und verschiebt die Punkte der unteren
Halbsphire entlang Grofkreisen, die den Punkt mit den Polen verbinden,
zum Aquator hin. Wer will, findet leicht die Formel fiir diese Homotopie —
die Koordinate x,, wird linear mit der Zeit gegen 0 geschoben, und die anderen
Koordinaten werden passend vergrofert, damit der Bildpunkt in der Sphére
bleibt.

Natiirlich ist auch (S™, D%, E7) ein Ausschneidungstripel.

Weil (S™; ST, S™) eine Mayer-Vietoris Triade ist und weil, wie wir gesehen
haben, D! ein Deformationsretrakt von S% ist und weil "' = D% N D"
offenbar ein Deformationsretrakt von

ST ST S x (—1,1)

ist, ist auch (S™; D, D™ ) eine Mayer-Vietoris Triade.

Mit diesen Vorbereitungen kdnnen wir jetzt auf einfache Weise die wich-
tigsten Homologiegruppen ausrechnen.
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Kapitel 4

Berechnungen und Anwendungen

Wir wollen die Erkenntnisse, Grundeigenschaften und Vorbereitungen aus

Kapitel 3, insbesondere die Eilenberg-Steenrod Axiome fiir die singulidre Ho-

mologie, jetzt benutzen, um einige wichtige Homologiegruppen und Homolo-

giechomomorphismen auszurechnen und ein paar Anwendungen herzuleiten.
Wir beginnen mit einer ganz einfachen Bemerkung.

Bemerkung 4.1 Sei X ein topologischer Raum und sei
W={W,|AeA}

die Menge der Wegkomponenten von X.

Da jeder Standardsimplex A, wegweise zusammenhéngend ist, liegt das
Bild jedes singuléren Simplexes o: A,, — X ganz in einer Wegkomponente.
Weil die singuldren Kettengruppen von den singuliren Simplizes frei erzeugt
werden, ist somit

C.(X) = P C.(Wy), (4.1)
AEA
und weil die Summanden Unterkettenkomplexe sind ist es klar, dass auch

H,(X) = @D H.(W)). (4.2)

Der Beweis der Existenz des Isomorphismus in (4.2) ldsst sich auf die
gleiche Weise fithren, wie der Beweis von Lemma 2.30 d).

In Dimension 0 kdnnen wir fiir jeden topologischen Raum die Homologie ganz
einfach bestimmen.

Lemma 4.2 Sei A # () ein wegweise zusammenhingender topologischer
Raum. Dann ist Hy(A) = Z und die 1 € Z ist die Homologieklasse [y]

143
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eines beliebigen Punktes y € A, aufgefasst als ein singulédrer 0-Simplex (der
automatisch ein 0-Zyklus ist).

Ferner, fiir einen beliebigen topologischen Raum X und eine beliebige
stetige Abbildung f: A — X ist Ho(f) injektiv.

Wenn X wegweise zusammenhédngend ist, dann gilt sogar Hy(f) = idg
(mit der oben gegebenen Wahl der Isomorphismen Hy(A) = Z = Hy(X)).

Beweis. Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Da Ay = {0} einpunktig
ist, ist ein 0-Simplex in X eindeutig bestimmt durch seinen einzigen Bild-
punkt, d.h., wir kénnen Sy(X) mit X identifizieren und somit Cp(X) mit
der von X erzeugten freien abelschen Gruppe F(X).

Jede 0-Kette ist ein Zyklus, weil C_1(X) = {0 }. Um die 0-te Homologie
zu berechnen, miissen wir nur noch die Randergruppe bestimmen.

Jeder Rand ist eine Linearkombination von Réndern von 1-Simplizes, und
ein 1-Simplex o: A; = [ — X ist nichts anderes, als ein Weg in X. Ferner

do =o(1) —o(0) (4.3)

nach Definition.
Sei e: Cy(X) — Z die Abbildung definiert durch

5<Z nxx> = Z Ny,

rzeX rzeX

die jeder Kette ihre Koeffizientensumme in Z zuordnet. Sie ist wohldefiniert,
weil in einer Kette nur endlich viele Koeffizienten # 0 sind, und sie ist offen-
sichtlich ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. (Diese Abbildung heifst
die Augmentation.)

An (4.3) sieht man, dass By(X) C Kere. Insbesondere représentiert jede
0-Kette, die nicht im Kern von ¢ liegt, eine nichtverschwindende Homologie-
klasse.

Fiir einen wegweise zusammenhéngenden nichtleeren Raum A gilt sogar
By(X) = Kere. Denn fiir je zwei Punkte z und y € A gibt es einen Weg,
also einen 1-Simplex, von x nach y, und nach (4.3) ist y — x ein Rand. Das
bedeutet, dass wenn wir einen festen Punkt y € A wihlen, wir jede Kette

c= ancx € Co(A)
z€A
durch Addition des Randes

an(y - x)

z€EA
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in die zu ¢ homologe Kette

verwandeln konnen. Weil sie sich durch einen Rand unterscheiden, sind ¢ und
¢ entweder beide Rénder oder beide keine Rénder. Aber ¢ ist offensichtlich
genau dann ein Rand, wenn e(c) = 0.

Nach dem Ersten Isomorphiesatz aus der Gruppentheorie induziert e
einen Isomorphismus

Zo(A)  Co(A)
Bo(A)  Kere

Hy(A) = — Bilde = Z.

Dieser Isomorphismus bildet die Homologieklasse [y] eines beliebigen Punktes
y € A (aufgefasst als 0-Zyklus) auf 1 € Z ab, d.h., diese Homologieklasse,
die nicht von y abhdngt, entspricht der 1 in Z.

Sei X ein anderer topologischer Raum und sei f: A — X stetig und
z = f(y). Fir jedes n # 0 € Z ist

f-(nlyl) = fu(lnyl) = [fa(ny)] = [n2] # 0, (4.4)

weil e(nz) =n # 0. Also ist f. = Ho(f) injektiv.
Wenn auch X wegweise zusammenhéngend ist, ist auch Hy(X) = Z,
erzeugt zum Beispiel von der Homologieklasse [z], und Gleichung (4.4) zeigt,
dass Hy(f) tatsdchlich die Identitat ist. [ |

Korollar 4.3 Sei X ein topologischer Raum und sei VW die Menge der Weg-
komponenten von X.
Dann ist

Hy(X)= P z, (4.5)

wew

wobei jeder Punkt x € X einen Zyklus in Zy(X) darstellt, dessen Homolo-
gieklasse die 1 ist in demjenigen Summanden Z von (4.5), der zur Wegkom-
ponente von x gehort.

Sei Y ein zweiter topologischer Raum und sei f: X — Y eine steti-
ge Abbildung. Fiir jede Wegkomponente W von X gibt es eine eindeutige
Wegkomponente V von Y mit f(W) C V, und Hy(f) bildet den W-ten
Summanden Z von Hy(X) identisch ab auf den V-ten Summanden Z von
Hy(Y).
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Beweis. Die Darstellung (4.5) folgt sofort aus Gleichung (4.2) in Bemer-
kung 4.1 und aus Lemma 4.2. Dabei wird der W-te Summand Z erzeugt von
der Homologieklasse eines beliebigen Punktes w € W.

Wenn f: X — Y stetig ist und V die Wegkomponente von Y ist mit
f(W) C V, dann bildet Hy(f) die Homologieklasse von w ab auf die Homo-
logieklasse von f(w) € Y, und weil f(w) in V liegt, erzeugt diese Klasse den
V-ten Summanden Z von Hy(Y).

Das bedeutet, dass Hy(f) den W-ten Summanden Z von Hy(X) identisch
abbildet auf den V-ten Summanden Z von Hy(Y). n

Beispiele 4.4  a) S° = {+1,—1} besteht aus zwei Punkten, mit der dis-
kreten Topologie. Aus dem Dimensionsaxiom und aus Bemerkung 4.1

folgt, dass
H, (%) = Z®7Z, wennn =0 und (4.6)
{0} sonst.
b) D°= {0} hat einen Punkt und S~' = (). Deshalb ist
Z = d
Ho(D%, S = H,(D") = 4 & wemnnm=0mn (4.7)
{0} sonst.
¢) S C D' = [-1,1] und D' ist azyklisch, hat also Homologie Z in

Dimension 0 und {0} in jeder anderen Dimension. Fiir die Inklusion
i: S® — D! gilt also H, (i) = 0 fiir alle n # 0, und nach Korollar 4.3
hat

H(i): Z&Z — Z

die Matrix (1,1), d. h., die Gestalt
Ho(m,n) =m +n, (4.8)

denn i bildet beide Wegkomponenten von S° ab in die einzige Weg-
komponente von D*.

Mit diesem kleinen Anfang sind wir jetzt in der Lage, die Homologiegruppen
aller Sphiren auszurechnen.

Satz 4.5 Fiir jedes n > 1 und fiir jedes k € Z ist

Z, wenn k = 0 oder k = n;

{0}, sonst. (4.9)

Hy(S") = {
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und

Z, wenn k = n;

{0}, sonst. (4.10)

Hy, (D", 5"71) 22 Hy(S", D") = {

Die Isomorphismen zwischen diesen Homologiegruppen werden zum Teil
durch stetige Abbildungen induziert.

Insbesondere wird der erste Isomorphismus in (4.10) induziert durch die
Inklusion i: (D™, S™ ) — (S™, D), die die Scheibe D™ als die obere Halb-
sphére D'} in S™ einbettet; fiir diese Inklusion ist i, ein Isomorphismus der
gesamten graduierten Homologiegruppen.

Fiir die Inklusion j: (S™,0) — (S™,D™) ist Hy(j) fiir alle k > 1 ein
Isomorphismus (aber nicht fiir k = 0).

Beweis. S™ ist die Vereinigung der beiden wegweise zusammenhingenden
Scheiben D? und D", und fiir n > 0 ist ihr Durchschnitt S™ ' nichtleer.
Daraus folgt, dass S™ wegweise zusammenhingend ist, wenn n > 0, und
deshalb ist Hy(S™) = Z.

Wir konnen in der Aussage des Satzes die ,,Standardscheibe” D" ersetzen
durch eine homéomorphe Kopie, ndmlich durch die Scheibe D7, die obere
Halbsphére in S™.

Wir betrachten nun folgendes Diagramm, in dem die Zeilen Ausziige aus
den langen exakten Homologiefolgen der Paare (D7, S"!) und (S™, D™) sind
und die senkrechte Abbildung durch die Inklusion des Raumpaares induziert
wird:

Hy(D%) — Hy(D%, 8" ) — Hj,1(S" ") —= Hj—1 (D)

i~

Hy(D") —= Hy(S") "~ Hy(S", D") ——= Hy_1(D") ——= Hy_1(S")

Die Abbildung i, ist ein Ausschneidungsisomorphismus, denn (S™, D", E™)
ist ein Ausschneidungstripel nach Beispiel und Definition 3.61 und das Paar
(D7, 8™ 1) erhilt man aus dem Paar (S™, D™) durch Ausschneidung von E™
(in anderen Worten, D = S™\ E™ und S"~! = D" \ E™).

Das liefert, wie behauptet, den ersten Isomorphismus in (4.10).

Das Diagramm enthélt aber mehr Isomorphismen, wobei ihr genaues Aus-
sehen von dem Wert von k£ und n abhingt. Wenn k£ = 0 hat die untere Zeile
nach Lemma 4.2 die Gestalt

idz

Z —7— HyS",D") — {0} — {0},

woraus folgt, dass Hy(S™, D"™) = {0}, wie es in (4.10) steht.
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Fiir £ = 1 hat das Diagramm die Gestalt

{0} —— Hy(Dn, 57 1) s

i idg

{0} — Hy(5") " 1y (sm,Dr) > 7 v/

Ho(STLil) —7

Der verbindende Homomorphismus in der unteren Zeile ist 0, weil die an-
schlieflende Abbildung nach Lemma 4.2 injektiv ist. Aus diesem Grund ist
die Abbildung H,(j): H,(S™) — Hy(S™, D™) ein Isomorphismus.

Die Gestalt des verbindenden Homomorphismus in der oberen Zeile hingt
vom Wert von n ab, aber 3 ist auf jeden Fall injektiv und somit ein Isomor-
phismus auf sein Bild, welches der Kern des rechten Pfeils ist.

Wenn n = 1, so ist der rechte Pfeil in der oberen Zeile nach Beispiel 4.4 ¢)
die Abbildung (m,n) — m +n von Z & Z — Z und hat Kern

{(m,—m)|meZ}=1Z

Das zeigt, dass H1(S') = Hy(D,S°) = Z und beweist den Fall k =n =1
n (4.9) und (4.10).

Wenn n > 1, so ist der rechte Pfeil die Identitdt von Z nach Lemma 4.2,
da dann S"! wegweise zusammenhingend ist. Folglich ist 8; = 0 (da der
Kern des rechten Pfeils {0} ist) und wir haben

Hy(S™) = Hy(D%, 5" ") ={0},

im Einklang mit (4.9) und (4.10).
Wir haben damit den Fall £ = 1 vollstandig berechnet.
Wenn k > 1, so hat unser Diagramm die Gestalt

{0} —— Hy(D?, 8" ") —=> Hy 1 (S" 1) —={0}

ig

Hy.(S", D)

Hk(J

{0} —= Hy(S") ——

{0}

und wir sehen, dass Hy(j) ein Isomorphismus ist, wie behauptet, und dass
fiir alle n > 0 und k£ > 1 gilt

Hy(S™) = Hy(D%,S™ 1) = Hy1(S™7).
Durch Induktion folgt hieraus, dass
H(S") = Hyo(5")
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fiir jedes » > 0, so dass kK —r > 1 und n —r > 0, also fiir jedes r > 0 mit
r<kundr <n.
Wenn k£ < n nehmen wir » = k — 1 und wir finden

H(S")EH(S”_’““)Q Z, wenn n — k+ 1 =1, also wenn k = n;
g - {0}, wennn—Fk+1>1,also wenn k < n.

Wenn k£ > n nehmen wir » = n und wir finden
Hip(S™) = Hy_n(S°) = {0}

nach Beispiel 4.4 a), da k —n > 0.
Das beweist alle Fille von (4.9), und die fehlenden Félle von (4.10) folgen
sofort aus dem Isomorphismus Hy(S™) = Hy (D', S™1) fiir k > 1. [ ]

Die Tatsache, dass H"(S™) = Z fiir jedes n > 0 erlaubt uns, dhnlich zu
Definition 8.6 des Skriptums Finfihrung in die Topologie in Bezug auf die
erste Homotopiegruppe des Kreises, fiir jede stetige Selbstabbildung der n-
Sphére einen homologischen Abbildungsgrad zu definieren (der intuitiv
gesehen beschreibt, wie oft die Abbildung die Sphéire um sich selbst wickelt).

Definition 4.6 Sein > 1 und f: S™ — S™ eine stetige Abbildung.

Dann ist H,(f): H,(S™) — H,(S™) ein Homomorphismus Z — Z und
somit die Multiplikation mit einer wohldefinierten Zahl a € Z, die wir den
Abbildungsgrad Grad f von f nennen.

Bemerkung 4.7  a) Da homotope Abbildungen den gleichen Homomor-
phismus in Homologie induzieren, hingt der Grad einer Abbildung
f: 8" — S™ nur von der Homotopieklasse von f ab.

b) Sei P = {p} ein Einpunktraum. Wenn f konstant ist, so faktorisiert
f durch P, d.h., wir kdnnen schreiben f = g o h, wo h die einzige
Abbildung S™ — P ist und wo g eine Abbildung P — S™ ist.

Daaber H,(P) = {0} (weil n > 1), folgt daraus, dass Grad f = 0 wenn
f konstant ist, und wegen Teil a) gilt dies auch, wenn f nullhomotop
ist.

¢) Offensichtlich ist Gradidgn = 1.
d) Wenn f und g zwei Abbildungen S™ — S™ sind, dann ist
Grad(g o f) = Grad g - Grad f,

wie man leicht sieht.
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Lemma 4.8 Sei n eine positive natiirliche Zahl und sei 0 < k < n. Wir
bezeichnen mit sy die Abbildung S™ — S", die die Einschriankung auf S™
der Spiegelung von R™"*! in der Ebene x), = 0 ist, also die Abbildung gegeben
durch

Sk(Toy -y Tn) = (X0, oy Tho1, —Thy Tt 1y -« Tiy)- (4.11)
Der Grad von s;, ist —1.

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir £ = n zu beweisen, denn fiir je zwei
Indizes k und [ zwischen 0 und n, sei 7: S — S™ die Abbildung, die die
k-te und [-te Koordinate vertauscht. Da 72 = idgs, muss (Grad 7)? = 1 sein.
Offensichtlich ist s; = 75,7 und somit

Grad s; = (Grad 7)* Grad s, = Grad sy,

d.h.; alle s; haben den gleichen Grad.

Seien ¢: (D, S™ ') — (S™,D™) und j: (S",0) — (S™, D) die Inklu-
sionen. Nach der Aussage von Satz 4.5 induzieren diese stetigen Abbildungen
Isomorphismen der n-ten Homologiegruppen dieser Raumpaare.

Sei ¢ € C,,(D?) eine Kette, deren Restklasse in C, (D", S"!) ein relativer
Zyklus ist, dessen Homologieklasse die Gruppe H,(D%,S"') = Z erzeugt.
Da C, (D7) C C,(S™), kénnen wir c auch als eine Kette in C,(S™) betrachten.

Sei d = (sp)3(c). Dies ist eine Kette in C, (D).

Weil ¢ einen Zyklus von C, (D'}, S""!) représentiert, ist dc € C,(S"1),
und weil s,,[S"! = idgn-1, gilt

dd = 0(sy)s(c) = (8,):(0c) = Oc.
Es folgt, dass ¢ — d ein Zyklus in C,,(S") ist. Weil d € C,,(D™), ist
jile = d) = js(c) = ig(c+ Cn(S™1)) € Cp(S™, D7).

Da H,(i) und H,(j) Isomorphismen sind und [c + C,(S"™!)] nach der
Wahl von ¢ ein Erzeugendes von H, (D", S" 1) = Z ist, ist [c — d] ein Erzeu-
gendes von H,(S™).

Aber (s,);(c) = d und (s,)s(d) = ¢ (weil (s,)? = idgn). Also ist

(sp)ilc—d)=d—c=—(c—d)

und Grads,, = —1. |

Korollar 4.9 Sei n > 1 und sei 7: S — S™ die Antipodenabbildung
7(x) = —z. Dann ist Grad T = (—1)""1,
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Beweis. T = $,08,_10---08;08¢ und nach Bemerkung 4.7 d) und Lemma 4.8
ist Grad 7 das Produkt von n + 1 Kopien von —1. [ |

Mit diesen Vorbereitungen lassen sich viele der Ergebnisse aus Kapitel 8
des Skriptums Finfihrung in die Topologie nach den gleichen Ideen wie dort
aber unter Verwendung der Homologiegruppen der Sphéren neu beweisen,
diesmal aber in beliebigen Dimensionen n > 1 € N, da wir uns nicht nur auf
die Fundamentalgruppe von S! stiitzen miissen.

Hilfssatz 4.10 Jeder Retrakt eines azyklischen topologischen Raumes X ist
auch azyklisch.

Beweis. Sei A C X ein Retrakt von X und sei r: X — A eine Retraktion.
Seii: A — X die Inklusion.
Dann ist r o ¢ = id4 und somit

H,(r) o Hy(1) = Hy(ida) = idp,, (a) (4.12)
fiir jedes n.
Wenn X azyklisch ist, dann ist H,(X) = {0} fiir jedes n > 1 und
Hy(X) = Z.

Letzteres besagt nach Lemma 4.2, dass X wegzusammenhéngend ist. Da
aus r o1 = idy folgt, dass r surjektiv ist, ist auch A = Bildr wegweise
zusammenhéngend und hat somit Z als 0-te Homologiegruppe.

Fir n > 1 folgt aus H,(X) = {0}, dass H,(r) und H,(i) und nach
Gleichung (4.12) auch idy, () die Nullabbildung sind, woraus man schliesst,
dass H,(A) = {0}. Insgesamt heifst das, dass A azyklisch ist. [ |

Lemma 4.11 Fiir jedes n > 1 ist S" ! kein Retrakt von D".

Beweis. Dies folgt sofort aus Hilfssatz 4.10, da D" azyklisch ist aber S™~!
nicht, denn die n — 1-te Homologiegruppe der Sphére ist Z und nicht {0}
(oder im Fall n = 1 ist sie Z & Z und nicht Z). [ |

Satz 4.12 (Brouwerscher Fixpunktsatz) Sein € N. Jede stetige Abbil-
dung

f: D" — D"
hat einen Fixpunkt; d. h., es gibt einen Punkt x € D", so dass f(z) = x.

Fiir n = 0 muss nichts bewiesen werden, da D° nur aus einem einzigen Punkt
besteht. Der Beweis fiir n > 1 benutzt Lemma 4.11 und geht praktisch genau
so, wie der Beweis des Spezialfalls fiir D?, Satz 8.5 des Skriptums Finfiihrung
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in die Topologie; nur die Dimensionen sind anders, aber die Beweismethode
ist die Gleiche. Deshalb verzichten wir darauf, den Beweis hier zu wiederho-
len.

Lemma 4.13 Sein € N und seien f und g: S™ — S™ stetige Abbildungen.
Wenn fiir jedes x € S™ gilt f(z) # —g(x), dann ist f ~ g.

Beweis. Sei r: D"\ {0} — S™ die Retraktion

r(z) == Tl

Definiere eine Homotopie H: S™ x I — D™ durch

H(z,t) = (1—1t)f(x) +tg(x).

Aus den Voraussetzungen folgt, dass H(x,t) nie 0 ist, denn sonst gibt es ein
x € 8" und ein t € [0,1] mit (1 —¢)f(x) + tg(x) = 0 oder

(1-1)f(2) = —tg(a). (413)
Da aber ||f(2)]] = lg()]| = 1, ist

L—t=[1—t|=[A-t)f(2)] = l-tg(@)| = |-t| =t
oder in anderen Worten ¢ = 1 — ¢ = 3, und daraus folgt mit (4.13), dass
f(z) = —g(x), in Widerspruch zu den Voraussetzungen.
Da also H(z,t) nie 0 ist, kénnen wir r auf seinen Wert anwenden, und
r o H ist eine Homotopie von f nach g als Abbildungen S™ — S™. |

Korollar 4.14 Sein > 1 und sei f: S™ — S™ eine stetige Abbildung.
Wenn f keinen Fixpunkt hat (mit f(x) = x), so ist f homotop zur Anti-
podenabbildung T mit T(x) = —z fiir jedes .
Wenn f keinen Antipodenpunkt hat (mit f(z) = —x), so ist f ~ idgn.

Beweis. Ein Punkt x ist genau dann ein Fixpunkt von f, wenn f(z) = —7(x).
Wenn es keinen solchen Punkt gibt, dann folgt aus Lemma 4.13, dass f ~ 7.
Und wenn f keinen Antipodenpunkt hat, so folgt aus Lemma 4.13, dass

Korollar 4.15 Sei n € N gerade. Jede stetige Abbildung f: S™ — S™ hat
entweder einen Fixpunkt (mit f(x) = x) oder einen Antipodenpunkt (mit

flw) = —2)
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Beweis. Sei 7: S™ — S™ die Antipodenabbildung mit 7(z) = —z fiir jedes z.

Wenn f weder einen Fixpunkt noch einen Antipodenpunkt hat, so besagt
Korollar 4.14, dass 7 ~ f ~ idgn, aber fiir n gerade ist das nach Bemer-
kung 4.7 a) nicht moglich, weil nach Korollar 4.9 Gradr = (—1)"*! = —1
und Gradidg. = 1. |

Satz 4.16 (Satz vom Igel) Wenn n > 0 gerade ist, so besitzt S™ kein nir-
gends verschwindendes stetiges Tangentenvektorfeld.

Dies kann man auch anders ausdriicken. Da man ein nichtverschwinden-
des Tangentenvektorfeld auf Linge 1 normieren kann und da die Tangenten-
vektoren zu S™ genau die Orthogonalen des Ortsvektors sind, besagt dieser
Satz:

Es gibt keine stetige Abbildung v: S™ — S™, so dass v(z) L x fiir jedes
x e S".

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 4.15, denn +x ist nie orthogonal zu x.
Also hat eine solche Abbildung v, mit v(z) L z fiir jedes © € S™, weder einen
Fixpunkt noch einen Antipodenpunkt, in Widerspruch zum Korollar. |

Dieser Satz heifst der ,Satz vom Igel“, da er, in einer skurrilen Fassung fiir
n = 2, besagt, dass man die Stacheln eines Igels (ein Einheitsvektorfeld auf
einer 5%, welche die Haut des Igels darstellt), nicht kimmen kann, so dass sie
flach (also tangential) liegen.

Die amerikanische Version lautet: man kann einen behaarten Billiardball
nicht kimmen. Behaarte Billiardbélle scheint es in Deutschland nicht zu ge-
ben (obwohl es Igel oder zumindest dhnliche Tiere in Amerika gibt).

Bemerkung. In Kapitel 8 des Skriptums Finfihrung in die Topologie haben
wir noch zwei weitere schone Anwendungen des (damals homotopietheore-
tischen) Abbildungsgrades présentiert, ndmlich den Satz von Borsuk-Ulam
und den Schinkenbrotsatz. Es wurde zumindest durch Andeutung in Aussicht
gestellt, mit Homologietheorie auch diese Sétze, die zu den hier besprochenen
Anwendungen sehr dhnlich erscheinen, in héhere Dimensionen leicht iibertra-
gen zu koénnen.

Diese Sétze gelten auch tatséchlich in hoheren Dimensionen, aber das zu
beweisen ist nicht leicht und leider kaum moglich mit den Mitteln, die uns
im Moment zur Verfiigung stehen.

Fiir diese Anwendungen brauchen wir die Kohomologietheorie und insbe-
sondere die Ringstruktur der graduierten Kohomologiegruppe, eine Struktur,
die die Homologiegruppe leider nicht besitzt. Deshalb miissen wir doch darauf
verzichten, diese Anwendungen in dieser Vorlesung zu prisentieren.
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Wir schliefsen dieses Kapitel mit einem weiteren Berechnungsbeispiel als
Anwendung der Mayer-Vietoris Folge.

Beispiel 4.17 In X := S! x I verkleben wir den Kreis S* x {0} mit dem
Kreis S x {1} vermoge eines geeigneten Homdomorphismus ¢: S' — S1
und betrachten den daraus resultierenden Raum Y.

Etwas genauer, wir definieren ~ als die kleinste Aquivalenzrelation auf
X, so dass (z,0) ~ (p(z),1) fiir jedes z € S*. Das bedeutet, (z,s) ~ (w,?)
genau dann, wenn s = 0, ¢t = 1 und w = ¢(z), oder wenn ¢t = 0, s = 1 und
z = ¢(w), oder wenn (z,s) = (w,t). Wir setzen Y := S x I/ ~.

Uns interessieren zwei spezielle Instanzen von ¢.

a) Wenn ¢ = idg1, so ist Y homdomorph zum Torus T? = S' x S und
die Abbildung [(z,?)] — (z,€*™") ist ein Homéomorphismus, denn die
Abbildung

Stx T — St x ot
(2,t) — (2,€*™)

ist identifizierend, wie man leicht iiberlegt, und bildet genau dann zwei
Punkte auf den gleichen Wert, wenn sie beziiglich ~ dquivalent sind.

Der Torus hat nichttriviale Homologiegruppen nur in Dimension 0, 1
und 2, und dort gilt:

Hy(T?) = Z (4.14a)
H(TH=7Z37Z (4.14b)
Hy(T?) = Z (4.14c)

b) Der Quotientenraum Y, der sich ergibt, wenn ¢ die Spiegelung s; aus
Lemma 4.8 ist, nennt sich die Kleinsche Flasche; wir wollen ihn mit
K bezeichnen. Wir erinnern daran, dass s;(xo,z1) = (29, —21), oder
wenn wir S' als den Einheitskreis in C betrachten, dann ist s; die
komplexe Konjugation.

Die Kleinsche Flasche hat nichttriviale Homologiegruppen nur in Di-
mension 0 und 1, und dort gilt:

Hy(K) = Z (4.15a)
Hy(K)=7& Z, (4.15b)

wobei Zy, wie in der Topologie iiblich, die Gruppe Z/2Z bedeutet.
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(a) Der Torus T°. (b) Die Kleinsche Flasche K.

Abbildung 4.1: Rdume, die man aus einem Kreiszylinder kleben kann.

Beweis. Um die Homologie dieser beiden Radume auszurechnen, geben wir
eine Mayer-Vietoris Triade an.

Sei m: S! x I — Y die kanonische Projektion auf den Quotientenraum
und sei A := 7 (5'x [0, 3]) und B := 7(S* %[5, 1]). Auf den beiden genannten
Halbzylindern ist 7 stetig, abgeschlossen (bildet abgeschlossene Mengen auf
abgeschlossene Mengen ab, weil alle genannten Rdume kompakt und Haus-
dorffsch sind) und ist vor allem injektiv und deshalb ein Homdomorphismus
auf die Bildriume A und B, die also homdomorph zu S! x I sind.

Man beachte auch, dass fiir jedes einzelne ¢t € I die Abbildung

moo=m|St x {t}

ein Homdmorphismus auf sein Bild Y, := 7 (S* x {¢}) = S' in Y ist, und
dass fiir jedes t gilt, dass das Komplement Z; := Y \ Y; & S! x (0,1).

Fir t = 0 oder 1 ist diese letzte Behauptung klar. Fiir andere ¢ drehen
wir Y in sich entlang eines Kreises in der zweiten Koordinatenrichtung, bis
Y; auf Yy = V) zu liegen kommt. Diese ,,Drehung” kénnen wir in Koordinaten
beschreiben als die Abbildung ®;: Y — Y definiert durch

<I>t<[(x, S)D _ { [(go(x), 1—t+ s)], wenn 0 < s <'t; (1.16)

[(z,s —t)], wenn t < s < 1.

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Man priift als Erstes leicht nach, dass die
Koordinatenpaare fiir die Werte tatsichlich in S x I liegen.

Zweitens, wenn [(z,s)] = [(2/,s)] aber (z,s) # (2/,¢'), dann gilt (even-
tuell nach Vertauschung der Paare), dass s =0, s’ = 1 und 2’ = p(x). Weil



156 KAPITEL 4. BERECHNUNGEN UND ANWENDUNGEN

t weder 0 noch 1 ist, ist fiir jedes dieser Koordinatenpaare in (4.16) eine
eindeutige Zeile fiir die Bestimmung des Wertes anwendbar, und wir finden

@ ([@.9)]) = @ [(@,0)]) = [(e(a),1-1) | = [@"5'=t)] = @ ([(@',5)]).

Das heifst, verschiedene Koordinatendarstellungen des Argumentes von @,
fithren zum gleichen Wert.

Drittens, wenn s = t # 0 und # 1, dann sind beide Zeilen der Fall-
unterscheidung in (4.16) anwendbar und bestimmen einen Wert, nidmlich
[(¢(2),1)] in der oberen Zeile und [(,0)] in der unteren Zeile. Diese Werte
sind aber der gleiche Punkt in Y. Damit ist gezeigt, dass ®; wohldefiniert ist.

Wenn wir die Klassenklammern [ | auf der linken Seite in Gleichung (4.16)
weglassen, wird aus dieser Gleichung die Definition der Abbildung ®;om, und
man sieht anhand der Formeln, dass diese Abbildung stetig ist auf S* x [0, ¢]
und auf S' x [t,1]. Diese Mengen bilden eine abgeschlossene Uberdeckung
von S x I. Also ist ®; o 7 auf ganz S! x I stetig, und weil 7 identifizierend
ist, heifst das, dass ®; stetig ist auf Y.

Jede stetige Abbildung o: S* — S!, die mit ¢ kommutiert, bestimmt
eine wohldefinierte und stetige Abbildung p,: Y — Y gegeben durch

,ua<[(x, S)D = [(a(x), s)] :

Die Wohldefiniertheit priift man leicht nach, und die Stetigkeit ist dann an-
hand dieser Koordinatendarstellung offensichtlich. Wenn « ein Hom6éomor-
phismus ist, dann ist auch u, ein Homéomorphismus mit Umkehrabbildung
fa-1 (wobei o™t natiirlich auch mit ¢ kommutiert).

Insbesondere gilt diese Behauptung fiir &« = . Anhand der Formeln (4.16)
kann man direkt nachrechnen, dass

Py 0Py = fuy. (4.17)

Weil die rechte Seite bijektiv ist, ist ®; injektiv und ®;_, surjektiv. Weil
Gleichung (4.17) fiir jedes ¢ gilt, gilt sie auch mit ¢ und 1—¢ vertauscht, so dass
®, auch surjektiv und somit bijektiv ist. Nach (4.17) ist die Umkehrabbildung
u;loCI)l,t und somit stetig. Das heiftt, @, ist ein Homéomorphismus ¥ — Y.

Aus (4.16) ist klar, dass ®4(Y;) = Yy = Y;. Somit bildet ®; das Komple-
ment Z; homdomorph auf Z, = Z; = S x (0,1) ab, was zeigt, dass Z; fiir
jedes t homdomorph zu S' x (0, 1) ist, wie behauptet.

Nun beachte man, dass Y3,4 N A = () und dass A ein Deformationsretrakt
von Zs,4 ist, denn der Homdomorphismus @34 bildet Zs,4 auf Zy = S*x (0, 1)

ab und bildet dabei A auf S* x [},2] ab, wie man an der ersten Zeile von
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(4.16) sofort ablesen kann. Entsprechend ist Yi,s N B = 0 und B ist ein
Deformationsretrakt von Z 4.

Der Homéomorphismus @3/, bildet AN B =Y, UY) ), auf Vi, UYs5,, ab,
und bildet Z3,, N Zy /4 auf Z; N Z; 5 ab.

Unter dem Homdomorphismus zwischen Z; und S* x (0,1) geht Y3 ,,UY3,4
auf (STx {1 })U(S'x{2})und ZiNZy auf (S* x(0,2))U (S x(3,1)),
woran man sofort sieht, dass Y;,,UY3/4 ein Deformationsretrakt von Z1NZ; /5
ist und somit A N B ein Deformationsretrakt von Z3,, N Z 4 ist.

Die Mengen Z;,4 und Zs3,, sind beide offen und sie iiberdecken Y, so dass
(Y; Zs)4, Z1/4) eine Mayer-Vietoris Triade ist. Aus Lemma 3.60 b) folgt, dass
auch (Y; A, B) eine Mayer-Vietoris Triade ist.

Die Unterrdume A und B haben beide den Homotopietyp eines Kreises
und somit auch die Homologie von S'. Thr Durchschnitt AN B =Y, UY) /2
ist die disjunkte Vereinigung von zwei Kreisen und hat Homologie Z & Z in
Dimensionen 0 und 1 und {0} in allen anderen Dimensionen.

Weil die Homologiegruppen von A, B und A N B ab Dimension 2 alle
verschwinden, sieht man aus der Mayer-Vietoris Folge von (Y; A, B), dass
H,(Y) = {0} fiir alle n > 3. Weil Y offenbar wegweise zusammenhéngend
ist, ist Ho(Y) = Z. Wir miissen nur noch H; und H, ausrechnen, und der
dafiir relevante Teil der Mayer-Vietoris Folge ist

[0} = Ho(Y) —= (AN B) = Hy(4) @ Hy(B) == Hy(Y)
(4.18)

)

’ Hy(AN B) == Hy(A) ® Ho(B)

Zunachst betrachten wir den Pfeil
(i',i)): HW(ANB)=Z®Z — Z®Z = Hy(A) ® Ho(B).

Da A und B beide wegweise zusammenhangend sind, bildet i, nach Korol-
lar 4.3 jeden Summanden Z von Hy(A N B) identisch auf Z = Hy(A), und
die entsprechende Aussage gilt auch fiir 7”. In anderen Worten,

(i%, ©7)(m,n) = (m +n,m +n)
und der Kern dieses Homomorphismus (und das Bild von () ist
{mn)eZdZ|n=-—m}=7Z (4.19)

Wir kénnen also die untere Zeile in (4.18) ersetzen durch

e z——{0}, (4.20)
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ohne die erste Zeile und ihre Exaktheit zu verdndern.
Wir schauen uns kurz die Konsequenz dieser Vereinfachung an. Wir sehen,
dass (3 surjektiv ist und Bild § = Z. Sei ¢ € H{(Y) ein Element mit 8(c) = 1.
Sei k die Abbildung ;. — 57 am Ende der oberen Zeile in (4.18). Dann ist
Ker f = Bild k. Wir definieren eine Abbildung 6: H;(Y) — Ker  durch

Dieser Wert, gehort tatsichlich zu Ker 3, weil

Bz — Ala)e) = Blx) — Blx)B(e) = Ala) — B(z) 1 =0,

Auf Ker 3 ist ¢ offensichtlich die Identitit. Auferdem ist §(c) =c—1-¢ = 0.
Man priift leicht nach, dass (3, d) ein Isomorphismus

H\(Y)—Z®Kerpf=Z7ZdBildk

ist. Erstens ist die Abbildung injektiv, denn wenn §(z) = §(z) = 0, dann ist
x € Ker f und somit x = 0, weil fiir 2 € Ker 8 gilt 6(z) = z. Die Abbildung
ist auch surjektiv, denn sie bildet Ker # auf {0} @ Ker 8 ab und bildet die
von ¢ erzeugte Untergruppe von Hi(Y) auf Z & {0} ab. Ihr Gesamtbild ist
also ganz Z @ Ker 5. Damit ist gezeigt, dass (/3,d) ein Isomorphismus ist und
H,(Y)=7Z ® Bild k.

Wir sind an dieser Stelle natiirlich nicht fertig. Dazu miissen wir die Ge-
stalt von Bild k bestimmen, und diese wird von der Verklebungsabbildung
¢ abhdngen; wie, erkldren wir in den einzelnen Fillen, die wir behandeln
werden.

Jetzt betrachten wir den Pfeil

(i,,i0): H(ANB) = H\(Yo) ® Hy(Yy) = Z&Z — Z&Z = H(A) & H(B)

in Dimension 1. Um ihn auszurechnen, miissen wir feste Isomorphismen der
genannten Homologiegruppen zu Z wahlen, und das machen wir, in dem wir
einen festen Isomorphismus H'(S') = Z als vorgegeben annehmen und fiir
die genannten Rdume M = Yj, Y;/9, A oder B folgende feste Homotopie-
dquivalenzen S — M wihlen, die einen Isomorphismus Z = H,(S') —
H, (M) bestimmen.

Fiir jedes ¢ € I sei hy: S* — S' x I die Abbildung x +— (z,t), und sei
ki, :=mohy: S* — Y dies ist eine Einbettung, also ein Homdomorphismus
auf sein Bild Y;.

Man beachte, dass kg = k; o ¢ wegen der Verklebungsvorschrift bei der
Konstruktion von Y.
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Wir identifizieren Hy(Yy) und H;(Y3)2) mit Z durch die Isomorphismen
Hi(ki): Z = H(S') — Hy(Y;) fiir t =0 und ¢t = 1/2.

Der Kreis Y /5 ist ein Deformationsretrakt von A und von B und wir iden-
tifizieren Hy(A) und Hy(B) mit H,(Y1/2) = Z durch den von der Inklusion
induzierten Homologieisomorphismus.

Das bedeutet, dass wir letztendlich H;(A) durch 7, (k1 /2). mit Z identifi-
zieren, und wir identifizieren H,(B) mit Z durch /(K /2)..

H,(Y1)2) ist auch der rechte Summand Z von H,(ANB) = Z&® Z, so dass
auf diesem Summanden i/ und ¢! einfach die Identitat sind.

Auf dem linken Summanden H;(Yy), identifiziert mit Z durch (ko)., be-
trachten wir zunéchst den von der Inklusion nach A induzierten Homomor-
phismus #,. Da hg > hy /> als Abbildungen S* — S* x [0, 3], ist ko = k12 als
Abbildungen nach A, oder anders gesagt, wir haben i'ky ~ i'k; /o und somit
ist

i\ (ko) = @ (kuy2)u: Hi(S") — Hi(A).
Beziiglich der von uns fest gewihlten Isomorphismen der Homologiegruppen
zu Z ist i/, auf dem linken Summanden Z von H;(A N B) also die Identitt.

Fiir die entsprechenden Abbildungen nach B gilt stattdessen hy/, ~ hy
als Abbildungen S* — S*x [3,1], und deshalb ist k1, ~ k; als Abbildungen
nach B, oder anders gesagt, i"k; /o = i"k;.

Aus diesem Grund ist

il (ko) = @2 (k1) s o = i, (K1j2)sipu: Hi(S') — Hy(B).

Beziiglich der von uns fest gewihlten Isomorphismen der Homologiegruppen
zu Z ist i} auf dem linken Summanden Z von H;(AN B) also nicht unbedingt
die Identitét, sondern ist gleich o, : H;(S') — H;(S1).

Zu Teil a): Im Falle des Torus ist ¢, die Identitdt und deshalb ist auch
i"! = idz auf dem linken Summanden von H;(AN B). In diesem Fall sieht der
Ausschnitt (4.18) aus der Mayer-Vietoris Folge mit der Vereinfachung (4.20)
SO aus:

(0} —>Hy(T?) —~Z & Z—>Z&Z "> H(T?) >7—={0}

wobei t(m,n) = (m +n,m +n).

Hy(T?) = Kert = Z (wie der Kern dieser Abbildung Z&®Z — Z @ Z
aussieht, haben wir in (4.19) schon gesehen).

Kerx = Bildt = { (m,m) | m € Z }, woraus folgt, dass  injektiv ist auf
Hi(A) =Z®{0}. Aukerdem gilt fiir jedes m € Z, dass (0, m) = k(—m,0),
weil die Differenz der beiden Zahlenpaare in Ker « liegt. Daraus ist klar, dass
K(Z®Z) = k(Z®{0}) und dass x die Gruppe Z & {0} isomorph auf
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Bild k = Ker 3 abbildet; diese Untergruppe von H;(T?) ist also isomorph zu
Z.
Wie auf auf Seite 158 hergeleitet wissen wir damit, dass, wie behauptet,

H (T2 ZoKerf2Z D Z.

Zu Teil b): Im Falle der Kleinschen Flasche K ist ¢ die Spiegelung s;
und nach Lemma 4.8 ist i/ = ¢, die Multiplikation mit —1 auf dem linken
Summanden Z von H{(AN B).

Jetzt sieht der Ausschnitt (4.18) aus der Mayer-Vietoris Folge mit der
Vereinfachung (4.20) so aus:

(0} — Hy(K) —~Z @ Z 2+ Z & Z "~ Hy(K) 27—~ {0}

mit A(m,n) = (m +n,n—m).
Offensichtlich gilt

KerA={(m,n) €Z’|m+n=0und n=m}
={(m,m)eZ’|[2m=0}={0}.

Also ist Ho(K) = Ker A = {0}, wie wir behauptet haben.

Ker k = Bild A besteht aus allen (p,q) € Z* mit p = ¢ mod 2, denn
die Differenz der beiden Koordinaten in A(m,n) ist 2m, also gerade, und fiir
jedes Paar (p,q) mit p — ¢ gerade (sagen wir p — ¢ = 2k) erhalten wir (p, q)
als A\(k,q+ k).

Die Abbildung x induziert einen Isomorphismus

7Zd7Z
Ker s

Die Abbildung ZGZ — Z,, die (p, q) auf p—q mod 2 = p—q+27Z abbildet,
ist surjektiv und hat den gleichen Kern, wie x, so dass

— Bild «.

Z®Z%Z2.

K = Bild s =
er 3 ild k Ker r

Wie auf auf Seite 158 hergeleitet, wissen wir jetzt also, dass
Hl(K> = Z @Kerﬁ = Z@ 227

wie behauptet. [ |



Kapitel 5

Zellulare Homologie

Im letzten Kapitel haben wir mit den in Kapitel 3 entwickelten Mitteln eini-
ge Homologieberechnungen durchgefiihrt, zum Beispiel fiir die Sphéren be-
liebiger Dimension und, unter Anwendung der Mayer-Vietoris Folge, fiir den
Torus und die Kleinsche Flasche.

Obwohl die Idee bei den letzten beiden Beispielen recht einfach war —
man kann beide Rdume in zwei an den Enden miteinander verklebte Zy-
linder zerlegen und erhilt so eine Mayer-Vietoris Triade — verlangte die
Detailberechnung genaue Kenntnisse der durch die Verklebung induzierten
Homologiehomomorphismen der Inklusionen der verklebten Randkreise in die
Zylinder und verursachte doch einen erheblichen Aufwand.

Schon fiir Raume, die nur geringfiigig komplizierter sind als diese, zum
Beispiel fiir die projektiven Riume (die Quotienten der Sphéren nach der
Identifizierung von Antipoden miteinander), kann sich dieser Aufwand ins
Unermessliche steigern, so dass eine praktikable Berechnung der Homologie
alleine mit den Grundmitteln der Eilenberg-Steenrod Axiome zwar nicht un-
moglich, aber sehr unangenehm ist.

Die hier genannten topologischen Rdume sind aber keine exotischen oder
ungewdhnlichen Beispiele. Im Gegenteil, sie sind besonders schén und ge-
héren zu einer groflen Klasse von sich wohl verhaltenden Raumen, die auf
eine fiir Homologieberechnungen sehr giinstige Weise aufgebaut sind. Die-
ser Aufbau erlaubt eine vereinfachte Berechnung der Homologie, in der die
Kettengruppen, wenn die Rdume kompakt sind, sogar endlichen Rang haben
und somit sehr viel kleiner sind, als die singuldren Kettengruppen.

Die genannten Rdume haben auch schone homotopietheoretische Eigen-
schaften und bilden die Grundlage und den ,Normalfall* fiir viele Kernkon-
struktionen der modernen algebraischen Topologie, in denen Homotopie und
Homologie in enger Verbindung stehen. Auch deshalb lohnt es sich sehr, diese
Réaume kennen zu lernen.

161
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Die Rdume der genannten Klasse werden auf eine geregelte Weise aus
Scheiben D" verschiedener Dimensionen zusammengebaut, die man die Zel-
len dieser Konstruktion nennt. Aus diesem Grund heifsen diese Rdume unter
anderem auch Zellenkomplexe. Thre Homologie lisst sich mit Hilfe von Ket-
tenkomplexen berechnen, die von den Zellen anstelle der singulidren Simplizes
frei erzeugt werden, weshalb diese Homologietheorie die zelluldre Homolo-
gte genannt wird.

Wir werden in diesem Kapitel die zellulire Homologie entwickeln und
zeigen, dass sie fiir Zellenkomplexe (genauer gesagt, fiir sich geniigend wohl
verhaltende Zellenkomplexe) isomorph ist zur singuldren Homologie. Im An-
schluss wenden wir die zelluldre Homologie in Beispielen an zur Berechnung
der Homologiegruppen einiger wichtiger topologischer Rdume. Leider erlaubt
uns die Zeit und der Umfang des Themas nicht, die homotopietheoretischen
Eigenschaften der Zellenkomplexe in Detail zu entwickeln.

Notation 5.1 In diesem Abschnitt werden wir viel mit Scheiben D™ han-
tieren, und dabei insbesondere auch mit den offenen Scheiben gegeben durch
das Innere der D". Um das deutlich zu kennzeichnen und dabei das Schrift-
bild moglichst einfach zu halten, fithren wir die Notation E™ ein fiir die offene
n-Scheibe

B B D s

Definition 5.2 Sei X ein topologischer Raum und sei n € N. Eine n-Zelle
in X ist ein Unterraum e von X, der hom&omorph ist zu E".

Die Zahl n heifst die Dimension der Zelle e und sie ist eindeutig be-
stimmt, denn E"\ {0} ~ S"! und weil Sphéren verschiedener Dimensionen
verschiedene Homologiegruppen haben (nach Satz 4.5) kénnen offene Schei-
ben verschiedener Dimensionen nicht zu ein und derselben Zelle homéomorph
sein.

Um die Dimension einer Zelle kenntlich zu machen, hingt man sie manch-
mal als ,Exponent” an den Namen der Zelle an, d. h., man notiert die Zelle
mit e” statt mit e (und entsprechend fiir andere Zellennamen).

Eine abgeschlossene n-Zelle in X ist die abgeschlossene Hiille € einer
n-Zelle e.

Der Rand Oe (oft auch é) einer n-Zelle e C X ist definiert als

é:=0e:=¢e\e.
Man beachte, dass das nicht das Gleiche ist, wie der Rand im Sinne der

mengentheoretischen Topologie von e als Teilmenge von X, weil die ,offene”
Zelle e nicht wirklich offen sein muss im Raum X.
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Beispiel 5.3 Sei X ein topologischer Raum. Eine 0-Zelle in X ist einfach
ein Punkt z € X, denn

o

D'°=D"=R"={0}

ist einpunktig.
Wenn X Hausdorffsch ist, dann ist jede 0-Zelle gleichzeitig eine abge-
schlossene 0-Zelle, und der Rand einer 0-Zelle ist leer.

Definition 5.4 Sei X ein topologischer Raum. Eine Zellenzerlegung von
X ist eine Familie Z von Zellen in X von beliebiger Dimension, die disjunkt
sind und die X iiberdecken.

Ein Zellenkomplex ist ein Paar (X, Z), wo X ein topologischer Raum
ist und Z eine Zellenzerlegung von X ist. Wenn eine feste Zellenzerlegung
Z gegeben ist, nennen wir aus Bequemlichkeit oft auch den topologischen
Raum X selber einen Zellenkomplex.

Ein Zellenkomplex (X, Z) (oder die zugehorige Zellenzerlegung Z) heift
endlich, wenn Z nur aus endlich vielen Zellen besteht.

Ein Unterzellenkomplex eines Zellenkomplexes (X, Z) ist ein Unter-
raum A von X, der eine Vereinigung von Zellen von Z ist. In diesem Fall
ist

Zy=Z|A:={ecZ|eC A}
eine Zellenzerlegung von A und (A, Z4) ist selber ein Zellenkomplex.

Die Dimenston einer Zellenzerlegung Z von X oder eines Zellenkomple-
xes (X, Z) ist definiert als das Supremum der Dimensionen der Zellen in Z.
Sie kann oo sein.

Fiir n € Z definieren wir das n-Skelett X" einer Zellenzerlegung Z von
X oder eines Zellenkomplexes (X, Z) als die Vereinigung

X" = U e

ecZ
dime<n
der Zellen von Dimension hichstens n in der Zellenzerlegung Z.
Offensichtlich ist X™ ein Unterzellenkomplex von X von Dimension hochs-
tens n; seine Zellenzerlegung Z|X™ bezeichnen wir als Abkiirzung mit Z,.
Wenn (X, Z) und (Y, Z’) zwei Zellenkomplexe sind, so nennen wir eine
stetige Abbildung f: X — Y zelluldr, wenn fiir jedes n € N gilt

fxmy v

Es wird nicht verlangt, dass f Zellen in Zellen abbildet!
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Beispiel 5.5 Sei (X, Z) ein Zellenkomplex und A C X ein Unterzellenkom-
plex. Dann ist die Inklusion A < X immer zellular.

Bemerkung 5.6 Sei (X, Z) ein Zellenkomplex. Dann gilt fiir die Skelette
X" von X:

a) X" =( wenn n < 0.

b) X™ C X™ wenn m < n.

o) X=[]Jx"

neN
d) X™ =X wenn n > dim Z.

Jeder topologische Raum X besitzt eine ,triviale” und sicher nicht beson-
ders niitzliche Zellenzerlegung als die Vereinigung der Einpunktmengen seiner
Punkte; diese Zellenzerlegung verrit natiirlich nichts {iber die Geometrie von
X (sondern verschleiert sie).

Um etwas Sinnvolles mit Zellenzerlegungen anfangen zu koénnen, miissen
wir solche frivole Beispiele ausschliefsen. Wir brauchen eine Kontrolle iiber die
Weise, wie verschiedene Zellen der Zellenzerlegung sich angrenzen und wie
sie zueinander liegen. Diese Kontrolle gewinnen wir durch eine zusitzliche
Struktur, die die Zellen an ihre Umgebung bindet.

Definition 5.7 Sei X ein topologischer Raum und sei e C X eine n-Zelle in
X. Eine charakteristische Abbildung fiir e ist eine stetige Abbildung

d,.: D" — X,

so dass ®.|E™ ein Hombomorphismus E" — e ist.
Wenn &, eine charakteristische Abbildung fiir die Zelle e ist, so nennen
wir die Abbildung
e = P |S" T S — X

die zu ®, gehorende Anheftungsabbildung der Zelle e.

Bemerkung 5.8 Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum und sei e
eine n-Zelle in X. Die Zelle e muss nicht unbedingt eine charakteristische
Abbildung ®. haben, aber wenn sie eine besitzt, so gilt folgendes:

a) d-(e) = ™.

e

b) ®.(D") = e.
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¢) ®,: D™ — e ist identifizierend.

)
d) ®. und somit auch ¢, sind durch ®.|E" eindeutig bestimmt.
e) de = ®.(S™ 1) und ist abgeschlossen in X.

)

f

e ist offen in e.

Beweis. a): Wenn die Behauptung nicht stimmt, so gibt es einen Punkt z in
S™"~1 mit ®.(z) € e, und da @, ein Hombomorphismus von E™ auf e ist, gibt
es einen Punkt z € E™ mit ®.(z) = $.(2).

Sei r € (0,1) eine Zahl, so dass r > |z| (hier ist die euklidische Norm
gemeint). Sei U C E™ die offene Scheibe von Radius » um 0 € R"™ und sei
V = E™\ D' das Komplement der abgeschlossenen Scheibe von Radius r
um 0. Offensichtlich ist S"~' C V in D".

Wir haben ®.(2) = ®.(x) € ®.(U) und ®.(U) ist eine offene Umgebung
von ®.(z) in e. Es gibt eine in € offene Menge U’ mit ®.(U) = U’ Ne. Weil
®, auf ganz D™ stetig ist, ist W := & 1(U’) offen in D™ und 2 € W weil
O (2) € P (U) CU'. Ferner o, (W)NneC U Ne= . (U).

Weil z € S"~! ein Hiaufungspunkt von V ist, ist V N W # (). Das ist aber
ein Widerspruch, denn weil ®, auf E" injektiv ist, ist ®.(V) N & (U) = 0,
aber im Gegensatz ist

0#2(VNW)Cend (W) C P (U).

Folglich kann es keinen solchen Punkt z € S"~! geben und ®_'(e) = E™.

b): Weil D* = E" und ®.(E") = e, ist ®.(D") C e.

Weil D" kompakt ist, ist ®.(D") kompakt und da X Hausdorffsch ist,
auch abgeschlossen in X. Daraus folgt ¢ C ®.(D").

¢): . ist surjektiv auf e nach Teil b), und ist stetig nach Voraussetzung.
Es muss nur noch gezeigt werden, dass eine Teilmenge A von €, deren Urbild
unter ¢, abgeschlossen ist, in € abgeschlossen ist.

Aber wenn ®;1(A) abgeschlossen in D" ist, ist es auch kompakt. Folglich
ist @, (@gl(A)) kompakt, weil ®, stetig ist, und ist gleich A, weil ®, surjektiv
ist.

Also ist A kompakt und somit abgeschlossen im Hausdorffschen Raum
X, deshalb auch in e.

d) folgt sofort aus der Stetigkeit von ®, und der Tatsache, dass D" = E".

e): Aus Teilen b) und a) folgt sofort, dass de = &\ e = ®.(S" 1), und dies
ist eine kompakte und somit abgeschlossene Teilmenge des Hausdorffschen
Raumes X.

f): e = €\ Je ist offen in €, weil de abgeschlossen ist nach Teil e). [ |
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Charakteristische Abbildungen, wenn sie existieren, ,halten einen Zellen-
komplex zusammen®. Ein paar zusétzliche Eigenschaften, die verhindern, dass
die Zusammenklebung zu wild wird, reichen aus fiir viele wichtige Konstruk-
tionen in der algebraischen Topologie, die meisten in der Homotopietheorie,
aber auch fiir die von uns angepeilte vereinfachte Berechnung der Homologie.

Definition 5.9 Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum. Eine C'W-
Zerlegung von X ist eine Zellenzerlegung Z, so dass folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

a) Jede Zelle e € Z besitzt eine charakteristische Abbildung ®..
b) Fiir jede Zelle e € Z gilt 9e C Xdime-1,

¢) (Bedingung ,C“=closure-finite) Fiir jede Zelle e € Z ist Je enthalten
in einer endlichen Vereinigung von Zellen aus Z, in anderen Worten,
Oe trifft nur endlich viele Zellen aus Z.

d) (Bedingung ,W“=weak topology) Die Topologie von X ist die schwa-
che Topologie erzeugt von den Unterrdumen e fiir e € Z; sie ist
definiert als die Finaltopologie der Familie der Inklusionen der abge-
schlossenen Zellen e in X.

Das bedeutet im Detail, dass eine Teilmenge A C X genau dann ab-
geschlossen ist in X, wenn A N e abgeschlossen ist in e fiir jede Zelle e
von X.

Ein CW-Komplex ist ein Paar (X, Z), wo X ein Hausdorffscher topo-
logischer Raum ist und Z eine CW-Zellenzerlegung von X ist.

Einen Hausdorffschen topologischen Raum X, der eine CW-Zerlegung
besitzt, nennen wir einen CW-Raum.

Wie in der Liste der Eigenschaften schon angedeutet, ist ,,CW* eine Ab-
kiirzung fiir ,closure-finite in the weak topology*.

Bemerkung 5.10 Da die charakteristischen Abbildungen der Zellen identi-
fizierend sind, erlaubt Bedingung ,W* in Definition 5.9 folgende dquivalente
Formulierung:

Eine Teilmenge A von X ist genau dann abgeschlossen, wenn ®_1(A)
abgeschlossen ist in D™ fiir jede Zelle e (wo n die Dimension von e ist).

Bemerkung 5.11 Eine endliche Zellenzerlegung eines topologischen Raum-
es X erfiillt automatisch die Bedingungen ,,C* und ,\W* (letztere weil X die
Vereinigung der endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen é fiir e € Z ist).
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Also ist ein endlicher CW-Komplex einfach ein Hausdorffscher Zellenkom-
plex, in dem jede Zelle e, von Dimension n, eine charakteristische Abbildung
®, hat, so dass ®.(S"!) nur Zellen von Dimension < n trifft.

Wir wollen gleich einige Beispiele von CW-Komplexen geben, darunter
auch CW-Zerlegungen von Quotientenrdumen. Fiir Quotientenrdume im All-
gemeinen kann der Nachweis, dass sie Hausdorffsch sind, manchmal sehr
schwierig sein, auch wenn sie tatsichlich diese Eigenschaft haben. Im Falle
der beabsichtigten Beispiele konnen wir diese notwendige Voraussetzung, die
jeder CW-Raum erfiillen muss, mit einem einfachen Hilfslemma nachpriifen,
das wir deshalb vorweg behandeln.

Lemma 5.12 Sei X ein topologischer Raum. Angenommen, wir kénnen fiir
je zwei Punkte x # y € X einen Hausdorffraum K und eine stetige Abbildung
f: X — K finden, so dass f(x) # f(y).

Dann ist X Hausdorffsch.

Beweis. Seien x # y € X, und sei K ein Hausdorffraum und f: X — K eine
stetige Abbildung mit f(z) # f(y). Dann gibt es disjunkte offene Mengen U
und V' in K mit f(z) € U und f(y) € V.

U' = f~YU) und V' := f~}(V) sind dann disjunkte offene Teilmengen
von X mit x € U und y € V.

Also ist X Hausdorffsch. |

Beispiele 5.13  a) Die leere Menge ) ist ein CW-Raum ohne Zellen (und
aus diesem Grund von Dimension —oo!). Alle Skelette sind natiirlich
auch leer.

Man beachte, dass wegen Bedingung 5.9 b) jeder nichtleere CW-Raum
auf jeden Fall 0-Zellen haben muss (da Zellen héherer Dimension nicht-
leere Rénder haben, von kleinerer Dimension als ihre eigene). Also ist ()
der einzige CW-Raum, der ein leeres Skelett nichtnegativer Dimension
besitzt.

b) Ein topologischer Raum X ist genau dann ein nulldimensionaler CW-
Raum, wenn X die diskrete Topologie tragt. Denn 0-Zellen sind Punk-
te und deshalb ist die einzige 0-dimensionale Zellenzerlegung, die ein
Raum haben kann, die Zerlegung in seine einzelnen Punkte. Eine 0-Zelle
{z} (fir x € X) hat automatisch eine eindeutige charakteristische Ab-
bildung, nidmlich die eindeutige Abbildung von D* = {0} — {z}.

Da 0-Zellen leere Rénder haben, sind Bedingungen 5.9 b) und ¢) auch
erfiillt.
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Eine nulldimensionale Zellenzerlegung kann also nur dann keine CW-
Zerlegung sein, wenn der Raum nicht Hausdorffsch ist oder wenn Be-
dingung W verletzt ist.

Bedingung W ist genau dann erfiillt, wenn eine Menge A C X genau
dann abgeschlossen ist in X, wenn AN {x} abgeschlossen ist in {x }
fiir jedes x € X. Da aber jede Teilmenge von X diese Eigenschaft
hat, erfiillt die Zellenzerlegung genau dann Bedingung W, wenn jede
Teilmenge von X abgeschlossen ist oder gleichbedeutend, wenn X die
diskrete Topologie tragt.

In diesem Fall ist X auch Hausdorflsch und somit ein CW-Raum.

Wenn X nicht die diskrete Topologie tragt, gilt schon Bedingung W
nicht und X ist also nicht CW.

Jede Sphére S™ hat eine CW-Zellenzerlegung mit zwei k-Zellen in jeder
Dimension k& im Bereich 0 < k < n.

Das sieht man am einfachsten durch Induktion iiber n. Es gilt offen-
sichtlich fiir n = 0, da S° aus zwei Punkten, also aus zwei 0-Zellen
besteht, mit der diskreten Topologie.

Ist n > 0, so hat der Aquator S®' von S™ nach der Induktionsannah-
me eine CW-Zerlegung mit zwei Zellen in jeder Dimension < n — 1.
Die Sphiire S™ ist die Vereinigung von S"~! mit den beiden n-Zellen
E? und E™ (siehe Beispiel 3.61), und die Homéomorphismen von D"
zu den abgeschlossenen oberen und unteren Halbsphiren D% und D™
liefern charakteristische Abbildungen fiir diese Zellen, die S"~! auf den
Aquator, also in das (n—1)-Skelett abbilden. Die ganze Zellenzerlegung
ist endlich und erfiillt somit automatisch Bedingungen C und W.

Fiir jedes n € N ist D" ein CW-Raum mit einer n-Zelle und mit zwei
Zellen in jeder nichtnegativen Dimension < n. Denn S™~! ist nach
Teil ¢) ein CW-Komplex von Dimension n — 1 mit zwei Zellen in jeder
Dimension < n — 1, und D"\ S* ! = E" ist eine n-Zelle mit idp»
als charakteristische Abbildung. Der Rand OE"™ = S™! dieser Zelle ist
gleich dem n — 1-Skelett der Zellenzerlegung, so dass alle erforderlichen
Eigenschaften erfiillt sind.

Neben der CW-Zerlegung aus Teil ¢) hat jede Sphére S™ auch eine
einfachere CW-Zerlegung mit nur zwei Zellen, einer 0-Zelle gegeben
durch den Siidpol p_, und der n-Zelle S, das Komplement des Siidpols,
das zu R"™ homoomorph ist vermoge der stereographischen Projektion
und somit auch zu £" = R"™ homéomorph ist.
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Der Homdomorphismus E" — ST erweitert sich zu einer charakte-
ristischen Abbildung Pgn, die den ganzen Rand Sl yon D™ auf den
Stidpol p_ von S™ abbildet, und somit sogar ins 0-Skelett. Diese Zel-
lenzerlegung ist automatisch C und W.

Entsprechend erhalten wir fiir jedes n > 0 € N eine CW-Zerlegung von
D™ mit genau drei Zellen, einer n-Zelle E", einer n — 1-Zelle S7' und
einer 0-Zelle bestehend aus dem Siidpol von S™~.

Die charakteristische Abbildung fiir die Zelle E™ ist die gleiche wie in
Teil d); nur die Zellenzerlegung des n — 1-Skeletts S*~1 C D" hat sich
gedndert.

Sei K = R oder C und sei
Gi={zeK||z|=1}
die Gruppe der Elemente von Betrag 1 im normierten Kérper K. Wenn
K =R,soist G={+1}=2Zy, und wenn K = C, so ist G = S*.
Sei n € N. Auf

S={w=(wp,...,w,) € K" | [w[=1}

(diese Menge ist S™, wenn K = R, und S?"™' wenn K = C) definieren
wir eine Aquivalenzrelation ~ durch die Bestimmung: w ~ v genau
dann, wenn es ein z € G gibt mit v = zw.

Der Quotientenraum S/~ der Orbitraum der G-Operation auf S, heifst
der n-dimensionale projektive Raum K P" iiber den Korper K.
Wir bezeichnen mit 7: S — K P" die kanonische Projektion auf den
Quotienten.

K P™ ist auf jeden Fall ein Hausdorffscher Raum. Namlich, seien z :=
m(xg,...,x,) und y := w(yo,...,yn) zwei verschiedene Punkte von
KP™,

Fiir jedes ¢ mit 0 < i < n ist die Abbildung 3;: S — R mit

Bi(wo, . .., wy) = |w;]

eine stetige Abbildung, die auf jeder ~-Aquivalenzklasse konstant ist
und somit eine Abbildung 3;: KP" — R induziert mit §; o 7 = (;.
Weil 7 identifizierend ist, ist 3; auch stetig.

Wenn es ein i gibt mit 3;(z) # Bi(y), konnen wir sofort Lemma 5.12
anwenden, um disjunkte offene Mengen um x und y zu finden.
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Wenn es kein solches ¢ gibt, dann gibt es ein j mit
¢ = Byla) = Bly) £ 0.
Die Abbildung v: S — C™*! mit
wou_)j wn’U_Jj)

Y(wo, - .y wy) == (T,..., .

ist eine stetige Abbildung, die auf jeder ~-Aquivalenzklasse konstant
ist und somit eine Abbildung 7: K P* — C""! induziert mit yor = .
Auch 7 ist stetig, weil 7 identifizierend ist.

Ferner, fiir die Punkte (xo,...,x,) und (yo,...,y,) € S und fiir j wie
oben sind Z;/c und g;/c € G, so dass (xg,...,x,) ~ Y(z0,...,T,) €S
und (Yo, -+ Yn) ~ Y(Yo, - - -, Yn) € S.

Da (zg,...,Zn) % (Yo, - - -, Yn), muss also

V(@) = (o, 2n) # (W) = (W0, - -, Yn)

sein, und wir haben eine stetige Abbildung, die z und y trennt. Nach
Lemma 5.12 ist K P" Hausdorffsch.

Sei d die Dimension von K als Vektorraum iiber R, also d = 1 wenn
K =R und d =2 wenn K = C. Dann ist K P" ein dn-dimensionaler
CW-Komplex mit insgesamt n + 1 Zellen, bestehend aus genau einer
Zelle e;, von Dimension dk fiir jedes £ mit 0 < k < n. Diese Zellen und
ihre charakteristischen Abbildungen sehen wie folgt aus.

Fiir jedes k sei
Sk = {(wo,...,w,) € S| wg#0 aber w; =0 fiir alle [ > k}

und sei ey, := m(Sk).

Wir zeigen, dass e, eine dk-Zelle ist mit einer charakteristischen Abbil-
dung ®,: D% — KP" gegeben wie folgt. Wir fassen D auf als eine
Teilmenge von K* und schreiben seine Elemente also nicht als dk-tupel
von reellen Zahlen, sondern als k-tupel z = (xg,...,zx_1) von Zahlen
x; im Korper K, mit |z| < 1. Dann setzen wir

Op(zo,. .., 1) := 7r<x0, e T, 1 — |ZL‘|2,O,...,O> € Uel.
1<k

Diese Abbildung ist offensichtlich stetig und bildet S%*~! ab in die
Vereinigung der ¢; fiir | < k und E% nach e (Letzteres weil in B9 gilt
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lz| < 1, so dass die k-te Koordinate y/1 — |z|> des Tupels in S, dass
®p(xo, ..., x_1) reprasentiert, nicht verschwindet).

Wir miissen nur noch zeigen, dass ®;|E% ein Homdomorphismus auf
ey ist. Natiirlich ist auch diese Einschrankung stetig, also miissen wir
nur eine stetige Umkehrabbildung e, — E finden.

Fiir jedes w € Sy gibt es genau ein Element v = (vg,...,v,) ~ w
in S mit v, > 0 (also vg reell und positiv). Namlich, v = w/r wo
r:=wy/ |wg| € G; daraus folgt vy = |wg.

Das Element v hingt stetig von w ab, und deshalb ist auch die Abbil-
dung ¥: Sy — K* mit U(w) := (vo, ..., v,_1) eine stetige Abbildung,
mit Werten in E% weil v, > 0. Weil ¥ konstant auf den Aquivalenz-
klassen von ~ ist, gibt es eine stetige Abbildung : ¢, — FE% mit
Y om = WU, und man priift sofort nach, dass 1) und ®,|E% Umkehrab-
bildungen zueinander sind.

Damit ist klar, dass die e, Zellen von Dimension dk sind, mit ®; als
charakteristische Abbildung. Da S offensichtlich die disjunkte Vereini-
gung der Sy ist, und die Sy invariant unter der G-Operation und somit
eine Vereinigung von ~-Aquivalenzklassen sind, ist & P" die disjunkte
Vereinigung der e, und sie bilden eine Zellenzerlegung. Aus der Defi-
nition von @ ist klar, dass dey = ®5(S%1) im (dk — 1)-Skelett der
Zellenzerlegung enthalten ist. Die Eigenschaften C und W miissen nicht
nachgepriift werden, weil die Zellenzerlegung endlich ist.

Die Zellen e, bilden also, wie behauptet, eine CW-Zerlegung von K P".

Die offene Scheibe E™ von Dimension n hat natiirlich eine Zellenzer-
legung mit nur einer Zelle, aber dies ist keine CW-Zerlegung, da die
einzige Zelle keine charakteristische Abbildung hat.

Es gibt allerdings CW-Zerlegungen von E™ = R", aber sie haben not-
gedrungen unendlich viele Zellen, wie wir gleich sehen werden.

D" hat eine Zellenzerlegung bestehend aus einer n-Zelle, ndmlich E™,
und den einzelnen Punkten von S™~! als 0-Zellen. Jede Zelle hat offen-
bar eine charakteristische Abbildung (fiir E™ ist sie idp»). Die Ridnder
aller Zellen sind im 0-Skelett enthalten, und die Zellenzerlegung erfiillt
Bedingung W, weil der ganze Raum D" = E" selber eine abgeschlos-
sene Zelle ist. Aber diese Zerlegung ist nicht CW, weil die n-Zelle E™
Bedingung C verletzt.
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j) Die Teilmenge
1
X::{tERH:OoderEGN}

mit der Unterraumtopologie von R hat offensichtlich eine Zellenzer-
legung durch 0-Zellen (und nur eine solche), aber diese Zerlegung ist
keine CW-Zerlegung weil Bedingung W nicht gilt. Wiirde sie gelten, so
ware { % |n € N} abgeschlossen in X, was in der iiblichen Topologie
nicht der Fall ist.

Da neben der absoluten Homologie von Rdumen auch die relative Ho-
mologie von Raumpaaren fiir uns wichtig ist, wollen wir auch den Begriff
eines CW-Paares einfiihren, und dazu brauchen wir den Begriff eines C'W-
Unterkomplexes. Bevor wir die Definition (oder eher, einige dquivalente
Definitionen) davon angeben, ist es niitzlich, einen kleinen Hilfssatz zu be-
weisen:

Lemma 5.14 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A C X ein Unterraum
von X, der eine Vereinigung von Zellen aus Z ist.

Sei C' C A und fiir jede Zelle e € Z mit e C A sei C'N e abgeschlossen in
é (oder gleichbedeutend, in X, denn € ist ja abgeschlossen in X ).

Dann ist C' abgeschlossen in X (und somit auch in A).

Beweis. Sei e eine beliebige Zelle aus Z. Nach Bedingung ,C* trifft € nur
endlich viele Zellen aus Z, und weil C' C A und A eine Vereinigung von
Zellen aus Z ist, ist C' N e enthalten in einer Vereinigung von endlich vielen
Zellen eq, ..., e, mit e; C A. Wir haben also

Cmég€1U"'U€kg51U"'Uék.
Es folgt, dass
Cne=(Cnene)U---U(Cnexne),

und weil nach Voraussetzung die C' N ¢; abgeschlossen sind, ist dies eine
endliche Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen von X und somit ab-
geschlossen.

Das heifit, C'Ne ist abgeschlossen fiir jede Zelle e in Z (und nicht nur fiir
die in A enthaltenen Zellen). Nach Bedingung ,\W* ist C' abgeschlossen in X.
|
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Lemma und Definition 5.15 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A C X
eine Vereinigung von Zellen aus Z. Sei Z4 := {e€ Z | e C A}. Folgende
Bedingungen fiir A sind dquivalent:

a) A ist abgeschlossen in X ;
b) Fiir jede Zelle e € Z, ist € C A;
c) Z, ist eine CW-Zerlegung von A.

Wenn diese Bedingungen fiir A gelten, so nennen wir (A, Z4) einen CW-
Unterkomplex von (X, Z), oder wir sagen, A ist ein CW-Unterraum von
X. In diesem Fall nennen wir (X, A) ein CW-Paar.

Wenn A ein CW-Unterraum von X ist, so kann man fiir die Zellen von
A die gleichen charakteristischen Abbildungen nehmen, die diese Zellen in X
haben.

Beweis. a) = b) ist trivial, denn wenn A abgeschlossen ist, so ist die abge-
schlossene Hiille jeder Teilmenge von A wieder in A enthalten.

b) = ¢): Nach Voraussetzung ist A eine Vereinigung von Zellen aus Z,
also nach Definition von Z, die Vereinigung der Zellen von Zj,.

Jede dieser Zellen e hat in X eine charakteristische Abbildung ®. und
nach Bemerkung 5.8 b) ist Bild ®, = € und somit enthalten in A; es folgt,
dass jedes @, fiir e € Z4 sogar eine Abbildung D" — A ist, und somit
auch eine charakteristische Abbildung fiir e als Zelle von A. Dies beweist
iibrigens auch die Behauptung iiber charakteristische Abbildungen am Ende
der Aussage des Lemmas.

Weil Oe in X nur Zellen von Dimension kleiner als dim e trifft, und davon
nach Bedingung ,C“ nur endlich viele, gilt das Gleiche automatisch auch in
A.

Und schlieflich folgt Bedingung “W* fiir (A, Z4) sofort aus Lemma 5.14.

Damit erfiillt Z4 alle Bedingungen fiir eine CW-Zerlegung.

c) = a): Wenn Z4 eine CW-Zerlegung von A ist, dann hat jede Zelle
e € Z, eine charakteristische Abbildung V.: D™ — A, die auch eine cha-
rakteristische Abbildung in X ist und deren Bild also die X-abgeschlossene
Hiille von e ist und in A enthalten ist.

Hieraus folgt, dass fiir jedes e € Z4 gilt AN e = e, und dies ist natiirlich
abgeschlossen in €. Aus Lemma 5.14 folgt, dass A abgeschlossen ist in X. l

Bemerkung 5.16 Kriterium 5.15 b) fiir einen CW-Unterraum kann man
wie folgt ein bisschen vereinfachen (so dass man nicht getrennt nachpriifen
muss, dass der Unterraum eine Vereinigung von Zellen ist):
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Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A C X eine Teilmenge.
Genau dann ist A ein CW-Unterraum von X, wenn fiir jede Zelle e € Z
mit eN A # () gilt e C A.

Beweis. Dass A eine Vereinigung von Zellen aus Z ist, ist gleichbedeutend
damit, dass jede Zelle e € Z, die A schneidet, ganz in A enthalten ist. In
diesem Fall (der insbesondere gilt, wenn A ein CW-Unterraum von X ist)
besteht Z4 genau aus den Zellen, die nichtleeren Durchschnitt mit A haben.

Der Rest ist nun trivial. Wenn A ein CW-Unterraum von X ist, dann gilt
nach Bedingung 5.15 b), dass € C A fiir jede Zelle e € Z,, also fiir jede Zelle
e, die A schneidet.

In der anderen Richtung, wenn fiir jede Zelle e € Z mit e N A # () gilt
e C A, dann gilt auch e C A, so dass A eine Vereinigung von Zellen ist, und
zwar der Zellen e, die A schneiden. Fiir diese Zellen gilt sogar, dass e C A,
so dass 5.15 b) erfiillt ist und A ein CW-Unterraum von X ist. |

Bemerkung 5.17 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A C X ein CW-
Unterraum. Fiir jedes n € N ist

A"=ANn X"

Beweis. Weil A und X™ Vereinigungen von Zellen von X sind, ist jede Zelle
aus Z, die AN X"™ schneidet, sowohl in A wie auch in X™ enthalten, und
somit in A N X" enthalten. Folglich ist auch A N X™ eine Vereinigung von
Zellen, ndmlich der Zellen von A von Dimension < n. Diese Vereinigung ist
nach Definition aber A™. |

Lemma 5.18 Sei (X, Z) ein CW-Komplex.
a) X und () sind CW-Unterrdume von X.
b) Jedes Skelett X" von X ist ein CW-Unterraum.
c¢) Jedes Skelett X™ ist abgeschlossen in X.

d) X tragt die schwache Topologie beziiglich der Familie seiner Skelet-
te, d.h., A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn A N X"
abgeschlossen ist in X™ fiir jedes n € N.

Beweis. Zu a): X ist eine Vereinigung von Zellen von Z und ist abgeschlossen
in X, ist also ein CW-Unterraum nach Bedingung a) in Definition 5.15.
Das Gleiche gilt fiir ().
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Zu b): X™ ist die Vereinigung der Zellen e € Z von Dimension < n,
und weil nach Bedingung 5.9 b) die abgeschlossene Hiille € keine Zellen von
hoherer Dimension als n schneidet, erfiillt X™ Bedingung 5.15 b) und ist ein
CW-Unterraum von X.

c) folgt sofort aus b) und aus Bedingung a) in Definition 5.15.

Zu d): Nur die Richtung ,dann“ (also die Implikation ,,<=*) erfordert einen
Beweis.

Sei A C X mit AN X" abgeschlossen in X" fiir jedes n € N. Sei e € Z
und sei m := dime.

Nach Teil ¢) ist € C X™ und weil AN X™ abgeschlossen ist in X™, ist

Ane=ANnX"nNe

abgeschlossen in e.
Dies gilt fiir jede Zelle e von X. Aus Bedingung ,W* folgt, dass A abge-
schlossen ist in X. ]

Mit CW-Unterkomplexen kann man einige wichtige Operationen ausfiih-
ren.

Lemma 5.19 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A eine Familie von CW-
Unterrdumen von X. Dann sind

A::ﬂy und B::UY

YeA YeA

auch CW-Unterraume von X.

Beweis. Sei e € Z mit eN A # (). Dann ist eNY # () fiir jedes Y € A und aus
Bemerkung 5.16 folgt, dass € C Y fiir jedes Y € A und somit auch e C A.
Damit konnen wir umgekehrt aus Bemerkung 5.16 schliefen, dass A ein
CW-Unterraum von X ist.
Entsprechend, sei e € Z mit e N B # (). Dann gibt es ein Y € A mit
eNY # () und Bemerkung 5.16 besagt, dass

eCY CB.
Wieder aus Bemerkung 5.16 folgt, dass B ein CW-Unterraum von X ist. W

Korollar 5.20 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei Y C X eine belie-
bige Teilmenge. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten kleinsten C'W-
Unterraum B von X mit Y C B, den wir mit |Y'| bezeichnen wollen und den
wir die CW-Hiille von Y nennen.

Ist A ein beliebiger CW-Unterraum von X mit Y C A, so gilt auch
Y| C A.
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Beweis. |Y| ist der Durchschnitt aller CW-Unterrdume A C X mit Y C A
(und ist insbesondere in jedem solchen CW-Unterraum enthalten, was die
zweite Aussage des Korollars beweist). Nach Lemma 5.19 ist dieser Durch-
schnitt selber ein CW-Unterraum von X und ist offensichtlich der kleinste,
der Y enthilt. [ ]

Lemma 5.21 Sei (X, Z) ein CW-Komplex.
a) Sei A ein CW-Unterraum von X. Dann ist |A| = A.
b) Sei Y eine Teilmenge von X. Dann ist ||Y]| = |Y].
¢) Seien Y C Z Teilmengen von X. Dann ist |Y| C |Z].

d) Sei A eine Familie von Teilmengen von X. Dann ist

‘UY‘:U|Y|.

YeA YeA

Beweis. a) ist klar, denn A ist ja selber schon ein CW-Unterraum um A und
somit der kleinste.

b) folgt aus a) mit |Y| in der Rolle von A.

c) ist trivial, da Y C Z C |Z| = |Y| C |Z].

d): Sei B :=Jy41Y]|. Nach Lemma 5.19 ist B ein CW-Unterraum von
X und er enthélt jede Teilmenge Y € A, also ihre Vereinigung.

Aber jeder CW-Unterraum A, der Jy 4 Y enthilt, enthilt auch |Y| fiir
jedes Y € A, nach der zweiten Aussage von Korollar 5.20. Somit ist B C A
und B ist tatsdchlich der kleinste CW-Unterraum um [ Jy. , Y- n

Lemma 5.22 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei Y eine Teilmenge von X .

a)
Vi= | I (5.1)

e€eZ
eNY #0

b) Seie € Z. Dann ist |e| = e U |0e] .

¢) Sei e € Z. Dann ist |e| ein endlicher CW-Unterkomplex (enthilt also
nur endlich viele Zellen).

d) Wenn Y nur endlich viele Zellen von Z beriihrt, dann ist |Y| ein end-
licher CW-Komplex.
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Beweis. Zu a): Die rechte Seite von (5.1) ist nach Lemma 5.19 ein CW-
Unterraum von X, den wir kurz Y’ nennen wollen.

Offensichtlich ist
vc |Jec U lel=Y,
ecZ ecZ
enY #() enY #0)
woraus nach Korollar 5.20 folgt, dass |Y| C Y.

Umgekehrt, wenn e € Z und e NY # (), so ist e N |Y] # (). Weil |Y| ein
CW-Uunterraum ist, haben wir e C |Y|. Nach Korollar 5.20 ist dann sogar
le|] C |Y'|. Das zeigt, dass Y C |Y].

Damit haben wir die Gleichheit.

Zu b): Sei e € Z. Da |0e| ein CW-Unterraum von X ist, ist es eine
Vereinigung von Zellen und abgeschlossen. Also ist e U |Je| eine Vereinigung
von Zellen, und da

eU|de] =eUdeU |de| =eU|0e,

ist e U |de| auch abgeschlossen, also ein CW-Unterraum von X.

Da |e| ein e enthaltender CW-Unterraum von X ist, ist e = e U de C |e],
woraus folgt eU|0e| C |e|. Weil |e| der kleinste CW-Unterraum um e ist, gilt
die Gleichheit.

Zu c¢) und d): Wir beweisen beide Teile gleichzeitig durch Induktion iiber
dim e oder iiber die maximale Dimension der endlich vielen von Y beriihrten
Zellen.

Sobald wir ¢) fiir eine bestimmte Dimension n und alle kleineren bewiesen
haben, folgt d) fiir die gleiche maximale Dimension der beriihrten Zellen mit
Hilfe von Teil a).

Wir beginnen mit Dimension 0. Wenn e eine 0-Zelle ist, so bildet e selber
schon einen CW-Unterkomplex, mit einer Zelle, also mit endlich vielen Zellen.
Also gilt Teil ¢) fiir Dimension 0 und somit gilt Teil d), wenn die maximale
Dimension der endlich vielen bertihrten Zellen 0 ist.

Fiir den Induktionsschritt sei n > 0 und wir nehmen an, dass ¢) und d)
gelten, wenn alle beriihrten Zellen Dimension < n haben.

Sei e € Z mit dime = n. Nach Teil b) ist |e|] = e U |Oe|. Weil die
Zellenzerlegung CW ist, beriihrt de nur endlich viele Zellen und diese haben
Dimension < n. Nach der Induktionsannahme fiir Behauptung d) ist |Oe| ein
endlicher CW-Komplex und |e| = eU |De| ist somit auch endlich, denn es hat
nur eine Zelle mehr. Das beweist den Induktionsschritt fiir Behauptung c)
und fiir d) folgt er, wie schon erklirt, gleich mit.

Durch Induktion erhalten wir c¢) und d) fiir alle Dimensionen. [
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Lemma 5.23 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei C' C X eine Teilmenge,
so dass C'M e endlich ist fiir jede Zelle e € Z. Dann ist C abgeschlossen.
Ferner, als Unterraum von X tragt C' die diskrete Topologie.

Beweis. Da nach Bedingung ,,C* jede abgeschlossene Zelle € von X nur endlich
viele Zellen €' beriihrt, ist C' N € endlich fiir jedes e € Z. Aber endliche
Teilmengen eines Hausdorffraumes sind immer abgeschlossen.

Also ist C'Né abgeschlossen fiir jedes e € Z, und nach Bedingung ,W* ist
C abgeschlossen.

Da aber auch jede Teilmenge von C' mit jeder Zelle endlichen Durchschnitt
hat, gilt der gleiche Schluss auch fiir jede Teilmenge von C'. Das bedeutet,
dass jede Teilmenge von C abgeschlossen ist in X und somit auch in C'. In
anderen Worten, C' tragt die diskrete Topologie. [ ]

Lemma 5.24 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei C' C X eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

a) C ist kompakt;

b) C beriihrt nur endlich viele Zellen;

c¢) |C| ist ein endlicher CW-Unterkomplex von X;

d) C ist in einem endlichen CW-Unterkomplex von X enthalten.

Beweis. a) = b): Wihle in jeder von C' beriihrten Zelle e einen Punkt
re € CNe.

Sei K die Menge der so gewihlten Punkte.

Da K aus jeder Zelle hochstens einen Punkt enthélt (denn verschiedene
Zellen sind disjunkt), ist K abgeschlossen und diskret nach Lemma 5.23.

K ist insbesondere eine abgeschlossene Teilmenge von C' und wenn C
kompakt ist, dann ist auch K kompakt. Aber die einzelnen Punkte von K
bilden eine offene Uberdeckung von K (wegen der diskreten Topologie), die
keine echte Teiliiberdeckung besitzt. Wenn C und somit K kompakt ist,
muss diese Uberdeckung selber schon endlich sein, d.h., K ist endlich und C
beriihrt nur endlich viele Zellen von X.

b) = ¢): Dies ist die Aussage von Lemma 5.22 d).

¢) = d): Klar, denn C C |C].

d) = a): Sei Y ein C enthaltender CW-Unterraum von X mit endlich
vielen Zellen eq, ..., e;. Da

Y=g, U---¢
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und da jede abgeschlossene Zelle ¢; als stetiges Bild von einem D™ kompakt
ist, ist Y kompakt. Weil C' eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist, ist auch
C kompakt. [ |

Korollar 5.25 Jeder CW-Raum mit nur endlich vielen Zellen ist kompakt.

Korollar 5.26 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und sei A eine kompakte Teil-
menge von X. Dann gibt es ein n € N mit A C X".

Beweis. Nach Lemma 5.24 b) beriihrt A nur endlich viele Zellen von X, und
wenn n die grofte Dimension dieser Zellen ist, so ist A C X". |

Das Wissen um kompakte Teilmengen eines CW-Raumes erlaubt uns
noch, einen Satz iiber Produkte von CW-Komplexen zu beweisen:

Satz 5.27 Seien (X, Z) und (Y, 2") CW-Komplexe. Dann bildet
Z:={exe|ecZunde e Z'}

eine Zellenzerlegung von X x Y. .
Wenn X oder Y lokalkompakt ist, dann ist Z eine CW-Zerlegung.

Beweis. Fiir jede m-Zelle e € Z und jede n-Zelle ¢’ € Z' ist
exe XE" x E"~R"™ x R" = R™" >~ gt

eine m+n-Zelle in X x Y, und offensichtlich ist X x Y die disjunkte Vereini-
gung aller solcher Produktzellen, so dass Z eine Zellenzerlegung von X x Y
ist.

Diese Zellenzerlegung hat ohne weitere Voraussetzungen fast alle Eigen-
schaften einer CW-Zerlegung. Némlich, wenn ®¢.: D™ — X eine charak-
teristische Abbildung fiir die m-Zelle e € Z ist und wenn ®.: D" — Y
eine charakteristische Abbildung fiir die n-Zelle ¢/ € Z’ ist, so gibt es einen
Homdoomorphismus ¢: D™t — D™ x D" der E™™ homdéomorph auf
E™ x E™ abbildet und S™™"~! = D™ homéomorph auf d(D™ x D") =
(8™ x D") U (D™ x S™!) abbildet', und wie man leicht nachpriift, ist
(P, x D) 0 p eine charakteristische Abbildung fiir e x €.

! Dieser Homdomorphismus streckt jeden Radius von D™*™ linear gerade so weit, dass
sein duferer Endpunkt auf dem Rand von D™ x D™ zu liegen kommt. In Formeln: wenn
wir die Punkte von R™*" als Paare (z,y) mit 2 € R™ und y € R™ beschreiben, und wenn
| | die euklidische Norm bezeichnet, dann ist ¢(0,0) = (0,0) und fiir (z,y) # (0,0) ist

@]
) (z,y).

T,y) = ——F—"—
P = (el ]
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Das Bild des Randes
(P x ) 0 ) (S™) = (B x Do) ((S™ ' x D) U (D™ x S™71))

ist enthalten in der Vereinigung der Produkte der endlich vielen Zellen von
Z von Dimension < m, die Je trifft, mit den endlich vielen Zellen von Z’
von Dimension < n, die & trifft, und der Produkte der endlich vielen Zellen
von Z von Dimension < m, die ¢ trifft, mit den endlich vielen Zellen von 2’
von Dimension < n, die d¢’ trifft.

Das ist insgesamt eine Vereinigung von endlich vielen Zellen aus Z, jeweils
von Dimension < m+n, und es folgt, wenn wir die jeweilige Dimension m+n
der Produktzelle mit k bezeichnen, dass der Rand von jeder k-Zelle von Z
nur endlich vielen Zellen trifft (so dass Bedingung ,,C“ gilt), und diese haben
alle Dimension < k (so dass 5.9 b) gilt).

Es bleibt nur noch Bedingung ,W* zu priifen, und dafiir brauchen wir
die Voraussetzung, dass X oder Y lokalkompakt ist. Nehmen wir an, dass Y
lokalkompakt ist (der Beweis im anderen Fall geht ganz analog).

Sei A C X x Y eine Teilmenge, so dass AN (e x &) abgeschlossen ist in

exée =exe

fiir jedes e € Z und jedes ¢ € Z'. Wir werden zeigen, dass A abgeschlossen
ist, und das wird beweisen, dass X x Y die schwache Topologie beziiglich der
Zellenzerlegung Z besitzt.

Sei (x,y) € A. Weil Y lokalkompakt ist, gibt es eine offene Menge W C Y
mit y € W und W kompakt. Nach Lemma 5.24 d) ist W und somit auch W
in einem endlichen CW-Unterkomplex Y’ von Y enthalten.

Sei

C={yeY'|(x,y)eA}.

Da { z } kompakt ist, gibt es auch einen endlichen CW-Unterkomplex X’ C X
mit x € X',

Das Produkt X’ x Y’ hat eine endliche Zellenzerlegung durch Produktzel-
len, die nach Bemerkung 5.11 automatisch Bedingungen ,,C*“ und ,W* erfiillt.
Aus Bedingung ,W* folgt, dass AN (X’ x Y’) abgeschlossen ist in X’ x Y.
Die Abbildung i,: Y' — X’ x Y’ mit i(y') := (x,y’) ist stetig und deshalb
ist C' =i, '(A) abgeschlossen in Y.

Y ist als endlicher CW-Raum kompakt und Hausdorffsch und natiirlich
auch lokalkompakt. Da y zu der offenen Menge Y’ \ C' gehort, gibt es nach
Lemma 4.22 aus dem Skriptum FEinfihrung in die Topologie eine offene Teil-
menge V' CY' mity e V' C V' CY'\C.
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Sei V := V' N W. Diese Menge ist offen in W C Y’, weil V' offen in Y’
ist, aber weil W offen in Y ist, ist V auch offen in Y. Ferner V C V/ C Y’
und VN C = 0.

Sei

B:={z'€ X |esgibteiny €V mit (2/,y) € A}.

Fiir jede Zelle e von X ist |e| eine endlicher CW-Unterkomplex von X
nach Lemma 5.22 ¢). Der Unterraum |e| X Y/ C X x Y hat also eine endliche
Zellenzerlegung durch Produktzellen, die nach Bemerkung 5.11 und nach den
am Anfang des jetzigen Beweises nachgepriiften Eigenschaften automatisch
eine CW-Zerlegung ist. Sie erfiillt insbesondere Bedingung ,,W*, und deshalb
ist AN (|e] x Y') abgeschlossen in |e| x Y.

Da & x V eine abgeschlossene Teilmenge von |e| x Y ist, ist auch

An(lel xY)n(exV)=An(exV)

abgeschlossen in |e| x Y’ welcher ein endlicher und somit kompakter CW-
Komplex ist. Also ist auch AN (é x V) kompakt
Offenbar ist
Bne=m(An(exV))

(wo m die Projektion auf den ersten Faktor ist) und somit ist B N e als
stetiges Bild einer kompakten Menge auch kompakt und somit abgeschlossen
in e. Das gilt fiir jede Zelle ¢ € Z; also ist B abgeschlossen in X nach
Bedingung ,,W*.

Wir haben z € B weil sonst V N C # (). Also ist U := X \ B eine offene
Umgebung von z in X und V ist offen um y € Y. Ferner (U x V)N A = 0),
weil fiir 2/ mit ({2’} x V) N A # 0 gilt, nach Definition, dass 2’ € B, also
' ¢ U.

Da wir eine solche von A disjunkte offene Menge U xV um jedes (z,y) ¢ A
finden kénnen, ist (X x Y') \ A offen und A abgeschlossen in X x Y.

Wir haben Bedingung ,W* bewiesen und Z ist eine CW-Zerlegung. W

Die Voraussetzung in Satz 5.27, dass einer der beiden Faktoren lokal-
kompakt sein muss, damit die Produktzellenzerlegung eines Produktes von
CW-Réumen wieder eine CW-Zerlegung fiir die Produkttopologie ist, ist we-
sentlich. Ohne diese Voraussetzung gilt der Satz nicht, aber wir verzichten
auf die Angabe eines (Gegenbeispiels, da die sehr technischen Details nichts
Wesentliches zum Thema dieser Vorlesung beitragen wiirde.

Wir wollen jetzt den Turm der Skelette eines CW-Raumes in Bezug auf
die Homologie nidher untersuchen. Am Ende werden wir daraus eine ver-
einfachte Homologieberechnungsmoglichkeit gewinnen, mit Hilfe eines neuen
Kettenkomplexes, der wesentlich kleiner als der singulédre sein wird.
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Um dabei gleich von Anfang an die relative Homologie beriicksichtigen
zu konnen, formulieren wir folgende Definitionen fiir CW-Komplexe nicht in
ihrer einfachsten Form, sondern in einer Variante, in der ein vorgegebener
CW-Unterkomplex A von allen Konstruktionsdetails ,ausgenommen‘ wird.
Die absolute, einfache Version erhilt man mit, in dem man A = () setzt.

Lemma und Definition 5.28 Sei n € N. Wir bezeichnen die offene ge-
lochte n-dimensionale Einheitsscheibe E™\ {0} mit E?. Es gilt

Z, wenn k = n und

{0} sonst. 5.2

Hy(E", E}) = {

Beueis, Se Djyi= {0 € B | o] < 4} und $35' = {0 € 5| e = 4}
Offensichtlich ist Dy, ein starker Deformationsretrakt von E™ und S’f/gl

ist ein starker Deformationsretrakt von 7. Ferner (D7, S{L/;l) ~ (pr S,
Daraus folgt

H.(E", E?) = H,( ?/2,5;/;1) ~ H, (D", S"1),

und H,(D",S™ ') ist nach Beispiel 4.4 b) und Satz 4.5 wie in (5.2). |

Definition 5.29 Sei (X, Z) ein CW-Komplex. Auferdem, sei (A, Z4) ein
CW-Unterkomplex von (X, Z).
Fiir jedes n € N setzen wir

X4 =X"UA.

Wir nennen dies das relative n-Skelett von X modulo A.
Fiir jede n-Zelle e € Z/) := Z \ 24, also fiir jede n-Zelle, die nicht in A
liegt, sei @, ihre charakteristische Abbildung und sei

0. := ®.(0)

der  Mittelpunkt der Zelle e. Sei e, :=¢\ {0, } = E.
Wir setzen
Z%:={0.]e€ Z, und dime =n}
und wir setzen )
Xp=Xi\Zr=x7"'u | e

ecZ!,
dim e=n

Wir nennen X% das gelochte relative n-Skelett von X modulo A.
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Lemma 5.30 Sei (X, Z) ein CW-Komplex mit einem CW-Unterkomplex
(A, Z4).

a) X! ist ein starker Deformationsretrakt von X'%.
b) (X%, X% X" ist ein Ausschneidungstripel.

¢) Wenn k # n, so ist

Hy (X5, X371 ={0}. (5.3)
d)
H,(X3 XY= P Z (5.4)
ecZ!,
dim e=n

Wenn e eine n-Zelle in Z/; ist und wenn ®.: D" — X die charakte-
ristische Abbildung der Zelle e ist, so ist

Ho(®.): Hy(D", 8" ) — H, (X7, X177 (5.5)

ein Isomorphismus von H,(D",S"" ') = Z auf den e-ten Summanden
Z in (5.4).

Beweis. Zu a): Fiir jede n-Zelle e € Z/, ist &, xid;: D" x I — e x I identifi-
zierend, denn sie ist eine stetige surjektive Abbildung von einem kompakten
Raum in einen Hausdorffschen Raum. (Wenn eine Teilmenge von € x [ ein ab-
geschlossenes Urbild hat, ist dieses Urbild kompakt. Somit ist die Teilmenge
selber als Bild ihres Urbildes auch kompakt und deshalb abgeschlossen. Das
zeigt, dass e x [ die Quotiententopologie beziiglich der Abbildung ®. x id;
tragt. )

Ferner, @, bildet £” homéomorph auf e ab und ®_!(e) = E".

Hieraus folgt, dass @, ({0, }) = {0}. Also ist (. xid;)™ ({0} x I) =
{0} x I, und weil diese Mengen abgeschlossen sind ist auch die Abbildung

®, xids: (D" \{0}) xI — (e\{0.}) x I = (feUe,) x I

identifizierend.

Wir wissen (zum Beispiel aus Beispiel 6.6 ¢) des Skriptums Finfiihrung
in die Topologie), dass S"! ein starker Deformationsretrakt von D"\ {0}
ist. Sei h: (D" \{0}) x I — D" eine Homotopie rel S"~! von der Inklusion
i: D"\ {0} — D" zu einer Retraktion p: D"\ {0} — S™1.

Fiir jede n-Zelle e € Z/, knnen wir eine Homotopie H: (€\{ 0. })xI — &
definieren, so dass

H,o(®, xid;) = ®, o h. (5.6)
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Néamlich, auf e, x I gibt es eine eindeutige solche Abbildung H., weil
®, x id; ein Homdomorphismus E? x I — e, x [ ist; wir konnen also (5.6)
auflésen und auf e, x I kénnen wir H, := ®, o ho (P, x id;) ™! setzen.

Fir (z,t) € 0e x I setzen wir H.(z,t) := x. Auch dieser Teil von H,
erfiillt (5.6), weil 9e = ®.(S"!) und weil h eine Homotopie rel S"! ist.

Wir erhalten also insgesamt eine wohldefinierte Abbildung H. auf ganz
(e\{0.}) x I, die (5.6) erfiillt, und diese Abbildung ist stetig, weil die rechte
Seite von (5.6) stetig ist und weil @, x id; in (5.6) identifizierend ist. H, ist
also tatsdchlich eine Homotopie.

Aus (5.6) und den Eigenschaften von h priift man leicht nach, dass (H.),
die Identitdt auf e\ { 0. } ist und dass (H.), eine Retraktion von e\ { 0. } auf
Oe ist. Aus der Definition von H. folgt, dass H. eine Homotopie rel Je ist.

Jetzt definieren wir eine Homotopie

H: X% xT— X7,

in dem wir auf (&\ {0 }) x I fiir jede n-Zelle e € Z/; die Homotopie H als
H, definieren, und sie fiir (z,t) € X' x I durch die Vorschrift H(z,t) := =
definieren.

Weil die H, Homotopien rel de sind, und weil die offenen punktierten
Zellen e, disjunkt voneinander und auch disjunkt von Xffl sind, stimmen
alle Teildefinitionen an gemeinsamen Stellen {iberein und H ist eine wohlde-
finierte Abbildung auf ganz X% x I.

Diese Abbildung ist auch stetig. Das Intervall I ist ein kompakter CW-
Raum und deshalb ist X'} x I nach Satz 5.27 auch ein CW-Raum, mit Zellen
ex{0},ex{1}undex(0,1) fiir jede Zelle e von X, und mit zugehdrigen
abgeschlossenen Zellen € x I und darin enthalten e x {0} und e x {1}. Fiir
die n-Zellen e ist H nicht auf ganz e x I definiert, sondern nur auf der offenen
Teilmenge (¢\{0}) x I, aber dort ist H stetig. Und H ist definiert und stetig
auf ganz X7 x I.

Sei U eine offene Teilmenge von X%. Wir wollen zeigen, dass V := H(U)
offen ist in X% x I. Fiir jede n-Zelle e ist VN (ExI) =V N ((e\{o}) x1),
da H nur auf (€\ {0}) x I definiert ist. Dort ist H aber stetig und deshalb
ist VN(exI)=Vn((e\{0})x1I)offenin (€\{0}) x I, welche wiederum
eine offene Teilmenge von & x I ist. Also ist V' N (€ x I) auch offen in & x I.
Daraus folgt, dass V' auch die in € x I enthaltenen abgeschlossenen Zellen
€ x {0} und e x {1} in relativ offenen Teilmengen schneidet.

Weil H auf ganz X'}~' x [ stetig ist, schneidet V' auch die darin enthal-
tenen abgeschlossenen Zellen von X7} x I in relativ offenen Teilmengen. Weil
X' x I die schwache Topologie beziiglich seiner abgeschlossenen Zellen tragt,
ist V offen in X} x I und somit auch in )N(Z x I. Das zeigt, dass H stetig ist.
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Nach der Definition von H und wegen der Eigenschaften der H,. ist H
eine Homotopie rel X'}~ von id %n zu einer Retraktion von X7} auf xXi

Zu b): Die Behauptung ist klar nach Satz 3.55, denn X;~' ist eine ab-
geschlossene Teilmenge von X'} und ist enthalten im Innern von )N(z, da Xﬁ
offen ist (das Komplement Z% von X7% ist nach Lemma 5.23 néimlich abge-
schlossen, da es jede Zelle in hochstens einem Punkt trifft).

Zu ¢) und d): Nach Teil a) ist X7! ~ X% Mit dem Homotopieinvari-
anzlemma 3.30 b) und mit Ausschneidung erhalten wir die Isomorphismen

Hy(X5, X371) & Ho(X3, X3
= Hp(X3\ X5 XA\ X5

=H( |J e U e (5.7a)
eeZ’, ecZ!,
dime=n dime=n
= @ Hy(e,e.), (5.7b)
ecZ’,
dim e=n
wobei Gleichung (5.7a) gilt, weil X%\ X' die Vereinigung der n-Zellen in 2/,
ist, und (5.7b) daraus folgt, weil diese Zellen disjunkt und offen in X%\ X% !
sind und die singulidren Kettengruppen ihrer Vereinigung die direkte Summe
der singuldren Kettengruppen der einzelnen Zellen sind. Man vergleiche dazu
Bemerkung 4.1; die entsprechende Aussage fiir die relativen Kettengruppen
Ck(e,e.) und somit fiir die relative Homologie erhélt man &hnlich wie in
Lemma 2.30 d).

Jeder Summand in (5.7b) ist Z, wenn k = n, und {0} sonst, nach Lem-
ma 5.28 und weil das Paar (e, e,) homéomorph ist zu (E", EY) vermdge des
Homdomorphismus ..

Wir haben das kommutative Diagramm

H,(E" E") —> H,(D", D"\ {0}) <— H, (D", $"!)
Hn(cbe)lg Hn(<be)l J/Hn('be) (5.8)
Hy(e, e.) —— H, (X7, X%) =~ H, (X%, X171

wo die waagerechten Pfeile durch Inklusionen induziert werden. Einige der
waagerechten Pfeile, wie auch der linke senkrechte Pfeil, sind Isomorphismen.
Der linke obere waagerechte Pfeil ist ein Ausschneidungsisomorphismus (Aus-
schneidung von S"!) und die rechten waagerechten Pfeile gehoren zu Abbil-
dungen von Raumpaaren, die Homotopiedquivalenzen der Unterrdume sind
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und Identitdten auf den Oberrdumen sind, und deshalb nach Lemma 3.30 b)
Isomorphismen in Homologie induzieren.

Die durch die Inklusion der Zelle e nach X'} induzierte Abbildung i,
unten links ist algebraisch die Inklusion des e-ten Summanden in die di-
rekte Summe (5.7b). Bis auf die natiirlichen Isomorphismen, die im Dia-
gramm sichtbar sind, ist 7, aber nichts anderes als der rechte senkrechte Pfeil
H,(®.): H,(D",S" ') — H,(X%, X7 "). Insbesondere ist dieser Pfeil, die
Abbildung (5.5), eine Inklusion von Z als den e-ten Summanden von (5.7b)
fiir k =n. |

Definition 5.31 Sei X ein topologischer Raum. Eine Filtrierung von X
ist eine durch die ganzen Zahlen indizierte Folge F := { X, |n € Z} von
Unterrdaumen von X, so dass X,, C X, fiir jedes n € Z.

Eine Filtrierung F = { X,, | n € Z } heit zelluldr, wenn

a) fir jedes n € Z gilt Hg(X,,, X,,—1) = {0} fiir alle k£ # n, und
b) fiir jeden singuldren Simplex o in X gibt es ein n € Z mit Bildo C X,,.

Ein zelluldrer Raum ist ein Paar (X, F), wo X ein topologischer Raum
ist und F eine zelluldre Filtrierung von X ist. Oft sprechen wir einfach von
dem ,zelluliren Raum X, wenn die Filtrierung F fest vorgegeben ist oder
wir sie nicht explizit nennen miissen oder wollen.

Sind (X, F) und (Y, F’) zwei zelluldre Rdume, so nennen wir eine stetige
Abbildung f: X — Y zelluldr, wenn fiir jedes n € Z gilt f(X,) CY,,.

Bemerkung 5.32 Bedingung 5.31 b) impliziert, dass eine zellulire Filtrie-
rung { X,, | n € Z } eines Raumes X den ganzen Raum ausschopft, d. h., dass

X:UXn.

neZ

Denn jeder einzelne Punkt von X ist ein 0-Simplex und liegt somit in einem
der X,,.

Beispiel 5.33 Sei (X, Z) ein CW-Komplex mit einem CW-Unterkomplex
(A, Z4). Dann bilden die Unterkomplexe X7 fiir n € Z eine zelluldre Filtrie-
rung F4 von X.

Bedingung 5.31 a) ist genau die Aussage von Lemma 5.30 ¢), und Bedin-
gung 5.31 b) folgt aus Korollar 5.26, denn fiir jeden singuldren m-Simplex o
ist 0(A,,) eine kompakte Teilmenge von X und somit gibt es ein n € N mit
o(A,) C X" C X7



Stand vom 20. Februar 2008 187

In der Filtrierung F4 beachte man, dass X} = A fiir alle n < 0.

Ist (Y, B) ein weiterer CW-Raum und f: X — Y eine stetige Abbildung,
so ist fiir f der Begriff, zellulir zu sein als Abbildung zwischen Zellenkomple-
xen im Sinne von Definition 5.4, nicht das Gleiche, wie der Begriff, zelluldr
zu sein als Abbildung zwischen zelluldren Rdumen (X, F4) — (Y, Fp). Nur
wenn A = B = () stimmen beide Begriffe iiberein.

Eine stetige Abbildung, die zelluldr ist als Abbildung zwischen den zel-
lularen Raumen, muss wegen der Bemerkung oben iiber die Filtrierung in
negativen Dimensionen auf jeden Fall A nach B abbilden und somit eine Ab-
bildung von Raumpaaren (X, A) — (Y, B) sein; sie muss aber die Skelette
von X nicht in die entsprechenden Skelette von Y abbilden (aufer fiir Zellen
in X \ A, die nicht nach B abgebildet werden).

Allerdings, wenn f zellular ist als Abbildung zwischen Zellenkomplexen
und wenn f eine Abbildung von Raumpaaren (X, A) — (Y, B) ist, dann ist
f auch zelluldr als Abbildung der zelluldren Riaume (X, F4) — (Y, Fp).

Die Eigenschaften einer zelluldren Filtrierung sind so gewahlt, dass jede
Homologiegruppe des ganzen Raumes schon in einer geniigend grofsen Stufe
X, der Filtrierung berechnet werden kann.

Bevor wir das nédher erldutern, brauchen wir eine kleine Verallgemeine-
rung des 5-er Lemmas:

Lemma 5.34 Sei

A-lepteoc-top
ST I
Y e Ly )

ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphismen, in dem
die waagerechten Reihen exakt sind.

a) Wenn « surjektiv ist und § und 0 injektiv sind, dann ist auch +y injektiv.

b) Wenn « und ~ surjektiv sind und ¢ injektiv ist, dann ist auch (3 sur-
jektiv.

Beweis. Der Beweis wurde als Beweis des 5-er Lemmas (Lemma 3.10) schon
vorgefiihrt, an dessen Ende sogar darauf hingewiesen wurde, dass unter den
hier genannten schwécheren Voraussetzungen die Injektivitit und Surjekti-
vitdt der mittleren senkrechten Abbildung im damaligen Diagramm getrennt
bewiesen werden konnen.
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Den Beweis von Teil a) kann man wortlich ibernehmen aus dem Teil
des Beweises des 5-er Lemmas, in dem die Injektivitdat von vy bewiesen wird.
Unser jetziges Diagramm mit vier Gruppen in jeder Zeile ist der unveranderte
linke Teil des Diagramms fiir das 5-er Lemma.

Fiir Teil b) muss man unser jetziges ,4-er Diagramm als den rechten Teil
des Diagramms fiir das 5-er Lemma sehen, und nur die Namen der Gruppen
und Homomorphismen haben sich gedndert, indem jeder Buchstabe in den
Bezeichnungen fiir das 5-er Lemma durch seinen Vorgénger im Alphabet
ersetzt wurde. Mit dieser Ubersetzung kann man auch fiir die Surjektivitit
den Beweis des 5-er Lemmas wortlich {ibernehmen. [

Satz 5.35 Sei (X, F) ein zelluldrer Raum mit F = { X,, | n € Z }. Fiir jedes
n € Z sei i, die Inklusion X,, — X, und fiir jedes m < n € Z sei i,,,, die
Inklusion X,, — X,, und sei j,, ,, die Inklusion (X, X,,) — (X, X,,).

Fiir jede Teilmenge C' C X, sei i¢ die Inklusion (X,,C) — (X, C).

Sei k € N.

a) Fiir k > n ist H,(X,) unabhdngig von n, d. h., wenn auch m < k, so

b) Auch fiir k < n ist Hi(X,,) unabhingig von n.
c) Fir k <nist H(X,X,)={0}.
d) Fiir n mit k > n+ 1 oder mit n < 0 ist Hy(X, X,,) unabhéngig von n.

e) Hy(in): Hp(X,) — Hy(X) ist ein Isomorphismus fiir k < n und ist
surjektiv fiir k = n.

f) Hy(imn): He(Xy) — Hi(X,) ist ein Isomorphismus fiir k < m und
fiir k > n, ist surjektiv fiir k = m und ist injektiv fiir k = n.

g) Hp(i€): Hy(X,,C) — Hy(X,C) ist ein Isomorphismus wenn k < n
und ist surjektiv wenn k = n.

h) Die Abbildung Hy(jmn): Hi(X, X,n) — Hip(X, X,,) ist ein Isomor-
phismus fiir k > n + 1, aber auch wenn m < n < 0, und Hg(jmn) ist
injektiv, wenn k =n + 1.

Beweis. Wir beginnen mit Teil f).
Sei r € Z. Um die Notation ein wenig zu vereinfachen schreiben wir h,
als Kiirzel fiir ¢,_; ,. In der langen exakten Homologiefolge

o Hen (X0, X)) — Ho(Xom1) 22 F (X)) — Hu(X, X)) — -
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des Paares (X, X,_1) sind nach Bedingung 5.31 a) die relativen Gruppen
Hpp1 (X, Xo—1) = {0} auker fir £+ 1 =r, und Hp(X,, X,_1) = {0} auker
fiir k =r.

Hieraus folgt, dass Hy(h,) surjektiv ist fiir 7 = k41, injektiv ist fiir r = k,
und sogar ein Isomorphismus ist fiir alle anderen r und k.

Offensichtlich gilt fiir alle m < n € Z, dass

im,rL - in—l,n o in—2,n—1 ©-:-+0 im,m—i—l - hn o hn—l ©--+0 hm—l—l
und somit gilt fiir jedes k, dass
Hk<Zm,n) = Hk(hn) @) Hk:(hn—l) o---0 Hk(hm+1> (59)

Die Faktoren Hy(h,) in (5.9) sind alle Isomorphismen, wenn unter den
Indizes p mit m +1 < p < n weder k£ noch k£ + 1 vorkommt, also wenn
k+1 < m+1 (dh, wenn £ < m) oder wenn k > n. In diesem Fall ist
Hy (i) ein Isomorphismus.

Wenn bis auf eine Ausnahme alle Faktoren Hy(h,) in (5.9) Isomorphismen
sind, dann kénnen wir iiber die Verkniipfung immer noch etwas sagen. Diese
Situation tritt auf, wenn k = m (dann ist k < k+ 1 =m + 1 und Hg(hpmi1)
ist surjektiv, die anderen Faktoren sind Isomorphismen, und Hy (i, ,,) ist also
surjektiv) oder wenn k = n, in welchem Fall Hy(h,,) injektiv ist, die anderen
Faktoren Hy(h,) Isomorphismen sind weil p <n =k < k+ 1, und Hg (i)
als Verkniipfung dieser Homomorphismen somit injektiv ist.

Damit haben wir f) bewiesen. Man beachte, dass die Aussage auch fiir
m = n richtig ist (dann ist i, , = idx,,).

Als Néchstes beweisen wir e).

Sei k < n. Sei v € Hi(X) und sei ¢ € Cx(X) ein singulédrer Zyklus mit
v = [d].

Aus Bedingung 5.31 b) folgt, dass es ein m € Z gibt (das wir natiirlich
beliebig grofl wihlen konnen), so dass jeder singulire Simplex in ¢ sein Bild
in X,, hat. Wir wéhlen ein solches m > n.

Wir schreiben ¢ fiir die Kette ¢ aufgefasst als Kette in Cy(X,,), und wir
haben ¢ = (i,,)3(¢’). Natiirlich hat ¢ auch in Cj(X,,) den Rand 0, d. h., auch
¢ ist ein Zyklus. Wir haben

7= [ = [(n)s()] = Hilim) (I¢])

und insbesondere ist v € Bild(Hj(im)).
Dieses m kann von der Wahl von ¢ abhdngen, aber nach unserer Wahl
gilt m > n. Offensichtlich ist ¢, = ¢y, 0 %y, also gilt auch

Hy(in) = Hi(im) © Hy(inm), (5.10)
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und da Hy(in,m) nach Teil f) surjektiv ist weil & < n, ist Bild Hi(i,) =
Bild Hy(i,,) und insbesondere v € Bild (Hj(in)).

Dies gilt fiir jedes v € Hp(X), also ist Hg(i,) surjektiv wenn k < n.

Nun sei k < n und sei v € Hy(X,,) mit Hi(i,)(y) = 0. Sei ¢ ein Zyklus in
Cr(X,,) mit v = [c].

Hy,(i,,)(y) = 0 bedeutet, dass (i,)s(c) ein Rand ist in Cj(X). Es gibt also
eine Kette b € Ci(X) mit (i,)4(c) = 0b.

Wieder folgt aus Bedingung 5.31 b), dass es ein m € Z gibt (das wir
natiirlich beliebig grof und insbesondere > n wihlen kénnen), so dass jeder
singuldre Simplex in b sein Bild in X, hat.

Wir schreiben b’ fiir die Kette b aufgefasst als Kette in Cy(X,,). Es gilt

(im )£ (OV) = O((im)z(t')) = Ob = (in)s(c) = ((im)s © (inm)s) (€)-

Weil die Abbildung i,, als Inklusion injektiv ist, ist klar, dass auch (i,,);
injektiv ist und wir kénnen deshalb folgern, dass 00" = (inm)s(c).

Wir haben also Hg(inm)(7) = [(znm)ﬁ(c)} = 0 und weil Hy(i,,,) nach
Teil f) ein Isomorphismus ist (denn k < n), ist v = 0. Dies zeigt, dass Hy (i)
injektiv ist fiir n > k, also ein Isomorphismus ist, da wir schon wussten, dass
es surjektiv ist.

Dies beweist Teil e).

Teile a) und b) folgen sofort aus Teil f), denn wenn m < n < k oder wenn
k <m <n,soist Hi(imy) ein Isomorphismus Hy(X,,) — Hi(X,).

Teil ¢) folgt aus Teil e), denn wenn k < n, so enthélt die lange exakte
Homologiefolge des Paares (X, X,,) den Abschnitt

Hk'fl(in)

Hy (in
) 2 H(X) — Hu(X, X)) — Hieoa(X,) 220 (),

Hk (Xn
in dem Hj/(i,) auf jeden Fall surjektiv und Hy_1(7,) ein Isomorphismus ist.

Wegen der Exaktheit an den Stellen Hy(X) und Hy_1(X,,) miissen die
beiden mittleren Pfeile die Nullabbildung sein, und somit ist Hy (X, X,,) (der
Kern der rechten mittleren Nullabbildung) gleich {0} (dem Bild der linken
mittleren Nullabbildung).

Betrachten wir jetzt Teil g). Als Paar von Abbildungen, also als Morphis-
mus von Top x Top, ist i = (i,,idc).

Dieser Top?-Morphismus induziert einen Morphismus eines Abschnitts
der langen exakten Homologiefolge wie folgt:

H,(C) — Hy(X,) —= Hy(X,, C) — Hy_1(C) —= Hy_1(X,)

idl Hk(in)l Hk(ig)i idl Hk—l(in)l
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Die dufseren vier senkrechten Abbildungen sind alle Isomorphismen wenn
k < n, nach Teil e). Aus dem 5-er Lemma folgt, dass dann auch Hy(i%) ein
Isomorphismus ist.

Wenn k = n, dann ist H,(i,) noch surjektiv, aber H,,_;(i,) und natiirlich
idg,_,(c) bleiben Isomorphismen. Anwendung von Lemma 5.34 b) in Bezug
auf die rechten vier Spalten im Diagramm zeigt, dass H, (i) surjektiv ist.

Teil h) wird auf dhnliche Weise bewiesen. Als Paar von Abbildungen, also
als Morphismus von Top x Top, ist j,, = (idx, im.)-

Dieser Top*-Morphismus induziert einen Morphismus eines Abschnitts
der langen exakten Homologiefolgen:

Hy (X)) — Hp(X) — Hp(X, Xon) — Hy—1(Xi) — Hi—1(X)
lHk(Zm,n) idl Hk(jm,n)l inl(%n,n) lid
Hy(X;) — Hp(X) — Hp(X, X)) —— Hy1(Xp) — Hip—1(X)

Die duferen vier senkrechten Abbildungen sind alle Isomorphismen wenn
k — 1 > n, nach Teil f). Unabhingig von dem Wert von k& € N sind sie
auch Isomorphismen wenn n < 0, weil dann immer noch gilt £ — 1 > n,
auber eventuell fiir £ = 0, und in diesem Fall ist zumindest Hy(iy, ) ein
Isomorphismus nach Teil f), da n < 0, und H_;(i,,) ist die Abbildung
{0} — {0} und somit auch ein Isomorphismus; die beiden anderen duferen
senkrechten Abbildungen sind Identitaten.

Aus dem 5-er Lemma folgt in den genannten Situationen, dass auch der
mittlere senkrechte Pfeil Hy(j,,,) ein Isomorphismus ist.

Wenn k =n+ 1 (oder anders gesagt, wenn k — 1 = n), so ist Hy_1(imn)
noch injektiv nach Teil f) und alle anderen senkrechten Abbildungen im Dia-
gramm sind noch Isomorphismen. Aus Lemma 5.34 a) angewendet auf den
linken vier Spalten des Diagramms folgt, dass Hy(j.») injektiv ist.

Teil d) folgt, zum Schluss, sofort aus Teil h), denn wenn m < n Zahlen
sind mit n+ 1 < k oder n < 0 (dann erfiillt m die gleiche Bedingung), so ist
Hy(jmn) ein Isomorphismus Hy (X, X,,) — Hi(X, X,,). [ |

Fiir einen zelluliren Raum X kénnen wir Hy(X) also schon mit der k+1-
ten Filtrierungstufe genau ausrechnen, und wenn wir beobachten, wie Hy(X,,)
sich mit steigendem n verhilt, so nimmt diese Homologiegruppe bis ein-
schlieklich n = k — 1 einen festen ,Grundwert an, und veréndert sich von
diesem zum endgiiltigen Wert Hy(X) innerhalb von nur zwei Stufen.

Entsprechend dndern sich die relativen Homologiegruppen Hy (X, X,,) fiir
steigendes n nur zwischen den Werten n =k — 2 und n = k.
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Weil die k-te Homologie eines zellularen Raumes in der Néhe der k-ten
Filtrierungsstufe bestimmt wird, kann man das ausnutzen, um sie mit Hilfe
der Filtrierung auf eine neue einfache Art zu berechnen.

Definition 5.36 Sei X ein topologischer Raum und sei F ={ X, | n€ Z}
eine Filtrierung von X. Wir definieren einen Kettenkomplex

Wr = (W.(X),d)

wie folgt.
Fiir jedes n € Z definieren wir die n-te Kettengruppe von Wx als

Wi (X) 1= Hp (X, Xn_1).

Wir miissen noch den Randoperator konstruieren.
Fiir jedes k € Z sei

Ik (Xk, 0) — (X, Xg-1)
die Inklusion und sei
B Hip( Xy, Xp—1) — Hi—1(Xi—1)

der verbindende Homomorphismus aus der langen exakten Homologiefolge
des Paares (X, Xi—1). Uns interessieren nur die genannten, der Filtrierungs-
stufe entsprechenden Homologiegruppen, und deshalb vereinbaren wir, dass
der Index k in den Bezeichnungen j; und i nicht nur die Dimension der Ho-
mologiegruppen angibt, sondern auch, zwischen welchen Rdumen oder der
Homologie welcher Rdume oder Raumpaare diese Abbildungen zu verstehen
sind. Andert man den Index, indern sich die betrachteten Filtrierungsstufen
gleich mit.

Die Inklusion j, 1: (X,-1,0) — (X,_1, X,,_2) induziert einen Homo-
morphismus

(jnfl)* = nfl(jnfl): anl(anl) — nfl(anlaanQ)

(der auch in der langen exakten Homologiefolge des Paares (X1, X, _2)
vorkommt).
Wir definieren den n-ten Randoperator des Kettenkomplexes Wy als

dn = nfl(jnfl) o 6n = (jnfl)* o ﬁn
Dies ist tatsdachlich ein Homomorphismus

Wn(X) = Hn<Xn7anl) B nfl(anl7Xn72) = anl(X)
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Wir miissen nur noch nachpriifen, dass d,,_; o d, = 0. Das sieht man am
einfachsten in folgendem Diagramm:

Hn(Xm Xn—l)

I

anl(anl) T nfl(anlaanZ)

(Jn—1)«

/67171

Hn72 (anQ)

dna i(]nl)*
Hn—2(Xn—2> Xn—?))

Der Homomorphismus d,_; o d,, schreibt sich als eine Verkniipfung von
vier Homomorphismen aus verschiedenen langen exakten Homologiefolgen,
die aber insbesondere die Verkniipfung 3,1 o (j,—1)« der beiden aufeinan-
derfolgenden Homomorphismen in der mittleren Zeile beinhaltet. Diese Zeile
ist ein Ausschnitt aus der langen exakten Homologiefolge des Raumpaares
(Xn_1, Xn_2).Wegen der Exaktheit ist 3,_1 o (jn—1)» = 0 und somit auch
dn—l o dn = 0.

Den Kettenkomplex Wz nennt man den zelluldren Kettenkomplex des
topologischen Raumes X mit der Filtrierung F.

Man beachte, dass auch fiir den Kettenkomplex Wx die Kettengruppen
in negativen Dimensionen n trivial sind (da sie als die n-te Homologie eines
Raumpaares definiert sind und die singuldre Homologie in negativen Dimen-
sionen verschwindet). Das gilt auch wenn die Filtrierung F in negativen
Dimensionen nicht trivial oder konstant ist!

Lemma und Definition 5.37 Seien X und Y topologische Ridume.

Sei F ={ X, | n€Z} eine Filtrierung auf X und sei F' ={Y, |n€Z}
eine Filtrierung auf'Y. Sei f: X — Y eine zellulire stetige Abbildung, d. h.,
eine stetige Abbildung, so dass f(X,) C Y, fiir jedes n € Z.

Dann ist f auch eine stetige Abbildung (X, X,_1) — (Y,,Y,_1) fiir
jedes n € Z. Setze

Die Abbildungen W, (f) bilden eine Kettenabbildung
W.(f): Wr — Wg.

Beweis. Die Randoperatoren d,, der beiden zelluliren Kettenkomplexe sind
Verkniipfungen von Homomorphismen aus den langen exakten Homologie-
folgen von Raumpaaren von Filtrierungsstufen von F und F’, und diese
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Homomorphismen kommutieren wegen der Natiirlichkeit der langen Homo-
logiefolgen mit den H,(f). Deshalb kommutiert auch d mit W.(f).
Genauer haben wir fiir jedes n:

dn(Y) © Wn(f) = (]n—l(Y))* © ﬁn(y) © Hn(f)
= (jn—l(Y))* o Hy—1(f) o Bu(X)
= n—l(f)o (]n—l(X»*oﬁn(X) = Wn—l(f>odn(X>

(wobei die Abbildungen H(f), die hier erscheinen, auf verschiedenen Riu-
men und Raumpaaren definiert sind, was wir in der Notation nicht hervor-
heben). Diese Gleichung besagt, dass W,(f) eine Kettenabbildung ist. W

In Definition 5.36 muss die Filtrierung nicht zellular sein — den Ketten-
komplex Wy erhilt man auch ohne diese Voraussetzung. Aber weil die Kon-
struktion von Wy jeweils nur die speziellen Homologiegruppen H,,(X,,, X,_1)
mit einbaut, kann dieser Kettenkomplex nur dann etwas sinnvolles iiber die
singuldre Homologie von X aussagen, wenn die relative Homologie der Paa-
re (X, X,_1) tatsdchlich in der n-ten Dimension konzentriert ist, und das
ist insbesondere der Fall, wenn die Filtrierung zellular ist. Dann kann man
mit dem zelluldren Kettenkomplex die singulire Homologie von X korrekt
berechnen.

Bemerkung und Definition 5.38 Wie man sehr leicht nachpriift, bilden
die zelluldren Raume und zelluliren Abbildungen eine Kategorie Zell.

Man sieht auch sofort, dass die Zuordnung des zelluldren Kettenkomple-
xes zu einem zelluldren Raum, und der zelluldren Kettenabbildung W.(f) zu
einer zelluliren Abbildung f, einen kovarianten Funktor W,: Zell — KK
bildet, genannt der zelluldre Kettenkomplexfunktor.

Das ist trivial, denn fiir jedes k ist Wy (f) = Hy(f) zwischen den Ho-
mologiegruppen bestimmter Raumpaare, und Wy(f) verhélt sich richtig fiir
Identitdten und bei Verkniipfung von Abbildungen, weil Hy(f) dies schon
tut.

Genauere Details bleiben dem Leser iiberlassen.

Lemma 5.39 (Exaktes Homologiedreieck eines Raumtripels)

Sei (X, A, B) ein topologisches Raumtripel und seieni: (A, B) — (X, B)
und j: (X, B) — (X, A) die Inklusionen der genannten Raumpaare. Dann
gibt es ein natiirliches exaktes Dreieck

T

H.(A, B) H.(X,B)

g
Gh 5 (5.11)

H.(X, A)
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zwischen den graduierten Homologiegruppen der Paare (A, B), (X, B) und
(X, A), mit den von den Inklusionen induzierten Grad 0 Homomorphismen
7. = H,(7) und j, = H.(j) und mit einem Grad —1 Homomorphismus

G: H.(X,A) — H,(A, B),

den wir den verbindenden Homomorphismus des exakten Homologie-
dreiecks nennen und der wie folgt leicht zu konstruieren ist.

Sei v € H.(X,A) und sei z € C.(X,A) = C,(X)/C,(A) ein beliebiger
Zyklus mit Homologieklasse . Nach der Definition von C.(X, A) ist z die
Restklasse ¢ + C,(A) einer Kette ¢ € C.(X). Dass z ein relativer Zyklus ist
bedeutet, dass Oc ein Element des Nenners C,(A) C C.(X) des Quotienten
Ci(X,A) ist. Als Rand in C.(X) ist Oc ein Zyklus in C.(A), und somit ist
Oc+ Cy(B) ein Zyklus in C.(A, B). Es ist

B(y) = [0c+ C(B)] € H.(A, B).

Das exakte Dreieck (5.11) heifst das exakte Homologiedreieck des to-
pologischen Raumtripels (X, A, B).

Wenn B = 0, so ist das exakte Homologiedreieck des Tripels (X, A, B)
nichts anderes als das exakte Homologiedreieck des Paares (X, A).

Beweis. Die kurze Folge

(512
C.(A) C.(X) C.(X)
C.(B) C.(B) C.(A)

ist natiirlich, weil die Inklusionen 7 und j offenbar natiirliche Transformatio-
nen sind zwischen den Funktoren Top® — Top?, die einem Tripel (X,A,B)
die Paare (A, B), (X, B) und (X, A) zuordnen, und sie ist exakt, wie wir jetzt
kurz nachpriifen.

C.(7) = 13 ist injektiv, denn wenn ¢+ C.(B) € C.(A, B) und wenn

w(c+Cu(B)) =0€ C.(X,B),
soist ¢+ Cy(B) =0 € Ci(X, B), also ¢ € C,(B), also ¢+ C,(B) = 0 auch in
C.(A, B).
Fiir eine relative Kette ¢ + C,(B) € C.(X, B) ist

Gile+ Cu(B)) = 0 € C.(X, A)
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genau dann, wenn ¢+ C,(A4) = 0 € C,(X, A), also Wenn c 6 C.(A) CC ( )
und das ist genau dann der Fall, wenn ¢+ C(B) € i (C.(A, B)) C Ci(

(Fiir die Rlchtung »<" beachte man, dass wenn ¢ + C, ( ) = iu( + C’ ( ))
fiir ein Element ¢ € C.(A), dann ist ¢ — ¢ € Cy(B) C C4(A) und somit ist
auch c € C,(A).)

Das bedeutet, dass die Folge an der Stelle C(X, B) exakt ist.

Und schlieRlich ist j; surjektiv, denn jede Restklasse c4+C,(A) € Ci(X, A)
kann man schreiben als j;(c + C.(B)) mit ¢ + Cy(B) € C.(X, B).

Also ist die kurze exakte Folge von Kettenkomplexen (5.12) exakt und
natiirlich. Nach Satz 3.14 hat sie ein natiirliches exaktes Homologiedreieck
(5.11). Wir miissen nur noch zeigen, dass (3 die angegebene Gestalt hat.

Das folgt sofort aus der Beschreibung des verbindenden Homomorphismus
in der Aussage von Satz 3.14. Sei v € H.(X,A) und sei z € C,(X,A) ein
beliebiger Zyklus mit Homologieklasse . Nach der Definition von C.(X, A)
ist z die Restklasse ¢ + C,(A) einer Kette ¢ € C,(X). Dass ¢ + C,(A) ein
relativer Zyklus ist bedeutet, dass dc € C(A).

Wir miissen zunéchst ein Urbild von z unter j finden; die relative Kette
¢+ C.(B) ist ein solches Urbild.

Wir miissen dann den Rand dc+ C,(B) dieses Urbilds bilden; diese Kette
liegt automatisch im Bild von 7, und zwar ist sie Bild unter 7 einer eindeutig
bestimmten Kette von C.(A, B), und diese Kette ist ein relativer Zyklus und
reprasentiert die Homologieklasse B(y)

In unserem Fall ist dc+ C,(B) das Bild unter 7 der entsprechenden Kette
dc+ C.(B) € C.(A, B). Also ist () = [0c + C.(B)], wie behauptet.

Wenn B = (), so verschwinden die Nenner in den Quotienten C,(A, B)
und C.(X, B) und die kurze exakte Folge (5.12) wird zur kurzen exakten
Folge (3.14) aus Bemerkung 3.15, der kurzen exakten Kettenkomplexfolge
des Raumpaares (X, A). Deshalb wird das exakte Homologiedreieck (5.11) in
dieser Situation zum exakten Homologiedreieck (3.15) des Paares (X, A). B

Bemerkung 5.40 Analog zur Situation fiir Raumpaare (vergleiche Bemer-
kung 3.17) kann man das exakte Homologiedreieck eines Tripels ,,abwickeln*
zu einer langen exakten Homologiefolge

I Hay (X, A)
| |
H,(A, B) —“—~ H,(X, B) —2~ H,(X, A) (5.13)

571\L

Hn,l(A,B)L---
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der Homologiegruppen der drei beteiligten Raumpaare in den einzelnen Di-
mensionen.

Diese exakte Folge heifst die lange exakte Homologiefolge des Raum-
tripels (X, A, B).

Neben der expliziten Beschreibung in Lemma 5.39 des verbindenden Homo-
morphismus [ ist folgende Faktorisierung dieses Homomorphismus niitzlich.

Bemerkung 5.41 Sei (X, A, B) ein topologisches Raumtripel und sei
B: H,(X,A) — H,(A,B)

der verbindende Homomorphismus des exakten Homologiedreiecks dieses Tri-
pels.

Sei A die Inklusion A = (A,0) — (A, B) und sei §: H.(X,A) — H,(X)
der verbindende Homomorphismus des exakten Homologiedreiecks des Paares
(X, A).

Dann ist

B=H.(\)op. (5.14)

Beweis. Die Inklusion (X, A,0) — (X, A, B) und damit verbunden die In-
klusionen A: (A,0) — (A, B) und u: (X,0) — (X, B) zusammen mit der
Identitét von (X, A) induzieren einen Morphismus

(0} — = Cu(A) — = O (X) — s Ou(X, A) —— {0}

S

{0} — Cu(A, B) = Cu(X, B) ——~ C.(X, 4) —= {0}

B

zwischen den kurzen exakten Kettenkomplexfolgen der Tripel (X, A, () und
(X, A, B), der wiederum wegen der Natiirlichkeit einen Morphismus zwischen
den exakten Homologiedreiecken der beiden Raumtripel induziert.

Dieser Morphismus der Homologiedreiecke beinhaltet fiir die Dreiecksseite
mit dem verbindenden Homomorphismus ein kommutatives Quadrat

C.(X, A) —2—~C.(A)

| v

CL(X, A) —=C.(A.B)

und die Kommutativitiat besagt, dass A\, o § = 8. |
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Satz 5.42 Sei (X,F) ein zellulirer Raum und sei Wy = (W,(X),d) sein
zelluldrer Kettenkomplex.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

H(Ws) = H,(X, X_,)

(in anderen Worten, eine natiirliche Aquivalenz zwischen dem Funktor HoW,
und dem Funktor H,oR_y, wo fiir jedes p € Z der Funktor R,: Zell — Top”
gegeben ist durch R,(X,F) := (X, X,)).

Beweis. Sei n € Z. Fiir n < 0 ist nichts zu beweisen, denn in negativen Di-
mensionen verschwinden schon die Kettengruppen von Wz und C, (X, X _;)
und somit auch die Homologie. Wir kénnen also annehmen, dass n € N.

Wir betrachten die n-te zelluldre Kettengruppe von (X, F) und die dort
eingehenden und ausgehenden Randoperatoren d,,,; und d,,, und wir unter-
suchen diese Abbildungen und ihr Umfeld in der Homologie von X und seinen
Filtrierungsstufen.

Fiir jedes k € N sei \;, die Inklusion (X, ) — (X%, X_1) und sei ji die
Inklusion (X, X 1) — (X, Xp_1) (so dass ji, = Jx 0 \g).

Ferner sei h; die Inklusion (Xj_1,X_;) — (Xi, X_1) und sei 7, die
Inklusion (X, X_1) — (X, X _1).

Sei

Br = Hy1(Me—1) © B Hi( Xy, Xoo1) — Hy 1 (Xp_1, X_1).

Nach Bemerkung 5.41 ist 3; der k-te verbindende Homomorphismus aus der
langen exakten Homologiefolge des Tripels (X, Xz_1, X _1).
Fiir jedes £ > 1 € N ist

dip = Hi—1(Jk—1) 0 B = Hi—1(Jk—1) © Hp—1(Mk—1) © B = Hi—1(Jk—-1) © B

und wir werden fortan mit dieser neuen Faktorisierung von dj arbeiten.

Fiir £ = 0 ist j,_; nicht definiert, aber in diesem Fall brauchen wir kein
Analogon zur oben genannten Faktorisierung, denn es ist ohnehin dy = 0.

Als Erstes bemerken wir, dass Hy(ji) fiir jedes k& > 0 injektiv ist, denn
wenn wir den grofen Raum X (und alle Filtrierungsstufen X fiir | > k) durch
den neuen Raum X’ := X}, ersetzen, so ist die sich ergebende Filtrierung von
X' immer noch zelluldr und jj, konnen wir auffassen als die Abbildung j_; ;1
aus Satz 5.35 (fiir den zelluldren Raum X’ = X}); nach Teil h) jenes Satzes
ist Hk(jk) = Hk(j—l,k—l) injektiv.

Zweitens ist die Folge

. ]
He(Xi, X_1) 29 f (X Xot) 25 Hy(Xe1, X_0)



Stand vom 20. Februar 2008 199

an der Stelle Hy (X}, X;_1) exakt, denn dies ist ein Ausschnitt aus der langen
exakten Homologiefolge des Raumtripels (X, X1, X_1).

Drittens, Hy(ix41) ist fiir & € N ein Isomorphismus nach Satz 5.35 g),
denn 744 = if,, fiir die Teilmenge C' = X_;.

Die Berechnung der Homologie des zelluldren Kettenkomplexes Wr lésst
sich in folgendem kommutativen Diagramm nachvollziehen:

Wn—i-l(X)
dn+l
Hn—i—l(Xn—i-la Xn)
Bn+1
Hy(Gn) o Bn
Hn(Xanfl)%HnCXvn;anl) = ‘/Vn()()4> nfl(anlyXfl)
(En"'l)* lHn—l(jn—l)
Hn(Xn—&—l’X—l) dn Hn—l(Xn—h Xn—?)

Wn—l(X)

(0} H, (X, X_1)

Hier sind die waagerechten und senkrechten Folgen von Gruppen und
Homomorphismen Abschnitte aus den langen exakten Homologiefolgen von
Raumtripeln und deshalb exakt (der Homomorphismus H,,_1(j,—1) in der
rechten senkrechten Folge ist nicht definiert fiir n = 0, aber in dem Fall sind
alle Gruppen in diesem Teil des Diagramms {0 }).

In der linken Spalte ist H,, (X, 1, X,,) = { 0} weil die Filtrierung zellulér

ist. Wegen der Exaktheit dieser Spalte ist der Homomomorphismus (A1)
surjektiv und somit induziert er einen Isomorphismus

7N Hn Xn7 X— Hn Xn7 X— . 7
(Pyg ) - (Ko Xo1) _ Ho(Xn Xo) — Bild(hns1)s = Hp(Xpi1, X_1)
Ker(hn+1)* Bild 5n+1

Verkniipft man diesen mit dem Isomorphismus H,,(%,.1) so erhalten wir
einen Isomorphismus

Hn(Xna X—l)

4 s Ho (X, X_1). 5.15
Bild 7 ( 1) (5.15)

On = Hp(ing1) 0 (iln+1)*:
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Dieser Isomorphismus ist natiirlich, da er durch die Anwendung von Funkto-
ren auf Inklusionen von Raumpaaren entsteht, und diese Inklusionen sind na-
tiirliche Transformationen zwischen verschiedenen Funktoren Zell — Top?.

Wir haben schon gesehen, dass Hy(J;) injektiv ist fiir jedes & > 0. Fiir
n > 1 folgt daraus und weil d,, = H,,_1(Jn—1) © Bm dass

Zn(Wg) = Kerd,, = Ker By

das gilt aber auch fiir n =0, da dy = 0 = 3.
Aus der Injektivitéit folgt auch (fiir alle n € N), dass Hy(j,) die Unter-
gruppe Bild 8,11 C H,(X,, X_1) isomorph auf

B,(Ws) = Bild d, 41
abbildet, wihrend es die ganze Gruppe H,(X,, X_1) isomorph auf
Bild H,(j,) = Ker 3, = Z,(Wx)

abbildet.
Somit induziert H,(J,) einen Isomorphismus der Quotienten

T7 T~ N Hn(XnaX—l) ZTL(W]:)
Hn In) - = — = Hn W )
U B B,(Wr) (Wr)

und dieser Isomorphismus ist auch natiirlich, weil in seine Konstruktion nur
die natiirliche Transformationen 3, und Bnﬂ eingehen, sowie Funktoren auf
den Filtrierungsstufen von F, die letztendlich Funktoren auf Zell sind.

Die Verkniipfung der natiirlichen Isomorphismen

Hn(X'ru X—l) Hn(jn)

H, (X, X_q) & .
= Bild fn =

Hn(W]-">

(das heit genauer, die Verkniipfung einer dieser Isomorphismen mit der Um-
kehrabbildung des anderen) liefert einen natiirlichen Isomorphismus

Ho(X, X_1) 2 Hy(We)

fiir jedes n € N. [

Korollar und Definition 5.43 Sei (X, Z) ein CW-Komplex und (A, Z,4)
ein CW-Unterkomplex von (X, Z). Sei F4 die durch die relativen n-Skelette
X't gegebene zelluldre Filtrierung von X.

Den Kettenkomplex Wy, =: (W.(X, A),d) nennen wir den (relativen)
zelluldren Kettenkomplexr des CW-Paares (X, A).
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Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
HWsg,) = HJ(X,A).

Wenn A = () und wenn F die durch die Skelette X" gegebene Filtrie-
rung von X ist, so nennen wir den Kettenkomplex Wyx =: (W*(X), d) den
(absoluten) zelluldren Kettenkomplex des CW-Raumes X.

Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus

HWgs) 2 H (X).
Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Satz 5.42, da
X'=X'Tud=0UA=A

nach Definition 5.29.
Die Aussage fiir den Fall A = () ist nur ein Spezialfall hiervon. ]

Wir wollen dieses neue Werkzeug gleich ausprobieren und einige bisher
schwer zu erschlieffende Homologiegruppen ausrechnen. Eine kleine Vorbe-
reitung wird uns die Arbeit erleichtern.

In Lemma 5.30 d) haben wir die einzelnen zelluldren Kettengruppen ge-
nau beschrieben. Im folgenden L.emma geben wir noch eine niitzliche explizite
Beschreibung des zelluliren Randoperators.

Lemma 5.44 a) Sein > 0 € N und sei Z die CW-Zerlegung von D"
aus Beispiel 5.13 f). Diese Zerlegung hat genau drei Zellen, eine n-Zelle
ey := E", eine n — 1-Zelle 1 := S_Tl und eine 0-Zelle ey bestehend aus
dem Siidpol von S"*.

Sei W = (W.(D"),d) der zellulire Kettenkomplex des CW-Raumes
Dr.
Sei 7, ein Erzeugendes der n-ten zelluliren Kettengruppe

W,(D") = H,(D",S" ") = Z,
und sei ¢, eine Kette in C,(D"), so dass ¢, + C,(S"!) ein relativer
Zyklus in C,, (D", S"~1) ist mit 7y, = [c, + Cn(S™7H)].

Dann ist d,(~,) die von der Kette Oc,, repréasentierte Homologieklasse,
in folgendem Sinne. Wir unterscheiden zwischen den Féllen n = 1 und
n > 1.

Wenn n = 1, so sind beide Zellen ey und e, nulldimensional, und

Wo(D') = Ho((D')", (DY) ") = Ho($°,0) = Hy(S") = Z @ Z,
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wobei die Summanden Z erzeugt werden von den Klassen der 0-Ketten
eo = —1 und e; = 1. Man kann ¢; (nach eventuellem Vorzeichenwechsel
wenn erforderlich) so wéhlen, dass

de; = ey — eg € Co((DY", (DY) ™) = Co(8Y), (5.16)
und es gilt

diyr = [0c1] = (1,—1) € Z& Z = Hy(SP). (5.17)

Wenn n > 1, so ist ((D”) , (D™ 2) = (5", {eo}) und die Inklu-
sion jn—i: S” 1Y) — (S” 1 { eo ) induziert einen Isomorphismus

Hy1(jn1): Z= Hy (S™) — Hyt (S™ 1 {e0 ). (5.18)

Die Homologieklasse [0c,] erzeugt die linke Gruppe H, 1(S™') und
wird durch H,,_1(j,_1) auf

dpYn = [8cn +Cha ({ o })] (5.19)

abgebildet, welches die rechte Gruppe H,_1(S"',{eg}) = W,_1(D")
erzeugt.

Sei (X, Z) ein CW-Komplex mit einem CW-Unterkomplex (A, Z4). Sei
e € Zy eine n-Zelle von Z, die nicht in A liegt, und sei ®.: D" — X
eine charakteristische Abbildung der Zelle e.

Der e-te Summand von
Wa(X,A) = H, (X3, X3 )= P z
cezl,
dim {=n
wird erzeugt von

Ve 1= Hyp(Pe) () = [Ce + Cn(Xzil)}v

wo ¢ = (Dc)s(cn)-
Wir nennen ¢, die Grundkette der Zelle e.

Es gilt
dn(ve) = [Oce + Crr (X572)]. (5.20)
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Beweis. a), Fall n = 1: Sei i: S° — D! die Inklusion. Wir betrachten
folgenden Ausschnitt aus der langen exakten Homologiefolge von (D?, SY) :

{0} = H,(D") — H,(D', 8% 25 Hy(s%) = 2oz 2% Hgy(DY) = Z.

Weil (DY)~ = 0, ist die Inklusion jo: ((D)°,0) — ((DY)",(DY)™") einfach
die Identitat, und deshalb ist d; = Ho(jo) o /1 = (1.
Aus der Exaktheit folgt, dass [3; ein Isomorphismus

Z = Hy (D", S%) — Bild 3, = Ker Hy(3)

ist.
Nach Beispiel 4.4 ¢) ist Ho(i)(k,l) = k + [ und folglich ist

KerHo(i) ={ (k1) €eZ®Z | k+1=0} ={(k,—k) | ke Z}

und dies wird von (—1,1) erzeugt.
Wir finden also ein Erzeugendes ~; von H(D*, S°) mit

diyr = b = (_17 1)'

Nach der Beschreibung von 3; in Korollar 3.16 sehen wir, dass wenn
¢; € C1(DY) mit v = [ + C1(SY)], so ist

Bim = [0c1] = (=1,1) = [e1 — e

Da By(SY) = {0}, ist die Projektion Zy(S°) — Hy(S?) injektiv, und
aus der Gleichheit der Homologieklassen folgt somit dc; = e; — eq.
a), Fall n > 1: Weil Z nur eine n-Zelle enthilt, ist

W, (D") = H,(D", S") = Z.

Wie in der Aussage des Lemmas, sei 7, ein Erzeugendes von H, (D", S"1)
und sei ¢, eine Kette in C,,(D") mit v, = [c, + Cn(S™1)].
Fiir n > 1 ist der verbindende Homomorphismus

ﬁn: 7 — Wn<Dn) — Hn(Dn7 Sn—l) _ n—l(Sn_1>

ein Isomorphismus, weil die angrenzenden Gruppen H,(D"™) und H,_,(D")
in der langen exakten Homologiefolge von (D™, S"~!) beide {0} sind.
Aus einem &hnlichen Grund ist

anl(jnfl): Hn71<Sn71) — Iip—1 (Sn717 { €o })



204 KAPITEL 5. ZELLULARE HOMOLOGIE

ein Isomorphismus. Der diese Abbildung umgebende Abschnitt aus der lan-
gen exakten Homologiefolge von (S™7!,{ ey }) hat die Gestalt

(0) = Hoa({e0}) — Hoa (571 2220,
Hn_l(Sn_l’{eo }) g n—2({ €o }) H"_—Q(Z)> Hn_2(Sn—1)‘

Firn > 1ist H,_1({eo}) immer {0}. Und H,_»({eo}) ist {0} auker fiir
n = 2, aber dann ist H,,_5(i) = Hy(i) und Hy(i) ist injektiv nach Lemma 4.2,
da {eg} wegweise zusammenhingend ist. Da Bild 8 = Ker Hy(i) = {0},
ist 3 auf jeden Fall die Nullabbildung und die Exaktheit der Homologiefolge
bedingt, dass H,_1(j,—1) ein Isomorphismus ist.

Nach der Beschreibung von (3, in Korollar 3.16 ist 5,(7,) = [0c,] und
dies erzeugt H, 1(S™1), weil 3, ein Isomorphismus ist und ~, die Gruppe
H, (D", S"1) erzeugt.

(jn—1)y bildet Oc,, nach Definition auf

dc, + Ch_4 ({ €0 }) € Ch (Sn_la { €o })

abund d,, = Hy_1(jn_1)0 B, bildet , somit auf [acn+cn_1 ({ e })] ab. Dies

ist ein erzeugendes Element von Hn_l(Snfl, {eo }), weil 8, und H,_1(jn-1)
Isomorphismen sind.

b) Nach Lemma 5.30 d) ist H,,(®.) ein Isomorphismus von H, (D", S"1)
auf den e-ten Summanden Z von W, (X, A) = H,(X%, X’ 1). Deshalb wird
dieser Summand erzeugt von 7. := H,(®.) (7).

®, ist eine Abbildung (D", S" ') — (X%, X1, und weil die lange
exakte Homologiefolge eines Raumpaares natiirlich ist, kommutiert H,.(®.)
mit (3, d.h.,

Bn(Ve) = BrnHn(Pe) () = Hn1(Pe) Brln)
P

e) [aCn]

n—l(

[(®);(0cy)]
= |0((@o)sen) | = 0],

Daraus folgt Gleichung (5.20)

dn(ve) = Hn1(jn1)Bn(e) = Huo1(jn1)[0c] = [dcc + Coa(X372)].
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Notation 5.45 Sei (X, Z) ein CW-Komplex mit einem CW-Unterkomplex
(A, Z,4).
Die graduierte Kettengruppe

WX, A) = @ Ho(X5, X57)

neN

des zelluldren Kettenkomplexes Wz, ist eine freie abelsche Gruppe, mit ei-
nem Erzeugenden ~, fiir jede Zelle e € Z/y = Z\ Z,4.

Um es angenehmer zu machen, in diesem Kettenkomplex zu rechnen, wol-
len wir eine vereinfachte Notation fiir Ketten einfiihren, in dem wir W, (X, A)
mit der zu ihr isomorphen Gruppe F(Z’;) identifizieren.

Die Identifikation wird vorgenommen vermoge des Isomorphismus, der
fir jede Zelle e € 2/, den gemif Lemma 5.44 b) gewihlten Erzeugenden
Ye des e-ten Summanden Z von W, (X, A) auf den entsprechenden formalen
Erzeugenden e von F'(Z')) abbildet.

Das bedeutet, das wir fortan zelluldre Ketten als formale Linearkombina-
tionen von Zellen schreiben werden, statt wortlich nach der Definition von
W.(X,A) als Summen von Homologieklassen aus den homogenen Anteilen
H, (X%, X% 1).

Diese Notation behalten wir auch bei, wenn wir tatséchlich {iber die Ho-
mologieklassen oder iiber die sie repriisentierenden Ketten in C, (X%, X% 1)
oder C,(X7%) sprechen miissen.

Das heifst, wir benutzen die gleiche Bezeichnung e fiir die Zelle e, fiir ihre
Grundkette ¢, und fiir die von ¢, bestimmte Homologieklasse 7.. Aus dem
Umfeld wird immer klar sein, welche Bedeutung gemeint ist, und Formeln mit
zelluldren Ketten werden in dieser vereinfachten Schreibweise viel lesbarer.

Fiir 1-dimensionale Zellen kann man die Beschreibung des Randoperators
aus Lemma 5.44 b) noch préziser machen.

Bemerkung 5.46
Sei (X, Z) ein CW-Komplex mit einem CW-Unterkomplex (A, Z4) und
sei e € Z! eine 1-Zelle. Sei ®.: [—1,1] = D' — X ihre charakteristische
Abbildung.
Dann gilt
die = @ (1) — D (—1)

(in der vereinfachten Notation 5.45).

Beweis. Dies folgt aus Lemma 5.44.
Die Grundkette ¢, der Zelle e ist (®)y(c1), wo ¢; € C1(D') gewdhlt ist
gemif Lemma 5.44 a), Fall n = 1, und zwar so, dass [cl + C’l(SO)] die
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Gruppe W;(D?') erzeugt und Formel (5.16) gilt, also in unserer vereinfachten
Notation so dass dc; = e; —eg := (1) — (—1).
Nach Teil b) von Lemma 5.44 haben wir dann

die = [Oce + Co(XY)] nach Formel (5.20)
O((@):(er) + ColXY)]

= [(@)z(0e1) + Co(X5)]

= [(®e)s(e1 — €0) + Co(XD)] nach Formel (5.16)

= [(@e)z(er) — (Pe)s(eo) + Co(X7)]

=P (1) — (1) in der vereinfachten Notation.
|

Um dieses Kapitel zu schliefien wollen wir noch mit der zelluliren Metho-
de die Homologie der projektiven Raume RP™ und CP" berechnen, die in
Beispiel 5.13 g) mit ihrer CW-Zerlegung beschrieben wurden. Mit den klas-
sischen Werkzeugen (lange exakte Homologiefolge, Satz von Mayer-Vietoris
oder Ausschneidung) ist diese Homologie sehr schwer zu bestimmen.

Beispiel 5.47 Sein € N und sei k € Z.

a)

Z 0<k<2 dk de ist;

Hk(cpn) ~ { ) wenn U S £ S 4n un gerade 1st;
{0}, sonst.

b)

Z, wenn k = 0;

Hy(RP") = Ly, wenn 1 <k <nund k ungeriade ist;
A wenn k£ = n und n ungerade ist;
{0}, sonst.

Beuweis. a): Laut Beispiel 5.13 g) hat CP" eine CW-Zerlegung mit einer Zelle
em von Dimension 2m fiir jedes m mit 0 < m < n (und mit keinen weiteren
Zellen).

Es folgt, dass Ws,,,(CP™) = Z fiir jedes m mit 0 < m < n, und alle
anderen zelluldren Kettengruppen sind {0 }.

Insbesondere sind alle ungeradedimensionalen zelluldren Kettengruppen
trivial und aus diesem Grund sind alle Randoperatoren d, = 0. Deshalb ist

Z,(W.(CP™)) = W,(CP") und B,(W.(CP")) = {0}, also
H,(W.(CP") = Z (W.(CP")) = W,(CP").
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Diese graduierte Gruppe ist wie unter a) angegeben.

b): Weil RP° ein Einpunktraum ist (und tatsichlich die angegebene Homo-
logie hat), brauchen wir diesen Fall hier nicht ausfiihrlich zu behandeln und
konnen in der Folge annehmen, dass n > 0.

Laut Beispiel 5.13 g) hat RP™ eine CW-Zerlegung mit einer Zelle e, von
Dimension k fiir jedes £ mit 0 < k < n (und mit keinen weiteren Zellen).

Es folgt, dass Wi (RP") = Z fiir jedes k mit 0 < k < n, und alle anderen
zelluldren Kettengruppen sind {0 }.

Um die Homologie ausrechnen zu kénnen, miissen wir noch den zelluldren
Randoperator bestimmen.

Dazu nehmen wir zur Hilfe einen C'W-Raum, dessen Homologie wir schon
kennen, und zwar den S™ mit der CW-Zerlegung aus Beispiel 5.13 ¢), die zwei
Zellen in jeder Dimension k von 0 bis n hat. Diese Zellen sind E% und E*.

Sei 7,: 8™ — S™ die Antipodenabbildung mit 7,(z) = —=x fiir jedes
z € S". Diese Abbildung bildet fiir jedes k < n das Raumpaar (EX,0E*) =
(D%, S*1) homomorph auf (E* 0E*) = (D*, S*1) ab, und ihre Ein-
schrinkung auf OF%¥ = 9F* = S* ! ist 7;,_y. Ferner gilt 72 = idg», d.h.,
T, ist ihre eigene Umkehrabbildung.

Insbesondere ist Hy(r,): Hy(D%, S*1) — Hy(D*,S*1) = Z ein Iso-
morphismus, und wir kénnen die Erzeugenden dieser Homologiegruppen (die
Summanden von Wy (S™) sind) und die Grundketten der k-Zellen so wéhlen,
dass

Wi () (EY) = EF und umgekehrt (5.21a)
und
Ci(ma)(cgr) = cpr und umgekehrt. (5.21b)

Die ,umgekehrte* Beziehung gilt jeweils sogar automatisch, weil 72 = idgn .
RP" ist ein Quotient von S™ und die Projektion 7: S™ — RP" identi-
fiziert antipodische Punkte, d.h.,

TOT, =T. (5.22)
Nach der Definition der Zellen von RP" auf Seite 170 ist
e = m(S*\ SF1) = 7r(E_k|r UE*"),

und 7 bildet jede der offenen k-Zellen E% von S™ homdomorph auf e, ab.
Hieraus folgt erstens, dass m zellulidr ist, denn das k-Skelett S* von S™
wird durch 7 in das k-Skelett von RP™ abgebildet. Und weil 7 die offenen
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k-Zellen E%¥ homdomorph auf e, abbildet, ist 7|DX eine charakteristische
Abbildung fiir ey.
Folglich ist
Hy(m): Hy(D%, S*Y) — Hy (e, Oex)

fiir jede Wahl des Vorzeichens ein Isomorphismus, und wir kénnen das Er-
zeugende von

Hy (e, Oey,) = Hy(RP*, RP*') = W, (RP") = Z

so withlen, dass e, = W (m)(E%) (in der vereinfachten Notation 5.45). Wegen
(5.21a) und (5.22) gilt dann automatisch auch e;, = Wy(m)(E").

Um das bisher ermittelte kurz zusammenzufassen, 7 ist eine zelluldre Ab-
bildung und Wy (7) bildet jedes der beiden Erzeugenden von W, (S™) = Z&Z
auf das gewéhlte Erzeugende von Wy (RP™) = Z ab. Mit Hilfe dieser Ket-
tenabbildung wollen wir jetzt den Randoperator von W,(RP™) berechnen.

Betrachten wir zunéchst den Randoperator von W, (S™).

Lemma 5.44 b) besagt, dass dpE% von der Kette dcgr € Cr_1(S*1)
reprasentiert wird. Genauer gilt

di EY = (jr_1). ([aCEi]) )

WO jx_1 im jetzigen Fall die Inklusion (S*71, @) — (S*=1 S%=2) ist.
Weil die Grundketten Bedingung (5.21b) erfiillen, haben wir

= (Jr-1)s [(Tn)ﬁacEﬂ)
Jk—1)% [(Tk—l)ﬁaCEi]> (weil Tn‘Sk_l = To1)

Aber Korollar 4.9 besagt, dass (74_1). auf H;,_1(S*!) die Multiplikation mit
(—1)* ist, und weil j,_; eine natiirliche Transformation ist gilt das Gleiche
fir (Tk—l)* auf Blld(]k_l)* - Hk_l(Sk_l, Sk_Q), d. h.,

dyEF = (=1)"d,EY (5.23)
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fir jedes k mit 1 < k < n (natiirlich ist dy = 0).
Aus (5.23) folgt, dass Bilddj, von dy(E*) erzeugt wird und dass

dy(EX + (=1)*"'EY) =0

und somit

E* + (-1)MEY € Z,(W.(S™M)).

Insbesondere sind die zelluldren Zyklengruppen in Dimensionen 1 < k < n
nicht {0 }.

Nun ist aber dj, # 0 fiir 1 < k < n, denn sonst ist By_; (W*(S”)) ={0}
und kal(Sn) = Z]g,1 (W*(Sn))

Fiir 1 < k < n ist das nicht mdoglich, weil fiir diese Dimensionen bekannt-
lich Hy_1(S™) = {0}, aber die Zyklengruppe ist nicht {0 }.

Fiir £ = 1 ist es nicht moglich, weil dann auf Grund der Tatsache, dass
do = 0 ist, gilt Ho(S™) = Zo(W.(S™)) = Wo(S™) = Z ® Z. Wir wissen aber,
dass Hy(S™) = Z,dan > 0.

Also ist Bj_1 (W*(S”)) eine nichttriviale zyklische Gruppe, erzeugt von

Fiirl < k <nist Bk_l(W*(S”)) = Zk_l(W*(S”)), weil Hy,_1(S™) ={0}.
Somit enthilt die Réndergruppe, als Vielfaches des Erzeugenden di(E% ), den
Zyklus E¥ ' 4+ (—=1)*EX~!. Aber dieses Element von Wj,_;(S") ist Vielfaches
nur von =+ sich selber, woraus folgt, dass

dy(EY) = £(E + (-1)FEFY (5.24)

wenn 1 < k < n. Die Gleichung (5.24) gilt aber auch fiir & = 1, denn
Bemerkung 5.46 besagt, dass di(EL) = £(EY — E°) (mit Vorzeichen je
nachdem in welcher Richtung die charakteristische Abbildung der Zelle E7
den oberen Halbkreis durchliuft).

Betrachten wir jetzt das Bild des Kettenkomplexes W, (S™) unter der Ket-
tenabbildung W, (7). Wir schreiben d’ fiir den Randoperator von W, (RP"™).

Da wir es so eingerichtet haben, dass W, (7)(E%) = e, erhalten wir aus
(5.23) und (5.24) fiir 1 < k < n, dass

di(ex) = Wi(m)(di EY)
= £W.(m)(E*¥ " + (-1)*EF)
= :I:(ek_l + (—1)k6k_1)

oder in anderen Worten,

0. (ex) = {j:Zek_l, wenn k gerade ist und 1 < k£ < n; (5.25)

0, sonst.
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Und natiirlich ist d'(0) = 0.

Hieraus erhalten wir

Wo(RP™) = Z, wenn k = 0;
Zi, (W*(RP”)) = Wp(RP") =2 Z, wenn 1 <k <nund k ungerade ist;
{0}, sonst,

und

2Wx(RP™), wenn 1 <k < n und k ungerade ist;

Bi(W.(RP™) = {{0}, sonst.

Hier bedeutet 2W;,(RP™) die Untergruppe von Wi (RP") bestehend aus allen
wdurch 2 teilbaren Elementen (die also 2 mal ein anderes Element sind). Da
Wi(RP") zyklisch ist, sind das in diesem Fall alle geraden Vielfachen des
Erzeugenden.

Bildet man den Quotienten Hi(RP™) = Z; /By, so erhdlt man genau die
behauptete Homologie des reellen projektiven Raumes. Die Homologie kann
nur in Dimension 0 oder in den ungeraden Dimensionen von 1 bis n nichtrivial
sein, weil in allen anderen Dimensionen schon die zelluldren Zyklengruppen
{0} sind. In Dimension 0 oder in Dimension n, wenn dies ungerade ist,
sind die Réndergruppen {0} und die Homologie ist also isomorph zur Zy-
klengruppe, die unendlich zyklisch ist. In den ungeraden Dimensionen £ mit

1<k <nist ( )
We(RP" Z
Hy(RP") = o2 Lo~ 2 _ 7,
«(RP") oW,RP") 22 7

Es gibt viele andere Rdume, deren Homologie sich bequem mit der zel-
luldren Methode berechnen lisst. Dazu gehoren der Torus und die Kleinsche
Flasche, deren Homologie wir in Kapitel 4 schon mit Hilfe der Mayer-Vietoris
Folge berechnet haben. Beide dieser Raume haben eine CW-Zerlegung mit
einer 2-Zelle, zwei 1-Zellen und einer 0-Zelle und unterscheiden sich nur in
der Anheftungsabbildung der 2-Zelle. Die Details iiberlassen wir dem Leser
als eine sinnvolle und nicht schwere Ubung.



